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I. INTRODUCCIÓN.

HIPOTESIS Y RESUMEN DE RESULTADOS

En este trabajo estudiaremos existencia de soluciones positivas al problema parabólica

lineal de autovalores

Lu=g—Ï+A(I,t,D)u = Amu enflle
0-“ = 0 enÜflle
au

u T-periódica en la variable t, V :r G Ó

donde

o Q es un dominio acotado de IR" con frontera 89 de clase CH“ con p e (0,1)

(o sea frontera tal que ‘v’1:0 e (70 3 una bola B = B(:ro) con centro en 1:0 y una

correspondencia biyectiva 4,9entre B y D C El" tal que

1. cp(B u n) c IR 1

2. cp(Bn 80) C ÜIR';

3. ¿pe C““(B). cp" G0"“(0)

[ref [6], p 94]

o A(a:, t, D): - a.-k(.1:,t) D.-Dk+ Za,-(:r, t) D,- (D.-indica
i.k=l j=l a-‘Ei

con au, aj, m, con i, j, k = l.---,n funciones pertenecientes al espacio CHW“?! x

R ) = espacio de las funcionesy-l'lólder continuas con respecto ala métrica d((z, t), (y, 3)) =

( IIJ:—yll2+ It —3| )‘/’. A estas funciones las supondremos periódicas en la variable t,

de período T > 0 y además suponclremos que a.-k= a“ y que Eluna constante positiva

po tal que
n

_za¿k(3»¿)¿¡¿k2#ol¿l2 v<=,t)ef2xIR y v¿=(¿‘,...,¿")eIR"
i.k=l



Sea a e C“"‘/2(Ó x ¡R ), a T-pcriódica en t. Estamos entonces suponiendo que

V t A(:r, t, D) y A(a:, tD) + a son expresiones diferenciales uniformemente

elípticas en Q y que

6 a
L=E+A(z.t,D) y L+a=a+A(z,t,D)+a (2.1)

son expresiones uniformemente parabólicas, además T-periódicas en t.

o u indica la normal exterior a.Q (y por la.hipótesis hecha sobre Q resulta que

u e C‘*“(6Q, IR" ).

Primeramente estudiaremos la. existencia. de solución periódica. al problema parabólico si­

guiente

gg(L+a)u= +A(:r,t,D)u+a(1:,t)u= f eanR, a>0
at (2.2)

fi = 0 en 60 x IR
au

con f T-periódica. en t y f e C""‘/2(Ó x HI

Sean los espacios

E = { f restringida a Ó x [0, T] tal que f 6 C"'“/2(Ó x IR) y f es T-periódica en t }

con

Ilflls = iif||0u-»I?(nx[o.'r])

F = { f restringida. a Ó x [0, T] tal que f e C2*“'”“/2(Ó x ¡R ), gé = 0 en 89 x IR y
f T-periódica. en t } con

Ilfllr = "fiiCHF-“F/‘(ñxlofl'h Y

E = { f restringida. a Ó x [0, T] tal que f e Cm x IR) y f es T-periódica. en t } con

"III: = iifiiC(0x[0,7'])­



Considerados estos espacios con el ordenamiento natural de las funciones (u 2 w sii

u(a:, t) 2 w(1:, t) V (:r, t) 6 (Q x [0, T])) resultan ser espacios de Banach ordenados.

Probaremos entonces que el operador C inducido por g + A(:I:, t, D) con dominio F
es tal que para a en E y a > 0 el operador C + a admite un operador inverso (C + a)”l :

E —>E compacto y fuertemente positivo, y que se extiende un operador también compacto y

fuertemente positivo de 8 en E (donde si X e Y son espacios de Banach ordenados con conos

de elementos positivos P y Q respectivamente, ¿96 (0.diremos que un operador A : X —>Y

es fuertemente positivo si A(P —{0}) La función l e E es autofunción asociada de

autovalor l de (L + a)“, notaremos con ¡bla única autofunción positiva normalizada para el

autovalor l del operador adjunto de (L + l)". Dado m E E notaremos con M el operador

multiplicación por m.

Estudiaremos entonces el problema (le autofunciones positivas de Lu = AM u en E con

A e IR con el objeto de caracterizar las funciones de peso m para las cuales exista Adiferente

de cero y tu > 0 tal que Cu,\(:r) = AM ¡“(1). El resultado que probarcmos es el siguiente:

l. Si m e E y m no es función de l solamente entonces el problema de autovalores

Cu=ÁMu u>0 enE

tiene un único autovalor A¡(m), aparte del autovalor 0, si y solamente si m o —m

satisfacen

/T ( t)dt>0 (w m)<0axm 1:, ,
(ll) o Ten y

Además si m satisface (t) (respectivamente -m) A¡(m) es positivo (respectivamente

negativo).

2. Si m es solo función de t entonces Cu = AM u, u > 0 en E tiene aparte de A = 0 una
T

solución diferente de cero si y solo si m satisface que mo = jo m(s) ds = 0. Además

cuando mo = 0 para todo Aen IR existe u,\(1:) > 0 tal que Cu; = AM ur.



II. EL PROBLEMA PARABOLICO PERIÓDICO CON

CONDICIONES DE BORDE DE TIPO NEUMANN

Sea a > 0 en E (o sea a(::, t) 2 0 pero a(1:, t) 760). Pasaremos a considerar primero

bajo las hipótesis enunciadas anteriormente la solución del problema parabólico periódico

siguiente

g
at+.Á(.1:,t.D)u+a(:i:,t)u= f enflxfli.a>0

H-lll a 0 en 80 x R
8V

u T-periódica en t V a: 6 Ó

Lu+au=

con f T-periódica en t y f E C“"‘/7(Ó x IR ); donde por solución del problema II.[1] enten­

deremosuna funciónu e C“(Ó x IR) que satisface ll.[l] puntualmente [ref

Teorema II.l: Dada f 6 Cm x ¡R). T-periódica en t, existe una única solución u del

problema ll.[l], más aún u e C7+“"+”/2(Ó x HI).

Para la demostración de este Teorema se planteará el problema II.[l] en términos de ecua­

ciones de evolución para lo cual nos harán falta algunos resultados en ese contexto.

Teorema II.2: Sea p > n. Sea X = LP(Q). Para t e [R consideremos el operador

A(t) : LPM) —oLP(Q) inducido por A(-. t, D) con dominio D independiente det

D={u€W2"’(Q)/g;=0en80}

(o sea [A(t)w](:r) = [A(a:. t, D)w](:c) donde A(:i:, t, D) actúa en w e D en sentido generali­

zado).



Sea vo e L”(Q), a : [0, w] —»L”(0) p/2-H6lder continua en [0, w] para la norma en

L’(Q) entonces para. k e IR , k suficientemente grande el problema de Cauchy

n [2] :—ï(t)+ A(t)v(t) + a(t)v(t) + kv(t) = g(t) en L"(Q) Vi e (0. w]
. v(0) = vo en L”(Q)

admite para cada g Holder continua g : [0, w] -o L”(fl) una. solución única v tal que v G

C([0. w], L”(Q)) ñC'((0, w],L"(Q)) y tai que v(t) e D(A(t)) = D V tgé 0 y está dada por

I

v(t) = vu, 0)vo+ f0 vu, s)g(s) ds

donde V(t, s) es la solución fundamental de II.[2] además v e C‘([0, w], L”(9)) si vo 6 D.

Demostración del Teorema 11.2: Destaquemoslas propiedades de la familia de opera­

dores Aa(t) = A(t) + a(t)

A.l) {Aa(t) / t G [0, ul} es una familia de operadores cerrados con dominio independiente

de t y denso en X = L’(Q).

A.2) Existe k > 0 suficientemente grande tal que para todo t e [0, w] la resolvente RO, Aa(t)+

k) existe para. todo A con Re A 5 0 y

"ROM¡40(1)+ k)|lu(m S C'(1+|Á|)'l

donde C es una constante independiente de t y de A.

A.3) La aplicación de Aa(-) + k : [0, w] —oL(X¡, L”(fl)) es p/2-Hólder continua, donde X1

es el dominio D con ia norma ||u||¡ = ||(Aa(0) + k)u||um), o sea

II(A009)+ k)" - (A00) + k)" llum) S C |3 -i|"/2i|"l|1n

De la.propiedad A.3) se deduce la siguiente

A’.3) Existe una constante c > 0 tal que

Ii [(14009)+ k) - (¡40(1) + i'm/WT) + ic)’l II S C |8 - il“,2 VL 3. 1' G [0. w]­

5



Para la prueba de estas propiedades ver el Apéndice Sl.

De las propiedades A.l, A.2 y A’.3 se deduce que el problema de Cauchy

d—v+(Aa(t)+k)v _ g en LP(Q)Vt€(0,w]dt

v(0) vo en L”(Q)

para cada g-Hólder continua tiene una. solución única v con las propiedades que afirma la

tesis del Teorema lI.2 (ref [4], p 108,109). I

Sea el problema de valores iniciales siguiente

%(z, t) + A(:r, t, D)v(:c, t) + b(:c, t)v(:c, t) = g(:r, t) en Q x (0, w]
avII. 3 — =

l l a” 0 en 69 x (0, w)

v(z, 0) = vo(:r) en Ó

con b y g e C“"‘/7(Ó x [0, w]), vo e C(Ó)).

Nota II.1: Diremos que v es una solución clásica de II.[3] si v e C(Ó x [0, wl) n Cm“! x

(0, w])ñC"°(Q x (0, (0])y satisface II.[3] puntualmente (ref. [l]. p 16). Una solución clásica

es llamada regular si

v e C“°(Ó x [0,w])ñ C“(Ó x (0,

Nota II.2: Si u E Cm x [0, u]) y definimos v(t)(:c) = u(a:, t) entonces v e C([0, T],C(Q))

y viceversa.

Nota 11.3: Bajo las hipótesis del Teorema Il.2. si vo e D entonces toda solución v de II.[2]

via la identificación v(:r, t) = v(t)(:r) pertenece a C"°(Ó x [0, (0])ñ C2+""+“/2(Ó x (0, (9]) y



es una solución regular de

%+A(:’t'D)v+a(:’t)v+kv = g ean(0,w]

II.[4] g = o en an x (o, w]
v(:, 0) = 00(2) en Ó

con a y g e C“'“/’(Ó x [0, (.21)y recíprocamente toda solución regular de II.[4] es una solución

de II.[2] (ver ref [l], p 17, Lema 4.2).

Lema II.1: Bajo las hipótesis del Teorema ll.2, el problema siguiente

%+A(z,t,D)u+a(z,t)u = g enflx(0,w]
auIl. 5 — =

l l ay 0 en an x (0, w]

u(:r, 0) = uo(z) en Ó

con a y f e C“"‘/2(Q x [0, w]) y uo e D tiene una única solución regular y está dada por

l

u(:¡:,t) = [U(t, 0)uo +_/; U(t, 3)f(s) ds] (z)

donde f(s)(:i:) = f(:1:.a) y U(t, s) = e“ V(t, 3)e"" con V la solución fundamental de II.[2].

Demostración: Poniendo e"‘v(1:,t) y g(:r, t) = e'k‘ f(:c, t) los problemas II.[4] y II.[5] son

equivalentes cn vo = uo e D y el problema II.[3] en virtud de la Nota Il.3 tiene solución

regular v(:r:, t) = v(t)(a:) con v(t) solución del problema II.[2] que 3 pues 6"“ [(3) es ¡cr/2­

Hólder continua por ser f G C”'“/2(Ó x [0, u]) y de la expresión que da el Teorema 11.2se

desprende la expresión para v(.1:,t)

v(:i:, t) = [V(t, 0) vo+ fo! V(t. s)e"'" f(3) ds (1;)

y por lo tanto la.de u(:r, t) = e“ v(:i:, t). I



Con el objeto de determinar una condición inicial que nos proporcione una solución de

II.[5] que satisfaga u(1:, 0) = u(a:. T) = uo probemos el siguiente Lema sobre el operador

K=mey

Lema 11.2: Bajo las hipótesis del Teorema Il.‘2. sea.w > T y sea K el operador definido

por K uo = U(T, 0)uo = e“ V(T, 0)uo, uo e L”(Q), V la solución fundamental de II.[2].

Entonces K define un operador de C(Ó) en C(Ó) compacto fuertemente positivo y si a > 0

con radio espectral r(k) < l ( donde C(Q) es tomado con su ordenamiento natural y con

fuertemente positivos entenderemos que lleva los elementos positivos no nulos en el interior

del cono positivo).

Demostración: Veamos primero que K es un operador lineal y continuo de L”(Q) en

W2"(Q):

lll/(Tv 0) "OllWM5 C(ll(Aa(T) + ¿Ml/(Ta 0)u0)llLP(n) + lll/(Tao) uOllU(n))

por la desigualdad (39.1) del 51. del apéndice pues V(T,0)uo e D.

Además como (Aa(T) + k)"l es continuo de L”(Q) en L”(Q) resulta que

lll/(Tvoluollum) = ll(Aa(T)+ k)" (Adm + k) V(T,0)uollu(n) S

S Cl"(AalTl + k) V(Tr0) uoller)

de donde

llV(T,0)uollw=-r(n) S cz II(AG(T)+ k) V(T,0)Uollu(n) S Calluollvm)

esta última desigualdad por el Teorema 5.2.1 de Tanabe (ref [12], p 17).

Resulta entonces que K = e" V(T, 0) es un operador lineal compacto de C(Q) en C(Ó)

por la.siguiente cadena de composiciones

quumflhwwmzcm)
8



donde las inclusiones son continuas y K es continuo por lo dicho anteriormente y la última

inclusión ig es compacta (ref [6], p.171 Teorema 7.26).

Veamos que K es un operador lineal fuertemente positivo de C(Ó) en C(Ó): Sea uo > 0,

uo e C(Q) y supongamos primero que uo e D, entonces

u(:r, t) = [U(t, 0) uo](:r)

es una solución regular (por Lema 11.1)de II.[5] para f(:c, t) E 0 con condición inicial uo > 0

entonces por el principio de maximo para ecuaciones parabólicas resulta que u(:¡:, t) > 0 V a: E

Ó si t > 0 (ref [9]), por lo tanto u(:1:,T) = K u,(:r) > 0 V :r e Ó. Si uo e C(Ó) pero ug í D,

uo > 0, observemos que se puede hallar {wn} C D tal que 0 < wo < w¡ < < wn . .. < uo y

w,1tiende a ug en C(Ó) de donde por la continuidad de K en C(Ó) se deduce que K ¡10(1) 2 0

y por lo tanto K (uo —wo)(:r) 2 0 y en consecuencia K uo(:r) 2 K wo(z) > 0 V z e Ó o sea

K uo pertenece al interior del cono positivo de C(Ó).

Aplicando el Teorema de Krein-Rutman (ver 55. apéndice) podemos deducir que el radio

espectral de K, r(K) es positivo. Sea uo > 0 tal que K uo = r(K) uo entonces por el principio

de máximo para ecuaciones parabólicas se deduce que ||K uollcm) S Iluollcm)y por lo tanto

r(K) _<_l. Veamos que r(K) < 1.

Sea a > 0 y supongamos que r(K) = l, entonces existe uo > 0 tal que Kuo = ug y

como U(t, s)uo E D si t > 0 se tiene que uo = K uo = U(T,0)uo e D entonces u(:i:, t) =

[U(t,0)uo](:c) es solución regular de II.[5] para [(3, t) E 0 y satisface u(:r, T) = Ku.(:r) =

¡10(2) = u(:r, 0) entonces por el principio de máximo debería ser u(:r, t) =cte V1: E Ó,

0 S t 5 T, pero a > 0 implica u(1:,t) = 0 Va:G Ó, 0 S t S T entonces uo(:r) E 0, contra lo

supuesto, por lo tanto r(K) < 1. la:

Demostración del Teorema II.1: Sea w > T. por el Lema II.1

l

u(:r, a) = [U(t, om +/0 ua, s)f(s) ds (1:) (9.1)

9



donde f(s)(z) = [(z, s), es una solución regular de

%+A(:,t,D)u+a(z,t)u = f en9X(0.wl

¡1-[5] g = o en an x (0,40]
u(:r, 0) = uo(:r) en Q

si uo e D.

Necesitamos determinar uo E D de modo tal que u(:r, t) satisfaga u(::, 0) = u(z, T) o

sea

u(a:, 0) = uo(f)(:) = u(a:, T): [U(T, 0)uo+ [JT U(T, s)f(s) ds] (1:)
o sea

T

uo = U(T, 0)uo =/0 U(T, 0)](3) ds. (10.1)
I

Por el Lema 11.1w(:r, t) =/0 U(T, s)f(s) ds es una. solución regular de II.[5] para ua E 0 G
D por lo tanto w(-, t) 6 CZK-2)para cada t E (0, w] y en particular w(-, T) G 02(0) C C(Ó).

Sea K el operador inducido en C(Ó) por U(T, 0), definido en el Lema. ll.l, entonces por este

Lema resulta que podemos definir univocamcnte uo(f) e C(Q) tal que

uo(n=(1 - K)“ wo, T) = (I - K)“ [/07ua", sms) ds] (10.2)

pues (I - K) tiene inverso pues r(l\') < l por lo tanto vale (10.1) pero además ug 6 D pues

w(1:, t) por ser solución regular de ll.[5] satisface la condición de borde para t e (0, w] en

particular para t = T, por lo tanto w(-, T) e D además U(T. 0) uo e D por las propiedades

de la solución fundamental en consecuencia de (9.1) se deduce que uo E D.

Resulta entonces que la

u(:r,t) = [U(t, 0)uo+/0‘U(t, s)f(s) ds] (1:)
T (10.3)

conuo = [I-U(T,0)]" U(T,s)f(s)ds)

es solución regular de ll.[5] y cumple u(11,0) = u(:c, T).

10



u(a:, t) si t S T
Sea v(:c, t) =

u(:c,t-T) sitZT

La función v(:i:, t) satisface la ecuación

g-Ï-i-Auz,t, D)v+a(a:,t)v=fen0x[T,w]

y cumple con g = 0 en 69 x [T, w] por su definición y por la T-periodicidad de los
coeficientes y de f(z, t). Como u(1:, t) es también ahí una solución pues lo es en todo (0, w]

resulta que u(:, t) = u(:¡:,t + T) o sea la solución u(:r, t) extendida por periodicidad, es la

solución de II.[1] y resulta que u G C2+“"+“/’(Q x IR) . I

Sea E = {f/Ó x [0, T] talr que f E C""‘/2(Ó x IR ) y f es T-periódica en t} con

"ÍIIE = Ilfllcu-»/=(nx[o.n)- a
Sea F = x [0, T] tales que f E C2+“"+“/2(Ó X HI), 5€- = 0 en 30 x IR y f es

T-periódica en t } con

= "fllcumuulimle)'
Sea S = {f/Q x [0, T] tales que f e C(Ó x IR) y f es T-periódíca en t } con

Ilfllc = IIfHC(0x[0.T])'

Consideraremos a estos espacios con el ordenamiento natural de las funciones.

Teorema 11.3: Bajo las hipótesis del Teorema II.l. sea L el operador inducido por (2.1)

con dominio D(L) = F. Sea S. el operador que a cada f e E le asocia en virtud del Teorema

II.1 la única soluciónu e F del problema Il.[l] o sea S.(f) = (L + a)"(f) y

Sn(f) = U(t. 0) [(1 —U(T, 0)" /0TU(T. s)f(.s) ds] + /0‘U(t, s)f(3) ds

entonces S. : E —vF es un isomorñsmo y si también llamamos Sala ip o S. donde ip es la

inclusión de F en E entonces S. : E -o E es compacto y fuertemente positivo.

ll



Teorema 11.4: Bajo las hipótesis del Teorema Il.3, S, se extiende univocamente a un

operador S. : E —vE continuo y Sa : 8 -> 8 es compacto y fuertemente positivo.

Demostración del Teorema II.3: L +a es claramentecontinuode F en E. Es biyectivo

por el Teorema 11.1ya que para cada f e E existe una única solución del problema II.[1]

dada por S.(f) y como E y F son espacios de Banach, S. = (L + a)‘l es continuo de E en

F y como la. inclusión de F en E es compacta para completar la.prueba falta ver que S. es

fuertemente positivo. Veamos esto:

Sea f > 0, f e E, probaremos que ulz, t) = S.(f)(:r, t) > 0 V(1:, t).

u(z, t) es solución regular de

%+A(z, t, D)u+a(:c,t)u = f enfl x IR (12.1)
au
a-y — 0 en 30 x IR (12.2)

“(1,0) = uo(f)(1=) en Ó

u T-periódica en Ó

De (12.1) deducimos que

¿(-U)
at

Supongamos que el max —u = M 2 0. Si M es alcanzado en el interior entonces por el

- ¡((1, t. D) (-u) - a(1:,t) (-u) = f > 0 (12.3)

principio de máximo (rcl' [9]), es alcanzado por —u(:r,0) = -uo(f)(:r), más aún -u(:r, 0) E

M y por la periodicidad —u(.7:,T) E M por lo tanto u es constante —u(:r, t) E M 2 0 lo que

lleva a una contradicción en (12.3) pues a > 0 y f > 0. Si M es alcanzado en 00 x R esto
(-u
ay

Vlleva a una contradicción con (12.2) pucs por el principio de máximo debería ser > 0

en ese punto.

En consecuencia max(-u) = M < 0, o sea u(:, t) > 0 V (:r, t), por lo tanto u está. en el

interior del cono positivo de E. I



Demostración del Teorema 11.4: La prueba de este Teoremarequiere retomar algunos

resultados de la teoria de ecuaciones de evolución .

Las hipótesis A.l y A.2 que verifican los operadores Aa(t) (pag 5) implican que -K(t) =

-Aa(t) - k es el generador infinitesimal de un semigrupo holomorfo {e" ¡ml/0 S s < oo}

en L(L”(0)). Más aún existen constantes positivas c y d tales que

||6"K(')ll S 66"“ (13-1)

||K(t)e"K(‘)|| S cs‘l e'd' para s > 0 y t E [0,w]

La desigualdad (12.1) implica la existencia de la integral

- l 0° a-l -aK(I)a = __ d V _
K (t) No) jo s e s a > 0

Se tiene que ¡(“(1) = [K(t)]'l y cada l\"°(t) es un endomorfismo inyectivo continuo de

L”(Q). En consecuencia 1\'°(t) = [I\""(t)]'l es un operador lineal biyectivo cerrado en

L'(Q). Puede probarse que cada K°(t) tiene dominio denso y que

D(K°(t)) C D(l\'p(t)) para a 2 fi 2 0

Más aún K°+”(t)(:) = K°(t)1\"’(t)(:c) = ¡(“(0 I\'°(t)(a:) para todo a, fi E IR y a: 6

D(K"(t)) con 7 = max{a, fl, a + fl} donde K°(t) = idem) = I (ref. [l], [4], [8], [11])

También puede probarse que D(Í\'”(s)) C D(I\'°(t)) para 0 5 a < fi 5 l, s, t E [0, w]y

que

¡(“(3) K'”(t)|| 5 c(a, fl) para s, t 6 [0,w]

Definición: Sea ||=||a = ||K°'(0):c||¿p(m para. z e D(Í\'°(0)) y 0 S a S 1 y denotemos con

X, al espacio de Banach (D(K"(0)), || lla).

Se cumple que Xp tiene inclusión continua. en X. si 0 S a S B S 1 ( con X0 = L'(Q)).
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Lema 11.4: Sea 0 5 a < B S l, sea v(t, s) como en el Teorema 11.2y sea S(:¡:, g)(t) =

V(t, 0):: + fc;V(t, s)g(s) ds entonces S es un operador lineal y continuo de

Xp x C([0, w], L’(Q)) en C"([O, w], Xa para todo 7 e [0,fl - a] (ref. [l], p 10).

l . . . , .

Lema 11.5: Supongamos que 5 + 2n—p< a S l. Entonces X. tiene inclusion continua en

C‘+"(Q) donde 0 5 A20: —-1 —% (ref. [1], p 16).

Lema 11.6: Sea g E C([0, w], C(Ó)) y sea VU, s) como en el Teorema “.2 y sea H(g)(t) =

ji V(t, s)g(s) ds. Entonces H es un endomorfismo continuo y compacto de C([0, w], C(Ó)).o

Demostración: : C([0, w], C(Ó)) tiene inclusión continua en C([0, w], L”(Q)) y por el

Lema [1.4, H está, bien definida y es continua de C([0. w]. L”(0)) en C"([0, w], X0) para 0 5

a < ly 0 5 7 5 l- a. Ademas C"([0, w], X0) tiene inclusión compacta en C([0, w], C(Q))

por la siguiente cadena de inclusiones continuas:

C"([0. w], X0) en C"([0, u], C'+'\(Ó) por el Lema 11.5para a y A adecuados (p > n).

C"([0. w], C'+"(Ó) cn C"([0, w], Chm) pues C'+*(Ó) tiene inclusión continua en C2767).

Ademas la aplicación F de C"([0, w]. Cha-2) en C’""'([0, w] x Ó) dada por F(f)(t, z) =

f(t)(:¡:) es continua (ver S2. Nota 11.4 del apéndice) y a su vez C27"'([0, w] x Ó) tiene

inclusión compacta en C([0, w] x Ó) (ver 53. Nota “.5 del apéndice) que se identifica con

C([0» w], C(Q))- |

Lema II.7: Sea f e C([0,w], C(Ó)), sea U(t, s) como el el Lema 11.2 (U(t, s) =

e“ V(t, s)e"“,con V la solución fundamental de Il.[2]), sea K como en el Lema II.3 (K =

U(T, 0)) y sea U0 la aplicación dada por

UoU) = (1 - K)"l (/01 U(T. 8)f(8) ¿8)

14



entonces U0 es continua de C([0, w], C(Ó)) en Xa con 0 S a < l.

Demostración:

00(9) = (I —K)“ (JT/0va, 8)f(s) ds) =

(I - K)“ (e”H(g><T)) gm = e-*'ns)

La aplicación que a.f le asocia g es continua de C([0, w], C(Ó)) en si mismo y luego H aplica

g continuamente en C([0, w], XQ) (se ve en la. demostración del Lema Il.6) y por lo tanto

continuamente en C([0, w], X0). Como la valuación en T es continua de C([0, w], Xa) en
TX, y la multiplicación por e" es continua de XO,en X0 resulta que

f —.f: U(T, s)f(3) ds

es continua de C([0, w], C(Ó)) en XO.

V(T, 0) es continua de X. en X0 ( ref. [1], Lema 2.1, desigualdad 2.8, p.9 ) por lo tanto

K = e” V(T, 0) es continuo de X0 en X0 y como I —K tiene inversa continua de C(Ó) en

C(Ó) entonces I - K tiene inversa dc XO en X0 y que por lo tanto resulta continua pues

X, es de Banach. Está probada entonces la.afirmación del Lema 11.7. I

Lema II.8: Sean f y U0como en el Lema II.7. Entonces la aplicación So definida por

So(f)(i) = UU, 0) [(1 - U(T‘ 0))“l (/01 U(T. 8)f(3) t13)]

es continua y compacta de C([0, w], C(Ó)) en si mismo.

Demostración: Sean ¿+57? < á < o < 1. Observemosque So(f)(t) = e“ S(Uo(f), 0) con
S como en el Lema II.4 por lo tanto por los Lemas 11.4y 11.7So es continua de C([0, w], C(Ó))
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en C"([0, w], X5) y como este último espacio tiene inclusión compacta en C([0, w], C(Ó))

(ver demostración de Lema ¡1.6) resulta. la afirmación . I

Probaremos ahora el Teorema. II.4

De los Lemas II.7 y 11.6se deduce que la aplicación

s.(¡)(t) = uu, o) [a - U(T.o)" (/07U(T.sms) ds)] + fo'Uu. sms) ds

es una. aplicación continua y compacta de C([0, w]. C(Ó)) en sí mismo o equivalentemente

de C([0, w] x Ó) en sí mismo. En el Teorema. 11.3vimos que S. de E en E era fuertemente

positivo, por lo tanto si w E 8. w > 0 tomemos {wn} C E tal que wn —>w en 8 y wn > 0

entonces S. wn —vSaw y como S.l w,l > 0 resulta Saw 2 0 por lo tanto .S'.les positiva.

Sea w 6 E tal que 0 < w < w entonces Sa w(1:, t) Z 5,15017, t) > 0 y por lo tanto Sa es

estrictamente positivo de ¿Í en 8. Fin demostración del Teorema. II.4 . l



III EL PROBLEMA DE AUTOFUNCIONES POSITIVAS DE Lu = AMu

Dado m € C“"‘/7(Ó X IR) T-periódica en t, queremos determinar las condiciones que

debe verificar m para que exista A E IR tal que tenga solución el siguiente problema

L =AM

III.[1]{ u u en E (17.1)u>0

donde C es el operador inducido por (2.1) con dominio de C D(C) = F (como en el Teorema

11.3)y M el operador multiplicación por m en E.

Nota III.1: Evidentemente u(:r, t) E l y A = 0 satisfacen (17.1) cualquiera que sea

m e E. Además acompañando a A = 0 no existe otra. autofunción positiva que satisfaga

(17.1) lo que veremos en la Nota siguiente.

Nota III.2: El núcleode C está generado por la función u(:¡:,t) E l. O sea KerL =

Demostración: SupongamosCu = 0 entonces Cu + u = u por lo tanto (l: + l)u u en

consecuencia(L + 1)‘l u = u pero tambien (L +1)"1 = l y como (L +1)“l por el Teorema

11.3,sabemos que es compacto y fuertemente positivo de E en E entonces por el Teorema

de Krein-Rutman l es el radio espectral de (C +1)“l y u G I

Nota III.3: Una condición necesaria para la existencia de A 960 y u > 0 que satisfaga

III.[1] es que m(:c, t) cambie de signo.

Demostración: Supongamos que m(1:, t) i 0 y m(1:, t) no cambia de signo y sean A 7€0

yu>0talesqueLu=AMu.



Estoesequivalentea(5+ l)u-u = AMuy a

u-(c+1)-'u=A(c+1)-'Mu (18.1)

Como rn no cambia de signo y u > 0 entonces Mu > 0 o Mu < 0 (Mu = 0 no puede

ser, pues de lo contrario sería Cu = AM u = 0 y entonces u sería constante y por lo tanto

Mu no identicamente nulo contra lo supuesto), pero entonces MC + l)’l Mu > 0 o

MC + l)’l Mu < 0 en cualquiera de los dos casos la ecuación (18.1) por el Teorema de

Krein-Rutman no tendría solución positiva, llegamos así a una contradicción . I

Nota III.4: La función ¡p

Hemos visto (en la demostración de la Nota lll.2) que l es el radio espectral de (C +l)'1

y tambien lo es de S1 y por lo tanto como (L + l)"l es un operador compacto fuertemente

positivo de E en E, y S1 de 5 en E, aplicando el Teorema de Krein-Rutman tambien l es el

radio espectral de su adjunto [(C + l)"]' de E’ en E’ y tambien de 5'; de 8’ en 8’ y por

lo tanto existe 1,1)6 5' C E' tal que S; ¡JJ= ¡1)con ¡b fuertemente positiva en 8’ (w es por

lo tanto una medida boreliana positiva definida sobre Ó x 1rdonde 1res el intervalo [0, T]

identificados su extremos. En lo que sigue entonces notaremos con w a la única autol'unción

positiva de S¡' tal que "gb"; = l.

Probaremos los resultados que se enuncian en los siguientes Teoremas:

Teorema III.1: Sea m e E tal que m no es función de t solamente.

Entonces el problema de autovalores

Cu=AMu u>0 en E

tiene un único autovalor A¡(m), aparte del autovalor 0, si y solamente si m o —msatisfacen
T

m =/o me? m(:r. t) dt > 0 y (1,0,m) < 0 (18.2)
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Además si m satisface (18.2), respectivamente —m. A¡(m) es positivo, respectivamente

negativo, y en ambos casos la autofunción u¡(m) > 0 asociada a A¡(m) pertenece a F y el

espacio de autofunciones asociado a A¡(m) es de dimensión l.

Teorema III.2: Sea m e E tal que m es función de t solamente o sea m(:r, t) = m(t) V

1: E Ó.

Entonces el problema de autovalores

Lu=AMu u>0 en E

tiene solución A diferente de cero si y solo si

T

mo =/ m(s) ds = o. (19.1)0

Además cuando mo = 0 para todo Ae lR existe u; > 0 tal que Lu; = AM tu.

En el apartado III.1 veremos que la condición (18.2):

T

(t) ñ =/ magm(:, t) dt > 0 y (1p,m)o se

es suficiente para la existencia de un A¡(m) > 0 y u¡(m) > 0 tales que [tu = A1M141;este

resultado quedará probado en la proposición ¡”.2 a través de los Lemas HL] y “1.2. El caso

(gb,—m) < 0 y :rïï > 0 se estudiará. cambiando la función de peso rn por —m.

En el apartado III.2 estudiaremos la unicidad del autovalor determinado en III.1 y

quedará probado el Teorema III.2. En el apartado 111.3estudiaremos la necesidad de las

condiciones ñ > 0 y (d). m) < 0 para la existencia dc autovalor positivo con lo que final­

mente quedará probado el Teorema 111.1



III.1 Estudio de condiciones suficientes para la existencia de /\ > 0 y u > 0

tales que Cu = AMu en E.

Proposición III.1: Sea m 6 E. Sin perdida de generalidad podemossuponer que ||m||°° =

sup |m(:c, t)| < l. Sea A > 0 y sea. el operador
(¿05040.71

[(¿=(C+A)"(M+l) de E en E

Entonces K,\ es un operador compacto fuertemente positivo de E en E y el problema

Cu=/\Mu , A>0 ,u>0 en E (20.1)

es equivalente a.

u=AK,\u , Á>0 ,u>0 en E (20.2)

Demostración: K; es compactoy fuertementepositivopues (¿+A)" loes y m(a:, t)+l > 0

V 1:,t pues ||rn||°° <1. Ademas Cu = AMu sii Lu + Au = AMu+ Au = A(M+ l)u sii

u = A(L+A)"(M + 1)u.l

Nota III.5: En todo lo que sigue supondremos que m. la función de peso, es tal que

lImIIm < l.

Lema III.1: Sea.m G E tal que (w. m) < 0. Supongamos que existe wo > 0, wo e E y

ao > 0 tales que

wo S ao Ka, w

entonces 3 A > 0 y u > 0 tales que

u = Á KA u.

Demostración: (La prueba es análoga al caso elíptico (ref [10]))
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l . l

Supongamos wo < ao Kao wo. Sca — = radio espectral de Kao entonces a- > 0 y es un0| l
autovalor de Kao con autofunción asociada w¡ > 0 que supondremos normalizada.

Veamos que on < ao:
. l l

Supongamos lo contrario, o sea a1 2 ao o sea. a- 2 0-. Sabemos que wo < 410K“°woo 1

por lo tanto
1 ,

—wo- lino wo < 0. (21.1)
Oro

. 1 1 . , . o I

Sl fuera.a- = a- esto contradecma el Teorema de Krein-Rutman pues la ecuacnon (21.1)o 1

no tendría. solución positiva.
. 1 1 ., . .. .

Sl fuera g- > a- tambien llegamos a una. contradnccnonpues por el Teorema de Krem­o 1

Rutman la ecuación a- u —Km,u > 0 tiene una. única solución que es positiva. y en (21.1)o

es -wo < 0. Por lo tanto a1 < ao.

Como (C + ao)w¡ = o” (M + l)w¡ se tiene que

(L+a¡)w¡ = (¿+00 —00+0¡)1D¡=(C+ao)w1-(ao-O¡)U)¡

= CY] + l)w¡ - (ao —O¡)IU¡

Aplicando (L + ou)’l se obtiene

w¡ = a1 Kal wl - (ao —a¡)(E + aq)"1 w¡ < cn Ka, w¡ con a1 < ao

Repitiendo este procedimiento obtenemos una sucesión (ag-MENen IR+ y una sucesión

(w,-),-€Nen E tales que

0<...<a,-<a,-_¡<...<a¡<ao, w,->0 y ||w,-||E=l.

wj = aj Ka, wj - (a_,-_¡—aj) (C + ej)" wj. (21.2)
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Sea A = _limaj. Supongamos que A > 0. Hemos visto que L es un operador cerrado de E1-00
en E tal que (C + or)“l existe y es continua si a > 0, por lo tanto (L + dj)" converge a

(C + A) ( por analiticidad de la resolvente) y por lo tanto

(ai-l - 01')(C + ai)" wi -' 0

en consecuencia

w,- —aj Ka, w,- —v0 en E (22.1)

Ahora bien sea e,- = U)"- Oj [to] wj entonces

w,- = aj Ka, wj + e,- con e,- —o0

Ademas

w, = aj Kij + a,(l\'n, —Í\',\)w,-+e,- = aj Kij +u,­

con

uj = aj (Ka, —I\',\)w¡ + e,- -> 0

(pues = 1 , Ka, —>K; y o,- —oA) por lo tanto wj - Uj = aj K; wJ-= KA(aj wi),

aj wj es una sucesión acotada y I\',\ compacto. por lo tanto existe una subsucesión convergente

wjk —Ujk —' u pero como Uj —o0 entonces wjk —ou además u > 0 pues w”. > 0 y Ilekll = l.

Pasando al límite entonces en (22.1) se obtiene u = /\ K,\ u y por lo tanto L u = AM u.

Hemos visto entonces que si lima, = A > 0 la afirmación se cumple.

Veamos ahora que A no puede ser cero.

Supongamos lo contrario o sea aj -’ 0.

Por (21.2) tenemos

wi = 01 Ka, w; - (01-1 - 01')“: + 00')" wi­

Apliquemos (L + aj) a ambos miembros

¿101+ 01'wi = Oj(M + 1)wj - (Ou-i - OIjo
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por lo tanto

¿101: 02'(M +1)wj- aj-l wi­

Resultaque ||ij||5 S 05.2.1+0j_¡ S 3011-4por lo tanto ij -v 0 en E y ||(C+l)w,-||E S

cte. en consecuencia (L + 1)" (L + l) wj = wj tiene una subsucesión convergente wjk -> w

y como L es cerrado en E Cw = 0 de donde deducimos que w = l.

Resulta entonces que (tb. M IUjk) —»(w, M.l) y (tb, MJ) < 0 por hipótesis, en conse­

cuencia.

(w, M wjk) < 0 para k grande (23.1)

Por otra parte como L' ¡b= 0 se tiene

0 (13"wa wi) = (4', Ctvj) = (1/1.0;"(M +1)wj - aj-n tvj) =

01'(11’.ij) + 01'W» wi) - (4’. 01-1 wi) =

01W).M wi) + (01 - ai-ÜWN wi) S 91'('Íh ij)

pues d) > 0 y Wj > 0 y (aj —0)-.) < 0 dc donde (w, M wj) 2 0 Io cual es una. contradicción

con (23.1). I

1'

Lema III.2: Sea.rn e E tal que ñ = j meaácmtc,t) dt > 0. Entonces existe w e E,0 z:

w>0ya>0talque
w S aKQw.

Demostración: Sean w e E, w > 0 y a > 0 tales quew satisfacen

a—w+.A(:I:,t,D)w= amw en Qlea:
0 en ¿mlew

w T-periódica. en t.
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Tales w y a existen por el Teorema l de Beltramo-lless pues ’rñ> 0 es la condición M+

en dicho Teorema (rel' Sea v = a (C + a)" (M + l) w entonces v(:|:, t) > 0 pues w > 0

en E y de la prueba del Teorema lI.3 se deduce que v(z, t) > 0.

Se tiene entonces que

Z—T+A(I,t,D)w+aw = a(m+l)w
w = 0 en ¿90le

%+A(z,t,D)v+av = a(m+l)w
v > 0 en aflle

Por el principio de máximo entonces v 2 w y en consecuencia

wSo:(LÉ+o:)'l (M+l)w=ozK.,,w. I

Estamos entonces en condiciones de probar la siguiente proposición:

Proposición III.2: (Existencia) Sea.m e E, ||m||oo< l.

l. Si (1,1),m) < 0 y ñ = for Tarma, t) dt > 0 entonces existe un A¡(m) > 0 y u¡(m) > 0
tal que se cumple C u, = A. M u¡.

2. Si (w, rn) > 0 y m = jor m(a:, t) dt < 0 entonces existe un A¡(m) < 0 y u¡(m) > 0
tal que se cumple Liu = A1M u¡.

Ademas en ambos casos el espacio de autolunciones asociado a A¡(m) es de dimensión l.

Demostración:

l. Corno m cumple ñ > 0 por el Lema lll.2 existe w e E, w > 0 y a > 0 tal que

w S a Ka w

y como (tj), m) < 0 entonces por el Lema lll.l existe A¡(m) > 0 y u¡(m) > 0 tales que

u¡ = A1Kg, u¡
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entonces de la.proposición III.l se deduce que se cumple Lu¡ = M mm.

2. Se deduce de l. ya que en este caso —msatisface las hipótesis de l.

Ademas como el operador Ki, es compacto y fuertemente positivo, por el Teorema de

Krein-Rutman se deduce que el espacio de autofunciones asociado a Á¡(m) es de dimensión

uno. I

III.2 Estudio de Unicidad

Pasaremos a estudiar ahora la unicidad del autovalor A¡(m) dado en la proposición an­

terior, primeramente la unicidad cn cuanto autovalor positivo con esa propiedad.

Definición de la función MA):

Sea A > 0, sea rn E E, ||m||m < l. Obscrvemos que

Cu=AMu (25.1)

es equivalente a

Lu+A(l-m)u=Au (25.2)

donde por la hipótesis hecha sobre m y Aes A(l —m) > 0 y sabemos entonces que el operador

L+/\ (l —m))" es un operador compacto fuertemente positivo de E en E con radio espectral

r(z\) > 0 y r()l) es el único autovalor con autol'unción positiva asociada u)” o sea se cumple

[L + Ml - m)]"l ui = r(Á)u,\ (25.3)

l ,
Sea.70) = — y supongamosui normalizada ("mus = l). Resulta entonces que 7Q) yrol)
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u; es el único par que satisface

[c + A(1- m)l ua = 70) "A (26.1)

u,\ > 0, "UXHE= l, 7(A) 2 0.

En virtud de que nos interesa hallar A > 0 tal que se cumpla (25.2) con u > 0 nos interesa

estudiar los valores de A para los cuales 7(A) = A.

Definamos MA) así : MA) = 7(A) - A para A > 0 y M0) = 0. Equivalentemente

podemos caracterizar MA) así :

Nota 111.6: Caracterización de MA): MA) es el único número real que satisface: existe

u>0enEtalque
Cu + A(l -m)u = (MA)+A)u

Para A > 0 esto se deduce de todo lo anterior y para el caso A = 0 por la Nota III.3 el

único valor posible para que se satisfaga Cu = (14(0)+ 0)u u > 0 es M0) = 0 como hemos

definido.

Lema III.3: Sea m E E. Ilmlloo< l. La función MA) es analítica.

Demostración: Sea 7(A) = MA)+ A. Estudiaremos la analiticidad de 7(A). Consideremos

L como operador continuo de F cn E y por la inclusión compacta J de F en E para todo

A 2 0 los operadores l: + A(l —m) —7(A) J son operadores de Fredholm de indice cero pues

L+A(l —m)J—7(A)J=E+l-J+[A(l —m)—l—7(A)]J

y E +1 -J es un isomorfismo entre F y E y [A(l - m) —l —7(A)] J es un operador compacto

de F en E y en consecuencia cl C + [A(l - m) - 7(A)]J es una perturbación compacta. de
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un isomorfismo y por lo tanto es un operador de Fredholm de índice cero. Por lo tanto

dimKerL+A(1-m)J —7(A)J dimcol(erL+A(l -—m)J—7(A)J=

dimE/R(C+A(l —m)J-7(A)J)

además sabemos que dim Ker(L + Ml —m)J —7(A)J) = l y resulta que 7(A) es un J­

simple autovalor de L + A(l - m), donde 7 e IR decimos que es un J-simple autovalor de

un operador L siempre que

l. dim Ker(L —7J) = codim R(L —7J) = l y

2. si Ker(L - 7 J) está. generado por u entonces J u E R(L —7 J).

Comprobemos 2.: Sea.u; el generador normalizado del KerL + A(l —m) J - 7(A) J.

Supongamos que existe w E F tal que

Ju; = [L+A(l —m)J-7(Á)]J]w=

[6+1-J+[A(l-m)-l-7(A)]J]w

SC&1Ï)=[E+1'J+/\(l -m)J]wentonces

Ju; = ú-[7(A)+l]J(C+l-J+A(l —m)J)"u')=

= wifith + no}—J(L + 1. J + M1—m)J)"[(7(A)+l)u'1]

y como es el radio espectral (le (C + l + Mi —m))‘l esto contradice que

; 1
70‘) + 1 7(A) +1

sea simple, por lo tanto no existe tal w.
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Estamos entonces en las condiciones de un Lema sobre perturbación de autovalores sim­

ples (ver 56 apéndice) de Grandall-Rabinowitz y del cual se deduce que 70) es analítica y

por lo tanto u; es analítica. I

Lema III.4: Sea m E E. ||m||°° < l. La función m es cóncava para A2 0.

Demostración: Sean u¡, A, y ahh tales que u.- > 0. Á.-2 0 y (C + A.-(l —m))u.- =

(¡4.-+ A.-)u.-con ¡1.-= p(A.-), í = l, 2. Sea w = (u¡ 41;)”2 entonces w > 0 y w G F = D(L),
Á1+ A2 _. 111+ #2

2 y " 2
entonces si X = se tiene que

(C - ÏM) w 2 Ïiw Ver 54 Nota ¡”.7 en apéndice

Queremos ver que ya) 2 ïi o sea 7G) 2 Ïi + Ï. Supongamos lo contrario o sea que

_ _ l l
A <—+/\ orlotanto __ —<——- 28.1

7() ¡4 p ¡WA 7m ( )

y(L+Ï(l—m)w2(fl+Ï)wporlotanto

-l—_w —(z: + ¡(1- m))-l w 2 o (23.2)F+A
l . —

pero (X) es el radio espectral de (C + A(l —m))'l por lo tanto de (28.1) por el Teorema de7
Krein-Rutman se deduce que (28.2) no puede tener solución positiva. Llegamos así a una

contradicción que provino de suponer ya) < fi, por lo tanto ya) 2 fi y como y es continua

resulta que p es cóncava. I

Proposición III.3: m E E, Ilmllm < l, (w. m) < 0 y Wi> 0. Entonces el A¡(m) de la

Proposición III.2 es el único autovalor positivo con autofunción positiva de Lu = AM u.

Demostración: Por la Proposición lll.2 sabemos que existe A¡(m) > 0 y u¡(m) > 0 tales

que u¡ = A. K,“ u¡ y por lo tanto ¿tu = Á¡mu, en consecuencia MM) = 0 y como también
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11(0) = 0 de la concavidad de p resulta. que , o bien A > 0 tal que MA) = 0 es único en

cuyo caso zh seria único. o bien por la concavidad y analiticidad de ¡4 resulta que MA) E 0

V A > 0. En este último caso podriamos tomar una sucesión Aj —>0 y Uj > 0 con = 1

tales que

Cuj=Ajmuj
en consecuencia

IIEUJ'II= Il/\j "Will S ¿11’ 0

y por lo tanto

Ilfiuj + u,-|| S cte.

en consecuencia

(C+1)"(5Uj+ "5)= "j

tiene una subsucesión convergcnte pues (C + l)‘l es compacto por lo tanto existe ujk -o u

y como Cuj —o0 y L es cerrado cn E Lu = 0 pero Ujk > 0 y "Ujkll = l por lo tanto u > 0

y = l en consecuenciapor la Nota III.2 resulta que u = l.

Sabemos que

o ll (5’ 1/)»ujk) = (il). C un) = (1/),Ájkm ujk) = (29-2)

Ájk (1P, m un)

pero uJ-l.-o l entonces rn uJ-k—>m y (tb, mUjk) —o(w, m) < 0 por hipótesis, en consecuencia

(1,1),muy.) < 0 desde un k en adelante lo que contradice (29.2). En consecuencia no puede

existir tal sucesión AJ-—bO con u,- > 0 ||u,-|| = l tal que (29.1) por lo tanto el A¡(m) es el

único autovalor positivo con autofunción positiva. I

Lema III.5: Sea m E E, ||m||°° < l tal que m(1:, t) E m(t) V z E Ó. Sea mo =
T

f m(t) dt entonces MA) = —z\ï°..o T
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Demostración: Por la caracterización de MA) (Nota III.6) sabemos que 3 MA) > 0 tal que

(C+A(l -m)u,\ = (MA)+A)u,\ (29.3)

Supongamos ui solo función de t entonces (29.3) se reduce a

“(+0 + A(1 —mm) mu) = (um + A)ma)

por lo tanto

¿LA = Am(t) u,\(t) + MA) tu“)

en consecuencia

l du,\(t) _
m7 _ Am(t)+MA)

de donde resulta t

mu)=u“mexÁnquds+pun’

como debe ser u,\(T) = u,\(0) resulta

¿Amo+ :1

por lo tanto MA) = -A'-n77°. l

Demostración del Teorema III.2: (es un corolariodel Lema III.5)

Si mo 960 por el Lema lll.5 MA) = -A? 9€0 V A > 0 por lo tanto no existe autovalor
positivo con autofunción positiva tal que L u = Am u. Tampoco existe un autovalor negativo

A¡ con esa propiedad pues eso implicaría la existencia de autovalor positivo Ao= -A¡ con

autofunción positiva para cl problema Eu ==A(-m.) u con función de peso -m donde —m

satisface (-m)o = /0 (-m)(t) dt = —mo760 y esto no seria posible por la primera parte .
l

_ A/mhwsSl mo = 0 definamos u,\(t) = e 0 entonces tu > 0, ui E F C E y Lu; = Amu,\

V A>0.l
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Lema III.6: Sean m¡ y mg e E, ||m¡||°., < 1 "malla, < l. Sean m y [lg las funciones p

asociadas a las funciones de peso m¡ y mg respectivamente. Si m1 < mg entonces ¡420) <

#1“)­

Demostración:

Sean U] y ug las únicas autofuncioncs positivas normalizadas asociadas a A tales que

(L + Ml —m.-))u.- = (¡4.-(Á)+ A)u.- = 7.-(A)u.-, i= 1,2, (31.1)

deberemos probar entonces que 72(A) < 7¡(A). Sea A fijo y escribamos 72 = 73(A) y 71 =

710)­

Seam tal que l —m¡= l —mg+m entonccsme E, ||m||oo< l.m>0y

—m¡)+m)\)u¡=7¡u¡

en consecuencia

(L+z\(l —mg))u¡ = —Ámu¡+7¡u¡ (31.2)

(5 + A(1" 7712))": = ’72un (31.3)

por lo tanto de (31.2) se deduce

u¡ = —(fi+ A(1— mg))'l Amt” + 7¡ (C + A(l —m2))'l u¡

en consecuencia

¿tu —(c + ¿(1 —m,))-' u¡ = —(z:+ ¿(1 —mm-l Ama. = -h con h > o (31.4)

Supongamos que 72 2 71 por lo tanto

IV
¿Iv­

(31.5)
3|»­



Si -l—= -l- = radio espectral de (C+A (1 —m2))" por (31.3), entonces (31.4) no es posible
’71 ‘72

l l .

por el Teorema de Krein-Rutman y si :- > 7- de (31.4) deducnmosl 2

‘71_1(-u1)- (5 + A(1- 7712))“l(“"1) = h > 0

lo cual también contradice el Teorema de Krein-Rutman pues —u¡ < 0. En consecuencia

72 < 7¡ por o tanto ¡1; < M. I

Corolario del Lema III.6: Sean m¡ y mgen E de norma menor que l tales que (¡1),m1) < 0

y (gb,mg) < 0 y ambas cumplen ñ1 > 0 y ñ; > 0. Sean M y Ag los únicos autovalores

positivos con autofunción positiva u¡ y U2 respectivamente que satisfacen ¿11.- = Mmm.­

í= 1,2 entonces m¡ < mg implica A; < Jn.

Demostración: Por el Lema III.6 sabemos que ¡17(A)< ¡1.(A) y como ¡1202) = 0 se tiene

que 0 = ¡1202) < ¡1,02) y como /l¡(/\¡) = 0 y ¡11(0)= 0 por la concavidad de m resnlta que

0 < A2 < A1. l

Proposición III.4: (Unicidad). Sea m e E. ||m||°° < l. tal que (al),m) < 0 y ñ > 0

(respectivamente (w, m) > 0 y m< 0). Entonces A¡(m) de la Proposición 111.2es el único

autovalor diferente de cero con autofunción positiva de Lu = AM u.

Demostración: Sea < 0. Para el operador = C+ (-m —l) con ao = Á(—m- l) > 0

tambien podemos definir la función ¡[(Á) para ;\ 2 0 como el único número real que satisface
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que existe u; > O tal que

[É+Á(l—m)]u¡ = [L+Á(—m—1)+¡(1—m)]u¡=:,(i)u¡=

= (Mi) + ¡lux

y se puede ver como antes que MÁ) es analítica y cóncava.

' Notemos con ¡‘1= Á¡(m) al único autovalor positivo con u¡ > 0 tal que Lu¡ = A, mu¡ (que

existe y es único por las proposisciones “1.2 y 111.3.)

También sabemos que A= 0 y u = l satisfacen L u = Am u. Supongamos que existe además

un X < 0 y 51) 0 tales que ¿El = Lmüb

Tomemos Á = 2X1. Entonces

¿+Á(1—m)=c+2í,(—m—1)+¡(1—m)

en tres valores diferentes de Á,¡4toma el mismo valor: fi(—Ï¡) = ¡2(-2Ï1) = [4(—2Ï1+Á¡) =

—2Ï¡ pues:

[zi+ (-X,)(1 —m)]ü¡ = Liz. + 2X, (-m —1m, + (-X,)(1 —m)‘ü¡

ll 2’ 3 El
I

M 3' 3 El
l

(O ¿VI E I 3' E + .3" 35u l

Il I
IQ .3" + 6

I3' z fl ..
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por lo tanto íl(-/\¡) = -2A¡,

[¿+(-2Ï¡)(l-m)]l = ¿:1+2X¡(—m—1)1+(-2Ïn)(l-m)l=

= (-2Ïlm-2X1-2X1+2X¡m)l=

= [‘2X1+(_2Ïl)]l

por lo tanto fi(—2-X¡)= -2Ï¡,

[É+ (—2Ï¡+ A¡)(l —m)]u1 Cm +2Ï¡(—m-l)u1+(-2Ï¡+ Á¡)(l —m)u¡=

='- Mmm—2Ï¡mu¡—2Ï¡u¡—2Ï¡u¡+2Ï¡mu¡+

+I\¡U1- Almul = [-2Ï1+(-2Ï1+ 31)]!!!

por lo tanto fi(-—2Ï¡ + M) = -—2Ï¡.

De la.concavidady analiticidadde deducimosentoncesque E —2Ï¡ V Á> 0

en particular para Á de la. forma. ;\ = A-—2X con A > 0. O sea existe u; > 0 tal que

[c‘+ (A —2X,)(1— m)]u¡ = {-2}. + (A —2X1)]u¡

0 sea

[C+2Ï¡(-m- l)+(Á-2Ï¡)(l —m)]u¡= [C+A(l—m)-2Ï¡-2Ï¡]u¡=

[-2/\¡ -2Á¡]u¡
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y por lo tanto [C + A(l —m)]u;\ = Au; para. todo A > 0 en consecuencia p()\) E 0 lo que

contradice la Proposición III.3. I

III.3 Las condiciones (w, m) < 0, ‘n‘z> 0, para m o —m,son también necesarias.

Proposición III.5: Sea m e E. ||m||co < l y m no solo función de t. Entonces la condición

'rñ > 0 (respectivamente m < 0) para m, es necesaria para. la existencia de autovalor positivo

(respectivamente negativo) con autofunción positiva de Lu = AM u.

Demostración: Supongamos que ¡7-2= /0‘ Teaoxmh, t) dt S 0.

Sea ñ < 0. Sea c tal que ñ < c < 0. Sea rh(t) = Tea; m(a:, t) entonces como m no depende
solamente de t se cumple que m < 1hen 8. Sea r E E, r solo función det tal que llrllm < l,

rh<ryc¡=_/C;Tr(t)dt<c. i
Entonces como m < r en E por cl Lema Ili.6

ya) a mx) > MA)= 4%

donde la última igualdad es por el Lema “1.5; de donde resulta fl(/\) > —Ácïl> 0 V A > 0.
Supongamos ahora n_1= 0. Para todo ó > 0 elijamos r(6) en E solo función de t tal que

||r(6)||°.< 1,ña< r(6) y W = [msm dt < a.
Entonces como antes

pm(Á)>-Á%> —A% V A>0

como esto es cierto para todo 6, haciendo tender 6 a cero obtenemos que flm(¡\) 2 0. Sea

ahora m1 E E tal que m < m1 < 7'71(tal m¡, existe pues m no es función de t solamente) y
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se cumple que 'rñl = 'rïi = 0 entonces por lo anterior se tiene que MMO) 2 0 V A > 0 pero

pm(Á) > MMO) V A > 0 de donde MA) > 0 V A > 0.

Sea m2 0 entonces 1-771S 0 entonces por lo anterior no existe A > 0 y u > 0 tales que

Lu=A(—m)u= —AmuoseanoexisteA<0yu>0 tal queLu=Ámu. l

Pasemos a estudiar ahora la necesidad de la condición (il),m) < 0 para la existencia de

A¡ > 0 con u1> 0 tal que Cu1= Jn mu].

Lema III.7: Sea m E E con Ilmlloo< 1 y m no función de t solamente. Si (il), rn) > 0 ,

Fn-> 0 y m 2 0 entonces el cero es el único autovalor con autolunción positiva de L u = AM u.

Demostración: Como m2 0 por la proposición anterior no existe A < 0 y u > 0 tales

que Lu = Amu. Veamos que tampoco existe un A > 0 con esa propiedad, o sea que

pm(A)960 V A>0.

Sea r'ñ(t) = igámh, t) < m(:c, t). Para cada 6 > 0 pequeño, elegimos r(6) e E solo

función de t tal que r(6) < ñ“), ||r(6)||oo < 1 y Árr(6)(t) dt > —6(esto último se puede

lograr pues m = [OTña) dt 2 0), entonces

r(6) 6mi r =_A_ _p()<fl(5) T<AT VA>0

por lo tanto ym“) 5 0 y tomando como antes m1 e E tal que ¡ñ < m¡ < m se obtiene

Í'l'm(/\) < MMO) S 0. l

Lema III.8: Sea m e E tal que ||m||.,o < l y supongamos que m no es función de t

solamente. Si“), m) = 0 entonces el cero es el único autovalor con autofunción positiva de

Lu=ÁMu.
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Demostración: Por el absurdo supongamos que existen Ao9€0 y uo > 0 tales que Luc =

Aom uo.

Si Ao> 0 entonces por la Proposición lll.5 ñ > 0. Pueden presentarse dos casos: a)

m 2 0 y b) m< 0.

a) Consideremos la función de peso m + e con e pequeño de modo tal que ||m + ella, < 1 en

consecuencia (d), m + e) > 0, WE > 0 y m_ü 2 0 por lo tanto m + e cumple las hipótesis

del Lema lll.7 y entonces pmflu) 79Opara todo /\ > 0 y por lo tanto tiene signo constante.

Como pm+,(A) < pm(A) para todo A > 0 y pm+.(Ao) < pmüo) = 0 resulta que pm+,(A) <

0 para todo A > 0 pero como pm+,(A) = pm(A) —A5 resulta que pm“) < Ac para todo

A > 0. Como esto vale para todo e > 0 pequeño se tiene que [.lm(z\)5 0 para todo A > 0 y

pm(Áo) = 0 implica que pm(A) E 0.

b) Recordemos que en este caso tenemos la. hipótesis (w, m) = 0. ïn’> 0 y m< 0.

Aquí para e > 0 suficientemente pequeño m + e cumple (d), m + e) > 0 y m_-j-_q< 0 en

consecuencia el problema C u = A(m + e) u tiene un único autovalor diferente de cero y que

es negativo, con autofunción positiva, entonces pm+,(A) es de signo constante y procediendo

como en el caso a) llegaremos a que ym(/\) E 0.

En ambos casos pm“) E 0, pero esto no es posible porque m -e satisface (il),m-e) < 0

y m_—e > 0 para e pequeño por lo tanto existe un único A. > 0 tal que pm_.(A,) = 0 pero

por otra parte pm_,()\) > pm(A) E 0 para todo A > 0 lo cual es una contradicción.

Si Ao< 0 entonces -m estaria en la situación analizada anteriormente pues (1,1),-m) = 0

y Euo = (-Ao)(—m) uo con (-Ao) > 0 y vimos que esto no era posible. I

Proposición III.6: Sea m e E. Ilmlloo< l. Supongamos que m no es función de t

solamente. La condición (w, m) < 0 (respectivamente (d). m) > 0) es necesaria para la
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existencia de ¡h > 0 (respectivamente M < 0) y u. > 0 tales que Eul = M M u¡.

Demostración: Supongamos A1> 0 y u¡ > 0 tales que ¿tu = A1Mu¡ entonces por la

Proposición III.5 ñ > 0.

Por el Lema III.8 (tb, m) = 0 no puede ser. Supongamos por absurdo que (1/),m) > 0. Se

podrían plantear entonces las siguientes situaciones.

a) (d), rn) > 0, 'rñ > 0. m< 0, esto implicarí la existencia de Ï1 < 0 y m > 0 tales que

Li, = Ï¡ Mm por la proposición “1.4. y X sería además el único autovalor diferente de

cero con esa propiedad, contra lo supuesto.

b) (1/2,m) > 0, ñ > 0, m2 0, esto por el Lema III.7 contradeciría la existencia de A1> 0 y

u¡ > 0 tales que Cu¡ = /\¡ M u¡ que supusimos al comienzo.

En consecuencia (il), m) < 0.

Si A1< 0 y u¡ > 0 tales que ¿tu = A. M u, entonces ¿tu = (-A¡)(—M)u¡ y por lo anterior

W".-m) < 0 por lo tanto (w, m) > 0. I

Demostración del Teorema III.1: Por Proposiciones [11.2,[11.4,111.5y 111.6. l
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APÉNDICE

Sl. Propiedades de la familia de operadores Aa(t)

Sea p > n. Para t E IR consideremos el operador

A(t) : L”(Q) -o L”(Q)

inducido por A(', t, D) (ver pag. l) con dominio D independiente de t

D(A(t)) = D = {u E Wz"(Q)/-g—: = 0 en 30}

Sea a : [0, u] -o L”(Q) p/2-Hólder continua en [0, w] para. la norma en L'(Q) entonces la

familia de operadores Aa(t) = A(t) + a(t) cumple con las siguientes propiedades:

A.l {Aa(t)/t E [0, ul} es una familia.de operadores cerrados con dominio independiente de

ty denso en X = L”(Q).

Pues 05(0) C D C L”(Q) y como Cg°(0) es denso en L”(Q) entonces D lo es, además por

definición el dominio de Aa(t) es D para. todo t en consecuencia solo falta ver que Aa_(t)para

cada t es un operador cerrado.

Observemos que existe una constante c tal que

llullwmn) S C(IIAa(t)ullLr(n) + llullumfl V u E D (39-1)

pues la desigualdad (39.1) vale para u E D donde D = {u e Cam”?!- = 0 en 60} (refu

[4], desigualdad 19.3, pag. 75) y D es la clausura de D enW"'(Q).

Entonces si

un —v u en L”(Q) con unGD y

Aa(t)u,, —v v en L”(Q)

resulta que

"un - "mIIWI-Pm)S C(Il/10(1)(un - umlllwn) + llun - "mllmml
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y por lo tanto {un —um} es una sucesión de Cauchy en W"'(fl) y en consecuencia converge

en W"'(Q) y como {un} C D y D es cerrado en WWW), converge a un objeto de D que

no puede ser otro que u y como Aa(t) cs continuo de W“’(Q) en L”(Q) entonces Aa(t)un

converge a Aa(t) u por lo tanto Aa(t) u = v y resulta Aa(t) cerrada.

A.2) Existe k > 0 suficientemente grande tal que para todo t E [0, w] la resolvente

RO, Aa(t) + k)

existe para todo A con Re A S 0 y

“¡uk/140+ k)||u(n) S C(1+ MI)’l (40.1)

donde c es una constante independiente de t y de A pues

||(Aa(t) —AI)'l||u(n) S coIAI'l V A con Re) 5 0 y IAI2 Ao

(ref [4], pag 78), entonces si k > max(l, Ao) y ReA S 0 resulta que Re“ - k) S 0 y

IA — kI > IÁI > Ao y por lo tanto

IIRU. Aaa) + k)llu<m ll(Aa(t) - (A—k) l)"||u(m S
co 2co

lA-kl‘ 1+|,\|'IA

A.3) La aplicación Aa(-) + k : [0, w] —vL(X¡. L’(Q)) es Hólder continua, donde X1 es el

dominio D con la norma ||u||¡ = ||(Aa(0) + k)U"LP(n) (que es equivalente a la norma del

gráfico en D inducida por el operador Aa(0) + k pues de la propiedad A.2 se desprende que

(Aa(0) + Ic)‘l existe y es continuo de L”(Q) en L”(Q)).

Probaremos la afirmación A.3:

Por la hipótesis de y-Hólder continuidad hecha sobre los coeficientes a.-,-,a.- y a que

intervienen en la definición de Aa(s) + k se tiene que

||(Aa(s) + k) u - Aa(t) + Á‘)uIIme) S CIS- il“,2 "uuu/2.40) (40.2)
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pues

"(14009)+ k) U- (1440+ k) "llum = ll - EMA-17.3)- “¡Á-Taill Di DI:"(13H

+ ;laj(3a 8) - “¡(1, tll Dj u(-13)+ [41(2.3) -'G(I, t)l u(Illlmn) S

S EEG“:l3 —¿lu/2llDi DI:“(llllwnfi

+ Xi,-Cjl-s- il",2 |le u(-‘Iïlllmun+ CoIS- il“,2 llu(3)l|um) S Cls - il“2 llullwmmy

La desigualdad (39.1) para Aa(0) + k nos dice que ||u||wz.,(n) S c(||(Aa(0) + k) ullpm) +

||u||¿p(m) V u e D de donde se desprende que || "Mmm, es equivalente a la norma del

gráfico en D inducida por el operador Aa(0) + k y esta a su vez por lo dicho al comienzo, es

equivalente a ||¡ por lo tanto de la desigualdad (40.2) se obtiene

Il(Aa(s)+ mu - (Aaa) + klullum) s c Is- tv” ¡|th

de donde resulta la afirmación A.3.

A’.3) Existe una constante c > 0 tal que

II[(Aa(3)+ k)—(/1a(t)+ k)] (Aa(r) + k)"|| S cls —tl‘m V t, s, r e [0, w]

Veamos primero el caso cuando r = 0.

|ll(Aa(-9)+ k) - (AGU) + kll (¡40(0) + kl'lll =

- u “SUP llll/40(3) - Aa(¿)l(Aa(0) + k)" ullum) S (41.1)u LPUÏ):

S cl3 - il“2 ||(Aa(0) + k)"ul|1= cléi- il“2 llullum) = Cls‘i- 1|”2

Ahora bien

"(Adsl-¡40(0)(Aa(r)+k)"|| S ||(Aa(8)-Aa(i))(Aa(0)+k)"||°ll(Aa(0)+k)(Aa(r)+k)"||

(41.2)
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De (41.1) se deduce que la aplicación r —o(Aa(r) + k)(Aa(0) + k)“l de [0, w] en GL(L”(Q))

es continua y como de GL(L”(Q)) en si mismo la aplicación B —»B" es continua. resulta.

que r —o(Aa(0) + k) (Aa(r) + k)" es continua y por lo tanto existe una. constante C1tal que

||(Aa(0) + k) (Aa(r) + k)"|| S cx V 1'E [0, w] (41-3)

De (41.1), (41.2) y (41.3) se deduce A’.3.
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92. Nota 11.4

Sea. F : C"([0. w], C”(Q)) -» 02""'([0, w] x Q) la.aplicación tal que

F(f)(t. I) = f(t)(-‘=)

Entonces F es continua.

Demostración:

F t, —F ,
"F(f)"C"'"'([0.w]xfi)=a?)IF(f)(t,=)l+22:2“mw S

s F(¡>(t,z)—m)<t,y) III-yll” J
Sul?“ III-yll’" (lt-s|+||z-y||’)’"”T

+ mw. y) - Fuxs, y) It—su" }+¡t- sr (It- sl + uz- mmm

+sgpsgp |f(t)(=)l S

|f(t)(y) - f(8)(y)|
S supsupmom —¡(:an It_ al”

+ su t + su su
‘ ‘#v "z_ yllg.y tp ¡#Éup

5 sep"¡mucwm+ ||f(t) - f(3)“c0 SIi - sl”

ft —f 3 27 _
ssgpluu)|lcmm+ïgg———u"“ “"C ° -|lf||c1([o.u1.cnv(n))It - 8|"

por lo tanto F es continua. I

43



53. Nota II.5 Cz'm([0, w] x Ó) tiene inclusión compacta en C([0, w] x Ó).

Demostración: Sea {fu} una sucesión acotada en C27‘7([0,u] x Q), o sea cumple que

Un“, a:)_ fn(3v
suP suPlf (1,1)I+ sup ——————————

n {(1.2) n (t.:)#(..y)[(It-8I+||z—y||2)¡/3]3‘7 }<M<oo
por lo tanto

l)supsup|f,.(t,1:)l< M < oo o sca {In} es equi-acotada (en n).
" (L3)

2) lim
“'° ln.(|z-al+u:—uu°w=sóIfnU, I) - f..(8, y)I] = 0

o sea {fn} es equicontinua (en n). por lo tanto por el Teorema de Ascali-Arzelá (ref [7],

p. 85) la sucesión {fn} es relativamente compacta en C([0, w] x Q) donde a. [0, w] x Q lo

consideramos con la topología induci'dapor la métrica d((:¡:,t), (y, 3)) = (It-3I+II:—y||2)‘/’,

pero como esta. métrica induce la.misma topología que la métrica usual de HI"H resulta la

afirmación de la Nota ll.2. I
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54. Nota III.7 Sea. C el operador inducido por (2.1) con dominio de L D(LI) = F

(como en el Teorema 11.3). Sean m e E con |[m||.,o < l, a G E, a 2 0. Sean u“ z\¡ y U3, A;

tales que u.- > 0, A.-2 0 y (L + a + A.-(l - m))u.- = (¡1.-+ A.-)u.-con ¡4.-= (110.-), '= 1,2.

Sea w = (ul 412)”2 entonces w > 0. w E F = D(L)

ysiÁ=ïgflyfi=#entonces(fi+a—1m)w2fiw.
Demostración: SeanC.“ = - Zag D.-D,-y EN = z akDkpor lo tanto C = %+L,,g+

¡ni k

L“. Sea. w = (141/2- uálz). Escribamos a que es igual D.-D,-w, Dkw y D. w con D. = .3.
üt’

por lo tanto

l _ _

01411:”uy?) = 5m m uzm (ugDun + u¡ Dkug)
l _ l _

0.-mui” -ua") = ¡Ju-(gun"’ ná” D,-ux+ zul”uz "’ D,-"2) =
l l _

= ï(—ï)ul 3/214“ Diul Dj un+
11 _ _

+5(5)u¡mu,¡/2D¡ugD,-u1+
l _

+514, 1/2uy? D.-D,- u¡ +

+%(‘%)"ïm um Di"2Dj "2 +
l l

5‘5

+%u;l/2 ul” D.-Dj U2=

= ¿url/2 ¡lg-¡n (uz D.‘Dj 111+ U] D.‘Dj U2) +

+ )u;‘“u;‘“1).-ulD,-u2 +

l _ _

+¡u, mu,"2 (Dm2Dju, + D.-u¡DM) —
l _ _

-zu¡ m u21/2(ugu¡" D.-u¡ Djug + ul u;l Dm; D,-ug)
l _ l _

D¡(u:/2u;/2)= Emma?! D1u1+5ulnuglang
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Recordemos que a.-,-= a,-¡y sea A la.matriz con elementos A.) = a¡¡. Entonces por la hipótesis

hecha sobre los coeficientes au, si 6, r] G IR“ entonces (f, n),4 = (AC, 1)) = Ea.)- €.-17,-es un

producto escalar.

Calculemos¿2.204,2 ui”)

¿mui/211;”) = áuï‘” uï'“ (U2¿2.2un+ tu ¿2.2un) ­

¿ur/my" ¡Eda¡j(D¡u, D,-ul + Dm D,-"2)+

+íuïm uïm au-(uzuïI D.-unDj un+ unuz" Di"2 Dj “2) =

= ¿uf/2 14;"?(U2¿,3 u¡ + ul L3,:uz) ­

_%u;1/’a?” 2(Vila,Vum +
1 _

+1111m u;¡/2(ug u¡'1(Vu¡, Vu¡)4 + u¡ u,"l (Vaz, Vug),4)

donde con Vu.- notamos (D1 u.-, D2 u.-, ..., Dn 14.-).

Veamos que

ugu,‘1(Vu¡, Vu¡),¡ + u. u;l (VUg, Vu¡)A 2 2(Vug, Vu¡),4 (46.1)

Esto es equivalente a. ver que

u; (Vul, Vu¡)A + u? (V112,VU¡)A Z 2u¡ U2(Vaz, Vu¡)A

o sea. ver que

(U2Vu“ ug Vu¡)A + (u¡ V112,u¡ Vu3)4 2 2(u¡ V112,ug Vu¡)¿

es decir

(uz V111,uz V1104 + (u1Vug, u1Vu2)A - 2(U¡ V112,uz Vu¡)A 2 0

46



pero el miembro de la. izquierda en la. ultima desigualdad es “ug Vu¡ - u1Vug||Ï4 el cual

efectivamente es mayor o igual que cero por lo tanto vale (46.1). En consecuencia

l _ _

52.2(“1/2uy?) 2 51‘11”uzm ("2 ¿:3 ul + ul ¿za un)
l _ _

¿LM/214") = 5u, ‘l’u, ‘l’(u, ¿“111+ u. a“ u,)
0 l _ _ a 6=Eu]

1 _ _

“(td/guy?) = 5u11/2u21/2(u20u1+u10“2)

entonces

1 _ _

(z:+ ami/’14”) 2 ¡ul "’u, V”("2(c + am + ul (c + a) uz)
l - _

_ Eull/2u21/2["2(/\Imu1 + FI ul) + "l (Azmuz + #2142”=

url/211;”? [A] 42'Mm + #12112]

de donde (L + a —Ám)w 2 fiw. I
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55. Teorema de Krein-Rutman

Sea (E, P) un espacio de Banach ordenado cuyo cono P de elementos positivos tenga

interior no vacío (¡3960). Sea T un cndomorfismocompacto de E tal que T(P - CP.

Entonces

o el radio espectral r(T) es positivo.

o r(T) es un autovalor simple de T con autovector positivo y ningun otro autovalor tiene

autovector positivo asociado.

o r(T) es un autovalor simplede T' con autovector w(r) estrictamente positivo (w(r)(y) >

0 V y G P — {0}).

o para todo y E P - {0} la.ecuación

A: —T1: = y

tiene exactamente una solución positiva si A > r(T) y no tiene solución positiva para

A5 r(T).

La ecuación

r(T) 1: —Ta: = —y

no tiene solución positiva.

o para todo S E L(E) que satisfaga S 2 T se tiene que r(S) _>_r(T). Si S —T es tal que

(S - T)(P - {0}) CP entonces r(S) > r(T). (ref. [2],p. 632)

48



56. Lema sobre perturbación de autovalores simples

Sean To, K E B(X, Y) y supongamos que ro es un K-simple autovalor de To (o sea

l. Ker(To—1‘01“= l = —T01{)y

2. si Ker(To—roK) está generado por u entonces K u í R(To- roK

Entonces existe un valor ó > 0 tal que si T e B(X, Y) y ||T - To|| < 6 entonces existe

un único r(T) G IR que satisface |r(T) - rol < 6 para el cual T —r(T)K es singular. La

aplicación T —>r(T) es analítica. y r(T) es un K-simple autovalor de T. Finalmente si

Ker(To —roK) = (1:0) y Z es el complemento de (1:0) en X existe un único “null” vector

:(T) de T —r(T)I\' que satisface r(T) —zo e Z. La. aplicación T —o.1:(T) es también

analítica.( ref [5], Lema 1.3, p. 163).
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57. Principio de máximo para ecuaciones parabólicas

(Transcripción de los enunciados de los Teoremas 5,6 y 7 del capitulo 3, sección 3 de ref

Sea el operador

L E Zn:a¡,-(:r,06-22- + Ébáz, t) -a——-a­
¿_j=¡ :r,-6:r.- ¡_¡ 812.- a:

Diremos que el operador L es parabólico en (:r, t) = (zh Ig, . . . , 1:", t) si para t fijo existe

p > 0 tal que n

i‘m-¡(2, tm,- 2 u ¿e? (50.1)
para toda n-upla de números real; (¿1, . . . , (n). El operador L es uniformemente parabólico

en un dominio E del espacio (:r, t) si (50.1) vale para todo (z, t) en E.

Teorema 5: Sea u tal que satisface en un dominio E en R "+1.
n n

L[u]= ¡Ela.-_,-(z, + ¿kung-2 - 3-:2 0 (50.2)
donde L es un operador uniformemente parabólico y los coeficientes de L son acotados.

Supongamos que el máximo de u en E es M y que se alcanza en un punto interior de

P(1:, Notemos con E(t') la componente conexa, de la intersección del hiperplano t = Í

con E, que contiene a P. Entonces u E M en EU). Mas aún si Q es un punto de E que

puede conectarse con P por un camino en E consistente solo de segmentos horizontales y

segmentos verticales entonces u = M en Q.

Nota : El Teorema 5 es válido si el punto P(ï. Í) está sobre la componente horizontal
au 7
— a u 9-"- td
0::¡' 6.1:,"an y sean o a3E(ï) de la frontera ÜE de E, siempre que u y sus derivadas at

continuas en E U E(ï).

Teorema 6: Bajo las mismas hipótesis que en el Teorema 5, supongamos ahora que el

máximo se toma en un punto P de la frontera aE. Supongamos que puede construirse una
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esfera que pase por P cuyo interior yasca enteramente en E y en la cual u < M. Tambien

supongamos que la dirección radial del centro de la esfera. al punto P no sea paralela al eje

de los t. Entonces sn a- indlca cualquner derivada direcc10nal en una. du‘eccnon saliente seu
tiene

au
37>0 en P.

Teorema 7: Las conclusiones de los Teoremas 5 y 6 siguen siendo válidas si u es solución

de(L+h)[u]¿OsiemprequehSOyM20.
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