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I. INTRODUCCION.
HIPOTESIS Y RESUMEN DE RESULTADOS

En este trabajo estudiaremos existencia de soluciones positivas al problema parabélico
lineal de autovalores
Lu= 6—u+A(:r,t. Dyu = Admu enIxR
ot
Ou
ov

u T-periédica en la variable ¢,V z €

=0 en N X R

donde

¢ Q es un dominio acotado de R™ con frontera 9N de clase C*** con u € (0,1)
(o sea frontera tal que V zo € JQ 3 una bola B = B(zo) con centro en zo y una
correspondencia biyectiva ¢ entre By D C R™ tal que
1. (BUQ)CRY
2. (BNON) COR Y
3. p € CH¥#(B), p~! € C***(D)

[ref (6], p 94]

o A(z,t,D)=- Y ailz,t) DiDi + Za,(z t) (D; indica i)
i,k=1 =1 6::.-
con ai, aj, m, con t, j, k = 1,.--,n funciones pertenecientes al espacio CH#3 () x

IR ) = espacio de las funciones u-lolder continuas con respecto a la métricad((z, t), (y,8)) =
(lz =yl + ]t = 5] )'/%. A estas funciones las supondremos periddicas en la variable t,
de periodo T > 0 y ademads supondremos que a;x = ax; ¥ que 3 una constante positiva

po tal que

n

oai(z, )EE 2wl V(z)eQxR y VE=(E,... . ER

i,k=1



Sea a € C***() x R), a T-periédica en t. Estamos entonces suponiendo que

vVt A(z,t,D) y A(z,tD)+ a son expresiones diferenciales uniformemente

elipticas en ) y que

£=%+A(J:,t,D) y £+a=%+A(z,t.D)+a (2.1)

son expresiones uniformemente parabdlicas, ademas T—periddicas en ¢.

¢ v indica la normal exterior a 2 (y por la hipdtesis hecha sobre € resulta que

v € C*9(9Q, R™ ).

Primeramente estudiaremos la existencia de solucién periddica al problema parabdlico si-
guiente

(£+a)u=%—ti+A(::,t,D)u+a(z,t)u = f enQxR, a>0

9 (2.2)

3% = 0 endO xR

con [ T-periddicaenty f € C*#/}(Q} x R).
Sean los espacios
E = { f restringida a Q x [0, T) tal que f € C*#/? (A x R ) y f es T-periédica en ¢ }

con

Iflle = Ifllcu. w2, 7)) 5
F = { f restringida a Q x [0, T) tal que f € C**+*'+#/(Qd x R ), 5% =0endxR y
[ T-periédicaen t } con
Ifllr = ||f||c=+u-l+u/=(nx[o.1']) y
€ = { f restringida a  x [0, T] tal que f € C(2 x R ) y f es T-periédicaen t } con
Iflle = ||f||cmx[o.7'1)-



Considerados estos espacios con el ordenamiento natural de las funciones (u > w sii
u(z, t) > w(z, t) VY (z, t) € (2 x [0, T))) resultan ser espacios de Banach ordenados.

Probaremos entonces que el operador £ inducido por % + A(z, t, D) con dominio F
es tal que para a en E y a > 0 el operador £ + a admite un operador inverso (L + a)™! :
E — E compacto y fuertemente positivo, y que se extiende un operador también compacto y
fuertemente positivo de £ en £ (donde si X e Y son espacios de Banach ordenados con conos
de elementos positivos P y Q) respectivamente, é# 0, diremos que un operador A: X =Y
es fuertemente positivo si A(P — {0}) Cé) La funcién 1 € E es autofuncién asociada de
autovalor 1 de (£ +a)~!, notaremos con ¥ la \nica autofuncidn positiva normalizada para el
autovalor 1 del operador adjunto de (£ + 1)~!. Dado m € E notaremos con M el operador
multiplicacion por m.

Estudiaremos entonces el problema de autofunciones positivas de Lu = AM u en E con

A € IR con el objeto de caracterizar las funciones de peso m para las cuales exista A diferente

de cero y uy > 0 tal que Luy(z) = A M uy(z). El resultado que probaremos es el siguiente:

1. Sim € E y m no es funcién de ¢ solamente entonces el problema de autovalores
Lu=2Mu u>0 enE

tiene un tnico autovalor A;(m), aparte del autovalor 0, si y solamente si m o —m
satisfacen
T

(%) maxm(z,t)dt>0 y (P, m)<0
0o zefl

Ademds si m satisface (x) (respectivamente —m) \;(m) es positivo (respectivamente

negativo).

2. Si m es solo funcién de t entonces Lu = AM u, u > 0 en E tiene aparte de A =0 una
T
solucién diferente de cero si y solo si m satisface que mg = ./o m(s) ds = 0. Ademas

cuando mo = 0 para todo A en R existe uy(z) > 0 tal que Luy = A M u,.



II. EL PROBLEMA PARABOLICO PERIODICO CON
CONDICIONES DE BORDE DE TIPO NEUMANN

Seaa > 0 en E (o0 sea a(z,t) 2 0 pero a(z, t) # 0). Pasaremos a considerar primero
bajo las hipdtesis enunciadas anteriormente la solucién del problema parabdlico periédico

siguiente

du

at+.A(:l:,t.D)u+a(.1:,t)u = f enflxR,a>0

IL[1] _6_1_4 =0 endxR
v

u T-periédicaen t Vz €

Lu+4au=

con f T-periédicaen ty f € C*#/3(Q1 x R ); donde por solucién del problema II.[1] enten-

deremos una funcién u € C*'(f2 x R ) que satisface II.[1] puntualmente [ref [1]).

Teorema II.1: Dada f € C( x R ), T-periddica en {, existe una tnica solucién u del

problema I1.{1], mas ain u € C*#*'+/2(Q) x R ).

Para la demostracién de este Teorema se planteard el problema II.[1] en términos de ecua-

ciones de evolucion para lo cual nos haran falta algunos resultados en ese contexto.

Teorema II.2: Sea p > n. Sea X = LP(Q1). Parat € IR consideremos el operador
A(t) : LP(?) — LP(Q) inducido por A(-, t, D) con dominio D independiente de ¢

D={u€W7"’(Q)/%=0enaﬂ}

(o sea [A(t)w)(z) = [A(z, t, D)w](z) donde A(z, t, D) actia en w € D en sentido generali-
zado).



Sea vp € LP(Q), a : [0, w] — LP(N) u/2-Holder continua en [0, w] para la norma en
LP(9) entonces para k € R , k suficientemente grande el problema de Cauchy

11.[21{ j_t:(‘)+"(‘)”(‘)+a(‘)v(l)+kv(t) = g(t) en L)V te€(0,w]

v(0) = vo en LP(f])

admite para cada g Holder continua g : [0, w] = LP(2) una solucién unica v tal que v €

C([0, w], LP(R))NC((0, w], LP(N)) y tal que v(t) € D(A(t)) =D V t # 0y esta dada por
o(t) = V(1, 0) v + /o' V(t, 3)g(s) ds

donde V/(t, s) es la solucién fundamental de 11.[2] ademds v € C'([0, w], LP(R)) si vo € D.

Demostracién del Teorema II.2: Destaquemos las propiedades de la familia de opera-
dores Aa(t) = A(t) + a(t)

A.1) {Aa(t) / t € [0, w]} es una familia de operadores cerrados con dominio independiente
de t y denso en X = LP(Q2).

A.2) Existe k > 0 suficientemente grande tal que para todo ¢ € [0, w] la resolvente R(\, Aa(t)+
k) existe para todo A con Re A <0y

|R(A, Aa(t) + K)oy < C (14 |A)?

donde C es una constante independiente de t y de A.
A.3) La aplicacién de Aa(-) + k : [0, w] = L(X,, LP(R2)) es u/2-Hblder continua, donde X,

es el dominio D con la norma ||u|, = ||[(Aa(0) + k)ul|Lr@q), 0 sea
I (Aa(s) + k)u — (Aa(t) + k)u ||Loa) < C |s = t]*/2 ||ulfs.

De la propiedad A.3) se deduce la siguiente

A’.3) Existe una constante ¢ > 0 tal que
| [(Aa(s) + k) — (Aa(t) + k)J(Aa(r) + k)" || < cls —t]*? Ve, s, r € [0, w).
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Para la prueba de cstas propicdades ver el Apéndice §1.

De las propiedades A.1, A.2 y A’.3 se deduce que el problema de Cauchy

Y o (Aat)+kw = g en LP(Q) Ve (0, ]

dt
v(0) = vo en LP(R)

para cada g-Holder continua tiene una solucion tnica v con las propiedades que afirma la

tesis del Teorema I1.2 (ref [4], p 108,109). 1

Sea el problema de valores iniciales siguiente

%(z, t) + A(z, t, D)v(z, t) + b(z, )v(z,t) = g(z,t) en§ x (0, w)
IL[3] %E = 0 en 99 x (0, w)

v(z,0) = vo(z) en

con by g € C**?( x [0, w]), vo € C()).

Nota ILI.1: Diremos que v es una solucién cldsica de IL.[3] si v € C(Q x [0, w]) N C*} (N x
(0, w])NC*°(Q x (0, w)) y satisface I1.[3] puntualmente (ref. (1], p 16). Una solucién cldsica

es llamada regular si

ve CM(Q x [0, w])) NC*(Q x (0, w]).

Nota I1.2: Siue C(ftx[0, w])y definimos v(t)(z) = u(z, t) entonces v € C([0, T],C(Q}))

y viceversa.

Nota II.3: Bajo las hipdtesis del Teorema I1.2, si vy € D entonces toda solucién v de 11.[2]

via la identificacién v(z, t) = v(t)(z) pertenece a C'"°(Q x [0, w]) N C*HH#1+8/3(Q x (0, w)) y



es una solucion regular de

%+A(z’ t, D)v+a(z' t)v+kv = g ean(O,w]
IL[4] % =0 endfx(0,u]

v(z,0) = u(z) en

conayg € C***(Qx[0, w]) y reciprocamente toda solucién regular de I1.[4] es una solucién

de I1.[2] (ver ref [1], p 17, Lema 4.2).

Lema II.1: Bajo las hipdtesis del Teorema 11.2, el problema siguiente

%+A(;,¢,D)u+a(:,¢)u = g en Q x (0, w]

ou
IL[5 — =
(5] W 0 en 99 x (0, w)

u(z,0) = up(z) en

conay feC'} QA x[0,w]) y uo € D ticne una tnica solucién regular y esta dada por

u(z, 1) = [U(t. 0)uo + /o' U, s) £(s) ds| (2)

donde f(s)(z) = f(z, s) y U(t, s) = e¥ V(t, s) e~ con V la solucién fundamental de IL[2].

Demostracién: Poniendo e*'v(z, t) y g(z, t) = e* f(z, t) los problemas II.[4] y I1.[5] son
equivalentes cn vp = up € D y el problema II.[3] en virtud de la Nota II.3 tiene solucién
regular v(z, t) = v(t)(z) con v(t) solucién del problema I1.[2] que 3 pues e~** f(s) es u/2-
Holder continua por ser f € C**/3(Ql x [0, w]) y de la expresién que da el Teorema I1.2 se

desprende la expresion para v(z, t)

o(z, 1) = [V(t. 0)vo + /0' V(t, s)e* 1(s) ds] (z)

y por lo tanto la de u(z, t) = e**v(z, t). |



Con el objeto de determinar una condicién inicial que nos proporcione una solucién de
I1.[5] que satisfaga u(z,0) = u(z, T) = up probemos el siguiente Lema sobre el operador

K = U(T, 0).

Lema I1.2: Bajo las hipétesis del Teorema I1.2, sea w > T y sea K el operador definido
por Kug = U(T, 0)up = e** V(T, 0) up, up € LP(R), V la solucién fundamental de IL[2].
Entonces K define un operador de C(1) en C(Q) compacto fuertemente positivo y si a > 0
con radio espectral r(k) < 1 ( donde C({) es tomado con su ordenamiento natural y con
fuertemente positivos entenderemos que lleva los elementos positivos no nulos en el interior

del cono positivo).

Demostracién: Veamos primero que /K es un operador lineal y continuo de LP(f1) en

w2r(Q):
IV(T, 0) uollws.» < c(ll(Aa(T) + k)(V(T, 0) uo)llr(ay + IV(T,0) uol|Lr(q))

por la desigualdad (39.1) del §1. del apéndice pues V(T,0)uo € D.
Ademas como (Aa(T) + k)~! es continuo de LP(§) en LP(Q) resulta que

IV(T,0) uolleriay = W(Aa(T)+ k)~ (Aa(t) + k) V(T,0) uol|Lrn) <
< all(Aa(T) + k) V(T,0) uollr(a)
de donde

IV(T,0) uollwa.riq) < c2||(Aa(T) + k) V(T,0) uo|lLr() < calltoller(n)

esta ultima desigualdad por el Teorema 5.2.1 de Tanabe (ref [12], p 17).
Resulta entonces que K = e*7 V(T',0) es un operador lineal compacto de C(§?) en C(£2)

por la siguiente cadena de composiciones
c(f) & L) & wrr) & c()
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donde las inclusiones son continuas y K es continuo por lo dicho anteriormente y la dltima
inclusion i, es compacta (ref (6], p.171 Teorema 7.26).
Veamos que K es un operador lincal fuertemente positivo de C(§1) en C(Q): Sea ug > 0,

up € C(f?) y supongamos primero que ug € D, entonces
u(z, t) = [U(t, 0) uo)(z)

es una solucidn regular (por Lema II.1) de I1.[5] para f(z, t) = 0 con condicién inicial u, > 0
entonces por el principio de maximo para ecuaciones parabdlicas resulta que u(z,t) >0V z €
Q si t > 0 (ref [9)), por lo tanto u(z, T) = K u,(z) >0V z € Q. Si ug € C(Q) pero up ¢ D,

up > 0, observemos que se puede hallar {w,} C Dtalque0 < wo < w; <...<wp...<upy

wy, tiende a ug en C (1) de donde por la continuidad de K en C(f2) se deduce que K uo(z) > 0
y por lo tanto K (ug — wo)(z) > 0 y en consecuencia K ug(z) > K wo(z) > 0V z € Q o sea
K up pertenece al interior del cono positivo de C().

Aplicando el Teorema de Krein-Rutman (ver §5. apéndice) podemos deducir que el radio
espectral de I, r( /() es positivo. Sca ug > 0 tal que X ug = r(K') ug entonces por el principio
de maximo para ecuaciones parabolicas se deduce que || K uo||c) < luollc() ¥ por lo tanto
r(K) £ 1. Veamos que r(K) < 1.

Sea a > 0 y supongamos que (/) = 1, entonces existe ug > 0 tal que Kup = up y
como U(t, s)ug € D si t > 0 se ticne que ug = K ug = U(T,0)uo € D entonces u(z, t) =
[U(t,0) uo)(z) es solucién regular de I1.[5] para f(z,t) = 0 y satisface u(z, T) = K u,(z) =
uo(z) = u(z, 0) entonces por el principio de maximo deberia ser u(z, t) =cte Yz € ),
0<t<T,peroa>0implicau(z,t)=0Vz e N,0<1t<T entonces ug(z) = 0, contra lo
supuesto, por lo tanto r(K) < 1. L=

Demostracién del Teorema II.1: Seaw > T. por el Lema II.1
t
u(z, 1) = [U(t. 0) uo +/0 UL, s) f(s) ds] () (9.1)

9



donde f(s)(z) = f(z, ), es una solucién regular de

Db At D)uta( tu = [ en@x(0,u]
11.5) g_:: =0 en 90 x (0, w)

u(z,0) = up(z) en
8i ug € D.

Necesitamos determinar 4o € D de modo tal que u(z, t) satisfaga u(z,0) = u(z, T') o

s€a

u(z,0) =u(f)(z)=u(z, T) = [U(T, 0)up + /: U(T, s) f(s) ds] (z)

T
uo = U(T, 0) ug = /0 U(T, 0) f(s) ds. (10.1)

t
Por el Lema II.1 w(z, t) = ./0 U(T, s) f(s) ds es una solucidn regular de 11.[5] para up =0 €
D por lo tanto w(-, t) € C*(Q) para cada t € (0, w] y en particular w(-, T) € C*(Q) c C(Q).

Sea K el operador inducido en C(2) por U(T, 0), definido en el Lema II.1, entonces por este

Lema resulta que podcmos definir univocamente uo(f) € C(Q) tal que

wlf) = (= K™ wt, ) = (1= K7 [ [T0T, 700 a] (10.2)

pues (I — K) tiene inverso pues r(K) < 1 por lo tanto vale (10.1) pero ademas ug € D pues
w(z, t) por ser solucién regular de I1.[5] satisface la condicién de borde para t € (0, w| en
particular para t = T, por lo tanto w(:, T') € D ademas U(T, 0)up € D por las propiedades
de la solucién fundamental en consecuencia de (9.1) se deduce que up € D.

Resulta entonces que la

w(z, 1) = [U(t. 0)u0+/0'U(:, s) f(s) d.s] ()

(10.3)
con o = [I=U(T, 0)" ( /OTU(T, 3) f(s) ds)

es solucion regular de I1.[5] y cumple u(z, 0) = u(z, T).

10



u(z, t) sit<T
u(z,t-T) sit2>2T

Sea v(z, t) = {

La funcién v(z, t) satisface la ecuacion

-g—:)+A(:c. t, D)v+a(z,t)v= fen N x [T, w]
y cumple con % = 0 en 0N x [T, w] por su definicién y por la T-periodicidad de los

coeficientes y de f(z, t). Como u(z, t) es también ahi una solucién pues lo es en todo (0, w]
resulta que u(z, t) = u(z, t + T') o sea la solucién u(z, t) extendida por periodicidad, es la

solucion de IL[1] y resulta que u € C*+*+#2(Q x R ) . I

Sea E = {f/Q x [0, T] talr que f € C*#*/*(Q x R) y f es T-periddica en t} con

uf”E = ||f||c~-ﬂ/?(nx[o.r])-

Sea F = {f/S) x [0, T) tales que f € C**#1+s/2(Q) x M), %E =0end xR y fes

T-periédica en t } con

"f"F' = ”f”cuu. 1wu/2(ix [y
Sea £ = {f/ x [0, T) tales que f € C(¥ x R )y f es T-periédicaen t } con

W flle = I fllccxio, -

Consideraremos a estos espacios con el ordenamiento natural de las funciones.

Teorema II.3: Bajo las hipotesis del Teorema 1.1, sea L el operador inducido por (2.1)
con dominio D(L) = F. Sea S, el operador que a cada f € E le asocia en virtud del Teorema

II.1 la unica solucién u € F del problema I1.[1] 0 sea S,(f) = (L +4a)"}(f) ¥y

T t
Sa(f) = U(t, 0) [(1 - U(T, 0)~! /0 U(T, s) f(s) ds\ +/0 U(t, s) f(s) ds

entonces S, : E — F es un isomorfismo y si también llamamos S, a ir0 S, donde if es la

inclusion de F en E entonces S, : E — E es compacto y fuertemente positivo.
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Teorema II.4: Bajo las hipdtesis dcl Teorema II.3, S, se extiende univocamente a un

operador S, : £ = E continuoy S, : £ — £ es compacto y fuertemente positivo.

Demostracién del Teorema I1.3: L +a es claramente continuo de F en E. Es biyectivo
por el Teorema II.1 ya que para cada f € E existe una unica solucién del problema II.[1]
dada por S,(f) y como E y F son espacios de Banach, S, = (£ + a)~! es continuo de E en
F y como la inclusion de F en E es compacta para completar la prueba falta ver que S, es
fuertemente positivo. Veamos esto:

Sea f > 0, f € E, probaremos que u(z, t) = Sg(f)(z, t) > 0V (z, t).

u(z, t) es solucién regular de

Ju

E+A(z, t, D)u+a(z,t)u = f en ! xR (12.1)
du
% = 0 en O x R (12.2)

u(z,0) = uo(f)(z) en Q
u T-periédica en

De (12.1) deducimos que

d(—u)
ot

Supongamos que el max—u = M 2> 0. Si M es alcanzado en el interior entonces por el

— A(z, t, D)(—u) —a(z,t)(—u)=f >0 (12.3)

principio de maximo (ref [9]), es alcanzado por —u(z, 0) = —up(f)(z), mas ain —u(z, 0) =
M y por la periodicidad —u(z, T') = M por lo tanto u es constante —u(z, t) = M > 0 lo que

lleva a una contradiccion en (12.3) puesa >0y f > 0. Si M es alcanzado en 9§ x R esto
9(-u)

5y >0

lleva a una contradiccion con (12.2) pucs por el principio de maximo deberia ser

en ese punto.
En consecuencia max(—u) = M < 0, o sea u(z, t) > 0V (z, t), por lo tanto u esta en el

interior del cono positivo de E. |
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Demostracién del Teorema I1.4: La prueba de este Teorema requiere retomar algunos
resultados de la teoria de ecuaciones de evolucién .

Las hipotesis A.1 y A.2 que verifican los operadores Aa(t) (pag 5) implican que —K(t) =
—Aa(t) — k es el generador infinitesimal de un semigrupo holomorfo {¢=*4(V/0 < s < o0}

en L(L?(f1)). Mas ain existen constantes positivas c y d tales que

lle=* ¥ W)} < cem?? (13.1)

Kt e KW <cs~'e® para s>0 y te(0,w)
La desigualdad (12.1) implica la existencia de la integral

K=%(t) = F(la—) /ooo @ letk ds Va0,

Se tiene que K~'(t) = [K(t)]™! y cada K~2(t) es un endomorfismo inyectivo continuo de

L*(Q). En consecuencia K°(t) = [K~°(t)]~' es un operador lineal biyectivo cerrado en

L?(91). Puede probarse que cada K*(t) tiene dominio denso y que
D(K*°(t)) C D(K*(t)) paraa> 320

Mas ain K°*8(t)(z) = K°(t) KP(t)(z) = KP(t) K*(t)(z) para todo a, f € R y z €
D(K7(t)) con v = max{a, 0, a + B} donde K°(t) = idieq) = I (ref. (1], [4], (8], [11})

También puede probarse que D(A#(s)) c D(K°(t)) para0 < a<f <1, s, t€[0,w]y
que

Ko(s) K~2)|| € ¢(a, B) para s, t € [0, w)

Definicién: Sea ||z|loa = || K*(0) z||Lr(q) para € D(K°(0)) y 0 < a £ 1 y denotemos con
Xa al espacio de Banach (D(K°(0)), || lla)-
Se cumple que X tiene inclusién continua en X, si 0 Sa < A <1 ( con Xo = LP(R)).

13



Lema IL.4: Sea 0 < a < 8 <1, sca v(t, s) como en el Teorema I1.2 y sea S(z, g)(t) =
V(t,0)z + J§ V(t, s) g(s) ds entonces S es un operador lineal y continuo de

X x C([0, w], LP(Q)) en C"([0, w], Xo para todo 4 € 0,8 — a] (ref. [1], p 10).

Lema II.5: Supongamos que % + 2n_p < a < 1. Entonces X, tiene inclusion continua en

C'*}(f)) donde 0 € A2a -1 - % (ref. [1], p 16).

LemaIL.68: Seag € C(|0, w), C(Q)) y sca V(t, s) como en el Teorema I1.2 y sea H(g)(t) =
/‘ V(t, s) g(s) ds. Entonces H es un endomorfismo continuo y compacto de C([0, w], C(Q)).
0

Demostracién: : C([0, w], C(Q)) tiene inclusién continua en C([0, w), L?(R)) y por el
Lema I1.4, H estd bien definida y es continua de C([0, w], L*(Q)) en C7([0, w], X,) para 0 <
a<ly0<y<1—-a. Ademas C([0, w], X,) tiene inclusién compacta en C([0, w], C(f}))
por la siguient-.e cadena de inclusiones continuas:

C([0, w], Xa) en C([0, w], C'+*(Q) por el Lema I1.5 para a y A adecuados (p > n).

c ([0, ], C'*X) en C([0, w], C*(£) pues C'**(Q) tiene inclusién continua en C?¥(R).
Ademas la aplicacién F de C([0, v}, C*(Q) en C*([0, w] x ) dada por F(f)(¢, z) =
f(t)(z) es continua (ver §2. Nota I1.4 del apéndice) y a su vez C?*"([0, w] x Q) tiene

inclusién compacta en C([0, w] x Q) (ver §3. Nota I1.5 del apéndice) que se identifica con

C([o0, w], C(£)). 1

Lema IL7: Sea f € C([0,w], C(Q)), sea U(t, s) como el el Lema 11.2 (U(t, s) =
e V(t, s)e~* con V la solucién fundamental de I1.[2]), sea K como en el Lema I1.3 (K =

U(T, 0)) y sea Uy la aplicacion dada por
o) = (1= K [0, ) 160 ds)
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entonces Ug es continua de C([0, w], C()) en Xa con 0 < a < 1.

Demostracién:

Uolg) = (I-K)™' (e"T /0 ’ V(T, s) f(s) ds) =

= (I-K)" (¢TH(g)(T)) con g(s)=e™ f(s)

La aplicacién que a f le asocia g es continua de C([0, w), C(f2)) en si mismo y luego H aplica
g continuamente en C([0, w], X.) (se ve en la demostracién del Lema I1.6) y por lo tanto
continuamente en C([0, w], Xa). Como la valuacién en T es continua de C([0, w], X,) en

kT

Xo y la multiplicacion por e** es continua de X, en X, resulta que

[ / (T, s) f(s) ds

es continua de C([0, w], C()) en X,.

V(T, 0) es continua de X, en X, ( ref. [1], Lema 2.1, desigualdad 2.8, p.9 ) por lo tanto
K = e*T V(T, 0) es continuo de X, en X, y como ] — K tiene inversa continua de C(Q) en
C(f) entonces | — K ticne inversa dec X, en X, y que por lo tanto resulta continua pues

X, es de Banach. Esta probada entonces la afirmacion del Lema I1.7. |

Lema I1.8: Sean f y Up como en el Lema I1.7. Entonces la aplicacion Sy definida por

So(/)(1) = U(t, 0) [(I - U(T, 0))" (/OT U(T, s) f(s) dS)]

es continua y compacta de C([0, w], C(£)) en si mismo.

Demostracién: Sean %+ -22 < & < a < 1. Observemos que So(f)(t) = e** S(Uos(f), 0) con

S como en el Lema 11.4 por lo tanto por los Lemas [1.4 y 11.7 Sy es continua de C([0, w}, C())
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en C([0, w], X5) y como este tltimo espacio tiene inclusién compacta en C([0, w], C())

(ver demostracién de Lema I1.6) resulta la afirmacion . |

Probaremos ahora el Teorema I1.4

De los Lemas 11.7 y 11.6 se deduce que la aplicacion

Sa(f)(t) = U(t, 0) [(I -U(T, 0)! (/OT U(T, s) f(s) ds)] +_/o‘ Ul(t, s) f(s) ds

es una aplicacién continua y compacta de C([0, w], C(f2)) en si mismo o equivalentemente
de C([0, w] x ) en si mismo. En el Teorema I1.3 vimos que S, de E en E era fuertemente
positivo, por lo tanto si w € £, w > 0 tomemos {w,} C F tal que w, »wen €y w, >0
entonces S, w, — S;w y como S;w, > 0 resulta S, w > 0 por lo tanto S, es positiva.
Sea w € E tal que 0 < w < w entonces S, w(z, t) > S, w(x, t) > 0 y por lo tanto S, es

estrictamente positivo de £ en €. Fin demostracion del Teorema 11.4 . |1
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II1 EL PROBLEMA DE AUTOFUNCIONES POSITIVAS DE Lu=AMu

Dado m € C*#/3(Ql x R ) T-periédica en {, queremos determinar las condiciones que

debe verificar m para que exista A € IR tal que tenga solucion el siguiente problema

Lu=AM
uLp){ =" “ e E (17.1)
u>0

donde L es el operador inducido por (2.1) con dominiode £ D(L) = F (como en el Teorema

I1.3) y M el operador multiplicacién por m en E.

Nota III.1: Evidentemente u(z,t) = 1 y A = 0 satisfacen (17.1) cualquiera que sea
m € E. Ademas acompanando a A = 0 no cxiste otra autofuncién positiva que satisfaga

(17.1) lo que veremos en la Nota siguiente.
Nota III.2: El nicleo de L esta generado por la funcion u(z, t) = 1. O sea Ker £ = (1).

Demostracién: Supongamos Lu = 0 entonces Lu + u = u por lo tanto (L + 1)u = u en
consecuencia (£ +1)~! u = u pero tambien (£ +1)~'1 =1 y como (£ +1)~! por el Teorema
I1.3, sabemos que es compacto y fuertemente positivo de E en E entonces por el Teorema

de Krein-Rutman 1 es el radio espectral de (£ + 1)~ y u € (1). |

Nota II1.3: Una condicion necesaria para la existencia de A # 0 y u > 0 que satisfaga

[11.[1) es que m(z, t) cambie de signo.

Demostracién: Supongamos que m(z, t) # 0 y m(z, t) no cambia de signo y sean A # 0

yu>0talesque Lu=AMu.
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Esto es equivalentea (C+1)u~u=AMuya
u—(L+D)u=A(L+1)""Mu (18.1)

Como m no cambia de signo y u > 0 entonces Mu > 00 Mu < 0 (Mu = 0 no puede
ser, pues de lo contrario seria Lu = AM u = 0 y entonces u seria constante y por lo tanto
M u no identicamente nulo contra lo supuesto), pero entonces A(L + 1)"'Mu > 0 o
ML +1)"' Mu < 0 en cualquiera de los dos casos la ecuacién (18.1) por el Teorema de

Krein-Rutman no tendria solucién positiva, llegamos asi a una contradiccién . |

Nota III.4: La funcién ¢

Hemos visto (en la demostracién de la Nota I11.2) que 1 es el radio espectral de (£ +1)~!
y tambien lo es de S; y por lo tanto como (£ + 1)~! es un operador compacto fuertemente
positivo de E en E, y S, de € en £, aplicando el Teorema de Krein-Rutman tambien 1 es el
radio espectral de su adjunto [(£ + 1)7']* de E* en E* y tambien de S} de £€° en £° y por
lo tanto existe ¢ € £ C E* tal que S; ¥ = ¥ con ¥ fuertemente positiva en £° (¢ es por
lo tanto una medida boreliana positiva definida sobre ! x = donde = es el intervalo [0, T)
identificados su extremos. En lo que sigue entonces notaremos con ¥ a la unica autofuncion

positiva de S tal que |||z = 1.
Probaremos los resultados que se enuncian en los siguientes Teoremas:

Teorema III.1: Sea m € E tal que m no es funcién de ¢ solamente.

Entonces el problema de autovalores
Lu=AMu u>0 en E

tiene un unico autovalor A,(m), aparte del autovalor 0, si y solamente si m o —m satisfacen

T
m= | maxm(z,t)dt>0 vy (¥, m) <0 (18.2)

0 zefl
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Ademais si m satisface (18.2), respectivamente —m, A;(m) es positivo, respectivamente
negativo, y en ambos casos la autofuncién u;(m) > 0 asociada a A;(m) pertenece a Fyel

espacio de autofunciones asociado a A;(m) es de dimensién 1.

Teorema II1.2: Sea m € E tal que m es funcién de t solamente o sea m(z, t) = m(t) V
z e

Entonces el problema de autovalores
Lu=AMu u>0 en E

tiene solucién A diferente de cero si y solo si

mg = /OT m(s) ds = 0. (19.1)

Ademads cuando mo = 0 para todo A € I existe uy > 0 tal que Luy = A M u,.

En el apartado III.1 veremos que la condicién (18.2):
T

(») m= | max m(z,t)dt>0 y (¥, m)

es suficiente para la existencia de un A;{(m) > 0y u;(m) > 0 tales que Lu; = A\; M u,; este
resultado quedara probado en la proposicién 111.2 a través de los Lemas I11.1 y II1.2, El caso
(¢, =m) <0y —m > 0 se estudiara cambiando la funcién de peso m por —m.

En el apartado II1.2 estudiaremos la unicidad del autovalor determinado en IIIL.1 y
quedara probado el Teorema II1.2. En el apartado II1.3 estudiaremos la necesidad de las
condiciones @ > 0 y (i, m) < 0 para la existencia de autovalor positivo con lo que final-

mente quedara probado el Teorema II1.1
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II1.1 Estudio de condiciones suficientes para la existenciade A >0y u >0

tales que Lu=AMuen E.

Proposicién III.1: Seam € E. Sin perdida de generalidad podemos suponer que ||m| =

sup |m(z,t)] < 1. Sea A >0y sea el operador
(z,0)efix [0, T]

Kyx=(L+AN'(M+1) de E en E
Entonces K es un operador compacto fuertemente positivo de £ en E y el problema
Lu=AMu , A>0 , u>0 en FE (20.1)

es equivalente a

u=AKyu , A>0 , u>0 en E (20.2)

Demostracién: K) es compacto y fuertemente positivo pues (C+A)~! loesy m(z, t)+1 > 0
Viz,tpues |m|lo < 1. Ademas Cu=AMusii Lu+du=AMu+Adu=AM+1)usii
u=ALH+AN)TM+1Du |

Nota IIL.5: En todo lo que sigue supondremos que m, la funcién de peso, es tal que

Imlleo < 1.

Lema IIL.1: Sea m € E tal que (¥, m) < 0. Supongamos que existe wg > 0, wg € E y
ap > 0 tales que

wo < ap Ko, w

entonces 3 A > 0y u > 0 tales que
u= /\ 1{,\ u.

Demostracién: (La prueba es andloga al caso eliptico (ref [10]))
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1 : 1
Supongamos wp < ag Kg, wo. Sea — = radio espectral de K,, entonces p— >0yesun
(o 4] |
autovalor de K,, con autofuncién asociada w; > 0 que supondremos normalizada.
Veamos que a; < ag!

. 1 1
Supongamos lo contrario, o sea a; > ag 0 sea — 2> —. Sabemos que wp < ag Ko, wo

Qg (0 4]
por lo tanto
1 wo — Koy wo < 0. (21.1)
Qg
Si fuera 1_1 esto contradeciria el Teorema de Krein-Rutman pues la ecuacién (21.1)

ap a)
no tendria solucion positiva.

: 1 1 . . .
Si fuera — > — también llegamos a una contradiccion pues por el Teorema de Krein-
a o

Rutman la ecuacion U= Ko, u > 0 tiene una unica solucién que es positiva y en (21.1)
0
es —wy < 0. Por lo tanto a; < ay.

Como (£ + ap) wy = oy (M + 1) w, se tiene que

(£+a1)w1 = (£+00—00+01)w| = (£+ao)w1 —(ao—a,)wl
= o (A’ + 1)101 - (ao—al)wl
Aplicando (£ + a;)~! se obtiene
w =0 l{al w; — (Oo - O])(C + 01)—1 w; < a; I(a, w; con a; < ag

Repitiendo este procedimiento obtenemos una sucesidn (a;)jev en R, y una sucesion

(wj)jen en E tales que

0<...<@j<aj1<...<y<ap, w;>0 y |lwllg=1.

w; = aqj 1\’,, w; — (a,-_. —a;) (L + a,-)" w;. (21.2)
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Sea A = lim a;. Supongamos que A > 0. Illemos visto que £ es un operador cerrado de E
j—eo
en E tal que (£ + a)~! existe y es continua si a > 0, por lo tanto (£ + a;)~! converge a

(C + A) ( por analiticidad de la resolvente) y por lo tanto
(ajo1 — ;) (L +aj)  w;— 0

en consecuencia

wj—a; K, wj—0 en E (22.1)

Ahora bien sea ¢; = w; — a; K4, w; cntonces

w; = Qaj l\'a, wj+¢€; con & —0

Ademas
w; = a; wj + a; (K, — Ky\)w;j +¢; = aj K\ywj +u;
con
uj =a;j(Ke, — K\)wj+¢; =0
(pues flwill =1, K,, = Kx 'y a; = A)por lo tanto w; — u; = a; Ky w; = K, (a;j w;),

a;j wj es una sucesion acotada y X'y compacto, por lo tanto cxiste una subsucesion convergente
Wjkx — ujx — u pero como u; — 0 entonces wjx — u ademas u > 0 pues wjr > 0y |lwil| = 1.
Pasando al limite entonces en (22.1) se obtiene u = A [{ u y por lo tanto Lu = A M u.

Hemos visto entonces que si lima, = A > 0 la afirmacion se cumple.

Veamos ahora que A no puede ser cero.

Supongamos lo contrario o sea a; — 0.

Por (21.2) tenemos
wj = a; Ko, w, = (a;o1 — a; (£ + a;)" w;.
Apliquemos (£ + a;) a ambos miembros
Lw; +ajw;=a; (M +1)w; - (a1 — ;) w;
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por lo tanto

Cw,- = a; (M + l)w,- — Q- wy.

Resulta que || wj||le € a;.2.1 + a;-; < 3a;-; por lo tanto Lw; = Oen E y ||(L4+1) wj||g £
cte. en consecuencia (£ + 1)~ (£ + 1) w; = w; tiene una subsucesién convergente wjx — w
y como L es cerrado en £ Lw = 0 de donde deducimos que w = 1.

Resulta entonces que (¥, M w;i) — (¥, M.1) y (¥, M.1) < 0 por hipdtesis, en conse-
cuencia

(¥, Mw;,) <0 para kgrande (23.1)

Por otra parte como L* ¢ = 0 se tiene

0 = (L%, w) =¥, Lw))=(,0; (M + 1) w; - aj1w;) =
= a; (¥, Mw;) +a; (¥, wj) = (b, aj w)) =
= a;{¥, Mw)) + (a; = a;-1)(¥, w;) < a; (¥, M w;)

pues ¥ >0y w; >0y (a; —a;_) < 0de donde (¥, M w;) = 0 lo cual es una contradiccién
con (23.1). 1

T

Lema III.2: Sea m € E tal que m = max m(z, t) dt > 0. Entonces existe w € E,
0 =z
w>0ya>0 tal que
w<al,w.

Demostracion: Sean w € E, w > 0 y a > 0 tales quew satisfacen

a—w+A(:r,t,D)w = amw en QxR

ot
0 en I xR

w

w T-periddica en t.
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Tales w y a existen por el Tecorema 1 de Beltramo-less pues 7@ > 0 es la condicion M+
en dicho Teorema (rel [3]). Sea v = o (£ + a)~' (M + 1) w entonces v(z, t) > 0 pues w >0
en E y de la prueba del Teorema I1.3 se deduce que v(z, t) > 0.

Se tiene entonces que

%—1:)+A(1:,t,D)w+aw = a(m+1)w

w =0 en 90 x R
%+A(z,t, Dlv+av = a(m+1)w

v > 0 en 00 xR

Por el principio de maximo entonces v > w y en consccuencia

w<a(ll+a)'(M+Dw=aKsw. |

Estamos entonces en condiciones de probar la siguiente proposicion:

Proposicién II1.2: (Existencia) Sea m € E, ||m||e < 1.
T
1. Si(p, m)<0ym= /0 mahxm(.r, t) dt > 0 cntonces existe un Ay(m) > 0y uy(m) >0
z€
tal que se cumple Lu; = A} M u,.

T
2.Si(y,m)>0ym= /0 meigm(.r, t) dt < 0 entonces existe un A;(m) < 0y uy(m) >0
tal que se cumple Lu; = A\, M u;.

Ademas en ambos casos el espacio de autofunciones asociado a A;(m) es de dimensién 1.

Demostracién:

1. Como m cumple 7@ > 0 por el Lema I[1.2 existe w € E, w > 0 y a > 0 tal que
w<ak,w
y como (¥, m) < 0 entonces por el Lema I11.1 existe A\;(m) > 0y u;(m) > 0 tales que
up = M Iy,
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entonces de la proposicién II1.1 se deduce que se cumple Lu; = Ay muy;.

2. Se deduce de 1. ya que en este caso —m satisface las hipotesis de 1.
Ademas como el operador K, es compacto y fuertemente positivo, por el Teorema de
Krein-Rutman se deduce que el espacio de autofunciones asociado a A;(m) es de dimensién

uno. |

II1.2 Estudio de Unicidad

Pasaremos a estudiar ahora la unicidad del autovalor A\,(m) dado en la proposicién an-

terior, primeramente la unicidad en cuanto autovalor positivo con esa propiedad.
Definicién de la funcién u(A):
Sea A > 0,seam € E, ||m|e < 1. Observemos que

Lu=)Mu (25.1)

es equivalente a

Lu+A(l-m)u=Jdu (25.2)

donde por la hipétesis hecha sobre m y A es A(1—m) > 0 y sabemos entonces que el operador
L+ (1—m))~! es un operador compacto fuertemente positivo de E en E con radio espectral

r(A) >0y r()) es el unico autovalor con autofuncién positiva asociada u), o sea se cumple
[C+ A1 =m))] uy=r(A)uy (25.3)

1 ,
Sea v()A) = =) y supongamos u, normalizada (|lus||g = 1). Resulta entonces que y()) y
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u, es el unico par que satisface

[C+A(1=m)ur=1(A)us (26.1)

uy > 0$ "un\"E =1, 7(A) 2 0.

En virtud de que nos interesa hallar A > 0 tal que se cumpla (25.2) con u > 0 nos interesa
estudiar los valores de A para los cuales y(A) = A.
Definamos u(A) asi : u(A) = v(A)— A para A > 0y u(0) = 0. Equivalentemente

podemos caracterizar u(A) asi :

Nota III.8: Caracterizacién de p(A): u()) es el unico numero real que satisface: existe
u> 0 en E tal que
Lu+ (1l =m)u=(u(A)+A)u

Para A > 0 esto se deduce de todo lo anterior y para el caso A = 0 por la Nota II1.3 el
unico valor posible para que se satisfaga Lu = (u(0) +0)u u > 0 es p(0) = 0 como hemos

definido.

Lema II1.3: Sea m € E. ||m||lec < 1. La funcién u(A) es analitica.

Demostracién: Sea v(\) = g(A) + A. Estudiaremos la analiticidad de 4(A). Consideremos
L como operador continuo de F en E y por la inclusion compacta J de F en E para todo

A 2 0 los operadores £ + A(1 — m) — 4()A) J son operadores de Fredholm de indice cero pues
LAX1-m)J=9(A)J=L+1-J+[AQ=-m)-1—=9(N)]J

y £+1-J es unisomorfismoentre Fy Ey [A(1 =m)—~1—-+())]J es un operador compacto

de F en E y en consecuencia ¢l £ + [A(1 — m) — 4(A)] J es una perturbacién compacta de
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un isomorfismo y por lo tanto es un operador de Fredholm de indice cero. Por lo tanto

dimKerC+A(1 =m)J —v()\)J = dimcoKerL+A(l=m)J —=4(A)J =

= dimE/R(£+A(l—m)J—7(A)J)

ademads sabemos que dim Ker(£L + A(1 —m)J — 4(A)J) = 1 y resulta que y(A) es un J-
simple autovalor de £ + A(1 — m), donde 4 € IR decimos que es un J-simple autovalor de

un operador L siempre que
1. dim Ker(L = yJ)=codmR(L-vJ)=1y
2. si Ker(L — v J) esta generado por u entonces Ju & R(L — v J).

Comprobemos 2.: Sea u, el generador normalizado del Ker £+ A(1 = m)J = (A\)J.

Supongamos que existe w € F tal que

Juy = [L+A(1-m)J—9(N))J]w=

= [L+1-J+[A1=m)=1=4(\)]J]w

Seaw=[L+1-J+)(l —m)J}w entonces

Juy = o-[y(A)+1)J(L+1-J+Ir(1-m)))' b=

= STl + D8 = (L4 1T A= m) D)7 ((0) + 1)

y como es el radio espectral de (£ + 1+ A(1 = m))™! esto contradice que

1
¥(A) + 1

_ (A +1
sea simple, por lo tanto no existe tal w.
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Estamos entonces en las condiciones de un Lema sobre perturbacion de autovalores sim-
ples (ver §6 apéndice) de Grandall-Rabinowitz y del cual se deduce que () es analitica y

por lo tanto u) es analitica. |
Lema III.4: Seam € E. |m||loo < 1. La funcién p, es céncava para A 2 0.

Demostracién: Sean u;, A\, y u3, A; tales que u; > 0, i 2 0y (L + \(1 —m))u; =
(i + M) ui con g = p(N), i =1, 2. Sea w = (u; - u3)'/? entonces w > 0 y w € F = D(L),

- A+
entonces si A = ‘; i -ﬁ=ﬂl+ﬂz

(L-=XM)w>7Ew  Ver §4 Nota II1.7 en apéndice

se tiene que

Queremos ver que u()) > 7 o sea 4()) > F + A. Supongamos lo contrario o sea que

1

X)<z@+X porlotanto —= < —= 28.1
7(A) <7 P 213 <3 (28.1)
y(L+X(1=m)w> (F+ X)w por lo tanto
1 - -1
—_——w - - > .
_+Aw (L+A(1-m)"w>0 (28.2)

1 . <
pero T_) es el radio espectral de (L+ A (1 —=m))~! por lo tanto de (28.1) por el Teorema de
B
Krein-Rutman se deduce que (28.2) no pucde tener solucion positiva. Llegamos asi a una
contradiccién que provino de suponer u(}) < 7, por lo tanto u(2) > i y como u es continua

resulta que u es concava. |

Proposicién II1.3: m € E, |m|l < I, (¥, m) <0y ™ > 0. Entonces el A;(m) de la

Proposicion II1.2 es el unico autovalor positivo con autofuncion positiva de Lu = A M u.

Demostracién: Por la Proposicion [11.2 sabemos que existe Aj(m) > 0 y uy(m) > 0 tales

que u) = A, K, u; y por lo tanto Lu; = A\, m u; en consecuencia u(A;) = 0 y como también
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#(0) = 0 de la concavidad de u resulta que , o biecn A > 0 tal que y(A) = 0 es unico en
cuyo caso A; seria unico, o bien por la concavidad y analiticidad de y resulta que p(A) = 0
¥V A > 0. En este iltimo caso podriamos tomar una sucesién A\j; = 0y u; > 0 con ||uy;}{| =1
tales que

Eu,- =A,~mu,' (291)

en consecuencia

ICu;ll = lIAjmujll £ A; =0

y por lo tanto

| £t + ujf| < cte.

en consecuencia

(C + 1)"(£u,~ + u;) = u;

tiene una subsucesién convergente pues (£ + 1)~! es compacto por lo tanto existe uj, — u
ycomo Luj — 0y L escerradoen E Lu =0 pero ujx >0y ||ujlj =1 por lo tantou >0
y |lul]| = 1 en consecuencia por la Nota 1.2 resulta que u = 1.

Sabemos que

0 = (L9, ue) = (¥, Luji) = (b, hixmup) = (29.2)

= Ak (¥, muji)
pero uj; — 1 entonces mu;x = m y (¥, mu,x) = (¥, m) < 0 por hipétesis, en consecuencia
(¥, muji) <0 desde un k en adelante lo que contradice (29.2). En consecuencia no puede
existir tal sucesion A; — 0 con u; > 0 ||u;|| = I tal que (29.1) por lo tanto el A;(m) es el

unico autovalor positivo con autofuncién positiva. |

Lema IIL.5: Seam € E, |m|loc < 1 tal que m(z,t) = m(t) V z € ). Sea mg =
T

/ m(t) dt entonces u()) = LY
0 T
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Demostracién: Por la caracterizacion de u(A) (Nota II1.6) sabemos que 3 u(A) > 0 tal que
(L+A(1=m)uy = (p(A)+ A)uy (29.3)

Supongamos u, solo funcién de ¢ entonces (29.3) se reduce a

dusz(t) + A (1 = m(t)) us(t) = (u(A) + A) ua(t)
por lo tanto
du,\
- = Am(t)ua(t) + p(A) ua(t)
en consecuencia
1 dua(t)

de donde resulta

ux(o)e,\ /o m(s) ds + p(\)t

]

como debe ser u(T') = ux(0) resulta
CA mo + [I(A)T =1

mo

T I

por lo tanto u(A) = —A
Demostracién del Teorema II1.2: (es un corolario del Lema I11.5)

Si mg # 0 por el Lema IIL.5 u()A) = —A% #0V ) > 0 por lo tanto no existe autovalor
positivo con autofuncién positiva tal que Lu = Amu. Tampoco existe un autovalor negativo
A) con esa propiedad pues eso implicaria la existencia de autovalor positivo A\g = —A; con
autofuncion positiva para cl problema Lu = A(—m)u con funcién de peso —m donde —m

T
satisface (—m)y = / (=m)(t) dt = —mg # 0 y esto no seria posible por la primera parte .
0

[}
, A/ m(s) ds
Si mg = 0 definamos u,(t) = e Jo entonces y, > 0, uy E FC Ey Luy=Amu,
Vi>01
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Lema II1.8: Sean m; y m; € E, ||m|lec <1 ||mallec < 1. Sean p; y p3 las funciones p

asociadas a las funciones de peso m, y m, respectivamente. Si m; < mj entonces uz(A) <

p1(A).

Demostracién:
Sean u; y uj las unicas autofunciones positivas normalizadas asociadas a A tales que

(£ + (1 = m.-))u.- = (]l,'(A) + A)u.- = 'y,-(/\) u;,, 1=12, (311)

deberemos probar entonces que 72(A) < 1(A). Sea A fijo y escribamos 13 = 1(A) y 11 =
7(A).

Seamtalquel —m; =1-my+mentonces m€ E, |m|leo <1,m>0y
(£+A(1—m,)+mA)u| =7 U

en consecuencia

(£+A(l—mg))u; = —Amu1+‘7lu1 (312)
(£+A(1—m2))ug = Uz (31,3)

por lo tanto de (31.2) se deduce
==L+ A(1-m)) " Amuy+n(L+ A1 =m3)) 'y,
en consecuencia
%u, ~(CH+A1=ma)) = —(L+A(1 - m))" Amuy = —h con h>0  (31.4)

Supongamos que 4; > v; por lo tanto

v
R

(31.5)
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Si 1.1 radio espectral de (£ + ) (1 —m3))~! por (31.3), entonces (31.4) no es posible

TN T2

1 1 .
por el Teorema de Krein-Rutman y si o > o de (31.4) deducimos
1 2

%("“1) —(L+A(1—mg)) (=) =h>0

lo cual también contradice el Teorema de Krein-Rutman pues —u; < 0. En consecuencia

2 < 71 por o tanto ji; < puy. |

Corolario del Lema II1.8: Sean m, y m; en E de norma menor que 1 tales que (¥, m;) <0
y (¥, m3) < 0 y ambas cumplen 72, > 0 y m; > 0. Sean A; y A; los unicos autovalores
positivos con autofuncion positiva u; y u, respectivamente que satisfacen Lu; = A\;m,u;

t = 1,2 entonces m; < mj implica A\; < A,.

Demostracién: Por el Lema III.6 sabemos que p3(A) < u1 () y como py(A;) = 0 se tiene
que 0 = uz(A3) < pi(A2) y como sy (M) =0y 4y(0) = 0 por la concavidad de u, resulta que
0< A <ALl

Proposicién III.4: (Unicidad). Sea m € E, |m|lo < 1, tal que (¥, m) <0y m > 0
(respectivamente (¥, m) > 0 y m< 0). Entonces A;(m) de la Proposicién I11.2 es el tnico

autovalor diferente de cero con autofuncidn positiva de Lu = A M u.

Demostracién: Sea ) < 0. Para el operador £ =L+ A (-m — 1) con ag = i(—m -1)>0

tambien podemos dcfinir la funcidn ji(}) para A > 0 como el dnico nimero real que satisface

32



que existe u; > 0 tal que

[E+A(1-m)]u; = [C+A(-m=-1)+A(1-m)uz=F(A)u; =

= [a(A) + M u;

-

y se puede ver como antes que i(A) es analitica y céncava.

" Notemos con Ay = Ay(m) al tinico autovalor positivo con u; > 0 tal que Lu; = Ay mu; (que
existe y es unico por las proposisciones [11.2 y 111.3.)

También sabemos que A = 0 y u = 1 satisfacen Lu = A mu. Supongamos que existe ademas
un M <0 y U > 0 tales que L4, = Amuy,;.

Tomemos A = 27X;. Entonces
L+i(l=-m)=CL+2X(-m-1)+A(1-m)

en tres valores diferentes de A, ji toma el mismo valor: a(-X;) = (=2X) = g (=-2X,40) =

-2, pues:

[C.-i-(—:\-])(l - m)]ﬁl = Cﬂ] +2X| (—m-- l)ﬁl + (-:\-1)(1 - m)’ﬂ, =
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por lo tanto a(-X;) = -2,

£+ (=27 (1=-m)]1 = L1+2X(-m~=1)1+(=2X)(1-m)l=
= (-2Aim-2\; -2\, +2\,m)1 =
= [-2% + (=221
por lo tanto 4(—27%;) = =2,
L+ (=2X+M0=-m)u = Luy+2X(-m-Du+(=2X+A)(1-m)uy =
= A,mul—2xxmu|—2xu1—2xlu1+2X1mu1+

+hu - Amu = [-22 4 (=221 + M)]w

por lo tanto a(=2X, + Ay) = =2 ;.

De la concavidad y analiticidad de ji(A) deducimos entonces que (1) = —=2%; V A >0

en particular para A de la forma A = A = 2}, con A > 0. O sea existe uj; > 0 tal que
£+ (A =2X)(1—m)u; = [-2X + (A —2X1)]y;

O sca
[CH+2X(-m-1)+(A=2X)1-m)u; = [L+A(1=-m)=2X;-2X}Ju; =
= [—2A|+A—2A1]u;
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y por lo tanto [£ + A(1 — m)]u; = Auj para todo A > 0 en consecuencia u(A) = 0 lo que

contradice la Proposicién I11.3. |

II1.3 Las condiciones (¥, m) <0, 7 > 0, para m o —m, son también necesarias.

Proposicién II1.5: Seam € E, ||m|lw < 1y m no solo funcién de ¢t. Entonces la condicién
™ > 0 (respectivamente m < 0) para m, es necesaria para la existencia de autovalor positivo

(respectivamente negativo) con autofuncién positiva de Lu = AM u.

Demostracién: Supongamos que i = /0‘ max m(z, t) dt <0.

Sea M < 0. Sea c tal que @ < ¢ < 0. Sea ra(t) = measc m(z, t) entonces como m no depende
solamente de t se cumple que m < en €. Sea r € E, r solo funcidn de ! tal que ”"”oo <1,
m<ryc,-/ (t)dt < ec.

Entonces como m < r en E por ¢l Lema I11.6

B0 = un(X) > (M) = =A%

donde la dltima igualdad es por el Lema II1.5; de donde resulta u()) > —/\c% >0VA>0.
Supongamos ahora m = 0. Para todo 6 > 0 elijamos r(6) en E solo funcién de ¢ tal que

—_— T
17 (6)lleo < 1, 1 < r(6) y 7(8) = /0 r(6)(t) dt < 6.

Entonces como antes

r(6) 5
pm(A) > —AT > —/\T Vai>0

como esto es cierto para todo §, haciendo tender é a cero obtenemos que u,(A) > 0. Sea

ahora m; € E tal que m < m; < m (tal m,, existe pues m no es funcién de t solamente) y
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se cumple que 7; = 7 = 0 entonces por lo anterior se tiene que pm,(A) 20 V A > 0 pero
Bm(A) > pm,(A) V A > 0 de donde u(A) >0V A > 0.
Sea m> 0 entonces —m < 0 entonces por lo anterior no existe A > 0 y u > 0 tales que

Lu=)A(-m)u=—-Amuoseanoexiste A\ <Oyu>0talqueLu=Amu. |

Pasemos a estudiar ahora la necesidad de la condicion (¥, m) < 0 para la existencia de

A1 > 0 con u; > 0 tal que Luy = Ay mu,.

Lema IIL.7: Seam € E con |m|le < 1 y m no funcién de t solamente. Si (¥, m) > 0,

m > 0y m > 0entonces el cero es el unico autovalor con autofuncion positivade Lu = A M u.

Demostracién: Como m > 0 por la proposicion anterior no existe A < 0 y u > 0 tales
que Lu = Amu. Veamos que tampoco existe un A > 0 con esa propiedad, o sea que

bm(A) #0 V A>0.

Sea m(t) = iggm(:. t) < m(z,t). Para cada 6§ > 0 pequerfio, elegimos r(§) € E solo
T
funcion de t tal que r(é) < m(1), ||r(é)]leo < 1y _/(; r(6)(t) dt > —& (esto ltimo se puede

T
lograr pues m = /0 m(t) dt 2 0), entonces

Bm(A) < sy = - %<A% VAi>0

por lo tanto um(A) < 0 y tomando como antes m; € E tal que M < m; < m se obtiene
im(N) < iy () €0, 1

Lema III.8: Sea m € E tal que ||m|lcc < 1 y supongamos que m no es funcién de ¢

solamente. Si(¥, m) = 0 entonces el cero es el tinico autovalor con autofuncién positiva de

Lu=)IMu.

36



Demostracién: Por el absurdo supongamos que existen Ao # 0 y ug > 0 tales que Lug =
Ao M ug.
Si Ao > 0 entonces por la Proposicion I11.5 7@ > 0. Pueden presentarse dos casos: a)
m=20yb)m<Oo.
a) Consideremos la funcién de peso m + ¢ con ¢ pequefio de modo tal que |m + €|l < 1 en
consecuencia (Y, m+¢€) >0, m+¢ > 0y m+ e > 0 por lo tanto m + £ cumple las hipétesis
del Lema II1.7 y entonces gm4¢(A) # 0 para todo A > 0 y por lo tanto tiene signo constante.
Como pm4ec(A) < pm(A) para todo A > 0y pmie(Ao) < tm(Ao) = 0 resulta que gm4e(A) <
0 para todo A > 0 pero como pfim4c(A) = pm(A) — A€ resulta que pp(A) < Ae para todo
A > 0. Como esto vale para todo € > 0 pequefio se tiene que pm(A) < 0 para todo A >0y
pm(Ae) = 0 implica que unm(A) = 0.

b) Recordemos que en este caso tenemos la hipétesis (y, m) =0, >0y m< 0.

Aqui para € > 0 suficientemente pcquerio m + € cumple (¢, m+¢€) >0ym+e < 0en
consecuencia el problema Lu = A(m + ¢) u tiene un unico autovalor diferente de cero y que
es negativo, con autofuncion positiva, entonces pm4.(A) es de signo constante y procediendo

como en el caso a) llegaremos a que un,(A) = 0.

En ambos casos pu,(A) = 0, pero esto no es posible porque m — € satisface (¥, m—¢€) <0
y m —¢ > 0 para € pequeiio por lo tanto existe un tnico A, > 0 tal que gm—((A;) = 0 pero
por otra parte fm—((A) > um(A) = 0 para todo A > 0 lo cual es una contradiccién.

Si Ao < 0 entonces —m estaria en la situacion analizada anteriormente pues (¥, —m) =0

y Lug = (—=Ao)(—m) ug con (—Ag) > 0 y vimos que esto no era posible. |

Proposicién III.8: Seam € E, ||m|loc < 1. Supongamos que m no es funcién de ¢

solamente. La condicién (¥, m) < 0 (respectivamente (¥, m) > 0) es necesaria para la

37



existencia de A\; > 0 (respectivamente A} < 0) y u; > 0 tales que Lu; = Ay M u,.
Demostracién: Supongamos A, > 0 y u; > 0 tales que Lu; = A\ M u; entonces por la
Proposiciéon I11.5 m > 0.

Por el Lema III.8 (¥, m) = 0 no pucde ser. Supongamos por absurdo que (¥, m) > 0. Se

podrian plantear entonces las siguientes situaciones.
a) (y,m) >0, m > 0, m< 0, esto implicari la existencia de A; < 0 y @ > 0 tales que
LU, = X\, M1, por la proposicién 1114, y X, seria ademas el tunico autovalor diferente de

cero con esa propiedad, contra lo supuesto.

b) (¢, m) > 0, @ > 0, m> 0, esto por el Lema I11.7 contradeciria la existenciade A\; > 0 y

u; > 0 tales que Luy, = A\ M u; que supusimos al comienzo.

En consecuencia (¢, m) < 0.

Si A\ <0y u; >0 tales que Lu; = A M u; entonces Luy = (=M )(—M)u; y por lo anterior
(¥, —m) < 0 por lo tanto (¥, m) > 0. |

Demostracién del Teorema III.1: Por Proposiciones 111.2, 111.4, ITL.5 y II1.6 . 1
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APENDICE

§1. Propiedades de la familia de operadores Aa(t)

Sea p > n. Para t € R consideremos el operador
A(t): LP(2) — L* ()
inducido por A(:, t, D) (ver pag. 1) con dominio D independiente de ¢
D(A(t))=D = {ue€ W"”(Q)/-—y =0 en 9N}

Sea a : [0, w] — LP(Q2) u/2-Holder continua en [0, w] para la norma en LP(§2) entonces la
familia de operadores Aa(t) = A(t) + a(t) cumple con las siguientes propiedades:

A.1 {Aa(t)/t € [0, w]} es una familia dc operadores cerrados con dominio independiente de
t y denso en X = LP(2).

Pues C°(2) C D C L?(N) y como C5°(§1) es denso en LP(Q) entonces D lo es, ademas por
definicién el dominio de Aa(t) es D para todo ¢ en consecuencia solo falta ver que Aa(t) para
cada t es un operador cerrado.

Observemos que existe una constante c tal que
llullwa.pa) < ¢ (|Aa(t) ullzs(a) + lullesm) ¥V u € D (39.1)

pues la desigualdad (39.1) vale para u € D donde D = {u € C’(Q)/%t-‘- =0 en 0N} (ref
v
[4], desigualdad 19.3, pag. 75) y D es la clausura de D enW?:?(QQ).

Entonces si

u, — u en LP() con u, €D y
Aa(t)u, — v en LP(Q)

resulta que

lun = tmllwaeq) < ¢ (| Aa(t) (un = um)llr@) + llun — vm|lLr())
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y por lo tanto {u, — un} es una sucesién de Cauchy en W*?((1) y en consecuencia converge
en W¥?(Q) y como {u,} C Dy D es cerrado en W?P(Q), converge a un objeto de D que
no puede ser otro que u y como Aa(t) es continuo de W?(Q) en LP(f) cntonces Aa(t) u,
converge a Aa(t) u por lo tanto Aa(t)u = v y resulta Aa(t) cerrada.

A.2) Existe k > 0 suficientemente grande tal que para todo t € [0, w)} la resolvente
R(), Aa(t) + k)
existe para todo A con ReA <0y
[IR(A, Aa(t) + k)llzsqey < e (1 + A~ (40.1)
donde c es una constante independiente de ¢t y de A pues
I(Aa(t) = M) ir@) S lAl™ VAconReA<0 y |A2A0

(ref (4], pag 78), entonces si k > max(l, Ag) y Red < 0 resulta que Re(A—k) < 0y
|A = k| > |A| > Ao y por lo tanto

|R(A, Aa(t) + &)|lLr(n) H(Aa(t) = (A = k) I)7 Loy <
Co 2¢

< .
D=k = 1+

IA

A.3) La aplicacién Aa(:) + k : [0, w] = L(Xy, LP(R2)) es Holder continua, donde X, es el
dominio D con la norma |lu]l; = |[(Aa(0) + k) u||s(n) (que es equivalente a la norma del
grafico en D inducida por el operador Aa(0) + k pues de la propiedad A.2 se desprende que
(Aa(0) + k)! existe y es continuo de LP(f2) en LP(Q)).
Probaremos la afirmacién A.3:

Por la hipétesis de u-Holder continuidad hecha sobre los coeficientes a;j, a; y a que

intervienen en la definicion de Aa(s) + k se tiene que
H(Aa(s) + k) u — Aa(t) + k) u|lein) S cl|s — tl"/2 llullwa.»(a) (40.2)
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pues
(Aa(s) + k) u — (Aa(t) + k) ullLe(a) = || - ;[a.‘k(-‘ﬂ» 8) = aix(z, t)] Di Dy u(z)+
+ ;[01(3, s) — a;(z, t)} D;j u(z) + [a(z, s) -'a(-‘ﬂ' O] u(@)lLe() <
< ;Cik |s — ¢/ || D; Di u(2 )| Loy +
+ Z':,' cjls — t|*? || Dy u(z)|| Loy + o s — t*? [|lu(z)l| oy < €ls = t1*? |lullwa.p ).

La desigualdad (39.1) para Aa(0)+ k nos dice que ||u||w2.pq) < c(||(Aa(0)+ k) u)lzr(q) +
llulleeqy) V u € D de donde se desprende que || |jiva.p(q) €8 equivalente a la norma del
grafico en D inducida por el operador Aa(0) + k y esta a su vez por lo dicho al comienzo, es

equivalente a || ||; por lo tanto de la desigualdad (40.2) se obtiene
I(Aa(s) + k) u = (Aa(t) + k) ullesy < € |8 = t1*/? |lully

de donde resulta la afirmacién A.3.

A’.3) Existe una constante c > 0 tal que
I[(Aa(s) + k) = (Aa(t) + k)] (Aa(r) + k)] S cls = t|*? V¢, s, 7 € [0, w]

Veamos primero el caso cuando r = 0.

Ii(Aa(s) + k) — (Aa(t) + k)] (Aa(0) + k)7 =
= sup_ llda(s) = 4a(0)) (Aa(0) + k) ullzm < (41.1)
ullLp(n)=

< cls = t1*/2[|(Aa(0) + k)~  ully = cls — t[*/? |ulles(@) = c|s - ¢|*/2

Ahora bien

(Aa(s)—Aa(t)) (Aa(r)+k)|| < [[(Aa(s)- Aa(t)) (Aa(0)+k)~"|I-[|(Aa(0)+k) (Aa(r)+k)~!|l
(41.2)
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De (41.1) se deduce que la aplicacién r — (Aa(r) + k)(Aa(0) + k)~! de [0, w] en GL(L?(R))
es continua y como de GL(LP()) en si mismo la aplicacién B — B~! es continua resulta

que r — (Aa(0) + k) (Aa(r) + k)~! es continua y por lo tanto existe una constante c; tal que
I(Aa(0) + ¥) (Aa(r) + B S & Vr €0, w] (41.3)

De (41.1), (41.2) y (41.3) se deduce A’.3.
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§2. Nota I1.4
Sea F : C7([0, w], C*(£)) = C* ([0, w] x N) la aplicacién tal que

E(f)(t z) = f(t)(=)

Entonces F es continua.

Demostracién:

- |F(f)(t’ :) - F(j)(sa y)l
"F(.’)”C’""'([O.w]xﬂ) = (S::IB) IF(I)(ti I)l + :::?#‘ [(l‘ _ 3| + ”: _ yllz)llzlz.' <

o [FU 2) = UL ) llz = y|I*
< ,¢$f?¢.{ Iz = yI* (=3l + = — gy
4 FULY) = FU)s,9) It - s } A

L =3P (L=l + Iz - 4?7

+sup sup |£(t)(z)| <

|/(t)(y) = f(s)(y)l

|t =]

< supsup L@ = D)

<+ su ¢ 4 sup su
¢ sy "I _ yllg.7 ‘p "f( )"C(Q) ‘#? Vp

I£(t) = f(s)llen) <

|t = s|”

< sup || f()llgrv(try + sup
t t#£s

I/(t) = f(s)llcavary
p

’ |t = s|”

< Sl:P ||f(t)||c=~(o) + S(: = IIf"C’([O.w].C"’(ﬂ))

por lo tanto F es continua. |
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§3. Nota IL5 C?"7([0, w] x Q) tiene inclusién compacta en C([0, w] x ).

Demostracién: Sea {f,} una sucesion acotada en C*"7([0, w] x ), o sea cumple que

s s T |fﬂ(t' I) - fn(sa y)l
o {amlit e s S

}<M<oo

por lo tanto

1) supsup | fa(t, )] < M < 00 0 sca {f,} es equi-acotada (en n).
" (Lz)

2) lim |: sup | fa(ty ) = fals, y)l] =0

5=0 |, (lt-al+llz-vlI?)' /2 <8
o sea {f,} es equicontinua (en n). por lo tanto por el Teorema de Ascali-Arzeld (ref 7],
p. 85) la sucesién {fn} es relativamente compacta en C([0, w] x §2) donde a [0, w] x § lo
consideramos con la topologia inducida por la métricad((z, t), (y, s)) = (|t—s|+|lz—-y||*>)"/?,

pero como esta métrica induce la misma topologia que la métrica usual de R "*! resulta la

afirmacion de la Nota I11.2. |
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§4. Nota IIL.7 Sea L el operador inducido por (2.1) con dominio de £ D(L) =
(como en el Teorema I1.3). Sean m € E con ||m|le < 1, a € E, a 2 0. Sean u;, A; y u3, Az
talesque u; >0, A, 20y (L+a+ \(l —=m))u; = (pi + Ai)u; con p; = (u(A), : =1,2.

Sea w = (u; - u3)"/? entonces w > 0, w € F = D(L)
S . R T

ysid= 5 yy=—2—2entonces(l:+a—1m)w2ﬁw.
Demostracién: Sean £; 3 = — Z a;; DiDjyL;, = Z ax Dy por lotanto £ = %+£_., 2+
0“J
L;). Seaw = (u{’2 . u;“). Escribamos a que es igual D; D;w, Dyw y Dyw con D, = ;%,

por lo tanto

1.
D(ul/2 Wy = 5 ,'/2 ‘“(ungu|+u|Dkug)
1 - 1 -

= '("') T mD uy Dju +

4= ( ) -1/2 “/’Du,D uy +

+%u’”2 u;n D;Dju, +
%(--) =302 02 Dy, D, ug +
1,1, _ -
+‘(')“21/2“| 12 Diuy Djuz +
2'2
+%u,l/2 l”D Dju; =
_ 1 an —1/2
= 2u (us D; Djuy + uy D; Dj ug) +
1 - -
+7u uT 2 u;"? (Diua Dy uy + Diwy Djug) —
—%u;'n u;ln (u2 u,’1 DiuyDju; +u, u;' D;u; Dj u,)
D2 ul?) = ; LAY +;u/ 2D,y
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Recordemos que a,; = aj; y sea A la matriz con elementos A;; = a,;. Entonces por la hipétesis
hecha sobre los coeficientes a,j, si £, n € IR" entonces (£, n)4 = (A€, n) = Za., §in; es un
producto escalar.

Calculemos C:.z(u:n u;ﬁ)

| -
L. Q(U:n 1y o Eu, 1/2 Uq 12 (UQ Lraup +uy c,'g UQ) -
1 _
—Zu 1/2 1/2 Za.-j(D.- us Dju, + D; u, D,' ug) +

i

1 _ -
+Zul 1/2 Uy 1/ Z a;j(uz ul-l Diuy Dj uy + u, u," Diuz Dju;) =
)

1 _ -
= '2'“1 13 Uqg 12 (U Lrauy + uy Logug) —

1 _
—zu l/zu 12 2(Vug, Vu)a +

1 - -
+:1-ul 1/2 u, ln(ug ur (Vuy, Vugda + u,’l (Vua, Vuy)a)

donde con Vu; notamos (D) u;, Dy u;, ..., Dy u;).

Veamos que
U3 u,'l (Vuy, Vuy)a + uy u;' (Vuz, Vug)s 2 2(Vuy, Vu,), (46.1)
Esto es equivalente a ver que
ud (Vuy, Vuy)a + u? (Vug, Vug)a 2 2u; uz (Vuy, Vuy)a
o sea ver que
(ua Vuy, ua Vug) a4 + (uy Vug, uy Vug) s > 2 (u; Vg, ug Vuy)a

es decir

(uz Vy,, u; Vux)A + (“1 Vua, u Vuz)A -2 (“1 Vuy, u; Vul)A 20
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pero el miembro de la izquierda en la ultima desigualdad es |ju; Vu; — u; Vu,||3 el cual

efectivamente es mayor o igual que cero por lo tanto vale (46.1). En consecuencia

1 _
E:.z(u:n “;/2) 2 5 1 U, e (ua Leaur +ui Lo3u7)
l - -
:l(ullz l/2) = 2 1/2 ]/2(142 :1u|+u|£s.lu2)
d 1 - d ad
E(u:/zu;/z - 2 l/2u21/2( atu‘+u' = ua)
1 12, 1/2
2

a(u:/zu;/2 uy (ugauy + uyauy)

entonces

1 _ -
(C+a)u"w™) 2 Zur w7 (u (L + a)ur +ui (£ +a)us)

1 _
= zui'?u 7% [ua ( (Mmuy 4+ wy) +uy (Aamug + pauy)] =

2
~1/2_-1/2, A1+ A2 p + #2]

= ul UQ [ 2 m + 2

de donde (C+a—Am)w > gw. |
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§5. Teorema de Krein—Rutman
Sea (E, P) un espacio de Banach ordenado cuyo cono P de elementos positivos tenga
interior no vacio (13# 8). Sea T un endomorfismo compacto de E tal que T(P — {0}) CP.

Entonces
e el radio espectral r(T) es positivo.

e 7(T) es un autovalor simple de T con autovector positivo y ningun otro autovalor tiene

autovector positivo asociado.

¢ r(T) es un autovalor simple de T con autovector w(r) estrictamente positivo (w(r)(y) >
0 VyeP-{0}).

e para todo y € P — {0} la ecuacion
Az —-Tz=y

tiene exactamente una solucién positiva si A > r(T) y no tiene solucién positiva para
AL r(T).

La ecuacién

r(T)z-Tz=—y

no tiene solucion positiva.

e para todo § € L(E) que satisfaga S > T se tiene que r(S) > r(T). Si S — T es tal que
(S-T)P-{0}) C P entonces r(S) > r(T). (ref. (2], p. 632)
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§6. Lema sobre perturbacién de autovalores simples

Sean Ty, K € B(X, Y) y supongamos que ro es un /{-simple autovalor de Tp (o sea
1. dimKer(Tp — ro/) =1 =dimY/R(To — roK) y
2. si Ker(Ty — roK) estd generado por u entonces K u € R(To — roK)).

Entonces existe un valor § > 0 tal que si T € B(X,Y) y ||T - Tol| < 6 entonces existe
un unico r(T) € R que satisface |r(T) — ro| < & para el cual T — r(T)K es singular. La
aplicacién T — r(T) es analitica y r(T) es un K-simple autovalor de T. Finalmente si
Ker(Ty — rol() = (z0) y Z es el complemento de (zo) en X existe un wnico “null” vector
z(T) de T — r(T)K que satisface z(T') — zo € Z. La aplicacion T — z(T) es también
analitica.( ref [5], Lema 1.3, p. 163).
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§7. Principio de méximo para ecuaciones parabdlicas
(Transcripcion de los enunciados de los Teoremas 5,6 y 7 del capitulo 3, seccién 3 de ref [9]).

Sea el operador

L= z';: ai;(z, taa; +§b(z t ai.- 562
Diremos que el operador L es parabdlico en (z, t) = (21, Z3,..., T, t) si para t fijo existe
u > 0 tal que
3 aile D6 2 0 > (50.1)
para toda n-upla de nimeros real':s-(fl , +++y &a). El operador L es uniformemente parabélico

en un dominio E del espacio (z, t) si (50.1) vale para todo (z, t) en E.

Teorema 5: Sea u tal que satisface en un dominio E en R "*!.

L[u] = zn: a;;(z, t + Zb zt)% _%u 20 (50.2)

ij=1 i=1 i ot
donde L es un operador uniformemente parabohco y los coeficientes de L son acotados.
Supongamos que el maximo de u en £ es M y que se alcanza en un punto interior de
P(z,t). Notemos con E(f) la componente conexa, de la interseccion del hiperplano ¢t = ¢
con E, que contiene a P. Entonces u = M en E(f). Mas ain si Q es un punto de E que
puede conectarse con P por un camino en E consistente solo de segmentos horizontales y

segmentos verticales entonces u = M en Q.

Nota : El Teorema 5 es valido si el punto P(Z, {) esta sobre la componente horizontal

ou 0%

E(t) de la frontera OF de E, siempre que u y sus derivadas 8z, dz:0z; Y Bt

sean todas
continuas en E U E(1).

Teorema 6: Bajo las mismas hipdtesis que en el Teorema 5, supongamos ahora que el

maximo se toma en un punto P de la frontera 0E. Supongamos que puede construirse una

50



esfera que pase por P cuyo interior yasca enteramente en E y en la cual u < M. Tambien
supongamos que la direccion radial del centro de la esfera al punto P no sea paralela al eje

de los t. Entonces si — indica cualquier derivada direccional en una direccién saliente se

Ov

tiene

du
%>0 en P

Teorema 7: Las conclusiones de los Teoremas 5 y 6 siguen siendo validas si u es solucién

de (L + h)[u] > 0 siempreque h <0y M > 0.
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