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ESTIMADORES BASADOS EN RANGOS PARA MODELOS ARMA

RESUMEN

En este trabajo se introduce una nueva familia de estimadores robustos para modelos ARMA.
Estos estimadores pueden ser definidos reemplazando en las ecuaciones de minimos cuadra-

dos las autocovarianzas muestrales de los residuos por autocovarianzas basadas en rangos.

Se demuestra la normalidad asintética de estos estimadores. Se estudian sus propiedades
de eficiencia y robustez. Con una adecuada eleccién de las funciones de peso se obtienen
estimadores altamente eficientes bajo normalidad y robustos en presencia de observaciones
anémalas. Las funciones de peso también pueden elegirse de manera que los estimadores
resultantes sean asintoticamente tan eficientes como los estimadores de maxima verosimilitud

para una distribucién dada.

Se realizé un estudio de Monte Carlo para observar las propiedades de robustez de los

estimadores propuestos.



1. Introduccién.

Sea (Z;,...,2t) la serie observada de un modelo ARMA (p, q) estacionario e invertible,
es decir,
(1.1) $0(B)(Zi — po) = 6o(B)U,

donde U; son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) con

distribucidn F, pg es la media de Z;, ¢o(B) y 0o(B) son polinomios dados por

$o(B)=1—19B--- — dpoB*

OO(B) =1- eloB cee e quB"

y B es el operador definido por BZ, = Z,_;.

Box y Jenkins (1970) propusieron estimadores (BJ—estimadores) para los pardmetros del
modelo ARMA (p,q) que son asintoticamente equivalentes a los estimadores de méxima
verosimilitud bajo normalidad. El enfoque clasico de cuadrados minimos consiste en mini-
mizar la suma de cuadrados de los residuos (CM-estimadores). Es bien conocido que los
BJ- y los CM-estimadores son asintoticamente equivalentes y eficientes cuando las vanables
U; tienen distribucién normal. Sin embargo ninguno de los métodos es robusto pues ambos
son muy sensibles ante la presencia de algunas observaciones anémalas.

Se han propuesto varias clases de estimadores robustos para modelos ARMA. Denby y
Martin (1979), Martin (1980) y Bustos (1982) han estudiado M-estimadores generales (GM-
estimadores); Bustos y Yohai (1986) definen estimadores basados en las autocovarianzas de
los residuos (RA-estimadores) para modelos ARMA; Martin (1931) propone los estimadores
de méxima verosimilitud aproximados (AM-estimadores). Como revisién de la estimacién
robusta se sugiere ver Martin y Yohai (1935).

En este trabajo se introduce una nueva familia de estimadores basada en rangos. Estos es-
timadores se definen mediante argumentos similares a los utilizados para los RA-estimadores.
La idea bdsica consiste en reemplazar en la expresién de los CM~estimadores las autocovar-
lanzas muestrales de los residuos por autocovarianzas basadas en rangos. Los estimadores

resultantes serin llamados RAR-estimadores.



Estos estimadores también pueden ser pensados como asociados a los estadisticos in-
troducidos por Hallin y Puri (1988) para definir tests éptimos basados en rangos. Se ha
demostrado que los RAR-estimadores tienen la misma eficiencia asintética que los tests cor-
respondientes y por lo tanto las funciones de peso o scores pueden elegirse de manera que los
estimadores resultantes sean asintoticamente tan eficientes como los estimadores de mdxima

verosimilitud para una distribucién F' dada.

En la Seccién 2 se introducen los RAR-estimadores. En la Seccién 3 se establecen las
suposiciones necesarias para probar los resultados asintéticos. En la Seccién 4 se muestra la
normalidad asintética de los RAR-estimadores y su eficiencia asintética. En la Seccién 5 se
dan los resultados de un estudio de Monte Carlo en el cual se comparan los CM-, los RA-

y los RAR-estimadores bajo el modelo AR(1).

2. Estimadores basados en las autocovarianzas de los rangos de los residuos.
2.1 Definicion de los RAR-estimadores.
Sead=(4,0) (d=(d1,..., %), 0=1(6,,...,6;)) el vector cuyas componentes son todos

los paradmetros autoregresivos y promedio mdviles y sea Ag el vector cuyas componentes
son los correspondientes pardmetros verdaderos. También, sean sp(@), tx(0) v ga(é,0)
(0 £ h < ) los coeficientes del desarrollo en serie de los operadores ¢~ U(B), B“I(B) y
6~ (B)¢(B) respectivamente.

Sean
1=-1
(2.1.1) U, 8) =) gi($,0)(Zii =), p+1<t<T
i =0
y
T
wAw)= Y, UAwlUisi(Ap), 1<i<T-p-1.
1=p+14s

Bustos y Yohai (1986) han observado que las ecuaciones de cuadrados minimos para los

pardmetros autoregresivos y promedio mdéviles son asintoticamente equivalentes al siguiente
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sistema de ecuaciones
¢ T—j—p—1
Y (@ me(Am)=0, 1<i<p,
h=0
T—j—p-1
$Y a@mneuOw=0, 1<i<q,
h=0

T
Z Uf(Av #) =0.

[ t=pra+i

(2.1.2)

Bustos y Yohai (1986) propusieron una clase de estimadores basada en las autocova-
rianzas de los residuos (RA-estimadores) que estin definidos reemplazando en (2.1.2) las

autocovarianzas <;’s por autocovarianzas robustas de los residuos de la forma

XT: " (U«x, n) U,_,(x,u)) |

i=p+1+4s s s

donde n(u,v) es una funcién acotada y s es un estimador de la escala de las innovaciones.
Hay dos formas candnicas de elegir 7 : (i) del tipo Hampel-Krasker : n(u,v) = ¢(uvv) y (ii)
del tipo Mallows : n(u,v) = ¢¥(u)¥(v), donde ¥ es una funcién impar y acotada.

Considérense ahora dos funciones generadoras de scores J; : [0,1] — R ¢ = 1,2 que
satisfacen J;(1—u) = —J;(u) y sea Ry(A) el rango de Uy (A, 1) entre Up gy (A, 1), ..., Up (A, p)
(ndtese que R;(A) no depende de u). Las autocovarianzas de orden i de los rangos de los
residuos 47 (A) se definen por

. LS Ri()\) Ri-i(X) :
2.1.3 t(Rr(})) = W =—"= )L (—%]), 1<i<T-p-1
@13) @)= 3 (722 ) o (L) ’

donde Rr(A) = (Rp4+1(R),-.., Rr(A)).
Luego los RAR-estimadores se definen en forma similar a los RA-estimadores reem-
plazando en las dos primeras ecuaciones de (2.1.2) los v;’s por los ¥7’s dados por (2.1.3).
La lista siguiente muestra algunas elecciones interesantes de funciones generadoras de

scores J, y J,.

(i) s = Jo = &7, donde & es la funcién de distribucién normal estandar. Los RAR-

estimadores basados en estas funciones son 6ptimos bajo normalidad.
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(i) Ji(u) =2u—1, Jo(u) = fn(u/(1 — u). Los RAR~estimadores basados en estas funciones

son optimos cuando F es logistica.

(iii) Jy(u) = sign(u — 1/2), Jo(u) = F;1(u), donde F, es la funcién de distribucién doble

-

exponencial. Los RAR-estimadores basados en estas fuciones son éptimos cuando F = F..
(iv) Ji(u) = Jo(u) = 2u — 1.
(v) Ji(u) = Ja(u) = sign(v —1/2).

Se introduce la siguiente notacién:

WT(RT(A): ¢) 0) = (WT.I(RT(A)r ¢) 0)3 ceey WT,P+¢(RT(A)1 ¢) 0)) ’

donde
T—j-p-1
Wrj(Rr(A),4,0)=(T-j—-p)"" Y 74 (RrA))sa(d), 1<i<p,
A=0
(2.1.4)
T-j-p-1

Wrp+i(Rr(1),$,0) = (T—j—p)"' ). A4 (Rr(A))ta(d), 1<j<q.
h=0

Luego los RAR-estimadores de Ao, Ar, se definen como una sucesién que satisface

(2.1.5) TV*Wr(Rr(Ar), é7,07) = 0.

Como Ry(A) no depende de p el procedimiento propuesto permite obtener solamente
estimadores para ¢y y 0p pero no para uo. Una vez que Ar ha sido calculado utilizando
(2.1.4), un estimador de uo puede obtenerse eligiendo el ziz tal que Loc(U,(iT,iIT ) =0
donde Loc define un estimador de locacién, por ejemplo, puede utilizarse un R-estimador

de locacién.
2.2. Interpretacidn de los RAR-estimadores como CM-estimadores iterados.

En el caso en que J; = J3, los RAR-estimdores pueden interpretarse como CM-estimado-
res iterados. Sea Ar el RAR-estimador, se definen residuos modificados U, p+1 <t < T,

por

(2:21) or = 1 () )

5



y sea Z; una observacidn del modelo ARMA (p, ¢) con pardmetro As correspondiente a los
residuos modificados, es decir,
{—-p-1
. __ . .
(2:2.2) Z; = ) gi($,0)U7_4(A1)

A=0

donde g} (¢, ) son los coeficientes del desarrollo en serie del operador ¢~ *(B)6(B).

Luego, los residuos del proceso Z7, U} ‘(XT), satisfacen
Ur*(Ar) =05 .

Como Ar satisface las ecuaciones (2.1.5), por (2.2.1) y (2.2.2) también se puede escribir

T 1—j—p—-1
Z 3 a(#).UiAr)Uis_j(Ar) =0, 1<i<p,
i=p+1i+ =0
(2.2.3) 4 ’T 11-,-,,_1
Z Z o) U.(AT Ui—h—](AT) =0, 1< <gq
\ t=p+1+4j A=0

y por lo tanto puede pensarse a iq' como el CM-estimador del proceso Z;.
Esto sugiere el siguiente procedimiento iterativo para calcular los estimadores RAR.:

(2) Se parte de un estimador S(TO).

(b) Suponiendo que ig) ya ha sido calculado, se define Z; por (2.2.1) y (2.2.2), con Xg) en vez
de Ar. Luego 4\;“) es el CM-estimador asociado a la serie (Z3,...,25), éste se obtiene
como solucién de (2.2.3).

Si la sucesién Xﬁ,‘) converge a Ar, este serd el RAR-estimador. El algoritmo es similar al
descripto en Bustos y Yohai (1986) para los RA-estimadores. No se ha podido probar su

convergencia, por esta razén no fue utilizado en el estudio de Monte Carlo.

3. Suposiciones basicas y notaciones.

Las siguientes suposiciones serdn necesarias para probar los resultados sobre consistencia

y normalidad asintética.

Suposicién A.



(i) Uy tiene momentos finitos hasta orden 3, con media E(U;) = 0 y varianza E(U?) = o>.
(1) F es simétrica y continua.
(iii) F(c) tiene una densidad f(z) que es una funcién no creciente de |z|, estrictamente decre-

[e =]
_ciente para pequefios valores de , uniformemente continua y / f3(z)dz < co.
- 00

(iv) f es derivable en c.t.p. y su derivada f' satisface: / |f'(z)ldz < oo.

(v) f tiene informacidn de Fisher I(f) finita; es decir, f es absolutamente continua sobre
intervalos finitos y 0 < I(f) = / (F'(z)] f(2))*f(z)dz < o0.

(vi) Sea F~!(u) = inf{z : F(z) > u}, 0<u <1lyp(z)=—f'(z)/f(z), = € R. Supbngase
que ¢(z) is derivable en c.t.p. y su derivada ¢'(z) es Lipschitziana en c.t.p. y de cuadrado

1
integrable: |¢'(z) — @' (¥)| < K|z —y| ¥ / P2 (F~(u))du < co.
0

Suposiciéon B. Las dos funciones generadoras de scores J;, 1 = 1,2, satisfacen

(1) /1 |; (w))]*du < oo.

(i1) IjjJ;(u)/dufl < K(u(l—u))™i~4th  j=0,1,0<u<1 paraalginé >0,!=1,2
(ii) Ji(1 = u) = —Ji(u).

(iv) Ji(F(v)) son continuamente diferenciables y |J;(F(v))| £ K|v|™ donde m puede ser 0 o

1.

(v) Ji(F(v)) tiene derivadas acotadas.

(vi) E(J3'(Uh)) # 0y E(J2(F(Uh))U;) # 0, donde J3'(v) = 8J3(F(v))/0v.
(vii) |Ji(u) = Ji(v)]| L KJlu—v|, 0<K <o

OBSERVACION 3.1. Sea R,4;, el rango de U, 44, entre Upy,, ..., Ur. De la suposicién B(ii)

se obtiene que

Jim E((3(FUy4) - 4 (72227)") =0,

La demostracién de este resultado estd dada en la Proposicién 7.1 del Apéndice B.

OBSERVACION 3.2. Las suposiciones B(iv) y B(v) se satisfacen, por ejemplo, si Ji(u) =

$~1(u) y F es normal; también si J;(u) = 2u—1 y F es normal o logistica; lo mismo ocurre
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si Ji(u) = In(u/(1 — u)) y F es logistica, i =1, 2.

4. Normalidad y eficiencia asintéticas.
En esta seccién se establece la normalidad asintética de los RAR-estimadores y se da su
matriz de covarianza asintdtica.

Sea C la matriz simétrica de (p + ¢) x (p + ¢) dada por

<0

Cj =) si(do)si+j-i(0), i<j<p,
k=0

<0
Cipti = I te(80)sk4j—i($0), i<p, j<q i<y
k=0

(4.1)

(==

Cip+i = ) st(Bo)tesj-i(80), i<p j<gq j<i,
k=0

Cotipti = D th(0)tesj—i(do), i1<i<yq,
k=0

y sea 1 el escalar dado por

_ BEUEU)E(IZ(FUL)))

(4.2) = B3I U ) E2 (L (F({U))UL)

El siguiente teorema establece la normalidad asintética de los RAR-estimadores.

TEOREMA 4.1. Sean Z,,...,Zr observaciones correspondientes a un proceso AR(p) esta-
cionario y supéngase que A y B son vélidas. Si ademas, Ar es una sucesién de estimadores

que satisface
(4.3) TV*Wr(R(A7), 87,07) 2 0,cuando T — oo
y tal que T¥/2(Ar — Xo) est4 acotada en probabilidad, entonces

TIIZ(XT - Ao) -2 N@©,nC™"), cuandoT — oo .

La demostracién de este Teorema estd dada en el Apéndice A (Seccidn 6).
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OBSERVACION 4.1. Se ha podido probar el Teorema 4.1 solamente en el caso AR(p); se
conjetura que el resultado también es valido en el caso general del modelo ARMA(p, ¢). El
unico resultado demostrado para el caso AR(p) solamente es el de la Proposicién 6.2.4. Esta
proposicién da la equivalencia asintdtica uniforme entre el sistema de ecuaciones de un RAR-
estimador y otro sistema correspondiente a un RA-estimador. Sin embargo, el resultado vale
en general para un modelo ARMA(p, g) sin la condicién de uniformidad (véase la Proposicién

6.2.3).

OBSERVACION 4.2. La suposicién B(vii) del Teorema 4.1 es muy restrictiva. Esta suposicién
es satisfecha por las funciones generadoras de los scores de Wilcoxon, J;(u) = 2u — 1, pero
no por las funcién generadora de los scores normales,J;(u) = ®~!(u). Esta suposicién es
utilizada también solamente en la demostracién de la Proposicién 6.2.4. Teniendo en cuenta
los resultados de Monte Carlo se conjetura que el Teorema 4.1 vale bajo suposiciones mas

débiles que incluyan J;(u) = Jo(u) = &~ (u).

OBSERVACION 4.3. El Teorema 4.1 requiere que T/ 3( XT — Ao) sea acotado en probabilidad.

La Proposicién 6.2.4 muestra la existencia de una sucesién que satisface (4.3) y la condicién
de acotabilidad.

Como C~! es la matriz de covarianza de los CM-estimadores, la matriz de covarian-
zas asintética de los RAR-estimadores difiere de la de los CM-estimadores en el factor
escalar 7. Luego, la eficiencia asintética relativa de los RAR-estimadores respecto a los
CM-estimadores, cuando la distribucién de las innovaciones es F', est4 dada por

BA(J3(U))E*(Ja(F(Un)U)
E(JH(FU)E(FFU)

(4.4) er(RAR, LS) =

Hallin, Ingenbleek y Puri (1985), y Hallin y Puri (1988), encontraron la misma eficiencia
asintdtica para tests basados en los estadisticos Wr. También encontraron que las funciones

de peso Sptimas estan dadas por
(4.5) Ji=p(FY), J=F,

donde ¢ estd definida en la suposicién A(vi). Los RAR-estimadores, con estas funciones de

peso, tienen la misma eficiencia asintdtica que los estimadores de maxima verosimilitud. En
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la Seccién 2 se han introducido los scores o funciones de peso, 6ptimos, correspondientes a
F normal, logistica o doble exponencial. En particular cuando los scores estin dados por
(4.5) y F es normal tenemos er(RAR,CM) = 1.

La Tabla 1 muestra los valores de e (RAR, CM) para varias funciones de peso y varios
tipos de densidades. Se han considerado funciones de peso éptimas de la forma (4.7) para
las distribuciones normal, logistica y exponencial. También se han considerado funciones de

peso de la forma
(4.6) J1=Jy = o(F7H).

Los RAR-estimadores basados en funciones de peso de esta forma son un poco menos
eficientes que los Sptimos dados por (4.5). Sin embargo, en el caso en que F es la distribucién
logistica o doble exponencial, las funciones dadas por (4.6) son acotadas y esto las hace, como
se verd mds adelante, mds robustas. Mas aun, cuando estas funciones son de la forma (4.6)
se podria utilizar el algoritmo de calculo dado en la Seccién 2.2. En el caso en que F es

normal las funciones dadas por (4.5) y (4.6) son las mismas.

La Tabla 1 ilustra la ganancia en eficiencia que se obtiene cuando se utilizan los estimadores

RAR.
TABLA 1. Valores de ep(RAR,CM)

Funciones Generadoras Tipos de Densidades
de Scores
Ji, J2 Normal Logistica Doble Exponencial

N(uv) = Ja(u) = 371 (u) 1 1.03389 1.2263
Jy = 2u—1, Jo(u) = In(u/(1 - u)) 0.9472 1.0966 1.4833
Jh=J=2u—1 0.9109 0.9976 1.2656

J1(u) = Jo(u) = sign(u — 1) 0.4053 0.4305 1

Ji(u) = sign(u — 3), Jo(u) = F, "} (u) 0.6131 0.8133 2
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5. El Estudio de Monte Carlo.
5.1. Descripcion del Estudso.

En esta seccién se muestran los resultados de un estudio de Monte Carlo en el que se
comparan los CM-, RA- y RAR-estimadores para el caso AR(1) sin outliers (puramente
Gaussiano) y también se consideran dos tipos de outliers u observaciones anémalas (ver
Denby Martin 1979): '

(a) Outliers en las Innovaciones. Las U; tienen una distribucién normal contaminada F'; es
decir,

F(z) = (1 - €)®(z) + e®(z/7)

donde ® es la distribucién normal estandar, ¢ es chicoy 7 > 1.

En este caso, Z; es un proceso ARMA (p, g) perfectamente observado. El caso Gaussiano

original corresponde a ¢ = 0.

(b) Outliers Adstivos. El modelo AR(1), con outliers aditivos (AROA) utilizado en este estudio

de Monte Carlo, supone que las observaciones (Z,, ..., Z7) satisfacen
Zi=Wy+V, 1<t<T,
donde W, es un modelo AR(1) Gaussiano, es decir,
W, =¢Wio,+U; 1<t<LT,

donde las Uy son variables aleatorias i.i.d. con distribucién N(0,1). Las variables V4, 1 <

t < T soni.i.d. y tienen distribucién
H = (1 —¢)bp + ¢ N(0, 7?),

donde 44 es la distribucién que asigna probabilidad 1 al origen . Luego una fraccién 1 —¢
de las veces Z, coincide con el modelo AR(1) Gaussiano W; y el resto de las veces Z; es
igual a W, mas algin ruido Gaussiano V;. El caso Gaussiano puro corresponde a € = 0.
En el estudio de Monte Carlo se han considerado RAR-estimadores con J; = J; = J;
para tres funciones J: (i)J(u) = ®~1(u), (ii) J(uv) = 2u—1, (iil) J(u) = sign(u—1/2). Estos
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estimadores son comparados con los RA-estimadores del tipo Mallows basados en la familia
de Huber

Yg,.(u) = sign(u) min(|ul, ¢).

Se han considerado 3 valores de las constantes ¢ de calibracidén: 1.345, .99 y el caso limite en
el cual ¢ — 0, que es equivalente a tomar ¥(u) = sign(u). Estos valores de ¢ fueron elegidos
de manera que los RA-estimadores correspondientes tengan aproximadamente la misma

eficiencia asintdtica bajo el modelo Gaussano puro que los RAR-estimadores seleccionados

Para cada estimador se obtienen los estimadores de Monte Carlo de la media (Media), el
error cuadrético medio (ECM), la eficiencia relativa del estimador con respecto al estimador
de CM (Ef), esto es, el cociente entre el ECM del CM- estimador y el ECM del correspon-
diente estimador. Se tomd una muestra de tamafio 100 y se realizaron 300 replicaciones.
Mds aun, para cada estimador se obtuvo una estimacién de su valor asintético (VA) bajo el
modelo con outliers aditivos calculada utilizando una muestra de tamafio 10000.

Se tomaron dos valores para ¢10: 0,5 y 0,3.

Se utilizaron varias rutinas dadas en Press, Flannery, Teukolsky y Vetterling (1936):
RAN1 (generador de nimeros al azar), GASDEV (generador de la distribucién normal
estandar), RANK (ordenamiento de un vector) and ZBRAK (acotacién de una raiz). Los
programas fueron escritos en FORTRAN y procesados en una computadora VAX 11, 750
del centro de cdmputos de la FCEyN de la UBA.

5.2. Discusién de los resultados.

La Tabla 2 muestra los resultados del estudio de Monte Carlo bajo un modelo AR(1)
Gausiano. Las Tabla 3 y 4 muestran los resultados del estudio de Monte Carlo bajo un
modelo AR(1) Gausiano con outliers en las innovaciones para ¢ =0.05y r =106 ¢ = 0.1
y 7 = 3. Se observa que los resultados estin de acuerdo con el hecho de que los CM-
estimadores no son muy sensibles ante la presencia de outliers en las innovaciones.

Las Tablas 5, 6, 7 y 8 dan los resultados bajo el modelo AR(1) Gausiano con outliers
aditivos (AROA) parae =0.0560.1y r =3 6 10.

Se observa que los RA- y los RAR-estimadores son mucho més robustos que los CM-
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estimadores en presencia de outliers aditivos. Sin embargo, a igual eficiencia bajo un modelo
AR(1) Gausiano perfectamente observado, los RA-estimadores se comportan en forma mas
robusta que los correspondientes RAR-estimadores. El RAR-estimador basadoen J = &~}
es mas sensible ante la presencia de outliers que los otros dos; esto se explica por el hecho de
que ®~! no es acotada. Sin embargo este estimador tiene un comportamiento mas robusto

que el CM-estimador.

La Tabla 9 muestra los valores asintéticos estimados, bajo el modelo AROA con ¢ =0.05
60.1y7=230610. Aqui corresponden comentarios similares a los hechos para las Tablas 4
y 5.

Los resultados de Monte Carlo precedentes llevan a la conclusién que, para outliers adi-
tivos, los RAR-estimadores tienen buenas propiedades de robustez para el modelo AR(1)
cuando las funciones de peso son elegidas adecuadamente.

Debido a que las eficiencias que se obtuvieron para el tamafio de muestra 100 presentan
diferencias significativas con las asintéticas de la Tabla 1, también se realizé un estudio
de Monte Carlo con 500 replicaciones y muestras de tamafio 500 para el modelo AR(1)
Gausiano. Las eficiencias relativas de los RAR-estimadores con respecto a la de los CM-
estimadores obtenidas en este estudio se muestran en la Tabla 10 y son similares a las

eficiencias presentadas en la Tabla 1.

TABLA 2. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

$10 =05 $10=0.8
Estimadores Media ECM Eficiencia Media ECM Eficiencia
CM 0.48 0.83 1.00 0.78 0.49 1.00
RA (c=1.345) 0.48 0.91 0.91 0.78 0.51 0.96
RAR (J(u)=§‘1(u)) 0.48 0.93 0.39 0.78 0.52 0.93
RA (¢=0.990) 0.48 1.00 0.83 0.78 0.56 0.87
RAR (J(u)=2u-1) 0.48 0.97 0.86 0.78 0.61 0.80
RA (¥(u) = sign(u)) 0.47 1.92 0.43 0.78 1.02 0.48
RAR (J(u)=sign(s — 1))  0.47 1.96 0.42 0.79 0.94 0.52
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TABLA 3. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

con outliers en las innovaciones

$10 = 0.5
e=010 7=3 e=005 r=10
Estimadores Media ECM  Ef Media ECM  Ef
CM 0.47 0.37 1.00 0.48 0.67 1.00
RA (c=1.345) 0.47 035 1.02 0.48 0.58 1.18

RAR (J(u)=8-1(z)) 047 085 1.02 048 050 1.32

RA (c=0.990) 047 096 0.90 048 069 096
RAR (J(u)=2u —1) 047 089 0.97 048 063 1.06

RA (¥(u) = sign(u)) 0.46 1.73 0.50 0.48 149 045
RAR (J(u)=sign(u — 1)) 046 244 0.35 0.48 1.43 047

TABLA 4. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

con outliers en las innovaciones

$1o = 0.3
e=010 r=3 e=005 =10
Estimadores Media ECM Ef Media ECM Ef
CM 0.77 0.50 1.00 0.78 0.38 1.00
RA (c=1.343) 0.77 0.53 0.94 0.79 0.35 1.08

RAR (J(u)=%-1(s)) 0.78 057 0.37 079 0.38 0.99

RA (c=0.990) 0.78 056 0.89 0.79 041 0091
RAR (J(u)=2u—1) 078 063 0.82 0.79 045 0.2

RA (¥(v) = sign(x)) 0.78 1.06 0.47 0.79 167 022
RAR (J(u)=sign(u - 3)) 0.78 198 025 079 1.89 0.20
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TABLA 5. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos

¢10 =0.5
e=010 r=3 e=005 r=10
Estimadores Media ECM  Ef Media ECM Ef
CM 0.30 529 1.00 0.14 14.11 1.00
RA (¢=1.345) 0.39 2,51 2.0 0.40 228 6.17

RAR (J(u)=8-(s)) 035 342 1.54 032 460 3.06

RA (¢=0.990) 0.40 228 231 0.39 2.01 6.99
RAR (J(u)=2u -1) 0.36 298 1.77 0.37 3.21 438

RA (¥(n) = sign(u)) 0.40 412 1.28 0.41 3.16 4.46
RAR (J(u)=sign(s — })) 0.4l 330 1.60 0.41 3.14 448

TABLA 6. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

con outliers aditivos

$10 = 0.5
e=005 7=3 e=010 7=10
Estimadores Media ECM Ef Media ECM Ef
CM 0.38 2.76 1.00 0.07 19.00 1.00
RA (c=1.345) 0.44 140 197 0.31 526 3.60

RAR (J(u)=%-(s)) 041 180 1.53 022 9.76 194

RA (c=0.990) 045 140 1.96 034 438 433
RAR (J(u)=2u —1) 0.44 148 1.86 026 7.29 260

RA (¥(s) = sign(s)) 043 331 0.3 033 471 403
RAR (J(u)=sign(u — })) 0.44 2381 0.98 035 482 393
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TABLA 7. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos

o =038
e=010 7=3 e=005 7=10
Estimadores Media ECM  Ef Media ECM Ef
CM 0.59 533 1.00 0.34 2460 1.00
RA (c=1.345) 0.71 1.91 3.04 0.77 1.83 13.44
RAR (J(u)=%"1(u)) 0.72 2.79 2.08 0.76 2.86 8.59
RA (¢=0.990) 0.69 3.54 1.64 0.68 2.38 10.33

RAR (J(u)=2z—-1) 069 2.33 250 069 241 1018

RA (¥(u) = sign(u)) 0.74 1.74 3.35 0.73 184 13.36
RAR (J(u)=sign(s — 1)) 0.70 2.53 229 0.72 192 12.79

TABLA 8. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano

con outliers aditivos

$10 =038
€e=005 7=3 e=010 7=10
Estimadores Media ECM  Ef Media ECM Ef
CM 0.67 2.81 1.00 020 3777 1.00
RA (c=1.345) 0.74 1.72  1.63 0.75 341 11.08

RAR (J(u)=8-'(v)) 0.75 1.76 1.59 0.77 549  6.87

RA (¢=0.990) 0.74 1.68 1.67 0.61 4.92 7.67
RAR (J(u)=23 - 1) 0.73 1.46 1.91 0.58 7.25 5.20

RA (¥(u) = sign(z)) 0.75 1.40 2.00 0.70 361 1046
RAR (J(u)=sign(x ~ 1)) 0.73 1.71  1.64 066  3.73 10.12
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TABLA 9. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con outliers aditivos y tamafio de muestra 10000

$10 =05 $10 =0.8
r=3 T =10 r=3 r=10
Estimadores €=003¢=0.10 ¢=0.05 ¢=0.10 ¢ =005 ¢ =0.10 ¢ =0.05 ¢ =0.10
CM 0.35 0.28 0.07 0.04 0.67 0.59 0.24 0.15
RA (c=1.345) 0..45 0.40 0.41 0.32 0.77 0.73 0.76 0.70

RAR (J(u)=3"1(s)) 0.40 0.33 0.30 017 073 067 068  0.52

RA (¢=0.990) 0.45 0.41 0.43 035 078 0.74 077  0.72
RAR (J(u)=2u —1)  0.44 0.38 039 027 076 072 075 065

RA (¥(n) =sign(s))  0.47 0.42 046 039 079 076 079  0.75
RAR (J(u)=sign(u — 1)) 0.47 0.42 046 038 079 0.76 078  0.74

TABLA 10. Resultados de Monte Carlo para el modelo AR(1) Gausiano
con tamano de muestra 500

$10 = 0.5 ¢$10 = 0.8
Estimadores Media ECM Ef Media ECM Ef
CM 0.497 0.174 1.000 0.796 0.081 1.000

RAR (J(u)=%"1(s)) 0.497 0.179 0972 0.796 0.084 0.964
RAR (J(u)=2u—1) 0497 0.195 0.892 0.796  0.092 0.880
RAR (J(u)=sign(s — 1)) 0.497 0410 0.424 0.796 0.202 0.400
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6. Apéndice A.
6.1. Notacion y Definiciones. Sin pérdida de generalidad se puede suponer po = 0.

Dado 8= (f,---,84) € R}, B(B) denota el operador polinomial (B) =1-8,B—---—
By B*, donde 1 es el operador identidad y B es el operador "backward shift”.

Sea

R** = {B € R* : B(B) tiene todas sus raices con valor absoluto > 1} .

Como Z,; es estacionario ¢, € R*? y como es invertible 8, € R*?.

Dados ¢ € R*? y 0 € R*? sea g; definido como al comienzo de la Seccién 2.1, es decir,

por

07'(B)$(B) = _gi($,0)B" .

En general se indicard con K a las constantes mientras no sea fuente de confusiones.

Es ficil probar que las fuciones g; son continuamente diferenciables para ¢ € R*? y
0 € R*?. M4ds aun, dados los conjuntos compactos C; C R*? y C3 C R'Y, existen K >0y
0 < b< 1 tales que

(6.1.1) sup {|gi($,0)| : ¢ € C1, 8 € C3} <KV

(6.1.2) sup %%ﬂzthCl,Gng}SKb‘, 1<i<p
!

wup { 208.0)

(6.1.3) 50,

:¢ecl,aecg}g1{b‘, 1<i<q.

Dado A = (¢,0), se definen los residuos de orden k por

k
(6.1.4) UM =Y 50z, 1<k<x.

i=0

Nétese que de (2.1.2) y de (6.1.4) resulta inmediatamente
U() =00,  p+1<t<T

Sea

UT(A) = (Up+1 (A)r e 1UT(A)))
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w1 (Uzr(2),4,0)=(T —p—-j)~* E Z I (F U A2 F(Ui-s-;()))sa(#)

A=0 t=p+1+h+j
paral<j<py
T-j—-p-1
W1 ,4i(Ur(A),4,60) = (T-p—3)"" E Z Ji(F(Ui(A)))a(F(Ui-4-(A)))ta(6)
h=0 t=p+1+h+)

para 1 < j € ¢g. Finalmente se denota
W;'(UT(A)) ¢) 9) = (W;',I(UT(A): ¢: 9), LR W;‘,p+q (UT(A)r ¢7 0))

Obsérvese que las ecuaciones de los RA-estimadores con n(u, v) = Ji(u)J2(v) se pueden

escribir como

W3 (Uz(),4,0) = 0

Sea R;, el rangode U;, p+1<j < T, entre Upy,,...,Ur, luego sea Ry = (Rp4.,...,Rr)
¥y Ur = (Up41,...,Ur) También, sean A; € RP, A, €R? y A =(A;,A;) R Enlo
que sigue se considerdn A= Ao + T~ YV2A, ¢ =@y + T-/3A, y 0 =8, + T-V3A,.
6.2. Distribucion asintética de los RAR- estimadores. Primero, en la Proposicién 6.2.1,
se muestra que T"/3(Wr(Rz, $,6) ~ W3(Ur, $,0)) converge en probabilidad a 0 cuando
T — oo. Luego, mediante la nocién de contiguidad (Proposicién 6.2.2), se prueba en la
‘Proposicién 6.2.3, que T/3(Wz(Rz(X), ¢,0) — W3 (Ur()), $,0)) converge in probabilidad
a 0 cuando T — o0. En la Proposicién 6.2.4 se muestra la equivalencia asintética uniforme
de T?*Wr(Rr()), $,0) y TV/2W4(Uz(A), ¢,0) cuando ||A|| < Ao, para cualquier 49 > 0.
Finalmente se concluye la normalidad asintética de los RAR-estimadores y se obtiene su
matriz de covarianza asintética aplicando los resultados sobre la normalidad asintética de

los RA-estimadores.
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LEMA 6.2.1. Sea ar(i, ) una funcién de dos variables reales dada definida sobre Ny_, x
Nr_p donde Nr_p, = {1,2,...,T —p} y sea

T
G= Y, a(R,R_), 1<i<T-p-1,
t=p+1+4s
entonces
(1)

Var((i) = (T — p— i) Var(ar(Rp414i, Rp41))
+ 2(T — p — 23) Cov(ar (Rp414i, Rp41), a7 (Rp42i41, Rp414i))
+ (T —p—i)(T —p—i-3)+2i] Cov(ar(Rp414i, Rp41), o (Rp43it1, Rptaitr)),

Var({;) < 3(T — p —¢) Var(ar (Rp43, Rp41))
+ T(T — p—1) Cov(ar(Rp44, Rp43), ar(Rp43, Rp41)),

(i)

| Cov(az- (Rp+1+., Rp+1), ar (Rp+3i+l» Rp4ait1 ))'
< KT E[ag‘ (Rp+l+i»Rr+1)]»

donde K7 es O(T~!) cuando T — oo.
DEMOSTRACION:
Demostracién de (i).

Var((;) =(T — p — ¢)Var(ar (Rp4+14i, Bp41))+
T T

> Y Cov(ar(Ry, Ry-;), ar(Ry, Ru_y)).

1=p+i+s 1£1 t'=p4+14

Para acotar la doble sumatoria se consideran los valores de los indices que dan lugar a

diferentes covarianzas:
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(a) t—i=t', t'—i=1t Absurdo.
(b) t—i=1t" Resulta

Cov(ar (R4, Re—i), ar(Re, Ry—i)) = Cov(ar (Rp4142is Rp14i), 01 (Rp 4144, Bp41))-

Hay (T - p— 2i) covarianzas de esta forma.

(¢) t =t —1i. Por lo tanto
Cov(ar (R, Ri-i), ar (Ry, Ru-i)) = Cov(ar (Rp414i, Rp41), a7 (Rp4142i, Rp4144)).

Existen (T — p— 21) covarianzas de esta forma.

(d) t#¢t,t'#t—14, t#£¢t —1i. En este caso
Cov(ar (R4, Ry~;), ar (Ry', Ryi i) = Cov(aT(Rp+1+i)Rp+l))a‘T(Rp+l+3i)Rp+1+2i))'

Existen (T —p—14)(T —p—1—3) + 21 covarianzas de esta forma.

Luego
T T
> Y Cov(ar(Ry, Ry-i), or(Ry, Ry_;)) =
1=p+1+4i t#£1' t'=p+14s
T
z Cov(ar (Ry, Ry-;), ar (Ry—i, Ri-2i))+
t=p+143i
T
Y. Cov(ar(Re-i, Ry—2i),ar (R, Ru—i))+
t'=p4+1+2
T T
>, Y. Cov(ar(Ri, Ri-i),ar(Ru, Ri~i))

=p+143i £ V' Fl—i 14 =i V=p41+4i
= 2(T — p— 2)Cov(ar (Rp4142i) Rp414i), ar(Rp414i, Rp41))

((T=p=)(T~-p—1-3)+2i)Cov(ar(Ry414i, Rp+1), 07 (Rp4143i, Rp4142i))-
Demostracién de (ii). La cota de la varianza de (; se obtiene inmediatamente de (3),

[Cov(ar (Rp4142is Rp414i),07 (Rpp14i, Rpi1))l
1/3
< (Var(ar (Rp4142i, Rpr144))Var(ar (Rpt 144, Rp41)))

= Va.l'(GT (Rp+1+l ) RP+1))
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(T-p-)(T-p—1-3)<T(T—-p—1)

Demostracién de (iii). Para demostrar el resultado correspondiente a este inciso es nece-

sario ver primero que

E(ar (Rpt14i, Rp41)) =

T—-—p=2(T—-p-
( (T f p)(;"( —p f 1)3)15;("T (Rp+14i, Rp41) | Rpt143i, Rpt142i))

(T -(-’I;)_('];::;)_ 1)(E(“T(RP+1+3.',R,+1)|R,+,+3,~, Ryi143i)

+E(ar (Rp414i, Rp+143)| Rp1143i, Rp4142i))

+

(6.2.1)
+E(GT (R,+1+25,RP+1)|R’+1+3'-, R?+1+2-'))
+E(ar(Rps14i> Rp4142i | Ry 3143 Rpp142:)))
1
+ (T - p)(T —-p—- 1)(E(GT(RP+1+3|',RP+1+2.')IR?+1+3.~’ RP+1+25))

+E(ar(Rp4142i, Bp4143i )| Rp4143i, Rp4142i)))

Se procedera a demostrar (6.2.1).

T-p

T-p
E(ar(Rp414i, Bp41)) = (T =p)T —p—1))"" > ) (ar(ir,ia)

i|=l l'1¢i2 i::l
El conjunto de indices I sobre los que se extiende la doble sumatoria, puede escribirse como

unién de los siguientes 7 conjuntos disjuntos.

I = {(%1,932)] (31,92) € I, 41 # Rpy143i, 13 # Rpya42i}
I = {(1,43)| (31,42) € I , 41 = Rp4143i, 2 # Rp41+43i}
Iy = {(31,42)| (31,42) € I , 31 # Rp143i, 32 = Rpp143i}
I, = {(31,12)] (31,32) € I , 41 # Rpyy4ai, 12 = Rpjaqail}
Is = {(%1,92)| (31,42) € I , 4y = Rpp149i, 12 # Rppi42i}
Is = {(31,32)| (41,32) € I , 41 = Rpja43i, 12 = Rppa4ai}
Iy = {(41,42)| (31,42) € I ,41 = Rpj143i, 12 = Rppa4ai }-
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Dado un conjunto A cualquiera se denota por #A al cardinal de dicho conjunto. Es ficil

ver que
#hL=(T-p-2)(T-p-3)
#hL=#L=#L =#Is=(T-p-2)
#ls = #1I; = 1.
Luego

#I=(T—-p-2)(T-p-3)+4(T-p-2)+2=(T~-p)(T-p—-1).

Ademads como

E(ar(Rp 414 Rp+1)lRp+1+3an+l+2l))-T p 2 Z Zar(h,‘z)

i1,i2)€N
E(az(Ryp 4143, Ry 41)|Rp 1430, Rp4142)) = (T —p - ;)- )( Z;H Y- ar(is, i)
E(ar(Rp414i, Rp4143)| Ry 41430, Rp4142i)) = (T = p = 2)-‘1'42_2):; Y- ar(iy,ia)
E(or (Rp414is Rp4+1420)|Rp 1430, Rp142i)) = (T —p = 2)7* zi)ju Y- ar (i1, i)
E(ar (Rp4143i) Bp 414 Rp4143i, Rp4143i)) = (T —p—2)7} (.h_zz)e; Y- ar(iy,ia)
E(ar (Rp4143is Rp4143i )| Rp4143i, Bpy142i)) = . z):u > aT‘('i: , .-,;
E(ar (Rp4143i, Bp41430) | Rp41430) Rpy142i)) = (_1’_22):6: Y arliyiz),

se obtiene (6.2.1).

Como

E(ar (Bp414i, Bp41)ar (Rpy143i, Rp4142))
= E(E(ar(Rp+14i, Rp41)ar (Rp4143i, Rpt1421 [(Rp4143i, Rp4142:)))
= E(GT (Rp+1+3i, Rp+1+2i )E(GT(RP+1+-',R;+1 )|(Rp+l+3i: Rp+1+2i)))»
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reemplazando E(ar(Rp414i, Rp+1)|(Rp41+43i, Rp+1+42i)) por la expresién dada en (6.2.1) re-

sulta

E(ar (Rp+1+i, Rp41)ar (Rp4143i, Rp+142i))

= (qu.:;f);:;;;f;.l_)3)E(aT (Rp+1+3i. Rp 4142 )E(GT(RP+1+.',RP+1 )

1
= 75 =3 L(07 (Bptasai, Byt 1430) E(ar(Rpsatsi, Bp41) I Rpta43i, Ry 14i))

+ E(ar(Rpi143i, Rps142i ) E(ar (Rp414i) Rp4143i )| Rp4143, Rp142i))
+ E(ar(Rp4143i, Rpt142 ) B (a7 (Rp4142i, Rp41 )| Rpt143i, Rpt142i))
+ E(ar(Rp+143i, Bp4142i ) E(ar (Rp 4141, Rp4142i )| Rp 4143, Bp4142i)))
+ (T - p)(Tl" -p- 1)(E(aT (Rp+143i) Rp4142i)
x E(ar (Rp+1+3i, Rp4142i )| Rp41431, Rp4142i))
+ E(ar(Rp4143i Rp+142: ) E(ar (Rp 41420, Rp4143i ) | Rp4143i, Bp4142i)))-

Luego

E(ar (Rp+1+i, Rp41)ar (Rp 4143, Rp4142i))

- (T =pT—-p—1) 2 ] )
= (T—p—2)(T—p—3)E (ar (Rp4143i> Rp4142i))

1
- ,1,_—p_3(E(GT(Rp+1+3-‘ y Rpy143i)ar (Rp4143i, Rp+1))

+ E(ar(Rp41+3i; Rp+142i)ar (Bp414i, Ap4143i))
(6.2.2) + E(ar (Rp4+143i, Rp4142i)ar (Rp4142i, Rp41))
+ E(ar (Rp 4143 Rp142i ) o1 (Bp414is Bp4142i))
1 2 . <
- (T — p)(T - l)E(GT (Rp+l+3l ) Rp+l+2' ))
+ E(ar (Rp41+3i, Rp4142i Jar (Rp 4142i, Rp4143i))-

24




Sea

1
§S=- T—_p—_g(E(aT(Rp+1+aan+l+2- Jar (Rp4143i, Rp+1))

+ E(ar(Bp4143i, Rp4142i )ar(Rp144i, Rp143i))
+ E(ar(Rp4+143, Rp4142i)ar(Rp4143i, Rp41))

(62°3) + E(GT(RP+1+3I.) ‘Rp+1+2i )aT(R’+]+. ) RP+1+2" ))
1 2
T@—pT-pony or s Braia))

+ E(ar(Rp41+43i, Rpt142i )ar(Rpt142i, Rp143i))-

Por lo tanto, de (6.2.2) y (6.2.3) se tiene

|Cov(ar(Rp414i, Rp+1), a1 (Rp43it1, Rp2it1))
4(T—-p)—6

< (T_p_2)(T_p_3)E2(GT(R1+1+6,RP+1))+ |S1-

Teniendo en cuenta que para cualquier par X,Y de variables aleatorias identicamente dis-

tribuidas, vale, |[E(X,Y)| < E(X?) se obtiene facilmente que

4 2
151 < mE(G%(RHHi: Rp41)) T—p-2)\T—p= 3)E(a§.(R,+1+.-,R,+1))

- 4T—p)—6 ) |
T (T-p-2)(T-p-3) E(a1(Ryp114i) Bp41)).

Por lo tanto

|Cov(ar (Rp414i) Rp41), a1 (Rppai1, Rptaita))l

24T - 6) ) |
ST—p-2T-p= 3)E (a7 (Rp+1+i, Rp+1))

= K7 E*(ar (Rp414i, Rp41)).

Donde Kr = (24T - 6))/(T-p—2)(T —p—3)) es O(T™1).

Queda asi demostrado e] Lema 6.2.1. §
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PROPOSICION 6.2.1. Supdngase que valen B(i), B(ii) y B(iii) luego

sup TI/QIWT(R/J‘, $,0) - Wi (Ur,¢,0)] 4o, cuando T — o0 .
A= Aol| T ~1/2 4

DEMOSTRACION: Para probar la proposicién es suficiente mostrar que para 1< j < p+g¢
(6.2.4)

sup T'?|(Wr,;(Rr,$,0) — W1 ;(Ur,$,0)| 50, cuando T — 0.
IA=Ao|IST -1 /240

Primero se considera 1 < j < p.

Sean
- j
Jr =[(T-p)(T~p-1) 2_:1 . ; +1)J2(T—p+l)
y
T T
Tr(Uz)=[(T-p)T-p-1)]7" ), Y N(FUL))(F(UL ).

hi=p+1 1 #12 ty=p+1

Luego se tiene que

Tllz(WT'i(Rq‘, ¢0,90) - W;',j(UT)¢0) 90)) =

T3(T S B2 p(= =
-p—-it ) Z TG DR T @)
=0 l-p+1+h+1
T—-p—j-1
—(T-p-j)* ) 2 JA(F(U3))a(F(Ui-p—;))sa(8)

h=0 t1=p414A +;

T—-p—j—1

=TT = p - ) (g Mal i)
(T—p~7 Z_% ‘_,EHJ T—p+17"T—p+1
— W(FUN(FUi—p~j)) = I1 + T2 (Uz)])sn (4)
T—-p—j-—1
+TVHT —p—§) ' [Tr =Tz (Ur)] Y, (T—p—h—3)su(e).
A=0
Se define
T—-p-j-1
Arjy =TT -p-5)"'Tr = T2(Ur)] Y, (T-p—h=-j)s(4)
h=0
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T—-p—j-1

Ampa= T —pe o S5 3 (i (it

h=0 =p+1+h+j T-pt+l
— I (FU))Wa(F(Ug=s=;)) = I + T (Ur)lsa(9)

Primero se muestra que SUPy \_ A,||<T-1/2 4 Az, 2, 0 cuando T — oo.

Por hipétesis B(iii) se tiene que Ji(1 —u) = Jy(u) y Jao(1 — u) = Ja(u), luego

T-p i T-p j
Ji(————) = —_—) = (.
§ l(T—p+1) ,; J’(T—p+1) 0
Entonces
i 3
Jr =[(T-p)T-p-1)"} N3 )Ja( )
.z_; -p+1 T-p+1
y por lo tanto
- Ti’ i i
Uzl = (T -p)T—p—-1)]"" ) Ji( )Ja( )]
= T-p+1 T-p+1
T - T~
< (T—p— 1)_1[ ' lp JQ(T p+1)]1/2[ i=lP J‘Z( _p+1)]1/2
- T-p T-p
Ademds, como
Zl-l JQ(T_ ) 1
T p+1 e /0 J3(u) du < oo,
y
Z' =1 Jg(T—p+1)
T—»p il / J3(u) du < oo,
resulta que existen Tp y K tales que si T > Tj entonces
- K
Jr| < =—m—
Wzl < T—p—1
Luego, aplicando (6.1.1) a |s3(@)| se tiene
_ T~p=j-1
sup ITYHT -p-5)"Tr >, (T—p—h—j)(4)
HA=Aell<T-1/2 40 h=0
1/2 i
7K b* =0, cuando T — oo.

S____
T—p—1b=0

27



También se verifica
T—p—j—1

sup TUXT —p-j)"10r Y, (T—p—h—jen($) 20
A=Aol|ST-1/2 40 h=0

cuando T — o0.
En efecto

T T
T < TVUT —p)T—p—- )Y Y. Y Ji(F(Un)J2(F(UL))

i =p+1i12=p+1

T
+| E JU(F(U)) 2 (F(U))]

i=p+1
T T
(62.5) =T -9 Y WECHIT -9 Y BEU)]
i=p+1 i=p+1

_ 1/2 1/2 T
X [T’I('TL ;211 7 Tp —1l7 }.p| > I(FU)Ia(FU))I-

i=p+1

Por el Teorema Central del Limite el primer factor del primer sumando de (6.2.5) tiende

en distribucién a una normal con media cero y varianza E(JZ(F(Up41))) finita por hipdtesis

B(i). Por la Ley de los Grandes Niimeros el segundo factor del primer sumando tiende en

probabilidad a 0 y el segundo factor del segundo sumando al médulo de la esperanza de

J1(F(Up41))2(F(Up41)) que es finito por hipdtesis B(i). Por lo tanto
TY37, % 0 cuando T — .
Luego, aplicando nuevamente (6.1.1) a |sa(@)| se tiene

Tep—j-1

ITY*(T -p-5)"'Tr >, (T—p—h—j)su(e)l
h=0
<TVK|T7| Y 8
A=0

De aqui es inmediato ver que

sup A7 Lo
A=Al <T-1/2 40
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cuando T — 0. Por lo tanto, para obtener (6.2.4) alcanza con mostrar que

lim E[ sup A%‘-,] =0,
T=o  LA-Xoll<T-1/240

Sea Uy = (U), --.,Uir-p)) donde Uj;), 1 <1 < T—p, es el estadistico de orden i — esimo.
Se define

, _ Ry Ry_;
a(Ry, Ri-i, Uir,), Uir,_ ) = Jl(T—p 107 ot ) = iF(Ur)))T2(F(Uir.-»)))
y
Sr(Rr,U(y) = Z a(Ry, By—i,Ur) Ur,_)) = (T —p—13)(Jr = J7(Ur)),
t=p+1+4i
paral <1 <T-—-p-1.
Luego se tiene
T—j-p-1 '
Arja =TT -p-35"1 Y S3H(Rp, Ugy)sn(d).
h=0
Por lo tanto
T—=j—p=~1 N
E[  sup A )ST(T-p-j) ) ElStH(Rr,U(y))’
IA=Aoji<T-1/2 40 h=0
X sup 3 ()
IA=Aq|I<T-1/2 40
T-j-p-1 T—j-p-1 . B 4i
+ ) > |El(S7 (Rr, U(y))(Sz ' (Rr, Uy

h=0 A#h' A'=0

x sup Isa (D) Isar ()] |-

IA=Ao]IST-1/2 40

Se vera primero que
T—j-p-1 .
(626) lim T(T=-p=-7)"" Y E((St"(Rr, U(y))’] sup si(¢)=0.
- h=0 IA=Xo|I<T-1/2 40

29



Sea,paral <i<T-p-1,

T
SP(Rr,U¢y)) = Y a(Re,RiciyUeryy, Utr,.))-
t=p+1+s

Luego
E[(St(Rr, U(y))’] = E[E[(ST (Rr, U(y) = (T = p— )(Jr = T2 (Ur))l’| Uy -

Se mostrard ahora que

(6:2.7) E(S3 (R, U())|U(y) = (T - p—i)(Tr - Tp(Ur)).
En efecto,
_ T
E(S7(Rr, U(.)) | U(.)) = E( E G(Rf,R‘_.',U(Ri),U(Ri_i))| U(.))
1=p+1+i
T R Ry,
— 1 - _
= E(BEHA(T T T~ N FUR)

x L(F(Ur,_ o) Uy).

Como Upy4y,...,Ur son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas, los

vectores (Rp41,.-.,Rr) y (Upny,.-.,Uir—p)) son independientes. Luego

R, R,_;

T-p+ 1)J’(T—p+1)|U(')) =Jr

E(Jl(

E(J1F(Ur))I2(F(Ur,_ )N UH) =J7(Uzr)
Luego vale (6.2.6). Por lo tanto

E[Var(Sf (Rr, U()) | Uyl =E([SF (Rr, U()) = (T — p—i)(Tr — T2(Ur)")| Uy,))
=E([S7(Rr, Uy Uy,),
y entonces
E([S'(Rr, U())I?) =E(E[Var(S7' (R, U(y) | U(»)))-
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Como los vectores Upyy,...,Ur y (Rp41,- .., R7) son independientes, el Lema 6.2.1 puede

aplicarse con varianza condicional. Luego
Var(S7 (Rr, U(,y) [ Ug,)
< 3T = p = )Var(a(Rp 4140, Bpt1, Uiry 040, U, 10 )
+T(T —p —)K7 E[(a(Rpt14is Bp+1, UR,p 140 Ur, ) 1 U)
< 3(T - p = )E[(a(Rps14i» Bp4+1,U(r, 41 4.), Ur,,)))* 1 U]
+T(T —p — 3)Kr E[(«(Rp414i, Rp1, U, 110 Uir,0))) 1 U )
<T(3+ TKr)E[(a(Rps14is Bp+1, Utr,h1.) Ur, ) 1 U )

Tomando esperanzas se obtiene
E(Var(S7'(Rr, U(y)| U(y) € T(3 + TK7)E[(a(Rp+14is Rp+1, URy 5., Ulrys )]
Es decir
E[(Sh(Rr, U(y)’l £ T(3 + TKr)E[(a(Rpt1+i> Bp+1, Ur,y 1403 Ury4)))’)

Como (U(r,,14+:) Ur,41)) = (Up41+i,Up+1), es fécil ver que

E [(a(‘R‘P-H-Hv R7+l) U(R,+1+.‘)! U(R,+1 )))2]

= E[(N(7 I_Z:,l,_ Da(F fH:_ )= J1(F(Up+1))J2(F(Up+3)))?]

= E[(J?(F(Um))[-rz(——’f"—) - F(U»+z>>1’]

+E[[-’1(T———)--’1(F( Ups1)) [Jz( 1)~ Ja(F(Up42))P?]
+ 2B [ (PO (2 ) - JI(F(U,“))][JZ( ) = (P (Uaa))F]

+ E[(J3( F(U,+2))[J1(—’+_:_-I) J1(F (Up+1))P?]

+ 2E[J,(F(Upsa ))J2(F(U,+2))[J1(—’;L) = J1(F(Up41))]

¥ (—"ig—&—) — I(F(Uysa))]
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+ 2B [P (U ) 2Ehs) = (F Uy

R
x [Jz(T—_’gi—l) — Jo(F(Up42))]].

1
De la desigualdad de Schuartz y del hecho que E(J;(F(U))) = / Ji(u))du < o0 y
0

. : . ‘RP+1 4 — s . . .
TlewE((J.(F(U,.,.l)) - J,(T———_p+1)) ) = 0 para i = 1,2, se obtiene inmediatamente

que
(628) T]meE [(a(R,,+1+;,R,+] ) U(Rp+l+-)’ U(R’“)))g] = 0.

Por lo tanto por (6.1.1) se tiene que

T-j—-p-1

T(T-p-i)7" 3 ElS7" (Re, U)) lsi(#)
h=0
<3+ TI{T)(2P + I)E[(G(R,+1, Ry 2, U(R,+1)r U(R;+:)))2] K E b2k
h=0
Luego, de (6.2.8) y del hecho que Kt es O(T~!) resulta (6.2.6) o sea

T—j-p-1 )
Jm T(T-p-j) 3 E(StY(Rr,Uy)?l  sup  sf(#)=0.
- h=0 HA=Aol|<T-1/2 44
Se mostrard ahora que
T-j—p-1 T-j—p-1

Jim T(T-p-§)? Y > BlstY (Rr, Ugy)sy ™ (Rr, UG
A=0 A#A' A'=0
(6.2.9) x sup Isn(S)llsn:(d)l = 0.

1A= Aoll<T-1/2 40
En efecto, como
B[S+ (Rr, U(y)Sp +/ (Rr, U(y)]|
. . 1/2
< [BIsE (Re, U)PE(SE* (Re, U(y)P)]
<T(3+ TK7)E[(a(Rp41, Rps2, Ups1, Up42))?],
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de (6.1.1) resulta

T-j=-p=1 T—j=-p-1 . .
T(T —p—j)3 > IE[S2Y (Rr, U(.))Sp Y (Rr, U(y)] sa(@)sn (#)]
A=0 Ak’ h'=0

<(3+TKr)(2p + 1)E[(a(Rp41, Rpt2, Up 41, Ups2)’] K Z lbf*,
h=0

donde 35>, 18]* < 0.

Por lo tanto vale (6.2.9) y en consecuencia (6.2.4). Esto completa la demostracién de la

proposicién para 1 < 3 < p.
Se considerard ahorap+1<j+p<p+g

Tllz(wT,j-{-p(RT) ¢) 0) - w;’,j-{-p(UT) ¢) o)) =
T—-p~j-1

P —p-i)t S S (R A=l (6)

h=0 a_p+1+:.+,' T-p+177T-
T-p=j-1

-(T-p-5)"" Y, Z J1(F(U)) T2 (F(Ui-s-5))ta(8),

A=0 i=p+1+h+j

Esta expresién es idéntica a la correspondiente al caso 1 < j < p, salvo que aquf aparecen

los t4(@) en vez de los sy(@). Luego vale (6.2.4). Esto completa la demostracién de la
proposicion. §

COROLARIO 6.2.1.
1—j-p—1

sup Tl/ng Py Z Z 35(¢)J1( R‘+1)J?(TR:—;:1)

IA=AolI<T -1/2 40 t=[T1/*] h=0

T i—j—p-1

ST L X AGAEUNEEU)|

1=[T1/*] h=0

20 cuando T — oo.

En lo que sigue se utiliza la nocién de contigiiidad introducida por LeCam(1960). Una

buena introduccién a esta nocién se puede encontrar en el Capitulo VI de Héjek y Sidak
(1967).
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Supéngase que [TY/%] > p+ 1. Seau = (Y[r1sey,- -, ur) ¥ por abuso de notacién sea

Ur = (Ugisep, .-, Ur) luego, sea

T
pr(a) = H F(uy)

1=[T/*]

la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Uz y ¢r(u) a la funcién de densidad de
probabilidad conjunta de Uz(X) = (Upri/8y(R), .- .. Ur(X)).

PROPOSICION 6.2.2. Supdngase que la suposicidn A se satisface. Entonces las densidades

gr son contiguas a las densidades pr.

OBSERVACION. La eleccién de los vectores (Uirisey,...,Ur) ¥y (Uppiiey(R),-..,Ur(R)) es
esencial para la demostracién de la Proposicién 6.2.2 cuando ¢ # 0. En el caso ¢ = 0 se

puede demostrar la contigiidad directamente considerando (Up+i,...,Ur )y (Up41(R),...,

Ur()).

Sean fpo=1y 6;0=0 si 1> g, luego, paratodo j=0,...,9—1, se definen

¢1,j(00) =641,

min(t-1,q)
c,i(@)= Y.  6i0c-ij(80)+biyj0, P+2<t<T

i=1
También, sean so(@) = 1, para todo ¢ y to(6o) = 1.

En la demostracién de la Proposicién 6.2.2 se utiliza el resultado dado en el siguiente

lema.

LEMA 6.2.2. Sea (Z,,...,27) la serie observada de un modelo ARMA(p, g), es decir,
¢o(B)Z; = 0y(B)U; donde U, son variables aleatorias i.i.d. y sea Uy(1), p+1 <t < T,
el residuo dado por (2.1.2). Entonces,

parat=p+1
g—1 P
Uy = U-((A) + E Cg_,,j(ao)U,_,' + T—1/2 Z Ayt Zr
=0 k=t-p
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para todop+2<t<T

¢—1
’ Ui(A) + Z ct-p,j (00)Up-;
j=0
1-1 min{p,t-j} min{q,t—s}
+T-1/2 E Uj(x)( E Ayse—j-i(@) — Z Aa.itt-j-i(oo))
j=p+1 i=1 i=1
1—2 min{p,t—j—1} min{g+i,i—k—14i}
+T-! Z U;(A) Z Ay, Z Ag g
j=p+1 =1 k=141
-k
Uy = ﬁ x Zosr(¢)ti—k—r(90)
P min{p,i—p-1} min{i—-p—1-i,k—s}
+T-1/2 Z le( Z Ay, Z Pp—k+14j
k=1 =1 j=0
t—p—1=itj
X Z 3t-p-l-i+i—r(¢)tr(00)

r=0
min{k-1,1-p-2}

4
|t > Ay p—ktr4jtt-p-1-; (90)) + foe)(2P—8) D ZiAras

Jj=0 k=i1-p

DEMOSTRACION: . El resultado se obtiene a partir de (1.1) y de la definicién de los residuos
dada por (2.1.2). i

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 6.2.2:

Con el objetivo de que la demostracién resulte mds clara se consideraran por separado los
casos AR(p), MA(q) y ARMA(p, 9).
Caso AR(p).En este caso ¢ = 0, esto permite trabajar con ¢ en vez de A.

Denétese por gy(u|zy,...,2) a la funcién de densidad de probabilidad condicional con-
junta de Ur(¢) dado que las observaciones Z,,...,Z, permanecen fijas en los valores
21y -0y Zp.

Primero se demostrard que las densidades ¢7.(.|21,..., 2p) son contiguas a las densidades
pr para todo zy,..., 2. '

35



Considérese el cociente de verosimilitud dado por

gr(ulai, ... 5)/pr(u) sipr(u)>0
LT'¢(u,zl,...,z,)= 1 sipr(un) =g (ulz,...,2)=0
0 sipr(u) =0 < gp(ujz,....2p).

De acuerdo al primer lema de contigiiidad de LeCam (véase por ejemplo Héjek y Siddk
(1987)) para establecer que {g}.(.]z1,...,2,)} es contigua a {pr}, es suficiente mostrar que

log L., ¢(U, z3,-..,7%p) es asintoticamente normal con media —d?/2 y varianza d?.
Del Lema 6.2.2 se tiene que

parat=p+1

?
Uy =Uy(¢)+ T2 Z A1t 2

k=t-p
y
parap+2<t<T
, 1-1 min{p,1—j}
U@+ T~ ) Ui(d) D). Avisi-j-i($)
j=p+1 =1
P min{p,t—_p-l} min{t-p—1—i,k—i}
Uy=q +T7/2 Z Zi Z Ay, Z Bp—k+14j81-p=1-i+j—r (®)
k=1 i=1 j=0
P
| How)(2P—1) Y ZiAia-r
k=i-p
Sea
min{k,p}
(6.2.10) di(,A1)= D Ans-i(d)
=1
ys-1(#) = =3-p41(4) =0 para p2> 1.

Entonces reagrupando los coeficientes de U;(¢@) se tiene:
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parap+2<t<T

1—-p=—1
U®)+T~Y? ) di($, A1)Ui-s(9)
k=1
P min{p,i-p—1} min{t—p—1—i,k=i}
Uy = J +T-1/3 z Ze ), Ay, > Gp—k414j3t—ptmrtjr(P)
k=1 =1 j=o0
P
+110,00)(2Pp — ) Z VA S
k=t-p
Sea

4
hr (Up41(8), - -, Us=1(8), Z1, ..., Z,, 8, A1) = T-1/2 E Ay i-tZy sit=p+1

k=i-p
y
hT,l(Up+l(¢)1 RN Ui—l(¢)) Zl) L) Zpr ¢; Al)
1—p-—1
[ T2 Y di(d AU—i(9)
k=1
P min{p,t—p—-1} min{t—p—1-i,k=i}
= 4 +T-1Y? Z Zy Z Ay z Pombt14j8mpl-itj—r (#)
k=1 i=1 j=0
4
+I[o'°°)(2p— t) Z Zi Al,‘l—hr

k=t—-p
st p+2<t<T.

Luego
Ui = Uy(@) + hri(Ups1(8), ..., Ui=1(9), Z1, ..., Zp, ¢, Ay).

Se ve facilmente que el Jacobiano de la transformacién de (Uppissy, - .-, Ur) en (Uprise)(@),

..., Ur(®)) es 1. De este resultado se obtiene inmediatamente que

T
q;'(nlzl)“')zp)'—" H f(uf +hT,l(up+1)'--Juf—lyzl,--')zp:¢’A1))'
i=[T/*]

Sea
hT,t = hT,t(Up+1; .- -;Ui—l) 21,---1%p, ¢vA1))
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luego

T
7(Urla,....5)= [[ F(U+hry.

1=[T1/*]
Como
T
loggr(Ur | 21,...,2) = Z log f(Ut + hr,),
1=[T1/%]
utilizando un desarrollo de Taylor se tiene:
T
loggr(Ur |21,-...5) = ) log f(UY)
1=[T'/?]
(6.2.11)
T T
- Z w(Up)hp, — 271 Z @' (Uy + € hry)(hr4)? cs., cuando T — o0
1=[T1/°] [rt/*]

donde (P(Ug) = f'(Uf)/f(Uf) y £ = f(UTy 21y- -5 2p, ¢) € [01 1]
Se verd ahora que el término de primer orden en (6.2.11) es asintoticamente normal con

media 0 y varianza

& = o?I(f) ) _[d(do, A

=1
En efecto si [TV/%] > 2p + 1 se tiene
T T 1—p—1 T
Yo eUhry =T~ 3" oUy) > di(@, AU +T72 3 o)
1=(T1/*] 1=[T1/*) k=1 t=[T/*]
P P min{t-p—i-l,p—k+1-i}
DIPIP I > Pt jStmp—i-j-1(P)Zp+1-t.
k=1=1 J=0

Como E(|[Ui]) < 00 , E(Je(Ur)]) <00y ¢ =@+ T2 A, esté en un compacto cuando

A, estd fija, resulta que

T P P min{i—p~i—-1p—k+1-i}
T"'1/3 Z ‘P(_U{)ZZAI,:' z ¢k+f"f—P—i—j-l(¢)zp+l—k-
1=[T1/¢] k=1i=1 j=0

tiende en probabilidad a 0 cuando T — oo.
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Por lo tanto para obtener la distribucién asintética de ZT:[:N/’] o(Uy)hs basta con
hallar la de 7-1/2 E,T':[Tua] e(U) 1257 di(é, A Ui—s.

Se introducen ahora las variables auxiliares Yrp, 7,(¢o) definidas por

To
Yro,7.4(%0) = D di(do, A1)p(Us)Ui-t
t=1

que son To — 1 dependientes con E(Yr, 7,:1($)) =0 ¥

To
Var(Yr,,r,1(80)) = I(£)o? ) di(do, As)® = df,

k=1
Luego del Teorema 6.7.5 de Anderson (1971) se obtiene inmediatamente que

T
(T = [TY8 +1)"2 )" Yr,1.4(d0)
1=[T1/°)

tiende en distribucién a Y7, con Yr, ~ N(0,d7,).

Del hecho que

T 1-p—-1 T To
T2 %" o) Y d(@ AN =T~V 3" o(U)) di(d, A1)Uis
1=[T/?] k=1 1=[T'/*] k=1
T {l—p~—1
(6.2.12) +T712 3 o(Ur) ) di(d, A1)Ui-s,
1=[T1/*] E=To+1

donde p < Ty < [T'/*] y que los dos ltimos sumandos de (6.2.12) tienden en probabilidad

a 0 es facil ver que Ve >0

T t—p-1
A, fim PUT? 55 oU) 32 i@ Anecs
1=[T1/%] k=1

T
—(T=[T"*+1)"7 3" Yr,ru(do)l2€)=0
t=[T1/?]
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Luego como Yr, tiende en distribucién a Y cuando Ty — oo donde Y ~ N(0,d?), por el

Teorema 4.2 de Billingsley (1968 pag 25) se tiene que

T
(6.2.13) Y e(U)hrs 5 N(0,d%)
1={T1/?)
cuando T — oo.

Se demostrard que el término de segundo orden de (6.2.11)

T
—2-! Z @' (Uy + Ehr,o)(hr,e)?

t=[T/*]

converge en probabilidad a —d?/2.

De la hipétesis A(vi) se obtiene que

%' (Us + £ hr,s) — 9" (Us)] < Kélhr,ql,

por lo tanto

T T

T
| > ¢ U +Ehr)bre) = 3 'UNBra?ISKE D Ihral®

'=ET1/0] 1:['1"1/!] t:[T‘/’]

También, como las variables U; tienen momentos finitos hasta orden 3 de (6.1.1) se

obtiene que la cota superior

T
K& > |
t=[T1/*)

converge en probabilidad a 0 cuando T — o0. Luego

T T
(6.2.14) =270 )" QUi+ Ehr)(hre)? = =271 ) @' (Ui)(hra)? + o1,
1=[T1/?] 1=[T'/*]

donde oy 20 cuando T — oo.
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Sea Tp < [TY8] — p— 1, entonces de la expresién de hr,, se obtiene

T T Ty
=20 Y QU= - Y PUNY di(de, AU
1=[T1/8] 1=[T /%) k=1
T i—p—1
—@D) Y QU Y. di(é AU
t=[T1/%] k=To+1
T 1—p-1
-T70 ) v U,)[dew ANU Y di(é AU
1=[T1/*) k=1 E'=To+41
(6.2.15)
T To To
—@r) Y U (6 AU = () di(do, A1)U-1)?]
1=[T1/] k=1 k=1
T P P min{t—-p—i—1,p—k+1-i}
—@D)™ Y P D A > b4jSt—pizj-1(®)zp41-2]
1=[T1/*] k=1i=1 j=0
T t—p~1
~T70 Y U Y. di(d AU
1=[Tt/*] k=1

min{t—p—i—-1p—k'+1~s}

P P
x[Y ) A Y Prr4jSt—p-i-j-1(B)Zp+1-1']-

k'=1:1=1 j=0

Sea
To
dr, = 0*I(f) ) d}(do, A1)
j=1
Se demostraré que el primer sumando de (6.2.15) tiende en probabilidad a —d% /2 y que

los demads tienden a 0.

Sean Yp 7, las variables Tp — 1-dependientes definidas por:

To
Yeo1. = —(1/2)¢' (U)DY_ di(do, A1)Ui—s)*.
k=1
Entonces
T 1 T
—er)t Y ST de(%,Al)U, ‘) =.2_ E Y 7
1=[T1/*] k=1 =[Tt/
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Pero E(YT’.O‘T,,) = —dg-o /2, por lo tanto, por el Teorema Ergddico

T To
~(20) Y PUY di(do, AUl
1=[T1/%] k=1

converge en probabilidad a —d%, /2 cuando T — oo.

Luego, como limr, o d}, /2 = d?/2, se puede concluir que Ve > 0
T To
lim lim P(|-(2T7)? ", di(@o, A1)Ui—i)> + d2/2) > €) = 0.
s ha 7oy A = BT ;ﬂlw( ,)lg e(bo, AU + /2] 2 ¢)

Ahora se consideran los restantes sumandos de (6.2.15).

Para el segundo sumando de (6.2.15) se tiene:

T t-p—1
E(IeT) ), ¢ Y. (s ANUiP)
1=[T1/*] E=To+1
E(l'UIDEW?) > di(4, A1)
h:To-}-l
+ P E(l¢' (U))E(JU1)( Z ldi (6, Av)])*.
E=To+1

Como Y 3irp 11d2(#, A1) <00 § 2o, |de(@, Ay)| < 00, Ve > 0 IT;tal que VTo > Ty

€/2

d A
_%:ﬂ {8 M) < SR wNETD)
y
(Y ld(dADIY < /2 .
W o2E(|¢' (U))E* (U ])
Luego Ve > 0 3Tjtal que VI, > Ty
T i—p-1
E(I21)" Y. QUL Y, d(dANULP) <e
1=To+1 k=To+1

Mediante un razonamiento anélogo, facilmente se obtiene una acotacién similar para el tercer

sumando.
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Para el cuarto sumando de (6.2.15) se tiene

T To To
E(J2T) 3 @UI(Y deld Aics)” = (3 de(do, AU-s) )
t=(T1/%] k=1 k=1

T oo
<@ Y E(QUODD IR (6, Ar) — di (o, Ar)E(UP)

(T1/%] k=1

i=
+ >, Y 1de(®, Ar)dee($, Ar) — di(do, Ax)di: (o, AIE*(UH])]

2 i
< B WIS (1426, A28, Ar) — (B0, A1)
s A X (B, Ar) = (B ADDECT?)

b (b AN (6 A — du(do, AD)

k=1 kfk'b'=1
+ |di+(do, A1)(di (@, A1) — di(do, A1))NE?([UL])).

Luego de la definicién de di(¢, A;), del Teorema del valor medio (6.1.1) y (6.1.2) se obtiene

que
T To To
E(I21)™ Y0 ' U)I(Q de(d A )Ui—e)” = (3 de(o, AU ]l) = 0.

i=[T/¢] k=1 k=1

Para el quinto sumando de (6.2.15) se tiene:
T P P min{t—p—i—1,p—k-1-i}

E(Ie)™ Y. ¢ U)D. D A > G4jSt-pizj—1(P)Zp11-1])
i1=[Tt/?] k=1:1=1 j=0

k=1k'=14=1i'=1)=0;'=0
T
X Zpg1-bZpri-b] D |0/ (U)Stpicj-a8t—p-ir—jr-2l)
1=[T/?]

<EDTAE( U)X Y Y SN i 2440

P P p p—kp-ik
k=1k'=14i=1i'=1)=0;'=0

[= <)
x (160,64;] + 141,64 1)(Bo,kr 401 + [Arerai Dzpsr-t zppr-pe| D> H*C7P).
1=(71 /9]
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Como

kEp—k

13DIDIDIDID I I

k=1k'=1i=1i'=1;=0;'=0
X (190.64j] + A1 e4;1)UPokr4jrl + A1 kg D2zpp1-pZp41-4

es constante y la serie $ o0 b3(1-?) <« oo resulta que
4 1=2p+1 q

T P P min{t—p—i-1p—k41-i}
E(I2T)™ ). ¢ D 4w > BhtjStmp—i-j-1(D)Zp41-4]’])-
1=[T1/9] k=1i=1 j=0

tiende a 0 cuando T — oo.

En forma similar para el sexto sumando de (6.2.15) se tiene

T t—p~1
E(|-T71 Y WU Y. de(¢ A1)V
1=[Tl/!'] k=1

min{i=p—i-=1,p=k'41-1}

P P
X Y Ay >, Grrjd-p—i-j=1(B)2p41-1])

t=1¢=1 j=0
tiende a 0 cuando T — oo.

Por lo tanto

T
(6.2.16) =271 3" (U + Ehry )b ) B —d? )2
1=[T1/°]

Finalmente, como

T
log LT,¢(U)ZI) v ,Z,) = logq;’(UT Iz'h AR 3p) - Z 105 f(Ui)
1=(T1/*]
T T
== Y eU)hr, =27 ) ¢' Ui+ Ehry)(hry)
1=[T1/%] i=[T1/]

c.s., cuando T — oo de (6.2.13) y (6.2.16) se puede concluir que log L., ¢(U,zl,...,z,)
es asintoticamente normal con media —d?/2 y varianza d?. Esto prueba que las densidades

gr(.)z1,...,2p) son contiguas a las densidades pr para todo 2;,..,2,. Sean Pr y Qr
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las medidas de probabilidad asociadas con las densidades pr y ¢r respectivamente. Consi-
dérese una sucesién de Borelianos A7 € RT~P tales que Pr(Ar) — 0. De la contiguidad
de ¢7(.J21,...,2p) a pr tenemos que Qr(Ar|21,...,2) — O para todo 23,...,2,. Luego u-
sando Teorema de convergencia dominada se tiene que Qr(Ar) — 0. Esto prueba que las

densidades gr son contiguas a las densidades pr en el caso AR(p).

Caso M A(q). En este caso p =0 y ¢ = 0 permite trabajar con 0 en vez de A
Sea gr(uluo,...,u1-¢) la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Ur(8) dado

que las variables Uy, ...,U;—, permanecen fijas en los valores uo,...,u;_q.

Se utilizard un procedimiento andlogo al realizado en el caso AR(p) y se comenzard de-
mostrando que las densidades gz (.]u, ..., %1—4) son contiguas a las densidades p7 para todo
Yo, ..., U1—¢ fijo.

Sea el cociente de verosimilitud dado por

gr(ufug, -..,v1~4)/pr(u) sipr(u)>0

ET,O(u)UO)-“vul—q) = 1 Sip'r(l‘l) =6T(u|u0»-- --u]—q) =0
0 sipr(u) =0 < gr(ulug,...,u1—q).
Sean
_ min{q,l}
(6.2.17) di(80,Az) = ) Aa;ti_j(6o).
j=1
y
(6.2.18) & =a3I(f)Y " di(80, Az)
=1
Se verd que log ZT g(w, vo, ..., u1—4) es asintoticamente normal con media —22/2 y varianza
.
Sea
g—1
hra(Ui(8), ..., Ui—1(8),Us, ..., Ur—q, 080, Az) = 3 _ c1,;(60)U-;
j=0
-1
~T~2% " di(8o, A2)Ui—i(6),
=1
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si 1<t<T

Del Lema (6.2.2) se tiene que
Uy = Uy (9) +ET,1(U1(9),-- HU21(8), Uy, . .. ,Ui~q,60, A2)

Es inmediato ver que el Jacobiano de la transformacién de (Uizisey,...,Ur) en

Urp1/01(8), ..., Ur(09)) es 1. Por lo tanto
(T2/%]

T
gr(ufug,...,u1-g) = H fQur + hr(uy, ..o ui-1, 80, ..., U1—g, 80, A3).
1=[T1/°]

Sea
71"1’,1 = TIT.t(Ux.- .y Ui=1,40,. .., %1-g, 00, A3),
luego,

T
gr(Ur|uo, ..., t1-4) = H f(Ui + hrya).

1=[11/#]

Igual que en el caso AR(p), utilizando un desarrollo de Taylor se obtiene

T

log r(Urluo,...,v1-4) = Z log f(Uy)
1=[T1/¢]
(6.2.19)
T 5 T L
- Z o(Uy)hr,y — 271 Z ©'(Uy + € hpg)(hr,)? 8., cuando T — o0
1=[T1/9] 1=(T1/*]

donde £ = £(Uz, 85, A5) €0, 1],

El término de primer orden de (6.2.19) se puede escribir como

T T qg-1
- Y eWkra=— > oU)D_ e,i(8)u-;
1=[T'/*] 1=(T/*) =0
T -1 -
(6.2.20) —T7? %" o(Uh) ) di(8o, A2)Ui—
1=[T'/*] I=1
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y luego la esperanza del valor absoluto del primer sumando de (6.2.20) se acota por

T g=-1

E(| Y. e(U)) cri(@o)u-;l)
t=[T1/?] J=0
g-1 oo
(6.2.21) < KW B o U )) Y lusy) S8
) =0 1=0

Como 0 <b< 1y E(lo(Up41)]) < oo resulta que (6.2.21) tiende a cero cuando T — oo.

Realizando en este caso una descomposicién analoga a la de (6.2.12) para el caso AR(p),

se tiene que el segundo sumando de (6.2.20)

T t=1
(6.2.22) ~T12 3" o) Y di(80, Aa)Uit 2 N(0,d?).
1=[T1/*] I=1

Por lo tanto de (6.2.20), (6.2.21) y (6.2.22) resulta

T
(6.2.23) - 5 e(Uhr, B N(O,d?).
1=[T1/?)

Considérese ahora el término de segundo orden de (6.2.19).

En forma andloga a (6.2.14) se tiene

T T
(6.2.24) =271 Y YU+ Ehra)(hr)? = =270 ) @' (Ui)(hra) + 0z,
1=[T1/*] 1=[T1/%]

donde 0; 5 0 cuando T — oo.
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De la expresién de hr ¢ se obtiene inmediatamente que

T T g=1
=271 3 YU = =271 D> QU eri(Bo)u—j]?
t=[T1 /9] 1=([T1/%] j=0
T g-1 1—1~
+T7Y2 %" QU eni(Bo)u—; )Y di(fo, A2)U:i-)]
t=[T'/] J=0 I=1
T i-1 -
(6.2.25) —@D)Y Y QU Y. di(8o, AU
t=[T1/¢] I=To+1
T To _ i—1 N
— (@ D PO di(fo, A2)ii)( Y di(80, Aa)Uir)]
1=[T1/*] =1 U'=To+1
T T
-0 YD QU dibo, Aa)Uii]
1=[T1/e] I=1

Llamando .
[}
&, = *1(f))_ di (60, A2)
=1

se tiene para el tltimo sumando de (6.2.25)

T To _
@)™ Y GUID diBo, Aa)Uii(0))

"=[7"l /.] =1
(6.2.26) 2 _d3 /2 cuando T — co.
Ademas
(6.2.27) &, — 4 cuando Ty — o0

Los restantes sumandos de (6.2.25) tienden en probabilidad a 0 cuando T — 0.

Por lo tanto, como

(6.2.28)

log L g(uo, o, ..., u1-) = log gr(uluo, ..., m—g) = ) log f(U)
1=(T1/?]

c.s., cuando T — o0,
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de (6.2.19), (6.2.23) (6.2.26) y (6.2.27) resulta que log I}T g(uo, ¥o, ..., u1~4) es asintotica-
mente normal con media —d? /2 y varianza a2

Esto concluye la demostracién para el caso MA(q).

Caso ARMA

Sea gr(u|zy,...,2p,Up,..., Up41-q) la funcién de densidad de probabilidad condicional
conjuntade Uz (A) dadoque (Z,,...,2Z,,U,,...,Ups1-4) permanece fijo en el valor (z1,. ..,
ZpyUp, -y Up4l-g)-

De manera analoga a lo realizado en los casos AR(p) y M A(q), se demostrard que las
densidades §r(.}z1,...,2p,Up,..., Up41-4) sON contiguas a las densidades pr para todo
(Z], sy zp,up, ooy u,,.H_q) ﬁJO

Considérese el cociente de verosimilitud dado por

ir,x(u,zl,...,z,,u,,...,u,+1_q)
dr(alzy,..., 25, %p,...,p41-¢)/pr(0) sipr(u) >0
=4¢1 sipr(u) = dr(ufzy,...,2p,up,. .., Up41-¢4) =0
0 sipT(n)=O<ér(ulzl,...,zp,u,,,...,u,+1_q).
Sea
(6.2.29) di(4,60,A) = di($, A1) — di (0, Aa),

donde di(¢, A1) ¥ di(Bo,A;) estén definidos en (6.2.10) y (6.2.17) respectivamente.

Sea
(6.2:30) d* = *1(£) ) di (40,00, A).
k=1

Se demostrard que log LT'A(u, Z1,...,2p,Up,.. ., Up41—g) €3 asintoticamente normal con me-
dia —d?/2 y varianza dZ.

Seaparat=p+1

BriUper(N), ..., Uiei(Q), 21,y ..., Zp, Up, ..., Up1—q, #,00, A)

g=1 P
= ct—pi(B)p—i + T72 3~ 41442
j=0 k=t—p
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yparatodop+2<t<T

hT,i(Up-i-l(A)) cet )er—l(A)l Zl) (RS ZP)LrP) v 1Lrp+1—q)¢1ool A)

,

g—1
Z ct—p,i (60)Up—;

min{p,t—p—1}

r=0
min{k-1,1-p-2}
SR
1=0
Del Lema (6.2.2) se tiene que para p+2<t<T

Ui = Ui(A) + hra(Up g1 (), . .., Ui—1(X), 21, . .

2y, Uy, ..

j=0
=1 min{p,i—5} min{q,t—j}

+T-12 " Ui(A)( Y. Ausein(®) - Y A?ﬂ“-i~"(9°))
j=p+1 =1 =1
=2 min{p,i—j—1} min{g+i,i—k—1+4i}

TN U ) Ay > Az =i
j=p+1 =1 =it
1~k

= ¢ X z r(@)ti—t—r(6o)

r=0

min{t—p—1—i,k—i}

> Ppk+14]

j=0

+T"1/"ZP:ZE( Y Ay
k=1 =1
1=p=1=itj
X D stmpm1-i4i—r($)t:(80)

P
Al,p—lz+1+jtt—p—1—j(0o)) + Io,0)(2P — t) z ZrAyi-i

k=i-p

) [J'p-i-l—q, ¢) 001 A)

Es inmediato ver que el Jacobiano de la transformacién de (Upgise),...,Ur) en

(Uirr/e1(8), - .., Ur(8)) es 1. Por lo tanto

gr(ulzy, ..., 2p,tp,. .., Upp1-q)

T
= H f(u"t+hT,t(up-b-l)--';u't—hzl)"')zp)upv'")up+1—91¢)00)A))‘

1=[T1/°]
Sea

hry = bri(Ups1,. -, Uiy, 21, . - .,

luego

qT(UTI‘Zl.)- <o %pyUpy .-y uP+l—q:¢) HO)A
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Igual que en el caso AR(p), utilizando un desarrollo de Taylor se obtiene

T

log gz (Urley, -, 2p, Upy -y Upg1-g, 6,00, A)) = Y log f(Uy)
1=[T/*]

(6.2.31)
T T
- z o(U)hp — 271 E @' (U + €hr ) (hrs)? cs., cuando T — o0
1=[T1/*] 1=[T /8]

donde ¢ = £(Uzr,9,00, A) € [0,1].

El término de primer orden de (6.2.31) se puede escribir como

T T ¢-1
- Z ¢(Ut)71T,1=- Z ‘P(Ut)z:cf—mi(oo)“p—i
i=[T1/®)] t=[T1/*] =0
T 1-p-1
=T~ N o) Y di(#,00, AU
1=(T1/?) k=1
T -3 min{p,i—j—1} min{g+i,i—k—-1+4i} k
=TV ) e YU Y Au Y Ask—i 3 5 (D)ti—k=r(Bo)
1=[T1/%] 1=p+1 =1 E=i41 r=0
(6.2.32)
T P min{p,i—-p—1} min{i—-p=1-i,k—i}
-T2 Z SP(Ui)ZZb( z Ay Z Pp—k+1+j
1=(T/%] k=1 =1 j=0
t=p—1—itj
x Z 84-p-1-i—; (#)tr (6o)
r=0

min{k-1,1-p} P
+ E Al p-t+14jli—p-1-j (90)) + J[0,00)(2p — 1) Z ZEAyi-k-

j=o0 k=1-p

Acotando la esperanza de forma andloga a lo realizado en (6.2.21) para el caso M A(q) se
obtiene que el primer sumando de (6.2.32)
T ¢-1
(6.2.33) = Y o(U)Y cinp,i(Bo)up_;
t=[T/8] =0

tiende en probabilidad a 0 cuando T — o0.
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También en forma similar al caso AR(p) se obtiene que el segundo sumando de (6.2.32)

T t—p-1

(6.2.34) =712 3" o) S di($.80, A Z N(0,d?)

1=[T1/°) k=1
Del hecho que
E(|Ui]) = E(|Up41]) < o0,
E(le(Un)]) = E(le(Up41)I) < o0,

[ti(8)] < Kb, & = @9+ T-Y2A, estéd en un compacto C para todo A, fijo y por
lo tanto SUPgec |si(@)] < K¥, resulta que los restantes sumandos de (6.2.32) tienden en

probabilidad a 0 cuando T — oo.

Por lo tanto se tiene que

T
- S ek 3 N(O,d%)

1=[T\/%]
En forma andloga a (6.2.14) resulta que

T T

(6.2.36) -2 z o' (U + E);T,t)(;“r.t)? =271 z ‘P’(Uf)(;bT,i)2 + 03,
i=[T1/0] 1=[T1/?]

donde 03 & 0 cuando T — oo. De la expresién de 717,,, se obtiene facilmente que
T T

=271 ) U Ar) =-21) Y (U

1=([T1 /9] t=(T/*)

To
(6.2.37) x [Y di(d,00, A)Us_s] + o4
k=1

donde 04 5 0 cuando T — oo.

La demostracion se concluye como en el caso AR(p) a partir de (6.2.15). 1
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PROPOSICION 6.2.3. Supdngase que las suposiciones A, B(i), B(
facen. Sea A € RP+7 y A = \o + T~'/3 A entonces

ii), B(iii) y B(viii) se satis-

TY3(Wz(Rr()),9,8) — Wi (Ur(2),4,0)) 50, cuando T — .

DEMOSTRACION: Sea 1< <p,
T'/?|Wr(Rr(2),$,0) - W3(Uz(}), ,6)|
(T'/*)-11-j-p-1
R(N) Y, (Rias(0)
STI/? z: Z 3b(¢)J 1 J9 J
=14 hoe (T—p+1) (T—p+1)|

[T'/*)-11-j—p-1

Y Y a@REC)AEUC0))

1=p+14; A=0
() (B

1

+T1/3.—
T-p—y

{—j—-p-1

1
+T1/’T pyn Z Z

t=[T'/*]  h=0

(6.2.38)

T t—y—p-—1
- T—_l — Y Y a@AECON)IF U W)
P=J iy k=0

Se acotara ahora el primer sumando de (6.2.33)

(r'/*=11-j-p-1

TWF?—J S Y a@n(rrel)n(zeed))

i=p+14; A=0
s Wi T Ri(A) \1/?
(6.2.39) < sh ()] 72 =1
T—-p-3 ;,2___;3 h [t=p-o§-:+h+j l(T—p+1)]
[T'/*]-1 2 Ri_n-j(A)y11/2
x[ E T—-p+1 )]

De la hipdtesis B(ii) resulta para 1 = 1,2

6.2.40 ;
( ) ISerSaTJ'(-p T-

WA=t S K(T = p 1)

t=p+1+h+j
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Luego de (6.1.1), (6.2.39) y (6.2.40) resulta que para todo [|A — Xo)| < 4o/VT

[7'/*)-1t=j=p=1

Pl S S e (R 5 (Bl

t=p+14) h=0

T3
(6241) < 1.1—[T1/8](T P + 1)1/4—5 th
p=J h=0
7/8
S _T__ -0
T-p-

cuando T — o0.

Para acotar el segundo sumando de (6.2.38) se procede de la siguiente manera. Por el

Lema 3.4 (i1) de Bustos, Fraiman y Yohai (1934), existe ¢, tal que

T/*]-11-j-p-1

lim sup 7 /3]—p =3 Z 2 ()1 (F(Ui(A)))J2(F(Ui—n-j(A)))

T= A= oli<eo 1=p+1+j k=0
(6.2.42) —E(L(FUR ) BEUS,_; )| =o.
Ademas
(6.2.43) sup  |E(L(FUPANa(FUZ ;)| < .
IA-Aoll<eo

Luego de (6.2.42) y (6.2.43) se tiene que

(T/*)-1t=j—~p—-1

Y Y s@hECQ)LEU--O))

t=p+14; A=0
(6.2.44)
T”’([T"‘]—p ) = .4
sup  E(JI(F(UP(A)2(FUZ,_;(A)) )b
T=P=7  PA-lige ’ '~z=:°
—+0 cuandoT — ¢

Finalmente del Corolario 6.2.1, de la Proposicion 6.2.2 y de la definicién de contigiidad
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resulta

T1/2|ﬁ__j =Z Z 3/.(¢)JI<TI_Z_11(;\_')_1)']2(1;“-;,’;11,\1))

(6.2.45)
t—-j—p-1

T
Y Y s @AEGO)REUs- )

T-p-y t=(T1/8] h=0
2,0 cuandoT — .

Para 1< j < p, la proposicién resulta de (6.2.38), (6.2.41) y (6.2.45).
La demostracién para p+ 1< 7 < p+ g es idéntica. i

LEMA 6.2.3. Supdngase que las suposiciones A, B(i) B(ii),B(iii) y B(viii) se satisfacen. Sean
A= (A A) eReHe, = (e;,e;) e RPY2y Ay > 0. Notemos por || - || la norma Euclidea

usual. Entonces, si

sup [T Wr(Rr(Ro + T7/%A), o + T7/7A,,0, + T~/ A,)
A< Aosll€l| <eo

(6.2.46)
—TYV2Wr(Re(Ao + T2 (A +6)), 60 + T~ V3(As +61),00 + T2 (As +62))| B 0,

y

Aol ITY? W3 (Ur(Xo + T~1/2A), 80 + T~Y/?A,,6, + T71/2A,)
IANS 4osl[€l[<eo

(6.2.47)
~TPW(Uz Mo+ T~ V3 (A +6)), 00+ T"V2(A1 + 61),00 + T 3(As + 82))]| & 0,

cuando T — o0 y € — 0, también vale

(6.2.48) sup [ITY*(Wr(Rr(9),4.8) — Wi(Uz(4),4,0)] 5 0.
HAll< 40

DEMOSTRACION: De (6.2.46) y (6.2.47) se obtiene que dado § > 0 existen €g y T} tales que,

s1 T > T, entonces

P( sup [[TY*Wr(Rr(ho+T (A +2)), 0+ T2 (A1 +1),00 + T7/%(Az +25))
[l€ll<e
IAJI< 4o

— TY2Wr (R (Ao + T~7A), 8o + T~Y/24,, 60 + T2 As)|| > 6/4) < §/4
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P( Sup |7 2W5(Uz(do + T~V A +¢)), ¢o + T72(A1 + €1),00 + T2 (A + £3))
€|<eo
[A]< A

—TY2WE(Urp(Xo + T Y2A), ¢ + T=Y2A,,0, + T2 A,)|| > 6/4) < 6/4

Sea A = {A /||A]| € Ao}. Considérese un cubrimiento finito de A por k bolas de radio ¢g

y centros ay, ..., ar, que se denota B(aj,eq), V1< j<k.

Por la Proposicién 6.2.3 existe T5 tal que si T > T, entonces

P(TV?||Wr (Rr (Ao + T~ V2a;), ¢o + T~"/2a,;,8, + T~V?a,)
~ Wi (Ur(No + T~ %), 60 + T~%a;;,00 + T~ 2ay )| > 6/2)<6/2k, 1<j<k

Ademas
P( sup ||TY*(Wzr(Rr(}),$,0) - Wi(Uz()), 4,0))| < )
flAll<40

= P(max sup |ITY*(Wr(Rz(}),¢,6) - Wi (Uz(A),4,0)| < )
<y<k A€B(aj,e0)

21-P| max sup |TY/*Wz(Rr(Ro +T7Y/?A), 60 + T~Y/2A,,0, + T7/24;)
1<J<k A€B(a,,s0)

—TY2Wp(Rr(Ag + T~ Y%a,), 80 + T/%a,;,00 + T~2a,;)|| > §/4

U ( max sup "Tl/zw'}(UT(Ao +T_1/2A),¢0 +T—l/2A1,00 +T—1/2A2)
157<k AeB(a; 00)

—TYV2*W3(Ur (Ao + T~V2a,), o + T~?a;;,00 + T~a3,)| > 5/4)

U ( max sup T1/2|IWT(R/I'(/\0 +T'1/2a,-),¢0 +T‘1/2a1,,~,90 +T'l/9a7,,')
1<7<k A€B(aj,e0)

— W3 (Ur(Xo + T7Y%a)),¢0 + T~/%ay j,00 + T~1/%a,;)|| > 5/2)]
Pero, dado § > 0, existen €o y T; tales que, si T > T; entonces

P(max sup [[T*Wr(Rr(Ro + T7Y/2A), 8y + T7Y/?A,,80 + T~1/?A;)
1< <k A€B(a;,e0)

—TY*Wr(Rr(Xo + T~Y%ay), 4o + T/%ay;,00 + T~/ %a,;)|| > 6/4)

<P(max  sup  |TYPWr(Rr(do + T7V/2A),80 + T2 A4,60 + T7Y/2A,)
15k AEB(‘,‘,!Q)
HAll<A4o.]l€lI<e0

—T'PWr(Rr(do + T7Y2(A +¢)), 60 + T™V/2(A1 + £1),80 + T7/?(Az + £2))]| > 6/4)

< §/4.
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Analogamente, dado § > 0, existen ¢o y T} tales que, si T > T} entonces

P(max sup |T'/?W3(Ur(do +T7V/?A), ¢ + T7/2A;,00 + T71/7A;)
1<j<E AeB(a,,e0)

—T?W3(Ur (Ao + T~ 2a,), ¢ + T~Y?ay;,00 + T~ V2a,,)|| > 6/4) < 6/4.

Ademas existe T, tal que si T > T, entonces

P(max sup TY?[Wr(Rr(do+T""?a)), ¢y + T %, ,00 + T~"/%a;;)
1SSk AgB(aj,00)

—W3(Ur(Ao + T7/%a;), ¢ + T72a,j,00 + T~V2a3)|| > 6/2)
E
= P(|J T3 |Wr(Rr(do + T™V/2a;), ¢ + T~V ay,5,80 + T~/%a,;)
=1
- W3(Uz (Ao + T7%a;), @0 + T~/2a,,;,00 + T~%a3;)|| > 6/2)
< 6/2.

Luego, para todo 6 > 03T, ,T; tales que si T > max{T),T>} entonces

P( up, IT*/?(Wr(Rz (1), 6,0) - W3 (Uz(}),8,6))|| < 6) > 1-6.

Esto completa la demostracion del lema. |

PROPOSICION 6.2.4. Supdngase que (Z,,...,Zr) es un proceso AR(p) estacionario y ergo-
dico y que las suposiciones A y B se satisfacen. Sea AERP y Ag >0y é= ¢ + T~12A.

Dendtese por || - || 1a norma Euclidea usual. Luego
(i) supjaji<ao ITY*(Wr(R7(8),6,0) - W3 (Uz(9),8,0)| = 0, cuando T — co.
(i) Existe una sucesion de estimadores ET tales que T/ 2(31 —¢y) es acotado en probabilidad

y
TY*Wr(Rr(ér),ér,0) 2 0, cuando T — .

DEMOSTRACION: Por el Lema 6.2.3 para probar (i) es suficiente probar

sup "Tllsz(R/I‘(¢o + T_IIQAI),¢0 + T_llel) 0)
lAlI< 40, )l€]l< 0
(6.2.49)
~TV3Wq (Re(do + T-2(A;1 + 1)), 0 + T~ V2(A1 +£1),0)] & 0,
y
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un NP 2We (T (
D ITH WL (U (

3
su !
HANL Ao, l1ElI< €0

(6.2.50)
—TY2W3(Ur(do + T7V3(A1 + 1)), 60 + T7Y2(A; +€,),0)| & 0,

cuando T — 00 y €9 — 0.
Para simplificar la notacién, en lo que sigue se reemplazard A, y €¢; por A y .
Primero se mostrard que vale (6.2.49).

Para 1 <7 <p sean

T=j-p-1 T

ST A =TT -j-p)" Y |nbo+T*(A+e) Y
h=0 t=p+1+h+j
Ri_s—j(#o + T~Y2(A +¢)) Ri(¢o + T~V2(A +¢)) Ri(¢o + T~Y/2A)
| Ja( T—ptl M a( T—ptl ) = Ja( T—ptl I
T—j-p-1 T
S2i(T, A, e) =TT —j-p)™' > |sa(do+T2A+e) D
h=0 t=p+1+h+j
Ry(¢o + TY/2A) Ri_n-j($o +T7V2(A +e)), . Rin_j(do+T7'/24A)
11 ( T—ptl NI ( T—ptl ) — Ja( T—p+1 )]
y
T-j-p—-1
S3i(T,A,e) =TV T —j—p)™' Y |sa(do+T 2A) = sa(do + T7/?(A + )|
Ah=0
T
Ri(¢o +T-Y2A) = Ri_s_j(¢o + T7}/2A)
{1 ( M Ja( ) -
=p+§h+,‘ T-p+1 T—-p+1
Luego
[T/ ?>Wr ;(Rr(¢o + T~'/?A), ¢ + T~'/*A,0)
—T'?Wrj(Rr(do + T~/7(A +¢)), 60 + T~/?(A +¢),0)|
(6.2.51)

< Sl»i(T: A)‘) + SZ,j (T»A,‘) + Sa,j(T, Ae).
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Dado X € R* y r € R se notard por Fy(X, ) a la funcién de distribucién empirica

determinada por X es decir

Sk (X < 2)
h

FyX,z)=

donde I(B) denota la funcidn indicadora del suceso B. Como

T-p
Ri($o + T28) = T I(Upsa(do + T/28) < Ui(do + T~1174))

i=1

es inmediato que
(6.2.52) Ri(#o + T™YV2A) = (T = p)Fr_p(Ur (o + T~ Y?A),Us(¢o + T~2A)).

De (6.2.52) juntamente con la hipétesis B(vii) se tiene que

Ri(¢o + T-V2A
-J
) = J( T—p+1 )]

< _K(_Lp—_p_leT_’(UT(% + T V2(A + ), U(do + T-V3(A +¢))

Ri(¢o +T7'%(A +¢)
T-p+1

|Jx(

(6.2.53)
— Fr_p(Ur(¢o + T~Y2A),Uy(@y + T~/3A))]

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Schwartz y (6.2.53) a S1,;(T, A, ¢) se tiene

T—j)-p-1
$1i(T, A, &) S (DT -p) T —-j—p)™" Y, Iss(do+T7%(A +0))
h=0
T . -1/
[ BBt TR D yr ) P k(- g7 - p 1)
1=p+1+h+j P+
T
x[ Y (@ -p) NPy Ur(do + T*(A+€)),Ui(do + T/(A +€))
t=p+1+h+j

— Fr_,(Ur(¢o + T-IISA), Us(do + T-IIQA))D?] 1/2 |

Pero
T-p ] 1
Z[-’z(m)]’/(T -P) = /0 J?(u)du = K < co.
j=1
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Como ademés la sucesién (@ + T~/?(A +¢€)) estd en un compacto para ||A]| < 4o y
lle]l < €0, de (6.1.1) resulta que

sup  |sa(@o + T™/*(A +¢))| < Kb
NAlI<A0,l€l|<eo

con Y po, b < oo

Luego

Sl,i (T) Av C) S KT1,2(T - J - p)_l

(6.2.54)
T
x[ 3 (T =p)*IFr—p(Ur(do + T/3(A +€)), Us(do + T™*(A +¢)))
1=p+1+h+j

1/2
— Fr_p(Ur(go + T/24), Ui(go + T2 4)) ]
Sean

01(T, A, &) =(T — p)"/?|Fr_,(Ur(¢o + T~/2(A + ¢)), Us(do + T"/*(A +¢)))
— Fr_,(Ur(do), Us($o + T~/?(A +¢)))|
(T = p)*/*|Fr_p(Ur(do + T~/?A),Us(do + T~Y/?A))
— Pr—p(Uz(dh), Us(¢o + T~Y/?A))|

03(T, A, €) =(T — p)'/*|Fr_p (Uz($y), Us(¢o + T"/*(A + ¢)))

P
— Fr_p(Ur (o), Us($o + T~Y/2A)) = T~1/2 3" 6,2, f(Us~i(0))

=1

03(€0) =€0 Z \Z4—i f (Ui (o))

=1
y
04(T, Ao) = sup (T = p)/?|Pr_,(Ur(do + T~Y/2A),2) — Fr_,(Uz (o), z)|
A< 40
Es ficil ver que
(6.2.55) sup 01(T, A, €) < 04(T, Ao + €0) + 04(T, Ap).

1<1<T
A< 40, |€llS 20
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Ademas por el Teorema 2 de la Seccién 1 de Koul(1939) se tiene que
(6.2.56) 04(T, Ao +€0) 0 y 04(T, 40) L0

cuando T — o0.
Por otro lado, usando la férmula 5 de Koul( pag 18,1989), se tiene

sup (T - p)1/2‘FT—p(UT (%o), Us (o + T_IIQA))
1<1<T

— Fr_y(Ur($0), Us(go + T"2A)) = T7V2 Y 4:2,_ f(Urci($0))] 5 0

=1

s (T — p)?|Fr_p (Ur (o), Ui(do + T™/2(A + ¢)))
A< Ao IEl <eo
P

~ Fr_p(Ur(80), Ur(o + T72A)) =T~ )" (A + €)Z4—i f (Ur—i ()] > 0

=1
cuando T — oo.
Sea
(6.2.57) os(T, Ao, €0) = sup 02(T, A, ¢)
1<1<T

llAlL o llelI<eo
entonces
(6.2.58) os(T, Ao, €0) 2> 0 cuando T — o0

. Luego de (6.2.54), (6.2.55) y (6.2.57) se obtiene

P( sup  S1;(T,Ae)>6)< P(KT”’(T ~j—p)!
AN Ao,lI€ll<eo

(6.2.59)

x[ Y [o(T, Ao+ <o) + 0a(T, do) + 05(T, do,0) + 03(e0)’]* > 6)
=p+1+A+j
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De (6.2.56) y (6.2.58) resulta

T
P((KTllz(T-j -p)1)? E (04(T, Ao + €0)
t=p+1+h+j
(6.2.60) + 04(T, 4o) + 0s(T, Ao, €0))* > 62/3) 2o

cuando T — o0.

Del hecho que E(]Z;—;|) < K < o y que E(|f(U;)l = [Z f*(u)du < oo resulta

E(03(¢0))
1/2
P(Oa(EO) > 6/3 / ) S -6/_31,2—
eopK
(6.2.61) < 6/3_1/7'
De (6.2.56) y (6.2.61) resulta que
T
P(Z(KT‘/Q(T —-j=p)1)? Z (0a(T, Ao + €0) + 04(T, Ao)

t=p+1+h+j

(6262) O5(T, Ao, Eo))03(€0) > 62/3) L 0

cuando T — oo.

Del hecho que E(|Z;-i|*) < K < o0 y que E(|f2(Uy)| = f2o, f2(u)du < oo resulta

P(d3(e0) > 6%/3) < E(03(¢0))

5/3
e2pK
=523
Luego
T
(6.2.63) P((KTVXT—j-p) 'Y Y oi(eo) > 6%/3) =0
t=p+1+h+j

cuando T — oo. Por lo tanto de (6.2.54), (6.2.59), (6.2.60), (6.2.62) y (6.2.63) resulta

(6.2-64) SU.P SI,J(T, A,l) L 0, cuando T - w, €0 — O .
A€ Ao, ll€l| <20
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Sea

T—j—p—1 T
Sui(T A &) =TT —j—p)™" 3" Joa(do+T7/2(A+e) Y
h=0 t=p+1+h+j
Ri(do + T“ 2A)\ 1 Ricaoj(@o + T72(A +e)) Ri-n-j(do + T7'/2A)
J - .
[/1( T—p+ )“ Ja( T—p+1 ) = J2( T—p+1 )]

De (6.2.53) junto con la hipdtesis B(vii) se tiene que

Rin-j($o +T~'2(A + &)y _ gy Rizhoi(bo + T-mA)I
T-p+1 T-p+1

< ;{T(ulFT—p(UT(¢o + T2 (A +¢)),Ui_hj(do + T7V*(A +¢)))

(6.2.65)
~ Fr_p(Ur(¢o + T™?A),Ui_i—j(¢o + T7Y/2A))|

| 72(

- ]2(

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Schwartz y (6.2.65) a S, ;(T, A, ¢) se tiene

$3i(T A e) < (T —p+1)7(T - p)K[Z[Jl( e 1 A0
T—j-p-1
xTYT—5—p)™' Y |sa(do + T2 (A +0))|
h=0
(6.2.66)
T
x[ 3 UT -p)/IFr—p(Ur(o + T7/?(A + ), Ui (do + T™/*(A + ¢))
t=p+1+A+j

— Froy(Ur (8o + T VA), Uros-s (o + T2 AN "7

De (6.2.66) se obtiene inmediatamente una expresién similar a (6.2.54 ). Por lo tanto

procediendo de igual manera que para 5,;(T,A,¢) resulta

(6.2.67) sup S2,;(T,A,e) 50, cuando T — o0, €9 = 0.
IHAlIS 40, ll€ll<eo
Sea
T—j—p-1
S (T, A, &) =TT —j—p)" 3 |sn(do + T 2A) = sp(¢o + T~'/*(A +))|
h=0
T
R, ¢ + T~ 1/2 A Ri_h_; ¢ +T'1/2A)
o 3 (G By, Bioanilbot TRy
t=p+1+h+j P p
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Aplicando la desigualdad de Schwartz y (6.1.2) a S3;(T,A,¢) se tiene,si T 2 2p+1

/2
S34(T, A, €) <(p + 1)K <o Z b [ }:w /(T - p>]
h=0 '
T~p
[Z[ TP HT - p)]
Luego
(6.2.68) sup S3;(T,A,e) 50, cuando T — 0, €g —= 0.
[ARS Ao, |I€]I< 0
Finalmente, (6.2.49) resulta de (6.2.51), (6.2.64), (6.2.67) y (6.2.68).
Se demostrard ahora (6.2.50).
Sean, para 1 <j<p,
T-j-p-1 T
ST A =TT —j-p)" > |sa(bo+T V2(A+e)l )
h=0 t=p+1+h+j

|2 (F(Us-p-j(0 + T2 (A + ) (F(Us(do + T~>(A +))))
— L(F(Ui(¢o + T?A))]

T—j—p-1 T
S5 (T A =TT —j-p)"" > [|sa(go+T2(A+e) D
h=o0 1=p+14+h+j

[Ty (F(Us (o + T 2A)) |2 F(U (12— (0 + T (A + ¢))))
— J(F(Ui—h-j(¢o + T~'/2A)))]

y
T—-j-p-1
Sy (T, Ae)=TVX(T=j-p)=' Y |su(do+T "?A) = sa(do + T /*(A +e))|
h=0
T
X Z | (F(Us(do + T 2A)) |1 J2(F(Ur-n-j (o + T~2A)))| .
t=p+1+h+j
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Luego

IT?W3. (Ur(do +T~/2A), ¢ + T~Y/2A,0)

—T'?W3 (Ur(do + T~ H3(A + €)),¢o + T~V2(A +¢),0)|
(6.2.69)
S S;,)(T) A» 8) + S;,,(T, A, ‘) + S;’J(T, A,C).

Se acotard ahora 53 (T, A,¢).

De (6.1.1) resulta

T
S3i(T A STV T —5—-p)'K > |Ja(F(Uis-j(do + T~Y2(A + 1))))]
t=p+1+h+j
x |[J1(F(Ur($o + T/%(A +¢)))) — L (F(Ui($o + T2A))),

Del Teorema del Valor Medio y de la hipétesis B(v) se tiene

|J1(F(Us(do + T2 (A + €))))=J1(F(Ur(¢o + T~/?A)))|
< K|Ui(do + T7Y2(A +¢)) = Ui(¢o + T7Y/?A)|.

Por lo tanto

[T (F(Ui($o + T~ (A + €)= N1 (F(Ui($o + T2 A)))

4
SKTV2Y ezl

i=1

De la hipétesis B(iv) se tiene
[a(F(Ur-b—j(bo + T (A + ) < K|Ui-h-j(¢o + T™/*(A + )|
Ademads

P
Ui—h—j(bo + T2 (A + ) S T2 3" |(Ai + €)Zsonmjmil + Uimi—jl-

=1
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Luego

sup 51T, Ae)<K(T-p-1)"'eg Y. (T,
[IAllL 40.]|€]|< o 1=p+1+h+j

P » P
x Z Z |Z¢n—j—iZi-t| + E Ut Zy1])
=1 =1 =1
Entonces

P sup S;’i (T, A,e)>6) < (E(K(T -pP- 1)'150 z (T—llzeo
A€ 40.]|€]|<e0

=p+i+h+j
P P P
(6.2.70) X E E |Z4—hmjmiZea| + Z 1o Zi—-ll)) /6
i=1 =1 i=1
Como E(|Zy—p-j-iZi—t]) S K y E(JUiZ:-1]) < K se tiene
PP ?
E(K(T-p-1)""a Y. (TVY Y |ZicsejmiZecl + ) [UiZeoi]) < oK.
t=p+1+h+4) 1=1 =1 =1
Luego de (6.2.70) resulta
(6.2.71) sup S1;(T,A,e) 20, cuando T = 00, €9 = 0.
|A}< Ao, |€] <o
Analogamente se obtiene
(6.2.72) sup S3,(T,A,€) 50, cuando T — oo, €9 — 0 .
IAlsAo,lelsfo
Argumentos similares y (6.1.2) llevan a
(6.2.73) sup §3,;(T,A,e) 2.0, cuando T = 00, ¢g = 0.

|A|< A0,l€]1< 0

Finalmente de (6.2.69), (6.2.71), (6.2.72) y (6.2.73) se obtiene (6.2.50). Esto completa la

demostracién de la parte (i).
Se demostrara ahora (ii).

De los Teoremas 3.1 y 4.1 de Bustos Fraiman y Yohai (1984) resulta que existe una sucesién
ET tal que TI/Q(ET — ¢@p) estad acotada en probablidad y

T1/2W§-(UT($T),3T,O) 2 0cuando T — 0 .
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Por lo tanto de (i) se tiene que
T1/2WT(R.T($1-), ar, 0) 3 0cuando T — .

esto completa la demostracién de la Proposicién. [

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1: De acuerdo con la Proposicién 6.2.4 se tiene
TY*W3(Uz(ér), é7,0) 20, cuando T — oo.

Luego 37- satisface el sistema de ecuaciones correspondiente a los RA-estimadores con
n(u,v) = J1(F(u))J2(F(v)) entonces el teorema resulta de Bustos, Fraiman y Yohai (1934;
Teorema 4.1).

7. Apéndice B.

PROPOSICION 7.1. Sea J una funcidn tal que
(7.1.1) | J(u)/dw! | < K(u(l—u))~~Y8+8 =01 ,0<u<l

para algin 6 >0

entonces

(7.1.2) TIEnwE([J(F(UP+1))_J(TRP+1 )]4) -

DEMOSTRACION: Sea

Ar =E ([J(F(Up+1)) - J(T P;;. 1)]4)

=E (E([J(F(U(Rrﬂ))) - J(-TR_P;;H_)]‘ IR;+1))
=(T-p)" Z E((FUG) = I(g=277)1)

En (7.1.1) se considerard el caso en que 0 < § < 1/8;si é§ > 1/3 la demostracién resulta

comparativamente mds simple. Sea §6; tal que

(7.1.3) 0< & <6
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También sean Ty = [(T —p)®] y To = T — p— [(T - p)*]. Se definen

I .
Az =(T-p) Y E(U(FUR) - I (z—T—7)1*)

= T—-p+1
T,
—(T — o\ -T7/8
Ara=(T =P 3 B(WUFW6) - Iy L)
T-p
)=/ -
Az,s =(T ) 8,_;“19([1(”,))) HgL).

Luego, como
7 = (T —p)"V/*(Ar, + Ar3 + Ars)
para probar (7.1.2) alcanza con demostrar que existe Tp tal que
IAT,ll + IATJI + lAT,a' S KsiT> To.

De (7.1.1) resulta
|7 ()] < K (u(L - u))7H/o¥.

Luego, existe T} tal que, si T > T, entonces

max |J(._J_)| < K max (( J )1 - ] )_lle
1<J<T-p T —-p+1" 7 1G<T-p\'T—-p+1 T-p+1
(7.1.4) < K(T —-p+1)1/8-4.

Sea ¥(y) la funcién de distribucién de J(F(U;)), por lo tanto ¥*(y) = ¥(y) — ¥(—y) es
la funcién de distribucién de |J(F(U;))|. También de (7.1.1) resulta quesi 1<k < 4

©o

(7.1.5) / y A+ det(y) < oo
0

Luego, para 1<k <4

14+6/2% k ) |1+6/2k
T, B FUH)I < B(, max T (EUNITTT)

< (T - P)/ yk(1+5/2k)(q,t(y))7'_p_1 d‘p.(y)
0
ot 1/2
<(T —p)( / y2h+e d'Il‘(y))
0
< ([ wwperar )
0
<K(T-p)'/? si T > T, para algin T3,
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esto implica que

(7.1.6) | Jnax IE(JH(FUG) < K(T —p)HCEHD i T > T,

Como

[J(F(U;)) -

Ty
ITII—(T—ﬁ"/—‘Ka ( T p+l)])

<(T — §,~7/8 J———4 4 __3
ST =) ( max W=t )44 s o Nl mrrtl

x max |E(J(F(Ug))l +6 max [J( )l max, |E(I2(FUH))

1<;<T 1< T - p+1

+4 max (=Ll max IBPFUG)I+ max (B FUHD)),

de (7.1.4) y (7.1.6) resulta

|A7,1] (T - p)"‘”‘K((T — pY2=48 4 4(T — p)3/8-38+1/(245)

+6(T _p)1/4-26+2/(4+6) +4(T - p)1/3-6+3/(6+6) +(T - p)"/(s‘”)).

Luego, si T > max{T;,T>} resulta |Ap;| < (T'—p)~* con a > 0 y en consecuencia
existe T3 tal que si T > T3 entonces |Ar,| < K.

La cota de Ar,3 se obtiene en forma idéntica a la anterior pues

Aral € @ =P~ max B(II(FWU) - I (=Ll

Para obtener la cota de |Ar3| se necesitan los siguientes resultados.

Se define, para 0<t<s<1

(7.1.7) g () ={(s - t)/s}'{(1—s+)/(1 - )}'~".
Luego
(7.1.8) sup g,(t) = g,(n) donde 0 < g,(n) < 1 para todo 0< s < 1,
0<n<
y
(7 1 9) sup0<l<q 195(3/2)(2/61I2). - 1| 0
1. . =&

69



También, a partir de las expresiones de la funcién de distribucién y de la funcién de densidad
del estadistico de orden @ para el caso de N v.a. uniformes, se tiene

N

(7.1.10) '(’:’) /0 Wl l—uVdu =) (1:’) uf (1 —ug)V "

r=s

Por lo tanto, del Teorema 1 de Hoeffding (1963), resulta

(7.1.11) sup (i) [T w0 -0 ) < a0

uoSi,N—i

De (7.1.7), (7.1.8) y (7.1.11) resulta

(7.1.12) sup sup {’(N) /‘;"o (1 - 'du} < [p(e, )Y,

0<e<ifN uo<if/N—1t i

donde 0 < p(e,n) < 1 yde (7.1.7), (7.1.9) y (7.1.11)

(7.1.13) sup sup z(z:r) /O‘“o w1 —u)V du} <M,

N|SiSN¢ uoSi,(2N)

donde 0 < p*(€) <1 para todo € > 0. Ademads, para todo k fijo

(7.1.14) (e, I /N7 > 0y [o* ()" [N7F 0,

cuando N — oo.

-Finalmente, por la continuidad de J'(u) en el intervalo abierto (0,1), se tiene que para

todo €> 0 y n > 0 existe v < € tal que

(7.1.15) sup sup |J'(uv+v)—J'(u)| <7
e<u<l—clui<y
Sean
(T -p)e]
Ar3 =(T -p)”"'* j_TZ“ B(L(FW,) - =571

T3 —{(T-p)el-1
Az =(T —p)~"/® Z E([J(F(U(i))) J(
J=(T-p)e)+1
SR )
Az 23 =(T —p)~7/® E([J(F(Uy)) = I(7——1*)-
J=T2 [T —p)e] T- p +1

T - p+1)]4)
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Luego
(7.1.16) Ara = Ar 12+ Ap 22+ A7 30

Se considerard ahora Ty +1 < j <[(T - p)e].

Sea
uy = j/2(T - p)
y sean
D;, —/ [J(u) - J(T p+ 1)]41-(T;P)uj—l(1_u)T-p-jdu
4uq _ ' '
ia= [ 1 =i (T )
(7.1.17)

1 .
J 4 T-P) —1 T—p—j
D;ax= J(u) - J(————— . Y 1—1u P Jdu_

Se observa que
Dial < [ @I+ (=g )ll‘( ) )u' 11— u)T~?) du
<[ uers(”; ”) W (1 - )77 du
#4 [ PGt (T ) - wy-r
(7.1.18) +6/0u |J(u)|°|J(T—i+—1)|2j (Tj ")w’-l(l—u)T-P-i du
#4 [ P G=Lpri (T P )w - o

. 4( );1 Tp-j
+/0 (e p+1)| “P) i1 (1 = u)T i du,

De (7.1.7) y (7.1.8) se tiene que

. i (1 j-1 1 - 1 -1 1 \T-p-j
J=1(1 TPJ< 1—= -
Wl -u) (2T p—1+2(T—p)) ( 2T —p—1 2(T—p))

=('1%T)j-l(l - T%T)T—P-j [gr‘-}—‘-r(%Ti;l— 1- 2(T1— p))]T-p—1
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Luego

IDJ'.1|S(T—P)[9,—,-(}>TJ;1_1 0(T1 p))]T_P_l
([ et a4t [ P @
+ 6l (=L)P / 19) |’ du+4|J(———jD+1)|°
« [ eld+ =21,

Del hecho que g,(t) es una funcién decreciente de t, de (7.1.4), (7.1.9) y de (7.1.14) resulta

que existe T, tal que si T > T4 entonces

(7.1.19) |D;j\| < K(T —p)~H®
Analogamente se obtiene

(7.1.20) IDj 51 < K(T —p)~"/*

Se acotard ahora D; ;. Del teorema del Valor Medio se tiene que existe 8,0 < 8 < 1 tal

que

4u, - .
. ____4 _ 4 4
Dial € [ (= g W Gu s 1= 0)5 =L )

X j (T N p) w31 — u)T~P~) du,
J

Ademds de (7.1.1), para u; < u < 4u; se tiene

. —-9/8+§

|J'(8u + (1 - 9)——)l <((9u+(1—9)—ﬁ)(1 - (1 —9)T——p+—1))
(1 =)~ <y ¥

Luego

(7.1.21) IDji2| < (ﬁ) -Q/QWE((F(U(J')) - E(F(U(j))))4)-
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Como

(7.1.22) ((F Uy) — E(F(Ujy))) ) (T{TTF’

de (7.1.19), (7.1.20) y (7.1.21) resulta

e46-5/2

A <Ke+K
I T)211| -— €+ (T _p + 1)15/3’

puede hacerse arbitrariamente pequefio con tal de tomar ¢ pequefio y T suficientemente

grande. Analogamente

|47,2,3] .= 0

Se acotard ahora Ar,3 3.

Sean u; = T_-{;ﬁ —Ny u= T_—J;-:-Tl + 1, por (7.1.15) se puede elegir n tal que
su J'(u) = J'(=———=)| <.
““ghl (u) (T_p+1)l 1
Sean

"/ W) - IHF—oT p+1)]4j(T;p)“j-'(1—u)T“’"'du
Dja = [ 100 = gt (7 7)o

Dy = / ) = 2Lt (77 7) w0 - =

Luego, se demuestra exactamente como en (7.1.19) que para T suficientemente grande

(7.1.23) |D} ;| < K(T —p)~*/®
y
(7.1.24) |D} 4] < K(T —p)~"/®
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Mais ain.

' . . . . '
ID}’QI S./ (u— F—;ﬁ)‘l'}l(eu +(1- 6)T+p+l|4j <T] P) w1 - u)T-P-J du
uy

J S A ] AT - . .
SIJ,(T—_—p-{-l)I / (U—T—_;’TrJ( jp)‘u’ 1 —w) TP gy
u

I() = I ([

+ sup T_pt1

1 Sulu;

U9 .
N4 T-p\ j-a _ \T—p—j
>n</“l (u T_p+1)]( i -)u (1-u) du

+ a7 (=—L—) ?
T-p+1

P = =L

sup
u; Sulus

us . T
J 4. p j=-1 Tep—y
X Y6 - — . u 1—u =1 4
/.. ( 1—P+1)J( J ) ( )

1
y 2
Jw)— T J
()= (5=557)

+ GlJ sup

vy <u<uz

us .
__J_ 4, T—p J=1¢q _ ,\T=p—-j
>-(/“l (u T—p+1)]( i )u (1—u) du

+ 4']’(—j—) ?
T-p+1

! J
(T_—p+1)

sup
y1<u<y;

J'(u) - J'(ﬁ)'

L' .
_ 3 T =P\ i-1q _ o\ T-p-i
><‘/ul (u T_p+1)J( ; )u (1-4u) du
N J 4 _ 1/2—46 4 _ 1/8-6_3
SKE((F(U:) -—T_p+1))[(T p+1) +7' +4T-p+1)""'n
+6(T = p+ 1)M4=272 4 4(T —p +1)/5-%].

De (7.1.22) resulta

|Dj, ] SK(T—;{—+1)3[(T —p+ 1)V 4 gt L (T — p+ 1)V/8=8p

(7.1.25) +6(T—p+ 1)1/4—25,72 +4T-p+ 1)3/8—36] ‘

74



Finalmente de (7.1.23), (7.1.24) y (7.1.25) se tiene
T3 -[(T—p)e]-1
lAz,3al (T =p)"1® D" D}l + D)l + D} 5l
(T -p)e)+1
T—p ]
<K@+ (T-p+1)7%2y —L
<K@2+(T-p+1) ;T_p+1
<K@+ (T -p+1)~1?)

Queda asi concluida la demostracién de la Proposicién. J§
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