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Resumen

En esta tesis se estudian temas de Matemditica Aplicada con el fin de
configurar un marco nuevo y preciso para el tratamiento de problemas de manejo
de sistemas naturales ecolégicos para los que no se han hallado métodos satisfactorios
de tratamiento ni solucién integral. Los pasos dados en el modelado, identificacién y
control éptimo de sistemas naturales ecolégicos agroforestales en el marco de las teorias
de sistemas generales y de control configura el punto de partida para la construccién
de un Sistema de Sustentacién de Decisiones (DSS) para manejo agrosilvopastoril en
el marco de bosques subtropicales. Se ha puesto un énfasis especial en el estudio y
solucién de problemas de la regién, como los que se presentan en los sistemas forestales
del norte de la provincia de Santa Fe, Argentina. Los métodos elaborados se aplican a
otros sistemas naturales y a sistemas organizados por el hombre: econémicos, sociales

y geogréficos.

En el pasado humano la organizacién del espacio fue un prolongado fenémeno
natural con marchas y contramarchas. El método de prueba y error que en muchos
casos ha conducido a la desaparicién de recursos de la superficie terrestre ha permitido
en ciertos casos la organizacién de sistemas naturales ecolégicos no totalmente
ineficientes. En la actualidad, en cambio, no es admisible la inherente lentitud de tal
proceso pues es necesario desarrollar metodologias que permitan resolver urgentemente
los problemas globales y simultdneamente organizar la preservacién del medio ambiente
que se encuentra seriamente afectada. En consecuencia se plantea en este trabajo un
conjunto de métodos tendientes a la solucién del problema de manejo correcto de los

sistemas naturales mencionados.
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En el capitulo 1 se ubican conceptualmente los problemas que se abordaran y
se mencionan referencias y resultados obtenidos por otros autores en temas anélogos.
Se establece la notacién en forma preliminar y se presentan las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi-Bellman (H-J-B) asociadas con el tipo de problemas en cuestién. Los problemas
estudiados son esencialmente no lineales. Cuando se los linealiza se reduce fuertemente
la aplicabilidad y calidad de los resultados. La no linealidad estd asociada a los sistemas
ecolégicos. Se mencionan algunos de los efectos del mal manejo de estos sistemas y

algunos de los elementos que deben tenerse en cuenta en los modelos que se construyen.

En el capitulo 2 se establece la clase de modelos que se utilizan para la dindmica.
Allf se toma partido por los modelos paramétricos globales. Estos modelos, que basta
tomar polinomiales, se identifican con técnicas que se introducen en el apéndice A3.
También se adoptan modelos del tipo entrada-salida en el apéndice A4 y se obtienen
alli modelos internos via realizacién. Se define la forma de las funcionales de evaluacién
de las estrategias de control y de su impacto sobre el sistema, y las funciones que las
constituyen. Se definen asimismo las llamadas funciones de valor asociadas con dichas

estrategias.

En el capitulo 3 se construyen algoritmos combinatorios basados en un enfoque
de recorrido exhaustivo para el control impulsional de sistemas ecolégicos definidos
por modelos logisticos. Su identificacién se ilustra en el apéndice A3. Ellos descansan
en la observacién de que la consideracién de todos los casos posibles se reduce a un
conjunto relativamente pequeno de evaluaciones si se satisfacen ciertas hipétesis sobre
los pardmetros. Este capitulo presenta la aplicacién del control de saltos al manejo de
recursos renovables. Allf se obtiene una definicién explicita de la estrategia 6ptima de
saltos en el caso de un sistema natural no lineal que modela ciertos tipos de bosques.

Los resultados estdn de acuerdo con una accién conservativa economicoecolégica. Los
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ejemplos desarollados en este trabajo asocian teorias nuevas de control de saltos con el

manejo de bosques naturales.

Las inecuaciones (H-J-B) del capitulo 4 son el comienzo de lineas alternativas
de ataque, mencionadas en la introduccién, que han sido aplicadas por otros autores a
problemas socioeconémicos y de manejo de sistemas econémicos. Se establecen nuevas
coordenadas en el espacio de estados para tratar las ecuaciones (H-J-B) sobre las
trayectorias y se introduce el caso de lagrangianos polinomiales y su efecto en los

célculos.

En el Apéndice Al se comparan los resultados de esta tesis con los métodos
cldsicos de manejo. Se muestra ademds que una accién de manejo del bosque que no
sea 6ptima, en general causa pérdidas significativas en el mediano plazo. Los ejemplos
que se presentan se complementan en el apéndice A2 con aplicaciones silvopastoriles
en el bosque Chaquenio (R. Argentina). Se discretizan los problemas y se comparan
los métodos propuestos. Se comparan los resultados con la optimizacién directa del
funcional en el caso r = 1. Se establecen los siguientes hechos: (1) los cortes deben
realizarse —por razones ecolégicas— con un espaciamiento de, por lo menos, un afio
—aque en la préctica es mucho mayor— y la biomasa remanente de la especie extraida
no puede ser inferior a un valor preestablecido, (2) en el periodo decaanual de estudio
(mediano plazo), el niimero éptimo de cortes resulta muy pequefio (o nulo), (3) hay en
general baja sensibilidad respecto de la cantidad cortada en el sentido que corrimientos
respecto de los valores éptimos no afectan en gran medida el resultado final. Los
algoritmos construidos se basan en estas condiciones, y los resultados coinciden con los

del capitulo 5.
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Nuevos algoritmos para los mismos problemas se construyen en el capitulo 5.
El enfoque es ahora variacional. Se comentan brevemente antecedentes desarrollados
por Menaldi y se comparan los resultados que se obtendrfan aplicando sus métodos, con
los de esta tesis, como introduccién a la segunda parte donde se describen los nuevos
algoritmos. Mediante ellos se determinan las componentes pertinentes del borde del
conjunto de continuacién, las que se utilizan para la definicién de la politica 6ptima de

manejo.

El siguiente capitulo es de conclusiones. El trabajo se complementa con
apéndices que ya han sido mencionados e ilustran otros aspectos de los problemas.
En el Al se compara con los métodos cldsicos. Los A2 y A5 conducen al programa
BALL, orientado al manejo agrosilvopastoril en el Bosque Chaqueno, primera versién
de un Sistema de Sustentacién de Decisiones (DSS por Decision Support System). En
el A3 se inicia el estudio de la identificacién de los modelos dindmicos y en el A4 se
presentan métodos de control de la evolucién temprana de rodales, estableciéndose
un nexo con el apéndice precedente. En éste se propone un método nuevo para
encontrar estrategias éptimas de fertilizacién en bosques implantados. El método
consiste bdsicamente en determinar aproximadamente las ecuaciones que gobiernan la
dindmica del sistema 4drbol-fertilizante, y luego aplicar métodos usuales de optimizacién
para costos aditivos. Se describe el procedimiento mediante un experimento real con
ejemplares de Eucalyptus rostrata. La ventaja principal del método consiste en la
posibilidad de tomar en cuenta sucesiones de aplicaciones de fertilizantes que puedan ser
distintas en magnitud y también efectivizadas en momentos distintos. Los resultados
producen recomendaciones sobre cudndo y cudnto fertilizante deberia aplicarse en una

plantacién similar para maximizar las ganancias globales.
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1. INTRODUCCION.

En esta tesis se presenta un conjunto de resultados tendientes a la construccién
de un Sistema de Sustentacién de Decisiones (Decision Support System, DSS) aplicado
al manejo de sistemas naturales ecolégicos. Usualmente un tal DSS consiste de: (i) una
metodologia para generar herramientas capaces de dar respuestas a los problemas miés
usuales planteados en un campo de aplicacién especifico, y (ii) las herramientas en si:
teoremas, algoritmos, reglas practicas, programas de computacién, etc. Se atacan aqui
parcialmente ambos aspectos. La obtencién de los resultados aludidos ha obligado
a recurrir a las teorias de sistemas generales y de control; y también al modelado,
identificacién y optimizacién de sistemas naturales; y de sus extensiones a sistemas

organizados por el hombre: econémicos, sociales, y geogréficos.

Mas detalladamente, los propésitos de este trabajo son:

o o presentar un marco nuevo y preciso para el tratamiento del problema de manejo

de sisternas naturales ecolégicos,

oo desarrollar criterios especificos para la obtencién de politicas de manejo,
adaptadas a las necesidades de desarrollo de tales sistemas, con un enfoque

de objetivos miltiples (econémicos, ecoldgicos, etc.)

oo comparar los resultados de los nuevos métodos con los que proveen algunos

enfoques clésicos de manejo,

oo adaptar técnicas de identificacién y de realizacién de sistemas al caso de los

sistemas agrosilvopastoriles,
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o o proponer algoritmos para determinar manejos silviculturales 6ptimos y subdp-

timos,

o o utilizar experimentos y simulaciones para conferir validez a los enunciados

abstractos, y mostrar la factibilidad de los algoritmos propuestos.

Se elabora principalmente sobre la teoria de control impulsional, para aplicarla al ma-
nejo de recursos renovables agroforestales. Se obtiene primero una definicién explicita
de la estrategia éptima para las extracciones o incorporaciones de recursos al sistema,
que se realizan como acciones de control sobre cierto tipo de bosques. Se extienden
luego los resultados obtenidos a sistemas con varias variables (bosque, especies fores-
tales, ganado pastando bajo monte). En este proceso, para la determinacién de los

controles éptimos se fundamentan y construyen algoritmos de dos tipos:

e combinatorios, tanto exhaustivos como probabilisticos, basados en la separacién
en el tiempo de las acciones de control. Estos algoritmos permiten determinar
directamente la polftica 6ptima (o un subéptimo adecuado a los requerimientos

del DSS).

e variacionales, basados en las formas integrales de las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi-Bellman que se deducen para cada caso en estudio. Aqui los algoritmos
permiten determinar los bordes de ciertos dominios distinguidos del espacio de

fases, elementos que permiten finalmente obtener la politica é6ptima.

Los propésitos enunciados comienzan a desarrollarse a partir del capitulo 2.
En el resto de este capitulo se tratan conceptos generales y referencias asociadas con

la tesis en sus distintos aspectos.
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SISTEMAS GENERALES Y SISTEMAS NATURALES.

Las teorfas mateméticas de sistemas y de control se han desarrollado de modo
altamente significativo en el presente siglo, en particular a partir de la década de 1950.
La teorfa clésica de control, desarrollada desde el siglo pasado con el fin de resolver
problemas de governabilidad de sistemas fisicos amplia sus orientaciones, enfoques y
métodos, que tienden en forma natural a las aplicaciones en las ramas més diversas
del saber humano y a nuevas estrategias para la resolucién, tanto de problemas que
acompaiian a la humanidad desde sus comienzos, como de los originados por los intentos
parciales de solucién a los primeros y las sorprendentes tragedias y fracasos generados
por esas acciones. Un ejemplo de estos es el aumento a nivel planetario de las 4reas

desérticas y la correlativa disminucién de las masas boscosas.

Un marco teérico dtil para una aproximacién general a los problemas de gestién
de sistemas naturales consiste en la construccién de un modelo simplificador de la
evolucién de algunas variables descriptoras de la realidad, representado por ecuaciones
diferenciales ordinarias de evolucién, o de ecuaciones en diferencias en el caso de
modelos con tiempo discreto; y la definicién de un medio eficiente para comparar
los resultados de la accién, que en los términos planteados consistird, en general, en
alguna funcién con codominio en los nimeros reales. Esta funcién de comparacién suele
presentarse como un funcional de beneficio (generalizado); en el que se incluyen los
efectos de las acciones disefiadas para lograr el manejo de los sistemas, y las respuestas
de los mismos. La simplificacién aludida es esencial a la modelizacién. Puesto que
uno de los objetivos es lograr entender las relaciones elementales del sistema que
estudiamos, en caso de elaborar modelos muy complejos lograrfamos crear un nuevo
sistema intermedio de “explicacién” casi tan dificil como el original. Por ejemplo, si

el modelo incluye muchas ecuaciones diferenciales, cada una para explicar un aspecto
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parcial del sistema, la evolucién en conjunto de las mismas puede “predecir” fenémenos

no observados, o contradictorios, o al menos dificiles de comprobar experimentalmente.

Los fenémenos se manifiestan al espf{ritu critico humano como relacionados. Un
aspecto importante del devenir de la ciencia es intentar establecer relaciones entre, o
sistematizar, los fenémenos. En este contexto, un sistema natural es para el cientifico
un conjunto de objetos de la realidad observable y sus relaciones, percibidas dentro
de un marco conceptual holfstico. Los sistemas naturales son pues el resultado de la
interrelacién entre el conjunto caético de fenémenos y el afin humano de establecer

allf un orden.

El resultado de ésta accién es la creacién de un ente abstracto que actia como
modelo (necesaria y deseablemente simplificador) del sistema natural, esto es el sistema

en los términos de la definicién expuesta mas adelante.

Cuando nos referimos a sistemas naturales en este trabajo pensamos en un
conjunto especifico de éstos: los sistemas ecolégicos en interaccién con el hombre,
es decir sistemas asociados al manejo de recursos naturales ecolégicos. Ejemplos
de éstos van desde el pequeno rodal implantado, pasando por los asentamientos
agrosilvopastoriles o las subcuencas hidricas integradas, hasta los procesos de avance de
la frontera de los desiertos y la deforestacién global. Entre los aspectos fundamentales
por tener en cuenta es necesario, por lo tanto, incluir el de medio ambiente y su nivel de
calidad. Estos son el resultado de la delicada interaccién entre la biosfera y la noosfera

en la superficie terrestre (ver Polanski, 1974).

En el presente siglo, merced al desarrollo de disciplinas como la Matemdtica,
la Informdtica, la Ecologia, la Economia y la Geografia, y soportada por el avance
tecnolégico en medios ordenadores fue posible que comenzara a desarrollarse una Teorfa

de Sistemas Generales, que ha podido concebirse como una coleccién de conceptos
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generales, principios, herramientas, problemas, métodos y técnicas asociadas con estos
nuevos entes, los sistemas (ver Klir, 1972 y von Bertalanffy, 1972). Por ejemplo
Mesarovic (1972) considera a la teorfa de sistemas como la que trata de explicar los
fenémenos o las construcciones conceptuales en términos de conceptos de procesamiento
de informacién y de la toma de decisiones. Desde un punto de vista formal un sistema
general serfa una relacién en un espacio producto, donde las componentes son los

‘objetos’ del sistema, admitiéndose dos aproximaciones posibles,
(a) la de entrada-salida
(b) la de obtencién de objetivos.

Un sistema es, en el contexto precedente, un conjunto de operaciones légicas
que actian sobre, y en las que actdian, una o més entradas (ver Bennet y Chorley,
1978). Estas conducen a la produccién por el sistema de salidas (y se pueden obtener

resultados).

Si es posible operar sobre las entradas para obtener unas salidas requeridas,
o cambiar el sistema (en el caso de los sistemas conceptuales) de modo de obtener
la salida deseada a partir de las entradas existentes, entonces se tiene un sistema de

control.

Desde los origenes de la humanidad la organizacién del espacio fue un fenémeno
natural surgente del nivel alcanzado de posibilidad de satisfaccién de las nece:sida.des
esenciales de los distintos grupos. Las tecnologias disefiadas a lo largo de siglos de
experimentacién real lograron optimizar, por un método implicito de prueba y error,
el manejo de los recursos naturales en locaciones particulares de nuestro planeta donde
fue posible mantener sistemas naturales que pudiesen gozar de cierta autonomfa. Asf
se ha producido una natural organizacién del espacio terrestre y del sistema de usos

de la tierra asociado al aprovechamiento de los recursos locales.
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En la actualidad no. El grado de crecimiento de la poblacién mundial lleva a la
necesidad y al desafio de organizar la preservacién del medio ambiente, que estd siendo
fuertemente afectado por los desequilibrios en los que se incurre. Con este fin resulta
esencial ensayar la optimizacién del uso de los recursos con que cuenta la humanidad
para su desarrollo. Esto es necesario pues no tiene sentido esperar que las nuevas
y necesarias tecnologfas se descubran como en la historia humana hasta la primera
mitad del presente siglo. Es necesario, en consecuencia, considerar cudl es la éptima
ubicacién (localizacién) para las cosas, cuél es el 6ptimo uso de las distintas 4reas, etc,
en un plazo breve, pues con las presentes acciones se estdn degradando rdpidamente
los sistemas. En ello tienen mucho que aportar las Teorias de Sistemas Generales, de

Sistemas de Control, y la Matemética Aplicada en general.

En este sentido, las aplicaciones de los resultados obtenidos en el presente
trabajo aspiran a la optimizacién de la conservacién y uso de uno de los més preciados
recursos naturales con que cuenta el hombre para el desarrollo integral del planeta,
el bosque tropical y subtropical (muy limitadamente renovable), en interaccién con la

accién agropastoril y el consiguiente asentamiento humano.

Hasta no hace muchos afios se ha actuado sobre el bosque con el mero fin de
reducir su cobertura. Se lo ha considerado en general como un recurso natural de
facil renovacién y susceptible de un consumo ilimitado. Ello no es asf, lo que se ve
claramente en la actualidad. De hecho, el sistema ecolégico asociado al bosque natural

parece comportarse como un recurso natural no renovable y agotable en gran medida.

M4s adelante en esta introduccién, y en el apéndice Al, mencionamos
resumidamente algunos de los estilos de manejo usuales y sus consecuencias en lo

que respecta a bosques naturales y al manejo agrosilvopastoril (ver apéndice A2).
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SISTEMAS DE CONTROL. CONTROL OPTIMO.

En un afin simplificatorio (parsimonia) podemos considerar, siguiendo a R.
Bellman (1971), que un sistema es un vector de estados y una regla para determinar
su comportamiento en el tiempo. Pero, jcé6mo se compadece esta elegante definicién
matemdtica de sistema con los sistemas naturales previamente mencionados? Es obvio
que a partir de la observacién de un sistema natural se pueden ensayar numerosas
realizaciones concretas de sistemas matemdticos; el sistema real las incluye y es por
supuesto miés rico que la agregacién de modelos que podamos ensayar mediante la
aplicacién de diversos criterios como los de similaridad, analogia y equivalencia, a su

vez relacionados con el concepto de isomorfismo.

A la definicién previa podemos agregarle las nociones de vector de control y
de resultado de la evolucién, donde la eleccién del control se decide por el beneficio
deducido de este. En los sistemas que involucran decisiones de sus conductores se
plantea el incremento de las presiones sobre éstos para adecuar las acciones a la
creciente interaccién entre los sectores fisicoecolégico y socioeconémico de los sistemas
geogréficos. En el primero la influencia positiva humana es limitada; no asf la negativa,
aunque ambas son potencialmente decisivas. En cambio, en el segundo, el controlador
es parte del sistema. Cuando se integran ambos aspectos se ve la necesidad actual de
la planificacién, por razones de supervivencia, de las acciones de la humanidad sobre

el medio natural.

El principio de optimalidad de Bellman (1971) nos dice que “una politica
6ptima tiene la propiedad de que, sean cuales fuesen el estado inicial y la decisién
inicial, las decisiones restantes deben constituir una politica 6ptima respecto del estado
que resulta de la primera decisién”. Utilizdndolo para el estudio de los problemas

del control éptimo moderno andlogos de los cldsicos del Célculo de Variaciones (ver
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Fleming y Rishel, 1975), podemos obtener las correspondientes ecuaciones de evolucién
de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B) del control éptimo (ver Bellman, 1971) en el caso
clésico. Este enfoque permitird tratar los problemas de control de sistemas naturales,
los que, en general, hacen necesario el planteo de modelos no lineales (la linealizacién
de los mismos suele conducir a la trivializacién de los resultados y, de este modo, no

permitir la determinacién de polfticas éptimas).

Para poder discutir méas formalmente algunos aspectos de las posibles aplica-

ciones, sentemos previamente algunas definiciones y propiedades generales.

De acuerdo con Sussman (1977) un sistema de control £ queda definido por la

especificacién de,
(i) Un espacio de estados O
(ii) Un espacio de control U
(iii) Una clase de funciones de control admisibles U

(iv) Una ecuacién diferencial ordinaria,

y=g(y,u) con ye€O,uel,u(s)€,
(11)
y(t)=z con z€O.

Si ademds puede darse,
(v) Un espacio de salidas P
(vi) Una aplicacién de salida ¢ : O — P

se tiene lo que se denomina un sistema con salidas o simplemente un sistema.
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Para dichos entes podemos enunciar el siguiente problema general de optimi-
zacién (ver Fleming y Rishel, 1975 por més detalles). Dado un conjunto C asociado

con L y una funcién real

J:C — R,

que evaltia de alguna forma el comportamiento de ¥ en C, encontrar un elemento
c* € C tal que
J(c*) > J(c) VeeC.

Supongamos que ¢* € C y
J(e*) > J(e)
para cualquier ¢ € C. Entonces, si
w:le,bcR—C

es tal que w(s*) = c*,y Jow es suficientemente suave (en algin sentido, de modo
que sea posible definir sus derivadas), se tendrd que la derivada primera de Jow
se anulard en s = s% si s* estd en el interior del segmento [a, ], que en ese punto la
derivada segunda serd menor o igual que O y que, en el caso que el punto s* coincida con
alguno de los extremos del segmento, se tendré la correspondiente desigualdad amplia
para la derivada primera. Las definiciones especificas de derivacién que se utilizardn

dependerén de las propiedades del espacio C.

Para definir el problema general cldsico de control 6ptimo conviene restringir
la nocién de sistema previamente expuesta. Al espacio de estados O lo supondremos

un abierto de IR", al espacio de control U C IRP convendr4 tomarlo cerrado.

Sea entonces

g:Ry0xOxU-—1R,
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la funcién g¢(s,y,u) que rige la dindmica del sistema y
h: R, x 02 — R,

la funcién h(t, T, z,yez(T)) que define las restricciones de la evolucién, ambas suficien-
temente regulares. Cuando adem4s se desea obtener un resultado relacionado con el

sistema, se tiene el siguiente problema general cldsico de control éptimo:

e Encontrar un par factible (Z,#) (en el sentido definido a continuacién) tal que

el correspondiente resultado J(Z, %) sea méximo, donde

e U es el conjunto de funciones u(s) continuas a trozos, con valores en U, cada

una definida en el intervalo [¢,T] C R>q.

e La solucién de
v = g(s,y(s),u(s))
(1-2)
y(t) =z,

es una trayectoria que corresponde al control u(s) y la condicién inicial z.

e La funcién

hl(tt T; T, Yiz (T)),

con y(s) solucién de la ecuacién diferencial previa es el resultado

J(z,u) = h1(t, T, z, vz (T)),

e las funciones

hJ.(ts T,z, yta:(T)) j =2,---,k,

son las condiciones finales para las trayectorias del sistema (k puede eventual-

mente ser igual a uno y en tal caso no haber tales restricciones).
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o En este contexto un par (z,u) se dice factible (lo que depende de t y T) si hay
una solucién y(s) de la ecuacién diferencial con condicién inicial y(¢) = z y

condiciones finales h;, con j > 2, satisfechas por y(s).

La definicién previa es pasible de generalizacién formal, sea para ello la funcién
f:RyoxOxU— R,

con f(s,y,u) suficientemente regular; es posible entonces considerar el resultado

T
J(z,u) =/t f(s,y(8),u(s))ds,

o una combinacién

T
J(z,u) = h1(t, T, z, ¥tz (T)) +/; f(s,y(s),u(s))ds.

Con el fin de ilustrar brevemente los métodos cldsicos, resulta conveniente
presentar el enfoque via programacién dindmica. Con la notacién previa, y dado que
el problema de optimizacién es maximizar el resultado sobre los controles u(-) factibles
para la condicién inicial (¢, z) —es decir tales que el par (z,u) sea factible—, se define
la funcién de valor

V(t,z)= sup h(T,y(T)),

u factibles

Y, en el caso de no existir controles factibles, entonces se establece V (t,z) = oo.

Para la demostracién del teorema que enunciamos a continuacién ver Fleming

y Rishel (1975).

Teorema. Sea (t,z) un punto interior del conjunto

Q = {(t,z) € R™*" : hay control factible para(t,z)},
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en el que la funcién V (¢, z) = supy factible 21 (T, ¥(T')) es diferenciable. Entonces V (¢, z)

satisface la desigualdad

avV vV
—_— — < .
3t + aﬂ:g(:z:,v,t)_o YveU

Si hay un control éptimo v*(:) factible para (¢, z) entonces la ecuacién diferencial

oV 8V
3:%{'5 + Eg(z,v,t)} =0,

tiene solucién y el méximo se alcanza por u*(¢)*, limite a derecha del control éptimo

en t. O

La ecuacién del teorema se denomina ecuacion diferencial en derivadas parciales
de la Programacién Dindmica, o ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman. Si existen
controles éptimos, la funcién de valor debe satisfacerla en cada punto interior del
conjunto Q en el que sea diferenciable. Surge asf el interés en estudiar la regularidad

de la funcién V (ver al respecto Caffarelli y Friedman, 1978, 1979).

Enfoquemos con fines ilustrativos el mismo problema pero con un resultado

T
J(T,z,u) =/; [(y,u)ds,

(en forma andloga al desarrollo en el capitulo 6 de Bellman, 1971) y una ecuacién

diferencial de evolucién .
v =g(y,u)

y(O) =z,

y andlogamente definamos

V(T,z) = max J(T,z,u).

Sea

v = u(0) = v(T, z),
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podemos escribir aproximadamente

y(8) = z + g(z,v)$,

/6 f(y,u)ds = f(z,v)6.
0

Por otra parte, también aproximadamente

T
max fly,u)ds =V (T - 6,z + g(z,v)6),
vls,1) /8

de modo que
V(T,z) = mg:x{f(:c,v)& + V(T -6,z + g(z,v)6)} + o(5).
Pero también
V(T -6,z + g(z,v)6) = V(T,z) + (¢Vz — V1) + o(8),

con lo que
Vr = max{f(z,v) + g(z,v)Vz},

y con la condicién inicial V' (0, z) = 0.

La funcién V (T, z) es la que define la polftica. Para obtener vpay derivamos la

" expresién entre llaves e igualamos a cero.

En consecuencia

Vr(T, z) =f(z,vmax) + 9(Z, ¥max)Vz(T, z)

_ _ Jfu(z, ymax) (2-3)
Vz(T’ :B) - Gu (-'5» vma.x)
o bien
Vp=f—- 95—"
Y (1-4)
Ve=— &
Jv



Si pensamos en 0 = fy + gyVz como una ecuacién que determina v en términos

de Vz, es decir v = I(z, V), se puede escribir
Vr = p(z,Vz)
V(z,0) =0
donde ¢ surge de reemplazar v por ! en (1-3). Esto determina V (T, z) como solucién

de un problema de valores iniciales.

CONTROL IMPULSIONAL

A los problemas mencionados se puede superponer con naturalidad la posi-
bilidad de discontinuidades ex6genamente impuestas a las trayectorias del sistema.
Bensoussan y Lions (1975) presentan una metodologfa general para el tratamiento de
estas situaciones fundado en el estudio sistemdtico de las desigualdades cuasivariacio-
nales, es decir que extienden las ecuaciones de H-J-B del control continuo. Cuando
se admiten tales discontinuidades resultan los problemas de control impulsional a los
que se asocian las ecuaciones e inecuaciones de Bellman generalizadas, que expresamos

para diversas situaciones en el capftulo 4.

Varios trabajos recientes se ocupan del problema impulsional determinista.
Los hay, entre otros, con punto de vista eminentemente teérico: Barles (1985), que
demuestra que la funcién de costo 6ptimo de un problema de control impulsioﬁa.l
determinista es la tnica solucién de viscosidad de una desigualdad cuasivariacional de
Hamilton-Jacobi (H-J) de primer orden en IR"; Menaldi (1980, 1982a y b, 1987, caso
degenerado), que caracteriza el costo éptimo de un problema de control impulsional
(respectivamente de tiempo de detencién) como la solucién méxima de una desigualdad
cuasivariacional (respectivamente variacional) de primer orden, y da estimaciones de

la velocidad de convergencia uniforme de la sucesién de problemas de tiempo de paro
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asociada. Con propuestas de resolucién numeérica: Gonzdlez (1980) en su tesis se
ocupa de la ecuacién de H-J del control determinista; los puntos principales se tienen
en Gonzélez y Rofman (1985a y b), donde se estudian los problemas de control éptimo
determinista con tiempo de detencién y controles continuos e impulsionales, tanto en
el caso estacionario como en el no estacionario. Se obtiene el costo 6ptimo utilizando
un método de aproximacién al considerarlo como el elemento maximo de un conjunto
adecuado de subsoluciones de la ecuacién de H-J asociada, y enfocando la solucién
numérica de las aproximaciones con un método del tipo de relajacién. Con solucién
explicita en un caso si'mpliﬁcado y linealizado: Sulem (1986b), que determina la
politica de érdenes de compra para el control impulsional de un sistema determinista
de inventario de dos productos sujetos a una dindmica constante de demanda y a
costos lineales a trozos (de acumulacién y de escasez). Obtiene explicitamente el costo
4ptimo como la solucién més suave de una desigualdad cuasivariacional bidimensional
y da una construccién exacta de la frontera del conjunto de continuacién, lo que
permite determinar la polftica éptima. Asimismo Sulem (1986a) considera el caso
estocéstico monodimensional con un tratamiento similar. Asocidndolo al problema de
desigualdades cuasivariacionales: Bensoussan y Lions (1978, 1982), que desarrollan las
ecuaciones correspondientes a la versién estocéstica, pero que pueden reducirse al caso
determinista; Perthame (1985); Menaldi (1982b) que ya mencionamos (en el capftulo 5
se reconsideran los resultados de este articulo). Rempala y Zabczyk (1988) dan una
demostracién de una versién del principio del médximo de Blaquiére (1977) para Control

Impulsional determinista.

Los textos de Bensoussan y Lions (1978 y 1982) inician un desarrollo del tema
de las difusiones estocésticas (ver Menaldi y Robin, 1983; Liao, 1984; P.L.Lions,
1981 y Perthame, 1984) y més generalmente de las funciones (procesos) de Markov

(Robin, 1978; Lepeltier y Marchal, 1984; Mosco, 1985) en este contexto, basados
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en el enfoque teérico de P.A.Meyer (1975). Los articulos de Menaldi (1980, 1987)
desarrollan en un marco estocistico los aspectos descriptos més arriba para el caso
determinista. Las principales hipétesis que se asumen son: coeficientes Lipschitzianos
para la difusién, crecimiento polinomial de las variables, y funciones y evolucién en
todo el dominio. Obtiene resultados de existencia de politicas éptimas. Menaldi
(1988) concentra una revisién de los resultados de aplicacién a Teorfa de Control
de la Programacién Dindmica Estocdstica. Mazziotto et al. (1988) presentan un
resultado de existencia para Control Impulsional con observaciones parciales. Bancora-
Imbert, Chow y Menaldi (1988) lo aplican a un sistema mecénico donde el control estd
orientado a minimizar las vibraciones aleatorias del sistema, utilizando el Principio de

la Programacién Dindmica para obtener la ecuacién H-J-B asociada.

Paralelo al problema de los fundamentos metodolégicos nos planteamos el de
las aplicaciones de la teoria. En nuestro caso atacamos, por un lado, el manejo integral
de los sistemas ecologicogeogrédficos asociados al bosque natural, y por otro, el de los
sistemas agrosilvopastoriles. En tal sentido interesan en primer término los avances
en los métodos de modelado de la evolucién de tales sistemas, en escala pequefia y en

gran escala.

Un enfoque posible para determinar el control sobre el sistema natural (ver
Tait, 1986) es el uso de Programacién Dindmica (ver también Meneses y Olivares
(1982) donde se presenta un modelo de programacién dindmica para la determinacién
de la estrategia de raleos y corta final en rodales de Pinus radiata D. Don.), método
que fuera inventado por R. Bellman. Los algoritmos que desarrollamos en el capftulo 3
admiten una reformulacién utilizando esta teorfa. En el apéndice A4 se exhibe un

ejemplo de aplicacién.
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Las ecuaciones H-J-B de los problemas de control en general han sido tratadas
por numerosos autores. Por ejemplo Gonzélez (1976) considera la funcién costo éptimo
de un problema de control como el elemento maximal de un conjunto convenientemente
elegido, que contiene todas las soluciones de la ecuacién de H-J (ver también Gonzélez,
1980). Carlson (1985, 1986) desarrolla la Teorfa de Carathéodory-Hamilton-Jacobi.
Snow (1967) aplica esta teoria en control éptimo. Otros autores que han estudiado
distintos aspectos teéricos de estas ecuaciones son Bardi (1985), Barron (1985), Engler
(1986), Haslinger y Roubiek (1986), Mignot y Puel (1976, 1984), Perthame (1983,

19852, 1985b), Burch (1977), Koike (1987).

En los capitulos 4 y 5 se obtendrdn las ecuaciones H-J-B para el caso de
los problemas de manejo de sistemas naturales que deseamos resolver, y también sus

versiones integrales.

SISTEMAS AGROFORESTALES.

La optimizacién de sistemas naturales y ambientales con objetivo economicoe-
colégico ha sido histéricamente una meta inalcanzada de la humanidad. En los dias
presentes la economia del corto plazo dicta usualmente las politicas de manejo, y ellas
resultan en consecuencias desatrosas desde el punto de vista ecolégico. Ademds, ello
redunda en malos negocios de mediano y largo plazo, sobre todo cuando se desea y
logra incluir en la evaluacién el costo asociado al deterioro ecolégico, lamentable he-
rencia dejada a las generaciones futuras. Entre las razones de lo descripto se cuenta
una ansiedad generalizada por planificar y ejecutar operaciones financieras de corto
plazo debidas al fenémeno de la inflacién, y posiblemente a otros no reconocibles tan
explicitamente. Es nuestra opinién que también se adolece de la falta de herramientas
analiticas simples que puedan ayudar en el el modelado y control de los sistemas na-

turales con eficiencia. En el caso de los bosques, existe un sélido cuerpo de literatura
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que estudia varios aspectos de su modelado y manejo, pero en su gran mayoria dedi-
cada al caso de bosques implantados en zonas templadas y frias de nuestro planeta.
Es muchfsimo menor (aunque en crecimiento) el niimero de aportes sobre el manejo

combinado de los recursos.

Modelos de largo plazo.

En el largo plazo los bosques son ecosistemas dindmicos, con una mortalidad
continua en las poblaciones de drboles balanceada por su gran capacidad reproductiva
(Shugart y West, 1981a). Es muy importante entender cémo se afectan estos
ecosisternas por las acciones naturales y principalmente antropogénicas sobre el medio
ambiente en el mediano y largo plazo, pues para entender y manejar ecol6gicamente
a los bosques, éstos deben ser pensados como ecosistemas muy grandes y duraderos
en el tiempo. La optimizacién del manejo en el corto plazo debe ser, en consecuencia,
sintonizada con la nocién de sucesién. Un buen nimero de los métodos corrientes de
manejo tienen, sin embargo, una conceptualizacién estitica de los sistemas naturales
y, en consecuencia, las acciones desarrolladas han conducido a la degradacién o

destruccién de los mismos.

La dindmica de largo plazo de los sistemas forestales se ha estudiado segiin las

* tres categorias de organizacién siguientes (Shugart y West, 1980):

(1) los modelos de 4rbol, que toman al 4rbol individual como la unidad bésica del

simulador forestal (ver Dale et al., 1985),

(2) los modelos de claros, que simulan atributos particulares de cada 4rbol

individual en unidades espaciales predeterminadas (claros), y

(3) los modelos de bosque, que toman al bosque como punto focal del modelo de

simulacién.
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Estos modelos teéricos parecen ser necesarios en el estudio de sucesiones. En el corto
y mediano plazo el enfoque via modelos empiricos los complementa adecuadamente,

poseyendo la ventaja adicional de una relativa mayor facilidad de control que estd muy

dificultada en los primeros.

Simulacién de corto plazo.

Hay una actividad creciente de creacién de modelos de ecosistemas forestales.
Ewel et al. (1978) utiliza el simulador CSMP (Continuous Systems Modelling Program)
para calcular la evolucién de un rodal de pinos (Pinus elliotti) durante 30 afos,
sometido a varias acciones de manejo. Para Ewel (1987) el uso de modelos para
el manejo de recursos es cada vez més apropiado debido a la creciente complejidad
de las metas del manejo. Sin embargo ciertos factores limitan la complejidad de
los modelos que se disefien para alcanzarlas: la masa de informacién necesaria para
construir y simular el modelo, y el error inherente al proceso de integracién entre
otros. Los modelos que describen solamente alguno de los procesos bdsicos en un
ecosistema pueden ser utiles a pesar de su simplicidad. Los mds complejos, que
describen ecosistemas enteros, son mds ttiles solamente cuando son parte de un
proyecto de investigacién en marcha. Garcia (1983) desarrolla un modelo y un
‘procedimiento de estimacién para predecir el crecimiento en altura de rodales de edad
uniforme. Se modela por una ecuacién diferencial estocéstica cuya parte determinista
es equivalente al modelo de von Bertalanffy y Richards (generalizacién del modelo
logistico de Verhulst). Garcfa (1984) desarrolla un modelo de espacio de estados para
el crecimiento de pino (Pinus radiata) en el que los raleos son modelados como saltos
en las trayectorias. Bailey y Ware (1983) desarrolla una medida del tipo y nivel de
raleo y su relacién con otros atributos del rodal, y compara el crecimiento del rodal

con raleos y sin ellos. Dennis et al. (1985) evalia la calidad de los modelos que se han
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aplicado. Gran nimero de ellos provienen de ecuaciones de regresién empirica, y su
propuesta es construir modelos conceptualmente mejorados, basados en el conocimiento
biolégico del crecimiento de los 4rboles. Hellman (1979) despliega un modelo con
distribucién por edades y efecto de sombra sobre los renovales asociado al aumento de la
densidad. El crecimiento se regula por talas y plantado de semillas. Metzler y Gockert
(1988) modelan la dindmica de crecimiento de un bosque afectado por contaminacién
atmosférica. Holmberg et al. (1979) discuten la necesidad del modelado y la simulacién

en ecologia vegetal.

Los conceptos de validacién y realismo de modelos ecolégicos son reconsiderados
por Cale et al. (1983) en términos del dominio de aplicabilidad de un modelo. La
ambigliedad en la aplicacién y la conceptualizacién de la validacién de un modelo
(ecolégico) es un problema que incide en la capacidad para determinar la utilidad del

mismo.

Manejo combinado.

El manejo combinado, necesario en bosques tropicales y subtropicales, ha tenido
una mejor consideracién en los dltimos afios. El manejo de los bosque templados y
frfos orientados a la produccién masiva de madera no ha sido enfocado desde este
punto de vista salvo en casos aislados. En el apéndice A2 se considera el caso del

bosque subtropical Chaqueno.

f\lvarez-Buylla Roces et al. (1989) describen y analizan los principales compo-
nentes del proceso de produccién en los solares de una comunidad tropical mexicana,
a saber: las prdcticas de manejo, los medios de trabajo, y la cantidad, calidad y dis-
tribucién temporal de la produccién. El cincuenta por ciento del bosque tropical del
sureste de México ha sido talado para asentar pasturas y cultivos agricolas. Hay ven-

tajas ecolégicas, tecnolégicas y productivas de los sistemas agroforestales alternativos
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respecto de tales monocultivos, sin embargo el impacto actual del manejo combinado a
nivel regional es restringido, debido a la pequefia 4rea cultivada bajo este sistema con-
trario a la expansién de la frontera agricola. Una ventaja de las técnicas agroforestales
en los solares es que no exigen grandes inversiones para su desarrollo. A ello se suma

la diversidad de la produccién y el reservorio genético involucrado en los mismos.

Los aspectos econémicos del Eucaliptus en agrosilvicultura y sus efectos sobre
los cultivos agricolas han sido estudiados por Ahmed (1989) mediante observaciones
realizadas en establecimientos y suministrada por granjeros progresistas en India, con
el objetivo econémico de obtener la mayor tasa interna de retorno con minima pérdida

para los cultivos agricolas.

Las nuevas técnicas de manejo combinado agroforestal que han sido desarrolla-
das en diversas partes del mundo han de permitir aliviar el problema de la deforestacién
y concurrente degradacién de las tierras agricolas en las naciones tropicales y subtropi-
cales (Duchhart et al., 1989). Pero las soluciones no pueden limitarse a localizaciones
puntuales, por la incidencia ecolégica y social de esos procesos. Por ello es necesa-
ria la planificacién, ya que la agrosilvicultura requiere una perspectiva holistica a ser

‘mantenida durante el largo perfiodo de implementacién.

Modelos economicoecolégicos.

Los avances recientes en la teoria econémica del manejo de bosques con arboles
de varias edades son integrados por Rideout (1985) y expresados en términos de anilisis
de flujo de caja. La metodologia financiera estd basada en el concepto de valor del

bosque manejado en el largo plazo.
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Teniendo en cuenta la estructura impositiva, Koskela (19892 y b) da un anélisis
detallado de las decisiones de tala de drboles bajo precios inciertos y sin racionamiento
del crédito o con él. Los tres tipos de impuestos considerados son: la tasa fija
(independiente de la cantidad talada, integra la constante Dg del capftulo siguiente),
la tasa unitaria (proporcional al volumen extraido), y la tasa de rendimiento (asociada

al retorno por la tala).

Andersson et al. (1984) y Andersson y Lesse (1984) estudian el sector forestal
desde un punto de vista global. En la seccién 4.2 del primer trabajo desarrollan la
teorfa cldsica del manejo forestal y aplicaciones de la teoria de control éptimo, lo que
complementan con consideraciones del impacto ecolégico de las decisiones del sector

forestal.

Basado en la premisa de que el manejo de bosques y las inversiones en nuevas
plantas procesadoras son decisiones de largo plazo, Lonnstedt (1986) considera vital
para las empresas involucradas a la planificacién. Su modelo de largo plazo del
sector forestal consiste de dos sectores competidores simétricos —el sector doméstico
y los sectores competidores de los restantes pafses—. Cada sector incluye desde el

-crecimiento de la madera hasta el consumo de los productos de la industrializacién.

Desde otro punto de vista Hellman (1980) supone que un grupo de plantas
productoras de celulosa se construirdn en una regién forestal de un pais en el que el
bosque (templado-frio) serd cultivado con el solo propésito de suministrarles materia
primera. El uso de grandes méquinas taladoras impide la seleccién de los 4rboles por
cortar. Esto obliga a la divisién en subbosques m4s pequefios y uniformes para los que

se obtienen los valores adecuados de estado estacionario.
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La integracién de los modelos econémicos y ecolégicos de manejo de recursos
naturales es tratada por Braat y van Lierop (1987). Le dan bases teéricas al modelado
interdisciplinario que se ha ido desarrollando en los iltimos tiempos. Los modelos
economicoecolégicos difieren de los monodisciplinarios ‘extendidos’, en que incluyen
representaciones adecuadas tanto de los procesos involucrados y de los componentes
econémicos como de los ecolégicos. En su apéndice B (pdg. 301-304) se incluyen

referencias de modelos integrados y a continuacién una abundante lista de referencias

(pég. 305-329).

El servicio forestal de Estados Unidos de Norteamérica ha adoptado un modelo
de programacién lineal (FORPLAN, ver Garcfa, 1988) como la principal herramienta
analftica para la planificacién integrada del recurso requerida por la ley nacional de
manejo forestal de 1976. Esta ley que enmienda la de planificacién de bosques y
recursos naturales renovables, requiere el desarrollo e implementacién de planes de uso

de la tierra y recursos para cada uno de los 155 parques nacionales.

Optimizacién forestal.

En el apéndice Al comparamos nuestros resultados con el modelo lineal simple
de Clark y DePree (1979) para el raleo y rotacién éptimos de rodales implantados en
-zonas templadas. Hultkrantz presenta un modelo lineal por edades que es usado para
calcular programas de tala optimales en el largo plazo. Sus resultados indican que si
se tiene una distribucién de edades, altas talas pueden resultar 6ptimas aun cuando
los costos de ajuste puedan ser relativamente altos. Gorriga et al. (1988) presenta
un problema de control de tiempo éptimo de un rodal, teniendo en cuenta las clases
diamétricas. Se utiliza el principio del médximo de Pontryagin para reducirlo a un
problema de frontera de dos extremos cldsico. El algoritmo se aplica a un modelo

con tres clases diamétricas en computadoras personales. Chaudhuri y Sen (1987)
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desarrollan un modelo con estructura de edades para determinar la politica éptima para
cortar y talar 4rboles de una especie particular en un bosque, con el fin de maximizar
el rendimiento total en un perfodo especifico de tiempo. El modelo toma en cuenta el
tiempo en que los 4rboles deben ser talados, cudntos de ellos y de qué edad. El articulo
de Sinuany-Stern et al. (1986) da un modelo para hallar la politica éptima de raleo en
un bosque de pinos en Israel. Se simula el crecimiento del rodal bajo varias acciones

de raleo y se estiman las funciones de crecimiento anual por métodos de regresién.

Reed y Errico (1986) construyen un sistema dindmico que describe la evolucién
del bosque bajo el impacto de tala y la posibilidad (aleatoria) de fuego. Cuando el
fuego se trata en forma determinista, esas ecuaciones pueden utilizarse para formular
un problema de tala éptima que se resuelve por programacién lineal. Varios modelos
forestales (e.g. FORPLAN, mencionado més arriba) no permiten modelar pérdidas
catastréficas resultantes del fuego u otros agentes, sin embargo los efectos de tasas

relativamente pequeiias de fuego pueden ser dramdticos.

MANEJO DE SISTEMAS AGROFORESTALES.

La desaparicién acelerada de la cobertura boscosa natural de la tierra y los
procesos de desertificacién sugieren, entre otras conclusiones, que los bosque nativos
han sido muy mal manejados, y que su riqueza se estd dilapidando. Uno de los
objetivos de este trabajo es mostrar cémo la Teorfa Matemdética de Sistemas y la Teoria
de Control, en particular Control por Saltos o Impulsional, pueden ser ttiles para
definir las politicas éptimas para las extracciones en ecosistemas forestales. Ha habido
variado niimero de intentos de aplicar control impulsional a problemas de manejo en el
pasado. Por ejemplo, Bensoussan y Tapiero (1982) que efectuan una revisién de Control

Impulsivo y sus aplicaciones en ‘management’, dan condiciones para controles éptimos
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en aplicaciones a control de inventarios, expansiones de capacidad instalada, despacho
de vehiculos, inspeccién de mantenimiento, y problemas de fijacién de precios, en un
marco estocdstico, y relacionan el control impulsional de inventarios con los problemas
del tipo (s,S); Blaquiére (1985), que considera un sistema dindmico sometido a un
control éptimo de retroalimentacién de modo que la evolucién del estado estd sometida
a saltos y cambios continuos, para horizonte finito o infinito, aplica los resultados al
problema del cuidador de motel; Seierstad (1985), que demuestra la existencia de un
control éptimo en un problema donde la dindmica y la funcional contienen un control
que es una medida de Lebesgue-Stieltjes, lo aplica al problema de expansién de una
firma; Getz y Martin (1980), que considera problemas de control éptimo dependientes
de pardmetros en tiempo continuo con discontinuidades en la variable de estado en
un nimero finito de tiempos del interior del intervalo de evolucién, aplica el principio
del méximo impulsional al manejo de pesquerias; Eastham y Hastings (1988) que lo
aplican al problema del inversor que maneja un conjunto de titulos sometidos a una
dindmica regida por una ecuacién diferencial estocdstica, construyen una desigualdad
cuasivariacional de la que obtienen los controles que deben ser aplicados para optimizar
la utilidad total de consumo, y resuelven el problema en dimensién uno; Costa y Davis
(1989), luego de estudiar el control impulsional de procesos deterministas a trozos
en forma muy general y construir una técnica numeérica para su cémputo, aplican
sus resultados al problema de mantenimiento y reemplazo; Cohen (1987) lo aplica a
problemas de pasturas y de cambio éptimo de lugar de alimentacién, tanto para recurso
alimenticio no renovable como para renovable. Sin embargo, no hemos encontrado que
ninguno de ellos sea particularmente til para resolver nuestros problemas. Es, por
otra parte, posible modelar y resolver un conjunto amplio de diversas situaciones con
los métodos que proponemos (ver Neuman y Costanza, 1986, y apéndice A2). Con

el bosque pensado como un sistema dindmico no lineal exploraremos las estructuras
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de cortes periédicos en ciertas especies de un bosque dado, con el objetivo parcial de
optimizar el valor neto presente de la gestién definido por un funcional de beneficio
generalizado, y también el objetivo parcial ecolégico que aparece como la imposicién

de restricciones ecolégicas.

Elaboramos algoritmos (ver capftulos 3 y 5) que permiten corroborar mediante
experimentos numéricos que, en general, en el plazo mediano o breve, un pequefio
nGmero de cortes es éptimo y que la polftica éptima cambia significativamente con
pequeiias modificaciones de las condiciones iniciales. Asimismo, de las demostraciones
que fundamentan los algoritmos, se deducen condiciones y criterios para los plazos y
métodos de manejo. Un resultado muy importante es que la politica éptima no es obvia
bajo ningtin punto de vista. En efecto, nuestros resultados frecuentemente difieren de
la préctica corriente que suele estar basada en la aplicacién de tecnologias extranas
a los sistemas involucrados y que los afectan irreversiblemente antes que sea posible

modificarlas aprovechando la experiencia.

La tesis tiene interés en particular en el manejo de bosques subtropicales
naturales, especialmente aquellos que han sido severamente deteriorados por tala
excesiva. Desde un punto de vista ecolégico los ecosistemas forestales subtropicales
y tropicales son muy diferentes de aquellos de las zonas més templadas del planeta. La
fragilidad de los ciclos de nutrientes y del agua, la falta de estabilidad del suelo, y su
baja resistencia a la erosién, hacen que los bosques subtropicales se degraden f4cilmente
cuando son explotados negligentemente. La relacién entre la biomasa y el suelo est4,
en general, menos estructurada, y la remocién de la vegetacién conduce a un deterioro
irreversible de éste. En el apéndice A1l consideramos algunos enfoques clésicos de estos
problemas. Exponemos brevemente dos puntos de vista cldsicos del manejo de bosques.
Remitimos a dicho apéndice para la consideracién de criterios generales que hacen a la

formulacién de los funcionales de beneficio cuya optimizacién se busca, en particular
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respecto de la duracién de los perfodos de evaluacién y la influencia de pardmetros de

dificil prediccién.

El manejo del agua justifica un comentario aparte. Para el caso de bosques
templado-frios, Bowes et al. (1984) proponen un uso miltiple tendiente a la produccién
conjunta de madera y agua en regiones donde el manejo de la produccién maderera
sola puede tener una perspectiva econémica negativa. El mecanismo bésico propuesto
consiste en regular la liberacién del agua disponible, reduciendo la evapotranspiracién
y la retencién mediante la reduccién de la cobertura de vegetacién. Se tiene una
relacién aproximadamente inversa entre la produccién de ambos recursos. Krutilla et
al. (1983) analizan los costos y beneficios del aumento de la masa de agua disponible
en los casos mencionados, tanto en el sitio como cuenca abajo del mismo. Aunque los
resultados que obtienen son provisionales y dependen de la calidad de la informacién
censal, se puede concluir que el manejo combinado de los recursos es necesario cuando
se plantean como objetivos concurrentes la conservacién de los mismos y el beneficio
econémico. El énfasis debe ponerse en el andlisis integral de la cuenca hidrica como

totalidad.

En el caso de los bosques tropicales y subtropicales el panorama cambia
respecto de los templados. Dos clases principales de agua son de importancia para
"los ecosistemas que consideramos: el agua superficial y el agua subterrénea. Es
absolutamente necesario controlar el movimiento del agua, los picos que conducen
a inundaciones y el rendimiento. Cuando se consideran pricticas agricolas en suelos
inestables, es necesario controlar cuidadosamente el agua y la irrigacién artificial. El
problema es obtener la retencién apropiada del agua. El agua subterrdnea juega
un papel singular en este balance, y su ciclo es menos conocido. Al presente este
factor estd incluido solamente en forma indirecta en nuestro modelo en los umbrales

y restricciones al niimero de intervenciones permitidas en el sistema, aunque también
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es posible incluirlo como factor constitutivo adicional dentro de las penalizaciones de
corte y otros términos del funcional de beneficio. Los 4rboles protegen la productividad
y estabilidad de los ecosistemas subtropicales principalmente por la intercepcién del
agua de lluvia y la ayuda al correcto flujo de la misma, pero también interceptando los

vientos e inhibiendo la erosién eélica, y creando una estructura de sombras adecuada.

Contenidos de la Tesis.

Se ha considerado pertinente presentar en el capitulo siguiente los elementos
bésicos de la formulacién matemadtica del problema, y en el capitulo 4 un complemento
de los mismos. Nétese que estamos en presencia de problemas esencialmente no lineales;
baste mirar la dindmica de evolucién de cualquier especie viva para convencerse (ver
apéndice A3). Definimos en el capitulo 2 el modelo general utilizado y la forma de
las funcionales por optimizar, y en el capitulo 4 obtenemos las inecuaciones de H-J-B
asociadas. La forma de las funcionales de evaluacién es muy general y se adapta a un
gran numero de casos reales de manejo de sistemas. Alli se introducen consideraciones
y restricciones originadas en cuestiones ecolégicas. Definimos las funciones de valor
correspondientes a j saltos exactamente, con 5 entero positivo. Mostramos un ejemplo
del comportamiento de dichas inecuaciones. Establecemos nuevas coordenadas en el

_espacio de estados (en el caso logfstico, aunque las ideas se extienden a dindmicas
més generales) e introducimos el caso de lagrangianos no constantes y su efecto en los

cdlculos.

En el capftulo 3 construimos algoritmos basados en un enfoque de recorrido
exhaustivo para el control impulsional de sistemas ecolégicos. Ellos descansan en
la observacién de que la consideracién de todos los casos posibles se reduce a la
de unas pocas evaluaciones si se satisfacen ciertas hipétesis sobre los pardmetros.

Los ejemplos que se presentan se complementan en el apéndice A2 con aplicaciones
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agroforestales para el bosque Chaquefio (Argentina). En ellos se muestra la relacién de
los algoritmos exhaustivos con algoritmos alternativos de tipo Montecarlo. En todos
estos casos, ademds de la discretizacién temporal, se apela a la discretizacién de los
estados e impulsos. Un enfoque alternativo més se plantea al aplicar Programacién
Dindmica ‘a posteriori’ de la discretizacién. Los métodos expuestos son ejemplificados
al tratar modelos con un nimero pequefno de variables de estado, pero no estin
limitados en el nimero de variables salvo por dificultades de tipo computacional. En
el ejemplo agroforestal se trabaja en un espacio tetradimensional. También se estudia
la optimizacién directa del funcional J y se comparan los resultados con los obtenidos
por los algoritmos basados en discretizaciones. Se tiene en cuenta la evolucién éptima
para diversos horizontes y su rendimiento como adelanto de los métodos mds generales
del capitulo 5. Se establece una periodizacién en los cortes y cotas para los mismos,
lo que se adiciona a que el niimero de cortes es pequefo y la sensibilidad respecto de
la cantidad cortada también; de modo que es posible obtener buenos resultados con

discretizaciones no muy finas.

Las inecuaciones H-J-B del capitulo 4 son el comienzo de una linea de ataque
alternativa respecto de la desarrollada en esta tesis, que comienza con las técnicas
para su solucién numérica que ha sido aplicada a problemas socioeconémicos ya
mencionados, y se continda en la actualidad en un interesante ntimero de artfculos
que utilizan las llamadas soluciones de viscosidad de estas ecuaciones caracterizando
las condiciones para la existencia y unicidad de las mismas (ver e.g. Barles, 1985,
Crandall et al., 1984, Crandall y Lions, 1983 y 1985, Fleming y Souganidis, 1986,
Lions, 1982, Lions y Souganidis, 1985, Souganidis, 1985). Para aspectos especificos
ver también Barles (1983), Lions (1983), y Lions y Perthame (1986) para el caso de

Control Impulsional Ergédico.
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Nuevos algoritmos para los mismos problemas se construyen en el capitulo 5.
Estos se basan en un enfoque variacional y se apoyan en los resultados de finitud del
capitulo 3. En aquel se tendia sin embargo a una resolucién puntual, en cambio en estos
se tiende a la determinacién de la frontera del conjunto de continuacién que se define en
el capitulo 4. Luego de comentar brevemente parte de un artfculo de Menaldi (1982b)
y exhibir ejemplo de la correspondencia de ese enfoque con lo realizado previamente
cuando se extiende a horizonte infinito y la relacién con el problema de tipo (s,S)
del manejo de inventarios en Investigacién Operativa, mostramos nuevos métodos para
determinar la politica éptima de manejo de los sistemas que nos ocupan. Se da un
resultado de tiempo de detencién que justifica la definicién del borde del conjunto de
continuacién y su método de determinacién. Se da la forma integral de las ecuaciones
H-J-B que se utiliza en el diseno de los algoritmos. Se presenta un algoritmo de
Menaldi (1982b) que se relaciona con el ‘rationale’ de la determinacién de la evolucién
éptima. La autonor;lfa. de la dindmica logfstica utilizada se traduce en que si se toman
los tiempos en forma decreciente desde el horizonte T, es posible utilizar el espacio
de fases [0,00) X O en las variables 7 = T —t y z, en el que se pueden construir
recursivamente los sectores ttiles del borde del conjunto de continuacién. La primera
parte del capftulo es introductoria de los métodos propuestos en el resto del mismo.
Se establecen retricciones (dinamica logfstica, ausencia de amortizaciones, lagraﬁgia.no
constante, funciones de saltos y final afines) con el fin de facilitar la exposicién y la

comparacién con resultados precedentes. Sin embargo, las restricciones mencionadas

no afectan la aplicabilidad de los algoritmos propuestos a casos mas generales.

En el capitulo 6 establecemos conclusiones de nuestro trabajo y algunas lineas

de accién futura.
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El conjunto de apéndices ilustra sobre otras facetas de los problemas de
modelado, identificacién y control de sistemas generales naturales con énfasis en las
aplicaciones especificas. Los métodos expuestos en el apéndice A4 son incluidos como
complemento de los del cuerpo principal de este trabajo. La amplitud del enfoque
permite, sin embargo, que con modificaciones menores sea posible tratar casos que en
primera aproximacién no parecen estar relacionados con la fertilizacién temprana de
rodales implantados. Estos métodos estdn orientados a sistemas que por un lado son
no lineales y por otro estdn pobremente definidos y son inciertos, como por ejemplo
resultan los sistemas controlados de soporte ecolégico vital (CELSS, ver Auslander et
al. 1983, MacElroy, 1987). Al principio del apéndice A4 se introduce con més detalle
este tema y, en general, la aplicacién de los modelos entrada-salida a sistemas naturales.
Los modelos que se definen en este apéndice permiten identificar luego pardmetros de
la dindmica de crecimiento de las etapas posteriores estableciéndose de este modo el

nexo con los métodos de los capftulos 3 y 5.

Los apéndices A2 y A5 se dedican a la aplicacién a los sistemas agroforestales
Chaquenos de los métodos del capitulo 3. En ellos se justifican los modelos adoptados
y se presenta el producto BALL que implementa los algoritmos desarrollados
permitiendo su uso por productores para la toma de decisiones de manejo de sus
sistemas. BALL es asf la primera versién de un DSS en construccién, orientado al

manejo de estos sistemas.

En el apéndice A3 se inicia el estudio de los problemas asociados a la
identificacién de los pardmetros de los modelos dindmicos y se justifica la eleccién
de estos. Previamente se consideran en forma breve algunos antecedentes de la

formulacién de modelos logisticos.
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2. MODELIZACION Y FUNCIONES DE VALOR

Clasificamos a los modelos dindmicos de sistemas naturales entre conceptuales
y empiricos. Los primeros son aquellos en los que se establecen las ecuaciones teniendo
en cuenta las relaciones de detalle, fisicas o biolégicas, entre las variables que se
utilizan para representar los estados, las entradas y las salidas. Estos son los que han
sustentado los métodos clésicos de las ciencias exactas; también se denominan modelos
de conocimiento y en su construccién se integra todo el conocimiento de los procesos
elementales involucrados en el sistema en estudio. Los empiricos son los que representan
relaciones de causa a efecto y establecen relaciones de entrada-salida, o relaciones
dindmicas entre variables del sistema, aceptando que los detalles internos del mismo
queden ocultos en lo que se denomina una caja negra. Estos suelen llamarse también
modelos de representacién o de comportamiento, pues se observa el comportamiento
en diversas situaciones y, en funcién de ello, se determina una funcién que relaciona las
salidas con las entradas. El proceso de modelado se hace posible mediante la restriccién
de las funciones aceptables y la consecuente identificacién que consiste en un proceso
de experimentacién, de restriccién del modelo a una clase particular y una estimacién
de los parédmetros que definen la relacién especifica. Cuando se desea modelar la
evolucién de un sistema ecolégico es pricticamente imposible detallar las relationes
internas —de hecho extremadamente complejas y generalmente desconocidas— y asf es
necesario formular modelos globales de entrada y salida, o bien, modelos paramétricos
simples cuyos coeficientes son ajustados con datos censales. Debe tenerse en cuenta,
sin embargo, que ambas aproximaciones concurren en el proceso de modelado real,
Se identifican los pardmetros de modelos cuyas clases son elegidas en funcién del

conocimiento que se posea del sistema.
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Dos observaciones son pertinentes. En primer lugar podria creerse que si
contiramos con un modelo conceptual o tedrico que pensdramos que nos permitiese
predecir en detalle completo los comportamientos futuros de las variables de estado
de nuestro sistema ecolégico, deseariamos utilizarlo. Y por anadidura pensariamos
que hemos avanzado en nuestro conocimiento del sistema real. Sin embargo, debe
notarse que tal descripcién serd 1itil respecto de la capacidad predictiva del modelo (en
general en el corto plazo, o dicho en forma mas técnica, localmente) pero continuard
siendo insatisfactorio en lo que respecta al aporte del modelo complejo a nuestra
comprensién de los elementos del sistema debido a que un modelo de alta complejidad
hace necesario un esfuerzo de explicacién casi tan dificultoso como el sistema original
que se modela. En segundo término debe notarse que un modelo de entrada-salida
o, también, paramétrico, simplificado en el mayor grado posible que permita tomar
correctas decisiones de control no es menos preferible que el anterior aunque nos provea
de otro tipo de comprensién del problema. Ambos puntos de vista concurren a un
mismo objetivo que es un mejor conocimiento del sistema real y de las acciones que el

controlador del sistema debe realizar para manejarlo.

" LA. DINAMICA.

En este capftulo y los siguientes nos inclinamos por los modelos paramétricos
globales, que consideran la evolucién de un niimero pequeno de variables directamente
medibles. Asumimos conocidos los pardmetros de dicho modelo global (ver Neuman
y Costanza, 1987, y el apéndice A3, al respecto del problema de su identificacién).
También se consideran en esta tesis la obtencién de modelos internos o conceptuales

via realizacién (ver apéndice A4).
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El crecimiento del bosque se describe entonces por la siguiente ecuacién
diferencial

9(s) = g(y(s),u(s)) con s>t
(2-1)

y(t) ==z

En esta ecuacién la variable de estado
yE OcC m’éo,

de igual modo que para la condicién inicial z. IR es el cuerpo de niimeros reales, R>q
representa los niimeros mayores que 0 y ]R'rZO las r-uplas de miembros de IR>¢p . Las
primeras r—1 variables corresponden a igual nimero de especies del bosque, y la
otra variable al resto del bosque considerado como una totalidad. La variable de control
continuo o cldsico u pertenece a U C IRP, que generalmente se toma convexo compacto
y la funcién u(-) a un conjunto U de funciones admisibles. La variable temporal se
nota s y pertenece a IR>q; ¢ es el instante inicial y T es el instante final de evolucién.
La funcién

g:R"xRP — IR",
que define la dindmica que rige el desarrollo del bosque es un vector de polinomios.

La forma de la funcién g depende del problema particular. En los ejemplos
de nuestro trabajo hemos utilizado tanto polinomios de grado dos en las variables
(ver Neuman y Costanza, 1986, 1987 y 1990) como el producto de polinomios de
grado hasta tres en el tnico control por los estados que aparecen en forma lineal (ver
Costanza y Neuman, 1990, y el apéndice A4) en este dltimo caso la dnica entrada,
u(-), representé la cantidad de fertilizante agregado a 4rboles en crecimiento, y la
salida, las alturas alcanzadas por los mismos, resultando los estados de la aproximacién

con una realizacién de orden hasta tres. En el primer caso los estados son variables
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representativas de las biomasas involucradas. Un ejemplo tipico de este caso es, sin

incluir controles continuos,
r
%(s) = a;ui(s)(1 = ) _byy;(s)) con i=1,...,7,
1=1

donde los a son las tasas de crecimiento independiente y los b son los coeficientes de

interaccién entre las coordenadas del estado (ver el apéndice A3).

Es posible formular modelos discretizados de la dindmica definida por g. La
discretizacién puede incluir la del espacio de estados O 6 no. En las aplicaciones la
discretizacién se puede reducir a la variable de evolucién s la que en tal caso tomard

valores en Ng. Una discretizacién del ejemplo previo es,
r
Vig1 =¥ + Ay (1 — Z bijy;) con i=1,...,r,
7=1

que incluye a la discretizacién de primer orden de Euler.

Control impulsional.

Cuando se superpone a la evolucién natural o controlada del bosque la accién

de manejo, surge la necesidad de incluir un conjunto de saltos
Z ={(si,%);i € I},
cuyos elementos son pares de instantes
s; € R>q,

y saltos asociados
zESCR,
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indexados por un conjunto ordenado finito I, el conjunto S de saltos admisibles

generalmente se toma compacto. El conjunto

{si:iGI},

de instantes de salto est4 filtrado por el conjunto I. Para cada instante s; el efecto de

Z resulta en un salto en la variable de estado:

y(si+) = y(s;=) + 2,

en consecuencia las trayectorias del sistema serin continuas a izquierda con disconti-

nuidades de salto en cada punto s;.

Mediante el control por saltos o impulsional se modelan las extracciones —y
también agregados si en el sistema se consideran variables susceptibles de incrementarse
abruptamente, por ejemplo ganado— que se ejercen sobre el sistema en determinados
momentos. En general la capacidad extractiva del controlador sobre el sistema estara
limitada por una cota superior dada por la tecnologfa utilizada. En el caso de los
sistemas a los que aplicamos estos métodos deberd comprobarse que tales cotas no son
superadas, pero como deseamos ejercer una actividad conservativa y regenerativa sobre

‘el sistema, asumimos que en general nos hallaremos alejados de tales cotas superiores.

Las variables de decisién en el control impulsional son los instantes de salto, la

intensidad de los impulsos, y el nimero de ellos.

Nétese que es posible ejercer sobre el mismo proceso un control continuo y
uno impulsional. Obsérvese asimismo que la definicién de un control de tiempo de
detencién del proceso es un caso particular de control impulsional, aquf la variable de

decisién es, solamente, el instante final T en que se decide parar el proceso.
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LA FUNCIONAL DE BENEFICIO.

El objetivo ecolégico se presenta como una accién conservativa en el bosque:
se define un umbral en cada una de las variables de estado debajo del cual no se puede

talar, y solo se acepta hacerlo con baja periodicidad.

Para medir el resultado econémico de la gestién en el perfodo [t,T], donde ¢
es el instante inicial y T el final del lapso estudiado, deberemos componer la funcional
de beneficio con varios términos. En primer lugar consideramos la amortizacién del
capital necesario para adquirir el lote que ha de controlarse. Debe considerarse la
dependencia de este término de las condiciones iniciales (t,z) y tiempo final T. A
continuacién se incluyen los costos corrientes de gestién vfa la integral de una funcién
de costo controlada. En tercer término debe incluirse el efecto de los controles por
saltos. Por 1ltimo se debe agregar un término que defina el valor residual del sistema

al término de la gestién.

El beneficio total generado por el sistema en evolucién puede medirse, en

consecuencia, por la siguiente funcional

l
J(t)T’ z’u(’)’ Z) = qu(t_.,-, T, Z)e—c(tj—t)
=0

T
+ [ Sl vis) (e tas (22)

+ 37 k(siru(si=), z)e el
=1
+ h(T,y(T-))e~(T-1),

donde ! es el mimero de pagos de amortizacién
5 :IRZZO XO—Rconj=0,...,1,
o funciones de costo inicial de la inversién, aqui to = ¢,y go = ¢; el lagrangiano
JiRyoxOxU—R
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es la funcién de costos corrientes del sistema por unidad de tiempo; en el siguiente

término n es el nimero de saltos, y
k: ]RZO xOxS—1R

es el beneficio del salto z € S aplicado al estado y(s—) € O en el instante s € R>p,

éste tiene en general dos términos, de la forma
k(s,y,2) = D(s) + K(y, 2),

con

D(s) <0 si z#0,

el costo de efectuar el salto y K el beneficio parcial generado por el salto z en el estado
y. Se tiene ademds que K(y,0) = 0y D(s) = 0si z = 0. Debe notarse que el valor
negativo de D(s) cuando el salto z es no nulo establece una diferencia muy importante
entre el control impulsional y el control continuo ya que ese valor negativo impide que
se ejerza el control salvo en un nimero finito de instantes en cada lapso finito. Los
controles continuos tienen, en cambio, un costo que es en algiin sentido proporcional
a la duracién del lapso en que el control se aplica. En control impulsional la decisién
de ejercer el control tiene asociada un costo fijo minimo independiente del nivel del
control. Una forma equivalente de establecer la restriccién es definir una separacién
minima entre saltos o tal que

8i+1— $; 2 0.
El salto z debe satisfacer
z€S(y(s) ={z€S:y/(s) +27 > zg con j=1,...,r},

que es el conjunto de saltos factibles a partir de y(s), en esta expresién zg es el umbral

minimo admisible para los estados; la funcién
h: IRZO xO0O—R

[27]



es la funcién de beneficio generalizado final del sistema.

Actualizacién.

En todos los términos la exponencial

e—c(s—1)

permite llevar a valor presente (tiempo inicial ¢), con la tasa de interés real ¢, los
beneficios y costos futuros (tiempo s). La consideracién de valores presentes de los
beneficios futuros permite ademds aceptar el caso de horizonte infinito (T = oo) para

los lagrangianos f utilizados (integrables multiplicados por la exponencial).

La funcién de valor.

Estamos interesados en obtener una estrategia de control (u(:), Z) que maxi-
mice la funcional J dada en la ecuacién (2:2), en consecuencia asociamos al problema

una funcién de valor

V:R%;x0 — R,

definida por
V(t,T,z) = sup J(¢t,T,z,u(),2). (2-3)
Z

ul-
Dadas esta funcién V y la funcional J quedan naturalmente definidas sendas sucesiones
{Vi} y {Ji} originadas en fijar sucesivamente n = k, en particular Jy y Vj corresponden
al problema de control continuo (sin saltos), J; y V; al problema con un salto, y asf

siguiendo para los siguientes valores de k.

Es claro que

V (¢, T, z) = sup{V;(¢, T, z)}.
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Restricciones a la funcional de beneficio.

En los ejemplos de los siguientes capftulos de esta tesis se efectilan algunas

restricciones a las funciones que componen la funcional de beneficio.

El nimero de pagos de amortizacién se toma !/ = 0, la inversién inicial g5 = ¢

se toma de la forma
q(z) = do(I - 30)’

con z( el umbral de los estados y dg una constante negativa. De este modo se valoriza

el estado inicial pasible de ser afectado.

Consideraremos lagrangianos de la forma

f(s,y(s),u(s)) = fo+ N1y(s) + fau(s),

donde f; con 7 =0,1,2 son constantes. Algunos ejemplos tienen lagrangiano
constante. Se indica en el texto cémo se extienden los procedimientos cuando el

lagrangiano es lineal o, més generalmente, polinomial.

La funcién k, que evalia el beneficio asociado al salto tiene dos términos, de la

forma

k(s,y,2) = D(s) + K(y, 2).

La forma utilizada para K en este trabajo es independiente del estado y, a saber
K(ya Z) = _(dlz + d2)zs
con dj y d2 vectores constantes.

La forma de la funcién de evaluacién del valor residual (en el tiempo final) tiene

en particular la forma
h(T,y(T-)) = da(y(T) — =0),
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donde el vector constante ds es el mismo que en la expresién de K pues permite calcular

el beneficio neto de la accién impulsiva de control y valuar el remanente.

Debe notarse sin embargo que los algoritmos del capftulo 3 no son afectados
por las restricciones precedentes, las que se utilizan en los ejemplos para facilitar la

exposicién de los resultados.



3. CONTROL IMPULSIONAL DE SISTEMAS AGRO-
FORESTALES.

En el capftulo 2 se ha dado una nueva formulacién del problema de manejo
forestal al considerar a las extracciones de biomasa que se efectian en el sistema
como control impulsional. La evolucién de las variables del sistema estd regida por
una ecuacién diferencial ordinaria auténoma con segundo miembro polinomial en las
variables y el resultado de la evolucién se calcula mediante una funcional de beneficio
que incluye valuaciones iniciales y finales, cdlculo de los costos corrientes via un
lagrangiano polinomial, y consideracién de los beneficios derivados de la accién de
los controles por saltos. El problema puede tratarse utilizando las expresiones del
capitulo precedente, lo que denominaremos caso continuo, o discretizando la funcional

con el fin de establecer algoritmos de tipo combinatorio

EL ANALISIS DEL CASO CONTINUO.

La versién “continua” contribuye a la comprensién de varios aspectos bésicos de
los métodos en discusién, y permite comparar los resultados teéricos con los obtenidos
por algoritmos basados en discretizaciones. Las biomasas y evolucionan a partir de
la condicién inicial ¢ = 0, y(0) = z hasta el horizonte T. En el lapso de evolucién se
ejerce un control impulsional Z que se superpone a la dindmica libre, generando una
sucesién finita de discontinuidades en la trayectoria. Todo el proceso se evalia con la

funcional J.
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Para obtener la funcién de valor en este caso definimos los I-funcionales de corte
y las respectivas funciones de valor (ya fueron mencionadas en el capftulo anterior) de
la siguiente forma
T
Infe,2) =o(2) + [ fu(e)eo0es

n (3-1)
+ 3 k(y(si—), z)e™% + h(y(T-))e™T,

=1

donde Z,, es una n-upla de saltos admisibles, y

Va(z) = sup Jn(z, Zy).
Zy

En particular se tiene

Vo(z) =Jo(2),

Vl(z) =sup J; (Ia S, Z),

(s)2)

VZ(I) = sup J2(3’31’31a32t22)-
(s1,21,%2,22)

Como ya fue enunciado en el capftulo precedente

V(z) = sup {Vi(z); 0 <i}.

Para evaluar la funcién de beneficio terminal A que aparece en la ecuacién (3-1),
necesitamos la solucién de la siguiente sucesién de problemas de valores iniciales (en

los instantes s; — (1 <1< n+1)) con la misma ecuacion diferencial ordinaria
9(s) =g(y(s)),
y(0) =z, para s € [0,sy),
y(si) =y(si=) +2i, paras€[s;841) e 21,
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donde sp41 = T y s1 puede eventualmente coincidir con el instante inicial
0. Consideramos el caso r = 1 pues es suficientemente ilustrativo de los métodos
propuestos. Combinamos el modelo logistico desarrollado en el apéndice A3, que estd

representado por

9(y) = y(a — by),

una funcién constante f(= fo), y formas simples para ¢(z), D, K(y,2), y h(z),
especificamente

q(z) = (—0)(z - z0),
D=Dg si <0,
D=0 si z=0,
K(y,2) = —dpz,
h(z) = (d2)(z - =0),

donde qg, Dg, y d2 son constantes reales, y zg es el minimo umbral para los estados,
cuyo origen es un conjunto de restricciones ecolégicas. Aquf solo estd involucrada la

especie 1til.

La expresién (2-1) es ahora
v = y(a — by) con y(0) = z, (3-2)

y su solucién tiene la forma

kz

z + (k — z)e~as’ (3-3)

y(s) =

donde k =a/b es el cociente entre la velocidad de crecimiento y el freno ecolégico
del sistema logistico, y asimismo representa el limite superior para la variable de estado

y cuando 8 — oo.
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Por motivos ecolégicos debe fijarse el extremo izquierdo del intervalo O.
Tomamos zg > 0y O = [z, k), donde [zg, k) indica el intervalo real entre los nimeros
zo ¥y k. La ecuacion para J deviene

I 2) =(~0)(z ~ 20) + (1 - =T

- (3-4)
+ ) (Do — da2;)e ™% + (d2)(y(T—) ~ zo)e™*T.

=1

Utilizando (3-1), (3-4) y (3-3) el funcional Jy toma la forma

kz -
(k —z)e=oT zo)e T, (3-5)

Jo = (~a0)(z = z0) + L (1 - =) + () (—

una funcién solamente de la condicién inicial y(0) = z y final T. Debe observarse
que las ecuaciones H-J-B del caso de perfodo fijo que se obtienen en el capitulo 4 se

satisfacen por la expresién (3-5) para V.

Para tener una definicién explicita del funcional J, es conveniente introducir

las funciones F; que definimos inductivamente:

Fo(z) =z, s9=0,

k
— +2z;, con 57>0
1 + k—F _le—a(’j—"j—l) val ]

1—-1

Fj(z,2;) =

y entonces reescribir en el caso de un salto, suprimiendo el subindice,

kF(z,s, z)
F(z,s,2) + (k — F(z,s,2z)e~a(T—3)"

y(T-) =

Podemos expresar ahora

fo
[+

+(d2)(

(1 -e~T) + (Dg — dgz)e™*
. o (3-6)
P (o Fjee@— 0

Ji(z,s,2) = (—g0)(z — zo) +
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De manera totalmente aniloga se obtienen los funcionales J;(z,Z), (: > 2) y

las funciones de valor asociadas V;(z), (¢ > 2).

Del anilisis de las derivadas parciales de (3-6) se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones no lineales en las variables s y z,

J -
( %Tl = —c(Dg — dy2z)e™*°*
ka 2 —as
—cT —a(T-s) Z((F = 2)*(k — z)e™® — Fz(k — F)) =0
ﬁ + (d2)e e (F + (k — F)e-a.(T"S))Z (3.7)
a_Jl _ —es —eT kZe—a(T—s) B
[ 52 =~ e e e emar—ay =

Si el par deseado (Smax,2Zmax) existe, deberd satisfacer el sistema formado por las

expresiones (3-7).

Claramente

V]_(I) =J (3’ Smax) zma.x).

Entonces, para cada z se puede comparar Vp(z) y Vi(z). Para todos los z donde sélo
sea necesario considerar Vp(z) y V;(z), obtenemos el control por saltos o impulsional
completo: no cortar, o cortar zmax en el instante sqmax. Pero si para z € O existe1 > 1

con

Vi(z) > sup{Vo(z), V1(z)},

entonces serd necesario continuar el proceso de bisqueda del control de salto en forma
anédloga a lo descripto para Vj(z), lo que involucra resolver un sistema de cuatro

ecuaciones en las variables 8y, 21, 89, ¥y 29, y asf siguiendo.
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En lo que sigue de esta seccién comenzaremos a demostrar que, dependiendo

de los valores de los pardmetros en la funcional de costo-beneficio, y para cada estado

inicial z, las funciones de valor V; presentan un buen comportamiento, en el sentido

de que existe un indice k tal que Vi es mayor que el resto de los V;, que éstos son

no decrecientes para ¢ < k, y que son decrecientes monétonamente para + > k. Esto

garantiza que solamente serd necesario un ndmero finito de pasos para alcanzar el

6ptimo.
Definimos
n
Ln=)_lz| + (y(T) - zo),
=1
Dy

Bn - _dZLn’

y
Qs = I—Lz:—‘I- con t=1,...,n,

y notamos que

lo que nos permite reescribir la ecuacién (3-4) asf:

In(z, Zn) = I(z)

n
+d2Ln [e—CT + Z (E’m' (e—“m' — e—CT) — Bne_“ni)} .
1=1

(3-8)

(3-9)

(3-10)

donde I(z) representa a los dos primeros sumandos de la expresién (8-4), y los

{(sni»r@ni)} son el control impulsional éptimo para n saltos. Tomemos

LO = Yoz (T) = Z0;

donde la notacién yoz(s) = y(s;0,z), la trayectoria con condicién inicial (0,z)?

supongamos que

L; = Ly para 1 >1,
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y definamos

E(n,i) = dp;(e7%*ni —e~T) — Boe™*ni,

Proposicién 3.1: Si Vy > V;, entonces

Vo>Vi>Ve>....

Demostracién: Vy > V; implica que
eT>e T+ E(1,1)>e™T +ae™* —eT) — Bpe™®,

para cada par (a,s) admisible, pues el par (a;3,811) da el mdximo. En consecuencia

tenemos

a(e™® — e_"T) — Bpge™®* < § <0, (3-11)

para todos los pares (g, s) tales que
0<s<T y 0<a< (y(T) - zq)/Lo.
La desigualdad (3-11) conduce a
i
> E(5,4) < 58,
=1
y la proposicién se deduce inmediatamente. O

Teniendo en cuenta la ecuacién (3:10) podemos formular la siguiente obser-

vacién:

Observacién 3.1: Si By (= —Dg/daLg) es suficientemente grande (ver la ecuacién
(8-12) mds abajo), entonces existe un fndice k, con 1 < k < n, tal que el correspondiente

sumando E(n, k) en la expresién de V,, es negativo.

(37]



Demostracién: Tenemos 0 < a,i < 1/n para algin k, con 1 < k < n, pues de no ser

asf entonces la suma de los a,; seria mayor que uno. Asimismo 0 < s, < T implica

que
e—cT < e %nk <1.
Entonces
1 — —cT
E(n,k) < + — Boe~ T,
cuando
T
et -1
By > ' (3-12)
n
a

Observacién 3.2: Si existe k, con 1 < k < n, tal que su correspondiente sumando en

(8-10) es negativo, entonces

Vn < Vn_l.

Demostracién: Tenemos que

Jpn-1=Vp — dzLoE(n,k) > Vn.
Pero jn—l es un J,_; admisible, y, en consecuencia Vy, < V,,_;. O

Observacién 3.3: Supongamos que existen indices k, [ tales que 1 < k,! <n y que

n
Jn—1=1+dsLg e—°T + Z E(n, t) + (ak + al)(e_cs - e“T) - Boe_cs
1=1,3#k,l
(3'13)

es un funcional admisible para (n — 1) cortes, con

QnkSnk + AniSnl
Qpk + ayl

s =

Entonces, V, < V,_1.
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Demostracién: Las siguientes desigualdades se deducen de propiedades de las medias

aritméticas y geométricas:

—cs —ct _ @ .—cs b et
ae” % + be —(a+b)[a+be +a+be ]

_.as+bt
< (a+b)e “atb

as+b
e +e—ct > e—c a+b .

Cuando se aplican a (3:13) y (3:10), estas propiedades dan V, < J,_;. Pero, por

hipétesis, J,—1 < Vp—1, ¥ en consecuencia la observacién estd demostrada. 0O

APROXIMACION DE LA SOLUCION ViA DISCRETIZACION

Es natural asumir para sistemas forestales que los cortes sélo pueden realizarse
en momentos fijos en lugar de continuamente. Esto lleva naturalmente a una versién
discreta del indice de ‘performance’ original, el que junto con la dindmica permite
efectuar una aproximacién al problema enunciado. Por simplicidad mantenemos la

notacién para los objetos correspondientes.

Consideremos una funcional discretizada J anéloga a (3-1)
n . n 3
J(2,2) = q(z) + 3 L@+ + 3 k()i z)(1+8) ™ + h(y(n=))(1 + &)~
t=1 t=0 '
donde el indice 7 representa la época, i.e. el afo, en que se aplica el impulso. La
constante ¢ es la versién discreta de la tasa de interés ¢ (ver ecuacién (3-1)), de modo
que debe ser

&= —log(l —c).

La funcién k es
k(y,t,%) = D+ K(y, 2)
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como antes, con

D <0 si 2z #0,

D=0 si 2=0.
Cuanto mayor es D menor es
j=card{i:z;#0;0<i<n-1}.

En la mayorfa de las aplicaciones (mediano plazo), los j usuales son 5 = 0,1,2;

dependiendo de D y de la condicién inicial z.

Los funcionales discretos Jy y J{" toman las formas siguientes

é n+l _

Joa) = (@0)(z = 20) + (o) ppab gy + (@) (v(n=) = o) (1 + ™,
y -~

J1 (2,4, k) =J{n(“”j’ kzZmly(5—) — o))

aAn+l _
=(g0)(z — o) + fo c :(:)_*_-;)n -
+(Do—dzkzm[y(5—) — zol)(1 + &) ™7 + (d2)(y(n—) — o) (1 + &)™,

donde

Zm = 79/2™, Zo = 0.5,

y el conjunto s en el nivel de discretizacién m resulta
Sm = {z;(m) = kZm[y(i-) — zo]; ¢ =0,1,...,n}.

También se tiene

Vi (z) = sup j{"(a:,j, k).
(7,k)
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De forma totalmente andloga se pueden definir los funcionales discretos J*,

f‘-”‘, y las correspondientes (i, m)-funciones de valor V™ para ¢ > 1. Claramente se

tiene

V(z) = sup {Vo(x),sup{"}i_r‘nooV‘-m(x) :1<: < n}} .

El algoritmo parcial resultante es
Algoritmo 3.1: Definidos m y Z, (= 27™"1)
(i) Calcular Vp(z) (= Jo(z)).

(ii) Hallar V"(z). Primero, determinar
jin(z’j’ k) = JIn(z)j’ k‘:';m[y(J_) - 3:0]))

para cada par (j,k),con0<j<n-—1, 0< k<21 1. Entonces, hallar

el par (3,1::) tal que

Vi™(z) = J7*(z,3,k) = sup J(z,4,k).

(iii) Si Vp(z) > V[™(z), entonces asignar V™ (z) = Vp(z). Si no vale la desigualdad

entonces hallar VJ?(z) de la siguiente manera. Primero determinar
jZ"l(a:’ Ik, h’l) = Jén(x,j’ kEM[y(J—) - IO]’ k, IEM[y(h—) - zO])’

para cada 4-upla (5,k,h,l) con0 < j<h<n-1, 0< kI <2mtl 4,
Entonces determinar la 4-upla (3, I}, fz,i) tal que
Vit (z) = j{‘(z,}',fc, k) = 's:’?ljin(z,j,k,h,l).
j’ [ 2t ]
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(iv) Definir Bo = —Dg/daLoy Sy = 1— e~ ¢T y hallar el menor N > 1 tal que

(v)

Bg > S1/(N +2). Si N > 1, definir S = e°T — 1, hallar el menor M > 2 tal
que By > S3/M, y entonces obtener el V™ para 3 <+ < M como en (iii) para
Vo™, y asignar

V™(z) = max V"(z).

Si N =1, comparar V{™(z) y VJ*(z). Si V{"(z) > VJ™(z), entonces asignar

V™(z) = V™ (z).

Si no, hallar V;*(z) para 7 > 2 hasta que para cierto i = j, Vj"‘(z) > VJ'-?-I(:”)
y entonces asignar

V™(z) = ij(a:).
Comenzar nuevamente desde (ii) con un m mayor. O

En la figura 3-1 representamos el algoritmo 3.1, basado conceptualmente

en una generalizacién de los resultados probados en la seccién previa, a saber: Si

Vn > Vp41 entonces Vy, > Vn+j para 3 = 2,3,.... Deseamos que esta proposicién

sea verdadera para indices pequefios; entonces la consideracién exhaustiva de todos los

casos pertinentes resultard muy veloz.

Proposicién 3.2: Si Bg = Dg/dzLg es suficientemente grande (ver ecuacién (3-18)

més adelante) entonces, para cada n > 0,

Vo > Vn+1 implica V, > Vn+1 > Vn+2 > ...

Demostracién: Probaremos esta proposicién por induccién en n.

El caso n = 0 fue demostrado en la Proposicién 3.1.
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2. Find \'T(x) by

2.1 for each couple (j,k) , Osjsn-1 , o0sks2™l 4
determine J7(x,3.k) = I](x.3k 2, (y(3-)-x))) .

3. Find v‘;(x) by

3.1 for each 4-tuple (j,k,h,2), O0sj~hsn-1 ; Osk,lx 2'"’14»1

determine 5'; = J';(x.j X zm(y(j-)-xo).h.l Zm(y(h-)-xo))

Cefine B, = -D /gL, and S, = l-exp(-cT) .

Find the minimum N(21) such that Bole/(N+2) Assign
(Prop. 4.1)

-------------------------------------------------------------- VR(x) = v(x)
Define Sz-exp(cT)-l.
Find the minimum M(22)
. (Prop. 3.1)
: such that B zS,/M
find v';'(x) 1>2 Assign (Obs. 3.1)
: Vi(x) - vi(x) 4. Find V3(x) 3sisM
compare
and (as 1n 3. for V)
assign VvM(x) V™ x) « max v"i‘(x)

1sisM

Figura 3-1: Parte principal del algoritmo para la determinacién de las

funciones de valor V™ (z), para cada condicién inicial z.
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Supongamos ahora que
Vp—1>Vn implica V1 >Va>Vy1>... (3-14)

Si Vi > Vi1, ¥ Vi1 > Vp, entonces (3:14) implica la tesis inmediatamente.

Consideremos ahora el caso V,—1 < V. Cada uno de los términos E(n,1) en
la expresién (3-10) para Vj, es positivo, pues de no ser asf deberfa existir un indice &,

conl <k<n,y E(n,k) <0,y esto implicarfa la contradiccién

n
Va<I+diLo e T+ Y E(n,d) | <Vuy (3-15)
1=1,1#k

ya que la expresién del medio en (3-15) es un J,_1 admisible, y Vj,_1 es el méximo.

Para probar que V41 > V42, miramos los términos E(n + 2,¢). Si alguno de
ellos es negativo, entonces V41 > V42 por un argumento similar al utilizado para

Vn_l > Vn-

Consideremos entonces el caso en que todos los términos E(n + 2,t¢) son
positivos. Si cualquier par de ellos puede ser combinado en el sentido de la
Observacién 3.3, entonces obtenemos V1 > V, 42 de nuevo. Sélo resta el caso en
que esta combinacién de términos es imposible. Ello implicaria que todos los G2

son los mayores admisibles en sus instantes s, 45 ; correspondientes, y en consecuencia

a 2,¢
Spi2s <T - IOg(a +:-'l-“"BO) =W(e, Bo, T, an+2,i) (3-16)
n+2,¢
y
1 .
anyoi > Bol_——e—_"T = A(¢,Bo,T) para t=1,2,...,n+2. (3-17)
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Pero como n > 1, (3-16) y 3:17) implicarfan que existen tres o més cortes méximos
admisibles, todos superiores a A(c, By, T); y que todos los cortes deben ser realizados
cerca del comienzo del perfodo, para instantes previos a W(e, By, T, a,,_,.g,,-). Las
desigualdades (3-17) implican que

n+2 n + 2) Bo

Z An+2,i - —cT

En consecuencia, de (3-8) y (39),

(n + 2)Bo

e <L

Entonces, con
1 _ e—cT
Bo2 =15 (3-18)

queda garantizado que Vj, ;1 > V. 42. La cota dada en (3-18) refina la de (3-12) ya que

e~T <1.
En forma andloga demostramos que V42 > V; 13, y asf sucesivamente. O
Es posible mostrar que lo anterior resta vélido para Lg < L1 = Ly =.... No

tratamos aquf el caso en que los L; de orden superior difieren significativamente entre
sf, lo que no se ha presentado en nuestros experimentos numéricos (ver para mejor

ilustracién el capftulo 4).

EJEMPLO NUMERICO.

Simulamos el crecimiento de una especie tnica(algarrobo) mediante la ecuacién

diferencial ordinaria y = g(y) con

g(y) = y(0.2059 — 0.00344y).
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La evolucién del sistema est4 acotada al intervalo O = [5,k) donde 5 ton.ha™! es un
limite inferior adecuado (umbral de proteccién ecolégica), y k = 0.2059/0.00344. Para
esta especie el precio de mercado es dp = 40 ton~! y el retorno neto dp = 24.5 ton™},
los costos anuales fg = —15 ton™!, y el costo fijo por cortar se considera un pardmetro
Dy = —190. Estudiamos un intervalo de mediano plazo de 8 anos con una tasa de

descuento ¢ = 0.05, entonces las expresiones para los J; son

992.6z
11.53 4+ 0.807z’

Jo(z) = 17.73 — 40z +

J™(z,5,k) = 5.14 — 40z + (Do — 24.5kzm[y(j—) — 5])(1.05) ™7 + 16.58y(8—).

Las funcionales j’-m, 1 > 2, pueden expresarse de modo totalmente anilogo.

En la figura 3-2 representamos la funcién de valor V' para distintos valores de D,
y de ellos obtenemos graficamente los dominios ‘R0’ y ‘R1’ del espacio de coordenadas
(D, z). Esta particién sectorial del espacio (D, z) es Wtil para determinar los valores de
cambio de ‘no cortar’ a ‘cortar una vez'. Por ejemplo, cuando Dg = —190, se obtiene

de la figura 3-2 que z = 30.8 es el limite entre las regiones ‘R0’ y ‘R1’ para ese D.

En las tablas 3-1 y 3-II se muestran resultados tipicos para la evolucién del

sistema en cada una de las regiones mencionadas previamente.

Observamos en estas tablas que la pérdida cuando se pasa de V((0,8,12.7) a
V12(0,8, 12.7) es de 146%, y que la pérdida al pasar de V12(0,8, 34.4) a V(0,8,34.4) es
de 12.5%, y de V12 (0,8,34.4) a V;2(0,8,34.4) es de 30%. Esto implica que las polfticas
de manejo no éptimas pueden afectar seriamente el resultado de mediano plazo del

sistema.
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Figura 3-2: Funcién de valor V2, dibujada versus la condicién inicial
z para varios valores del pardmetro D (arriba), y determinacién gréfica

de los dominios RO y R1 en el sector [—50,—500] x O del plano (D, z)

(abajo).
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Tabla 3-I: Resultados de evolucién del sistema para la mejor politica

con condicién inicial z

m = 2, zmm = 0.125.

12.7, y pardmetros Dy

—190, & = 0.05,

Namber | Year not roveme

of y(i-) -2(4) y(i+)

Cuttings i annual accumlated

0 12.70 0. 12.70 -318.00 -318.00

1 14.88 0 14.88 - 14.28 -332.28

2 17.30 0 17.30 - 13.60 -345.89

3 19.93 0 19.93 - 12.95 -358.84

0 4 22.76 0 22.76 - 12.34 -371.18

5 25.73 0 25.73 - 1.75 -382.94

6 28.78 0 28.79 - 11.19 -394.13

7 31.86 0 31.86 - 10.66 -404.79

8 34.89 0 34.89 492.41 87.61

0 12.70 0 12.70 -318.00 -318.00

1 14.88 0 14.88 - 14.28 -332.28

2 17.30 0 17.30 - 13.60 -345.89

3 19.93 0 19.93 - 12.95 -358.84

1 4 22.76 0 22.76 - 12.34 -371.18

5 25.73 0 25.73 - 11.75 -382.94

6 28.78 0 28.78 - 11.19 -394.13

7 31.86 10.0 21.78 29.70 -364.43

8 24.71 0 28.7 323.51 - 40.92

Cark-type| 0 12.70 0 12.70 -318.00 -318.00

solution | ! 14.88 0 14.88 - 14.28 -332.28

2 17.30 0 17.30 - 13.60 -345.89

y*=22.83| 3 19.93 0 19.93 - 12.95 -358.84

(unber : 22-36 0 22.76 - 12.34 -371.18

.73 2.9 22.83 -104.95 -476.13

°f 6 25.73 2.9 22.83 - 99.96 -576.09

cuttings | 25.73 2.9 22.83 - 95.20 -671.29

=4) 8 25.73 2.9 22.83 211.77 -459.52
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Tabla 3-11: Resultados de evolucién del sistema para la mejor politica
con condicién inicial z = 34.4, y pardmetros Dg = —190, ¢ = 0.05,

m =2, z;, = 0.125.

Number | ., Discounted
¢ Year _ net revenue
© y(i-) -2(i) y(i+)
Cuttings| i annual  accunulated
0 34.40 0 34.40 -1186.00  -1186.00
1 37.35 0 37.35 - 14.28  -1200.28
2 40.16 0 40.16 - 13.60  -1213.89
3 42.78 0 42.78 - 12.95  -1226.84
0 4 45.18 0 45.18 - 12.3¢ -1239.18
5 47.34 0 47.34 - 11.75  -1250.94
6 49.25 0 49.25 - 11,19 -1262.13
7 50.93 0 50.93 - 10.66  -1272.79
8 52.38 0 52.38 782.44 - 490.35
0 34.40 0 34.40 -1186.00  -1186.00
1 37.35 24.2 13.08 370.99 - 815.00
2 15.31 0 15.31 - 13.60 - 828.00
3 17.77 0. 17.77 - 12,95 - 841.56
1 4 20.45 0 20.45 - 12.34 - 853.90
5 23.30 0 23.30 - 11.75 - 865.66
6 26.29 0 26.29 - 11.19 - 876.85
7 29.35 0 29.35 - 10.66 - 887.51
8 32.43 0 32.43 782.44 - 435.97
0 34.40 0 34.40 -1186.00  -1186.00
1 37.35 24.2 13.08 370.99 - 815.00
2 15.31 0 15.31 - 13.60 - 828.00
3 17.77 0 17.77 - 12,95 - 841.56
2 4 20.45 0 20.45 - 12.34 - 853.90
5 23.30 0 23.30 - 11.75 - 865.66
6 26.29 0 26.29 - 11.19 - 876.85
7 29.35 9.1 20.22 13.35 - 863.49
8 23.06 0 23.06 296.20 - 567.29
Clarktype 34.40 11.57 22.83 - 109.54  -1092.54
Solution| 1 25.73 2.9 22.83 - 127.57  -1220.11
+e2283 2 25.73 2.9 22.83 - 121.50  -1341.61
Y : 3 25.73 2.9 2:.83 - 115.71  -1457.32
4 25.73 2.9 2.83 - 110.20  -1567.52
(number | 25.73 2.5 22.83 - 104.95  -1672.47
cuttings| O 25.73 2.5 22.83 - 99.96  -1772.43
7 25.73 2.9 22.83 - 95.20  -1867.63
= 9) 8 25.73 2.9 22.83 211.77  -1655.86
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Consideremos el estado y* de rendimiento mdximo sostenido (MSY) como es

obtenido en el apéndice Al. En este caso, la ecuacién para y* es
a—2by* =c,

es decir y* = 22.83 ton.ha™! (ver Clark y DePree, 1979). En las tablas 3.1y 3.II
mostramos también los resultados de la evolucién, sujeta a la polftica de ajustarse a
y* tan cerca como sea posible. Si comparamos los resultados en las distintas secciones
de las tablas mencionadas, concluimos que la politica cl4sica de MSY obtenida como
el control de extraccién lineal singular, es significativamente peor que la nuestra como

estrategia de manejo.

Se dibujan las funciones de valor V‘-Z(::) parat = 0,1,2 en la figura 3-3. La
funcién de valor V2(0, 8,z) es la envolvente superior de las curvas representadas. En el
intervalo [5.0; 30.8] claramente V (0, 8, z) = V;(0, 8, z), siendo Jp una funcién solamente

de z. En el resto del dominio O, i.e. z € [30.8;59.0],
Vv (0,8,z) = VZ(0,8, z)

donde

v(0,8,2) = lim V{"(0,8,3).

Basados en los datos de las tablas 3.1 y 3.1 tenemos los siguientes valores para las
constantes de las proposiciones previas: By(12.7) = 0.22 y By(34.4) = 0.14. En el caso

del valor inicial £ = 34.4 debe tenerse

s91 < W(0.05,0.14,8,a3;) = 0.54,

ag1 > A(0.05,0.14,8) = 0.43;
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Figura 3-3: Las funciones de valor V‘-2 para i = 0,1,2, (Dg = —190).

La funcién V2 es la envolvente superior de las curvas dibujadas.
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pero debido a la discretizacién los valores son ‘primer afio’(s = 1), y ag; = 0.45. Los
valores aproximados de las constantes S; en el algoritmo 3.1 son S; = 0.33 y S; = 0.5;

de modo que se tiene N(12.7) =1 = N(34.4), M(12.7) =2 y M(34.4) = 3.

En la figura 3-4 dibujamos V (0, 8, z) y sus funciones asociadas para el intervalo

[5;30], y lo mismo para [33;59] en la figura 3-5.

El comportamiento de los controles y la funcién de valor para varias condiciones
iniciales de la regién ‘R1’ del plano (D, z) en las versiones continua y discreta de este
ejemplo se resumen en la tabla 3-III. Observamos buen ajuste entre ambas versiones.
El resultado para la versién discreta se obtuvo del algoritmo 3.1, y el de la continua

resolviendo el sistema (3-7) para las variables s y z.

Como resultado principal de este ejemplo hemos obtenido que en el intervalo
[5.0; 30.8] la politica éptima es ‘no saltar’, y exactamente ‘un impulso’ en el resto del
dominio O. Este salto debe tomarse cerca del comienzo de la evolucién, y lleva al

sistema a un estado en el intervalo (9.0;15.0).

En la figura 3.6 representamos las curvas de evolucién del sistema del ejemplo
a partir de £ = 15.5, para diversos valores del horizonte T, a saber: T = -7, 12,17, y 22
(afios). Cuando T = 7 no se efectda salto alguno. Para T = 12, el salto éptimo para el
nivel de discretizacién adoptado (que se representa en la figura con las puntas de flecha
sefialando los lugares de salto posibles) es el representado para el sexto afio. Para los
lapsos mayores se nota que la secuencia de los primeros saltos se estabiliza, realizdndose
el primero en el s = 5, el segundo en s = 10 y el tercero en s = 17 para el mayor T.
Se representa asimismo en esta figura la trayectoria asociada a la extraccién de la
renta anual, cuyo resultado econémico se dibuja en la figura 3-7, donde representamos
el resultado acumulado para las evoluciones correspondientes a T = 22 que fueron

representadas en la figura 3-6. Se observa que hay una significativa diferencia entre el
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Figura 3-4: Las funciones V(z), MV (z) y V/(z) en el intervalo
(5,30] € O (Dg = —190).
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Figura 8-5: Las funciones Vi(z), MV (z) y V/(z) en el intervalo

[33,59] C O (Do = —190).
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Tabla 3.III: Controles y funcién de valor para varias condiciones

iniciales en la regién ‘R1’ del plano (D, z), Dg = —190, é = 0.05.

X j S z V: Vl V‘:
31.0 -375.1
31.0 1.73 -21.8 -374.3
35.0 0.69 -23.8 -456.0
35.0 1 -24.7 -446.5
35.0 ?446.5
36.8 0.21 -24.7 -474.9
37.0 0 -24.0 -479.1
37.0 -479.3
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Figura 3-6: Evolucién del sistema para varios horizontes T = 7,12,17, y 22, con la
sucesién de cortes éptimos. Las puntas de flecha indican los posibles lugares de salto
definidos por el nivel de discretizacién adoptado. El estado inicial es z = 15.5 ton. Se

muestra la curva de extraccién anual.
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Figura 3-7: Evaluacién econémica de diversas acciones de manejo
representadas en la figura 3-6. Horizonte T = 22 anos, penalizacién

Dg = —25.
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resultado final del éptimo impulsional y el resultado de aplicar la metodologfa usual
de extraccién de la renta anual. El descenso inicial de las curvas corresponde a la
funcién g, que representa el costo inicial del proceso; las curvas decrecen debido a los
gastos corrientes f, y se producen aumentos de beneficio en ocasién de las extracciones
(evaluadas por la funcién k). EI crecimiento en T' = 22 corresponde a la funcién
terminal h. Debe destacarse que se obtienen resultados similares con sucesiones de
salto Z distintas, debido a la discretizacién. En el capitulo 5 se estudia en detalle la

ubicacién y tamaiio de los cortes que deben ser realizados para alcanzar el rendimiento

éptimo.

EJEMPLO EN DOS DIMENSIONES ESPACIALES.

Hemos construido una descripcién explicita para la estructura de cortes en
el ejemplo visto, lograda mediante una aplicacién del formalismo de Teorfa de
Control Impulsional, lo cual es novedoso para el manejo forestal. Cuando estd bajo
consideracién un bosque con una tnica especie, la dindmica logistica regida por la
ecuacién diferencial ordinaria ¥y = y(a — by) es un modelo macroscépico muy iitil
para seguir su evolucién. Cuando r > 1 nuestro algoritmo discreto es andlogo al del
caso r = 1, pero con algunas modificaciones menores necesarias para administrar un

conjunto mayor de subfndices.

En el apéndice A2 presentamos un ejemplo en cuatro dimensiones espaciales

que modela el manejo silvopastoril en bosques de la Regién Chaquena.

En el caso del problema de manejo de un bosque con una sola especie distinguida
(r = 2), hemos planteado (ver Neuman y Costanza, 1986) una solucién al problema

discretizado, la que se basa en los siguientes hechos ya establecidos:
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e Los cortes se realizan —por razones ecolégicas— con un espaciamiento de por
lo menos un afo, y la masa remanente de la especie no puede ser inferior a un

valor preestablecido.

e En el periodo de 8 afios de estudio (mediano plazo) el nimero éptimo de cortes

resulta muy bajo, o nulo.

e Hay, en general, baja sensibilidad respecto de la cantidad cortada. Pequenas

variaciones de la magnitud cortada casi no afectan al valor de la funcién

V(o,n,z).

En razén de estas observaciones el procedimiento de obtencién de la funcién de valor

aproximada numéricamente es,

* Para una grilla rectangular de puntos del dominio O, considerados cada uno
como condicién inicial de la ecuacion diferencial (2-1), se hallan los respectivos
pares (y1(t+1,z),y2(t+1, z)) que definen la evolucién del sistema en un perfodo

(de un afo).

* Para determinar los valores (y;(s+1),y2(s+1)) de evolucién en un afio a partir
de (y1(s),y2(s)) se utiliza interpolacién convexa en el rectdngulo de la grilla al

que pertenece este punto.

* Puesto que el sistema (2-1) es auténomo, partiendo de cada condicién .inicial
z se evalta el funcional J(0, n,a:,Zi) para un conjunto de posibles politicas de

corte Z*, por dos caminos:

** Exhaustivo: Asignamos a los Z* primero el corte nulo, luego todos los
cortes tnicos posibles (dada la discretizacién), todos los pares de cortes
posibles, etc, as{ hasta ‘agotar’ las posibilidades (debe notarse aqui que

el nimero éptimo de cortes es menor que tres).
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*%x Aleatorio: Asignamos a los Z' el corte nulo, luego una seleccién
aleatoria de los cortes tinicos posibles, mas tarde una seleccién aleatoria

de los pares de cortes posibles, etc.

Se obtiene, entonces, el mayor valor entre estos J(0, n, z, Z';) calculados, y se determina

a cudl Z* corresponde.
* Se tiene asi,

1°: Una particién del dominio O en subdominios de igual nimero éptimo

de cortes.

2°: Una funcién de valor aproximada, V(0,n,z), que permite definir la

politica 6ptima en cada caso.

Ejemplo.

Aplicamos la metodologia expuesta al sistema

1.11 =Yy1 (0.04 et 0.12y1 - 0.001y2)
(3-19)
Y2 =y2(0.08 — 0.001y; — 0.06y3)

del que representamos algunas de las trayectorias en la figura 8-8. En este ejemplo la
funcional J(0,n,z,Z) es

n

J(:I:,Z) = fOZ

t=0

1
(1+@)¢

_1
(1+¢)y

m
+ E(DO - dZZj)
3=0

En esta versién discreta de (2-2) consideramos nulas las funciones ¢;(0,n,z) y

h(n,y(n-)), tomamos
k(j) y’zj) =Dy - dzzj’
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Figura 3-8: Trayectorias del sistema (3-19) para el dominio

O = (0.15,0.32) x (0.70,1.32).
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fo = —41.5, y para Z = (7,2;);>0 el costo por cortar Dy = —320 si z; # 0, ademds
dy = 3425, n = 9, y la versién discreta del coeficiente de actualizacién ¢ = 0.07. Con

estos datos Jp(0,9,z) = —311.9 es el beneficio en ausencia de cortes,
J1(0,9,z,7,2) = —311.9 + (—320 + 32452)(1.07) ™7

el correspondiente a un corte, y las expresiones andlogas para los restantes. La

evaluacién se realiza por hectérea.

Con todos estos datos representamos en la figura 3-9 la funcién de valor

aproximada V obtenida por el modo ‘exhaustivo’ descripto previamente.

La curva de V(y1,0.801), funcién parcial de ‘7, presenta tres tramos lineales

correspondientes a las zonas de:
1. Ningtn corte (entre 0.15 y 0.224).
2. Un corte dentro del intervalo (0;9) de tiempos (entre 0.224 y 0.262).
3. Un corte en s = 0, comienzo del perfodo de andlisis (desde 0.262).

La funcién V obtenida resulta numéricamente muy regular (ver Caffarelli y
Friedman, 1978). En cada uno de los sectores de la curva el control de saltos éptimo
resulta perfectamente definido: o un corte, o ninguno; y, en el caso de un corte, éste
debe realizarse al comienzo del perfodo de evolucién si se comienza a partir de un cierto
valor del dominio (primera coordenada). En la zona intermedia el momento de corte
se desplaza desde el tiempo final hacia el inicial. No se observa fuerte dependencia de

la segunda variable (resto del bosque).

Obtenemos aproximaciones de la funcién de valor V también mediante el
método ‘aleatorio’ ya descripto. En este caso la V hallada dependeri de la corrida

particular y del nimero de casos en la misma.
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Figura 38-9: Funcién de valor aproximada f’(yl) para y; = 0.801.
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Figura 3-10: Funcién de valor aproximada V(y1,0.801).
(a) Parte de la V representada en la figura 3-9.
(b) Obtenida por el método ‘aleatorio’ con 250 casos.

(¢) Idem con 150 casos.
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En la figura 3-10 representamos dos ejemplos de tales curvas (método ‘aleato-
rio’) de 150 y 250 casos respectivamente, y ademds parte de la curva representada en
la figura 3-9 (método ‘exhaustivo’). Resulta obvio que las versiones de tipo Montecar-
lo estaran acotadas superiormente por las del tipo ‘exhaustivo’. Por otra parte éstas
estdn bien aproximadas por aquéllas para valores relativamente pequeiios del niimero

de casos (aqui 150 6 250).

El tiempo empleado por la computadora (VAX/VMS 780) para determinar el
valor de V correspondiente a un punto de O es de 50 seg. en el caso ‘exhaustivo’ (441
evaluaciones de J) y de 5 seg. en el ‘aleatorio’ (150 evaluaciones de J) con 150 controles
distintos (ver tabla 3-1V). La ventaja en velocidad compensa la desventaja de obtener
datos suboptimales. Hay una desventaja adicional de necesitar mayor localizacién de
memoria en el método ’aleatorio’, en la medida que se desee almacenar los valores de
las tiradas parciales para facilitar la impresién de los resultados y gvitar aumentar la

memoria usada en las tablas de valores de cada corrida.

Ejemplo.

Para el mismo sistema (3:19) del ejemplo previo consideramos la funcional
J(O,n,z,2),

n m

1 1
J(z,2) =qoz+ fo ) T+a T > (Do - dzzj)a_l_—c.)j
1=0 7=0
Aquf la funcién de costo inicial es gg = —1250z y ¢; = O (¢ > 0). Asimismo tomamos

h(n,y(n—)) = 0. Las demd4s funciones y constantes se toman como en el ejemplo previo

con la excepcién de dy = 4325, Dy = —220 y fo = —44.5. Con estos datos

Jo(0,9,z) = —334.43 — 1250z,
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Tabla 3-IV: Comparacién de técnicas computacionales.

efectuadas con equipo VAX/VMS 780.

Corridas

Método “exhaustivo” “aleatorio”
Velocidad de determinacién

de un valor de V (tiempo empleado) 50 seg 5 seg
Memoria utilizada para facilitar la impresién de

resultados (matrices de datos de saltos simultdneas) 18 150
Nimero de evaluaciones de J(z, Z) 441 150
Aproximacién obtenida éptima suboptimal

[3-36]




-250

=350 |-

<?

-450 [~

-5580 -

0.15 0.20 0.25 y 030
1

Figura 3-11: Funcién de valor aproximada ﬁ(yl,yg) para y; valiendo

0.777, 0.926, y 1.075. Las tres curvas estidn superpuestas.
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es el beneficio en ausencia de cortes, en particular Jy(0,9,0.15) = —522.0; también
J1(0,9,z, , z) = —334.43 — 1250z, + (—220 + 43252)(1.07)~7

es el beneficio correspondiente a la evaluacién del sistema que incluye exactamente un

corte en el intervalo [0,9].

Para mayor nimero de cortes se tienen expresiones anédlogas. En la figura 8-11
representamos la funcién de valor V aproximada obtenida por el método ‘exhaustivo’
descripto. Como en el ejemplo previo la curva presenta tres tramos lineales andlogos
a los sectores ‘1., ‘2.°, y ‘3." de la curva del ejemplo previo. En el sector medio, para
y1 € (0.18,0.24), se tiene una ligera dependencia de vV respecto de la segunda variable
y2. El control de salto éptimo asociado a este ejemplo resulta anédlogo al que se deduce

en el ejemplo previo.
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4. LAS INECUACIONES DE HAMILTON-JACOBI-
BELLMAN

Una de las vias de ataque para lograr la solucién del problema de control éptimo
planteado en los parrafos previos es la obtencién de ecuaciones que permitan determinar
a la funcién de valor V definida en el capitulo 2, se remite a ese capftulo para la notacién
que se utiliza en la funcional de beneficio. La deduccién de las ecuaciones es posible
apelando al principio de la programacién dindmica. En esta seccién determinamos
conjuntos de inecuaciones para V bajo distintas hipdtesis. Los métodos utilizados
se basan en los trabajos ya clisicos de R. Bellman y en la bibliografia reciente (ver

Gonzélez, 1980).
Es inmediato que cuando T =t se tiene la condicién inicial
Vitt,z) > g(t,t,z)+ h(t,z), (4-1)
y vale el igual si no hay salto en ¢.

Supongamos ahora que no se producen saltos , ni amortizaciones, ni se termina
la evolucién en el intervalo [t,t + §), asf t; > &, s; > 8, T estd suficientemente alejado

y para 0 < € < § se tiene la siguiente desigualdad, pues V es mayor que cualquier J,

l
V(t,T,z) > q(t,T,z) + Z g;(¢;, T, a:)e_c(tj_t)

Jj=1
t+e
+/+ f(s,y(s),u(s))e"("‘)ds
¢
T
+ f(s,y(s),u(s))e_"("_t)ds
t+e

+ 2 k(o y(si=), z)e o0
=1
+ h(T,y(T-))es(T~Y)

[41]



es decir

l

V-gt.T,2) 2 qu (t;, T, z)e—c('j_‘)
Jj=1

N /tt+¢ f(s,y(s), u(s))e—c(s—t) ds

T
+ f(s,y(s), u(s))e—"("_(”e))e_“d&
t+e

+ > k(si,y(si-), z)eclsi—(t+e) gmce
=1

+ h(T, y(T-))e (T~ (t+e)) g—ce

pero
J(t+e,T,y(t+e),u(), 2) =q(t +¢T,y(t +¢))
l
+ Y gt Tyt + g))ec(ti~(t+e))
1=1
T
+/ f(s,y(s),u,(,:;))e"—'(-"—(«f+c))d“3
t+e
+ 5 k(s y(si—), z)e el ()
1=1
+ h(T,y(T—))e"C(T—(H‘G))
con lo que

e (J(t+e&T,y(t+e),u(-),2) —q(t+e Tyt +¢))
l
= D g(t, Tt + )0+
J=1

T
= [ 166,3(6), (e as
t+e

+ 5 k(sg, ylsi—), z)e(5—)
i=1
+ h(T,y(T—))e=<(T~1)

[42]



resulta asf

(v -t T,2) 2 tmf (s,9(s), u(s))e™*Cds

+ e—ce(‘](t +&T,y(t +¢),u(), 2)
—q(t+¢T,y(t + e)))

l
= (gj(t;, Toy(t +¢)) = g;(t5, T, :c))e_"(ti")
1=1

Hemos partido el perfodo de evolucién [t, T] entre dos intervalos, [¢,t +€) y [t +¢€,T],
ahora debemos optimizar en el segundo de ellos. Tomamos el supremo respecto de u(:)

y Z y obtenemos,

t+e
0> s?g{ t f(s,y(s), u(s))e—c(s—t)ds
+ (7 -1)(V -9t +&Ty(t +¢)

l
- Z(qj(tj: T,y(t+¢)) - qJ'(tj,T, z))e—c(t:f_‘)
=1

+(V-q)(t+eT,ylt+e) - (V- q)(t,T,.'B)}.

Tomamos en el primer intervalo
u(s) =ug €U,

valor constante para el que la desigualdad continua siendo vélida, y luego de dividir
por € pasamos al limite obteniendo, por la convergencia uniforme de cada término

(suponemos a las funciones involucradas suficientemente regulares),

0> f(t,z,uo) —c(V —q)(¢, T, z)
oV —q)
oz
oV —q)
at

l
aq; —e(t—
- E _8:: (t;,T,z)g(t,z,u0)e (t; )
1=1

+ (¢, T, z)g(t, z,u0)

+ (¢, T,z)
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pero el ug € U que tomamos antes es uno elegido arbitrariamente, de modo que se

tiene

%,a—)(t T,z +31€1%{—;q)—(t,T,z)g(t,$,u)

+ f(t,z,u) — e(V = q)(t, T, z) (4-2)

l dq;
- Z 3_:1::’(tj’T’ z)g(tvz:“)e—cuj—t)} <0

Jj=1

Hemos supuesto que no se aplicaban saltos al principio de la evolucién para
deducir la ecuacién (4-2). Supongamos ahora que se comienza con un salto z € S;
en el espacio de saltos factibles para la posicién inicial £ y que, ademds de estar T
suficientemente alejado del instante inicial ¢, también lo est4n los momentos de los

eventuales siguientes saltos (es decir o es suficientemente grande) resulta asf que, como
V2>J,

l
V(t,T,z) > q(t,T,z) + E 9; (¢, T, z)e
7=1
+ k(t,z,2) + J (¢, T,z + z,u(), Z)
l
—g(t, T,z +2) ~ 3 ¢(t;, T,z + z)e (5™
Jj=1

—c(tj—t)

donde Z es el control de saltos restante, es decir
Z = (t,z 7).
Tomamos supremo respecto de u(-) y Z, resultando

l
0>k(tz,2)+V(,T,z+2)— Z 9;(t;, T,z + z)e_c(t.‘f_‘)
7=0

- (V(¢,T,2) qu (t;, T, z)e c(ti_t))
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ahora tomamos supremo respecto de z obteniendo en definitiva

sup {k(t, z,2)+V (¢, T,z + 2)
z€Sz

l
—Z g;(t;, T,z + z)e“(‘f“)}
Jj=0

l
—(v (t, T, z) - Z Qj(tj: T, z)e—c(t]—t)) <0
7=0

(4-3)

Deseamos ahora estudiar el comportamiento de la funcional J y de la funcién
de valor V en el entorno del punto final de evolucién T'. Para ello supongamos que
no se producen cortes ni se saldan amortizaciones en el intervalo [T — §,T]. Podemos

escribir,con 0 < € < 6,
l
J(t:T — &, T, ‘U.(-), Z) = Z qJ.(tj)T —€, z)e—C(tj—t)
o

T—e¢
+ / F(s,u(s), u(s))e (=) ds
t
+ Z: k(si)y(S."—)’ Z{)e—"("i"‘)
i=1
+ k(T — E,y(T — E))e—c(T—e—z)

con

8 <T-—¢

t;<T-c¢
para todos los 1 y 7 respectivamente, entonces,
V(¢ T,z) > J(t,T —e,z,u(-), Z)

l
+> 4t T, z)e” ™)
7=0
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T
+ /. (s, y(s),u(s))e")ds
+ (T, y(T))e™ T~
l
- E 9;(t;, T — e, z)e_c(ti_t)
‘=0

— (T — &,y(T — ¢))e~c(T—¢—1)

recordemos que gy = ¢y to =t y que como no se producen saltos en el tiempo T se
tiene y(T—) = y(T'). Tomamos supremo respecto de los controles u(-) y Z obteniendo
0 >sup{V(¢,T —¢,z) - V(t,T,z)
u()
T

+ . £(s,u(s), u(s))e (" ds

l
- Z(qj(tj’T —&1)—g; (t_.,',T, z))e_c(tj"t)
=0
—_ e-C(T—t) (h(T — e,y(T — e))(ecc _ 1)

+h(T - &,y(T —¢€)) — h(t,¥(T)))}

tomamos como antes

u(s)=uo €U

en el intervalo [T — §, T| para el que vale la desigualdad, dividimos por ¢ y pasamos al

lfmite para obtener (por la convergencia uniforme de las funciones involucradas),

l
A4 9g; —e(t;—t)
—_ —J (3. 9
3T ¢, T,z)+ E 3T (t;, T, z)e
J=0
oh

+e G (5(T, y(T), uo) + 37 (Ty(T)
8h

+ %(T'y(T))g(T’ y(T)’ '”'O) - Ch(T’ y(T))) <0

—c(t
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pero la desigualdad previa debe valer para cada ug € U de manera que hemos probado

que vale

_ov t T, :z: +E 3 -—c(t]-_t)

- Oh 44
+e~c(T-1) jzp {f(T,y(T),uv) + == =T (T,y(T)) (4-4)
+ g_z(T,y(T))g(T,y(T),u) — ¢h(T,y(T))} <0

Un resultado de ortogonalidad.

Hemos deducido las ecuaciones (4-2) y (4-3) a partir de hipétesis que no pueden
darse simult4éneamente y es razonable pensar que cuando se satisfacen las condiciones
para una de ellas, entonces valga con el igual. En consecuencia deseamos probar que
el producto de los primeros miembros de las ecuaciones (4:2) y (4:3) es nulo, para ello
podemos, por ejemplo, suponer que

sup {k(t,z,2)+V (¢t,T,z + 2)
les:

l
"Z(q]' (t;, T,z + z)e—c(tf_t)}
7=0
l
~V(tT,2) - 3 (g;(t;, Tyz)e G D) 46 <0
J=0

para un cierto (¢,T,z). Entonces existird € > 0 tal que las estrategias de control con

salto en (t,t + €) tienen un beneficio

J(t,T,:l:,u(-),Z) < V(taT»z) - g
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y en consecuencia no es necesario tenerlos en cuenta en la bisqueda de una estrategia
éptima. Para una estrategia cualquiera con primer salto en s; (suponemos que t; > s1)
se tiene

l
J(tT,z,u(), 2) <q(t, T,z) + 3 ¢;(tj,T,z)e ™)

1=1
. s,y(s), u(s))e ("= ds
+ [ 1630, w(eee
+ec(s1-9) (k(s1,9(s1),21) + V(s1,T,y(s1=) + 21) (4-5)

—q(s1,T,y(s1-) + 21)
I
~ 3 4t Toy(s1-) + 2o~}
=1

independientemente del control u(:), y por la regularidad supuesta en las funciones

involucradas, el miembro derecho debe tender (cuando s; — ) a

l
> 6t To)e” ™ k(e 2, 21)
2

l
+V (¢, T,z + 2z1) — Z 9;(t;, T,z + zl)e_c(tf_t).
3=0

La convergencia es uniforme respecto de z; pues

z € Sy(al_) cS

que es compacto. Luego, existe € > 0 tal que

J(¢,T,z,u(-),Z) < XI: g;(t;, T, z)e—c(tj_t) + k(t,z,21)
=0 | . (4-6)
+V(t,T,z+ 2z1) — Z—%qj(tj,T,a: + zl)e""(‘f") + 2
para todas las estrategias con s; € [t,t + €]. Combinamos (4-5) y (4-6) para obtener,

l
J(t, T, z, U('), Z)— Z qj. (t],’ T, z)e—c(t]-—t)
1=0
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<k(t,z,z21)+V(,T,z+ 1)

l (t,—t) , 6
—c(t.—
- Zq]'(tj,T,$+z1)e 2 + 5.
7=0
< sup {k(t,a:, z2)+V(¢,T,z+ 2)
ZGSz
l
—c(t;—t) ]
_Z(qj(tj,T,a:+z)e IV} + 5
=0
l (t;—t) 6
—c(t.—
< V(tsTv I) - Z%(qj(tj, T, I)e 2 -6+ 5
J=

resulta asf

J(t,T,z,u(),2) < Vmﬂd—g

En consecuencia todas esas trayectorias con s; € [¢,¢ + €] no pueden ser optimales y
es posible descartarlas del problema. Entonces sea s; > t + €, y asumamos que no hay

saltos al principio. Se tiene asf{

l
V(tT,z) - Z g (tj: T, z)e—c(tj_t)
=0

=sup /H-s f(s,y(s), u(s))e""(’—‘)ds
u(-) /¢
+e ¢ (V(t+eT,y(t+¢€)) —q(t+¢,T,y(t +¢))

l
- Z 9 (tJ" T, y(t + e))e—c(tj—t—e))
Jj=1

de donde se obtiene la ecuacién (4-2) con signo igual.

El caso de lapso fijo.

Resta considerar un caso particular de importancia, el de lapso T —t fijo.
Supongamos en consecuencia que no se efectian cortes ni al principio ni al final, y que
tampoco se efectian amortizaciones g; con 5 > 1 en los e-intervalos inicial y final. La

expresién aniloga a (2-8) para t + € es, en el caso de lapso fijo,
J(t+eT+ey(t+¢),u(),2)
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=q(t+¢,T+e¢,y(t +¢))
l
+ Y a5t T+ eyylo-+ o)™l
1=1

T+e
+/ + f(s,y(s),u(‘(,-))e—c(:y—(”e))d‘!l

t+e
+ E k(s5,y(si=), z)e (s~ (t+¢))

1=1
+h(T +e,y(T + e))e—c(T+e—(t+e)).

En forma andloga a la desarrollada previamente se puede deducir que

0> sup (s,y(s),u(s))e” c(s—t) g5

T+e
- / f(s,y(s), u(s))e_"(’—t)ds
T

+ Z q, (tJ,T z) (tJ’T+ E,y(t + E))) c(tj-t)
71=1
+e ¢V -q)(t+e,T+eylt+e)—(V-9q)(tTz)

— (R(T + &,y(T + €))e~sT+e=t) _p(T, y(T))e~<(T-1)}.
A partir de esta desigualdad es posible deducir la siguiente expresién, en forma anéloga

a lo realizado para las ecuaciones (4-2) y (44),

sup {—(V—t)-(t, T,z) + 2(V——Q)-(t, T,z)g(t,z,u)
ueU

oz

+ f(t,z,u) — c(V — q)(¢, T, z)

— (_ﬁ(t T,z) + e~¢(T~1) [f(T,y(T) u) + ;',(T,y(T))
Oh

+ 55 @YD) y(T),w) = ch(T,y(T))))

(47)

! .
> (Gt Tm) + L4, T etz ) ™) < 0
J=1

Debe observarse que la ecuacién (4:7) contiene los términos de las ecuaciones
(42) y (4:4). Resulta asi que la suma de ambas es menor que cero (pero no

necesariamente cada una por separado en este caso).
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Funcionales auténomas.

Resulta interesante considerar el caso en que, ademds de la dindmica, los
restantes objetos matemdticos involucrados en el proceso de optimizacién no dependan
explicitamente de la variable de evolucién, y en consecuencia sea posible considerar una
sola variable temporal, la duracién 7 = T — t del proceso controlado. Para expresar
las ecuaciones correspondientes a este caso es necesario modificar la dependencia
de las funciones respecto de las variables. Por razones de simplicidad expositiva
conservaremos la misma notacién para las funciones, ya que por un lado expresamos
explicitamente las variables para cada funcién, y por otro en todos los casos se
desprenden del contexto los dominios de cada una. La expresién de la funcional de

beneficio “auténoma” resulta asi
l
J(r,z,u(:),Z) = Z g; (r, z)e_c(tf—t)

1=0
T
+ /t £ (y(s), u(s))ec0=ds

+ 3 k(z)ecls™
=1

+ h(y(T=))e™*".

Con los métodos desarrollados previamente se deducen las ecuaciones siguien-

tes,

_w(r, z) + zgg{a—(‘,?—q)-(f,z)g(z,u)

+ f(z,u) = ¢(V - g)(r,2) (4-8)

l Oa. 2a. —_  —
+ (G2 9) - S nala@u)e™ ™) <o,
=1
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l
sup {k(2) + V(r,z + 2) — Z gj(r,z + z)e_c(tj_t)}

zESz

7=0 : (4-9)

-—(V (T, :l:) - Z q].(r’ z)e—c(tg-—t)) <0.

7=0
y !
oV dq, —c(t,—
_5;(7, z) + Z %(r,z)e (t;-t)

7=0 (4-10)

+e7" sup {f(u(T), ) + 3o (4(T))a(u(T), ) - ch(y(T))} <O.

ueU y

Cuando se consideran problemas donde no intervienen los controles continuos
u(-) y las funciones g; se suponen nulas con excepcién de gg = ¢, entonces las ecuaciones
(4-8), (4-9) y (4-10) resultan, efectuando las modificaciones obvias en la expresién de

las funciones involucradas, respectivamente,

29D (0) + 2D a)g(a) 4 f(m) — eV — )z} <O (411
Sup {k(z) + (V= g)(r,z+2)} = (V = q)(r,z) <O _(4°12)
y
(V-4 Oh

5 (12) + e {f(y(T)) + 3y ¥(Me(v(T) - ch(y(T)) <0 (413)

Estas ecuaciones son vilidas, de igual modo que las precedentes, en los puntos
donde existan las derivadas que en ellas figuran. La forma de las funciones que hemos

utilizado garantizan la diferenciabilidad en casi todo punto.
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En las condiciones iniciales para las que no se producen cortes en la evolucién
éptima sin controles continuos y sin amortizaciones se tiene que V = Vj y, en

consecuencia,
T
V(t,T,z) = q(t,T,z) + / F(s,5(s))e~ <t ds + h(T, y(T))e~(T~Y)
t

en este caso se satisfacen las ecuaciones (4-11), (4:12) y (4:13), la primera y la tercera

idénticamente con igualdad entre ambos miembros. Este resultado se puede generalizar.

Ejemplo.

Consideramos el problema de determinacién de la politica éptima de saltos
que debe aplicarse para manejar, durante un lapso determinado, un bosque con una
especie distinguida (no existe otro control que no sea el impulsional). Para simplificar
la notacién omitimos efectuar explicita mencién de la segunda variable (la primera
representa la biomasa de una especie distinguida del bosque por su abundancia o valor
intrinseco y la segunda el resto de la biomasa del bosque). La dimension es r = 1. La

dindmica que rige el crecimiento de nuestro bosque es

vy = yla-by)
v0) = =

y la funcional (auténoma) de beneficio

J(7,2,2) =(g0) (= — z0) + (1 - e~°T)

donder=T —t =T, pues se toma t = 0.
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En este ejemplo los valores de los pardmetros y coeficientes son: la tasa de
crecimiento libre a = 0.2059, el coeficiente de freno ecolégico b = 0.00344 (la capacidad
receptiva del sistema k = § = 59.8), y la condicién inicial z € [5;59.8]; datos con los
que queda definida la dindmica. En la funcional, la duracién 7 = 7 (afios), el costo
inicial gg = —40, el umbral de estados zp = 5, el costo corriente fy = —15, la tasa
de actualizacién ¢ = 0.048 (versién “continua” de la tasa discreta del 5%), el costo de
corte fijo Do = —42 y el beneficio neto de venta de la madera ds = 24.5. Con estos

pardmetros hemos obtenido que la polftica éptima es

Intervalo Nimero éptimo de cortes ¢ Corte al comienzo?
5<z<19.5 0 _
19.5 <z < 31.5 1 no
315 <z <59.8 1 si

y en cada caso que deba efectuarse un salto, llevar a aproximadamente 15 el estado.

El método para hallar la pol{tica éptima descripta en la tabla precedente se
basa en el uso de nuestro algoritmo de recorrido exhaustivo del problema discretizado

equivalente.

En este capftulo nos interesa ademads relacionar lo dicho con el comportamiento
de las ecuaciones (4:11)-(4:13). Para ello es conveniente denominar HJ Ba(r,z),
HJBb(r,z), y HJBe(r,z) respectivamente a los primeros miembros de estas ecua-
ciones.
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Figura 4:1. Comportamiento de los primeros miembros de las

inecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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En la figura 4-1 representamos estas funciones HJB -(7,z) para z €
[12; 42]; en ella observamos los dominios en los que valen los signos igual y la propiedad
de ortogonalidad. Existen pequenas desviaciones debidas al origen numérico de los
datos utilizados en el célculo de las derivadas involucradas. Derivando directamente
se prueba la validez de las ecuaciones HJBa =0y HJBe¢ = 0 en el intervalo [5;19.5].
Las porciones restantes de las curvas dependen de la determinacién aproximada de sop;

Y Zopt, €l momento y el corte éptimos.

EL CONJUNTO DE CONTINUACION.

Escribimos la ecuacién (4-3) en su forma simplificada

sup {k(z) +V(t,z+2)} —V(t,z) <0

2€Sz

Por el resultado de ortogonalidad tenemos que vale el signo igual en ésta o en la ecuacién
diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman. La interpretacién (ver Bensoussan y
Lions, 1975) es que vale el igual cuando debe efectuarse el impulso, y el menor estricto

cuando todavia es éptimo dejar evolucionar el sistema sin saltar.

Para definir el conjunto de continuacién C se define previamente la funcién
MYV (t,z) por

MV (t,z) = zseus? {k(z) +V(t,z +2)}

y entonces

Cc={(s,2) € t,T| xO:V(t, z) > MV (t,z)}

El resto del espacio de fases se denomina conjunto de salto Cs. Cuando el
sistema evoluciona lo hace libremente hasta tocar su frontera, instante de paro en
el cual el sistema debe efectuar el salto éptimo. Si la condicién inicial pertenece al
conjunto C,, entonces es éptimo comenzar con un salto y luego continuar desde la

posicién de llegada.
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La ecuacién (4-3) y las nociones de conjuntos de continuacién y de salto,
asociadas al control impulsional, son nuevas respecto de la teorfa clésica de control
donde solamente se consideran controles continuos. En ellas se basan diferencias
importantes, tanto desde el punto de vista tedrico, como en lo que respecta a las
aplicaciones y métodos préicticos de determinacién de los controles éptimos. En el
capitulo siguiente se utilizan en la construccién de los algoritmos para la determinacién

de los controles en los sistemas estudiados.

CAMBIO DE VARIABLES BAJO DINAMICA LOGISTICA.

Se remite al apéndice A3 para el enunciado de algunas de las propiedades
del flujo logistico. Sin pérdida de generalidad respecto del caso r-dimensional (r >
2) podemos establecer un nuevo sistema de coordenadas en el espacio de eventos
correspondiente al modelo logistico bidimensional

91 =y1(a — byy — cy2)
2 =y2(p — ry1 — qu2)
donde todos los coeficientes son positivos y los estados se restringen al subconjunto

abierto D del cuadrante IR2>0 limitado por las variedades definidas por las expresiones

g1=a—by; —cy2 =0

g2=p—ry1—qy2 =0.

Como g; y g2 son funciones que definen un campo vectorial tangente de clase

C® se tiene que el flujo local de g (= g;1,92) definido por las curvas caracterfsticas

g(s; 0, zy, 52) = Yoz (S)
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es de clase C®. Por ello podemos definir un sistema de coordenadas (o, {3, £2) en
(—o0,00) x D dado por

o(s,y1,¥2) =s

€1(s, y1,v2) =01(05 8, ¥1, v2)

€2(s, y1, ¥2) =02(0 3, ¥1,v2)

donde (s,y1,¥2) € (—00,00) XD, y #(0;s,y1,y2) es la trayectoria caracteristica (tinica)

que pasa por (s,y;,y2) evaluada en el origen.
Conocida la terna (o, €1, £2) se obtiene su transformada (s,y;,y2) por
s(o, €1,62) =0
y1(o, &1, &2) =01(0;0, &1, £2)

Yy2 (0’, fl: 62) =§2(0; 0) El: £2)

Asi definimos la transformacién T por (s,y1,y2) = T'(o, &1, &2).

Las inecuaciones para la funcién de valor.

Aplicando este cambio de variables y definiendo u = VoT yp = foT,la

inecuacién diferencial de evolucién de la programacién dindmica queda

ou

E;(o; 61) E2) - CU.(O’, fl: 62) + SO(O', El: 62) < 0

debido a que las variables ¢; no cambian a lo largo de las trayectorias. No hay cambio,

salvo la variable, de la inecuacién derivada de efectuar un salto en el instante inicial.

En el caso r = 1 que utilizamos en la ejemplificacién, se puede expresar el

cambio de variables en el espacio (—oo,00) x (0, k) asi:

T(O', f) = (31 y)
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donde
s =0

k

y la matriz Jacobiana de la transformacién T es

1 0

JT = ke k2e—-aa

(G Gw-geop

cuyo determinante es siempre positivo.

La inecuacién de H-J-B queda

2% (0,8) ~ cule,€) +(0,6) <O

de modo que

u(o, €) = C(&)e
es solucién de la ecuacién diferencial homogénea (con signo =).

Supongamos que ©(0o, §) = p(£) es independiente de o, lo que equivale a que el
lagrangiano f sea constante a lo largo de cada trayectoria (ello no implica constancia
en el dominio). Entonces

v (£)

‘!l.(O', f) = T

es solucién particular, y se tiene la expresién
u(o, £) = @(1 - ec("_f)) + u(r, f)e"("’_"),

que permite calcular, para un cierto £ dado, la funcién de valor de un tiempo o conocida

la de otro tiempo 7 en el caso en que f sea constante sobre cada trayectoria.
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Cuando el lagrangiano f es mdas general en principio se lo debera integrar
en forma numérica. Sin embargo el caso que nos interesa de lagrangiano lineal (o

cuadrético, y, en general, polinomial)
ft,z) = fo+ fiz

admite un tratamiento especial. Se tiene que ¢ = f o T ya no es independiente de la

variable temporal y al integrar la ecuacién diferencial se tiene

‘p(oi f) = fo + fly(a; 0, f))

y por lo tanto la expresién para el coeficiente C en la determinacién de una solucién

particular es
—C3s

_ fo —co g e
C= _ e fik -~ k—zie““ ds

que puede integrarse en forma analftica cuando la tasa a es un miltiplo de la tasa
¢. Para el caso ¢ = 4c tratado en el ejemplo monodimensional del capitulo previo
se obtiene (ver Gradshtein y Ryzhik, 1980) la siguiente expresién para la férmula de

cambio de tiempo andloga a la precedente,

_& _ atlo—7 ﬁ._ k § _ clo—7 clo—r
u(e,€) = 21 =T+ Do (8(0) - ¥()e ) 4 ulr, e

donde

4/4f(k _ f)e"'"
VE= k= ge %

\/E_—_fe_2°’+ 4 4f(k— f)e_“ +\/E

¥(s) =1
(3) og ‘/kTse_zca _ 4 4£(k_$)e—c; +\/E

+ 2 arctan
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5. ALGORITMOS VARIACIONALES.

En el capitulo 3 se han desarrollado algoritmos de tipo combinatorio que per- .
miten obtener el control éptimo impulsional para el manejo de sistemas silviculturales
en sus versiones continua y discretizada. En la primera parte de este capftulo se com-
para el enfoque de esta tesis con el de Menaldi (1982b). En la segunda se desarrollan
nuevos algoritmos para determinar el control impulsional determinista 6ptimo para los

sistemas definidos en los capitulos precedentes.

EL CASO DE HORIZONTE INFINITO.

En primer término debe notarse que el conjunto O € IR" donde evoluciona el

sistema controlado, es, en el caso tratado en esta tesis, un subconjunto de

{zeRly:z; >z con ¢ =1,---,7},

donde zg; es el umbral ecolégico de la especie ¢ (ver capitulos 2 y 3, y apéndice A2).

Asimismo la frontera del dominio O definido en el capftulo 2 estd formada por
hiperplanos umbral (paralelos a los planos coordenados) y las curvas caracteristicas
del sistema dindmico definido por la funcién g, o bien las variedades singulares donde
se anulan las componentes de la funcién g (ver figura 5-1); razén por la cual cualquier

trayectoria del sistema que parte del interior del conjunto O se mantiene en él.

En la figura 5-1 se representa el dominio O en el caso r = 2 para

9(z1,22) = (z1(a — bzy — ex2),z2(p — rzy — gz3)),
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(ver apéndice A3). Se deduce inmediatamente que los valores de los diversos tiempos 7
de salida de las trayectorias del conjunto O resultan 7 = oo y, por lo tanto, en todos los
casos los resultados de Menaldi (1982b) aplicados a la evolucién de sistemas naturales
ecoldgicos se refieren al problema de control impulsional con horizonte infinito y sin

controles clésicos.

Las ecuaciones correspondientes se obtienen a partir de las ecuaciones (4:11) y

(4-12)
V=9 1)y ) + f(2) = eV — )(&) < 0 (5:1)
y
sup (k(e) + (V = 0)(z + 2)} = (V ~ (&) <0 (52

Debe recordarse que el producto de los primeros miembros de estas ecuaciones es nulo

en todo el dominio O.

La forma de la funcién de evaluacién del efecto del impulso es k(2) = Do+ K(z)
con Dy < 0 el costo fijo, y el término K(2z) que es el beneficio neto asociado al salto z.
Las hipétesis sobre k deben ser tales que esté impedida la existencia de una sucesién
infinita de impulsos en un intervalo finito de la variable de evolucién. En este trabajo,
en que por ejemplo K(2) = —d»2z, debe notarse que razones fisicas impiden que ello
se produzca puesto que, para que k(2) alcance valores positivos, o, mas precisamente
aln, supere una constante kg tal que Dy < kg < O es necesario que el valor de z sea
finito y suficientemente grande en valor absoluto, lo que disminuye en esa proporcién
el nivel de las variables de estado involucradas, necesitindose un tiempo finito para su
recuperacién hasta alcanzar nuevamente un nivel que admita la aplicacién de un nuevo

salto.
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Tiempo de detencién.

Como se asocia con la solucién del caso impulsional la determinacién de una
sucesién de tiempos de detencién, se considerard brevemente este problema. Se
considera para ello la dindmica

v=2g(s,v)

con la condicién inicial y(t) = z y con las hipétesis habituales de regularidad para g,
que ahora se extienden también a la variable de evolucién s. La variable de control es

o, el instante de detencién del sistema; se elige & > ¢ para maximizar la funcional

Tt,2,0) = [ £(6,5(6)e™ 0 s + h(o,y(a))e™ s
t

Como antes
V(t,z) =supJ(t,z,0)
o>t

Si el tiempo de detencién o es finito entonces se define

8(t,z) =inf{o:o>t y V(o,y(0)) =h(o,y(0)) }

Se puede demostrar que & es el
inf{o: V(¢,z) = J(¢,z,0) } =5,

que fue supuesto finito.

Para ello, sea o* tal que

J(t,z,06") =supJ(t,z,0) = V(t,z)
o>t

que existe por hipétesis.
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Sea w > o*, entonces
J(t,z,w) = J(t,z,0°%) — h(g‘,y(a‘))e—c(a'—t)

+ /‘: f(s,y(s))e—c(s—t)ds + h(w,y(w))e_‘:(“’“)

Por definicién de o* se tiene
J(t,z,w) < J(¢, z,0%),
entonces Yw > o*
t *
[ £arvisNe s < hio*,y(o*)e™" ) = hfw, y(w))e~e =
o

pero

V(e*,y(0*)) = sup J(o*,y(0*),0) = J(0",y(c*),w)

o>o*

para algin w > o*, sea este w* (puede ser eventualmente infinito), entonces
V(e*,y(e") = J(o*,y(0*), ")
- /w £(s,9(s)e™C""Vds + h(w*, y(w*))eme" =)
= e¢le" 1) ( £(5,9()e™Cds + h(w*, y(w*))e ")
< e (0%, y(o*))e (")
= h(o*,y(c*))

= J(o*,y(c*),0*)

lo que implica que

V(o*,y(c*)) = h(c*,y(c*))
Se ha probado de esta forma que, fijados t y z,

{o:V(t,2) = J(t,2,0)} C {0: V(0,y(0)) = h(o,y(o))}
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con lo que 6 > &. Supongase que & < &, como
J(t,z,6) < J(t,z,0)
pues 7 es el menor o que realiza el supremo, se tiene que
[ 5(6em s > hio, (@)1 ~ h(5,y(@)e -
&

pero como

V(5,y(8)) = h(5,y(5))

se tiene que
V(6,9(0)e™ 0 < [ 15, y(6)e™ " ds + h(5,5(6))e=
o bien
V(6,y(6)) < J(6,y(5),5)

lo que es una contradiccién originada en suponer que & < &, de este modo & = G y se

tiene probada la afirmacién.

Obsérvese que la obtencién del tiempo final o tiempo de detencién se basa en el
criterio de partir el dominio O entre dos zonas,unacon V > hylaotraconV =h,y
dejar evolucionar el sistema siendo el momento de detencién el primer instante en que
el estado cambia de la zona {V > h} a la otra. Si se comenzase en la zona {V = h}

entonces el tiempo de detencién resulta ser el instante inicial,

Varios artfculos de Menaldi (e.g. 1980a, 19822), y de Menaldi y Rofman (1974)
ilustran el problema de tiempo de detencién. En ellos se estudian los casos de dominios
acotados y no acotados utilizando formulaciones variacionales. Se caracteriza el costo
éptimo de un problema de tiempo de detencién como la solucién méxima de una
desigualdad variacional de primer orden (caso determinista) o de segundo orden (caso

estocédstico). Se establecen allf algunas propiedades de continuidad del costo éptimo.
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Control impulsional.

El aspecto que nos interesa destacar es la formulacién integral de la ecuacién H-

J-B (5-1) para tiempo final sin actualizacién y con horizonte infinito (Menaldi,1982a):
ou . ¢
E(x)g(z) + f(z) —cu(z) <0 si u(z) < [ f(y(s))ds+u(y(t)), vt >0
0

la que sumada a la observacién precedente respecto de los conjuntos de continuacién y

de detencién configuran la base para los algoritmos que se desarrollan en este capftulo.

Considérese ahora la funcién k(z) = Dg + K(z), continua, tal que k(z) > Dy,

pero aquf con Dy < 0.

Se define el operador M por

My(z) = sup {k(z) + p(z + 2)}

ZESz

donde
S:={z€S:z+2z¢€ O}

Con estas definiciones se prueba, siguiendo a Menaldi (1982b), que si ¢ es
continua en O, entonces My también lo es en O. Para demostrar esto se define una
funcién £ : O x S — S continua y uniformemente continua en z € O de la siguiente
forma (ver figura 5:2): £(z,2) es la proyeccién ortogonal sobre el convexo cerrado
O N (S + z), donde S + z se interpreta en el sentido conjuntista. Resulta asf{ que se

tiene z + ¢(z,2) € O,Vz €0, Vz€ S,y £(z,2) = zsiz+2€ O.

La compacidad del conjunto S; = O N (S + z) garantiza la existencia de una

funcién (se mantiene la hipétesis de continuidad de )

3:0— S
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puntos (z,2;) con j =1,2,3,4.
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tal que
My(z) = k(2(z)) + ¥(z + 2(z)) VzeO.

La funcién de valor © = V — g es solucién de las ecuaciones (5-1) y (5:2). De
la primera se utilizard su forma integral. La ecuacién (5-1) vale en O si, y solo si, se

tiene

o) 2 [ Hue)e oyl Vo
Aparece naturalmente una sucesién de problemas del tipo de tiempo de
detencién por recurrencia:
se parte de u®(z) que satisface
u9(z) > /t’ f(y(r))e_‘:("t)dr +u(y(s))e~*"!) Vs>t VzeO,
¥, obtenido u™~1(z) se determina u™(z) como la solucién mfnima del problema

u™(z) > / ’ Fly(r))e=—dr + un(y(s))e=<(*=8) Vvs>tvze O
t
u”(z) >Mu™(z)
Se demuestra que

u(z) = nli.ngo u"(z)

es la solucién del problema, y que si f es continua, entonces u resulta continua.

En su Observacién 2.1 (Menaldi, 1982b,p.232) afirma que las u' se pueden

definir como ciertos beneficios éptimos, sin embargo se tiene:

w0 =vg y dados v, y u" = sup{u"_l,vn} se obtiene v, mediante:

Yn+1 = SUp (/” f(y(f))e—c('—t)dr + Mvn(y(s))e_"("‘))
s>t ¢
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Un+1 = suP{un) vn+1}

De este modo cada u™(z) da el mejor resultado de efectuar hasta n saltos.

El régimen (¢, Z).

En el caso del ejemplo del capitulo 3 de un bosque con una especie distinguida,
cuyo crecimiento estd regido por el modelo logfstico, extendido al caso de horizonte
infinito; y siendo el problema auténomo, pues la ecuacién diferencial ordinaria que rige
la dindmica lo es y el lagrangiano f es la constante fo (lo mismo vale para lagrangiano
lineal); entonces es razonable pensar que luego de un lapso de transicién se llegue a
un régimen del tipo (¢, Z), cldsico en Investigacién Operativa. La funcién de valor que
se obtiene con el algoritmo esbozado precedentemente coincide con la que se obtiene

resolviendo el problema (¢, Z) (cuando se alcanza el nivel Z se aplica un salto hasta

¢).

Para determinar a ¢ y Z se supone provisoriamente que (0,¢) es la condicién

inicial, y entonces existird o > 0 tal que

Z= Yo¢ (a)i

de este modo hay que maximizar

(o <]
J(o,¢) = {2 + Z(Do +dy(Z —¢))e %%
Jj=1
es decir
k 1
J("’f):%"' Do+dy | ————=—¢ o — 1

1+ k—;ie‘“
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Se deriva J respecto de o y ¢ y se consigue por un lado

—(a/2)o _ o—ac
e e
¢=pi1(o0) =k I —e=a0 ,

de modo que

k 1—e(a/2)0

E —1=p(0) = e—(a/2)0 _ g—ao

y por otro

d k . ce” Do+d k — 01(0)
29 \1+ pa(0)e=a9 ]~ efd —1 0T \1+ pa(o)eac P1

de donde se obtiene o, luego se obtiene ¢ = (), y as{ Z = yp(0) y el valor méximo

de J.

El lapso de transicién permite alcanzar la posicién (s,¢) desde la condicién
inicial (0,z). Cuando z es menor que ¢ simplemente se deja evolucionar el sistema
hasta el tiempo en que el estado alcanza ese valor, y sélo resta llevar a valor neto
presente a J. Si, en cambio, z es intermedio entre ¢ y Z, se deja correr hasta este
dltimo y se salta a ¢ de manera de llegar al punto de partida comin. Ademds de
actualizar, debe sumarse el efecto de la funcién k(z). Si la condicién inicial supera el

nivel Z, se salta en el instante inicial a ¢ y se evalda en consecuencia.

En la figura 5-3 se representa la sucesién de funciones de valor que se obtiene
aplicando la metodologfa recursiva enunciada previamente al ejemplo citado. La
funcién @ limite de la sucesién de la que se representa los primeros miembros es el
resultado de resolver el presente caso que se denomina (¢, Z). Debe notarse que el valor
de Z esté cercano a z = 40, y se salta a una posicién cercana al origen de coordenadas.

Con este ejemplo se finaliza la consideracién del caso de horizonte infinito.
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1000

Figura 5-3: Funciones de valor u = V — ¢ del problema de horizonte
infinito correspondientes al ejemplo monodimensional del capitulo 3

(nétese la coincidencia a menos de la funcién ¢. En el anterior ejemplo:

T = 8 afios).
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NUEVOS ALGORITMOS.

El algoritmo bésico que se utilizard para determinar el control de un sistema
natural se basa en las siguientes consideraciones. Se retoma la notacién V; para la
funcién de valor de exactamente ¢ saltos, y se utilizard u; para las definidas en la

pégina 5-9.

El interés se centra en el analisis de los problemas con horizonte finito T que se
supondrd fijo en lo que sigue. Por brevedad se omitird de las expresiones en todos los
casos en que no sea necesario que figure explicitamente. Es interesante observar que,
pese a la autonomfa del sistema diferencial y del lagrangiano, no es posible considerar
estacionario el problema. La causa de ello es que si el horizonte es finito, luego de
haber evolucionado un cierto lapso el horizonte desde la nueva posicién es distinto
y, en consecuencia, debe tenerse en cuenta la dependencia temporal de las funciones
de valor pues el beneficio en una trayectoria ‘a posteriori’ de haber evolucionado un

intervalo, corresponde a un tiempo posterior al inicial.

La funcién Vj se obtiene calculando Jy. Conocido Vj se obtiene MVp, que
representa la valuacién de la mejor forma de efectuar un salto en el momento inicial.

El éptimo determina el lugar a donde se salta para realizar MVj.

Con MVj se puede calcular V7 como el
)
sup (/ f(r,y(r))e_"("_t)dr + MVo(s,y(s))e_"("_t))
s€(t,T) \Jt
es decir que representa la mejor forma de evolucionar un cierto lapso, y efectuar el
mejor salto al final del mismo. Se denota por s*, el tiempo en que el méximo se
alcanza (eventualmente s* =t y el mejor instante de salto es al principio). Nétese que
s* es el primer instante en que V] = MV} (ver el resultado de tiempo de finalizacién

6ptimo al comienzo de este capfitulo).
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Se calcula la funcién MVj, que nos da la mejor forma de saltar en el
instante inicial para que, partiendo del sitio a donde se salta, y luego del periodo
de recuperacién, se deba saltar por segunda vez (lo que es evaluado por Vi(t, z + 2)).
De modo que

3
Vo = sup </ f(r,y(r))e_"('_t)dr + MVl(s,y(s))e_c(’_t))
s€(t,T) \Jt
expresa la mejor forma de evolucionar hasta el tiempo que realice el méximo, y saltar
en ese instante, para luego saltar por segunda vez (en total dos saltos). Siguiendo
este procedimiento de acuerdo con la definicién inductiva ya establecida se obtiene la
sucesién {V;}, que permite determinar a su vez la sucesién {u;} coincidente con la

establecida en Menaldi (1982b).

En el capitulo 3 se ha podido determinar que la sucesién de funciones de valor
es finita y que el niimero de miembros es, en general, pequefio (depende de T y de que
se cumplan ciertas acotaciones con los pardémetros del modelo). Como la {u;} es una
sucesién creciente, resulta que existe un {ndice 5 tal que V' = u;. Es posible afirmar
que, cuando el horizonte T es finito, la garantia de un nimero finito y pequenio de saltos
reside en el valor (negativo) del pardmetro Dy; y adem4s en las caracteristicas fisicas
del sistema modelado, pues no es factible extraer demasiadas veces de una variable de

estado cuyo crecimiento en el sistema tiene velocidad finita.

En lo que sigue se considera el problema de control impulsional éptimo

determinista enunciado en el capftulo 2, con las siguientes restricciones:
(1) la dindmica es logistica,
(2) las amortizaciones ¢ son nulas,

(3) el lagrangiano es constante (fp),
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(4) la funcién de salto k es de la forma
k(z) = Do + K(2)
con K(z) = —dyz,
(5) la funcién final k es de la forma

da(y(T) — zo)

con la misma constante que en K(2) (cuando la dimensién es r > 1 se tiene

una matriz dy).

En las aplicaciones a sistemas naturales ecolégicos el crecimiento de tipo
logistico modela adecuadamente bien la dindmica del crecimiento de las biomasas en
interaccién. En caso de considerarse otros modelos de crecimiento sélo se deberidn
cambiar las rutinas de integracién de la dindmica, que en general debe efectuarse en
forma numérica (adn el modelo logfstico no admite solucién analftica en dimensién 2

o superior).

Es posible considerar lagrangianos mdis generales que los constantes. En el
capftulo 4 se ha visto que cuando el lagrangiano f es lineal en los estados —y, en
consecuencia, se puede extender al caso polinomial—, y se tiene una relacién entera
entre las tasas de crecimiento e interés, piuede tratarse de igual modo que la dindmica.
En tal caso es posible integrar en forma directa y utilizar las expresiones obtenidas en

las rutinas de evaluacién del resultado, las que operan sin dificultad.

Respecto de la linealidad de la funcién de salto K, cabe destacar que en
algunos ejemplos (apéndice A2) ha sido considerada una K més general. La razén de
conservarla lineal es que de este modo se simplifican los primeros pasos de los algoritmos
que se diseflan en este capitulo y se hace mds clara la exposicién. Consideraciones

andlogas se aplican al caso de la funcién terminal h.
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Es importante aclarar que el modelo as{ restringido es lo suficientemente
versitil como para permitir tratar un gran nimero de problemas reales, y que las
restricciones efectuadas, que permiten simplificar algunos detalles, no son esenciales a
la aplicabilidad de los algoritmos en la forma que son enunciados. Existen sf rutinas
especfficas del caso r = 1, que cuando se apliquen en lo que sigue se mencionarén

explicitamente.

El problema con umbral nulo.

En primer término se tratard el caso en que el umbral zy es muy pequeno y
no supera el nivel minimo al cual conducen los saltos éptimos. Sin embargo el modelo
desarrollado en esta tesis incluye al umbral como elemento esencial, y por ello mds

adelante se expresardn las modificaciones al algoritmo para tenerlo en cuenta.

La funcién de valor del proceso sin cortes es, en consecuencia (se supone T
fijo):
Volt =) = L2(1 — =T 4 dyya(T) ~ zo)e~*T 0 (53)

En el caso general debe integrarse numéricamente tanto el lagrangiano como la
dindmica, y para Vg (y las dem4s funciones de valor) se construyen tablas precalculadas
sobre las que se interpola en forma convexa. Esto reduce mucho el tiempo de
computacién, en especial cuando se requieren repetidamente estas eva.lua.ciongs. Las

ventajas de este procedimiento disminuyen en problemas con pardmetros cambiantes.

En la figura 5-4 se representa la funcién de valor V(t,z) correspondiente al

ejemplo monodimensional del capitulo 3. En ella se resalta la funcién Vp(0, 8, z).

Para calcular MVj(t, z) se debe hallar el z admisible que realiza el maximo de
la expresién

p(2) =Vo(t,z+2) + Do — daz (5-4)
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Figura 5-4: La funcién de valor Vj(t, 36, z) correspondiente al ejemplo

monodimensional del capitulo 3.
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Nétese que sustituyendo z+z por una variable auxiliar £ se debe optimizar la expresién
Vo(t, &) + Do — da€ + daz

en la que la condicién inicial z figura en forma lineal en un dnico término. De este modo
la localizacién del méximo no depende de z, es decir que z + z resulta independiente
de z, y entonces esta funcién serd llamada ¢, (t). Lo anterior se aplica asimismo al caso
de la determinacién de MV;(t,z) con ¢ > 1, y en forma anéloga se definirdn las ¢ (2).
Estas funciones expresan el estado al que se salta en forma 6ptima desde cualquier otro
estado mayor en el tiempo ¢ en el caso en que se realicen después exactamente ¢t — 1

saltos.

Se deriva la funcién ¢(z) y se iguala a cero para obtener el extremo:

Vo

2216, (1)) = da (55)

Cuando el salto 6ptimo resulta interior al conjunto admisible, esta expresién permitird

sustituir las apariciones de la derivada parcial de la funcién V.

En el caso logistico de dimensién r = 1 se puede calcular la derivada pues
se conoce la solucién explicita de la ecuacién diferencial que rige la dinémica (debe

derivarse respecto de z la funcién y¢ z+:(T)), y entonces se tiene:
a—c¢ T—t)
ez (Tt
¢, (t) = kT (5-6)
En este caso la derivada segunda de ¢(z) es menor que cero de modo que g es

céncava y solo puede presentar un méximo en el conjunto admisible (aquf un intervalo).

Observacién 5.1: Cuando K(2) y h(t,z) son diferenciables se obtiene el Z correspon-

diente al méximo (que existe por la compacidad) mediante una recursién:

(E)e T Tt _q
ea(T-t) _ 1

T+ 2=
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donde

6}2,/8:::(T,y'z (1))
¢(z)=\/ —dK/c:z(;)

Cuando ¢ es independiente de z (y de z) la recursién no es necesaria, y se tiene que el

salto es admisible, i.e. ¢, (t) € (0, k), si

eig-C(T—:) <p< el‘{—"(T—t).

Cuando K(z) = —d2z y h = da(y(T) — z0) se tiene ¢ = 1. O

Observacién 5.2: En algunos casos se tiene una restriccién fisica adicional: z < 0.

Es decir que si z < ¢, (t), se debe tomar en tales casos Z = 0, el tnico admisible (no se

salta al principio). a

La expresién de MVj(t, z) resulta asf:

VO(t;fl(t)) + Do — d2(§1(t) - I) siz> s‘l(t)
MVy(t, z) = (5-7)
Vo(t, z) + Do siz < ¢, (t)
Observacién 5.3: Como Dy < 0, se deduce que si z < ¢, (t) entonces no se salta al

principio. De modo que b;(t), el punto de frontera del conjunto de continuacién para

el caso en que existe exactamente un salto, resulta mayor que ¢, (t). O

Observacién 5.4: Para los ¢;» con t > 1y para los correspondientes MV; se tienen
expresiones andlogas a las del caso con subindice 0 aunque ya no una férmula explfcita.
Uno de los objetivos parciales de los algoritmos de este capitulo es hallar esas funciones

¢; ¥ estudiar su relacién con el umbral zo. O

Se desea también hallar expresiones para cada una de las funciones bJ~+1 (2),
frontera del conjunto de continuacién asociado a exactamente j + 1 saltos, para cada

7 2 0. Se tiene:
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Observacién 5.5: Las condiciones que definen las bj_,_l(t) son, para los ¢t donde las

derivadas involucradas existan:

d d?

donde
Bjy1(s) = /" f(":y("))e—c(r_t) dr + MV;(s, yu(s))e—c(’_t)
t

Demostracién: La expresién ®;,,(s) evalia la accién de recorrer la trayectoria hasta
el instante s y en él aplicar la mejor pélitica de 7 + 1 saltos, efectuando el primero en s.
Que su méximo se encuentre en el instante inicial ¢ significa que el punto (¢,5,.1(t))

est4 en la frontera del conjunto de continuacién correspondiente. O

Observacién 5.8: ®;(s) es diferenciable.

Demostracién: Vp(t,z) y ¢, (t) lo son. O

Observacién 5.7: En los puntos donde Vj es diferenciable se tiene:

d

£Q1'+l(s)|5=t = d2(g($) - g(gj+1(t)) —cDg + Cd2(§3'+1(t) - :l:)

es decir que
cz —g(z) —vj41(t) =0
donde

Yj+1(t) = ("S'j+1(t) — 90 (0) - %)

de manera que

a—c+/(a—c)?+ by q(t
bip1(t) = \/ 2 hald

Se tiene ademds que la condicién

Y9+1 (t)
[

<k
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garantiza la admisibilidad de Siv1 ¥ bj+1, es decir que b;4; < k; cuando f no es

constante y K es diferenciable se tiene:

2 gtz = 102) = (0654, 00) + (-2 (6 4, () = 2)(0(2) — 0 1, (1))

ds
—¢Dg - cK(gj_*_l(t) - z)

Demostracién: Se utiliza la ecuacién H-J-B de evolucién, que vale para Vj, y se

reemplaza por la expresion (5-5) que también vale si V) se sustituye por V;. 0O

En funcién de lo ya calculado se tiene una expresién explicita para el borde
by(t). Para la expresién de los algoritmos conviene definir las funciones w;(t) =
Vi(t,5;()) ¥y w(t) = V;_1(t,5;(t)), con ¢ > 1. Se definen los conjuntos de tiempos
o; como

o; = {s: w;(s) = w;(s)}

Observacién 5.8: Los conjuntos o; son unitarios. O

Conocidos los o; se separa el espacio [t,T] x O mediante las trayectorias
¢;j(s) = y(s;o;,b;(05)). Al sector entre ¢; y ¢;41, 5 = 1, corresponde el nimero
éptimo de saltos igual a 7. La zona sin saltos no estd limitada a la derecha (tiempos
mayores) por una de estas curvas. Se utiliza, en cambio, la expresién ¢g(s) para la
trayectoria y(s; T;b1(T)) (nbtese que by (T) estd bien definida pues el lim,_, 7 b;(s)

existe).

Dado cada borde b;(t), interesar4 determinar el tiempo s en que una trayectoria
de la dindmica con condicién inicial (¢, z) intercepta esa frontera. En general se trata de
un problema de bisqueda del § correspondiente a la interseccién tinica. Esta biisqueda
se realiza por un método de particién binaria. En el caso monodimensional, como se

tiene solucién explicita de la dindmica y también su inversa (correspondiente a la misma
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condicién inicial, ver apéndice A3), se puede utilizar un método recursivo que converge
cuando la derivada de la funcién que define el borde se mantiene en valor absoluto
menor que uno (ver Dahlquist y Bjérk, 1976). Si se llama s(y; ¢, z) a la funcién inversa

de y(s;t, ), la recursién comienza con sg =t, y conocido s; se halla
si+1 = 8(b;(s;)3t, ) (58)

que muy ripidamente converge a s.

Para determinar gj(t), con j > 1 (el lugar a donde se salta en el tiempo t cuando
estd involucrado V;_,(t, z)) se utiliza la ecuacién H-J-B de evolucién (movimiento por

las caracteristicas). Se tiene que

Vi-1(t,y(t; 8,6,1(s)) = %(1 — (=) 4 wj_y(s)e~clY)

y
Vima(t,u(tss,bi1(s)) = 22(1 = ) + 3y (s)ee(Y
Se obtienen los méximos de las funciones
Wj-1(t,3,8) = Vi—1(t, y(ti s, bj-1(s)) + Do — dz(p;_; (¢, 8) — p;_, (2,3))
y

W;’—l(ti 3,s) = Vj—2(t$ y(t; s, bj—l(s)) + Do — dZ(Pj_l(t’s) - pj_l(t,s))

donde pj_l(t,s) es la evaluacién en ¢ de la trayectoria que pasa por (s,b;_1(s)), y &
permite seleccionar un estado inicial. También se utilizan los 8; ¥ §; en que se hallan
los méximos para determinar con P (¢, sJ-) Y Py (¢, EJ-) los estados correspondientes
a tales extremos. Nétese que el valor y la localizacién del extremo en la seccién por ¢ no
depende de la reparametrizacién precedente cuando el mismo se halla en el interior del

intervalo. Estos médximos pueden alcanzarse, sin embargo, en los extremos del intervalo
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admisible y en tal caso el maximo se calcula directamente evaluando las expresiones
allf. Con W;_(t,t,s) se determina S5 (t) y con este valor se obtiene b;(t). Conocidos
éstos se comparan W,_, (8,t, ;) v Wj_l(t, t,§;). Mientras el segundo sea mayor no hay
cambios, el tiempo en que se igualan se denominard §;_,. Para los tiempos mayores
que f;_, el salto éptimo conduce al estado definido por $j—1» ¥ para los menores al
estado gJ.. A partir de f;_;, hacia tiempos menores se busca el o; de la siguiente
manera: se determina para cada punto del borde b;(t), recorriendo los tiempos en
sentido decreciente, el § de la interseccién de la trayectoria por (t,b;(t)) con el borde
b;_1(s) (por blisqueda directa o mediante el método recursivo explicado) y se comparan

los valores de W;_,(t,3,s;) y V;_1(¢,y(¢ 8,b;(8)). Cuando se igualan se ha hallado o,

puesto que el primero da el valor de V; y el segundo el de V;_;.

En la figura 5-5 se representan los bordes b; y b3 y los sitios de salto éptimo
$1 ¥ ¢, en el caso del ejemplo monodimensional del capitulo 3. También se dibujan
los limites ¢g, ¢1, ¥ ¢2. Los o; son los tiempos de interseccién entre las curvas b; y ¢;,
+ = 1,2. El tiempo f; separa las zonas en que se salta a ¢, 6 ¢,. Si, por ejemplo,
se desea analizar el problema con un horizonte de 8 afios en lugar de los 30 afios
representados en la figura 5.5, debe trasladarse el origen al tiempo 22. En este caso
no serd necesario preocuparse por lo que sucede a la izquierda del nuevo origen, y se
observa que bastar4 la funcién de valor V; (que es V') para obtener la politica éptima

dado un estado inicial.

Cuando se parte de una condicién inicial (t,z) tal que z < b;(t) (situacién
habitual en la clase de problemas que se tratan con la figura 5-5), la politica 6ptima
se obtiene hallando el tiempo s; en que la trayectoria que pasa por (¢,z) alcanza
el borde b;, luego en ese lugar saltando al estado (31,5". (s1)) correspondiente, luego
recorriendo la trayectoria por este punto hasta alcanzar el borde b;_; o el horizonte T,

y en el primer caso saltando nuevamente como en s;. El proceso completo determina
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Figura 5-5: Primeros pasos de la determinacién del borde del conjunto
de continuacién. Se representan los bordes by y b2 y los sitios de salto
éptimo ¢, ¥ ¢, en el caso del ejemplo monodimensional del capftulo 3.
Asimismo los limites ¢g, ¢, ¥ ¢2. Los o; son los tiempos de interseccién

entre las curvas b; y ¢;, ¢ = 1,2. El tiempo f; separa las zonas en que

se salta a ¢, 6¢,.
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la sucesién éptima, y la dificultad reside en la determinacién de las intersecciones de

las trayectorias con los bordes por los métodos ya explicados.

Cuando la condicién inicial (¢, z) no satisface lo precedente y es tal que el estado
z es mayor que el b; correspondiente, en la mayoria de los casos se debe comenzar con
un salto al punto (s1,¢;(s1)) y seguir como antes. Existen, sin embargo, zonas de
transicién en el entorno de los tiempos o; que podrfin someterse a un andlisis ulterior.
De los puntos (o;,b;(0;)) parten curvas (no sefialadas en la figura) que completan la
frontera del conjunto de continuacién. Por ejemplo, de (03, b2(03)) hasta (By,b1(82))
deberfa determinarse la frontera del conjunto de continuacién que conecta las curvas b
y b1 en los sectores pertinentes. Sin embargo, esa determinacién, que exige el llamado
a una rutina adicional para hallar los puntos de igualacién entre funciones de valor,
solamente debe realizarse para condiciones iniciales extraordinarias. En el ejemplo se
llega a una curva que parte de (01,b51(01)) con mayor pendiente que ¢1, y que separa
la zona donde V es Vj (inferior) de aquélla donde es V; (superior). Esto significa que
hay puntos para estados superiores a ¢; para los que es é6ptimo no efectuar cortes.
Para determinar estas curvas deben compararse en cada vertical las funciones de valor
asociadas a saltar instantdneamente por un lado y a continuar hasta el siguiente borde

por el otro, y determinar el punto de separacién donde se igualan.

En la figura 5-6 se representan los bordes b; para distintos valores de la
penalizacién de corte Dy. Son distintos casos del ejemplo monodimensional del
capftulo 3 (comparar con la figura 3-2). Se representa la trayectoria que pasa por
(0,25) para observar las intersecciones con cada uno de los bordes. En todos los casos
se salta al correspondiente $y (s). Con el aumento de la penalizacién se retrasa el
instante de aplicacién del dnico impulso (ver la figura 5:5). Los oy correspondientes
a las curvas b; dependientes de los distintos valores de Dy separan, como antes, la

parte de cada b; que es borde del conjunto de continuacién, de aquélla en que sélo
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Figura 5-6: Los bordes b; para distintos valores de la penalizacién

de corte Dy. Casos del ejemplo monodimensional del capftulo 3. Se

representa una trayectoria para observar las intersecciones con cada

uno de los bordes. En todos los casos se salta al correspondiente ¢, (s).
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tiene significado cuando se estudia la ocurrencia de exactamente un salto. Para las
trayectorias que pasan a la derecha de los puntos (o1,b1(01)) es éptimo no saltar en
b1, y continuar hasta el horizonte T'. Nétese que los puntos estdn casi alineados en
una trayectoria, de modo que el efecto de cambio de Dy es poco importante en lo que
respecta a la separacién entre las zonas de un salto y sin saltos. Nétese asimismo que

la curva ¢; no depende de la constante Dy (ver la ecuacién 5-6).

En la figura 5-7 se representan los bordes b; y los respectivos lugares de salto
¢, para distintos valores de la tasa de actualizacién, ¢, expresada como fraccién de
la tasa de crecimiento del rodal, a. Cuando aumenta la tasa de interés las curvas
frontera descienden en el espacio de eventos, adelantando de este modo el instante
de salto (se corta antes). Esto justifica en parte la accién habitual de los nuevos
poseedores de tierras forestales, que adoptan una actitud depredatoria desde el inicio.
Nétese que para altas tasas el umbral zg es el lugar de salto, y que si éste no fuese
fijado se saltarfa a estados pricticamente nulos, desapareciendo el recurso. El efecto
directo de una tasa de descuento menor es incrementar la preservacién de los ambientes
naturales para generaciones futuras (ver Krautkraemer, 1988); sin embargo existirian
efectos secundarios asociados a la acumulacién de capital, que podrian incidir en
sentido opuesto a lo expresado, es decir desplazando a las inversiones a otras 4reas
y permitiendo una accién depredatoria subsidiaria. Menaldi (1982b) por su parte,
para realizar ciertas acotaciones pone como hipétesis que la tasa ¢ sea ‘suficientemente
grande’ como para garantizar la coercividad del operador de primer orden que define

la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
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Figura 5-7: Los bordes b; y los lugares de salto respectivos ¢, para
distintos valores de la tasa de actualizacién ¢ expresada como fraccién de

la tasa de crecimiento del rodal a. Casos del ejemplo monodimensional

del capitulo 3.
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El problema con umbral.

El umbral, o sea el nivel minimo permitido para cada estado, permite ejercer
una restriccién cuyo fundamento es la conservacién ecolégica. Cuando se lo superpone
al caso descripto precedentemente, el valor de z( interactda con los de las funciones
S limitando la capacidad para saltar solamente a esos lugares donde se realizan los
méximos de las funciones ¢, argumento del sup en la definicién de MV;, andlogas a

5-4 para cada una de las funciones de valor V;.

La funcién Vp(t,z) dada en la ecuacién 5-3 no se altera por la modificacién del
umbral. Se llama g:’ a las anteriores S asociadas al problema sin umbral, y en general se
identifican las anteriores funciones con el circulito. Como la funcién ¢(t) es creciente
habrd a lo sumo un punto en que atraviesa al umbral zg, y a tal tiempo se denominari
8, € [0,T] (si existe). A partir de 0y, la funcién g‘i’(t) se hace mayor que el umbral z.
Se define ¢, (t) = gi’(t) V zg, que vale g;(t) después de 81 y zo antes. También se define
la trayectoria ;(t), que pasa por el punto (6, 57(61)) separador entre las zonas donde
puede incidir el umbral y donde no incide. Después de ¢; se define b;(t) como b3(t).
En la zona a la izquierda de la caracterfstica ¢; (tiempos menores) se modifican las
expresiones de la observacién 5-7 puesto que la nueva expresién para la funcién V5+1
es

3V,
S (t, zo) ¢Dy
. — _ Oz \» 7Y _ =0 .
Yj+1(t) czg 4 9(zo) 4 (5-9)

la que modifica el valor de b(t). La razén del cambio es que ahora no vale la igualdad
1 g

5-5. La modificacién se extiende al cdlculo de los b, con j > 1, en todos los casos

en que el umbral no sea superado por la respectiva g;:’+1. Nétese que en el segundo

. - e
miembro de 5.9 se puede sustituir zg por gj+1 (= gj+1 V zg).

Con el nuevo borde b; para la zona de exactamente un salto, los siguientes

pasos en el algoritmo son anélogos al caso sin umbral.
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Se calcula donde sea necesaria la funcién MVj(t,z) por la expresién 5-7 con
el nuevo ¢;. Se definen como antes las funciones w; y w;, pero en su argumento se
debe modificar la expresién del borde b;. Con ellas se hallan los tiempos o; de igual
modo que antes. Los siguientes pasos son los mismos que en el caso sin umbral, con
la diferencia de que el sitio de salto estd acotado por el umbral, y cuando la cota se
realiza, se modifica la evaluacién del borde b correspondiente, siendo necesario calcular

la derivada de la funcién de valor parcial pertinente en el umbral zg.

En la figura 5-8 se representan los bordes b; y bs y los sitios de salto éptimo
$, Y¢yen el caso del ejemplo monodimensional del capitulo 3 con umbral zg no nulo.
Asimismo los limites ¢g, ¢, ¥ ¢2. Los o; son los tiempos de interseccién entre las
curvas b; y ¢;, ¢+ = 1,2. El tiempo (1 separa las zonas en que se salta a ¢, 6 ¢,.
La curva ¢; separa las zonas en que incide el umbral (tiempos menores) y en que no
incide (tiempos mayores). Como en el caso de la figura 5-5 , si por ejemplo se desea
analizar el problema con un horizonte de 8 afios en lugar de los 30 afios representados
en la figura 5-8, debe trasladarse el origen al tiempo 22. En este caso no serd necesario
preocuparse por lo que sucede a la izquierda del nuevo origen, y se observa que bastard
la funcién de valor V; (que es V) para obtener la politica éptima para cada estado
inicial.

Por lo expuesto se pueden enunciar los siguientes algoritmos:

Algoritmo 5.1 (Determinacién de las componentes del borde del conjunto de

continuacién. Son conocidas las expresiones para Vj(t, z), g;’(t), 1(2), ¥ co(t).):

(1) Sehalla el tiempo 6, € [0, T] (si existe) donde ¢](t) se hace mayor que el umbral
zo. Se define ¢, (t) = gi’(t) V zqo y &1(t), trayectoria que pasa por (61,57(61)) ¥
que separa el espacio de fases entre las zonas donde puede incidir el umbral y
donde no incide. Se define b;(t) como b3(t) donde gi’(t) > z, y la expresién

5:9 con 3 = 0 donde zy es mayor.
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Figura 5-8: Primeros pasos de la determinacién del borde del conjunto
de continuacién en el problema con umbral zo(# 0). Se representan los
bordes b; y bs y los sitios de salto éptimo $1 Y ¢, en el caso del ejemplo
monodimensional del capitulo 3. Asimismo los limites ¢g, ¢, y ¢2. Los
o; son los tiempos de interseccién entre las curvas b; y ¢;, 1 = 1,2. El
tiempo f; separa las zonas en que se salta a ¢, 6 ¢o- La curva €] separa
las zonas en que incide el umbral (tiempos menores) y en que no incide

(tiempos mayores).
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(2) Se calcula MVj(t,z) por la expresién 5-7 con el nuevo ¢;.

(3) Se utilizan las funciones wy y w; para determinar el tiempo o; donde V; se

hace mayor que Vj sobre b;. Se determina la trayectoria ¢;(t) que pasa por el
punto (01, 51(1))-

(4) Se utilizan las funciones W y W1, definidas como en el caso sin umbral, para
determinar sus maximos, con el fin de obtener g; . Se comparan entre s{ para

determinar el tiempo ;1 en que se igualan.

(5) Se compara g; con el umbral, se toma el mayor en cada tiempo, y se determina

el borde b3 como en (1).

(6) Se determina el tiempo o2 asf: se halla para cada punto del borde b,(t),
recorriendo los tiempos en sentido decreciente, el § de la interseccién de la
trayectoria que pasa por (t,b2(t)) con el borde bj(s) (por biisqueda directa o
mediante el método recursivo explicado en 5-8); y se comparan los valores de
Wi(t, 8, s2) y Va(t, y(t; 8, b2(8)), y cuando se igualan se ha hallado o3, puesto que
el primero da el valor de V5 y el segundo el de V;. Se determina la trayectoria

¢2(t) que pasa por el punto (o3, b2(02)).
(7) Se determinan ¢; y f2 como en (4).

(8) El proceso contintia un niimero finito de pasos hasta alcanzar el tiempo 0 desde
el horizonte T, calculando las funciones g‘]., b;, ¢;, y los tiempos o; y Bj con

7>2. O

El algoritmo anterior permite definir una realimentacién que, para cada punto
(t,x) del espacio de fases define si se salta o no, y, en caso positivo, cuél es el estado
de llegada. En cada banda ¢;,1-¢; y en cada banda f§;1-f; se sabrd asf{ cudl es la

accién que conducird a la trayectoria impulsional éptima desde (¢, z).
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Algoritmo 5.2 (Determinacién de la polftica éptima para la condicién inicial (z,z) y
umbral no nulo. Se conocen las expresiones de los b; y ¢; en los sectores limitados por

las trayectorias c¢; que pasan por los puntos (o;,b.(0;))):
J J27INT2
(1) Se determina el indice ¢ tal que ¢;41(t) > z > ¢(t).

(2) Sis =0 (6 z < ¢co(t)), la politica éptima consiste en permitir evolucionar al
sistema hasta el horizonte. Si ¢ > 0 se halla la interseccién entre la curva
caracterfstica que pasa por (t,z) y la curva b;, lo que sucede en el tiempo s;

(< 0,').

(3) Si+ > 0 en (2), se efectia un salto al punto (sl,g‘. (s1)) y se halla el fndice
k(< t) para el que la segunda coordenada toma valores entre c(s1) ¥y cx41(s1).
Se continua por la trayectoria que pasa por (s1,¢; (s1)) hasta cortar el borde

by, o hasta llegar al horizonte T.

(4) El proceso contintia en forma andloga un ntimero finito de pasos hasta alcanzar

el horizonte. Se obtiene asi el control impulsional Z éptimo. O
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6. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha intentado configurar un marco nuevo y preciso
para el tratamiento de algunos problemas de manejo de sistemas naturales ecoldgicos.
Los pasos dados en tal direccién son importantes, no solo en sf sino como punto de
partida para la construccién —que se ha iniciado— de un Sistema de Sustentacién
de Decisiones (DSS, ver la introduccién) para manejo agrosilvopastoril en el marco de
bosques subtropicales. Se ha puesto énfasis en el estudio y solucién de problemas de
la regién, como los que se presentan en los sistemas forestales del norte de la provincia

de Santa Fe, Argentina.

Ha sido necesario desarrollar criterios especificos para la obtencién de politicas
de manejo adaptadas a las necesidades de tales sistemas. También ha sido necesario
proponer nuevos métodos y algoritmos para determinar manejos silviculturales éptimos
o subéptimos. Se ha formulado asf el problema de manejo de sistemas naturales
ecolégicos y sistemas agroforestales con un objetivo economicoecolégico en términos de
la teoria de control impulsional moderna, y se han construido algoritmos efectivo.s para
resolverlo. Se apeld a los controles impulsionales por la caracteristicas que presentan
las extracciones de biomasa en los sistemas naturales. Estas se producen durante
un lapso breve respecto del de desarrollo de la dindmica de tales sistemas, y tienen
asociado costos fijos de dos tipoa principales: por un lado los costos asociados 2l acto
de extraccién; y por otro los relacionados con la estabilidad de los sistemas ecolégicos.

[6-1]



Para el caso de bosques que contienen una especie distinguida creciendo con
otras de pequefio valor comercial (r = 1), se ha ilustrado el proceso con soluciones
analfticas. El método también se aplica cuando r > 1, es decir que dos 0 mds especies
son de interés. En el caso del bosque de una especie hemos observado que, en el
mediano plazo (diez afios), el niimero éptimo de cortes n resulta dependiente de uno
de los parémetros clave del problema (la constante Dy: penalizacién por efectuar una

extraccién); y que este n es siempre pequefio, estoesn =0, 1, 6 2.

Las restricciones ecolégicas tenidas en cuenta se manifiestan como cotas en
el nimero, periodicidad y cantidades permitidas de los posibles cortes. Las politicas
de manejo obtenidas mantienen al sistema dentro de limites de seguridad ecolégica y

proveen mejores beneficios.

Se han adaptado técnicas de identificacién y de realizacién de sistemas no
lineales al caso de los sistemas agrosilvopastoriles. A partir de datos censales, resultado
de experimentos de campo, se han estimado los coeficientes de modelos polinomiales

que rigen la evolucién de los estados de los sistemas considerados.

La funcional de evaluacién del proceso ha sido llevada a una forma muy
general, y permite ahora modelar muy variadas situaciones concretas. Cuando se
aplican los algoritmos de tipo combinatorio se percibe el balance entre las ventajas
computacionales de la variante tipo Montecarlo respecto de la determinista, y la
desventaja de obtener soluciones suboptimales. En ambos casos, determinista o
estocéstico, se llega hasta un nivel de discretizacién apropiado del espacio de estados.
Estos primeros algoritmos han sido orientados a la resolucién local del problema, en
contraposicién a los de tipo variacional construidos més adelante, que dan una solucién

global adaptable a las distintas condiciones iniciales.
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Las estrategias 6ptimas que han sido obtenidas indican que deben realizarse

cortes parciales en la masa de recursos tales que

(i) a veces estdn alejados del comienzo del perfodo de estudio, en claro desacuerdo
con los habituales nuevos propietarios de bosques nativos que comienzan a

desmontar tan rdpido como pueden,

(ii) otras veces estén lejos de la regién de méximo crecimiento en el espacio de fases,
contradiciendo a la mayoria de los silvicultores con objetivos de maximizacién

econdmica, y

(iii) las cantidades éptimas por ser cortadas usualmente difieren de las que se
obtendrfan al cortar cada afio el crecimiento anual del bosque (renta natural,
recomendada como cota superior por los ingenieros forestales con orientacién

ecolégica).

Los puntos precedentes presentan caracteristicas poco usuales en la préctica
forestal. Por ello se comparan los resultados de esta tesis con los que se obtienen por
los enfoques cldsicos en la materia. Del resultado de esta comparacién se ha podido
observar una clara ventaja para los métodos propuestos aquf (ver apéndice Al). La
formulacién del problema silvicultural mediante la teorfa de control impulsional resulta
més flexible que en los esquemas tradicionales, y conduce a una mejor definicién'de las
acciones éptimas. Por ejemplo, es posible incluir en los pardmetros de la funcional de
evaluacién aspectos no contemplados habitualmente, como son los niveles impositivos
relacionados a la preservacién del medio ambiente desde el punto de vista ecolégico. La
regulacién de tales efectos puede incorporarse diversificando los pardmetros o creando
subpardmetros como ser para la penalizacién Dy, que tiene una incidencia neta en las

caracteristicas de las politicas 6ptimas recomendadas para cada caso.
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Se han utilizado experimentos y simulaciones para conferir validez a los
resultados y mostrar la factibilidad de los algoritmos propuestos. La calidad del
asesoramiento que los métodos desarrollados puedan ofrecer en el futuro dependerd,

comd’es de suponer, de la de los datos e informacién que se haya reunido hasta entonces.

Las ecuaciones e inecuaciones H-J-B obtenidas en el capftulo 4 permiten desa-
rrollar los algoritmos del capitulo 5, y de este modo plantear estrategias alternativas
para la solucién préctica del problema de manejo. Para el tratamiento de estas ecuacio-
nes se ha explorado la posibilidad de redefinir el sistema de coordenadas en el espacio
de fases. La utilizacién de las caracteristicas del sistema dindmico permite simplificar
los algoritmos de determinacién de las funciones de valor, y reducir en gran medida el

nimero de evaluaciones que son necesarias para su obtencién.

En el proceso de determinacién de los controles 6ptimos impulsionales a los que
debe ser sometido el sistema, queda particionado el espacio de fases entre dos conjuntos
distinguidos: el conjunto de continuacién (en él el sistema continia su evolucién); y su
complemento, el conjunto de salto (en él el sistema salta a un estado determinado por
una ley de retroalimentacién). Ha sido posible determinar que no es necesario conocer
la totalidad de la frontera del conjunto de continuacién. Basta considerar los bordes
b; que son ‘visibles’ recorriendo las caracterfsticas del fiujo. Los que quedan ocultos
por bordes efectivos en tiempos menores no tienen incidencia significativa sobre la
determinacién de la politica 6ptima. Asf queda separado el espacio de eventos [t,T]|x O
en bandas limitadas por las curvas ¢;, cuyas trayectorias inciden en los bordes b;: entre
¢; ¥ ¢;+1 la interseccién de la trayectoria con el borde b; define el instante en que debe
ser aplicado un salto del control impulsional éptimo. De este modo queda definido el

control en forma de lazo cerrado (‘feedback’).
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Del tratamiento de lagrangianos polinomiales no constantes que se inicia en el
capitulo 4 se deduce que, alin en el caso monodimensional, es preferible la resolucién
numérica de la componente de costos corrientes de la funcional de beneficio respecto de
su célculo explicito. Cuando la ecuacién diferencial que da la dindmica estd controlada
por controles continuos no constantes (en el caso constante o ‘constante a trozos’ se
reduce el problema al caso polinomial) el sistema debe integrarse en forma numérica.
Por esta razén se han disefiado rutinas de integracién adecuadas, las que compiten
favorablemente en eficiencia computacional con los métodos basasdos en la evaluacién

explfcita de las primitivas.

Se ha hallado concordancia entre la extensién a horizonte infinito de los métodos
exhaustivos del capitulo 3, los métodos de Menaldi (1982b), y los problemas de
inventario de tipo (s,S) de Investigacién Operativa. La funcién k(z) asociada a los
saltos que se utiliza en este trabajo, no esta acotada superiormente por una constante
negativa, pero aln asi la separacién temporal minima entre saltos admisibles que han
de conformar el control impulsional éptimo es finita. Ello se origina en el nivel de la
penalizacién que sufre el salto eventual y en las caracteristicas fisicas de los sistemas
que se modelan y manejan. La autonomia de la dindmica logistica se traduce en que, si
se cambia de coordenadas en los tiempos a la variable 7 = T —t, entonces a medida que
crece 7 es como si el horizonte se alejase, de modo que es posible estudiar el problema
en un nuevo espacio [0,00) X O, utilizando las variables r y z. En este espa.ci'o, que
también admite un cambio de coordenadas definido por el flujo de la dindmica, se
construye recursivamente la sucesién de bordes del conjunto de continuacién, lugares
de salto, y caracteristicas frontera entre zonas de ¢ saltos; con este nimero ¢ creciendo a
medida que aumenta 7. Pese a las restricciones establecidas en el capitulo 5 (dindmica
logistica, ausencia de amortizaciones, lagrangiano constante, funcién de salto y funcién

final afines), el modelo es suficientemente versétil como para permitir el tratamiento
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de gran niimero de problemas reales. Las restricciones aludidas solamente tienen como
objetivo simplificar la exposicién; los algoritmos que presentamos se pueden generalizar

para superarlas sin dificultad.

;{Cudl es la utilidad en la prédctica forestal de los resultados obtenidos con
las técnicas de optimizacién que han sido discutidas? Podrfan aportarse como
respuesta las diferentes polfticas 6ptimas que se obtuvieron para los casos del ejemplo
monodimensional del capitulo 3, por ejemplo. Los resultados que se ven allf difieren
en la época de corte, sus cantidades y el beneficio producido. Creemos que un
empresario forestal no es siempre capaz de tener en cuenta todos esos factores al mismo
tiempo para definir la polftica éptima. Las diferencias en los beneficios obtenidos
por seguir estrategias éptimales o por no hacerlo, son suficientemente significativos
como para justificar un tratamiento exhaustivo del problema de planificacién. El
software necesario para asesorar al productor es siempre pensado como implementable
en computadoras personales. A partir de datos censales respecto de la dindmica de un
cierto nimero de tipos forestales y variable relacionadas en una regién en estudio, se
estd en posicién de hacer de éstos métodos un producto de uso comin. Algo anélogo
puede decirse de las propuestas de control de fertilizacién de plantaciones forestales, y

de determinar otros controles para ser ejercidos sobre estos sistemas.

Restan considerar, no obstante lo dicho hasta aquf, un cierto ntimero de factores
en la bisqueda de la forma més general del problema (ver, por ejemplo, Shugart; 1984,
Clemhout y Wan, 1985 y Shukla et al., 1988). En el caso de tener libertad para accionar
sobre el bosque, se pueden ejercer acciones silviculturales para mejorar el valor neto
de la biomasa 1til por unidad de irea de cada una de las especies ttiles (ver, por
ejemplo, Hellman, 1981). Podemos introducir plantines para modificar la dindmica de
crecimiento del bosque. Asimismo se pueden hacer tareas culturales como remover los

drboles muertos y las plagas, matar los insectos dafiinos, usar fertilizantes (ver Costanza
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y Neuman, 1990, y el apéndice A4) y otras acciones modelizables como controles
continuos o cldsicos. Para seguir estos cursos de accién, por ejemplo en el litoral
de la Regién Chaquena, es necesario enriquecer los experimentos de campo iniciados,
de manera que resulten fuente de datos censales en cantidad y calidad suficiente parala

identificacién de modelos adecuadamente ajustados y con buena capacidad predictiva.

Con la vista puesta en el manejo integral de lotes experimentales, se ha
avanzado también sobre el problema de considerar la dindmica acoplada de varios
recursos, presentes en el sistema natural al mismo tiempo y evolucionando en conjunto:
por ejemplo varias especies forestales con la adicién de ganado pastando bajo monte
(ver apéndice A2, y Neuman y Costanza, 1988), pasturas nativas o exéticas, etc.
Parece necesario, sobre todo en ambientes ecologicamente frégiles y 4ridos, tomar
en consideracién esta asociacién de ganado y bosque para mejorar las ganancias
y simultaneamente conservar el suelo (ver, por ejemplo, Anénimo, 1986; Ffolliot y

Thames, 1983).

Como sintesis final digamos que en esta tesis se ha avanzado en la solucién
de varios problemas de Matemdtica Aplicada, orientados a mejorar el conocimiento
de la dindmica de evolucién de sistemas naturales ecolégicos y optimizar su manejo.
Los sistemas estudiados son esencialmente no lineales. Los métodos desarrollados son
generales y permiten superar estrategias cl4sicas pensadas con el mismo fin. Creemos
que los resultados son ttiles para resolver problemas especificos de zonas forestales
de la regién Chaquena de la Repiiblica Argentina. El enfoque ha sido comprehensivo
y global, y se han discutido problemas y soluciones que tienen gran incidencia en
el desarrollo correcto de los sistemas forestales que interactian con el hombre, pero
que no han recibido mucha atencién en la literatura de aplicaciones de Matemética al
presente. El criterio principal para la construccién de soluciones ha sido siempre el de

hallar los métodos més simples para tratar tales sistemas, y a su vez que respetasen
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las complejidades y nolinealidades inherentes a los mismos. Se han presentado asf los

medios para alcanzar mejores performances en el manejo de los sistemas naturales.

Buenos Aires, 26 de mayo de 1990.

Dr. V. Costanza E. D’Attellis
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Al. EL MANEJO DE BOSQUES CLASICO

El anilisis clidsico de rotacién establecido por Faustmann en la primera
mitad del siglo pasado, y més recientemente revisado y desarrollado por Samuelson
(1976), Heaps y Neher (1979), Wan y Anderson (1986), y Wan (1985), no es
aplicable, lamentablemente, en nuestro caso. La experiencia indica que en los bosques
subtropicales no deberfa practicarse el procedimiento de tala completa y replantado.
En lo que respecta al Chaco Sudamericano, los efectos negativos de éstas y otras
practicas incorrectas han sido discutidas en detalle por Morello y Hortt (1984). Los
mismos problemas se manifiestan en otras regiones del mundo (ver Anénimo, 1984, en

relacién al Sahel del oeste de Africa).

El tiempo de espera para efectuar la rotacién cldsica de Faustmann en el caso
de un bosque maderable nativo es mucho mayor que el perfodo de mediano plazo de
evaluacién de nuestro sistema. Los perfodos mds largos est4n influidos negativamente
por la evolucién de pardmetros impredecibles como precios, tasas financieras, y
otros. Como ejemplo podemos mencionar que en la primera mitad de este siglo, la
sobreexplotacién de bosques nativos de Schinopsis balansae (quebracho colorado) llevé
al casi agotamiento del recurso y a la degradacién del bosque, debido principalmente
a la aplicacién inapropiada de técnicas clésicas de manejo. Se realizaron algunos
experimentos para determinar el periodo de rotacién, de manera de crear bosques
implantados de esa sola especie, pero se obtuvo un extensisimo perfodo de ochenta afios
y eso desalenté la reforestacién (ver Anénimo, 1967). Sin embargo, se han informado

buenos resultados en la regeneracién natural del quebracho (ver Valentini, 1960).
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Los estudios de rotacién fueron hechos inicialmente para su aplicacién a las
plantaciones de &rboles, generalmente de especies unicas y de rdpido crecimiento.
Nosotros estudiamos bosques en los que coexisten varias especies, con ejemplares
de distintas edades, y donde las pricticas silviculturales son totalmente diferentes.
Por ejemplo, no es ficil en nuestro caso determinar la edad de los 4arboles titiles y
deseados para determinar cuidndo cortarlos. Esa decisién en general se basa en la
consideracién del didmetro u otros pardmetros. Ademds, la regeneracién natural se
prefiere al replantado; muchas veces se incluye algin tipo de préctica agroforestal para
incrementar la productividad del sistema; brevemente, un niimero de caracteristicas
propias hace que los bosques que estudiamos sean mds delicados y, en consecuencia,

més dificiles de manejar que las plantaciones.

Métodos clésicos de manejo de bosques.

Faustmann (1849) dedujo una férmula para la rotacién éptima de un rodal con
érboles de la misma edad. Si v(s) es el valor comercial de los 4rboles de edad s, y T es

el perfodo de rotacién (por ser determinado), entonces el valor presente del rodal es,

v(T)-C

J(T) = T 1

donde C es el costo de cortar y replantar el stand, y ¢ es la tasa de interés corriente
(en ausencia de inflacién). El periodo T que maximiza J(T') se obtiene a partir de la

férmula de Faustmann,
v(T) c
v(T)-C  1-e<T

(A1-1)

Este anélisis ha sido 1til aplicado a bosques implantados templados, con 4rboles

de la misma edad.
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Tabla A1.I: Valor v(s) de 4rboles de Schinopsis balansae de edad s

y el andlisis de Faustmann correspondiente para un costo de C = 300.

edad  valor
s v(s) V(s) V/(s)/[v(s)—C] 0.05/[1— exp(—0.055s)]

30 240 12 -0.2 0.064
40 360 14 0.23 0.058
50 510 17 0.08 0.055
60 720 24 0.057 0.053
70 1010 24 0.034 0.052
80 1190 15 0.017 0.051
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La informacién de la tabla A1.1, basada en un trabajo de Gallo (1978) y normas
corrientes de valuacién, es ilustrativa de un bosque nativo subtropical. De la tabla A1.1
y la ecuacién (A1-1) se obtiene un pefodo de rotacién éptimo de mds de 60 afios para
una tasa de interés ¢ = 0.05. Este es un periodo de rotacién muy largo, varias veces mds
largo que los horizontes de manejo usuales hoy, lo que hace insatisfactorio el método

de Faustmann en la circunstancia analizada.

Otro método clésico de aproximacién al manejo de bosques consiste en
determinar el nivel éptimo de biomasa y el corte anual necesario para permanecer

en estado estacionario —en otras palabras, extraer exactamente la renta del bosque—.

Siguiendo, por ejemplo, los métodos del libro de Clark (1976, p4dg. 39) un
modelo adecuado para un bosque de una tnica especie (descripta por una variable de

estado y y talada con tasa n(s)) es
9 =9(y) —n(s)

y(0) =z

La insercién lineal de la tasa de corte n es muy 1til para resolver el problema

de maximizar el funcional de beneficio neto presente dado por
oo
J = / [p(s) — Cln(s)e™**ds
0

donde p(s) es el precio de la madera, C es el costo de cortar, y ¢ es la tasa de interés

(comparar con los funcionales del capitulo 2). Sustituimos

n(s) =g(v) —v

en la integral y aplicamos formalmente la ecuacién de Euler del Cilculo de Variaciones

(ver, e.g., Clark y DePree, 1979) para obtener la ecuacién



y el estado y* de rendimiento médximo sostenido cuando se resuelve para el caso p(s)

constante.

Este método resulta excesivamente restrictivo —y, en consecuencia, lejos de la
optimalidad— debido a la forma continua de n y su incidencia lineal en la dindmica.

Como ilustracién citamos valores de un caso tratado en detalle en el capitulo 3. Para
g(y) = y(0.2059 — 0.00344y)

y una definicién de J levemente diferente, el y* calculado es 23 ton.ha~1, La evolucién

de la correspondiente polftica para dos condiciones iniciales diferentes se compara con

la nuestra:
Condicién inicial Valor de la politica tipo Clark Valor éptimo
ton.ha~1 con y* = 23 ton.ha™! para nuestra politica
12.7 —460 +88
34.4 —1656 —436

Encontramos que el punto de vista del control impulsional es més flexible que

los cldsicos, y consecuentemente produce mejores resultados globales.

Referimos a la siguiente bibliografia para otros aspectos del manejo clésico:
Clark (1986), pig. 29 y siguientes; Conrad y Clark (1987), pig. 96 y 191; Anderson y
Wan (1981); y Anderson (1976).
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A2. MANEJO AGROSILVOPASTORIL EN EL BOS-
QUE CHAQUENO

Introduccién.

Consideramos el problema de optimizar el manejo agrosilvopastoril en una
porcién de un ecosistema boscoso subtropical parcialmente degradado por la accién
previa del hombre. Las estrategias habituales de uso de tales zonas han tendido en el
pasado y tienden en la actualidad a la depredacién y degradacién de los recursos que

en delicado equilibrio sustentan la sucesién del bosque virgen.

Los bosques naturales tropicales y subtropicales, a pesar de encontrarse en
un alarmante proceso regresivo en el mundo, han sido poco considerados en lo que
respecta a su modelizacién y control. En un trabajo reciente (integrante de esta tesis;
ver Neuman y Costanza, 1990) se analiza parte de la literatura previa en control y
manejo de bosques, se establece un modelo de manejo economicoecolégico y se formulan
y justifican algoritmos para su control impulsional. En otro artfculo (cuyo cuerpo
principal se presenta en este apéndice; ver Neuman y Costanza, 1988) se expande el
modelo forestal desarrollado previamente para incorporar la coexistencia de ganado
con el bosque. El tratamiento que se ha utilizado en ambos casos parte de disefar un
modelo de espacio de estados global y plantear un funcional de beneficio que tenga en

cuenta explicita o implicitamente a los problemas ecolégicos involucrados, como ser,

o Fragilidad de los ciclos de nutrientes y agua.
o Falta de estabilidad del suelo.

¢ Pequena resistencia a la erosién.
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o Peligro de desertificacién. Desaparicién de la cobertura vegetal. Avance de la

frontera de desierto. Efectos negativos en regiones adyacentes.

En consecuencia establecemos un modelo simplificado del sistema mencionado
y de los criterios y medios de su optimizacién, y analizamos la incidencia en el ajuste
de los pardmetros del modelo, de los factores cualitativos y cuantitativos, ecolégicos y

geogréficos que deben tenerse en cuenta al abordar el problema de planificacién-real.

La formulacién del modelo se basa en el principio de rendimientos decrecientes
de la produccién ecolégica primaria con la intensidad del factor o nutriente, y en los
mecanismos de interaccién entre las especies vegetales y el ganado que se desea manejar.
Se tienen en cuenta las posibles vias de inclusién en la formulacién del problema de los
aspectos ecolégicos de proteccién de suelos y semillas, del bosque frente a fuegos y de
la fauna salvaje. Se relaciona el problema con el manejo de cuencas hidrolégicas y la

consiguiente distribucién de aguas y conservacién de nutrientes inorgdnicos.

Se consideran los efectos en la evolucién del sistema de distintas précticas
forestales (desmalezado, entresacado y poda), de proteccién (lucha antiplagas) y
en particular, en lo que respecta a la interaccién con el ganado, los efectos del
sobrepastoreo y la necesidad de proteccién de renovales o plantacién de nuevos

ejemplares y el suministro de forraje.

Para el caso de un bosque con dos especies deseadas se obtienen los resultados
de la evolucién del modelo y se analiza su optimizacién a la luz de las consideraciénes
previas. Se propone una metodologia para la incorporacién cuantitativa de otros

factores a los modelos generales.
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Desde el punto de vista ecolégico los sistemas boscosos subtropicales (y
tropicales) se diferencian de los presentes en las zonas templadas del planeta en una
serie de aspectos que en general los hacen de mds ficil degradacién al ser sometidos a

la explotacién humana.

La relacién entre la biomasa y el suelo estd, al igual que éste, en general poco
estructurada y la alteracién de la cobertura vegetal conduce rapidamente a la erosién

del suelo, lo que lleva con facilidad hacia la desertificacion.

La explotacién de los ecosistemas boscosos ha conducido en general a su
regresién y destruccién en oposicién a las naturales sucesién e integracién de los

ecosistemas que no han sido explotados.

Teniendo como objetivo la supervivencia de la poblacién humana de estos
ecosistemas degradados y el mejoramiento de su estdndar y posibilidades de vida resulta
necesario hacer uso de los recursos naturales (no totalmente renovables) y humanos
de la mejor manera posible. Por ello, y teniendo en cuenta las fuertes limitaciones
tecnolégicas, sociales, econémicas y financieras que suelen acompafarlos, es necesario
lograr, por un lado, estrategias 6ptimas de manejo y por otro una participacién de la
comunidad destinataria en la definicién de las necesidades y acciones por seguir con el
objeto de lograr su apoyo y colaboracién. Sin éstos es poco probable que un proyecto,

aun técnicamente adecuado, pueda prosperar y tener éxito al intentar ser aplicado.

Los objetivos ecolégicos generales que deseamos alcanzar son la recuperacién
y conservacién del ecosistema forestal y de la flora y fauna originales en equilibrio
con la obtencién de beneficios sostenidos que permitan satisfacer las necesidades de la
comunidad. No se trata de una conservacién estitica sino que se admiten las acciones
que permitan mejorar la productividad del suelo o eventualmente introducir especies

nuevas que se integren naturalmente al sistema. Se desean conservar los recursos
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naturales asociados: minerales, suelo, agua, fauna y también los relacionados con la

recreacién y el paisaje.

El manejo del agua (superficial y subterrdnea) merece un pérrafo especial. El
marco de andlisis natural resulta ser la cuenca hfdrica y su ordenacién integral. Debe
considerarse la circulacién del agua superficial, su rendimiento y eventuales picos de
escorrentfa (evaluacién de posibles inundaciones). La cantidad de agua subterrdnea y
su ciclo de recambio asf como su composicién quimica son factores que deben tenerse

en cuenta en la etapa de planificacién.

La idea bésica que asumimos al atacar el problema de optimizar el manejo
de ecosistemas boscosos es que en general los drboles protegen la productividad de los
ecosistemas. Protegen al suelo, que con ser necesario para la productividad como sostén
y suministro de nutrientes, est4 poco desarrollado y es de ficil deterioro por los vientos
(los 4rboles constituyen barreras protectoras), el agua (interceptan la lluvia y evitan
el rigor y destruccién producida por las gotas) y el sol (producen sombra). También
facilitan el suministro y reciclado de la materia orgénica y el aporte consiguiente de
nutrientes al ciclo ecolégico lo que a su vez modifica las condiciénes de circulacién
del agua retenienedo al humedad y ayudando a impedir la escorrentfa y en iltimea
instancia las posibles inundaciones. Para Huxley (1983), en los sistemas de uso
de la tierra agroforestales los 4rboles (componentes perennes maderables) juegan un
papel tanto en la productividad como en el autosostén (conservacién o mejora de los
aspectos ambientales) del sistema. Las caracteristicas de los 4rboles que considera
ambientalmente beneficiosas son: continuidad de la cubierta vegetal, implicando entre
otras consecuencias el aprovechamiento de la radiacién solar que se perderfa por plantas
cortadas estacionalmente, la capacidad de enriquecer el micrositio depositando residuos

orgéinicos, también de modificar el microclima con efectos favorables sobre el suelo y
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las plantas asociadas, capacidad de dar sombra a plantas mas bajas y la tendencia a

dominar la economfa del agua en el sitio.

Por lo tanto, las técnicas de rozado e incorporacién a la agricultura tradicional
de los lotes asf tratados es una estrategia esencialmente errénea que ha conducido
al deterioro y desertificacién de grandes extensiones de la superficie terrestre y que
configura el resultado contrario exactamente al logro de un ecosistema equilibrado

donde se manifieste

perpetuidad del aprovechamiento de recursos

produccién constante de materia prima

incorporacién de industrias

e aprovechamiento econémico

(ver, por ejemplo, Ledesma y Galfndez, 1974)

Lamentablemente, para contrarrestar précticas depredadoras es preciso contar
con informacién censal adecuada al establecimiento de modelos de manejo. Existen
experiencias aisladas de determinacién de la evolucién de sistemas agrosilvopastoriles
(ver, por ejemplo, Saravia Toledo, 1984, Saravia Toledo y Del Castillo, 1988, Karlin
y Dfaz, 1984) pero no se conoce con precisién como evolucionarfa el sistema boscoso
frente a distintas acciones de manejo y en interaccién con otras variables. Se sabe
sin embargo (ver Anénimo, 1985) que el uso de tecnologfas tradicionales es altamente
inadecuado y conduce al deterioro del sistema y que las tecnologias agrosilvopastoriles
existentes no son muy aplicables en general a nuestros problemas locales. Es necesario
formular un programa de elaboracién de diagnésticos regionales y proyectos de
investigacién y de organizacién en los que debe participar necesariamente el poder

publico ademds de la iniciativa privada.
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La productividad de los sistemas agroforestales multipropésito no puede esti-
marse a partir de medidas convencionales de productividad de los campos monoculti-
vados (Raintree, 1983). Para estos, la unidad de evaluacién es el campo, para aquellos,
la empresa. La relacién entre los drboles y los cultivos que se les asocian puede ser
competitiva, complementaria, suplementaria o alguna mezcla de ellas; cudl predomina
en un sistema dado depende no solamente del genotipo, nimero y espaciamiento de los
componentes, sino también de cudles factores de crecimiento son limitantes para los

respectivos componentes en las condiciones reales de campo.

La estrategia de ataque de un problema tan complejo incluye la formulacién en
etapas de sucesivos modelos de validez creciente que representen al principio el sistema
en un modo global, y vayan incorporando detalles, aumentando la especificidad de las
nuevas versiones y sacrificando en alguna medida la globalidad. Se consideran entonces
las acciones de manejo de estos modelos simplificados en los que resulta més simple el
establecimiento de politicas de accién éptima, y se extrapolan los resultados a la accién
sobre los més complejos. La accién agroforestal es biolégicamente més compleja que
mucha formas de uso de la tierra, agricolas o forestales, de modo que tales sistemas
combinados requieren mayores habilidades de manejo (Huxley, 1983). EI desarrollo
de lo agroforestal necesita un enfoque técnico y socio-econémico combinado desde el
principio, y el productor rural debe estar involucrado en las opciones en cada etapa

como condicién précticamente excluyente para el éxito de un proyecto.

Es necesario, al aplicar estas técnicas de simulacién computacional de modelos,
establecer comparaciones con conjuntos de datos censales (en caso de poderse obtener).
Para ello deben plantearse experiencias de observacién y medicién en el terreno de las
variables y factores modelados. Y confrontar los modelos con conjuntos de datos

independientes de los usados en la calibracién (ver Neuman y Costanza, 1987).

[A2-6]



Un capitulo importante de la formulacién del modelo de simulacién es su
evaluacién. Debe ser sometido a pruebas diversas, como ser la aplicacién de
perturbaciones controladas, anidlisis de sensibilidad frente a cambios en los Paré,metros

o estados en un cierto rango de andlisis. En general estas experiencias definen nuevos

sectores de investigacién en el problema.
Siguiendo en términos generales la sintesis de objetivos formulada por Swartz-
man (1980), digamos que la simulacién ecolégica debe permitir:
e buen ajuste al comportamiento del sistema
o lograr un mejor conocimiento de los mecanismos del sistema
o destacar 4reas para ulterior investigacién
e suministrar modelos generales

estudiar los efectos del manejo y control del sistema

El modelo que se construya debe ser entonces evaluado respecto de la eficiencia

con la que cubre estos objetivos

En el presente capftulo estudiamos las posibilidades de defincién de un modelo
global y simplificado del sistema silvopastoril con un bosque en el que se distinguen
dos especies por su valor o por su abundancia. Convenimos en decir que la ‘masa
forestal est4d adecuadamente cuantificada si conocemos las cantidades presentes de las
dos especies distinguidas y de la masa forestal restante. Estas tres variables usadas
para describir el bosque en forma aproximada se denominan “variables de estado”.
Una cuarta variable de estado representa al ganado, que se desarrolla en interaccién
parcial con el bosque. La formulacién del modelo se basa en el principio de rendimientos

decrecientes de la produccién ecolégica primaria con la intensidad del factor o nutriente,
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y en los mecanismos de interaccién entre las especies vegetales y el ganado que se desean

manejar.

El tipo de ataque descripto para arribar 2l modelo de la dindmica del sistema
es intermedio entre los enfoques cldsicos en la materia. Uno de ellos, el llamado
“externo”, propone ‘a priori’ una forma arbitraria para el modelo y luego ajusta sus
parimetros para hacerlos coincidir con datos experimentales. El metodo “interno”
consiste en analizar todos los posibles mecanismos de interaccién entre las variables,
no solo aquellas que aparecerdn en el modelo final, y a partir de consideraciones
tedricas describir con ecuaciones cada uno de estos mecanismos. Luego se combinan
en lo posible todas las ecuaciones y se usa el resultado final como descripcién global.
Nosotros hemos propuesto formas no arbitrarias para el modelo global, sino tipos de
ecuaciones avaladas por la experiencia de cientfficos de diversas ramas de las ciencias
naturales, y luego identificamos sus pardmetros a partir de datos consignados en
muchas experiencias anteriores. Pero no hemos intentado describir explicitamente las

interacciones entre todos los factores intervinientes.

Estamos, sin embargo, trabajando en la aplicacién de ideas similares a las de
Forrester (1973), conocidas como ‘system dynamics’, para construir un modelo a partir
de informacién cualitativa y aproximadamente cuantitativa sobre interacciones entre
las siguientes antidades: ciclo de los principales nutrientes del suelo, accién de la fauna
salvaje, accién del fuego, ordenacién de cuencas hidrolégicas, crecimiento de.pa.stos,
contribucién de los frutos del monte al forraje, desmalezado, enriquecimiento forestal,
etc. En los modelos presentados en este trabajo, estos factores han sido tenidos en
cuenta indirectamente, puesto que influyen en los pardmetros en forma cuantitativa
aunque no explicita. Dichos pardmetros habrian sido distintos a los usados en los
célculos de la tablas y figuras presentadas, si hubieramos admitido el uso de fertilizacién

artificial, o la plantacién de renovales, o el suministro de forraje adicional.
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El estado rudimentario de nuestros intentos de modelado “interno” nos ha
inducido a continuar usando modelos intermedios como los presentados en nuestro
trabajo. La limitacién més seria de nuestros modelos consiste en que los valores
asignados a los pardmetros no pueden considerarse ciertos para cualquier rango de
evolucién de los estados. En razén de ello y sobre todo por consideraciones ecolégicas
de conservacién se han impuesto restricciones a dicha evolucién mediante la definicién

de umbrales de existencia m{nima para cada una de las variables de estado.

Los sistemas geografico-ecolégicos silvopastoriles son de gran complejidad. Un
nimero muy grande de factores y variables deben tenerse en cuenta, tanto sus valores
como sus interacciones, si se desea, como es nuestro objetivo, definir acciones especificas
para su manejo. Para los del Gran Chaco sudamericano ver Morello y Hortt (1984,

1988) y Morello (1986).

Descripcién de un modelo simplificado.

Describimos en general el sistema en estudio mediante un sistema de ecuaciones

diferenciales controladas de la forma

y. = g(s,y’u)

donde y(s) es el vector de variables de estado y g es el vector de funciones que rige
su dindmica y que dependen de la variable de evolucién s, de los estados y, y de un
vector de controles u. Estos controles incluyen paridmetros ambientales que pueden
ser o no pasibles de modificacién por el ordenador del sistema. En capftulos previos

describimos en detalle los modelos utilizados.
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La confrontacién contra datos censales de ecosistemas reales es esencial.
Sin embargo es posible describir algunas situaciones muy generales. Se presenta
complementareidad entre dos especies cuando ambas crecen simultaneamente (ain
compitiendo, lo que retarda sus velocidades de crecimiento) y competitividad cuando
sus velocidades de crecimiento son de signos opuestos, esto originado por su interaccién.

Mis adelante se presentan ejemplos de estas relaciones.

El sistema que estudiamos en este capftulo est4 definido por los estados de
cuatro variables, las masas de dos especies forestales de explotacién deseada y del
resto del bosque configuran las tres variables y;, y2, e y3 expresadas en ton ha=lyla

cuarta, y4, es la de una especie de ganado expresada en kg ha~l,

En cada variable
y en el nivel cero de las restantes, los modelos propuestos son del tipo Verhulst. En
interaccién se tienen términos de la forma —cy;y2 en g1 y g2 con valores de ¢ pequefios
debido a que hay un efecto de moderada competencia entre las especies forestales y

—cy,y3 con J = 1,2 respectivamente con una interaccién mayor causada por un valor

de y3 (resto del bosque) nominalmente més alto.

Supondremos que el horizonte de tiempo en consideracién (nimero n de afios)
es muy pequefio respecto al requerido para que la especie ‘1’ (quebracho) sea maderable.
En estas circunstancias asumiremos que la interaccién entre el ganado y la especie ‘1’
es practicamente nula, de alli que el coeficiente del término de la forma —cy;y4 sea
tomado igual a cero. Debe tenerse en cuenta aquf que, en caso de repetir la apiicacién
del modelo al mismo monte por otros n afos, la suposicién anterior puede dejar de
ser valida porque, por ejemplo, es posible que durante todo el primer periodo los
renovales hayan sido destruidos por el ganado, lo que configuraria una condicién inicial
distinta para el segundo periodo. Sin embargo, esta situacién puede evitarse con un
manejo adecuado de clausuras rotativas, con lo que se conseguirian condiciones iniciales

idénticas cada vez que comienza un ciclo de n afnos.
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Con el fin de ilustrar la mayor cantidad de casos posible, tomamos un coeficiente
de interaccién pequeiio pero no nulo para el caso ganado versus especie y; (por ejemplo
algarrobo), porque es posible que el ramoneo, el pisoteo del suelo, etc, afecte el
crecimiento global de esta especie forestal al estar actuando continuamente durante

n anos.

También hemos asumido aqui que el ganado obtiene todo el forraje que necesita
gracias al monte. En caso de que hubiesemos admitido el suministro de forraje
adicional, o la implantacién de pasturas, o ambas acciones, habriamos necesitado
construir un modelo en el que el forraje apareciera como nueva variable de estado
(ys), dado que seria modificable directamente por acciones externas al sistema. En

otras palabras, el forraje también podria prestarse al “control por saltos”.

Las politicas de control por saltos consisten en la determinacién de un conjunto
de perfodos en los que se modifica el estado del sistema llevdndolo mediante extracciones
o agregados a2 una nueva posicién en el espacio de estados. La idea es realizar el
control por saltos de modo que se alcance el éptimo de algun objetivo de beneficio
convenientemente definido. Sobre las formulaciones més corrientes del control por
saltos o impulsional, sus aplicaciones, conexiones con diversas dreas matemdticas y
métodos especificos de tratamiento numeérico, recomendamos consultar Gonzilez y

Rofman (1985) y las referencias alli indicadas.

Un ejemplo de modelo de evolucién basado en las consideraciones previas es,
( 91 =y1(0.123 — 0.001y; — 0.0003 y, — 0.0001 y3)
92 =y2(0.136 — 0.0003y; — 0.0013 y; — 0.0001 y3 — 0.0002 y4)

{ (A2-1)
g3 =y3(0.164  — 0.0005ys — 0.0002 )

| U4 =y4 (0.919 — 0.0001 y, — 0.0009y3 — 0.0061 y4)
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Su evolucién se considera a partir de los valores de umbral zjg = 50 tonha™l,

To0 = 34 tonha™l, z30 =210 tonha™l, z40 =25 kg ha™!

y se representa en la figura A2-1 en funcién del tiempo con las condiciones
iniciales z; = 59.0, o = 38.45, z3 = 225.5 y z4 = 33.0. Las variables evolucionan en

un sector maduro del espacio de estados descriptivo de un bosque sano y en crecimiento.

En la figura A2-2 representamos las principales relaciones entre madera
producida por un bosque y el ganado que crece bajo monte. Se muestran los casos

de variables suplementarias, complementarias y competitivas.

En la figura A2-3 se muestra la relacién de crecimiento entre especies forestales
sumadas y ganado mediante la representacién de la masa de ganado versus la masa

vegetal total y también los valores de evolucién independiente de una y otro.

En la figura A2:4 se muestran las curvas de crecimiento para diversas
condiciones iniciales del sistema definido por la ecuacién diferencial (A2-1) donde se
observa el efecto de algunas de las restantes variables sobre la evolucién de otras en
el caso restringido de ausencia de otras. El estudio de optimizacién se realiza con
las cuatro coordenadas, sin embargo es instructivo observar el comportamiento por

separado de las mismas.

El manejo y su optimizacién.

Las acciones de manejo sobre el sistema descripto por las ecuaciones previas se
retringen en este apéndice a la aplicacién de control por saltos (ver Neuman y Costanza,

1987 y 1990). El resultado de tal accién se ha evaluado mediante un funcional de
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Figura A2-1: Evolucién de las especies del sistema descripto por la
ecuacién diferencial (A2-1). Las especies forestales en ton ha~1 y el
ganado en kgha™1,
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Figura A2-2: Curva de relaciones entre ganado y madera en sistemas
silvopastoriles.
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Figura A2-3: Curvas de masa de ganado versus masa de bosque en los
casos del sistema integrado definido por la ecuacién diferencial (A 2-1)
—-curva inferior— y la evolucién de las mismas variables para el caso
hipotético de ausencia de interaccién entre ellas —curva superior—.
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Figura A2-4: Curvas de crecimiento de las especies representadas por
las variables

a) y1 (en presencia de y;} en funcién de s

b) y2 (en presencia de y;) en funcién de s

c) y4 (sola) en funcién de s

d) y2 vs. y; en ausencia de las restantes.

Los nimeros en las curvas identifican las correspondientes a las mismas
condiciones iniciales. Se representan en la restriccién del espacio de
estados.
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beneficio de la forma

T
J=¢q(z - zO)+/t f(y(s))e_c(’_t)ds

+ E(Do + K(zi))e—c("’_t) + go(y(T) — zo)e—c(T_t)
1=1

donde las variables de estado deben satisfacer la ecuacién diferencial (A 2-1) con las
condiciones iniciales y(t) = z. En este funcional el primer término representa la
valuacién inicial del sistema a través de los valores de sus variables de estado, es

de la forma
a(z — zo) = q10(z1 — z10) + 20(z2 — Z20) + 930(23 — Z30) + 940(z4 — Z40)

donde las constantes g;o representan los precios unitarios de cada recurso. La integral
del segundo sumando calcula los costos corrientes de explotacién, tomamos un valor
constante fg para la funcién f. El tercer sumando calcula el beneficio de la realizacién
del control por saltos, Dy es un vector de costos asociados a la decisién de alterar
el estado de las especies y K es la funcién de beneficio correspondiente. El restante
sumando calcula el valor residual del sistema al cabo del perfodo de gestién. Los
coeficientes de precio, g;9, con ¢ = 1,2, 3,4, tanto en K como en este tltimo sumando

son un vector de constantes, y la forma de K es

‘) = Z(ggo ]Oz

donde, ademds, los ¢;g con j = 1,2,3,4 son coeficientes que penalizan las extracciones
de gran magnitud. Los términos estan llevados a valor neto presente por las
exponenciales negativas de la tasa de interés multiplicada por el tiempo transcurrido

desde el momento inicial.
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Tabla A2-I: Resultado de la evolucién del sistema con

condicién inicial z; = 59.0, z; = 38.45, z3 = 225.5, 4 = 33.0.

anos estados cortes resultados netos
anual descontados
subdptimo
0 | 59.00 38.45 225.50 33.00 | 0.0 0.0 0.0 0.0 | —418.31 —418.31 —418.31
1 60.70 39.85 234.80 51.66 | 10.7 5.8 0.0 0.0 471.87 425.11 6.79
2 | 51.92 35.37 242.49 71.33| 0000 7.5 0.0 11.34 9.20 15.99
3 53.80 36.57 241.83 88.05 0.0 0.0 6.8 0.0 8.33 6.09 22.09
4 |55.62 37.62 241.19 99.72 | 5.6 3.6 6.2 34.7 354.60 233.59 255.67
5 51.93 35.28 242.09 83.18 0.0 0.0 7.1 0.0 9.52 5.65 261.32
6 53.80 36.41 241.37 96.55 0.0 0064 0.0 6.16 3.29 264.61
7 55.63 37.42 240.88 104.96 | 0.0 0.0 5.9 0.0 3.82 1.84 266.45
8 57.39 38.34 240.59 109.74 0.0 0.0 56 0.0 1199.40 520.63 787.08
subdéptimo menos eficiente
0 59.00 38.45 225.50 33.00 9.0 4.5 0.0 0.0 -33.60 -33.60 -33.60
1 51.96 35.53 234.80 51.68 0.0 0.0 0.0 0.0 —19.00 -17.12 -=50.72
2 53.83 36.86 242,49 71.34 0.0 0.0 7.5 0.0 11.33 9.20 —41.52
3 53.65 38.02 241.83 88.05 5.6 4.0 6.8 0.0 273.66 200.10 158.58
4 51.93 35.14 241.19 99.74 0.0 0.0 6.2 0.0 5.29 3.49 162.06
5 53.81 36.18 240.77 106.78 0.0 0.0 5.8 0.0 3.28 1.95 164.01
6 55.64 37.14 240.53 110.70 | 0.0 0.0 5.5 0.0 2.10 1.13 165.14
7 57.41 38.04 240.40 112.73 0.0 0.0 54 0.0 1.47 0.71 165.84
8 59.12 38.89 240.33 113.78 0.0 0.0 5.3 0.0 1132.14 569.27 735.11
extraccién de la renta anual
0 59.00 38.45 225.50 33.00 0.0 0.0 0.0 0.0| —418.31 —418.31 —418.31
1 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 106.16 —312.09
2 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 95.63 —216.46
3 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 86.16 —130.30
4 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 7762 —52.68
5 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 69.93 17.25
6 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 63.00 80.25
7 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 56.76 134.00
8 60.70 39.85 234.80 51.66 1.7 1.4 9.3 18.7 117.83 234.13 468.13
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Cuando se aplican a este problema los métodos desarrollados en el capitulo 3
(ver Neuman y Costanza, 1990) se obtiene el resultado subéptimo que se presenta en la
tabla A2-I acompanado de otro resultado con rendimiento no tan bueno y del resultado
obtenido al aplicar la politica de cortar cada afio lo producido en el mismo (extraccién

de la renta).

En la figura A2-5 se representan el primero (a) y tercero (b) de los casos

mencionados.

Conclusiones.

Este es el resultado de atacar el problema propuesto, a través de la construccién
de un modelo simplificado para la evolucién del sistema bosque-ganado, del disefio de
una funcién de beneficio suficientemente general como para incluir objetivos econémicos
y ecolégicos a optimizar, y finalmente mediante la resolucién numérica del problema

matemdtico planteado por las ecuaciones generadas por los pasos anteriores.

De los resultados numéricos expuestos en la tabla A2-I se puede concluir lo

siguiente:

e la solucién adoptada no es la habitual. Difiere significativamente de las
estrategias mds usadas (de la depredadora, que consiste en talar todo el bosque
al principio; tanto como de la conservacionista, que sélo extrae anualmene la

renta del sistema).

e este camino mantiene al sistema dentro de un margen de seguridad ecolégica.

El estado final corresponde a un sistema sano y en crecimiento.

e la utilidad econémica que proporciona la polftica subdptima obtenida es

considerablemente superior a las que producen las estrategias cldsicas.
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Figura A2-5: Curvas de evolucién controlada de las variables de estado
segin la

a)politica subéptima de la tabla A2-I,

b)extraccién de la renta anual.
Se representa en otra escala el resultado econémico de dicha politica.
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o el flujo de dinero que recibe el productor es satisfactorio. El supuesto productor
que maneja este sistema, recibe el producto de sus extracciones en tres

momentos: al final del segundo, cuarto y octavo afos.

e el esfuerzo computacional requerido para determinar la estrategia es de

dimensiones usuales para problemas manejables por computadoras personales.

Consideremos el caso de una unidad econémica en la Cufia Boscosa en la
Provincia de Santa Fe, R. Argentina. Se trata de un lote mediano de 2000 hm2
aproximadamente con recursos naturales promedio en el que los problemas ecolégicos
principales son la erosién hidrica y la explotacién irracional del bosque asociada al
desmonte. Los objetivos son la explotacién racional y ecolégicamente moderada, la
insercién gradual de ganaderfa bajo monte y agricultura y en una etapa posterior la
industrializacién progresiva. El lote se encuentra en el Parque Chaqueno. Es una zona
con monte en la cual se presentan esteros, pantanos, bafiados y canadas. Las aguas
subterrdneas son muy profundas con sedimentos salinizados. Los veranos son célidos y
los inviernos moderados. Las condiciones sociales de la poblacién local son muy malas
con familias muy numerosas, alta mortalidad infantil atencién médica deficiente, dieta
deficiente, mala escolaridad. Las construcciones son de troncos con relleno de barro y
paja. Los techos de chapa, madera o paja. La economfa tiene una base eminentemente
forestal. La evaluacién de la gestién de este lote debe incluir los factores mencionados

en este apéndice.
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A3. EL MODELO LOGISTICO Y EL PROBLEMA DE
IDENTIFICACION

Describimos en general los sistemas en estudio mediante un sistema de

ecuaciones diferenciales controladas de la forma

v=2g(s,y,u)

donde y(s) es el vector de variables de estado y g es el vector de funciones que rige su
dindmica y que dependen de la variable de evolucién s, de los estados y, y de un vector

de controles u.

Cuando se considera la evolucién de la biomasa de una especie en un medio
que le ofrece una provisién limitada de nutrientes un modelo generalizador clésico es

el de Verhulst, i.e.

a(y) = y(a — by) = ay(1 — (y/k))

donde k = a/b es la capacidad receptiva del medio o techo ecolégico, es, asimismo, el

valor al que tiende la poblacién en el mediano plazo.

Cabe destacar que existe un amplio conjunto de modelos asintéticos andlogos

como por ejemplo los de Gompertz

9(y) = rylog(k/y),

o de decaimiento exponencial



todos tienen en comun la propiedad de tender a un nivel fijo y limitado de la masa
de la especie y el ajuste dependerd de los datos censales. Cuando el suministro de
éstos es escaso o nulo el modelo global de Verhulst es satisfactorio pues es robusto
y conceptualmente simple. Este modelo es un caso particular del propuesto por
L. von Bertalanffy (Adelani y Rodin, 1989), que se adapta mejor en algunos casos

al crecimiento de especies animales.

Hay un cuerpo muy amplio y creciente de bibliografia sobre modelos de
crecimiento de especies vivas y ecologia matemdtica (ver Svirezhev, 1983), algunos de
los articulos m4s recientes (que a su vez remiten a una bibliograffa mas amplia la que

complementa el material citado en el apéndice A1) son mencionados a continuacién:

La representacién matemdtica de la evolucién de poblaciones forestales utiliza nume-
rosos tipos de modelos dindmicos (Houllier, 1988). Se pueden mencionar dos formas

de ataque al problema de la eleccién del modelo:

- Empfrica (situacién — modelo — teorfa), o externa. Se trata de identificar
el modelo entre una familia preestablecida, a partir de datos censales. Este
proceso suele tener la dificultad de que los pardmetros tienen baja significacién
fisica o biolégica y que puede no ser muy adecuada la extrapolacién fuera de

la zona de datos censales.

- Teérica (teorfa — modelo — situacién), o interna. Se trata de deducir la forma
del modelo a partir de consideraciones teéricas relativas a las propiedades fisicas
o biolégicas. El problema, en el caso de bosques es que no suelen conocerse en
detalle los mecanismos, también sucede que debe multiplicarse el niimero de

pardmetros lo que puede generar inestabilidad.
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Cromer (1988) examina modelos logisticos para las extracciones en ambientes estacio-
nales. Estudia las soluciones periédicas y acota sus valores extremos para establecer
esquemas de extraccién (ver el apéndice Al). También Smith (1986) estudia modelos
de competencia entre especies con comportamiento periédico. Mickens (1988) deter-
mina soluciones exactas de la ecuacién diferencial que modela el crecimiento de una
poblacién sometida a crecimiento logistico y adveccién lineal. De este modo es posible

incluir las variaciones espaciales.

Definamos d por la expresién
ed = (k—-1z)/z

para que la solucién de la ecuacién de Verhulst pueda escribirse

k

v= 1 +ed—at

La derivada primera, y'(t), es siempre mayor que 0, pues es g(y), asf la funcién

es creciente en todo su dominio. Ademds estid acotada por k.

En la figura A3-1 ilustramos varios ejemplos de curvas logisticas, para diversos

valores de sus pardmetros.

Resulta interesante notar que es posible despejar la variable de evolucién s (el

estado y y su derivada no se anulan), dada la condicién inicial (¢, z), resulta:

s(v) =t+log<(zgt_:3)%).

En los sistemas con varias variables y controles la forma de inclusién de la

interaccién entre estos configura uno de los detalles delicados de la modelizacién.
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Figura A3-1: Ejemplos de distribuciones logfsticas para diversos

valores de k, d y a.
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Los modelos generales de interaccién competitiva, por ejemplo de dos especies,
del tipo Lotka-Volterra tienen,
91 =ay1(k1 — y1 — ayz)/ky

g2 =py2 (k2 — y2 — Py1)/ka

Otros tipos de modelos, como los del tipo cadena alimentaria, tienen, en cambio,
91 =y1(e10 — a11y1 — a12y2)

92 =y2(—ag0 + a21y1 — a23y2)

gn =yn(—an0 + an,n—lyn—l)

Los efectos de interaccién se presentan como términos bilineales con un
coeficiente cuyo signo indica el tipo de interaccién y su magnitud el resultado de los
distintos efectos parciales. Debe tenerse en cuenta que los efectos suelen ser el resultado

de miltiples causas en interaccién.

La parte lineal de todos los modelos formales hasta aqui exhibidos indica la

evolucién de la variable aislada en ausencia de las restantes y con baja densidad.

La curva de crecimiento de una sola especie segin el modelo logistico de

Verhulst definido por

9(y) = y(a — by)

tiene una forma sigmoidea caracterfstica. Cuando varias especies interactian, las
ramas de sus curvas de crecimiento en baja densidad conservan la forma anterior
pero al aumentar las densidades y pesos relativos de especies en interaccién los
comportamientos de cada especie pueden ser muy diversos y no es posible establecer a

priors su evolucién.
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Hemos justificado la eleccién de funciones g polinomiales para regir la dindmica
de crecimiento de especies forestales. Dada la esencial no linealidad de tales modelos

es necesario disefiar métodos de identificacién adaptados a ellos.

En el caso de una especie forestal, cuya masa se representa con la variable y; (y,
en tal caso, y3, la restante coordenada de y, representa la masa del resto del bosque),
podemos, por ejemplo, considerar un modelo de cinco pardmetros, a, b, ¢, p,y gcon g

de la forma

9(v1,v2) = (vi(a — by1 — ev2), v2(p — cy1 — qv2))

y determinar valores adecuados de los pardmetros a partir de datos censales.

Estudiemos en primer término el caso de un rodal implantado donde el

problema se reduce a una sola variable de estado.

Para este tipo de evolucién propusimos el modelo logfstico dado por la ecuacién

diferencial )
¥ = g(y(s))

y(t) ==z
donde g(y) = y(a — by).
Deseamos estimar los pardmetros a y b del modelo. En este caso en que r =1
(r es la dimensién del sistema definido en el capftulo 2) es posible seguir dos caminos

para la estimacién.

En primer término, como conocemos la solucién de la ecuacién diferencial

previa, a saber,
_ k
1+ k;xze_a(’_t)

y(s)

donde k = a/b, podemos encontrar la relacién entre las variables

Y(s) = loge(ﬁ ~1)
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X(s)=s—1t

de donde se obtienen los valores de —a y de log.((k — z)/z) a partir de los datos

censales.

En la tabla A3:I incluimos los datos de crecimiento en volumen de una especie
implantada a partir de los que obtenemos la pendiente y la ordenada al origen
mencionadas. Para cada k = a/b se obtienen b y z, y puede evaluarse la bondad
del ajuste mediante (p(k))? donde p(k) es el coeficiente de correlacién lineal entre la
variable y(s) y la §(s) calculada a partir de los valores estimados de los pardmetros

reemplazados en la expresién de la solucién de la ecuacién diferencial.

Como es necesario elegir k para calcular Y'(s), realizamos el ajuste para varios
valores de k y obtenemos de la figura A3-2, donde representamos (p(k))? vs. k, el valor

6éptimo para k.

En la tabla A3-II exponemos los resultados del ajuste para distintos valores
de k. Resultan asf los valores estimados de & = 0.342 y b = 0.00076, lo que conlleva

A

k = 450.

Una segunda forma de obtener los pardmetros en este caso (cuando r > 1, de
las dos metodologias serd la dnica factible), es utilizar la derivada numérica de los
datos (ver tabla A3-I) y establecer el modelo “z vs. y” definido por z = y(d — by)
mediante regresién no lineal, lo que produce @ = 0.37 y b= 0.00087, y que coincide

muy satisfactoriamente con el resultado del método previamente desplegado.

Consideremos ahora el caso de una especie forestal que crece en un bosque
nativo. El problema de la identificacién de los pardmetros del modelo definido al
principio correspondiente a r = 2 presenta dos grandes dificultades de bien distinto

origen.
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Tabla A3-I: Crecimiento de rodal implantado. Los volimenes y se

obtuvieron en Anénimo (1981).

afo volumen derivada |
(aproximada numéricamente) |
8 y z=y |
m3ha! m3ha~lafo~1 |
3 32.2
4 60.9
5 97.3 38.1
6 135.7 39.0
7 173.5 32.7
8 202.9 34.7
9 242.8 36.5
10 273.6 28.9
11 301.6 26.5
12 326.8 24.0
13 349.9 22.4
14 371.4 30.2
15 390.4 17.4
16 406.5 15.0
17 420.5
18 432.4
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Figura A3-2: El cuadrado del coeficiente de correlacién lineal para

distintos valores de k = a/b, donde a y b son los p ardmetros del modelo

logistico.
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Tabla A3-II: Valores estimados de los pardmetros para diversos

valores de k = a/b.

A

k p? a b £(t = 0)
435 0.955 0.408 0.00094 12.53
440 0.981 0.375 0.00085 15.74
450 0.987 0.342 0.00076 19.43
500 0.961 0.276 0.00055 28.16
550 0.940 0.247 0.00045 32.42
600 0.924 0.230 0.00038 35.07
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Tabla A3-III: Crecimiento de especie estimada y bosque ambiente

naturales (Datos sintéticos basados en el crecimiento de una especie

local)
afno volumen velocidad de crecimiento
(aproximada numéricamente)
s v1 v2 1 v2 a1 = i1 Jaz = U2
m3dam—2 m3dam2afo™!

4 0.16 1.06 0.162 1.131

5 0.18 1.21 0.164 1.145

6 0.16 1.09 0.167 1.160 0.00282 0.0143

7 0.17 1.19 0.170 1.174 0.00299 0.0155

8 0.17 1.25 0.173 1.188 0.00173 0.00737

9 0.19 1.13 0.174 1.188 0.00112 —0.00177
10 0.21 1.26 0.176 1.187 0.00185 —0.00151
11 0.14 1.22 0.177 1.186 0.00177 —0.00138
12 0.18 1.21 0.179 1.184 0.00226 —0.00382
13 0.15 1.32 0.181 1.183 —0.00201 0.0148
14 0.20 1.13 0.177 1.211 0.00036 0.0215
15 0.18 1.11 0.183 1.221 0.00667 0.00866
16 0.19 1.13 0.188 1.231 0.00584 0.0101
17 0.21 1.26 0.194 1.241 0.00580 0.0121
18 0.18 1.25 0.200 1.251 0.00632 —0.00324
19 0.21 1.29 0.206 1.238 0.00473 —0.00564
20 0.20 1.34 0.210 1.244 0.00290 0.00763
21 0.22 1.28 0.213 1.250 0.00316 0.00602
22 0.26 1.10 0.216 1.256
23 0.20 1.22 0.219 1.262
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Por un lado es dificil hallar datos censales de dindmica de crecimiento de una
especie forestal 1til en el seno de un bosque natural; razén por la cual, para ejemplificar
las técnicas de estimacién descriptas en este apéndice, serd necesario utilizar datos
parcialmente estimados a partir de datos de crecimiento de una especie del norte de la

Provincia de Santa Fe, Argentina. Los mismos aparecen en la tabla A3-III.

Por otro, no resulta ficil la identificacién de los parimetros del modelo en
este caso, por la no-linealidad y por no contar con una solucién analftica de la
ecuacién diferencial cuando la dimensién r supera la unidad. En las aplicaciones
resolvemos numéricamente las ecuaciones con rutinas basadas en los algoritmos de tipo
Runge-Kutta; existen otros métodos de aproximacién que usan soluciones inferiores y
superiores (ver Ladde et al., 1985) y métodos iterativos asociados a ellas. Continuando
las ideas presentadas en la resolucién del caso r = 1, formamos la matriz M(a, b, ¢, p, q)
siguiente, que abreviaremos M,

Tay —9l(a— b9 — @) G — G3(p — cfi - af})
M=| T —9e-bif—cid) 9k — FF(p— i} — o)
i~ (e bgl —cal) -l (o —cal —ag)
(para conformarla utilizamos las variables § y no las y en razén de la falta de regularidad

de estas dltimas).

A partir de las variables y realizamos una linealizacién a trozos de la trayectoria
en el espacio (y;,y2) tomando los puntos en grupos, obteniendo la recta de minimos
cuadrados de las distancias en cada coordenada alrededor de las respectivas medias
aritméticas. Consideramos como nuevos puntos los del espacio (§;, §2) asf obtenidos.
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Deseamos hallar, por cuadrados mfinimos, los valores a, b, ¢, p, ¥ ¢, que hagan
minimo al det(MtM), (ver Bates y Watts, 1987) el que, aplicando la cldsica identidad
de Lagrange (ver Gradshtein y Ryzhik, 1980) puede escribirse

F=det(M'M)= Y ((ik — di(e— b5t — ci}))(F, — 5 (p - ] — a53))
1<i<j<N
— (@~ Tl b5 - ) (§hy — 50 — eit — )’

Es deseable que la determinacién del minimo de la funcién F de los parimetros
a,-+,q, no dependa fuertemente de los datos y, ya que éstos, en general, estardn
modificados por errores de observacién que no pueden dejar de ser tenidos en cuenta.
Se observa en la prictica que los valores de los pardmetros estimados a partir de la
minimizacién de F no resisten variaciones moderadamente significativas de los datos
(s,v1,y2) pese a que son linealizados a trozos por el procedimiento que los transforma
en los (s,y1,¥2). Siguiendo las ideas que permiten la aplicabilidad de los modelos
de Schaeffer (ver D’Attellis, 1983) para la determinacién de parimetros de modelos
en poblaciones de peces con el objetivo de su explotacién y control, y notando las
dificultades para obtener datos empiricos de calidad mfnima, es que puede superarse la
dificultad originada en la inestabilidad de los resultados de la estimacién de pardmetros
mediante la técnica de fijar el pardmetro de interaccién competitiva ¢ del modelo que
identificamos. Un valor razonable en el caso de los datos de la tabla A3-IIl es ¢ = 0.001,
un érden de magnitud menor que los que corresponderfan a las variables y; e §3 por
separado, obtenidos mediante las técnicas de ajuste logfstico descripto en este apéndice.
Con esta eleccién, en principio arbitraria, pero basada en las propiedades clésicas de
los sistemas auténomos bivariados que representan sistemas competitivos lentos (la
competencia es menos importante que el crecimiento de cada variable, ver Coddington

y Levinson, 1955) el problema se reduce a obtener a, b, p, y ¢ tales que minimicen la
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funcién parcial Fg o1 dada por

Fooor= D ((§y — #ile—bg; —0.0013))(¥, — 7 (p — 0.001g] — ¢73))
1<i<j<N

S y L L
— (7%, — ¥ (a — b —0.00133))(¥3, — ¥3(p — 0.0013; — ¢§3))

Para obtener los pardmetros estimados minimizando la funcién Fy go; utiliza-
mos la rutinas habituales de biblioteca de programas, y con los valores de los mismos
se resuelve el sistema definido por el modelo —sin los términos asociados al control
impulsional— y se comparan los valores respectivos de las variables. Con buen ajuste
en el caso de los datos previamente expuestos se obtienen @ = 0.04002, b= 0.11998,
p = 0.07917, y § = 0.06099 los que, con la precisién de los datos, permiten escribir el

sistema
y1 =y1(0.04 — 0.12y; — 0.001y,)

g2 =y2(0.08 — 0.001y; — 0.06y;)

Con informacién escasa, los métodos planteados proporcionan valores estables
de los pardmetros a, b, ¢, p, y ¢ de los modelos definidos por las funciones g dadas
en cada caso, ain en el caso de datos de crecimiento de las especies que incluyen

imprecisiones del 6rden del 10% (y hasta del 20%). Sin embargo,

(a) Es conveniente realizar experiencias para determinar el tipo de datos adecuados
para utilizar como informacién primaria. En tal sentido, por las necesidades del
proceso de ajuste, convendria probablemente determinar valores de crecimiento
en el corto plazo para un buen nimero de distintas condiciones de partida. En
tal caso se podrfan utilizar las aproximaciones definidas por los desarrollos en

serie de potencias para seguir otra via de identificacién.
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(b) Un complemento del camino de identificacién desarrollado en este trabajo serfa
construir un proceso iterativo de determinacién de los parametros del modelo
definido por la funcién g: reobtener el coeficiente ¢ a partir de los restantes
estimados fuego de fijarlo; con el nuevo ¢ asi obtenido determinar nuevos a, b,

p, ¥y ¢, etcétera.

(c) Lo precedente podrfa desarrollarse para el caso en que no se postularan
iguales los coeficientes de interaccién en ambas ecuaciones, lo cual llevaria a
considerar un sexto coeficiente r y modificar los métodos adecuadamente. En el

apéndice A5 se presenta otra estrategia para la realizacién de la identificacién.

En el apéndice A4 se establece una estrategia adicional para obtener el modelo

del sistema en el caso de considerar la aplicacién de controles clésicos.
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A4. FERTILIZACION DE BOSQUES COMO
SISTEMA DE CONTROL

Eucalyptus rostrata Schlecht. (Eucalyptus camaldulensis Dehnh.) es un
irbol alto (18-45m) de rdpido crecimiento (Weber, 1986), tiene una madera dura
y moderadamente pesada. Las semillas, que son de origen australiano aunque se
obtienen actualmente en otros paises, son muy pequenas. Comienza su desarrollo
en vivero en potes plisticos durante 18-24 semanas. Requiere suelos pesados y gruesos
a bajas altitudes, mds de 800 mm de lluvia o acceso a abundante agua subterrdnea.
Suele requerir cuidados adicionales y riego durante el primer afo. Se utiliza para

reforestacién. Su sistema de rafces es ttil para proteger la cuencas altas de la erosién.

El manejo de rodales de eucalipto se realiza en dos fases, la temprana, donde el
énfasis reside en la implantacién y fertilizacién, y la madura donde se los maneja
mediante talas selectivas periédicas. En el articulo que se incluye a continuacién
(Costanza y Neuman, 1990, traducido en CERIDE) se tratan métodos para el manejo
en la primera fase, y, a continuacién se dan los pardmetros del modelo que han de

usarse en la segunda.

En funcién de los tratamientos que se realizan en la etapa temprana de
conformacién del rodal se obtendran distintas propiedades en la madera que se extraiga.
No hay suficientes estudios al respecto y no se conoce acabadamente la influencia
de la velocidad de crecimiento en esas propiedades. Por ejemplo, Bamber et al.
(1982) estudian el efecto del crecimiento rédpido en las propiedades de la madera de

eucalipto. El crecimiento a la méxima velocidad posible se logra por la combinacién
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de: preparacién del sitio, control de malezas e insectos y fertilizacién. La madera de
los 4rboles que crecieron répidamente fue similar a la de los de crecimiento normal en
lo que respecta a la densidad y dimensiones de fibra, pero los vasos resultaron mas

pequeinos y menos Numerosos.

Un aspecto complementario que ha merecido atencién es el del manejo
combinado de eucalipto. Redhead et al. (1983) reportan la asociacién de Eucalyptus
rostrata con maiz y leguminosas, donde la aplicacién de los 4rboles fue para
combustible y postes. Deben realizarse, sin embargo, experiencias para evaluar los

rendimientos de estos sistemas agroforestales.

Los métodos que se presentan a continuacién son aplicables también a sistemas
con ambiente controlado. En el articulo siguiente se menciona esa posibilidad en
relacién a los CELSS. Para el caso de aplicaciones forestales remitimos, por ejemplo,
a Kozlowski y Huxley (1983) que describen distintos sistemas de ambiente controlado
que pueden usarse con ventaja para hacer crecer plantas aproximadamente uniformes
y explorar variaciones genéticas en la etapa de sembrado; investigar las respuestas de
los propédgulos y plantas jévenes a los rigores ambientales; y varias otras hasta estudiar
pestes y enfermedades de las plantas. Asimismo pueden ser utilizados para evaluar la
posibilidad de especies de 4rboles multipropésito cuando se combinan con experiencias

de campo.

[A4-2]



OPTIMIZACION DEL PROCESO DE FERTILIZACION
FORESTAL COMO SISTEMA DE CONTROL.

Introduccién

El problema de optimizacién de la aplicacién de nutrientes a plantas jévenes
es obviamente bdsico en agricultura, aunque escasamente tratado en el reino de la
matemdtica aplicada o disciplinas relacionadas. Planteamos el tema en términos de la
teorfa de control y exploramos la utilidad de sus métodos y manera de razonamiento
en general. También hemos disenado y realizado un experimento para acceder a la
posibilidad de la real aplicacién del proyecto teérico. Esto fue la tarea de un grupo
interdisciplinario, puesto que consideramos que es la mejor manera de atacar esta clase

de problemas.

Para el sistema dindmico natural, son posibles dos enfoques principales de la
descripcién cuantitativa: el primero consiste en modelar la dindmica del proceso de
nutricién a partir de leyes fisicas; el otro genera tal modelo del andlisis de los datos de

comportamiento del sistema.

Trataremos en este trabajo el segundo método aplicado al proceso de agregar

dosis sucesivas de nutrientes a plantaciones dadas. En nuestro caso, los datos

experimentales fueron tomados de una forestacién joven.

La entrada de tal sistema est4 principalmente relacionada con la cantidad de
fertilizantes agregados. La eleccién para la salida es més flexible: cualquier medida o
combinacién de medidas asociadas con el crecimiento de las plantas puede ser tomada

como el relevante observable. Ya que la adicién de nutrientes y las medidas de
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crecimiento se realizan usualmente en forma periédica, el sistema de control resultante
es del tipo tiempo discreto. En este trabajo no se da en detalle la terminologfa de

teorfa de sistemas que usamos; para ello hacemos referencia a Kalman, Falb y Arbib

(1969).

Nuestro objetivo es formular y resolver el problema de control éptimo en
los términos mdés simples para el sistema descripto. El problema es encontrar la
‘mejor’ secuencia de adiciones de fertilizantes. El significado de ‘mejor’ serd definido
precisamente en términos de minimizar un costo generalizado con antelacién a que
se realice cualquier célculo. Por esta razén hemos disefiado una funcién de costo y
determinado el sistema Sptimo con respecto al costo particular, pero se debe entender
que otros puntos de vista son igualmente admisibles (Berger y Damas Garlipp, 1980,

Jacob y Balloni, 1978).

En los tiltimos 20 afos se dieron a conocer varias experiencias sobre fertilizacién
en plantas jévenes (ver Mello et al. (1970) para un conjunto de referencias anteriores
a 1970, y después de este afio, Balloni (1978), Bellote et al. (1980), Donald y Schutz
(1977), Ewald Maki (1966), Herbert (1983), Jacob y Balloni (1978), Luna Flores
(1972), Turner y Lambert (1987), y Will (1971)). La mayorfa implica la aplic.a.cién
de fertilizantes en el tiempo de plantacién o préximo a él. Se aplican dosis iniciales
diferentes de N, P, K y otros compuestos menos comunes a las especies elegidas, y luego
se mide un indicador general de la evolucién de tales especies durante el experimento,
y finalmente se anticipan algunas conclusiones sobre la influencia de las dosis iniciales
en el resultado.
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Es dificil encontrar descripciones de experimentos de fertilizantes planeados
para explicar la interaccién de la fertilizacién con la genética forestal y mejoramiento
de especies, con el ciclo de nutrientes y el efecto de su importacién y exportacién
en el ecosistema forestal, y con el problema general de la baja fertilidad de los suelos
tropicales y subtropicales. Tampoco, se conoce claramente cé6mo afecta la fertilizacién a
la dindmica de los ecosistemas forestales implantados. Algunos resultados (ver Donald
y Schutz, 1977) indican que el efecto de los fertilizantes agregados a los 4rboles en
el momento de ser plantados es significativo en los primeros afios pero més tarde no
existe diferencia entre los tratados y los no tratados. Otros autores (e.g. Balloni, 1978,

Herbert, 1983), informaron marcados efectos entre el tiempo de plantacién y el talado.

Uno de los principios bésicos de fertilizacién (ver Beaton, 1973) afirma que
como primera etapa debe realizarse un diagnéstico de los nutrientes que limitan
el crecimiento. Los métodos mds usuales para determinar los nutrientes limitantes
incluyen andlisis quimico del suelo, o preferentemente de diferentes tejidos del irbol, y
también la experimentacién de campo. En nuestro caso se hicieron exdmenes qufmicos
preliminares para planear la experimentacién, con diferentes dosis de fertilizantes.
Sin embargo, fuimos cuidadosos en mantener los porcentajes dentro de los limites
recomendados en la literatura, para evitar de esta manera un crecimiento ind'esea.ble
de la presién osmética. También, estuvimos condicionados por el cardcter boscoso de
nuestro sistema. Generalmente se cree que el suelo de los bosques no es fértil. Cuando
en tales situaciones se agregan fertilizantes se obtienen significativas respuestas. Por
lo general, algunos o sélo un nutriente en un porcentaje moderado es un estfmulo

adecuado (ver Ewald Maki, 1966).
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Algunos de los pardmetros afectados por la adicién de diferentes fertilizantes
son: altura; didmetros (bhd y otros), uniformidad, conicidad del tallo, calidad de la
madera, densidad, resistencia a la enfermedad, sequfa y helada, etc. Debido a que estas
relaciones son tan complejas, no existe una opinién undnime con respecto a cudles son
los efectos precisos de las diferentes estrategias de fertilizacién. Adn no se cuenta con
una explicacién tedrica final para tales mecanismos (ver Balloni, 1978, Donald y Schutz,
1977, Herbert, 1983, Luna Flores, 1972, y Neuman y Costanza, 1988). Algunas leyes
béisicas son aproximadas por férmulas generales que aclaran el problema (ver Bellote
et al., 1980, y Papadakis, 1954). Por lo tanto, ya que nuestro objetivo fue recomendar
estrategias de fertilizacién con informacién existente, estuvimos forzados a tomar un
acercamiento al sistema tipo caja negra porque no se cuenta con las ecuaciones que

describen su dindmica completa.

Este problema es tfpico entre los que enfrentamos en el modelado y control de
sistemas ecolégicos, ya sean abiertos o cerrados. El gran niimero de variables y sus re-
laciones complejas involucradas en una descripcién detallada del ecosistema conduce a
una incertidumbre y nolinealidad inherente de tales sistemas. A pesar del esfuerzo de-
dicado a tal modelado, es todavfa dificil obtener ecuaciones lo suficientemente exactas
que permitan buenas predicciones sobre periodos largos de tiempo, y también suficien-

temente precisas para facilitar su tratamiento y su solucién mediante computadoras.

En ahos recientes, el problema de controlar y manejar los sistemas ecolc'Sgicos
ha sido considerado en el contexto de los CELSS (Controlled Ecological Life Support
Systems). Estos sistemas han sido cada vez més estudiados por sus futuras aplicaciones
en la tecnologia espacial (ver Auslander et al., 1983, MacElroy et al., 1986, Oleson y
Olson, 1986, y Averner, 1985). Varias de sus principales caracteristicas se tienen en
cuenta en los métodos sistémicos de identificacién, realizacién y control que nosotros

proponemos en este trabajo. Los objetivos de buena predictabilidad y confiabilidad
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tanto como estabilidad en el largo plazo son alcanzables por pasos de aproximacién
sucesiva de la dindmica que se estd modelando, y por la inclusién de un conjunto cada

vez mas amplio de entradas.

Entre los muchos factores que influencian el crecimiento del 4rbol, la cantidad
de nutrientes en el suelo es quizds el més pasible de ser manipulado (ver Ewald Maki,
1966, Mello et al., 1970), y por ello hemos incluido en primer término la cantidad de
fertilizante entre las entradas. Todas las otras variables (temperatura, humedad del
suelo, luz) entran al problema a través de la dindmica global de la caja negra, la que
serd adecuadamente aproximada (Costanza et al., 1983). Una de las razones principales
para introducir la teoria de control en el proceso de nutricién es la posibilidad de
determinar secuencias de fertilizacién, es decir, se admite un nimero de instantes para
el agregado de nutrientes, y otros tantos para evaluar el crecimiento. Los experimentos
convencionales (Donald y Schutz, 1977, Herbert, 1983, Luna Flores, 1972) consideran
la ‘respuesta’ de un bosque dado a un ‘tratamiento’ especifico, el cual en general,
comprende una o algunas adiciones fijas de fertilizantes. Usando una descripcién del
sistema como sistema dindmico de control, podemos considerar secuencias de adiciones
(potencialmente diferentes cantidades en distintos tiempos), y las correspondientes
secuencias de observaciones del crecimiento. El ‘costo’ de una de tales secuencias es
una suma de varios factores evaluados en cada tiempo de muestreo. Aquf hay otro
aspecto positivo del punto de vista de la teorfa de control: hay métodos eficientes para
determinar la secuencia éptima; es decir, no es necesario evaluar el costo de todas las
secuencias de fertilizacién para encontrar una que cueste menos, puede ser realizado por
un método mds econémico en tiempo de computacién como la programacién dindmica

o entera.
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Una dltima ventaja del acercamiento sistémico: el nimero y tipo de experi-
mentos necesarios para obtener las ecuaciones para la dindmica estidn prescritos por
el algoritmo de aproximaciéon. Hemos usado el algoritmo descripto en Costanza et al.

(1983); uno alternativo ha aparecido recientemente en Dfaz y Desrochers (1988‘,.

Siguiendo el desarrollo del formalismo de la teorfa de control describimos la
estructura biolégica y experimental usada en la aproximacién de la dindmica, y las
técnicas aplicadas para determinar la polftica 6ptima para nuestro ejemplo. Finalmente
tratamos la significacién de los resultados y su uso potencial en situaciones similares y

generalizaciones posibles.

El formalismo de la teoria de control

El crecimiento de las plantas puede ser visto como un proceso de control

definiendo

u: un conjunto de variables que afectan el crecimiento, cuyos valores pueden ser
manipulados (fertilizantes, riego, poda, temperatura, humedad del suelo, luz,

etc.). Estas son las variables de entrada.

y: un conjunto de cantidades observables que describen la evolucién de la planta
o grupo de plantas (altura, didémetro, evaluacién de la salud, etc.). Estas son

las variables de salida.

Estas cantidades u e y evolucionan en el tiempo y por lo general queremos
cambiar los valores u para obtener un resultado para los valores y, el cual esté cerca
del 6ptimo en algin sentido prescrito. En muchos casos se considera que se sufre una

penalidad por el esfuerzo de cambiar los valores u (llamemos a este efecto Jy) y que se
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obtiene un beneficio por aumentar los valores y (lo llamaremos —Jy). Por lo tanto, el

propésito en estos casos es seleccionar la trayectoria para u de modo que el costo total

J(u) = Jy + Jy (Ad1)

sea minimizado.

Uno de los obstdculos para seleccionar la trayectoria éptima para los valores u

proviene de la falta de conocimiento sobre la dependencia explicita de J respecto de u.

Algunas veces, la fisica nos suministra una ley que gobierna la relacién u-y, por

ejemplo, una de la forma:

fl = f(y: u’): (A4'2)

o bien

Yn+1 = f(ym un), (A4-3)

donde y significa dy/dt, y los subindices en (A4-3) denotan el tiempo de muestreo en

el que fueron medidas las variables.

Cualquiera de las ecuaciones equivalentes a (A4-2) 6 (A4-3) para un sistema
dado, es por lo general, llamada ‘la dindmica’ o ‘la descripcién interna’ del sistema.
En otros casos, se debe construir una ecuacién similar a partir de los experimientos.
Generalmente se necesitard un nimero infinito de experimentos, a menos que tengamos
algunos indicios sobre la forma esperada de la funcién f. Para sistemas lineales (f una
funcién lineal de v e y), el nimero de experimentos por ser realizados pueden reducirse
a N (la dimensién del sistema, usualmente igual al niimero de variables en el vector de
estados). Esta es una de las razones que han contribuido a la expansién de la teorfa

de sistemas lineales y su control éptimo.
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Pero los sistemas de control son buenas aproximaciones solamente para los
procesos de evolucién cerca de un punto de equilibrio (estado estacionario), como
plantas qufmicas continuas, columnas de destilacién simplificadas, etc. Los sistemas
naturales (como el crecimiento de plantas) son en su mayorfa nolineales, y rara vez
tienen puntos de equilibrio. En la década pasada comenzé a desarrollarse con gran
generalidad una teorfa para la aproximacién de sistemas de control nolineales para
resolver estas situaciones. Usamos algunos resultados desarrollados en esta linea para
sistemas de tiempo discreto (aquellos para los cuales las mediciones y acciones se toman
solamente en instantes de tiempo fijos). Bdsicamente contamos con un algoritmo capaz

de aproximar la ecuacién (A4-3) por generalizaciones de férmulas como la siguiente:
Yn+1 = A(un)yn + B(un) (A4°4)

donde A y B son funciones polinémicas. Los sistemas descriptos por ecuaciones como la
(A4-4) no son suficientes para aproximar la mayoria de los comportamientos nolineales
por eso podemos mejorar el procedimiento de aproximacién via realizaciones (ver

detalles en Costanza et al., 1983), de la forma

k
Un = ZHiPi(un) Tn (Ad4-5)
‘o
k k
Int+l = Z FiP;(un) | zn + Z G; F;(un) (A4-6)
1=0 1=0

en términos de las variables de estado z,, inherentes a la estructura de la caja negra,
no necesariamente con significado fisico, ni relacionadas en forma evidente con las
variables observables §, donde §n = yn —yon , siendo yg, la salida correspondiente a la
evolucién libre. Los polinomios ortogonales P;(u) se definen de una manera estindar y
esto permite, vfa las matrices (o coeficientes de ajuste) F;, G;, y H; parat =0,...,k,

una aproximacién explicita .
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Evaluamos la bondad en el ajuste de la aproximacién por el célculo de una
suma pesada de los cuadrados de las desviaciones entre las salidas observadas y; y
las estimadas §;. Es posible observar una disminucién repentina de los valores de este

indicador cuando se obtiene una aproximacién adecuada.

Cuando se han recolectado los datos de entrada/salida para los mismos pasos
sucesivos, podemos considerar el problema de optimizacién y hallar la secuencia
6ptima de entrada para aquellos pasos y para futuras aplicaciones. Cada problema

de optimizacién determina la forma especffica para la ecuacién (A4-1), por ejemplo

J = Z(Cnyn + dnu.n) (A47)

con coeficientes apropiados ¢p, dn (n = 1,2,...).

Una vez que los pardmetros para las ecuaciones (A4-5) a (A4-7) han sido
determinados, el problema de control éptimo para este sistema estd bien planteado
y se puede buscar su solucién por métodos numeéricos, esto se realiza en la seccién

siguiente.

El método aplicado a un experimento.

Muchos factores influyen en el crecimiento de un 4rbol. Algunos de ellos pueden
ser alterados por el hombre, otros no. Los nutrientes del suelo son ejemplos de la
primera clase y las condiciones climéticas son de la segunda. La teoria de control
acepta como entrada solamente representantes de la primera clase, es decir, variables
que pueden ser manipuladas; el resto de las variables deben entrar en formas miés o

menos complicadas en la funcién f de las ecuaciones (A4-2) 6 (A4-3).
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De los diferentes indicadores de la condicién del suelo, en este trabajo nos
hemos concentrado en los niveles de dos de los nutrientes principales necesarios para
un 4rbol en crecimiento: nitrégeno y fésforo, los que estdn directamente relacionados al
procesamiento de sustancias orgénicas por la planta. Sin embargo este enfoque podria,

en casos mas generales, no ser suficiente.

Los niveles de los nutrientes cambian abruptamente de sitio en sitio, pero
en 4reas de tamafo mediano destinadas a la forestacién, se supone que los valores
promedio de los principales nutrientes son suficientes cuando se desea satisfacer las
dosis recomendadas para los fertilizantes, en los casos en que no hay pérdidas serias
de nutrientes al agua subterrdnea o problemas de contaminacién. Una complicacién
similar surge con la variacién de las necesidades de los nutrientes de una planta a
otra, y alin para la misma planta a medida que transcurre el tiempo. Algunas veces,
consideraciones précticas fuerzan la adopcién de valores promedio para las necesidades
de los nutrientes como aproximaciones, pero estos valores aproximados son todavia
dificiles de obtener de la literatura técnica, alin para las especies mds comunes usadas
en la forestacién. Se puede considerar seriamente la siguiente hipétesis en funcién de
observaciones unénimes en experimentos previos con Eucaliptus (ver Balloni, 1978,
y Luna Flores, 1972): ellos demandam nitrégeno, especialmente en su juventud.
Por lo tanto, hemos elegido para optimizar el periodo de los dos primeros anos
después de plantados, para fertilizar con varias aplicaciones de urea (por simplicidad
equiespaciadamente en el tiempo). Se realizé una adicién inicial de fésforo —la misma
cantidad para cada drbol— para favorecer el crecimiento de la rajz. Esta adicién de P

no se considera en el andlisis de optimizacién.
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Nuestro experimento consistié en tres plantaciones de drboles de Eucaliptus
rostrata, cada una con ocho filas de 32 especimenes. La distancia entre filas fue de 2,5
m, y 1 m entre las plantas. El tamafio de muestra fue de cuatro para cada plantacién
(12 en total), este tamafio no podia aumentarse debido a restricciones pricticas. El
sitio est4 situado a 31°50’ latitud Sury 60°70’ longitud Oeste. Algunos datos climéticos

son: T = 18°C, precipitacién media = 950 mm.

Basado en el andlisis del suelo (tabla A4-I) y recomendaciones locales para E.
rostrata (ver INTA, 1983), se adopté un valor de 45 g de fosfato triple y 15 g de urea
por planta. No hubo necesidad de irrigacién excepto al principio para suavizar el shock
de transplante. Las malezas y las hormigas fueron controladas regularmente. Todo el

fosfato fue suministrado en el momento de plantado. El nitrégeno fue aplicado como

sigue:
(i) La urea se aplicé en 4 etapas con intervalos de 6 meses.

(ii) Cada una de las tres plantaciones de 256 4rboles fue dividida en 4 bloques: para
cada perfodo esta divisién fue hecha de diferentes maneras (ver la figura A4:1

para una descripcién adicional):
Etapa 1, perpendicularmente a las filas;
Etapa 2, dos filas por bloque;
Etapa 3, cada uno de los bloques de la etapa 1 se divide en cuartos;

Etapa 4, solamente en el caso que ha habido uniformidad suficiente en los valores
obtenidos de los 4 ejemplares de cada muestra, entonces esa muestra se

dividide entre sus cuatro componentes.
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Tabla A4-I: Ca.ra.cterfsticgs iniciales del suelo. -
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(iii) En un tiempo dado, las cuatro partes obtenidas de la divisién reciben 0, 1/2,
1y 3/2 dosis de urea. El procedimiento descripto por ii) e iii) garantiza que
todas las dosis permitidas posibles de combinacién de urea se obtienen luego

de la cuarta etapa.

(iv) El fertilizante se aplicé en circulos alrededor del 4rbol, aumentado el didmetro

cada vez para permitir una mejor absorcién por el sistema de raices.
Se tuvieron en cuenta las siguientes convenciones para el tratamiento numérico:

(i) La dnica variable de entrada u, fue la cantidad de urea usada en cada etapa.

Los valores para u fueron normalizados de acuerdo a la convencién siguiente:

Valor para u 0 1 2 3
Dosis de urea 0 1/2 1 3/2

(ii) La tnica variable de salida, y, fue la altura del 4rbol en cada etapa. El valor
0 para §n(= yn — Yon) representa la altura de los 4drboles no fertilizados, y los

restantes valores para g, se toman relativos a aquellos valores.

(iii) Los valores y para los drboles que recibieron igual tratamiento hasta el tiempo

de medicién fueron promediados, y se asigna la media a todos ellos.

(iv) En cada etapa, los datos tomados del experimento son introducidos en un
sistema de programas de computadora, el que construye realizaciones parciales

aproximadas (ecuaciones dindmicas).
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Una vez que los posibes valores de entrada u se conocen, es posible escribir los

polinomios ortogonales estdndar definidos como en Costanza et al. (1983). Ellos son:

Po(u) =1 (A4-8)
Pi(u)=1- %u (A4-9)
Py(u) =1—3u+u? (A4-10)
P3(u)=1- 43—7u +15u% — %u"' (Ad4-11)

Los datos obtenidos para las etapas 2, 3 y 4 para las diferentes relaciones de

fertilizantes aplicados se resumen en la tabla A4-II.

Los valores iniciales y; y los estados iniciales correspondientes z; (obtenidos de
realizaciones) son tomados como 0. Con datos hasta la etapa 3 podemos obtener una

aplicacién de entrada-salida (ver ecuacién (A4-4)) con

A(up) = 0.50 — 0.42uy, + 0.26u2 — 0.047u3 (A4-12)

B(up) = 144.9 + 31.5u, — 8.67uZ — 0.184u3 (A4-13)

en la tabla A4.III se listan las salidas resultantes.

A esta altura es posible analizar optimizaciones parciales, teniendo en cuenta
que contamos con un disefio concreto para la funcional de costo para comparar

secuencias de control diferentes.

Para la parte Jy del costo se procede como sigue a continuacién

N
—Jy(k) =) pvn (A4-14)

n=2

donde

p: precio de venta de 1 m® de madera
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Tabla A4.II: Alturas y, (en cm), con n = 2, 3, y 4 de 4rboles

fertilizados con dosis (uy), (v1,u2) y (u1,u2,u3) respectivamente (datos

experimentales modificados).
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539.
540.
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Tabla A4.ITL: Alturas j, (en cm), con n = 2, 3, de 4rboles fertilizados
con dosis (u;) y (uy,u2), respectivamente. (Resultados de la funcién de
entrada/salida §in4+1 = A(un)in+B(un), conn=1,2, y A(un), B(un)

dadas por (A4-12) y (A4:13)).

145 168 173 156

1 2 3
229 232 224
216 217 213
222 224 219
200 201 197
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: volumen de la madera producido desde el tiempo n — 1 hasta el n debido a la

estrategia de control k = (u3,...,up) evaluado mediante

kN
n (yn - yn—l) (A4'15)

Un =

donde

: es un coeficiente que tiene en cuenta la forma del 4rbol (la que puede depender
de n), y la calidad de la madera (la que puede depender en N y k). En este

trabajo, por simplicidad, dejaremos de lado la dependencia respecto de k.

Para el costo de fertilizacién (costo de control), tomamos simplemente

N
Ju(k) =) eup—y (A4-16)
n=2

c: es el costo de la dosis de urea normalizada con las mismas unidades usadas

para los coeficientes previos por eso los J’s son expresados en dinero.

Todos los otros costos fijos no son relevantes para la optimizacién del presente

proyecto.

En el caso de nuestro experimento hemos usado datos corrientes del mercado

para estimar

p= —875m™3
f3 =0.012
f3 =0.008
c =528
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Tabla A4-IV: Resultados del funcional de costo —J(k) para los

controles k hasta la etapa 3 basado en datos experimentales de la

tabla A4-IL
u
"2 0 1 : 2 3
0 | 2026 1663 1174 530
1 1442 1044 540 -75
2 970 558 61 -561
3 288 -124 -628 -1243
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con datos de la tabla A4-II, hasta la etapa 3 obtenemos la politica éptima uj; = 0,

uy = 0 como se puede inferir de la tabla A4-1V.

Si intentamos obtener el éptimo utilizando los datos de la tabla Ad4.III
calculados mediante los polinomios (A4-12) y (A4-13), se ve que estos valores dan
un resultado incorrecto, debido, por ejemplo, a la sobreestimacién de y3(0,0) y la
subestimacién de y3(2,0), entre otras. Adem4s, esta expresién de las y’es no se adapta
para la extrapolacién después de la etapa 3; ver por ejemplo el valor de y4(2,0,3) = 228

calculado vs. el valor experimental de 553 de la tabla A4.II.

La aproximacién de la dindmica hasta la etapa 4 se alcanza mediante una
realizacién parcial producida por un algoritmo disefiado previamente (ver Costanza et
al. (1983), y ecuaciones (A4-5) y (A4-6), donde z, son los estados). El algoritmo

encuentra que la mejor dimensién para los estados es 3. Las matrices involucradas son

Hy = (—2.85 — 3.59 - 23.6)
Hi= Hy = H3 =0
1.24 —0.0091 3.18
Fo=| -0.427 -1.05 —16.4
0.103 0.65 3.98
0.896 —0.095 —1.82
Fy=| —1.87 2.51 9.38
0.784 —-0.511 -2.27
1.06 -0.116 —1.63
Fy = 0.137 -0.823 8.41
0.213 0.135 —-2.04
-0.277 0.263 0.133
F3 = 0.0651 0.257 —-0.685
—0.0052 —0.0693 0.166
1 1.35 —0.0399
Go = (0) Gi=1|0 Gy = | —0.283 G3 = 0.0744
0 0.271 0.021

Este conjunto de matrices serd denominado en lo que sigue como realizacién D.
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Fue necesario usar realizaciones de dimensiones més grandes que uno porque
los polinomios como (A4:12) y (A4:13) no dan suficiente aproximacién cuando se
identifican estados y salidas. En otras palabras, creando los estados ‘internos’
Zn, podemos mantener el tratamiento numérico dentro del reino de los sistemas
polinémicos, pero con el costo de un esfuerzo computacional extra debido al aumento en
la dimensién de la realizacién parcial. Las ecuaciones (A4:5) y (A4-6) deben observarse

como una generalizacién de las ecuaciones (A4-4).

Los resultados de entrada-salida hasta la etapa 4, producidos por la realizacién

D, se presentan en la tabla A4-V.

La préxima etapa es obtener el sistema éptimo, lo que se hace en este caso

evaluando todas las secuencias de entradas posibles.

Con f3 = 0.043, f§ = 0.039, f§ = 0.009, ¢ = 528,y p = —875, tenemos que los

cinco mejores sistemas basados en datos experimentales son:

(1) vy=2 u=1 uz3 =0
(2) uy =2 up =0 ug=1
(3) u1=1 up =0 ug =0
(4) uyp=2 ug =0 u3 =0

(5) u1=0 U2=2 u3=0

y que los cinco mejores basados en salidas provistas por el modelo de realizacién D
son:
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Tabla A4.V: Alturas g, (en cm) con n = 2, 3, y 4, de &rboles

fertilizados con dosis (uj), (uy,u2), ¥y (u1,u2,u3) respectivamente

(calculadas con la realizacién D).

150.

144.
206.
228.
202.

00

342.
442.
500.
501.

01

520.
571.
600.
616.

02

666 .
596.
553.
612.

03

401.
548.
618.
554.
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172.

226.
245,
240.
223,

10

529.
577.
585.
548.

1

558.
594.
583.
526.

12

523.
579.
576.
491.

13

564.
559.
535.
515.
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170.

247.
237.
215,
211,

20

579.
608.
599.
553.

21

597.
573.
533.
503.

22

506.
538.
532.
487.

23

646.
539.
469.
527.

— OO 00 — 00~ — VOO — OO0
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157.0

196.4
215.9
213.1
204.8

30

456.2
530.1
560.5
535.6

31

559.0
574.1
576.1
589.7

32

621.7
564.5
528.9
584.5

33

503.5
546.2
560.0
551.4
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(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

En este punto es natural preguntar sobre la influencia de las variaciones en
los datos experimentales y sus efectos en el proceso completo. Es instructivo realizar
un experimento computacional sobre la robustez del método. Modificamos un par de
valores, §i4(1,1,2) «— 843y §4(2,3,0) « 224 (diferencias de 43% y 63% respectivamente

con los datos experimentales) y obtenemos una realizacién diferente, llamada Q, cuya

u; =0
u; =1
u; =2
u; =1
uy =1

salida est4 listada en la tabla A4.-VI.

Como una medida del nivel de aproximacién abtenida con los datos de la
tablas A4.Il, V, y VI, disehamos una media cuadritica Agy (donde 1 y j representan

las tablas comparadas), la que excluye los datos sobre el 90% en nivel de desacuerdo.

Los valores calculados son:

lo que muestra que los resultados de las realizaciones D y Q son indistinguibles respecto

de esta medida de desviacién.

ug =2
uy =0
uy =0
up =0
uy =1

Ags = 26.6
Agg = 28.1
Agg = 21.1

[A4-25]
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Tabla A4-VI: Alturas y, (en cm),con n =2 ,3,y 4 de drboles fertilizados con dosis
(u1), (u1,u2) ¥ (u1,u2, u3), respectivamente (resultados obtenidos con la realizacién Q

deducida de datos artificialmente alterados).

u, = 0 1 2 3
150.0 173.0 171.3 156.9

u, = 0 1 2 3
u, = 0 143.4 226.5 248.7 195.1
1 206.3 246.6 237.4 215.4
2 232.0 238.8 209.4 217.5
3 200.2 224.9 214.6 202.1

= 00 10 20 30
322.2 538.4 595.9 447.6
431.6 581.9 622.7 519.5
532.9 584.5 601.8 539.2
459.7 562.0 590.0 519.6

u,, u, = 01 11 21 31
ug = 491.4 586.5 614.5 ‘544 .1
1 580.2 593.6 573.6 569.5
2 736.4 480.7 456.4 612.2
3 566.5 566.1 546.2 551.2

u, u2 = (2 12 22 32
u; = 636.0 668.3 541.3 589.6
1 597.3 580.0 538.2 564.4
2 609.4 478.8 511.1 568.8
3 564.4 557.8 524.8 541.7

up, u, = 03 13 23 33
ug = §21.2 531.9 538.7 519.1
1 550.5 559.0 540.7 541.9
2 641.8 489.3 482.8 586.7
3 537.9 543.1 527.1 530.6
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Usando los pirametros previos p, c, f,{v con la realizacién @, obtenemos las
siguientes mejores politicas
(1) v3=0 uy=1 ug = 2
(2) ug=0 upg=2 uz3 =0
(3) up=2 up=0 u3=0
(4) ui=1 upg =0 u3 =0

(5) up=1 ug =1 u3 =0

Después de compararlos con los anteriores concluimos que perturbaciones
significativas en los datos conducen a pequefias variaciones entre las (necesariamente)

distintas realizaciones.

También puede verse que las polfticas éptimas correspondientes a datos
perturbados son similares a aquellos obtenidos de los datos originales, es decir, el

método es suficientemente robusto.

Pero los datos experimentales mostraron variaciones locales significativas, las
que influyeron en la realizacién D de tal manera que aumentaron las variaciones locales
y globales en el tiempo para los datos de entrada/salida generados por la realizacién

D.

Podrfamos suponer que las variaciones locales podrian haber sido suavizadas
incluyendo datos de més repeticiones del mismo experimento pero esto en la préictica
es dificil. Por razones numéricas relacionadas con la rutina de aproximacién de nuestro
algoritmo, se podrfa alcanzar el mismo efecto a través de un mayor redondeo de
los datos experimentales. Exploramos esta dltima opcién aplicando una férmula de

redondeo a los datos de salida. El valor redondeado para y, llamado y,, se toma como
y
Yr=0p [; + O.SJ (A4-17)
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donde p es el pardmetro de precisién y el sfmbolo |z| significa la parte entera de z.

Aplicamos la férmula (A4-17) a los datos con p = 10 para los valores yg, p = 20

para los valores y3, p = 50 para los valores y4, y p = 100 para todos los subsiguientes.

Se obtiene entonces una nueva realizacién (en lo que sigue, realizacién M). Las

matrices involucradas son: (distinguimos este nuevo conjunto de matrices con una ~ )

Hy=(-45 —25 14.9)
ﬁl = f.'Iz = f-I3 =0
. 1.12 —0.386 0.0276
Fy=| —0.308 2.330 0.291
0.116 -0.303 -—0.396
. 0.333 -—-0.171 -—0.00552
F = 2.43 0.230 —0.0583
—0.518 0.207 0.0791
. 0.910 -—-0.429 -0.0253
Fy = 1.09 0.0696 —0.267
—0.0454 -—0.17 0.363
. -0.315 0.275 0.00782
F; = 0.152 -—0.139 0.0826
—-0.150 0.0491 -0.112
_ _ 1 _ 1.09 _ —0.0687
Go=(0) Gi1=]o0 Gy = 0.988 G3 = 0.234
0 —0.00736 —-0.015

En la figura A4-2 trazamos los rangos de las salidas, para distintos tiempos,
tanto para los datos experimentales como para aquellos D- y M—generados. Observa-

mos que los rangos para M son mds pequenos que para la realizacién D.

También observamos de los datos que la configuracién topoldégica abierta del
drbol asociado con resultados de la realizacién D cambia a una mdis pequefia e
interrelacionada para la realizacién M, convirtiendo a esta realizacién en mds apropiada

para la aplicacién de algoritmos est4dndar de programacién dindmica.
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Figura A4-2: Rangos de salida para los diferentes tiempos. La curva
de guiones representa la altura de crecimiento medio del rodal basada
en datos experimentales hasta la etapa 4 y datos de la realizacién M.

La curva de puntos es una extrapolacién de la anterior.
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Figura A4-3: Grafo de programacién dindmica para los datos suavi-

zados. Se dibuja en cada nodo una caja con la salida y, el valor del

nodo d.y, y la funcién de valor v;(y). El control u y el valor de arco

v;4+1(y) + v se asocian a cada arco.
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En la figura A4.3 se dibuja el grafo de programacién dindmica. De él se obtiene

en forma directa la politica éptima determinada previamente.

Aplicaciones y conclusiones.

Hemos mostrado que la optimizacién de secuencias de aplicaciones de fertili-

zantes puede ser analizada y resuelta usando algoritmos de la teorfa de control. Hemos

también ilustrado el uso de esos algoritmos en el diseno y procesamiento de la infor-

macién experimental generada por una situacién real. Los resultados no fueron obvios

pues sintetizan varios factores que influyen en el problema como un todo.

El uso prictico de este método para disenar secuencias de fertilizacién para

plantaciones nuevas debe ser entendido en los términos siguientes:

(2)

(b)

(d)

Si ya se ha optimizado en una situacién muy similar (el mismo abono, la misma
especie de drbol, clima, etc.), entonces utilizar tentativamente los resultados

obtenidos para la plantacién nueva. Si no,

Dedicar un perfodo de tiempo, con varios tratamientos potenciales de fertili-
zacién, para realizar un experimento para determinar la mejor politica v4lida
para este mismo periodo en una escala mds grande. Dependiendo de la urgencia,

se deberia diferir la plantacién en gran escala durante el perfodo experimental.

Siguiendo el experimento, se puede usar la misma estructura (con precauciones
en cuanto al tamafio y sitio) para la optimizacién de un préximo periodo donde

la fertilizacién sea atin necesaria.

La optimizacién de resultados para el nuevo perfodo puede ser aplicada a la
plantacién en cuanto estén disponibles (teniendo en cuenta detalles menores de

implementacién).
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Es posible la aplicacién de los métodos propuestos en dos lineas principales.
Una es la generalizacién del problema para permitir extracciones de la biomasa
en crecimiento superpuestas a la evolucién controlada, en la forma de un control

impulsional éptimo discreto (Neuman y Costanza, 1986, 1988, 1990).

La segunda aplicacién principal deberia ser adaptar nuestra hipétesis a los
requerimientos ecolégicos de los CELSS, lo que planeamos discutir en un trabajo
futuro. Esto implicarfa ciertamente la modificacién del algoritmo de realizacién para
tratar controles en dimensiones mds grandes que uno. Del punto de vista experimental
existen problemas naturales de dimensién (gran escala, alto costo) en los experimentos

con bosques, pero en el contexto de CELLS estos problemas estdn minimizados.

Las técnicas de optimizacién merecen algunos comentarios. Los ejemplos
experimentales analizados fueron suficientemnente pequenos como para que la exposicién
fuese compacta pero cuando se optimiza con varios controles, series de tiempo mis
largas, mayor dimensién de realizaciones y observadores, etc., se puede llegar a
problemas priacticamente intratables. Por ejemplo, el problema teérico de encontrar la
politica de fertilizacién éptima para un bosque en general estd mds alld del problema

que se intenta resolver en este trabajo.

El problema estudiado implica en general el cdlculo de un éptimo global en un
espacio discreto donde los nodos pueden ser estructurados topolégicamente (de modo
que se pueda definir el sistema de vecinos de cada nodo). Sicomenzamos una ‘caminata’
en algin nodo y vamos hacia los nodos con mejores valores, es ficil darse cuenta que
pronto se alcanzarfa un éptimo local y podrfa no ser posible llegar al é6ptimo global
(deseado). Varias técnicas de bisqueda han sido disefiadas para solucionar este serio
problema, pero cada una de ellas funciona solamente sobre problemas con hipétesis

restrictivas. Actualmente consideramos técnicas de optimizacién global en espacios
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topolégicos discretos dependiendo de una clase especial de ‘caminatas’ que tiene alguna

probabilidad de desechar el éptimo local en la biisqueda de uno global.

Considerando el uso de la metodologfa desarrollada en este apéndice con
propésitos de prediccién, la disponibilidad de una realizacién permite dos tipos de
extrapolaciones, con respecto al tiempo y a los valores de entrada. En nuestro caso no
recomendamos la extrapolacién a otras tasas de fertilizacién, puesto que los polinomios
P;(u) usados para la aproximacién se construyen usando explicitamente el rango
permitido para u. Si tales extrapolaciones fueran deseables, deberfan usarse desde

el principio polinomios P;(u) con rangos en u mayores

No hemos aplicado completamente la extrapolacién en el tiempo a nuestro

ejemplo por las siguientes razones:

(i) La fertilizacién es usualmente mdas necesaria en los primeros estadios (Luna
Flores, 1972), por eso sélo hemos hecho ejemplos numéricos con pocas etapas

mas alld de la cuarta.

(ii) Los datos experimentales mostraron variaciones locales significtivas, lo que
influencié la realizacién D de tal manera que aumentaron las variaciones
globales y locales en el tiempo (figura A4-2). En este sentido, la realizacién M

es mas adecuada para propésitos de prediccién.

Apéndice.

En este apéndice A4 hemos aplicado la metodologia de control a un conjunto de
datos de entrada/salida proveniente de un experimento real pero sencillo. Sin embargo
el método también es apropiado para aplicaciones donde los datos disponibles no son
completos ni se generan tan simplemente. Describimos dos ejemplos de este tenor a

continuacidn.
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Considere, por ejemplo, el caso de un bosque maduro que se somete a
fertilizacién aérea con el objetivo principal de aumentar la produccién volumétrica
de madera. Esto es practicado en una escala comercial en el norte de Europa. Nos
limitamos al sistema de control definido por el proceso de fertilizacién global de un
bosque de abeto y pinos sobre un perfodo de 15 afios (Anénimo, 1981a). El bosque es
fertilizado desde el aire con un fertilizante a base de N, aproximadamente cada cinco
afos. El fertilizante se agrega en dosis de 35 kg N/ha (que corresponde al valor v =1
de la entrada), 6 70 kg N/ha (correspondiente al valor v = 2). El valor u = 0 de la

entrada se asocia con la fertilizacién nula (ver Ewald Maki, 1966).

Existe una gran complejidad ecolégica y econémica en las relaciones entre las
variables de estado potenciales para este sistema, pero las variables de entrada-salida
pueden ser reducidas a: cantidad de fertilizante e incremento de biomasa debido al
proceso de fertilizacién. Ponemos todas las otras variables dentro de la caja negra

cuya dindmica va a ser estimada.

Los datos en la tabla A4:VII resultaron de la interpolacién de los informados
por el grupo SCA (Anénimo, 1981a). En 15 afios el crecimiento en biomasa producido
debido a la fertilizacién fue 4,5 millones de m3. El costo del proceso de fertilizacién

fue aproximadamente 30 millones de U$S (es decir, 17 U$S por ha (Anénimo, 1984a).

En este ejemplo podemos usar polinomios ortogonales de grado hasta dos
(Costanza et al., 1983) y podemos calcular una realizacién de dimensién 1, cuyas
matrices son

Hp=1 Hi=Hy;=0

Fo =0.74 Fy =0.22 F, =0.04

Go = 1.62 Gy =-135 Gy =—0.28
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Tabla A4-VII: Incremento acumulado diferencial del total de biomasa
(108m3) de bosques fertilizados con dosis (v1), (v1,u2) y (uy,uz,us3)

respectivamente. (Datos informados e interpolados).

u, = 0 1 2
0.0 2.2 2.7
u, = 0 1 2
u, =0 0.0 2.2 2.7
1 2.2 3.6 3.9
2 2.7 3.9 4.2
up,u, = 00 10 20
ug = 0.0 2.2 2.7
2.2 3.6 3.9
2 2.7 3.9 4.2
ug,u, = 01 1 21
ug = 0 2.2 3.6 3.9
1 3.6 4.5 4.8
2 3.9 4.7 4.9
upu, = 02 12 22
us = 0 2.7 3.9 4.?
1 3.9 4.7 4.9
2 4.2 4.9 5.0
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El algoritmo determina que la mejor dimensién para las realizaciones aproxi-

madas es uno. Esto es originado probablemente por la suavidad generada durante el

proceso de interpolacién.

De la ecuacién (A4:6) y los valores calculados para las matrices F;, G;, and

H;, se obtienen las siguientes lfneas rectas conteniendo toda la informacién sobre la

dindmica del sistema
(u=0) =zTgy1=2¢

(u=1)  z44q =0.66z;+2.18

(x=12)  z441 = 0.56z; + 2.69

Como en este caso r = y, mirando las rectas anteriores y sus puntos de
interseccién podemos inferir algunos resultados de optimizacién. Si estuvieramos
interesados en el aumento de biomasa, la mejor politica podria haber sido fertilizar
con doble dosis de fertilizante hasta que la salida alcance el valor de 5.1 millones el m3,
luego con una dosis simple de 5.1 millones a 6.4 millones de m3, y cesar la fertilizacién
a partir de ese momento. Pero si también consideramos el precio de los fertilizantes,
entonces la accién 6ptima resulta en la aplicacién de una dosis tinica periédica de

fertilizante nitrogenado.

Otro ejemplo, ilustrando ahora una aplicacién a los sistemas con mds variables
de entrada y/o salida, viene de ampliar el sistema descripto en este apéndice A4 como

sigue:
e Variables de entrada
u: cantidad de urea agregada (lo mismo que antes)

: medida relacionada al agua que entra al sistema (nueva)
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e Variables de salida
y: altura de los 4rboles (lo mismo que antes)
z: didmetro (bhd) de los 4rboles (nueva)

La variable z fue medida simultdneamente con y en cada etapa del experimento
(ver tabla A4-VIII). Contamos también con datos de crecimiento libre para arboles de
la misma especie bajo condiciones de suelo similares y pequena diferencia de promedio

de lluvias caidas (Glade, 1983).

Para aplicar el algoritmo de realizacién aproximada necesitariamos més datos
experimentales, principalmente aquellos correspondientes a los casos de fertilizantes
combinados y variaciones en las precipitaciones. Estos fueron generados simulando un
sistema de entrada/salida ampliado (ver los valores para la etapa 1 en la tabla A4-IX),
donde el valor v = 1 se asocia a la precipitacién ocurrida en el experimento
principal (900 mm). Como no hubo riego adicional tomamos v = 0 para los datos
correspondientes a una precipitacién media de 850 mm y v = 2 para 950 mm. Las
diferencias en precipitacién son pequenas, de modo que suponemos una dependencia
cuasi lineal de z respecto de v. El resultado cualitativo observado para v = 1 y los
diferentes valores de u se reprodujo en ocasién de la simulacién de las salidas necesarias
para v = 0y v = 2. Con toda esta informacién numérica construimos una nueva
realizacién aproximada de la forma:

() - S 3 HiPi(un); ) | =

1=0 5=0

3 1

3 1
Tnt+1 = z E F;'J'Pi(un)Qj(vn) Zn + Z Z G B (“n)Qj(”n)

1=07=0 1=05=0
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Tabla A4-VIII: Didmetros (bhd) z, (en cm), con n = 2, 3, y 4 de érboles controlados
por (u1,vy1), (u1,v1,u2,v2) ¥ (u1,v1,u2,v2,u3,v3) respectivamente, donde las u; son
dosis de fertilizante agregados y vy = 1, v = 1, v3 = 1 son los promedios de lluvia

cafda correspondientes al experimento principal.

up = 0 1 2 3
2.7 3.1 2.7 2.5
uy = 0 1 2 3
u, = o| 2.8 3.4 4.2 3.7
2 4 3.0 3.3 3.2 3.2
2! 3.4 3.6 2.9 3.2
3 3.1 3.0 3.2 3.1
uy,u, = 00 10 20 30
ug =0 5.2 6.4 6.9 6.8
1 5.8 7.6 8.2 6.3
2 5.9 7.2 8.5 6.6
3 5.7 7.4 7.5 7.0
u;,u, = 01 11 21 31
ug =0 6.8 7.2 8.0 6.3
1 6.4 7.6 7.9 7.3
2 7.3 7.1 6.6 6.9
3 6.1 7.6 6.7 7.0
uy,u, = 02 12 22 32
us = 0} 6.9 7.8 7.3 7.0
1 7.3 6.4 6.6 7.2
2 6.8 7.3 6.1 7.2
3 6.5 7.1 7.4 6.2
u,u, = 03 13 23 33
uz = 0 5.5 6.1 7.4 6.4
11 7.0 7.6 6.7 5.8
z| 6.6 6.6 7.3 7.4
3 7.6 7.3 6.9 6.6
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Tabla A4.IX: Alturas y; y didmetros (bhd) 2; (en

controlados por (uy,v1)®

cm) de 4rboles

u; = 0 1 2 3
: vy = 0 162 185 185 173 ‘éi
2.7 3.0 3.0 2.8 Z,
: 1 167 187 187 177 ‘éi
2.7 3.0 3.0 2.9 Z4
2 172 188 188 181 31
i 2.8 3.0 3.0 2.91 z,

¢ Habrfa 4 x 3 x 4 X 3 x 2 = 288 valores correspondientes a la

etapa 2y 4 X 3x4x3x4x3x2= 3456 valores correspondientes a la

etapa 3 que no se incluyen.
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donde los polinomios P;(u) estdn dados en las formulas (A4:8-11) de este apéndice A4,

y
Qo(v) =1

Qi(v)=1-v
Los valores obtenidos del procedimiento de realizacién fueron:
(2) mejor dimensién para el espacio de estados: 3

(b) las correspondientes matrices para la mejor realizacién aproximada de orden 3,

a saber:
Hoo_ (45 —25 149
00 =\ —0.06 -0.03 0.19
Hyo = Hyg = H3o = Hoy = Hyy = Hy1 = H3; =0
1.1 —-04 0.03
Fpo=|-03 23 03
—-0.1 -0.3 -04
0.3 -0.2 —0.005
Fio=| 24 023 -0.06
—-0.5 0.2 0.08
0.9 -0.4 —0.02
Fpo=| 11 007 -03
—0.04 -0.17 0.4
-0.3 0.3 0.008
F3q = 0.15 -—-0.14 0.08
-0.15 0.05 -0.1
For=Fri=F) =F3=0
—2.5 1.0 1.1 —-0.07
Goo=| —10 | Gio= ]| 0.0 | Goo = 1.0 Gso= | —0.23
0.1 0.0 —-0.07 —0.15
0.7 0.0 0.0
Go1=[00]G11=1]02 | Gq = 0.0 | G31 =0.
0.0 0.0 —-0.1

El proceso de optimizacién puede efectuarse como antes una vez que se ha
agregado un nuevo término para la evaluacién del efecto de costo inducido por la

variable v.
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A partir de los datos que permiten construir la figura A4:2 del articulo
precedente, es posible identificar los pardmetros del crecimiento logistico del rodal
implantado. Estos resultan ser a = 0.36 y b = 0.00082 en el caso de ausencia de
fertilizante y a = 0.43 y b = 0.00102 con fertilizante éptimo, de manera que la constante
(variable) de receptividad k es del orden de las 430 ton.ha™l. Ya en el cuarto afio
se tiene, por raleos, una densidad de cerca de 1000 ejemplares por hectirea. Con
los coeficientes de forma que hemos establecido, este modelo de crecimiento logistico
ajusta a los datos censales, de manera que es utilizado para la optimizacién del manejo
posterior. El umbral ecolégico que se mantiene permite la continuidad del rodal en el

tiempo y la conservacién del medio.



A5. EL PROGRAMA BALL

INTRODUCCION.

El manejo de sistemas geogréficos agrosilvopastoriles se manifiesta como un
problema de dificil solucién en diversas regiones de nuestro planeta. En nuestro pafs, la
mayor parte del territorio menos privilegiado adolece de falta de estrategias adecuadas
para enfrentar el doble desafio del aprovechamiento de recursos y de la conservacién
ecolégica. Las metodologfas corrientes de manejo han tendido hasta ahora a producir
resultados altamente negativos sobre los sistemas naturales. Por ejemplo el veloz
avance de la frontera del desierto y la destruccién de los recursos naturales ha sido
una constante del asentamiento humano en el Chaco Argentino, regién que abarca

varias provincias del norte de nuestro territorio.

BALL, el producto que presentamos en versién —1.01, incorpora parte
del conocimiento existente respecto de las estrategias ecolégica y econémicamente
adecuadas para el manejo de sistemas silvopastoriles, al que asocia técnicas de
identificacién de modelos dindmicos controlados y de su control éptimo tanto cldsico

como por saltos o impulsional.

Una de las ideas bésicas en que basamos el manejo de ecosistemas boscosos de
escasa robustez es que, en general, los arboles protegen su productividad. El logro de un
ecosistema equilibrado, con perpetuidad del aprovechamiento de recursos, y produccién
constante de materias primas y productos de su elaboracién, con aprovechamiento
econémico que permita el arménico desarrollo y crecimiento de las poblaciones que en
ellos se sustentan, es el objetivo a cuyo logro se orienta el asesoramiento suministrado

por el programa BALL.
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Dadas las caracterfsticas de los sistemas silvopastoriles el manejo se realiza en
tiempo discreto con un lapso anual, semianual o, asimismo, trimestral, entre muestras
de las variables de estado. El Gltimo debe ser usado en casos especiales de incorporacién

de la componente agronémica al modelo.

La informacién censal que necesita el programa es de breves series de datos
de crecimiento de las especies animales y vegetales en distintas condiciones de los
controles y para diversos estados. Con tales datos censales, un conjunto de las
rutinas de inicializacién del programa determina los pardmetros del modelo dindmico
propuesto. La discretizacién temporal no obsta a que la dindmica, que, en general,
para el crecimiento de poblaciones en sistemas naturales debe ser planteada no lineal,
pueda ser continua (ecuacién diferencial ordinaria controlada, el caso preferido al
presente) o, también, discreta (ecuacién en diferencias). El proceso de identificacién
también puede ser realizado en una primera etapa independiente y entonces, en las
siguientes sesiones, evitar este paso incluyendo directamente a los parimetros como
datos. Cuando se trabaja repetidamente con el mismo modelo (caso habitual en
que ha sido satisfactoriamente identificado y no cambian las condiciones generales
del sistema) es posible utilizar la opcién de construccién, en un archivo auxiliar,
de una tabla de datos, cuyo tamafio depende de la discretizacién adoptada, y que
acelera considerablemente el proceso de integracién de la dindmica vfa un mét;)do de

interpolacién convexa.

Es posible elegir entre diversos conjuntos de pardmetros para las funcionales
que se han de optimizar en la etapa de obtencién de los controles éptimos o modificar
los pardmetros (costos, precios, tasas de interés real, etc) de las mismas. El resultado
de la optimizacién es la definicién explicita de los momentos y las correspondientes

acciones de manejo que deben ejercerse para la mejor conduccién del sistema.
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BALL estid disehado como programa semiinteractivo en ambiente VAX-11-
780/VMS versién 4.5 y su versién —1.01 est4 escrita en VAX-BASIC versién 3.0. Estd
avanzada la versién 0.01 de BALL en VAX-C (portable a computadora personal IBM-
compatible tipo PC-XT con MS-DOS en versién 3.0 o superior). Por sus caracteristicas,
ademds de suministrar las politicas éptimas de manejo correspondientes al problema
que se haya planteado vfa la definicién de los diversos pardmetros del mismo, permite
probar diversas alternativas de accién sobre el sistema mediante simulaciones que, sin
afectar al sistema real, nos dicen cémo se comportarfa éste bajo esas nuevas condiciones
y, asimismo, modificar, dentro de ciertos lfmites, la estructura misma de los modelos
dindmicos y de los funcionales de beneficio ecolégico-econémico que se utilizan en la

optimizacién.
En este articulo seguimos la notacién fijada en el capitulo 2.
En la siguiente seccién describimos las rutinas de BALL.
Identificaremos con

pbv.04qa los detalles que correspondan a la versién 0.01 de BALL, actualmente en

proceso de implementacién.

EL PROGRAMA.

Luego de presentarse, BALL interroga al usuario acerca de si la sesién se
desea interactiva o no. Si se corre en modo “batch” utiliza los datos y pardmetros de
su propia base. En el modo interactivo interroga al usuario respecto de datos y rutinas

por utilizar.

>bv.0da  Se implementan rutinas que admiten la variacién de la estructura interna

de los modelos en una gama amplia durante la sesién interactiva.
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Dos secciones especiales del programa realizan, respectivamente, la identifi-

cacién y la optimizacién.

La Identificacién.

A partir de la vfa metodolégica iniciada en el apéndice A3 la rutina de
identificacién nos provee los coeficientes del modelo polinomial para la evolucién
controlada. La informacién se suministra al programa como una sucesién de pares
de vectores que contienen, cada uno, la serie de estados y controles respectivos,

correspondientes a una dada condicién inicial.

Para la identificacién del modelo del sistema utilizamos un conjunto de
trayectorias a partir de distintas condiciones iniciales y con distintos valores de los
controles (ver apéndice A4). En los casos en que se identifica la evolucién controlada,

los controles han sido discretizados convenientemente y se tienen los datos censales en

la forma
(z‘i("j): Tty “i("j): "‘i (sj)’ o s";;(sj))
con
1=1,---,N y 57=0,---,2
donde N es el nimero de condiciones iniciales y sp = O es el instante inicial para

cada evolucién. Con esta informacién se estima numéricamente la velocidad de cambio
de cada vector z* en el punto z*(0) y resolvemos el problema de cuadrados minimos
sustituyendo esta informacién en la expresién formal de la ecuacién diferencial ordinaria

z = f(z,u) con f un polinomio de segundo grado.

pbv.04q4  Se implementa la consideracién de los controles u' en la identificacién.
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Utilizamos las rutinas de integracién que describimos en la préxima seccién y
comparamos (otra aplicacién de minimos cuadrados) las trayectorias censales con las
calculadas con los coeficientes obtenidos en el paso anterior, lo que inicia un nuevo
proceso de optimizacién moviéndonos en el espacio de pardmetros que, como es fécil

calcular, tiene, en el caso de grado dos, y sin controles u, exactamente

r> r2 + 3r

'+'+(2 T2

coeficientes en cada una de las r componentes de f.

En el caso r = 1 son dos pardmetros (ver el apéndice A3 para la identificacién

en este caso en que se tiene solucién analftica de la ecuacién diferencial). Cuando
= 4 son, en principio, cincuenta y seis pardmetros. Por esta razén, en este caso, las
versiones actuales del programa comienzan identificando con un niimero sensiblemente

inferior asociado a los modelos de Verhulst-Pearl, es decir, veinte coeficientes.

>pbv.0ad  En pasos sucesivos, y de no alcanzarse un ajuste apropiado se incorporan
nuevos conjuntos de términos y se determina, en consecuencia, un mayor niimero de

parametros.

La optimizacién.

Se optimizan sistemas definidos por las masas de dos especies forestales
distinguidas por su valor o abundancia (expresadas como z; y z3), la del resto del
bosque (expresada z3) y la de ganado (expresada z4). En los casos en que se desee
que alguna de las variables mencionadas no se involucre en la evaluacién bastar4 fijarla
en e] valor cero. Las variables no nulas no se apartan de rangos definidos por las

restricciones ecolégicas que tiene el sistema en estudio.
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La estructura actual del programa permite adicionar a estos vectores tetradi-

mensionales un par de variables de control (en este caso z5 y zg, que corresponden a

u; ¥ ug). Puede ampliarse, modificando el programa fuente, el nimero de variables o

de controles en caso de ser necesario.

En funcién del valor del inicador que define si la sesién es interactiva o no lo

es, se producen los siguientes pasos

(1)

(2)

(3)

(4)

lectura de datos (en el caso interactivo se permite la modificacién de algunos de

los pardmetros)

dependiendo de cudles variables de estado se encuentren involucradas (las restantes
se fijan nulas) se determina el caso en cuestién mediante un desarrollo binario. El

fndice asociado al caso es global, toma un Gnico valor en cada corrida

se determina si se resuelve por primera vez el sistema no controlado de ecuaciones
diferenciales o, en cambio, se lee la informacién del archivo donde estdn precalcu-
ladas las posiciones en el perfodo siguiente a partir de una grilla de discretizacién
del espacio de evolucién de estados. Con estos valores se interpola para determinar

las trayectorias

comienza el ciclo central donde se realiza la optimizacién propiamente dicha para
los conjuntos de valores iniciales que se establezcan. En esta etapa se admiten
dos caminos principales (que se seleccionan con el valor de una variable en la base
de datos), una vfa determinista exhaustiva (basada en un algoritmo presentado
en Neuman y Costanza (1990), que se resume més adelante), y una vfa tipo
“Montecarlo”, donde se seleccionan en forma parcialmente aleatoria distintas

polfticas de manejo y se hallan las subéptimales entre ellas.
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si se ha solicitado una serie de soluciones para sendos vectores de condiciones iniciales
el ciclo de cédlculo determina los valores y los graba en dos archivos de salida de la
informacién disefiados para permitir, uno de ellos, el procesamiento ulterior de la
informacién, y el otro la inspeccién visual de la misma. En la forma interactiva los

resultados solamente se registran en el dispositivo de salida.

Dados los valores del ntimero de casos se establece el ciclo principal de célculo.
En la forma interactiva se fija este niimero en uno, de este modo al final de cada
optimizacién es posible definir una nueva condicién inicial o nuevos pardmetros para la
misma condicién, que se deduce del estado inicial del problema en estudio. En lo que
respecta a esta opcién el estilo “batch” se orienta al establecimiento de estrategias y
criterios globales y al ajuste de pardmetros, en cambio el modo “interactivo” permite

determinar técticas especificas de accién, en condiciones particulares.

El primer paso es leer de un archivo de datos los pardémetros y valores iniciales que
en ausencia de modificaciones determinarén la corrida. La informacién da el nimero de
variables de estado, el de controles clésicos, la precisién deseada en la integracién de la
ecuacién diferencial y la bandera que determina si se usan efectivamente los controles
continuos. El horizonte y la tasa de interés real (en ausencia de inflacién) a los que
se agregan pardmetros asociados a las salidas se leen a continuacién. Luego de leer
los valores de las penalizaciones relacionadas con los controles por saltos se inclilye el
nimero de saltos y los valores iniciales de las variables de estado que permitirdn fijar

el caso de la corrida.

En el caso de desear suministrar méds de un vector inicial se fija el nimero de puntos
para la determinacién en cada variable y los intervalos de su recorrido. Los siguientes
datos son las ganancias netas, costos y precios necesarios en la evaluacién del beneficio

y los valores intermedios en la evolucién de las variables de estado. Previamente a
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los indicadores para seleccionar algoritmos, determinar si se imprime o no, entre otras
decisiones, se leen los valores que definen la discretizacién del espacio de estados que

se utilizaré en la rutina que acelera el c4lculo de las trayectorias.

Esta rutina, que determina la evolucién del sistema, utiliza las coordenadas de la
matriz “de cortes”, formada por vectores de la misma dimensién que el espacio de
estados. Los cortes posibles —en sentido amplio pues se admiten tanto disminuciones
como aumentos— se toman en un conjunto discreto equiespaciado. En el caso de las
especies forestales distinguidas, para 2k cortes posibles, solo se admiten, al presente,
desde el corte nulo, correspondiente, por razones técnicas al valor mdximo citado, hasta
el mayor corte posible que lleva la variable, e.g., Y5> al umbral minimo permitido, 0.
Los 2% — 1 valores intermedios se modifican en pasos con el tamafio de la diferencia
entre el estado presente y el umbral multiplicada por ¢/ 2% con el fndice i recorriendo
la sucesién entera hasta 2*. El resto del bosque se administra en forma diferente, se
deja crecer por encima de su umbral z3¢ hasta un valor z3 ,,, (por determinar), se tala
la masa que supere este valor luego de cada perfodo. El objetivo de ello es mantener
un nivel adecuado de cobertura del suelo por el bosque y de este modo dificultar su
erosién. El tratamiento de los cortes generalizados en el caso del ganado, basado en
la préctica habitual, pero simplificada su estructura, depende, para la variable y4, de
tres pardmetros, el umbral minimo z40, y dos valores intermedios z4ip¢ ¥ T4 sup, POT
determinar. La cuarta coordenada del vector de cortes solo admite los valores {0, 1, 2"}.
Si esta coordenada toma el mayor valor, el estado no cambia. En el caso de los valores
0 y 1 depende del valor del estado. Si y4 > z44up, entonces para el valor 1 se salta
al valor medio entre el estado y Z4infr ¥, P2rTa el valor O se salta a éste wltimo. Si
T4inf < Y4 < T4, sup, en el caso 1 se salta al extremo superior y en el caso 0 al inferior.
En el caso z44,¢ > vy, para el valor 1 se salta a z4 4yp, ¥y para 0 al valor intermedio

entre el estado y éste.
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Debe notarse que es posible modificar la mencionada estructura de cortes en etapa

de compilacién,

pbv.0ad  la alteracién del conjunto de cortes posibles en forma interactiva se reduce
a dos casos especfficos, en primer lugar, cuando se trata del manejo de una especie
implantada més ganado, y en segundo lugar, en el caso en que, dada la situacién mds

general, se desea adoptar una politica de rotacién periédica para el bosque completo.

Resuelta, en cada tiempo, la cuestién de a dénde saltar, se invoca a las rutinas que
determinan la posicién al cabo de un perfodo. Si se consideran controles continuos
el programa utiliza las rutinas que integran la ecuacién diferencial controlada. En
el caso en que sea posible (por ejemplo, si no hay controles continuos) se utiliza
un subprograma que determina la nueva posicién interpolando entre los valores

precalculados para un conjunto de posiciones dadas por una discretizacién adecuada.

En todos los casos se conservan los valores de las coordenadas de los estados para

su utilizacién en la rutina que evalda la gestién.

La base del cdlculo del beneficio es determinar una trayectoria y valuarla llevando
las cifras a valor neto presente. Debe, en consecuencia integrase la ecuacién diferencial
ordinaria auténoma controlada que rige la dindmica teniendo en cuenta la sucesién de

saltos generada por el control impulsional.

Todas las partes del programa destinadas a la construccién de trayectorias del
sistema reposan en las rutinas de integracién en mayor o menor medida. Como el
sistema de ecuaciones diferenciales tiene segundo miembro polinomial (los coeficientes
de los polinomios se determinan en la etapa de identificacién) se disefié un paquete ‘ad
hoc’ de subprogramas que lo integran con la precisién requerida. Utiliza los métodos

combinados de Runge-Kutta (RK) de cuatro pasos y extrapolacién de Richardson
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(RCH, un paso y repetida). La estrategia es calcular con dos pasos, uno miltiplo del
otro, la solucién vfa RK y aplicar un paso de extrapolacién. Si las corridas con paso
h y h/2 difieren (en términos de la precisién requerida), se efectia la extrapolacién

RCH.

La precisién que se alcanza con estas rutinas de integracién de la ecuacién diferencial
con impulsos es del orden del indicador correspondiente definido en la lectura de datos

al principio de la corrida.

El beneficio neto presente correspondiente a una trayectoria de saltos se evalia
mediante la funcional adecuadamente discretizada. Los valores de las condiciones
iniciales permiten determinar la evaluacién inicial en funcién de su apartamiento de
los umbrales mfnimos de las variables. Para cada perfodo sucesivo se calcula el costo
corriente del mismo, y, dependiendo de los controles que se apliquen se calcula el
beneficio correspondiente, incluyendo las penalizaciones asociadas a la realizacién de
acciones que involucren saltos en las variables. Al finalizar la evolucién del sistema se
calcula el valor residual final. En cada caso se lleva a valor presente mediante la tasa

de interés real.

Las estructura de las rutinas que permiten calcular las ganancias netas absolutas en

cada periodo se establecen en la etapa de compilacién.

>bv.0da  La implementacién de rutinas de ganancias con estructura variable depende
de las necesidades del usuario y del grado de sutileza de la evaluacién que desee
realizarse
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La optimizacién por el camino determinista exhaustivo mencionado comienza
calculando —por la consideracién y ordenamiento de todos los casos pertinentes—
los valores de Vp, Vi, y V2 vy las trayectorias que los producen. Si alguno de los dos
primeros es mayor que los restantes el proceso termina, y se obtiene V. =V; con+ =0
6 1 = 1. Si V, es mayor que los precedentes entonces se calcula V3 y se compara.
En el caso de ser Vo > V3 se asigna V = V5, de no ser asf el proceso continda. La
forma de la funcién k (= Dy + K(z) con Dy < 0y K(z) el beneficio neto debido a la
aplicacién del salto z) garantiza la finitud del algoritmo esquematizado (ver Neuman
y Costanza, 1990). El programa permite obtener, sin modificacién, hasta Vs, aunque
rara vez es necesario, en el estudio de mediano plazo, superar el subindice 3. En la
etapa de adaptacién del programa a un caso concreto es 1til a veces calcular todas estas

funciones de valor y comparar las correspondientes politicas éptimas y subdptimas.

>>v.04d  El caso de horizonte infinito (es decir T' = oo) est4 asociado a un proceso

periédico que limita el cdlculo a un corte por etapa.

En la etapa correspondiente a “un corte” se corta una vez exactamente, esto significa
que hay un afio en que se altera una o més variables y en los demds afios no se afecta
ninguna. Debe notarse que el caso en que se corta una vez en cada especie pero en
periodos distintos es parte del caso de dos 6 més cortes. Lo mencionado no debe afectar

pues este algoritmo es efectivamente exhaustivo (ver Neuman y Costanza, 1990).

Si se tiene que Vy > Vi, la asignacién V' = V| sugiere que resultaria innecesario
calcular V3. Esto es efectivamente asf pero la determinacién de V5 en todos los casos,
atn aquellos en que no es necesario para la obtencién de la funcién de valor, se debe
a que la informacién que provee este proceso se introduce en una rutina adicional que

indica la sensibilidad de la evaluacién ante variaciones de ciertos pardmetros,
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pbv.04d  la determinacién de la sensibilidad y precisién de los resultados se asocia a

un subprograma que permite modificar los pardmetros econémicos y exhibe los nuevos

resultados.

La optimizacién por el camino tipo “Montecarlo”, que, por su naturaleza, nos
permite obtener un subéptimo, comienza calculando V. A continuacién se selecciona
un ntmero predeterminado de posibles politicas de control. Para cada una de
ellas, representada por la matriz de coeficientes mencionada antes, se calcula el
resultado de la evolucién. Se ordenan los resultados y se determina cual es el
mejor. Paralelamente, dependiendo del nimero de ensayos prefijados, se determinan
los intervalos de clase para la construccién de un histograma que proveerd indices
estadisticos de la distribucién obtenida (momentos, sesgo, etc.). De su anilisis, el
producto determina si es necesario efectuar mds ensayos, o si éstos deben realizarse con
mayor o menor niimero de cortes, o si, en cambio, el conjunto determinado produce una
aproximacién razonable del verdadero éptimo (que es desconocido). Se puede utilizar
el programa para calibrar estas rutinas comparando con los resultados que da la via

determinista.

Los niimeros aleatorios que se utilizan son los provistos por los servicios del sistema

ambiente con semilla basada en funciones del tiempo presente del mismo.
pbv.0dd  Se implementa una rutina especifica de construccién de niimeros aleatorios.

El resultado de la optimizacién es la definicién de las acciones (éptimas) que deben
realizarse sobre el sistema para dar el mejor resultado neto descontado y el valor de
éste. Asimismo se obtiene la sensibilidad del sistema a variaciones de ciertos pardmetros
pasibles de ser ajustados en el sistema real y, eventualmente, la estimacién de sus valores

més apropiados.
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El uso interactivo.

Cuando se usa interactivamente, BALL permite modificar diversos pardmetros del

problema y comparar los resultados con los producidos en corridas previas.

Es posible suprimir variables o controles, o adicionarlos hasta la cantidad maxima
admitida (dependiente de la discretizacién de los estados y controles y de la capacidad
de almacenamiento del ambiente computacional, en caso de no ser posible la combi-
nacién deseada, BALL lo anuncia y resuelve el problema mds fino posible asociado
al solicitado. Es menester declarar que, para las aplicaciones para los que la versién
actual ha sido disefiada, los requerimientos de memoria no son muy altos y las dis-
cretizaciones pueden ser de paso amplio sin afectar en gran medida la calidad de los
resultados. En la etapa de desarrollo se utilizan precisiones muy superiores a las que

son necesarias en la etapa de uso comercial.

E! uso normal es posterior al proceso de fijar el modelo y la informacién necesaria
para efectuar integraciones de alta velocidad de las ecuaciones, por ello el conjunto de
pardmetros que usualmente se modifican estd integrado por las condiciones iniciales,

el horizonte de manejo, la tasa de interés y los precios de los distintos factores.

La seleccién del método exhaustivo suele estar asociada a la necesidad de resultados
mds precisos. En cambio se apela al algoritmo de tipo probabilistico cuando se desea
tener una respuesta miés veloz (y méds econémica en tiempo de computacién) pero no

tan precisa.

En algunos casos se justifica actuar sobre las discretizaciones para evaluar la
posibilidad de efectuar acciones més sutiles sobre el sistema. En estos casos el producto

responde con comparaciones entre los valores previos y los nuevos.
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>bv.0aq4  En ésta y, més aidn, en ulteriores versiones .se desarrollan rutinas gréaficas
para representar la informacién obtenida tras las optimizaciones o integraciones en

forma de dibujos e iconos.

Un grupo de opciones permite modificar las formas de salida del programa vy,
asi, poder obtener distintos listados de los resultados. Por ejemplo, la tabla A2-I
ha sido construida con las salidas de distintas corridas del programa, que puede
calcular inclusive el resultado asociado a la evolucién de estados que se le suministre
externamente (es decir, no generada por el programa mismo sino por otros simuladores

generales como ser, por ejemplo, ACSL, en caso de contar con una versién del mismo).

Desde el punto de vista formal la interaccién se plantea mediante un sistema de
“menues” que solicita la decisién del usuario suministrando al mismo tiempo el valor

corriente de la variable o pardmetro, dado que es posible optar por éste.

A continuacién incluimos un ejemplo de uso de BALL:

C> BALL <RET>
DEODDOOIOD225553535>55>>>> BALL €LLLLLLLLLLLLLLLLLLCLLCLLLKLK

BALL, versién -1.05, agosto 12 de 1989.
BALL es un producto semiinteractivo para aconsejar en el manejo
de bosques chaquefios en los que puede introducirse ganado. Los
comentarios, sugerencias o reclamos que desee formular deben ser
dirigidos a:

Lic. Carlos E. Neuman
GRUPO DE SISTEMAS NO LINEALES, INTEC
Gliemes 3450, 3000 Santa Fe, R. Argentina.

Serdn bienvenidos.
DEODDIIIIDIIIIIIIIIIIIIIDD> BALL <€<L<LLLLLLLLLLLLLLLLLCLLL LKL

Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacién.
BALL> G <RET>

DIDIIDIIIIIIDID5555555555> BALL <<€ <L LKL KLKL

Sesién Interactiva?

Opcién Teclee
SI 1
NO o)
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BALL> 1 <RET>

SESIIDDOIDIIIIIIIIIIIII>IDD> BALL €€<€<CLLLLLLLLLLLLLLLLLLLKLLK

Ingrese los valores iniciales de los estados. Ingrese O en las
variables que no desee utilizar.

Valor inicial de x1 (ton/ha)?

BALL> B59.0 <RET>

Valor inicial de x2 (ton/ha)?

BALL> 38.45 <RET>

Valor inicial de x3 (ton/ha)?

BALL> 225.5 <RET>

Valor inicial de x4 (kg/ha)?

BALL> 33.0 <RET>

DIDIIIDIIDIIIIIOIIIIIO5>>> BALL << <L LKL

Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacién.
BALL> G <RET>

DIDIDIDIIIIIDIIIIOIOOOO55> BALL 194444444 444444449444 444 34 L4

Desea modificar algin dato (si:1, no:0)?

BALL> 1 <RET>

Desea modificar horizonte o tasas (si:1, no:0)?

BALL> O <RET>

Desea modificar penalizaciones, ganancias o costos (si:1, no:0)?
BALL> O <RET>

Desea modificar condiciones iniciales o rangos (s8i:1, no:0)?
BALL> O <RET>

Desea modificar indicadores para c4lculos o salidas (si:1, no:0)?
BALL> 1 <RET>

Indicador de grabado de salidas (se graba:l, no:0).

BALL> O <RET>

Indicador de uso de matriz de evolucién (se usa:1, no:0).

BALL> 1 <RET>

Indicador de uso de rutina probabilfstica (se usa:1, no:0).
BALL> 1 <RET>

BEDIDIIIIIIIIIIIIIIIIII>>D> BALL €<<LLLLLLLLLLLLLLLLLLC L LCLK
Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacién.

BALL> G <RET>

DIDDDIIIIDDIIDIIIIIIIOII>>>D> BALL €< <€KLL KLKLKL

Desea modificar algin dato (si:1, no:0)7?
BALL> O <RET>

DIXDIIIDDIIO355555555555> BALL << <L LKL

Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacién.
BALL> G <RET>

DEXIDODIDII25I5550355555> BALL <€KLL LKL LKL KLKL
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Evolucién del sistema:

afios estados cortes resultados netos
anual descontados

0169.00 38.45 225.60 33.00| 0.0 0.0 0.0 0.0| -418.31 -418.31 -418.31

1160.70 39.85 234.80 b51.66|10.7 5.8 0.0 0.0| 471.87 42b5.11 6.79

2151.92 36.37 242.49 71.33| 0.0 0.0 7.5 0.0| 11.34 9.20 165.99

3!53.80 36.67 241.83 88.06| 0.0 0.0 6.8 0.0} 8.33 6.09 22.09

4155.62 37.62 241.19 99.72| 5.6 3.6 6.2 34.7| 354.60 233.59 255.67

5151.93 35.28 242.09 83.18] 0.0 0.0 7.1 0.0} 9.52 b.6b 261.32

6153.80 36.41 241.37 96.55| 0.0 0.0 6.4 0.0} 6.16 3.29 264 .61

7166.63 37.42 240.88 104.96| 0.0 0.0 5.9 0.0] 3.82 1.84 266.45

8|57.39 38.34 240.59 109.74] 0.0 0.0 6.6 0.0| 1199.40 520.63 787.08

DOOSDIIIDIIIIIIDIIIIIII>D> BALL €€ <LLLLLLLLLLLLLLLLLC LKL

Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacién.

BALL> G <RET>

>>>>>>>>>>>>>>>>;>>>>>>>>> BALL €€<LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL<LL

Uso: 0: opciones, G: continuar, H: ayuda, E: terminacidén.

BALL> E <RET>

Cc>

COMENTARIOS.

Para ilustrar algunos de los resultados que permite obtener BALL, que anticipamos
en el ejemplo precedente, remitimos al apéndice A2 que muestra el disefio del producto

para asesorar en el manejo de sistemas silvopastoriles
pbv.04qa  agrosilvopastoriles

en general. Sus versiones actuales estdn orientadas a resolver problemas asociados a

zonas boscosas del norte de la Provincia de Santa Fe en la Reptiblica Argentina.

Ecolégicamente los sistemas boscosos mencionados en la introduccién (subtropicales
hiémedos), que estudiamos, son altamente susceptibles de alteracién y degradacién. El
proceso de deterioro puede llevar, si no se manejan adecuadamente los factores, hasta

la desertificacién y el consecuente cese de sustentacién para las poblaciones humanas.
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A partir de informacién censal escasa y fraccionaria hemos definido (apéndice A2)

un modelo del sistema silvopastoril utilizando las técnicas descriptas.

BALL permite desarrollar el problema de manejo agrosilvopastoril en un ambiente
de teorfa de sistemas y de control y, eventualmente, obtener soluciones que superen a
las técnicas habituales de accién sobre tales sistemas que han llevado a su destruccién

y casi extincién. —

Nuestro programa se orienta a incorporar en futuras versiones el conocimiento de
expertos via reglas explicitas de accién en diversas situaciones de andlisis. Se desea que
sea capaz de asesoramiento tanto a los encargados de fijar las politicas y legislacién
que rijan el manejo, como a los administradores y propietarios encargados de llevarlas

a cabo en sus respectivos establecimientos.
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