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[ntroduccién

El fin de este trabajo es la obtencién de un forralismo OHl para ratar el problerna del

transporte de energla en plasmas con fuertes gradientes espaciales.

El problema del ransporte de energia en plasmas muy inh:omogéneos ha despertado
mucho interés en los dkimos affos. La razdn principal es que una buana determinacidn del flujo
térmico es fundamental en muchas situaciones de la fisica taies como, por ejemplo, la fusién por
confinamiento Inerclal, la teorfa de coronas estelares y de evaporacion de residuos de
Supernovas.

La complicacidn principal radica en que las aproximaciones difusivas para el flujo
témnico dejan de ser aplicables cuando los gradientes de las magnitudes macroscopicas son
suficlentemente fuertes. La longitud caracteristica con la que dsbe compararse la escala L
definida por dichos gradientes es el camino libre medio A de fas particulas que ransportan la
energla, esenciaimente elecrones. Debldo a que A en un plasma depends muy fuertemente do
la energfa de la particula, se acostumbre tomar como camino libre medio caracterfstico ¢!
comespondlente a la energla témica Ay. De esta manera, puede declrse que las
aproximaclones difusivas, también llamadas locales, fallan cuando el cociente ¢ = Ayt L @S
superlor a clerto valor limite. Lo notable es que éste es muy pequafio (gjm » 103 1) y se akanza

faclimente en situaclones tales como las menclonadas en el pamalo anterlor.

La expresidn local del flujo témico en el caso de un plasma totaimente ionizado pusde
escribirse q = ¢ ¢y, doride oy, €5 €l valor del flujo libre méaxime comrespondiente a una densidad

Ne Y @ Una temperatura T, electronicas: g, = N, Te (T, M) 2. De esta manera, cuando e > ¢y,



¢l flujo resulta en gensral sobrestimado y k soluckdn més usual &5 limkar el vakor de ¢ a una
fraccion de qu,. Esta técnica de limiacion del flujo, ¥ que es la mas popupar hoy dfa en los
cbdigos de similacidn, ro es muy comecta desde el purio de vis@ fisico debido a que es
esercialmente una solucién local a un probkma no local. En efecto, la no validez de las
aproximaciones difusivas se debe a que las pamiculas mas imporantes para el ransporte
témico tienen energlas 4-5 veces mayores que las témicas y, consecusntemente, caunin.
libres medios muy grandes por o que, en skuaclones de gradientes fusrtes, contribuysn en
forma no local al fiujo de calor.

Las alkernativas son en general muy compicadas debido a que la Unica marsta.
satisfactoria de atacar el problema es resolver la ecuacion cinética que describe 1a furcidn de
distribucidn electrdnica y calcular ertonces el fiujo térmico. Las soluclones en forma analtica de
dicha ecuacidn son en general posbles sblo si los gradientes de temperatura son suaves, en
cuyo caso conducen a as expresiones difusivas clasicas; cuando los gradientes son fuertes el
problema debe en general alacarse numéricamente.

La gran cantidad de estudios numéricos realizada en los Ulimos aflos pemitié
comprender mas profundamente &l mecanismo del bransporte témico en fales condiciones y
posbllitd clertas aproximaciones anallicas Utiles. Las keas claves en dichas aproximaciones
son 1as sijuientes:

i) El fiujo termico se debe sustanciaimente a elecrones muy energéticos, de energlas 4-5
yeces superiores 2 la energias témmica. Esto posibllita aproximar los operadores de ¢olisidn ds
la ecuacidn cindtica por expresiones mas décliles al tratamiento analftico.



iy Silatuncidn de disribucion ¢ deszmrolia én thmino de lag auofunclones del opéerador
de colisiones disparsivo (colisiones alkectron-lon ¥ elochidn-elecrdn dispersivas), muy pocos
términos de este desamollo, entre dos ¥ res generalmente, son suficientes para una busna

descripcidn del flujo térmico. Con esto es posible reducir e numero de veriablkes
independientes.

iy Loesenciul en el desamolio mencionado &n if) es que la parte isdropa de lx funcién de
distribucién (coeficiente de la autofuncién de autovalor cero de¢l operador de coislones
dispersivo) se aparta fusrtemente ds la funcidn maxwelliana local én ¢l rango de eneryias
corespondients al transporte ormico. Ests punto Jurdo con ol anterlor Indican que el efects d
las Int.zmogenaldades espaclales en plasmas suficlentemente colisiona!l.s, no ¢ tanto ¢l d
Inducir anisotroplas de oraen elevado sino mas blan & de modiricar 1a. ioma funclonal de ks
anisolroplas bajas y de la parte isdropa en la. zona de alas encigfas.

Estas Ideas han posbllitado reclenternente algunas aproximaciones anallicas
prometedoras; todas lias resuktan en expresioncs del flujo tmico no locales, en las que la
contribucion a un dado punio del ecpacio proviene de zonas distantes varios caminos libres
Ms<lios. Estas aproximaciones ¢n generalienen <! problema de no ser aplicables a plasmas d«
bajo numero de carga atdmico Z, debido a que una de fas aproximaciones fundamertales €S

establecer una jerarquia bien difetenciada ente las colisiories electrdn-icny electén-electrdn.

El programa de este rabafo es entonces el siguients: en el canitulo | s¢ obtiene ia
ecuackdn cinética aproxurada tenkendo en cuenia los puntos I)-il) y se tatan en forma

cualicativa algunos conceplos relackonados.



En el capkulo Il se obllensn soluclones cuasl-anallicas, usando el modelo dé fiujo
limkado, para el caso kiealizado de Iz ablacidn de un ¢usipo sélido por un plasinia calleine, qus
Introduce con un modieko conceptuaimente sencilio el problema a estudiar, ademas de servir de
referencia en capkulos posteriores.

En ¢l capitulo il se obtiene, Liiizando las ideas mencionadas en esta Inroduccidn y en

el capitulo |, un formalismo no locai para plasmas de Z arbitrario.

En el capiuio IY se desarrolla un formalismo quée permite atacar problemas muy poco
colisionales en los que el purto 1) no es aplicable debido a que los efectos geomélricos en
plasmas con caminos libres medios muy grandes Inducan anisclroplas ae orden elevado en 1a
funcién de distribucién.



Capitulol

El problema del transporte de energia en plasmas requiere eén general un Tatuinenio
puramente cinético, a partir asl cual pueden obtererse fomnulaciones adapladas a los
diferentes regimenes. La ley de Spizer y Harm [Spizer L. y Ham R. (1953)), por ejeirplo, se
obtiene al resolver la ecuacion cinética en el limite de gradientes de temperawwra suaves. De
esta manera, para fralar la cuestion del ransporte de calor en un plasma fusrtemente
inhomogéneo, debe partirse de una ecuacion cindtica que describa adecuadaments tal
régimen.

La ecuacidn cinética mas popular en la fisica de plasmas es k de Fokker-Planck. La
razdn es que una ecuacion de este tipo describe apropiadamerne la evolucion de la funcldn de
distribucidn cuando las colisiones mas importantes son las que producen dsfiexiones pequefis.
dé la velocidad, como s el ¢asc de un plasma. En todo este rabajo se considerara que ¢!
plasma es tolainante ionizado y que los modos de oscllacidn colxctivos de! plasma ¢+
encuentran en su nivel témico (plasma quiescents). En tal caso k ecuacion de Forker-Ple.nck
s

Zev 2L E '-.%‘ Ces + Ci (1-1)

donde Cee €5 el operador de coliciones eleclrdn-electrdén y C¢i el comespondiente a
interacciones elecrdn-ion; F representa fa fuerza elecromagnélica debida a 165 campos

macroscdpicos que actlian sobre ia particula, €n fos ¢asos de interés para este trabajo r es



debido solamente al carnpo ¢léctico autoconsisterite, wsto es, yenerado por 1a distribuckdn de
las especles del plasma mismo y no irpuesto desde 'uura.

Los operadores de colisidn pueden escribrse para el caso de un plasima en la fooma de
Landau, que puede ser deducida del opérador de colisiones de Bolzmarin consldérando que
fas colisiones producen un camblo pequefio de la velocklad. Asl mismo, la foma dé est?
operador puede deducirse de primeros principios por una gran variedad de cwnlnos que
conducen todos a practicamente los mismos resukados, una de as razones que acreditan &
validez de la ecuacion de Fokker-Planck. Estas deducciones son ya clasicas y existe abundarnte
bibliografia al respecto por lo que no se las repetira aqui [ver, por ejemplo, Trubnikoy B. A.
(1965), Shkarofsky 1. P., Johnston T. W.y Bachynski M. P. (1966), Wu Ta-You (1966), Liboff R. L.
y Fedele J. B. (1967), Akhlezer A. |, Akhiezer 1. A, Polovin, Skewko y Stepanoy (1975)], sino
mas blen se tomaran los resultados finales y se los rabajard a fin de obtener expresionss més
Utlles para el presente trabajo.

El operador de colislones en la forma da Landau se escribe [Braginskil S. 1. (1565))

Cop = 200 ofindep 3 [tl) o) Do) Aal] |, 43, (-2)

donde

Debe entederse aqui surra sobre los indices griegos repelitos, en tanto que a y b repiesentan
a las diferentes especies: eleclronss y dierentes iones. Los simbolos €, representan lus



cargas eléctricas de las especies a,by &l In Ayp, 65 €l logarimo de Coulomb para Intsraccionas
do la especie a con la b, para un plasma ¢lasico 8: Agp = Mmex ! fpin, CON M@ 3 (N +
MpMMeMp <[¥a - Vo) ¥ fmex = (4 1 T 1y ¢4T) V2 en estas tomulas < > simboliza el proraedio
sobre fas funclones de disrbucion de las dos particulas interactuantes, vy ka sumatoria se
extiende a todas las especies ” i ™ cuya velocidad térmica vy, = (T; ! my) 2 sea mayor que (<}t

Vbl2>)"2-

Dado que la masa de los lones es mucho mayor que la de s electrones pusden
efectuarse algunas simpilficaclones en ¢! termino de colisiones Cqi. En efecto, en una colisidn
elecrén-ion la velockdad refativa es practicamente lguai a la dei electrdn, por lo que pueds
hacerse un desarrolio de Up, alrededor de v' = 0; [a Integracidn respecto de ¥' puede eronces
efectuarse explickaments. D¢ esta manera, en el sistema en que 105 fones tienen yelocidad
media nula, el operador Cq resuia tener una. expresidn sencilla que, despreciando téminos de
orden my I my, es

Coi= ——” =12 v3 ]

donde
Yei= 4n2letinag
mg

y elresto de los téminos tiene la notacidn habiual, de aqui enmds se escriblrid ¢q = -0 Y & - Za.
Notese que la forma de la turicidn de distribucidn ibnica no aparece en esta expresion, sirs sdle
sumomento de orden cero, esto s, la densidad numérica de iones, por lo que, al rmenos en l«

aproximacion de despreciar tdrminos de orden mg | my, esta forma del términe de colisiones



electrén-ion es valida para cualquler funcidn de dictrioucidn bnica, o ¢l sisiema en que 1os
lones tienen velocidad media nula. La (I-1) se wseriblrd entonces ¢n este sistema con lo cual,
despreclando términos de orden (me ! m)2 y suponlendo que la temperatwa Idnica no &5
mucho mayor que 1a electrénica, &l primer mismbro de dicha ecuacidn conserva la misma foma
donde ¥ ahora es fa velocidad electrdnica relativa a fa velocidad [dnica media. En tal caso, sl
puede considerarse que el plasima es neulro ¢ estacionario, la corriente ekectrénica debe: txner
divergencia nula que, en los sisternas unidimensionaks que se tratardn, se traduce

gencraimente en la nulidad de dicha corients.

Suponiendo que la funcidn de distrbucion depende de una sola coordenada espacial x,
la dependencia en las varlables independientes pusde se expresada en la forma R, v, p, b,
donde ¥ es el mddulo de fa velocidad y p el coseno del dnguilo que forma ésta con el efe X. En
stos casos, ¢l operador Cel € eXpresa en tminos de la variable p como

Yoy 3 of
Can T2 (142 1]
oy o [ oy

El operador de colisiones elsctron-electrdn, por olro lado, no tivne una e.presidn tan
sencllla, para veria en fa forma que se aplicard mds adelante, conskiérese nucvamerie el caso
espacialmente unidimensional. La funcidn de distribucidn puede desarrollarse ¢n polinomios
de Legendre de la variable p. En €l caso general en que f depende de mas de una coorderada
espacial y, por lo tanto, debe lenerse en cuenta también la coordenada angular azinutal
akrededor de x en el espacio de vekcidades, el desarrolio es mas complicado y estia dado €n
términos de las funciones arménicas esféricas y que puede verse, por ejerrplo, en ¢l lioro
cldsico de Shkarofsky et al. amba cikado. En todo este rabajo, sin embargo, se consideraran



situaciones de alta simetria en las que solo interviens una coordenada espacial y que por
tanto admiten un desarrollo de la funcién de distribucién en polinomios de Legendre de la forma

vy = T Y0 Paly) (+3

as{

En tal caso, reemplazando (I-3) en {I-2) ks dos primeros téminos del desarrolio de Cee €N

polinomios de Legendre resukan ser

0 _Yee @ 0 0. 0
cl = 3:23 3y +v(l +J)W]

% d
7L Cle- -Lav'(l" e ’)(310 8+240)+

donde



Como puade verse, estas expresiones son io suficientemente complicadas para impedi
un tratamiento analktico a menos que se efectien alguras simplificaciones. Para empezar, se
utilizara el hecho que 03 electrones mas importankes para el fendmeno de ransporte son los de
akas energias, de aproximadamente 4-5 veces la energia témmica en gradientes moderados
[Luciani J. F. (1985)], 6-7 veces dicha energla en gradientes mas fuertes [Sanmartin J. R,
Ramirez J.y Ferndndez-Feria R. (1990)]. En tal caso, en las integrales 3* puede extendsrss el
limke de integracion hasta « y, ademas, despreclarse la contribucién de las Integrales Jg®. Los
coeficlentes del desarrolio del operador de colisiones se escripen entonces

0 _Yeehe 3 ( D_dfo)
C° v Wf0+
¢! a-Yealigp,  Yoele & p_aﬁ)
ee” yv3 y2 0\'
donde
D= fo vt 4
JneL o ¥4 dy (H4)

Al escrioir estas expresiones se han despreciado ademas los términos de orden (vy ! v)
y superiores, donde vy es la velocidad térmica definida por v = (T  me) #2, y los términos con

Iy 13! que pueden escribirse como

10



1 ” 6Q
|3=3-3!l] hv5d\*-m 3
0 ¢

Dado que el flujo de particulas J y ¢l de energia Q estan limiados a una fraccion de sus yakres
MAXITIOS Ne¥T ¥ NeMeY S respectivarnente, se ve que para energias akas I3! es efectivamerite
despreciable. El valor de 1! sibien es pequefio pueds o ser despreciable, sin embargo, como
s¢ resolvsra la ecuacion clnética en el sistema en que los iones se encuentran en reposo, J es
directamente proporcional a la coriente eléctrica 2 cual, en los sistemas estacionarios ¥
unidimensionales que se estudiariin, debe ser cero si no se erirega coriente a raves d2 los

contornos.

De esta manera, si en el desamolio de l funcion de distribucion (1-3) pueden
duspreciarse los términos superiores al segundo, agrupando téminos resulta

c“.._sy___q_’_l_a [( p2) of] 2 f,D )

v |2vap ol Yl
con lo cual
- _ﬂ_ Bl'] Yeo ne D o n
Cge+C 3 [( - )3}1] Vz a‘ —|f+ vav (iS)
donde se ha definido

Y-‘hle"(z InA gj + INA g¢)

11



Y se ha supuesto cuasineuralidad n, = Z n.. Aunque 2quf se ha supuesto un desarmrollo en
polinomios de Legendre con sélo dos éminos para deduc la foma del ténmino de colisiones
eloctron-electrdn en (I-5), esta sxpresidn s valida en general en el limite de altas energlas
cualquiera sea la forma de f, come puede verse en el libro de Akhiezer et al (1975). Per oro
lado, Luciani J. F. (1985) muestra que (I-5) es coirecta aun en ¢l ¢aso de fuertes gradientes
espaciales, como los que interesan en este trabajo, en el que la escala definida por éstos es
cornparable al camino libre medio electrdnico, siermpre que éste sea mucho mayor que fa
longitud de Debye.

Eltérmino de colisionas (I-5) se acostumbra escribir

TR P af} c¥ Dy ok
Coo+ Cax 24 2 [(1 a3 gL 0l (+6)

donde D) &Y ng! 2, es ¢l llamado coeficiente de dispersion perpendicular; C= Y gq N, €5 ¢l dé
friccion dinamica y Dy @ Y,4 Ny D, €l de dispersién paralela. Esta expresidn asi definida no
contiene suposiciones sobre la forma funcional de k f, esto és, es vdlida por ejemplo para
funciones de distribucion cuya parte isdropa es no maxwelliana, que son justamente las de

mayor interés para este trabajo.

La expresion (I-5), o su equivalkente (I-6), es ka que se usara en todo este rabajo. En ella
aparece el coeficiente D definido por (H4); ndtese que en el sisterna en que esta escrito el
término de colisiones es D = vp2. Esto dice en particular que la funcidn de distribucidn
maxwelliana anula idénticamente el operador de colisiones (I-€), lo que no es Irivial en vittud de

las simplificaciones hechas.

12



Otra cuestién Interesante de notr, y que serd muy Ul en caprulos posteriores, es que
para particulas muy energeticas, con yvelocidades grandes comparadas con la velocidad
térmica, el término mas Importante en (1-6) es el de friccidn dindmica, que es de orden (v | vy)2
respecto de los de dispersidn, con 1o cual el termino de colisiones depende sélo de la densidad
local del plasma, cualquiéera sea la funcidn de distribucion de éste. De esta manera, el timino
de colisiones puwxde considerarse lineal para las particulas de energlas akas comparadas con
la energia témmica. Esta llkima afimacion expresa el hecho que las particulas muy
supratérmicas son pocas comparadas con las que determinan los momentos hidrodinamicos
mas bajos: densidad y teiperatura.

. | figo témi

La ecuackdn cinética (I-1) con el temino de colisiones de Landau o sus formas
aproximadas (I-5) y (I-6) ¢s en general muy dificil de resolver aun en problemas akamente
simpliticados como, por ejerrplo, problemas planos y unidimensionales en los cuales debe
recurirse en general a soluciones numéricas. Para las skuaciones de interés practico, sin
embargo, dichas soluciones numéricas son muy exigentes en recursos de computo y se recurme
por lo tanto a una descripcidn de tipo Huldo. Esta puede obtenerse, como @s ya cldsico, a partk
de la misma ecuacién (I-1) tomando momentos aproplados en el espacio de velocidades. Dicha
serie de momentos conduce a un conjunto de Infinias ecuaciones diferenclales acopladas que
dependen sblo de las variables espaciales y del tiempo y que es tolaimente equivalente a la
ecuacidn cinética misma. La resolucion efectiva del problema requiere cortar el conjunto de
ecuaciones a un numero finito y considerar sélo los primeros momentos, como estos resutan

acoplados con momentos mas elevados, se requiere alguna aproxtmacidn para estos Ultimos.

13



En general, las ecuaciones de fluido s¢ escriven de la foma

247 (pu=0

%(puﬁv (puu+P)=F
—a-p(e+u£)+v-pu(a+ug-)+u-ﬁ+0 =W
& 2 2

donde p es la densidad de masa, u a velocidad del fluido,e la densidad d2 energia interma; F
es la densidad de fuerzas de volumen y W la densidad de energla ganada por el medio por
unidad de tiempo. Salvo casos limikes en s que puede éenlrar a pesar i viscoskiad lonica, y
que no son de interés en este rabajo, el tensor de tensionas P puede aproximarse por 2!3 a L
De esta manera, para poder cerrar el sistema de ecuaciones debe relaclonarse el vector fiujo
de calor Q con p, uy e. En principlo ésto puede no ser posible dado que, en general, los
coeficientes de la ecuacidn cinética dependen de diferentes momentos de la funcidn de
disribucion no reducibles a los que determinan p, uy €. Sin embargo, el hecho que el
transporte témico sea gobernado por kos elecirones de alta energfa permite reduci la ecuacién
¢inetica a una forma deteminada precisamente por estos momentos, como se Yio mas arriba.

De esta manera, la aproximacidn para el flufp de caior se puede obtener luego de
resolver analticamente la ecuacidn cindlica, cakufando en forma expliciia dicho flup. Las
soluciones analiicas de la ecuacién cinética en condiciones mas o menos arbitrarias sdlo son
posibles en general si la funcidn de distrbucion no se aparia sensiblemente de la funcion
maxwelliana local, siendo uno de los métodos mas populares el de Chapman-Enskog

14



[Chapman S.y Cowling T. G. (1958)]. Oros métodos como e de Grad [Grad H. (1963), Fechner
W. B.y Mayer F. J. (1884), Boyd T. J. M, Londsdale L. D. y Sanderson J. J. (1988)] que no
presuponen un cuasi-equilibrio local conducen a ecuaciones fiukdas méas complicadas y la
correccldn que aportan no es signlficativa para los plasmas de Interés y, ademas, no tienden a
los yalores comrectos en el caso de gradientes suaves [Luciani J. F.(1985)] o fallan al explicar la
Inhiblclon del fiujo térmico [Boyd T. J.M,, Londsdale L. D.y Sanderson J. J.(1888)).

El método propuasts por Chapman y Enskog para gases y utliizado por muchos autores
para el caso de plasmas, yalido cuando los gradientes de las magnitudes macroscopicas son
pequefios, consiste en una expansiéon de la funcidn de distrbucidn en téminos de un
paramelro pequefio € que es tipicamente el cociente entre el camino libre medio de las
particulas y la escala de los gradientes macroscdpicos. La ecuacion (1) se resueive entonces
en forma consistente para cada orden €", suponiendo ademas que f depende del tiempo séio a
traves de la dependencia en el tiempo de la densidad, [a temperatura y oras posbles
magnitudes macroscdpicas. La dependencia temporal de estas magnkudes para cada orden €
se supone dada por fas ecuaciones obtenkias de la solucidn de f para el orden anterior €%1. Si
bien en teorfa ta solucidn puede obtenerse al orden de aproximacidn deseado, es muy dificil
obtener soluclones mas alld del orden 1, ademas seé ha visto que la expansién propuesta es
sblo asintdtica y que, por o tanto, cuando la primera aproximacién no es suficlente, el calculo
de aproximaciones mayores no esta justificado [Luclani J. F.{1985)).

Como se menciond, las aproximaciones indkadas son valldas sélo si la funcion de
distrbucion es muy préxima a fa de equilibrio kcal; las condiciones para que esto suceda
pueden clarficarse considerando lo siguiente. Un sistema descripto por una ecuacién como fa

de Fokker-Planck alcanza el equilibrio a través de las colisiones, la efectividad de las mismas
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puede medirse en téminos del camino libre medio, por ejemplo, de deflexidn perpendicular A
= (Mg ¥2)2! 2n 6% (22 nj Ink,; + N Ind,,). Este, y en general todos los caminos libres medios
determinados por colisiones de Coulomb, aumenta aproximadamente con ¢l cuadrado de fa
energla de la particula, de esta manera, s elecrones de aka energla que tienen caminos
libres madios comparables a la distancha L definida per 1os gradientes macrescépicos pueden
llegar, sin pérdida apreciable de su energia, a zonas del plasma ccn propledades medias muy
diferentes de la 20na de donde proceden. Es claro entonces que en la zona de aka energia las
colisiones no son o suficlentemente efectivas para produckr un equilibrio local y que R
importancia relativa que puede tener esta poblacidn no termalizada de alta energla depende de
¢dmo se compara L con akgin camino libre medio tipico, que puede ser el correspondiente a los
electrones de energla iqual a la témica A1. Liamando c= Ap 1 L, se ve entonces que cuanto mas
pequefio es €, anto mayor es la energia por encima de la cual los electrones no se termalizan
localmente y, por 1o anto, menor la fraccidn de 16§ mismos y también menor su importancia
relativa. Los métodos que presuponen un apartamiento pequefio respecto del equilibrio iocal
son entonces aplicables en el limite €= 0.

Aproximaclones alternativas

A partir de un cierto valor de € la faccidn no termalizada de elecrones puede ser
importante. Dado que el flujo de calor se debe sustanciaimente a electrones de energias 4-5
veces rmayores que la térmica, la expresidn de Spizery Ham plerde validez cuando el camino
libre redio de estos electronss és comparable a la escak de variacion de la temperatura: A 4.s7
=16-25At~ L,05¢a, €% 510 -2 Un estudio més culdadoso como el desamolio a orden tres del
método de Chapman y Enskog, conduce al limie todavia mas estricto de € 3 10 3. Este vakr
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se alcanza muy facilmente en 1os plasmas generados por laser y enmuchos plasmas de interés

astrofisico como el de las coronas estelares y el correspondiente a los residuos de supernovas.

La solucidn estricta es entonces el tralamiento cormpletamente cinético del problema; sin
embargo, los desarrolios previos muestran que en alkyunas skuaclones es posble una
aproximacidn alternativa mucho mds viable. En efecto, sl el flujo de calor estd determinado
baskcamente por particulas muy supratérmicas, el tsrmino de colisiones en la ecuackdn (1) o8
el (1-6). Al resolver la ecuacion cinetica en este limke se puede obtener entonces una buena
aproximacion para el flujo témico.

Estas skuaciones, que se cuantificaran mds adelante, pueden denominarse cuasl-
hidrodindmicas, en el sentiao que las magnitudes hidrodindmicas locales determinan los
coeficientes de la ecuacidn cinética. El flujo de calor resukante serd entonces una funcional
mas 0 menos complicada de estas magnikudes. Esto es, en esencla, la idea del método de
Chapman-Enskog; las expresiones no locales represenan la suma de infinitos términos de
dicho desanollo que serian divergentes en el limie de gradientes de temperatura fueres
[Luciani J. F.(1985)).

Contodas estas consideraciones en afios recientes se atacd el problema del ransporte
témico bajo gradientes fuertes de temperatura esenciaimente con dos tratamientos distintos. El
propuesto por Luclani J. F, Niora P.y Pellat R.(1985), LucianiJ. F.y Mora P.(1986) y Bendb A,
Luciani J. F.y Matte J. P. (1988), consiste en separar fa ecuacidn (I-1) en dos términos distintos,
uno que contiene el operador de transporte convectivo, ¢l de dispersion perpendicular y una
aproximacién al témino de friccion dindmica electrdnica por un fado; todo este termino se
ldentlfica con un operader de ransporte colisional qus actiia sobre f. Por olro [ado, el resto de
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los términos, a saber : el de campo ekclrico y el de dispersidn paralela se agrupan en un
término considerado como “fuente”. Las propledades del operador de ransporte colisional
definido permiten su inversion formal en forma exacta con o que la solucién resulta al aplicar la
inversa de este operador al termino de fuente. Por supuesto, ka fuente debe calcularse en forma
consistente por lo que el proceso se Yuelve keratlvo. Las yentajas son que las propledades del
oparador de difusidn perpendicular permiten lograr aproximaciones analiticas muy buenas de
la inversa del operador de transporte colisional, y que el proceso keratlyo es rapidamente
convergente. En paralelo con este cakulo, Luciani et al proponen una formula empirica no local
para evaluar el flujo de caior, que obliene al ajustar ks resultados de su métedo. Si bien el
método propuesto es bastante general, en el fondo es mas bien un método akernalivo de
resolucion de la ecuacion cinética y no tanto uno que permita eévaluar en forma segura y directa
ol flujo de calor.

El oro método esta mas bien orientado al cikulo directo del flujo de calor y fue
propuesto por Abritton J. R., Williams E. A, Bernstein 1. B. y Swarz K. P. (1986). Consiste en
resolver analkticamente la ecuackon (1) linealizada en el limke do altas energlas y con fa
aproximacién adicionai de considerar un nimero de carga idnica Z ako. La solucidn en tal caso
puede obtenerse anallticamente con 1o que resuka una expresion explicita para el flujo de cakor
en términos de los pertiles de temperatura y denskdad que estdn en buen acuerdo con
simulaciones numéricas mas desamroliadas [Abritton J. R. (1983)]. El Incoveniente es que este
formalismio es aplicable sblo en el limite de Z elevado.

Debe considerarse, ademas, que las aproximaciones de Luciani et al y de Abriton et al

son validas bajo condiciones cuasi-estacionarias, definidas como aquellas en que 1as variables

macroscdpicas varian poco ¢n los tiempos tipicos de colisidn. Como prusba Luciani [Luciani J.
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F. (1985)], esta aproxinacion s cumectn cuando ne existen campos externos rapidaments
variables, debldo a que el lempo en que yarfan los partiles hidrodindmicos es largo comparado
con el tiempo de difusidn en las distancias de interés (uUnos pocos caminos libres medios
térmicos) de los electrones energéticos responsables del ransporte de calor.

En el capiulo lil de este trabajo se seguird un método andlogo al de Abriton et aly se
obtendrd una solucidn analkica para el caso de Z arblrario y las expresiones consecuentes
para el fiujo de calor y dal campo glectrico autoconsistente.

esarrollo en polinomios d endr

Una de las suposiciones fundameniales es que el desamolio de la funcidn de
distribucién en polinomios de Legendre es rapidamente convergente y que, por lo tanto, unos
pocos téminos de dicho desarrolio son una aproximacion suficientemente buena. Si tal
suposicion estd o no fundamentada puede esclarecerse por 1o siqulente. SI Pp(p) es el

polinomio de Legendre de orden n, entonces

3

w2 e
= |1-p2 |- ntn s o)

por 1o tanto, para cada uno de los coeficientes del desarrolilo (I-2), la accidn del operador de
dispersion perpendicular se traduce en un término de la forma

n(n+ 1) 0ep
2v3
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De esta manera, cada anisotropia I, tiene un tiehiuo caracteristico de aecaimiento debido a

colisiones electrén-ion y electrdn-electron dispersivas dado por

m2y3
2un(n+1)et @2 nInae + Ne A ge)

(7)

Esta expresién indica dos aspectos interesantes; por un lado, que el efecto lsotropizador de las
colisiones electron-ion crece con Z y, por otro lado, que las distintas anisolropias decaen tanto
mas rapidamente cuanto mas ako es su orden (en particular, el iempo de decimiento de f2 es 3
veces Inferior al de fy). Este Ukimo efecto compie con el debido a los terminos de transporte y
de dispersién paralela y friccidn dindmica electrnicos que tenden en general a establecer las
diferentes anisotropias.

Cual de todos los efectos es el determinante depends de cada problema, por lo que la
determinacion de los limites dentro de ks cuales vale un desamollo de pocos téminos requiere
un estudio mas cuidadoso. No se pretende aqui hacer una descripcion detaliada de este
estudio que puede encontrarse en Luctani etal(1885) sino simplemente hacer un resumen muy
breve del mismo. Todo se reduce al estudio del operador de lransporte colisiunal mencionado
arrba, el mismo resula de ka ecuacion cindtica (1) con el operador de colisiones (-6) para el

caso estacionario y espaciaimente unidimensional

Pvﬁ_PeEﬁ,eEﬁ‘}l?)i,QJ_l[h- 2)l+_0_£+_0_1_aﬁ (-6)

O LU my ap 3 3 W] y2av  y2 gy2

que, reordenando los téminos, se escribe
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T =3
donde

o, Dy 3 o of
Tﬂ- Y__-_L._ Y —_ -_Q._
M=y ¥3 o [(1 K )6}1] v2 av

eE & eE(1-pd of [y o&
S(ﬁau—m—gg*Sn—vmr*p—;—z
L ye gy

Luciani et al muestran que la ransformada de Fourier respecto de X del operador de transporte
colisional T (con una aproximacién fenomenoldgica para el témino de friccidn dindmica: C 1 v2
a1 ay = - y ) puede ser Invertido en forma exacta. Llamando G = T 1, el espectro de G presanta
una rama que domina el transporte para gradientes de temperatura de pequefios a modsrados:
£< 2 1072, esto es, gradientss 10 veces superiores a los permiidos para la aproximacidn de
Spizer. Esta rama es 12 que coresponde a la aproximacion cuasi-hidrodinarica en la que los
coeficientes del término coiisional estAn definidos por los valores locales de densidad y
temperatura. Las olras ramas del especro, que son las comrespondientes al comportamiento
completamente ¢inético, s6o Intervienan en el caso de gradientes mayores.

Lo mas interesante para el presente trabajo es que fa rama cuasi-hidrodindmica resuka
muy bien descripta por los primeros dos o tres téminos del desarrollo en polinomios de
Legendre (el tomar mas términos no modifica el espectro en forma apreciable en la zona

correspondiente a ésta rama).
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En realidad, ¢l limite determinado por Luctani (€ < 2 102 ) es algo conservador,
estimaciones de Kishimoto etal [Kishimoto Y., Mima K. y Haines M. G. (1988)] elevan este limite
en un orden de magnitud (€ < 10°! ). Una estimacidn adiclonal pueds hacerse a patir de la
expresidn (I-8). En efecto, Introduciendo el desarrolio (I-2) en (1-8), el primer miembro e ésta sa

escribe
Ma_f_peEi_eEU-ﬁiz
AN m @ my gy
- (| & o, \\
| eE %Y 1+1 |
=) {|ly—-—— —0P —P
I=Zu & moavfl2ie1 1721 "‘)r

«Ef
TR+ .
+Z‘ mv 21e1 (el p"')

jm

De las simulaciones numéricas [Bell A. R, Evans R. G.y Nicholas D. J. (1981), Matte J. P.

y Yirmont J. (1982)] resuka que los téminos de campo eklrico son del mismo orden que el dé

gradiente espacial. Es claro entonces que s anisoropias se establecen en distancias del

orden dz la escala de los gradientes macroscdpicos L, de manera que las anisotropias que,

para la energla de Interés, ienen caminos de Isotroplzacion vt [t es el dado por (7)) menores

que L son efectivamente pequefias. Si las particulas de interés son las de energias 5-6 veces
superiores a la térmica, la condicién para despreciar la anisotropia | resulta ser

11+ 1)

<73
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Para | = 2 esto equivale a €< 0,2. Por oltro lado, fas simulaciones numéricas [Matte J. P. y
Yirmont J. (1982)) muestran en general que aun en ¢asos con caminos lbres medios supsriores
a las escalas macroscopicas (€> 1), el flujo de cakr resulta razonablemente determinado (con
un emor de aproximadamente el 20 %) con sdlo los dos primeros téminos del desamrolio en
polinomios de Legendre.



Capitulo ||

odef tado:

En este capitulo se presenta el problema de la ablacidn de un objeto sdlido que esta
Inmerso en un plasma callente. El Interes practico de esta configuracidn esma dado por su
aplicacion a las técnicas de realimentacion de combustible en midquinas de alto § [Grainkk S.
L. (1973), Parks P. B., Turnbull R. J. y Foster C. A. (1977), Milora S. L. (1981) y Chang C. T,
(1983)] y fa descripcidn de la evaporacion de residuos de supernovas [Cowie C. L.y McKee C.
F.(1977), McKee C. F.y Cowie C. L.(1977), Babus S. A.y McKee C. F. (1982), Gluliani J. L.
(1984)]. Por olro lado, esta situacidn es especialmente apta para introducir el fendmeno de
interés para este trabajo, debido a que a pesar de su refativa sencillez involucra todos los
efectos que se quieren estudiar: el transporte de energia en configuraciones con gradientes

abruptos y la hidrodinarnica involucrada.

A fin de estudiar las caracterfsticas esenciales del fendmeno se utilizard un modeko de
transporte témico con limitador de flujo [Max C. E.,, McKee C. F. y Mead W. C. (1980)). Sibien
este Uitimo no es satisfactorio desde el punto de vista fisico, es la extensidn més sencilia posble
del transporte clasico de Spitzer y es también fa técnica mas popular en la actualidad en los
¢ddigos de simulacidn. Por olro lado, ¢ modelo con Hujo clasico limitado tiene la ventaja de
pemitir soluciones cuasl-analiticas, que son las que se oblendran en este capitulo para un
problema estacionario y unidimensional con simelria esférica ¥ que seran utlles a fin de

comparar con oros modelos en capitulos posteriores.

El problema a estudiar es entonces el siguiente: cuando un objeto sélido es sumergido

en un plasma caliente, los impactos de los electrones e iones de éste ¢alientan, disocian e
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ionizan el material cercano a la superficle. Se forma asl la denorninada corona que rodea al
objeto. Esta corona puede estar formada por un gas caliente débilmente ionizado ¢ por un
plasma. Se estudiard aqui el caso de que sea un plasma y se considerara que el objeto y la
corona formada tlenen simetrfa esférica, y que el sisterna es estacicnario. Esta Ukima hipdtesis
puede justificarse por lo sigulente: el problema real es estrictamente no estacionario; sin
embargo, dado que la densidad del objeto sdlido es mucho mayor que la del plasma que lo
rodea, la velocidad de retroceso de la superficie debido a la ablacidn del material, es mucho
meror que las velocidades del Hujo de materia evaporada. De esta manera, la evolucion del
sistema sigue en forma cuasi-estacionaria la posicién de la superficie, ajustando los parametros
del flujo ai valor Instantaneo de dicha posicién. Cuantitativamente, el tiempo que emplea una
particula de fluido emitida por la superticie para recorrer la zona de Interés del fiujo debe ser

raucho menor que el tiempo tipico de retroceso de fa supeificie.

Entales condiciones las ecuaclones que describen el estado de la corona son [Sanz J,
Liflan A., Rodriguez M. y Sanmartin J. R. (1981)):

nyré= n (l-1-3)
n,dr d n
mzY d—,"g(" Te *fTi) (I-1-b)

T*2| dQ,;

d e 1 d(z ) el
T —lin—|=——]r -—— -
"legr|" r2 dr g ¢t (IF1-<)



=== (I-1-d)

donde m; es la masa dnica, n la densidad numérica de electrones, v la velocidad hidrodinérnica
del plasma, Te ¥ Tj las temperaturas electrdnica y 1dnica respectivamente. La constante p es
proporcional a la masa evaporada por unidad de tlempo (= 4nm p ! Z),. dQgdt es la energia
cedida por los electrones a los iones por unidad de tiempo y de yolumen, y q es el flujo de calor.
Al escribir estas ecuaciones se ha supuesto cuasineulralidad (Znj = ne = n) ¥ se han
despreciado la viscosidad y procesos inelasticos como ionizacion y radiaciéon. Con el objeto de
simplificar alin mas el problema se estudiara el limite de afto Z, que permite despreciar el
término de Tjen la segunda ecuaciény el de dQ,ildt en fa tercera. En el caso de Z arbitrarl, &l
tener que considerar la ecuacidn para fa temperatura Ionica complica el ratamiento sin agregar
cambios cualltativos [ver, por ejemplo, Sanz J. y Sanmartin J. R. (1983) para el caso de
microesferas de Z arblitrario evaporadas por lasef]

Llamando ry 2l radio Instantdneo del sélido y usando ¢l sublindice « para designar a las
varlables del plasma lejos del sélido, las condiciones da contorno serdn:

c)v(rs)=0

¢.2) Te(rs)=0
¢.3)q(rs)=0
cA)n(r > =)=n..
¢ Ter =2 =)=Te.



CEY(r = =) =0

Habiéndose desacopiado la ternperatura Kdnica de las ecuaclones, usando la primera

ecuacién para despejar ny las condiciones ¢.1), ¢.2) y ¢.3), resuka el sistema

a1 myv2a T E.J_d_i Q
zm,v Z °(r T, iY2 (ll-2-a)
p‘zzre+—2n1iv =qlr (I-2-b)

A fin de modelar el flujo de calor se utilizara la expresion [Draine B. T. y Giuliani J. L.
(1984)]

que empalma con continuidad los regimenes de gradientes de temperatura suaves en los que
vale la expresion clasica de Spizer y Ham q = Qep = K TeS2 dT, ! dr, con el régimen de
gradiente abrupto en el que el flujo se supone saturado en unvalor Qeat = 3110 ¢ me 0 (T I M)
312, En estas Ukimas expresiones, K es practicamente constante (depende de r muy débilmente
a través del logaritmo de Coulomb) y ¢ s un paramelro ajustable supussto del orden de uno y
constante en toda la corona; en la literatura es mas comun llamar factor de limitacion a f =
(3410 ¢.
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Con las adimensionalizaciones
n= rirg

B=Te!Te
U=v!(ZT.me)H2,

y tenlendo en cuenta que, de la (I-2-b) y de la expresidn de q, es dTe ! dr 2 0, resuka ¢l sistema

de ecuaclones
2
1 1-_9_ Q_u__Z_E_@ (I-3-a)
2\ wjdn n an
¥n2 9512d_8=(1 + p_nz u 918_)(%9 +1§u2) (1-3-b)
dondle

y=KT.2ryip
By (Zme!m)I2104(34).

Este sistema de ecuaciones puede tratarse mediante el formalismo del plano de fase de
Sedoy [Sedov L. I. (1859)]. En efecto, definiendo las variables de fase

M2=u2!8
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(M es el nimero de Mach referido a la velocidad de las ondas ionico-acusticas ¢;2 = Z T | my),

¢l sistema se escribe

am2 _M21BY[1-eMM? + 5)]- (M2 + 1) M2 +5)]

l-4-a
dlinn 2Y (M2 1)[1-eM M2 + 5)] ()

dY _y,S _ M?sS I4-b
dinn 4 1. eM(M2+5) ()

donde € = P ! (2y). Entre estas dos ecuaclones s posible eliminar la varlable espacial n y

obtener asi un sistema autdnomo que relacione M2 con Y; una vez hecho esto, de la (ll-4-b) se
obtiene, a través de una cuadratura, r(Y) que por inversidn da Y(n). Conocida Y(n), la M4n)

resulta inmediatamente. La ecuacién autdbnoma es

aM? _2M2[8 Y [1 - eM(M2 + 5)]- (M2 + 1) (M2 +5)!

(I-5)
dY Y2 )14 [1- eMM? + 5))+ 5 (M2 +5)]

Las soluclones de esta ecuacién estan representadas por curvas en el plano (M2, Y). Por cada
punto regular de (Ii-3) pasa s6lo una de estas curvas que pueden unir enre si los dlferentes
puntos singulares de (I-3). Estos son seis, y su ubicacién (M2, Y), junto con el tipo de

singularidad y expresiones asintéticas, estan dados por

0) (0, 0), es un nodo, ensu entorno es M2= C Y25,

3 \oes i 2, e 3
S)(1,2(1-Be)),eaunaensnlladw"a,ensuentormesM 1+ﬁ[Y 2(1-59)]
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A) (0, =), €5 un nodo, en su entorno es M2 = C1 Y4,

B) (=, 0), es un nodo, en su entorno es M2 = C{ Y25,

C) (%, =), @ un nodo, en su entorno ¢s M2 = In(C Y4),

2 2
[ oyemodien ]
D)(MZ,M,»),esunnodo,e»nsuemtornoesM’.-M:a‘t 1-(M‘“+s)( “;+ )l.Aquan,des
8(112 + eMyy)

la raiz de la ecuacibn X(X2 + 5)=1le.

Un esquema de las curvas en el espacio de fase se muestra en la figua II-1.



—p— 0O

- A

Figura II-1
Posiclon de los puntos singulares y distintos tipos de curvas,

correspondientes a la ecuacion (II-5)

Como s¢ menciond antes, por cualquier punto regular del plano de fase pasa una sok
curya que une dos puntos singulares. Para determinar qué curva corresponde a la solucidn de
un problema particular debe analizarse el comportamlento asinidtico de las variables en ol
entorno de cada punto singular. En el probiema de Interés para este trabajo, de las condiciones
de contorno ¢-1), ¢-2), ¢-4), ¢-5) y ¢-6), y de las definiciones de las variables de fase, se ve
inmediatamente que las condiciones sobre la supeticie del sblido (n = 1) corresponden al

punto O; las condiciones al infinito, por olro lado, estan representadas por el punto A. De esta
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manei2, [a solucidn estara representada por una clirva, ¢ rozos de ¢curva, que una los puntos
singuiaresOy A.

Ahora bien, fas curvas que unen O con A enforma continua cumplen todas que M2 < 1,
Las soluciones con porciones de flujo supersdnico estaran represertadas por rozos de curva,
uno partiendo de O y olro llegando a A, relacionadas enlre si en forma discontinua, esto es,
debe existir un frente de choque. Existe sélbo una curva que partiendo de O ingresa a la 2ona
M2 > 1, conY mondtono creciente [ como debe ser enM= 1 de acuerdo con la (l-4-b)], que es
la que pasa por S. Esta curva termina en D, de manera qué en aigun punto debe haber un salto
discontinuo a una curva con M2 < 1 que llegue a A. La condicidn de empalme serd que ¢l sako
comresponda al mismo valor de n en ambas curyas y que se cumplan fas condiclones de sako

apropladas altipo de choque en cuestién.

Designando con subindice - (+) a las varlables del plasma despuds (antes) del choque,
las relaciones de Rankine-Hugonliot para un choque plano en un gas monoatdmico se escriven
[Zel'dovich Ya. B.y Ralzer Yu. P.{1966)]

8- L1 o M2(1- g)fg- L
5o 1ML v)(w Mf)

2
M2= ¢M+
1+MZ2(1-)

donde g=n,/n.



Si la temperatura a través del choque fuese discontinua, el flujo de calor seria
completamente saturado por considerar un choque sin espesor. Dado que, en términos de la
variable M2, es

52
gn_ KT & eM(M2+5)

Qoat 582 1. 2
Mg T 1o eMMEeS)
10" mi2

el hecho que el flujo de calor sea totaimente saturado implica Qsh ! Gsat = * ¥, por 10 tanto, M2 =

MZ2sst. Sin embargo, la curva O-S-D se encuentra en la zona M2 < M2y, por lo anto fa
temperatura debe ser continua a través del choque. Las condiciones de sako dicen entonces

que

M2.=1/M2,
Y-= Y+.

Para obtener una solucion se procede entonces de la siguiente manera. Fijado el valor
de ¢, [as curvas O-S-D, O-S-A y todas las intermedias (ver figura) se caiculan de una vez y para
siempre. Desde el punto de vista numérico es conveniente integrar la ecuacion (I-5) desde S
hacia O y desde S hacia D y A, usando, para amancar ¢l cakulo, las expresionss asintéticas

validas en la cercania de los puntos singulares.

Por las condiciones ¢ 4) y ¢.5) ,en el limte n > - ¢s



Y=yn8¥ oy

vl
KTs
donde 03 = m (m| } Z)”2

De esta manera, cada problema queda definido por su valor de o.. (como puede verse

también por consideraciones dimensionales), el valor de yresulla como autovalor del problema.
Desde el punto de vista del calculo es muy dificil fijar el valor de o.. y luego obtener el y; lo mas

conveniente es, si se buscan soluciones con flujo supersdnico, integrar simuldneamente el

sistema formado por (I-5) y

partiendo desde S hacia D, y eligiendo como parametro libre el valor de M2 comrespondiente al

choque; para cada valor de éste, las condiciones de salto determinan [a curva que ya hacia A;
los valores de o.. ¥ y se obtienen entonces como

lim
IV (I-6-a)
gyl Y'i““ MY? (1-6-b)

Este procedimiento requiere conocer ¢l valor de n comrespondiente al punto S que se

determina, para cada yalor de €, de una vez y para siempre integrando (lI-5) desde S hacia O
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variando el valor de nen S hasta que s¢ oblengan > 1 en O.En la tabla I-1 se muestra el valor
Nson d€ N corespondiente al punto sénico para diferentes €.



€ Nsen '
0 1,214941
0.01 1.218957
0,02 1,223456
0,03 1,228525
0,04 1,234275
0,05 1,240860
0,06 1,248475
0,07 1,257386
0,08 1,267957
0,08 1,280714
0,10 1,286418
0,11 1,316277
Tabla I-1

Los valores comrespondientes a flujos siempre subsdnicos son mas sencillos de oblerer,
pues basta integrar (II-5) desde O hacia A usando para amrancar el calculo que en el entorno de

O es M2 = C Y25 El parametro libre es ahora el valor de C (que debe ser menor que el
corespondiente a la curva O-S), y los valores de o.. y yresultan también dados por las (lI-6).



En la figura 1I-2 se muestran los perfiles de 8 y de la densidad adimensionalizada con su
valor al Infinto: vu n { n.. . Estos fueron calculados para €= 0,08, que comesponde a un plasma

de yidrio (Z = 7y A = 14), con un factor de limitacionfL = 0,1. La poskidn de la onda de choque
s n = 6 que fue elegida como pardmetro libre.

3
v {10

]

24
B8

1-‘ /
0/ e

1 2 3 4 5 6 7

Figura II-2

Perfiles de densidad y temperatura adimensionales comespondientes a = 0,08

Notese que enbe ol punto sdnico y el choque la temperatura crece en forma
aproximadamente lineal, esta es la zona en que ¢l flujo toma valores fuertemente saturados. Es
interesante ver que en las zonas en que ¢l fiujo estd completamente saturado la solucidn del
sistema (1l-2) es analitica. En efecto, dicho sistema para q = qsqt S€ €5¢ribe



cud+5cBu-08¥2ag

Resolviendo la segunda para u se obtiene simplemente u = Mygt 8112, que usada en la primera

conduce, luego de una Integracion elemental, a
B=cton?

donde

rs—4
1"‘M32d

Para €= 0,08 es Mgat » V3 por lo gue A =1 y el perfil de temperatura debe ser lineal.

Para los experimentos de fusidn por confinamiento inercial es de gran interés conocer 1a
presion de ablacion, esto es, la presidn sobre la supetficie del solido, que es la que produce la
compresion y calentamiento del combustible. En téminos de las variables definidas ariba la
presion de ablacién P, esta dada por

an T, 2= fim xS
Pe nTYGJSn-H M



Siendo y el autovalor correspondiente a cada o.., la presion de ablacidn adimensionalizada

con la presidn al infinito es una funcion de .. para cada valor del limitador €. Esto es o que se

muestra en la figura (-3

20
: € =0,05

[ €=0,06
: /
£ =007

= 0,08
10 1 / ¢

Pafn

10 160 1000 o 10000

Figura 1I-3
Presion de ablacidn adimensional como fincidon de o..

Nétese que en las configuraciones de alto o, que permiten lograr presionés de ablacion

elevadas respecto de las del plasma, estas dependen muy fuertemente del valor de ¢, lo que
requiere un estudio mas cuidadoso de cual es el limkador de flujo que mejor reproduce la
solucidnreal del problema. La evidencia experimental mas fuerte esta dada por el estudio de!
limitador de flujo en microesferas evaporadas por pulsos laser de ala potencia [T. J. Gokisack



etal(13982)] que indica que el limitador de flujo que mejor ajusta los resultados experimentales
esfL=0,1.

Para el ¢aso de una microesfera de vidrio el valor fi. = 0,1 conduce a que € = 0,08. Para
este valor de € la curva correspondiente de la figura I3 puede ajustarse en la zona de interés

por la relacién simple

Pa=0,86n, Tuo M3

¢on una precision superior al S %. Es interesante notar que Gralton R, Piriz A. R. ¥ Pouzo J. O.
(1886), al resolver el mismo problema aplicando el modelo simplificado de Parks y Turnbull
[Parks P. B.y Turnbull R. J. (1978)] que no wtiliza limiador de flujo, sino que supone transporte
de calor por un haz supratémico punto a punto monoenergertico, obtienen fa ley

Pe=040n, Too 3

La coincidencia en la forma funcional no es de ninguna manera sorprendente dado que puede
obtenerse directamente por argumentos dimensionales; el factor adimensional per otro (ado,
depende fuertemente del modelo de transporte térmico utilizado y, en particular, del factor de
limikacién del flujo tmico. La necesidad consecuente de un estudio mas cuidadoso del
ransporte de energia en situaciones de gradientes espaciales abruptos, lleva entonces a
desarollar modelos alternativos confiables y suficientemente vlables para ¢! caleulo, lo que s¢

desamrollara en los capiulos siguientes.
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apitulo [l
local del flujo témi ari

Utilizando la ecuacion cinética definida en el capitulo | s¢ procurara en este capitulo un
estudio tedrico del transpoite debldo a los electronss en un plasiia ¢ingtics ¢lasics efi ¢l qus
los modos propios se encuentran en su nivel térmico. La idea es obtener un formalismo de tipo
fluido aplicable al caso de gradientes abruptos de temperatura y a situaclones de bajo nurmneio

de carga Z.

Se considerara una configuracion que depe de de una sola coordenada cartesiana x en
las variables espaciales. Con respecto a las velocidades se desarrollara la funcidn de
distribucion en polinomios de Legendre del coseno del dngulo formado por el vector velocidad
y la direccidn x, que se designara por p. La ecuacion de Fokker-Planck (I-1), cuando la
dependencia de la funcidn de distrbucidn de los electrones se escribe en témminos de la
coordenada x, eltiempo t, la energia €y p, es

Ff ded of of
_-_¢_+}wsx_+__ = [(1-p2)_

T T . UE)

donde ¢ es el potencial de campo elecirostatico y e el valor absoluto de la carga del electrédn. El
operador d ! dtee representa fa parte no elastica deltérmino de colisiones electron-electron y Ae
= (Mv2)2 2n0%n (Z InA¢i + InAee) 65 ¢l camino lbre medio de dispersion. Para pasar de fa (I-1)
a la (lll-1) debe usarse que la relacion entre la energla y la velocidad es €= my2l 2 - ed(x, t).
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Desarrollando fa f enterminos de los polinomios de Legendre en la variable p

MR = fo(xLE) + pFi(XLE) + P(p) fa(x L) + ...

y reemplazando esta expresién en fa ecuacidn de Fokker-RPlanck (lll-1) se obtigne una cadena

de ecuaciones acoplada para los coeficientes fi(x, t, €). Las dos primeras ecuaciones son

o 0 o vy 2 1 4, dy _
X X 3w IMV o (ll-2-a)
o, gep & o of o
1 960 % 0. 2.,% 6 1 ¢ 2y 1
w 3 Y ¥V—+— ——F[ +—f a— %
X ke W S W SmYig (lI-2-b)

Si se pretende describir el bansporte en plasmas de bajo Z, no es posible invocar el
efecto isolropizador de las colisiones electron-ion a fin de retener sdlo unos Pocos términos del
desarrolio en polinomios de Legendre. Como se menciond en el primer capitulo, sin embargo,
analizadas con mas detenimiento las propiedades del operador de colisiones electron-ion se
concluye que una buena descripcidn del flulo de energla 3 posible con sélo ios dos prinieros
términos del desamollo mencionado aun en plasmas de bajo Z. En particular se ve en el
sistema (II-2) que si el campo eléctrico no es anomalmente ako, basta despreciar la segunda
anisolropia f; respecto de la paite isdtropa fg para que dicho sistema sea cerrado respecto de fg
y f1. En la figura lll-1 se reproduce el perfil de las dos primeras anisobopias de la funcion de
distribucion electronica referidas a su parte isdlropa, de acuerdo a las simulaciones realizadas
con el cbdigo Fokker-Planck Internacional para las condiciones del equipo AURORA con un
plasma de Z = 1 en el que existen gradientes de temperatura abruptos (la longitud de variacién
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de la temperatura es de unos 3 caminos libres medios témicos), y para una temperatura de 0,3
Y, aproximadamente. Es importante mencionar que estas simulaclones reproducen muy bien
las mediciones de la funcidn de distribucidn realizadas sobre dicho equipo. Como puede
apreciarse, f2 es una fraccidn pequefia de fp aun en una skuacidn extrema como la indicada.
Por otro lado, las simulaciones numéricas Indican que incluso en ks casos en que las
anisolroplas superiores no son pequefias, éstas tienen muy poca Influencia en el valor de los
flujos definidos por fy. La inclusidn de f2 en el formalismo se considera en el final de est
capitulo.

1.5

0.5 —
AIA
0.0
\‘_/ jx__-/
'05 1 M T T 1
0 2 4 6 8 10
Energla (eY)
Figura -1

Relacidn enire la parte isdtropa y distintas anisotropias
de la funcidn de distribucidn en el experimento AURORA
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En el limite de Z alto existe una simplificacidn adicional que es despreciar el término de
colisiones electrén-electrén respecto ael corespondiente a las colisiones electrdn-ion en fa (lil-
b). Esta aproximacion es la habiual cuando se buscan soluciones analiticas [Bell A. R. (1983),
Abriton J. R, Willlams E. A., Bernstein 1. B. y Swartz K. P. (1986), Lindman E. L. y Swartz K.
(1986)] . En este trabajo, sin embargo, no se hara tal aproximacion con el fin de aplicar los

resukados a plasmas de bajo Z.

Como los apartamientos de [a funcién de distribucidn respecto de una maxwelliana se
producen para energias muy superiores a [as micas que son, por olro lado, las que interesan
para el ransporte témico, la parte isétropa se puede escribir fg = fiyg + &, donde &f es el
apartamiento respecto de la maxwelliana, que es apreciable s6lo a energias altas comparadas
con la témmica; debe tenerse en cuenta que fa magnitud de &f no esté restringida a ser pequeha.
Conrespecto a la primera anisolropla fy puede decirse tamblén que sbélo es apreciable a akas
energias debido a que el nimero de eleclrones corespondientes a estas energias que
conbrbuyen a la corrlente s pequeho, lo que requiere una muy baja corrlente de retorno de
electrones termalizados (ver Fig lli-1).

La expresidn de d i dtee €S

’
o 2mev3 (¥ o 3 .
R (ae+T°ac2 (lii-3)

donde A 6! camino ilbre medio de pérdida de energia A = (mv2)d 21 ¢n Indee, y T, la

temperatura electronica.
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Dado que la fiug anula el término de colisiones y que &y f1 son significativos en el limite
de energlas altas, el segundo término de (lil-3) puede despreciarse irente al primero anto en el
¢aso de fy como de fy. Por olro lado, sl ¢l tiempo de variacion del campo eléclrico y las otras
magnitudes macroscdpicas ¢s pequefo comparado con el tempo de colisionss, puede
considerarse el proceso de establecimiento de la funcidn de distribucion como estacionario.
Con estas conslderaciones, las ecuaclones (lil-2) se reducen a

19 2my3 3

LN (% Y A BELULidaal li4-a

Iy axy ! A, o€ (-4-2)
{ af

e 2y, 2V T (1l-4-b)

my X

Eliminando a & entre ambas ecuaciones se obtiene la siguiente ecuacion para fy:

R (IIF5)

( ) a Zm\d af 2 afm
& A, X

ax 6mv4 ax

Como interesan las soluciones en el limite de energlas altas, puede considerarse que €
>> | e¢| ¥, por lo tanto, aviax » 0. De esta manera la (lll-5) se reescribe
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donde se ha definido

Haciendo el cambio de variable alag = A(x) a/ax y definlendo
w=(1+C2){2
yEE€ %A,

resulta qus fa ecuacion (lIl-6) se escribe

Py 1.3

c“"‘al :-_\'Il%
& et e

el e+l 3rae

En términos de la funcidn de Green G(Z, €| &o, &) la solucidn formal de esta ecuacidn es

3
f (5 € =- ¢ ] s, f de, G(t, €8, €) BT (-7

s+l
et &y 3c
La ecuacion que satisface la funcion Green es
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¥ 1 3
aL? eetlae

el "’G)=f(c BECA (1I-8)

Si se considera que no hay contornos espaciales que Influencien la 2ona de Interés fa
solucién de (11I-8) sera de la forma

G(E, €] %o, &) =G - G, €, t0).

La transformada de Fourier de la funcidn de Green respecto de § - &g
afk, €, €)= ;_uf e KE-LYG(E- 5y, € e)d(E- )

debe satisfacer

0:.-13& 18&

La solucion que describe la conlribucion a €proveniente de la fuente con energia g mayor que
€ sera de la forma

a(k, € €)= &(¢; - )bk, € €y

con lo que resulta para b la ecuacion
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-13b 13
Kb+ 2 1R, 19Dy
3 3¢ ¢ 3e?
con las condiciones
b, =0 (I-9-a)
0
2
£
(3_*0} -l (il-9-b)
-ae C"SO 2“'

Efectuando el cambio de variable & = k €% 2 y definiendo la funcién w = ¢ (+-22 p |3
ecuacion anterior se escribe como la ecuacion de Bessel para ¥(¢)
v

+ 1‘t—2

Ry 13y

SN

¥=0

dorde v= |2- x| 4. Como soluciones independientes pueden tomarse las furciones de Hanks!
de orden v: H {14, con lo cual la funcibn b serd

b= s(%uw{ A Hkke%r2) + B }-iff)(kszm)}
Las condkiones (1I-9) se escriben entonces
A HXked12) + B H2Hked12) = 0

g2
AHUXke12) « BH kel 12) = 20_

K
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donde la prima simboliza fa derivada respecto del argumento. Dado que [Abramowiz M. y
Stegun 1. (1870))

H{'2) H (%) - HAYz) H (U(z) =
-HAaHlo-Hlale-->
nz

el sistema tiene siempre solucion que vale

¢ fo+ 2
18

A=-| H(2(ke3 12)

so[¢+4p2
=i ey o2
B-lTHLl(koJZ)

Con todo esto la funcion de Green exacta cuando no existen contornos espaciales es
|
G(L, €18y €)=- 15 g 0+ M (2uX2 g(¢ - ¢)

+ o
j e K-ty {H‘v"(kezﬂ) H2(Ke2) - HDKked2) H{)z)(ké’IZ)}dk (I-10)
Lamentablemente, esta expresidn no puede evaluarse analticamente y deben

emplearse argumentos adicionales para poder obtener resultados practicos. Un limite serxillo
de analizar es el de nlmero atdmico elevado Z = + que equivale a v = «. En tal caso las

expresiones asintdticas de las funciones de Hankel son [Abramowitz M. y Stegun 1. (1970)]
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[ e v ‘VW
HU)(E‘)zA/_1_— (ﬁ) -2i gﬁ\

nv

HAE) :.4/1_ ";_e)v «2i t_").v

2uvi|\2v

con las cuales la funcién de Green puede obtenerse inmediatamente de (Iil-10) y vale

93 e qv
G(c,‘eu.:,,s(,)«-‘;’—v e(e.,-e)(f) 1] 8 -¢,)

La aparicidn de la delta de Dirac indica que en este limite el fendmeno de transporte estd
altamente localizado en el espacio, como era de esperarse en una situcion en que las

colisiones electrén-ion son tan efectivas para la isotropizacién. De fa (lll-7) resulta para fy

f-.ﬁ.c?i 1..;. .2
T -2

gg e irMﬂ.dco
0

aeo

¢

En el limite o = + esta expresion se reduce a

_ 3%t g, Aa s 11
f u-2€23§ 4(-2) N 2 X (k1)
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que es el resultado que puede obtenerse drectamente del sistema original (ll-2) haciendo Z =

«_ Usando (lil-11) para cakular el flujo de calor se obtiene Inmediatamente la ley clasica de
Spizery Ham.

A continuacién se estudiara la expresidn general (Ill-7). En la misma aparecen derivadas
de la funcidn de Bolzmann

¥2 n) € +e(C)
o =) - exp[— S }

Dado que la solucion se obtuvo en el limkte €>> [e¢], se considerara en esta expresion que e¢ ~
0 luego de derlvar respecto de &g, con ko que se escribird

0 a0
fi - e ] &, f de, GG, €18, °°)§§_'[ﬁ'?€c§?—acm] (1-12)
0°70 0 0

donde fupl® = fug(ed = 0). De ahora en mas se suprimira el supraindice (0) en la sl que se
dara por sobreentendido.

De igual manera, en las expresiones de los flujos de particulas y de energia expresados

en forma exacta por

o

=8n

J-3m2] (e+ed)f, de
-ed
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=80 \+ 2
Q 3mzje¢ (£+eq)’t, de

se hara e = 0, con lo que ¢l efecto del campo electrostatico estara contemplado en el trmine
de “campo eléclrico” dedlal. Este e obtendra en forma implicita al pedir que el flujo de

particulas se anule en cada punko del espacio.

Con elfin de obtener aproximaciones liles debe analizarse con cuidado el proceso de
transporte. A lo largo de las caracteristicas de la ecuacién hiperbélica (lI-6) se tiene

@:141?8:* 1

ax A, Ax) €

que al ser integrada resulta

-l

donde las magnitudes con swlndice cero se refieren a los valores Iniciales. Una suposicion
razonable s que la contrbucidn mas importante a la funcidn de distrbucidn en un dado punto
del espacio y con determinada energla €, comesponds & particulas provenientes de otros
puntos ¢on energias no muy diferentes de €. Si esto es asi, los yalores de k mas importantes en
la integral de (ll-10) seran aquetlos que satisfagan la condicidn

kx 12 & g2,2¢-2
=

g2- ca




De esta manera, basta utilizar aproximaciones de las funclones de Hankel validas para

argumentos grandes. Tales expresiones asintéticas son [Abramowitz M.y Stegun 1. (1970)]

112
Hhey=|-2- L(E -2 - ) 1+ (112-v), (112 +v),
LS (“ﬁ) expl 1(4 ) r§| - !(2 m

12 .
HEy ]2 AiE w2 - v 1+ (H2-v), (12 +v),
Vo (nt) ot 2 ey

donde (o) = o (o + 1) (x + 2) ... (& +7 - 1).

Los argumentos anteriores indican que existe un cierto ordenamiento en el proceso de
ransporte que posibliita el uso de expreslones asintdticas de lus funclones de Hankel, la
importancia relativa de los diferentes témminos del desarrollo, sin embargo, no puede
determinarse a priori y, en principlo, deben compararse fas expresiones que resulan de retener
diferente nimero de téminos. Sise utiliza sdlo el primer término del desarrollo de cada una de
las funciones de Hankel la integral de (lil-10) puede realizarse inmediatamente y resuka

Gt €]¢q €= Lejford2e- w2 (e, - 6)|0(8;-C,) - €(5q-8)
2

donde
c@-cZ
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con &sta expresion la primera anisoliopia resuita de (lIF7) y vale

1w Y3 o2 -af2 ’ g .1 3ed ¥wus )
f1g. €) 5 € dep €5 dZp ko T % 36 (1-13)

Con esta expresiony la (li-4-a) puede cakularse el apartamiento de la parte isdtropa respecto

de la maxwelliana que vale

2 ¢
s o=-1 1 de @2 yo gzoel2| 3B |1 3¢ B |+
92 e VO e ko T Ko 0w JC.

donde ahora es

Ct'gtﬂf—;ﬁ

Para el calculo efectivo de la primera anisotropiz £, la (Il-13) puede todayia elaborarse
efectuando la integracion respecto de €. La expresidnresultante es

+9

n
mm%@mmj%%

exXp(- £I To) . c-al2ded
Slo+ 202 +Tg o Sai2( 2! To)
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donde Sy(x)sf ex't(—,;u)du,y =(e2+ 25— gDt
X

Con la (lll-13) pueden calcularse los flujos de particulas J y de calor Q dados por

8
{J,0}=-3—m%L f:ﬂrI de

donde f = 1, 2 comesponde a J, Q respectivamente. Estos resukan de integrales sucesivas
respecto de &g, €5 ¥ € en el término con campo elécirico de (Ill-13), y respecto de €5y € en el
primer término de la misma expresion. Extendiendo hasta Infinito el limite de las Integrales,
usando apropladamente funciones escaldn, se prueba que el orden de las integraciones puede
cambiarse y efectuar primero la integral sobre €. Hecho esto, luego de un calculo tedioso pero
directo resultan tas expresiones

+ @

96

{J(x),o(x)}-[ {g J'Q(x‘) P J‘Q[B(x,x‘)]+ h J'Q(x‘) Wn J'Q[B(x, x‘)]}dx' (l-14)

donde se ha vuelo a ik coordenada espacial x y, ademas, se han definido

112 w2
g..(x?’(%‘) o,y 5 5 900 =900 TE)
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hy(x) =

2 e nx"
3nm) T(x‘) TR ho(xjwhd(x)T(x')

PyalBl= g X)ly, 5 RylB]=——ly; Rg[e]= L2

o+ o+b

en las que

v atdn
In(6) = ﬂ;] ‘1 E%) 4 uh exp(-u)du
8
X 2
1 dx"
B()(,X.)'.?(x—.) le A—(a

Propiedades importantes de los nuicleos In(B) son las siguientes:

) l(8=0)=1

L R e
' 8

donde v=(a +2n){4yo=n-2v.
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” rn+y +2)
Ydo =
i L In(6) 87 d8 nn+2+ol2)

Estas expresiones muestran efectivamente el caracter no local de los flujos en el sentido
que la contrbucion a los mismos @n un dado punto x proviene de las diferentes poskiones x'
pesadas por los nlcleos P y R. Como puede verse ficikmente, estos son funciones moduladas
por exponenclales decreclentes de B, que es esenclalmente a ralz cuadrada de la distancia
enre X y X' medida en unidades del camino libre medio témico: At = T2 A(x), ¢on T la
temperatura del punto fuente x'. De esta mianera, fas contribuciones a los flujos provienen de
distancias menores que unos pocos At por lo que es de esperar comportamientos muy
diferentes dependiendo de cdmo se comparan fas distancias de variacion de las magnitudes
macroscopicas L con At. A continuacion se estudiran los limites L >> Aty L. << AT.

En ambos casos limites el estudio amaltico es mas sencillo si se vuelve a la variable

auxiliar ¢ [dE = dxA(X)] y se tiene en cuenta que

.o 1 .
e(x.x)-ﬁbmc-c)lz-e[T(cv.c-c]

Definiendo ademas la variable 2 = ¢ - &, los flujos son

0]~ L oy o621 1[TE-21.7) 0y 0214 [1€-21.] e+
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+]ﬂ {h‘J alt-2 — FIJQ[T(t; 2), z]+hJ0(§+z)?§—nJQ[T(§+z) z]}dz

Tradweido a la variable z, la no localizacion de ks nicleos P y R se extiende hasta
"distancias” AL » T2, en las cuales las variaciones de una variable macroscopica g cualquiera
es: |Ag|~ T2 [3glat| = At |aglax|.

En el caso de gradientes suaves (L>> At) es |ag| << g, lo que permite retener sdlo los

primeros términos del desarrolio de g en serie de Taylor akededor de &, resultando

1Ra)- 'BE g, o(c)j 01| z]dz}+2nJ Q(L,)%"L Ay a|T02|2

Las integrales pusden efectuarse analiticamente usando la propiedad iii) y, volviendo a la

coordenada X, los resultados son

102
2 8xd4l -
15t2) . 384 13
3nrn) (ou-4)(on+8)k( [_(n ) "t J

142
2 8x 5
TH2|, %0 o 152
Snm) (a+6)(u+10)u)[‘{n ) ! }

La condicién de corriente nula conduce al resultado clasico

Jx) =

Qx) =
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ey Tan S aT

K n A 2

que, usado en la expresion del flujo de calor, da la ley de Spizer

312

a0 [2 80 TS T
nj  (x+6)(e+10) Vmedina,, &

La dependencia del factor numérico respecto de Z en esta expresion reproduce, con una
precisidn superior al 15 % para Z < 10, los valores obtenidos por Epperlein E.M. y Haines M. G.
(1985) mediante la resolucidn numérica cuidadosa de la ecuacion de Fokker-Planck linealizada
en el limite de apartamientos pequefos respecto de! equilibrio local. Para 2 > 10, los téminos
superiores del desarrolio asintético de las funciones de Hankel entran a pesar deblido a que sus

coeficientes numéricos son funciones rapidamente crecientes con 2.

Considérese ahora el caso opuesto, L<< At. Para estudiario se hara un modelo tipo

escaldn para la densidad y temperatura, que pasan de un valor “caliente” subindicado con "¢" a
un valor “frio” indicado con *f* en ¢ = 0. El valor de los fiujos en la posicion del sako estard dade

por
(KO0} =, L o,1[Te 22 ol L o,1[To 2]z

i
+ EAetb [hg‘:lo + hg}Q] Ry o0

59



donde se ha supuesto que la conlribucion principal debida al campd eléctrico ocurre en la
posicién del salto donde el potencial electrostitico es discontinuo. Las integrales se resuglven
también aqui en forma analitica con la propiedad iii) y la condicidn de corriente nula da como
resukado un salto en el potencial electrostatico

y Ttlfl’ -y Tclfz

Abp= 2
¢ Ty W2, (R W2

que usado en la expresion delflujo de calor da

12
12 Tc2 ) le

Esta expresidn coincide dentro del S % con los resukados obtenidos por el método de
Monte-Carlo para Z = 1 por Khan S. A.y Rogrlien T. D. (1981).

SiTe>> Tisetiene

Q=

2\ 2 [2)® 4
T = | = Qu
Inm o +0 In o +b

donde Qpu es el flujo libre maximo nT (T1m) V2. El factor de limitacion es entonces

(2% n
L In w+b Z£+13
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En el caso que el carmpo eléctrico se anuke (neTe ¥2 = nyT; 2 ) se tiene que

12 4
Q= 5‘{% E?E neTe ¥2(Te - Th)

Comparacion con el experimento AURORA

En situaciones mas generales en las que ¢l camino libre medio térmico es comparable a
las dimensiones caracterfsticas de los gradientes macroscdplcos la fomula (li-14) debe
evaluarse numéricamente. Sin embargo, el calculo se simplifica mucho debido a que los
nucleos (IIl-15) puedéen aproximarse con eror menor que el 1% por medio de expresiones muy

sencillas. Por ejemplo, en el caso de Z = 1 (o = 1), las aproximaciones analiticas de dichos

nicleos son
1g(8) = exp{ - 1.098 6} (lI-16-a)
11(8) = exp{ - 0.2351 8- 0487582+ 0.1715 83 - 0.0229 #%) (H-16-b)
12(8) = exp{ - 0.1962 8- 0.2112 82 + 0.031 83 - 0.0017 64} (N-16-c)
13(8) = exp{ - 0.1302 8- 0.1580 62 + 0.017 A3- 0.0007 64) (ll-16-d)

A continuacion, se aplicara la expresidon (lli-14) para el flujp de calor con las
aproximaciones (lll-18) para los nuckos (ill-15), al caso del experimento con la maquina
AURORA llevado a cabo @n la Universidad de Calfornia Davis [Rogers J. H. et al (1988)]. En el
mismo se sigue la evolucion temporal del perfil de temperatura de un plasma de Argdn una vez

ionizado en el que inicialmente el camino libre medio térmico electronico es sblo unas Ires
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veces menor que la distancia definida por el gradiente de temperatura. Ademas de fa
temperatura se mide también el perfil de densidad, de potencia! electrostatico y 1a funcién de
distribucién electronica. En paraleio con las mediclones se realizaron simulaciones con
distintos modelos; uno fluido con transporte de calor multigrupal limitado, con el ¢édigo
LASNEX [Zimmerman G. B. y Kruer W. L. (1975)], y olro cinético con el ¢odigo Fokker-Planck
Internacional [Matte J. P. y Yirmork J. (1982)]. Se reportd una coincidencia notable entre las
mediciones y 10s resultados del ¢édigo cinético; por olro lado, ningun valkor del limitador de flujo
fue capaz de ajustar las mediciones en el ¢bdigo fluldo ¢con flujo limiado.

La idea en el presente trabajo es comparar los resultados det experimento AURORA con
los de un ¢bdigo fluido en el que el flujo de calor se calkeule por medio de (ll-14).

En la figura |Il-2 se muestra el perfil iniclal d¢ densidad nomalizado con respecto a la
densidad critica definida mas abajo; el tiempo caracteristico de evoluckdn de este perfil es de
unos millsegundos, en tanto que el comespondiente a la evolucidn de la temperatura es de sblo
unos pocos microsegundos. De esta manera, puede conslderarse que ¢l perfil de densidad ce

mantiene constante durante la etapa de Interés. Esto simplifica el célculo porque puede
rabajarse directamente con la variable auxiliar § en lugar de la coordenada Xx.
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Pertil de densidad en el experimento AURORA
La ecuacidn de evolucidn de la ternperatura €s

%nﬂ--ﬁ (1-17)

que es conveniente escribir en téminos de variables adimensionales. Si se consideran una
densidad ng y una temperatura Tg de refencia, pueden definirse las magniudes

adimensionales
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donde

e T4
2netnginAge

32
00 = .rlolo_
m 2

JG-M&

mif2

En términos de estas magnitudes, la variable ¢ se obtiene de df = wn) dn y la ecuacidn (lIF17)
se escribe entonces
37 __ &

E =- E (I"‘1 8)

La expreslén de los flujos normalizados de particulas y energia es, de (lll-14),

~

{@'J,o(tn Py,q[8¢ 3] + hu,alg) {%m,o[e(gc'] & (19

+ @

W©.A0) = [

donde
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)= (3 ”2—(%, %(6) =0 )

'

)= (2] " T(‘;‘f?,z' fat) =) 7¢)

En términos de la variable ¢ y de la temperatura adimensionalizada, 8 se expresa simplemente

por

g, £)= 123K C1
T®)

Debe tenerse en cuenta que, por haberse resueko la (lll-5) no sujeta a contornos
espaciales, estas Ultimas expresiones valen para un plasma indefinidamente extenso. Las
condiciones experimentales, por olro ledo, imponen ciertas condiciones de contorno, a saber,
flujo térmico nulo enx = 0 y temperatura constante en el olro extremo. A fin de simular esto en
un plasma sin contornos, se considerd que en x < 0 existe un plasma que es la imagen
espacular del original respecto del plano x = 0 ¢on lo que se asegura, por considaeracionss de
simelria, que el flujo de calor a lravés de este plano es nulo. Las condiciones en el olro extremo
se simularon agregando una zona de plasma adicional de varios caminos libres medios de

espesor que representa ¢l bafio de plasma frio existente en la experiencia.

Para la densidad de referencia se utilizé ng = 1,8 1019 cm3, que corresponde a la
densidad electronica critica de absorcidn resonante de las microondas utilizadas para calentar
el plasma (modo TE 1) de frecuencia 1,2 GHz). Como valor de referencia para la temperatura se
tomd To= 1 Y.
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El problema se reduce entonces a la integracion de (lll-18) con las expresiones (li-19)
para los flujos adimensionallzados da particulas y energla. La expresidn del fujo da particulas
es necesarla pues el campo eléctrico resukta en forma autoconsistente al imponer que la
comriente electrénica es nula.

La implementacidon numérica es fundamental pues si se pretende aplicar este tipo de
formalismo no local en ¢ddigos fluidos complejos, se requiere un algoritmo rapido y seguro de
cakulo. De los distintos métodos utllizados el mas eficaz en rapidez y precisidn es ¢l que
detalla a continuacién.

El calculo de las expresiones (lil-19) requiere la evaluacién de integrales de la foma
general

rg) = ]' XE)YNE, &) &g (1ll-20)

Si el intervalo de interés se discretiza, estas Integrales se escrben, todavia en forma exacta

como

6.

G Tt
=2 ZE)NG,,. 5 d+ 2 Lﬂ 80, . 5)dd

i<k Je izk

Las funciones Z(8') se expresan en ténninos de w&) y de T(L"), en tanto que los nicleos IT son
funciones de |£ - £'| ¥ de T(¢). La aproximacidn es entonces proponer que, dentro de cada
intervalo &, i 1] € T(¢") que aparece en los nicleos I1 s aproxima por
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<
)= T+;l(c %)

Ge1-6

entanto que las I se expresan de manera analoga por

z(t:)=z,+2” §|o: &)
+1

donde en cada caso las magnitudes subindicadas corresponden a los valores en el borde de
intervalo comrespendiente. Denlro de cada intervalo la Integracion se realiza entonces por
medio del algorimo de cuadratura deé Gauss-Legendre con lipicamente entre 2 y 6 puntos
(basta en general con sdlo 3).

En el caso del flujo de particulas, la integral que contiene el campo eléclrico se escribe

en fa forma general (lil-20) con

2(‘!)'—%(";7

De esta manera, agrupando convenientemente términos, la condicidon de comriente nula se

escribe
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donde

e 5=t

k+ 1~

Ay =hyg) I R [9(1;,- : C')] d'+

S+t
Ry 58] & e I
Lk 3 ¢

Cke '
*ht) ] f _i“" Rufag e
tk k Sk-1

TN
=3 L G400 Py 8. )|

La inversion de este sistema por medio de un algorimo eficiente como el de Gauss-Jordan
pemnite entonces el calculo del campo eléclrico y la posterior evaluacion del flujo de calor.

En la figura ill-3 s& muestran los parfiles de temperatura electrdnica correspondientes a
diferentes instantes. El lrazo completo coresponde al resuktado de la Integracidn de (lik-18) con
la expresién (lll-18) para los fiujos; los simbolos comesponden a los valores experimentales
reportados para los Instantes comespondientes. Las condiciones iniciales son las
corespondientes a los 3 microsegunads en el trabajo experimental.
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Perfiles de temperatura en diferentes Instantes, obtenidos con el formalismo de este capitulo
(lineas) y medidos en los instantes correspondierntes en el experimento AUROPA (simbolos)

Como puede apreciarse, la coincidencia €s muy buena y, en particular, es comparable a
los resultados del ¢odigo completamente cinético que utiliza en este caso los cualro primeros
términos del desamrolio de la funcidn de distribucion en polinomios de Legendre. Recordando
que el plasma tigne un nimero de carga Z = 1, ostos resultados dan fusrza a las hipdtesis
empleadas en la obtencidn de la expresidn (lI-14), a saber, fa restriccidn del desarrollo hasta fa
primera anisotropia, y las aproximaciones usadas para las funciones de Hankel.

69



Asi mismo, en la figura lli-4 se representa con lineas lienas el valor caiculado del
potencial electrostatico que s@ obtiene por integracidn del campo eléctrico que resuka de

Imponer corients nula; los simbolos comesponden a los valores medidos en los Instantes
comrespendlentes.

14

Potencial (vok)
P

12 M J T v T
0 50 100 150 200
Poslicidn (cm)

Figura lll-4
Pertiles de potencial en diferentes instantes, obtenidos con el formalismo de este caphtulo
(lineas) y medidos en los instantes comespondientes en el experimento AURORA (simbolos)

Estos resuktados refuerzan tambien el modelo empleado para el calculo del campo

eléclrico y que fue discutido por algunos autores [Bendib A, Luclanl J. F. y Malte J. P. (1988),
Prasad M. K.y Kershaw D. S. (1989)).



~ondll 6 aplicablld comalria estérica

Utilizando los mismos argumentos expuestos en este caplulo es posible obtener
consideraclones de interés. La primera es la aplicacidn del formalismo al ¢aso con geomelria
esférica para atacar problemas como €l considerado en el capitulo anterior. En el caso de
simelria esférica la funcidn de distrbucidn puede considerarse dependiente del radio r, el
tiempot, la energia £y el coseno del angulo que forma la direccion del vector yelocidad con la
direccidnradial p. Las ecuaciones equivalentes a las (lil-2) son entonces

ifg-a_e&_ﬁ*'iaf] 2.( )fl._O_

¢ & o Joor r mv ar

oy _dep dfy 2% ﬁ(y_ J_M) 2vy o df
atatas:v AT a e

Si se desprecia fa frente a fy, para ¢l caso estacionario, una deduccién en todo analoga al ¢caso

plano conduce a la ecuacion para fy.

my23h_2, 3w (I-21)

a1 A
2”} 68[ Ae  3€ Aq ar

Bmv‘frflar

De aquiresulta inmediatamente que el caso plano, con la identificacion r = x, se obtiene en el
caso que las longitudes de variacidn macroscédpicas L, en una dada posicidn, sean mucho
menores que el radio I correspondiente. La condicidn que pareceria mas natural para poder

aplicar el formalismo plano a un caso esférico es que el camino libre medio de los electrones de
Interés A¢ fuese mucho menor que el radio en el punto considerado. La expresidn (lIl-21) dice,
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Sin embargo, que basta que se cumpla ia condicidn muchas veces menos resirictiva L << r. La
posible contradiccidn es sdlo aparente debido a que, como se vera en ei capitulo siguiente, en
los casos en que Ag » r el desarrolio de fa funcidn de distribucion en polinomios de Legendre no
esta justificado. En tales circunstancias debe recurrirse a aproximaciones akernativas como las

que s¢ desarrollaran en dicho capituio.

Inclusion de Ia sequnda anisotropia

Utilizando las mismas ideas desamolladas en este capitulo, es posible obtener una
ecuacion reducida aproximada para fy que contenga las contribuciones de la anisotropfa f2. En
efocto, ahora debe considerarse el sistema (Ill-2) sin despreciar f2 més la ecuacion para ésta

g@.-aio_.a&.*ly_af_‘-fqy .2
3

1 %0, 12 1 %0, By, dy
¢ ot 9 3 I 7 ax

7 7 MY 3 Rl

Por lo visto en el primer capitulo, aun en los gradientes muy abruptos, es factible despreciar a f3
respecto de fy; haciendo esto, considerando el caso estacionario y aproximando el término de

colisiones electron-electrén por su limite de alta energia

d ,2my3 8
diee Ae 9F

se obliene para ' la ecuacion

¥ 3% pa A 3
ac Mmyz Imy2 X
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Con las definiciones usadas de o« y de la variable auxiliar ¢ esta ecuacidn se ecribe

simplemente

ﬂ.l&fz.ﬂﬁ
3 €7 {3

cuya solucion, con la condicion de tender a cero cuando € - «, s

=-_2_ l'hﬁ -
f2 ﬁs&* L— & 5 9% (I-22)

Por olro lado, de las (Ill-2) resulta la andloga de [a (II-6) cuando no se desprecia f2

Utilizando la (lll-22) en esta expresion resukta, luego de algo de algebra y de derivar respecto

de €,

9_9-4a13i‘e(6-2«.)l3a_2‘[ -i[el-sai
5

g““ﬂ{.]a - -,’51(;1-363_2’&
a€ agz a€ a€

3¢ € 3 o€

donde y = £-¢ 1. De esta manera, la solucidn para fy puede obtenerse por el formalismo de la
funcién de Green a través dé una expresion analoga a fa (li-7)
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aG(;elt &) {3 &
(g, €)= e ] dto j deg & . KO;';O

donde G(¢, €, &y, €) satisface la ecuacion

9 p-4ai3 9

e L aZG) a[ el 3“3 e ‘aG)] 8(5 - o) 8(¢- €0)

acz a€

Sino se consideran contornos espaciales ka funcidn de Green se escribe

G(Z- 8o, € €)= r ekt-L0)afk, €, eg) &K

donde
afk, € €g) = &(; - €} blk, €, £5)
y b satisface la ecuacion

a3b 2.4]. % 18- 6o 1.2
s3 (u+1)€2-;2—+(1+20:.)(1-o.)+%k e“]esg»cla?ﬁﬁk ¢tb=0 (lI-23)

con las condiciones

Ib] s=cg= (ll-24-a)
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[83 - 0 (I-24-b)
a€ e=¢)

[Bz_b} i E%i (IN-24-c)
3¢l |, -y on

Por las condiclones (lil-24-a) y (lil-24-b) la funcidn b es muy pequefia en el entorno de €= €,
como el proceso de ransporte asegura que esta 2ona e5 la mas importante y esto equivale a su
vez a la condicion ke? » 1, ka ecuacién (lll-23) puede escribirse en este limite

$9% (ns i, 9125, o (11-25)
£ :%% (> 1)923% %kz‘sx 0

donde ¥ = dblae. Esta ecuacion puede resolverse en la aproximacion WKB, con lo que se
obtiene la solucion que satisface fas (lIl-24-b) y (lt-24-c)

b = — L ol -202 gle-22 foxpisi(ed - dy] + exp] - isk(ed - 2]
4n§2k2 0

donde §= 315, Para liegara esta expresion se ha usado ademas que ke? » o, por 10 que esta
soluclon es valida sélo sl » 1. En este mismo limite, tanto para las derlvaclones como para las

integraciones, pued@ considerarse varlable sélo el término entre llaves. Con todo esto, la fy

resulta
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+ -

) 2 -3 = | a%vs 1 3o B
fi, 9= B elBe-u2 | g gf2- W2 2 - L3
2 5 : o L3gg 3o T(Eg) & %%

donde £ = ¢ 1 §; todas las demas definiciones coinciden con las corespondientes a la (ll-13). De
esta manera, comparando esta expresion con la (lll-13), se ve que todo el formalismo

subsiguiente puede aplicarse si se hacen los cambios

J,Q=>J16,Q1t6
E218

o = - 2

Debido a las hipdtesis empleadas en fa resolucion de (1I-23), la inclusidn de fy en el
formalismo empeora |os resukados, respecto de los valores obtenidos con sdlo fy cuando o es
grande. Esto puede yerse, por ejemplo, en el caso de gradietites suaves, donde, salvo para o =
1 en que ambas aproximaciones coinciden, la nueva expresion es un 20 % menor que el
resuliado comecto para o = 3, y empeora al crecer el o.. Por otro lado, en el casc dsl
experimento AURORA, el formalismo con f, conduce a perfiles de temperatura que, dento del
10 %, coinciden con los dados por la aproximacion de tomar sdlo fy. Estas consideraciones
indican que, para & chicos (& » 1), las correcciones que aporta la inclusidn de fy son pequefias
cuando los gradientes de temperatura no son muy fuertes %l%l‘ 0,3. Para valores superiores
de o, por oo lado, el fuerte efecto isotroplzador de las colisiones electrén-lon reduce los
valores de las anisolropias superiores haclendo todavia menor la incidencia de f; en el valor

del flujo térmico.
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Inclusion de contornos espaciales

La solucion (li10) de [a funcidn de Green se obtuvo en &l caso de no existir contornos
espaciales. En las aplicaciones, sin embargo, es comun tener una plasma limitado por vacio; l
es ¢l caso, por ejemplo, de! experimento AURORA. En tales circunstanclas pueden usarse
todavla las expresiones (Ill-15) derivadas de la (lll-10), slempre que en el calculo se extienda el
plasma al Infinko agregando un plasma simétrico respecto del bords, que asegure fujo témico
huio en el mismo. Esta técnica, sl bien es discutble [Holstein P. A, et al (1986)), parece
adecuada al menos para los eleclrones con las energias de Interés, como lo confiman los

bugnos resultados obtenidos en este rabajo en el caso dei experimento AURORA.

Desde el punto de yista computacional, el agregado de celdas fantasma™ puede ser
muy costoso, sobra todo sl ¢l camine liore medlo eleclronico es grande cerca del borde, lo que
s habitual en el caso de coronas tenues y calientes. A continuacién se muestra que, a partir de
la solucién (lI-10), es sencillo obtener fa funcion de Green comecta para estos tipos de
contorne, y los propagadores correctos a usar en las expresiones (lil-14). En efecto, suponiendo
que el plasma existe en { > ¢*, 1a funcién de Green para un plasma indefinidamente extenso

puede usarse sl se supone que en g < C*existe un plasma gue €s ia imagen especular del real
respecto alplano & = £*. Esto puede lograrse escriblendo que

9520, €0) = ©(Z0 - £ g(Lo. €0) - &Z*- Lo) g(2C* - Lo, €0)

donde © es lafuncidn escaldn y se ha definido
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( NER ¢_1_2._ ___azf),qa
9(Co, Egy=- € T oo

con lo que, de (lI-7), la solucidn para f es

fi(g. € =f do f deo G(E, €] o, €0) 9550, €0)
- 0

donde G es la dada por (llI-10). Desarrollando esta Ultima expresidn resulta

+

fi(S, C)‘L* d§0J deo GL, € Zo, €0) 950, £0)
0

donde G*es la funcion de Green buscada que se escribe, en téminos de 1a comespondeinte a

un plasma sin contornos, como

G €18 &) =G, €180, &) - G, €] 28" o, &)
A partir de esta expresidn puede reproducirse todo el formalismo para el calculo de los flujos de
particulas y de cakr, llegéndose a las expresiones (li-14), donde ahora la integracion espacial

es a partir de x*, y los nlcleos |, dados por (lil-15) deben reemplazarse por los %, que se

escriben simplemente en téminos de los |, como

P = n(8) - (8%

78



donde 8:=(2Jtg - ¢|) W21 T(Go) y %= (20 + £ - 264) V21 T(Ey).

Condiclones de contorno mas generales son mucho mas dirilies de Inclulr, véase, por
ejemplo, Fernandez-Feria R, Sanmartin J. R. y Ramirez J. (1990).



Método de momentos

Existen muchas skuaciones de interés practico en las que ademas de existir fuertes
gradientes de temperatura, los efectos debidos a la geometria complican en grado extremo su
descripeldn. En efecto, cuando los caminos libres medios de las particulas de Interés para el
ransporte de energia son comparables a las dimensiones macroscopicas caracteristicas, los
efectos geomélricos en el calculo del ransporte son eésenciales. En este capitulo se volvera a
tratar el caso de un sdlido esférico que es evaporado por un plasma caliente, de interés para la
astrofisica en relacion al estudio de remanenles de supernovas, y para las técnicas de
renovacion de combustible en maquinas toroidales. En estas situaciones es tipico que los
electrones del plasma tengan caminos libres medios comparables € incluso mayores que Rs
dimensiones del nucieo frio que sufre ka ablacidn. En tal caso la funcidn de distribucion en las
cercanias del sélido es fuertemente anisdropa en las velocidades debido esenciaimente al
efecto de sombra de éste. De esta manera, el desamolio usual de la funcidn de distribucidn en
polinomios de Legendre (var capituld 1) no esta muy justificado.

La manera de proceder es, entonces, un tratamiento cinético completo sin apelar a
desarrollos de la funcidn de distribucion en polinomios de Legendre, lo que ha sido hecho en
forma numérica por algunos autores pero sin considerar movimiento hidrodinamico [Jorna S. y
Wood L. (1987)]. En este capitulo se extendera el método de momentos de Lees [Lees L.
(1965)) para la gasdinamica qué fue usado también por Shirazian y Steinhauer [Shirazian M. H.
y Steinhauer L. C. (1981)] para estudiar la conduccion térmica en un plasma plano y sin
movimiento. La idea es proponer una funcidn de dislribucion “razonable” para el problema a
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estudiar, con pardmelros (en general funciones) que se determinan al pedir que se satisfaga un
nimero dé momentos suficiente de fa cuacion cinética,

Para proponer una posible forma funcional de la funcidn de distribucidn debe
considerarse con cierto cuidado el proceso de ablacidn del sélido en el plasma ambiente.
Cerca del objeto se establece un plasma de baja temperatura y alta densidad; bajo condiciones
tan akamente colisionales es de esperar una funcién de distribucion maxweliiana. Por otro lado,
lejos del sdlido la funcidn de distribucion es fa comespondiente al plasma ambiente. Si la zona
intermedia es poco colisional, es de esperarse una funcidn de distribucidn bimodal, esto es, que
las particulas provenientes del plasma alejado tengan una funcién de distrbucidn
funclonaimente diferente de las procedentes del sdlido. En un plasma estrictamente no
colisional, el vector velocidad de las particulas provenientss del plasma ambiente forma en una
posicidn r dada (r es la coordenada radial esférica con origen en el centro del cuerpo), un
angulo o con la direccidn radial que, debido a la sombra del s6lido, satisface

rs
“1ccosmp< 1-? L)

donde rs es el radio de sdlido. Los valores complementarios de u comesponden a particulas
provenientes del cuerpo ablado. De esta manera, si se supone que el plasma al infinko tiene
una funcidn de distribucidon maxwelliana, se propondra como funcidon de prueba para los

electrones

32
f=n, [T exp

2
my2
WouT 2T

K
m
H-z | e
1|—(’l )‘H%Qtr.T2 a

: "2"—;:) H(X-p) (v-1)
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H es la funcidn escaldny ny, Ty, n, T2 son funciones de la coordenada r a determinar.

En general, la ecuacion cinética para los electrones tiene la forma

&

&t

a & eE &
_.+v_- S—
ax

ve [y-2
o m av (¥-2)

col

Siy es unafuncidnde x, ¥y t, luego de mukiplicar (IY-2) por y € integrar en el espacio
de velocidades se obtlenen las relaciones de Maxwell

&

Atya- [ 1yl [ryvaw- | rv- Yo 2B | ¥ gy
atjhydv Ifatdv»faxjfyvd?v vaaxdwm favdv 5

y By

col.

Tomando y = 1, v, v 2y v v2 2 respectivamente resuka

%’H v:(n M)-I gmdi‘v
a13t-(n(v))+ v-(n (vv))+?nTEn=I g-mvdi*v

81 % gy
st 2

« n<"2_’v>)+°m_5- (n(v))-[
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donde se ha simbolizado Jf y d3v por n<y>, con n la densidad numérica de electrones. Para un

sisterna estaclonario con sinetrfa estérica las ecuackones anteriores se escriben

&f

i) [

By (I¥-2-a)

col.

eE
r-2:—r(ﬂn<v,vr>)-2r-'n<vlvl>+#n- ¥ ¥, d% (Iv-2-b)
&col.
¢E
afole) ot o o s
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&

=j&
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Sodv (V-29)
col

¢E
ﬂn<22 . r>) 2r ‘n<V22v1vl>+—m—'(n<V;>+ n<v,v,>

donde vr= pv, vy =(1-p2)W2 v, Para segur adelante deben considerarse con culdado las

integrales de los términos de colisiones.

Por conservacidn del nimero de particulas debe ser
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s—r-\ d¥v=0

I

Por olro lado, si se desdobla el término de colisiones en el comespondiente a interacciones con

ﬁ)“ \ ﬁ)“
St col & col

debido a la conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia en las interacciones de

col.

iones y con electrones

&

8t

col

Couiomb es
§)~ vrd3v w(
& col
y
¥ gdlw =0 (IV-3)
&t col
respectivamente.

Debido a la diferencia de masa enlre eleclrones ¢ iones, se despreciara la transferencia

total de energia entre ambas especies imponiendo que
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& col

Para calcular el resto de las integrales debe usarse una expresidn explicka para el
término de colisiones. Se utilizard uno del tipo Fokker-Planck del que se tomardn sus
expresiones asintéticas vistas en el primer capiulo validas para electrones de energla superior
a la témica, por ser eslos los mds importantes para evaluar los momentos de orden
relativamente elevado que sobreviven. Para este régimen es

i D .
I3
& 4 ¥ o 3

& _1.3 ) L& Dot

o Z¥ v vy
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S¢ ha considerado In Age = InAgj=InA. © corresponde a Iz temperatura de los electrones, sin
embargo, como criterio mds adecuado para la skuackon presente, se determinard © de manera
que la condiclon (IY-3) se cumpla [dénticamente (téngase en cuenta que © aparece sdlo en D).

Con la expresion (Iv-1) de f esto se escribe

-~ n
al V?d3v=-—"-1—972-‘1+2)-%(1-13)+(1-2)—{31-13)=0
& col. (an) T2 2 T1 1
de donde resuka
on v
1,%
T, T

con
. n T 112
o 1-3 My 1,

143 Ny T2

Con esto pueden evaluarse las integrales restantes. Usando la expresidn propuesta para fa
funcidn de distribucion f, luego de un calculo tedioso pero directo, el sistema (IY-2) se escribe

di(v1 82y, a;")= 0 (V-4-a)
n

(1+ f)a%]-(va By)+{1- Ee)adﬁ(‘h B +2[(1 + Dva+(1-T)wy)=g4 (fv-4-0)



ol 817-v2 83%) + S v 812 v, 81%)= 0 (V4

(1 + 23)dr|( )+(1 - f)%(v, 912)+
v21301 + D81 D 81 2l1 e Py o (1- )bl ()

donde sé han definido las variables adimensionales

n=rirs
B1,2=T12!Tg

v1,2=M,2/ N
E=¢@ Errgrro

con ng y Ty dos valores constantes de referencia para la densidad y la temperatura
respectivamente. El resto de los simbolos corresponde a

R ](v_a-n

2 -2 Y B2 1+
gz.—.ggq (1 +E)v2+[1—2)v1]n2 (Z+1) 1-g—3 1-€ 82
1+ —

8
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donde

4
_nngetindr, 41y

Ag és el camino libre medio de electrones térmicos correspondiente a los valores de referencia
Ngy TU

Enrealidad, la expresion propuesta para el kérmino de ¢olisiones eleciron-ion es valida

solo si los iones tienen velocidad media nula. Si se tiene en cuenta el movimiento de los iones
la expresidn correcta para g es

g =ng|’2[1 +2)v +(1-2)v] 2.4,
1 2 1
82 B1
Fd M P KU (U
+t— 1+Z|v, +[1-Z|v|u 1+ 2| —+11-3| —
320 2 1u|on 83‘2 83’2

donde Uy, €s la velocidad media de los iones adimensionalizada con (Tg ! m)¥2. La
comeccion adicional, sin embargo, es pequefia pues Ui, » (M, ! M)¥2 , de manera que se

usara la expresion original de g4

Las ecuaciones (IY-4) requieren condiciones de contorno apropiadas; para el problema
de un cuerpo esférico de radio r, Sumergido en unplasma de densidad ng y temperatura T las

condiciones de contorno son
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8120, vy=2« (paran 1) (I¥-5-a)
8221, vp21 (paran = =) (Iv-5-3)

Las primeras dos condiciones aseguran que las particulas provenientes del sélido
tienen una funcién de distribucién de baja temperatura y ata densidad; las dos Utimas
condiciones corresponden a una funcidn de distribucién maxwelliana lejos del cuerpo con los
parametros del plasma ambiente.

El sistema (I¥-4) no es en realidad completo pues se requiere una ecuacion mas para
determinar el campo eléclrico, que puede obtenerse tomando un momento mas de la ecuacidn
cInética. Sin embargo, debldo al término de colisiones electron-ion wilizado, el movimiento de
los lones no aparece explickamente en dicho sistema sino sdlo Implickamente 2 través del
campo eléctrico. En realidad éste es ¢l término de acople esencial enlre ambas especies, las
correcciones al término de colisiones electrdn-lon es, como se vio, despreciable. De esta
manera, el tomar mas momentos de la ecuacion cinética no parece apuntar en la direccidn
correcta pues el campo eléclrico resukante no tendria en cuenta el movimiento idnico en forma
satisfactoria, que aparece descripto muy pobremente sblo por la condicidn de cuasineutralidad
implicita en la expresion deltérmino de colisiones electrén-ion. Una aproximacion mas correcta

s considerar el moyimiento explicito de los lones a través de una ecuacién de tipo fluldo

miniuiwm&{n'Ti)Jqur-m e A (Iv-6)
& col.
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Para cemar ol sistema puede suponerse por ejemplo cuasineutralidad si las longitudes
caracteristicas son grandes comparadas con la longitud de Debye, tomando

Zn=n=ng = [(1 z)v]*(hz)vz] {(I¥-7-3)
2T\ ¢ v, 81y, 8

W% <v, > = [— 2 (IY-7)
nm (1 2)\v| (1+E)v2

Para la temperatura idnica, por olro lado, existen diferentes posbilidades segun el problema en
cuestidn. Sise pretende mantener el problema lo mds sencillo posible puede considerarse en
algunos ¢asos que el fluido de lones es frio y tomar T; » 0. Cuando no es posble esto es a
veces mas realista considerar equiparticidn de temperaturas T, » T, usando que

et
B A L A

En este Ukimo caso surge la dificultad adicional de la aparicidn de un punto sdnico que es un

punto singular del sistema (I¥Y-4) mas ka (Iv-6), y la aparicion de un frente de choque necesario
para ajustar las condiciones de contorno al infinito, en forma ltotaimente analoga al caso

estudiado en el capitulo i,
De cualquier manera, ambas aproximaciones tienen una dificukad esencial y es que no

pueden satisfacerse las condiclones de contorno (I¥-5-a). En efecto, sl se desarrolian las
ecuaciones (IV-4) en ¢l entorno de ny = 1, puede verse luego de un célculo muy tedioso que no
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es posible satisfacer simultineamerte a las (I¥-5-a). En particular se ve que solo existe solucion
cuando = =0y By(n -> 1) = 0. La condicién de despreciar el campo eléclrico, por otro lado, es
usual en en estos formalismos [Boyd T.J. M., Lonsdale L. D.y Sanderson J. J. (1988)].

Siz = 0 el sistema (I¥-4) se escribe

v 812y, 822
(1 + 23)1(\!2 82)*(1 - 23)1 V‘ 81)'9‘
dn dn

v1 812 -v,83% =K’

(1 + 23)_(’_
dn

A 822)+(1 - 23)‘%(vl 912)=92

De las ecuaciones primera y tercera, v, y v, s¢ pueden expresar en términos de 8, y 8, .

La constante K no pusde ser nula debido a que es proporcional a la tasa de ablacién. Del
comportamiento asintético de 8, , cerca del cuerpo, puede verse que, para que la densidad y fa

temperatura sean no negativas, la constante K' tiene que ser nula. Con estas consideraciones,
el comportamiento de 8, , cerca del sdlido esta dado por:

81=68(n)

82 = 8(n) + C[Bn)]P
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donde:

B(“)E[w%‘”s 0(1-1)]2:5* (1-1_)(233”):5
n n

cegK

pu 2072254
T6Z+24

Dados los vakres de o y de Z, la constante C se determina de manera de salisfacer la
condicién:

B2(n > =) 21
Una vez hecho esto, el autovalor K resula de fa condicion:

von =) 21

expresado por:

K' 1‘8'
Bl lnow
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Esto fue implementado para diferentes valores de Z. La relacion entre K y g se Indica en la
figura IY-1 para Z = 1. Recuérdese que g =yt (4 Z Ap) ¥ que K s la tasa de ablacidn de masa
(dmyldt) adimensionalizada

K=dm3 Z 'hmg
dt 4nm o 712

1000 ;
100 5
!
K 10 E
]
13
1

A e . T ' —
107 1€ 10% w0t w03 102 gt 100
9
Figura I¥-1
Relacidn entre la tasas de ablacidon adimensional Ky g
Esta curva puede ajustarse por

K=3g:507 |
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con una precision de mas dei 10%. A partir de esta formula puede calcularse el tiempo de
evaporacidn de una microesfera de hidrégeno de radio inlcial ry sumergida en un plasma
caliente de densidad n, y temperatura T, . En efecto, dado que @l fiujo de particulas esta

relacionado con K a ravés de

- 112
ny T0

A
vonm, \" 0
la ley de retroceso de la superficie del sblido debido a la pérdida de masa del mismo es

112
drs ) K Ny T0

dt 2n§‘1/2nme

donde n{ es la densidad nurnérica molecular del solido ( = 3,13 10 22 e, para deuterio-tritio

s6lido). A ravés de esta expresidn resulta un tiempo de vida caracteristico de la microestera
dado por

12, 1.507 , ~493 1 -1.514
=610 s ny To s
el tiempo se da en milisegundos, el radio en centimelros, a densidad en Inversa de centimelros
cubicos, y la temparatura en ekaclron-voks. Esta debe ser comparada con la expresion obtenida

por Mayer [Mayer F. J. (19682)], quien usa el modelo de Cowie y McKee [Cowie L. L. y McKee C.
F. (1977)] para reproducir los resultados de diversos experimentos de inyeccion de
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microesferas de hidrégeno en tokamaks [Milora S. L. (1981)] eliglendo convenientemente el

valor del fimitador de flujo trmico, oblenisndo:

12 .15, -51-15
t=4110 ry " Ng T0 R

las magnkudes estdn en las mismas unidades de la formula anterior. De esta manera el meétodo
desarrollado en este caphulo reproduce muy blen las tasas de ablacikdn observadas en
skuaciones tan extremas como las menclonadas, sin necesidad de Introduck paramelros de
ajuste. En particular, esto indica que los flujos termicos obtenidos son realistas

En la figura IY-2 & muestran os perflies de las dierentes magnitudes, comespondientes
a las condiclones del experimento ISX-B que commesponde a una maquina tipo tokamak con
densidades y temperaturas tipicas de 5 1013 em3y 1 Ke respectivamente [Milora S. L. (1981)].
La temperatura y densidad del plasma se calcutan por medio de 1as expresiones (YI-7), y en la
figura se muestran sus valores adimensionalizados con los corespondientes al infinito: v= ning
yB8=Te! Ty
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Perfiles de densidad y ternperatura adimensionales obtenidos con el
formalismo de este capitulo para las condiciones del experimento ISX-B

Los perfiles de ternperatura concuerdan muy blen con los dados por Mayer, no asf los de
densidad, que presentan una disminucién mucho mas abrupta que la reportada. Esto podria
explicar mediclones sobre ¢! mismo experimento que muestran densidades akas sdlo en las
proximidades del sélido, en tanto que fa extension de la nube fra se sigue aproximando blen
por la descripeidn de Mayer. Observaclones astrondmicas parecen indicar un resultado similar
en el caso de la evaporacion de nubes frias [Ballet J., Armaud M. y Rothenflug (1986)).
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En la figura [¥-3 se muestra el paitil del flujo de calor adimensionalizado con el fiujo lbre
maximo al Infinko, junto con el coclente entre el flujo de calor y el cotrespondiente de Sphzer,
para las condiciones del experimento ISX-B.



1\

alQ o

- vy ———py
1 10 100
n
Figura IV-3

Flujo de cakr y relacidon entre el flujo de cakor y el comespondiente
de Spizer para las condiciones del experimento ISX-B

Notese que el flujo tmico es siempre una fraccion del flujo clasico, menor que 0,28. Un
grafico muy ilustrativo a este respecto es ¢l mostrado en I figura IY-4 donde se muestra el
cociente entre el flujo térmico de Spizer y el flujo dado por el formalismo de este capitulo, como
funcidn del cociente entre el camino libre medio térmico local y la escala local de variacidn de

la temperatura.
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Relacion enlre el fiujo de calory el correspondiente de Spizer como funcidn
del cociente entre el camino libre medio témico y la escala local de variacidn
de la temperatira, para las condiclones del experimento ISX-B

La funcién de prueba (iv-1) sdlo es aplicable en los casos muy poco colisionales como
el del ISX-B, donde el cociente entre ef camino libre medio térmico en el plasma ambierte y ¢l
radio de la microesfera vale Apirs=4 10 411 . A modo de ejemplo considérense los perfiles de
temperatura y densidad para un caso mas colisional donde Atfrg=4 10 -1 comrespondients a
un plasma de vidrio (Z = 7, A » 14). Usando el formalismo desamoliado en el capitulo I, con un
valor de €= 0,08, resultan los perfiles mostrados en ta figwa V-5 (lineas con simbolos) junto
con los obtenidos con el método de momentos (lineas simples).
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Perfiles de densidad y temperatura adimensionales obtenidos con el formalismo
de este capitulo (lineas), y con el formalismo del capitulo Il (lineas con simbolos),
paraelcaso enque Atirg=04yZ=7 A=14

La marcada diferencia enlre s distintos pertiles Indica que la funcion (Iv-1) no se
adapta a los casos muy colisionales, como era de esperarse. Sin embargo, la tasa de ablacidn
resula razonablemente bien descripta por ambos modelos. En efecto, 1a tasa de ablacidn de

masa se escribe
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s 142
dm3 n4nmi I\nuTfJ
at 4 w/2nmc

por lo que puede tomarse a K como una tasa de ablacidn adimensional. El valor de K
correspondiente al ejemplo mostrado en fa figura IY-5 es K = 0,2816; el que resulta de aplicar el
formalismo del capitulo Il con € = 0,08 es Ky, = 0,4514 (diferencla del 46 %). Sl se hublese
usado €= 0.1 serfa Ky, = 0,3275, que da una diferencia del 15 %.

De esta manera, el formalismo presentado en este capiulo es aplicable a las situaciones
muy poco colisionales comunes en las experiencias de realimentacién de combustble en
maquinas toroidales, no tratables por teorias locales. Tanto fas tasas de ablacion como los
perfiles de temperatura reproducen bien las observaciones experimentales; el perfil de
densidad, sin embargo, parece decaer demasiado abruptamente al alejarse de la superficie de!
sdlido. Este Glimo efecto es debldo a que el movimiento idnico no es tratado en forma
satisfactoria al tener que despreciarse el campo elécirico y, por o visto mas arba, sdlo es
subsanable eligiendo funciones de prueba diferentes de fa (I¥-1), o que complica

enomemente el formalismo sin agregar mejoras substanciales.
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usio

Elfin de este rabajo fue la obtencién de un formallsmo Utll para tratar el transporte de
energia en plasmas con fuertes gradientes de temperatura. La dificukiad esencial es que, en
principio, el problema requiere un tratamiento completamente cinético. Dadas las dificultades
Inherentes a utllizar tal batarmlento én cada problerma particular, se busca éntonces oblener

soluciones mas o menos generales o la ecuacion cinética, validas en el régimen estudiado.

En el capkulo Il de este rabajo, dichas soluciones generales se han encontrado, en el
caso de plasmas planos unidimensionales, para el rango de energias de interés en ¢l calculo
del flujo témnico. Otros autores han obtenido soluciones analiticas de este tipo, pero validas
solamente en el limite Z - « [ver, por ejemplo, Abriton et al (1986)], de hecho, como se
desprende de la comparacion con los resulkados del capiulo I, el témino de pérdida de
energia despreciado para obtener estas soluciones, sigue siendo importante aun para Z tan alto
como 10. En paralelo con esto, se ha moslrado que el uso de sdlo los dos primeros téminos def
desammolio de la funcidn de distrbucidn en polinomios de Legendre, estd |ustificado aun en
plasmas de Z = 1, cuando los gradientes de temperatra no son demaslado Intensos AqfT
|dTdx| < 0,3. La inclusion de la segunda anisolropia, por obro lado, se redujo a la integracion de
una ecuacion diferercial ordinaria, de la cual se obluvo la generalizacidn del formalismo

anteriorenelcasoZ~ 1.

Como aporte adicional, al final del capitulo lll se incluyd en el formalismo la existercia de
contornos espaciales comespondientss a una interfase plasma-vacio. La inclusién ae
condiciones de contorno generales puede lograse de manéra similar a fa usada por Fernandez-
Feria R, Sanmartin J. R. y Ramirez J. (1990), y es objeto de un trabajo futuro.
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La generalizacidn de todo este formalismo a problemas con simetria cilindrica o esférica,
¢ a dimensiones espaciales mayores que uno no €S Inmediato, debldo a que no puede
eliminarse triviaimente la densidad ds particulas definlendo una variable auxiliar. El frmalismo
plano, sin embargo, puede utilizarse en problemas undimensionales cliindricos o esféricos,
slempre que la escala local d@ los gradientes macroscépicos sea pequefia comparada con ¢l
radio del punto considerado.

En el capitulo IY se desamolid un formalismo aplicable cuando los caminos Iibres medios
son comparables a las distanclas macroscdplcas caracteristicas, con el cual se batd el
problema de la evaporaclon de microesferas de combustble sdlido en plasmas de mdquinas
toroidales, obteniéndose una buena reproduccibn de observables experimentales, sin
necesidad de paramelros de ajuste como ks requeridos por los métodos tradicionales. Usando
diferentes funciones de prueba, puede emplearse ¢l formalismo para batar oo tipo de
problemas, tales como el transporte de calor en la corona dé plasmas generados por laser.
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