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EIrin de este trabajo es la obtención de un forrnalismo útil para tratar el problema del

transportede energia en plasmas con fuertes gradientes espaciales.

Elproblema del transporte de energía en plasmas muy inhomogéneos ha despertado

mucho interes en los últimosaños. La razón principal es que una buena determinación del rlujo

térmico es fundamental en muchas situaciones de la fisica taies como, por ejemplo, la fusión por

confinamiento inercial, la teoria de coronas estelares y de evaporación de residuos de

supernovas.

La complicación principal radica en que las aproximaciones difusivas para el flujo

térmico dejan de ser aplicables cuando los gradientes de las magnitudes macroscóplcas son

suficientemente fuertes. La longitud caracteristica con la que debe compararse la escala L

definida por dichos gradientes es el camino libre medio Ade las particulas que transportan la

energia, esencialmente electrones. Debido a que A.en un plasma depende muy fuertemente de

la energia de la partícula, se acostumbre tomar como camino libre medio característico el

correspondiente a la energia termica AT. De esta manera, puede declrse que las

aproximaciones di'uslvas, también llamadas locales, fallan cuando el cociente c a hr l L es

superiora cierto valor limite.Lo notable es que este es muy pequeño (cumsu10‘3 ll)y se alcanza

facilmente en situaciones tales como las mencionadas en e! párrafo anterior.

La expresión local del l‘lujotérmico en el caso de un plasma totalmente ionizado puede

escribirse q e c qlm,donde qlmes el valor del flujo libremáximo con'espondiente a una densidad

ne y a una temperatura Te electrónicas: qm = ne Te (Túl m¿)"2. De esta manera, cuando e > qm,



el flujoresulta en general sobrestimadoy la solución mas usual es limitarel valor de q a una

tracción de qm. Esta técnica de Imitación del flujo, y que es la mas popupar hoy dia en los

códigos de similación, no es muy correcta desde el punto de vista físico debido a que es

esenciarnente una solución local a un problema no local. En erecto, la no validez de las

aproximaciones difusivas se debe a que las partículas más importantes para el transporte

térmico tienen energias 4-5 veces mayores que las térmicas y, consecuentemente, caminos

libres medios muy grandes por lo que, en situaciones de gradientes fuertes, contribuyen en

forma no local al l'luJode calor.

Las alternativas son en general muy complcadas debido a que la única manera

satisfactoria de atacar el problema es resolver la ecuación cinética que describe la función de

distribuciónelectrónica y calcular entonces el rlulotérmico. Las soluciones en l'orrnaanaitlca de

dicha ecuación son en general posbles sólo si los gradientes de temperatura son suaves, en

cuyo caso conducen a las expresiones dl‘usivas clásicas; cuando los gradientes son fuertes ei

problema debe en general atacaise numericamente.

La gran cantidad de estudios numéricosrealizada en los últimosaños

comprender más profundamente el mecanismo del transporte térmico en tales condiciones y

pos'bllitó ciertas aproximaciones analltlcas útiles. Las ideas claves en dichas aproxrnaciones

son las siguientes:

l) EIrlujotérmico se debe sustancialmente a electrones muy energéticos, de energias 4-5

veces superiores a la energias tém'ilca.Esto posblllta aproximar los operadores de colisión de

la ecuación cinética por expresiones mas dóclles al tratamiento analltlco.



ll) Si la funciónde distribuciónse desarrolla en tennino de las autolunciones del operador

de colisiones disperslvo (colisiones elecn'ón-ion y electrón-electrón dlspersivas), muy pocos

terminos de este desarrollo, entre dos y tres generalmente, son suficientes para una buena

descripción del flujo térmico. Con esto es posible reducir e! numero de variables

independientes.

iii) Loesenciui en el desarrollo mencionado en ii)es que la parte isótropa de le función de

distribución (coeficiente de la autorunción de autovalor cero del operador de colisiones

dlspersivo) se aparta inertemente de la función maxweiiiana local en el rango de energias

correspondiente al transporte termico. Esce punto Juntocon el anterior indican que ei electo de

las lnri-smogeneidades espaciales en piasmas Stricienternente coiisionalgs, no es tanto el de

inducir anisotropias de orden elevado sino más bien el de modificar la.norma funcional de ies

anisoiropias bajas y de la parte isoiropa en la.zona de altas energias.

Estas ideas han posibilitado recientemente algunas aproximaciones analiticas

promotedoras; todas elias resultan en expresiones del flujo termico no locales, en las que la

contribución a un dado punto del Gapafik)proviene (le zonas distantes varios caminos libres

medios. Estas aproximaciones en general tienen e! problema de no ser aplicables a plasmas de

bajo número de carga atómico Z, debido a que una.de las aproximaciones l‘undamermles es

establecer una jerarquía bien diferenciada entre las colisiones electrón-ion y elecuón-elech'ón.

El programa de este tmbaio es entonces el siguiente: en oi capitulo i se obtiene la

ecuación cinética apromeda teniendo en cuenta los puntos l)-iii) y se tratan en ¡'Oi'n'ii).

cualitativaalgunos conceptos relacionados.



En el capitqu II se obtienen soluciones cuasi-anaitlcas, usando el modelo de flujo

limitado,para el caso ideallzado de la ablación de un cuerpo sólido por un plasma caliente, que

introduce con un mod-eloconceptualmente sencillo el problema a estudiar, ademas de seni‘lrde

referencia en capitulos posteriores.

En el capitulo lllse obtiene, utilizando las ideas mencionadas en esta introduccióny en

el captulo l, un l‘ormalisrnono local para plasmas de Z arbilrario.

En el capitulo IVse desarrolla un ron'nalismo que permite alacar problemas muy poco

colisionales en los que el punto ll) no es aplicable debido a que los electos geométricos en

plasmas con caminos libresmedios muy grandes lnducen anisoiroplas de orden elevado en la

función de dislrlbución.



Mula

El problema del transporte de energia en plasmas requiere en general un Iïütíuitivi'tïo

puramente clnático, a partir del cual pueden obtenerse formulaciones adaptadas a los

diferentes regímenes. La ley de Spitzery Hárm [Spitzer L.y Hánn Fl.(1953)], por ejemplo, se

obtiene al resolver la ecuación cinética en el límitede gradientes de temperatura suaves. De

esta manera, para tratar la cuestión del transporte de calor en un plasma fuertemente

inhomogéneo, debe partirse de una ecuación cinética que descr’ba adecuadamente tal

régimen.

La ecuación cinética más popular en la física de plasmas es la de Fokker-Planck. La

razón es que una ecuación de este tipodescribe apropiadamente la evolución de la lunclón de

distribucióncuando las collsiones más tnportantes son las que producen deriexiones pequeñas

de la velocidad, como es el caso de un plasma. En todo este trabajo se considerará que el

plasma es totalmente ionizado y que los modos de oscilación colectivos del plasma se

encuean en su niveltermico(plasma quiescente). En tal caso la ecuación de Fokker-Planck

GS

_ -_. Exit: n' ..
. ‘rV + ¿N bes+ al (¡1)

donde Cae es el operador de colisiones electrón-electrón y Ca el correspondiente a

interacciones electrón-ion; F representa la fuerza electromagnética debida a los campos

macroscóplcos que actúan sobre ia partícula, en los casos de inter-éspara este trabajo r' es



debido solamente al campo eléctrico autoconsistente, esto es, generado por la distribuciónde

ias especies del plasma mismoy no mp uesto desde fuera.

Losoperadores de colisiónpueden escrbi'se para el caso de un plasma en la forma de

Landau, que puede ser deduclda del operador de colisiones de Boiizmannconsiderando que

las colisiones producen un cambio pequeño de la velocidad. Asi mismo, la ronna de este

operador puede deduclrse de primeros princpios por una gran variedad de caninos que

conducen todos a prácticamente los mismos resultados, una de las razones que acreditan la

validez de la ecuación de Fokker-Planck.Estas deducciones son ya clásicas y existe abundante

bbliografía al respecto por io que no se las repetirá aquí [ver, por ejemplo, Trubnkov B. A.

(1965), Shkarofsky l. 9., Johnston T. w.y Bachynski M. p. (1966),Wu Tal-You(1 ses), Liboi‘r'n. L.

y Fedeie J. a. (1957), Akhiezer A. |., Akhiezer l. Á., Poiovin, SiteuKo y Stepamv (1975» sino

más bien se tomarán los resultados finales y se los trabajará a rin de obtener expresiones más

útilespara el presente trabajo.

Eloperadorde colisiones en la formade Landau se escrbe [BraglnskliS. i.(19t¡5)]

es=.__n_2"°3;:'wL I Upïdav'nz)

donde

Um = ¿(“2561! ' “is “1) 5 “v ‘ VÍ‘' Y.”

Debe entederse aqui suma sobre los índices griegos repetidos, en tanto que e y b representan

a las diferentes especies: electrones y diferentes iones. Los símboios e“, representan las



cargas eléctricas de las especies a, b y el ina“, es el logaritmode Couiomb para interacciones

de la especie a con ia b, para un plasma clasico es: A“, - rmi rm con rú-mai ¿lb (mtl +

mb)l(mumb«¡lia- vup) y rm a (4 n I n¡e¡2iT¡)"3;en estas fórmulas < > simboliza el promedio

sobre las funciones de dismbución de las dos partículas interactuantes, y la sumatoria se

extiende a todas las especies ' i ' cuya velocidad térmica vn -=-(T¡i ma”? sea mayor que (47“­

vbl2>)1l2'

Dado que la masa de ios iones es mucho mayor que ia de los electrones pueden

efectuarse algunas simpllricaciones en el termino de colisiones 0.5. En efecto, en una colisión

electrón-ion la velocidad relativa es prácticamente Igual a la dei electrón, por io que puede

hacerse un desarrollo de Up,alrededorde v‘a 0; la Integraciónrespecto de v' puede entonces

efectuarse explícitamente. De esta manera, en el sistema en que ios iones tienen velocidad

media nula, el operador Cd resulta tener una expresión sencilla que, despreciando terminos de

orden rn, i mLes

.Ifll.1-u.ï]C“ 2 av (Y v3 av

donde
2 .

Yei“¡mz efirmi
má

yel resto de los terminostiene la notaciónhabtuai, de aquíen más se escribirá e. - -e y e¡a Ze.

Nótese que la forma de la función de disk-bución iónlca no aparece en esta expresión, siii-asólo

su momento de orden cero, esto es, la densidad nwnérica de iones, por lo que, ai menos en la

aproximación de despreciar términos de orden me i m¡, esta forma del termino de colisiones



electrón-ion es valida para cualquier función de distribución iónica, mi el sistema en que los

iones tienen velocidad media nula. La (l-1)se escribia entonces en este sistema con lo cual,

despreciando términos de orden (m. l m0"? y suponiendo que la temperatura Iónlca no es

mucho mayor que la eleclrónlca, el primer miembro de dicha ecuación conserva la misma forma

donde v ahora es la velocidad electrónica relativa a la velocidad lónica media. En tal caso, si

puede considerarse que el plasma es neutro o estacionario, la corriente electrónica debe tener

divergencia nula que, en los sistemas unidimenslonales que se tratarán, se traduce

generalmente en ia nulidad de dicha corriente.

Suponiendo que la funciónde dlsiribucióndepende de una sola coordenada espacial x,

la dependencia en las variables independientes puede se expresada en la forma rra, v, p, t),

donde v es el modulo de ia veiocldady n el coseno dei ángulo que forma ésta con el ele x. En

estos casos, el operador Celse expresa en terminosde la variable p como

Yu a ar

ca-—"l—[(i- 2)—]2v3 ail n 611

El operador de colisiones electrón-electrón, por otro lado, no tlvfle una expresión tan

sencilla, para veria en la lonna que se aplicará más adelante, considérese nuevamente el caso

espacialmente unidimensional. La función de distribución puede desarrollarse en polinomios

de Legendre de la variable 11.Enel caso general en que fdepende de más de una coordenada

espacial y, por io tanto, debe tenerse en cuenta también la coordenada angular azirnuial

alrededor de x en ei espacio de velocidades, el desarrollo es más complicadoy esta dado en

términos de las funciones annónlcas esféricas y que puede verse, por ejemplo, en el libro

clasico de Shkarolsky et al. arriba citado. En todo este trabajo, sin errbargo, se considerarán



situaciones de alla simetría en las que solo interviene una coordenada espacial y que por ¡o

tanto admiten un desarrollo de la runclón de distribución en polinomios de Legendre de la forma

mm - Í Mmmm (F3)
a - 0

En la! caso, reemplazando (I-3) en (l-2) los dos pr'meros ténninos del desarrollo de Cea en

polinomiosde Legende resultan ser

o _Y-e 3 o o o cï'u
owíïí 3fol0+v(l2+J_¡)í]

2 x
1 en o o oh f 0 0 0

¿zen-31;no?+J_¡)+íb(íY_-vl)(3nu-Iz+2J_,)+

2 _
3 f0 I l 0'50 I 1 1

+ +3; *J_2)+Év—2—(‘3 +S 4'

donde



Comopuede verse, estas expresiones son lo suficientemente complicadas para imped‘r

un tratamiento analtico a menos que se efectúen algunas simplificaciones. Para empezar, se

utilizaráei hecho que los electrones más 'mportantes para el fenómeno de transporte son los de

altas energias, de aprox'madamente 4-5 veces la energia térmica en gradientes moderados

[Lucianl J. F. (1985)], 6-7 veces dicha energia en gradientes más fuertes [Sani'naltÍn J. Fl,

Ramirez J. y Fernández-Feria Fi.(1990)]. En tal caso, en las integrales Ip“puede extenderse ei

limitede integración hasta w y, además, despreciarse ia contribución de las integrales JB“. Los

coeficientes del desarrollo del operador de colisiones se escriben entonces

humilmenfl)es yz ev Vav

things Mil na)C“ Ya [1+ Y? “fnvav

donde

,.DE 4“ rov4dv (l-4)
ng 0

Alescrib'r estas expresiones se han despreciado además los terminos de orden (v1 l v)2

y superiores, donde vTes la velocidad termica definida porvï a (Te l m9,)“2 , y los terminos con

I¡‘ y lg‘ que pueden escribirse como



ü
.1 50

¡323-351 r1v5dv-m Yau e

Dado que ei flujode partículas J y el de energía O están iimiiadosauna fracciónde sus miores

máximos nevTy nemmï‘ respectivamente, se ve que para energías altas ¡3‘ es efectivamente

despreciable. Elvalorde ¡1‘si bien es pequeño puede no serdespreciabie, sin embargo, corno

se resolverá ia ecuación cinéticaen el sistema en que los iones se encuentran en reposo, J es

directamente proporcional a la corriente eiecirica ia cual, en los sistemas estacionados y

unidirnensionaies que se estudiarán, debe ser cero si no se entrega corriente a través de ios

contornos.

De esta manera, si en el desarrollo de ia función de disu'ibución (i-3) pueden

despreciarse los términossuperiores al segundo, agrupando ténninos resulta

(¡enMi-L3- [Ü412)%]+%(r+llïiy? izvap Vavi

coniocual

.-=Y"ei - 2 ii Luigi QE) .Cee+Cei2v3¿p[(1il)a“* v2 ¿”may (¡5)

donde se na definido

Y' 411.6“ [Mai + "¡Ace!
6

ll



y se ha supuesto cuasineutralldacl nn e Z n¡.Aunque aqui se ha supuesto un desarrollo en

polinomios de Legendre con sólo dos témlinos para deducir la forma del término de colisiones

elecuón-elecirón en (l-S), esta expresión es válida en general en el limitede altas energias

cualquiera sea la forma def, como puede verse en el libro de Akhiezer et al (1975). Por otro

lado, Luciani .J. F. (1985) muestra que (l-S) es correcta aun en el caso de fuertes gradientes

espaciales, como los que interesan en este trabajo, en el que la escala definida por éstos es

comparable al camino libre medio electrónico, siempre que éste sea mucho mayor que la

longitud de Debye.

Eltérminode colisiones (l-S)se acostimbra escribi

.¿L -2Lei unir
C°°+C°' ya Bu [(1 ’l )3}1 y23Y+y23y2 (“3)

donde Di E Y nel 2, es el llamado coeficiente de dispersión perpendicular, C a Y" ne, es el de

fricción dinámica y Dua Y.° n, D, el de dispersión paralela. Esta expresión así definida no

contiene suposiciones sobre la foma funcional de la r, esto es, es válida por ejemplo para

funciones de distribución cuya parte isóh'opa es no maxwelliana, que son justamente las de

n'iayorinterés para este trabajo.

La expresión (i-S),o su equivalente (l-G),es la que se usará en todo este lrabajo. En ella

aparece el coeficiente D definido por (l-4); nótese que en el sistema en que está escrito el

término de colisiones es D = VTZ.Esto dice en particular que la función de distribución

maxwelllana anula idénticamente el operadorde colisiones (l-G),loque no es trivialen vi'tud de

las slrnplir'icaciones hechas.



Otra cuestión interesante de notar, y que sera muy útilen capkulos posteriores, es que

para particulas muy energéticas, con velocidades grandes comparadas con la velocidad

termica, el termino más importante en (l-G)es el de fricción dinámica, que es de orden (v l v1)2

respecto de los de dispersión, con locual el terminode colisiones depende sólo de la densidad

localdel plasma, cualquiera sea la l‘unclónde dlslrbuclón de este. De esta manera, el termino

de colisiones puede considerarse lineal para las particulas de energias altas comparadas con

la energía térmica. Esta última afirmación expresa el hecho que ias partículas muy

supraténnicas son pocas comparadas con las que determinan los momentos hidrodinámicos

más bajos: densidad y temperatwa.

. I “la.

La ecuación cinética (i-1) con el termino de colisiones de Landau o sus formas

aproxmadas (l-S) y (l-B)es en general muy di‘ícilde resolver aun en problemas altamente

sirnplirlcados como, por ejemplo, problemas planos y unidi'nensionales en los cuales debe

recwrirse en general a soluciones numéricas. Para las situaciones de interes práctico, sin

embargo, dichas soluciones numéricas son muyexigentes en recursos de cómputo y se recurre

por lo tanto a una descripción de tipo riuido. Esta puede obtenerse, como es ya clásico, a partir

de ia misma ecuación (i-1)tomando momentos apropiados en el espacio de velocidades. Dicha

serle de momentos conduce a un conjunto de infinitasecuaciones diferenciales acopladas que

dependen sólo de las variables espaciales y del tiempo y que es totalmente equivalente a la

ecuación cinética misma. La resolución efectiva del problema requiere cortar el conjunto de

ecuaciones a un número finitoy considerar sólo los primeros momentos; como estos resultan

acoplados con momentos más elevados, se requiere alguna aproximaciónpara estos últimos.



Engeneral, las ecuaciones de fluidose escriben de la forma

¿EW-(puro

¿(“0+9 -(puu+ñ)-F

ip(¡+ug)+v ‘pu(a+ng-)+u'ñ+0 mw
¿t 2 2

donde p es ia densidad de masa, u ia velocidad del fluido; la densidad de energia interna; F

es la densidad de fuerzas de volumen y W la densidad de energia ganada por el medio por

unidad de tiempo. Salvo casos iirnitesen los que puede entrar a pesar ia viscosidad iónlca, y

que no son de interés en este trabajo, el tensor de tensiones P puede aproximarse por 2la c l

De esta manera, para poder cerrar el sistema de ecuaciones debe relacionarse ei vector flujo

de calor 0 con p, uy e. En principioésto puede no ser posible dado que, en general, los

coeficientes de la ecuación cinética dependen de diferentes momentos de ia función de

dislr‘bución no reducibies a los que determinan p, u y e. Sin embargo, el hecho que ei

transpone térmicosea gobernado por ioselectrones de alta energia permite reducir ia ecuación

cinética a una formadeterminada precisamente por estos momentos, como se viomas arriba.

De esta manera, la aproximación para el i'iuiode calor se puede obtener luego de

resolver analiticamente la ecuación cinética, calculando en forma expllclia dicho riujo. Las

soluciones analkicas de la ecuación cinética en condiciones más o menos arbitrarias sólo son

posibles en general si ia función de dislrbución no se aparta sensiblemente de la función

maxwelliana local, siendo uno de los métodos más populares ei de ChapmanEnskog



[Chapman s.y Cowilng T.G. (1958)].Otros métodos como el de Grad [Grad H. (1953), Fechner

W. B. y Mayer F. J. (1984-), Boyd T. J. M, Londsdaie L. D. y Sanderson J. J. (1938)] que no

presuponen un cuasiequiliono local conducen a ecuaciones fluidas más complicadas y ia

corrección que aportan no es significativapara los piasmas de Interés y, ademas, no tienden a

ios valores correctos en el caso de gradientes suaves [LucianiJ. F.(l 985)]o fallan al explicar ia

inhibición del rluio térmico [Boyd TiJ. M, Londsdale L. D.y Sanderson J. J. (1988)].

EImetodo propuesto por Chapman y Endtog para gases y utilizadopor muchos autores

para ei caso de plasmas, valido cuando los gradientes de ias magnitudes macroscópicas son

pequeños, consiste en una expansión de ia función de distribución en temiinos de un

parámetro pequeño e que es típicamente el cociente entre ei camino libre medio de ias

partículasy la escala de los gradientes macroscópicos. La ecuación (i-1)se resuelve entonces

en formaconsistente para cada orden a", suponiendo además que l‘depende del tiempo sólo a

través de ia dependencia en el Uempo de ia densidad, la temperatura y otras posibles

magnitudes macroscopicas. Ladependencia terrporai de estas magnitudes para cada orden a"

se supone dada por ias ecuaciones obtenidas de ia soluciónde r para el orden anterior d“. Sl

bien en teoria ia solución puede obtenerse al orden de aproxinaclón deseado, es muy difícil

obtener soluciones más allá del orden 1, además se na visto que ia expansión propuesta es

sólo aslntótica y que, por lo tanto, cuando ia prknera aproximación no es suficiente, el cálculo

de aproximaciones mayores no está justificado [Luciani J. F. (1985)].

Como se menciono, ias aproximaciones indicadas son válidas sólo si ia función de

distribución es muy próxima a la de equilibrio local; las condiciones para que esto suceda

pueden ciarificarseconsiderando lo siguiente. Un sistema descr'pto por una ecuación como la

de Fokker-Pianck alcanza el equilibrio a través de ias colisiones, la efectividad de las mismas
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puede medirse en términos del camino libremedio, por ejemplo, de detlexión perpendicular la

= (m, Y2)2l 2a e4 (Z2 n,-Inad + ne IM“). Este, y en general todos los camlnos libres medios

deterrnlnados por colisiones de Coulorrb, aumenta aproximadamente con el cuadrado de la

energla de la partícula, de esta manera, los electrones de alta energla que tlenen caminos

libres medios comparables a la distancia Ldefinida por los gradientes macroscoplcos pueden

llegar,sin pérdida apreciable de su energía, a zonas del plasma con propledades medias muy

diferentes de la zona de donde proceden. Es claro entonces que en la zona de alta energía las

collslones no son lo sulclentemente electivas para product un equlllbrlo local y que la

importanciarelativaque puede tener esta poblaclón no tennallzada de alta energía depende de

como se compara Lcon algún camino ¡bre medlo tlplco,que puede ser el correspondlente a los

electrones de energia lgual a la terrnlca AT.Llamando ce ATl L,se ve entonces que cuanto más

pequeño es e, tanto mayores la energía por enc’ma de la cual los electrones no se termalizan

localmente y, por lo tanto, menor la fracción de los mismos y también menor su importancia

relativa. Los métodos que presuponen un apartamiento pequeño respecto del equilibrio local

son entonces aplicables en el ltnite e -> 0.

Wim
A partir de un cierto valor de e la l‘racclon no termallzada de electrones puede ser

importante.Dado que el flujode calor se debe sustanclamente a electrones de energias 4-5

veces mayores que la termica, la expresión de Spltzery Harm plerde valldez cuando el camino

lbre mele de estos electrones es comparable a la escala de variaciónde la temperatura: A4-57

= 16-25 AT»-L,o sea, es 510 '2. Un estudio más culdadoso como el desarrollo a orden tres del

método de Chapman y Enskog, conduce al Iímte todavía más estricto de e a: 3 10 ’3. Este valor



se alcanza muyfácilmenteen losplasmas generados por lásery en muchos plasmas de interés

astrorisicocomo el de las coronas edeiares y el correspondiente a los residuos de supernovas.

La solución estricta es entonces ei tratamiento completamente cinétlco dei problema; sin

embargo, los desarrollos previos muestran que en algunas situaciones es posible una

aproximación alternativa mucho más viable. En electo, sl el lluio de calor está determinado

básicamente porparticulas muy supratérmicas, el término de colisiones en la ecuación (l-1)es

el (I-B).Alresolver la ecuación cinética en este limitese puede obtener entonces una buena

aproximación para el rluio térmico.

Estas situaciones, que se cuariti‘icaran más adelante, pueden denominarse cuasi­

hldrodinámlcas, en el sentido que ias magnitudes hidrodinamlcas locales determinan los

coeficientes de la ecuación cinética. El flujo de calor resultante sera entonces una funcional

más o menos complicada de estas rnagntudes. Esto es, en esencia, la idea del metodo de

Chaprnan—Enskog;las expresiones no iocaies representan ia suma de infinitos términos de

dicho desan‘ollo que serian divergentes en el límite de gradientes de temperatura fuertes

[Luciani J. F. (1985)].

Contodas estas consideraciones en años recientes se atacó el problema del transporte

térmicobajo gradientes fuertes de terrperatura esencialmente con dos tratamientos distintos. El

propuesto por Luciani J. F.,Mora P. y Pellat Fi.(1985), Luciani J. F. y Mora P. (1986) y Bendib A,

LucianiJ. F.y Matte J. P. (1988), consiste en separar la ecuación (l-i) en dos términos distintos,

uno que contiene el operador de transporte convectivo, el de dispersión perpendicular y una

aproximación al termino de fricción dinámica electrónica por un lado; todo este termino se

identificacon un operador de transporte coilsional que actúa sobre l'. Por otro lado, el resto de



los términos, a saber : el de carrpo eléctrico y el de dispersión paralela se agrupan en un

término considerado como “fuente'. Las propiedades del operador de transporte coilsionai

definido permiten su inversión formalen forma exacta con loque la solución resulta al aplicar la

Inversade este operador al términode ruente. Porsupuesto, ia fuente debe caicuiarse en roma

consistente por loque ei proceso se vuelve iterativo.Las ventajas son que las propiedades del

operador de difusiónperpendicular permten lograr aproximaciones analiticas muy buenas de

ia inversa del operador de transporte coiisionai, y que ei proceso iterativo es rapidamente

convergente. En paralelo con este cálculo, Lucianietal proponen una fórmulaempírica no local

para evaluar el flujo de calor, que obtiene al ajustar los resultados de su método. Si bien el

método propuesto es bastante general, en el fondo es más bien un método alternativo de

resolución de la ecuación cinética y no tanto uno que permita evaluar en forma segura y d'recta

el flujo de calor.

El otro método esta más bien orientado al cálculo directo del riujo de calor y rue

propuesto por AibrittonJ. R, Williams E. A, Bernstein i. B.y Swan: K. P. (1986). Consiste en

resolver analiticamente la ecuación (i—1)iineaiizada en ei limite de altas energias y con ia

aproximación adicional de considerar un ni’merode carga iónica Z alto. La solución en tai caso

puede obtenerse analiticamente con ioque resula una expresión explicitapara el flujode calor

en términos de los perfiles de temperatura y densidad que estan en buen acuerdo con

simulaciones nmnéricas más desarrolladas [Abrliton J. Fi.(1983)]. EI incoveniente es que este

i’ormalismoes aplicable sólo en el iírnte de Z elevado.

Debe considerarse, además, que las aproximaciones de Lucianiet al y de Abritton et al

son válidas bajo condiciones cuasi-estacionarias, definidas como aquellas en que las variables

macroscópicas varian poco en los tierrpos típicos de colisión. Como prueba Luciani [Luci-aniJ.



F. (1985)], esta aproximación es conecm cuando no existen campos externos rápidamente

variables, debldo a que el tlempo en que varían los perfiles hldrodlnámlcoses largo comparado

Con el tiempo de difusión en las distancias de Interés (unos pocos caminos llbres medios

térmlcos)de los elecuones energétlcos responsables del transporte de calor.

En el capítulo lllde este caballo se seguirá un metodo análogo al de Albrlltonetal y se

obtendrá una soluclón analltlca para el caso de Z arbharlo y las expreslones consecuentes

para el flujode calory del campo eléctrlcoautoconslstente.

esarrol en oinomi Sd endr

Una de las smoslclones fundamentales es que el desarrollo de la función de

distribuclón en pollnomlos de Legendre es rápldamente convergente y que, por lo tanto, unos

pocos términos de dicho desarrollo son una aproximaclón surlclentemente buena. Sl tal

suposlclón está o no fundamentada puede esclarecerse por lo slgulente. Sl PnOL)es el

pollnomiode Legendre de orden n,entonces

i - 2fi .­
¿y [(1 u l ay] Mmmm»)

por lo tanto, para cada uno de los coeñclentes del desarrollo (¡-2), la acción del operador de

dlspersión perpendicularse taduce en un términode la forma

-n(n+1)Ï—"-‘irn
2v3
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De esta manera, cada anisoiropia rn tiene un tiempo característico de decainiento debido a

colisiones eieclrón-iony electrón-e ieciróndlspersivas dado por

mgvï“

2rm(l'i+1)e“(22 mmm +ne InAee)
(¡'7)

Esta expresión indicados aspectos interesarte-s; por un lado, que ei efecto isoiropizador de las

colisiones electrón-ion crece con Z y, por olro lado, que las distintas anisotropías decaen tanto

más rapidamente cuanto más alto es su orden (en particuiar,el tiempo de decimiento de f2es 3

veces Inlerioral de r1). Este últimoelecto comite con el debido a los terminos de transporte y

de dispersión paralela y friccióndinámica electónicos que tienden en general a establecer ias

diferentes anisoiropías.

Cuál de todos los efectos es el determinante depende de cada problema, por lo que ia

determinación de los I'rnitesdentro de los cuales vale un desarrollo de pocos términos requiere

un estudio más cuidadoso. No se pretende aqui hacer una descripción detallada de este

estudio que puede encontrarse en Lucianietai(1985) sino simplemente hacer un resumen muy

breve del mismo. Todo se reduce al estudio del operador de transporte colisional mencionado

arrba, ei mismo resulta de la ecuación cinética (I-l) con el operador de colisiones (l-G)para el

caso esücionario y espaciaimente unid'mensional

yï-PQEÏ-MÏ_¡QJ_L[(1-F2)Á]+_C__Ï+91Ñ (¡.3)ax m av mv an 9361.1 eu VZÜY yzífi

que, reordenando los términos,se escribe
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TU) = Sii)

donde

-- óf D a (Ï afTn. Y_.-_.L._ 1- 2 _ -_Q._
(' Jl 6X y3 6p Jl ) 6p] yZ ¿Y

m ¿Y mv ¿ji y23v2

Lucianietal mueslran que la transformada de Fourier respecto de x del operador de transporte

collslonal T(con una aproximación I‘enomenológlcapara el termino de fricción dinámica: C l v3

ari av- - yr) puede ser invertidoen formaexacta. Llamando G a T ", el espectro de G presenta

una rama que domina el transporte para gradientes de temperatura de pequeños a moderados:

c < 2 10'2, esto es, gradientes 10 veces superiores a los permitidos para la aproximación de

Spllzer. Esta rama es la que corresponde a la aproxrnaolón cuasi-hidrodlnámlca en la que los

coeficientes del termino collslonal están definidos por los valores locales de densidad y

temperatura. Las otras ramas del espectro, que son las correspondientes al comportamiento

completamente clnétlco,sólo Intervienenen el caso de gradientes mayores.

Lomás interesante para el presente trabajo es que la rama cuasi-hidrodinámica resulta

muy bien descripta por los pr'meros dos o lres términos del desarrollo en polinomios de

Legend'e (el tomar más terminos no modifica el espe-Ciroen forma apreciable en la zona

correspondiente a esta rama).
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En realidad, el límite determinado por Lucianl (e < 2 10'2 ) es algo conservador;

estimaciones de Kishimotoetal [KishimotoY.,Mima K.y Haines MG. (1988)] elevan este límite

en un orden de magnitud (e < 10" ). Una estimación adicional puede hacerse a paitir de la

expresión (l-B).En erecto, Introduclendo el desarrollo (I-2)en (I-B),el primer miembro de esta se

escribe

va_r_peEar_eE(1-p2)ar=
ax mav mv ¿y

- _I-s_E_¡ ¡+1 I

¡:20{ 3* m 3* 21*1p""+2i+1p'4h+

¿EN? .p)¡_,mv 2|+1 |+| I-I

De las simulaciones numéricas [BellA. n, Evans n. G.y Nicholas o. J. (1981),Maite J. p.

yVinnont J. (1982)]resulta que los tenninos de carmo eiécirico son del mismo orden que el de

gradiente espacial. Es claro entonces que las anisotropías se establecen en distancias del

orden de ia escala de los gradientes macroscópicos L, de manera que las anisotropías que,

para la energia de interés, tienen caminos de isotropizeción V‘t[r es el dado por (#7)] menores

que Lson efectivamente pequeñas. Si ias partículas de interés son las de energías 5-6 veces

superiores a la térmica, la condición para despreciar la anisoiropía I resulta ser

l(l+1)
8‘ 30
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Para i- 2 esto equivale a c< 0,2. Poroiro lado, las simulaciones numéricas [MaiteJ. P. y

VinnontJ. (1982)]muestran en general que aun en casos con caminos Ibias medios superiores

a las escalas macroscópicas (c> 1), ei nulo de cakx resulta razonablemente determinado (con

un error de aprox'madamente el 20 %) con sólo los dos primeros términos del desarrollo en

polinomios de Legendre.



capitulo I|

06' I” OÍ

En este capítulo se presenta el problema de la ablación de un objeto sólido que está

inmerso en un plasma caliente. El interés práctico de esta configuración esa dado por su

aplicación a ias técnicas de real‘mentación de combustible en máquinas de alto ¡3[Gralnlck S.

L. (19'13), Parks P. B, Turnbull Ft.J. y Foster C. A. (1977), Milora S. L. (1981) y Chang C. T.

(1983)],y la descripción de ia evaporación de residuos de supernovas [Cowie C. L. y McKee C.

F. (1977), McKee C. F. y Cowie C. L. (1977), Elaibus S. A. y McKee C. F. (1982), Giuliani J. L.

(1984)]. Por otro lado, esta situación es especialmente apta para Introducirel fenómeno de

interés para este trabajo, debido a que a pesar de su relativa sencillez involucra todos ios

efectos que se quieren estudiar: el transporte de energía en configwaciones con gradientes

abruptosy la hidrodinámica involucrada.

A rin de estudiar las caracteristicas esenciales del fenómeno se utilizara un modelo de

transporte térmico con ¡imitadorde flujo[Max C. E, McKee C. F. yMead W. C. (1980)]. Sl bien

este últimono es satisfactorio desde el punto de vista fisico,es ia extensión más semilla posible

del transporte clásico de Spitzery es también Ia tecnica más popular en ia actualidad en los

códigos de simulación. Por otro tado, el modelo con riujo clásico limitado tiene la ventaia de

permitir soluciones cuasi-analitlcas, que son ias que se obtendrán en este captuio para un

problema estacionario y unidimensional con simetría esférica y que seran útiles a rin de

comparar con OÜ'OSmodelos en CQPÏUIOSposteriores.

Elproblema a estudiar es entonces el siguiente: cuando un objeto sólido es sumergido

en un plasma caliente, ios impactos de ios electrones e iones de éste Calientan, disocian e
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ionizan el material cercano a la superficie. Se forma asi la denominada corona que rodea al

objeto. Esta corona puede estar l'ormada por un gas caliente débilmente ionizado o por un

plasma. Se estudiará aquí el caso de que sea un plasma y se considerará que el objeto y la

corona formada tienen simetría esférica, y que el sistema es estacionario. Esta última hipótesis

puede justificarse por lo siguiente: el problema real es estrictamente no estacionario; sin

embargo, dado que la densidad del objeto sólido es mucho mayor que la del plasma que lo

rodea, la velocidad de retroceso de la superficie debido a la ablación del material, es mucho

menor que las velocidades del flujo de materia evaporada. De esta manera, la evolución del

sistema sigue en formacuasi-estacionaria la posición de la superficie, ajustando los parámelros

del rlujoal valor instantáneo de dicha posición. Cuantitativamente, el tiempo que emplea una

partícula de rIuldoemitida por la superficie para recorrer Ia zona de Interés del rlujo debe ser

mucho me nor que el tiempo tipico de retroceso de la super ricie.

En tales condiciones las ecuaciones que describen el estado de la corona son [Sanz J.,

Liñan A., Rodríguez M.y Sanrnartln J. R.(1981)j:

n y f2 a:p ("-1-3)

n dv d n

niïvdï--E(nTe+ïT¡) (||-1-b)

Tï?‘ do.
1 _e_gli 2 ­anedr In n r2 d'_(r q dt (Il-1c)



_yT:-_ [ri-n- a: .— (¡H-d)

donde m¡es la masa lónica, n la densidad numérica de electrones, v la velocidad hidrodinámlca

del plasma, Te y T¡las temperaturas electrónlcay lónlca respectivamente. La constante u es

proporcional a la masa evaporada por unidad de tiempo (= 4a, m¡p l 2),.dOgldt es la energia

cedida por los electrones a los iones por unidad de tiempo y de volumen, y q es el r'lujode calor.

Ai escribir estas ecuaciones se ha supuesto cuasineulralidad (zm a ne = n) v se han

despreciado la viscosidad y procesos inelásticos como ionización y radiación. Con el objeto de

simplificar aún más el problema se estudiará el límite de alto Z, que permite despreciar el

término de T¡en la segunda ecuacion y el de doojldt en la tercera. En el caso de Z arbilrarlo, el

tener que considerar la ecuación para la temperatura Iónicacomplica el lratamlento sin agregar

cambios cualitativos [ven por ejemplq Sanz J. y Sanmartín J. H. (1983) para el caso de

mlcroesferas de Zarbitrarioevaporadas por láser]

Llamando r. al radio instantáneo del sólidoy usando el sublndice «-para designar a las

variables del plasma lejos del solido, las condiciones de contorno seran:

c.1) v(r3) = U

c2) Tem) = U

c3) (10's)= U

c4) n(r -> w) = n..

c5) Te(r —>oo)= T...



c.6)v(r->»)= o

Habiéndose desacoplado la temperatura iónica de las ecuaciones, usando ia prrnera

ecuación para despejar n y ias condiciones c1) , c2) y c3), resuua el sistema

-l11 2. ¿Lala .3
2m¡v ZT°(r Ta dr 1 m2 (Il-Z-a)

’s 1

p‘ïZTe'rïmin :qu2 (Ii-2-b)

A r'inde modelar el flujo de calor se utilizará la expresión ¡Draine B. T. y Giuliani J. L.

(1984)]

qsh

ql}
qsal

q:
1+

que empalma con continuidad ios regímenes de gradientes de temperatura suaves en ios que

vale la expresión clásica de Spiizer y Hárm q - q,“ - K Tem dT. i dr, con el regimen de

gradiente abrupto en ei que el flujose supone saturado en un valor qm = 3 i 1De me n (Te i me)

3’2. En estas últimasexpresiones, Kes prácticamente constante (depende de r muy débilmente

a través del logaritmode Couiomb)y o es un parámetro ajustable supuesto del orden de uno y

constante en toda la corona; en la literatura es más común llamar factor de limitación a fL=

(3 i 10) o.
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Con las adimenbional'izaciones

I] = r f r3

B = Te f T...

u =vi(ZT.Jme)”2.

y teniendo en cuenta que, de la (Ii-Z-b)y de ia expresión de q, es dT. i dr z U,resulta ei sistema

de ecuaciones

2

15(1 -¡92—)%“—-2—°-:—B (Ii-3-a)n TI TI

le2 892d_8=(1 + fin? u Bíe.)(%g +1242} (".3_b)

donde

y=KT..5in,ip

fi-V(Zmeirru)"210i(3ti)­

Este sistema de ecuaciones puede tratarse mediante el ionnalismo del piano de fase de

Sedov [Sedov L. I.(1959)]. En efecto, definiendo las variables de fase

MZ-uzie
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( Mes ei número de Mach referido a la velocidad de ias ondas lonico-acústicas C32= Z Ta i m¡),

ei sistema se escribe

2l 2 2 2 l

dM2=M ¡8Y[1-€M(M +S)]-(M +1)(M +5); ("4-3)
dlnn 2Y(M2-1)[1-€M(M2+5)]

ALL: Y+5. ._.M2_+í__ ("-4-b)
dlnn 41-8M(M2+S)

donde e a [:ll (Zy).Entre estas dos ecuaciones es posible eliminar la variable espacial n y

obtener así un sistema autónomo que relacione M2con Y; una vez hecho esto, de la (IM-b) se

obtiene, a través de una cuadratura, nm que por inversión da Y(n). Conocida 1'01), la Mzm)

resulta inmediatamente. Laecuación autónoma es

2] 2 2 2 l

(Mi 2M ¡BY[1-8M(M +5)]-(M +1)(M "S)[ (its)
dY ' Y(M2-1){4Y[1-cM(M2+5)]+S(M2+S)}

Las soluciones de esta ecuación estan representadas por curvas en el plano (M2,Y). Por cada

punto regular de (ll-5)pasa sólo una de estas curvas que pueden unir entre sí los diferentes

puntos singulares de (il-5). Estos son seis, y su ubicación (M2, Y), junto con el tipo de

singularidad y expresiones asintóticas, están dados por

O) (U,U),es un nodo, en su entorno es M2= C Y“.

S)(1,five) es unaensilladura,en su entornoes M2:1 +BÍY­ “1-12(1-5e)
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A)(0, vo),es un nodo, en su entorno es M2= C l Y“.

B)(0°,D),es un nodo, en su entorno es M2= C ¡ Y“.

C) (n, w), es un nodo, en su entorno es M2- In(CY“).

2 2

r M 1 1 ,D)(M2,.¿,«),esunnodo,ensuentornoesM2-M:aLWLAqunMïmes
8(1l2+eMw)

laraiz de la ecuación X(X2 + S) = 11a

Unesquema de las curvas en el espacio de fase se muestra en la figwa ll-1.



Figura ll-1

Posición de los puntos singulares y dlstlntos tipos de curvas,

correspondientes a la ecuación (ll-S)

Comose mencionó antes, por cualquier punto regular del plano de l'ase pasa una sola

curva que une dos puntos slngulares. Para deten'nlnar qué curva corresponde a la solución de

un problema particular debe analizarse el comportamiento asln’cótlcode las variables en el

entorno de cada punto singular. En el problema de Interéspara este trabajo, de las condlclones

de contorno c-1), c-2), c-4), c-S) y c-B), y de las definiciones de las variables de fase. se ve

inmediatamente que las condiciones sobre la superficie del sólido (q = 1) corresponden al

punto 0; las condiciones al infinito,por olro lado, están representadas por el punto A. De esta
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manera, la solución estará representada por una crrva, o lrozos de curva, que una los puntos

singulares 0 y A.

Ahora bien, las curvas que unen 0 con Aen forma continua cumplen todas que M2 < 1.

Las soluciones con porciones de flujosupersónico estaran representadas por trozos de curva,

uno partiendo de O y otro llegando a A, relacionadas entre si en forma discontinua, esto es,

debe existir un I'rentede choque. Existe sólo una curva que partiendo de 0 ingresa a la zona

M2 > 1, con Ymonótono creciente [ como debe ser en M= 1 de acuerdo con la (ll-4-b)Lque es

la que pasa por S. Esta curva termina en D,de manera que en algún punto debe haber un salto

dlscontlnuo a una curva con M?< 1 que llegue a A. La condición de empalme será que el sake

corresponda al mlsrno valor de n en ambas curvas y que se cumplan las condiciones de salto

apropiadas al tipode choque en cuestión.

Designando con sublndlce - (+) a las variables del plasma después (antes) del choque,

las relaclones de Hanklne-Hugonlotpara un choque plano en un gas monoatómlco se escriben

[Zel'dovlch Ya. By FlaLzerYu. P. (1965)]

ÉBÍ"1*MÏ(1-v)(v-dï)+

2

M2: 9Mir
' “mín-9)

donde q:= n+l n,.



Si la temperatura a través del choque fuese discontinua, el flujo de calor seria

completamente saturado por considerar un choque sin espesor. Dado que, en términos de la

variable M2,es

Sm.KT° TÍ _ €M(M2*5)

qm i ff? 1-cM(M2+S)
10 m”?

6

el hecho que el flujode calor sea totalmente saturado implicaq,“ i qm -> o-y, por lo tanto, M2­

M2“. Sln embargo, la curva O-S-D se encuentra en la zona M2 < M23“, por lo tanto la

temperatura debe ser continua a través del choque. Las condiciones de salto dicen entonces

que

m2-: 1 iM2+

Y-= Y+.

Para obtener una solución se procede entonces de la siguiente manera. Fijadoel valor

de c, las curvas O-S-D, O-S-Ay todas las intermedias (verfigura) se calculan de una vez y para

siempre. Desde el punto de vista numérico es conveniente integrar la ecuación (II-5)desde S

hacia 0 y desde S hacia D y A, usando, para arrancar el cálculo, las expresiones asintóticas

válidas en la cercanía de los puntos singulares.

Por las condiciones c4) y (3.5), en el limiten -> v-es

M ¡nM2=!_->°
3 r N Alí.ïl



Y=rn Elm-Wii

— 2KT,
dondeaja nara (m¡iZ)”2.

De esta manera, cada problema queda definido por su valor de 0.. (como puede verse

también porconsideraciones dimensionales);el valorde yresulla como autovalordel problema.

Desde el punto de vista del cálculo es muy dificilfijarel valor de c..y luego obtener el y,“lo más

conveniente es, sl se buscan soluciones con flujo supersónico, integrar simultáneamente el

sistema formado por (ll-5)y

m.__1_
dY Y+í M2+5

41-€M(M2+S)

partiendo desde S hacia D,y eligiendo como parámetro libre el valor de M2correspondiente al

choque; para cada valorde éste, las condiciones de salto determinan la curva que va hacia A;

los valores de 0.. y yse obtienen entonces como

lim

y a Y _) a 1% (ll-B-a)

5.-y-1Y'Ï)“_ MY? (ll-G-b)

Este procedimiento requiere conocer el valor de r1correspondiente al punto S que se

determina, para cada valorde e, de una vez y para siempre integrando (ll-S)desde S hacia 0
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variando el valor de n en S hasta que se obtenga q —>1 en 0. En la tabla |-1 se muestra e| vanr

nm de n correspondiente al punto sónico para d'u‘erentese.



1.218957

1

1

1,31627?

Tabla l-1

Losvalores correspondientes a flujossiempre subsónicos son más sencillos de obtener,

pues basta integrar(ll-5)desde 0 hacia A usando para arrancar el cálcqu que en el entorno de

O es M2 = C Y”? El parámetro Ibre es ahora el valor de C (que debe ser menor que el

correspondiente a la cuwa O-S), y los valores de o... y yresullan también dados por las (ll-6).



En la figura II-2se muestran los perfiles de By de la densidad adimenslonalizada con su

vaioral infinto:vn ni n- . Estos fueron calculados para e: 0,08,que corresponde a un plasma

de vidrio(Zu 7 y Aa 14), con un factor de limitacióan - 0,1. La posición de ia onda de choque

es n = 6 que rue elegida como parámetro libre.

3

VHÜ
1

2414/
0/ ,­

1 2 3 4 5 6 7

Figura "-2

Perfilesde densidad y temperatura adimensionales correspondientes a e = 0,08

Nótese que entre el punto sónico y el choque la temperatura crece en forma

aproximadamente lineal, esta es ia zona en que el riuiotoma valores fuertemente saturados. Es

Interesante ver que en las zonas en que el flujo está completamente saturado la solución del

sistema (il-2)es analüzica.En efecto, dicho sistema para q = qm se escribe



1 a au2 29 dB—1-—_=—-—
2 i“ dn n dn

su3+Scau-e“2-o

Resolviendo la segunda para u se obtiene simplemente u - Mea BW, que usada en la primera

conduce, luego de una Integracióneiemental, a

B - cte r] ¡v

donde

¿a 4
“Mía

Para e: 0,08 es M381u ¡3 por Ioque A«1 y el perfilde temperatura debe ser lineal.

Para los experimentos de fusiónporconfinamiento inerciales de gran interés conocer ia

presión de ablación, esto es, ia presión sobre la superficie del sólido, que es la que produce la

compresión y calentamiento del combustible. En terminos de ias variables definidas arriba la

presión de ablación Paestá dada por

. °_" “m ILS
p“ n'T“Y6l5n->1 M



Siendo y el autovaior correspondiente a cada o”, la presión de ablación adimensionalizada

con la presión al infinitoes una función de 0.. para cada valor del Iimitadore. Esto es lo que se

muestra en la figura |l-3

3 e a 0,05
¡.. c - 0,06

a:‘ /
a e lstill]?

e a 0,0810d /

¡nflfiáñfip

Ü . r...' , . . .q
10 100 1000 o 10000

Figura iI-3

Presión de ablación adimensional como funciónde 0..

Nótese que en ias configwaciones de alto a“ que permiten lograrpresiones de ablación

elevadas respecto de ias del plasma, estas dependen muy fuertemente de! valor de c, lo que

requiere un estudio más cuidadoso de cuál es el ¡imitadorde l'lujo que mejor reproduce la

solución real del probiema. La evidencia experimental más fuerte está dada por el estudlo del

Iimitadorde flujoen microesreras evaporadas por puisos láser de alta potencia [T.J. Goidsack



etai (1982)]que Indicaque el limitadorde flujoque mejor ajusta los resultados experlmentales

es rLa: 0,1.

Para el caso de una microesfera de vidrioel valor I'L= 0,1 conduce a que e = 0,08. Para

este valor de e la curva correspondiente de la figura Il-3puede ajustarse en la zona de interés

por la relación simple

panosen-r.oï3

con una precisión superior al S %. Es interesante notar que Gratton R, Plrlz A. Fl.y Pouzo J. O.

(1935), al resolver el mismo problema aplicando el modelo slmpli‘lcado de Parks y Turnbull

[Parks P. B.y Turnbull Fl.J. (1978)] que no utiliza llrnltador de flujo, sino que supone transporte

de calor por un haz supratémrlco punto a punto monoenergertlco, obtienen la ley

pa-oAnn.T.uE3

Lacoincidencia en la formafuncional no es de ninguna manera sorprendente dado que puede

obtenerse directamente por argumentos dimensionales; el factor ad'mensional por otro lado,

depende fuertemente del modelo de transporte térmico utilizadoy, en particular, del factor de

limitación del flujo térmico. La necesidad consecuente de un estudio más cuidadoso del

transporte de energía en situaciones de gradientes espaciales abruptos, lleva entonces a

desarrollar modelos alternativos confiables y suficientemente viables para el cálculo, lo que se

desarrollara en los capitulos siguientes.

40



.ail lI

llel'l' " F'

Utilizandola ecuación cinética definida en el capítqu l se procurará en este capitulo un

estudio teórico del transporte debldo a los electrones en un plasma cinético clásico en el que

los modos propios se encuentran en su niveltérmico. La.idea es obtener un ronnallsmo de tipo

fluidoaplicable al caso de gradientes abruptos de temperatura y a situaclones de bajo número

de carga Z.

Se considerará una configuraciónque depende de una sola coordenada cartesiana x en

las variables espaciales. Con respecto a las velocidades se desarrollará la función de

distribuciónen polinomios de Legendre del coseno del ángulo formado por el vector velocidad

y la direcclón x, que se designará por p. La ecuación de Fokker-Planck (H), cuando la

dependencia de la 'l'unclón de distribución de los electrones se escribe en términos de la.

coordenada x, el tiempo t, la energía cy p, es

_ 2

ï- ¿EL ¿una al=Lií1-p2)ï+_ 0..-1)at atacan mv ax; ¡day

donde e es el potencial de campo electroslático y e el valor absoluto de la carga del electrón. El

operador d l dtee representa la parte no elástica del términode colisiones electrón-electrón y ¡a

- (mv2)3i211.e4n (z Inagi + lMee) es el camino libre medlo de dispersión. Para pasar de la (¡-1)

a la (lll-1)debe usarse que la relación entre la energlay la velocidad es e - mvzl 2 - esta, t).
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Desarrollando la r en términos de los polinomios de Legendre en la variable p

"(XLilfiJ= RMS) +l1fiWfi) + P201)i209“) +

y reemplazando esta expresión en la ecuación de Fokker-Planck(lll-1)se obtiene una cadena

de ecuaciones acoplada para los coeficientes i‘.(x,t, s). Las dos primeras ecuaciones son

EEE Hi ¿LE ,95- ­
at at 69+36x+3mV ax f1 dt“ (“I-2a)

ar ar ar ar df
¿.fi_1+ _°+gy_2 +2_Yf_‘ (¡¡¡.2-b)at ¿tag axSarrvaax’Ad‘dt"

Si se pretende describir el transporte en piasmas de bajo Z, no es posible invocar el

efecto isotropizadorde las colisiones electrón-ion afin de retener sólo unos pocos terminos del

desarrollo en polinomios de Legendre. Como se mencionó en el primer captuio, sin embargo,

analizadas con más detenimiento las propiedades del operador de colisiones electrón-ion se

concluye que una buena descripción del lluio de energia es posible con sólo ios dos primeros

términos del desarrollo mencionado aun en plasmas de bajo Z. En particular se ve en el

sistema (Ill-2)que si el campo eléctrico no es anormalmente alto, basta despreciar la segunda

anisotropía f2respecto de la parte isólropa fupara que dicho sistema sea cerrado respecto de fo

y f1. En la figura lll-1se reproduce el perfil de las dos primeras anisoiropi'as de la función de

distribuciónelectrónica referidas a su parte isólropa, de acuerdo a las simulaciones realizadas

con el código Fokker-Pianck internacional para las condiciones del equipo AURORAcon un

plasma de Z = 1 en el que existen gradientes de temperatura abruptos (la longitud de variación
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de la temperatumes de unos 3caminos libresmedios térmicos,»i para una tempeth de 0,3

ev, aproximadamente. Es Importantemencionar que estas simulaciones reproducen muy bien

las mediciones de la función de disiribución realizadas sobre dicho equipo. Como puede

apreciarse, r2es una fracción pequeña de lo aun en una situación extrema como la indicada.

Por oiro lado, ias simulaciones numéricas indican quie incluso en los casos en que las

anlsoiropias superiores no son pequeñas, estas tienen muy poca lrl'iuenciaen el valor de los

flujos definidos por r1. La lnciusión de r2 en ei ronnaiismo se considera en el final de esce

capitulo.

0.5 “a
r2 i r0

0.0 h] LMJÉ
l Í l l

Ü 2 4 6 8 10

Energia (eV)

Figura lil-1

Relación entre la parte isótropa y distintas anisoiropias

de la función de distribución en el experimento AURORA

43



En el límitede Z alto existe una simplificación adicional que es despreciar el término de

colisiones electrón-electrón respecto del correspondiente a las colisiones electrónion en la (ili­

b). Esta aproximación es ia habitual cuando se buscan soluciones analíticas [BellA. Fi.(1983),

Albrliton J. R, Williams E. A., Bernstein i. B. y Swartz K. P. (1986), Lindrnan E. L. y Swanz K.

(1986)] . En este trabajo, sin embargo, no se hara tal aproximación con el rin de aplicar ios

resultados a plasmas de bajo Z.

Como los apartamientos de la función de distribución respecto de una maxweiilana se

producen para energías muy superiores a las térmicas que son, por otro lado, las que interesan

para el transporte térmico, la parte isótropa se puede escribir rg = ma + ar, donde sr es ei

apartamiento respecto de la maxwelliana,que es apreciable sólo a energías altas comparadas

con ia térmica;debe tenerse en cuenta que la magnitud de ¿r no está restringida a ser pequeña.

Con respecto a la primera anisoiropla n puede decirse también que sólo es apreciable a altas

energías debido a que el número de electrones correspondientes a estas energías que

contribuyen a la corriente es pequeño, io que requiere una muy baja corriente de retorno de

electrones termaiizados (ver Fig ill-1).

Laexpresióndedidt.. es

2 .¿LM ï Li _
dt“ A: ¿e +T. “2 (iii 3)

donde A: el camino libre medio de pérdida de energía Ac = (mvz‘fil Zn e4n Irun, y Te la

temperatwa electrónica.
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Dado que la m3 anula el termino de colisiones y que 6fy n son significativos en el límite

de energias altas, el segundo terminode (lll-3)puede despreciarse irente al primero tanto en el

caso de ro como de r1. Por otro lado, sl el tiempo de variación del campo eléctrico y las otras

magnitudes macroscópicas es pequeño comparado con el tiempo de colisiones, puede

considerarse el proceso de establecimiento de la función de distribución como estacionario.

Con estas consideraciones, las ecuaciones (lll-2)se reducen a

1 a 2 m v3 aer_-_. V2 a _... iiI4-a

3V ax 1 A: ac ( )

‘f ar
v°_“°+vÏ+2_‘i ¿""34 (Ill-4-b)

3X 3X ¡“1 A: ac

Para escribir ia primera se ha usado además que

13W av
mv 3X 6X

Eliminandoa Sienlre ambas ecuaciones se obtiene la siguiente ecuación para f¡:

A ar ar

a ‘ ¿{v2r,)=i2—"lïï—l-2r W (Iii-5)ÏxfimWÏ ac A: ac ATN-í

Como interesan las soluciones en el límitede energias altas, puede considerarse que c

>> |eo| y, por io tanto, avlaxx 0. De esta manera la (ill-S)se reescribe
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donde se ha definido

i

Am E fi‘m ya)“

Cam.
IM

Haciendo el cambio de variable ata; = Mx) aaaxy definiendo

OLE(1 + C Z) l 2

vEran,

resulta que ia ecuación (¡P-6)se escribe

82v _ 1 a.__. 2- fl ü.
ag” amas ac su“ at;ae

En términos de la función de Green G((, 9| go, eo)¡a solución formalde esta ecuación es

qa; e)=- e“I ago de (30;,emo, eo)Á 3th (Ill-7)o coa“ ¿(o aca

Laecuación que satisface la funciónGreen es
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.65. 1 1
ag: a3" 9‘“ É =5('g-(0)8(s- co) (Ill-B)

Si se considera que no hay contornos espaclaies que lnfluenclen la zona de interés (a

solución de (III-8)será de la forma

GK. 8| Co. eo) = GG ‘ Co, 8. ¡11).

La transformada de Fourierde la función de Green respecto de e;- go

a(k,c,su)= e'm'ïu] GG' Co;9'99)da;' (o)

debe satlsracer

k2a+°“13_a+_1_&..1_
¡:3 ac c238 En¿(e ' cg)

Lasolución que describe la conmbución a cproveniente de la fuente con energía comayor que

eserá de la forma

a(k, e, es) = (9(c0 - c) b(k, e, co)

con loque resulta para b la ecuación
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+ï1gtl+1_a_2b_=
c3 8€ cz 362

con las condiciones

[bimo= Ü (lll-Q-a)

28

[si] - —° (ill-Q-b)-88 cuco 2“

Efectuando el cambio de variable fi = k czi 2 y definiendo ia función W E e ¡“'21’2b, ia

ecuación anterior se escribe como la ecuación de Bessel para Wai)

ü+laï+
31:2 ¿33.

v2 .0
donde v- |2 - a] i 4. Comosoluciones independientes pueden tomarse las funciones de Hankel

de orden v: HJ 1'21,con Iocual la función b será

b a cihïïíA Hykkeïiz)+ e Hifkksziz)]

Las condiciones (Iii-9)se escriben entonces

A Hgkkcgiz) + a i-iífkkegiz) - o

¿«(2
'i 2 _ '2 2» _ 0

AHJ kkzoizp BHVI](kt'.0M)--2u—k
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donde la prima simboliza la derivada respecto del argumento. Dado que [Abramowilz M. y

Stegun l.(1970)]

HÍV‘KZ)H'vlzkz) - Hgsz) H'VÍÜQ)=

Het-2)lille)- Hl‘lzl“me =-“—'
TL Z

el sistema tiene siempre solución que vale

cJuHWZ 2
Aa-l 18 Hívkkcglz)

€0I3+4v2
B=i 16 Hykkcglz)

Con todo esto la funciónde Green exacta cuando no existen contornos espaciales es

l

G(g e lc, co)a - fi coma“ alza”??-e(c°- e)

+0
' - l 2 _ l 2 ­

Í enklt col{Hlv ’(k82l2) Hg lrkeglz) Hg lrkeglz) HE,’(k62l2)}dk (III 10)

Lamentablemente, esta expresión no puede evaluarse analíticamente y deben

emplearse argumentos adicionales para poder obtener resultados prácticos. Un límitesencillo

de analizar es el de número atómico elevado Z -) n que equivale a v -> w. En tal caso las

expresiones asintóticas de las funciones de Hankel son [AbramowilzM.y Stegun l.(1970)]
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wnozí‘: (lt-e.)v-2i ÉíTv]2V 2v}

nggzz‘fi ei) +2i¿1).v 2V 2V

con las cuales la función'de Green puede obtenerse inmediatamente de (l|I-1U)yvale

83 e 4V

agercweg=-;—ve<eo-c)(ï°) -1 src-co)

La aparición de la delta de Dirac indica que en este límite el fenómeno de transporte está

altamente localizado en el espacio, como era de esperarse en una situción en que las

colisiones electrón-ion son tan efectivas para la isotropización. De la (lll-7)resulta para f1

-2r._fi_gzl 1.1:. ÏMfldc
1(¡r-2 a; 80 880 0

C

En el límiteor.-> ooesta expresíón so reduce a

A .

f=._figza_fMfi_=-_i_a_rMB_z-’}fla_rMB_ (¡|¡.11)
‘ OL-Z 3€ 4(or.-2) 8X 2 8X



que es el resultado que puede obtenerse directamente del sistema origlnal (lll-2)haclendo Z ->

w. Usando (lll-11)para calcular el flujo de calor se obtiene Inmediatamente la ley clásica de

Spllzery Harm.

Acontlnuaclón se estudiará la expreslón general (lll-7).En la misma aparecen derivadas

de la runclón de Bollzmann

SJZ hem)
rllll3,(‘='..€)=(árïï name - T“)

Dado que la solución se obtuvo en el Il'nltee» leo], se conslderará en esta expreslón que eo u

0 luego de derlvar respecto de Co,con loque se escrlblrá

earn] aro!

att,e)--wjdrojdeoorgelcyegagï[Ü-ü3ï4f] (III-12)0 0 0 0

donde malo] E muera = Ü).De ahora en más se suprimlrá el supraíndlce (0) en la melo] que se

dará porsobreentendido.

De igual manera, en las expresiones de los flujosde partículas y de energía expresados

en formaexacta por

+0
_8_n

J-amzl (c+e0)l'1de441

51



+°°.

mié] (8+eo)2r¡deei

se naná ee = D,con lo que el efecto del campo eiectrostático estará contemplado en el termino

de "campo eléctrico” aeoiag. Este se obtendrá en I'onna implícita al pedir que el flujo de

partículas se anule en cada punto del espacio.

Con el finde obtener aproximaciones útiles debe analizarse con cuidado el proceso de

transporte. A lo largo de las características de la ecuación hiperbólica (III-6)se tiene

gg=i413 :1 1
dx Ac Mx):

que al ser integrada resulta

¡Hai-echa

donde las magnitudes con sublndice cero se refieren a los valores Iniciales. Una suposición

razonable es que la contribuciónmás impoflante a la función de distribución en un dado punto

del espacio y con determinada energía c, corresponda a particulas provenientes de otros

puntos con energías no muy diferentes de c. Si esto es asi, los valores de k más importantes en

la integral de (Ill-10) serán aquellos que satistagan ia condición

c2 29-2»2s-2

!c-cg .924



De esta manera, basta utilizar aproximaciones de las funciones de Hankel válidas para

argumentos grandes. Tale-sexpresiones asintóticas son [AbramowiizM.y Stegun i.(1970)]

uz .

Ht'iit)=(-2-¿)expiltt-wz-moi1+z MMfl. r=i FHZÍO'

uz “
(2) 2L -' «¡uz-ni + (_“Z“’3r(”2”’)r

H” (C) (mi) ex“ la 4)“ El r!(-2iti'

donde(oc)r=oc(a.+1)(ot+2)(our- 1).

Los argumentos anteriores indican que existe un cierto ordenamiento en el proceso de

transporte que posibilita el uso de expresiones asintóticas de las funciones de Hankel; ia

importancia relativa de ios diferentes términos del desarrollo, sin embargo, no puede

determinarse a prioriy,en principio,deben compararse ias expresiones que resultan de retener

diferente número de términos. Si se utilizasólo ei primer término del desarrollo de cada una de

las funciones de Hankel la integral de (III-10) puede realizarse inmediatamente y resulta

etc, e Ics eo)- 360w??? c- un 9(€u- o [arco- tn- 00:0- t)

donde

93-82
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con esta expresión la primera anison'opía resulta de (lll-7)y vale

-.fi «¡2 -ulZ + 32MB,__1_6e_om ,
mg, e) 2 c dtoeg dgo “o ¿cu Tao) ¿go “o (Ill-1d)

Con esta expresióny la (HH-a) puede calcularse el apartamiento de la parte ¡sótropa respecto

de la maxwelliana que vale

2 c
8 ' P1 d [ou-M2 d «2:2 “MB .LMM *
tac) 2 M1 W acudía T(Co)3Co¿Co c­

i3|

donde ahora es

Ct'Cigfiáï

Para el cálculo efectivode la primera anisolropía h, la (Ill-13)puede todavía elaborarse

efectuando la integraciónrespecto de so. Laexpresión resumnte es

+0

gfi 11130 «¡2 10.2 'flTu -aJ239_0
“(g e) 2 (211,) e dim-¡gn ¡:(szz +T° ¿go SMXUTU)
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+69

donde Symaf (WTJULCÍUJ25(92 +2 ii;-(g[)”2.x

Con la (ill-13) pueden caicuiarse los flujos de partículas J y de caiorO dados por

{mk-3%] sir1dc0

donde ¡3= 1, 2 corresponde a J, 0 respectivamente. Estos resultan de integrales sucesivas

respecto de go, eo y e en el término con campo eléctrico de (lll-13),y respecto de co y c en el

primer término de la misma expresión. Extendiendo hasta infinitoel linite de las integraies,

usando apropiadamente funcionesescalón, se prueba que el orden de las Integraciones puede

cambiarse y efectuar primero la integral sobre e. Hecho esto, luego de un cálcqu tedioso pero

directo resultan las expresiones

i.“

{J(x),0(x)}-[ {9.1,ooi') P¿o [B(x,¡01+ hJ, 00€) 1%?RJ’Q[809 x‘)]} dx‘ (lll-14)

donde se ha vueltoa ia coordenada espacial x y,además, se han definido

x'z.ii2

gJ(x')= gía 941m.“ T003“ , go(x‘)=gJ(x')T(x')
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w.)- 3nm T(x')"2 ’

¡zz ,

2 ) M. h0("7"“J(X7T(X“)

PJ,ol81=sg(x-X)I0,¡; ama 4412; nom]: 13 ¡a“1+ u

en las que

w nan

HB);l] 4 unexp(-u)du (HMS)n! a uz

|
x ï

1 dx"

“Wir-uz]
X

Propiedades i'nportartes de los núcleos ¡"(3)son las siguientes:

i) ¡"(a-om

ii) uee.).+_2"l'(r:+1)3v+aexp(_e)“(wzazqu%+' e

donde vE(oc+2n)MyoEn-2v_
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a y = l"(n+Ï+2)__
"Ü L ¡“(me dB nl(n+2+od2)

Estas expresiones muestran efectivamente el carácter no local de los flujos en el sentido

que la contribución a ios mismos en un dado punto x proviene de las diferentes posiciones x'

pesadas por los núcleos P y Fl.Como puede verse fácilmente, estos son funciones moduladas

por exponenciales decrecientes de B,que es esenclaknente la raiz cuadrada de la distancia

entre x y x' medida en unidades del camino libre medlo térmico: AT = T2 A(x), con T la

temperatura del punto fuente x'. De esta manera, las contribuciones a los flujos provienen de

dislanclas menores que unos pocos AT por Io que es de esperar comportamientos muy

diferentes dependiendo de cómo se comparan las distancias de variación de las magnitudes

macroscópicas Lcon AT.A continuación se estudirán los limites L>> ¿Ty l. << AT.

En ambos casos limitesel estudio analtico es más sencillo si se vuelve a la variable

auxiliar; [dc - dxiil(x)]y se tiene en cuenta que

.s l .
9(x.X)-T—(bl2(C-Ol2-B[T(().€-€]

Definiendo ademas la variable z i t; - g', los fluios son

{Jinolo} = [0+h {gmc - z) lo, i [Tic- 2). 2]- gmc; - z) lo, 1[Tic - z). z] }dz +
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+1 {Mora-z)ÏínJJQha-zyz}ruega) ?RJ'0[T((+2),2]}dzÜ

Traducido a la variable z, la no localización de los núcleos P y R se extiende hasta

“distancias” Aga T2,en las cuales las variaciones de una variable macroscópica g cualquiera

es: |49| nsT2 ¡agiaq = AT¡agiaxl

En el caso de gradientes suaves (L>> AT)es [Agl<-<g, lo que permite retener sólo los

primeros términosdel desarrollo de g en serie de Tayloralrededor de l; resultando

+09

«sarah -—“—g (o!1 a; J,0

o lo,l [T((),z]dz}+ 2 mdoaeïoj; ‘°gJJQ[T(g),z]dz

Las integrales pueden efectuarse analiticamente usando la propiedad iii) y, volviendo a la

coordenada x, los resultados son

H2

2 8x4! - 6‘ ¿eo
= ___ - TSlZ+_ T3l'2

Jm (3am) (oc+4)(a.+8)A(X)[ ax" ) ax n ]

H2
2

3am
000 ­

8x5] a ¿leo
____ x . nTTl2)+_nTSl2(0L+6)(0t.+10)u)[3;( 6x ]

La condición de corriente nula conduce al resultado clásico
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¿iman sa
ax nax 23x

que, usado en la expresión del flujode calor, da la leyde Spiizer

3f2
80 T92 6T

Q(X)a- — r_ _
n} (ot.+6)(o:,+10) N’l’n‘s‘HnAee 3x

Ladependencia del factor numéricorespecto de Zen esta expresión reproduce, con una

precisión superior al 15% para Z s 10, los valores obtenidos por Epperlein E.M. y Haines M. G.

(1985) mediante la resolución numérica cuidadosa de la ecuación de Fokker-Planck iinealizada

en el límitede apartamentos pequeños respecto del equilibrio local. Para Z > 10, los términos

superiores del desarrollo asintótlcode las funciones de Hankelentran a pesar debido a que sus

coeficientes numéricos son funciones rápidamente crecientes con Z.

Considérese ahora el caso opuesto, L<<AT.Para estudiarlo se hará un modelo tipo

escalón para la.densidad y temperatura, que pasan de un valor "caiiente' subindlcado con "c"a

un valor "frío"indicado con "r en i; - O.EiYaiorde los flujos en la posición del salto estará dado

por

+ °° ' + w

mmm» = 956,10L lo, l [Ty z dz - 951010 lo, ¡ [TPz]dz.i

1

+ í ¿en [MJle + Hilo] n‘,’G¡(0)
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donde se ha supuesto que la contribución principal debida al campo eléctrico ocun'e en la

posición del salto donde el potencial electostático es discontinuo. Las integrales se resuelven

también aquí en forma analkica con ia propiedad iii)y la condición de corriente nula da como

resultado un salto en el potencial electostático

nfTrue . nc TenaAe - 2 ——————
Ü nt TI- "2... no Tc- "2

que usado en ia expresión del flujode calor da

9 12 Tcz ' Tr?
"2

0-: ‘ ——n _____._
3am) ouG en! nÍTcuhnch"?

Esta expresión coincide dentro del S % con los resultados obtenidos por el metodo de

Monte-Carlo para Z =1 por Khan S. Ay FlogniienT. D.(1981).

Si Tc >> Tfse tiene

0-)
N2 "2

2 ' 12 n 2 12

311m aus“ an, ouB

donde om es el flujolibremáximonTm m)“. Eifactorde limitaciónes entonces

L 3rL “+6 2+“
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En el caso que el campo eléctrico se anule (ncTc"2 = nm "2 ) se tiene que

0- —L "2-122 ncTcuzÚc'Tl)3am a+5Mmmm
En situaciones mas generales en las que el camino libremedio térmicoes comparable a

las dimensiones caracteristicas de los gradientes macroscóplcos la fórmula (lll-14) debe

evaluarse numéricamente. Sin embargo, el cálculo se simplifica mucho debido a que los

núcleos (lll-1S)pueden aproximarse con error menor que el 1% por medio de expresiones muy

sencillas. Por ejemplo, en el caso de Z = 1 (oi.= 1), las aproxrnaciones analíticas de dichos

núcleos son

19(9)- exp{ - 1.099 a} (lll-16-a)

|1(B) = exp{ - 0.2361 9 - 0.48?S 62 + 0.1.?15 B3- 0.0229 B4} (Ill-1B-b)

I2(B)- exp{ - 0.1982 e - 0.2112 92 + 0.031 93 - 0.0017 B4} (Ill-16-c)

l3(8) = exp{- 0.1302 e - 0.1530 e? + 0.017 63 - 0.0007 34} (lll-16-d)

A continuación, se aplicará la expresión (lll-14) para el flujo de calor con las

aproximaciones (lll-16) para los núcleos (lll-15), al caso del experimento con la máquina

AURORAllevado a cabo en la Universidad de California Davis [Rogers J. H. et al (1988)]. En el

mismo se sigue la evolución temporal del perfilde temperatura de un plasma de Argón una vez

ionizado en el que inicialmente el camino libre medio térmico electrónico es sólo unas tres
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veces menor que la distancia. definida por el gradiente de temperatura. Además de la

temperatura se mide también el perfil de densidad, de potencial eleclrostátlco y la función de

distribución electrónica. En paralelo con las mediciones se realizaron simulaciones con

distintos modelos; uno fluido con transporte de calor muitlgrupal limitado, con el código

LASNEX[Zimmerman G. B. y Kruer W. L. (1915)“ otro cinétlco con el código Fokker-Planck

Internacional [Maite J. P. y Vlrmont J. (1982)]. Se reportó una coincidencia notable entre las

mediciones y ios resultados dei código cinético; poroiro lado, ningún valor del limitadorde flujo

rue capaz de ajustar las mediciones en el código fluido con rluJolimitado.

La idea en el presente lnbaio es comparar los resultados del experlme nto AURORAcon

los de un código fluidoen el que el flujode calorse calcule pormedlo de (lll-14).

En la figura lil-2se muestra el perfil inicial de densidad nomrallzado con respecto a la

densidad crltlca definida más abajo; ei tiempo característlco de evolución de este perfil es de

unos millsegundos, en tanto que el con'espondiente a ia evoluciónde la temperatura es de sólo

unos pocos microsegundos. De esta manera, puede considerarse que el perfilde densidad se

mantiene constante durante ia etapa de interés. Edo simplifica el cálculo porque puede

trabajarse directamente con la variable auxiliar; en lugarde la coordenada x.
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Perfilde densidad en el experimento AURORA

Laecuación de evoluciónde la temperatua es

a aT ao.¡1_.._
2 n x (um)

que es conveniente escrbir en términos de variables admensionales. Si se consideran una

densidad nu y una termeth Tu de refencia, pueden definirse las magnitudes

adinensionales

2 tT"2
n E .L J TE ____0_. _

Ao 3 ¡o muz
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donde

,1=—T%_
0

211.64no lnA“

30
OOa:M

mm

J0.E0_T¿Ï
muz

En términos de estas magnitudes, la variable g se obtiene de dt; = vm) dq y la ecuacñón (III-17)

se escribe entonces

í: -í (lll-18)

La expreslón de los flujos normalizados de partícutas y energía es, de (Ill-14),

*Q

{310503)}- I {911.0G) Pm [30; 0] +51,0(0 “¿o [30; O] dC' (¡N-19)

donde
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EMC)-i,%)"2% ; salamanca

3 1:2 ya) .N _N
rn) ,. _m, rom-mmm

MC) =( Ta; )

En terminos de la variable i;y de la temperatura adimenslonalizada, Bse expresa simplemente

por

aiccu=-—“231”?“
T(C)

Debe tenerse en cuenta que, por haberse resuelto la (III-5) no sujeta a contornos

espaciales, estas últimas expresiones valen para un plasma indefinidamente extenso. Las

condiciones experimentales, por olro lado, imponen ciertas condiciones de contorno, a saber,

flujotérmico nulo en x - 0 y temperatura constante en el otro extremo. A fin de simular esto en

un plasma sin contornos, se consideró que en x < 0 existe un plasma que es la imagen

especular del original respecto del plano x = Ucon lo que se asegura, por consideraciones de

simetría,que el flujode calera través de este plano es nulo. Las condiciones en el otro extremo

se sirnularon agregando una zona de plasma adicional de varios caminos libres medios de

espesor que representa el baño de plasma fríoexistente en la experiencia.

Para la densidad de referencia se utilizó no - 1,8 1010 cm'3, que corresponde a la

densidad electrónica críticade absorción resonante de las microondas utilizadas para calentar

el plasma (modo TE¡1de frecuencia 1,2 GHz).Como valorde referencia para la temperatura se

tomó T0 - 1 eV.
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El problema se reduce entonces a la Integración de (Ill-1B)con las expresiones (Ill-19)

para los flujos adlmenslonaiizados de particulas y energia. La expresion del i‘luiode particulas

es necesaria pues el campo electrico resulta en forma autoconslstente al imponer que la

corriente electrónica es nula.

La implementación numérica es fundamental pues si se pretende aplicar este tipo de

formaiismo no local en códigos fluidos complejos, se requiere un algoritmo rápido y seguro de

cálculo. De los distintos metodos utilizados el más eficaz en rapidez y precision es el que

detalla a continuación.

El cálculo de las expresiones (iii-19) requiere ia evaluación de integrales de la rorrna

general

110-]. ¡(C3“(Q C')dC' ("l-20)

Si el intervan de interés se dlscretiza, estas Integrales se escriben, todavía en forma exacta

como

'ti-r i {P ‘

“995€ L atintck,c3dt'+_zk L Z(C)ü((k.€‘)dC‘|< . .

Las funciones zm se expresan en términosde var) y de Tag),en tanto que los núcleos n son

funciones de Il;- g‘| y de Tuy). La aprox'rnación es entonces proponer que, dentro de cada

intervalo [lg¡,(P,1]el T(l;') que aparece en los núcleos n se aproxima por
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a-v ,_ 'r. rr.

Tao-n+Ïaï-q)

en tanto que las 2 se expresan de manera análoga por

. . z.

mg): +X|*_‘_|(.;°.
9+1 'gi

donde en cada caso las magnitudes subindicadas corresponden a los valores en ei borde de

intervalo correspondiente. Dentro de cada intervalo la Integmción se realiza entonces por

medio del algoritmo de cuadratw'a de Gauss-Legendre con típicamente entre 2 y 6 puntos

(basta en general con sóio 3).

En el caso del flujo de partículas, la integral que contiene el campo eiécü’icose escribe

en la forma general (Iii-20)oon

| a; u2(()-—h t)
ac. A

De esta manera, agrupando convenientemente términos, la condición de corriente nula se

escribe
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donde

¿"gr .1 .

Ckn..[a<z;¡,rijdz; +k+1'

(k + 1 (k + 1

Aik=nick)Í RJ[earn] dr- un) Í
{k tk c

¡2+“HH r . .
Wan] pg nJle(c¡.e;)]dc(k k-l

cin i N

Ets-É i sur) PJ[e(r¡,c')]dz;'k

La inversión de eme sistema por medio de un algoritmo eficiente como el de Gauss-Jordan

permite entonces el cálculo del campo electricoy la posterior evaluación del flujode calor.

En la figura III-3se muestran ios perfiles de temperatin electrónica correspondientes a

diferentes Instantes. Elh'azo compieto corresponde al resultado de la Integración de (Iii-1B)con

ia expresión (III-19)para ios flujos; los si'nboios corresponden a los valores experimentales

reportados para los Instantes correspondientes. Las condiciones iniciales son las

correspondientes a los 3 microsegunoos en el trabajo experimental.
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Posición (cm)

Figura ill-3

Perfiles de temperatura en diferentes instantes, obtenidos con el l‘ormalismode este capitulo

(lineas) y medidos en los instantes correspondientes en el experimento AURORA(símbolos)

Comopuede apreciarse, la coincidencia es muybuena y, en particular, es comparable a

los resultados del código completamente cinétlco que utilizaen este caso los cuatro primeros

términos del desarrollo de la runclón de distribución en polinomios de Legencre. Recordando

que el plasma tiene un número de carga Z = 1, estos resultados dan fuerza a las hipótesis

empleadas en la obtención de la expresión (lll-14),a saber, ia restricción del desarrollo hasta la

primera anisotropía, y las aproximaciones usadas para las funciones de Hankei.
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Así mismo, en ia figura Iii-4 se representa con líneas llenas ei valor calculado del

potencial electrostático que se obtiene por integración dei campo eléctrico que resuita de

imponer comente nula; los símboios corresponden a ios valores medidos en ios instantes

correspondientes.

14
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Figura lll-4

Perriiesde potenciai en diferentes instantes; obtenidos con el formaiismode este capitqu

(lineas) y medidos en ios instantes correspondientes en el experimento AURORA(simbolos)

Estos resuiiados refuerzan tanbién ei modelo empleado para ei cálcqu del campo

eléctrico y que rue discutido por algunos autores [Bendib A, Luciani J. F. y Maite J. P. (1988),

Prasad M. K.y Kershaw D. S. (1989)].



wweme
Utilizando los mismos argumentos expuestos en este capitulo es posible obtener

consideraciones de interés. La primera es la aplicación del rorrnaiismoal caso con geometría

esférica para atacar problemas como ei considerado en el capüuio anterior. En el caso de

simetría esférica la función de distribución puede considerarse dependiente del radio r, el

tiempot, la energía sy el coseno del ángulo que forma la d‘rección del vector velocidad con la

dirección radial p. Las ecuaciones equivalentes a las (lll-2)son entonces

ïgflgtfitmaizlhtmmm¿tatasaararmvar dt“

¿Em éfgzfiutfi) 21.sflat at acwarïvar‘s “mr ar mad" du.

Si se desprecia f2frente a f0,para el caso estacionario, una deducción en todo análoga al caso

piano conduce a la ecuación para n.

¿Li 2 =L2_l11_\‘2É-Lr-6r_*/E "¡-21
aerv4r26r(r2Yf1)] ae[ A; ac 3...1 ar ( )

De aquíresuita inmediatamente que el caso piano, con la identificaciónr E x, se obtiene en el

caso que las longitudes de variación macroscópicas L, en una dada posición, sean mucho

menores que el radio r correspondiente. La condición que parecería más natural para poder

aplicar el l‘ormalismoplano a un caso esférico es que el camino libremedio de los electrones de

interés A;fuese mucho menor que el radio en el punto considerado. La expresión (iii-21)dice,
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sin embargo, que basta que se cumpla la condición muchas veces menos restrictiva L << r. La

posible contradicciónes sólo aparente debido a que, como se verá en ei capitulo siguiente, en

los casos en que ¡tez r el desarrollo de la funciónde distrbución en polinomios de Legendre no

está Justificado.En tales circunstancias debe recurrirse a aproxtnaciones alternativas como las

que se desarrollarán en dicho capitulo.

incluslondilasegundaantsotropla

Utilizando las mismas ideas desarrolladas en este captulo, es posible obtener una

ecuación reducida aproximada para r1que contenga las contribuciones de la anlsolropla r2. En

erecto, ahora debe considerarse el sistema (lil-2)sin despreciar r2más la ecuación para ésta

2283.62 z 95 a 16.1419. 12_J_.3ïr mai;
at at a€+3vax+7vax 3 Y ext”? mv ax “¿el? dt“

Por lo vistoen el primer capitulo, aun en los gradientes muy abruptos, es factible despreciar a f3

respecto de f1; haciendo esto, considerando el caso estacionario y aprox'mando el término de

colisiones electrón-electrón por su límitede ata energía

¿“210111
dt.. Ac ac

se obtiene para r2la ecuación

¿Afzhtug
6€ “mv? amyzax
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Con las definiciones usadas de or,y de la variable auxiliar l; esta ecuación se ecribe

simplemente

fijfifrlfiü
ac 8 fiat;

cuya solución,con la condiciónde tender a cero cuando c ->a, es

=.2_ Hai ­
r, fiécfeo ¿cch ("122)

Por otro lado, de las (lll-2)resulta la análoga de la (lll-B)cuando no se desprecia r2

2 2
ar,_a1af1_a.r1__1{—ü. g

c [-8739 ¿2 - 33g as(r"”*5f2)

Utilizandola (lll-22)en esta expresión resulta, luego de algo de álgebra y de deer respecto

de e,

ac-wsieis-zausfl -i[gi-au¿
5 6€ ¿:2 6€

¿oi-1‘31].-6€ 68ac al; ae

donde ¡yE 9-“ f1.De esta manera, la solución para f¡ puede obtenerse por el formalismode la

funciónde Green a través de una expresión análoga a la (ill?)
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_ mel: coma; a’r
me) Cuídade 680°» Enwwoggo

donde G((;, c,| go, su) satisface la ecuación

g ¿umaL
5 ¿e ets-Maig) -i[9‘-3«;E[e«-|f_c)]= ¿(c-co)s(e-co)a; 3€

SI no se consideran contornos espaciales la funciónde Green se escribe

GG;- go, e, en)=r eikít-tol a(k, e, to) dk

donde

a(k, e, to) = eau « e) b(k, e, eo)

y b satisface la ecuación

a3b azb 2 ¿b . 2

ÉF-(uHMZ-azï' (1+2a.)(1-o.)+%k¡.423:18?!“ abr-o (nm)

con las condiciones

[b] 8:8 0 = Ü (lll-2441)
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[a_b = Ü (lil-24-b)3€ 3:30

_ Est (lil-2+0)892 No 2a

Por las condiciones (Ill-24-a)y (ill-244)) ia función b es muy pequeña en el entorno de c - cu;

como el proceso de transporte asegura que esta zona es iamás importantey esto equivale a su

vez a la condición ki:2» 1, ia ecuación (lil-23)puede escribise en este limite

36 _ * a + 2 n (lll-25)
8 ¿(a 1)623%%k95x Ü

donde x E abiac. Esta ecuación puede resolverse en ia aproximación WKB,con lo que se

obtiene ia solución que satisface las (Ill-24h) y (lli-24-c)

b: ¡ ¿[M-3P23(o=-2l¿2{exp{isk(cg-cgyZ]+exp[-i8k(cg-63W”4n82k2 °

donde 5 a 3 i v'S.Pana llegar a asia expresión se ha usado además que ¡(82» a, por io que esta

solución es válida sólo sl au 1. Eneste mismo limite,tanto para las derivaciones como para las

integraciones, puede considerarse variable sóio ei término entre llaves. Con todo esto, la r,

resulta
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donde Í;s l; l 8; todas las demás definiciones coinciden con las correspondientes a la (lll-13).De

esta manera, comparando esta expresión con la (lll-13), se ve que todo el formalismo

subsiguiente puede aplicarse si se hacen loscambios

J,O->Jl8,0l6

(¿+ng
0L-)3OL-2

Debido a las hipótesis empleadas en la resolución de (lll-23), la inclusión de f2 en el

forrnalismoempeora los resultados, respecto de los valores obtenidos con sólo f¡ cuando oces

grande. Estopuede verse, por ejemplo,en el caso de gradientes suaves, donde, salvo para a =

1 en que ambas aproximaciones coinciden, la nueva expresión es un 20 % menor que el

resultado correcto para 0L- 3, y empeora al crecer el ot. Por otro lado, en el caso del

experimento AURORA,el formallsmo con f2 conduce a perfiles de temperatura. que, dente del

1D%, coinciden con los dados por la aproximación de tomar sólo r1. Estas consideraciones

indicanque, para achicos (oca 1), las correcciones que aporta la inclusión de r2son pequeñas

cuandolosgradientesde temperaturanoson muyfuertes s 0,3.Para valoressuperiores

de 0L,por otro lado, el fuerte efecto lsolroplzador de las colisiones electrón-ion reduce los

valores de las anisolropias superiores haciendo todavia menor la Incidencia de r2 en el valor

del flujo térmico.
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incluson de co.ntorngsespaciüls

La solución (ill-10)de la función de Green se obtuvo en el caso de no existir contornos

espaciales. En las aplicaciones, sin embargo, es común tener una plasma limitadopor vacio; tal

es el caso, por eiempio, del experimento AURORA.En tales circunstancias pueden usarse

todavia las expresiones (lll-1S)derivadas de la(lll-1D),siempre que en el cálculo se extienda el

plasma al lnl‘lnltoagregando un plasma simetrlcorespecto del borde, que asegure flujo térmico

nulo en el mismo. Esta tecnica, sl bien es discutible [Holsteln P. A. et al (1986)], parece

adecuada al menos para los electrones con las energías de interés, como lo confirman los

buenos I’QSUÏBGOSobtenidos en este WIC en el 6380 dei experimento AURORA.

Desde el punto de vista computacional, el agregado de celdas “fantasma”puede ser

muy costoso, sobre todo sl el camino libre medio electrónico es grande cerca del borde, lo que

es habitualen el caso de coronas tenuesy calientes. Acontinuaciónse muesta que, a partir de

la solución (lll-10), es sencillo obtener la función de Green correcta para estos tipos de

contomo, y los propagadores correctos a usar en las expresiones (lll-14).En efecto, suponiendo

que el plasma existe en t; > (1*, la función de Green para un plasma indefinidamente extenso

puede usarse si se supone que en t;< gi existe un plasma que es la imagen especular del real

respecto al plano g = tft. Estopuede lograrse escribiendo que

95(Co,en)= e(¿:0- C')sito. su)- 964090510. en)

donde e es la funciónescalón y se ha definido
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9(€0.€u) C 86‘” ¿“no

con lo que, de (III-7),la solución para f¡ es

MC,€)=í dCof dïoGfl; Clío. Co)95(C0,80)' 0

donde G es la dada por(lIl-1D).Desarrollando esta últimaexpresión resulta

+9

¡10; ¡3‘16 GCG] d‘oGÏÉClÉo‘ €0)9(É0,50)Ü

donde G*es la funciónde Green buscada que se escribe, en terminos de la correspondeinte a

un plasma sin contornos, como

Gir,ercereo)=Gic.eico.eo)-G(tpeizc*-co.eo)

Apartirde esta expresión puede reproducise todo el l‘orrnalismopara el cálculo de ios flujos de

partículas y de calor, Iiegándose a las expresiones (III-14),donde ahora la integración espacial

es a partir de x" , y los núcleos In dados por (ill-15) deben reemplazarse por ios 1*"que se

escriben simplemente en terminos de los lncomo

rn - mi)- Iris")
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d°nd° 9 = (Zlfio- ClJ”?! T80)? 9*= (ZKo * C' ZC*|W" T830).

Condiciones de contorno más generales son mucho más difícilesde lnclulr,véase, por

ejenpb, Fernández-Feria FL,Saunartín J. Ry RamirezJ. (1990).



Metodo ge momenlos

Existen muchas situaciones de interes práctico en las que además de existir fuertes

gradientes de temperatwa, los efectos debidos a la geometría complican en grado externo su

descripción. En efecto, cuando los caminos lbres medios de las particulas de Interes para el

transporte de energía son comparables a las dimensiones macroscópicas características, los

efectos geométricos en el cálculo del transporte son esenciales. En este capkulo se volverá a

tratar el caso de un sólido esférico que es evaporado por un plasma caliente, de interés para la

aslrofísica en relación al estudio de remanentes de supemovas, y para las técnicas de

renovación de combustible en maquinas toroidales. En eslas situaciones es típico que los

electrones del plasma tengan caminos libres medios comparables e incluso mayores que las

dimensiones del núcleo frio que sufre la ablación. En lal caso la función de distribución en las

cercanías del sólido es fuertemente anisótropa en las velocidades debido esencialmente al

efecto de sombra de este. De esta manera, el desarrollo usual de la función de distribución en

polinomios de Legendre (ver capitulo l) no esla muy justificado,

La manera de proceder es, entonces, un tratamiento cinético completo sin apelar a

desarrollos de la función de distribución en polinomios de Legendre, lo que ha sido hecho en

forma numérica poralgunos autores pero sin considerar movimiento hidrodinámlco [Joma S. y

Wood L. (1987)]. En este capitulo se extenderá el metodo de momentos de Lees [Lees L.

(1965)]para la gasdinámica que fue usado también por Shirazian y SteinhauerlShirazian M. H.

y Steinhauer L. C. (1981)] para estudiar la conducción térmica en un plasma plano y sin

movimiento.La idea es proponer una función de distribución 'razonable' para el problema a
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estudiar, con parametros (en general funciones)que se determinan al pedir que se satisfaga un

número de momentos su'iciente de la ecuación cinética.

Para proponer una posible forma funcional de la función de distribución debe

considerarse con cierto cuidado el proceso de ablación del sólido en el plasma ambiente.

Cerca delobjeto se establece unplasma debajatemperatwayalla densidad,‘bajo condiciones

tan altamente colisionales es de esperar una funciónde dislrbución maxwelliana. Por otro lado,

leios del sólido la funciónde distribución es la correspondiente al plasma ambiente. Si la zona

intermediaes poco colislonai,es de esperarse una funciónde distribuciónbimodal, esto es, que

las partículas provenientes del plasma alejado tengan una función de distribución

funcionalmente diferente de las procedentes del sólido. En un plasma estrictamente no

collslonal, el vector velocidad de las partículas provenientes del plasma ambiente I‘ormaen una

posición r dada (r es la coordenada radial esférica con origen en el centro del cuerpo), un

ángulo DLCOI'Ïla dirección radial que, debido a ia sombra del sólido, satisface

rs
-1scosou!u< 1-? H2

donde r3es el radio de sólido. Los valores corrplementarios de y corresponden a partículas

provenientes del cuerpo ablado. De esta manera, si se supone que el plasma al iríinito tiene

una función de distribución maxvselliana, se propondrá como función de prueba para los

electrones

3} 22 3}

mv2 ) rn
ex -—- -}:+ — e

p ZTÍ) ,1 n22nT2 xp
r=n

- H(z-p) (Iv-1)

L
1 2rr.T1
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Hes la función escalón y n1,T1,nz, T2son funciones de la coordenada r a determinar.

En general, la ecuaclón cinética para los electrones tiene la forma

8!

St

—._af ar eE arv -—'—­
at ax m av

(¡V-3)

col.

Si q;es una función de x, vy t, luego de multiplicar (IV-2)por y e integrar en el espacio

de velocidades se obtienen las relaciones de Maxwell

Éi 3- 2131.. - .313.1E.3_Va=
¿tlfde {fadwaxífyvdïv jfvaxdnm favdv St

Tomandow=1,v,v2l 2yvv2l 2respectivamenteresulta

w d3‘v'

col

d3v

colÏfw-(niil-Í 3‘

8f

¿(nivllw-(nlwlrïn-Erw] ¿t­

il"<*%>l+vl<%v>

v d3v

col.

33d»
¿{:2

+°m—E'(niVl)=Í col.
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8

an<%v>ivi<%">+%-i"<%>'+wi=i

donde se ha simbolizado .Ír ¡yd3vpor n wa con n la densidad numérica de electrones. Para un

y2
— v d3v
2

Ef

8t
col.

sistema estacionario con Simeiriaesférica las ecuaciones anteriores se escriben

E

ras-riniiii ¿t
d’v (N-Z-a)

COI.

v d3v (IV-2-b)
eE

r'2:—r(l'¡n<vrvr>)-2r-‘n<vl vl>+í'n­

Easy (iv-z-c)

2 GE

fin<%v,vr>)- 2r-'n<vïvlvl>+—m—' n<vï2>+n<vrvr>

donde vr - n v, v1 = (1 - M”? v. Para seguir adeiante deben considerarse con cuidado las

=18f ÏÏvdav (IV-Z-d)
St 2 ’

r-2.a_
ar

col.

integrales de ios términos de colisiones.

Por conservación del número de partículas debe ser
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61‘ d3v= U

stjcoi.

Por otro lado, si se desdobia el términode colisiones en el correspondiente a interacciones con

Á)“
St COL St COL

debido a ia conservación de ia cantidad de movimientoy de ia energía en las interacciones de

iones y con electro nes

É
St

col.

Coulomb es

g). vrd3v- 0St cai

Y

Ï ¿(py =o (iv-3)
Gt col.

respectivamente.

Debidoa ia diferenciade masa entre electrones e iones, se despreciará ia iransferencia

totalde energía entre ambas especies imponiendoque
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e-l

¿div =o¿55

¿t

Para calcular el resto de las irtegrales debe me una expresión explícitapara el

co‘.

término de colisiores. Se utilizará uno del tipo Fokker-Planck del que se tomarán sus

expresiones aslrtóticas vistasen el primercaptulo válidas para eleckones de energía supedor

a la térmica, por ser estos los más importarles para evaluar los momentos de orden

relativamente elevado que sobreviven. Para este régimen es

l D ‘

gr «eL-MP]St col Y 831 ap

St col 2951 ¿PJ wav viavvav

donde

v4 20

0157*. cs l.- Dni“?2 L
Ó

e 1:2

92Ae¡¡____.4the4lnA
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Se ha considerado InAge= In¿a = lnA. e corresponde a la.temperatwa de los electrones, sin

embargo, como criteriomás adecuado para la situación presente, se detennlnará e de manera

que la condlclón (IV-3)se cumpla Idénticamente(téngase en cuenta que e aparece sólo en D").

Con la expresión (IV-1)de r esto se escribe

í vïdav=-_n¿9¡¡‘1+z)_';2ï(1-12)+(1-x)_¿_21;)4
st coL 211m) T2 2 T1 1

dedonderesulta

9- 1+a
1 0._.y_

T2 T1

con
_ Tu:“.1 2 "¿.L

1+: n2 71m

Con esto pueden evaluarse las integrales reslantes. Usando la expresión propuesta para la

función de distribución f, luego de un cálculo tedioso pero directo, el sistema (IV-2)se escribe

di (v1 81112_v2 92112): Ü (¡v4.a)n

(1+ 23)aqn-(V2B¡)+(1.- 1°)adrï(v181)+s[(1 + 2)V2+(1" I)V1]=g1 (N4-b)



(id-nbae?" - v2 63")+35(v1 91‘0-v2 83% ü UV“)

(1+2’)i(vae:)+(1-r’)i(wser

+%{3[(1+Z)v282+(1-2)v161]+%[(1H9)V2 82+(1- 2’)v161]}-92 (I‘M-d)

donde se han definido las variables ad'mensionales

n=rlr3

91,2=TI,2”0

V1,2="1,2’ "o

3-9 Errgrro

con no y T0 dos valores constantes de referencia para la densidad y la temperatura

respectivamerte. Elresto de los símbolos corresponde a

91'92W.2[(1* 1')", +(1- 2)v1]12-11
82 81

1+0L

B
11+o:.—2­

1

1-2)v1]n2(zu) 11-3 1-6-2
v2

2 .

92:59“ 2[(“2)“2‘
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donde

4
=nnoe lnAr,_

¡toes el camino libremedio de electrones térmicos correspondiente a los valores de referencia

no y T0.

En realidad, la expresión propuesta para el término de colisiones electrón-ion es válida

sólo si los iones tienen velocidad media nula. Si se tiene en cuenta el movimientode los iones

la expresión correcta para g¡ es

+
g1=gzn'2[1 +Z)v2+(1-2)v1]

‘_2."_1

B2 B1

4+­
qJ 92(12) 12vu¡ 12—"2 12—v‘

«¡21: B2 B1

donde um es la velocidad media de los iones adlmensionalizada con (To l me)"2. La

corrección adicional, sin embargo, es pequeña pues um su(me l m0"? , de manera que se

usará la expresión originalde g¡.

Las ecuaciones (IV-4)requieren condiciones de contorno apropiadas; para el problema

de un cuerpo esférico de radio ra sumergido en un plasma de densidad no y temperatura T0 las

condiciones de contorno son
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B1->0;v1->- (paran-H) (N-S-a)

Bz->1,‘v2->1 (paran-9°) (IV-S-a)

Las primeras dos condiciones aseguran que las partículas provenientes del sólido

tienen una función de distribución de baja temperatura y alta densidad; las dos últimas

condiciones corresponden a una función de distrbuclón maxwelliana lejos del cuerpo con los

parámetros del plasma ambiente.

Elsistema (lv-4) no es en realidad completo pues se requiere una ecuación más para

determinar el campo elécn'ico,que puede obtenerse tomando un momento más de la ecuación

cinética. Sin embargo, debido al termino de colisiones electrón-ion utilizado,el movtniento de

los iones no aparece explicitamente en dicho sistema sino sólo lmpllcltamente a través del

campo eléctrico. En realidad este es el tem'ilnode acople esencial entre ambas especies, las

correcclones al término de colisiones electrón-ion es, como se vio, despreciable. De esta

manera, el tornar más momentos de la ecuación cinética no parece apuntar en la dirección

correcta pues el campo eléctrico resultante no tendria en cuenta el movimiento iónico en forma

satisfactoria,que aparece descripto muy pobremente sólo por la condición de cuasineutralidad

implícitaen la expresión del término de colisiones electrón-ion. Una aproximación más correcta

es considerar el movimientoexplícitode los iones a través de una ecuación de tipo fluido

m¡n¡u¡ï=-ír{m1'¡)+2en¡E,-m — Yrd3Y (IV-6)
St COL
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Para cerrar el sistema puede suponerse por ejempio cuasineuu'aiidad si las iongtudes

características son grandes comparadas con la longitudde Debye, tomando

Z n¡z n= n01ï[(1- Z)“ +(1+ 2) v2] (NJ-a)

2T "2 v sia-v e"?

HM,“__0)¿2¿L WM,
“m T] (1- X)v¡ +(1 + IJVZ

Para ia temperatura iónica,poroiro lado,existen di‘erentes posbilidades según ei problema en

cuestión. Si se pretende mantener el problema io más sencillo posble puede considerarse en

algunos casos que el fluido de iones es i’rioy tomar T¡u D. Cuando no es posible esto es a

veces más realista considerar equiparticiónde temperaturas T. a T¡,usando que

2m l m
Tei í ík‘r' (vr))2* ' T0 ' íwr>2 (N'ï'c)

(1- 2)“ «¡(1+ 2)v2

En este úitirnocaso surge ia dificultadadicional de la aparición de un punto sónico que es un

punto singulardel sistema (¡V-4)más la (IV-6),y ia aparición de un frente de choque necesario

para ajustar ias condiciones de contorno al infinito, en forma totah'nente análoga al caso

estudiado en el capitulo II.

Decualquier manera, ambas aproxinaciones tienen una dificultadesencial y es que no

pueden satisfacerse las condiciones de contorno (N-S-a). En erecto, si se desarrollan ias

ecuaciones (iv-4)en el entornode n -1, puede verse luego de un cálculo muy tedioso que no
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es posible satisfacer simultáneamente a las (IV-S-a).En particular se ve que sólo existe so|ución

cuando e = Oy 82m -+ 1) -> U. La condición de despreciar el campo eléctrico, por otro lado, es

usual en en estos formalismos [BoydT. J. M, Lonsdale L.D.y Sanderson J. J. (1988)].

Sl s = 0 el sistema (IV-4)se escribe

v18¡"2-v282”2= K

(1malirzeiiimiami-91

v¡eí”2-vzeïnak'

(1 + 23)}!­dn

2 3 d 2YZ '2
dr]

De las ecuaciones pri'nera y tercera, v] y v2se pueden expresar en términos de 8¡ y B2.

La constante K no puede ser nula debido a que es proporcional a ia tasa de ablación. Dei

comportamlentoaslntóticode em cerca del cuerpo, puede verse que, para que la densidad y ia

temperatua sean no negativas, ia constante K‘tiene que ser nula. Con estas consideraciones,

el comportamiento de B¡ 2cerca del sólido está dado por

Br=3(n)

ez-uwciernn’
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donde:

BÜD‘FQÏG 6(1-l)]2¡5* (1-1)(2p+¡)¡5n n

oigk

p.2072+54762+24

DadosIosvalorosdooydoZ,laoonstarteCsedotormimdernaneradesatisfacerta

condición:

9201 -> ") -> 1

Una vez hecho esto, el autovalor Kresula de ta oomfición:

v2(n->")->1

expresado pon

hifi]
B1 q—)m
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Esto rue Implementado para dü’erentes valores de Z. La relación entre K y g se Indica en la

figuraIV-1panza 1.Recuérdesequegamm Z 10)); que Kes latasa de ablaclónde masa

(drn,rdt)adtmensionauzada

K=9E1__2__M
dt 4nm¡ “mila

1000 J

100

1

K 10 1:

í

| 1.

.1 l I l l l I '

10‘7 10" 10‘5 10" 10'3 10'? 1o" 10°

9

Figu'a IV-1

Relación entre la tasas de ablación adimenslonal Ky g

Esa curvapuede ajustarse por

K _ _3g-¿sor J

93



con una precisión de más dei 10%. A partir de esta fórmula puede calcularse el tiempo de

evaporación de una micro-esferade hüógeno de radio inlcial ra su'nengida en un plasma

cafiente de densidad n0 y temperatua T¡J . En efecto, dado que el flujo de partículas está

relacionado con Ka ¡revés de

rs 2 uz
7 "oTo

e

la leyde retroceso de la superficie del sólido debido a la pérdida de masa del m¡smoes

H2

dra = KnoT0

t 2 n21}2ere

donde ng es la densidad nwnerica molecular del sólido ( = 3,13 1o 22 cm'3, para deuten'o-lritio

sólido). A través de esta expresión resulta un tiempo de vida característico de la microesr‘era

dado por

¡2 1.50? 493 4.514
1’ = 6 10 r3 nu T0 ,

el tiempose da en milisegundos,el radio en cerünetros, la densidad en inversa de centímetros

cúbicos, y la temperatura en eledmn-voks Esta debe ser comparada con laexpresión obtenida

porMayer [Mayer F. J. (1982)]. quien usa el modelo de Cowie y McKee [Cowie L. L. y McKee C.

F. (1977)] para reproducir los resultados de diversos experimentos de inyección de

94



microesreras de hidrógeno en tokarnaks [Milora S. L. (1981)] eligiendo convenientemente el

valor del ¡imitadorde flujotérmico, obteniendo:

12 1.5 -.5 -l.5rano ,
las magnitudes están en las mismas unidades de la formulaanterior. De esta manera el método

desarrollado en este capkulo reproduce muy bien las tasas de ablación observadas en

situaciones lan extremas corno las mencionadas, sin necesidad de inu'oducl' parámetros de

aluste. En particular, esto indica que los flujos térmicos obtenidos son realistas

En la rigura lV-2se muestran los perfiles de ias drerentes magnitudes, correspondientes

a las condiciones del experimento ¡SX-Bque corresponde a una máquina tipo tokamak con

densidades y temperaturas típicas de 5 10'3 cin-3y 1 KeVrespectivamente [Mlloras. L. (1931)].

La temperatwa y densidad del plasma se calculan por medio de las expresiones (Vi-7),y en la

figurase muestran sus valores adinensiorralizados con los correspondientes al infinito:v E n ¡no

y e a Ta l T0.
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Figura iv-2

Pen‘iiesde densidad y temperaüxa adimensionaies obtenidos con ei

formalismode este captuio para ias condiciones del experimento ISX-B

Losperfiles de temperatwa concuerdan muy bien con ios dados por Mayer, no asi ios de

densidad, que presentan una disminución mucho más abrupta que la reportada. Esto podría

explicar mediciones sobre el mismo experimento que muestran densidades aitas sóio en ias

proximidades del sólido, en tanto que ia extensión de ia nube l'riase sigue aproximando bien

por ia descripción de Mayer. Observaciones asironómicas parecen indicar un resuiiado similar

en el caso de ia evaporación de nubes frías [BaiietJ., Amaud M.y Rothenriug(1986)].
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En la nga N-3 se muesln el pen'lldel flujode calor adknenslonallzado con el flujo Ibre

máximo al In‘lnto, Juntocon el cociente enú'e el flujo de calor y el correspondiente de Splzer,

para las condiciones del exper‘mento ¡SX-B.



FiguraNo

Flujode calor y relación entre el flujode calory el carespondiente

de Spiizer para las condiciones del expedmento ISX-B

Nótese que el flujotermico es siempre una fracción del fluioclásico, menor que 0,29. Un

gráfico muy iiusirativoa este respecto es el mostrado en la figura N-4 donde se muestra ei

cociente entre el flu}otérmicode Spiizery el flujodado porel formaiismode este captuio, como

función del cociente entre el camino llore medio térmico local y la escaia local de variación de

la temperatwa.
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Figura lll-4

Relaclónentre el flujode calory el correspondiente de Spltzer como runclón

del cociente entre el camino Ibre medio ténnlcoy la escala localde variaclón

de la temperatwa, para las condiciones del experlmento lSX-B

Larunclónde prueba (¡V-1)sólo es apllcable en los casos muy poco collsiomles como

el del lSX-B,donde el cociente entre el camino ¡bre medio térmico en el plasma ambiente y el

radio de la mlcroesi'era vale ATl r, = 4 10 4 l! .A modo de ejemplo considérense los perfiles de

temperaturay densidad para un caso más oollslonal donde ATl r3= 4 10 "correspondiente a

un plasma de vldrlo (Z e 7, A a 14). Usando el l'ormallsmo desarrollado en el capítulo Il,con un

valor de c= 0,08, resultan los perfiles mostrados en la figura ¡v-s (líneas con símbolos) Junto

con los obtenidos con el método de momertos (líneas s'rnples).
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Figu'aN-S

Perfilesde densidad y temperam adinensionaies obtenidoscon ei formalismo

de este capítulo (lineas), y con el fomialismodel captqu ll(lineas con simbolos),

para el caso en que ATi r, = 0,4 y Z=7, A=14

La marcada diferencia entre los distintos perfiles Indica que ia función (IV-1) no se

adapta a loscasos muycolisionales,como em de esperarse. Sin embargo, la tasa de ablación

resulta razonablemente bien descripta por ambos modelos. En erecto, la tasa de ablación de

masa se escribe
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r ll2
“Él: .,_““'"i__Ï‘"° TL

dt z «bum,

por lo que puede tomarse a K como una tasa de ablación adimenslonal. El valor de K

con'espondiente al ejemplo mostrado en la figwa lY-Ses K= 0,2816;el que resulta de aplicar el

formalismo del capitqu llcon c u 0,08 es Kg.“- 0,4514 (dllerencla del 46 96). Sl se hubiese

usado c- 0.1 sería Kum- 0,3275, que da una diferencia del 15%.

De esla manera, el formalismopresentado en este captulo es aplicable a las situaciones

muy poco colisionales comunes en las experiencias de realimenlación de combustible en

máquinas toroidales, no lralables por teorías locales. Tanto las tasas de ablación como los

perfiles de temperatura reproducen bien las observaciones experimentales; el pen‘il de

densidad, sin embargo, parece decaerdemasiado abruptamente al alejarse de la superficie de!

sólido. Este último erecto es debido a que el movimiento lónlco no es tratado en forma

satisfactoria al tener que despreciarse el carrpo eléctrico y, por lo vlsto más arriba, sólo es

subsanable eligiendo funciones de prueba di‘erentes de la (lv-1), lo que complica

enormemente el formalismosin agregar mejoras smbstanciales.
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us'o

El rin de este trabajo fue la obtención de un lormallsmo útilpara tratar el transporte de

energía en plasmas con fuertes gradientes de temperatura. La dificqu esencial es que, en

principio, el problema requiere un tratamiento completamente cinético. Dadas las dificultades

inherentes a utilizartal tratamiento en cada problema particular, se busca entonces obtener

soluciones más o menos generales de la ecuación cinética,válidas en el régimen estudiado.

Enel capitulo lllde este h'abalo, dichas soluciones generales se han encontrado, en el

caso de plasmas planos unidimensionales,para el rango de energías de interés en el cálculo

del flujo térmico. Otros autores han obtenido soluciones analíticas de este tipo, pero válidas

solamente en el límite z -> «o[ven por ejemplo, Abrilton et al (1985)], de hecho, como se

desprende de la comparación con los resutados del capitulo lll, el término de perdida de

energía despreciado para obtener estas soluciones, sigue siendo 'mponanteaun para Ztan alo

como 10. Enparalelo con esto, se ha mostrado que el uso de sólo los dos pr'rneros términos del

desarrollo de la función de distribución en polinomios de Legendre, está Justificado aun en

plasmas de z = 1, cuando los gradientes de temperatura no son demasiado intensos ¡Tn

|dTldx|< 0,3. La inclusión de la segunda anisolropía, porotro lado, se redujo a la integración de

una ecuación diferencial ordinaria, de la cual se obtuvo la generalización del formalismo

anterioren el caso Zs 1.

Como aporte adicional, al finaldel captulo Illse incluyóen el formalismo la existencia de

contornos espaciales correspondientes a una interfase plasma-vacio. La inclusión de

condicionesde contornogenerales puede logase de manera similara la usada por Fernández­

Feria Ft, Sanmartín J. Fi.y Ramirez J. (1990), y es obieto de un trabajo futuro.

102



La generalización de todo este formalismoa problemas con simetría cilíndricao esférica,

o a dimensiones espaciales mayores que uno no es inmediato, debido a que no puede

eliminarse lrlvialmente la densidad de particulas definiendo una variable auxiliar. Ei rormallsmo

piano, sin embargo, puede utilizarse en problemas undirnenslonales cliindricos o esrencos,

siempre que la escala local de los gradientes macroscóplcos sea pequeña comparada con el

radio del punto considerado.

En el captqu IVse desarrolló un formalismoaplicable cuando los caminos libres medios

son comparables a las distancias maaoscóplcas caracteristicas, con el cual se trató el

problema de la evaporación de microesi‘erasde combustble sólido en plasmas de maquinas

toroidales, obteniéndose una buena reproducción de obsmables experimentales, sin

necesidad de parametros de ajuste como los requeridos por los métodos tradicionales. Usando

diferentes funciones de prueba, puede emplearse ei formalismo para tratar otro tipo de

problemas, tales como el transporte de calor en la corona de plasmas generados por láser.
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