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INTRODUCCIÓN

En este trabajo extendemos a una nueva clase de operadores elip

ticos degenerados, resultados clásicos entre los principalmente se cuen

tan: desigualdad de Harnack, existencia de la función de Green y estima

ciones de regularidad y tamaño de la misma. Dichos resultados han sido tg

made numerosostrabajos. En todos el operador diferencial tiene básica

mente la forma de divergencia

n
(0.1) Lu=- 2 D.(a..D.u)

i,j=1 1 13 3

donde la matriz A = [aij] es simétrica y medible en un abierto acotado
0 C IRn . Sin embargo, hay variedad de condiciones sobre la elipticidad

de la misma.

Muchasde las técnicas que utilizaremos aqui son generalizacig

nes de las introducidas por J. Moser en 1961 ([M1]) y 1971 ([M2]). La hi

pótesis sobre la elipticidad de A considerada por este autor es lo que

se suele denominarelipticidad uniforme, es decir

2 n 2 n
(0.2) c a. s z: si v a e nz' i,j=

n

1:
-1 n

aij(x) Ei Ej S C =1 1 il 1

en c.t.p. x E Q para una constante C > 0 . Ejemplo de este tipo de opg

radores es

Lu = -div(Vu)

La mismacondición es la utilizada, entre otros, por W. Littman, G. Stam

pacchia y H. Weinberger en [LSW]y por D. Kinderlehrer y G. Stampacchia

en [KS]

Las técnicas de Moser encuentran una generalización en 1982,



debida a E. Fabes, C. Kenig y R. Serapioni ([FKSI) . El tipo de eliptici

dad considerada allí es

n 2 n n 2(0.3) w(x) 2 a. s z a..(x) a. g. sc w(x) 2 5;. v a e IRn
._ 1 . ._ 13 1 J . 11-1 1,3-1 l=1

en c.t.p. x E 9 , donde C es una contante positiva y w una función

medible no negativa tal que

-1 2
(0.4) w(B) w (B) s |13|

para toda bola euclídea B donde w(B) = J%\u . Es decir que w es un

elemento de la clase A2 de Muckenhoupt ([M] ) . La novedad consiste en

que se permite que la matriz sea semidefinida positiva, o sea que pueden

existir puntos donde los términos de (0.3) se anulen. Ejemplo de este ti

po de operadores es

Lu = -div(|x|a Vu) para algún a E (-n,n)

En el trabajo mencionado, se obtiene, entre otras cosas, una desigualdad

de Harnack, la que, a su vez, sirve para demostrar la continuidad Holder

de las soluciones. El problema de la función de Green para estos operadg

res fue analizado por los mismos Fabes y Kenig junto con D. Jerison en

[FJK] .

Unaextensión del caso anterior en ecuaciones elipticas degeng

radas es estudiada por S. Chanillo y R. Wheedenen [ChWZ]. Esta consis

te en tomar pesos distintos a la derecha y a la izquierda en (0.3), esto

es

n
2

.2 Ei
n 2 n

(0.5) v(x) 2 Ei S 2 aij(x) Ei Ej S w(x)' ‘ 1=1l=l l,]=1

Las hipótesis sobre el par (v.w) son por un lado, que v verifique

(0.4) y w satisfaga una propiedad de duplicación es decir que exista



una constante C > 0 tal que

w(ZB) S C w(B)

para toda bola euclidea B , donde 28 indica la bola concéntrica con

B y de radio dos veces el de ésta. Ademáses necesaria una hipótesis

que relacione ambos pesos. Esta es que exista o > 1 y C > 0 tal que

_l. l
20 2

wgesz vgesz
6 (‘fl(8)) S C (‘V(B)) V 8 G (0,1] ,

para toda bola euclídea B . Dentro de esta clase de operadores está

1/2 2
Lu = -div(|x| Dlu,|xI-1/2 02 u) x e IR

Con estas condiciones los mencionados autores prueban una desigualdad de

Harnack ([ChW2]) y analizan el problema de la función de Green ([Chw31).

Entre las herramientas utilizadas se encuentra una nueva generalización

de las técnicas de Moser en las que se aplican los resultados de [Chw1]

sobre desigualdades de Sobolev y Poincaré.

En 1982, B. Franchi y E. Lanconelli publican [FLl] , primero de

una serie de tres artículos en los que estudian una clase sustancialmente

diferente de operadores elïpticos degenerados. La diferencia estriba en

que la condición de elipticidad es

MD
n 2 2

aijUK) ¿i Ej S C A10!) Ei

n
2 2

(0.6) 23 A.(x) E. s
' l l =1 i-l1=1 i,

LI.

Aquí, las Ai son funciones no negativas tales que A1 E 1 , Aj(x) =

Aj(x1,...,xj_1) j = 2,...,n y, ademássatisfacen una serie de condi
ciones puntuales que las asemejan, en cierta forma, a potencias de módu

los. Comoejemplo tenemos, para x = (x1,x2) en IR2 . el operador

_ - B
Lu - -div(Dlu,Ix1| D2 u) B > 0



La serie de tres articulos mencionados se completa con [FL2] y [FL3], s9

bre desigualdad<heHarnack, regularidad de soluciones e inmersiones en es

pacios de Sobolev. Las técnicas utilizadas en éstos tres trabajos consti

tuyen una novedad con respecto a las que se aplican en los ya comentados.

Aquí se construye una métrica a partir de los Ai , que en el caso Ai El

9 i coincide con la euclidea y sobre esta nueva geometría se procede,

ahora si, a una adecuada generalización de las técnicas de Moser.

En 1986, B. Franchi y R. Serapioni ([FS]) engloban las condicig

nes (0.3) y (0.6) en una nueva clase de operadores degenerados, donde la

elipticidad está dada por

n 2 2 n n 2 2
(0.7) w(x) 2 A.(x) E. S 2 a..(x) E. E. S C w(x) 2 A.(x) E.

. 1 l . ._ 11 l 3 . l li=1 1,3-1 ' i=1

donde las Ai son como en (0.6) y w es un peso en la clase A2 pero

con respecto a la métrica generada a partir de los Ai . Indicando con

d a esta métrica y tomando n==2 tenemos, como ejemplo de operador, a

Lu = -div((d(0,x))a(D1u,lx1|B ¡3211)) a. e (-2,2) a > o

Los mencionados autores bajo estas condiciones, fusionan adecuadamente las

técnicas aplicadas en [FKS], {FLI}, [FLZ] y [FL3] en un contexto de espa

cios de tipo homogéneo(ver [CW]y [C]) para obtener extensiones para el

nuevo tipo de operadores de los resultados de dichos artículos.

La clase de operadores elipticos degenerados que estudiaremos

aquí, contiene comocasos particulares todos los antes mencionados. La

formadel operador es la de (0.1) mientras que la hipótesis de eliptici

dad está dada por

n

vox) _>_:AÏm ¿Í s
n 2 2

. aij(x) Ei Ej S w(x) _2: Ai(x) Ei1-1 i, 1 1-1
I_|.:.M:!
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donde las Ai son comoen los trabajos de Franchi y Lanconelli y el par

(v,w) satisface cierta condición, que ya veremosen el desarrollo del

trabajo, en términos de la geometria generada a partir de los Ai . Den

tro de esta clase de operadores podemoscitar, indicando con d a la mg

trica obtenida de los Ai s

Lu = -div((d(0,x))a'D1 u,(d(o,x))'° |x1|B 1)2u)

_ n _ 1 i (4+a)(2-a)
para x-(x1,x2)€]R ,B>0 y a.>0 talque 1 2+B<4——-—2+a,

En el Capitulo I presentaremos las hipótesis sobre los Ai y

definiciones y propiedades básicas ya conocidas de 1a geometría generada

por ellos. Ademásdemostraremos algunos resultados nuevos dentro de dicha

geometria que luego nos serán de sumautilidad. El Capítulo II está dedi

cado a la obtención de desigualdades de tipo Sobolev y Poincaré con los

pesos v y w . adecuadas a la nueva geometría. En el mismo, además,

analizaremos las condiciones que impondremossobre el par (v,w) . El C2

pitulo III contiene, por un lado, las definiciones y principales propie

dades de los espacios de tipo Sobolev en los que trabajaremos y, por otro,

un estudio básico de los operadores que nos ocupan. En el Capitulo IV,

con la ayuda de los resultados de los capitulos anteriores, probaremos

una desigualdad de tipo Harnack que, a su vez, nos servirá para estudiar

regularidad de soluciones. Finalmente, en el Capitulo V, demostraremos

la existencia de la función de Green asociada a nuestros operadores y al

gunas estimaciones de tamaño y regularidad de la misma.



CAPITULO I

Preliminares Geométricas

En este Capitulo estudiaremos las propiedades geométricas bási
. n . . . . .

cas del espac1o ZR equipado con una distanc1a 1nduc1da por el campo veg

torial (Al(x) ... An(x)) asociado en la forma (0.2) al operador L .

El primer estudio en esta dirección con los Ai en las condi

ciones (1.1) a (1.3) siguientes, fue hecho por Franchi y Lanconelli en

[FLl]. En esetrabajoFranchi y Lanconelli definieron la distancia, una

casi-distancia equivalente y demostraron resultados que fueron luego apli

cados por los mismos autores en [FL2] y [FL3] para probar una desigualdad

de Harnack en el caso v==w= 1 en (0.2). Cuando Franchi y Serapioni en

[FS] consideran el problema análogo para el caso v = w , el hecho que

R“ con aquella distancia y la medida de Lebesgue constituya un espacio

de tipo homogéneo,permite usar los resultados de A.P. Calderón ([C]) so

bre clases AP en ese contexto. El estudio del caso general v # w que
nos proponemosaquí, requerirá nuevos resultados geométricos tales como

los contenidos en los lemas (1.14), (1.30) y la construcción de una fami

lia de rectángulos con una adecuada propiedad de cubrimiento hecha en la

sección 3 de este capitulo.

5.1 Definición X propiedades básicas de la distancia

Sean Als 1 ; A2(x) = A2(x1);...;Aj(x) = Aj(xl,x2,...,xj_1) ,

donde x = (xl,...,xn) GSR" , n funciones que satisfacen las siguientes

propiedades

(1.1) A]. e cm“) n c1(R“ - n ) , donde

n
n={xen": x.=-0}

.=1 l.1



(1.2) cada Aj es par en cada variable separadamente, i.e.

)Aj(x1,...,x.,...,x.l J_1) = Aj(xl,...,-x. l,...,x.3-1

(1.3) 0<Aj(x)S/\,para todoXERn-I'I,j=1,...,

Existen números no negativos bji tales que

0 S xi(Di Aj) (x) S bji Aj(x) para 1 S J S n , l S i S 3-1 y

para todo x GRn - II

En primer lugarintroducimoslas nociones de vector A-subunita

rio y curva A-subunitariay en base a ello definiremos la métrica d .

(1.4) Definición: Diremos que un vector Y = (Y1,...,yn) E Rn es un

vector A-subunitario en un punto x = (xl,...,xn) si

n 2 n 2 2 n
(F Y]. Ej) S f4: Aj(x) Ej , para todo E = (E1,...,En) GR 3:1 3:1

(1.5) Definición: Sea Y : [0,T] +2Rn una curva absolutamente conti

nua. Diremos que Y es una curva A-subunitaria si y(t) es un vector

A-subunitario en y(t) para casi todo t E [0,T]

(1.6) Definición: Sean x,y EZRn, definimos

d(x,y) = inf{T E]R+/existe una curva A-subunitaria

1:[0,T]-+]Rrl que verifica: y(0) = x , y(T) = y}

(1.7) Observación: ([FLl] y [FL3]) Las hipótesis sobre A aseguran

la existencia de una curva X-subunitaria que una x e y para cada par

(x,y) GJRnlen , de donde se deduce que d es una métrica. Ademásexig

te una constante positiva b = b(A) tal que para todo par (x,y) se

verifica |x - yl S b d(x,y) .

Para nuestros propósitos es útil introducirtnuicasi-métrica (no



simétrica) 6 ,equivalente a d , que está definida más explícitamente, la

cual en algunos casos, es más fácil de manejar que d .

(1.8) Definición: Sea x EIRn t EIR , definimos

Ho(x,t) = x

Hk+1(x,t) = Hk(x,t) + t A (Hk(x,t)) e para k = 0,...,n-1k+1 k+1 ;

donde {ek}:=1 es la base canónica usual en JRn .

(1.9) Definición: Sea x EJRn , definimos las siguientes funciones

reales de variable real s + Fj(x,s) = s Aj(Hj_1(x,s)) , j = 1,...,n .

Es claro que Fj(x,s) es una función de las j variables:

x1,x2,...,xj_1 y s .

(1.10) Lema: Para cada j , la función Fj(x,s) en {x EJRn/xk Z 0 ,

k = 1,...,j-l}x(0,°) es no decreciente en cada variable. Enparticular,

es estrictamente creciente en s .

Demostración: De (1.3) se sigue que, para cada i , Ai es no de

creciente en {x EJRn/xk 2 0 , k =1,...,i-1} , de donde la monotonía en

las variables x es inmediata. Dado que Ai > 0 en IRn - II , de la de

finición se concluye que Fj es estrictamente creciente en s .#

Apartir del lema anterior es claro que para cada x = (x1,...,

xn) G Rn tal que x 2 0 , k = 1,...,j-1 , podemosdefinir la función igk

versa de Fj(x,-) , esto es wj(x,-) = (Fj(x,-))-1 para j = 1,...,n .
Ahora definimos la casi-métrica 6 de la siguiente forma:

. . . _ = n(1.11) Def1n1c1ón. Sean x - (x1....,xn) , y (y1,...,yn) en 2m

¿(x,y) = máx vj(x*,lxj - yjl) ,j=1,...,n
donde x* = (|x1|,...,|xn|) .



(1.12) Lema ([FLl] Teoremas 2.6 y 2.7): Existe a 2 l , que depende sg

lo de las constantes bji de (1.3), tal quepara cualquiera x,y eIRn

a-1 ¿(x,y) S d(x,y) S a ¿(x,y) 

j-l
Sea G = 1 y G. = 1 + ZZ G. b..

1 J 1:1 1 31
para j = 2,...,

(1.13) Lema ([FLZ] proposición 4.3): Para todo x SIR“ , 6 > 0 y

8 E (0,1) tenemos

G. F.(x*,es)

Fj(x*,s) '

v.(x*,es) ET
_1_______ s e J
wj(x*.s)

(1.14) Lema: Sean x = (xl,...,xn) e y = (y1,...,yn) en El ,

y sean r > 0 y 8 e (0,1] . Si para alguna constante K z 1 .

Iyil + Fi(y*,er) s Ixil + K Fi(x*,r) , i = 1,...,j

luego

G. -1
3+1t 'k

Fj+1(y ,Br) S 9 K Fj+1(x ,r) ,

Demostración: Se obtiene aplicando el Lema(1.10) y el lema an

terior, en efecto

Fj+l(ya,er) = er Aj+1(|y1| + F1(y*,er),...,|yj|-+Fj(yr,er))

*j+1(lxll + KF1(x*,r).....|xj| +KFj(x*,r))

S Br Aj+l(|x1| + F1(x*,Kr),...,|xj| + Fj(x*,Kr))
G.

- 3+1= Ñ *
8 K Fj+1(x ,Kr) S B K Fj+1(x ,r) .#
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Durante el resto de este trabajo utilizaremos la letra S y la

letra Q para referirnos, respectivamente, a las d-bolas y a las ó-bg

las , es decir

S(x,r) = {Y E IRn/d(x,y) < r}

Q(x,r) = {y E IRn/6(x,y) < r}

= {y= (y1,...,yn)EIRn/Ix:L - yil <Fi(x*,r) , i=1,...,n}

para x=(xl,...,xn)€IRn y r > 0 . Además,para a. > 0 , Q=Q(x,r) y

S= S(x,r) , indicaremos aQ=Q(x,a.r) y GLS= S(x,a.r) .

(1.15) Lema: ([FS], proposición 2.7) Valen las siguientes propiedades

(1.16) para todo x en IRn y todo r > 0 se tiene

s(x,a‘1r) c Q(x,r) c S(x,a.r)

donde a es la constante en (1.12);

(1.17) existe una constante b>'1 tal que si |x-y1 Sl , entonces

b-1 lx - yI S d(x,y) S blx ' Yln ,

. -1
donde n = min {G. }

j J

(1.18) vale la propiedad de duplicación para las d-bolas , i.e. exis

te una constante A > 1 tal que

|2 s| s A |s|

(1.19) duplicación para las ó-bolas:

|2 Q| s A |Q| .

Observamos que todas las constantes dependen sólo de n , A y los bij

De (1.18) y (1.19) tenemos que (IRn,d,L) y (JRn,ó,L) son es

pacios de tipo homogéneos en el sentido de Coifman y M. de Guzman [CG] .
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Aquí Ii es la medida de Lebesgue de IRn .

(1.20) Lema: Sean x = (x1,...,xn) EJRn y r > 0 .Luego existe y en

S(x,r) tal que S(y,ur) C S(x,r) y .S(y,ur) n S(x,ur) = o para u en

(0,4“1 a'e)

Demostración: Supongamosque x es tal que xi 2 0 , i=1,...,

A partir de la definición de 6 es claro que para y==(x1+2-1 a-3 r ,

x2,...,xn) tenemos ó(x,y) = 2-1 a-3 r . Ademástenemos que para 9 G

(0,4-1 a-Z) se verifica

(1.21) Q-(y,—°3-r] cQ(x.fi)a

(1.22) Q[y.% r) ns2(x.i3 r) = oa a

En efecto, para cada z G Q(y,-% r) tenemosa

¿(x,2) -s a2(6'(x,y) +-ó(y,z>)

IA m
N

h

H

u
+

a.)

H
V

Il
IDIH h

|I + a:

\_/

A
DJIH

lo que prueba (1.21). Por otra parte

r
2 a3

= 6(x,y) s a2(6(x,z) + ¿(mn .

de donde, para z E Q(y,g%] , se sigue quea

r r _ ¿L
¿(X'Z) Z 5 - 6(y,z) Z f——g 3 r2 a a aN

r ( 1 r 1 e=_ -e)>_ >—r,a3 2 a2 a3 4 a2 a3
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con lo que llegamos a (1.22). Luego, como S(y,6 a-4 r) c Q(y,9 a-3 r) c

Q(x,a-1 r) C S(x,r) , tenemos la tesis para x en el primer cuadrante.

El caso general se demuestra por simetría.#

Veremosahora algunos resultados técnicos que usaremos en el

Capítulo II, incluyendo una estimación de la medida de una d-bola en té;

minos de los Ai . Introducimos, con tal propósito, una familia de cur

vas subunitariasque dependende n parámetros reales:

(1.23) QSÉQBÁEÁÉESea v = (v1,...,vn) y e = (¿1,...,en) en JRn

con o < ej < vj , j = 1,...,n . Indicaremos con A: al conjunto
n

EIR e. S . S v.
{y / J yJ J

definimos TYy= TY(y1,...,yn) = (Ylyl,...,ynyn) y denotaremos con

, j = 1,...,n} . Si Y = (y1,...,yn) e {-1,1}n ,

A:(Y) al conjunto TY(A:) . Además, si x EIRn y p > 0 definimos

QY(x,p) = {YE Q(x,p)/Yj(yj - x.) 2 0 ; j = 1,...,n} si Y = (1,--.,1)J
(1,...,1)

escribiremos Q+(x,p) en lugar de Q (x,p)

(1.24) Definición: Para x = (x1,...,xn) e y = (y1,...,yn) en JRn

indicaremoscon H(t,x,y) = (Hl(t,x,y),...,Hn(t.x,y)) a la solución del
siguiente problema de Cauchy

Hj(-,X.y) = Aj(H(°,X.y)) Yj

H.(o,x,y) = x
J

j = 1,...,n .

Notemosque Hj(t,x,y) depende solamente de y1,...,yj .

(1.25) Lema ([FS], proposición 7.3) Sean e y v comoen la defini

ción (1.23), luego existen 2 n constantes positivas C1,...,Cn,El,...,Cn

que dependen solo de e , v y los bji , tales que



(1.26) Si_ T > 0 x E Rn e y E A: existen m y M , 0 S m <

M S 1 que dependen sólo de T , x e y con M-m Z 4.n , tal que

H. s,x, Z C. x. + H. x*,1 ' = 1,...,J< y) J(I JI J( )) J

para S E [m1,MT]

(1.27) Si T > 0 e y e A: , tenemos

H. T,x, S E. x. + . x*,1 ' = 1,...,
I J( 'YH J(I JI HJ( )) J

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer Cj S 1 S C

(1.28) Lema ([FS], proposición 7.4) Sean E E (0,1] y y E {-1,1}n

fijos. Luegoexisten e , v ean comoen la definición (1.20) tal que,

para todo r > 0 y para todo x ¡Ean

|H(r,x.A:(y)) n 9*(x,r)| 2 (1 - a) IQ*(x,r)|

(1.29) Lema ([FS] proposición 7.5) Sean e , v y y como en 1a def;

nición (1.23). Luego existen dos constantes positivas Cl y C2 que de

penden sólo de e , v y los bji tal que
1'n

C1|S(x,r)l s r1 I Aj(H(t,x,y)) dt s c2 |S(x,r)|j=1
O

para cada x e Rn , r > 0 e y E A:(y) .

5.2 Lemade cubrimiento de tipg Besicovítch

El principal resultado de esta sección es el siguiente

(1.30) Lema: Sea E un conjunto acotado en IRn-. Sea I? una familia

de ó-bolas tal que V x E E a r(x) > 0 Q(x,r(x)) e IP. Existe una
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sucesión {xk} C E para la cual se verifica

W

(1.31) E c U Q(xk,r(xk))
k=1

(1.32) existe una constante C que depende solo de n y de las cong

tantes bij tal que

O

EI x S C
k=1 Q(xk,r(xk))

Para demostrar el lema anterior necesitamos dos resultados pre

vios demostrados por Caffarelli y Calderón ([CCI) .

(1.33) Lema ([CC]): Sea {Qj};=1 , una familia de cubos en IRn con

lados paralelos a los ejes coordenados. Supongamosque para i > j el

centro de Qi no pertenece a Qj y que existe una constante k Z 2 ,

tal que si Qi n Qj f o , entonces k zj 2 li , donde zi denota la log

gitud del lado de Qi . Luego existe una constante C que sólo depende

de n y k tal que

w
<

ki; X91 - C

Demostración: Sea xo un punto que pertenece a los cubos

le,...,Qdm . Sin pérdida de generalidad podemossuponer que xo es el

origen. Para simplificar la notación escribiremos Qj en lugar de de.

Entre los Qj consideraremos el subconjunto de cubos Qj1,Qj2,..., con

jl < j2 < ..., que tienen centro en el primer cuadrante (JRÏ) . Conside

remos la longitud zjl del primer cubo cuyo centro está en IRÏ , ahora

introducimos el cubo auxiliar Q0 = {x = (xl,...,xn) E Rn/O S xi S

1/2 ljl , i = 1,...,n} . Claramente QoC le y puesto que los centros

de los st , s > 1 , no están contenidos en le , hay, comomáximo, un
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centro en Qo . Ahora consideremos el conjunto de Zn-l cubos adyacentes

a Q0 en JR: con lados de longitud 1/2 ljl . En cada uno de ellos hay,

comomáximo, un centro. En efecto, supongamos que en uno de ellos hay dos

centros, st y Cjt . Luego, para algún i E {1,...,n} .

x(c-)z¿9.i 3s 2 31

x(c-)zlzi Jt 2 31

donde xi(CjS) indica la i-ésima coordenadade st . Asi, ijs y zjt

son mayores que ljl , y como

|x(c-)-x(c-)|s¿2r JS r 3t 2 31

para r=-1,. . . ,n , se sigue quest Eth y Cjt E st , lo que es una contradig

ción. Entonces en el cubo auxiliar Q1 = {(x1,...,xn) e :mp/o S xi S ljl,

i = 1,...,n} hay, comomáximo, 1 + (2n - 1) centros. Tomemosaquellos

jS que tienen centros fuera de Ql . Ahora consideremos los 2n - 1

cubos adyacentes a Ql cuyos lados tienen longitud ijl . Aplicando un

razonamiento similar al anterior con Q1 en lugar de Qo tenemos que cg

da uno de los cubos mencionados tienen, como máximo un centro. Sea Q2 =

{(xl,...,xn) e JRn/OS xi S 2 ljl , i = 1,...,n} . De acuerdo al razona

miento precedente hay comomáximo, 1-*(2n-1)-+(2n-1) centros en Q2 .

Ahora tomemosen JR: los 2n-1 cubos adyacentes a Q2 que tienen lados

de longitud 2 ljl . Razonando como antes, tenemos que cada uno de ellos

contiene comomáximoun centro. Luego la inducción es clara. Construyendo

QOIQI..-.,Qr , donde

_ n s-l _ _
Qs - {(x1,...,xn) e IR/O s xi s 2 231,1 _ 1,...,n}.

Qs_1 y sus 2n-1 cubos adyacentes en IRÏ cuyos lados tienen la misma

longitud están contenidos en Qs . Asi, hay comomáximo, 1-+s(2n-1) cen



tros en QS . Ahora bien como ijr S K ljl , resulta que cada centro está

en

' n 1
Q = {(x1,...,xn) e IR /0 S xi S Kí ljl , i = 1,.._,n}

Por otra parte, si s > log2 K tenemos que 25-1 ij1-> K 2-1 ljl de

donde Ó C Qs . Luego es claro que en IRÏ hay, como máximo 1+(1+log2 K)

(Zn-11) cubos de la familia dada que contienen a 0 = xo . Por un argu

mento de simetría se sigue que en JRn el número máximo es

2n (1 + <1 + log2 K)(2“ - 1)) ,

lo que concluye la demostración.#

(1.34) Lema ([CC]): Sea {Rj};=1 una familia de rectángulos n-dimen
sionales con lados paralelos a los ejes coordenados. Supongamosque para

i > j el centro de Ri no pertenece a Rj y que existen constantes
. s s _

K1,...,Kn tales que s1 Ri n Rj f 0 tenemos Ks Ej 2 li , s - 1,...,n ,

donde i: indica la longitud del lado correspondiente al eje xs del

rectángulo Ri . Luego existe una constante C que sólo depende de n ,

K1,...,Kn tal que

CD

2: x S C. R.
3:1 J

Demostración: Para n = 1 el lema se reduce al anterior. Vea

mosel caso n = 2 . Sea xo un punto que pertenece a Rd1,...,Rd.,...,J

con d1 < ... < dj < ..., . Podemossuponer sin pérdida de generalidad

que xo = 0 y que los centros de los Rdj están en JRÏ . Consideremos
ahora el rectángulo auxiliar

Ro = {(x.y) e luz/o s x s 2'1 2x(Rd1) . o s y s 2‘12y(Rd1)}

donde 2x(Rd1) y 2y(Rd1) indican las longitudes de los lados de Rdl
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x e y respectivamente. Claramente Ro C Rdl yparalelos a los ejes

hay, comomáximo, un centro en él, el de Rdl . A continuación definimos

dos familias de bandas: para el eje y

_ r-2 r-1
Sr - {(x,y)/2 2Y(Rd1) < y S 2 9-Y(Rd1) , x 2 0}

y para el eje x

_ t-2 t-l >
Tt —{(x,y)/2 1x(Rdl) < x S 2 2x(Rd1) y . 0}

. Es claro que los centros de todos los Rdj están encon r , t e IN

el rectángulo

o s s K 2'1 2 (R )}
Y 2 y d1R = {(x,y)/0 s x s x1 2'1 2x(Rdl)

Por otra parte, también es claro que

r t
oo

R C ( U Sr) U ( U Tt) U Ror=1 t=l

donde ro y to son los naturales que verifican

1 + log2 K2 2 ro > log2 K2

1 + log2 K1 Z to > log2 K1

Ahora veamos cuantos centros puede contener cada banda. Considg

remos la banda Sr y los rectángulos Rai con centros en ella. Luego pa

ra esos Rdi tenemos

-l r-2
2 2y(Rdi) Z 2 iy(Rdl) ,

Ahora cortando cada Rdi con la recta y = Zr 2 2y(Rd1) , obtg

nemos, sobre ella, una familia de segmentos Idi que satisfacen las si

guientes condiciones:
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(1.35) el punto (0,2r-2 2y(Rd1)) pertenece a Idi ,

. < . > .
(1.36) s1 di dj , luego 2 K1 longitud (Idi) - longitud (Idi) ,

' <
(1.37) s1 di dj , el centro de Idj no pertenece a Idi .

Es fácil verificar las condiciones (1.35) y (1.36) , veamos

(1.37) . Supongamosque (1.37) no se verifica para Idi , Idj , di < dj ,
esto significa

-1
(1.38) |x(Cdi) - x(Cdj)| s 2 lx(Rdi) ,

por otra parte, sabemos que

(1.39) Iy(C ) — y(C )| s 2’"2 2 (R ) < 2'l 2 (R )dj - di y dl Y di

Pero de (1.38) y (1.39) se sigue que Rdi contiene a Cdj , lo que con

tradice nuestra hipótesis. Luegoes válido (1.37). EntonCes, con la fami

lia {Idi} estamos en las hipótesis del lema anterior para n = 1 . Por

consiguiente en la banda Sr hay, como máximo, un número N = N(Kl) < w

de centros. Luego en :É: Sr hay como máximo (1 + log2 K2) N centros.to
Usando el mismo argumento tenemos que en tul Tt hay , como máximo

(1 + log2 K1) M centros, donde M = M(K2) < m . Así, en IRÏ hay, como

máximo, (1 + log2 K1)(1 + log2 K2) HN+ 1 centros. Entonces en 1R2 hay,

) +1 centros, lo que es nuestracomomáximo, 4MN(1+1092 ¡cl)(1+log2 K2

tesis. De manera que el lema para n==1 implica el resultado para n==2.

En general el caso n-1 implica el caso n . Esto se puede hacer defi

niendo las siguientes "bandas":

j _ n r-2 r-l
Sr - {(x1,...,xn) G JR/2 2j(Rd1) < xj < 2 lj(Rdl) ,

x Z 0 , K = 1,...,n}
K

luego se cortan los rectángulos con centros en ellas con los hiperplanos



x. = 2r
3 2 2j(Rdl) . Así reducimos el caso n-dimensional al de n-l dimen

siones. De esta manera queda probado el resultado.#

Ahora estamos en condiciones de proceder con la

Demostracióndel Lemagl.30):Como E es acotado, si sus r(x)=anxe

es claro que existe x C E tal que E C Q(x,r(x)) , y en este caso que—

da demostrado el lema. Si sup r(x) < m procedemos de la siguiente for
xEE

ma: Sea El = E , elegimos Cl E E1 tal que

r(C ) 2 l sup r(X)1 2
xEEl

Ahora sea E2 = E1 - Q(C1,r(C1)) , Sl E2 # o eligimos C2 e E tal que2

1r(C ) Z - sup r(x) .2 2
erEZ

Siguiendo así tenemos en la K-ésima etapa

K-l

EK = EK_1 _ Q(xK_lrr(xK_1)) = E _ igl Q(xirr(xi))

C e E tal que r(C ) Z l sup r(x)
K K K 2 X‘EE

2

Continuamos de esta forma mientras EK f o . Si en alguna etapa EK = o,

detenemos el proceso. Es claro que si i > j , Ci no pertenece a

Q(Cj,r(xj)) . Por parte para i > j tenemos r(Cj)Z á r(Ci) , luego, si

además se verifica Q(Ci,r(Ci)) n Q(Cj,r(Cj)) f o , se sigue que

|x1(Ci)| + F1(Cï,r(Ci)) s |x1(Cj)| + 5 F1(Cï,r(Cj)) .

Ahora tomando 8 E [0,1] tal que 8:2r(Cj) = r(Cl) , obtenemos a partir
de la última desigualdad
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(1.40) |x1(ci)| + F1(Cï,02r(cj)) s |x1(Cj)I + 5 F1(C;,2r(cj))

Luego, aplicando el Lema (1.14), tenemos

62+1l’ < t
F2(Ci,r(Ci)) - 5 F2(Cj,2 r(Cj))

Entonces, como Q(Ci,r(Ci)) fl Q(Cj,r(Cj)) f o , se sigue

G +1
2t "k

(1.41) |x2(Ci)|+F2(Ci,82r(Cj))S|x2(Cj)|+(2.5 +1)F2(Cj,2r(Cj)).

Luego, teniendo en cuenta (1.40) y (1.41), a partir del Lema(1.14) obtg

nemos

62+1 G3+1
* 'k

F3(Ci,r(Ci)) S (2.5 +1) F3(Cj,2r(Cj)) .

Ahora utilizamos esta desigualdad para obtener, razonando como

antes, una relación del tipo (1.40) y (1.41) pero para la tercera compo

nente de los centros. Luego aplicamos nuevamente el Lema (1.14) y así su

cesivamente con todas las componentes. Así, finalmente tenemos que exis

ten constantes K ,Kn , que sólo dependen de n y los G2 , tal que1,...
< =F¿(CÏ,r(ci)) - K2F¿(c3,2r(cj)) 2 1,...,

De ésto se sigue, utilizando (1.13) que

G
2* 'k =

F2(Ci,r(Ci)) S K12 F2(Cj,r(Cj)) i 1,...,

Entonces estamos en condiciones de aplicar el Lema(1.34) a la familia

{Q(Ci,r(Ci))}:=1 , con lo que se verifica (1.32). Sólo nos resta ver que

E C igl Q(Ci,r(Ci)) . Para ello volvamos al proceso de selección de cen

tros Ci . Si en alguna etapa Ko de dicho proceso tenemos EKO= o ,
K -1

luego E C ñJ Q(Ci,r(ci)) con lo que se llega a lo buscado. Ahora bien,i=1



si EK # o , V K entonces tenemos infinitos Q(CK,r(CK)) . Veamos que

en este caso se verifica r(CK) + 0 para K + m . Supongamos que no es

cierto, es decir que existe e > 0 y una subsucesión {r(CKi)} tal que

r(cKi) 2 e , V j . Luego, como CKj É Q(me,r(CKm))Para j >m , tenem05.

Q CK.,¿ UQ CK.,L = o para todo i f j
3 2 l 24 a 4 a

En efecto, pues si existe un yo en dicha intersección, tenemos a partir

del Lema (1.12)
._&_

N

2ó(CKiICKj)sa +
Sa2( 62+ €2)=%<r(cKi) ,4 a 4 a

o sea que cKj e Q(CKi,r(CKi)) , lo que, para j > i , no es cierto. Ahg

ra bien, como suÉ r(x) < w , luego existe M > 0 tal que Q(x,r(x)) Cxe
Q(0,M) , para todo x E E . Entonces

(1.42) z IQ(CK.,-E—)l= | u Q(CK.,L)|j=1 3 4 a2 j=1 3 4 a2

s |Q(0,M)l < «o

.2Por otra parte, del Lema(1.10), tenemos que IQ(0, e )I SIQ(tKj,-¿Lï)|4 a 4 a
para todo j . Por consiguiente

..= 2: |Q(o, e )|s '2 |Q(cK.,L)|
j=1 4 a2 j=1 3 4 a2

lo que, de (1.42), es una contradicción. Luego r(CK) + 0 cuando K + m.

Ahora supongamos que existe xo en E - U Q(CK,r(CK)) . Entonces

xo E EK para todo K , por consiguiente

0 < r(xo) S sup r(x) S 2 r(CK) para todo K ,er
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que es una contradicción. Asi queda demostrado (1.35).#

5.3 Construcción de familias de ó-bolas gue aproximan a las

d-bolas

En el Capitulo II necesitaremos disponer de familias de ó-bolas

tales que cada familia sea un cubrimiento disjunto de nf‘ y que dada S

una d-bola cualquiera, exista una 6-bola Q perteneciente a alguna de

dichas famiilias tal que S C Q y IQl 5 ISI . Si la casi-distancia fue

se invariante por traslaciones de an , bastaría tomar traslaciones ade

cuadas de redes de G-bolas con radios diádicos. La construcción que ha

cemosaquí se basa en encontrar un sustituto adecuado de las traslacio

nes usuales.

Sea k e Z , definimos

. k
(1.43) xj = (2 31 - 1) 2 e 1

Í k)e.. . = . . . - - ,2x31...]i x31 +'"+ xJ1---Ji-1 + (2 31 1) Fi(x31-nji-1 l

para ji E Z , i = 1,...,

(1.44) Definición: Sea k E Z . Indicaremos con Dk a la familia for

madapor las ó-bolas Q(xJ-1“_jn,2k) ji e Z i = 1,...,n .I

A partir de la construcción es claro que, para cada k , las

ó-bolas de Dk son disjuntas y cubren a JRn excepto por un conjunto de

medida nula.

. ., . . . nA continuac1on definiremos una serie de operadores de I! en

IRn que luego utilizaremos para construir el resto de las familias.



(1.45) Definición: Para cada k e Z definimos

Tk :IRn -> JR" 9. = -1,o,1 donde
2 1

1

k _ k
TZ (x) — x + 11 2 e1

1

Tk :1Rn -> JRn 2. = -1,0,1 donde2 ...2. 2. l
1 1-1 1

k k k * k
T (x) = T (x) + 2. F.(T (x) ,2 ) e.
11...2i_1 zi 21...Zi_l l 1 21. .ii_1 1

para i = 2,...,n .

Notemosque el númerototal de series de índices 21...2n , con

ii = -1,0,1 para i = 1,...,n , es 3n . Indicamos con T al conjunto

de dichas series. Numerandolos elementos de 1 de alguna forma simboli
nzaremos cada elemento con (s) , para s = 1,...,3 .

(1.46) Definición: Sea k G Z y (s) = 21...2n e 1 . Indicaremos con
k,s . . k kD a la familia formada por las ó-bolas Q(T (x. . ),2 ) ,¿1...1n 31...]n

j. e Z , i = 1,...,n . Aquí x. . está definido comoen (1.43).l 3]...an

(1.47) Observación: Notemosque cada familia Dk's puede considerar

se comoobtenida de Dk a través del operador TÏS) . Por otra parte tg

nemos Dk's = Dk para (s) = i...1 . Ademáses inmediato que, al igual
k,sque para Dk las ó-bolas de cada familia D son disjuntas y su

unión cubre a IRn excepto por un conjunto de medida nula.

El siguiente lema contiene la propiedad fundamental de las fa

milias Dk's .

(1.48) Lema: Para cada i = (í1,...,in) E IRn y r > 0 , existen

(s) e r y Qo e Dk’S para k:2k-1 < 2 r S 2k tal que
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(1-49) Q(i,r) C Qo ,

(1.50) |Q°I S C|Q(i,r)| donde C es una constante independiente de

i , r , k y (s)

k-l k
Demostración: Sea k e Z tal que 2 < 2 r S 2 . Veamos

que existen (s) E T y Qo G Dk's tal que Q(i,r) C Q° . Es claro que

existe un centro C1 de una ó-bola de radio 2k en Dk'S1 con

s1 = 1...1 , y un valor de 21 tal que

k _ _* _*

x1(T211...1(C1)) e [x1 ' F1(x 'r)'x1 + F1(x 'r)]

(1 s1) [i -F (i' r) x +-F (i' r)] c [i (Tk (c )) - F (Tk (c )* 2k)
' 1 1 ' ' 1 1 ' 1 21 1 1 21 1 ' '

k k * k

x1(T¿l(c1) + F1(T21(c1) ,2 >1

donde x (Tk ,(C )) denota la primera componente de Tk (C )19.1 l 9.11

Supongamosahora que hemos encontrado también 12,... m , y
k,si

, donde (si) = El...2. 1...1 , para i==2,...,m
k

C. con Q(Ci,2 ) E D 1_1l
y que verifican

(1 52) x (c ) = x (Tk (c )) ' = 1 1-1
' j i j 1...19.j j 3 ""'

k _ __* _ _*e Ir)lxi+Fi(xIr)]I
(1.54) [ii-F1(i',r),ii-+Fi(i',r)1

* k
c {xi(TÏ 11 (ci))-Fi(TÏ 12 (ci) ,2k),xi(Tl 12xcin... i ... i ... l

k t k
+ Fi(T1...1i(ci) '2 )]

Luego, de (1.52) y (1.55) tenemos
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- -* k k * k<

Ixil +Fi(x ,r) - Ixi(T1'Hni(Ci))| +Fi(T1“.lzi(Ci) ,2 )

para i = 1,...,n . Entonces, a partir del Lema(1.14), se sigue

_*
F (x ,r) S 2 F

k * k

m+l m+1(T1...12m(Cm) '2 )

con Q(C 2k)De esta desigualdad es claro que existe un punto Cm+ m+1,l
k,s

e D ' m+1 donde (Sm+1)= 11---1m1°°'1 ’ y un valor de 2m+1 tal

que (1.52), (1.53) y (1.54) valen para i =|n+l . Continuamosel proceso

inductivo hasta obtener estas tres últimas relaciones para i = n . Luego,
_ k

tomando c —Tl ..12n(Cn) , tenemos

Q(Ílr) C Q(c,2k) E Dk's para s = 2 ...2

Así, con Qo = Q(c,2k) , llegamos a (1.49)

Por otra parte, comopara todo x E Q(c,2k) tenemos

5(i,x) s a2(ó(c,i) + ó(c,x)) Saz 2k+l s a2 23 r

resulta Q(c,2k) C Q(i,8 azrfi ,donde a es la constante de (1.12). Lug'

go; de (1.19) se sigue

¡Q(c,2k)| s cIQ(i,r)|

con C independiente de c y k . De esta manera queda demostrado

(1.50).“



CAPITULO II

Desiqualdades de Sobolev v Poincaré

Sea (v,w) un par de funciones no negativas definidas en un“

conjunto abierto Q C IRn . Diremos que (v,w) pertenece a la clase So a

si cumple las siguientes condiciones

(2.1) o < v(Q),w(Q) < o para toda ó-bola Q tal que ó c 9

(2.2) existe a >1., a E (0,1] y una constante positiva C tal que

l l
w(Q nQ) zo _ 2 _

[v 1 (.QoflQ)V(Qo)) s c lQoll° |22|0L

para todas las ó-bolas Qo y Q tal que 6° C 9 y radio (Q) S 8a4 ra

dio (Q0)

A continuación, en la Sección 1, demostraremos una desigualdad

de tipo Sobolev y una de tipo Poincaré, que serán aplicadas en los Capitg

los IV y V. Para dichas demostraciones utilizaremos, además de las condi

ciones (2.1) y (2.2), algunos de los resultados del Capítulo I. Luego, en

la Sección 2, efectuaremos un análisis de la condición 2.2).

5.1 Desigualdades de tipo Sobolev y Poincaré

Denotaremos con V al operador diferencial (AlDA NAD)1"' n n
con esta notación los resultados principales de esta sección con

(2.3) Teorema: Sean B C IR+ fijo, Ql = Q(i,r) una 6-bola tal que

Ó_ C 0 y (v,w) e So,“ para algún (1€(1-(g Gj)-1,1] , donde los Gj es
tán definidos comoen el Capítulo I. Luego, existe una constante C que

sólo depende de n y de las constantes de (1.3) y (2.2) tal que para tg

da función u e Lip(Ó). que verifica



(2.4) ¡{x e Q(x,r)/u(x) =0}| z 3|Q(x,r)|

se tiene

1 l
20 2

(2.5) (É IQ |u(x)[2° w(x) dx) s CrG’ü- L2 |vAu(x)|2v(x) dx) .

El teorema anterior permite obtener, a su Vez, las dos siguientes

(2.6) Teorema: (desigualdad de Sobolev) Sea (v,w) como en el Teore

ma anterior y Q una 6-bola de radio r tal que Ó C 0 . Luego, para

cualquier u E Lipo(% Q) , se verifica

1 IHE 2
1 zo N f 1 í 2 J

. -- dx -- V
(2 7) (MQ) L |u(x)| w(x) J s Cerm) 1 | Au(x)| v(x) dx

“Q 3Q

donde C es una constante que sólo depende de n y de las constantes de

(1-3) Y (2-2)

(2.8) Teorema: (desigualdad de Poincaré) Sea (v,w) como en el Teo

rema (2.3) y Q una ó-bola de radio r tal que Q C 9 . Luego existe

una constante C que depende sólo de n y de las constantes de (2.3)

y (2.2) tal que para cualquier u E Lip(Ó) se verifica

_1_ l

f 1 20 2° 1 2 2

(2.9) km IQ|u(x)-qu w(x)dx) s Cr(mío [vAu(x)| v(x) dx)

donde

l
u = -—- u x w x dx
Q MDL, H H

La demostración del Teorema (2.3) se basa, por una parte, en

una estimación de la función u en términos de un cierto operador de ig

tegración fraccionaria aplicado a V u . Y Por otra, en una acotación con
A

pesos de dicho operador.
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El siguiente Lema, demostrado por Franchi y Serapioni en [FS],

provee una estimación preliminar para u en términos de VAu.

(2.10) Lema: Sea B G IR+ fijo. Existe una constante Co tal que pg

ra toda 6-bola Q(x,r) y todo x E Q(i,r) la desigualdad

2a2r

(2.11) |u(x)| s c I 1° o
---- Vu(y) x
|3(xvt)l Is(x,cor:)I A |

es válida para cada u E Lip(Q(x,r)) que satisfaga

(2.12) |{x e 9<i,r)/u(x)=0}l .2.BIQ(i.r)I .

Demostración: Sea x e Q(í.r) . Podemosasegurar que existe
n

y e {-1,1}n tal que [E n QY(x,2a2r)| 2 B 2- |Q(x,r)| , donde QY(x,2a2r)

se define como en (1.24) y' E = {y E Q(i,r)/u(y) = 0} . Esto es inmediato

a partir de (2.12) y de las siguientes inclusiones

E c Q(i,r) c Q(x,2a2r) = U QY(x,2a2r)
Y

Luego, como Q(x,2a2r) C Q(x,4a4r) , usando la propiedad de duplicación

(1.19) obtenemos

IE n QY(x,2a2r)I z co BIQY(x.2a2r)|

Ahora, tomando C = Co 8/2 en el Lema (1.28), tenemos, con la notación

de dicho Lema, que existe e y v , dependientes de B y Co , tal que

!H(2a2r,x,A:(ï)) n QY(x,2a2r)! s [1-—E;9) [9*(x.2a2r)|

Entonces se sigue que

IQYI a ¡(QY n E) u (QY n H(...))|

[QYn El + [9* n H(...)| - IE n 9* n H(..;)I

BC

a [QYl (BCG + 1 - —39) - [E n QY n H(...)|
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de donde obtenemos

BC

[E n QY(x,2a2r) n H(2a2r,x,A:(Y))| z 7° IQY(x,2a2r)|

Ahora supongamos que x fi E , pnes (2.11) es obvia si x E E , e indique

mos con B el conjunto {y e A:(Y)/H(2a2r.x,y) E E} . Sea w una fun

ción suave con soporte en A:;2(Y) . tal que 0 S ú S 1 en IRn y_ w = 1
V 1 n

en AE(Y) . Supongamos por el momento que u E C (Il) . Para y E B , tg

nemos

|u(x)| = |u(x) - u(H<2a2r.x.y))| My) .

Luego, integrando sobre B e indicando Ii = {y/H(2a2r,x,Y) e Q(í,r)} ,

se sigue

(2.13) |B| |u(x)l =í |u(x) - u(H(2a2r.x.y))l My) dy
B

S I !u(x) 'u(H(2a2r,x.Y))I My) dYSoplvn Ei

2a2r

- I dt I |<Vu<H(t.x,y).á(t,x.y)>| wm dyo Sopwpn EI

2a2r

I dtJ LVAu(H(t.x,y))I Iyl lMy) dyo Sop WIWIí

2a2r

S 2 |v| I o

A continuación aplicamos el cambio de variable y + H(t,x,y)

dt I lvl u(H(t.x.y))| dySopÚlïfí

. Para ello

tengamos en cuenta que en A:)2(Y) , a partir del Lema (1.29), tenemos

n

Idet 2-: (t.x.y)! = III Aj(H(s,x,y)) ds s |S(x,t)|j=1 o

con constantes que sólo dependen de v,e y las constantes de (1.3). Por

otra parte, por la monotonía en t de las componentesde H(t,x,y) , tg
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nemos H(t.x.Eí) C Q(i,r) V t e [0.2a2r] . Luego. de (2.13), se sigue

Zazr

(2.14) |u(x)! s c —r 1 rdt— IVu(y)!dy.
iB! Jo !S(x't)! -'H(t.x.A:‘/’2(y))n.Q(¡,r) A

donde 1a constante depende sólo de B y de las constantes de (1.3). Vea

mos ahora que existe una constante C que depende sólo de _B tal que

H(t.x.A:>)2(y))CS(x.C t) . En efecto. si YEA:;2(Y) y EEIRn tenemos

<É(s.x.y).€>2 = (Z A.(H(s.x.y))y. E_.)2
j J J J

s (z A2.(H(s.x.y)) E2.) [ylz
j J J

Así. s ->H(s lyl-2.x.y) es una curva A-subunitaria que comienza en x

y alcanza H(t.x.y) para s= tlylz . Luego. por la definición de d .

se sigue que d(x.H(t.x.y)) S t lylz S 4 lvlz t . con lo que queda demostra

da la inclusión deseada. Esto. aplicado en (2.14) nos dá

2a2r

1l 1 r“(x)5C—Í dt-— lv u(x)!x- may.[B o [S(x.t)[ JSÜLCt) A Q(x.r)

Por otra parte, usando el cambio de variable y ->H(2a2r.x.y) . tenemos

2H(2 r.x.B
lB!___l|‘dyzcla H.B !S(x.r)!

2 V Y 2r.x.AE(Y))! (x'2ar)|
= C C J—'——¿-Z C> 0 .

[S(x.r)! [S(x,r)[

lo que, junto con la densidad de C1(IRn) en Lip(_Q(}-<.r)) . concluye el

Lema. #

Los operadores que introducimos en la siguiente definición si;

ven para construir un operador de tipo integración fraccionaria discreto.

(2.15) Definición: Sea kE Z . (S)€T y uG (0.1]



Para f en LÏOC(IRn) definimos el siguiente operador

——¿-Í |f(y)! dy si existe Q e Dk'S
IQI“ Q

(PÏ's f)(x) = tal que x E Q

o - Q1EgkoSQ

donde (s) . r y Dk's están definidas en (1.46) .

+ - _

(2.16) Lema: Sean B e IR , Q(x,r) una ó-bola y Lle (1-(2 Gj) 1.1].

Entonces existen una constante C . una sucesión {ai}:=1 C IR+ con

)_:a5L< w que sólo dependen de u y una sucesión {ki} C ZZ , que sólol
depende de r, tales que la desigualdad

m k- s- p-l lr
(2.17) |u(x)| s c r|Q(x,r)[ 2: a.( z: (pu ( - |v ul))(x))i=1 (s)er xQ(x'r) A

es válida para cada u E Lip(Q(i,r)) que satisface (2.12) y cada

x E Q(i.r)

Demostración: Descomponiendodiádicamente la integral en el

miembro derecho de (2.11)

2a2r
21-1

m 1

(2.18) |u(x)| s c z: I dr ---- IVu(y)| x - (y) dy
° i=1 za?r |S(x't)| S(x,Cot) A Q(x'r)

21
2a2

m 21-1

S Cor Z: (J --—gE-ï:-)
i=1 232 ls(xltr)l u

21

‘I
S(s,C -23—O 21-1
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Ahora bien, aplicando el Lema(1.48) y (1.19), se sigue que para cada i
ki,si

existe ki € Z , (si) E 'r y Qi e D tal que

2 2ar
s(x,c0 zi_2) c Qi y IQiI s c |S(x,Co gíj;)|

donde C es independiente de x,r e i . Por otra parte, de (1.13) y

(1.19), tenemos que existe una constante C , independiente de r y x ,

tal que

(E G.)
j J|S(x,tr)| z C-t |S(x,r)|

a2 a2para t E (0,1] . Luego, tomando i en n tal que .—- < l < .
o 210-2 210-3

obtenemos, de (2.15) para p E (1 - (Ej Gj)-l,l]
.a2

io zi-2|u(x)|SCr{Z[I
i=1 a2 |S(x,tr)| p

21-1

1 J
x ____________

|S(% géíEJIH S(x c_2a2r]21 02i-1

a2

°° 21-2 (z G >(1 )- u n —u

+——1 l_ { z: t 3 3 dt)c IS(x,r)| u i=io+1 a2
21-1

x_—1_J Iv u(x)Ix - (y) ay}2a2r u 2a2r A Q(x'r)
IS xr—- I S x’Co i-1

21 2

iO-1 1
S C r |S(x,r)|11 (2 J IV u(Y)I X - (Y) ¿Y¿:1 ¡Qilu Qi A Q(x,r)

° 1 1 J+ El ._ _ , _ --- IV u(x)| x - (y) dy)i=io+1 2(1 1)((u 1)(ZJGJ)+1) ¡Qilu Qi A Q(x,r)

m kilsi
s c r |S(x,r)|“'l z: ai Pp (|VA“| XQ(i,r)))(x)i=1



ki,s_1 m

S C r S(x,r)|11 2 a.( 2 (P (IV uI x - ))(x))l 1:1 1 (S) e T u A Q(x,r)

=2(i-1)((u-1><zjcj)+1)donde ai=1 para i=1,...,i y parao i

i= io+ 1,... . Así teniendo en cuenta que por (1.15), |S(x,r)| a |Q(i,r)|,
obtenemos (2.11) para u G C1(IRn) . Finalmente, la conclusión para u E

Lip(Q(i,r)) se sigue aplicando un argumento de densidad.#

(2.19) Observación: Sabemosque para cada x e Q(ï:,r) se verifica

Q(ñ,r) C S(x,2a3r) . Por otra parte del Lema(1.48), tenemos que para
. ki 3 -i+4

(2.18) podemoselegir ki tal que 2 S Co a r 2 . Luego, de (2.18),
k- ..

si 2 l además es mayor que 8a4r , se sigue que para todo x e Q(x,r)

ki'si _ 1

P Üvxul xQ(i,rJ(x) _ lQiIUIQ(i'r)
|VAu(x)| dy

1—— [Vu(x)| dy
IQ(:"<,r)|“Iman A

En el siguiente lema probaremos un resultado de acotación con

dos pesos de los operadores Pï's . La técnica utilizada está inspirada
en la que E.T. Sawyer ([S]) usa para demostrar un resultado similar para

la maximalfraccionaria en el espacio euclideo.

(2.20) Iflaj Sean 1 < p S 1 < m , Qo una ó-bola y (v,w) un par

de funciones positivas, definidas en Qo y medibles Borel tal que

0 < v(Q°) w(-S) < o . Luego para toda f tal que f E 0 , en

an - S y f e LP(S,vdx) se verifica

l l

(2.21) (É Lo ¡(pt's r)(:.:)|qw(x)dx)qs c [QOII-u(ÉL |f(x)|Pv(x) dx)P0

si y sólo si,
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11 —- 1

W(QnQ) 3 vP'1(Q nQ) 1'? 1-“ -%
° ) ( ° ) sc:|Q°| (V(Qo))

w(QO) |90|“
(2.22) (

k,s
para toda Q e D . La constante C en ambos casos depende sólo de la

condición suficiente correspondiente.

Demostración: Por simplicidad en 1a notación indicaremos con

P a
u

gamos que existe Q e D tal que

PÏ'S y con D a Dk's . Veamos que (2.21) implica (2-22)- SUPOE

__1. 

I
.QOÑQ QonQ

Entonces existe g e LP(Q°,vdx) tal

J g v-1 vdx = w .
QonQ

Luego el miembro izquierdo de (2.21) para f==g en Qo es igual a infi

nito, lo que es una contradicción. Esto demuestra que

__S_

I v P-l dx < w para todo Q E D .
QonQ

1

QonQ V P_1

vamos a demostrar la recíproca. Sea f en LP(Q°,vdx) tal que f E 0 en

Finalmente, obtenemos (2.22) tomando f==x en (2.21). Ahora

IRn - Q0 . Luego

1 J | q _ 1 q--- p fl vvdx- 2: I Ip fl vrdx
W(Qo) Q u "(90) QED Q nQ uO 0

- q
= 2% ('Q' "Í 'f' ay) "dx

QeD o QonQ Q

w(Q flQ) _ _ q=z¿lleq(J'lflv1vdx)



w(QonQ) _u -—É’ï “Ïl’ g
ZZ—w(Q) IQI (¡(J v P vdx) [flpvdx)

D o QonQ Q

l-- l
w(QonQ) (v P 1 (Qonm q“ )IQI“ ) JPUQIflp de)

Entonces, aplicando (2.22) y como p S q , tenemos

’Ulfi

_ QGD W(Qo)

-9 9

1 I | q (l-u)q p p— pr wdxsc|Q| (van) z'l lfl vdxF’
w(Q°) QC u o o QED Q

_S
P

a

s c |90|(1'mq 0490)) (2 J |f|p vdx)P
QED Q

9
1- 1

o v(Qo) Qo

con lo queda demostrado (2.21).#

Ahora estamos en posesión de las herramientas necesarias para

la demostración de los Teoremas (2.3), (2.6) y (2.8).

Demostración del Teorema {2.3}: En primer lugar aplicamos a u

el Lema (2.16). Luego,-para Q==Q(i,r) , tenemos

.L ..
1 _ 20 20 Cr

(TQ) IQ |u(x)| w(x) dx) s _ 2 a

1

1 ki'S 20 )Ï;x —— V u x dx
(W(Q)IQ lpu (l A 'xQ’) H “m

Ahora, tomando p==2 y q==20 , la desigualdad (2.5) se obtiene aplican
k.

do (2.1), (2.2) y el Lema(2.20) para los i tales que 2 l S 8a4r , y

la observación (2.19), la desigualdad de Schwartz y (2.2) para Q==Qopg

ra los restantes i .#
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Demostracióndel Teorema (2.6) (desigualdad de Sobolev): Exten

diendo a u como cero en Q(i,r) - Q(x,'12¿ tenemos que u E Lip(Q(i,r)) y

- - - r
|{(xE Q(X.r)/u(X) = 0}l Z IQ(x.r) - Q(x,ï)l

donde |Q(i,r) -Q(i,á—)| es equivalente, por (1.18), a |Q(i,r)| . Luego

(2.7) se obtiene aplicando el Teoremaanterior a la extensión de u .#

Demostración del Teorema {2.8) (desigualdad de Poincaré): Dadas

Q = Q(i,r). u y , siempre es posible encontrar un número b=b(Q ,u)

tal que si QÏ = {xe Q ..’u(x) Z b} y 9-1: {xe Q /u(x) S b} luego

(223) IQÏI a á IQ I y IQ“ z á le!

Suponiendo este hecho, tenemos que las funCiones (u - b)+ y (u - b)

satisfacen las hipótesis del Teorema (2.3) con B=% . Entonces, de (2.5.)

se sigue que

1 f _ zo 20 1 f 2 J“MQ). J i |u b| wdx s (Cr) (NQ) J + [VAuI vdx
Q Q

De donde, sumando miembro a miembro, obtenemos

2 o o o1 20 gc r) 2 2

"(9’ IQ Iu-bl “dx S (MQ) J Jvlu' Vd")+U _"V'A“'“RD
Q Q

o

S 2(Cr)2° IVAuI2vdx)
' Q.

Luego

20 20

U lu-uQ {zawdx) SU lu-blzowdx) +U Ib-uQ !2°wdx)
Q Q Q. '



1 l
20 2o

_ _ 20 1 r _ \

— lu b| wdx) + [—W(Q)JQ (b u)wdx|(w(Ql))

¿ 1
20 20 2° 20

s lu-bl wdx) +U Iu-bl wdx)
Q Q.

.1.
24 f 2

S 2 Cr(v(Q)' JQ IVAul vdx)

con lo que queda demostrada (2.9). Ahora sólo nos resta probar la existen

cia del número b tal que se verifica (2.23). Para ello definimos en IR

las funciones 1v(t)=|{x€Q /u(x) S t}| y d>(t)= [{xE Q./u(x) 2 t}| . Es

claro que w es creciente y continua por la derecha y que o es decre

ciente y continua por la izquierda. Sea b = inf{t/w(t) Z2_1|Q |} , luego,

por la continuidad por derecha de tb , tenemos que Mb) Z 2-1|Qo| . Supog
1gamos ahora que Mb) < 2- lQi . Luego, por la continuidad por izquierda,

existe t<b tal que (Mt) < 2-IIQI . Entonces tenemos Mt) > 2-1IQ I ,

lo que contradice la definición de b , luego Mb) 2 2_1|Q I . Así se com

pleta (2.21).#

5.2 Discusiónsobre las hipótesis en ¿me

En [Cth] , S. Chanillo y R. Wheedendemuestran desigualdades

del tipo de (2.7) y (2.9) para el caso euclídeo, es decir Ai E 1 V i .

Alli se supone que los pesos están definidos en todo IRn y que cumplen

las siguientes condiciones

(2.24) w G Dm , es decur w(B(x,r) ‘='w(B(x,2r)) para todo xe IRn

Y r > 0 I

(2.25) VEA2 , o sea v(b(x,r)) v-1(B(x,r)) E |B(x,r)|2 para todo
xaan y r>0,
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(2.26) existe o > 1 y C > 0 tal que

1 i

s(M 2°<c(MÏr w(b(x,r)) ' V(B(X,r))

para todo x E IRn y para todos t y r , 0 < t < r

En las condiciones dadas, B(x,r) .indica la bola euclidea de centro x

y radio r . Para la geometria en que estamos trabajando consideraremos

la siguiente generalización de las condiciones anteriores:

(2.27) w E D con respecto a las G-bolas, es decir w(Q(x,r)) E

w(Q(x,2r)) para todo x E IRn y r > 0 .

(2.28) v E A2 con respecto a las ó-bolas, es decir v-1(Q(x,r))

v(Q(x,r)) 2 |Q(x,r)|2 para todo x e IRn y r > 0 .

(2.29) existe o >1 y C > 0 tal que

-1 1 12.6. 
( J J)

(|Q(xrt)|) (nggxzt)))2o s (vgggxlt)))2
‘_-"—- C
|Q(x,r)| w(Q(x.r)) v(Q(x,r))

para todo x e IRn y para todos t y r , 0 < t < r .

En la última desigualdad los Gj están definidos comoen el

Capitulo I. Indicaremos con Co a1 conjunto de hipótesis sobre (v,w)

formadopor (2.27), (2.28) y (2.29).

Con el objeto de comparar las condiciones Co con las Sa a

comenzamosestudiando algunas propiedades de estas últimas. observamos

aqui que la condición SU en el par (v,w) es similar a la que se og

tiene sustituyendo el operador maximalfraccionario por el operador Pï's

,G

en la condición de Sawyer.

(2.30) Lema: Dados a , a en (0,1] , si a >'a1 2 1 2 ' lueg° Sola
implica S

0,62
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Demostración: Basta ver que si Qo y Q satisfacen (2.2) con

a==a1 luego satisfacen (2.2) para a==u2 . Esto es trivial si w(Qofl Q)

ó v_1(Qor1Q) es cero. Supongamosque w(Qole) y v_1(Q°I1Q) son po

sitivos. Entonces (2.2) para a==a1 puede escribirse
.1.

(¡Qolfl s C lQol ( w(Q0) )2|Q| l w(QonQ)

(v'1(QonQ) V(Qo) 2

Luego la tesis queda probada si demostramos que existe una constante C>>0

independiente de Qo y Q , tal que

IQ I “2 IQ l “1

(2.31)( °) sc
IQI IQI

Para ver esto tengamos en cuenta que como w(QonQ)> 0 tenemos QonQ# o ,

por otra parte de (2.2), tenemos que radio(Q) S 8a4 radio(Qo) . Luego,

de la propiedad de duplicación (1.19), resulta que existe una constante

C , independiente de Qo y Q , tal que [QI S CIQOI . Ahora (2.31) es

clara.#

.(2.32) Lema: Sea v una función positiva en c.t.p. de Q que verifi

ca (2.2) para algún w tal que 0<w(Q)<en para toda ó-bola Q con

Q C O . Luego v-1(Q) v(Q) s IQI2 para toda ó-bola Q tal que Q C Q .

Demostración: Tomando Qo==Q en (2.2), resulta

1

-1 2
(v (Q) v(Q)] s C IQI

para toda ó-bola Q tal que Q C n , donde C es independiente de Q .

Luego, comopor la desigualdad de Holder vale IQI2 S v_1(Q) v(Q) para to

da ó-bola Q C 0 , tenemos la tesis.#



(2.33) Observación: El lema anterior nos dice que si (v,w) satisfa

ce Sola luego v e A2 en 9 . Luego si Q es una ó-bola tal que

ZQ C 9 tenemos que v(2Q) ‘=‘v(Q) . Para demostrar esto basta ver que

existe una constante C tal que para toda ó-bola Q vale la desigual-

dad v(2Q) S C v(Q) . Esto último se obtiene combinando la condición A2

con la propiedad de duplicación (1.18), en efecto

2 2 -1c 2Q c Q
v(2Q) = _|1 l s l 11 "_1(Q) v(Q) s c v(Q)

V (ZQ) V(Q) V (Q) V (2Q)

(2.34) Lema: Sea '(v,w) un par de pesos no negativos en ScJa para

0 = an y a.=1- ()_I63.).l , luego (v,w) satisface (2.29).J

Demostración: A partir de (2.2), tenemos que

20 20 20 2

¿(291 '1 = wggnem) ( _1 )(WW) (v (eQ)V(Q)) ( MQ) V (QneQ)v(Q)

(EG. _1 1-(ZG.)_1
S CIQI J J lte J J

'1
(EG.)

IQI j J
-=c(—) ee

para toda ó-bola Q y todo 9 e (0,1] . Luego, de esta desigualdad y la

desigualdad de H'ólder, se sigue

-1. L

(Mii? C4992)”SC |69|
IQI "(9) _1 á

(v (OQ) V(Q))
l

MGMe f|99| v(Q)
1

=c(W



Esto completa la demostración.#

Los resultados anteriores prueban que si (v,w) E Sa": para al

gún a. en (1- (g. Gj)-1,1] y w satisface (2.27) luego (v,w) e Ccr .

Nuestro propósito ahora es probar que la condición Co implica So, 'a

en IRn para algún a' en (1,0) y algún a. en (1 - (J; Gj)-1,1] . Para
ello necesitamos algunos resultados previos.

(2.35) Lema: Sea w E DD con respecto a las ó-bolas en 0 . Luego

existe Co>0 y 821 tal que

wgeg) B
"(Q)_ 2 Co B

para todo 6 E (0,1] y para toda ó-bola Q C Q .

Demostración: Sea Q=Q(x,r) una ó-bola en 9 . A partir del

Lema(1.20) tenemos que para 1.1=(8a8)-1 existe yEQ(x,r) tal que

Q(y,ur) CQ(x,r) y Q(y,ur) nQ(x,ur) =o . Entonces, como weDm en Q

existe una constante C->0 independiente de r, x e y tal que

w(Q(x,r)) 2 W(Q(x,ur)) + w(Q(y,ur))

2 (1+C) W(Q(x,ur))

de donde se sigue

w x r S 1
w(Q(x,r)) 1 + C

Luego, dado 0 e (0,1) , para ke JNO tal que -uk+1 < 8 S uk , tenemos

wgeg)s wm)m ML.
w(Q) w(Q) w(uQ) "' w(uk'lQ)

.10‘31+c9+1 _ 1
' log H log ¡.1

1 s (1 +C) “C = c e “C
s—

(1+c)k

con lo que queda demostrado el lema.fi
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(2.36) Lema: Sea (v,w) un par de pesos no negativos que satisfacen

(2.27) y (2.29). Luego existe n E (0,i) , 0' E (1,0) y una constante

C>'0 tal que

(¿G.fln á
(|99|): 3 (M992) ° s C (vgegn)¡9| wm) V(Q)

para todo 9 E (0,1) y toda 6-bola Q .

Demostración: Sea Q una ó-bola . A partir del Lema (1.13),

se sigue

¿Gj
|te s 93 IQI ,

para 6 €(0,1) , donde C es una constante positiva independiente de Q.

Luego, por el Lemaanterior, tenemos

-1 -1(26.) (264) (kawa)

(|69|)j 3 = (lBQI]j JIQl IQI

(¿ijlu-es)
eeB(|99|):lQl

-1
(¿G4 (1-28)

CUBQIJJ 3 (M991);IQI “(9)

para cada. e >0 y e en (0,1) . Entonces, de (2.27), se sigue

-1 1+ 520 -1 1(26.) (l-eB) — (2G.) —
(¿90” ' (M J 2° “(M)” ("Mf“

¡9| .W(Q) lQl w(Q)

l
2

wgegl)“(wm
Ahora tomando un e en (0,min(B_1,(o-1)(200-1)) tenemos l-eB en (0,1)

y O(1*’EZO)-1>1 , con lo que a su vez, tenemos la tesis con n :1358

y o' =a(1+520)-1 .
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(2.37) Lema: Sea (v,w) un par de pesos que satisfacen Co . Luego

existen C>0 , 0' en (1,0) y ae (l-(ZGj)-1.1] tal q'ueJL l
w(Q nQ) 20' 2o -1 l-a a

(2.38) (“(Qo) J (v (QOnQ) v(Qo)) s c IQOI lQl

para todas las 6-bolas Qo y Q tal que radio(Q) S 8a4 radio(QO)

Demostración: Sean QO=Q(x1,r1) y Q=Q(x2,r2) dos 6-bolas

tal que r2 S 8a4r Si Q0n Q= o , la desigualdad (2.38) es válida para1 .

todos o' y a . Supongamosque existe onQonQ , luego QOCQ =

2a4(4a2 + Url):ng . En efecto, para ZGQO , tenemos

2
¿(x2,z) S a (¿(x2,x°) + 6(x°,z))

S a2(6(x x )+a2(6(x x )+6(x z)))2' o 1' o l'

S a2(r2 + 2a2r1) S 2a4'(4a2 + 1) r1

- 4 4 2 ..
Por otra parte tenemos Q C a (16a + 2a + 1) Qo , pues para z E Q se

verifica

¿(x z) S a2(6(x x )+6(x z))1' 1' 2 2'
2 2 4 2

S a (a (¿(x1,xo) +8(x2,xo)) +2a (4a + 1) r1)

2 2 4 2
_Sa (a (r1+r2) +2a (4a + 1) r1)

s a4((2a)4 + 2a2 + 1) r1

Luego, para los números a' y n dados por el Lemaanterior y para

e = (2a4(4a2 + 1) r1)'1 r2

._ L L
w(Q°flQ) 20' _1 2 w 20. -1 

(me) ) (V ‘90"9’“98] 5 4;?) (v (Q)vw]
ron

1 l
- 20' 2

=c (v'lwó)wm]wm)
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-1 1- (26.) n 

c ( “¡y J (v'lwé) (66))2_. V
|09|

-1 -l
HIGH.) n 1-0963.) n

S C IÓI 3 leól J

(¿ijln 1-<2,G.)'1n
s c |90| 3 IQI 3

La última desigualdad prueba la tesis con a.= 1 - (z Gj)-ln .#J

Con el Lema anterior hemos probado que si (v,w) e Co , luego

(v,w) e So, a para algún 0' E (1,0) y algún a. e (1- (¿Icy-1,1] . Ahg’ J

ra utilizaremos este hecho para probar

(2.39) Lema: Si w e A2 con respecto a las ó-bolas en IRn , luego

(w,w) e So a para algún o > 1 y algún a. E (1 - (SGH-1,1]' J

Demostración: Por el Lemaanterior basta probar que (w,w) E Co

para algún o > 1 . Sea Q una ó-bola, luego, por la hipótesis, tenemos

(2 40) wgegz _ wSBQ) w-lgBQ) w-ng)
w(Q)' wm) ¡1m w-lm)

c 0-735

para todo 8 e (0,1] . Ahora, eligiendo o > 1 tal que (gcjfl —02_°1> 2 'J

a partir de (2.40) se sigue

-1 20
(¿G.) —_

"4-919z c (|09|): J ° 1MQ) lQl

(2.41) Observación: Los Lemas (2.32) y (2.39) prueban que v e A2 si

y sólo sí (v,v) E So a para algún o > 1 y algún a. e (1- ();Gj)-l ,1]' J
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(2.42) Observación: Si bien es cierto que si (v,w) E Sa a luego v

duplica lo mismono necesariamente es válido para w . En nuestro trabajo

necesitaremos que la función maximal

1

n f(y) = sup—Í |f(x)¡ w(z)dzw w(Q(y,r)) Quit)

donde el supremo se toma sobre todas las ó-bolas Q centradas en y

contenidas en 9 y f es una función definida en n , sea de tipo débil

(1,1) con peso w , esto es

C

v({yenzM f(y)>A})s -I |f| wdz.w A n

La desigualdad precedente vale aunque w no duplique. La misma se obtig

ne comoen el caso de bolas euclídeas (ver pág. 39 de [G]), reemplazando

el teorema 3.2.1 en [G] por el lema (1.30).

A continuación veremos algunos ejemplos de pares de pesos que

se encuentran en alguna clase So a .I

(2.43) Ejemplo: Consideremos el par (v,w) con v(x) = (d(o,x))B y

w(x) = (d(o,x))-B para B > 0 . Veamos, en primer lugar, que para B e

(o,n) ambos pesos están en A2 . Sea B E (o,n) y sea S==S(y,r) una

d-bola en IRn . Si d(o,y) S 2r tenemos

¿(o,x) S d(o,y) + d(y,X) < d(o.y) + r

d(0.X) Z ¿(o,y) - d(y,X) > ¿(o,y) - r

para todo x E S ; Luego

12.44) I (d(o,x)>fl dx s (d<o,y) + r)B ISIS

(2.45) J (d(o,x))'B dx s (d(o,y) - r)’B |s|S
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Ahora bien, si d(o,y) < 2r luego S C S(o,3r) , de manera que aplican

do (1.13), (1.16) y (1.18), resulta

(2.46) J (d(o,x))B dx s I (d(o,x))B dxS S(o,3r)

s (3:)B |S(o,3r)| s c rB |s|

(2.47) I (d(o,x))'B dx s I (d(o,x))-B dxS S(o,3r)

||
¿Mi

J (d(o,x>)’B dx
3” 5d(o,x)<3—ï

2323+1

s z: (3r)’B 2”“)B [S(o,35)|
j=0 2J

s c r'B [S(o,3r)] z: 2j(B'“)
j=0

s c r'B |s|

Luego, de (2.44), (2.45), (2.46) y (2.47), es claro que, para Be (o,n),

v y w están en A con respecto a las d-bolas y , por duplicación2

también con respecto a las ó-bolas . Ahora veamosque, para ciertos va

lores de B en (o,n) , el par (v,w) pertenece a Se,“ para algún

o > 1 y algún a E (1-(g Gj)-l,1] . Para ello basta ver que se cumple
(2.2) para dichos valores de a y a . Como v y w duplican, es cla

ro que es suficiente probar (232) para Q C Qo y concéntricas, es decir

que sólo hay que demostrar que existe a> 1 , ae (1-(ng)-1,1] y C> 0
tal que

1 1

20 2(msm) w) semi“w
para toda ó-bola Q y todo 8 e (0,1]



Ahora bien, usando (1.16), (1.19), la desigualdad de Holder y

la propiedad de duplicación de w==v-1 , tenemos

¿ 1 ¿+1
20 2 -1 20

(2.48) (v1(eQ)v(Q>]s "e w 1
IQI°

1 l
1 31+?)

s C ¿wgesz w g 2)

QIHm|s

para toda 6-bola Q y todo 6 e (0,1] , donde S es la d-bola con mis

mo centro y radio de Q . Tomemos a >1 y Q =Q(y,r) , luego,si. d(o,y)2

2r , de (2.44) y (2.45), tenemos, para S==S(y,r) y e e (0,1] la siguieg

te desigualdad

l l i i
2 49 ("(95) w-1(S))2(1+°) 5 d o +r B ls¡ lesl 2<1+0) —1(' ) l d(o,y)-9r i

'S'° ISI“

1 1 1 11--(1+-) —(1+—)
5 3B ISI 2 ° |es|2 °

Ahorabien, si d(o,y) szer , de (2.46), (2.47), (1.13), (1.16) y (1.18),

resulta

l l l l
mas) w'1(s)>2(l+°) -s 2m °) 1

(2.5) 1 sc(a |s| |93|) —l
ISI“ |s|°

E l .1.
ISI n 2<1+°) 1sc — s es —Gm.) III I) i

|SI°

-¿ l -2 .1. l -9.
1 2(nom n) 2<1+a>(1 n)=C|Sl |98|

Por otra parte, si 26r‘<d(o,y)< 2r , de (2.45), (2.46), (1.13), (1.16) y
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(1.18) vale

_ ¿(1,1) ¿(1,1)
2 51 (21951_!_Ï1511Ï___Ï_ s ____5____ B ¡sl |68| 2 ° __1_(' ) i d(o,y)-0r .1.

ISI“ |s|°

l 1
_ -(1+->

s <e B ISI IGSI>2 ° ¿1

Isla

l l E .1. l .3..1' (1+ )(1- ) (1+ )(1- )
S C ISI 2 o n es 2 o n

Finalmente, de (2.48), (2.49), (2.50), (2.51), 1.13) y (1.19), resulta

1— l l l É l l É
20 _ 1' (1+ )(1' ) (1+ )(1' )

para toda 6-bola Q y todo 6 E (0,1] . Ahora tomando, por ejemplo o =

É - - l l _E _ '1
1 +n y ehglendo BOE(o,n) tal que 2(1+o)(1 n) e (1 (ng) ,1] para

= E :1 l _E
todo Be (0,30] tenemos (v,w) e Sola con o 1 + n y a. 2(1+o)(1 n)

para todo BE (0,80]

(2.52) Ejemglo: Sea w(x) = (<:1(o,x))-B , BG (0,n) . Combinando las de

sigualdades (2.44) a (2.47) con (1.13), (1.16) y (1.18) es fácil probar

1_É

w GS |95|) n(2.53) MMS) s c (_—lsl

para toda d-bola S y todo BE (0,1] . Luego, para o>1 , v(x) E 1 y

se (0,1) , tenemos

.1. (1-5)_1. 1

(wges¡]2° S C (|98|) " 2° ( |08| )2"(8) ISI v'1(eS)

EJ. l(14;) E1
Iesl‘ “mas? lesl2°(—) ——1
ISI

(v'1(es))2
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1-E EÉ_1_ —1

(lesl)( “2° ISI 2 IesI2
sc — ———

lsl 1 l(v' (es) v(s)>2

n20
S GSCII Il .l

-1 2
(V (08) V(S))

Ahora bien, tomando, por ejemplo e = l-E y o = 1 +E , podemos elegir
2 -.B_¿ _ -1

B°E(0.n) tal que 2+(1 n)20 E(1(%Gj) ,1] para todo B‘E(0,60]
Entonces, aplicando un razonamiento similar al del ejemplo anterior, se

sigue que (v w)€S con o=1+'É y a.=¿(1+l)(1-É) para todo
' 0,0. n 2 a n

B‘E(0,Bol

(2.54) Ejemplo: Tomando v(x) = (d(o,x))B con BE (o,n) , tenemos por

(2.53), la desigualdad

1-É

v_1 BS > c (|95|) nv—1(S) ISI

vele,

_i. i _i_ (1-a);
20 _ 2 es 2° es n 2

(w(65)) (v 1(S) v(s)) s C (l I) (I I) ¡S¡“(5) ISI ISI

1 1 É 1 1 g1--(1+-)(1- ) -(1+")(1- _)=c 2 0 n O n

Razonando como en los ejemplos anteriores tenemos que (v,w) e So a con

o=1+% y a=%(1+%)(1-%) ,para todo BG(O,B°]



CAPITULO III

Espacios de Sobolev: Existencia de Soluciones

Consideremos el operador

n
(3.1) L = * 23 D.(a.. D.)

i,j=1 l 13 3

donde las funciones aij(x) están definidas y son medibles en un abierto

acotado Q c2m“ y la meztri] A = [aij] es simétrica y verifica

n 2 2 n n 2 2
(3.2) 0 S v(x) 2 Ai(x) Ei S 2 ai.(x) ¿i a. S w(x) 2 Ai(x) Ei ,

i=1 i,j=1 J 3 i=1

para todo x E 9 . Supondremos que Al(x) E 1 ; A2(x) = 12(x1),...,Aj(x)=

Aj(x1,x2,...,x. ) satisfacen las condiciones (1.1), (1.2) y (1.3) del3-1

Capítulo I y que v y w satisfacen las condiciones (2.1) y (2.2) para

a. e (1-(z_ Gj)'1,11 del Capítulo II.J

En 1a Sección 1 de este Capítulo introduciremos dos espacios

de tipo Sobolev y probaremos algunos resultados relacionados con sus ele

mentos. En la Sección 2 definiremos dentro del marco dado por la Sección

1, los conceptos de solución y subsolución asociados a L . Allí también

demostraremos dos teoremas de existencia de solución de problemas de Dircg

let asociados a L . Ademásdremos un principio de máximopara soluciones,

una aplicación del mismoy un resultado sobre acotación de soluciones.

En el Capítulo trabajaremos con d-bolas, pero todo permance válido si cam

biamos éstas por ó-bolas.

5.1 Espacios

Sea S una d-bola tal que 2a25 C 0 . Para o E Lip(5)

definimos



(3.3) “0"2 =J' <AVcb,Vd>>+í oz ws s

donde <-,'> denota el producto escalar en IRn . Luegode la condición de

elipticidad (3.2) para L , tenemos

(3.4) I |vAo|2v+I ozw s ||q>||2sí |vAo|2w+I ¿zwS S S S

donde VA está definido comoen el Capítulo II. Por consiguiente

“0"2 S (“VA Qui + "o"í) w(S) < 0 . Ahora para o , Y E Lip(5) defini

mos

(3-5) a(Ó,Ü) = I <AVÓIVW>+ I ÓWWS S

Utilizando la desigualdad izquierda en (3.4) y la simetría de

A , tenemos que a(°,-) es un producto interno en Lip(5) , luego ||-“

es una norma en dicho espacio.

(3.6) Definiciónzlndicaremos con H(S) a la completación de Lip(5)

con respecto al producto interno a(-,')

A partir de la definición tenemos que H(S) está formado por

las funciones de Lip(3) más otros elementos que pueden ser identifica

dos con sucesiones de Cauchy en Lip(5) con la norma "-II . También sa

bemos que, si o y w denotan los elementos de H(S) que representan,

respectivamente, las sucesiones de Cauchy {ok} y {wk} , tenemos

(3-7) a(Ó,W) = 11m a<°klwk)

que es independiente de las sucesiones escogidas para representar a los

elementos.

Por otra parte, si {ok} es una sucesión de Cauchy en Lip(5)

con respecto a "-Il , de (3.4) se sigue que también es una sucesión de
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Cauchy en L2(S,wdx) y que {Ai Di ok} para i= 1,...,n , lo son en

L2(S,vdx) . Luego existen o en L2(S,wdx) y o(l) , i= 1,...,n , en

L2(S,vdx) tal que

. f _ 2 _

(3.8) lim Js(ok o) w —0

(3.9) limI (Ai 1)i ok - Mi)? v = os

Teniendo en cuenta ésto, podemos probar

(3.10) Lema: Sean {ok} y {wk} dos sucesiones de Cauchy en Lip(É)

con respecto a "-ll . Luego, en L1(S,dx) , tenemos

n (i) (j)
(3-11) 11m <AVÓk.V\Ük>= i’íl aijw />\i) (Ü /)\j)

n (j) n (i) (j)
(3-12) 1m _2 aij Di Ókw /)\j) = _ aijw /Ai) (NP /Aj)-1,j=1 1,3=1

Demostración: Sea hk = <Avok,vwk> . Por la simetría de A tg

nemos que

(3.13) |<Ax,y>| s <Ax,x>l/2 <Ay,y>1/2

para x e y en IRn . Esta desigualdad junto con la hipótesis en {ok}

y {mk} permiten demostrar que {hk} es una sucesión de Cauchy en

L1(S,dx) . Luego existe h tal que {hk} converge a h en L1(S,dx)
. (i) (i) 2

Ahora bien, como Ai Di ok + o y Ai Di wk + v en L (S,vdx) pg

ra i= 1,...,n existen subsucesiones tal que Ai Di oki + 0(l)/Ai y

Di wkl + w(l)/Ai en c.t.p. de S , i= 1,...,n . Entonces hki =
n . .

<AVÓk2,VWk2>+ . g=1 aij(o(l)/Ai)(w(J)/Aj) en c.t.p. de S . Pero comolr

{hkl} converge a h en L1(S,dx) existe una subsucesión que converge
n o o

a h en c.t.p. de S . Asi, finalmente, h== Z a..(o(l)/A.)(w(J)/A.)
i'j=1 13 l J
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en c.t.p. de S , con lo que queda demostrado (3.19). Ahora con hk =

es una sucesión de Cauchy}

1, l1 k n
en L (S,dx) a partir de (3.13) y de la integrabilidad de Z aij(wi/i,j=1
Ai) (wj/Aj) sobre S . Luego, (3.12) se obtiene siguiendo un razonamieg

n .(3)
g: aij Di ok(w /Aj) , tenemos que {h

to similar al utilizado para (3.11).“

Para {ok} y {wk} como en el lema precedente, tenemos

n (i) (j)
. _ 2 _9_ _9___ =

lunUs (ok ct) w+IS Lil aijwi 0k Ai HD].ok ¿j )) 0

n (i) (j)
. 21m (w -q;) w+ 2 a..(D. w -L—)(D. 4; -5¡’—) =o

k . ._ 13 1 k A. 3 k A.S S 1,3-1 1 i

Es claro que si las sucesiones son tales que "Ók-wk" + 0 se tiene que

o = w , o(l) = w(l) , i.= 1,...,n en c.t.p. de S . Teniendo en cueg

ta todo esto, en lo sucesivo identificaremos al elemento de H(S) que

representa una sucesión de Cauchy {0k} en Lip(5) con la función o e
2 ¡(1)

L (S,wdx) de (3.8). Además denotaremos con Di o a , y con VoA.
1

al vector cuya componente i-ésima es Di o , i.= 1,...,n , donde las

o(i) son las de (3.9). Conestas consideraciones, podemosescribir

_ _ 2 _ 
awk - Óldïk ' 4’) -J'S (0k 0) W+ IS “WM-K ÓLVMk 0P '* 0

Además, de (3.7) por el Lemaanterior tenemos que (3.10) vale para todo

Par 0.? en H(S)

Notemosque la definición de Dio coincide con la usual de de

rivada i-ésima si o e Lip(é)

Ahora, para o,w e Lip(5) , definimos

(3-14) a (Ó.W) = J <AVÓ'7Ü>° s
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La análoga de (3.4) es

2 2

Is |vA 0| v s ao(o,o) s IS lvA M w

Notemos que (ao(o,d>))1/2 no es una norma en Lip(S) pues ao(o,0) = 0

no implica necesariamente o==0 . Sin embargo, es una norma en el espacio

Lip°(S) de las funciones Lipschitz con soporte compacto en S . Indicarg

mos dicha norma con II'HO .

(3.15) Definición: Denotaremos con HO(S) a la completación de Lipo(S)

con el producto interno ao(-,-) .

A partir de la desigualdad de Sobolev (Teorema(2.6)) es claro

que H°(S) C H(S) . Luego cada elemento de H°(S) se identifica con una

función o E L2(S,wdx) , tenemos definidas Di o , i= 1,...,n , y además

(3.14) vale para todas o y v en H(S) .

A continuación introduciremos en H(S) una noción de no negati

vidad y una de igualdad en la frontera. Estas nos resultarán útiles para

el trabajo que realizaremos luego.

(3.16) Definición: Sea o E H(S) , diremos que o es no negativa en

conjunto E C 5 , y la denotaremos: o 2 0 en E , si existe una sucesión

{ok} C Lip(g) que converge a o en H(S) y tal que ok(x) Z 0 para tg

do x en un entorno, que puede depender de k , de E en S .

(3.17) observación: A partir de la definición anterior es inmediatcaque

si o E H(S) es no negativa en E luego 0(x) Z 0 en c.t.p. de E . La

recíproca también es cierta. En efecto, si u C H(S) es tal que u Z 0

en c.t.p. de S y {uk} C Lip(S) conVerge a u en H(S) luego {u;}

es una sucesión en Lip(S) y converge a u+==u en L2(S,wdx) - Además
+
k'“

converge débilmente a una función g en H(S) . Entonces por el Teorema

como a(u i) S a(u k) S C para todo k , existe una subsucesión quek'“
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de Saks-Banach, tenemos que existe una sucesión que indicaremos con {gk}

de combinaciones lineales convexas finitas de elementos de dicha sucesión

que converge fuertemente a g en H(S) . Ahora bien, por la forma en que

hemos definido H(S) y como v S w y v-1(S) < m , tenemos

JSAiDi(u-g)o=-ISAi(u-9)Dio 1=1,...,

para toda o E C:(S) . Esto, dado que u==g en c.t.p. de S , prueba que

Diu==Dig , i=1,...,n en c.t.p. de S . Luego {gk} converge a u en

H(S) lo que demuestra nuestra afirmación.

(3.18) Definición: Dadas o y w en H(S) diremos que o es igual

a w en BS y lo denotaremos o :4) en as si o-—w e HO(S)

(3.19) Observación: La condición 2aZSC 0 sólo se utilizapara probar

H°(S) C H(S) . Si esta hipótesis se reemplaza por S C 9 , podemos aún

definir HO(S) y (H(S) pero no podemos probar la inclusión mencionada.

5.2 Soluciones y subsoluciones

A continuación definiremos los conceptos de solución y subsolu

ción para problemas asociados al operador L en una d-bola S tal que

2a25 c n .

(3.20) Definición: Diremos que un elemento u e H(S) es subsolución

de L en S si

a°(u,o) S 0 V o E H°(S) tal que o Z 0 .

(20)'(3.21) Definición: Dada f tal que f/w E L (S,wdx) donde (20)'

es el exponente conjugado de Holder de 20 , diremos que u e H(S) es sg

lución de Lu=f en S si

ao(u,0) = IS f Ó V Ó e H°(S)

Si f==0 en c.t.p. de S diremos simplemente que u es solución.de L .
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(3.22) Definición: Dadauna función vectorial F= (f1, . . . ,fn) tal que

IFl/VEL2(S,de) diremos que ue H(S) es solución de Lu= -div>"F si
n

ao(u,cp) = JS <F,V>\cb>= S iïl fi Ai Di o v q;-e HO(S)

Enrelación con las dos últimas definiciones consideramos, dada

f comoen (3.21), F comoen (3.22) y vbE H(S) los siguientes problemas

(3,23) Lu = f en S u = tb en as

(3.24) Lu = -divAF en S u = Y en BS

En las condiciones dadas, cada uno de estos problemas tiene so

lución en H(S) , comoveremos en los dos siguientes teoremas.

(20)'(3.25) Teorema: Para cada f tal que f/w E L (S,wdx) y cada ‘Y

en H(S) existe una única u E H(S) que satisface (3.23) y tal que¿
|f| (zo>' (zo)' á

(3.26) [lu-T" s c(U w) + a (TAI)) ,
O S W 0

donde C = C(v,w,s)

I

Demostración: Sean ‘Y en H(S) y f tal que f/WEL(20) (S,wdx) .

Ahora definimos

z(o) = I f o - ao(v,o) o e Lip°(s)S

Luego, aplicando la desigualdad de Schwartz, tenemos

1¿ _..
f (20)' (20)' 20

¡musa H) w) U ww) +
S S

l l
+ a°(w,w)2 ao(o,o)2

Ahora, extendiendo cb comocero fuera de S y aplicando la desigualdad

de Sobolev (Teorema (2.6)) se sigue
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|f| (20)' (20)' 2 2 5 5cua w) USMv)
1

, 1 1cmW“ +a a
S W O 0

donde C = C(v,w,S) . De ésto, por la densidad de Lipo(S) en HO(S) ,

IA¡um

IA

tenemos que l(-) es un funcional lineal acotado en H°(S) . Luego, dado

que 30(8) es un espacio de Hilbert con producto interno ao(-,°) , exig

te una única oo en H°(Q) tal que

aowom = IS f o - ao(‘l’,0) , para todo o e HO(S)

l | l
|f| (20)' (20) 5

“°o"o S C(Us (T) w) * EU“) J

Finalmente tomando u = oo + Y obtenemos la tesis.#

(3.27) Teorema: Para cada F = (f1,...,fn) tal que IFI/v E L2(S,vdx)

y cada T en H(S) existe una única u E H(S) que satisface (3.24) y

tal que

1 1
IFI 2 ï 

(3.28) ||u - w||o .<.US v] + ao(T,\{I)2V

Demostración: Sean F y T como en la hipótesis. El razonamieg

to es similar al aplicado en el Teoremaanterior. Basta definir ahora

iz'(Ó) = IS <FIVA0> - ao(W,Ó) 0 E LlP°(S)

De aquí, aplicando la desigualdad de Schwartz, se sigue
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l 1 1
|'-"|\2 2 2 ï í

luml s US (T) v) US vaol v) + aowm a°(4>,4>)

1- 1 1

s —IFI2 2+ w)3 w)5
S v v aow, aow,

Asi, teniendo en cuenta la densidad de Lipo(S) en Ho(S) , tenemos que

NIH

2(°) es un funcional lineal acotado en H°(S) . Luego el resultado se

obtiene comoen el Teoremaanterior.#

A continuación demostraremos un principio de máximopara subsg

luciones y luego lo aplicaremos para obtener una variante para soluciones.

(3.29) Lema (Principio de máximodébil): Si u E H(S) es una subsolg

ción de L en S tal que u 2 0 en BS , luego u Z 0 en c.t.p. de S .

Demostración: Como u 2 0 en SS sabemos por definición, que

existe una sucesión {uk} en Lip(5) que converge a u en H(S) tal

Ique uk(x) 2 0 para todo x en un entorno, que puede depender de k

de BS en 5 . Ahora, para dicha sucesión, definimos u; = - min{uk,0}.

Es claro que uk e Lipo(S) y es no negativa en S . Por otra parte,

Vuk = - x{uk s o}Vuk , entonces <A Vuk,Vuk> = )({uk s o} <AVuk Vuk> . Luego,

como {uk} es una sucesión acotada en H(S) resulta que {ui} lo es en

HO(S) . Por consiguiente existe una subsucesión {uij} que converge dé

bilmente en H°(S) a una w . Entonces, puesto que u es subsolución,
tenemos

- 11m a0(ukj,ukj) = 11m ao(uk
.m'.)
J k3

= ao(u'ukj)

= ao(u,w) 2 0
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Luego,por la elipticidad, resulta

limJ |VAuípl2 v='0s ' J

k.
J

dad de Sobolev (Teorema -(2.6)) se sigue

Ahora, entendiendo comocero a u en 9 - S y aplicando la desigual

. ' 2
lmí lu I w=0s ki

Luego, para probar la tesis, basta probar que {ul-C} convergeJ

a u- en L2(S,wdx) , y esto es cierto pues {uk_} converge a u en
J

L2(S,wd.x) .#

(3.30) Lema: Sea x G Q y sean Sl=S(x,r1) , SZ=S(x,r2) y 'S3=S(x,r3),

d-bolas en {2 con r1<r2<r3 . Si o E ¡{(83) satisface o S Cl para

alguna constante C en c.t.p. de S -S3 1 , luego, dado C >C , exi_s_2 1

te {ok} C Lip(52) que converge a o en H(Sz) y tal que, para cada

1

k , ok S C2 en un entorno de BS . Además, si u E H(SZ) es solución2

de L en 82 y existe una sucesión {uk} C lip(52) que converge a u

en H(82) y tal que, para cada k , uk S ok en un entorno de 882 , en

tonces u S C2 en c.t.p. de 82 .

Demostración: La afirmación correspondiente a u se sigue de

la correspondiente a o aplicando el Lemaanterior a la solución C2-u

en S2 . En efecto, como C2 -uk

cada k , tenemos C2- u 2 0 en 382 . Sólo nos resta probar la tesis

2 C2ok 2 0 en un entorno de 382 para

sobre o . Para ello, en primer lugar, tomamosuna sucesión {hk}CLip(53)

que converja a d) en ¡{(83) . Luego dicha sucesión converge a o en

L2(S3,wdx) y puede ser elegido tal que también converge o en c.t.p. de

53 . Entonces, por el Teorema de Egorov, dado e > 0 y C

ECS3-S1 y kOEINtalque Isa-Sl-E|<e y h

> .2 C1 , ex1ste

kSCZ en E s1
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k Z k . Ahora tomando r
+

o 4,el,e EIR tal que r >r3 ,r1<r1+e<r2 4 2

y r2<r2+e2

CO(S(x,r4)) tal que sop vpl C (1 +51) S1 sop wz C (1 + ez) 82 - S1

< r3 , eleglmos 411 , ¡bz y 413 , no negatlvos, en

SDp w3 C S(x,r4) - 83 y v1 + wz + ¡#3= 1 en S3 . Con estas func1ones y

{11k} definimos {ok} donde ok = hk 1:1+(hk v2) AC2 . Es claro que esta

sucesión está en Lip(53) y ok S C2 en un entorno de 882 para ca

da k . A continuación vamos a demostrar que {ok} converge a o en

¡{(82) , lo que es equivalente a probar las igualdades

(3.31) limJ lok - hk

(3.32) lim J‘S <A \7(ok-hk),V(4tk - hk)> = 0
2

Ahora bien, como {h converge o en L2(S3,wdx) , luego {hk wz}k}

converge a o wz en el mismo espacio. Más aún, como IaA C2 - B A C2] s

Ia-BI , V (1,8 e IR tenemos que {(hk 4,2) ACZ} convergea (04:2)A

C2 en L2(Sa,wdx) . Entonces, dado que o S C1 en c.t.p. de 82-81 ,
2

tenemos que {hk cz} y {(hk wz) AC2} convergen a (wz en L (sz-Sl,wdx).

Esto demuestra (3.31), pues

2 _ _ 2
J |ok-hkl w-J |(hk wzncz hk 4.2| w

S 82-81

Veamos ahora (3.32). Para k Z-ko , tenemos

(3.33) í <AV(ok-hk),V(cbk-hk)>s
2

S -S2 l

I <A V(hk 4:2),v<hk w2)>
(sz-s1) fl {hk ¡Dz> C2}
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s <A v<h w mu: w )>
ISZ_SI_E k 2 k 2

El integrando en el último término es no negativo y podemosacotarlo de

la siguiente manera

_ 2
<A V(hk lP2),V(hk w2)> - hk <A vw2,vw2> + 2 hk w2<A th,V1p2>

+ Ü: <Ath,th>

2 2
s hk <A vw2,vw2> + 4:2 <A th,th>

1/2 1/2
+ 2 |hk| wz <Ath,Vh > <A vw2,vw2>k

2 2 2 2
s hk |VA1p2| wwz IVAhkl w

1 2 1 2
+ 2 v2 Ihkl |vAw2|w / <Ath,th> / .

Luego, de (3.33) utilizando la desigualdad de Holder, se sigue

2 2

I <p. V(4sk-hk),V(q>k-hk)>s c ||vA02||°I hkw
52 Sz-Sl-E

+ IS -8 -E <Ath,th>
2 1

Ahora tomando limite superior en ambos miembros tenemos

sz
+ I <A VQ,VQ>

Sz-Sl-E

Entonces, como el e que tomamospara la elección de E puede ser tan

pequeño comoqueramos, la desigualdad anterior prueba (3.32).#



Para finalizar la sección veremos dos acotaciones relacionadas

con (3.26) y (3.28) las que nos resultarán útiles en el Capítulo V.

(3.34) Lema: Sean f y F = (f1,...,fn) tal que, f/w e LP(S,wdx)
20I

para algún p E (1,0) y [Fl/v E Lq (S,wdx) para algún q E (1,0+1 ).

Luego, si u e HO(S) es tal que Lu = f en S , entonces

L
pl pl

(3.35) sup |u(x)| S C [J (-;-) w)xes S

si, en cambio, u satisface Lu = divA F en S , entonces

L
IFINQ' NQ'

(3.36) sup |u(x)| S C (Í (-—- vxes s V j J

En ambos casos C = C(S,w,v)

Demostración: Veamosque vale la primera desigualdad. Para ello

tomamos

1

eo = c US (9)“ w);

y, para B Z 1 y M E (C°,°) , definimos

tB - cB t e [c ,n]o o

HH(t) =

MB- cg + a uB'l(t-M) t > n

Ahora, tomando {uk} C Lipo(S) que converge a u en H°(S) y en c.t.p.

de S , definimos ok = u; + Co y, para cada M ,

Ók(x)

wk(x) = T(ok(x)) = C H¿(t)2 dt , x e s



Es claro que {wk} C Lipo(S) . Veamosque {"wkflo} está acotada.Eklefeg

to, pues

_ . 2

entonces, por la simetría de A y la acotación de Hú ,

2

Hwkll0 = J <Avwk,vwk>

)4
= í “¿(Ók <AVÜk,VWk>

S "HQ": Í <AVuk,Vuk>

4 2
HHQHN Ilukllo

Luego existe una subsucesión de {wk} , que denotaremos que la misma for

ma, que converge débilmente a una t en H0(S) . Entonces

11m ao(uk,wk) = 11m a°(U.Wk) = a°(u,w)

Por consiguiente, teniendo en cuenta que u es solución, podemosescribir

(3.37) Is <AVuk,vwk> = IS fwk + ak k e na

donde lgkl C IR es una sucesión que converge a cero. Ahora bien, como

Vok = x{uk>0} Vuk , Vwk==T'(ok) Vok y ok = 0 si uk S 0 , tenemos

S

f _

(3.38) JS <AVuk,Vwk> — <AVuk,vok> T(ok)

S <Avok,vok> T'(ok)

f
JS ¡Vi °k

IV ¡2 T'(ok) v
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Por otra parte, como Hg es creciente, es válida

0k(X)

T(0k(x)) = C (Hú(t))2 dt
O

, 2
s <0k<x) - co) (Hu(ok<x>))

2

s ok(x) (H¿(ok(x)))

= ok(x) T'(ok(x>)

Luego, aplicando esto y (3.38) en (3.37), se sigue

2 2 , 2

Is IvA HM(ok)| v = ISIVA okl (HM(ok)) v

J IVA Ók|2 T'(Ók) VS

sf Ifl lwkl + lakl

lfl IT(ok>I + lskl

IA

'—-ñs Ifl ok T'(ok) + lakl

Co
FJ IfI okrw + Icklo S

1 2

5 E“ I ¡fl °k T'(°k) + IEkIo S

3; 2 , 2
co IS ¡fl °k HM(°k) + IEkI '

Entonces, a partir de 1a desigualdad de Sobolev (Teorema (2.6)), tenemos



i
(3.39) |HM(ok)|2°w)° s c |f| (okHúNkHz+ |€kl)s s

“Uh
("
2 f . ZPN

s c (C kís (ok Hn(ok)) j + lakI)O

i

s c ((IS (ok H¿(ok))29)p + lakl)

donde C = C(S,w,v) . Sabemos que {ui} converge a u+ en c.t.p. de

S , de manera que {ok} converge a o = u+ + Co de la misma forma, lo

que, a su vez, implica que {Hú(ok)} converge en c.t.p. de S a

Hú(o) . Luego, teniendo en cuenta que o E L2°(S,wdx) , el Teorema de con

vergencia de Lebesgue nos asegura que {0Hú(ok)} a oHú(o) en L2°(S,wdx).

En consecuencia, tenemos que {ok Hú(ok)} converge a 0Hú(o) en

L2°(S,wdx) . Entonces, dado que {HM(ok)} converge a HM(m) en c.t.p.

de S , tomando limite inferior en ambos miembros de (3.39) y aplicando

a la derecha, el resultado anterior y, a la izquierda, el Lemade Fatou,

tenemos

1 1

20 2p

(3.40) (I lHM(o>l2° v) S Q (I (oH¿(o)>ZP w)S S

A partir de la definición de HM tenemos que (QB - C2) x[c M](cb) So,
B-l

HM(0) y H¿(o) S B o . Luego, utilizando estas desigualdades en(3.40)

y haciendo tender M a 0 resulta

1

20 3: 53'
U (“e”) w) “BU 02”")s ° s

Entonces, como 0 Z C0 , tenemos
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L L_L L L L
20 2p 20 20Uw) w») Uw) su ww

S S S O

L
20

B_ 320(w c0) )
1

Esto nos conduce a

1 1

205 B 2pB

(3'41) (3%Éï'í ‘208 w) s (“(C "(S)2P 2°'*1)] (w:é> J wzps w)S S

IG 1) l _L_- -- B 2pB

s (BCmáx(w(S),1)2 °) (“(18) I anPBw)s

1
1 ———
- 2pB

= (B c)B (“13) J wZPB w) B a 1s

donde C = C(S,w,v) . Ahora bien, por 1a definición de o , la desigual

dad de Sobolev y el Teorema (3.25), resulta

20l 20

5 (aïíï IS '“I w) + Co

S C "uno + Co

S C Co

donde C = C(S,w,v) . Entonces, iterando (3.42) con B en la sucesión



o k m

{(-) } , tenemosP k-O

IA

x‘llo:° WIQ

O
V

sup |u+(x) + C I
xeS o

fl 0 0

con -C = C(S,w,v) . Esto, a su vez, nos lleva a

sup |u+(x)l S C Co
xES

Un razonamiento similar nos lleva a la mismaacotación para u- . Asi qug

da probado (3.35). Para la demostración de (3.36) el argumento es del mig

mo tipo, sólo que tomando

Luego, la análoga de (3.37) es

I <AVuk,W)k> = I <1=‘,vAÜk> + EkS S

_ I
_ I <FIVA°k>T +S

Entonces podemos obtener

2 , 1 2 ,

IFI 2

2 JS T (ak) v + |gk|
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Por consiguiente, tenemos

2
2 4 ¡Fl 2 . 2

I IVA HM(°k)I V 5 2 J ( v ) °k HM(°k) V + 2 lgkl
S co S

2 g' g'-2
2 (¡"2 q

co (IS (ok Hú(ok)) v) + 2 |5k| .
OQoI“

Ahora, usando la desigualdad de Sobolev, haciendo tender k y M a infi

nito comoantes y teniendo en cuenta que VS w , resulta

.L. . Sizl
20 20 ¿gïg 2q'(IW-C“) w) “BU” v]s ° s

. 9L;2

s c e (j o w]S

I

con C = C(S,w,v) . Luego, como ¿gr? < o , se sigue

l 2 , g'-2l .Jl_E .

' w(S) S w(S) S °

con C = C(S,w,v) . Ahora bien, razonando como en (3.42) pero usando el

Teorema (3.27) en lugar del (3.25), tenemos

I L..-2
1 2 2 2q'q'- c

(HS) IS ° w) S C 0

|

Finalmente teniendo en cuenta que ¿3:5 > 1 , (3.36) se obtiene iterandoken'
(3.43) para B con valores en la sucesión {(213-721) }q k=0 #



CAPITULO IV

Desigualdad de Harnack

La fórmula del valor medio para una función armónica u en el

espacio euclídeo provee una acotación del supremo de u en una bola por

su infimo sobre la mismabola, esta es la desigualdad clásica de Harnack.

En casos de operadores elipticos más generales que el Laplaciano, la val;

dez de una desigualdad de Harnack proporciona una herramienta útil para

el estudio de la regularidad de las soluciones, en particular continuidad

de las mismas.

El principal resultado de este capítulo es el siguiente:

(4.1) Teorema (Desigualdad de Harnack)

Sea Qo==Q(i,4R) una ó-bola en 9 . Si u E H(Q°) es una solu

czón no negativa de Lu = 0 y Q= í Q0 entonces

wgzg) ]Y(wg292)1/2sup u S e w(l/2 Q) v(2Q) inf u
Q Q

donde Y = (3o2 + 20 —2)(o - 1)_1 y c sólo depende de las constantes

en (1.3) y'(2.2).

Este teorema contiene, comocasos particulares, varias extensig

nes conocidas de la desigualdad de Harnack para operadores elipticos en

forma de divergencia con coeficientes discontinuos. En efecto, aplicando

el Teorema(4.1) a la situación descripta en (0.2) obtenemosel resulta

do de Moser (ver [Ml]) cuyas ideas básicas subyacen en las técnicas que

emplearemosen este capitulo. Para la situación descripta en (0.3) el teg

rema nos da el resultado de Fabes, Kenig y Serapioni [FKS]. Bajo las con

dic1ones de (0.6) obtenemos la desigualdad de Harnack de Franchi y Lancg



nelli en [FL3] . Por otra parte si el operador L es del tipo (0.7) llg

gamos al resultado de Franchi y Serapioni ([FS]) . Si A 1 V i ,i

w # v y w satisface la propiedad de duplicación, el cociente 67%?ágáï
resulta acotado y, por consiguiente, obtenemosel resultado de Chanillo y

Wheeden (ver [Chw2])

Comohemos observado en el Capítulo II (ver (2.39)) la condición

So a no implica la duplicación para w por lo cual el Teorema (4.1)

aplicado al caso de la distancia usual (Al = ... = An = 1) es más gene

ral que el Teorema B de_[ChW2]

El resultado de Chanillo y Wheedense basa en una extensión de

las técnicas de iteración de Moser y en un lema de Bombieri (ver [B]) que,

en el caso clásico, permite prescindir del lema de John-Nirenberg sobre

funciones de oscilación media acotada usado en [M1]

Nuestra demostración sigue una adaptación de la técnica de Cha

nillo y Wheedenque requiere la desigualdad de Poincaré demostrada en el

Capitulo II (Teorema (2.8)) y una modificación adecuada del lema de Bom

bieri (ver (4.18). En la Sección 1 demostraremos el Teorema (4.1) y en

5.2 daremoscondiciones suficientes para la continuidad de las soluciones

a partir de 1a desigualdad de Harnack.

5.1 Demostración del Teorema {4.1)

La desigualdad de Poincaré (Teorema (2.8)) nos permite obtener

las siguientes desigualdades de tipo Holder inverso.

(4.2) Lema: Sea Q la ó-bola Q(i, R) y u E H(Q) una subsolución

no negativa de L . Luego para á S s < t < 1 existe una constante C >0

dependiendo sólo de las corrientes en (1.3) y (2.2) tal que



._ l
220

{ 1 I 230 1 s ( 1 I 23 )(4.3) kw(sQ) SQ u w) S C B u t_s "(tQ) tQ u w

1 l

(4.4) (__¿__ I u(3+1)o w)20 s c (p |B+1| _g_ + (EL291)2)w(SQ) SQ IBl t-s w(sQ)

l
2

__l__ 8+1
x(w(tQ) ItQ u w)

para B S 1

1/2

donde p = (3%g%)

Demostración: Veamos en primer lugar (4.3). Sea o < M < m

definimos

tB t e [0,M1
H“(t) =

MB + 3MB'l(t-M) t > M

Notemos que Hú , está acotada para cada M . Sea {uk} una sucesión en

Lip(Ó) talque uk Z 0 V k y u

mos para n e C:(Q)

k + u en H(Q) . Para cada M defini

uk(x)

ok(x) = n2(X) o H¿(t)2 dt

Es claro que ok e Lipo(Q) y ok Z 0 . Veamos que "okuo está acotada.

Tenemos

2 2 uk 2
vok = n (Hú(uk) Vuk + 2 n Vn J Hú(t) dto

Luego, por simetría de A
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2
"ok"o=j «www

_ f 2 . 2
— J n HM(uk) <AVuk,Vuk>

u
3 2 k 2

+ I 4n Hú(uk) (J Hú(t) dt) <AVuk,Vn>o

“k 2 2
+ I (zn I H¿(t) dt] <Avn,Vn>0

= I + II + III

Ahora bien

H IA

4 4 4 4 2
unn, mu, j <Avuk,vuk>s un"... “HM.” uuku

IAII 4 unuí un“: j uk <AVuk,vn>

s 4 unní mu: j uk <Avuk,vuk>1/2 <AVn,Vn>1/2

3 4 1 2 l 2

s 4 "num "aúna |||vAn|||w J uk <AVuk,Vuk>/ w /

3 4 2 1/2 1/2
s 4 unn, ""54", lllVAnllla U uk w) (J <Avuk,vuk>]

3 . 4 2
S 4 HnHw "HM". HIVAHIHw "uk"

III s 4 ¡[nui "ná": J u: <AVn,Vn>

2 4 2 2

s 4 un", Ilflúll, f uk IVAnI w

2 , 4 " 2
S 4 Ilnll. "Hull... lilvxnlllf. llukll



Así finalmente

2 2
¡“bkno s c Ilukll

donde C depende de M "num y "IVAnIIIno . Como {uk} es una sucg

sión convergente en H(Q) , la sucesión {"ukuz} es acotada luego teng

mos que {Hokug} está acotada, por consiguiente existe una subsucesión

{oki} que converge débilmente en H°(Q) a cierta o . Entonces, como

H°(Q) es un funcional lineal continuo en Ho(s) , tenemos ao(u,o) =

lim achi-ukj,okj) = 0 en efecto: Iao(u-uki,okj)|Slhi-ukj" "okjuo S
C "u-ukjl. Así

J

a(m0)=14m(a(U_mJ +a(u-u_,o_0° 3 ° k3 k3 ° k3 k3

= lim a (u _,0 _)
° k3 k3

IAhora bien, como u es una subsolución, tenemos que a°(u,ok_) s 0 V-jJ

luego a (u,0) S O , en consecuencia lim a (u ,0 ) S 0 . Considerare ;

mos primero el caso en que- lim ao(uk ,ok ) = 0 . Indicamosj j j
Ek = a°(uk ,ok ) . Por simplicidad de notación omitiremos momentánea

meante los subíndices, asi

I <AVu,Vo> = a°(u,0) = E

entonces
u

I <AVu,n2 Hú(u)2 Vu> = g - I <AVu,Vn 2n í H¿(t)2 dt>o

lo que nos conduce a

I <AHú(u) Vu,Hú(u) Vu> nz = I <AVu,n2 Hú(u)2 Vu>
u

V

g -I <AHD'1(u)Vu,2n ÉÑIOHú(t)2dt>
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y asi

u
2 v

(4.5) I <AHú(u)Vu,Hú(u)Vu>r1 s 2 íI<AHú(u)nVu,ñ;%hï'{0Hú(t)zdt>l+lfil

En el caso en que lim a (u _,o _) < 0 , tenemos a (u _,o .) S 0 si j
J ° k3 k3 ° k3 k3

es suficientemente grande, luego, un razonamiento similar al anterior nos

conduce a una expresión como (4.5) pero sin el término [al . De manera

que (4.5) vale en ambos casos con u = uk_ para j suficientemente gran
J

de y g = ¿kj donde Ekj + 0 . Ahora, aplicando la desigualdad

(4.6) |<Ax,y>| s g <Ax,x> + 21-6<Ay,y> (e > o)

con e = % al miembro derecho de (4.5) y combinando los términos

u 2

í <AH'(u)Vu H'(u)Vu> n2 s 2 <AV v > —-¿- H'(t)2dt +|g|
2 M ' M "' n Hú(u) o M

de donde, por ser Hú creciente, se sigue

1 . 2 , 2

5 I <AHú(u)Vu,HM(u)Vu> n s 2 I <AVn,Vn> (uHM(u)) + |g|

Notemos que Hú(u)Vu = V(HM(u)) , entonces la desigualdad

2 2 2 2

(4.7) I IVA(HM(u))| v n s 4 I |vxn| w (uH¿(u)) + 2 [5|

es una consecuencia de la elipticidad.

Ahora, dados s y t tal que % S s < t < l , elegimos n

tal que n E 1 en sQ , n E 0 fuera de tQ y |VAn| S Ïïgéïí (para
la existencia de tal función ver [FLZ], pág. 537). Luego de (4.7)

C2
|v (H (u))| v s -——-—-—

ISQ A M (t_s)2R2 I (uHú(u)2 w - 2 |g|tQ



Entonces, aplicando la desigualdad de Poincaré a HM(u) en sQ y combi

nando con la desigualdad anterior tenemos

1

1 1 zo 2°

(4-8) (WÍSQIHMWPWLQHMWWI "l

.1. l
2 2

s (uH.(u)2w)+ CsR ¡“1/2
(t-s) V(sQ) w(tQ) tQ M v(59)1/2

Ahora bien

wth) S w(g) s c ng) = c u2
v(sQ) v(iQ) v(Q)

por otra parte, como Hú es creciente y HM(u) = HM(u) - HM(o) = Hú(z) u

para algún z E [0,u] , tenemos

__l__ __l__ v
w<SQ) ISQ HM(u) W S w(SQ) JSQ u HM(u) w

l
2

1 , 2

5 ("(SQ) ItQ (u “M(“)) w)
l l
2 2

_ alsgl __;__ . 2 '
“ (W(SQ)) ("(tQ) ItQ‘“ "M(“)) ")

De las desigualdades precedentes y de (4.8) sigue que

.l. l l
20 2 2_1_ 2° S wth) 1 ' 2

(w(sQ) LQ (HM(ukj)) w) s (:(u' t-s +(w(sQ)) )(w(tQ) JtQ (ukj HM(ukj) w)

l
C sR 2+ ' ""“" lgk.l 

“v(sQ)”2 3

Ahora, tomando límite inferior para una subsucesión {uk } que converja
J

u en c.t.p. y aplicando el lema de Fatou en el miembro izquierdo tenemos
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1 1 1
2-0 3 . ï

1 20 s wth) 11m ( 1 I , 2 )(—W(SQ)ISQ (HM(u)) w) s C (u —t_s+ (msm) )—j —w(tQ) tQ(ukj HM(ukj)) w

por otra parte, teniendo en cuenta que [ukflúmkj -uflúmnzsu Iukfulz
J J J

2 2 2 . . .,

(Há(u)) + |u| (Hú(ukj)-H}'l(u)| ) y la continUidad y acotac1on de Hl'4,
obtenemos

1 l l
20 2 2

1 20- s wth) 1 , 2
(4.9) [—W(SQ)LQ(HM(u)) w) ECO; —t_s+(w(SQ)) (—w(tQ)LQ(uI-IM(u)) w)

1/2

Luego, como S C u , t-Ï-g + 1 s ¿SS , uHI'4(u)SuBuB_1= Bu

y HM(u) 2 uB x{u<M} , para M -> w obtenemos (4.3) . Ahora veamos (4.4).

B

Sin pérdida de generalidad, tomando u 2 e en lugar de u , podemos supg

ner que u > e para un se IR+ fijo. Sea {uk} una sucesión en Lip(é)

que converge a u en H(Q) y tal que uk 2 .e V k . Con n como antes

y además no negativa, para B5-1 , definimos

_ 2 B
okm —n (X) uk(X)

Notemosque cada u: es acotada y tiene derivadas acotadas, además okzo

y oke Lipo(Q) . También, sepuede demostrar q'ue la sucesión {Ilokllo} e_s_

tá acotada. En efecto, tenemos

(4.10) vok = 2n ui vn + gnz ufi’l Vuk ,

entonces

Hokflo = J <Avok.vok>

-1 2 2 3 2 —1

I (B u: n ) <AVuk,Vuk> + J, 4n ukB <AVuk,Vn>

+ I (Zn ui)2 <Avn,vn>

=I+II+III



ahora bien, con estimaciones similares a las anteriores tenemos que

I s 82 neu: em“) j <Avuk,vuk>s 32 un": 22‘“) uuku2

II s 4 ||n||í eB’l [5| Iuk <AVuk,Vn>

s 4 unn: e“ IBI IIIVAnlllmU u; al” U <AVuk,Vuk>)1/2

s 4 un": e“ IBI IIIVAnIII, uuku2

III s 4 un": Í ¿(B-1) u: (“mv”)

S 4 llnIIÏez(B'1) fui <Avn,vn>

lA

2 2 -1
4 un", e ‘B ) "IVAN", “uk”

así, finalmente

2 2
llokllo s c uuku

donde C depende de "n"oo H|vAn|um y e . Luego, como {Hukuz}

es una sucesión acotada, tenemos que {Hokuï} está acotada, por consi

guiente existe una subsucesión {0k_} que converge débilmente en H°(Q)
J

a cierta o . Entonces, como a0(u.°) es un funcional lineal continuo

en H°(Q) y u es solución, tenemos

o = a (u,o) = lim E _° 3k]
donde

E . = I <AVu .,Vo _>k3 k3 k3

Momentáneamenteobviaremos los subíndices. De la fórmula (4.10) y
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V(u(B+1)/2) = %1_ u(B'1)/2 Vu

obtenemos para B 7€-1

2

5% I <AV(u(B+l)/2),V(u(6+l)/2)>nz = 5% J, uB-l <AVu,Vu>nz

l
NEW

wrr
H

J uB-1 <AVu,Vu> nz

= <AVu,Vo>- ‘B-Z-l-I <AVu,2nuBvn>

+

= Lil E ' ÉI’ÉAdB-lm “(8+l)/2<AVu,Vn>2n

= E1; ¿__I (Av(u(B+1)/2) v”) n u(B+1)/2

Luego, tomando valor absoluto

B .

ILL J<Av(u(B+l)/2),V(u(B+1)/2> nz s J |<AV(u(B+1)/2),Vn>|¿Bm/2 n'+ CBIEI

IBI= _' (‘°°<Bíl , Bf0,-1) , obtenemos
¡5+1l

Aplicando (4.6) con e

2

I <Av(u(5*1)/2).v(u‘B+1)/2)> nz s (Égl) I <Avn,vn>u6+1 + cala!

Entonces, el mismo razonamiento hecho para obtener (4.9) nos conduce a

.L ¿ i
2 2r—1I f“ ( 'W (MM-1r )

Lw(sQ) SQ ukj w 5C u [B] t-s+ w(sQ) w(tQ)JtQ ukj w

_1_

+C SR
Buse)“2 ki

Ahora, tomando límite inferior para una subsucesión {uk} que converja
J



a u en c.t.p. y aplicando el lema de Fatou en el miembro izquierdo

tenemos

.1. l
20 [3+1I 2 ,

1 (WW _s_ __(_Qlwt ))m(_1_. I 5+1 J(w(sQ) Lg“ “J s C01 IBI 5+1+(W(SQ) j w(tQ) tQukj "

Por otra parte, notemos que si 6+1 < 0 , luego {ufifl} está uniformg

mente acotada por ¿8+1 y converge puntualmente a u8+1

6+1

l
2

, mientras que

si 0 < 8+1 S 2 , {uk_} converge a u en L (Q,wdx) ,puesto que lo
J

hace en L2(Q,wdx), asi, en cualquiera de esos casos, obtenemos (4.4).

La técnica de iteración de Mosernos permite obtener el siguieg

resultado

(4.11) Lema: Sean Q , u y u como en el Lema (4.2). Sea a E [%,1)

Entonces existen constantes C1 y C2 que sólo dependen de las constan

tes en (1.3) y (2.2) tales que

2_o
-1

c (up)°
(4.12) sup uP S -l--EE- Nac) I up para p Z 2GQ (l-a) Q

af:-l
c 1/2 °

1 w192 1 p
(4.13) supuP S ---c- (u |p| + ( J ) (-- I u w]

GQ (ha) 2 w(aQ) w(Q) Q

para p < 2 .

Demostración: Sea p Z 2 . Elevando ambos miembros de (4.3) a

l y tomando r = 28 obtenemos
B

_1_. Z lr
(4 14 -l- or wor 6 (C r -E-)r (-l- I ur w) r Z 2' ) w(sQ) SQ“ u t-1 w(tQ) tQ

Iterando (4.14) para t y s con valores en 1a sucesión



- 80 

y r en {on} la desigualdad (4.12) sigue de la estimación

2 ï
_. -1

o . t- olp C(up)° l/p“(CPN ‘(’l_cz_]
j=0 j j+1 (l'a)

Veamosque esta acotación es cierta. En efecto, indicando

a _ t1+1 = (a'(j+1)+1)1j+1)
3 tj-tj+l l-a

_2_ L 2_Ï| L
°° - j °° j °° j °° j
I'I (Cpuoja.)°P= 1'I(Cpp)° p I'I cap II ac.)p

j=o 3 j=o j=o j=o 3

Estimamos cada uno de los _tres factores

—2- 3 z: i. 2 o
0° a p j=0 03 [-3 oII(Cup) =(Cup) =(Cnp)

j=0 i
j2 2 a _j_ 4 m 02 4 01/2

°° 3' 5 z J' plogo "iz-JT plogo 1/2noop=0j=0c1 so j=00 _a o
j=0

finalmente

I'I a? p = e):0 o p
j=o 3

a - ' +1 '+1
z __?¡_1°g(ag3+12 )(J )
.=0 ojp l-a_ eJ

z _2.-104 +2 +1)'=0 ojp ha"S e:J

m 2 .+2 22 —.—log L)
. J l-o.
J=0 o P

-1
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° 2 .
z —. (2(3+2)+log-_ J

= e3-0 o p
j+_2

4 2 °° 02
- El . 2 o l1 . —-— —

s ep og o J=0 oJ ep o- log l-a

8 a 01/2 2 o 1_ P1°9° 01/24 sama-a
— e e

l 8 03/2 + 20 lo 1
p log o 1/2 0-1 g l-ao - 1

S e

__17__ C(l-a)2p

con lo que queda demostrada la acotación y con ella (4.12).

Veamosahora (4.13). Haciendo r'= 84-1 en (4.4) y elevando am

bos miembros a TlT obtenemos la siguiente desigualdad para r enr
(-o’rz]-

1 1 _2_ _1_

1 or alrI lrl _E_ w t 2 lrl 1 r Irl
(4.15, (_W(SQ)LQU w) =[c(u_lr_2¡t_s+(mw(sg,))] (—w(tQ>tQuw]

Ahora sólo resta aplicar un argumento de iteración con s , t y r co

mo antes y p E (-0,21 -{0,1}' dado . Si p > 0 la sucesión rj = oJ p
decrece a -w y (4.15) vale para cualquiera de esos valores de r .

El valor límite del miembroizquierdo de (4.15) es ehtoncest.
sup u 1 . Si a. = ï-Ji%;ï- , el producto infinito de lasconstanteses
“Q 3 j+1 j

l "3'1
' 2 o

FI (( CJ a.lpl w(t.+1Q) Ipl+(—1—)Dj=0 Io]
que está acotado por
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1.¿
Er (sw ojaj+(x—¿3%)2))°3""

l l

pues Iojp-1|21 y S(fif , ’v‘j ZO. Asuvezcomo
ajaj 2 1 , V-j , esto está acotado por

l .2

¿[o(C(“'P'+ “j“jflpl
Razonandocomo en el lema precedente se puede ver que 1a última expresión

menor o igual que

c104“ +(%)1/2]20/0-1)1/lp|í c
(l-a) 2

dibde C1 y C2 depende sólo de las constantes de (1.3) y (2.2). Así og

tenemos la conclusión (4.1-3) para p < 0 . Veamosahora dicha desigualdad

para p>0

Supongamosprimero que p es de la forma 2(a+1)-1 o-ko con

ko e Z fijo. Sea jo e IN tal que OJO-k0 > 0+1 Z 030-14":o . Ahora apli

camosel argumento de iteración utilizando (4.15) para r =p,op, . . . ,Ojo_lp
.

y (4.14) para r= on con jz jo . El valor limite del miembroizquierdo

t -t.
t.

es ahora sup u y , con a. = 4L , el producto de las constantes es
“Q J j+1 J

. J j .-l a. a. w t. 1 2 2 o en .
Jo J p ( JHQ) / N / p J 2/on

I'I C u j + “(t Q) j l'I (C p u o aj) .
j=0 lo p-ll J' j=jo

- j 20j_k°
Dadoque |o p-ll c TF- 1 supera a una constante fija positiva y
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l l
. 2 2

1 s (w(t +19)) < (w(Q)) v jw(th) w(aQ)

el producto anterior está acotado por

1 —2.—
_ 3

w 2 . o p

H(C(w+(ï‘fl))olaJ._0 w(aQ) JJ

donde C sólo depende de las constantes de (1.3) y (2.2). Esto demuestra

(4.13) para p de la forma 2/((o+1)ok) , k G Z . Ahora dado un p

cualquiera en (0,2) , existe ko E Z tal que 2/((o+1)ok°) s p <

2/((o+l)ok°-1) . Luego, aplicando la conclusión recién obtenida para

2/((o+1)ok°) tenemos

. l sgxizgïs(¿044%le2
aQ ('1-oL-)C2 (o+1)ok°

_2_. (0+120k0

( 1 J' (o+1)ok° ) 2
x u w

w(Q) Q

de donde, aplicando la relación entre p y 4 , y la desigualdad
(o+1)ok°

de Holder, se sigue

l _2_°_9. l
C - ' 2 0-1 p p

supuse-z-(uwwan ) (¿TJ un)
a9 (l-a) 2 Q

Así queda demostrado el lema.#

(4.16) Lema: Sean Q como en el lema anterior y ue H(Q) una

solución de Lu = 0 tal que u Z e para algún e E IR+ , para a G [%,1)

definimos K==K(a,u) por
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_4
log K - Mag) La log u w

Entonces existe una constante C que depende sólo de las constantes de

(1.4), (1.5) y (1.7) tal que para t > 0 .

w ({x E aQ/

Demostración: Sea n C C:(Q) tal que n E 1 en (1Q y IVAnl s

ux
109.11€).

c H
> t}) S (1_a) t w(aQ)

1 . —

(PMR , y sea {uk} C Lip(Q) tal que uk Z e V k y uk -> u en H(Q).

Ahora, para cada k , definimos ok = ¡12/uk . Es claro que ok e Lipo(Q) ,

además, razonando comoen el lema (4.2) se demuestra que existe una sub

sucesión {okj} tal que Ekj:=I<AVukj,Vq>kj>-> 0 cuando j tiende a ig

finito. Luego, teniendo en cuenta que Vok= -n2 11’22Vuk + Zn ukl Vn

y V(log u) = Vu/u , prescindiendo de los subíndices, tenemos

J <AVlog.u,V log u> nz = I <A %,v—uq>n2

2

= I <AVun; Vu>u

= 2 I <Ar11!,vn> - au

Entonces, tomando valor absoluto y aplicando (4.6) con e = á , obtenemos

I<1\Vlogu,Vlogu>n2 S 4I<Avn,v n> + 2 [El

Deesta última desigualdad, utilizando la elipticidad y la definición de

n , se sigue

2 C

|v logtfl v s-—————-——I w + 2 ¡5|JaQ A (1-a)2 R2 Q

Luego, por la desigualdad de Poincaré (Teorema (2.8)) .
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21 1 2 ML CR, _ —— 1 s —
(4 17) "(00) ‘íQQ 1.09 u w(aQ) Ia ogu wl w (1_u)2v(Q) +V(Q) I I

donde, recordemos u==uk. y E==Ek_. Dado que, por el teorema del valor
J J

medio, [log uk -log ul S l/s [uk -u| , tenemos log uk_ + log u en
J J J

LZGLwdx).En consecuencia, tomando limite en (4.17) se obtiene

'K fi. en.

"2 CEZ
[log u - log K] w S

1

w(aQ) Ing (1_a)2

Finalmente, utilizando esta desigualdad, se obtiene para t > 0

'w lx e aQ/ log 2151 > t S l log Biïl wK t K
GQ

l
2 2

s í w(o.Q)1/2U log w)
GQ

s CEwgaQ)t (1-a)

lo que completa la demostración.

(4.18) Lema: Sea p una constante positiva y f una función medible

Borel, no negativa y acotada en una ó-bola Q = Q(i,R) tal que para al

gún par de constantes positivas Co y B satisface las siguientes con
diciones

C

(4.19) Supfp S —°—B- fp wSQ (t'S) tQ

para todo p e (mi) y para todos los s y t que verifican %Ss<t51
donde sQ = Q(i,sR)

Couw(Q)
(4-20) "({x E Q/log f(x)> ¿}) S E

para todo E > 0
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Entonces existe una constante positiva C tal que para a E [%,1) se ve
rifica

4B 3

C(BB) co (w; :)2(“025 wwe) “(4.21) sup f S e
GQ

Basta demostrar (4.21) para u = 1 , en efecto:

/uDemostración: reemplazar f por f1 y E por En . Sea

a E [%,1) definimos, para a S p < 1

v(p) = sup log f
PQ

Es claro que w es una función no decreciente. Veamosque

82 _°_w_(2)_
(4.22) w(B) S 4 w(r) + (r_p)28 w(aQ) a S p < r S 1

Para ello descomponemos rQ en los conjuntos Alr = {log f > á W(r)}
1

y AZr = {log f S 5 W(r)} , luego

J fp w = J fp w + I fP w
rQ Alr A2r

+an

s p I sí"l w({x e Alr/f(x) > s})ds-+e[“V2”“r” w(A2r)
O

e“turn/21

= p I sP'l w({xe Alr/f(x)>'s}) ds
O

+eo

+ p J sp-l w({XEA1r/f(x) > s}) ds
e[NUM/2]

+ e[(p/Z)tb(r)l "(A2r)
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De la última desigualdad, teniendo en cuenta que log f S w(r) en rQ

y aplicando (4.20), se sigue

e(wn/2)

(4.23) I fP w s p I sp“1 w(A ) dslr
rQ o

eMr)

+ p I sp_1 w({x E Alr/f(x)>'s})ds(W(r)/2)' e

+ e[(p/2H:(r)] “(A2r)

IA w(A1r) e[(13/2)11(r)]+w(xe Q/log fix) ¿4251” epWr)

+ "(A2r) e[(p/2)W(r)]

P'Mr) [(P/2)4’(r)]Co2

W(r)
IA w(Q) e + w(Q) e

Supongamos que

(4.24) w(r) > 2co

e¡(p/man = 2 Coepwr)
W(r)y elijamos p de manera que esto es

P = Efíï log %L%l es claro que o < p < u'l = 1 . En este caso, de (4.23)o

J fp w S 2 W(Q)e¡(p/2mmrQ

Luego, de (4.19)

2 co e[own/21“F”5“1°g( W )(r-p)B

2 C

=llog(_2_1(9.)_)+su¿)_
P p)B w(aQ) 2(r

1 _Ï_Ïe_ JLUZL
og B w(rQ)

.1. ( (r-p) )2 '______Éííïí_____' + 1
log 2 Co
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Si ú(r) es suficientemente grande comopara que el primer sumandoentre
, . 1 .

parente51s sea menor que 3 , esto es Sl

2
8 C3

((4_25) >—°
(r_p)28 W(rQ)

luego Mp) < %4J(r) . Ahora bien, si (4.24) o (4.25) no se cumple, tenemos

3 3

a c 2 8 c H: 2

(r_p)28 w(rQ) (r_p)2B w(aQ)

para a S p < S 1 . Luego, como w(p) S w(r) , en cualquiera de los casos

considerados vale (4.22). La iteración de esta desigualdad para cualquier

sucesión

a S po < p1 < < pk S 1

nos lleva a

k 2 k-l j3 3 ng) 3 l< _ _ ____.
Woo) - (4) ka) + 8 Co (Nam) EO (4) ( -_ )ZB

3 p1+1 pj

de donde, haciendo tender k a infinito, obtenemos

3 w 2 °° 3 j 1

Ma) s Woo) s a co (¿m-www)¿o (z) —(p _ p >28
3+1 j

Luego, tomando pj = l-L%í%l , j S 0 , tenemos

3 .
e c 2 o J 28

3

wa) s —° (49“ J 2 H ((1+j)(2+j))

°° 3 j . 4B
—— z ") (2+3)(1-m)2B =o (4
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3 . .

S 8 Co (wm) JZ 2 (2)] (88)48 (í)(2+J)/2(“023 w(aQ) j=0 4 3

3 4B w .

=2 Co(88) )2 z (¿JJ/23 (l_a)28 w(aQ) j=0 4

(88)“3
a (MÍ

3

2 Co
3 (1_a)2 w(aQ)

= 1

1 _ G)1/2

con lo que queda probada la tesis.#

Demostración de la Desiggaldad de Harnack {Teorema {4.1)}: Sin

pérdida de generalidad, tomando u+e , en lugar de u , podemos suponer

que u Z e para un e E HÏ' fijo . El Lema (4.11) nos asegura que u

está acotada sobre aQ para a G (0,2) . Por otra parte, para á S s <

t S 1 y 0 < IpI < ñ , aplicando el Lema (4.11) en t 3 Q con a = É

se tiene i
3 0-1

P cl "(tz Q) 1/2 1 P
supguS——czulpl+—3— —3 u w
sïQ (t-s) Mng) w(tïQ) th

_ M3 Q) 1/2
donde Q=Q(x,R) y u=( 3 ) . Luego

V(ï Q)

¿ci
3 o-l

p c1 "(5 Q) 1/2 1 p
suglu S ---E; 14- 3 --7;- u w
s59 (t-s) w(¡ Q) w<t39> tgzïg

2JL.
3 a-l

w(- Q)

—-QE;(—%-J -——%—-I upw áás<t51'
(t-S) w(¡ Q) “70:59) tÉQ
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Esta desigualdad proporciona la condición (4.19) del lema anterior para

u y u_1 . Ahora, aplicando el lema (4.16) con (1:73 y 2R en lugar

de R , resulta

3

"({xeïQ/Ilogfláül >t}) S C fi Mg Q)

1/2

con u = q'uees 1a hipótesis (4.20) del lemaprecedentepara

u y É , se sigue que tantoÏ y -' . Luego, de ese lema aplicado a R

sup E como sup 5 están acotados por
c139 K aíQ u'

2 2

4C fi i
2 3 o-l 3 2 3 2

_ 2C2 2 á á
en a) w(2 Q) w(2 Q) v(2 Q)

1 2
para a. E [5,1) Entonces, para a. = 3

3 302+20- 2 3 g;

(“(5 Q)] 0-1 (“(5 92))23 3
“¡(3 Q) V(ï Q)

sup u S e inf u
Q

con lo que queda demostrado el teorema.

5.2 Continuidad de Soluciones

En esta sección indicaremos con

202+20-2 i
2

w; 9)) 0-1 (un; 9))
vé Q)

u(x,r) = ( 3
V(ï Q)

donde Q= Q(x,r) Sea u una solución de Lu = 0 en una ó-bola Qo .



Con un razonamiento análogo al de [ChW2]_, mediante un proceso iterati

vo similar a los aplicados en la sección anterior, se puede demostrar que

u es acotada en cualquier ó-bola Q(x,r) tal que Q(x,2r) C Q° . Así
oscilación

m(x,r) = sup u - inf u
Q(x,r) Q(x,r)

de u sobre Q(x,r) , es finita. Ahora, aplicando la desigualdad de

Harnack a las soluciones no negativas sup u - u y u - inf u , tenemos
Q(x,r) Q(x,r)

C u(x,r)r e - 1(4.26) w(x,-) S -----——- w(x,r)
2 eC u(x,r) + 2

(4.27) Teorema: Bajo las condiciones precedentes, tenemos

(4.28) Si u(x,r) está uniformemente acotada luego u es Holder con

tinúa con respecto a la distancia usual, a d y a ó

(4.29) Si u(x,r) = 0(log log í) cuando r 6-0 uniformemente en x
entonces u es continua.

Demostración: La afirmación (4.28) para 6 se demuestra con el

argumento usual de Moser, por iteración de

m(x,%) S ÉE-:-l m(x,r)
e + 1

que.se obtiene de (4.26) y de la acotación uniforme de u(x,r) . El resul

tado para d y la métrica usual sigue de (1.12) y (1.17) respectivamen

te. El resultado enunciado en (4.29) se obtiene con un razonamiento simi

lar al utilizado por Chanillo y Wheeden.#



CAPITULO V

Existencia y Propiedades de la Función de Green

En este capitulo nos ocuparemos de probar existencia y estima

ciones de 1a función de Green asociada al operador diferencial L de

(3.1). Esta es una función G(x,y) = Gy(x) para x E S e y E á S ,que

se anula en cierta forma en as y tal que

I <AVG ¡WP = WY)S Y

para toda w E Lipo(S) , donde S es una d-bola tal que 12 aS C Q .

Ademásveremos como se puede usar la función de Green para representar

las soluciones de problemas del tipo de (3.23) y (3.24).

Los resultados precedentes son una generalización de, entre

otros, los logrados por Chanillo y Wheedenen [Chw3] (Teoremas (1.3) y

(1.8)) para la métrica euclídea. Nuestras técnicas extienden las usadas

por dichos autores a la geometria particular asociada al operador L .

En la Sección 1 se obtienen estimaciones para una aproximación

de la función de Green y en la Sección 2 para su A-gradiente. En la Sec

ción 3 se prueba la existencia de la función Green y se aplica a la reprg

sentación de soluciones. Finalmente, en la Sección 4, se estudia el tama

ño y regularidad de la función de Green.

5.1 Estimaciones para la función de Green aproximada

Sea S una d-bola tal que 2 as c 0 . Dados y e S y p > 0

tal que Qp = Q(y,p) C S definimos en H°(S) el funcional

1

w(Q)J
P Qp
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Es claro, a partir de 1a desigualdad de Sobolev (Teorema (2.6)) que, di

cho funcional es lineal y continuo en HO(S) . Luego, como HO(S) es un

espacio de Hilbert con producto interno ao(-,-) , existe una única

p
Gy e H°(S) tal que

p _ 1

ao(GyI“p)- I Üw
Qp

para todo v e HO(S)

(5.2) Definición: Nos referiremos a G; = Gp(°,y) , comola función
de Green p-aproximada para S con polo y . Cuando no haya dudas sobre

el polo, utilizaremos 1a notación Gp .

(5.3) Lema: Gp es no negativa en S en el sentido de H(S).

Demostración: Tomemosuna sucesión {GE}C Lipo(S) que conver

ja a Gp en H (S) . Notemos que como VIGpI = sg(Gp) VGp {IGpI} eso k k k k

acotada en Ho(S) . Luego existe una subsucesión {IGfi_I} que converge
J

débilmente a una función h en H°(S) . Entonces de (5.1) tenemos

p _ p _ . p p _
ao(G ,h G ) —11m ao(G ,|ij| cfij)

1 I p
— (G. -c; _) wa o
W(Qp) Qp ijl k3

lim

lo que, a su vez, implica ao(Gp,h) z ao(Gp,Gp) . La última desigualdad,

dado que a°(Gp,Gp) 2 0 , asegura que existe 6 E (0,1] tal que

a°(Gp,Gp) = 6a°(Gp,h) . Entonces

o s "cf-e lGfijIIIÏ,

= ao(Gp - elcgj |,Gp - eIGfijI)

= ao(Gp,Gp)-2ea°(cp,lcfij|) +02ao(|Gfij|,|GfijI)
= p p _ p p 2 o p

ao(G,G) 26a0(G,|ij|)+0 ao(ij,ij)
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Ahora, tomando limite superior para j + w tenemos

'—.— p 2

(5.4) o s 11m"e" - e |ij| "o

= p p _ o _ 2 o p
ao(G ,G ) 26 a°(G ,h)+ 0 a°(G ,G )

= p p _ - p p 2 p p
ao(G ,G ) 2 ao(G ,G ) +0 a°(G ,G )

= (92 - 1) ao(Gp,Gp) s o

Luego {elcfijl} converge en HO(S) a Gp y como BIGfijI Z 0 V j
queda probado que Gp Z 0 en S . De (5.4), también, se sigue = 1.

Esto quiere decir que si {GE}C Lipo(S) es una sucesión que converge

a Gp en Ho(S) , luego existe una subsucesión {Gfij} tal que {IGfijI}

también lo hará.#

El siguiente LemaprOVeeuna estimación para la función de dig

tribución de Gp .

(5.5) Lema: Existe una constante C independiente de p y del polo

y tal que

2 o

p R ) wg292
G>t SC-—

W({ Y }) (V(ZQ) to

donde R es el radio de S y Q es la ó-bola con igual centro que S

y radio aR .

Demostración: Sea {Gk}C Lipo(S) una sucesión que converge a

Gp en H°(S) . Por el Lema (5.5) podemos suponer G: 2 0 en S para

todo k . Ahora, dado t > 0 , definimos

+
1 l 1 1»=(--—)=(--—)xk t p t p GP)

Gk Gk { k t}



Es claro que {wk}C Lip°(S) . Por otra parte, como

p

vw _ VGk x
k — p 2 p

(sk) {Gk>t}

tenemos

Ilw II2 = <Avw W >
k o s k' k

1
k' k= I <AVG° VGp> p

{sin} Gk)
4

IA

¿4 I <AVGE,VGE>t S

1 2

:4 IIGÏÉIIo

Luego, dado que {HGEHO}es una sucesión acotada, existe una subsucesión

{wk_} que converge débilmente a una función w en H0(S) . Entonces
J

- P _ . P = D

(5.6) 11m ao(ij,wkj) —11m a°(G ,wkj) ao(G ,W)

Por otra parte, de (5.1) y de la definición de wk' , se sigue
J

p 1 1

a (G HP = I ‘b _ w S _ I
o kJ w(Qp) Qp kJ t

para todo j E ni . Entonces, de (5.6)

. 1 . p

11m I <m7Gp VGp > x —— = 11m Í <AVG vu; >.' k. k.’ k.
s k3 J {Gk,>t} (o: )2 s J J

J j

. 1=11m SÉ
luego, aplicando la elipticidad, tenemos



2

_ [VAijl
(5.7) lim —p—2—-v S

p (G _)
{ij>t} k3

¡"flv-I

Ahora, definiendo

W = (log Gp - log t)+ = (log Gp - log t) xk k k p
{Gk>t}

resulta {Tk}c Lipo(S) y, para cada k , se verifica

p
V G

H, =_A_k x
p p

Gk {Gk> t}

Entonces, de (5.7)

-T- 2 1
11m I IV W _| v S S xk] t

Esta desigualdad y la de Sobolev (Teorema (2.6)) nos lleva a

G

__1 (145))?" w s R lw(2Q) 9 t v(2Q) t '
{Gfi.>t}

J

Restringiendo la integral al dominio {Gfi.> 2t}, obtenemos
J

l
w ({Gfi >2t}) a

(5 a) (log2)2m(——j——] s c—lfi—l° W(ZQ) V(2Q) t

Por otra parte, como {GE} converge a Gp en L2(S,wdx) , podemos supg

ner que (Gi. } converge a Gp en c.t.p. de S , con lo que se verifica
J

sm.X X

{G°>t} {sin}
J



en c.t.p. de S . Esto , por el Lema de Fatou, nos conduce a

w({G°>t}) s ¿im w<{Gfi.>t}>
J

lo que, combinadocon (5.8) para t en lugar de 2t , prueba la tesis.#

(5.9) Lema: Sea S=S(y,r) tal que 2aS C Q . Sean p E (0,0) y
r

p E (0,4a) entonces

202 .1.

P(°'1) r2 í w(s<y.%r)) ]Pv(S(y,,r))

4w(S(y,- r))
sup Gp S C( 3 )

y v(s(y,r)) inf w(S(x,_r2'))r
2<d(y,X)<r 3a

á<d(y,x)<r

Demostración: Sea x en la corona {xes/%<d(y,x) <% r} y

p G (mi , entonces S(x,í) C S(y,r) - S(y,ap) =Sr - Sap . En efecto,

pues para z en S(x,%) tenemos

d(y,2) S d(y,X) + d(x,2)

el: +
MH

u H

d(y,2) z d(y,X) - d(x,2)

Por otra parte, notemos que Gp es solución de Lu = 0 en Sr - Sap '

pues, de (5.1), tenemos ao(Gp,1p)=0 para toda 1) en lipo(S) con so

porte en Sr - Sap . Luego, del Lema (4.11) y la propiedad de duplicación
de v , se sigue
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2
20 l

W(Q(x,—r'))1”“) P
(5.10) supGpsc (Gp)pw)

Q(x gg) V(Q(x.¡;)) w(Q(x,¡;)) Q(x ii)

para p G (1,0) , donde C depende sólo de las constantes de (1.3) y

(2.2). Ahora, para p en (0,0) , usando el Lema(5.5) y la desigualdad

w({Gp>'t} n Q(x,Í%)) S w(S(y,2r)) , tenemos

I mp)" w = p I tp'1 w({G°>t} n (¿Omán dt
thá) o

2
____E;____
V(S(y,2r))

=p tp“1 w({G°>t}flQ(x,É)) dt
O

+I yp'l w({G°>t} n Q(x,;¡¿a)) dt)2__r__
V(S(y,2r))

2
____E;____
V(S(y,2r))

s p(w(s(y,2r)) tP'l dt0

o p-l-o r2 a
*CI 2 t (m) "(S‘Y'2r“dt)

____E_____
V(S(Y,2r))

2 p

= (w(é(y,2r)) ( r ]P p v(S(y,2r))

2 P

+ Cst<y.2r)) ( r ))p-o V(S(y.2r))

2

scw(s(y,2r))



Luego, de (5.10), y la acotación anterior, se sigue

202 l
w(Q(x,¿)) 9‘“) P 2

sup Go s c 4a ) (W(S(y,2r)))
r

L L V(S(y,2r))
CMLL) V(Q(X.4a)) W(Q(x,4a))8a

para una constante C independiente de p , r y x . Ahora bien, tenien

do en cuenta (1.16), la propiedad de duplicación de v y que la desigual

dad anterior vale para todo x en 2 S - l S , se sigue4 2

202
p(o-1) '2p wgsgx,rn —r_

(5.11) sup G 5 C(V(S(y,r))) v(S(y,r))
%<d(y,x) <34—r

W(S(}{,2r))

inf w(S(x,¿))
g<d(y,X)< 3T"- 4a2

X

para p en (0,0) y p en (0,4r—a), ydonde C es independiente de

p y r . Esta acotación, a su vez, nos permite obtener una similar pero

para la corona {x E S/%< d(y,x) < r} . Para ello basta ver que si G:

es la función de Green aproximada para Sc,=S(y,4ïr) con polo y , lue

go se verifica GpSG: en S . En efecto, pues de ésto y (5.11) para

G: y So en lugar de Gp y S , se sigue

2 sup Gp S 2’: sup Gp
31; < d(y,X) < r '3- < d(y,X) < r

4r Á.
w(S(y,ï)) p(o-1) r2sc .
v(s(y,ï‘-3E)) v(s(y,535))



WIH

w(s(y,8—3r))
x .

Zr inf w(S(x,¿2))
3- < d(y,x) < r 3a

Luego, de esta desigualdad y (5.11), es clara la tesis. Sólo nos resta

probar que G: - Gp S 0 en S . Esto es una consecuencia del principio

del máximodébil (Lema (3.28)) pues Gz-Gp es solución_en S y

G°—G°zo en as.
o #

(5.12) Lema: Sea S(x°,R) una d-bola tal que S(xo,12aR) C 9 . Luego,

para cada p e (0,0) existe una constante positiva C , independiente de

x y R,talqueo

R 202(0-1) 2

p w(S(1¡12tn)P t(5'13) s< df“; <r Gym 5 CJ (v<s(y,t)> v(s(y,t))
2 Y:

x W(S(Y,12t)) d_t

inf w.(S(x,¿t-)) t'd(y.z) < 4t 9.32

para todos y E S(xo,%) r E (0,?) .Y P e (O'É)

Demostración: En primer lugar vamos a considerar el caso y = xo.

Para S> 0 indicaremos con Ss a S(y,s) , y con G: a 1a función de
+

Green aproximada para Ss con polo y . Además, para (t1,t2)€ IR+ x IR

denotaremos

202 i
w(st ) p(o-1) tz w(Stl) ' p

g(tt )= 1
l 2 v(St2) v(St2) inf tl w(S(x,t2))(LX)<ï
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Notemosque esta función que depende también de p , es creciente a t
1

ydecreciente en t2 . Sea r<g y mGJN tal que (%)m-lrsR<(%)mr.

Luego, en Sr--Sr/2 , se verifica

m

(5.14) GÉSGD m :6: + z (Gp . - Gp ._1 ](3/2) r j=1 (3/2)]: (3/2)J r

Ahora vamos a estimar el tamaño de cada sumando. En primer lugar, del

Lema (5.9), tenemos

(5.15) sup c;p s c g(8—r-L)S _ 1'
3 ' 2

Sr/2 3a

para cada p e (0,0) y para todo p E (0,Íí) . Para estimar los términos
¿í

restantes vamos a probar que si p E (0,4a ) resulta

(5.16) sup (Gp -Gp) s c g 4s,¿3s/2 s 2
Ss 2a

para cada p E (0,0) . Luego, como se verifica que

8esas)“(ha
3a 3a

m-l m-l m-2 m-2

g(4 (3) r , (É) ¿3] = g(6 (3) r , (á) ï)2a

tenemos, a partir de (5.14) y (5.15), que vale

m-1 3 j-l 3 j-l r(5.17) sup Gps c 2 g 6(-) r,(-) —
S _S R .=1 2 2 3a2r r/2 J

j3(-) rm-l 2

s c z: g(6t,—2%) gti
j=l 3 j-1 9a

(3) r
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R

s CI g(6t,ï) d—t2 tr 9a

para cada p E (0,0) y para todo p E (0,4—:-). Ahora bien, si y es un

punto cualquiera de S(xo,%) , resulta S(xo,R) C S(y,2R) . Luego Gp S

GSR en S(xO,R) . De esta desigualdad y (5.17) se sigue

ZR

r sup GDSCI g(6t,-¿t2-)dït
(5.18) ï<d(y,x) <r r 9a

ZR 2r

= ° U afin-“2) +I 90%"th 6%)2r 9a r 9a

R 2r

= c U g(12t,_2t) d—t+I g(6t,——2t) d—t)2 t 2 tr 9a r 9a

R

= CI g(12t,2—t] 932 tr 9a

con lo que se demuestra(5.l3). Sólo resta ver que (5.16) es válida. Para

ello tengamosen cuenta que por el Lema(5.9), se verifica

o _¿.
S SE: Gus/4) = G90533)

(35/2) (38/4)

3s
para cada p e (0,0) y para todo p E (Of-22) . Ahora vamos a aplicara
elLema(3.30) con x=y,r =gs , r =s . r =ÉS v W=Gp

1 4 2 3 2 (3s/2)

y C1 igual al segundo miembro de la desigualdad anterior. De dicha Lema
. . . - p

se Sigue que ex1ste {ok} CL1p(SS) convergente a Gas/2) en H(Ss) y

tal que ok S 2 C:l en un entorno de 382 para cada k . Luego, tomando

una sucesión no negativa {Wk} en Lipo(Ss) que converge a G: en

HO(S) , obtenemos (5.16) aplicando el Lema (3.29) con u=G G
p o
(as/2)' s Y

“k: °k' Tk '#
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(5.19) Corolario: Con las mismas hipótesis que en el Lema (5.12) se ve

rifica que para c.t.p. y E S(xo,-:- y para cada p E (1,0) existe una

constante C = C(y,xo,R,w,v) > 0 tal que

RR

(S 20) u Gp(x)s c minU tz dt I —1 QE). s p ——- — p 1 t
g<d(y,x)<r Y r ¡SW/CH t r lS(y,t)I /°

_’-'_
para todo r E (0,3) y para todo p E (0,4a

Demostración: En vista de la observación (2.42) tenemos que

= w(S(!¿12tn
°1(Y’ tfgïz v(s(y,t))

IS(y,t)|
C (y) = sup s ,t

2 tSR V( (Y ))

y

|s(YIt)I 1 lC(y)=sup——SCsup-——-—— -wdt
3 tSR "(S<Y't)) tSR w(Q(y%)) Qu E) w’a

son finitas en c.t.p. y E S(x°,%) . Ahora, de (5.13), tenemos

202 1 R.—+_. 2
(5.21) sup G°(x) s c<c1<y))P(°'1) P c2(y) I t dtrr IS(y,t)l t5< d(y,x) < r

R R r
para cada y E S(xo,-2-) y para todos r E (0,5 y p E (0,5) .

Por otra parte, de (1.18) y (1.16), resulta

z'Gj |s( t)I
(¿y s—y'— 0<tSRaZR

luego, a partir del Lema (2.34) y la propiedad de duplicación de v obt_e_

mos
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.1.
2 o

t 2 wgsg1,aR)) l---—- SCR ----- 0 <r SR
V(S(y,t)) ( E ) v(S(Y,R)) '

w(S(y,a))

Esta desigualdad, aplicada en (5.13) lleva a

202 +1, i í
-1 2 R

r sup 63m)s c<c1(y))P(°) P(c3(y))"RMi“ am)
ï< d(s,x) <r y'

R

XI 1 1/ É}o
r Is(y,t)|

lo que, combinado con (5.21) y tomando también supremo en p , nos condg

ce a la tesis.#

5.2 Estimaciones para el A-gradiente de la función de Green agro

ximada

Comenzamosesta sección con una estimación de VAGp en térmi

nos de Gp .

(5.22) Lema: Sea S = S(xo,R) una d-bola =tal que 28 C n ,luego exig

te una constante C > 0 tal que

p p J; p 2
<AVGy,VGy> s 2 J (G ) w ,

s-Q(y,r) r Q(Y,r)-Q(Y,%

1 R r
para todos y e 2 S , r e (0,2a y p E (0,2

Demostración: La técnica utilizada es muysimilar a la aplicada

para el Lema(4.2), razón por la cual omitiremos algunos cálculos. Sea

y G É S y sea {GE}C Lipo(S) una sucesión de funciones no negativas,

que converge a Gp = G; en HO(S) . Ahora elegimos n E Cw(IRn) tal que

n E 1 fuera de Q(y,r) , n = 0 en Q(y,%) y IVAnI S g . Con esta



- 105 

función definimos wk = G: nz k E ni . Es claro que wk Z 0 para ca

da k , y que dicha sucesión está contenida en Lipo(S) . Con un razona

miento similar al usado para el Lema(4.2) podemosdemostrar que existe

una constante C > 0 , independiente de k , tal que "wkuï S C "GZ"2 .

Como {"GZHZ} es una sucesión acotada, luego exite una subsucesión

{wk_} que converge débilmente a una w en H°(S) . Entonces dado que

ao(Gp,°) es un funcional lineal y continuo en H°(S) , tenemos

(5 23) a (Gp xp) = lim a (Gp w )= lim a (Gp o ). o I o I o .

Ahora bien, como wk_ E 0 en Q(y,p) , de (5.1) resulta ao(Gp,¡pk ) = 0J J

para todo j . Luego, de (5.23), tenemos lim ao(Gfi_,wk_) = 0 . Siguien
J 3

do el método aplicado para el Lema (4.2) tenemos

p p 2 p 2 o 2
<AVG _,vc _> n s 2|a (G _,w _)I_+16JIV nl (c; .) w

de donde se sigue

C O

<Avcfi_,vcfij>s 2|ao(Gfij,wkj)| +—2J (GQ)2 w
s-Q(y,r) r Q(y,r)—Q(y,%)

La tesis se sigue haciendo tender j + w en la última desigualdad y re

cordando que {<AVGE_,VGE>} converge a <AVGp,VGp> en L1(S,dx).#J J

Ahorautilizaremos el Lemaanterior y el corolario (5.19) para

probar el siguiente resultado.

(5.24) Lema: Sea S = S(xo,R) una d-bola en 0 tal que 12aS C Q

luego, si n > 2 , se verifica que para c.t.p. y E É S existe una cong

tante C = C(y,xo,R,w,v) > 0 tal que
R

p 2 1 QE

IVAGYIv s CJ -——-|S(“ll/a ts-Q(y,r) r/2a Y'
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R R
para todo r E (0,2a y para todo p E (0,2a

Demostración: Supongamos,en primer lugar, que p e (0,¿2)8a
En este caso, a partir del Lemaanterior, la elipticidad y el corolario

(5.19) para I igual a la integral de IVAGSIZVen S-Q(y,r) , vale
2

(5.25) I S w(Q(y,r))(r sup 6301))
r ï<6(y,X)<r

. 2

r gí<d(y,x)<ar Y

c jSlogza2+1 2
s _1(QL2L¿)_L( 2 sup cpm). ar ar y

r 3:0 .+1<d(y,x)<—.
2J 2J

. 2 R R

r2 j=0 IS(y,t)I t E Is(ylt)|1/Ot
2j 2j

R R

s” r (m0 —t2 GH—1 af
2a 2a

R 2 R

Sngggyzr“ U t 1 ¿12)
2a a

Ahora bien, teniendo en cuenta los Lemas (1.13) y (1.15), podemos acotar

R w

J’ t2 dt J t2 dt
— TS —T

¿ Is(y,t)| L Is(y,t)l
2a 2a

2j+1r

°° I 2a tz dt: z . -—__t_
j=o ¿Jr ls(y,t)|

2a
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cn j 2

SC 2 22ar 1j'=0 2 r
3 IS(Y,7;;)I

o j 2

sc 2(2—r} +——1—j=o a 23m IS(Yrr)I

=L z 2mm)
IS(y.r)I j=0

Cr2
IS(y,r)I

Luego, de (5.25) tenemos

R

(5.26) J IVAGZIZv s c Ïñfifï¿ïff -—--¿-—ï7; á}y,r ,t
s-Q(y,r) É IS” H

Ahora consideremos el caso p E [GLP]? . Aplicando (5.1) y la desiguala

dad de Sobolev en Q= Q(xo,aR) , tenemos'

1 p
w(Q(y,p)) I Gy w

Q(y,p)

a (69,69) =
0 y y

1

20
1 p 20

s (W(Q(y,p)) I (Gy) w)
Q(y,p)

1
53

1 I p 20 )5 (w(Q(y,p)) smy) "

1 l
33 2

__34221__) (__¿__ I p 2 )S C R ("(Q(y,p)) v(2Q) ¡VAGy' "
S

l
20

w(ZQ) l p p 1/2

s c R (“(Q(Y'p))) (v(2Q))1/2 (a°(Gy,Gy))

1 1/2= c ——— (a (G,G )>
w<Q(y.p))1/2° ° Y Y
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Luego,

(5.27) I |v)\c;}‘;|2v s a (69,69)o y y
s

cs
w(Q(y,p))1/°

s r l/o 93
8a t

1 r 1 dt '1 r dU Y)I —1:t
_r_ L |S(y,t)l L lS(y,t)l

"(Q(y'8a2)) 2a 2a

i R

s C. lS(y,r)| °J' 1 ¿13vom-r5) L Is<y,t)|1/° t
8a 2a

" R

S OI 1 d_t
Ham-r? _r_ ls<y.t>I1/° t8a 2a

Los factores que quedan fuera de las integrales en los miembrosderechos

.3.
de (5.26) y (5.27) están uniformemente acotados en r e (0,2a para casi

todo punto y , comopuede verse usando (2.42).#

Con la estimación proporcionada por el Lemaprecedente estamos

en condiciones de obtener la siguiente conclusión sobre la integrabilidad

de IVAGDI .

(5.28) Lema: Sea S = S(x°,R) un d-bola tal que 12aS C 9 . Si IL> 2 I

20
luego para cada q G (0,o+1 ) y c.t.p. y E %S existe una constante

C = C(q,y,xo,R,w,v) >0 tal que
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pq
IS IVAGyl v s c ,

para todo p E (0,1%)

Demostración: Sean y E á S y p E (0,1%) . Es claro que, para

todo r tal que Q(y,r) C S y para todo s > 0 , vale la acotación

vulvxcgl > s}> s v(<s-Q(y.r)) n {IVAGQI> sn +V(Q(y,r))

_1_
2= Is S-Q(y,r) IVAGSIZV + V(Q(y,r))

Luego, por el Lemaanterior y la finitud de la función maximal de v , tg

nemos

R

C l dt nggsltz)
v({|v GpI>s})s-I —+IQ(y.r)l sup

Ay sz r Is(y,t)l1/° t tSïR- IQ<s,t)l_ a
2a

R
1 1 dts c(-I —- —+IQ(y,r)l)52 ¿IS(3{,t)|1/o t

2a

S y para todo r e (0,5%) , donde C==C(y,S,w,v)para c.t.p. y e 2
Entonces, teniendo en cuenta los Lemas(1.13) y (1.15), resulta

23+1r

°° 1 dt
.2: l/a fit)

2a

(5.29) v({vAG;| >s}) s c<IQ<y.r)l +¿2 I
s 3=o zjr ls(y,t)l

’52:

sc IQ(y,r)| +¿2 z: 1 1/0
s j=0 2 r

S(Y.-2-;)

s c (|Q(y,r)l +_i—.1_/_a. z z-n/o j)s lS(y,r)I j=0

5 C(IQ(Y.1’)I+"_1—")sZIQ(y.r)ll/°
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Ahorabien, a partir de la definición de la casi-métrica 6 , es inmedig

to que, para cada s > 0 , existe r > 0 tal que |Q(y,r)| =s;2°/°+1 .

Luego, con esta elección de r en (5.29), resulta

20
p ¡0+1

v({|VAGyI > s}) S C s

-(o+1)/20R
para todo s>IQ(s,ï;)I , para todo p G (0,1%) y para c.t.p.

20
0+1) , tenemosy E É S . Entonces, para q e (0,

q J sq-1 v({|VAG;| > s}) dso
|V Gp|q v

JS Ay

-Eil
R 20

IQ(y,z>I
q-l p

:qU s v({|VAGy|>s})ds
o

q-l p
+ J s v({|V G I >s}) ds)0+1 A y

R 20
IQ(Y,‘2';)I

_9+_1q o (1-21-1
sus) [quin 2° +cI s “1-u

lQ(yr2%)l 2°

-uq _9+_1(qA)
“(Immfpl 2° +|Q(y,;—a)|2° “1) ,

con lo que queda probado el Lema.#

5.3 Existencia de la función de Green

Comenzaremosesta sección introduciendo una ligera modificación

de los espacios de tipo Sobolev definidos en el Capítulo III.

Sea S una d-bola tal que 12aS C 9 C JJRn para n Z 3 y sean



p y q en [1,w) . Para w E Lip°(S) definimos

.1. i
P qMJU w +Uwa

' S S

Es claro que II-"P q es una norma en Lipo(S) . Teniendo en cuenta és
to, definimos.

(5.30) Definición: Indicaremos con XP q = XP q(S) a la completación

de Lip°(S) con respecto a la norma "Ilp q . Cuando no haya posibilidad

de confusión, utilizaremos la notación x en lugar de xp q .

(5.31) Observación: Es inmediato que, con un razonamiento similar al

empleadoen el Capítulo III para los espacios H(S) , podemosidentificar

cada elemento de xp q con una función de LP(S,wdx) y gradiente con

una función de Lq(S,wdx) . En lo sucesivo utilizaremos esta identifica

ción para trabajar con Xqu
Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado

de convergencia.

(5.32) Lema: Para c.t.p. y e á S existe una sucesión {pk} C (0,5%)
p

convergente a cero y una función Gy tal que {Gyk} converge débilman
20

te a G en 0+1 .x ara todo E 1,0 todo e 1,y qup p[)y ql
Demostración: A partir de los Lemas (5.5) y (5.28) tenemos que

para c.t.p. y E É S y para cada par (p,q) E (1,0)x(1,f%%) existe una

constante C=.C(y,p,q,S,w,v) tal que Gp SC para todo p E (0,-R- .Y qu 2a

Sea y E É S uno de los puntos para los que vale la acotación anterior y
20 R

sean {(pj,qj)}c(1.o)*(1,o+1) y {6,v}'=(0,2¿l tal que {ijo ,
{q }+-21- y {e }+0 . Por la acotación de Gel=Gel para tem enj 0+1 2 y ' '

y la reflexibilidad de dicho espacio, es claro que existe una sucg
1,i

Xqu
p

sión {p1 i} C {si} tal que {G } converge débilmente a una función
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G en xp1 ql . Con el mismo argumento podemos encontrar una subsucesión1

p2,1 , .
} converge debilmente a una 62 en{p2 i} de {p1 i} , tal que {G

XPZqz . Aplicando este razonamiento en forma sucesiva tenemos para cadaI
p . .

j , una subsucesión {p. } tal que {G 3+1,l}. conver ej+1,1 g} de {pjii

débilmente a una G. en . Ahora bien, d d EIL' S ,
3+1 xpj+1lqj+l a a w lpo( )

es claro que la aplicación

Y + I Y w wS

para T e xpj'qj , define un funcional lineal continuo en xpj’qj para
cada j . Luego, por la convergencia débil para j y j+1 , se sigue

p. .

lim I G 3+1'l w w = J G. w w ,s s 3

p . .

lim I G 3+1'1 w w = I G. w w ,3+1S S

para toda w E Lip°(S) . Entonces

IS (Gj - Gj+1) w w = 0 para toda w E L1p0(S)

de donde se deduce que G. = en c.t.p. de S y para todo j . UnG.
J 3+1

razonamientosimilar para con los funcionales lineales continuos defini

dos por

v + Is <vnv,vxw> v

con vacia) , lleva a conclusión V G. en c.t.p. de SA J = vAGj+1

y para todo j . Ahora tomando pk = pk k para cada k , y Gy = G1 ,I
p

tenemos que {G k} converge débilmente a G en xp para todo j .y y jlqj

Luego la convergencia se verifica en xp q , para todo par (p,q) e
20

[1,0)K[1,0+1 ) . En efecto, es claro que para cada uno de dichos pares



ex1ste J tal que p S pj y q S qj , con lo que tenemos xp ,qj C xp'q

de donde resulta inmediata la conclusión.#

(5.33) Definición: Nos referiremos a Gy = G(-,y) como la función de

Green para S con polo y . Cuando no haya dudas sobre el polo utilizarg

mos la notación G .

A partir del Lemaanterior podemosprobar.

Qó

(5.34) Teorema: Si el par de peSos (v,w) es tal que (3) v E L1(S,dx)
20

para algún qo G (1,o+1) , luego, para c.t.p. y E É S , se verifica

I <AVG ,vw> = W(y) V w e Lip (S) ,s y o

donde Gy es la función de Green para S con polo y .

Demostración: Sean T,w G Lipo(S) , luego

(5.35) a (w,w) = I <Avw,vw>° s

1/2
s I <Avw,vw>' <Avw,vv>1/2s

s IS |vAw| ¡VM w

_L. ¿L
I

O

(l (I I"q° q Iv lq°' q°S v w _) v) [I w v)S A. v S A

_;_ 1
q¿ q' q q

s ||vAw||m Ugg) v) o US ¡VAVIo v) o

Utilizando esto y la observación (5.31) es claro que, aplicando un argu

mento similar al aplicado para el Lema(3.10), tenemos
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a (w,w) = I <Avv,vw> v w e xO S ,p qo

para cada p E [1,0) y w E Lip°(S) . Por otra parte, también por (5.35)

resulta que, para cada w E Lip°(S) , a°(-,W) define un funcional lineal

continuo en xp qc para todo p en [1,0) . Luego, a partir del Lemaag
terior y (5.1) tenemos

IS <AVGy.VW>= 30(GY'Ü)

. Pk
- 11m ao(Gy ,W)

= lim -———¿-——

w(Q(y.pk)) Q(y pk)

w(y)

para cada v E Lipo(S) lo que prueba la tesis.#

Veremos ahora, como puede ser usada la función de Green para

dar representaciones integrales de soluciones a los problemas

(5.36) Lu = f en S u E H°(S)
PI

con f tal que f/w e L o(S,wdx) para algún po e (1,0) ,

(5.37) Lu = -divA F en S u E HO(S)

qo . 20
con F-(f1,...,fn) tal que [FI/VGL (S,vdx) para algun q°E(l,a+1_).
Por los Teoremas (3.25) y (3.27) sabemos que cada uno de estos problemas

tiene una única solución.

.(5.38) Teorema: Si u es la solución del problema (5.36) luego

(5.39) u(y) = I G (x) f(x) dx para c.t.p. y e á s .s y

Si u es la solución de (5.37), tenemos
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(5.40) u(y) = I <VAG(x),F(x)> dx , para c.t.p. y e i S .s Y 2

Demostración: A partir de (3.21), tenemos que si u es la so

lución de (5.36) se verifica

Pk _

(5.41) ao(u,Gy ) - IS GY f

p

para c.t.p. y E É S y para todo k E BJ , donde {Gyk} es la sucesión

de (5.32). Ahora bien, teniendo en cuenta (5.1), es claro que

a (uka) =---L-- u w
o ’ y W(Q(y,p ))

k Q(y,pk)

para todo k e Di. Luego

. 9k _ 1
(5.42) 11ma°(u,GY ) - u(y) para c.t.p. y e 3 S

ber otra parte, dado que
1

P
Ifl o o pIIWU (T) w) U W")

S S S

para toda w E Lip°(S) , es inmediato que

¡(W) = I Ü fS

define un funcional lineal continuo en xp q para todo q E [1,m)I

Entonces, por el Lema (5.32), tenemos

p

lim I G k f = I G f para c.t.p. y E l S .s Y s Y 2

Luego (5.39) se obtiene tomando limite para ke>m en ambos miembros de

(5.41) y aplicando (5.42) y la última igualdad. La conclusión (5.40) se
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obtiene de manera similar teniendo en cuenta en primer lugar que, de

(3.22), si u es solución de (5.37) luego

P P

a (u,G k) = I <V G k,F>o y S A y

para c.t.p. y e % S y para todo k E nl, y en segundo lugar, que

.l. .1;
l I

qo qmwwm@awmwfi
q

para toda v e Lip°(S) tal que IVAwIe L °(S,vdx).#

5.4 Estimaciones de tamaño y regularidad de la función de Green

En esta sección aplicaremos algunos resultados de las secciones

anteriores para obtener una cota superior y una inferior para la función

de Green y para analizar su integrabilidad.

En primer lugar obtendremos una cota inferior para la función

de Green aproximada

(5.43) Lema: Sea S = S(xo,R) una d-bola tal que 4aS C 9 . Luego

Y l

_C. w(S(y,2_<2t)) ](w(s(x¿tn)2R . inf w(S(z,2t)) v(S(y,t))

inf Gp(x) ZCJ -—t-2—— e d(y'z)<2t J d—tá<d(y"x)<ry r t
para todo y E L S , todo r E (0,-B-) y todo p G (0,-E-) , donde

y = (3a +20-2)/(a-1)

Demostración: Sea y E á S y r G (0,—Bï). Indicaremos con4a

G: a la función de Green aproximada para S(y,s) con polo y . Luego,

a partir del Lema(5.22), tenemos



, VGp
p

(5.44) J; <AvcZar Zar

2
—C p

> 5 W(Q(Y,r))( sup G )(y,2ar)-Q(y,r) r2 ZarQ(y.r)-Q(y,%

2
C pS — w ,rg MYHQPJÏWL%J' '2a

Ahorabien, para cada x e S(y,ar)-S(y,2¿a) es claro que suní) c

S(y,2ar)-S(y,á) . Luego, como GpZar es una solución no negativa de L

en S(y,2ar)-S(y,zr:) para p E (0,4%) , la desigualdad de Harnack (Tega
rema (4.1)) y la propiedad de duplicación de v nos aseguran

1
Y _

"(p(x,-ïï)) ' wfié(x.-55i) 2
C 4a ______AÉ___

W(Q(x, 2)) V(Q(X.-L2-))
p Se .16a 4a p

sug‘ 2a.r lnr 2ar
Q(x,8a2 Q(x,8a2)

Y l
"(S(Y'2ar)) w(s(y,2ar)) 2

C

inf w(S(z,-r—gj V(S(Y,Zar))
S d(y,z)<ar 16a inf Gpe Q(x,¿) zar

8a2

para todo p e (0,2%) , donde y= (3o2 +20 - 2)/(o - 1) y C es indepega
diente de r , x e y . Comoesta desigualdad es válida para todo

x G S(y,ar) - S(y,2¿a) , combinada con (5.44) nos conduce a

2

(5.45) ( inf r agar) z
S(Ylar)_S(YIï;)

w(s(y,2ar)) Y[w(s(y,2ar)))1/2J_C r
inf w(S(z,-—2 d(y,z)<ar 163

V(S(y,2ar))
Cr——— e

W(Q(y,r))

I <AVGp ,vcp >2ar 2ar
S(y,2ar)-Q(y,r)
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Por otra parte, tomando n E C:(S(y,2ar)) tal que n E 1 en Q(y,r) y

IVAnI S g , tenemos

1 = —--¿-- w
W(Q(y,p)) Q(y p)

_ p
—ao(G2ar'n)

s I <Avc;p ,vcp >1/2 <Avn,Vn>1/2Zar 2arS(y,2ar)
1/2 1/2

S (I <Avcgar'vcgar>) (I lvlnlz w)' S(y,2ar)-Q(y,r) S(y,2ar)
1/2

g 1/2 p p
s r (w(S(y,2ar)) (I <AVG2ar,VGZar>)S((y.2ar)-Q(y,r)

Luego,a partir de (5.45), resulta

Cr2. p .
(5.46) inf GZar2 aïgïïïïzïïï

S(y.ar)-S(y.fí
Y 1 2

C w(s(y,2ar)) 1 [w(s(y;2ar))] /inf {suní-2) v(s(y,2ar))d(y,z)<ar 16a

paratodo p E (0,355) . Entonces, aplicando el Lema (3.29) con x==y ,a
— = =.lL = P 

r3-ar , r2 r , r1 2a y w GZar obtenemos una suce51ón

{Ggar k} C LiP(S(Y,r)) que converge a GpÍ Zar en H(S(y,r)) y tal que.

para cada k , Ggar'k tiene, comocota inferior, en un entorno de

BS(y,r) al miembro izquierdo de (5.46). Ahora sea {Gg'k} C Lipo(S(y,r))

una sucesión no negativa que converge a G: en H°(S(y,r)) donde G:

indica la función de Green aproximada para S(y,r) con polo y . Luego,

para cada k , Ggar'k-G:'k también está acotada inferiormente en un
entorno de aS(y,r) , por el miembroizquierdo de (5.46). Entonces, del
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Principio del máximodébil (Teorema (3.29)) se sigue que

1Y _

cí “(S‘Y'Zar)) Íw<s<y,2ar)) 2

L inf w(S(z,¿2)) LV(S(y,2ar))d 4a2 (y.2)<arCrp o
(5.47) G -c;r z “sudar” eZar

en c.t.p. de S(y,r) y para todo p E (0,253) . Por otra parte por ela

Principio del máximodébil, sabemos también que G; a gïz )m en c.t.p.a r
de S(}{,(2a)m r) , donde m e m es tal que (2a)mr s R <_(2a)m+1r .

Luego, en c.t.p. de S(y,2ar) es válido

m-l

(5-48) GÉZGP =Gp + 2 (Gp .+1 -G° . )(2a)"‘r ar j=1 (2a)J r (2a)3r

A continuación denotaremos con St a la d-bola con centro en

y y radio t , y con g(t1,t2) para (t1,t2) E IR+XIR+ , 'a la función

(s ) Y (s ) 1/2w wtz tz
t v(s )

inf w(S(x,—12)) t1
t2 d(y,x)<t2 16al

W( tz)
e

donde C y y son los del miembro derecho de (5.47). Notemos que esta

función es creciente en t1 y decreciente en t2 . Ahora, aplicando

(5.46) y (5.47) en (5.48), resulta

m-l . .+1
(5.49) G122c z: g((2a)3r,(2a)J r).=0 _J

(2a)3+2r
m'1 t dt

Z C II g —-ï,t] 7;j=0 j+1 4a(2a) - r

R

2 C I g[-E-,t) QE2 t4a2ar
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R 4a2r
t dt l t dt= c q(—,t) — + - g(—,t) —2 t 2 2 t2 4a 4a4a r Zar

4a2r
1 t dt

+zí g( 2'“ t]4aZar

R Zar
t dt 1 L 92

Zar a r

R

z CI q(¿2,2at) df ,4a

en c.t.p. de S(y,ar)-S(y,¿¿) y para todo p e (0,-E-) . Luego, si y
2a 4a2

es un punto cualquiera de É S se verifica S(y,%) C S . Entonces, por

el Principio del máximodébil G; Z 65/2 en c.t.p. de S(y,%) , donde

G; es la función de Green aproximada para S con polo y . Luego, de
(5.49), vale la acotación

R/2

(5.50) Gp z c g(¿,-2at) d—ty 2 tr 4a

R 4r

=CU g(¿2,at) d-tt-+ g(—t2-.at)¿ta

4r

+ g(-:3.at)dït)
2r

z c g(—ï,at) git-+ I g(4—t5,2at)ati)r

z c I g(.t_'2at) d_t.2 tr 8a

en c.t.p. de S(y,ar)-—S(y,á:) y para todo r E (0,3Íï) y p E (0,:Íï)



que utilizando la propiedad de duplicación de v , lleva a la tesis.

A continuación probaremosun resultado del análisis funcional

que nos resultará de fundamental importancia.

1
(5.51) Lema: Sean E E IRn medible, h E Lloc (E,dx) positiva en c.t.p.

de E y p e (Lao) . Si {fk} C LP(E,hdx) converge débilmente a una fun

ción f y es tal que Slip fk S Co , para alguna constante Co , en c.t.p.

de un conjunto acotado F C E , entonces f S Co en c.t.p. de F .

Demostración: Por la hipótesis tenemos que Co-fk .2 0 , V"k ,

en c.t.p. de F . Luego

IE (Co-fk) g hdx 2 0

I

para todo k y para toda g e LP (E,hdx) tal que sop(g) C F y

g Z 0 en c.t.p. de F . De aquí, por la convergencia débil, se sigue

I (C -f) g hdx 2 0E o

Para toda g en las condiciones antes mencionadas. Entonces, tomando

= _ 0 . . . og , tenemosque (Co h z en c t P de F Esto, dado
que h>0 en c.t.p. de E , con asegura que fSCO en c.t.p. de F .#

Ahora estamos en condiciones de probar.

(5.52) Teorema: Sea S = S(xo,R) una d-bola tal que 12aS C 9 . Luego

para c.t.p. y E á S , la función Gy es no negativa en c.t.p. de S y

para todo r e (0,8%) valen las siguientes acotacionesa
R

2t
(5.53) sup G(x) S CI —

í<d(y.X)<r r v(s(y't)) Y 1/2

x (w(s(y,12t)))1 w(s(y,12t)) \ 92v(s<y,t>) t
inf wS(z,-2¿2))d(y,x)<4t 9a
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para cada p E (1,0) y donde YII=202/(0-1) ;

R 2

(5.54) inf G(x)zCJ fi
á<d(y'x) < r Y r w( (y, at))

Y l
2 2

_C w(S(y,2at)) wgsgyztzz g;
inf w(S(z,2t)). v(S(y,t)) t

¿(Y,2)<2t
xe

donde 12 = (3a2 + 20 - 2)/(o - 1)

Demostración: A partir del Lema (5.3) se sigue que G; ¿(J pa

ra c.t.p. de S para todo y e É S y todo p e (0,5% . Luego, por los

Lemas (5.22) y (5.51) y la definición de la función de Green (Teorema

(5.34)), tenemos que Gy_2() en c.t.p. de S y para c.t.p. y e á S .
La desigualdad (5.53) es consecuencia inmediata de los Lemas (5.12),

(5.32) y (5.51)y’de la definición (5.33). Por otra parte, la desigualdad

(5.54) se obtiene, con el mismorazonamiento anterior, a partir del Lema

(5.43).*

A continuación probaremosun resultado sobre integrabilidad sin

pesos de la función de Green.

(5.55) Teorema: Sea S==S(xo,R) una d-bola tal que 17azs C 9 C IRn ,l
2 S y todo p epara n 2 3 . Luego Gy E LP(S,dx) para c.t.p. y E

(0,máx(2 G.)/(2.G. - 1),o))j3j3
Demostración: A partir de (5.53), aplicando un razonamiento si

milar al aplicado para demostrar el Corolario (5.19), se sigue que

R 2 R

(5-56) r sup G(x) SCmin(I —t— 5114_1_1/Y 1' r a
5<d(y,x)<r



para c.t.p. y e l S y todo r E (0,-B-) , donde C==C(y,x ,R,w,v)
2 Baz 0

Luego, comopara c.t.p. y E É S se verifica que S(x°,R) C S(y,2R) C
2 . .

S(y,16a R) y Gy(x) S Glsa2R(x) en S(xo,R) , donde GleazR 1nd1ca la

función de Green para S(y,16a2R) con polo y , tenemos

I (cy)p dx s I (GlGaZR)P dxS(x ,R) S(x ,R)0 O

s I (G 2 )p dxS(y'2R) 16a R

O

= z: (G )P dx. 16a2R
1:0 s( ¿Bo-a ZR)lei Yr21+1

a 16a2R 2 pt dt . R
s z: ----- 7;) IS(y,-ï:ï)l1:0 R ÍS(Y,t)| 2

21-1 i

.R 2j+1
21'1 2 p° ° t dt R

s 2 2 —-t' IS(Y,—i_—1)I
1:0 j=0 R j IS(Y:t)¡ 2-w-— 2

21-1
. . 2

m a (R 21-1 23+1 R

s c 22€ z:-———-——————r—-)|s(y.-T:-)Ii=0 j=0 |S(y, R 23)| 21 1ziál

Entonces, aplicando (1.13) y (1.15), resulta

(5.57)
o 1-1 2 w . P

(Gy)pdxs C z z 23(2'n))IS(Y'RI L 71-1
S(xo,R) 1 0 IS(y,Zi_1)l J 0

o l-i 2pSCS-(MW
1=0 lS(y,zi_1)I
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.. i((>;Gi-2>p->;Gj)+ 22 3 3
s c ( (2a)” R29 )|s<y.2R)I’F"1 Is(y,R)|1P'1 i=1

La serie en el miembroderecho es finita si y sólo si 5><(¿Gj)/(; Gj-Z).J J
Por otra parte, aplicando otra vez (5.56) y razonando comoantes, tenemos

también que

22 2 3 J

.p _
/a-1 1+

IS(y,R)IP i=1I (cy)P dx s
S(xo,R)

con la serie del miembroderecho finita si y sólo si p'<o . Luego, de

(5.57) y ésto, tenemosla tesis.#

Por el Lema (5.32) sabemos que GYG xp q para c.t.p. y e á S

y todo por (p,q) E [1,0)X[1,á%% . En el siguiente Teorema veremos que

existe una constante C , independiente de y , tal que "Gy"p q S C pg
20

ra todo Par (p,q) E [1,<1)>‘[1,0+1 . La demostración se basa en las igua;

dades (5.39) y (5.40) y en un argumento de iteración de tipo Moser.

(5.58) Teorema: Sea S = S(x°,R) una d-bola tal que 12aS C n C an

para n 2 3 . Luego existe una constante C tal que "Gy"P q S C paral

tOdOPar (p,q) E (1,0)!(1,á%% y para c.t.p. y e É s .

Demostración: Notemosque probar la tesis es equivalente a pro

bar que existe C tal que se verifican simultáneamente

P l/p
(5.59) (I (G ) w] S Cs Y

l/P
q S C

(5.60) (f [VAGI v)

para c.t.p. y E É S y todo por (p,q) E (1,0)!(1,¿%Ï . Ahora bien, da

do (P,Q) 5 (1.o)x(1,á%% , sabemos que GYe x
1ara c.t. . E - S.

p'q P P Y 2
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I I

Luego, para c.t.p. y E á s , existen f E Lp (S,wdx) y fi E Lq (S,vdx),
i=1,...,n,tal que

l/p
(5.61) (G )P w) =I G fws Y s Y

l/q n l/q
(5.62) U |ch ¡q v) s z IAiDiG[q v)s y i=1 s Y

n .

= Z AiDiG fivi=1 s y

yademás,

p. l/P'
(5.63) U |f| w] =1 ,S

I=1 i=l'o.orS

Por el Teorema (5.38) tenemos que los miembros derechos de (5.61) y (5.62)

representan respectivamente y en-c.t.p. y E á S , a las soluciones de

Lu=fw y Lu=-divl\(Fv) con F= (f1....,fn) . Luego, (5.59) y (5.60)

son consecuencias de (3.26) Y (5-53): Y de (3-23) Y (5-64) respectivamente-#
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