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INTRODUCCION

En 1983 Connes [C]l definié la cohomologia ciclica HC*(A) de un
Algebra A sobre un cuerpo k de caracteristica cero para estudiar los
invariantes del espacio de hojas de una variedad follada.

Existe una conexién muy fuerte entre esta teoria, la cohomologia de

Hochschild y la homologia de de Rham. Mas precisamente hay una sucesién
exacta periédica

N+l

> =By mhea,a™ HE"arS, HE™ Zar-By B A HeMtt oS,

El morfismo S le permitié definir una teoria periédica

n+2L

HP cAd>m=1im HC™"*'cAd

8

Si A es el anillo de funciones diferenciables sobre una variedad V
HP cAd=H" (V,0),
donde H’(V,C) es la cohomologia de de Rham de V

En este sentido HP“(A), la cual exdste aun g1 A es no commutativo
{por ejemplo la C.—élgebra de una follaciénd) Juega el rol de la
cohomologia. Esto le permite a Connes definir las clases de Chern de una
follacién y dar una férmula explicita para el indice de wun operador

eliptico sobre una foliacién.

En el mismo afio Tsygan [T] definié la teoria dual, es decir la
homologia ciclica y probd que esta teoria esta relacionada con la
homologia de Algebras de Lie. Mas precisamente el establecié que si A es
una k-Algebra con k un cuerpo de caracteristica cero

Lie

> Hc:_1(A)-PrimHn CglCAd kD,

donde gl(A)-Lir_r.\(gln(A) — gln“(A)) es el Algebra de Lie de Matrices y
n

Prim es la parte primitiva.



Asi la homologia ciclica aparecié al miamo tiempo en dos campos
diferentes. Un afio después Loday y Quillen definierén 1la homologia
ciclica para algebras sobre un anillo commutativo arbitrario en su

célebre trabajo I[L-Ql. Alll definieron un producto

(&) HC (ADXCH (A) —p HC CAD
n m n+rm+4i

estableciendo ademas independientemente de Tsygan, la férmula (10 y que

la aplicacién de estabilizacién
H (gl CAD, kD —— H (gl <A
L n : L n+i

es un isomorfismo para i<n y tiene conucleo 0" *cA>/d" %cA>> para

fmn+1.

En el contexto de la homologia la sucesién exacta 1) queda
reemplazada por

<14 -io H‘(A) -—io HC_CA)D io HC_ CAD io H <A —19 HC, <A) i’
L] *®"-2 L EY'} h-g

La férmula (2) es analoga al teorema de Milnor-Moore que afirma que
Kn(A)oQQ-"rimHn(GL(A),Q)

Por esta razén Taygan denoté a HGn_1<A) como K;(A) y lo llamé teorfa k
aditiva de A. Con esta nueva notacién el producto definido en IL-Ql

+

aplica K:(A))G(;CA) en K

n+m

CAd quedanfio con una graduacién mas
natural. Este producto tiene las mismas propiedades que el de la teoria
k algebraica. Aqui el rol de la teoria k de Milnor es Jjugado por
On(A)/d(Q"-‘CADSHGn(A). Con esta analogia el teorema de estabilizaciéon
mencionado mas arriba es el analogo aditivo de un teorema de Suslin para
KnCA). Hay en realidad todo un diccionario que relaciona la homologia

ciclica y la teoria k algebraica: El grupo lineal es reemplazado por el

algebra de Lie de matrices, el grupo formal multaiplicativo Gm por el



aditivo Ga, K: p‘or a"cadsdaca™ ™ ca» » la operacién xt+y-xy por xty ,
el determinante por la traza, etc.

MAs importante aGn que este paralelilsmo es la exiastencia de

aplicaciones naturales de los grupos K en variaciones de los de la
homologia ciclica <para las definiciones ver la seccién 3). Mas

precisamente en [K1]l Karoubl construyé caracteres de Chern

ch :K (A) —— LimHC (A,
n n —

n+2L
L

en [G] Goodwillie definié un morfismo
y K CA) — HC CAD
™ n n
y en [W] Weibel, defini6, para keQ, aplicaciones
c KV CAD —— HCP"CAD y  » mnilK (A —— HC <A,
n n n n n n-4

donde KV designa a los grupos de la teorifa K de Kroubi, Nobile vy

Villamayor y nilKk a los grupos K nilpotentes d({ver [WD, mostrando

ademas que los diagramas

D ch
K CA> —T4 H CAD K CAD n —» Lim HC CAD
n ™ n n+21
[~ I [ s
HCTCAY — H CAD HC CA) ——p HCP?TCAD —— Lim HC _ CAD
n n n n n+21

donde Dh es el morfismo definido por Dennis [D] en 1975 y

«wo—— KV ‘(A) —_— nilkn(A) —_— Kn(A> —_— KVn(A) _—

A

ot HCPTCA> —— HC _ CA> —— HC_CA> —— HCP®TCAY —us.

commutan.

Por otro lado Goodwillie obtuvo en [G] el siguiente



Teorema: Si A eg2 una Q-Algebra e I es un ideal nilpotente de A hay

isomorfismos
nilK CA,ID2X CA, DD
n n

A

HC CA,D3HC CA,D
n—-4 n

Estos resultados y el hecho de que se sospecha que la homologia
ciclica del anillo de funciones de una variedad algebraica V esta
fuertemente relacionada con el tlpo de singularidades de V muestra la
importancia de los calculos de la homologia ciclica. En este sentido
los trabajos mas significativos son [Bachl, [Bl, [C-G-V], [K-V], se
) calculan homologias ciclicas de anillos de grupos; [L1 y [B-V], donde se
obtienen descomposiciones de la homologia ciclica de Algebras

commutativas, [B-0]1 , [K2], (k3] y [Kal, donde se establecen férmulas de

Kuinneth para la homologia ciclica, etc.

Sea D una k-Algebra commutativa y S un subconjunto multiplicativo
de kiIX]. El objetivo principal de este trabajo es calcular la homologia
ciclica de DIXAACX > y S'DIXI en términos de las homologias de
Hochschild y ciclica de D , bajo hipétesis adecuadas.

En las secciones 1, 2 y 3 damos las nociones basicas acerca de las
homologias de Hochschild y ciclica vy e.zst.ablecemos sus principales
propiedades (para mas detalles ver (K], [B-0], [L-Q] y [WD.

En la seccién 4 mostramos que para AskiX1/<f>, donde k es un anillo
commutativo arbitrario con unidad y £ es un polinomio ménico, el
comple jo de Hochschild <C -(A),b *) de A tiene la misma homologia que
uno mas sencillo (Ca_CA),be >, lo que nos permite calcular facilmente

la homologia de Hochschild de A. Nosotros obtenemos también morfismos



F*:(Co.(A),bo*> — (C_CAd,b > y E.:(C.(A),b*)——» <CsCAD,be > que
inducen isomorfismos inversos uno del otro en la homologia.

En la =eccién 5 probamos primero que, para AwkiX1/<X >, donde k es
un anillo commutativo arbitrario con unidad , el complejo doble B(A)m’"n
definido en [L-Q] puede ser reemplazado por un complejo mas sencillo.
Como una aplicacién obtenemos la homologia ciclica HC oA Yy los
morfismos S:HC ‘(A) —s HC *—z(A) Esto nos permite calcular
facilmente la homologia periédica HCE°'CA> y las homologias HC_CA> y
HC*(A). Finalmente hacemos los mismoe caAlculoz para AmS™ K00,

En la seccién 6 calculamos la homologia ciclica de DIXA/ <KX y
ST'DIX1 en términos de las homologias de Hochachild y ciclica de D,
donde D es una k-Algebra commutativa con k un anillo commutativo
conteniendo a un cuerpo. Obtenemos ademas resultados similares para la
cohomologia y, finalmente cuando k es un cuerpo, calculamos la homologia
y cohomologia ciclica de DIX1/<P>, con P un polinomio en kiXl. Todos

estos resultados son conocidos cuando k es un cuerpo de caracteristica

cero.



SECCION 1

HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea k un anillo conmutativo arbitrario con unidad y A una k-Algebra
Se define el Algebra envolvente A® de A como A®=A@A°P , donde A°P es el
anillo opuesto de A d.e.: A°®? tiene el mismo grupo aditivo que A y su
producto - esta definido por asbmb.a)d. Dado nelN se denota con A" al
producto tensorial Aok...okA n veces. Es claro que A" puede ser

considerado como un A®-médulo a izquierda mediante la accién
(a@b)(aio...Oan)-aa!Q...eanb

Se define la resolucién canénica de Hochschild de A como el
comple jo de A°-médulos

» b4 » > > »
> b Ad b:As b” s b -] b 2 b

’ -
donde A" —Lo A" es el operador definido por
n-1 e
b<(a ®..®a >= ¥ —-a ®.®aa &..@a
n i=4 41 v 4+ n

n+d

La familia de morfismos (eO:An — A definida por

)n>o ’

£ (a ©..®a )=u19a ®...®a v o
o 1 n 1 n

es una homotopia de retracciédn de (1), en efecto sob’-l-b’so-ld.

T e nsorizando el complejo (1> por A sobre A® y utilizando la
identificacion
A® A" » A"
A

a®la ©...@a )[—» a aa®a 9..@a
41 n n 4 2 n-4

se obtiene el comple jo de Hochschild



<2 ...-—b;pAG b;ASb:A‘ b:As b:Az—b—oA,

b n-4

donde el morfismo A" ——p A inducido por b’ resulta ser

bla @.®a d>mb’Ca ®.®a > + (-1D". a a ®a ©.0a .
41 n 41 n n 4 2 n-4

Su homologia

L X'} -
H*(A)_ker(: . —_ : > e
ImcA" 2, A" Y

se llama la homologia de Hochschild de A con coeficientes en A. Cuando A

ea playo gobre k, A" es playo sobre A° para todo n»0 y asi, en este caso

A
H*(A)-Tor* CALAD.

Sean ahora AmA/k y A" el producto tensorial de A n veces. Para cada

n>1 el morfismo b:A” —— A" induce un morfismo b:A®A" —— AGA" 1 El

comple jo

3 =2, AeR®—P, aex® —B, AeZx® —B ., aex® —B, aex —B, 4,

se llama complejo de Hochschild normalizado y su homologia es la

homologia de Hochschild. En efecto se tiene la siguiente

Proposicion r.r: La familia de proyecciones candnicas
(l'ln:Am‘-o Aexn)n define un morfismo de complejos que iInduce un

isomorfismo en la homologia.

Demostracién: Para cada n>1 se considera la sucesién exacta corta de

comple jos

...—b———’ N: -LON: — O -’ . .. » O »

+4

| l l l l

o
> .., aeaZex™ 1 L, AeneX" 1 D, AeX" t R, ., AeX? B, aex By 4
A

l l l l l

—bo A®Ae n-i—b—-o AeA" —‘1—4 Ae® “-1-3;. . — AQXZ

7



donde los morfismos b estén definidos como mas arriba y N"  es el
n+j

submédulo de Aea’teA™! generado por log elementog de la forma
aoo...eajﬂeaj*ze...eajm con ajﬂek. La sucesgién exacta larga de
homologia aplicada a los diagramas (%) muestra que para probar la
proposicién basta ver que las sucesiones

(ony P N D ,» N° P y N° P > N” b

n+d n+3 n+2 ne+d n

L 2
2
©

\a]

son exactas; pero es facil ver, usando que bN' — 3 N

. verifica
n+) n+)-4

_ S J i - _—
bla @.0a_ ea @.@a o= T (-1D'a ¢.0aa o.9a ea e.oa  +
o] il Jr2 Hn =0 [o] v oLt )+l )+2 mn

L=
jrn-4

+ ¥ -D'a ®.0a Ga ®.Saa .0a.
[o] J*t )+2 Lo rmn

L= j+2

n

'\l
que la familia de morfismos (eo.NMj—» ijﬂ)jZo definida por

e (Ca @ . ., @ a, ®..2a, I=1@a ®..8a. @a o..8a, v J=o0
(o] o] J*d j + 2 * n o )l Jjr2 Jn

es una homotopia de retraccién de (*%).

El Producto barajado
Recordamos que una A-algebra diferencial graduada estrictamente

commutativa es un complejo de A-médulos

d d d d d d d
? S 5 4 9 2 1
s > T3 » A » A
Ad » As A‘ As A-z . °

v

Junto con operaciones
AXA — . A  d,1200
i J o)
que convierten a AoeAaeAzQAsg‘" en un anillo estrictamente commutativo

i+) 2
- aa Ca ) =0 si 1
graduado d(i.e. si aiEAi, y ajosA‘i ataj-( 1 et y 3

es8 impar) y que verifican



4> d Ca a)d=d (adat+-1>'adca)d
) L) LS S | tl)

Es facil ver, usando la férmula 4D, que en un Algebra diferencial
graduada estrictamente commutativa el producto de dos ciclos es un ciclo

y el producto de un ciclo por un borde es un borde. Asi el producto del
algebra induce un producto en la homologia que convierte a H *(A)-Ho(A)e

QH1(A)QH2(A)9"' es una A-Algebra graduada estrictamente commutativa.

Teorema r.2: Sea A una k-algebra commutativa. La operacién definida

por

(a®a @..0a I*(a’®a o.®a = ¥
1 [ ] pti - {

Bpa

14

sglod [aa’ea ®..®a
p+

ot o“(p+q>]

dondé ®%Buma es tomada sobre el conjunto Bpq de las permutaciones o de
a,...p+q> que verifican ol1X<..o(pd y o(pH)<. . Lolpt+q
convierte tanto al complejo de Hochschild como al de Hochschild
normalizado en una A-aAlgebra diferencial graduada estrictamente
commutativa. Asif la Homologia de Hochschild H «CAD de un Algebra

commutativa A con coeficientes en A tiene una estructura natural de

Algebra graduada estrictamente commutativa.

Demostracién: Se hace por calculo directo.

Derivaciones

Sea A una k-algebra y M un A-médulo a izquierda. Una derivacién de

A sobre ken M es una aplicacién k-lineal d:A —— M que verifica

(5> ddabdsad(b)+bd(ad

Es facil ver que {acA: d(ad=0) es un subanillo de A. Observese que esto



implica que d resgtringido a k o8 nula. Al aon junto de las k=dernivagiones
de A en M se lo nota Derk(A,M). Sea ZC(A)> el centro de A.
La operacién definida por
(ad‘+d2)(b)-ad‘(b)+d2(b) ¥V aeZ(A), beA, di,dzeDerk(A,M)
convierte a Derk(A,M) en un ZC(Ad-mdédulo.
Observacién r.3: Se verifican:

1> Dado el morfismo f:M — N de A-médulos queda definido el morfismo de

ZC(Ad>-mbédulos

Derk(A,M) > Derk(A,N)
d,L » £d

2> Dado un morfismo @#A — B de k-Algebras y un B-médulo M queda

definido el morfismo de ZC(A)-mdédulos

Derk(B,M) > Derk(A,¢M),
dj + do¢
donde ¢M denota al grupo abeliano M con la estructura de A-médulo

definida por amsgladm VacA y VYmeM.

Sea A una k-algebra. Denotemos por I al nucleo del epimorfismo de
A®-médulos ,u:AeAOP—f A , definido por ula®bd)mab, Se considerara a I,
Ay A® como A-médulos a izquierda mediante las estructuras inducidas por

A —— AOAOP. Se define un mérfismo de k-médulos TA — 1 mediante
al— aeot .
12] n n n
T(ad=1®a-a®i. La igualdad Laébm Fabei+ La [1eb,l—b,t91)- L ab o1+
i=4 i=1 i=4 L=1

n

+ EatT(bi? muestra que si A esta generado como k-médulo por (a.i).i eJ ’
i=1

I esta generado como A-médulo por T(aj) i ¢jeJ>. Se demuestra por calculo

direct.o que

(6> TC(abl=bTd(a>+aT(b>+T(b>T(a> V a,beA

Asi si la familia (aj)jeJ genera a A como k-aAlgebra, T(aj) eJ) genera

410



a I como ideal.

Denotemos por (I(A)> al A-mdédulo L1? y por dA:A — (ICA) a la
composicién del k-morfismo T:A 4 I con la proyeccién canénica 111 « 112
Es facll ver usando la férmula (6> que dA es una derivacién. Al A-médulo
Q(A) =e lo llama el A-médulo de diferenciales de A y a dA se la denomina
la diferencial canénica. A veces, cuando no haya peligro de confusién

usaremos el simbolo d en lugar de dA.

Teorema r.4: Para cada derivacién d*A ——p M existe wun danico

morfismo de A-médulos f£AXKA) —— M tal que el diagrama

A—2 M
d -
PP |

conmuta.

Demostracién: La composicién eI — A de la 1inclusién candénica

I —p AeA°®?  con el A-morfismo A®A°P—, A , restringida a I es nula
aob]—-’ addbd

En efecto p((1®a-a®1)(18b-be&1))mp(i®ab-boa-asb+abe1d=d(abd-bd(a>-ad(b>=0
Asl define un A-morfismo fA{XA) —p M . Es facil ver que fdA-d’. La

unicidad se deduce de que dA(A) genera (ICA> como A-mdédulo.
Corolario r.5: Derk(A,M)g'lomA(Q(A),M)

Dado un morfismo de p:A —— B de k-algebras se define

QCP):NCA) ——— QC(B) como el unico morfismo de A-médulos que hace

conmutativo al dlagrama

A 14 - B
dA da
ACA> <P, acm
Es claro que si oA — B y wB — C son morfismos de

11



k-algebr
e as  Qlypp)=sQydp) y que 0(1A)-10(A).

De finicion r.6: Sea A un anillo commutativo. Dado nelN se define el
n-ésimo médulo de diferenciales de A, O"CA) como la n-ésima potencia
exterior /\:()(A) de QCA> sobre A.

La aplicacién

CAXAIX. . XCAXA)D » O
<Ca_,b),...,<a ,b 3 |—— dCa_...a dadCb da..adCb >
n n 41 n 41 n

induce la aplicacién

n+d

CA®AIX.. . XCA®A)D » 0 A
(Ca © ),...,Ca @b ))'——-» dCa ...a dAd( Da..Ad D
1 1 n n 41 n 2]

Su restriccién a I1X.X1 se anula en los elementos de la forma
(ai,...,an) con algun a_lelz. En efecto basta comprobarlo para los
elementos de la forma

Ca T(b ),...,a TC(b >TC(c, D,...,.a T(b J)=
41 1 L L L n n

=w(a T(b ),...,a T(b.c )-a b T(c >-a c. T<b ),...,.a T(b >).
1 41 8 [N ¢ [N # L T4 L n n
Para ello es suficiente ver que

d¢a ...a dAd(b da...adC(b.c da..AbC(b >-
1 n 1 vl n
-dda ...a DAd(b Ja...ad(b da...Ab(b >~
1 n 1 L n
-d<¢a ...a >AdCb da..ad(c Ia..AbC(b )>=0,
1 n 41 |8 n
lo que se comprueba facilmente usando que d(ab)mad(b)+bd(ad. Asi queda

definida la funcién

QCAIX. .. XOCA) s O"T1CA)
Ca dCb dn...ra d(b ) ———onp dCa_...a dad(b da..adb >
' 4 n n 1 n 41 n

Como esta funcién es A-multilineal alternada queda definido el morfismo

d::Q"(A) + 0""'¢A>, dado por d:<ad<b1>,\...Ad<bn>>-d<a>Ad<b1>A...Adcbr‘>

12



A veces, cuando no haya peligro de confusién usaremos el simbolo d" en

n
lugar de dA.

Teorema r1.7: Sea A un anillo commutativo. La sucesién de morfismos

4a° ‘ da* 2 a2 3 a? M d*
7> A —S . o'cdy —S , 0®ca) —S ) ey —S, otcar —S

Junto con las opéraciones
a'cAdNIAY — 2, oticad

definidas por
(8dCb Sa...adCb >) A (a’db._ In..adCb._>)=
41 L i+l tr)

=aa’d(b Ja...adCb JAd(b. Da..ndC(b, >
1 |8 ied i)

es una A-Algebra diferencial graduada estrictamente commutativa d(aqu

o
0°CA> denota a A y A ;» 0'CA> a la diferencial canénicad

Demostracién: Es trivial

Al complejo (7> se lo denomina complejo de de Rham de A y a su

homologia H:n(A> , la homologia de de Rham de A.
Sea A un anilio commutativo. La aplicacién

A — 4 H cArmA®A
bCA@RZ)>

definida por d’Cads=f®a es una k~derivacién. En efecto, como b(1®a®bd=

=agb-1@ab+bea , d’Cab) = T@ab = aliebd+b{I®ad = ad’(bd+bd’(ad. Asi queda

inducido un morfismo de A-médulos
PHOCAY ———y H CA>,

dado por r"(ad(b))-aes.
Por otro lado, como la composicién del A-morfismo w:A®A —— QCAD,

dado por yla®bdmad(b)> con el morfiamo b:A@A2—, Ae@X es igual a cero,
queda definida una aplicacién H!(A) —_— A), que es claramente

13



inversa de y‘. Se tiene asi probado que r‘ es un Iisomorfismo. Usando
ahora que el producto barajado es estrictamente commutativo se comprueba

facilmente que para cada nelN la aplicacién

QCAIX. .. XOCAD — H CAD
n

Ca _dC(b >a...~a d¢b > f———— y*'Ca_dcb d>e...#"Ca db >

1 1 n n 4 1 n n

es A-multilineal alternada e iInduce por lo tanto el morfismo de

A-médulos
n n
y 1 CA) —y Hn(A) ’
dado por »"Ca da da..adCa dImla ®a d*(i®a d*..*(1®a ).
(o] 4 n (o] 4 2 n
Es claro que la aplicacién
r'= e 2™ @ O"CA) ——— ¢ H CA>
nzo’ ‘nZo ngo n

es un morfismo de Algebras graduadas.
Es sabido que cuando A es el anillo de funciones algebraicas de una
variedad no singular sobre un cuerpo perfecto k, y* es un {isomorfismo

(ver [H-C-RD. Por otro lado cuando k contiene a Q se puede definir un

morfismo de comple jos

2y aeR 2 AeR* —B, AeR® —2, aek® —B, Aek —2, a,

S S S A S

=2, %y —24 a*car =2 a%car —2 a%ca> =% ataar %A

n 1
poniendo u (aoe...aan>-—nr aod(at)a.../\d(an) . En efecto

n :
i N+l
yb(ada...ean)-u [;2—1(—1) aoo...Oa‘gi*‘e...Oan+ < 1)1 an“aoo...ean]-

—y

i=4

n .
1 [Z -1D'a_dla da..AdCa a  da..adCa I+
[o] 41 [N 2§ n+d

" d|=
+ -1 am!aod(a1)/\ Ad(an

14



1 (st
- [ Z-_(;n a_da da.n(ada dta dla)a.adla >+

L=

+ -1D™a  a da da..~dCa >]-o
n+td O 4 n

Es immediato que u* induce en la homologia una retraccién de y..

Asl en este caso (NCA) es un sumando directo de Hn(A) V neiN.

15



SECCION 2

HOMOLOGIA CICLICA

Sea k un anillo commutativo arbitrario con unidad y A una k-algebra

Se denota con t al endomorfismo de A" definido por t(aoo...e»an ‘)-

-(—1)"_‘::"_16&06. . .@an_z » ycon N a la correspondiente norma 1+t+t2%+

+.4+t"

Teorema 2.1r: El diagrama

A% 1-t A2 N A2 1-t A% e N A%« 1-t A% 1-t

b -b’ b -b’ b -b’
BCA>: iz: 1-¢ iz: N iz: 1-t iz: N iz: 1-t i’z: 1-t

b -b’ b -b’ b -b’

d d i 1 i d

A ¢ 1-t A ¢ N A ¢ 1-t A ¢ N A ¢ 1-t A ¢ 1-t

que tiene en las columnas pares al complejo de Hochschild y en las
columnas impares al inverso aditivo de la resolucién canénica de

Hochschild es un comple jo doble.

n

Demostracién: Sea j:A"M—o A el morfismo definido por J(aoe...aan>-

-(—1)"(ana°6...®an > . Sobre A" valen las igualdades

n . .
b-Z t‘\.Jth—L

1L=0
y
n-4 L .
b’e 3=t Jt" "
iL=0
Asi
nei L) . s n -4 | X . n n-4 k s -4 n . k
Nbm(i+t+.. +t >[Z AT T ‘]-z Al T Sl A g A
i=0 i=0k=0 t=0k=o0 t=0k=0

16



n-4 n . . n—-4 .

-2 iy [Z ¢t Jt""] C+t+. +t" abN
i=ok=0 L=0

y

» . . n . . n . . n=-4 .
b(1-t)>m [z: t'gt" ‘] A-tdm 3=t gt " - Tt ™ e ST L g e " gt O
i=0 i=0 i=0 i=o

n . . h—41 . =41 .
Sk AL A ndt A% | AMASD sk Ratel | AR SR LY § g [n the™ -(1—t.)b’
t=0 i=o0 i=o

Recordemos que a cada complejo doble

b’ b’ bY bY b’
so 3t sz s %e
v b v b L 4 b - b - H
A 21 A 22 A 23 A 24 A 25
20 24 22 29 24
bV v bV bV bV
zo 24 22 2s 2e
o d b11 d b12 3 b;s J b14 d b .
A ———m A < -— A ¢ A & 1
10 11 12 19 14
b’ b’ bY bY b’
1o 1 12 | 13 16
L 4 b - b - b L b - b
A o4 A 02 . 09 A 2% A 0%
00 ot 02 o9 o4

se le asigna un complejo, que se llama complejo total de &/ y se

Totds), definido por

Totds) =

®
n L+ )=n {j

d:Tot (D) —— TotlD s
n n-4

dx ,x sees X Om
nOo n-4,4 o,n
v H v H

u(b x O>+b x 2,...b x +b  (x
n,o noO n-4,4 n-4.4 14,n-14 4,n-4 o,n O,n

como

ciclica HC.(A)

Se define la homologia

comple jo total TotlBCAD>> de ¥€CAD.
47

denota

la homologia del



A continuacién mostraremos que el complejo BCAD puede ser

reemplazado por otros que muchas veces son mas simples.

Proposicion 2.2: Tot(8CA>> es homotépicamente equivalente a

Tot.(BCAD> , donde B(A> es el complejo doble

b

-

° o
w

> e >
)

con B:A"——— A™" definido por B=(1-tde N.
Demostracién: Las igualdades

BB= ((1-tde N) ((1-tds N)=(1-tde  (NC1-t>)e N=0

bB+Bb=b(1-t)s N+C(1-tDc Nbm(i-tdb’c N+(1-tdDes b’N=m(1-t>(b’c +£ b’>Nm
o] o] ] o (o] (o]
m(1-¢.ON=0

muestran que RBC(A) es un complejo doble.

Sean ahora

© Tot(BCADD » Tot.CEBCADD
n n n

v :TotC8CADD wiep TOLCBCAD) i
n n i n

los morfismos definidos por

pn(xn,xn_z,...)-(xn,coN(nn_z),un_z,coN(un ‘),...)

N



v O ,x LuOmlx +(4-tObCx d,x  (4-tdbx  D,.0D
n n n-2 n n-4 n-2 n-9

Se comprueba por calculo directo que © m--(p")“:_.o y "7 *-(wn >n20 son
morfismos de complejos y que -y P >2m0 » lo que 1implica que
Qy o VaPoV¥ *)p *Bld Asi P es una seccién. Para terminar Ia

demostracién basta ver que la familla de morfismos

[a ‘Tot CBCAD> » Tot.CECADD ]
n n n+i J 20

definida por

an(xn,xn_z,.-..)-(0,-50(;("_1),0,—co(xn_9),...)

es una homotopia de retraccién de 1id en PuVe * lo que se comprueba

directamente.

El morfismo BA"——» A™?' esta dado por

n .
Bla ©..9a d>= ¥ (-1 "1¢a ¢..0a ®a o..0a +
o n . |5 n O -1
L=4
(Ledin

n
+ T -1

=4

a ©19a o..9a ®a ©...0a
[ L n (o] -2

En efecto,
n .
Bla_®..0a de(i-tde_N(a ©..0a dadi-tde [ T -1'"a o.0a 0a 6.0a. ]-
[ ] n o o n Lo i=4 L n [e] 1-1

n . n .
<1—t,>[ T -1D'"10a ©.0a ¢a ©.0a, ]- T ¢-1D'"1ea 0..0a ©a ©.0a +
. |3 n [ -1 . |5 n [o] 1-4
v=1 L=4
n (L+1)
+ T -

=1

a oiea ©..9a ®a 9..0a
1-4 L n o] -2

Ahora como

—n+q

— - > A®A
1 . - p T .

(ao,.. . ,an)r ,.P‘( 1) 10a ®. . .ea“eau':,e...eal,‘_1

i
!

es k-multilineal y se anula en los elementos aoo...oan con a,Lek para

—n+4

algun i>0, existe un unico morfismo B:A®A" —— A®A de k-médulos que

19



basta verificar que su nucleo es exacto, lo que se deduce del lema que
sigue usando que por la proposicién 1 de la primera seccién lo son las

columnas del nucleo del morfismo de RBCAY en BCAD ;
norm

Lema 2.4: El complejo total de un complejo doble

v v v v v v
b b b b b b
so 81 sz ss sS4 95
L 2 b - b <+ b b b bH
24 A 22 A 22 A 24 A 25 A 25
20 21 22 29 24 25
v v v v v v
b b b b b b
20 " 21 22 - 23 - 24 256
ol ~ b11 N bxz M b19 ~ b14 v b15 : bus
A ¢ A ¢ A A & A & A ¢
10 11 12 19 14 15
v bY BY bY v bv
10 e 12 - 19 H te 15
3 b°1 < boz < bos - bo‘ < bos L 2 b06
* A & A ¢—m A ¢ ¢ A e
o0 ot o2 o3 LY o5

con columnas exactas es exacto.

Demostracién: Basta ver que si (x »X »yesX D es un ciclo de
n.0o n-4,1 0,4

Tot(Hs) y x X peeesX con X €A . es una familia
n q,n—-q-1 q-1,n-q+2 1i,n L) 1,)
de elementos que verifica

v H
b (x d>+b (x dmyx v i>0

q-i,n-q+rirt qQ-i-4,n-q+i+d q-i-1,n-q+i+d ’

v
existe x €A tal que b (x >+b (x dmy »
q+i,n—-q q+i,n—gq q+i,n—-q q.n-g+4 q.,n-q

lo que se deduce facilmente de que las columnas de & son exactas vy de
que
bYex  -bMex »ub¥ex  >-bVbMx >>m
q.n-q q.n-q+4 q,n-q q,n-q+1
H

ab¢x >+bbY (x »=b’ (x >+b b ¢x Otbe
q

b 14 p L
q.n- q.n-q+1i q.,nq q,n-q+ q-1,n-q+2

21



=b'Cx  d+bMex >m0

q.n-q q-1,n-q+1

Cuando k contiene al cuerpo @ de los nuameros racionales la
homologia ciclica se puede obtener todavia a partir de otro complejo

como indica la siguiente proposicién

Proposicion 2.5: Sea A una k-Algebra sobre un anillo commutativo k
que contiene a Q. La homologia ciclica de A es la homologia del comple jo

»”
CA ﬂ/1m(1-t,) ,b)> , conucleo del morfismo

- > - » - » - » - » — »
R, A% TR, A3 TBI, p¢ ZBT, a8 TB 2z b,
li—t li—t ‘li-t ‘li—t ‘li-t, li—t
R L R N I LI SN - R

Demostracién: Sea & el complejo doble

Im(i-t)‘ﬁi—t’ A N As‘ﬁl-t a‘ﬁ N As‘ 1-t As‘L 1-t
b -b’ b -b’ b -b’
¥ l l L] l l ]
IMmci-t)e 1-t A2¢ N Az‘ 1-t Az: N Aaf 1-¢ A2¢ 1-t
b -b’ b -b’ b -b’
i ! 1 i l 1
Imc1-t) 1Y —N At A N4 At At

La sucesidn exacta larga de homologia obtenida a partir de la sucesién

exacta corta de comple jos
0 —— TotdlA>D —— Tot(€CAd) —— A" Amda-td b — O

muestra que para probar la proposicién es suficiente ver que el complejo

a3



& es exacto. Para esto, por el lema anterior, basta ver que para cada
n=1 el comple jo

N 1-t - -
. — 4 AN, A y AP N, an_ 1Tt on N a1t e

es exacto, lo que se deduce immediatamente de que, cémo es facil ver, la

familia de morfismos

g Imd-t> —— A"

n

si.:A » A Aaz1>

—t-2t%. . —(n-Dt™!

o sl 1 es par

s.-
v lid

o 8l 1 es impar

forma una homotopia de retraccién

AP N, an_17t, aon N, an_17t, 4 » A7, Ima-o>
= =) = ) ) ) T s
-] 5 4 - ] 2 1 o

Dados un comple jo (A.,d.> y un numero entero n se denota con
(A*,d‘)[nJ a la suspensién n-ésima de (A‘,d*), es decir al complejo

definido por

m
(A*,d*)[nJm-A“_m y d[n]m:(A*,d*)[n]m—f (A*,d*)[nJm 1-(-1) dm_“

Para cada k-algebra A se tiene la sucesién exacta corta

i s
B> 0 — CAGAT,b> — s TotL(BCA > ——» Tot(BCA  I2] — 0,
norm norm

donde i, es la flecha inducida por la inclusién canénica de (Aexl,b) en

-—Nn-2i —n-2i
la primera columna de $(Anorm) y S .-(Sn.,‘gvoA — _‘gleA )":,1
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es la flecha definida por s (x ,x ,..0=m(x X ,..0 V nelN.
n n n-2 n-2" n-4

La sucesién exacta larga de homologia asociada a la sucesioén exacta

corta (8) da la sucesién exacta

> 2y Hca> L one car S one, > By oH > 4 He, ca> S,
"2 g .-y
llamada de Gysin-Connes. Es facil ver que la flecha HC-(A) —Bo H* 1(A)
<+

es la flecha inducida por el morfismo de complejos
Tot(BCA 5> ——p CAGA,b3I-1]
norm

definido por B (x ,x _,..DmsB(x )
n n n n

Relacién entre las homologias giclica y de de Rham-Deligne

En este apartado se calcula la homologia ciclica del anillo de
funciones algebraicas de una variedad suave sobre un cuerpo k de

caracteristica cero. Comenzamos con la siguiente definicioén:

De finicion 2.6: Sea A una k-algebra commutativa. Se define la

homologia de de Rham-Deligne de A como la homologia del complejo total

del complejo doble

0 ) 0 lo
g d2 > 2 d1 1 do
A —S 0%cAare—S  O'cAde—u_ A
0 0 0
DCAD 4 at ¢ 4°
¢ 02CA> e Otcade—S X
0 lb_
(o]
teare—d X
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cuya i-ésima fila es el complejo de de Rham truncado

< i-1 i-2 " o
o hntcad I attteay o4 . atead —3 A

Es immediato que Tot(DCA> = ¢ -D'O™UL Asi

H (Tot (DAY = CA>/dCh "(A)OH;;Z(A)OH;;‘(A)Q...

Cuando k contiene a @ existe un morfismo de complejos dobles de

.‘B(A)norm en D(A> que permite comparar las homologias ciclicas y de

de Rham-Deligne.

Proposicion 2.7: Sea k un anillo commutativo que contiene a Q@ vy

A una kalgebra commutativa. La familia de morfismos

WU AGR———— O7CAd
nZ=0

define un morfismo de 3BCA) en DCA)D.
norm

Demostracién: Como en la primera seccién ya se probé que pub=0 sélo

resta ver que du=ub , lo que se deduce immediatamente de las igualdades

n 1 1
du (aoe...ean)-d [—F.T aod(a‘ )A...Ad(an)] -—n!-d(ao >Ad<a’. )A...Ad(an)

n .
in
HBCa ®..®a =y [%:-f‘(-i) 1@&.‘0...08“&309...03,‘_1]-
n

1 in
-m [2 : -1 d(at)A.-.Ad(an)/\dcao)A...Ad(ab_i)]-

L=1

n+1 1
-md(ao )A...Ad(an)--?rd(ao )Ad(&1>A...Ad(&n>

Queda asi definido un morfismo

10> HC CA> —0m n"cA)/dm"“cAmH;;z(A>eH:;‘<A>o... vV n>0
1a]
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Teorema 2.8: Si A es ol anillo do funcionae do wuna wariadad na
singular sobre un cuerpo de caracteristica cero el morfismo (10> es un

isomorfismo

Demostracién: Como se vio en la seccién 1, la flecha .BCA)norm—» DCAD
es un cuasisomorfismo en cada columna. Asf se puede hacer la misma

demostracién que en la proposiciéon 2.3.
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SECCION 3

COMPLE JOS MEZCLADOS Y HOMOLOGIA CICLICA

En esta seccién recordamos algunas deflniciones y propiedades
generales acerca de comple jos mezclados que usaremos mas tarde. Todas

las definiciones y propiedades mencionadas estan en [B-0l, [K] o [Wl

Sea k un anillo commutativo con unidad. Un comple jo mezclado
R'l-(M.,b.,B*) consiste de un complejo de cadena de k-médulos (M*,b.),
b:M » M tales que b b =0, con B, dado por aplicaciones

n n n-4 n+d N L

n ned

\ k-lineales B:M + M que verifican B B =0 y B b+ b B =0
n n ned ntd n n-4 n

Un morfismo de comple jos mezclados [ *:ﬁ + M’ consiste de aplicaciones

k-lineales f n:Mn -+ M; que commutan con los morfismos b y B.

A un comple jo mezclado ﬁ-(M.,b.,B.) se le puede asociar el comple jo

de cadena Bﬁ-(Bﬁ*,d*) donde

M=MoM oM eo..
n N n-2 -

b d
ara cada (x ,x L) e M
Yy, P n -2’ B n

(x ,x .om(tb x + B x b x + B X
d nn-2" nn n-2 n-2" n-2 n-2 n-4 n-4’

Se ve immediatamente que Bﬁ estA relacionado con el complejo

(M.,b.) por la siguiente sucesién exacta de comple jos

~ g ~
an 0 - (M*,b*) > BM +» BM[Z] + 0
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La aplicacién S, es la proyeccién candnica obtenida dividiendo Bﬁ

por su primer factor. Los grupos de homologia
~
H _CM>=H_CM_,b >
H ~ s
C*(M)-H*(BM)
son por definicién las homologias de Hochschild y ciclicas de M

respectivamente. La sucesién exacta larga de homologia asociada a la

sucesién exacta corta (1) resulta,

i

2> e a*cifo 3 HC .(?1) 3

y sera llamada la sucesién exacta de Gysin-Connes. Obviamente dado un

morfismo de complejoas mezclados f.:;’l + M’ se obtiene un diagrama

commutativo
~ s ~ B 1 s
s H > dHg e, M>Dou, ol oHe, I
3 3 3 3 4
» H M>3iHe >SS He, MHOBH M>SHC > S
*® i "2 L %' [ BN}

Definicion 3.1: dK,221> Sean M=(M_,b B> 'y MacM:,b?,B2>  dos

comple jog mezclados. Una homotopia fuerte de retraccién de M en M es

una coleccién de morfismos graduados G:D:M‘ > M«hzi. de grado 2i para
a
> . .

todo izO0, (G.i .MJ, -+ Mj+2t)j20 que verifican:
D G(O) is a morfismo de complejos <M_,b. D> » (M’,b’>

- La it "’ ",

+

1a’p- B2 ¢Papr g gD 120>

FRS S | 2v+) ) 2.+)+2 ) -1 )
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El interés de lags homotopias fuertda de retraagién se debe al

siguiente resultado

Propostcton 3.2: Sean ﬁ-(M*,b*,B.) y ﬁ’-(M;,b;,B;) dos comple jos

mezclados. S{ hay una homotopia fuerte de retraccién (G:i))1>o de M en

M existe a morfismo de comple jos G:Bﬁ > Bﬁ, tal que el diagrama

A g ~
0 - (M*,b.) - BM -+ BM[2] + 0

4 + 4

0 » MLb2> 4 3 21 » 0

o

commuta. Ademas =i G: es un cuasisomorfismo, también lo es G.

Demostracién: ver [K, Proposicion 2.31.

Nosotros usaremos el siguiente resultado

Proposicion 3.3: Sean ﬁ-(M*,b*,B.) y ﬁ’-(M;,b;,B;) dos comple jos

mezclados. Supongase que existe una coleccién de morfismos graduados

G:D:M* > Mhzt de grado 21 para (0=i£nd) y una coleccién of apllcaciones
+
G(,n 1):M_ + M ) <0=jJ<m-1>, con mz0, tal que:
h] ] 2n+j+2
<0 '
1> G es un morfismo de complejos M ,b. > + <(M’,b’>
» ", -
+
15642 B - B2 gPupr U gD,
Jrd ) 21+) ) 2.+ )2 ) )-1 J
(para oSi<n oi=ny 0%5j<m-1)
+
entonces, b @™ B - B2 @™+ g™} >a0
2n+m+4 m+d m 2n+m m m-1 m
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i
Demostracién: Definimos Gf_i)-o v Bj-O si K0 y bj-O gl jJ<0. Se =abe que

» B’ m-B’ b’ y
2n+rm+i  2n+m 2n+m-4 2n+m
b? .G(n+1)-G(n).B - B .G(n)_'_ G<n+1).b
2n+rm+d m-4 m m-4 2n+m-4 m-4 m-2 m~4
Asi,
+
b’ @ p - B M4 ¢,
2n+m+1 m+4 m 2n+m m m-4 m
b’ @B +B b 6™+ 6B b-B ™Mb+
2n+m+4e mMm+4 m 2n+m-4 2n+m m m m-4 m 2n+rm-4 m-4 m
+ G(n+1).b b =
m-2 m-4 m
b 8™B -6y B+ b 8- B 6™
2n+m+4 m+d m m med m 2n+m-4 2n+m m 2n+m-4 m-4 m

0>

Si n®0 esta expresién es igual a cero por ser G: un morfismo

de comple jos.

Si n21, usando que

me2 | mee 2n+m-1" m+1 2n+m+1 me+ 4 m  met

-1, _ B’ G(n—i)_b, g<™- g™y

se obtiene

» @™ p - B g™ g e
2n+m+d mMm+4d m 2n+m m m-4 m
=" Vg p- B e g 4 p b d™- p» G™p -
m+2 m+d m 2n+m-4 m+ 4 m 2n+m-4 2n+m m 2n+m-4 m-4 m
- B’ b’ . g B P Pyep b @™ ap
2n+m-4 2n+m-2 m 2n+m-4 2n+m m

2n+m-1" 2n+m’ m

Dados dos comple jos mezclados ﬁ=(M.,b*,B*) y ﬁ’:(M;,b;,B;) se
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define el producto tensorial MeM’ Cver [K, p.2021> como el complejo

mezclado [(MeM')*,<beb’>.,<BeB’>*], donde:

n

( D) 14 »
MeM )n-kso(MkeMn_k)

k
LD ) 4 » + - . 14 »
C(beb n(xkexn_k )-l'.\l.:xkOx“_k -1 xkeul:“_l.:x'_‘_k

+ <-1>".xkeB' x*

» ex’ = ’
(BB >"(xk xn_k) kakexh_ i e

k

Proposicion 3.4: Sea (G:D)P'o una homotopia fuerte de retraccién

de ﬁ-(M.,b‘,B.) a ﬁ'-cu;,b;,ap. si ﬁ"-cM;,B;,Bp es un comple]

mezclado, la familia de morfismos (G(Deld(ﬁ"» - 120> definida por:

@ Pe1dM> «MeM™> » MeM™>
J J jr2i

a4 200 " ad .
G “eldM »j(x)c@xj-k)-ej xkexj_k

v’ ~ll I ~.l <0)
es una homotopia fuerte de retraccién de MeM" en M’eM". Ademas, si G*

es una equivalencia de homotopia , también lo es G:O)eld(ﬁ").

Demostracién: Es directa.

Dada una k-Algebra A se obtiene un complejo mezclado

b, b, b, b,
-*B - -%2p

AR 2 AeR%1 AeA 2 A

r B l.bz B l.b‘.
E(A)-(C.(A),b*,B*)- ARt peA 2 A
lb, 5 lb,

A®A 2 A

b,

A
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definiendo
cm<A>-AoK"‘,

donde AmA/k y A™ denota el producto tensorial de A m-veces,

m-4 .
b Ca ®&.®a d>= T ¢-1))%a ¢..8aa .®a + (-1D".a a ®a e..€a ,
m o m izo o i jrt m mo 4 m~

y
m .
B (a ®.8a >= ¥ (-1>'"10a ®..0a ®a . oa
m O m j=o j] m (o] -1
Observese que las homologias de Hochschild y ciclicas H <A vy
HC*(A) de A definidas en las secciones 1 y 2 son las homologias de

Hochschild y ciclicas de GCAd> respectivamente.

Usaremos la siguiente

Proposicion 3.5: {dB-OLIKI)) Dadas dos k-Algebras A y A’ existe una

homotopia fuerte de retraccién de GcA>eGCA’> en CCA®A’> tal que G:O) es

el cuasisomorfismo barajado.

d

Recalcamos que si 0:0 es una equivalencia de homotopia y F:Ab + Ab

es un funtor aditivo, F(GEO)) también es una equivalencia de homotopia.

Finalmente a un complejo mezclado ﬁ-(M.,b.,B.) se le asoclan los

comple jos de cadena BPﬁ-(BPﬁ*’d:) y B—ﬁ-(B—ﬁ*,d:), donde <d(con la

convencién de que M,t=0 si 1<0, se tiene
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dd.,x ,x,x ,O=w(.,b x +Bx,bx+8B
N nNn nn

X e
n+2’ n’ n-2 n+2 n+2 n-2 n-2"""

y

M= n .

B n L en n+2t Y neld

d"C.,x ,x ,xd>=C.,b x +B x ,b x +Bx,bx)

Nne+d 2 n Nn+d nN+d N+t2 N+2 n+2 n+2 nnNn nn
Se ve facilmente que hay un diagrama commutativo con filas exactas
0 — M —» M -3 _M21 4 0
B BP B

o> | | |

~ g ~
0+ M,,b)> » M =s ML21 5 0

La homologia de BPﬁ y B—ﬁ se llaman homologia ciclica periédica

y ciclica negativa de M y se denotan por HCZ"(ﬁ) y Hc:(ﬁ)

respectivamente.

~ +
Como M = [ — n M b;B’ n M . —"1"—8—0 i» la
BP i o 21+4

homologia HCE"(ﬁ) es periédica de periodo 2.

La sucesién exacta larga de homologia asociada al diagrama 13>

resulta

, _ >
— HP > 2, He > B Head L HePttaa> S5 e s .

me+ 4 m

s’ 1= l 1s’ 1=

- s - B - 1 . s -

.— HC CA) ——» HC CA> ———+ H CAD —— HC CA> — = HC _CAd>—s..
41 m-—4 m m m-2

me -
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Las homologias cicllca y ciclica periédica estan relaclonadas

también por la sucesién exacta corta

0 » LimlHC CAD> » HCP®"CA> » Lim HC _CA> » O
L e me+d+21 ™m 4-—"— m+21

C(ver por ejemplo, [W, 14D

Si las sucesiones G{Czi(ﬁ%S} y G{Gzh‘(ﬁ),s} satisfacen la

_ 1 POL.
condicién de Mittag-Leffler, Lim Hcmu+zt(A)-o y HC* IM>=

sLim HC _ <M.
Q—-r— m+2t
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SECCION 4

CALCULO DE LA HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea A=mk{X1/<f>, donde k es un anillo commutativo arbitrario con 1 y

rf = X"+ £ X"+ f, es un polinomio ménico de grado n. Vamos a

construir una resolucién proyectiva de A como A°-médulo a izquierda.

Para ello usaremos el desarrolio en serie de Taylor T(p)si®p-poi, T:A

+ A®, A. Notese que =i 1LA® A » A estA definido por u(a®b)mab se tiene

k k
u[%]- f’, la derivada de f respecto de X. Todos estos resultados

aparecen en [Bachl.

Puesto que f es un polinomio ménico existe el ailgoritmo de division
por f. Denotemos con P al cociente de P por f y con P al resto, i.e.

P=P.r4+P, gr(P><grdr>. La unicidad de P y P son obvias.

Es bien sabido que si se considera a A® A como un A-médulo mediante

k
la accién definida por a(b@®cdmabec, entonces T(pQr=pTI{@+qT(pI>+T(p>TI(P.

Proposicion 4.r: Se verifica:

TpD T

1 Zo55 = UeXOES + pet - (pXer s modd1ef,fe1>
oy TEE o Lot Fgxt et
Too ~Lf L
L>0 k=0
T TED TCpfD
K24 (Pel)T(x) - (19P)W ® 0 moddierf,fefid

i-14 — .
©H . § XMex " 'm 4
ir>o ' k=o

La prueba puede ser obtenida por calculo directo.
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Proposicion 4.2: La sucesién

do zds zd4 zd d d
A) . —m AA—m—m A — A » A >

donde A® denota a AS A y

d . <aebd s (aebdTOD
21+4

T
dzt(aab) - (a@b)T——cx)

es exacta.

Demostracién: Es bien sabido que, dado que X genera a A como k-algebra
TOOmieX-Xe1 genera kerdu) como ideal de A%, Para comprobar que
sucesién es un comple jo es suficiente ver que el producto T(X)% = 0

en A% Para ver la exactitud se construyen A-morfismos so:A > Az.

31:Az+ A* y 32:A2+ A? (aqui A actua sobre A? en la varlable de la

derecha) que son una homotopia de retraccion para este comple jo.

so(p) = iep

_T<p>D

5,POD = 555

s, (pe1> = pXet

Por calculo directo se obtiene
sd +ds w=id
4 2v+4 2. 2

sd +d. s = id
2 21 21+4 2

-+
sou d‘s2 = id
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Aplicando A® . 2 esta sucesién y usando la identificacién Ae oAzzA
A A

se obtiene el complejo

14
(Ca*(A),bs*):.. 0 + A £ + A 0 + A f’: A 0 + A f’*. A 0 s A

Dado que la sucesién (1> es A®-libre, la homologia del Gltimo comple jo
es la homologia de Hochschild de A cémo k-algebra; denotando a esta

homologia por H*(A) se tiene

A si (=0
H,‘(A) m {A/F’> 51 1 es Impar
Anndf’) g1 1 es par e i>0

Vamos a comparar ahora 1la resolucién proyectiva 1) con

la resolucién canénica reducida de Hochschild dada por

» » - » > — » >
2> ..., Aen‘er 2, Aer’er -2, AekZer -2, AeRea B, Aea 2, A

donde A=Ak, A" denota al producto tensorial de A n veces y
n

b’Ca ®..0a > =S_(-1>'a @..0aa @..0a
1 n i=1 4 vl n

Cémo 1) y (25> son resoluciones A.—proyectivas de A, existen
A°-morfismos de comple jos 3.1(2) +» 1> vy h.f(l) + (2> que,
tensorizados con A sobre A° inducen cuasisomorfismos E* y E* inversos
uno del otro. Las aplicaciones €, Y h’,l se definen de la siguiente

manera:

g
2> —.0 (1> definido por:
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r
¢ (1eP ®.eP ew(-1>". mueP_ P >
2r 41 2r izt 2L-14 2v
r*lT(pi) r —

€ +1(1®P19."®P2r+1)-(-1> .T(T. ) [L(’.@P . P ),

2r 2i-4 2i

obteniendose después de tensorizar con A sobre A.,

g*
(C_CA>b,> —— (Cs CAD ,bs,>

r

€, (1eP ©. 8P dDmC-1>". P~ F_
2r 41 2r i=4 21-4 v

r
—_ _ red 5 b
52”1(10P‘0...®P2"‘>-( 1> p1.t|-11Pzi'_‘P2_L R
donde (C.(A),b o’ @S el comple jo normalizado de Hochschild

(C,CAd,b D P aea® P, aen® B, Aer® P, AeA® B, Aer 2, 4

donde b esta definido por

n
i 1
bla®.®a)> = L (-D'as.®aa &.0a + -1 aae.a
1 n =1 1 LoLed n n 4 n
)

h,:(1> » (2> definido por

i1—1 PR i.r—l. r r
n k1 k [.?:j- .g‘kj-r]
h, et>m-1>" z S R Z 1eX ‘eXe..0X "exex V' T
r 41 tr
Tt ,..,0 =1 k ,...k =4
f 8 r 1 r
£1-1 y . .i.r-i r r
n . k1 kr [._Eitj- .F‘kj-r]
h <1oi>-<—1>”‘z o £ Z 1eXeX ‘'e..eX "ex ' 7 R
2r+4 | L
4 r
i't""i'r=1 k1,...kr=1
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)
obteniendose después de tensorizar con A sobre A°,

h
L]
(Cs CAd,bs, > —— (C_CAd,b >

i.‘—i. ,. .l -1 r r
n r [Z_'tj-Zk.-r] N K
h =1 Zcri = Z X Tt Tt Tex ‘eXe..eX TeX
S r
i, .,0 =4 k ,..,k =2
1 r r
T -41,.. i.r— 1 r r
n i.,—Z-k,-r
+ SRR RS k k
R, (=0T ‘Zcri ) Z x =t = oXeX ‘e..oX "oX
41 r
L o,e e, =t k ,...,.k =1
1 r 4 r

Proposicion 4.3: ¢ « Y h* son morfismos de comple jos

Demostracién: Primero tenemos que probar que el diagrama

»
AR oA — P | Ash¥eA

lgk +4 l‘k
d

2 k+1 2
A M + A

commuta. Haremos esto por induccién en k.

;%%;-)--T(p)-pei—iep y, por otro lado,

Para kw0 se tiene d‘g1(10pei)-d‘(-

gob’(1®p®1)=go(poi-1®p)=p®1-1®p
Para el paso inductivo probaremos primero que, para todo k=0,

g " 1gkb’. Distinguiremos los casos k par e impar.

=s
k+d +

Para k par, ks2r, se tilene
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’ :
SZrﬂ.gz:\b (19])1@...9[)2’.“01) - 82r+1€2r<p10'"®p2r4-1®1+
2r
(15 @ @n _
tZ 1( 1) P, ®.. Gp P, @szﬂ lop‘e...epzrd)

y, dado que gzi_(ieg‘&..egz”‘)-ieae\z y, por ser Td1>=0, sz(iea)-o, la

suma de mas arriba se reduce a

r
(p,&..8p, evms _ ((pod.-1". [jef P~ =
2r+4 4 . 2V 21+ 1

=
2r+1 2r
=1

T < P, > r
r+
u(-1> n—r— n (10F F )-g (10p‘0...0p2rﬂ®1)

i=1

Para k impar, k=s2r+1, se tiene

’ . +
sznzczrub (10p1®...®p2"291) - szr+z‘zru(p1°“ Opzr’zal
4-2t —,( 1) P, ®.. ep P, 6pz"z—10p10...®pz”z)-

TC p > r
'I"GZ‘)_ ) S
'n(lﬁ 21+ 14 2\.02>+

r+4

=s, [(ptoi).(-l)

HzT(iS:B;) r WTP > ¢ i-t
- P_P_ - P .
e o ol S TPL AT 'mzrg(pl“ PeiT2ies’
r
................ ) e
'(1®p2 p2|.¢1p2t+2 10p p21.¢1p21.+2) j_li-'.._fie 2j+1 zj*z))
“T p > r
+-1>" T‘YT ncmF_'F__‘xmp >]

+d,q,q, y remplazando aqui q,q,q, Ppor q,4,q9,+4,9.9, , 9,9,9,°9,9,9,*

qqq-qqq-qqq-qqq y la suma previa se reduce a
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re T(p > r
- | - —
8, [(p‘ai) -1 m)—— n e 2ivd 2“2)4-

T(B"B'z') r 'rcp > r i-t

i=1 j=1

r

.(19p2,lp2 i+1P2} +z_1°pz iP2is 1p2i+2).j"'11+f10

| N )]-v-
2)+1 2)+2

T(p > r

Puesto que en esta ultima expresién los terminos se cancelan de a

pares la suma resulta ser

'.l'(p2 > r

r+4
- o .
s, [(p101)( 1" e .L[L““F_—P_zau 220t

. 2'I‘(p‘pz) r
M [o Saul LR PR PPL L e
T D
+-H W(iep PP, PP O n (10F2"1F2"2)]-
j=2
r*lT(p2> r
F P >
s [(p e1>-1D T-m)—.n1(10 isd 2ie2 +
v =
Tp p. > Tp p_£> r
_\T*2 172" 17 2 B
reDH '[ﬁ‘cx> <X ]'.‘['1“” LTI
ﬂT(p >
"'("’.)r m-)——(lap p p ) n (1@F *1F2J+2)]
j=2

Reemplazando T(piqz) por p1T(p2)+p‘T(p2)+T(p1)T(pz) y cancelando

términos la suma anterior se reduce a

-7 z | S
L sz[ T .'n(Ie 2i+1 2i,+2)]
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Usando ahora que T(p‘pzf)-(foi)'l‘(ptpz)+(10p1pz)T(f) y que foi=0 en Az,

este producto resulta ser igual a

r r
(_ r+d [ r——r— T(f) a r+4 F_—r (f)
SRS B ULIIURS oo o i IS L PSRN | 1o o) ke

L=0 L=0

(f)]

-‘2r+2(1apiem°p2r¢zgi)'Sz T3

La demostracién se termina usando que por los puntos 1) y 4) de la

proposicién 4.1 s, T%%]-i'

Ahora podemos terminar la prueba de esta primera parte de la
proposicién de la siguiente manera:
» » -—
Como ‘k-rt-sko-!.ekb ’ dkf-lcko-t-clko-!skf-iekb y como dk+1sk4-l.-id skdk '
P » 3 = »
%u‘kug‘kb skdkgkb . Por hipdtesis inductiva dkck ‘k-1b y asft

= ’— Py = ’r— ‘hl’m »
d.,.6,.,~€ P s deb=d g =¢b'-se¢g Dbb=gb

Resta probar ahora que el diagrama

d
AZ k+4 . Az
1‘1“ . l‘k
AR oA b AGA @A
commuta.

Es claro que hkﬂﬁei)-cohkdk_‘(lei). Ahora podemos terminar la

prueba por induccion en k.

Para k=0, h°=g°=1d y la demostracién es trivial.

Supongase ahora que k>0. Usando que b’eo-id-eob’ se obtilene b’hk“(ioi)-
’ = - ’ . tesi

=b’e hkdkﬂ(iei) hkdkuﬂm‘) sob hkdku(iou Cémo por hipétesis

inductiva %b’hkdkﬂ““’”‘ohk-;dk‘\m“"”’o' b hk“(iel)Shkc&“(lai).
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SECCION 5
CALCULO DE LA HOMOLOGIA CICLICA

En esta seccién mostraremos la existencia de una homotopia fuerte
de retraccién que induce un cuasisomorfismo, desde un comple jo mezclado
simple ae(A) a a(A) , cuando A=mkIX1/<X™> y k es un anillo conmutativo
arbitrario con 1. Como una aplicacién, calculamos la homologia ciclica
de A y los morfismos HC*(A)—E-’ HC._Z(A). Usando este resultado obtanemos
HCi"(A), Hc:(A) and HC*(A). Finalmente, mostramos que para A-S_‘ld:)(],
donde S es un sistema multiplicativo de kIX], existe un morfismo desde
GCA> a un comple jo mezclado mas sencillo CaCA>. Como una aplicaciéon

hacemos para AwkiX] y A-k[X,x_‘] los mismos calculos que antes para Am

mk[X1/<X . Algunos de estos resultados aparecen en [Bachl.

Proposicion 5.1: Sea A=k(X1/<f>, donde k es un anillo commutativo

con 1 y ruX"+ f‘n_ixn-‘-h.ﬁ fo es un pollmomio ménico de grado n. El

morfismo
h B e
Be =A — " AGA"— " AeA™" me A

esta dado por

Bs_ (1>=0
2r

B.bcx“)-—a.x“"— r.X% sl az1

Iy -
2r+1
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verifica

n

B(a @..9a >u)_ (-1)'"10a ®.¢a ®a_ e..®a
(o] ™ i.-’. 1 n o) 1—-41

Proposicion 2.3: El diagrama

b b b lb
3 3 3
AeK —E __ Aex?—B ___ Aex? B A

b b b

3 ! 3

BCA> ASK? B AR B A
b b
3 !

es un complejo doble y la familia de epimorfisgmos canénicos CA®A"— AR
es un epimorfismo de BC(A> en 3(A)norm que induce un isomorfismo de la

homologia de Totd(B(A)> en la homologia de Tot,(.B(A)hom)

Demostracién: Para probar que 3(A)h°rmes un compiejo doble y que la
familla de epimorfismos candénicos CA8A"—A@R"> es un epimorfismo de BCA)

en .‘B(A)norm , es suficiente ver que los diagramas

AQA"__B_. A®A™H AQA"_b_. AeA™ !
l l y l l
-—y B n+4 n b —n-4
AGA —— 4 A® AGA —————— A®A

conmutan, lo que es immediato. Para probar que Tot(.ﬂ(A))—»Tot(.‘B(A)norm)

es un cuasisomorfismo (d.e. Induce 1isomorfismos en las homologias)
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Demostracién: Se sabe que A es libre sobre k con base (X“)o aned

D k K K

E a™ue-1""Y ¢r ..£ 3 X PeXeX ‘o..eX "oX,
2r+4 1.1 "r A

Lo, .,1 =4
E § r

r r
donde Am ((k(),...kr):iSkjSIj U=J<r>; kozo ;‘jﬁzk&r - .jzzoij+a>. Asi

B h %=
2r+4 2r+4

n
r k. k k k.
-<—1>""Z (S NS 5 2 [7: [mxmc JoXe..oX "eXeX CeXe..eX ' tox-
4 j=0O

r A

L o,..,u =4
1 r

k. Kk ke k.,
-1eX ‘eXe..oX "eXeX eXe..eX ’

Asi
. n ko r ?f
€, B R _«xXMHu-1" Zcr. W, [ OX XX T -
2r+2 2r+1 2r+4 8 1
1 r A t=1
Lo, 0, =8
41 r
ko r ?{
—+OX OX ]-o
t=4
De la misma manera
n k, K, " .
h <x°>-<—1>'Z i f - X PexX Te...0X ToX,
2r 1 v
1 r A
L o,..,0 =1
1 r

r r
donde Am «ko""kr):iskj51j U< J<rd; k 2a ;7" k+r = 2 1j+a}. Asi
j=o j=o

11
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B h xX%=
2r 2r

n

r kK k i k k

-(—1)'2 S O ¥ 2 [mx ®eX ‘eXe..0X "oX+10X ‘oXe..0X "eXeX °+
1 r A |j=o

k, K ky Kk Kk K
16XeX “oXo..oXeX "eoXoX eX '+.+1oXeX CeX ‘eXe.ox |

Asi

Kk *H
donde el simbolo X significa que este término ha sido omitido. Los

~

r k-1 ko k . +1 k +1
sumandos no nulos de> kX T x%x.x?! x°T son aquellos en los
i=1

- k, Kk, k2+1 k +1
que k =.=k.k =n-1y k +k+i=i+a. Para que rX "X "X WX

sea no nulo es necesario que k2=...=kr=n-1 y ko+k1+1-11+a. Finalmente

ko k°+1 k k_  k
y ko-a. Usando estos hechos y que X X = X - X "X y XX

k +k k k

) ° 1. X O.X 1 se obtiene
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-k +a-1 k]

+a— i' i 4 i
gszsz'z X*>a-ax®t-p Z Z X

i.—-1
J Kk 1( k. ta i -k ¥a 1

Z Z Z kX! ooy .x]-—ax“"—

j=1 |.,=1

-I‘Zf Z[ ita—1_pi-k+a-1 x.k] PZI‘ kak—1[ n.—k+a_xt—k+a—f'x]_

i=4 i=4 k=4

Ahora

i-1 - - i-4 —_—— ——
Z kxk-1 [xl. - k+a_x‘. -k+a- 1.x]-z. kx.k-i.x\. - k+a_: kxk-!..x!. - k+a+

k=4 k=2

- ., = i -
+2:.x.k X -k+a x\.«ra-t_ixL—t.xa_'Zxk-i.x\.—k+a x.k-i L-k+a

k=2 k=2 k=4
-1 ———
Y _ita
- Xk.x" k-1
k=o
Asi

¢ B R O™=-ax** —er z_—[ ‘*a"—x""+°"1.x"]-
i=1

2r+4 2r 2

S n it —e——

—py_:rz:x“x Tkotta, ax*t p;_;r a- 1>J|c“"""1+z~zf.L = xt o re Ty

i=4 ‘k= o i=1 i=1 k=1
—pz:rzx"x""'“a -ax®” ‘—pz:r a-oxt* a1 p):r x o T gyt

i1 k=0 i=1 i=4
s X T2 e ax®tor e x®

=1
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De finicton 5.2: Sea A-HXJ/(X“), donde k es un anillo arbitrario

con 1. Se define el comple jo mezclado

nx" ! 0 nx"* 0
M P e,
[° I~ e
CeCAdm(Cs CAD,bs, ,Be d= A « - A e %o A
n—-4
1nx B.o 10

Observese que en este caso Bst(i)-O y B.2r<x°>--<a+nr>.x°“‘ d=Zasind

Nota 5.3: El complejo mezclado CsCA)> es isomorfo a la suma directa

n-4
agocgw(A) de los comple jos mezclados de k-médulos

bs®’ bs?’ be®’ be®
l 4 Béd) l 9 B;G) l 2 Béa) l 1
K —2 K « = K « S «k
(a) (a) (a)
1b°9 Béa) lbez B:a) 1b61
de™cArm(Cal <A, bal Bs] = 1 K ¢ ° Kk

definidos

por:

k «
1b;:) (a)
Be

1bé:’

Kk —2

lbé:’

k
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Cs% A d>mk bs® w0, bs><1>mn B’ w0
] 2j)+4 2) J

y, para a2t

cé‘;’cm-k bi¥ =0 Bs>

=0, Ba(é)(i)-aﬂ\j
J 2j+1 2)

Nota 5.4:- Sea A-kIX]/(Xn>, donde k es un anillo commutativo con 1.

Para cada a, 1<a<n-1, el comple jo mezclado Gs¥CA> es isomorfo a la suma

directa .goéé“"’cm de los complejos mezclados de k-médulos E.‘;“"’(A)-
-(Cé:"”(A),bé:;\),BQ:"')) definidos por:
Ce%VcadmeE® V cadmk, CEMVcAdm0 1f Jx21,21+1
2i 2i+4 i
ba%Vmo

"

(a,i)

Bs ' (1dma+ni
2\

a a
Definicion 5.5: Llamaremos grado de un monomio X ©®..0X "cA®A™
ao Clm m
(ai'<n) a la suma de los exponentes o e grdX "o..0X DH=af o..
L=0

Diremos que un elemento no nulo WeAeA" es homogeneo de grado gr(W)sr si

ao()\) a O
waL AX &.eX " Cat ON<nD
A

aOO\) a D .
con cada monomio X ®.oX de grado r

Teorema 5.6: Hay una homotopia fuerte de retraccién (G:D)p,o de

<0 I~

daCA> en GCA> tal que G, =h,.
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Demostracién: Construiremos los morfismos G:D por induccién en 1 y J.
< L+
Sea mz0. Supongamos que ya tenemos construidos G* CO=i=t)> y Gj

0W=<j<m-1>, tales que

1> 6%uR
L 2 L 3

1156 Ba - B .0Vap | L UMD
Jrd J 2.+) ) 2v+)+2 ) -1 J

(para ofi<t o i=t y 0<j<m-1)

Cconslderando fo:”-bej-o if Jm0>

a a
2.+2)

111> egz)cx“)-z,'x.x Co..0X

21 +2)

con gr(G:?(xa))- J o - a+nj
k=0
y
ad a Ol-:> aai.«zju.
9, X >uF A X Ye..0X
< a 21+2j+4
con gr(GziH(x M= 3 o - 1+a+nj
k=0

Demostracién: Sea ms2r. Como f=X", b es homogeneo de grado 0. Asi, para
definir 65" que verifique 11> and 111>, es suficiente mostrar que

para cada a, con 0<as<n-1

T2 oPB x> -8B P x® + o, X
m+ 4 m 2t+m m m-4 'm

es un borde de grado atnr. Se puede ver por calculo directo que gr(T)=
=a+nr. Por la proposicién 3.3, para ver que T es un borde sélo tenemos
que probar que Ezumu(T)-o’ Si t21 esto se deduce de que gr(TX>X(r+idn y

de que para que Ezau(W) sea distinto de 0 para un monomio
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a

a
waX %e..eX 2*'* es necesario que grdwWins (ver la definicién de Ez;u>

If tw0, usando que G:O)-F*, Bem-E B R yg R w=id, tenemos

m+d m m med’ med

z [GCO)BQ - B 6%+ e“).bam]-z E & BE-g B .3

me+d met m m m m-4 mes” mﬂ.'gmﬂ.' m m m+i m wm

Dy mg g Pp,
m m+4d

m-4 m

+ g .G

m+d m-4

Ahora si a>0, (ver 3.2) b.mcx“)-nx“"x“-nx“x“"-o en A, y si a=s0,

podemos usar que

r-41

de [a“) be <1>] =de [e“) cx"“)] =rn
m-4 m 2

Dy

m-4 m

para deducir, de la definicién de Em’ » que Emﬂ.G

1

Para m=2r+1 se puede repetir la misma demostracién que para m=2r.

Recalcamos que GEO)-E* es una equivalencia de homotopia. Asi para

cada funtor aditivo F:Ab —— Ab, P(G:O)) también lo es.

Teorema 5.7: Sea A=KIX1/<X"> e I el ideal generado por X en A.

Se Tiene:

1> HC_CA>=HC _C(k>®HC_CA,I>, donde

i . K K
>
HC, A= 2, [:?1 Ca*n J>.k]° nK (r20>

a=

D n-1 r-1
HCz:-(A’I)- [Ann(n) ]0 61 [ke [j QoArm(aﬂ)_])]] <rz0>

A



donde Anni{m) es el anulador de m in k, i.e. la m-torsién de k,

y M(m) es la suam directa de m coplas de M.

2> El morfismo S:H02r+1(A’D -+ chr—1(A’I) es la proyeccién candnica y
el morfismo S:HCzr(A) -+ chr—z(A> es el inducido por

r-—1 r-2
[jgoAnn(a+n_j)] oK ——— [jgoAnn(a+nJ)]0k dzadnd

Ca ,..,a dD,) —y (X ,..,A d,aa D
o 1 o r-2 r-4

y la proyeccién candénica Ann(n)(r) —_— Ann(n)<r_1)

Demostracién: Se lo deduce directamente del teorema 5.6 y la nota 4.3

Teorema 5.8: Let A=KIX1/<X">. Se tiene

1>a> La homologia ciclica periédica ch'r(A) es el limite inverso de

HC*(A), f.e,

-1
per k k
chru(A)-jgo [[:?1 (an+an.K]O n.k] (r20
y
or -1
HCP"CA>= (keo n <Ann<n>>,]o ® [ [1 Anncatn _j)] Crz0>
zr izo ! BT

donde (Ann(m))‘i es una copia de Ann(m).

b>El morfismo S’:HCZ:L(A) > HCZ:;(A) es Ia proyeccién candnica

y el morfismo S’:HC::r(A) -+ HCz:r(A) es inducido por

r—1
[ n Ann(a+nj>] —_— [jgoAnn<a+nJ>]ek A<a<nd
j>o -
(ao,ai,....) ——d ((ao,..,a d,a )

(a3 4



avd
y la proyeccién canénica ke [j (Arm<n))j —_— keAnn(n)

jZo
-1
- an-1>, k k k =05
2 HCZru(A)-k ®rK .jl;lr-[[:gi fa-l-n_]).k]0 n.F] r=
y
-1
— + (rz0>
chrcm-[g (Ann(n))j]O .2, [ [ Arnca nj)] r
jZr jZr

donde (Ann(l‘ﬂ))j es isomorfo a Ann(m) para todo j.

2r K 16 3D n-1 -1 K
>
3OHC" (A)= k@[ m] (] agi k@[:gom] <rz0D
y
r Nn-1
HC® " tcAd>= [Ann<n><rﬂ)]e [,g;o [agiAnn(a"'n _j)]] r20>
donde Ann(m) es el anulador de m en k, i.e. la m-torsién de k, y M(m) es

la suma directa de m copias de M.

per

- CA> y la homologia

Demostracién: 1)La homologia ciclica periédica HC

ciclica HC*(A) estan relacionadas por la sucesién exacta

0 » LimlHc €AY o HCP®"CA> o Lim HC CA> » 0
¢——i'— m+4+2, m 4—T— m+2L

(ver la seccién 3>

Es facil ver que tanto {chi(A),S} como {I{Czi'ﬂ(A),S} satisfacen la

per
m

condicién de Mittag-Leffler , Asi HC™  d(AdsLim HC  CAD.
4—7—- m+2\

La prueba se termina por calculo directo
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2)Hc:(A) esta relacionada con las homologias de Hochschild,

ciclica and ciclica periédica por el diagrama exacto

— HCP®TcA> =2, He  «a> B Homaa> L, HEPOTeay ST, He  <A> —.
m+ 4 m-4 m m m-2

[ I- l [l I-
.~ HC_ CA) S oHe > B Hwar -1, e ca> — S, K
m-—4 ™ m m

CAd>—..
2

(ver la secci6én 3), a partir del que se obtiene eldiagrama conmutativo

con filas exactas

0 4+ Coker S’ + HCTCA) 4 Ker S’ + 0
m-4 m m-2
N i 4
0 + Coker S + H CA) 9 Ker S + 0
m m m

Por la parte 1)b), deducimos de la primer fila, que para m=2r

n-4
HC CAdsker S’ -[ n (Anncn»,]e[ @ [ n Ann(a+nj)]]
2r m-2 X ) a=1

iZr iZr
Si me2r+i{, usando que k w(at+rnd.k, el ddagram resulta
Annca+rn)d
n-4 _ -4 k k
0 —oogi(eﬁnr).k — H02r+1<A) — jgr ["21 (a+nj).k]0 " —- 0
y l I
n-4 -1
a <(n-1> k e k k .
0 —’ag1(a+nr).k — k @ n.k ” [:.gi (a+anjE]e n.k — 0

donde a es la inyeccién canénica en el primer término, y ? y » son las
proyecciénes candénicas. Aplicando el lema de la serpiente obtenemos el

diagrama commutativo con filas y columnas exactas
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) 0
{ {
n-1 Kk k r -1 k k ]
0 — j['r [a?!. (azr!-n_j).k]G nk| jl:lr [:?1 (a-l*lij).k]0 n.kJ 0
nt - ("« K )
o —»agl(aﬂn\).k — H02r+1(A) E— jgr [:?1 (a+nj).k]e axl — 0
- . 4
l l lr
n-4 -1
o C(n-1> k IEd . k k R
0 BAS M k ® K - ["?1 (a-rrxr).k]Q n.k » 0
o o o

Puesto que la ultima columna se parte, también lo hace la del medio

y asi

- (m-1>_ k kK k
chru(A).k ® K Qj';'r[[';% (a+nj).k]0 n.k]

3)La cohomologia ciclica de A es la homologia del comple jo

Homk[B(E(A)),k]. Ahora, aplicando el funtor Homk( >k a la homotopia

fuerte de retraccién (G:D)1>0 de CaCAd en ECA), se obtiene una
<D <«
homot.opia fuerte Homk(G* ,k> , con Homk(G N k) un cuasisomorfismo
iz0

e o ¢ , en o Ce k). Asi, por notas 4.3 y 4.4,
d H mk(C(A) k> H mk(C CADk). Ast las t la

cohomologia ciclica de A es la cohomologia del comple jo de cocadenas

n-4
~(a, i) ~(0)

[ag‘ X :OHomk [B(Gs (A)),k] ] Ollc»mk [B(Ca (A)),k] .

R4



Ahora la prueba se obtiene por calculo directo

De finicion 5.9: Sea S un subconjunto multiplicativo de kX vy

A=sST'KIX]. Definimos el comple jo mezclado

l l l l

— 0 ¢ A ¢ A
~ L o, I°
CeCAdm(Cs CA,bs ,Bs >m A « S A

b, 1

> é— O —— O
+

|

10

como
Cso(A)=Cal(A)=A, Csj(A)ﬂO si §22

bs*=0

Beo[ P ]--[ g ]’- QP-P’Q | Be =0 =1 J21

Lema 3.ro: El comple jo

0 £ aea X2 | aea H o, a4,

donde TXD> significa multiplicar por TCXDO=18X-X®1, es una resolucién
Ae—proyecuva de A.
s s

Demostracién: Se lo deduce de que los morfismos A -i» A®A y A®A -—1» A®A

definidos por
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Q
y
Asadebalic=as

son una homotopia de retraccién.

h
"
Propostcion s.rx: La familia C.(A) —_— Ca*(A) de A€-morfismos

dada por

h
A———"—.A-iA

— h1 — P P »
A€A —— A, definida por h [m_o_]-- [T]

. h
A®A’ —1 , 0, la aplicacién nula (j20D.

es un morfismo de E.(A) en Eo.(A) que induce cuasisomorfismos en las

homologias de Hochschild y ciclica.

Demostracién:Es facil ver que h. es un morfismo de E*(A) .en E.*CA). Para

ver que

h
»”
(C CAd,b > ———+ (Ce CAD,bs >

es un cuasisomorfismo es suficiente observar que E* esta Inducida por

el morfismo h* de resoluciones Ae-proyectivas

] . > _ » »
2, AeRZer -2, Aexea —27, Aea —P7, A
Lh, Ih, TOO r =
> 0 » AGA — =2, AeA —H 4 A
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dado por

h =Id
(o]
P 1 1 eQ - QeP
h*[1 Q 1]"[6 Q] TeX - XoT]"
1.1 " i-ist oy j-t-1 K St b et gi-t—1
. P .Q. « X ®X b P Q. « X ®X b
") | 2 ooz ) neZ
i, j=o - i,j=o0

i< >

Corolario 5.12: Sea S es un subconjunto multiplicativo de kiX,

A-S-‘k[)ﬂ,y d:A 4 A la derivada con respecto a X, Se tiene

1ad “sz(‘“)"a%ﬁ' <rz0>
HCO CAD=A

Yy
HCZPCA)=ker(d(A)) (r21)

b> Los morfismos S:HC CA> » HC C(A> y S:HC CA> + HC_ <CA>
2r+4 2r 2r+2 2r

(rz1> son las identitidades, y el morfismo S:HCz(A) + HCo(A) es la

inclusién canénica

2> La homologia ciclica periédica es

per " A
O ra AI7HG, (AT

Hc::'cm-ﬂcz<A>-ker<d<A>>

3> HC_ CADSHC  CAd>m0 (r>1> y HC CAd>mH (Ad=A
2r 2r+4 1 1



Demostracién: Se lo obtiene por calculo directo.

Corolartio 5.13: Sl k contiene un cuerpo y A-S_‘k[x.],

HC _CA> = k[u]oV‘OW*

donde kful es el algebra conmutativa graduada generada por un elemento u

de grado 2, V =V &V con V =kerd{dC(A)) y V =A/Im(dCA)Y), y W =W con
* O 4 o 1 ® O

WO-A/ker(d(A)).

Corolario 5.r4: Si A=kiX],

per - - k -1 -
chru(A) HCZrﬂ.cA> j91 ]T.X ,HCO(A) A vy

HCP® CA>=HC_ CAdm @ Annc DX (r21>
2r 2r }JZ0

Demostracién: Se lo obtiene de 3.ra.

Corolarto 5.15: St A=KIX,X 11,

per k j-1
HCZY CAdeHC,  (Adm.9  =pX'™ HC CAdmA y

HCP " CA>mHC CAdm @ AnnCP.X Cr21)
2r 2r 1€Z

Demostracién: Se lo obtiene de 3.ra.

De fintcton 5.16: Dado acZ se define Cs¥ como el comple jo mezlado

de k-médulos
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| | |
0 « 0 ¢ k ¢ k
(a) (a) , (a) _ (a) 'l' 'l' a 'l'o
Ce w(Cs_ ,bs ,Bs D= 0 K & k
“* L] L]
| |°
a
K e———— k
10
k
donde
CeVmCeVmk, Ca¥m0 si 2, be_=0, Bs (1)ma, Bs =0 se j>1
(o] 1 J L (o] J

~ ~ ~ “~ Lo ~(a)
Nota 5.1r7: CeCkIXD= agicé‘”«:(k) y CedkiX,X'Dx o Cs

Teorema 5.18: Sea A=kiX]. Se tiene:

HC® ™ cAde [] Annc DX, HC®CAI=KIIXT] y HC* CAdm |y jﬁk-.xj 21>

jZ4 jZo

Demostracién: Se puede repetir la misma demostracién que en el teorema

5.8, parte 3.

Teorema 5.19: Sea A=kIX,X '1. Se tiene:

HC® " cA>m 1 Ann<D.X, HC® A =KX, X" y HC* cAd= 1 jﬁk-.x" rz1>
jez iez 7
Demostracién: Se puede repetir la misma demostracién que en el teorema

5.8, parte 3).
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SECCION 6

RESULTADOS FINALES

En esta seccién obtenemos una expresién de la homologia ciclica de
DIXOA<X™>, DIXa y D[X,X-1] en funcién de las homologias ciclica y de
Hochschild de D, cuando D es una k-algebra, con k un anillo commutativo

conteniendo a un cuerpo.

Comenzamos con la siguiente definicién

De finicton 6.1r: El céno de un morfismo de cémple jos

g*:(A*,b*) — (A;,b;) es el céomple jo C(g*)s(c*(g*),d*), donde

C <g,0=A ®A’

y
d

n
C g —T o ¢ g

esta definido por d C(a ,a’ D= [b Ca J,g Ca d>-b’ca’ )]
n N ned n-4 n n n n N+

Proposicion 6.2: Si

£ e
& L ]
0 4+ CALbY> ———— CA_,b > ——— CAZ,bI> 4 0

es una sucesién exacta corta de complejos, el morfismo

a*
Ay, —— C <),

definido por an(a:)n(fh(a:),O) es un cuasisomorfismo.

Nota &.3: Sean AmKIX1<X™> y ﬁ-(M*,b*,B*) comple jos mezclados. De

las Notas 5.3 y 5.4 se deduce que
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Al H Ao bl s
EacAmM-[ o .o G ’<A)9M]o[cé°’<A)eM],

donde CGsCAD> es el comple jo mezclado de s5.2.

Proposicion 6.4: Sean AmKIX)<X™> y ﬁ-(M*,b.,B*) coOmple jos
mezclados. Para cada a21 el complejo de cadana asociado al cémplejo

~(a, L)
-]

C CA>86M es el cono del morfismo

2, M, ,d o21] ——— M, d, 21421,

” B
donde
(a,l)
T M - M
¢m jgo m-21-2) jgi m-2i-2)

esta definida por

Ve o ...>-<a+1n)s;°""

. > . » Ca .y . ,...) -
m m—21L m-2(i+4) m-21L m-2(1+41)

=Ca+in).Ca

. » a , pece
m—2(i+4) m-2{(1+2)

Demostracién: Es trivial.

Teorema 6.5: Sea k un anillo commutativo con 1, contenienda a un

cuerpo y p la caracteristica de k. Para cada k-algebra D se tiene:

1> Si p divide a n

avpd <n-npd

HC <D[x1/<x“>>-[.g HC .(D)] o[.g H .(D)] :
t =0 t=) 1Z0O t-2) .

donde M(m) es la suma directa de m copias de M, y la aplicacién
S:HC" MDIXIAX™D> » HCt_z(D[X]/(X">) es el morfismo inducido por las

aplicaciones S:HC'__jCD) —_— Hct__ D> <(j20> vy los morfismos nulos

H D> — H = D> J20
2j t-2j-2
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2> S1 p no divide a n

-1
HC <DIXI/<X">>=HC <Dde| @ & CHC (DdXeHC = D> |e| & H ,(D)] »
t t a=4] . t-2) t-2)-41 . t-2)
i<Ba j<Ca

donde Ba={j=0:p divide a a+nj>, Ca={(j20:p no divide a a+nj> y la
aplicacién SHC DIXIAX™>) » HC, _ (DIXI/AX™>)> es el morfismo inducido
por las aplicaciones S:HC;-j(D> —_— ch.-j—zq)) (j20> y los morfismos

nulos H (MO —— H = (D> (j=0O.
t-2j t-2j-2

2)

Demostracién: D[X]/(Xn>-D0kk[)C]/(X">. Asi, por las proposiciones 1.2

y 3.5, ¥y las notas 5.3 y 5.4, se tiene
HC, <r>r1\|cJ/<x">>-m:'L [&ck[m«x"»o?:co)] =HC, [ée(kl)ﬂ/()("))@a(b)] -

-1 1 “~ “~
- [ e, 8 HC, [ é‘"""<1<[x3/<x“>>«;»c<1>>]]e»m:t [ .‘;°’<k[x1/<x“>>eccb>].

Ahora la prueba se termina facilmente usando las proposciones 5.2 y 5.4.

Teorema 6.6: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un

cuerpo y p la caracteristica de k. Para cada k-algebra D se tiene

1> Si p divide a n

<avpd <n-n/p>

HC‘(D[XJ/<X">>-[,§ HG“%D,D")] o[.g H"_Zj(D,D*>] ,
Jzo jZo

<amd
donde M es la suma directa de m copias de M

2) Si p no divide a n

n-4 . . .
HC"(D[X]/(X"))-HC‘(D)@[ 91[ e HC ¥ mreHc " 2 |e| o H"z’cm] ,
j€Ba jeCa
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donde Bas{j>0:p divide a a+nj), Cam{jZ0:p no divide a a+nj>

Demostracién: La cohomologia ciclica de DIXIXX™> es la homologia del

comple jo

Homk [B(E(D[X]/O("))),k]. Ahora, aplicando el funtor Homkc k) a la

homotopia fuerte de contraccién (G:D)i>0 de ?:a<k1)o/<x“>>o?:cb> a

Ecom«x"», obtanemos una homotopia fuerte de contraccién

, con Hom.k(G:O),k) un cuasisomorfismo de

]120
Hom, [E(D[XJ/(X“»,k] en Hom, [Eack[)a«x“»eé(b),k]. Asi, por las notas

5.3 y 5.4, la cohomologia ciclica de A es la homologia del comple jo

n-1

~(a,i) Ny ~(0) ne 2y
[ag»1 _@_Hom, [B [Cs CKIXDA<X >ec<b>] ,k]]eﬂomk [B [Cs CKIX1/<X >oc<|>>] ,k]

18

Ahora la prueba se termina por calculo directo

Nota 6.7: Sea D un Algebra sobre un cuerpo k y P un polinomio

con coeficientes en k. Es facil ver que si

n1 n
PalX-a > "..(X-a >
41 m

m

en la clausura algebraica de k,

m n,
HC, (DDXA/<P>>= & HC, CDIXI <X >

m n,
HG*(D[XJ/<P> dm ; Q‘HC*(D[)C]/(X 3

Nota 6.8: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un
cuerpo k’ y S el subconjunto multiplicativo de kiX] generado por

X-b)> _ , con be k’. Para A=ST kX3, CeCA)> es isomorfo a la suma
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directa Cdo9 [aeicéa)]Q[C(k)[ﬂé [691(3;0')]] » donde M(I> es la suma

directa de #dI> coplas de M. (para las definiciones de Gekd y Gs¥ ver

p.7 y definition 5.16).

Demostracién: Es una consecuencia directa de que

es una base de A=sS *KIX].

Proposicion 6.9: Sea k un anillo commutative con 1, conteniendo a
un cuerpo k’, S el subconjunto multiplicativo de kIX1 generado por
—1 P
(x-bi.)i.el ,» con b_Lek’, A=S kiX] y M-(M*,b*,B*) un comple jo mezclado.

Para cada azi el complejo de cadena asoclado a Ge®eM es el cono del

(o) ™~ ~ a)
morfismo ¢ %M, .d> — ¢ M[,d >2), donde ¢ %: @M . —

jgtMm—zj
esta definida por

-~ (a)

(a)
¢ Ca , o s oma s < , o 5. |ma.Ca T | L pesd
m m m-2 m m m-2 m-=2(1L+4) m-2(1+2)

Demostracién: Es trivial.
Theorem 6.ro: Sea k un anillo commutative con 1, conteniendo a
un cuerpo k’, S el subconjunto multiplicativo de kIX1 generado por

<x_bi.)i. el ’ Con b,Lek’ y p la caracteristica de k. Para cada k-algebra D

se tiene:
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1>HC (S_*D[X])-HC (D)e[ -] [HC (D>®HC (D)] ]@[ & [H (D)] ]@
t t . t t-¢ a . t a
jieB jeC

ol o HC el e [HC CD>SHC (D)] ol o [H (D)] ,
(=3 t-1 . t t-1 a . t a A
jeB jeC i

donde B={a2i:p divide a a), C={a21:p no divide a a) y donde M.i es

isomorfo a M para cada k-médulo M y cada subindice j.

2)La aplicacién S:HCL<S'1D[XJ) - Hct_2<s"mxn> es el morfismo inducido
por las aplicaciones S:HC"(D) -— Hct-z(D)’ S:HCt-1(D) -— HC"_S(D)

y el morfismo nulo H'_(D) — Ht.—z([»’

Demostracién: Se puede repetir la prueba del teorema 6.5 o usar [K,3.2]

Teorema 6.rr: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un
cuerpo k’, S el subconjunto multiplicativo de kIX] generado por

(X—bt), » con b e k’y p la caracteristica de k. Para cada k-algebra D
i i

€I

se tiene:

HC'<s™ pIxay=HC DY | [Hc‘cmeuc“‘cb)]a o [H‘(D)]a ®
i<B jeC

of o |HC''wmde| [HC‘(D)eHG‘“‘(D)] ol o [H‘(D)] ,
LEI . a . a .
j<B jeC i

donde B={(a>1:p divide a a), C=(a21:p no divide a a)> y donde Mj es

isomorfo a M para cada k—médule M y cada subindice j.

Demostracién: Se puede repetir la prueba del teorema 5.6.
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