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INTRODUCCION

En 1983 Comes [C] definió la cohomologia ciclica HC*(A) de un

álgebra A sobre un cuerpo k de caracteristica cero para estudiar los

invariantes del espacio de hojas de una variedad follada.

Existe una coneadónmuy fuerte entre esta teoria, la cohomologiade

Hochschild y la homolocia de de Rham. Mas precisamente hay una sucesión

exacta periódica

<1) "FE. H“<A,A’>—Lo¡{d‘un-5.. "d‘una-¿o H"“<A,A*)_1. Hc"*‘CA>—S.....

El morfismo S le permitió definir una teoria periódica

HP"<A>-11mHamaca
i.

Si A es el anillo de funciones diferenciables sobre una variedad V

n fi
HP (Am-H (V,C),

a.
donde H (V,C) es la cohomologia de de Rham de V

En este sentido HPnCA),la cual existe aun si A es no commutativo

(por ejemplo la diu-álgebra de una foliación) Juega el rol de la

cohomologia. Esto le permite a Connes definir las clases de Chern de una

foliación y dar una fórmula explicita para el indice de un operador

eliptico sobre una foliación.

En el mismo año Tsygan [T] definió la teoria dual, es decir la

homologiacíclica y probó que esta teoria está relacionada con la

homologia de álgebras de Lie. Más precisamente el estableció que si A es

una k-álgebra con k un cuerpo de caracteristica cero

<2) HC:_1(A)-PrimH:i'°(gl(A),k>,

donde glCA)-Lim(gln(A) —o glnHCA)) es el álgebra de Lie de Matrices y
ñ

Prim es la parte primitiva.



Asi la homologia ciciica apareció ai mismo tiempo en dos campos

diferentes. Un año después Loday y Quiiien definieron la homologia

cíclica para álgebras sobre un anillo commutativo arbitrario en su

célebre trabajo [L-Q].Alli definieron un producto

(3) HCnCANCCHmCA)—o HC (A)n+m+1

estableciendo además independientemente de Tsygan, ia fórmula (i) y que

la aplicación de estabilización

¡{.(gl(A),k) —o ¡{.(gi (A),k)
l. h - L 71*!

es un isomorfismo para iSn y tiene conúcieo O"_‘(A)/d(fln-2(A)) para
i-n+1.

En ei contexto de la homologia ia sucesión exacta (i) queda

reemplazada por

(4) ¡{.(A) —1bHC(A) —s-oHC (A) —B0H (A) —1t HC (A)á ú-z t-g i-i

La fórmula <2) es análoga al teorema de Miinor-Moore que afirma que

KnCA)oQg’rimHn(GL(A),Q)

Por esta razón Tsygan denotó a HCn_‘(A)como K;(A) y lo llamó teoria k
aditiva de A. Con esta nueva notación ei producto definido en [L-Q]

aplica K;(A)XK;‘(A) en K (A) quedando con una graduación más
natural. Este producto tiene las mismas propiedades que ei de la teoria

k aigebraica. Aqui ei rol de ia teoria k de Miinor es Jugado por

0"(A>/d(0"_1(A)>SHCn(A).Con esta analogia el teorema de estabilización
mencionado más arriba es ei análogo aditivo de un teorema de Susiin para

KnCAlHay en realidad todo un diccionario que relaciona ia homologia

ciciica y la teoria k aigebraica: El grupo lineal es reemplazado por el

álgebra de Lie de matrices, el grupo formal muitaipiicativo Gm por el



71-1
aditivo Ga, K': por OnCA)/d(0 (A)) , la operación ¡fly-xy por x+y ,
el determinante por la traza, etc.

Más importante aún que este paralelismo es la existencia de

aplicaciones naturales de los grupos K en variaciones de los de la

homologia ciclica (para las definiciones ver la sección 3). Más

precisamente en [Ki] Karoubi construyó caracteres de Chern

ch :K (A) ——. LimHC ,(A),n n n+2t
en [G] Goodwillie definió un morfismo

y :K (A) —o HC (A)ñ h h

y en [W]Weibel, definió, para k-G, aplicaciones

c :KV(A) _. HcP°'(A> y v :muc (A) —. HC (A) ,n n n n n n-i

donde KV designa a los grupos de la teoria K de Kroubi, Nobile y

Villamayor y nilK a los grupos K nilpotentes (ver (WD, mostrando

además que los diagramas

D ch
K (A) -—"—.H (A) K (A) " 4 Lim nc .(A)

n n n n+2L

1’" 1- 1’" l
Hc‘u) —. H (A) lic-(A) -—-o HcP"<A> ——. Lim nc .(A)n n n n nf2t

donde Dh es el morfismo definido por Dennis [D] en 1975 y

KVn_‘(A)——>nilk (A)——>KnCA)—o KVnCA)

1am 1»? 1ra 1a
HCÏÏíCA)—. ch_‘<A)—. "chun—oHc:°'<A>

commutan.

Por otro lado Goodwiliie obtuvo en [G] el siguiente



Teorema.- Si A es una ¿li-álgebra e I es un ideal nilpotente de A hay

isomorfismos

nilKHCA,I)2(n(A,I)

lv" ln
HC (A,nglc‘m, I)

71-1 n

Estos resultados y el hecho de que se sospecha que la homologia

cíclica del anillo de funciones de una variedad algebralca V está

fuertemente relacionada con el tipo de singularidades de V muestra la

importancia de los calculos de la homologia ciclica. En este sentido

los trabajos más significativos son [Bach], [B], [C-G-VJ, [K-V], se

' calculan homologias ciclicas de anillos de grupos; [L] y [B-V], donde se

obtienen descomposiciones de la homologia ciclica de álgebras

commutativas, [B-O] , [K2], [k3] y [Ka], donde se establecen fórmulas de

KUnneth para la homologia cíclica, etc.

Sea D una k-álgebra commutativa y S un subconjunto multiplicativo

de kIX]. El objetivo principal de este trabajo es calcular la homologia

cíclica de DDC/0C") y S_‘D[)G en términos de las homologias de

Hochschild y cíclica de D , bajo hipótesis adecuadas.

En las secciones i, 2 y 3 damos las nociones básicas acerca de las

homologias de Hochschild y ciclica y establecemos sus principales

propiedades (para más detalles ver [K], [B-O], [L-Q] y IVD.

En la sección 4 mostramos que para A-kIXJ/<f'>, donde k es un anillo

commutativo arbitrario con unidad y f es un polinomio mónico, el

complejo de Hochschlld <C*<A>,b.> de A tiene la misma homologia que

uno más sencillo (C..(A),bn.), lo que nos permite calcular fácilmente

la homologia de Hochschild de A. Nosotros obtenemos también morfismos



F*:(Co*(A>,bo*) ——>(C.(A),b*) y E.:(C*(A),b*)—> (Ce*(A),be*) que

inducen isomorfismos inversos uno del otro en la homologia.

En la sección 5 probamos primero que, para AIRIXJ/Ot"), donde k es

un anillo commutativo arbitrario con unidad , el complejo doble BCA)norm
definido en [L-Q] puede ser reemplazado por un complejo más sencillo.

Como una aplicación obtenemos la homologia cíclica HC.(A) y los

morfismos S:HC.(A> ——> HC’thA) Esto nos per-mite calcular

fácilmente la homolo‘ia periódica HCÏ'ÏA) y las homolo‘ias ¡[6:00 y
HC’CA).Finalmente hacemos los mismos cálculos para A-S-‘kDCl.

En la sección 6 cálculamos la homologia cíclica de DDC/Oi") y

S_‘D[JCI en términos de las homologias de Hochschild y cíclica de D,

donde D es una k-álgebra commutativa con k un anillo commutativo

conteniendo a un cuerpo. Obtenemos además resultados similares para la

cohomologia y, finalmente cuando k es un cuerpo, cálculamos la homologia

y cohomologia cíclica de DDC/(P), con P un polinomio en RUC]. Todos

estos resultados son conocidos cuando k es un cuerpo de caracteristica

CGPC.



SECCION 1

HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea k un anillo conmutativo arbitrario con unidad y A una k-álgebra
o o Op 0PSe define el álgebra envolvente A de A como A IAoA , donde A es el

anillo opuesto de A (1.e.: AOP tiene el mismo grupo aditivo que A y su

producto o está definido por aah-ba). Dado naN se denota con An al
h

producto tensorial Aek...okA n vece. Es claro que A puede ser
considerado como un ¡Ao-móduloa izquierda mediante la acción

(aob)(a 9...03 )-aa omoa b
1 n 1. n

Se define la resolución canónlca de Hochschild de A como el

complejo de A°-módulos

J , I ) , ,
(1) b Ad —b> A5—b—oA4 -—b—}An —b¡ A2 ¿o ,

n b' n-ldonde A —9 A es el operador definido por

n-1 _ 1
b’Ce emos )- r (-12‘)"+a omega ames

1 n ¿:1 1 L 1+1 n

La familia de morfismos (aozAn——>A"fl roo , definida por

s (a 6...0a )-1®a 0...0a V n>0
o 1 n 1 n

es una homotopla de retracción de (1), en efecto sobN-b’so-id.

Tensorizando el complejo (1) por A sobre A. y utilizando

identificación

A9 A" ————-—-> A“.1
O

30(310. . .oan)|—o anaaioazo...oan_1

se obtiene el complejo de Hochschlld



b(2) A6—b—¡A5—b‘A‘—b-OAS—L-DA2-LOA;

bdonde el morfiemo Aln-—o And inducido por b’ resulta ser

bCa 0...03 )-b’(a 0...0a ) + (-i)". a a 0.a 0...03 .
i. n 1 n n 1 2 71-1

Su homologia
1+1 l

H.<A‘-k°r(:*2_’ Í Ï se
ImCA —. A * >

se llama la homologia de Hochschild de A con coeficientes en A. Cuando A

es playo soblre k, A" es playo sobre A. para todo n>0 y asi, en este caso

AO
H*(A)-Tor* <A,A).

Sean ahora ¡IA/k y ¡n el producto tensorial de X n veces. Para cada

1 induce un morfismo bzAOX"—-> Ao "q. El¡Ei el morfiemo bzAn—o An

complejo

<3) ...—b—-oAoX°—bo Aoï‘ —bo AQX’—bo Aoï‘ —b-o AOX—L. A,

se llama complejo de Hochschild normalizado y su homologia es La

homologia de Hochschild.En ef ecto se tiene la siguiente

Proposicion 1.1.- La familia de proyecciones canónicas

mnzAnfl-oAoï“) define un morfismo de complejos que induce unmo

isomorfismo en la homologia.

Demostración: Para cada ¡'21 se considera la sucesión exacta corta de

complejos

N2”; N:——b0 0—-D0—b0
(la) AoAzoïn-‘¿o AOA0¡n_iio Aoïn"¿o. . .-—oAon ¿o AoX¿o A

AvoX""—bL-o A032"—t¿—>Ao ""L. . .——oAoïz —b—+AoX 3-» A

7



donde los morfismos b están definidos como más arriba y N", es ei
TWO-J

submódulo de AOAJHGÏVI generado por los elementos de la forma

acaneajfloajúe.neajm con ajflek. La sucesión exacta larga de
homologia aplicada a los diagramas C’) muestra que para probar la

proposición basta ver que las sucesiones
b(n)...—.N" b :N" bfi-N“ b :N" bem-.0

n+4 rw! n92 n+1 n

son exactas; pero es fácil ver, usando que sz:+j—> Nnti1 verifican _

_- _ J' ¿ _ __
bCaemos es 0...0a, )- E (-i)a «Losa, ones es anos, +

o 1+1 1+2 J+n ,t_o o 1. ¡.1-1 3+1 1+2 vn

j+n-1 i+ z (-03 0.33, oa oueaa 0.33.
. . O 1+1 1+2 I. ¡.14 yn' L=J+2

que la familia de morfismos (a :N".—} N" , I} definida poro nu un“. J_.O

e ( a o . "oa. o a. amas >siea 0...0a. 0a, amos V JZO
o 0 JM. J + 2 3+ n o pl. 1+2 J+n

es una homotopia de retracción de C").

EL!Producto bara jado

Recordamos que una A-álgebra diferencial graduada estrictamente

commutativa es un complejo de A-móduios

Junto con operaciones

AXA. —>=A. . (LJZO)
L J ' t+J

que convierten a AoeA‘oAzeAse...en un anillo estrictamente commutativo

graduado (Le. si a_eA_ y a_eA, a,a_-(-1)H"a,a_ y <a,)z-0 si i
u. 1. J J t J J‘- "

es impar) y que verifican



<4) d. .<a_a.>-d.<a,>a_+<—1>‘a,d,<a_>
1.91 LJ |- l- .I 1-.) J

Es fácil ver, usando la fórmula (4), que en un algebra diferencial

graduada estrictamente commutativa el producto de dos ciclos es un ciclo

y el producto de un ciclo por un borde es un borde. Asi el producto del

algebra induce un producto en la homologia que convierte a H.(A)-H°<A)e

0H‘(A)9H2(A)0...es una A-álgebra graduada estrictamente commutativa.

Teorema 1.2.- Sea A una Int-álgebra commutativa. La operación definida

por

(aaa 0...08 )!(a-'ea emoa
1 p p+1

)- s (a) aa’oa emos
¡”q E g [pq a"<1> a“<p+q>]

úondé'ïïfifiüeumaes tomada sobre el conjunto qu de las permutaciones a de

(i,...,p+q) que verifican a(1)<...<a(p) y a(p+i)<...<o(p+q)

convierte tanto a1 complejo de Hochschild como al de Hochschild

normalizado en una A-álgebra diferencial graduada estrictamente

commutativa. Asi la Homologia de Hochschild Hq¡'(A) de un álgebra

commutativa A con coeficientes en A tiene una estructura natural de

álgebra graduada estrictamente commutativa.

Demostración: Se hace por cálculo directo.

Derivaciones

Sea A una k-álcebra y M un A-módulo a izquierda. Una derivación de

A sobre ken M es una aplicación k-lineal dzA-—> M que verifica

(5) dCab)-ad(b)+bd(a)

Es fácil ver que {ae-A:dCa)-O> es un subanillo de A. Observese que esto



implica que d restringido a k es nula. Al' conjunto de las k-denivaaionea

de A en M se lo nota DerkCA,M). Sea ZCA) el centro de A.

La operación definida por

(ad1+d2)(b)-ad‘<b)+d2(b> V an<A>, beA, d‘,d2eDerk(A,M)

convierte a DerkCA,M)en un ZCA)-módu.lo.

Observación 1.3.-Se verifican:

1) Dado el morfismo f:M —>N de A-módulos queda definido el morfismo de

ZCA>-módulos

DerRCA,M)———> DerkCA,N)
d,L A fd

' 2) Dado un morflsmo 42A —> B de k-álgebras y un B-módulo M queda

definido el morfismo de ZCA)-módulos

DerkCB,M)——> DerRCA,ÓM),
d} 7‘ dd

M denota al grupo abeuano M con la estructura de A-módulodonde
45

definida por am-@(a)m VaeA y VmeM.

Sea A una k-álgebra. Denotemos por I al núcleo del epimorflsmo de

A°-módu.los u:AOA°p———>A , definido por pCaob)-ab. Se considerará a I,

A y A. como A-módulos a izquierda mediante las estructuras inducidas por

A —> Avop. Se define un mórfismo de k-módulos T:A —o I mediante
a|—+ ao! 

n h n n

T<a>-1oa-a01. La igualdad z; aeb, - z: a.b.91+ z ai [1ebi-b¿91]- z; aibtel+
í.=l. L t i.=1 t L t=1 i.=l.h

+ EaiTCh‘) muestra que si A_está generado como k-módulo por (ceja ,¿:1

I está generado como A-módulo por TCaj>‘(jeJl Se demuestra por cálculo
directo que

(6) TCab)-bT(a)+aT(b)+T(b)T(a) V a,bcA

Asi si la familia (aj)j‘EJ genera a A como k-álgebra, T(aj) (jej) genera

10



a I como ideal.

Denotemos por OCA)al A-módulo I/I2 y por dA:A ——o (KA) a la

composición del k-morfiemo T:A -o I con la proyección canónica 11:1-> I/I2

Es fácil ver usando la fórmula (6) que dA es una derivación. Al A-módulo

OCA)se lo llama el'A-módulo de diferenciales de A y a d‘ se la denomina
la diferencial canónica. A veces, cuando no haya peligro de confusion

usaremos el simbolo d en lugar de dA.

Teorema _I.4.-Para cada derivación d’:A—o M estte un único

morfismo de A-módulos {20(A) ——’ M tai que el diagrama

d)

conmuta.

Demostración: La composición pzl ——>A de la inclusión canónica

I ——oAQAOP con el A-morfismo A0A°P—o A , restringida a Iz es nula
aobl-a adCb)

En efecto p<<i®a-aoi)(iob-boi))-p(10ab-b0a-aob+aboi)-d(ab)-bd(a)-ad(b)-0

Asi define un A-morfismo f:Q(A) —-—oM . Es fácil ver que fdA-d'. La

unicidad se deduce de que dACA)genera OCA)como A-módulo.

Corolario 1.5: DerRCA,M)giomA(Q(A),M)

Dado un morfismo de pzA—-o B de k-álgebras se define

n(p):Q(A) —+ (KB) como el único morfismo de A-móduios que hace

conmutativo al diagrama

A__’°———.B
d d

A B
OCA)——‘M—O m3)

Es claro que si pzA-——> B y sz —9 C son morfismos de

11



k-ál bge ras ncwp)-n(w)0<p) y que (Kia-in“).

Definicion 1.6: Sea A un anillo commutativo. Dado néN se define el

n-esimo módulo de diferenciales de A, (PCA) como la n-ésima potencia

exterior A:0(A> de OCA)sobre A.
La aplicación

(AXA)X...X(AXA) : n“"<A>
((a ,b ),. . . ,(a ,b )) |-——-o dCa . . .a >Ad<b)A...Ad(b)1 1 n n 1 n 1 n

induce la aplicación

n-fl<AoA>X...X(AoA) : 0 (A)
((a ob ),. . . ,(a ob ))|——> d<a . . .a )AdCb)A...Ad(b>1 1 n n 1 n 1. n

Su restricción a IX...)CI se anula en los elementos de la forma

(acuaan) con algún aísla. En efecto hasta comprobarlo para los
elementos de la forma

(a T(b ),...,a_T(b,)T(c,),...,a T(b ))
1 1 L L L n n

.(a T(b ),...,a.T(b.c,)-a,b_T(c,)-a,c_T(b,>,...,a T(b >>.
1 i L L L L L L L L L n n

Para ello es suficiente ver que

d(a ...a )AdCb )A...Ad(b.C.)/\...Ab(b )
i n i L L n

-d(a ...a )AdCb >A...Ad(b,)A.../\b(b )
1 n i L h

-d(a ...a )AdCb )A...Ad(C.)A...Ab(b )‘0,
1 n 1 L n

lo que se comprueba fácilmente usando que dCab>-ad(b)+bd(a). Asi queda

definida la función

ncA)x...xn<A> a n""<A>
(a d(b >A.. .Aa d(b )¡_—— dCa ...a >Ad<b>A...Ad<b>i 1 n n 1 n 1 n

Comoesta función es A-multilineal alternada queda definido el morfismo

«129%» .. n"“<A>. dado por d:Cad(b1)A...AdCbn))-d(a)Ad(b‘)A...Ad(bn)

12



A veces, cuando no haya peligro de confusión usaremos el simbolo d" en
h

lugar de dA.

Teorema 1.7.-Sea A un anillo commutativo. La sucesión de morfismos

d° 1 d‘ 2 d2 a d’ 4 d‘<7)A_—. nun___. nm)_. OCA)__. nun .—_.
junto con las operaciones

n‘cnxnju) —"—. OhjCA)

definidas por

(adcb‘>A...Ad<b'¿>]A[anclch >A...Ad<bw>)
=aa’d(b >A...Ad(b.)l\d(b_ >A...Ad(b_ .)

1 1. 1.44 ¡.91

es una A-álgebra diferencial graduada estrictamente commutativa (aqui
0

n°<A>denota a A y A —d. n‘cm a la diferencial canónica)

Demostración: Es trivial

A1 complejo (7) se lo denomina complejo de de Rham de A y a su

homologia “Snow , la homologia de de Rham de A.

Sea A un anillo commutativo. La aplicación

AeX
d':A——9 H‘<A>-———b<AoX2>

definida por d'(a>-1®a es una k-derlvación. En efecto, como b(10aeb)

-aeb-1oab+bea , d’(ab> - 135 - aZT'Bïe+bÏTÜa - ad’Cb)+bd’(a).Asi queda

inducido un morflsmo de A-módulos

y‘mm) ———> H‘CA),

dado por y‘Cad<b>)-a95.

Por otro lado, como 1.acomposición del A-morfismo szQX —p (KA),

dado por w(aob)-ad(b) con el morfiamo b:AO¡2—o AOX es igual a cero,
queda definida una aplicación H1CA)——> OCA), que es claramente

13



inversa de 71. Se tiene asi probado que 7‘ es un isomorfismo. Usando

ahora que el producto barajado es estrictamente commutativo se comprueba

fácilmente que para cada ndN la aplicación

0CA)X...XQ(A) 4 H (A)
fl

(a dCb>A...Aa d<b >|———. y‘ca d<b )fi...*y‘(a dCb>1 1 n n 1 1 n n

es A-muitilineai alternada e induce por lo tanto el morfismo de
A-módulos

h ñ
y :0 (A) —-—_o HnCA),

dado por y"(a dCa >A...Ad(a >)-(a 0a >Ih<iOa>1l...*(10a ).o 1 n o 1 2 n

Es claro que la aplicación

7.- g yn-g OnCA)_—» H (A)n_o 'n_o n20 n

es un morfismo de álgebras graduadas.

Es sabido que cuando A es el anillo de funciones algebraicas de una

variedad no singular sobre un cuerpo perfecto k, y. es un isomorfismo

(ver [H-C-RJ).Por otro lado cuando k contiene a Q se puede definir un

morfismo de complejos

...——b—.Aoï"—b. AoX‘—b—-oAoX’¿o Así: ¿a Así JA A,

...—°. msm) —°. 0‘“) —°. n’un ——°+02“) —2. n‘cm L

n 1
poniendo y (aos...0an>-—n!- aod(al)A...Ad<an) . En efecto

n Ii. 'nfl.

Hb<a¿0n-Gan>-u[iz-If 1) ace...ea‘a‘flo...oan+ ( 1)l amlaoe...0an]

1 " i.

-—n!- (-1) aod(a1>A...AdCaiaifl)A...Ad(anfl)+i=1

n+1

+ (-1) anflaodCai)A...Ad(an)]

14



1 " a

-—nr [gg-1) a°d<at)A...A [atdünifl >+a¡_w1d(a1>JA...Nt:l(am1>+

+ <-1>"“a a dCa >A...Ad<a>]-o
¡"1+1 O 1 n

Es immediato que y. induce en La homologia una retracción de 7*.

Asi en este caso O"(A) es un sumando directo de HnCA) V néN.

15



SECCION 2

HOMOLOGIA CICLICA

Sea k un anillo commutativo arbitrario con unidad y A una k-álgebra

Se denota con t al endomorfismo de Ah definido por tCaOG...®an_1)

-(-1)"_1an_‘ea°e. . .aa , y con N a la correspondiente norma 1+t+t2+n-z
+...+t,"".

Teorema 2.1.- El diagrama

1h 1-1:' lb l-b ' lb l-b ’
As: 1-t As: N As: 1-t Así N A9: 1-t A9: 1-t

lb la,» lb 1-1,» lb 1+»BCA):
A2: 1 t A2: N A2: 1-t A2: N A21 1-t A2: 1-t

lb l-b’ lb l-b’ lb l-b’
A t 1-t' A t N A c 1_t' A : N A ; 1-t' A : I-t'

que tiene en las columnas pares al complejo de Hochschild y en las

columnas impares al inverso aditivo de la resolución canónica de

Hochschild es un complejo doble.

Demostración: Sea j:AM1—oA" el morflsmo definido por JCaoo...0an)
+1

IC-i)"<ana°9...oan_l> . Sobre Ah valen las igualdades
n . .

b-Z t'\.Jt'ñ-l.
i=o

Y

n-i L Jw-¿zt Jt,“‘
i.=o

Asi

n , _ n ¡1-1, , n n-A . n-l. n .

Nb-<1+t,+...+t,“">[Z t‘Jt'HJ-z Z t,""Jt,“"-2: z tkjtn-t- 2: 2: Uy,“i=0 t=ok=o i=0k=0 L=ok=o

16



n-I. n . _ k n-i. _ .

- E 63€“ -[;: 6110"]<1+t+...+t,“">-b'Ni=ok=o i=o

y

n i. “4' n . . ñ . . "-1 . .
b<1—t,>-[2: t. Jt ]<1-t.>-z: L‘Jtm- z: t‘Jt,"""- Z t‘Jt,""+t,"_1t,°i.:0 i.=0 i.:0 i.:0

n i. nu-L "" i. n-i. n" tu n-i. " # '
-2: t,Jt. -¿': t,Jt -Zt. jt «143?: t.JUHJ-a-ob'i.=0t=o ¿:0 ¿:0

Recordemos que a cada complejo doble

V V V V V V

bso H bs; H bs: H lbas H Jb94 H JbSG H
* b2‘ b22 v b29 b b bA 4-— A L A : A : 2‘ A %25 A ‘ 2‘20 21 22 29 24 25

bv V bv bV bv bV
20 H 21 H 22 H 28 H 24 H 25 H

fi ‘ bli. v 12 V bss bl‘ b15 b 6
4——————A ‘ A : A : A : A ; ‘10 11 12 13 14 15

b” bv bv b” b” bv
10 H 11 H J 12 H LS H 1‘ H 15 H

‘ b01 ' b02 ' bos b04 bos b06A e—— A A A A A : A : A :OO OI. 02 OS 04 05

denotase le asigna un complejo, que se llama complejo total de .21y se

TotCJd), definido por

Tosca)": Q. A..
L+J=n ¡.J

dzTOLCsz)—> TobCfl) ,n n-l.

d(x ,x ,.., >
n,0 n-1,1 0,11

-<b" (x >+b" (x >,... b" (x >+b" (x >n,o 11,0 n-1,1 n-1.1 1,n-1 Ln-i 0m om

Se define la homologia cíclica HC.(A) como

complejo total Tob<8<A>>do ‘6(A>.
4?

la homología del



A continuación mostraremos que el complejo BCA) puede ser

reemplazado por otros que muchas veces son más simples.

Proposicion 2.2: TotC8<A>> es homotópicamente equivalente a

Tot<3<A>> , donde .‘B(A)es el complejo doble

b lb lb
s B Aa.»L B A

b
4

>(———>«-—'>e——>(.__

h+1
con BzAn——>A definido por B-(i-tJeoN.

Demostración: Las igualdades

BB- (1-t>¿‘ N (1-t)c N I'd-tds N(1-t) e N-Oo o o o

bB+Bb=b(1-t)c N+(1-t)c Nb-(i-b)b’c N+(1-t.)c b’N-(i-t)(b’€ +5 b’)N0 0 0 0 O 0

-(1-b)N-0

muestran que SCA) es un complejo doble.

Sean ahora

p :Tob(3(A))———-o Tot(8(A>>ñ n n

w:TotCBCA)> Totc‘BCADin n ¿k n

los morflsmos definidos por

pn(xn,xn_2,...)-(xn,coN(xn_2),un_2,coN(un_4),...)

¿a



w (x ,x ,...>-(x +(1-t>b’(x >,x <1-t)b’(x ),...)n n n-z n 11-1 n-z n-S

Se comprueba por cálculo directo que p*-(pn)n2° y vis-(wn>n2° son

morfismos de complejos y que (1-w*p*)z-0 , lo que implica que

(zw.- w.p .w4">401"mid Asi p. es una sección. Para terminar la

demostración basta ver que la familia de morfismos

[a :Tot(3(A)) ——-—————-—>TotCÜCA)) ]n n n44 20

def inicia por

a (x ,x ,.-..)-<0,-c (x ),0,-e: (x ),...)n n n-z o n-1 o n-a

es una homotopia de retracción de 1d en piw,’ , lo que se comprueba
directamente.

714-1El morfismo B:A"—o A está dado por
n .

BCa enga >- 2 (—1>‘“1ea.o...eaoa enga, +0 ñ _ L n 0 L-lL=1
(i.+1.)n

h
+ E (-1)

i.=1
a. 0103.0...0a ea 0...08, .

L-I. L n o x-z

En efecto,
n .

B<a o...» >-<1-t,>.-:N<a o...» >-(1-b)a [ r, <—1>‘"a.o..oaoa asa, ]o n o o n o ¡“:1 L n o L-i
n . n .

(1-t.>[ z (-1)‘"1oa,e..ea ea euoa, ]- g (—1>‘"1oa.e...eaoa e...oa_ +_ l. n o L-I. , t n o L-iL=1 t=1
n .

+ z (_1)(L+1)n
¿:1

a. 0106.emea ea emos.
L-1 L n o L-2

Ahora como

AX. ..XA z Aoï‘“ ‘
n' _Ln - - 

Cao,”. ,an)[-———‘.E < 1) ieaio. “eaneaoaueam
L=l

es k-mulbilineal y se anula en los elementos acandbah con atek para
—f\#1

algún 1>0, existe un único morfismo B:Ae¡"—* AGA de k-módulos que
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basta verificar que su núcleo es exacto, lo que se deduce del

sigue usando que por la proposición 1 de la primera sección lo

columnas del núcleo del morfismo de SCA) en SCA) .
norm

Lema 2.4.- El complejo total de un complejo doble

v v v v vb
J ao H bss H bsz H bss lbs4
v bzal b22 w b b" b"A +______ A +______ A = 29 t4724 A : 2520 21 22 29 24

bv bv bv bv bv
J 20 H 21 H 22 H 29 H 24 H

‘d y b11 biz V bss b14 bts
A +——————A +————-— A : A si A :no 11 12 19 14

bv bv bv b” bv
1o H 11 H 12 H 19 H 14 H

W bo1 boz V bos bo4 bos
A «—————- A +—-———— A : A ¿e A :oo 01 02 os 04

con cohnnnas exactas es exacto.

Demostración: Basta ver que si (x ,x ,...,x ) es un ciclon.o n-1,1 0,1

TotCJd) y x ,x ,...,x con x, es una familia
n q,n—q-1 q-1,n-q+2 1,11 L.J L-J

de elementos que verifica

V H
b (x . . >+b (X . . >-x . . >q-L,n-q+L+I. q-t-1,n-q+|.+1 q-L-1,n-q+L+1 V 1-0 ,

v Hexiste x tal que b (x >+b (x )-x ,
q91,n—q q+1,n—q q+1,n—q q,n-q+1 q,n-q

lema

son

de

que

las

lo que se deduce fácilmente de que las columnas de af son exactas y de

que

bv<x ))-bv(x ‘)—bvb"(x >
q'“ qvn'q QIn-Q*1

H-b (x
-q qm-qfl

>+b"<x-bv(x >+b"bV<x ))-bv(x >+bHva<x >
q -q q,n-q+1 qm-q q,n—q+1 q-im-q-rz,h

21



-b"<x >+b"<x >.o
q q q-1,n—q+1m

Cuando k contiene al cuerpo d) de los números racionales La

homologiacíclica se puede obtener todavia a partir de otro complejo

como indica la siguiente proposición

Proposicion 2.5.- Sea A una k-álgebra sobre un anillo commutativo k

que contiene a Q. La homologia ciclica de A es la homologia del complejo

<A"‘/1m<1-t,> ,b) , conúcieo del morfismo

- J _ , _ I _. ) _ I _ r
b A6 b A5 b A4 b As b A2 b A

li-t li-t li-t li-t li-t li-t
b A6 b A5 b A4 b As b Az b A

Demostración: Sea JV el complejo doble

b -b' b -b’ b -b’

Im(%—t>&1_t ía: N ¡{3: 1_t' ¿9: N ¡{9: 1-t' ¡{si 14'

lb 1-1)» lb 1-», lb l-w
JV i-t 2 N 2 i-t a N a i-t 2 i-t

Im<i-t>: A f A 4 A 4 A : A :

lb 1-1)» lb la)» lb 1-1,»
Im<i-t>: 1" A : N A : 1" A : N A : 1'“ A : I't'

La sucesión exacta larga de homologia obtenida a partir de la sucesión

exacta corta de complejos

0 —} TOLCJ”)—-—oTot(8(A)) —o (A‘u/imCi-t) ,b) —o 0

muestra que para probar la proposición es suficiente ver que el complejo

92



JV es exacto. Para esto, por el lema anterior, basta ver que para cada

n21 el complejo

N _ _ _(n)...——. A"—. A"—1t'—‘A" N fi- A" 1 t; A" N = A" 1 t; Im(1-t.>

es exacto, lo que se deduce immediatamente de que, cómo es fácil ver, La

familia de morfismos

sozlmd-t> —o A"

sizA—-—o Ah (121)

-t.-2t.z-. . .-<n-1>t.""
n si 1 es parS.

L 1d
n si 1 es impar

forma una homotopia de retracción

..—. A'fl N ; A'l 1"“ A'fl N , A"! 14': A" N A A" 1 LA Im<1-t,>s ‘ s s ‘ s ' s ' s
Ó 5 4 S 2 1 o

de C’).

Dados un complejo (A*,d*> y un número entero n se denota con

(A*,d.)[nJ a la suspensión n-ésima de <A*,d*), es decir a1 complejo

definido por
m

<A*,d*)[nJm-An_m y dInJm:(A*,d.)[nJm-—o (A*,d*)[nJm_1-(-1) dmm

Para cada loz-álgebraA se tiene la sucesión exacta corta
1 S

(8) 0 ——> (AO-A4,!” ¿o TotCQCA )) ——*—9Tot(3(A ))[2] ———90,norm norm

donde 14.Ies la flecha inducida por La inclusión canónica de (Aoï‘b) en
—n-2i. —n-2i.

la primera columna de 3CAn°rm) y Si"¡ICSMSÜAQA —> ig‘AoA >h21
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es la flecha definida por s (x ,x ,...)-<x ,x ,...) V hem.n n n-z n-z n-4

La sucesión exacta larga de homologia asociada a la sucesión exacta

corta (8) da la sucesión exacta

B . 1
<9) H.(A) —. HC.<A).5... HC (A) —B.H (A) —1. HC (A)i-g t-g *—¿

llamada de Gysln-Connes. Es fácil ver que la flecha HC*(A) —ByH"It<A>,
es la flecha inducida por el morfismo de complejos

TotCQCA >> ———.<AoK',b>t-11norm

definido por B (x ,x ,...>-B(x >n n n-2 n

Relacióg entre las homologig gicnca y gl_e_el; Rham-Deugne

En este apartado se calcula La homologia cíclica del anillo de

funciones algebraicas de una variedad suave sobre un cuerpo k de

caracteristica cero. Comenzamoscon la siguiente definición:

Definicion 2.6.- Sea A una k-álgebra commutativa. Se define la

homologia de de Rham-Dengne de A como la homologia del complejo total

del complejo doble

1° 2 1° (,1 1: .1 1°n°<A><—d— 02(A)4—— n (A)4———-A
o o o

.DCA) d‘ 1 d°02(A>4——— n <A>4——- A

o b_

don‘<A>4—— A
o

A



cuya i-ésima fila es el complejo de de Rharñ truncado
<. . i-t __ t-z 1 o

n-‘sn‘cm 4d— o” ‘(M 4—d—-... 4—d— 01(A) +——d—A

i. <i.
Es immediato que Tot(1)(A)) IÉQOC-i) f)“ [i]. Asi

HHCTothCA>)-n"(A)/d<O"-1(A>0H;;Z(A)0H;;‘(A>o...

Cuando k contiene a (D existe un morfismo de compiejos dobles de

.‘B(A> m en .DCA) que permite comparar las homologias ciciicas y denor

de Rham-Deiigne.

Proposicion 2.7.- Sea k un anillo commutativo que contiene a (D y

A una ¡(álgebra commutativa. La familia de morfismos

(un:A0¡n——o n"<A>>>n_0

define un morfismo de .300“o en DCA).rm

Demostración: Como en ia primera sección ya se probó que pb-O sólo

resta ver que dp=pb , lo que se deduce immediatarnente de ias igualdades

n 1 1

du (aos...ean)-d a°d(a1)A...Ad(an)]IT-dCao)Ad(al)A...Ad(an)

n .th

pBCaoo...®an)-u[Ef i) ieaie...oaneaoe...ea¿_1]
n

1 ¡.n

-(_m [Z (-1) d(a¿)A...Ad<an>Ad<ao>A...Ad<aü_1>]¿:1
n+i i

IWCaO >A...Ad(an>--ïrd(ao>Adca‘)/\...Ad(an)

Queda asi definido un morfismo

(10) HC (A) __—. nn(A)/d(n"_1<A)0H;;2(A)0H:;‘CA)0... v n20n
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Teorema 2.8: Si A en: al anillo da funciono-I da una variedad nn.

singular sobre un cuerpo de caracteristica cero el morflsmo (10) es un
isomorflsmo

Demostración: Como se vio en la sección 1, la flecha 3CA)n°rm—-> .DCA)

es un cuasisomorfismo en cada columna. Asi se puede hacer la misma

demostración que en la proposición 2.3.
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SECCION 3

COMPLEJOS MEZCLADOS Y HOMOLOGIA CICLICA

En esta sección recordamos algunas definiciones y propiedades

generales acerca de complejos mezclados que usaremos mas tarde. Todas

las definiciones y propiedades mencionadas estan en [B-O], [K] o [W].

Sea k un anillo commutativo con unidad. Un complejo mezclado

Ñ-(M.,b.,B*) consiste de un complejo de cadena de k-módulos (M*,b*),

b :M -> M tales que b .b -0, con B dado por aplicacionesn n n-i ¡1+1 n Ü

\ k-lineales B :M -> M que verifican B .B IO y B .b + b .B IO.n n n+i nu n n-i n nu n

Un morfismo de complejos mezclados f*:Ñ a Ñ' consiste de aplicaciones

¡»z-lineales fnzMn-> M; que commutan con los morfismos b y B.

A un complejo mezclado ñ-(M*,b*,8*) se le puede asociar el complejo
N

de cadena BÑ-(BMde) donde

Ñ -M 9M 0M e. .B n n n-z n-4

N

y, para cada (xh,xn_2,...) e BM",

(x x ...)-<b x + B x b x + B x ...>d n, n-2’ n n n-2 n-2' n-2 n-2 n-4 n-4’

Se ve immediatamente que BF! está relacionado con el complejo

(M*,b*) por la siguiente sucesión exacta de complejos

a» S N
(11) 0 a (M*,b.) á BM + BMIZ] + 0
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La aplicación S, es la proyección canónica obtenida dividiendo BÑ
por su primer factor. Los grupos de homologia

H*(M)=H*(M*,b.)

HC.(M)-H*(BM)

son por definición las homologias de Hochschild y ciclicas de Ñ

respectivamente. La sucesión exacta larga de homologia asociada a la

sucesión exacta corta (i) resulta,

(12) ...+ H (ñ) í nc (Ñ) 5 HC (ñ) É H (ñ) 1 HC (ñ)ú ú iq, t-1

y será llamada la sucesión exacta de Gysin-Connes. Obviamente dado un

morfismo de complejos mezclados füü + ¡4’ se obtiene un diagrama
commutativo

+ H (BD-oli; (M)—»HC (M)—>H (M)—9HC (M)+a fl-z ú-t -1
Jr ¿ ¿ ¿

N i S N B i , S
+ H 1uCM’) -9 HC n¡(MU + HC *_2( M ’> + H*_1(M’) a HC*_‘(M > +

Definicion 3.1.- <nc,2.21> Sean i'm-(va’mg y ñ'-<M¿,b¿,n¿> dos

complejos mezclados. Una homotopia fuerte de retracción de Ñ en Ñ' es

una colección de morfismos graduados 6:1):M. + Mihzi de grado Zi para
(i)

> - _, .todo 1-0, (Gi .M'i Mjúi)? que verifican.

(O)
i) 6* is a morfismo de complejos (M.,b*) + (M;,b;)

4.ii)G<_D.B_-B’. ..a(_“-b'. . 59”)- en?llDJ), (120)
J‘"1 J 2‘-"'J J 2‘31": J 1-1 J
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El interés de las homotopias fuer-tee de ¡«etnaaaión se debe a1

siguiente resultado

Proposicion 3.2.- Sean Ñ-(M.,b*,3.) y Ñ’-(M;,b;,B;> dos complejos

mezclados. Si hay una homotopia fuerte de retracción (Gíi))i>o de Ñ en

Ñ’ existe a morfismo de complejos GzBÑ-> Ñ’ tai que el diagramaB

N S N
0 + (M*,b*) -o BM —>BMIZ] a 0

Jr J, Jr

o a <M¿,b¿> + Bi?» 5 Bñ'tzl + o

(O)
commuta. Además si (3nl es un cuasisomorfismo, también io es G.

Demostración: ver IK, Proposición 2.3].

Nosotros usaremos el siguiente resultado

Proposícíon 3.3.- Sean Ñ-(M.,b*,B*) y Ñ’-(M;,b;,8;> dos complejos

mezclados. Supongase que existe una colección de morfismos graduados

6:”:M* a MhzLde grado 21 para (OSiSn) y una colección of aplicaciones
+

GC,"1¡M + M , (OSJSm-i), con mzo, tal que:
J J 2n+J+2

i) Ga” es un morfismo de com lejos (M b ) -> (M’ b’)su p ú’ a» nr’ m

ii)G(_D.B.- B’. ..G(.D-b’. . .G(_1+1)-e‘.“".b.
J+1 J 2t+J J 2|.+J+2 J J-i J

(para oSt<n oi=n y OSJ'Sm-i)

+
entonces, b’ (Gana _ B» G(n>+ Gil-iii)2n+m+1 "1+1. m 2n+m m

.b )-0
m
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i

Demostración: Definimos (3:1)IO _vBj-O si J<b y bj-O si Jso. Se sabe que
b’ .B’ --B’ .b’ y2n+nw1 2n+m 2n+m-1 2n+m

+ +, _ (n 1).“GCn).B _ B, . (n)+ G(n 1).b
2n+m+1 m-1 m m-I. 2n+m-1 m-i. m-2 m-l

Asi,

+, (n). l, n (n)+ Gm 1).b >
2n+m+1 m+1 m 2n+m m m-l m

b’ . (“>13 + B’ .b’ . “9+ GC").B .b - B’ . (“>13 +
msnm-1 nao-1 m 2n+m—1 2n+m rn rn m-I. m 2n+m-1 m-i. m

+ G<n+1).b .b _
m-2 m-l. m

b’ . C"). —GC").b .B + B’ .b’ . “'0- ' . (n).b
2n+m+1 m+1 m m I'm-1 m 2rwm-1 2n+m m 2n+m-1 m-1 m

Si n-O esta expresión es igual a cero por ser 6:0) un morfismo

de complejos.

Si n21, usando que

(¡(n-i).B _ B, (n-1)_ , (n) (n)b
m+2 md 2nH'n-1' Mvi 2n+m<rf mu m ' md.

se obtiene

(n) (n) (n+1)
’ (G .B - B’ .G + G .b >
2n+m+1 m+ 1. m ZnNn m m- 1 m

-e<“'”.3 .B - B' .ecn‘íha + 3' .b’ .d‘")— B’ .e‘").b 
m+2 mu. m 2n4-m-1 mo-i. m 2n+m-¿ 2n4-m m ahorra-1 m-1 m

-'-- a, .b’ . (“)— ' . ' .e<“'”+ B’ .b’ . C“) -o
amm-1 2n+m m 2n+m-1 2n+m-2 m 2n+m-1 2n+m m

Dados dos complejos mezclados Ñ=(M*,b*,B*)y Ñ’:(M;,b;,8;) se
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define el producto tensorial ÑOÑ’ (ver IK, 13.2021)como el complejo

mezclado [CMGM’)*,<bob'>.,<BaB')*], donde:
n

’ ’
(MGM >n-kSOCMkeMn_k)

n-k
P .’ ’ _ k )

(bob )n(xkoxn_k>-bkxk0xn_k+ ( 1) .xkobn_kx’

P I J _ k ’ l
(BeB >n(xkexn_k)-kak9xn_k+ ( 1) ¿«(kolimkxwk

<1)
Proposicion 3.4.- Sea (G. >1>0una homotopia fuerte de retracción

de Ñ-(M*,b¿,B*> a ñ'-<M¿,b;,a¿>. 31 ñ"-<M;,B;,B;> es un complej

mezclado, la familia de morfismos (acneIdÓÏl'D)... (120) definida por:

<6“)ord<ñ">)_:<MoM">_ + cuan"), ,
J J J+2L

(i) N" .. (1) u
(G eIdCM ))j().z,teunzj_k)-Gj xkexj_k

es una homotopia fuerte de retracción de ÑOÑ"en Ñ'GÑ".Además, si 6:0)

es una equivalencia de homotopia , también lo es 6:0)oldCÑ“).
Demostración: Es directa.

Dada una k-álgebra A se obtiene un complejo mezclado

lb lb lb lb
' ‘ Ba '—: 81 '—2 Bo ' 1AOÏ+— AoA4— AeA 4— A

lb lb lb“
N —: Ba '—2 Bo ' 1
CCA)-(C.<A),b*,B.>- AGA 4— AGA 4———A

{bz B 1?;
AGÏ 4—°— A

lb
1

A
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definiendo

cm<A>-Ao¡*",

donde ¡IA/k y ¡m denota el producto tensoriai de K ¡rr-veces,
-1 '

b (a 0...03 >- z (-i)J.a e...oa_a. 9...0»: + (-i)m.a a oa 0...93 ,
m o m j_o o J Ju. m m o 1 m-i

Y

m .

B (a o...oa >- z (-i)Jm.isa,0...oa oa auna.
m 0 m j_° J m o J

1

Observese que ias homologias de Hochschild y ciciicas H1"(A) y

HC.(A) de A definidas en las secciones i y 2 son las homologias de

Hochschiid y ciciicas de a(A) respectivamente.

Usaremos la siguiente

Proposicion 3.5.- ([B-OJ,UCDDadas dos k-áigebras A y A’ e>dste una

homotopia fuerte de retracción de EGDOÏÍCA’)en ECAeA') tai que 6:0) es

el cuasisomorfismo barajado.

Recaicamos que si 0:0) es una equivalencia de homotopia y P:Ab -> Ab

es un funtor aditivo, FCGSD)también es una equivalencia de homotopia.

Finalmente a un complejo mezclado ¡ti-(va 1",B1n) se le asocian los

complejos de cadena BPñ-(BPÑ*,d:) y B-Ñ-(B-Ñ*,d:), donde (con la

convención de que Mt=0si i<0, se tiene
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d C... x x á: ...)-(... b x + 4'’ n+2’ n, n-z, ' n+2 n+2 ann' bnxn Bn-zxn-2"")

Y

B-Mnr-¿QNMvwzt V nez

d'C...,x ,x ,x )-(...,b x + B x ,b x + B x , b x )nhl n4-2 h TH" rw4 n+2 n+2 n+2 ¡1+2 n n n n

Se ve fácilmente que hay un diagrama commutativo con filas exactas

o —. 471 —‘ ñ 3 ¡1:21 + o
B BP B

(13) 1 1 1

o + (M.,b.) + Bñ —. BñtzJ + o

La homologla de BPÑ y B-Ñ se llaman homologla cíclica periódica

y cíclica negativa de Ñ y se denotan por HCZ"<Ñ) y HC:(Ñ)

respectivamente.

Como BPÑ I n M2_‘—> n M ————on M la
¿zo i320 ¡.20

homologia HCÏ"(Ñ) es periódica de periodo 2.

La sucesión exacta larga de homologla asociada al diagrama (13)
resulta

por S' B — JI. por S’"-9 HC (A) —9 HC (A) -—-> HC (A) —> HC (A) —9 HC (A) —>..m+1 m-i rn m-z
13’ 1' 15' l'

S ¡1-3

..—. HC (A) —. HC (A) 3-» H (A) —1—»HC (A) —¿. HC (A)—>..
"1+1 m-1 m m m-2
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Las: homologias cíclica y cíclica periódica

también por la sucesión exacta corta

10 + Lim HC
i.

m-r1+2i.

(ver por ejemplo, IW, 1.41)

51 las sucesiones {HC.<ñ>,s> y (nc . <ñ>,s>
2|. 2L+1

condición de Mittag-Leffler, Lim1HC .(A)-0.- mot-pz;
(ñ).ILim HC .

4-1- una.

34
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SECCION 4

CALCULO DE LA HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea A-kIXI/G‘), donde k es un anillo commutativo arbitrario con i y

f - Xn+ fn_‘Xn-1+...+ fo es un polinomio mónico de grado n. Vamos a

construir una resolución proyectiva de A como A°-móduloa izquierda.

Para ello usaremos el desarrollo en serie de Taylor TCp)-iep-poi, TzA+

+ AokA.Notese que si ponkA ->A está definido por uCaob)-a.b se tiene

p[%]- f’, derivada de f respecto de X. Todos estos resultados
aparecen en [Bach].

Puesto que f es un polinomio mónico existe el algoritmo de division

por f. Denotemos con F al cociente de P por f y con al resto, i.e.

PIFI-+15,gr<Ï5><ngf). La unicidad de F y son obvias.

Es bien sabido que si se considera a AokA como un A-módulo mediante
la acción definida por aCboc)-aboc, entonces T(pq)-pT(q>+qT(p)+T(p>T(q>.

Proposicion 4.1.-Se verifica:

T_<Px> T<p> _ — 'rcr)1) Tcx) ' (“Dun + P01 (pX91>T—(x) mod<1or,roi>

2) T<r> _ r i" xkax¿_k_1Too 13 ¡ ÉL>0 11:0

TCf) T(f) Tcpr>
3’ (P01)T—(x)- <19p>T(x) - T00 mod(iof,foi>

i.—1 -—— _

4) z r. r, xk“ox“""- 1
i.>o ‘ k=o

La prueba puede ser obtenida por cálculo directo.
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Proposicion 4.9.-La sucesión

d d d d d d
<1) A2—5. A2—‘. A2—9o A2—> A2—’5—.A2——“—oA ,

donde A2 denota a A0 A yk

dthCaGb) I (aob)T(X)

TCI‘)
dmCaob) I (aob)T——(x)

es exacta.

Demostración: Es bien sabido que, dado que X genera a A como k-álgebra

TOO-ieX-Xoi genera kerCy) como ideal de A2. Para comprobar que la

sucesión es un complejo es suficiente ver que el producto T(X);;:% - 0

en A2. Para ver la exactitud se construyen A-morfismos sozA + A2.

31m2» Az y 522193»A2 (aqui A actúa sobre Az en la variable de la

derecha) que son una homotopia de retraccion para este complejo.

SOCP) II iOp

T<p)
S‘CPÓÍ)- ‘fis

s2<poi> - ¡Tim

d d d d d d
-—6—+A——9A—‘9A2—99A——-9A—>A—‘U—9A‘a_ 22- ?- ‘T ‘_ s

2 1 2 1 2 1 o

Por cálculo directo se obtiene

S d . + d .s - id1 zu: 2x 2

sd.+d_ s -id
22L 2L<r12

sop+ dís2 I id
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Aplicando Ao O a esta sucesión y usando la identificación A0 eAQEA
A A

se obtiene el complejo

, í J

(69*(A),bs.):...—ooA «¿b A ¿o A —f—o ¿o A ._f_. _._0_..A

Dado que la sucesión (i) es Ilo-libre, la homologia del último complejo

es la homologia de Hochschild de A cómo k-álgebra; denotando a esta

homologia por H‘lCA)se tiene

A si i-O

HiCA)- A/(f’) si i es impar
Ann(f’> si i es par e i>0

Vamos a comparar ahora la resolución proyectiva (1) con

la resolución canónica reducida de Hochschild dada por

D i _ , , _ I ’<2) b Aoï‘oA b—> AoA’oA—b—.“¡29A JL. AerA 2-. AoA—b—>

donde ¡IA/k, ¡n denota al producto tensorial de A n veces y

b'Ca‘e...®an>-É(-Dialonbatatflonflan

Cómo(i) y (2) son resoluciones A°-proyectivas de A, existen

A°-morfismos de complejos g*:(2) -o (i) y h*f(i) a (2) que,

tensorizados con A sobre A° inducen cuasisomorfismos H. y E. inversos

uno del otro. Las aplicaciones g. y hm se definen de la siguiente
manera:

S
(2) —*9 <1) definido por:

37



r
I‘

gzr(10P‘®...0P2r01)-(-1) . n (1.0|) P )_ 2L-1 zi
L = í.

r+1TCP1) r —
g2r,1<10P‘o...oP2H1>-<-1).Too .tlüoniqu),
obteniéndose después de tensorizar con A sobre Ao,

gi
(C.(A),b*) ——_. (Ce*<A),bs*)

I‘

E (ieP 0...0P >-<-1>'. nP. P'.
2r 1 2r t=1 2L-1 2|.

€2r
I‘

(ieP 0...9? >-<-1>"‘p'. n P . P . ,
+1 1 2r+1 1 ¿:1 2L-1 2L

donde (C*(A),b.> es el complejo normalizado de Hochschild

(0*(A),b*): WL. Ao? b—. Ask" La Así” L. Así“ —b—.Así —b—.A ,

donde b está definido por
n

‘ I.b(a amos > - ¡3<-1>‘a o...oa.a_ o...» + <—1>"’a a o...»
1 n . 1 1 n. L+1 n n 1 nL: -1

h*:(1) -> (2) definido por

¡1-1. , . . 'Lr-i r r

n ki kr .É‘Lj-.F‘kj-r]
h2r<101)-<-1)r X (riL mr.L> Z 10x eXo...ox eXox J‘ ’1 ri,..,i,=1 k,..,k =1

1 r 1 r

¡.1-1, . .ir-l r r

‘ n . k1 kr .F‘Lj-'P‘kj-F]
h (ion-<4)” Zcr. ...r. > Z 19m): ¿»nox ox " J“ ,mw! L I.

1 r
i....i. :1 k,...l< :1.

l. r 1 r
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i

obteniendose después de tensorizar con sobre A°,

4.

(Cs*<A),bs*) ——D (C.(A),b*>

¡.1-1 , . . ir- 1 r r
n [Z_-i.j-ij-r] k k

Elfo-<4)” Za,‘ ...r. > Z x J“ F‘ ox ‘oXe...oxrex1 r
i....,i.=1 k,..,k :1

I. r 1 r

2r

i. -1, Lr—1 r r

r“ " É 137€?” k1 k
E H<1>-<-1> z‘cr.t ...r > Z x ‘ 1‘ sXex 9...9x'ox1i...,t=1 k,..,k :1

1 r

Proposicion 4.3.- 5. y hl. son morflsmos de complejos

Demostración: Primero tenemos que probar que el diagrama

I
AoX""eA —b———+ AGXkOA

le: sk
¡(+1

d
A2 ¡(+1 A2

commuta. Haremos esto por inducción en k.

Para k-O se tiene digidepol)-d1(-;%;%)I-T(p)-p01-iep y, por otro lado,

sob’Ciopo‘l)=go<p01-10p)=p®1-19p

Para el paso inductivo probaremos primero que, para todo k.>_0,

gkfl=skügkb . Distingulremos los casos k par e impar.

Para k par, k-Zr, se tiene
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D :s g b (iopio...op2rflei) - s2 g (p‘o...op 91+2r+1 2r ru. 21‘ 2141

2 r i.+ _ .......... .. _
L2_1C 1) piensspt pi. if1Guapa“ leplo...0p2rfl>

y, dado que g2r<1og10...932rfl)-1eaefixzy, por ser T(1)-O, 82(1ea)-0, la
suma de más arriba se reduce a

l"

((pcnc-1)”.n (MP-F
+1 1.s g (pío...0p2N191)-s 2 i 2 L*1)>2r+1 2r 21* .\.:1

u TCPi ) r
-<—1>’ . . n (1015 .15 .'—>-g asp 0...0p 91)

( ¿:1 21. 2L+1 2r+1 1 2r+1

Para k impar, k-2r+1, se tiene

' .. +szhzgnüb (iopio...®p2”201)- sanzgzlwfpio. opmúoi
2T _

+2 <-1)‘plo...e¡5:i31'::o...ep -10p19...9p >, 2r+2 2r+2L=1

r 1'1'Cp2) r
u - ,. u c

-Sz[<p1°1)<1) FIB-¿Hgm 2k”. 2t+2)+

Nani}? r r“ TCp‘) r ¡-1- . . p—p— - . . 15 .F . .
+( 1) T2325¿laa zu; 2i.+2>+<1) ¿(50‘00 21 21*!)

r................ _ . P__.F__ +
'<10p2tp2t+1p2t+2 1°pztp2t+1pzt+2) j_I;I+Ï102j+1 2j+2))

TCP ) rrol. 1 FT
+(-1) n (16 2i. 2i.+1)<1®p2r+2)]t=1

Mmupucando qnqz-q1q2f+&:&; por qa omenemos q1q2qs-q1q2qsf+

......n ' _'_ d ea
qlqzqs q‘qzqs-q‘qzqa qiqzqs y la suma previa se re uc
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r 1Tsz) r
O - * o n o

32 [<p101)C 1) TT ) i'!-'|1(10F2i *in t #2}!

H2T(p1p2) r H1T(p1) r t-n
_ I I - I O+‘1) Wilüopztupznzy'c 1) mgíjljfmpszzml

r
u _ I l l

“opzipzugpzuz iepztp2t+1p2t+z)j_[l+fiozjot 2j+z))+

r+1TCP1> r
+('1) .W.i’ [11(10F2i.F2i,’ 1)<19P2r’2)]

Puesto que en esta última expresión los terminos se cancelan de a

pares la suma resulta ser

r 1Tsz) r
- * I I

s2 [(p101)( 1) HTC t Ü‘CIÓFZi.+1F2 i *2 )+

¿91‘10 2i.+1 2t+2>+

r+1TCP!) r F—P——+(‘1) .W.(19p2psp‘).ln2J_ 2j+1 2j+2
I‘C )_ r*12 rr

549191“ 1) fín-¿[11‘19 2m 2m”

T(p p > T<p p f) r
+<’1)r,2. - 12 ]. F >+i.=1

2t+1 2L*2

TC
+<-1>”‘. p 1 ) r

. .

> (levpzpSp4) jgzch F >2j+1 2j+2

Reemplazando TCplqz) por plT(p2)+piT(p2>+T(p1)T(pz) y cancelando
términos la suma anterior se reduce a

_ 1‘"! 1 2 F—F__(1) sz[ TCÏ) Ínüo 26.”. 2t+2)]
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Usando ahora que T(p‘pzf)-(foi)T(p1p2)+(iop1pz)T(f) y que foi-0 en A2,
este producto resulta ser igual a

l‘ 1 ' P——P—— T<r> m ' p——F—— (r)— , 
2i+1 2t+2 . 2i.+1 2L+21,:0 t=0

'S Cf >
2r+2(iepion.0p2r+2®1).sz

La demostración se termina usando que por los puntos 1) y 4) de ia
(f >

proposición4.1s2 m]-i.

Ahora podemos terminar ia prueba de esta primera parte de ia

proposición de la siguiente manera:

n ’ «V - _C°m° ‘ku skuskb ’ dku‘ku-dkusku‘kb y °°m° dkusku 1d skdk '

fl kfl=gkb -skdkgkb . Por hipótesis inductiva dkgk=gk_1by asi
g y- y= = y- y .9- 7cautela; sub skdk‘kb dkdsku ‘kb Sk‘k-ib b ‘kb

Resta probar ahora que ei diagrama

d
A2 k+1 A2

13k” J‘k
—l<+1 b’AGA 0A AoïkoA

commuta.

Es claro que hkflC1Oi)-c°hkdk_1(iei). Ahora podemos terminar La

prueba por induccion en k.

Para k=0, ho=go=id y la demostración es trivial.

Supongase ahora que k>0. Usando que b’co-id-eob’ se obtiene b’hMMCiQD
’ = - ' . hi ót i=b sohkdkflüoi) hkdkflüoi) ¿ob hkdkflfloi) Cómo por p es s

c ,
inductiva cob'hkdkd(1®1)=sohk_1dkdkfl(101)=0,b “dCioifinhkdkflCioil
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SECCION 5

CALCULO DE LA HOMOLOGIA CICLICA

En esta sección mostraremos la existencia de una homotopia fuerte

de retracción que induce un cuasisomorfismo, desde un complejo mezclado

simple Eau) a En) , cuando A-kIXJ/oc")

arbitrario con 1. Como una aplicación,

de A y los morfismos HC.(A)—E+ HC*_2(A).

Hc:°'(A>, Hc;<A> and HC’CA). Finalmente,

donde S es un sistema multiplicativo de kIJG,

y k es un anillo conmutativo

calculamos la homologia cíclica

Usando este resultado obtenemos

mostramos que para AnS-ikflü,

existe un morfismo desde

ECA) a un complejo mezclado mas sencillo EoCAl Como una aplicación

hacemos para A-kIX] y A-kIXJÏ‘] los mismos cálculos que antes para A

-k[XJ/<Xn>.Algunos de estos resultados aparecen en [Bach].

Proposicion 5.1.

con 1 y f-Xn+ fnan-‘tn-r fo es un polinomio
morfismo

E B '
Bom-A_"'_, “¡m-L. “¡M ¿"e A

está dado por

Ba (1)=02r

B.2F<x°>--a.x°“- r.f’X° si ¿.21

Bo .0
2r+1

43

Sea AIkIXJ/G‘), donde k es un anillo commutativo

mónico de grado n. El



verifica
h

BC-9...9“) Z - i" _ "' _ 
ao an -i_1< 1) Maio Ganoaoo...aai_‘

Proposicion 2.3.- El diagrama

.‘BCAnom -Ae¡9+¿— AoX24—B— A
b b

a

es un complejo doble y la familia de eplmorflsmos canónicos (Mann-Mei")

es un eplmorflsmo de SCA) en 3CA)normque induce un isomorflsmo de la
homologia de TotC3<A>> en la homologia de Tot<3<A> >norn

Demostración: Para probar que 3CA)normesun complejo doble y que la
familia de epimorfismos canónicos (MM-Mo?) es un epimorfismo de 3CA)

en .3<A>Mmn, es suficiente ver que los diagramas

Aman-L AGA AeA“——b—.AMP"

1 1 y 1 1
Aoï“——3—’ Ao ““

n-o-i.

Ao¡"—b> Ao?"

conmutan, lo que es immediato. Para probar que Tot<3(A))-—>Tot.(.‘8(A)n )orm

es un cuasisomorfismo (1.a. induce isomorfismos en Las homologias)
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Demostración: Se sabe que A es libre sobre k con base cx“)

n
k k k

E (x°>-<-1>“‘Z (r. ...r_>2:'x oonx ‘o...ox’ox,2P*1 L L
1 r A

L ,..,L :1
1 r

r l‘
-< < < < . > . + _

donde A- ((ko,...l<r).1_kj_1.í(1_J_r), k°_0 ,Ízkj+r - Eolj a) Asi

a E cx“)
2r*1 2r+1

h
r k, k k k.

-<-1)"’ E (1‘,L".11 >22 [2: [19Xox Johanna): 'QXeox°ex«b...ex “ex1

k, k ko ¡<__1—1exJem...“ r«Max «¡Xanax J

Asi

s B F <1I("‘>-<-1>rZ<r....r.1¿'[<r+1>x x" —2r#2 2r+1 2r91 L L1 rA L=1

L1...,Lr=i

rW
-<p+1>x xnx ]-ot=1

De la misma manera

n
k k k

E <x°>-<-1>'E (r, ...r_ >22 x °ex ‘o...ox 'ox,’2r L L
1 r A

L ,. .,L :1
1 r

I‘ F

donde A- ((ko,...kr):15kj51j (iSJ'Sr); ¡(028 ;Z kj+r I- : 1j+a>.Asij=o 1:0
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B E cx“)
2r 2r

r n r ko k1 k k1 k k
-<-1> X‘cr.L ...r_LY; [10x ox wrong}! '9x+1ox «Xanax “eXeX °+1 r A j=o

i. ,..,'L :1
1 r

k2 k ko k1 k k k1eXox 9X0...®XOX’OXQX ox +...+1ex«9x oax ‘QXo...ex r

Asi

_ n r ¡(j-1""12; 'k_r+f
gZFüBszZrCXO)-—Xcr,L ...r.L>27 ¿:ij x x..x ..x +1 r A :1

i. .. ..i. :11 r“kz-HW
+rX x .x ...x + x x ...x ,

k. í
donde el simbolo X J significa que este término ha sido omitido. Los

r k,-1'"k'; k _+ï k +1
sumandos no nulos dez ij J X X...X J ...X r

.i=l
son aquellos en los

A ko k1 ¡(2+1 kr+1
que k1-...-kj...kr-n-1 y ko+kj+1-1j+a. Para que rx X .X ...X

sea no nulo es necesario que k28...=kr=n-1 y ko+k1+1=11+a.Finalmente

" k +1 k +1
para que no sea nulo X .X r ...X r se necesita que kit-...Ikr-n-i

y ko-a. Usando estos hechos y que X X - X - X X y X X

k +k k k
0 1IX - X °.X 1 se obtiene
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l -1
_ " 1 í. +a-1 i. -k +a-1 k

g B F. <x°>--ax°"—er_ Z x ‘ —x‘ ‘ .x‘ —2r+1 2r 21‘ L1
'L =1 k :1

I. i

r n ¡"-1
J u_-1 ¿‘-k.+a i..-k,+a-1

' '_=1 J k :1J=1 ‘- .
J J

h t-í . _ f h 1-1_ ,_ _
—rEr. ZÏ x‘“al 1-x‘ “a 1.x"]—p rr.Lka" ‘[x‘ Hal—xL“a IJun]. |- .L=1 k=1 L=1 k=1

Ahora

"" -1 '-k+a_:m "" 4T; " ¿—.Ts
¿’ka x‘ —x‘ .x]-zkx" .x‘ —kaJ‘ .xL +k=1 k=1 ¡(:2

"t . -.——- . — i. -.-—-- i. —.—
+2:. xk-1.xL- k+a-x\. +a- 1_1xL-1.xa.+zxk-1.x\.- Ida-Z xk-l.xl. -k+a_

k=2 k=z k=1

i.—1—
._ _ +3-Zx.k.xt k 1

k=0

Asi

n t-i. —,_ _
E B E (JIC“>-—anv(""‘—rZrt¿j [x‘+°"—x""+°’ï.x"]2r+1 21‘ 2r i}! ¡(:1

n i" 1 -'_— n . _ n i’_1 ._ 
"‘¿Ïr-ZÏxk'x‘4"“a'üXH-rZrKI-nx‘“ í+rEf¿ Z: x‘ “a ¡xk

t=1 Lk=° ¿:1 L t=1 k=1

n L-1 —— n . '_ n h _ 
"‘¿Ï‘Z xk-XL4‘-1+a"ax°"-rZr.<1-1>x‘*aI-er¿X‘+a Imax“ ‘

¿=‘ ‘k=° L=1 t t=1

n ' +a-1 —1‘I‘ZÏRIXL --axa' _rfpx°
í.=1 L
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Definicion 5.2.- Sea A-kIXJ/(X">,donde k es un anillo arbitrario

con 1. Se define el complejo mezclado

aeCA)-(Ce*(A>,be*,Bs*)

-1 _

lnxn Baz lo Bo1 lux" ;90 lo

Ao‘ Ankrpi Ao‘ A
1 Ba 1 Bs 1
A : A t A

w; 1°
A +————2—— A

10
A

Observese que en este caso Bazán-0 y Bezr(x°>--(a+nr>.X°-1 (154301)

Nota 5.3.- El complejo mezclado EeCA)es isomorfo a la suma directa
n-1
QSOCÉQ(A)de los complejos mezclados de k-módulos

63"“>-<cá:’<A>,bá:’Bá:’>

definidos por:

psi“ , pág“ < , lbs: < , pá?sé: Be“ Be:k r k : k : k

1b¿:’ ( , 1b¿:’ ( , 1béï’Be: Bo:
k : k 4 k

lbáz’ P31“
Book 4—— k

lbá°’1

k
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cá‘.”<A>-k bá°’. -o, bá°Ï<1>-n Bá‘?’-o
J 23-M 23 J

y, para 321

cá‘f’cm-k bá‘.”-o ¡3:9 -o, Be‘?’<1>-a+n_1
J J 23+1 21

Nota 5.4.- Sea AIRIXI/(Xn), donde k es un anillo commutativo con 1.

Para cada a, iSaSn-i, el complejo mezclado EÉGCA)es isomort‘o a la suma

directa i’90(«Í'¡(aa'¡')(40«)de los complejos mezclados de k-módulos Eáa'i')(A)

ICCáz’tÏA),bá:M,BÉ:'“) definidos por:

CÉZL)(A)-CÁ:¿:;(A)-k, CÁ‘JÏ"’<A>-oif j#21,21+1
(ai)b ’ I9* 0

Bá°:"<1>-a+n12|.

a a
Definicion 5.5: Llamaremos grado de un monomio X °o...ox merX'"

a m

(a¿<n> a la suma de los exponentes 0Lt ,1.e. ngX °e...ex "5-8 ai.t=o

Diremos que un elemento no nulo WeAeXmes homogeneo de grado grab-r si

C1000 a (A)
w-g xx «mex "‘ (ai()\)<n)x

aooo amoo .
con cada monomio X 0...0X de grado r

Teorema 5.6.- Hay una homotopla fuerte de retracción (6:0)1>0 de
(0)_¡ fl¿un en ECA)tal que G. q.
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Demostracion: Construiremos los morflsmos (3:1) por inducción en 1 y J.
c, (1) f, (LH)
gea mZO.Supongamos que ya tenemos construidos G. (051gb) y Gj
(OSJSm-l), tales que

<0)
1) 6* -H*

magna...- B. .. (,1)- . . . {"11 G(.1+1).bs.
JH J 2t+J J zwvz J 1-1 J

(para oSi<t o i.=t y OSjSm—1)

(considerando GÏÏÏ1)-b9j-O 11‘J-O)

(1) o¡o el2'92'
111) sz <x°>-Z,'x.x e...ox ‘ J

(1) zt+2j
con ngG . <X°))- 2 ost I- a+nJ2.) ¡(:0

Y

a a
(1) a. o abeja

ezjflcx >-¿Ïx.x 9...9):

a) a zi+zj+1
con ngszflOí >)- ¿lt-OakI 1+a+nj

Demostración: Sea m-Zr. Como f‘I-X",b es homogeneo de grado 0. Asi, para
t+1)

definir G: que verifique 11) and 111), es suficiente mostrar que
para cada a, con OSaSn-i

T - 6‘03; cx“) —B 5‘00?) + cad?!» cx“)
m 2 m-l ¡mm+ 1 um m

es un borde de grado a+nr. Se puede ver por cálculo directo que ngT)=I

=a+nr. Por la proposición 3.3, para ver que T es un borde sólo tenemos

que probar que E2t+m+1<T)-O.Si tai esto se deduce de que gr(T)<(r+1)n y

de que para que Ehud” sea distinto de 0 para un monomlo

49



a a
w-x °o...ex 2.“ es necesario que gr(w»ns (ver la definición de E29“)

If t-O, usando que 6:0)-H*, Bam-g B E y E .F 1Inici,tenemosm+1' m' rn mfl. m+

— <0) (0) <1) — — — (0)
gm4-1[Gm-rl.'Bem Bm'Gm + Gm-i'bflm]-gm+1'Em+1'gm+1'Bm'Em- gI'r¡+1.'Bm.GI'vr+

+ g- su)!» -E 0‘91).
m+1 m-I. m m+1 m-I. m

Ahora si a>0, (ver 3.2) bam<x°>-nx““x°-nx"x°"-o en A, y si a-O,
podemos usar que

m r-ndg [GCÏÏ.bem(1)]-dg[6:0 <x"">] Irn

para deducir, de la definición de En" , que E GCi).ben-0.1 mu. m-1 1

Para m=2r+i se puede repetir la misma demostración que para m=2r.

Recalcamos que aim-5* es una equivalencia de homotopla. Asi para

cada funtor aditivo PzAb—> Ab, FCG:°)) también lo es.

Teorema 5.7.- Sea A-kIXJ/(X'n) e I el ideal generado por X en A.

Se Tiene:

1) HC.(A)=HC.(I<>OHC*(A,I), donde

k ] (r20)

r -1 k

HC2r+1(A'I)-j?0[ c131Ïa+n]5.lï]o n.E

(r) h-1 r-i
HC (A,I)-[Ann(n) 19 e [ke[_a Ann(a+nj)]] (¡20)21‘ ¿1:1 ¡:0

RR



donde AnnCm)es el emulador de m in k, Le. la m-torslón de k,

y Mcm)es la suam directa de m coplas de M.

2) El morfismo S:HC2N1(A,I)a HCzFúCAJ)es la proyección canónica y

el morfismo S:HC2r(A>-> HCZPZCA)es el inducido por
r-1 r’z

[jgoAnn(a+nJ)]ok —) [jgoAnn(a+nj)]0k (15a<n>
>,a )r((a ,..,a ),a) ——o ((01 ,..,ao r-1 O r -1-2

y la proyección canónica AnnCn)<r>—9 Aran)(r-1)

Demostración: Se lo deduce directamente del teorema 5.6 y la nota 4.3

Teorema 5.3.- Let. A-ktx1/<x">. Se tiene
por

Da) La homologia cíclica periódica HC. (A) es el limite inverso de

HC*(A), 1.9.,

(P20)
-1

por k k

HCZPM(A)-jgo[cgi Ïa+n]5.E]° n.E]

n-1

HC"°'<A>-[ko n (Ann<n>>_]o[ o [ n AnnCe+nJ)]] (¡20)2r ,> J a=1 .>1-0 J_0

donde (Ann(m))j es una copia de AnnCm).

b)El morfismo snncïïílm) 4 HC:::1(A>es Ia proyección canónica

y el morfismo snacï'cm ->negro» es inducido por
r-1

[ n Ann(a+n_j>]—_. [jgoAnn(a+nJ>]ok <1sa<n>jZo _

(010,011,. . . .> —-—o (Cao, . .,ar_1),ar)
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(r)
y la proyección canónlca ko n (Ann(n))j —9 koAmcn)

1'20

-1
— (n-i) k k k c >0)

2) HC2r+1<A)-k e IL: .jïlr[[:gi a+nJ>. ]o ¡1.E] P

Y

—1
- + < 20)

HCZTCA)-[.g(AnnCn))j]O62‘ Ann(a nJ>] rJ_r J_r

donde (AnnCij es isomorfo a Ann(m)para todo J.

zr k (r) n-1 -1 k >

Y

r 71-1

ch"‘<A>- [Ann(n>(r+1>]9[go [a?1ánn<a+nj>]] <r20>

donde AnnCm)es el emulador de m en k, Le. la m-torslón de k, y Mcm) es

la suma directa de m copias de M.

Demostración: DLa homologia cíclica periódica HCZ"(A) y la homologia

cíclica HC*(A)están relacionadas por la sucesión exacta

o a L1n11HC .(A) .. HCP°'<A> + Lim HC .(A) + o
d——i'— m+1+2t m ¡VM-2|.

(ver la sección 3)

Es fácil ver que tanto {HCZLCALS}como {HCILHCALS}satisfacen la

m'zi.condición de Mittag-Leffler , Asi Hcp°'<A>-L1mHC (A).
m +—T—

La prueba se termina por cálculo directo

en



2>HC:(A> está relacionada con las homologias de Hochschlld,

cíclica and cíclica periódica por el diagrama exacto

..—. HC””<A> —S_. HC (A) B—> ¡lc-(A) 1—. HC"°’<A> ¿.9 HC (A) —...m+1 m-1 m m-2m

15’ 1' 1 15’ 1'
Ñ S B 1 S Ñ ...—oHL (A) —> HC (A) ——> H (A) —> HC (A) ——o HL (A)—9..
m+1 m-i. m m m-2

(ver la sección 3), a partir del que se obtiene eldiagrama conmutabivo
con filas exactas

0 -> Coker S’ -> ¡{C-(A) a Ker S’ a 0m-1 m m-z
J ¿ ¿

0+CokerS +HCA)->KerS +0
m-i. m m-z

Por la parte 1)b), deduclmos de la primer fila, que para m-Zr

n-1

HC_(A>-ker 5* -[ n (AnnCn)).]0[ o [ n Ann(a+nj)]]2r m-2 _ J 41:1JZr er

Si m-Zrfl, usando que k -(a+rn).k, el diagram resulta¡nnza+rn5
71-1 -1_ k k

° “¿Mmm-k—*“Ganó”—‘ ¡gl ¿WEP —’°
1' 1 1’

““ a (n-1) k n " k k

donde a es la inyección canónica en el primer término, y fi y y son las

proyecciones canónicas. Aplicando el lema de la serpiente obtenemos el

diagrama commutativo con filas y columnas exactas
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0 0
l l

h-i -1k k k k

o _’ jÜr[[021 <a+nJ>.k]° n.k] _’ jïl [[331 <a+'nj>.k]° n.k] ’ 0

“" — “ k k

0 —‘a21<a+mx>.k—9 HC2H1CA)—9 jgr [Cgt—<a+nj).k]0 —n.k]—->0l l lr
h-l -1a (n-i) k fi k k—> . —-> -——-—+ — — —>

o 021<a+nr) k k e n.k C21 (a+nr).k]o n.k o

0 O 0

Puesto que la última columna se parte, también lo hace la del medio

yasi

— (n-i) k " k k

HC2r+1<A)-k e n.k ejll[[:?1 (a+nj).k]e n.k]

3>La cohomologia cíclica de A es la homolosia del complejo

Homk[B(a(A)>,k]. Ahora, aplicando el funtor Homk( ,k) a la homotopla

fuerte de retracción (021590 de 6.00 en Eu), se obtiene una

homotopia fuerte Homkcea),k) , con Homk(G(°),k)un cuaslsomorfismoú Po ae

de HomkcñcAmo en Homk<E.<A),k>.Asi, por las notas 4.3 y 4.4, la

cohomologia cíclica de A es la cohomologia del complejo de cocadenas
n-l.

[091 0' tZo
“(6,i) "(0)

Homk[Bccs (A)),k] ] oHomk[Bcce (A>),k] .

HA



Ahora la pruebe se obtiene por cálculo directo

Definicion 5.9: Sea S un subconjunto multiplica-¡tivo de kIXJ y

A-S-ikDG. Definimos el complejo mezclado

1 1 1 1
0 <7 0 c A e A

N 1 1 B, 1°
COCA)-(CB*CA),bs*,Be*)- O t A : A

1 B, 1°
A h—°— A

como

CaOCA)=091CA)=A, CejCA)=0 Si jZZ

be*=0

P -- ——P——,- Q,P_P,Q 

Lema 3.10: El complejo

oLAoAïÏ-LMALA,
donde TOC) significa multiplicar por TÓOI-ioX-Xoi,es una resolución

Ae-proyectlva de A.
s

Demostración: Se lo deduce de que los morflsmos A —ob AGA y AGA -—1DAGA

definidos por
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Y

81%11'898-
son una homobopía de retracción.

m

Proposicion 5.11: La familia C*(A>—9 Ca.(A) de Ae-morf‘lsmos

dada por

ïí
A———°—>A-1A

— El __ P p y

AoA—» A, definida por h‘[10_Q—]-—[T]
h

AeKj —J—. o, la aplicación nula (120).

N
es un morflsmo de C.(A> en 59.(A) que induce cuaslsomorflsmos en las

homologias de Hochschild y cíclica.

Demostraciónfis fácil ver que 1-1.es un morflsmo de &.(A) .en 60*(A). Para

ver que

h
a.

(0*(A),b*) ——9 (CO*CA),bo*)

es un cuasisomorfismo es suficiente obseróar que 5* está inducida por

el morflsmo hi de resoluciones Ae-proyectlvas
9 __ , _ ,b AoAzeA¿o AvoA —b—9AGA¿o

l"2 .L"1 T00 lho l"; o ; Am ——. AoA ——'i—.A
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dado por

h =Id
O

P 1 1 eQ — QeP
h1[1 5 1]-[5 Q] ïaï - Rea-1]

1 1 mm hifi ‘ t. '—t-1 mm ‘L_j_1 wz i-t-i
-[ J. ZZ: P.x2”<¿:Ï :x" oxJ >- É: lï.Q,JCZ:' xJ ex >Q " J tzo L J t=°i,j=0 5.,j=0

i>j

Corolario 5.12: Sea S es un subconjunto multiplicativo de HX],

A-S-‘RDGJ dzA4 A la derivada con respecto a x, Se tiene

1)a) ¡mango-1%“. (nao)

HCOCA)=A

y

HCzPCA>=keer<A)) <r21>

b) Los morfismos S:HC (A) -> HC (A) y S:HC (A) -> HC (A)2r+1 2r-1 2r1-2 2r

(121) son las identitidades, y el morfismo S:HCZCA)-> HCOCA) es la
inclusión canónlca

2) La homología cíclica periódica es

por _ .. A“Gamo”"‘anfm'ïm

Hc::'<A>-Hc2<A>-kep<d<A>>

3) Hc"<A>-Hc‘ (A)-0 (r21) y Hc’tA)-H (A)-A2r 2rd. 1 1



Demostración: Se lo obtiene por cálculo directo.

Corolar-to 5.13: Si k contiene un cuerpo y A-S-1RIXJ,

HC*(A) I- kluloV.9W*

donde kIuJ es el álgebra conmutativa graduada generada por un elemento u

de grado 2, V =IV0V con V -ker(d(A)) y V IIA/Im(d<A)), y W HW conü o 1 o 1 i o

Wo-A/keerCA)).

Corolario 5.14: Si A=k[X],

por - k j_1
HCZFflCA)-HC2"1(A) jgl TPX ,HCOCA)IA y

HCp°r(A)-HC (¡u-,9 AnnCJ).Xj(¡21)2r 2r 1-0

Demostración: Se lo obtiene de 3.12.

Corolar-ío 5.15; Si A-er,x“1,

por k j_1
HCzr,1(A)-HCZH1(A)-jgz TTX ,HCOCA)-A y

HCp°r<A>-HC(¡o-,9 Ann(j).Xj (121)21‘ 2r ch

Demostración: Se lo obtiene de 3.!2.

a.)Definicion 5.16: Dado an se define EQ como el complejo mezlado

de k- módulos
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1 l l a 1°
0 c 0 : k 4 k

(0.) (a) (a) (a) 1 J’ a 10Ca .(Ca ,be ,Bs )- 0 t k F kfi fl *

1 a 1°k 4-——— k

10
k

donde

cá°’-cá°’-k, cá‘ï"-o si 122, b. -o, B. (0-3., B..-o se 121
o 1 J 'I o J

“(0) "(0)N N N _‘ N
Nota 5.17: CeCkIX])É021€: GCCk) y CkaIX,X J): agaCe

Teorema 5.!8: Sea A=k[XJ.Se tiene:

k
ch'“<A>- nAnnCJ).xj-1, HC°(A)-K[DCJ]y ch'<A>- n .xj (¡21)

1'21 ¡20

Demostración: Se puede repetir la misma demostración que en el teorema

5.8. parte 3).

Teorema 5.19: Sea A-kIXJC-‘J.Se tiene:

2r+1
HC (A>- n Ann(J).Xj_1,HC°<A>-k[[x,x"1y ch'ou- n jïïxj (panjez ja
Demostración: Se puede repetir la misma demostración que en el teorema

5.8. parte 3).
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SECCION 6

RESULTADOS FINALES

En esta sección obtenemos una expresión de la homologia cíclica de

DDC/<an DDCI y DIX,X-‘] en función de las homologias cíclica y de

Hochschild de D, cuando D es una k-álgebra, con k un anillo commutabivo

conteniendo a un cuerpo.

Comenzamoscon la siguiente definición

Definition 6.1.- El cóno de un morfismo de complejos

g*:(A*,b*) ———><A;,b;> es el cómplejo C(g*)=(C*(g*),d*), donde

CHCg.)=AneAnfl

Y
d

h
Cn(g.) ———. Cn_1(g*)

está definido por d (a ,a’ )- [b (a ),g (a >-b’(a’ )]n n n01 n-í. n n n n nu.

Proposicion 6.2.-Si

fan sinu u I )0 a (A*,b*) ——-—+ (A*,b*) -—-—» (A*,b*) + 0

es una sucesión exacta corta de complejos, el morfismo
a:

A: —> C*(g*),

definido por aHCa:)=-<fn(a:),0)es un cuasisomorfismo.

Nota 6.3.- Sean A-kIXJ/Oín> y Ñ-(M*,b*,B*> complejos mezclados. De

las Notas 5.3 y 5.4 se deduce que
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n_‘ . N N N

EncA)eñ-[ a ,9 cá‘" ‘ ’<A>oM]o[cáo ’amm] ,(1:1 L_Ú

donde EaCA)es el complejo mezclado de 5.2.

Proposicion 6.4.- Sean A-kIXJ/(Xn> y Ñ-(M*,b*,8*) cómplejos

mezclados. Para cada a2! el complejo de cadana asociado al cómplejo
“(0” i.)

8C (ADGÑes el cono del morfismo

( mi.) N ‘V
Ó. (BM*,d*)[2fl—o (BM*,d*)[21+2],

donde

( chi.) 3 ——-——>
Óm j go Mm-zi-zj j gle-2i—2j

está definida por
(at)' (al (chi)., a . ,...>-(a+1r¡>S (a ,, a . ,...> Im m-2t m-2(L1-1) m m-2L m-2uu)Ó

=(a+in).(a . , a . ,...m-2(\.fl.) m-2(L#2)

Demostración: Es trivial.

Teorema 6.5.- Sea k un anillo commutativo con 1, contenienda a un

cuerpo y p la caracteristica de k. Para cada k-álgebra D se tiene:

1) Si p divide a n

n (n/p) (n-n/p)
HC (DDC/(X >>-[.9 HC 10)] e[_9 H .(D)] ,e. 3-o 1.-; 1-o t-z; .

donde MG")es la suma directa de m coplas de M, y la aplicación

SzflctCDIXJ/(X'B) .. HCt_2<D[X]/(Xn>)es el morfismo inducido por las

aplicaciones S:HCt_j(D)—) HCt_j_2(D) (jZO) y los morfismos nulos
H .(D) —> H . (D) (JZO)23 t-2J-2t
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2) Si p no divide a n

-1

HC <D[XJ/<Xn>)-HC <D)e e e (HC .(D)eHC , <D>> e o H KID] ,t 9. 11:1 . t-ZJ t-21—1 . 1-21JÉBG JGCa

donde Ba=(j20:p divide a a+nj>, Ca=(JZO:p no divide a a+nj> y 1a

aplicación S:HCL(D[X]/<Xn>)+ HCL_2(D[)Cl/<Xn>)es el morfismo inducido

por las aplicaciones S:HCt_j(D>—> HCL_J,_2<D>(jZO) y los morfismos

nulos H .(D) ——) H . (D) (JZO).t-ZJ t-zrz

Demostración: DDG/(Xn>-D9kk[XJ/<Xn>.Asi, por las proposiciones 1.2
y 3.5, y las notas 5.3 y 5.4. se tiene

HCt<I>uncJ/<x">>-Hct[ïíc¡<u1u/<)u{“>Mann]-Hct [Ea<kna/<x“>>o'ácn>] 

n_‘ ’ N N N

.[ ei jgoucl e‘¡“""<k[x1/<x“>mac!)>]Jem:t[cá°’<ma/<x“>>occn>].

Ahora la prueba se termina fácilmente usando las proposciones 5.2 y 5.4.

Teorema 6.6: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un

cuerpo y p la caracteristica de k. Para cada k-álgebra D se tiene

1) Si p divide a n

t n h. * (n/p) bz, 4' (n-n/p)
Hc (DEXJ/(X >>-[.9 HC J(0,0 >] «¡[9 H 10),!) >] ,1-0 1-0

donde Mcm)es la suma directa de m copias de M

2) Si p no divide a n

n-1 . . 

Hc‘cotx1/<x“>>-Hc‘<n>o[ e [ o (Hc"zJ<D>eHc"2"‘<D>>]e[ e H"2’<D>]],6:1 . .
JeBa. ¡ECG
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donde Ba-{J202p divide a a+nj>. Ca-{j202p no divide a a+nj>

Demostración: La cohomologla cíclica de DDC/(Kn) es la homologla del

complejo

Homk[B(a<D[X]/<Xn>)>,k].Ahora, aplicando el funtor Hoka ,k) a la

homotopla fuerte de contracción (Gíi)>1>o de 63(kIXl/<Xn>>®a(b>a

¿(DDC/065), obtenemos una homotopia fuerte de contracción

HonïCGCDJ) , con Homk<0<0),k>un cuaslsomorflsmo de" 120 *

Homk[6<D[x1/<x“>>,k] en Hornk[E.<k[)0/<x“>>eñ<b>,k]. Asi, por las notas
5.3 y 5.4, la cohomología cíclica de A es la homologia del complejo

n-1
"((1,5) n N «(0) n a.

[ae t goHomk [B [Cs (kDCl/(X >OCCDD],k]]9Homk [B [Ce (¡CDG/(X >0CCD)],k]:1

Ahora la prueba se termina por cálculo directo

Nota 6.7: Sea D un álgebra sobre un cuerpo k y P un polinomio

con coeficientes en k. Es fácil ver que si

mD1 nP-(X-a > ...(x-a )
1 m

en la clausura algebralca de k,
m n.

HC*(DÜO/(P>)- J,91HC*(D[X]/(X J)

m n.

Hc*<1>[x1/<P>>- J,91HC*(D[XJ/<X J)

Nota 6.8: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un

cuerpo k’ y S el subconjunto multiplicativo de kIXJgenerado por

(X-bRteI , con bie k’. Para A-Súkflfl, Eau) es lsomorfo a la suma

63



directa C(k>e[691CÁ°’]9[C(I<>[119[0399]] , donde M“) es la suma

directa de #(I) copias de M. (para las definiciones de ("mo y EÁG)ver

p.7 y definition 5.16).

Demostración: Es una consecuencia directa de que

es una base de A-S-ikflfl.

Proposicíon 6.9.- Sea k un anillo commutative con i, conteniendo a

un cuerpo k', S el subconjunto multiplicativo de ¡(DCIgenerado por
_1 N

(X-bRteI , con btek’, A-S kIX] y M-(M*,b*,B*) un complejo mezclado.

Para cada 321 el complejo de cadena asociado a Eáweïqes el cono del

(a) N N (a)
morfismo da. :(BM*,d*) —; (BM*,d*)[21, donde dm .jgoMm_2j—o jgleflfi

está definida por

(o) _.( c1)o (a , a ,...>-a.b
m TVI-2 m

, , a _ ,...>m m-2(L+1) 111-2012)[Ca , a ,...>]-a.<am m-z

Demostración: Es trivial.

Theorem 6.10: Sea k un anillo commutative con 1, conteniendo a

un cuerpo k’, S el subconjunto multiplicatiVo de kIXJgenerado por

(JC-bi.)¡_EI, con biek' y p la caracteristica de k. Para cada k-álgebra D
se tiene:
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e [Hgm] ea a

o _e HC (me e [nc (weno (0)] e e [H (0)] ,LEI t-i , L t-I. a _ 0. a. _
JEB JEC \.

e [HC(mena (0)] ]e[
t t-i a.

1>Hc (SúDIXD-HC <D)e[t. t .JeB j

donde B=(a21:p divide a a), C=(a21:p no divide a a} y donde Mj es
isomorfo a M para cada k-módulo M y cada subindice J.

2)La aplicación S:HCL<S-1D[XJ)+ HCt_2(S-‘D[)O) es el morfismo inducido

por las aplicaciones S:HCt(D> —> HCPZCD), S:HCL_1<D>-—>HCPSCD)

y el morfismo nulo H‘CD) —) H‘_2(D).

Demostración: Se puede repetir la prueba del teorema 6.5 o usar [K,3.2].

Teorema 6.11: Sea k un anillo commutativo con 1, conteniendo a un

cuerpo k’, S el subconjunto multiplicativo de kIX]generado por

, con bie k’y p la caracteristica de k. Para cada k-algebra D(X-bt)LeI

se tiene:

Hc‘<s"mx1>-Hc‘<b>e n [Hc‘canJH(0)]aL e n [H‘<D>]aejeB jeC

e .e Hc“‘<D>o n [Hc‘<D>eHc“<D>] e n [H‘av] ,LEI _ a jec a. .tjcB

donde B=(a21:p divide a a}, C={a_>_1:pno divide a a) y donde Mj es

isomorfo a M para cada k-módule M y cada subindice j.

Demostración: Se puede repetir la prueba del teorema 5.6.
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