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I-a) Sea {3 un cuerpo algebraicamente cerrado y sea K un subcuerpo de 1. £ nota
el lenguaje de primer orden de Q1 a constantesen K.
Para cada férmula prenexa ® € L, sean F,...,F, € K|Xj,...,X,] los poli-
nomios que aparecen en 9.
Se define
|®| := longitud de &
D=2+ gr F;
1<1<a
r := ndmero de bloques de cuantificadores de &
Se exhibe un algoritmo que elimina los cuantificadores de @, que funciona en
tiempo secuencial D™ y en tiempo paralelo n"(log, D)° (donde ¢ es una
constante universal adecuada).
Se muestra adem4s que estas cotas son optimales.
b) Se aplica el algoritmo de (a) para el célculo eficiente del polinomio de Chow del
radical de un ideal polinomial homogéneo débilmente unmixed.
c) Se examina el algoritmo ripido de eliminacién de cuantificadores sobre cnerpos real
cerrados de J. Heints, M.-F. Roy y P. Solerné para obtener cotas sobre los grados
y el valor absoluto de los coeficientes de los polinomios que aparecen en la férmula
de salida.

O-a) Sean Fy,...,F, € §|X,,...,X,] polinomios cuasiconvexos de grado acotado por
d > 2,y sea o una cota para la longitud binaria de los coeficientes de F,...,F,.
Se muestra que si el gsistema F; < 0,...,F, < 0 admite una solucién entera,
entonces existe tal solucién con longitud binaria acotada por (ed)*™’c (donde ¢
es una constante universal). El caracter simplemente exponencial de la cota es
intrfnseco al problema.
b) Se utiliza (a) para resolver con cotas similares el problema de hallar el fnfimo del
conjunto {Fo(z): z € &®, Fi(z) <0,...,F,(z) < 0} si éste se realiza, para un
polinomio Fy € &[X,,...,X,] cuasiconvexo también.



INTRODUCCION

Este trabajo abarca cuestiones de complejidad para problemas de geometria elemental
y ge divide en dos partes:

I. Cotas para la eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente cerrados.
II. Una cota geométrica para la programacién entera con restricciones polinomiales.

A continuacién se presentan loe resultados obtenidos en cada capftulo, sus antecedentes
histéricos y aplicaciones.

I. En el primer capftulo, se trata el problema de la complejidad (cotas superiores y cotas
inferiores) de la eliminacién de cuantificadores para el lenguaje de primer orden de
los cuerpos algebraicamente cerrados. Se examinan también los algoritmos exhibidos
recientemente por J. Heints, M.-F. Roy y P. Solerné para el problema an4logo en el caso
de los cuerpos real cerrados, a fin de obtener estimaciones m4s precisas que se aplicardn
luego en el Capftulo II.

Se hace ahora una breve descripcién del modelo con el que se trabaja a fin de enunciar
més claramente los resultados obtenidos. Esta descripcién serd desarrollada con todo
detalle en la seccién “El1 modelo” del Capitulo 1.

Sean K un cuerpo arbitrario y {1 un cuerpo algebraicamente cerrado que lo contiene.
Se entiende por lenguaje de primer orden L% del cuerpo {3, a constantes en K,
al conjunto de férmulas que se obtienen como combinaciones booleanas (A,V,-) de
polinomios (en varias variables y a coeficientes en K ) igualados a cero, admitiéndose
también los cuantificadores 3,V para modificar dnicamente variables.

Es un hecho clésico de la teorfa de modelos que el lenguaje de primer orden de los
cuerpos algebraicamente cerrados admite eliminacidn de cuantificadores; es decir para
toda férmula ® € L, existe una férmula ¥ € £, sin cuantificadores, que describe
el mismo subconjunto de I™ (donde m es el nimero de variables de & que no estin
acompaiiadas por ningin cuantificador).

M4s an, en [He- Wii] se exhibe un algoritmo de eliminacién de cuantificadores para el
lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, es decir se construye
a partir de una férmula @ la formila sin cuantificadores ¥ . En realidad, parece ser que
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ya hacia 1940, A. Tarski conocfa la existencia de algoritmos para ese problema aunque
1o lo describié explicitamente (ver [Tar]).
De ahf en m4s, se han ido realizando esfuersos especiales para exhibir algoritmos de
eliminacién de cuantificadores cada ves més eficientes.
LPero qué se entiende por algoritmo?
La nocién de algoritmo que m4s se adecua a este contexto es la de red aritmética definida
en [Gat], que se puede representar por un grafo orientado donde en cada nodo se realisa
una operacién aritmética (+,—,-) o booleana, una comparacién de elementos de 02
0 una seleccién. Las entradas son dnicamente elementos de K y los polinomios est4n
codificados con representacién densa, es decir por el vector de todos sus coeficientes, atin
los nulos, permitiéndose para las comparaciones evaluar los polinomios en elementos de
Q.
Para cada red aritmética se tienen dos nociones de complejidad:

(i) 1a complejidad secuencial: el nimero de nodos del grafo correspondiente

(ii) la complejidad paralela: la longitud del camino m4s largo en el grafo correspon-

diente.

Se consideran los siguientes parimetros para medir una férmula & de £§
|®] := longitud de ® = ndmero de afmbolos necesarios para escribir &,
ysi Fi,...,F, € K[X;,...,Xs] son todos los polinomios que aparecen en &:
n := ndmero de variables
D=2+ gr Ky

1St<e

En el caso en que todos los cuantificadores aparecen al principio de @ (férmula prenexa)
se considera también
r := ndmero de bloques de cuantificadores distintos de &®.

Las cotas superiores para la complejidad de la eliminacién de cuantificadores en 3
presentadas en [He-Wii], [He] y [Wii] son secuenciales y doblemente exponenciales de
tipo D*""|®|, donde ¢ es una constante universal.

Ademis en [He] y [Wei] se muestra que la eliminacién de cuantificadores para cuerpos
algebraicamente cerrados tiene complejidad secuencial intrfnsecamente doblemente ex-

ponencial en el modelo de representacién densa de los polinomios. La dnica manera de
mejorar los resultados consisti6 hasta hoy en mirar m4s en detalle los pardmetros que
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determinan las estimaciones en los algoritmos.

Basados en técnicas fundamentales de [Ch-Cr 1] y |He], en [Ch-Gr 2] y [Gr 1] se considera
el problema para férmulas prenexas y se obtienen las cotas (secuenciales) mis precisas
hasta la fecha. A saber, D*“'|®| (¢ constante universal), donde el cardcter doblemente
exponencial de la cota depende dnicamente del némero r de bloques de cuantificadores
de ®. Sin embargo la complejidad del algoritmo depende de propiedades aritméticas
del cuerpo de constantes K (hecho que se debe a la utilisacién del subalgoritmos de
factorizacién de polinomios).

Cabe seiialar también que ninguno de los algoritmos mencionados arroja buenas cotas
en paralelo (es decir cotas del orden del logaritmo en base 2 de las cotas secuenciales).
En el Teorema 2 del Capftulo I, se combinan versiones efectivas del Nullstellensats
(ver (Ko}, [Ca 1], [Ph], [Br 2], [Ca-Gu-Gu], que afinaron los resultados de [Br 1],
[Ca-Ga-He 1], [Ca-Ga-He 2]) con los métodos de [He] para construir un algoritmo de
eliminacién de cuantificadores con las mismas cotas secuenciales precisas que
[Ch-Gr 2] 6 [Gr 1]. Las ventajas son que no solamente se obtienen cotas de orden
ne D¢+ ¢ log,(|9]) en paralelo (donde ¢ es una constante universal), sino que
ademais se evita que la complejidad dependa del cuerpo de constantes K.

Dado que el planteo de gran parte de los problemas interesantes de la geometrfa alge-
braica elemental involucra solamente un niimero chico de bloques de cuantificadores (por
ejemplo resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado, cdlculo de la dimensién o del grado de una variedad algebraica), las cotas
obtenidas aquf muestran que estos problemas pueden ser resueltos computacionalmente
en tiempo secuencial simplemente exponencial y en tiempo paralelo polinomial.

Con respecto a las cotas inferiores para la eliminacién de cuantificadores, se muestra
que las cotas superiores presentadas aquf son optimales como medida general de com-
plejidad, en el modelo de representacién densa de los polinomice, no sélo del punto
de vista de la complejidad secuencial ([He], [Wii]) sino también del punto de vista de
la complejidad paralela (Teorema 3, Capftulo I). Se exhibe una familia de f6rmulas
del lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados que verifica que
cualguser algoritmo de eliminacién de cuantificadores aplicado a estas férmulas requiere
tiempo secuencial doblemente exponencial y tiempo paralelo simplemente exponencial
para representar o evaluar las f6rmulas de salida. Por consiguiente los caracteres doble-
mente exponencial y simplemente exponencial de las cotas obtenidas son intrfnsecos



al problema, siempre que se adopte la representacién densa de los polinomios como
modelo.

A rafs de este hecho, se estd tratando de desarrollar por un lado la teorfa de los pols-
nomsos “esparsos” (con pocos coeficientes no nulos) (ver [Be-Ti| y [Gr-Ka-Si]), y por
otro lado la teorfa de los “straight-line programs” (los polinomios no est4n dados por
sus coeficientes sino por programas que permiten evaluarlos) (ver [He-Sch|, [Kal]), pero
en general no se han logrado resultados significativos.

En la segunda parte de este primer capftulo, se da un algoritmo eficiente para calcular el
polinomio de Chow del radical de un ideal polinomial homogéneo débilmente unmixed,
i.e. donde todos los primos minimales tienen misma dimensién (ver, por ejemplo, [Sh]
para la definicién de polinomio de Chow). Para ello se aplica el algoritmo rdpido de
eliminacién de cuantificadores expuesto en el Teorema 2 a una construccién de [Ne].
Para otro acercamiento al problema, se puede consultar [Ca 2].

Finalmente, se exponen los resultados de eliminacién de cuantificadores para cuerpos
real cerrados obtenidos recientemente en [He-Ro-So 2] (ver también [He-Ro-So 3] 6 [Re]):
8i se nota por R el cuerpo real cerrado y por L un subanillo de R, el lenguaje de primer
orden [} de R a constantes en L se define como en el caso algebraicamente cerrado,
pero se admiten también desigualdades polinomiales en las férmulas. En [He-Ro-So 2|
o [He-Ro-So 3], se exhiben para ese caso las mismas cotas superiores precisas que las
del Teorema 2, Capftulo I. Los autores se basan fundamentalmente en técnicas desar-
rolladas en [He-Ro-So 1] y [So], que a su vez utilisan fuertemente las cotas superiores
para cuerpos algebraicamente cerrados presentadas aquf combinadas con herramientas
de topologfa diferencial ([Mil], [Th]) aplicadas por primera ves en [Gr 2] y [Gr-Vo].

En la Observacién 6, Capftulo I, se examina mé4s en detalle el algoritmo de
[He-Ro-So 2] a fin de obtener cotas para los grados y los valores absolutos de los co-
eficientes de los polinomios que aparecen en la férmula de salida. Estas serin luego
aplicadas a un problema de programacién entera con restricciones polinomiales desa-
rrollado en el Capftulo II.

. En el segundo capftulo, se considera el problema de la programacién entera con restric-
ciones polinomiales cuasiconvexas.



Aquf B denota el cuerpo de nimeros reales y 2 el anillo de enteros.

Se dice que un polinomio F € R[X),...,X,| 8 cuasiconvezo sii para todo A € R el
conjunto {z € R" : F(z) < A} es un subconjunto convexo de R".

El primer resultado (Teorema 1, Capfiulo II) que se obtiene es el siguiente:

Sean Fy,...,F, € Z[X;,...,X,] polinomios cuasiconvexos, a coeficientes enteros y de
grado acotado por d > 2, y sea ¢ una cota saperior para la longitud binaria de todos
los coeficientes de F,..., F,. Se muestra que si el sistema F) <0,...,F, <0 admite
una solucién enfera, entonces existe una tal solucién con longitud binaria acotada por
(sd)**’a, donde ¢ es una constante universal.

Se tiene adem4s que el caricter simplemente exponencial de esta cota es intrinseco al
problema, como lo muestra un contragjemplo de [Ta-Kh|. Asimismo, este resultado
mejora una cota de orden di*+49)°né"°¢ (donde # := min{s,d} y c es una constante)
anunciada en [Kh] y [Ta-Kh] para polinomios convezos.

La prueba del teorema se basa en técnicas de reduccién para polinomios cuasiconvexos
desarrolladas en [Ba-Ma 1], Capftulos 4 y 5, y simplificados en [Ba-Ma 2]. También se
aplica en forma fundamental la cota para grados y valores absolutos (Observacién 6,
Capftulo I) que resulta del examen del algoritmo de eliminacién de cuantificadores para
cuerpos real cerrados de [He-Ro-So 2.

El resultado implica un corolario algorftmico (Corolario 1.1, Capftulo II): El pro-
blema de decidir si el conjunto {z € Z* : Fi(g) < 0,...,F,(z) < 0} es vacfo o no
pertenece a la clase de complejidad NEXPTIME (“non deterministically simply expo-
nential time®). Esto significa que no se sabe si se puede decidir si existe una solucién
del gistema en tiempo (secuencial) simplemente exponencial, pero sf se puede verificar
que un candidato £ € Z" es solucién en ese tiempo. (Este concepto ests detallado en
la demostracién del Corolario 1.1, Capftulo II).

El Teorema 2 de este capftulo trata de cotas para el problema de optimisacién correspon-
diente: 8i se realiza el fnfimo del conjunto {Fo(z):z € Z%,Fy(z) <0,...,F,(z) <0}
(donde Fy € Z(X;,...,X,] es cuasiconvexo también), entonces se realisa para cierto
2 € 2" de longitud binaria acotada por (sd)* ¢ (con d y ¢, como arriba, cotas para
el grado méximo y la longitud binaria de F,...,F, y ¢ constante).

Para este teorema se aplican no solamente el resultado del Teorema 1, Capftulo Ii, sino
también los métodos utilisados para su demostracién.
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Para finalizar, unas palabras acerca de la organisacién de este trabajo:

En cada capftulo, se exponen en primer lugar en forma precisa todos los resultados
mencionados en la introduccién, precedidos de los preliminares necesarios para su formu-
lacién.

Las demostraciones se encuentran a continuacién y estin generalmente subdivididas en
etapas que comprenden resultados parciales con sus pruebas.
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I. COTAS PARA LA ELIMINACION DE CUANTIFICADORES
SOBRE CUERPOS ALGEBRAICAMENTE CERRADOS

INTRODUCCION

La primer parte de este capftulo trata el problema de exhibir algoritmos ripidos para
la eliminacién de cuantificadores en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraica-
mente cerrados (Teoremas 1 y 2). Luego se mostrard que esos algoritmos son optimales
como medida general de complejidad en funcién de los pardmetros considerados (Teore-
ma 3). A continuacién y a modo de aplicacién se utilisa el algoritmo presentado para
calcular en forma eficiente el polinomio de Chow del radical de un ideal polinomial ho-
mogéneo “débilmente unmixed” {es decir, donde todos los primos minimales tienen la
misma dimensi6én) (Aplicacién 4). En lo que sigue (Teorema 5) se presentan los resultados
andlogos a los del Teorema 2 obtenidos recientemente por J. Heints, M.-F. Roy y P. Solerné
([He-Ro-So 1), [So], [He-Ro-So 2] y [He-Ro-So 3]), y por J. Renegar ([Re]), para la teorfa de
primer orden de los cuerpos real cerrados. Finalmente se examina m4s en detalle el algoritmo
de [He-Ro-So 2] a fin de obtener cotas para los grados, y el valor absoluto de los coeficientes,
de los polinomios que aparecen en la férmula de salida del algoritmo (Observacién 6). Estos
resultados se aplicar4n luego en el Capftulo II.

Es necesario, por lo tanto, definir ante todo el modelo con el que se trabajars (lenguaje
de primer orden y modelo de algoritmo).

EL MODELO

En lo que sigue, K serd un cuerpo arbitrario y {} un cuerpo algebraicamente cerrado
que lo contiene, por ejemplo una clausura algebraica de K.

A. Lenguage de primer orden de un cuerpo algebraicamente cerrado

Se considera el lenguaje de primer orden (o lenguaje elemental) LS sobre (1, a con-
stantes en K definido de la manera siguiente:
Los sfmbolos no légicos de LY son {a, a € K}, +,—,,=.
Las variables son indeterminadas Xj,..., X,,... sobre (} y los términos son polinomios en
varias variables a coeficientes en K. Un término tipico tiene la forma F € K[X,,..., Xq]
y una férmula atémica es F =0 (6 F # 0 para su negacién).
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El lenguaje £ se construye a partir de estas férmulas utilisando los conectivos légicos
AV, y los cuantificadores 3,V que s6lo se pueden aplicar a elementos de {3 (represen-
tados por variables) y no a subconjuntos ni a relaciones de 3. L% es asf un conjunto
de palabras finitas (férmulas) sobre el alfabeto de sfmbolos de £$ (variables, sfmbolos no
l6gicos, conectivos 16gicos, cuantificadores, paréntesis).
Cuando no haya confusién posible, notaremos £ en lugar de £$.

Para cada férmula ® € £, se define la longitud de ®:

|®| := ndimero de sfmbolos necesarios para escribir &.
Las variables que en la férmula & aparecen acompaiiadas por un cuantificador (existencial
o universal) se llaman variables ligadas (o cuantificadas); en caso contrario son varsables
lsbres.
Se dice que una férmula @ est4 dada en forma preneza cuando todos los cuantificadores se
hallan al principio de la férmula.
Sean F,...,F, € [X},...,X,] todos los polinomios que aparecen en la férmula @, dada
en forma prenexa. Se consideran también los siguientes pardmetros que “miden” la férmula
®.

D=2+ gr F; (1a suma de los polinomios de &)

1<s<s
n := niimero de variables de ®

r := nimero de bloques de cuantificadores (existenciales y universales) de @

Cabe senalar que toda férmula arbitraria & puede ser llevada a una férmula prenexa renom-
brando las variables. Este procedimiento no modifica |#|. Tampoco modifica el grado de los
polinomios que aparecen en § y el niimero de variables de la {Srmula prenexa est4 acotado
por la suma del ndmero de variables libres y del nimero de cuantificadores de &®.

Ejemplo de ® € L}

() (X (X#0A4X=0)
Ay ... A

(donde X := *(Xi,...,Xm), A:= ( : : ) y por X # 0 se entiende
Any ... Apm

X1 #0VvXa#0V...vXn #0).

Aquf las variables Xj,..., X, son ligadas mientras que A;,,...,Amm son libres. Se tiene
n=m?+my D=3m.



La férmula () describe el problema de determinar para qué valores de A;;,..., Amm €n
{1 el sistema homogéneo de ecuaciones lineales dado por la matris A admite soluciones no
triviales en (}.

En general se dice que dos férmulas ® y ¥ € £ son equsvalentes sii
(i) ® y ¥ tienen el mismo nimero de variables libres

(ii) Si m := ## { variables libres de ® (6 ¥)}, entonces para todo z € 1™, &(z) es
verdadera si y 86lo si ¥(z) lo es (donde &(z) (8 ¥(z)) significa evaluar la férmula &
(6 ¥)en z:=(21,...,2m) €A™ en lugar de las variables libres).

Por ejemplo la férmula (#) es equivalente a la férmula

(s¢) det A=0

Intuitivamente es claro que entre dos férmulas equivalentes resulta conveniente trabajar con

aquella que tiene el menor nimero de variables (o sea el menor nimero de variables ligadas),

y jtanto mejor &i no tiene ninguna!

De hecho, muchos problemas geométricos y algebraicos interesantes pueden ser formulados
en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, y su solucién consiste
precisamente en “eliminar los cuantificadores”: en el ejemplo, () es una versién sin cuan-
tificadores de (), que resuelve el problema de determinar cudndo un sistema tiene solucién
no trivial. Este es un caso particular del hecho general {bien conocido por la teorfa de
modelos de 1a 1égica) que la teorfa de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica arbitraria admite elsmsnacién de cuantificadores. Ee decir, dada cualquier
férmula ® € L$, siempre existe una férmula ¥ € £ sin cuantificadores y equivalente a
d.

Cuando la férmula @ no contiene variables libres, la {érmula equivalente ¥ sin cuan-
tificadores es una combinacién booleana de sfmbolos no légicos de L%, que es verdadera o
falsa: se dice que se trata de un problema de decision.

En [He-Wi, J. Heints y R. Wiithrich presentaron por primera ves explicitamente un
algoritmo de eliminacién de cuantificadores {que resuelve por lo tanto también el problema de
la decisién) para la teorfa elemental de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracterfstica
arbitraria: a partir de una férmula de entrada @ ellos construyen una férmula ¥ equi-
valente y sin cuantificadores.

Buenos algoritmos para la eliminacién de cuantificadores permiten resolver computa-
cionalmente aquellos problemas geométricos y algebraicos formulables en el lenguaje ele-
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mental de los cuerpos algebraicamente cerrados. Es por ello que en la dltima década se ha
realizado un esfuerzo especial para hallar algoritmos cada vez m4s eficientes.

Pasemos entonces a precisar la nocién de algoritmo con la que se trabajar4:

B. El modelo algorimico

Dado que en nuestro contexto, vamos a tener que realisar operaciones aritméticas
(+,—,.) con los polinomios de @, la definicién de algoritmo que resulta mis adecuada
es la de red aritmética presentada en [Gat|.

Los polinomios serdn codificados con representacién densa, es decir por el vector de
todos los coeficientes (aiin los nulos) en un orden preestablecido de los monomios, fijado el
grado. Los coeficientes de nuevos polinomios se computarén por interpolacién, evaluando
en suficientes elementos de () (que es infinito por ser algebraicamente cerrado).

La red aritmética utiliza como entradas las constantes del cuerpo K, y permite las
operaciones +,—, -, las comparaciones (para decidir por ejemplo si un polinomio es idéntica-
mente nulo, especializando en elementos de 1), y el uso de selectores para determinar el
camino a seguir.

Por ejemplo, sumar 8 niimeros z;,...,zs puede ser representado por el grafo siguiente

z1 /3'2 T3 T4 Tp Te 27 I8

(1)

e s s h

También se puede realisar el mismo célculo por medio del algoritmo :



\/ \/ \/ \/
@) \/ ™ /
\/

Se definen, para un algoritmo dado descrito por un grafo, dos nociones de complejidad:

— la complejidad secuencial (tamaiio del grafo): es el ndmero de nodoe del grafo (sin
contar los nodos de entrada). En los ejemplos (1) y (2), l1a complejidad secuencial es
7. Si se supone que cada operacién se realisa en una unidad de tiempo dada, la com-
plejidad secuencial representa el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo con un
procesador.

— la complejidad paralela (profundidad del grafo): es el ndimero de nodos de una cadena
maximal del grafo, es decir el camino (orientado) m4s largo a seguir para llegar a un
resultado. En el ejemplo (1) la profundidad es 7 mientras que en el ejemplo (2) es 3.
Dado que la profundidad del grafo refleja el nimero de operaciones que deben esperar el
resultado de operaciones anteriores, esta nocién corresponde al tiempo minimo necesario
para realisar el algoritmo, aunque se disponga de un nimero arbsirariamente grande de
procesadores funcionando en paralelo.

Algunos autores llaman también “nimero de procesadores” al tamaiio del grafo, pues es la
tinica cota general de la que se dispone hasta hoy para la cantidad de procesadores necesaria
para realizar el algoritmo (en realidad, aquf 1 en (1) y 4 en (2)). Esto corresponde a la
poco econémica suposicién que se tira un procesador luego de utilisarlo una sola ves, y se
evitard aquf esa expresién. Serfa por supuesto interesante obtener cotas para este tipo de
pardmetro, en funcién del ndmero de nodos y de la profundidad.

Es intuitivamente claro que la complejidad paralela de un algoritmo no puede ser menor que
el logaritmo en base 2 de su complejidad secuencial. Se dice que un algoritmo es paralelizable
cuando su profundidad tiene orden de magnitud el logaritmo (en base 2) de su tamaiio.
Generalmente ocurre que los mejores algoritmos en secuencial no son los mejores desde el
punto de vista paralelo, ya que no son paralelisables.

En este capftulo, se exhibe un algoritmo de eliminacién de cuantificadores para la teorfa
5



elemental de los cuerpos algebraicamente cerrados que es paralelisable, y que tiene comple-
jidad secuencial de mismo orden que los mejores algoritmos secuenciales conocidos hasta la
fecha.

Para concluir esta descripcién del modelo, mencionemos que una parte del algoritmo
corresponde al manejo puro de las férmulas de £. Por ejemplo de la férmula de entrada
® hay que extraer los polinomios Fiy,...,F, € K[Xj,...,Xa], que serin transformados
en polinomios involucrados en la férmula de salida ¥. Hay que construir la férmula ¥ a
partir de estos polinomios. En pocas palabras, se admitirdn el mismo tipo de operaciones
elementales con los sfimbolos de £ que con los elementos de K : por ejemplo, concatenacién
de palabras, intercambio o insercién de simbolos de £. Estas operaciones permiten entre
otras cosas transformar la férmula de entrada @ en una férmula prenexa en tiempo lineal
|®].

Notacién: Sea f una funcién de N en N. Se adopta aquf la notacién standard 0(f(n))
para denotar una funcién lineal en f(n): Ee decir, existe una constante ¢ independiente de
n tal que 0(f(n)) < cf(n).

Ademis, log notars en el trabajo el logaritmo en base 2.

Recordemos que se enunciardn en primer lugar todos los resultados que se quieren
probar, y que las demostraciones se encuentran a continuacién.

RESULTADOS

En primer lugar, se tratarin dos problemas: el problema de cotas superiores (Teoremas
1y 2) y el problema de cotas inferiores (Teorema 3) para la complejidad secuencial y
paralela de la eliminacién de cuantificadores en el lenguaje de primer orden de los cuerpos
algebraicamente cerrados de caracterfstica arbitraria.

TEOREMA 1. Para todo L € N, existe una red aritmética Ny sobre los stmbolos de L
de profundidad €9 y tamaiio £ con la propiedad siguiente:

Para toda férmula de entrada ® € L$, con |®] = ¢, N¢ construye una férmula sin cuan-
tificadores, equivalente a ® (con respecto a la teorfa de primer orden de 1 ).

En otras palabras, existe un algoritmo (la familia de redes N¢, ¢ € N ) que elimina cuan-
tificadores (con respecto a la teorfa de primer orden de (1) en tiempo



— paralelo: | @[°(®D)
— secuencial: | ®|I#1°¢*?
donde ® € L es una férmula arbitraria.

Las mismas cotas se aplican para el problema de la decisién de la teorfa de primer orden de
0.

En el préximo resultado, se darén cotas m4s diferenciadas. Asumiremos para ello que @
es una férmula preneza'y “convenseniemente preparada®. Esto significa que, adem4s de tener
todos sus cuantificadores al principio, los polinomios que aparecen en @ estin explicitamente
dados y que la parte libre de cuantificadores de & puede ser escrita con respecto a los
conectivos légicos por medio de una red de profundidad O(log|®|). La preparacién de la
férmula, asf como su escritura en forma prenexa, exige un trabajo de orden 0(|®|) y es
generalmente asumida, como en este trabajo, en los artfculos sobre este tema.

Si F,...,F, € K[Xi,...,X,) son todos los polinomios que aparecen en la férmula
®, se considerardn los pardmetros n, D :=2 + grF; y r:= nimero de bloques de

cuantificadores de &. 1SS

TEOREMA ¢

(i) Existe un algoritmo que elimina los cuantificadores de @ (con respecto al lenguaje de
primer orden de 1) y que funciona en tiempo
— paralelo %) (log D)°(t) 4 0(log |®))
— secuencial D™"|9).

(ii) Las mismas cotas valen para la complejidad de la decisién de la teorfa de primer orden
de fl.

El Teorema 2 implica que los problemas de eliminacién de cuantificadores y decisién de
1a teorfa de primer orden de () pertenecen a la clase de complejidad NC (i.e. complejidades
paralela polilogarftmica y secuencial polinomial) si el ndmero de variables n de las férmulas
de entrada est fijado.

El objetivo del Teorema 3 que se expone a continuacién es el de mostrar que el algoritmo
descripto en el Teorema 2 es optimal desde el punto de vista de la complejidad general. M4s



precisamente, el problema general de la eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos alge-
braicamente cerrados tiene una complejidad inherente simplemente exponencial en paralelo
y doblemente exponencial en secuencial si se exige la representacién densa de los polinomios.

Sea {) un cuerpo algebraicamente cerrado y F su cuerpo primo

TEOREMA 3. Existe una sucesién de férmulas ®; € L§ (£ € N), con dos variables libres,
con las propiedades siguientes:
(i) |®=0(€).
(ii) Para toda férmula sin cuantificadores ¥ € L, equivalente a ®¢, que involucra los
polinomios Fi,...,F,, existe i, 1 <i< s tal que grF; > 23°.

La propiedad (i) implica que |¥] > 23°, dado que en el lenguaje L£§ los polinomios
estin representados en forma densa. En particular cualquier algoritmo secuencial para la
eliminacién de cuantificadores aplicado a la férmula de entrada &, necesita tiempo doble-
mente exponencial en |®,| para escribir la férmula sin cuantificadores que se obtiene (ver
[He] y [We]). M4s atin, todo algoritmo paralelo para la eliminacién de cuantificadores apli-
cado a &, necesita tiempo simplemente exponencial en |®¢| para evaluar la férmula sin
cuantificadores obtenida, ya que contiene un polinomio de grado doblemente exponencial
(ver [Gat}).

A continuacién se dari, a modo de aplicacién del algoritmo ripido de eliminacién
de cuantificadores presentado en el Teorema 2, un algoritmo eficiente para el cilculo del
polinomio de Chow del radical de un ideal homogéneo débilmente unmixed (ver también
[Ca 2)).

Sea {} un cuerpo algebraicamente cerrado y 0Xo,...,Xa] el anillo de polinomios en las
indeterminadas X,,...,X, sobre 1.

Recordemos brevemente la definicién de Forma de Chow de un ideal homogéneo y primario
I de QX,,...,Xa].

Se nota con P™ el espacio proyectivo n-dimensional sobre 3.

Sea X := {z € P* : F(z) = 0 (VF € I)} la variedad de P® definida por I y sea r su
dimensi6n.

Un hiperplano de P® se identificar4 con un punto de P* formado por los coeficientes de



una forma lineal que lo define.

Se considera el subconjunto I' de (P*)*+! x X := P®* x...x P® xX
r+1

deflnido por:

I:={(y9,..., s, ) e (P*) ' xX:z€y® (0<i< 1)}

y sea o(T) := {(y?,...,y() e (P*)+1 :Iz€ X con z€y) (0<i<r)}

la proyeccién de ' a (P®)™+1,

Entonces, ©(I') es una hipersuperficie en (P*)r*! definible por un polinomio Fx , que se
puede elegir sin factores méltiples. Este polinomio Fx se llama la forma de Chow de X (o
del radical del ideal J') y determina unfvocamente a X (Ver [Sh], Ch I, § 6,5).

Se tiene la caracterisacién

(%) z € X <>para todo y(*),...,y" talquez €y (0<i< ),
Fx(y?,...,y) =0

Un interés de la forma de Chow es que su grado es el grado de la variedad irreducible X.
En el caso en que el ideal homogéneo ] es débilmente unmixed (es decir todos los primos
minimales de ] tienen la misma dimensién) se obtiene también una forma Fx que carac-

terisa a X en el sentido de (%), y se puede por lo tanto hablar en forma an4loga de forma
de Chow del radical de I (ver por ejemplo [Ne)).

En lo que sigue, se supondréd que {1 es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracterfstica
0, o bien de caracterfstica p, donde se sabe como extraer raices p-ésimas de polinomios.
Sea I C 0[X,,...,X,] un ideal homogéneo débilmente unmixed generado por los poli-
nomios Fy,...,F,. Con rad(J]) se notar el ideal radical de J.

Sea D:=2+ gr F; y supongamos que el conjunto

1<8<¢

X:={z€P*:Fi(z)=...=F,(z) =0} es no vacfo,
entonces se tiene la siguiente aplicacién del Teorema 2:

APLICACION 4. Se puede calcular el polinomio de Chow del radical de I por medio de
una red aritmética Np . de tamaiio D**” y de profundidad (n log D)°().



En lo que sigue, nos interesaremos en los algoritmos de eliminacién de cuantificadorea

para cuerpos real cerrados.

Sea R un cuerpo real cerrado y sea L un subanillo de R.

El lenguaje de primer orden £§ de R a constantes en L se construye en forma an4loga al
lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, con la dnica diferencia
que ahora los afmbolos no légicos son {a, @ € L} U {+,—,,=,<} (se agrega el afmbolo <
del orden de R).

Se enuncia aquf para L} el teorema anilogo al Teorema 2, que fue obtenido por
J.Heints, M.F. Roy y P. Solerné (1889) y J. Renegar (1989) (ver [He-Ro-So 2|, [He-Ro-
So 3] 6 [Re]):

Sea @ una férmula prenexa de L§ y sean F,...,F, € [X),...,Xa] todos los poli-
nomios que aparecen en ®. Como antes sean

|®| = longitud de &
n := nimero de variables de &
D:=2+ gr F;

188

r := ntmero de bloques de cuantificadores de ®.

TEOREMA 5
(i) Existe un algoritmo que elimina los cuantificadores de @ (con respecto al lenguaje de
primer orden de R) y que funciona en tiempo
~ paralelo:  n%")(log D)°(") +0(|})
- secuencial: D**”|®|
(i) Las mismas cotas valen para el problema de la decisién en la teorfa de primer orden de
R.

Se examinar4 ahora en detalle la demostracién de [He-Ro-So 2] (6 [He-Ro-So 3]) del
teorema anterior, considerando también el pardmetro v := méximo del valor absoluto
de todos los coeficientes de @, para obtener cotas sobre los grados y el médulo de los
coeficientes de los polinomios que aparecen en la férmula de salida del algoritmo.

Sea 0 € L}, se define:
d(6) := méximo de los grados de todos los polinomios que aparecen en 4
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() := méximo del valor absoluto de los coeficientes de todos los polinomios que aparecen
en 4.

OBSERVACION 6
(i) Existe una férmula % € L} sin cuantificadores y equivalente a ® que verifica

o(r)

d¥)=0"" 'y y¥)=v""
(ii) En el caso r = 1, se puede elegir ¥ de manera que
d¥)=D°" y Yy(¥)=12"".

Cabe senalar que las mismas cotas para los grados, y el médulo de los coeficientes, de los
polinomios que intervienen en la férmula de salida valen también para el caso de cuerpos
algebraicamente cerrados (ya que el algoritmo de Heints, Roy y Solerné utilisa en su desar-
rollo el algoritmo para cuerpos algebraicamente cerrados).

Se pasa ahora a dar las demostraciones de los resultados expuestos.

1.- DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Dado que el Teorema 1 se deduce del Teorema
2, nos restringiremos aquf a la demostracién de este dltimo.

La prueba sigue las lineas generales de los procedimientos de eliminacién de cuantifi-
cadores de [He], [Ch-Gr 2] y [Gr 1]. Sin embargo, al no ser éstos eficientemente paralelisables,
es necesario modificar algunos aspectos esenciales de ellos, obteniendo asf también un nuevo
algoritmo de eliminacién de cuantificadores para cuerpos algebraicamente cerrados (de ca-
racterfstica arbitraria) rdpido en secuencial.

Sea ® € £ una férmula arbitraria preneza, que contiene las variables Xj,...,X,,
donde Xj,...,Xy, son ligadasy Xp41,..., X, son libres. La férmula & se puede suponer
de la forma

& : (QXM)...(@-X())o(Xy,...,Xs)

donde:
— @ es una férmula sin cuantificadores
- X = (Xn;_,41y--y Xm;) 1<i<r, mp:=0, my:=m
- eV} y Qi#Qita (1<i<r-1)
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- QiX®) :=(QiXm,_,41)...(QiXm,)
(v r es el nfmero de bloques de cuantificadores).

La férmula 6 (sin cuantificadores) es combinacién booleana de férmulas atémicas que

involucran los polinomios Fy,...,F, € K[X;,...,X,]. Sea
D:=D(®)=2+ grF;  (grF; nota el grado total)
1<1<s

E proceso de eliminacién que se detalla a continuacién es inductivo, eliminindose sucesiva-
mente los bloques de cuantificadores Q,,Q,_; hasta Q, . Observemos que el dltimo bloque
Q- (que es el primero a ser eliminado) se puede suponer existencial ya que la férmula
VXm,_i+1..-VXm, 0(X1,...,Xa) es equivalente a la férmula
Xy t1---3Xm, (~8(X1,...,Xa)).

1.-A. Beeritura de 0 en forma disjuntiva “consistente”

El primer paso del algoritmo consiste en reescribir la férmula § como una disjuncién
de conjunciones consistentes de polinomios igualados a cero y polinomios distintos de cero
(es decir que describen subconjuntos no vacfos de 1*). Pediremos adem4s que cada una
de esas conjunciones consistente corresponda a una Fy,..., F, - célula (segin la notacién de
[Gr 1]) en el sentido siguiente

DEFINICION A.l.
Sea F,...,F, € K[X),...,Xy],e I:'={1,...,8}
Se dice que Z C 1* es una Fy,...,F,-célula si
(i) Z+#0
(i) Existe M C I tal que
Z={ze:F(z)=0MieM) y Fi(z)#0(Vjel-M)}. ¢
Reescribiremos por lo tanto ¢ en la forma

MYI An(x“.“’x.)=0/\ A FJ'(XI’"':Xa)#O

€M SEI-M
Eeto es posible pues las Fj,..., F,-células son los 4tomos del 4lgebra de Boole de los sub-
conjuntos de fI* definidos por férmulas sin cuantificadores que involucran los polinomios
F 1yerey F g
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Un hecho fundamental es que se sabe (por [He], Corollary 1) que hay a lo sumo D"
Fy,...,F,<élulas (donde D es una cota para la suma de los grados).
Para determinar las c&ulas construiremos una red de profundidad 0(n log D) con 0(D°(*))
nodos. Estos tiempos se obtienen gracias a versiones efectivas de Nullstellensats (por ejem-
plo [Ko], [Br 2], [Ca-Gu-Gu]), adem4s de la utilisacién esencial de la estrategia de “dividir
y reinar® de [Be-Ko-Re], con la diferencia que se trabaja aquf con polinomios en varias va-
riables (y no en una).

ENUMERACION DB LAS CELULAS A.2. Supongamos por un momento que sabemos decidir
“répidamente” si una conjuncién de igualdades y desigualdades polinomiales es consistente
(i.e. &i define un subconjunto no vacfo de {I*), y formemos el siguiente 4rbol binario para
enumerar las Fy,...,F,-células.

— Etapa 0: Se determina cuéles de los subconjuntos de (}* definidos por F; = 0 6
F;#0 (1 <1< s) son vacfos.

— Etapa 1: Se construyen § conjuntos de conjunciones consistentes que provengan de
condiciones consistentes adyacentes de la etapa 0. Son del tipo {F} = 0A F; =0,
Fi=0AF;#0, Fy, #0AF; =0, F, # 0OAF; # 0},...,{1‘.-1 =0AF, =0,
Fo—1 =0AF, #0, Fo_y #0AF, =0, F,_, #OAF. #0}

(Si por ejemplo la condicién Fy = 0 no es consistente, entonces en el primer conjunto
no aparecen F; =0AF;=0, F;, =0A F; #0).

— Etapa 3: (1 < j < log s), se construyen f; conjuntos de conjunciones consistentes,
formados a partir de conjunciones consistentes adyacentes de la etapa inmediata ante-

Grificamente se obtiene un 4rbol del aspecto siguiente
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Etapa 0 {Fi=0,F130) {Fa=0,Fa#0}... w{Fo=1=0,F,1#0}  {F,=0,F,#0)}

Etapa 1 {F1=0AF3=0,...,F1 #£0AFy#0}... co{ Fom 1y =OAF,=0,....F, _1 #0A F, 70}

N/

Et_a.pa lgg 8 {{Z\ F;=0A A F,-#O}:M define una Fl,...,F,-céIIh}
M Je€I-M

Para todo 1 < j < log s, cada conjunto de la etapa j se compone de conjunciones consis-
tentes que involucran 2’ polinomios, cuya suma de grados est{ acotada por D. En cada
conjunto de la etapa j, hay entonces a lo sumo min{2?, D"} conjunciones ([He], Corolla-
ry 1). Dado adem4s que las conjunciones consistentes de la etapa j se determinan a par-
tir de conjunciones consistentes de la etapa (5 — 1), en cada etapa se realisan a lo sumo

(%)D" . D™ tests de consistencia, ejecutables simultdneamente.

Se efectiian por lo tanto en total 28" tests de consistencia (en secuencial) y log s en
paralelo.

El algoritmo se completa explicando como se realiza un test de consistencia.

TEST DB CONSISTENCIA A.3.
Sea la conjuncién F; =0A...AF, =0AFy1 #0A...AF, #£0.

1Cémo decidir *rdpidamente” si el subconjunto de (1* definido por esta conjuncién es vacfo
o no?

Se utilisar4 el conocido ®Truco de Rabinowitsch”.
Planteamos F := Fy4+1Ft43...F,, y sea T una nueva variable.
Por el Teorema de los Ceros de Hilbert, se sabe que el conjunto
{zeQ*: Fi(z) =0,...,F(z) =0,F4i(z) #0,...,F,(z) # 0}
es vacfo si y sélo i el ideal de K[X,,...,Xn,T] generado por los polinomios
F,...,F;,1-TF es el trivial (ie. 1€ (F},...,F,1-TF)).
Aplicamos ahora la versién efectiva del Nullstellensats de [Ko], [Br 2] 6 [Ca-Gu-Gu], que
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afirma que:
si K es un cuerpo arbitrario, Gy,...,G¢ € K[X,,...,X,]
y d>max{gr(G;), 1< < ¢}, entonces

1€ (G1ye-s ) = 3Py KX, K] tales gue
gr 5 < max{3" J"‘} (1< <t)
y 1= PG,

<t
En nuestro caso, se tiene 1595

1€ (R,...,R,1-TF)<=3R,..., R, P€ K|X,,...,X,,T] tales que

gr(P) <d*+'(1<i<t), g(P)<d**' y 1=P,F, +...+ PF. + P(1 - TF)

(donde d := max{D,3}).

Planteando los coeficientes de los polinomios Py,...,F;, P como incégnitas, y comparando
los coeficientes de los polinomios 1 y ; P;F; +P(l TF), el problema de la consistencia

ge reduce a decidir cuando un sistema no'homogéneo de ecuaciones lineales sobre K admite
una solucién en 0. El orden del sistema est4 acotado por d°*’, donde d := max{3, D} y
c es una constante adecuada.

En otras palabras, hay que comparar el rango de dos matrices de orden d*** sobre K, lo
que noe lleva al problema de calcular répidamente (en secuencial y en paralelo) el rango de
una matris. Segtin loe resultados de [Mul], esto se puede hacer en tiempo secuencial d°(**)
y en tiempo paralelo O(n*log?d).

Por consiguiente, se pueden enunciar las D*® células en tiempo secuencial 2sD3%d0(8*) —
O(D*®*")) y en tiempo paralelo (log 5) O(n*log? d) = O(n* log® D).

Una ves enumeradas las células, 6(X,,...,X,) puede ser llevada a la forma disjuntiva
deseada en tiempos secuencial O(|9]) y paralelo O(log|d)) .

1.-B. Le férmals (3X;)...(3Xe) (Fy =O0A...AFt =0AF41 #0A...AF, #0)
Dado que los cuantificadores existenciales y las disjunciones conmutan, alcansa ahora con
caracterisar los subconjuntos de f1*—¢ definibles por una formula del tipo

(3X1)...(3X,) (F1 =0A...AFy=0AFi4y #0A...AF, #0)

donde ¢ < m indica la longitud del dltimo bloque de cuantificadores de la férmula de
entrada, que se supuso existencial.
Ee decir, hay que describir por medio de una férmula sin cuantificadores, con polinomios
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Gy,...,Gq € K[X¢41,...,Xa], al conjunto
B={yefl*t:3ze’ talque Fi(z,y)=0A...AF(z,y)=0A
Fesr(z,9) #0A ... AF,(z,y) # 0}

(que es la proyeccién de un conjunto localmente cerrado en la topologfa de Zariski de 01*).
Sea E:= "¢ - B,y como arriba sea F := Fy;;...F, ysea T una nueva variable.
Nuevamente por el Teorema de los Ceros de Hilbert se verifica
E = {yenn-t :1€ (Fl(xl’""th)o-"aﬁ(xls'“:xtay)’l —TF(Xlo---,XC;y))}

Consideraremos F,...,F;,1 — TF como polinomios en las variables X;,...,X,,T y a
coeficientes en K[Xy41,...,Xy), y usaremos nuevamente el Nullstellensats efectivo:
Por el momento, reemplacemos Xe41,...,Xn POr ¥ := (Ye41,--.,yn) € B*—¢
Se tiene:

1€ (Fi(X1y..., Xeyy)y- - Fe(X1y..., Xeyy), 1 -TF(Xy,...,Xe,y)) <=

existen Py,..., P, Pe€l|Xy,...,X,T] tal que

gr(P) <d (1<i<0), gr(P) < d* (donde d:= max{D,3})y

l=Pirl(xb“thsy)""“+PtFt(xl’""xt:y)+P(l—TF)(xhﬂth’y)
Comparemos ahora los coeficientes de estos polinomios en las variables X;,...,X,,T, te-
niendo en cuenta las cotas para los grados y recordando que F;,...,F;,1—TF son conside-
rados como polinomios en las variables Xj,...,X,, T a coeficientes en K[X¢41,...,Xa].
Sean Ti(1 < k < N) los coeficientes de Py,...,P;, P. Dadas las cotas para los grados, se
tiene N < d*’ (¢ constante), y nos hallamos asf ante el problema de analisar la resolubili-

dad de un sistema no homogéneo de ecuaciones lineales (de orden o’ ), m4s precisamente,
a describir un conjunto del tipo

{yeart: § Fiu(y)Th = Fjn41(y), 1<j < M tiene una
1 N

solucién en®¥} (N, M < &)
(donde Fix,F; n+1 € K[Xe41,...,Xx) son algunos coeficientes de Fi,...,F,1-TF)
por una férmula sin cuantificadores, que involucra polinomios Gy,...,Gq € K[X¢41,...,Xs].
Para ello utilisaremos nuevamente el algoritmo de [Mul], que permite exhibir las condiciones
polinomiales necesarias y suficientes sobre y € 1*—¢ para que valga la igualdad en los rangos
de las matrices
[Fia(y)] G Y [Fi(y)] LM
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Con este fin, consideramos las matrices (genéricas)

[Fit(Xes1s-- -, Xn)] 15 Y [Fit(Xers, -, Xa)] 1SN,
El algoritmo de [Mul] calcula el rango de la matris calculando el orden del cero en el poli-
nomio caracterfstico de una matris que se construye con operaciones de anillo a partir de
la matris de entrada, y de una variable auxiliar Z. Calculamos por medio del algoritmo
de [Ber] (que no usa divisiones) los coeficientes (en Xy, 1,...,X,,Z) de los dos polinomios
caracterfsticos obtenidos, y loe consideramos como polinomios en Z; evaluando Z en un
ntimero suficiente de elementos de ) (jqué es infinito!) recuperamos sus coeficientes. Estos
sern los polinomios Gy,...,Gq € K[X¢41,...,Xs] que se buscan.
El hecho que G; se anule (resp. no se anule) en un punto dado (Yes1,-..,¥%a) € A*¢
expresa la multiplicidad del cero en los dos polinomios caracterfsticos luego de haber espe-
cialisado las variables X¢41,...,Xa €0 ye41,...,9a . Porlo tanto esta construccién permite
expresar la igualdad de los rangos de [Fjx(y)] 1SiSM ¥ [Fia(y)] LSisM mediante una
condicién booleana de las condiciones G;(y) =0, Gi(y) #0 (1 <1<7).
Esto significa que E' puede ser descripto por una férmula sin cuantificadores que involu-
cra (88lo) los polinomios Gj,...,Gq. Dado que grFjz < D, Fj € K[Xe41,...,Xa) C
K[X),...,Xa) paratodo 1<j< M, 1<k<N+1,yque M,N < &,y teniendo
en cuenta las complejidades de los algoritmos de [Mul] y [Ber], se obtiene Z; degG; <

1S1<q

d™’ = D), Asimismo, se puede computar Gy, ..., G, en tiempo paralelo O(n*log? D)
y secuencial O(D%*%)),

Las combinaciones booleanas de las férmulas atémicas Gy = 0,G; #0,...,G; =0,G, #0
que representan la férmula sin cuantificadores buscada pueden ser enumeradas por un grafo
de profundidad O(n?log D) y con O(D***)) nodos.

El hecho que hay a lo sumo D* células implica que se puede eliminar un bloque de cuan-
tificadores existenciales en tiempos paralelo O(n*log? D) y secuencial O(D°(*’)), obte-
niendo asf una férmula que involucra solamente polinomios en niimero y grado acotado por
0(D°™).
La cota general del teorema sigue ahora trivialmente por induccién en el ndmero de bloques
de cuantificadores.

¢
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2.- DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8

2.- A. La férmuls &,

Sea aquf F el cuerpo primo de ).

En [He] se construye inductivamente una sucesién de férmulas ®¢(X,Y) € L§ (£€ No) en

las variables libres X,Y de la manera siguiente

&(X,Y): X2=Y

#(x,Y): @z0)v{)va)(F) =2 A Z{) =Y)v
(2 = x a2 = 2) — do(21), 2"

Yy en general

3(X,Y): (azw)(vz}")gvz,“’)((zf" =20 2Z{) =Y
(29 = X7 2] = 2)) — #.,(29,2)")

Se observa que la férmula &, tiene 3£ cuantificadores (que corresponden a 3¢ variables
cuantificadas (distintas)) y Gnicamente dos variables libres X e Y. Dado que cada poli-
nomio que aparece en ®, tiene grado acotado por 2, el codificarlo con representacién densa
ocupa O(8) lugares. Por otro lado se tiene |®¢| = 4¢:8 + 3 + |&8¢-1]| = Y46:2 + ¢3)
(donde ¢; y c3 son constantes adecuadas), y por lo tanto |®¢] = O(€).

(En el caso de un cuerpo algebraicamente cerrado de caracterfstica 2, se considera como
férmula de partida ®o(X,Y): X3 =Y, y las estimaciones no se modifican esencialmente).

La férmula ®,(X,Y) es equivalente a:
(Bz2ONvZ{NVZL") (21 = 20 A 2 =Y) — 8,4(2]0), A
(89 = X A 259 = 59) — #01(2(9, )
que se puede simplificar adn m4s ya que las implicaciones son trivialmente ciertas salvo en
el caso en que Zf" y th) tomen los valores indicados en las hipétesis de las implicaciones.
Por lo tanto, ®¢(X,Y) es equivalente a:
(32(9)(8-1(219,Y) A 8¢-1(X, 2(9))
Asf se muestra que &;(X,Y) es equivalente a X2’ = Y y recursivamente se obtiene que
®,(X,Y) es equivalente a la ecuacién
x* =y
Se tiene por lo tanto una sucesién de férmulas ®,(X,Y) (£ € Ny) con las propiedades
siguientes:
(i) |®]=0(£)
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(ii) @ define el grifico de la funcién de f} en f} que aplica z sobre z’", es decir el
conjunto
M= {X" -Y =0}:={(z,p) € : 2" =y}

2.- B. La férmals ®

Sea ahora ¥ una férmula sin cuantificadores equivalente a @, que contiene los polinomios
F,...,F, ¢ F{X,Y], y sean G,,...,G; los factores primos de Fj,...,F, en (}[X,Y]. Se
tiene que max{grFy, 1 < j < s} > max{grG;, 1 < s < t}. Alcansa por lo tanto con
mostrar que existe §(1 < i < {) tal que grG; > 2%°.

Sea L3 el lenguaje que se obtiene extendiendo las constantes de £§: las constantes de L8
son {a;a €(1}.

Se reemplasa la férmula ¥ de £§ por una férmula ¥’ de L3, reemplasando cada férmula
atémica F; =0 por G;, =0V...VG;_ =0 si F; =G!...G{™ (donde {s;,...,8m} C
{1,...,8} y r1,...,rm € N}. Por consiguiente, ¥’ involucra solamente polinomios irre-
ducibles sobre (1, a saber G,,...,G;.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que ¥’ es una disjuncién de conjunciones
conststentes de la forma:

(*) Gi, =0A...AG;, =0AG;,,, #0A...AG;_ #0

donde aparecen todoe los G; (1 < i <t) (o sea lo que lamamos G;,...,G¢-células en el
parigrafo anterior).

Obsérvese que en principio no se puede excluir el caso k=0.

La férmula ¥' es una férmula sin cuantificadores en las variables X,Y , equivalente a ¥
y por lo tanto también a &, en L8. Es decir ¥’ define también el subconjunto M, de
12, que es cerrado en la topologfa de Zariski de f12. El conjunto M; es por lo tanto unién
de conjuntos definidos por conjunciones del tipo (+). Al ser M, cerrado y distinto de 012,
tiene que ser k > 0 en cada conjuncién (*) que define a M; (pues sino M, contendrfa un
abierto (denso) de la topologfa de Zariski de 012). Es decir en cada conjuncién () de la
férmula ¥’ aparece alguna condicién G; =0.

Ademis, el Teorema de la Dimensién (ver por ejemplo [La), II, 7, Th.II) permite afirmar
que si k > 2, entonces () define un subconjunto finito de 01? (dado que los polinomios
Gi,...,G;, de (*) son todos irreductibles y distintos).
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Por lo tanto M; se escribe como unién de conjuntos definidos por conjunciones (*) con
k =1 y conjuntos finitos.

Dado que M, es infinito, existe por lo menos una conjuncién (*) con k= 1. Consideremos
entonces una conjuncién de este tipo de ¥’'. Podemos suponer que es

(++) G1=0AGy #0A...AG #0

Dado que G, es primoy (++) es consistente, la clausura del subconjunto de {12 definido por
(++) es {G1 = 0}. Por otro lado se sabe que M, es cerrado, y por lo tanto {G; =0} C M,.
Se deduce asf que M, se puede escribir como unién finita de conjuntos {G; = 0} y conjuntos
finitos.

Por otra parte, X2° —Y es un polinomio irreducible de 0{X, Y) y M es el grifico de
{X'J —Y =0}, o sea un conjunto irreductible. Es decir que X3* — Y =0 es la ecuacién
minimal de la hipersuperficie irreductible M, de 0[X,Y].

Por consiguiente se tiene que M, es irreductible e infinito y que los conjuntos {G; =0} y
los conjuntos finitos que apa.recan en la decomposicién de M, son cerrados. Es decnr que,
existe § € {1,...,t} talquo{X‘2 l—Y =0} = M;-{G,—O} Dado que X -Y =0
es la ecuacién minimal de My, X3* - Y =G; y ¢r(G;) = 2*°.

3.- DEMOSTRACION DE LA APLICACION 4
A. Se puede calcular la dimensién proyectiva de X en tiempo secuencial D**" y tiempo

paralelo (n log D)1 | aplicando por ejemplo [Ca 1] o [Di-Fi-Gi-Se).

Sea r:=dim X,y paratodo s, 0 <1 <r,sea
L®) := Y§Xo +... + YiX,, donde 1 4)) o<i<r son nuevas indeterminadas sobre
ﬂ[Xo, ]

Sea I' C (P")"*’l x P* el conjunto de ceros del ideal generado por

Fy,...,F,, L, . L) e ﬂlxo,...,x.,Yf]gé}g‘ .

B. Sea p: (P*)r+! x P* — (P*)'+! la proyeccién canénica.
El Lema 4 de [Ne] muestra que ¢(I') es un conjunto cerrado. Adem4s como rad (I)
es un ideal unmixed (i.e. todos sus primos tienen misma dimensién) ya que I es

débilmente unmixed, se tiene que (T') = {y € (P*)"*! : F(y) = 0} para algtn poli-
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nomio F € QiY}] 0gigr - Entonces el polinomio rad(F) es el polinomio de Chow del

ideal rad (I) (dond%’ con rad (F) se nota el polinomio libre de cuadrados formado por
los factores irreductibles de F'). (Ver [Ne], Prop. 2 y Corollary Prop. 3).
Por simplicidad, supondremos directamente que F es libre de cuadrados.

. Sea W := {w € Q(»+1)(r+1) ; F(w) =0}.
W se puede describir por medio de la férmula &:
(3X0)...(3Xn)(F1(Xo,...,Xn) =0A...AF(Xo,...,Xs) =0
ALOY( Xy, ..., Xn, YOy, ¥O) =0A... AL (Xy,..., Xn,¥{,...,YI) =0)
con un solo bloque de cuantificadores, con (n + 1)(r + 2) variables y tal que D(®) =
D+2(r+1).
Aplicando e] algoritmo rdpido de eliminacién de cuantificadores presentado en el Teore-
ma 2, se obtiene una férmula ¥ sin cuantificadores, equivalente a &, en tiempos
— paralelo  ((n +1)(r+ 2)log(D + 2(r + 1)))*"") = (nlog D)°®)
— secuencial (D + 2(r + 1))((8+2)(r+2))°®) — pmt(®)
La férmula ¥ (sin cuantificadores) obtenida es una disjuncién de conjunciones donde
aparecen ciertos polinomios Gj,...,Gx € 0[}"] 3§.<, Ademis, se puede aplicar un
test ripido de consistencia para decir cuiles de las ¢ oomnncnones
Gy, =0A...AGg, =0AGy,,, #0 definen subconjuntos vacfos de [(*+1)(r+1),
Por lo tanto se puede suponer que se obtuvo una descripcién de W como sigue:

W= QW;, donde

(i) Wy tiene la forma {Gx, =0A...AGg, = 0A G, ,, # 0}, con
th € Kl}';lgé}é; y gwakt = Dgo(l)

(i) Wi # @ para todo k.

. La versién efectiva del Nullstellensats de por ejemplo [Ca-G-H 2} o del lema de Noether
de [Di-Fi-Gi-Se] permite para todo k calcular la dimensién dimg Wj (en tiempos
D~ y (nlog D)®?) respectivamente).

Se define N:=(n+1)(r+1) ysea I={k:dimW; =N -1}.

Se tiene 1 #0 pues dimgW =N-1y W = UW,;.
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E. Sea ky €1, y pongamos Wy, := {G1 =0A...AGp =0AGny1 #0}.
Si Gm41 DO aparece, se pone G4y =1.
Se tiene m > 0 pues sino dimgq W, = N.
Sea F := F...F; la descomposicién en factores irreductibles (y coprimos) del poli-
nomio de Chow F de rad (I).
Dado que dimg Wy, = N — 1, existe 1 < £ <t tal que si Z(F;) := {F¢ =0},
dimg (Z(F¢)NWy,) = N -1,y asf, para todo 1, 1 <1 < m, se tiene Z(F,) C Z(G;).
Por lo tanto F|G; (1<s<m)y F¢ JGmn1-

F. Para todo k€1, sea My :=(Gy, :...:Gy,) y pongamos

Ty = m%j € K[Y}] ogi<e
Rm41 * 0Z;3n
La construccién de Mi y de Ty puede hacerse en tiempo D" (secuencial) y
(nlog D)°(1) (paralelo) por medio de los algoritmos répidos de c4lculo de m4ximo comtn
divisor (ver [Bro], que aplica al c4lculo de m4ximo comtdn divisores teorfa de subresul-
tantes y sucesiones de restos polinomiales desarrollada por [Co]). Es aquf donde si 03
tiene caracterfstica p, se aplica la suposicién que se puede extraer raices p-ésimas de
polinomios.

Sea T:=]|T;:

Afirmacién: rad(T) = F
Demostracidn: Alcansa con mostrar que los nicos factores irreducibles que dividen a
T son exactamente F;,...,F;.

Sea 1 <5 <{t. Setiene:

Z(F;) = U(Wb N Z(Fy))

Existe, por lo tanto, ko tal que dimq(Wi, N Z(F5)) = N — 1 (ya que dim Z(F;) =
N —1), por lo tanto kg €1, y por la etapa E se obtiene que Fy|Ty, .

Por consiguiente F|T .

Para finaligar, se supone que T' tiene un factor irreducible H que no divide a F,y sea
ko €1 tal que H|T},.

Entonces H|My, y H [Gk,_,, -
As, se obtiene Z(H) N {Gr,_,, #0} CWi, CW,



y dimg(Z(H) N {Gy.(.““ #0}) = N — 1. Se tendrfa entonces Z(H) CW := Z(F),y
por lo tanto H|F. Contradiccién.

G. Finalmente ee calcula rad (T') en tiempo secuencial D=’ y paralelo (nlog D)°(1) y
queda probado el resultado.

¢

4.- DEMOSTRACION DE LA OBSERVACION ¢

(i) La afirmacién sobre el grado forma parte del enunciado del Teorema 3 de
[He-Ro-So 2| (o bien del Teorema 5 de [He-Ro-So 3]). La cota para v(¥)
se obtiene por simple inspeccién del algoritmo mencionado.

(ii) La aparicién en d(¥) de D := ; gr F; se debe a la etapa de reduccién (a) (si-

guiendo la notacién de [He-Ro-So 2)) y a Ia eliminacién de una variable (Gltima parte
de la demostracién de [He-Ro-So 2], Théordme 3). El exponente O(n) proviene de
la aplicacién del Nullstellensats efectivo (que interviene en el algoritmo para cuerpos
algebraicamente cerrados que se utilisa) (parte (c) de [He-Ro-80 2]) y del célculo de
una base standard en dimensién 0 (parte (d)).

La cota para y(¥) se obtiene haciendo el mismo rasonamiento que para el grado.



II. UNA COTA GEOMETRICA PARA LA PROGRAMACION
ENTERA CON RESTRICCIONES POLINOMIALES

INTRODUCCION Y NOTACIONES

En todo lo que sigue, R notar4 el cuerpo de los néimeros reales y Z el anillo de los
ndmeros enteros.

Sean X),...,X, indeterminadas sobre R .

Se dice que un polinomio F € R[X,,...,X,] es cuasiconvezo si para todo A € R el
conjunto de nivel {z € R" : F(z) < A} es un subconjunto convexode R .

También se adoptars la siguiente convencién:

Si V es un conjunto finito de vectores de ", notaremos por (V) la longitud binaria
mixima de todas las coordenadas de todos los vectores de V. Andlogamente, si ¥ C
Z[X,,...,X,] es un conjunto finito de polinomios, o(¥) serd la longitud binaria méxima
de todos los coeficientes (jenteros!) que aparecen en todos los polinomios de ¥ .

A lo largo de este capftulo, Fy,...,F, € 8[X;,..., X,] serén polinomios cuasiconvexos
en n variables y a coeficientes enteros, de grado total acotado por un nimero d > 2, y tal
que o({Fo,...,F,})<o.

El propésito de este capftulo es el de probar los siguientes teoremas:

TEOREMA 1. Si el conjunto {z € 2" : F(z) <0,...,F,(z) <0} es no vacfo, entonces
contiene un punto (entero) en una bola cerrada B(0,R), centrada en el origen, y de radio
R de longitud binaria acotada por (sd)°(*’) .o,

El valor de la constante que interviene en el término 0(n?) se puede calcular y es intrfnseco
al algoritmo (no depende de los pardmetros s, d, n, 0 considerados).

Este teorema geométrico conduce al corolario algorftmico siguiente:

COROLARIO 1.1. Se puede decidir por medio de una médquina de Turing no deterministica
si el conjunto {z € 5" : Fi(z) <0,...,F.(z) <0} es no vacfo en tiempo (sd)**" .c.

En otras palabras, el problema de la programacién entera, que involucra Gnicamente
polinomios cuasiconvexos, en tanto que problema de decisién pertenece a la clase de com-
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plejidad NEXPTIME (“non deterministically simply exponential time®). Esto significa que
se puede verificar &i un candidato a solucién del sistema es solucién en tiempo (secuencial)
simplemente exponencial.

TEOREMA 2. Supongamos que el conjunto {z € 3" : Fi(z) <0,...,F,(z) <0} esno
vacfo y consideremos ahora también el polinomio (cuasiconvexo) Fo. Si el fnfimo de los
valores de Fy(z), con z tomado en el conjunto {z € 8" : Fy(z) <0,...,F,(z) £ 0} se
realisa, entonces coincide con el fnfimo de los valores de Fo(z), con z tomado en el conjunto
{z € 3*nB(0,R) : Fi(z) <0,...,F,(z) < 0}, donde el radio R tiene longitud binaria
acotada por (sd)™*" ..

Expresado de otra manera: 8i  {F <0,...,F, <0}n 3" #9, entonces
inf {Fo(z), z€ B*N{F <0,...,F, <0} =p> ~o0
= p=inf{Fo(z), z€ B*n{F <0,...,F, <0} n B(0, R)}

donde R es tal que o(ﬁ) = (sd)**V .0

El resultado del Teorema 1 mejora una cota superior del tipo o(R) = (d(*+9nd)0(1)g
(con % := min{s,n}) anunciada por Khachiyan y Tarasov (|Ta-Kh] y [Kh]), para el caso
de polinomios convexos (que constituyen un caso particular de los olinomios considerados
aquf).

Por otro lado el caricter exponencial de la cota obtenida es intrinseco al problema,

como lo muestra el ejemplo siguiente estudiado en [Ta-Khj:
Al considerar los n polinomios cuadriticos y convexos, F; = —-X, +2°, F; = X? - X,,...,
Fy = X3_, — X,y (de grado acotado por 2 y tales que o({F;,...,Fy}) = 0), los autores
muestran que todas las soluciones, adn reales, del sistema Fi(z) < 0,...,Fs(z) < 0 se
hallan fuera de la bola B(0,R), con o(R) = 2*~!.0. Es decir, la cota obtenida en el
Teorema 1 es optimal, como medida general de complejidad, en término de los parimetros
considerados.

1.- DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1
La prueba se basa en técnicas de reduccién para la programacién cuasiconvexa desarrolladas

por B. Bank y R. Mandel ([Ba-Ma 1], cap. 4y 5, y [Ba-Ma 2]). Se aplican también funda-
mentalmente los resultados precisos de geometrfa semialgebraica algorftmica sobre R que
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resultan del examen del algoritmo “r4pido® de eliminacién de cuantificadores para cuerpos
real cerrados ([So], [He-Ro-So 2], [He-Ro-So 3] o bien [Re]), presentados en el Capftulo I
(Observacién 6).

1.-A. Propiodades de polinomios cuasiconvesos
El fin de esta seccién es mostrar tres propiedades fundamentales de los polinomios cuasicon-

vexos, indispensables para la obtencién de las cotas buscadas. Son las siguientes:

PROPOSICION A.l. Sea F € R[X,,...,X,] cuasiconvexo.
Sean z,u € R™, u # 0. Si el polinomio F(z + Tu) en la variable T es estrictamente

decreciente (respectivamente constante), entonces el polinomio F(y + T'u) es estrictamente
decreciente (respectivamente constante) para todo y € R"™.

Esta es una suerte de propiedad de *uniformidad” de los polinomios cuasiconvexos, ya que el
caricter de decrecimiento (estricto) o de constancia se mantiene sobre todas las direcciones

paralelas.

PROPOSICION A.2. (Propiedad de *linealidad® de los polinomios cuasiconvexos).
Sea F = P; € R[X,;,...,X,] un polinomio cuasiconvexo, escrito como suma de

formas hongE&Z:eas P; de grado s.

Entonces para todo 0 <t < d, se tiene que el conjunto:

Li := Li(F):= {z € R"™ : P4(z) =0,...,P(z) =0} es un subespacio lineal de R™

y que el conjunto:

K; := K;(F) := {z € R" : P4(z) =0,...,Pi41(x) =0, Pi(z) <0} o bien es un semisub-
espacio lineal de R™ (que contiene a L;), o bien coincide con L;.

Si adem4s F tiene coeficientes enteros, se muestra que L; admite una base entera B; con
o(8;) = &®*)o(F), donde d := max{2,d}. Anflogamente, K; admite un sistema de gene-
radores §i := {v1,...,v¢} (es decir K; = { Aivi, A > 0}), tal que o(Gi) =

15e<¢
d(*)o(F) (donde d:= max{2,d}).

A.3. PROPOSICION. Sean F,...,F, € B(X,,...,X,] cuasiconvexos de grado d,,...,d,
respectivamente. Sea d := max{d,,...,d,,2}. Entonces para todo 0 <3; < d; (1<j5<
8), siguiendo la notacién de la Proposicién A.2, el conjunto:
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Li,..i, = Li,(F) n cee L;,(F,) es un subespacio lineal de R™, que admite una base
entera B con o(B8) = d*(’)g

y el conjunto: % iy

K;,. i, = Ki,(F)n...nK; (F,) I 7 g

es un cono poliedral de R™ (es decir una (F 7 .
interseccién finita de semiespacios lineales /Kir i,

de R") que admite un sistema de gene-
radores § con o(§) = ®*")g.

%
Ly,..i,

Las demostraciones de las tres proposiciones abarcan desde la Observacién A.4 hasta el
Lema A.9.

OBSERVACION A.4.
(i) La definicién de polinomio cuasiconvexo dada més arriba admite la formulacién equiv-
alente:
Para todo z,y € R"™, para todo a € (0,1), se verifica:

F(az + (1 - a)y) < max{F(z), F(y)}

Esta definicién alternativa permite deducir inmediatamente que los polinomios convexos

constituyen un caso particular de estos. M4s ailin, existen polinomios cuasiconvexos

que no son convexos, como por ejemplo el polinomio X3, y por lo tanto la clase de

polinomios cuasiconvexos es estrictamente méds amplia que la de polinomios convexos.
(ii) Sea ahora F € R[X] un polinomio cuasiconvexo, en una sola variable. Entonces

— 8i F es de grado par no nulo, F' no puede tener coeficiente director negativo, pues
en ese caso, dado que ‘lig_lwi'(z) = slig: F(z) = —00, existirfan z; < 23 < 73
en R tales que F(z3) > max{F(z;), F(zan , lo que contradirfa la cuasiconvexidad
de F.

— Si F es de grado impar # —1, F es una funcién de R en R estrictamente
creciente o estrictamente decreciente, segiin el signo de su coeficiente director, ya
que un polinomio cuasiconvexo (no nulo) de grado impar no admite méximos ni
minimos locales (pues ‘li?w F(z) # Jim F(z)).
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— En ambos casos, un polinomio cuasiconvexo no constante en una variable no admite
méximos locales.

d
LEMAASSea F = EP; € R|[X,,...,X,] un polinomio cuasiconvexo de grado d, escrito
como en la Proposic'izg A.2 como suma de formas homogéneas de grado ¢. Entonces
(i) La forma Py resulta cuasiconvexa también.

(ii) Dadas z,u € R™.(u # 0), el polinomio F; en la variable T', dado por Fy(T) :=
F(z + Tu) es cuasiconvexo.
Adem4s i el polinomio Fy(T) := F(y+ Tu) (y € R") es el polinomio F considerado
sobre la recta paralela en y ala recta {z +tu, t € R}, se tiene que F; y Fy o bien
son ambos constantes, o bien tienen mismo grado r # —1,0, y en ese caso, tienen el
mismo coeficiente director.

Demostracién:
(i) Sean z,y € R*, y a € (0,1) fijado. Se quiere probar que Py(az + (1 — a)y) <
max{Pq(z), Pu(y)}
Pero Py(z) =, lim t~4F(tz)
y F(t(az + (1- a)y)) = F(a(tz) + (1 - a)(ty)) < max{F(tz), F(ty)}.
O sea, para t > 0, t~4F(t(az + (1 — a)y)) < max{t~¢F(tz),t~4F(ty)}, y el resultado se
obtiene tomando limite.

(ii) Sean ¢;,¢t3 € R, a € (0,1) arbitrarios

Fy(at) + (1 - a)ts) = F(z + (aty + (1 - a)tz)u) =

=Fa(z+t1u)+ (1-a)(z + tu)) <

max{F(z + t,u), F(z + tau)} = max{Fs(t,), Fx(t2)}
Por lo tanto F, es cuasiconvexa. Pongamos:

F(T)=aT"+...4a (ar #0)
Fy(T)=b,T"+...4b (b #£0)

y a €(0,1) fijado. Elijamos ahora v,,w, € R™ tales que
y=az+(l-a)jva y z=ay+(l-a)wa
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pertenescan de esa manera respectivamente a los segmentos (z,v,) e (y,wa).
Por la cuasiconvexidad de F, se obtiene que para todo t € R" vale
F(y + atu) < max{F(z + tu), F(vq)}
{ F(z+ atu) < max{F(y + tu), F(w,)}
o sea, para todo t € R™ wvale:
(%) {b.(at)‘+...+bo$max{a,t'+...+ao, F(va)}
ar(at)" + ...+ 6o < max{d,t* + ...+ by, F(wq)}
Tomando en cuenta que si 8 (resp. r) es par > 0, b, (resp. a,) no puede ser negativo
(Observacién A.4(ii)), y que por lo tanto en cualquier caso en que r y s son mayores que
0, los miembros de la isquierda en () se pueden hacer arbitrariamente grandes (eligiendo
t — F00), se deduce que r = s (ya que F(v,) y F(wq) quedan fijados por el valor de
a). M4s afin, en ese caso (r > 1), el examen de las dos desigualdades muestra que a, y &,
tienen mismo signo.
Supongamos que se tiene a, y b, positivos, y a, # b, , por ejemplo 0 < &, < a,. Eligiendo
entonces adecuadamente a € (0,1) tal que se mantenga la desigualdad 0 < b, < a,a” se
contradice la segunda afirmacién de () para t — +o00.

En el caso en que a, y b, son ambos negativos (por lo tanto r es impar) y 0 > b, > a,,
se toma a de modo que 0> br > a,a’ y ¢t — —00, llegando a la misma conclusién.

Con lo que resulta a, = ;.

Para concluir la demostracién, falta considerar el caso en que F; o F, es constante.

Pero en ese caso (#) muestra que obligatoriamente los dos resultan simult4neamente
constantes.

¢

Demostracién de la P icién A.L:
El caso F(z + Tu) constante se deduce inmediatamente del Lema A.5(ii) anterior.

Si ahora F;(T) = F(z+ Tu)=6,T" +...+ a0 (ar # 0) es estrictamente decreciente, se
deduce por la Observacién A.4(ii) que r > 1 es impar y que a, < 0.

Sean ¢;,¢; € R tales que t; < ¢3. Se quiere probar que Fy(t;) = F(y+t1u) > F(y+tu) =
Fy(t3) (es decir F, es estrictamente decreciente también).

Dado que el coeficiente director de F, es igual al de F; (por el lema anterior) y por lo
tanto negativo, se puede elegir t3 > t3 de manera que Fy(ts) < min{Fy(t,), Fy(t3)}. Por
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lo tanto se tiene que #3 pertenece al segmento (¢;,%3) y entonces, por la cuasiconvexidad
de F,, resulta

Fy(t2) < max{Fy(t1), Fy(t3)} = Fy(1)

Por tltimo, si fuera Fy(t3) = Fy(t;), o bien el polinomio Fy serfa constante en el segmento
(t1,t3) (Absurdo pues r > 1), o bien existirfa t; con ¢4, < ¢; < 3 tal que

Fy(ta) > max{F,(ts), Fy(ts)}  (Obeervacién A.4(ii))

Absurdo por ser F, cuasiconvexo. Por lo tanto tiene que ser Fy(t3) < Fy(t1).

La Proposicién A.1 permite mostrar el resultado siguiente, preliminar teérico para la
Proposicién A.2

LERMA A.6. Sea P;€ R[X,,...,X,] una forma homogénea cuasiconvexa de grado d > 1.
Sean
L:={z€ R": Py(z) =0}
K :={z€ R": Py(z) <0}
Entonces se cumple
(i) L es un subespacio lineal de R™.
(i) Si d espar, L=K.
(iii) Si d es impar, entonces L es un hiperplano de R™® y K es un semiespacio (limitado
por L).

Demostracién:
(i) Sea V el subespacio lineal de R"™, de dimensién m4xima contenido en L (existe pues
0€ L), y supongamos que existe u € L tal que u ¢ V.
Dado que u € L, se tiene que Py(tu) = t4Py(u) =0, V¢t € R, y por lo tanto Py(z+Tu) es
un polinomio constante para cnalgnier eleccién de z € R™ (Proposicién A.1). Consideremos
entonces el subespacio lineal (V,u) := {v+tu,t € R, vE V} (que verifica V c (V,u)).
Se tiene que Py(v + tu) = P4(v) (V¢ € R) por ser constante, y Py(v) =0 (Vv € V)
implica Py(v+tu) =0 (Vv € V). Por lo tanto serfa (V,u) C L, lo que contradirfa la
eleccién de V.
(ii) Sea d par y supongamos que existe £ € R"™ tal que Py(z) < 0. Entonces se tendrfa
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Py(-1z) = (-1)%Py(z) = Ps(z) < 0 y resultarfa 0 = P4(0) < max{Py(z), Ps(-1)} < 0.
Contradiccién.

(iii) Sea d impar.

Se tiene que L # R™ pues Py #0.

Supongamos que dimg I < n — 1. Por lo tanto se pueden elegir £ e y linealmente inde-
pendientes en el complemento ortogonal L+ de L.

Al ser d impar, se puede suponer Py(z) <0 y Py(y) > 0 (tomando eventualmente —z en
lugar de z, etc...).

Por lo tanto, por la continuidad de Py, existe a € (0,1) tal que Py¢(az+(1—a)y) =0. Pero
por otro lado az+ (1 — a)y # 0 al ser £ e y linealmente independientes. Eso contradice
la condicién LN L1 = {0} y luego L es un hiperplano de R™.

Sea ahora LL = {ty, t € R}, con y elegido de manera que Py(y) < 0. Se afirma que
K:={z€ R": Pyz) <0} ={z€ BR": ty.z> 0} (0sea el semiespacio positivo limitado
por el hiperplano ty.z =0):

Sea £ € R™; £ admite una decomposicién en forma dnica z = 2’ + ty,con 2’ € L y
teR.

Al ser d impary Py(y) < 0, se deduce que Py(ty) = t4Py(y) es estrictamente decreciente
(Observacién A.4(ii)) y por lo tanto, por la Proposicién A.l, el polinomio Py(z’ + Ty)
también lo es; por lo tanto

Py(z) =Py’ +ty) < Py(2) =0 <= t>0

o sea scKk<=t>0
Luego €K & ty.z=ty(z +ty) =t|y|? > 0.

Se probard en lo que sigue una versién constructiva de este lema, que exhibe una
base B de L construfda a partir de los coeficientes de la forma homogénea P4. Para ello
necesitaremos previamente el resultado siguiente:

LERMA A.7. Sea F = P; la escritura del polinomio cuasiconvexo F' como suma de

formas homogéneas con -I"I # 0. Entonces existe una variable X; (1 < 5§ < n) para la cual
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el polinomio F es ménico en X; (i.e. existe a € R — {0} tal que el monomio a X aparece
en Py, o equivalentemente grx Py = d).

Demostracién: Sea Py(X;,...,Xa) = Z Gi,...i, X1 ... X3 la forma (no nula) de
i1+ Fin=d
mayor grado de F, y sea X; cualquier ;;.ﬁa.bl:a que ocurre en Py (es decir tal que grx,Pg >

0). Se probard que grx, Py =d.

Sin pérdida de generalidad tomemos j = 1, y supongamos que grx,Ps < d, o sea si
u:=(1,0,...,0), se tiene Py(u) =0. Por lo tanto, para todo t € R, Py(tu) = tP(u) =
0. Dado que P; es cuasiconvexo (Lema A.5(i)) aplicando la Proposicién A.1 resulta que
Py(z + Tu) es un polinomio constante, para todo z € R™.

Por otro lado escribamos Py(X,,...,Xs) = a,(Xa,..., Xp) X[ + ... + ao(X3,...,X,) con
ar(Xa,...,Xn) #0 y elijamos (z3,...,2s) € R"*™ tal que a,(23,...,2a) #0.

Tomando ahora z := (0,z3,...,%,), resulta que

Pi(z + Tu) = Py(T,z3,...,2s) = ar(Z3,...,2a)T" +... 4+ a0(Z3,...,2Zn)

tiene grado en T mayor que cero, y por lo tanto no puede ser un polinomio constante. Debfa
ser entonces Py4(1,0,...,0) #0.
Nota: De la demostracién sigue que cualquier variable X; que ocurre en P; es tal que
grx;Pa=d.

¢

LEMA A.8. Sea P; € Z[X,,...,X,] una forma cuasiconvexa homogénea de grado d,y a
coeficientes enteros, con o := o(P;). Entonces el subespacio lineal L := {z € BR" : Py(z) =
0} admite una base entera B tal que o(B8) = d°®) .o donde d := max{2,d}.

Anilogamente, en el caso en que d es impar, el semiespacio K admite un sistema de
generadores enferos § con o(§) = &) .o,

Demostracién: Se procede por induccién en n.

Se puede claramente suponer n > 2.

Si L # {0}, sea ue L - {0}.

Se tiene Py(tu) = t4Py(u) =0, Vt € R, y por lo tanto para todo z € R", el polinomio
Py(z + Tu) es constante como polinomio en T (Proposicién A.1). Luego se cumple que
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para todo z € R™, Py(z + u) = Py(z), 0 sea
(+) Pi(X +u) = Pa(X)

Supongamos adem4s sin pérdida de generalidad y gracias al lema anterior, que X; es tal
que grx, Py =d.
Se tiene entonces:

Pd(X;,...,X.) = ad(Xg,...,X..)X{'+ad_l(Xg,...,X..)Xf“‘ +... +ao(XQ,...,X,.)

donde a4(Xa,...,Xa) # 0, y para 0 < ¢ < d, ai(Xs,...,Xa) € B[X3,...,X5) es
una forma homogénea de grado d — ¢ (por lo tanto a4(X3,...,Xa) = a4 € % - {0} y
ad-1(Xa,...,Xn) = ; a1xXx es una forma lineal (entera)).

2<k<n

Evaluemos ahora Ps en X +u:= (X1 +41,..., X0 + ta)
Pa(X + u) = aa(X; +uy)¢ + (,Z;.. k(X + ) ( Xy +w)4 '+

+ a4-3(X3 + u,,.:,}. +ua)( Xy +u) 2+ ao(Xa+ugy ..., Xn +tp)
Reordenando se obtiene

Py(X +u) = Py(X) + Xf"(dadu; + a1xbk) + ... + Py(u)
2<k<n

Por lo tanto, dado que los términos en los puntos suspensivos son de grado menor que (d—1)
en X, , aplicando (+) se deduce que debe ser:

(*x) dagu; + anxur =0 (Yu€el)
2<k<n

Luego L esté incluido en el hiperplano L(!) definido por la condicién (#+) (que es efecti-
vamente un hiperplano dado que aq # 0).

Este hiperplano L(1) admite la base entera

{(—Glg,ddd,o, coe ,0) ’ (—013, 0, dﬂ‘,o, e ,0), see ,(—a,,.,o,. .o ,0, dad)}

que se puede extender a una base entera B(!) de R™ agregando el vector (1,0,...,0).
Observemos que o(8(1)) < o +log d.
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Si (z1,...,2a) son las coordenadas de z en la base canénica e (y1,...,yn) s0n sus coor-
denadas en la base B(1), se tiene el cambio

KN [—a12 —a13 | | —a1n 17 [
. dagq 0 | | o0 0 :
0 dag | |
| |
(*xx) = | |
| |
_ | | o of |
| Zn | | 0 | | daa 0] |yn]

Mediante este cambio de coordenadas, se puede representar la forma cuasiconvexa original
Py(z1,...,%s) por una forma cuasiconvexa en yj,...,ys (representada en la base B(!)),
Luego se restringe a L(!) poniendo y, = 0, conservando los mismos ceros (médulo el cambio
de base) ya que L C L(1),

La forma cuasiconvexa de grado d (o nula) Q,(,‘)(Yl, ...y ¥Yn—1) que se obtiene mediante
este procedimiento es del tipo

Q&”(Yu eeesYno1) = ad(—613Y; — ... — 612 ¥Yn—1)® + ag—1(dagYy,...,dag¥p_1) . (—a12Y1 -
~ese a]“Yn—l)‘—l + cee + a()(dadl,l, coe ,dﬂdYn_])

y por lo tanto verifica la estimacién “grosera”
o(QVM) < (d+1)o +d log n + d log d+ log(d +1)

En el caso en que L no coincida con L(1), esta forma Qy) no es la forma nula y se repite
el procedimiento con QS”(Y;,...,Y,.-,) . Esto se hace a lo sumo dimg R"™ = n veces.

Supongamos que L = L(r+1) (donde r es tal que 0 < r < n— 1), es decir la forma Q{*"
restringida a L(") es la forma nula. Un c4lculo desagradable arroja la estimacién

o(QY) < (d+ 1) 0 + (2 — 1)(d" log(nd) + d"* log(d + 1))

y la base B("+1) (o sea la base en que calculamos L) escrita en términos de la base B(r)
verifica

o(B+Y) < (d+1)"0 + (27 — 1)(d" log(nd) + d"~ ' log(d + 1)) +log d
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Finalmente se recupera la escritura de B("+1) en la base canénica (llamémosla B ), multi-
plicando r matrices del tipo (* % ), obteniendo asf en forma poco precisa

o(B)<(r—1)log n+ r{(d+1)0+ (2" — 1)(d" log nd + &' log(d + 1)) + log d
Teniendo en cuenta que r < n, se obtiene
o(8) = (24)°™) .o
o tomando d := max{2,d},
o(8) =d*™ .o

Observemos que el proceso anterior da un algoritmo para calcular una base entera de L en
tiempo d*™) .o, ya que involucra solamente c4lculos de algebra lineal (cambios de base y
multiplicacién de matrices).

En el caso en que d sea un ndmero impar, el hiperplano L admite como vector normal el

vector (da4,a13,...,81s), con lo que se obtiene un sistema de generadores § de K, tal
que o(§) verifica las mismas estimaciones que la base B de L.

¢
Ya ahora queda claro el proceso a seguir para la demostracién de la Proposicién A.2.

Demostracién de la Proposicién A.2:
Sea F = Z; P; con Pi(tX) =t'Pi(X) y Ps#0.
0<s<d

Por el lema anterior, se sabe que el conjunto Lq := {z € R™ : P4(z) = 0} es un subespacio
lineal de R™. Restrinjamos entonces F a este subespacio Ly: se obtiene que deg(F|.,) <
d — 1 y dado que por el Lema A.5(i) la forma homogénea de grado méiximo de F|,, es
cuasiconvexa, se puede repetir el procedimiento. Asf se concluye que para todo 0 <i < d,
el conjunto L; es un subespacio lineal de R"™, y de la misma manera K; es o bien un
semisubespacio lineal de R™, o bien coincide con L;.
Hagamos ahora el anilisis de las cotas para el caso en que F' tenga coeficientes enteros:
Sea el subespacio lineal L de dimensién digamos ry, y con base B(4) que verifica (por el
Lema A.8) o6(8(9) < d*® .o donde d := max{2,d} y ¢ es una constante universal.

1 ) £
Haciendo el cambio de coordenadas ( : ) = A( : ), donde A € Z™*™ tiene por

Xn Y.
columnas las coordenadas de los vectores de la base B(9) de La, se obtiene Py (Y3,...,Ys,)

(que corresponde a Py_; restringida a Lg ), con:
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o(Pa_1(Vi,...,Yy,)) < (d+ 1)d*0 + d log nd + log(d + 1) < c'd™*'g (¢ constante ade-
cuada).

Sea LY, = {(y1)--.,9rs) € R™ : Pi_y(w1,...,¥r,) = 0}. Lj_, es un subespacio lineal
de R™ que admite una base B(4-1) con o(B(4-1)) < den(ddem+1g) = ddBn+lg (segiin
la demostracién del Lema A.8).

Reiterando este procedimiento i veces, se obtiene una base B() de L} := {(y1,.-.,¥r,.) €
R™+ : Pi(y1,-- Yriys) = 0}, escrita en términos de la base B(+!) con o(B(¥) <
dndn’e

Finalmente, al recuperar la escritura de esta base B() en términos de la base canénica
(multiplicando matrices del tipo de A ), se obtiene la estimacién final o(B) = d*(**)g .

La afirmacién con respecto a K; es evidente, aplicando por ejemplo el lema auxiliar si-
guiente (que nos ser4 1til a lo largo de esta seccién): si K; # L, , se halla un vector ortogonal
a L; dentro de L,;, que cumple la condicién P;(z) < 0. El sistema de generadores de K;
tiene entonces a lo sumo 2n vectores.

¢

LEMA A.9 (Lema auxiliar).
(i) Sean ¢1,...,or € Z[X),...,Xa] r ecuaciones lineales a coeficientes enteros, y sea
0 :=0({p1,...,%r}). Se construye una base entera {vy,...,v,} C Z™ del subespacio
de R"™ wsolucién del sistema con

o({v1y...,v,}) = n(log n + o)

(ii) Recfprocamente, sea {v;,...,v,} C Z" una familia finita de vectores enteros, y sea
o :=0({v1,...,vs}). Se construye un sistema de ecuaciones lineales ¢,,...,pr, a coe-
ficientes enteros, anulador del subespacio de R™ generado por {v,,...,v,} de manera
que

o({1,.--,¢r}) = n{log n+0)

Demostracién:
(i) Se puede suponer sin pérdida de generalidad que ¢,,...,9, son formas lineales lineal-
mente independientes (y por lo tanto r <n).
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@14 ... Gyn
Sea | - : | la matriz del sistema.
Gr1 ... G
Se extrae de esta matris una submatris de rango r, digamos

@11 -.. Gy

A= :
Gr1 ... Gpp
y se considera la matris ampliada:
611 ... 61r | —O1r41Xr41 — ... —G1nXp
: o
Gr1 oo Opp | —Oprp1Xey) — ... —GpX,
1100 alr+1Xr+l = eee “GIQX'-o-alr
Sea A; = : : : la matris que se obtiene
Gry...—Orr41 Xeg1 — ... —GraXn...0m

reemplasando la columna s de A por la columna de la derecha de la matris ampliada.
Aplicando la regla de Cramer, se tiene que para todo 1 <s<r,

_det Ay ATIX 4.+ AMX,
T det A T det A

Xi
Tomando ahora alternadamente X,,; =det 4, X,43=0,...,X, =0

Xe41=0,...,Xp_y, =0, Xy=det A
se obtiene la siguiente base de soluciones del sistema:
{(Af*Y,..., AL+ det A,0,...,0),...,(A{™,...,A™),0,...,0,det 4)}

y es fécil ver que o(det A) < r(log r+0)
y o(A)<rllogr+o) (r+1<j<n)
Luego resulta o({vy,...,v,}) < n(log n+0).

(ii) En este caso se puede suponer de entrada s < n, extrayendo de la familia dada un
sistema linealmente independiente sobre R maximal. Se construye el anulador de este
sistema calculando por (i) una base entera del subespacio ortogonal a {v;,...,v,} en R".
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Las cotas que se obtienen son por lo tanto las mismas.
Podemos pasar ahora a la demostracién de la Proposicién A.3.

Demostracién de 1a Proposicién A.3.
La primera afirmacién acerca de la longitud binaria de una base entera de L,.,, se
desprende inmediatamente de la Proposicién A.2 y del lema auxiliar anterior.
Es claro también que K;,..;, = K;,(Fi)n...n K;,(F,) es un cono poliedral, ya que es una
interseccién finita de semisubespacios lineales de R"™.
La estimacién se sigue de la construccién hecha en la demostracién del teorema de Farkas-
Minkowski-Weyl ([Sc], Corollary 7.1a) que muestra que un cono convexo es poliedral (i.e. es
una interseccién finita de semiespacios lineales) si y sélo si admite un sistema finito de ge-
neradores (es decir una familia finita de vectores {v,,...,v¢} tal que
K= { Aivi, Ai 2> 0} ).

1<s<¢

Para todo 1 < j < s, se consiguen las matrices A() tales que K;;(F;) = {z € R" :
AU) .z < 0} (aplicando la Proposicién A.2 y el lema auxiliar A.9). Se obtiene AU) ¢ 2°*"
(para algin ¢ < 2n) y o(4V)) = () o,

Busquemos ahora un sistema de generadores para K;, . ;, := K;,(Fy)n...nK;,(F,):
- A(l) -

Sea A := : la matris tal que K;, ;, = {z € R™: Az < 0} y consideremos los

(o)

vectores {a'l,.t‘. ,an} formados por las filas de la matris A (se tiene N < 2ns).
— Primer caso: Supongamos que (a;,...,a5) = B™ (es decir el subespacio generado por
{a1,...,an} es todo R™). Se consideran entonces todos los semiespacios S := {z € R":
ps(z) <0} (ps forma lineal) que verifican

(i) {a1,...,an}CS

(i) El hiperplano Hg := {z € R" : ps(z) = 0} est4 generado por (n — 1) vectores

linealmente independientes {cy,...,cn—1}, extraidos en la familia {ay,...,an}.

Dado que hay a lo sumo (,¥,) < (2ns)"~ elecciones posibles de {ci,...,ca—1} en estas
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condiciones, se tienen a lo sumo 2(2ns)*~! formas lineales s posibles (que se construyen
mediante A.9). Asf resulta o(ps) = (") 0.
Aplicando aquf el Teorema Fundamental de Desigualdades Lineales de programacién lineal
([Sc], Teorema 7.1), se afirma que el cono C{a,,...,ay} generado por {a;,...,ax} es
exactamente el cono poliedral determinado por la interseccién de estos semiespacios S:
Recordemos para ello el enunciado del Teorema Fundamental de Desigualdades Lineales:
Sean v;,...,Vm, w € R™. Entonces, o bien
(i) w es una combinacién lineal no negativa de vectores linealmente independientes de la
familia {01, coe ,Um}
o bien
(ii) existe un hiperplano {z : ¢z = 0}, que contiene (¢ — 1) vectores linealmente inde-
pendientes de {vj,...,un} tal que cw > 0 y cv; < 0,...,cv,m < 0 (donde ¢t =
rango{vy, ..., Vm, w} ).
Probemos entonces la afirmacién:
Si b€ C{a,,...,an}, entonces para todo semiespacio lineal S tal que {a,,...,ax5} €
S se tiene claramente b€ S.
Recfprocamente, si b ¢ C{a;,...,ax}, b no cumple (i) del teorema de desigualdades
lineales, y por lo tanto existe un hiperplano H := {z : ¢z = 0} generado por (n — 1)
vectores linealmente independientes de {ay,...,an} tal que ca; <0 (1 < < N)y
cb > 0, por lo tanto b no pertenece al semiespacio S determinado por H y {ai,...,an}.
Se afirma ahora que K, . ¢, := K;,(F1)n...Nn K;,(F,) es el cono generado por los vectores
{b1,...,ba}, formados por los coeficientes de las formas lineales ¢ elegidas en el proceso,
osea M <2(2ns8)*! y o({by,...,bn}) = &) g,
Prueba de la afirmacién:
Dado que %b;.4; <0 (1<i< N, 1<j< M), se tiene que {by,...,bm} C K;,. i, ,y por
lo tanto el cono C{by,...,bx} generado por {by,...,bx} también.
Recfprocamente, supéngase que existe y € K,,..;, talque y ¢ C{b;,...,bx}. Dado que
C{b1,...,ban} es un cono poliedral existe un vector w tal que ‘wby <0,..., why <0y
twy > 0; por lo tanto, por la definicién de C{a,,...,an}, se tiene que w € C{a,,...,an},
luego twz <0, Vz € Ky, ., . Esto contradice el hecho que y € K;,. 4, vy ‘wy > 0.
— Segundo caso: En el caso en que (ay,...,an) G R", se extiende ortogomalmente
{a1,...,an} a un sistema de generadores de R™, aplicando el Lema A.9, y se procede
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como en el primer caso considerando inicamente las familias {c;,...,ca~1} que contienen
todos los vectores agregados (de manera que el suplemento ortogonal de (a,,...,an) estd
contenido en los hiperplanos H ).

Finalmente se agregan las ecuaciones que determinan el subespacio (a;,...,ay) de R".

¢

1.-B. Eiminacion de restricciones superfiuas y reduccién e ua conyunto acotedo
Sean como antes Fy,...,F, € Z[X,,...,X,] polinomios cuasiconvexos (a coeficientes en-
teros), sea d :> l12;@(.{2, deg Fi} y o :=o({F,...,F,}).
Sea M el conjunto convexo definido por
M:={z€ R":Fy(z) <0,...,F,(z) <0}

El propésito de esta seccién es estudiar cuiles de las restricciones Fy,...,F, “sobran”,
es decir, determinar un convexo M’ definido por eventualmente menos restricciones que M

de modo que tenga una aspecto m4s uniforme que M y que cumpla la propiedad:
MN2"#0=>MnN2Z" #0.

PROPOSICION B.1. Existe {s,,...,1:} C {1,...,8} tal que si
M':={z€ R":F,(z)<0,...,F;,(z) <0}, entonces se cumple
(i) MNZ"#£0<=>MNLI"£0

(ii) A partir de cada punto entero z' € M’, se construye un punto entero z € M tal que
o(z) < dro(z') + &°(**)g

(i) M=V +(M'nV4)
donde V es un subespacio lineal de R™, que admite una base entera B con o(B) =
®)g, y M'NVL es un subconjunto compacto de R™.

La demostracién abarca los lemas B.2 hasta B.11.

Notecitn: Para todo 1 <j <s,sea Mj:={z€ R": /\ Fi(z) <0}
1<i<s
W
ysi {8),...,5} C{1,...,8}, M;, i, :={z€ R": A Fi(z) < 0}.
1<i<s
‘#:Ic:)"t



LEMA B.2. Sea 1 < j < s fijado y supongamos que existe una direccién u € R™ — {0} tal
que F;(Tu) sea estrictamente decreciente como polinomio en T y que para todo 1 <3 < s,
t # 3, Fi(Tu) sea decreciente o constante (en ese caso se dice que u es una direccidn de
recesién de Fy,...,F,, no constante para F;). Entonces vale:

M#0=M;#£90
y diremos que Fj es una restriccion superflua.

Demostracién:

(=) es trivial

(¢<=) Supongamos que existe z’ € M; : F;(z') <0 (Vi # j)

Dado que F;(Tu) es estrictamente decreciente, Fj(z' + T'u) es también estrictamente de-
creciente (Proposicién A.1) y por lo tanto . li?w F;(z' + tu) = —00, 0 sea existe t > 0 tal
que Fj(z’ +1tu) <0.

Definamos z := z’ + tu. Entonces Fj(z) <0;ysi s #7,

Fi(z) = Fi(z' + tu) < Fi(z' + 0u) = Fy(z') <0

(por hipétesis y nuevamente Proposicién A.1).

Por consiguiente z€ M.

El problema consiste entonces en hallar direcciones de recesién u, no constantes para
alguna restriccién. ;Dénde buscarlas?

DEFINICION B.3.
(i) Sea F € R[X,,...,Xa] cuasiconvexo. Se define

K(F) := {u € R" : sup{F(tu), ¢t > 0} < o0}

el conjunto de las direcciones de semirrectas [0,+00) en las cuales F' no crece (o sea
es decreciente o constante), y

L(F):={uec R" :sup{F(tu), t € R} < o0}
el conjunto de las direcciones de rectas en las cuales F' es constante.
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(i) Sea r(:r):oz;‘n(z) con Pi(tX)=tP(X) (VteR),

ysea I:=I(F):={i€{l,...,d} : existe u€ R"™ que verifica
Py(u)=...=Piy1(u) =0 y Pi(u) <0}

Se define el fndsce 3o := $o(F) en la forma

e io(F) max{i:s€l} ail#0

fo 1= tof "{1 6 I=9

y K*(F):={u€ R™: Pj(u) =0, 1p+1<1<d}.

OBSERVACION B.4.
(i) K*(F) es un subespacio lineal de R™ (Proposicién A.2).
(i) to siempre es impar (Lema A.6(ii)).

LEMA B.5.
Sea F € R|X,,...,X,] un polinomio cuasiconvexo de grado d > 1. Entonces vale
(i) K(F)= K*(F)n{ue R":Pi(u) <0}
={u€ R':Pd(u)=0,...,P.'°+1(u)=0, Pi,(u) <0}
(i) L(F)= K*(F)n{ue R"™: P, (u)=0)
={u€ R": P4y(u) =0,...,Pi,(v) =0}

Demostracién:

(i)C: Sea u € K(F), i.e. F(tu) es constante o estrictamente decreciente para ¢ > 0.
Pongamos

F(Tu):=P(u)T"+...4+ Py, (donde r=gr(F(Tu))

Sir>1,setiene Py(u)=...= Pryy(u) =0, Pr(u) <0 y por lo tanto o > r. En el caso
en que o > r, vale P; (u) =0 y en el caso en que iy = r, vale P;,(u) <O.

Si r = 0, por definicién se tiene 59 > r (pues iy € {1,...,d}) y por lo tanto vale P;,(u) =0.

Por consiguiente en todos los casos se tiene u € K*(F)n{u€ R" : P;,(u) <0}.

2:Sea uc K*(F)n{uec R": P, (u) <0}.

Si es P;j(u) <0, entonces F(Tu) es estrictamente decreciente (Observacién A.4) y por lo
tanto u € K(F).

Falta considerar el caso en que P, (u) = 0, o sea falta averiguar si vale que F(T'u) es
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decreciente o constante en ese caso. Claramente se puede suponer 3o > 1, pues en el caso
to = 1, F(T'u) resulta constante y u € K(F).
Supongamos entonces que F(T'u) no es decreciente ni constante para ¢ > 0, entonces por
A4, lim F(tu) = +00, 0 sea existe ¢, > 0 tal que F(tou) > F(0). Adem4s sea uo € R™
tal que Py(uo) =0,...,P;o41(t%) =0, P;,(uo) < 0 (existe por la definicién de 1, ).
Para todo a € [0,1], sea 4, := (1 — a)up + a(tou).
Alser K*(F) un subespacio lineal de R" y K*(F)n{u € R": P;,(u) < 0} un semiespacio
de K*(F) (Observacién B.4y Lema A.6(ii)), se deduce que Va € [0,1), uq € K*(F)N
{u€ R": P;;(u) <0} pues uo € K*(F), tou € K*(F), Pi,(uo) <0 y Piy(tou) =0.
Esto significa que fijado a € [0,1), el polinomio cuasiconvexo F(T'u,) es estrictamente
decreciente. Luego F(un) = F(1.4.) < F(0.uq) = F(0), y por continuidad, tomando
a — 1 resulta que F(tou) < F(0), lo que contradice la eleccién de to. Por lo tanto F(T'u)
es decreciente o constante y u € K(F).
(ii) ve L(F) < sup F(tu) <

&= gg F(tu) <oy %F(tu) < 00

< ucK(F)y -ue K(F)

<= Py(u) =0,...,F;g41(u) =0, P;,(s) <0y - io(u) <0 (4o impar)

<> ue K (F)n{ue R": P, (u) =0}.

COMENTARIO B.6. El lema anterior muestra que L(F) es un subespacio lineal de R".
Es claro que L(F) es el subespacio lineal d¢ R™ m4s grande contenido en K(F), y que
K*(F) es el subespacio lineal de R™ m4s pequeno que contiene a K(F).

OBSERVACION B.7. Retomando el Lema B.2, una direccién u € R"™ — {0} es de recesién
de Fy,...,F,, no constante para Fy siy sélosi ue K(F,)N...nK(F,) y u ¢ L(F;) (o
sea si u pertenece al cono poliedral K(Fy)Nn...N K(F,) pero no al espacio lineal L(Fy)
(€ K(Fy)).

Este hecho permite mostrar lo siguiente:



LEMA B.8. Dado j (1 <j < 3) en las condiciones del Lema B.2 (i.e. existe u € R" — {0}
direccién de recesién de Fy,...,F,, no constante para Fy), entonces vale:

MNn2"£0&=>M;N2"£0

M4s atin, dado 2’ € M; N 2", se recupera z € M N 2™ con o(z) = d(o(z') + &°***)g).

Demoetracién: Existe 4 € n K(F) — L(Fy) siy 8blo ai n K(F;) € L(Fy), es decir
1<i<e 1<i<s

8i el cono poliedral n K(F;) no est4 contenido en el espacio lineal L(F;). Esto ocurre
1<i<e

8i y s6lo si alguno de los generadores del cono poliedral n K(F;) no pertenece a L(Fj).
1<
La Proposicién A.3 permite entonces asegurar que (en ese'ca:io) ge puede elegir la direccién

u entera tal que o(u) = d®(*")g. Repitiendo ahora el procedimiento de la demostracién del
Lema B.2, se tiene que F;(z' + Tu) es estrictamente decreciente, y por lo tanto se puede
elegir ¢t € N de tal modo que Fy(z’ +tu) <O.

Estimaremos la longitud binaria de un tal ¢:
Sea Fj(z' + Tu) = a,T" + ...+ ao (ar #0). Se tiene que r > 1 y a, < 0. Elijamos
t = |@r-1| + ...+ |do], entonces se verifica que Fj;(z’ +tu) <0, ya que:
—~ Siparatodo 0<i<r-1, |a;|=0,es F;(t) < F;(0)=0
— Si existe 3, 0 <1 <r—1,tal que |a;| # 0, entonces se tiene ¢ > 1 y
Fi(z' +tu) = a,t'(l + ﬁa"—‘-t-‘ +ot %t-') .
Dado que |-a%lt“1 +...+ %:it"'| < (lar=1| + ... + |ao]) [t|™* < 1 se obtiene que
F;(z' + tu) tiene el signo de a,, y por lo tanto Fj(z’ +tu) < 0. Claramente para todo
1 #7, Fi(z' +tu) <0, por la eleccién de u.
Observemos que i 2’ € M; N 2™ y u € Z*, el polinomio Fj(z’ + Tu) tiene coeficientes
enteros {ar,...,a0} que verifican

0’({4,-, cer ,ao}) = O(d max {a(z'),a(u)})
y por lo tanto, definiendo z := z’ + tu, resultaque ze MNZ" y
o(z) = o(z' + tu) = d(o(') + &°)0).
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Este lema da una idea intuitiva de una construccién posible para la exhibicién de un
conjunto {1;,...,%} de fndices en las condiciones del Lema B.1 (o sea de fndices que cor-
responden a restricciones superfluas).

CONSTRUCCION B.9.(Eliminacién de restricciones superfluas).
— Sea §; (1<) < 3) tal que existe u(is) € R™ — {0} que verifica

uli) e n K(F) y o9 ¢LE)
1<s<s
Entonces MNZ" #£#0<= M; N 2" #0.
— Sea i3 (1 <13 <8, i3 #11) tal que existe u(2) € R™ — {0} que verifica

Wle () K(F) vy o) ¢ L(R,)
1<i<e
#n
Entonces M;, N2" A0 <= M, ;,, N I" #£0.
y recursivamente
— Sea i (1< ik <s, ik #141,...,5%—1) tal que existe u(i*) € R™ — {0} que verifica

uie (| KF) y )¢ LF,)
1<i<s
i#"li“'iik-l
Entonces M;, . ;, , N2 #0<= M, . NI"#0.
En definitiva MNZ" #0 <= M,, . i NZI" £0.

Se plantean, por lo tanto, los dos problemas siguientes:

(i) 1Qué pasa cuando no existe m4s fndice j cumpliendo con las condiciones? Es decir
cuando {;,...,4:} es unasubsucesién maximal (ordenada) de {1,...,8} definida como

arriba.
(i) Si M' := M;,. ;,, jcémo se recupera a partir de ' € M’ N Z™ un punto entero
€ MN 2", de longitud binaria “corta®?

Se tratard en primer lugar el problema (ii), que resuelve la parte (ii) de la Proposicién
B.1.
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LEMA B.10. Sea {i;,...,%} una subsucesién maximal de {1,...,8} construida como en
B.9 (eventualmente ¢t =0 6 s).
Sea M':=M;, ; ={z€R": /\ Fi(z) <0} y seaz eMnZ".

1<iZs.
785,000 ,8¢

Entonces existe z€ M N L™ que verifica o(z) = d*o(z’) + &g,
(En el caso t = 8, se puede tomar z’ =0).

Demostracién: Si se aplicara directamente el resultado del Lema B.8, se obtendrfa la si-
guiente cota
o(z) < d*(o(z’) + 8d*™")g)

ya que la dnica cota a priori sobre el ndmero de restricciones F; (1 <1 < 3) que se suprimen
es el nimero s de restricciones. Esta no es la cota deseada ya que s aparece en el exponente.

El razonamiento siguiente permite acotar la cantidad de iteraciones por la dimensién n del
espacio ambiente. Para ello dado un cono poliedral K C R™, recordemos que

dimp K := min{dimg L : L subespacio lineal de R™ y K C L}

Supongamos que {i;,...,%} = {8,...,r + 1}. Es decir que se extrajeron en ese orden las
restricciones F; correspondientes a los subfndices s,8 - 1,...,r + 1.
Por simplicidad, definamos

K, := K(F,)
lsrilr

Se tiene lareluién K. g K.—l _C_ coe g Kr+l _C_ Kr.
Examinemos los saltos de dimensién que ocurren en esa sucesién (hay a lo sumo n ya que
K, C R"). Por ejemplo se tiene:
MRK,-+1 =00 = MRK,-.H > dimaK,+¢+1 ==
= dimp Krye4e > dimp Keyo40041 = ...
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Consideremos Ky 4,...,Kr+¢ (£ conos incluidos uno en otro tales que no se produce salto
de dimensién). Para todo 1 < < ¢, se tiene:
dimp(Kr41 N L(Fr4i)) < dimp(Kr41)

pues si fuera dimp(Kr4) N L(Fyy;)) = dimp (K1) serfa Kepy © L(Frys) (yaquesi L es
un subespacio lineal de R™, minimo tal que K, C L, entonces K, N L(F.45)C L,y
por tener la misma dimensién tiene que ser LN L(F,4;) = L, es decir, L C L(Fy4;), 0 sea
Ko41 C L(Fr4i)). En ese caso no existirfa u € K4y tal que u ¢ L(F,4:), y por lo tanto
no existirfa tampoco u € K, tal que u ¢ L(Fr4;) (pues Kyi C Kry1), y Do se podrfa
haber suprimido el fndice r+ s del conjunto {1,...,r,...,r+1}. Por lo tanto se tiene

(#*)  dimp(Kr41 N L(Fpys)) < dimp(Kry) = ... = dimp(Kr4e) (1<9<Y)

Se construye entonces u € K, tal que u ¢ y (Kr41 N L(Fr44)) (o sea, dado que

1<s<t
K¢ C Kry1, se construye u € Kp4q tal que u & L(Fry) (1 <5< ¢)), de la manera
siguiente:

Se considera un sistema de generadores § del cono K.t = n K(F;), con a(g) =
1<s<r+¢

d°**)g (dado por la Proposicién A.3) y sea {vy,...,v.} C § un sistema linealmente inde-
pendiente maximal de § (se tiene ¢ < n). Pongamos u := v; +...+ v, € K,4¢ (por ser
un cono). Por (#), para todo 1 <1 < ¢, existe k(s) tal que vi(s) ¢ Krye N L(Frys), por
lo tanto dado 1 <1 < ¢, Fryi(Tuk(s)) es estrictamente decreciente. Luego

(%) Frii(vk(s)) < Fr44(0)

Por otro lado ai v(¥()) ;= ; vj, se tiene v(*()) € K, ., y por consiguiente
b1k

Fy4i(Tv(*())) es constante o decreciente, con lo cual Frii(ur() + Tv(¥())) es constante
o decreciente.
Se obtiene luego, por (%)

Fryi(u)=Fepi(vi+...+v) < F,.,..-(vk(.-)) < F44(0)
o sea F,,i(u) no es constante, i.e. u ¢ L(F,,;). Claramente o(u) = d°(")g.
Este rasonamiento permite elegir una direccién de recesién u (entera) para muchas restric-
ciones a la ves, y gracias al procedimiento del Lema B.8, a partir de 7/ € M;4;.., se
recupera z € My4¢41...s con o(z) = d(o(z’) + d°*)g),
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Dado que esta construccién se repite a lo sumo n veces, a partir de 2’ € M'N 2™ =
M,i1..4N 2", se recupera z€ MN Z" con o(z) = d*(o(=) + &*(*)0).
¢

Para concluir la demostracién de la Proposicién B.1, hay que responder al problema (i)
planteado arriba.

LBMA B.11. Sea {3;,...,%} C {1,...,8} tal que para todo j # 1,...,%, no exste
u(9) € R™ — {0} que verifique

e (| KE) y o9 ¢ L
1<i<s
‘#‘1,---,‘(

Entoncessi M’ :=M;, ;, ={z€ R": /\ F;(z) < 0}, se tiene que
1<é<o

l'#h ,...,l'g

M' =V +(M'NV1), donde V es un subespacio linealde R™ y M'NVL es un subconjunto
convexo compacto de R™. Ademss existe una base entera B de V tal que o(B) = d°(*”)s.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad se puede suponer ¢ =0, o sea {3;,...,%4} =0y
en ese caso M = M'. La condicién V5, Aul) € R*—{0} con u¥) € n K(Fs)- L(Fj),

1<i<e
significa que K(F;) = L(F;)
ll;lo ' l!;lc '

(ya que por definicién 1 [l L(F) C 1 n K(F;)),

< Sige
es decir el conjunto de direcciones de recesién

Q K(F;) = {u€ R"™: F(Tu) es decreciente o constante (1 <1< s)}
1<<s
coincide con el conjunto de direcciones constantes

n L(F;) := {u€ R™ : F;(Tu) esconstante (1<1<3s)}
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Pongamos V := ﬂ L(F) = ﬂ K(Fy).

1<i<e 1<i<s

Por B.5y A3, ge sabe que V es un subespacio lineal de R™, que admite una base 8 con
o(8) = &),

Sea ahora z € M. Existe una representacién de z en la forma z =y +u, con y e Vi,
u €V . Entonces y = z—u € M ya que la linealidad de V' implica que ~u €V yporA.ly
la definicién de V', Fy(z+(-u)) < Fi(z) <0 (1<1<4). Porlotanto s€ (MNVL)+V.
La inclusién recfproca se muestra anilogamente.

Falta mostrar que M NV es compacto:

Si el conjunto convexo cerrado M NV< no lo fuera, contendrfa una semirrecta
{z+tu,t >0},con ze MNVL y uc R"™— {0} (ver por jemplo [Ro]). Esto implicarfa
que u es una direccién de recesién de F,...,F, y por lo tanto u € V. Por otro lado se
muestra que u € V1. Contradiccién.

¢

1.- C. Una cota semialgebraics

En virtud de la Proposicién B.1, para concluir la demostracién del Teorema 1, alcanza
con probar que M'NZ™ es no vacfo si y sblo si contiene un punto entero de longitud binaria
acotada por (sd)?**)g.

Dado que M’ se descompone como un conjunto compacto y un subespacio lineal de
R", nos reduciremos a la consideracién de un conjunto acotado, de radio dependiente del
compacto y aplicaremos luego los resultados de geometrfa semialgebraica expuestos en el
Capftulo I para acotar el radio de ese compacto.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer en esta seccién que M := {z € R" :
Fi\(z) <0,...,F,(z) <0} ya no contiene ninguna restriccién superflua (en el sentido dado
en la Seccién B) lo que implica que M = (MNV1)+V,con MNVL compactoy V lineal,
(con base B entera que verifica o(8) = d°(*)g).

OBSERVACION C.1. Si M N Z" es no vacfo, entonces M contiene un punto entero en
MnV.4B,donde B = ; Pivi, 0 < Bi <1} si {v1,...,Um} es una base entera de
1<I<m

V.
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Demostracién: Sea ze MN 2",

Se tiene la descomposicién z=y+u, ye MNVL ueV. Sea {v,...,vn} una base
enterade V,ysea u=1nv +...+ 1m¥y (7n1,...,7m € R) la representacifi de u en la
base B. Para todo 1 < j < m, escribamos

;=% +]|rj], donde |r;J€ed y 0<F<1

ysea Z:=y+n v +...4+TmVm . Setiene entonces que z = z— (|1 vy +...4 |Tm)vm) € Z™.
Adem4s € M+V CM. Porlotanto e MNZ" y € MNVi+B.

Esto significa que si M N Z™ es no vacfo, entonces contiene un punto “cerca® del
conjunto acotado M NV, Dado que se puede elegir la base entera B de V con ¢(B) =
d°(*)g (Propoeicién B.1), para terminar la demostracién del teorema, alcansa con mostrar
la existencia de un radio R € N, con o(R) = (sd)°*”)g tal que MNVL C B(0,R).

LEMA C.2. En las mismas condiciones se tiene la estimacién siguiente:
MnVLC B(0,R),donde REN es tal que o(R) = (sd)°™o.

Demostracién: El conjunto semialgebraico M NV.L se puede definir por una formula sin
cuantificadores del lenguaje de primer orden de R a constantesen 2, en la cual intervienen
g6lo los polinomios F,...,F, y las ecuaciones del subespacio lineal V1. A partir de ella
se puede describir el conjunto semialgebraico S := {p € R : MNV< C B(0,p)} por la
férmula & (con un solo bloque de cuantificadores) siguiente:

®: (VX) (XeMnV:=|X|?< /)

donde X = (Xi,...,Xps) son las variables ligadas y p es la variable libre.

Si aplicamos a & la Observacién 6 del Capftulo I (en el caso particular en que se tiene una
sola variable libre y un bloque de cuantificadores), se obtiene una férmula ¥ sin cuantifi-
cadores, en la variable p, que describe al conjunto S. W ser{ un disyuncién de conjunciones
de condiciones de signo sobre polinomios G,,...,G¢ € Z[p]. Dado que la férmula de en-
trada & involucra sélo pardmetros de longitud binaria acotada por d®**)o, el algoritmo
garantisa que los polinomios G),...,G¢ de ¥ son tales que

(*) max{grGx, 1< k< 4} = (sd)*™) y o({Gy,...,Ge}) = (sd)")o
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Abora, si a ;= max{f € R";3k (1 < k < ¢) con Gi(f) = 0} es la méxima de las
rafces reales de alguno de los polinomios Gj,...,G¢, se tiene que la férmula ¥ es siempre
verdadera o siempre falsa en el intervalo (a,+00) (ya que a la derecha de a ya no se
producen cambios de signo en ¥). Por cuanto el conjunto semialgebraico cerrado S tiene
la forma [7,+00] (con 7> 0), ¥ resulta siempre verdadera en el intervalo (a,+00) y por
lo tanto la mayor rafs real (en médulo) de los polinomios G,...,G¢ es un radio R que
cumple la condicién exigida.
Por (*), una estimacién directa del tamaiio de las rafces reales de los polinomios Gj,...,G
arroja una cota superior R € N con o(R) = (sd)°(**)o (para ello se usa por ejemplo la
desigualdad de Cauchy dada en [Mi]).

¢
Demostracién del Teorema 1 (Redondeo).
Sean Fy,...,F, € 2[X,,...,Xa] cuasiconvexos con o :=o({Fy,...,F,}) y
d:=max{2,grF;,, 1 <1< s}. Sea M:={z€ R"*: Fi(z) <0,...,F,(z) <0}.
Por la Proposicién B.1, se tiene que existe

M :={z€ R":F,(z)<0,...,F,(z) <0} O M

que verifica MN2Z" #0<=> M NZI" #0

ysi 2 € M'N Z", entonces existe z€ M N 3™ con o(z) = d*o(') + "o,

Por otro lado M’ N Z™ # O si y sblo si contiene un punto entero z' que verifica o(z’) =
(sd)*(*”)o (Lema C.2 y Observacién C.1).

Por lo tanto, o(z) = (sd)°(®**)o y se concluye que M N Z™ es no vaclo si y sélo si contiene
un punto entero de longitud binaria acotada por (sd)°(®’)g.

¢

1.1.- DEMOSTRACION DEL COROLARIO 1.1

Vamos a precisar un poco el sentido de “clase de complejidlad NEXPTIME® (“non
deterministically simply exponential time®).

Un problema de decisién P pertenece a la clase NEXPTIME si existe un problema de
decisién P', resoluble en tiempo exponencial con una méquina de Turing determinfstica, y
un polinomio ¢ tal que para todo input z se tiene

(*) zeP =37 :(5,7)eP y o) <2000,
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Como interpretacién, 2’ juega aquf el rol de “prueba de longitud exponencial® del hecho de
que 2z esté en P. La “prueba® puede ser verificada en tiempo exponencial (ya que P’ es
resoluble en tiempo exponencial). El hecho crucial es que no se requiere que 2’ en (*) se
halle en tiempo exponencial: 2z’ puede ser pensado como un certificado para 2, entregado
al jefe para convencerlo de que z est4 en P. Para testear si z € P, podemos adivinar
(con un oréculo) un candidato 2/ tal que (2,2’) € P’. De ahf proviene el nombre de “no
determinfstico®.

En nuestro contexto, dada una familia Fj,...,F, de polinomios cuasiconvexos a coe-
ficientes enteros, queremos decidir si existe z € Z® tal que Fy(z) <0,...,F,(z) <0. Se
probd que esto ocurre si y sélo si existe y € B(0, R)n Z" tal que Fy(y) <0,...,F,(y) <O0.
Dado que o(R) = (8d)*(®*), verificar si un certificado y cumple las condiciones tiene com-
plejidad (sd)?(®*)o (pues consiste en evaluar s polinomios de grado d y longitud binaria
o en un punto entero de longitud binaria (sd)°(*’)g), y por lo tanto requiere tiempo expo-
nencial en n (ver [Gat]).

(Desde el punto de vista determinfstico, el problema tiene a priori complejidad doblemente
exponencial ya que hay 20d)°""0 Suntos enteros en B(0, R), que podrfan cumplir las
condiciones). '

¢

2.- DEMOSTRACION DEL TEOREMA ¢

Para probar este teorema de minimisacién, se aplicar4 no sélo el resultado del Teore-
ma 1 sino también los métodos desarrollados para su demostracién (Construccién 1.-B.9 y
Lema 1.-B.11). Se siguen aquf las notaciones de la demostracién del Teorema 1.

Sea M :={z¢€ R": Fi(z) <0,...,F,(z) <0}

A. Supondremos en primer lugar que M N Z® # @ y que inf{Fo(z), 2€ M} > —0c0 (0 sea
una condicién aparentemente m4s fuerte que la hipStesis del teorema).
Entonces se tiene
(i) Existe o € M N 3® N B(0, R), donde o(R) = (sd)®*)o (por el Teorema 1)
Sea A := Fo(zo). Se verifica o()) = (sd)°(*")g.
(ii) Existe v € B tal que para todo z€ M, Fo(z) > v
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(i) implica que 8i p := inf{Fo(z),z € MN Z"} (claramente g > —00), entonces p < A,y
por lo tanto, si N :={z€ R": Fi(z) <0,...,F,(z) <0, Fo(z) < A},setiene NNZ" #£9
y p=inf{Fo(z),z€ NN 2Z"}.

Repitamos entonces para la sucesién F,...,F,,Fo — A la Construccién B.9 de la De-
mostracién del Teorema 1 , para eliminar las restricciones superfluas (esto se puede hacer
ya que Fp — A es cuasiconvexo también). Se tiene entonces:

LEMA 1. Si N’ es el conjunto que se obtiene eliminando de N una sucesién maximal de
restricciones superfluas, se verifica:

inf{Fo(z), z € NN Z"} = inf{Fo(z), z € N'n 3"}

Demostracién: La observacién crucial para la desigualdad no trivial consiste en verificar que
al construir N', nunca se suprime la restriccién Fo — A. En efecto, por (ii), se tiene que
para todo z € M, Fo(z) > v y las restricciones F; que se suprimieron son tales que existe
u € B" — {0} con Fj(Tu) estrictamente decreciente (y T'u constante o decreciente para
las restricciones no suprimidas atn).

Supéngase que se eliminaron (en ese orden) F,...,F,,Fy — A (eventualmente r =0).

Se afirma que inf{Fo(z’), ' € M;..,} 2 v:

Sea sino 7' € M., con Fy(z') < v y sean

v € Dl K(F) nK(Fo — ) — L(F,)

uy € (| K(F)nK(F,~)) - L(F)

il yr
Se verifica entonces que para valores adecuados de ¢,...,¢, z:=2'+teup +...+Hhuy €M
y que Fo(z) < Fo(z') < v. Contradiccién.
Por lo tanto es como si se suprimiera la restriccién Fo — A en primer término, pero en ese
caso, para todo £ € M, serfa z+tu € M (V¢ > 0) y Fo(z+ T'u) estrictamente decreciente.
Absurdo.
La prueba de la igualdad es ahora similar a la de m4s arriba, observando simplemente que
se pueden elegir u;,...,u, en Z" y ¢),...,ts en N.

¢
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Para finalisar la demostracién de este primer caso, alcansa con probar el resultado si-
guiente:

LEMA 2. Sea N’ como en el lema anterior, y por lo tanto N’ = (N'nW+<) + W, donde
N'NW+ es compactoy W es lineal (Lema 1.-B.11) y sea {vy,...,m} una base entera de
W,

entonces se tiene,
inf {Fo(z), € N'n 2"} = inf{Fo(z), z€ (N'nW + B)nN'n B"}
donde B := i, 0< i <1
{ IZ;m ' }

Demostracién:

Sea p := inf{Fo(z),z € N'N L"} y sea 29 € N'N B" tal que Fo(zo) = ps.

Sea o=y+ayv1 +...+amvm con yEN'NWL y ayv; +...+amvm e W.

Para 1 <1 < m, pongamos a; = |a;] +@; con |a;] € Z y a; € [0,1), entonces se tiene
que y+ @ vy + ...+ &mm € (N'NWL + B)NnN'N L™ (Observacién 1.-C.1).

Adem4s, para todo v € W, Fy(Tv) es constante (ya que existe I C {1,...,8} tal que
W = (Y K(F;) n K(Fo — A) = () L(F;) 0 L(Fo — A) (dado que Fo no se eliminé).

$€ €
Por lo tanto Fo(y + 5101 +...+ Emv,,.) = Fo(zo) =p

y luego inf{Fy(z),z€ (N'+ WL + B)nN'nZ"} < p.
Como la otra desigualdad es trivial, queda completada la prueba.

Aplicando la Proposicién 1.-B.1 a la familia {Fo — A, F},...,F,}, se muestra que existe
una base entera {vi,...,um} de W con o({v1,...,vm}) = d°("’)a({Fo -\R,.. . F})=
(sd)°*)) g . Dado que (N'NW+) C B(0, R), con o(R) = (sd)°(**)o (Lema 1.-C.2), el lema
anterior permite concluir que

p = inf{Fy(z), z € N' N B°} = inf{Fo(z), z € N' n B(0, R) N T} .
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En la demostracién del Lema 1, se mostré que a partir de cada punto z’ € N', se
recupera un punto z := z'+4,u)+...+4,u, € N con Fo(z) = Fo(z') (ya que las direcciones
Y1,..., % son tales que Fy(T'y;) es constante). Ademis, aplicando aquf las estimaciones
del Lema 1.-B.10, se obtiene que z € M N B(0, R) N 3", con o(R) = (sd)°(*")g.

Por consiguiente

p > inf{Fo(z), z € M N B(0, R) n 3"}

y por lo tanto

p = inf{Fo(z), £ € M n B(0, R) n 2"}
donde o(R) = (sd)°™)o

B. Para completar la demostracién del Teorema 2, se probar el resultado siguiente:

LEMA 3. Si MNZ" es no vacfo, entonces
inf{Fo(z), z € M} >-co&inf{Fo(z),ze€ MNZ"} > —o0

Demostracién: La demostracién es muy parecida a la del Lema 1, y utilisa las mismas
propiedades de los polinomios cuasiconvexos.
Sea 2o € MN Z" # 0. Consideremos la familia de polinomios cuasiconvexoe 7 :=
{F],...,F,,Fo - Fo(to)}
Se define N := {z€ R" : F(z) <0,VF € 7} (observemos que NN Z" #9).
Supongamos que inf{Fy(z), z € M} = —o0, entonces se tiene que
inf{Fo(z), z€ N} = —00.
Apliquemos a la familia ¥ la construccién 1.-B.9 de eliminacién de restricciones superfluas,
obteniendo asf 1a familia ¥/ C 7.
— Supéngase en primer lugar que Fp — Fy(zo) € 7.
Sea N'={z€ R":F(z) <0,VF € 7'}.
Claramente, inf{Fo(z),z€ N'} =—o00.
Por otro lado, se tiene la descomposicién N’ = (N'NW+) + W donde N'NW+. es
compacto y W coincide con el conjunto de direcciones constantes de la familia #’ (en
particular dado v € W, Fy(T'v) es constante, y por lo tanto Fy(y + Tv) también,
Vye R*®).
Para todo z € N, se escribe z=2'+v,con 2’ e N'NnWL yveW.
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Vale la igualdad: Fo(z') = Fo(z'+tv) (V¢ € R),y por consiguiente, Fo(z') = Fo(z).

Se prueba asf que inf{Fy(z) : 2 € N’} = inf{Fy(z): 2 € N'nW+}.
Pero dado que N’ NW+ es compacto, no puede ser

inf{Fo(z): € N'NW.} = —c0o.  Contradiccién

Luego, para obtener ¥/ se suprimié la restriccién Fo — Fo(zo).

Se puede suponer sin pérdida de generalidad que se eliminaron Fy,Fj,...,F,, Fp —
Fo(zo) en ese orden (pudiendo ser r =0).

Se afirma que para todo £ € N, existe ze € M N Z" tal que Fy(z¢) < ¢, y por lo
tanto inf{Fo(z):z€ MNZ"} = —o0, con lo que queda probado el lema:

Prueba de la afirmacién: Sea L€ N, y sean u,,...,u, las direcciones (que se pueden
tomar enteras) que se eligieron para suprimir Fy,...,F,, Fo — Fo(zo).

Dado que Fy(T'up) es estrictamente decreciente, existe to € N de manera que

FQ(ZO + touo) < -L.

Adem4s, para todo k > r, se verifica Fi(zo + toto) < Fi(zo) <0 pues

tg € ﬂ K(Fy).
r<k<
Para todo 1 < j <r, las condiciones “ Fj(Tu;) estrictamente decreciente” y

“u; € n K(F;)n K(Fo — Fo(zo))” implican que se pueden elegir recursivamente
<<

t,te—1,.. .:t; € N tales que si se define

Zy = o + tovio + tetty + ... +t5uy

vale:

Por

Fi(z;) <0
para r <k<s, Fi(z;) < Fi(zo +touo) <0;
para j < k<r, Fi(z;) < Fi(zx) <O;
Fo(z;) < Fo(zo +touo) < L.
consiguiente, definiendo z, := z; = 2o + touo + t,u, + ... + tju;, se verifica que

teMNnI™ y Fo(ze) < L.
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