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I-a) Sea 0 un cuerpo algebraicamente cen'ado y sea K un subcuerpo de 0. E nota
el lenguaje de primer orden de 0 a constantes en K .

Para cada fórmulaprenexa Q E B, sean F¡,...,F. e K|X¡,...,X.] los poli
nomioe que aparecen en Q .

Se define

IQ]:= longitud de Q

|D| := 2 + gr F;
l_aSa

r := número de bloques de cuantificadores de Q

Se achibe un algoritmo que elimina los cuantificadoms de Q, que funciona en

tiempo secuencial D‘" y en tiempo paralelo n"(log, D)‘ (donde c es una.
constante universal adecuada).
Se muestra. además que estas cotas son optimales.

b) Se aplica el algoritmo de (a) para el cálculo eficiente del polinomio de Chow del
radical de un ideal polinomial homogéneo débilmente unmixed.

c) Se camina el algoritmo rápido de eliminación de cuantificadores sobre cuerpos real
cerrados de J. Heintl, M.-F. Roy y P. Solernó para obtener cotas sobre los grados
y el valor absoluto de los coeficientes de los polinomios que aparecen en la fórmula
de salida.

lI-a) Sean F¡,.. .,F. e HX“ . . .,X,.] polinomioscuasioonverxosde grado acotado por
d _>_2, y sea a una cota.para la longitud binaria de los coeficientes de F¡,...,F, .

Se muestra que si el sistema F1 s 0,...,F. 5 0 admite una solución entera,
entonces ariete tal solución con longitud binario acotada por (34)“? (donde c
es una constante El caractersimplementeexponencialde la cota es
intrínseco al problema.

b) Se utiliza (a) para resolver con cotas similares el problema de hallar el lnfimo del

conjunto {Fo(z) : z e Z", F¡(z) 5 0,...,F,(z) 5 0} si éste se realiza, para un
polinomio Fo e 3[X¡,...,X,.] cuasiconvexotambién.



INTRODUCCION

Este trabajo abarca cuestiones de complejidad para problemas de geometria elemental
y se divide en dos partes:

I. Cotas para la eliminación de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente cerrados.

lI. Una cota geométrica para la programación entera con rutricciones polinomiales.

A continuación se presentan los resultados obtenidos en cada capitulo, sus antecedentes
históricos y aplicaciones.

I. En el primer capitulo, se trata el problema de la complejidad (cotas superiores y cotas
inferiores) de la eliminación de cuantificadores para el lenguaje de primer orden de
los cuerpos algebraicamente cerrados. Se examinan también los algoritmos exhibidos
recientemente por J. Heints, M.-F. Roy y P. Solernó para el problema análogo en el caso

de los cuerpos real cerrados, a fin de obtener estimaciones más precisas que se aplicarán
luego en el Capitulo II.

Se hace ahora una breve descripción del modelo con el que se trabaja a fin de enunciar
más claramente los resultados obtenidos. Esta descripción será desarrollada con todo

detalle en la sección “El modelo" del Capitulo I.

Sean K un cuerpo arbitrario y 0 un cuerpo algebraicamente cerrado que lo contiene.

Se entiende por lenguaje de primer orden 12‘} del cuerpo fl, a constantes en K,
al conjunto de fórmulas que se obtienen como combinaciones booleanas (A,V,fi) de

polinomios (en varias variables y a coeficientes en K) igualados a cero, admitiéndose
también los cuantificadores El,Vpara modificar únicamente variables.

Es un hecho clásico de la teoria de modelos que el lenguaje de primer orden de los
cuerpos algebraicamente cerrados admite eliminación de cuatífieodons; es decir para

toda fórmula 9 e 13%,existe una fórmula i e LS}, sin cuantificadores, que describe
el mismo subconjunto de 9'" (donde m es el número de variables de Q que no estan

acompañadas por ningún cuantificador).

Más aún, en [He-Wíi] se exhibe un algoritmo de eliminación de cuantificadores para el
lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, es decir se construye
a partir de una fórmula O la formula sin cuantificadores Ü . En realidad, parece ser que



ya hacia 1940, A. 'l‘arski conocía la existencia de algoritmos para ese problema aunque

no lodescribióexplícitamente(ver
De ahí en mas, se han ido realizando esfueraos especiales para exhibir algoritmos de
eliminación de cuantificadorss cada ves más eficientes.

¿Pero que se entiende por algoritmo?

La noción de algoritmoque más se adecua a este contexto es la de red aritmética definida

en [Gat], que se puede representar por un grafo orientado donde en cada nodo se realiza
una operación aritmética (+,-,') o booleana, una comparación de elementos de fl
o una selección. Las entradas son únicamente elementos de K y los polinomios estan
codificada con representación densa, es decir por el vector de todos sus coeficientes,aún
los nulos, permitiéndose para las comparaciones evaluar los polinomios en elementos de
(l .

Para cada red aritmética se tienen dos nociones de complejidad:

(i) la complejidad secuencial: el número de nodos del grafo corrupcndiente

(ii) la complejidad paralela: la longitud del camino más largo en el graío correspon
diente.

Se consideran los siguientes parametros para medir una fórmula Q de tj}

|Q| := longitud de O = númu'o de símbolos necesarios para escribir Q,

y si F¡,...,F. e K[X¡,...,X.] son todos los polinomiosque aparecenen Q:
n := número de variables

D := 3+ 91'

En el caso en ¿3233” loscuantificadoresaparecen al principiode O (fórmulaprenexa)
se considera también

r := número de bloques de cuantificadores distintos de O .

Las cotas superiores para la complejidad de la eliminación de cuantificadores en 0

pruentadas en [He-Wii],[He]y [Wii]son secuencial“ y doblemte exponenciales de
tipo D“"'|9|, donde c es una constante universal.

Además en [He]y [Wei]se muestra que la eliminación de cuantificadores para cuerpos
algebraicameute cerrados tiene complejidad secuencial intrínsecamente doblemente ex

ponencial en el modelo de representación densa de los polinomios. La única manera de
mejorar los resultados consistió hasta hoy en mirar más en detalle los parámetros que
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determinan las estimaciones en los algoritmos.

Basados en técnicas fundamentales de [Ch-Cr l] y [He],en [Cb-Gr 2]y [Gr l] se considera

el probla para fórmulas prenexas y se obtienen las cotas (secuenciales)más precisas
hasta la fecha. A saber, D“°'|Ó[ (e constante universal), donde el carácter doblemente
exponencial de la cota depende únicamente del número r de bloques de cuantificadores
de Ó. Sin embargo la complejidad del algoritmo depende de propiedades aritméticas

del cuerpo de constantes K (hecho que se debe a la utilización del subalgoritmos de
factorisación de polinomios).

Cabe señalar también que ninguno de los algoritmos mencionados arroja buenas cotas
en paralelo (es decir cotas del orden del logaritmo en base 2 de las cotas secuenciales).

En el Teorema 2 del Capítulo I, ss combinan versiones efectivas del Nullstellensatz

(ver [Ko], [Ca l], [Ph], [Br 2], [Ca-Gu-Gu], que afinaron los resultados de [Br l],

[Ca-Ga-He l], [Ca-Ga-He 2]) con los métodos de [He] para construir un algoritmo de
eliminación de cuantificadores con las mismas cotas secuenciales precisas que

[Ch-Gr 2] ó [Gr l]. Las ventajas son que no solamente se obtienen cotas de orden
n"D° +c log,([0|) en paralelo (donde e es una constante universal), sino que
además se evita que la complejidad dependa del cuerpo de constantes K .

Dado que el planteo de gran parte de los problemas interesantes de la geometría alge

braica elemental involucra solamente un número chicode bloques de cuantificadores (por
ejemplo resolución de sistemas de ecuaciones polinomiales sobre un cuerpo algebraica

mente cerrado, cálculo de la dimensión o del grado de una variedad algebraica), las cotas
obtenidas aquí muestran que estos problemas pueden ser resueltos computacionalmente
en tiempo secuencial simplemente exponencial y en tiempo paralelo polinomiaL

Con respecto a las cotas inferiores para la eliminación de cuantificadores, se muestra
que las cotas superiores presentadas aquí son optimales como medida general de com
plejidad, en el modelo de representación densa de los polinomios, no sólo del punto

de vista de la complejidad secuencial ([He], [Wü[) sino también del punto de vista de
la complejidad paralela (Teorema 3, Capítulo Se exhibe una familia de fórmulas
del lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados que verifica que
cualquier algoritmo de eliminación de cuantificadores aplicado a estas fórmulas requiere
tiempo secuencialdoblemente exponencialy tiempo paralelo simplente exponencial
para representar o evaluar las fórmulas de salida. Por consiguiente los caracteres doble

mente exponencial y simplemente exponencial de las cotas obtenidas son intrínsecas



al problema, siempre que se adopte la representación densa de los polinomios como
modelo.

A raíz de este hecho, ee está. tratando de desarrollar por un lado la teoria de los polí

nomioa “aparece” (con pocos coeficientes no nulos) (ver [Be-Ti] y [Gr-Ka-Sil), y por

otro lado la teoría de los ‘straight-líne programa’ (los polinomios no están dados por
sus coeficientessino por programas que permiten evaluar-los)(ver [He-Sen], pero
en general no ee han logrado resultados significativos.

En la segunda parte de este primer capítulo, eeda un algoritmo eficiente para calcular el
polinomio de Chow del radical de un ideal polinomial homogéneo débilmente unmixed,

i.e. donde todos los primos minimales tienen misma dimensión (ver, por ejemplo, [Sh]
para la definición de polinomio de Chow). Para ello se aplica el algoritmo rapido de

eliminación de cuantificadoree expuesto en el Teorema 2 a una. construcción de [Ne].

Para otro acercamiento al problema, le puede consultar [Ca 2].

Finalmente, ee exponen los resultados de eliminación de cuantificadores para cuerpos

real cermdooobtidoe recientemente en [He-Ro-So2] (ver también [He-Ro-So3] ó {Rel}:
si se nota por R el cuerpo real cerrado y por L un subanillo de R , el lenguaje de primer

orden Ef de R a constantes en L se define como en el caso algebraicamente cerrado,
pero se admiten también desigualdades polinomialee en las fórmulas. En [He-Ro-So 2]

o [He-Ro-So 3], se exhiben para eee caso las mismas cotas superiores precisas que las
del Teorema 2, Capítulo I. Los autores ee basan fundamentalmente en técnicas desar

rolladas en [He-Ro-So l] y [So],que a su vea utilizan fuertemente las cotas superiores
para cuerpos algebraicamente cerrados presentadas aquí combinadas con herramientas

de topología diferencial ([Mil], [Th]) aplicadas por primera vea en [Gr 2] y [Gr-Vo].

En la Observación 6, Capítulo I, ee examina más en detalle el algoritmo de

[He-Ro-So 2] a fin de obtener cotas para los grados y los valores absolutos de los co
eficientes de los polinomios que aparecen en la fórmula de salida. Estas serán luego

aplicadas a un problema de programación entera con restricciones polinomialea desa
rrollado en el Capitulo Il.

. En el segundo capítulo, ee considera el problema de la programación entera con restric

ciona polinomiales cuasiconvexas.



Aqui R denota el cuerpo de números reales y 2 el anillo de enteros.

Se dice que un polinomio F E RIX¡,...,X.] es semiconeezoeii para todo Ae R el
conjunto {z e R“ :F(z) 5 A} es un subconjunto convexode R” .

El primer resultado (Teorema 1, Capitulo II) que se obtiene es el siguiente:

Sean F1, . . . ,F. e Z [X¡,. . . ,X.] polinomios cuasioonvexoe,a coeficientes enteros y de
grado acotado por d 2 2 , y sea a una cota superior para la longitud binaria de todos
loscoeficientesde F¡,...,F,. Semuestra que si elsistema F, S 0,...,F. 5 0 admite
una solución entere, entonces existe una tal solución con longitud binaria acotada por
(sd)""a, donde c es una constante universal.

Se tiene ademas que el caracter simplemente exponencial de esta cota es intrínseco al

problema,comolo muestraEn oontraejemplode Asimismo,este multado
mejora una cota de orden d“+‘)°n‘°a (donde 'n':= min{s,d} y c es una constante)
anunciadaen y parapolinomioseoueezoa.
La prueba del teorema se basa en técnicas de reducción para polinomios cuasiconvexoe

desarrolladas en [Ba-Ma l], Capitulos 4 y 5, y simplificada! en [Ba-Ma 2|. También se
aplica en forma fundamental la cota para grados y valores absolutos (Observación 6,
Capitulo I) que resulta del examen del algoritmo de eliminación de cuantificadores para
cuerpos real cerrados de [He-Ro-So 2].

El resultado implica nn corolario algoritmico (Corolario 1.1, Capitulo II): El pro

blema de decidir si el conjunto {z e 1' : 53(2) 5 0,...,F.(:) s 0} es vacío o no
pertenece a la clase de complejidad NEXPTIME (‘non deterministically simply expo
nential time”). Esto significa que no se sabe si se puede decidir si existe una solución
del sistema en tiempo (secuencial) simplemente exponencial, pero si se puede verificar
que un candidato z G Z” es soluciónen se tiempo. (Este concepto está detallado en
la demostracióndel Corolario1.1,Capitulo

El Teorema2 de este capitulo trata de cotas para el problema de optimilación correspon

diente: Si se realiza el infimodel conjunto {Fo(z) :1: e Z',F¡(z) g 0,. . .,F.(:r) 5 0}
(donde Fo e ¡[Kb . . .,X.] es cuasiconvexotambién), entonces se realiza para cierto
z G Z“ de longitud binaria acotada por (sd)"°a (con d y a, como arriba, cotas para
el grado máximo y la longitud binaria de Fo, . . . ,F. y c constante).

Para este teorema se aplican no solamente el resultado del Teorema l, Capitulo II, sino
también los métodos utilisados para su demostración.
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Para finalizar, unas palabras acerca de la organización de este trabajo:

En cada capítulo, se exponen en primer lugar en forma precisa todos los resultados

mencionados en la introducción, precedidos de los preliminares necesarios para su formu
lación.

Las demostraciones se encuentran a continuación y están generalmente subdivididas en

etapas que comprenden resultados parciales con sus pruebas.
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I. COTAS PARA LA ELIMINACION DE CUANTIFICADORES
SOBRE CUERPOS ALGEBRAICAMENTE CERRADOS

INTRODUCCION

La primer parte de este capitulo trata el problema de exhibir algoritmos rápidos para

la eliminación de cuantificadores en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraica

mente cerrados (Teoremas l y 2). Luego se mostrará que esos algoritmos son optimales

como medida general de complejidad en función de los parámetros considerados (Teore
ma 3). A continuación y a modo de aplicación se utiliza el algoritmo presentado para
calcular en forma eficiente el polinomio de Chow del radical de un ideal polinomial ho

mogéneo ‘débilmente unmixed" (es decir, donde todos los primos minimales tienen la

misma dimensión) (Aplicación 4). En lo que sigue (Teorema 5) se presentan los resultados
análogos a los del Teorema 2 obtenidos recientemente por J. Heint, M.-F. Roy y P. Solernó

([He-Ro-Sol], [So],[He-Ro-So2]y [He-Ro-So3]), y por J. Renegar para la teoría de
primer orden de los cuerpos real cerrados. Finalmente se examina más en detalle el algoritmo

de [He-Ro-So2] a fin de obtener cotas para los grados, y el valor absoluto de los coeficientes,

de los polinomios que aparecen en la fórmula de salida del algoritmo (Observación 6). Estos
resultados se aplicarán luego en el Capítulo II.

Es necesario, por lo tanto, definir ante todo el modelo con el que se trabajará (lenguaje
de primer orden y modelo de algoritmo).

EL MODELO

En lo que sigue, K será un cuerpo arbitrario y 0 un cuerpo algebraicamente cerrado
que lo contiene, por ejemplo una clausura algebraica de K .

A.W deprimerorionde¡acuerpoW cerrado
Se considera el lenguaje de primer orden (o lenguaje elemental) 2% sobre 0 , a con

stantes en K definido de la manera siguiente:

Lossímbolosno lógicosde Lg son {a, a e K},+,-, -,=.

Las variables son indeterminadas X1, . . . , X“, . . . sobre 0 y los términos son polinomios en

varias variables a coeficientes en K . Un término típico tiene la forma F E K [X¡, . . . , Xn]
y una fórmula atómica es F = 0 (ó F 960 para su negación).



El lenguaje LS} se construye a partir de estas fórmulas utilizando los conectivos lógicos

A,V, -I y los cuantificadores ELVque sólo se pueden aplicar a elementos de 0 (represen

tados por variables) y no a subconjuntos ni a relaciones de 0. ig es así un conjunto
de palabras finitas (fórmulas) sobre el alfabeto de símbolos de B} (variables, simbolos no

lógicos, conectivos lógicos, cuantificadores, paréntesis).

Cuando no haya confusión posible, notaremos B en lugar de LS".

Para cadafórmula Qe L, sedefinela longitudde Ó:

IQI:= número de simbolos necesarios para escribir Q .

Las variables que en la fórmula Ó aparecen acompañadas por un cuantificador (entietencial

o universal) se llaman variables ligadas (o cnantificadas); en caso contrario son variables
libres.

Se dice que una fórmula 0 esta dada en forma puneza cuando todos los cuantificadora se
hallan al principio de la fórmula.

Sean F¡,...,F. e [X¡,...,X,.] todos los polinomiosque aparecen en la fórmula Q, dada
en forma prenexa. Se consideran también los siguientes parámetros que ‘miden” la fórmula
Q .

D:=2+ Z: ari} (lasumade lospolinomiosde O)l ¡<0
n := número de variable de Ó

r := número de bloques de cuantificadores (existenciales y universales) de 0

Cabe señalar que toda fórmula arbitraria Ó puede ser llevada a una fórmula prenexa renom
brando las variables. Fate procedimiento no modifica IQI. Tampoco modifica el grado de los
polinomios que aparecen en Ó y el número de variables de la fórmula prenexa está acotado
por la suma del número de variables lier y del número de cuantificadores de Q.

“¡0.633
(t) (ax) (X#0AAX=0)

Au ... 441".

(dondeX:= ‘(X¡,...,Xm), A:=( E E )ypor X760 seentiende
AM1 Amm

X1#0vX,#0v...va;60).
Aquí las variables X¡,...,X,,. son ligadas mientras que A¡¡,...,Amm son libres. Se tiene
n=m2+m y D=3m.



La fórmula (ak)describe el problema de determinar para qué valores de Au, . . . , Am". en
fl el sistema homogéneo de ecuaciones lineales dado por la matriz A admite soluciones no
triviales en 0 .

En general se dice que dos fórmulas Ó y ‘I' e B son equivalentes sii

(i) Q y Ü tienen el mismo número de variables libres

(ii) Si m := #{ variables libres de Q (ó Ü)}, entonces para. todo z e 0'", Mz) es
verdadera si y sólo si ¡(2) lo es (donde Mz) (6 Ü(z)) significa evaluar la fórmula Ó
(ó Í) en a::= (21,...,zm) e 0'" en lugar de las variableslibres).

Por ejemplo la fórmula (t) es equivalente a la fórmula

(a) det A = 0

Intuitivamente es claro que entre dos fórmulas equivalentes resulta conveniente trabajar con
aquella que tiene el menor número de variables (o sea el menor número de variable ligadas),
y ¡tanto mejor si no tiene ninguna!

De hecho, muchos problemas geométricos y algebraicos interesantes pueden ser formulados

en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, y su solución consiste

precisamente en “eliminar los cuantificadores”: en el ejemplo, (u) es una versión sin cuan

tificadores de (ak),que resuelve el problema de determinar cuando un sistema tiene solución
no trivial. Este es un caso particular del hecho general (bien conocido por la teoría de

modelos de la lógica) que la teoría de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica arbitraria admite eliminación de cuantíficadom. Es decir, dada cualquier

fórmula Q e BE},siempre existe una fórmula Ü e L2 sin cuantificadores y equivalente a
Q .

Cuando la fórmula Q no contiene variables libres, la fórmula equivalente i sin cuan
tificadores es una combinación booleana de simbolos no lógicos de E2 , que es verdadera o
falsa: se dice que se trata de un problema de decisión.

En [He-Wii],J. Heintl y R. Wüthrich presentaron por primera vel explícitamente un
algoritmo de eliminación de cuantificadores (que resuelvepor lo tanto también el problema de
la decisión)para la teoría elemental de los cuerpos algebraicamente cerrados de característica
arbitraria: a partir de una fórmula de entrada Q ellos construyen una fórmula Ü equi
valente y sin cuantificadores.

Buenos algoritmos para la eliminación de cuantificadores permiten resolver computa
cionalmente aquellos problemas geométricos y algebraicos formulables en el lenguaje ele
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mental de los cuerpos algebraicamente cerrados. Es por ello que en la última década se ha
realizado un esfuerzo especial para hallar algoritmos cada vez más eficientes.

Pasemos entonces a precisar la noción de algoritmo con la que se trabajará:

B.Bmodelo
Dado que en nuestro contexto, vamos a tener que realizar operaciones aritméticas

(+, -, .) con los polinomios de Q, la definición de algoritmo que resulta más adecuada
es la de nd aritmética presentada en [Gat].

Los polinomios seran codificados con representación densa, es decir por el vector de

todos los coeficientes (aún los nulos) en un orden preestablecido de los monomios, fijado el
grado. Los coeficientes de nuevos polinomios se computarán por interpolación, evaluando

en suficientes elementos de 0 (que es infinito por ser algebraicamente cerrado).

La red aritmética utiliza como entradas las constantes del cuerpo K, y permite las

operaciones +, -, v, las comparaciones (para decidir por ejemplo si un polinomio es idéntica
mente nulo, especializando en elementos de (l), y el uso de selectores para determinar el
camino a seguir.

Por ejemplo, sumar 8 números 1:1,. . . , za puede ser representado por el grafo siguiente

II/P/zsmtszozrzs
(1)

+—+—+—+«+—+«+

También se puede realizar el mismo cálculo por medio del algoritmo :
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\ /" “\/‘ ‘V’ "\/"+ +(2) \ / \ /+\ /+
+

Se definen, para un algoritmo dado descrito por un grafo, dos nociones de complejidad:

— (tamañodelgrafo):eselnúmerodenodosdelgrafo(sin
contar los nodos de entrada). En los ejemplos (l) y (2), la complejidad secuencial es
7. Si se supone que cada operación se realiza en una unidad de tiempo dada, la com
plejidad secuencial representa el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo con un
procesador.

- la complejidadpm (profundidaddel grafo):es el númerode nodosde una cadena
maximaldelgraío,esdecirelcamino(orientado)máslargoaseguirparallegaraun
resultado. En el ejemplo (l) la profundidad es 7 mientras que en el ejemplo (2) es 3.
Dado que la profundidad del grafo refleja el número de operacionesque deben esperar el
resultado de operaciones anteriores, esta noción corresponde al tiempo minimo necesario

para realizar el algoritmo, aunque se disponga de un número arbitrariamente grande de
procesadores funcionando en paralelo.

Algunos autores llaman también ‘número de procesadores” al tamaño del grafo, pues es la
única cota general de la que se dispone hasta boy para la cantidad de procesadores necesaria

para realizar el algoritmo (en realidad, aqui l en (l) y 4 en (2)). Esto corresponde a la
poco económica suposición que se tira un procesador luego de utilizarlo una sola ves, y se

evitará aquí esa expresión. Seria por supuesto interesante obtener cotas para este tipo de
parámetro, en función del número de nodos y de la profundidad.

Es intuitivamente claro que la complejidad paralela de un algoritmo no puede ser menor que
el logaritmo en base 2 de su complejidad secuencial. Se dice que un algoritmo es paralelimble

cuando su profundidad tiene orden de magnitud el logaritmo (en base 2) de su tamaño.

Generalmente ocurre que los mejores algoritmos en secuencial no son los mejores desde el

punto de vista paralelo, ya que no son paralelisables.

En este capítulo, se exhibe un algoritmo de eliminación de cuantificadores para la teoría
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elemental de los cuerpos algebraicamente cerrados que es paralelizable, y que tiene comple

jidad secuencial de mismo orden que los mejores algoritmos secuenciales conocidos hasta la
fecha.

Para concluir esta descripción del modelo, mencionemos que una parte del algoritmo

corresponde al manejo puro de las fórmulas de B . Por ejemplo de la fórmula de entrada

Q hay que extraer los polinomiosF¡,...,F. e K[X1,...,X.], que serán transformados
en polinomios involucrados en la fórmula de salida i. Hay que construir la fórmula Ü a
partir de estos polinomios. En pocas palabras, se admitirán el mismo tipo de operaciones
elementales con los simbolos de L que con los elementos de K : por ejemplo, concatenación
de palabras, intercambio o inserción de simbolos de fi . Estas operaciones permiten entre
otras cosas transformar la fórmula de entrada Q en una fórmula prenexa en tiempo lineal

I‘I’I

Notación:Sea f una funciónde N en N. Se adopta aqui la notaciónstandard 0(f
para denotar una función lineal en f (n) : Es decir, existe una constante c independiente de
n tal queown» s en»).
Además, log notará en el trabajo el logaritmo en base 2.

Recordemos que se enunciarán en primer lugar todos los resultados que se quieren
probar, y que las demostraciones se encuentran a continuación.

RESULTADOS

En primer lugar, se tratarán dos problemas: el problema de cota superiores (Teoremas
l y 2) y el problema de cotas inferiores (Teorema 3) para la complejidad secuencial y
paralela de la eliminación de cuantificadores en el lenguaje de primer orden de los cuerpos
algebraicamente cerrados de característica arbitraria.

TEORM 1. Para todo t e N, existe una red aritmética N; sobre los símbolosde 5%
de profundidad 1°“) y tamaño i‘m) con la propiedad siguiente:

Para toda fórmula de entrada Q G El} , con IQ]= l, Ne construye una fórmula sin cuan
tificadores,equivalentea Ó (con mpecto ala teoria de primer orden de 0).

En otras palabras, existe un algoritmo (la familia de rada Ni, t e N) que elimina cuan
tificadores (con respecto a la teoría de primer orden de 0 ) en tiempo



— paralelo: |Q|°(I*I)

—secuencial: |Q||°|°"'”

donde Q e E9; es una fórmula arbitraria.

Las mismas cotas se aplican para el problema de la decisión de la teoría de primer orden de
(l.

En el próximo resultado, se daran cotas más diferenciadas. Asumiremospara ello que Ó

es una fórmula premsa y ‘conocnientemcntcprepamda’. Esto significaque, además de tener
todos sus cuantificadoru al principio, los polinomiosque aparecen en Q están explícitamente
dados y que la parte libre de cuantificadora de Ó puede ser escrita con respecto a los

conectivos lógicos por medio de una red de profundidad 0(log|0|) . La preparación de la
fórmula, así como su escritura en forma prenexa, exige un trabajo de orden 0(|6|) y es
generalmente asumida, como en este trabajo, en los artículos sobre este tema.

Si F¡,...,F. e K[X¡,...,X..] son todos los polinomiosque aparecen en la fórmula
Q, se considerarán los parámetros n, D := 2 + gr F.' y r := número de bloques de

cuantificadoresde Q. IJJ

TBOREIM 2

(i) Eáste un algoritmo que elimina los cuantificadores de Q (con respecto al lenguaje de

primer orden de fl ) y que funciona en tiempo
—paralelo n°(')(logD)°(‘)+0(log
— secuencial No") |Q| .

(ii) Las mismas cotas valen para la complejidad de la decisión de la teoría de primer orden
de 0.

El Teorema 2 implica que los problemas de eliminación de cuantificadores y decisión de

la teoría de primer orden de 0 pertenecen a la clase de complejidad N C (i.e. complejidades
paralela polilogarltmica y secuencial polinomial) si el número de variables n de las fórmulas
de entrada está. fijado.

El objetivo del Teorema 3 que se expone a continuación es el de mostrar que el algoritmo

descripto en el Teorema 2 es optima] desde el punto de vista de la complejidad general. Más



precisamente, el problema general de la eliminación de cuantificadores sobre cuerpos alge
braicamente cerrados tiene una complejidad inherente simplemente exponencial en paralelo
y doblemente exponencial en secuencial si se exige la representación densa de los polinomios.

Sea 0 un cuerpo algebraicamente cerrado y F su cuerpo primo

recam 3. Existe una sucesiónde fórmulasOze 1:8 (t E N), con dos variable libres,
con las propiedada siguienta:

(i) I‘Ptl=0(5‘).

(ii) Para toda fórmula sin cuantificadoru Ü e L9, equivalente a 0g, que involucra los
polinomiosF¡,...,F.,existei,15í5 o talqueng.- 2 22‘.

La propiedad implica que |Ü| 2 23‘, dado que en el lenguaje ¡2g los polinomios
estan representados en forma densa. En particular cualquier algoritmo secuencial para la
eliminación de cuantificadores aplicado a la fórmula de entrada Óg necesita tiempo doble

mente exponencial en [MI para escribir la fórmula sin cuantificadora que se obtiene (ver

[He]y [We]). Más aún, todo algoritmo paralelo para la eliminación de cuantificadores apli
cado a Gt necesita tiempo simplemente exponencial en |Ó¿| para evaluar la fórmula sin
cuantificadores obtenida, ya que contiene un polinomio de grado doblemente exponencial

(ver [Gat]).

A continuación se dará, a modo de aplicación del algoritmo rápido de eliminación
de cuantificadores presentado en el Teorema 2, un algoritmo eficiente para el cálculo del
polinomio de Chow del radical de un ideal homogéneo débilmente unmixed (ver también
[Ca
Sea 0 un cuerpo algebraicamente cerrado y 0|Xo,.. . ,X.] el anillo de polinomios en las
indeterminadasXo,...,X,. sobre 0.

Recordemos brevemente la definición de Forma de Chow de un ideal homogéneo y primario
I de 0[Xo,...,X.].
Se nota con Pn el espacio proyectivo n-dimensional sobre 0 .

SeaX2: {zeP‘ :F(z)=0(VF€I)} lavariedaddeP" definidaporI ysea r su
dimensión.

Un hiperplano de P" se identificará con un punto de P“ formado por los coeficientes de



una forma lineal que lo define.

Seconsiderael subconjuntoI‘ de (P")"H x X := P“ x x P” XX
r+ 1

definido por:

r =={(d°>,...,y<'),=)e mi“ x x =z e y") (os i s r)}
y sea pa‘) := {(y(°),...,y(')) e (P")"+1:3: e X con z e y“) (0 51's r)}

la proyecciónde I‘ a (I"')'+1 .

Entonces, p(I‘) es una hipersuperficie en (P“)'+1 definible por un polinomio Fx , que se
puede elegir sin factores múltiples. Este polinomio Fx se llama la forma de Chow de X (o
del radical del ideal I ) y determina unívocamente a X (Ver [Sh], Ch I, 5 6,5).
Se tiene la caracterización

(t) z e X <=>paratodo g(°),...,y('l tal que z e y“) (0 5 i 5 r),

Fx(y‘°’,....y"’) = o

Un interés de la forma de Chow a que su grado es el grado de la variedad irreducible X .

En el caso en que el ideal homogéneo I es débilmente unmixed (es decir todos los primos
minimales de I tienen la misma dimensión) se obtiene también una forma Fx que carac
teriza a X en el sentido de (t) , y se puede por lo tanto hablar en forma análoga de forma
de Chow del radical de I (ver por ejemplo [Ne]).

En lo que sigue, se supondrá que 0 es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica
0, o bien de característica p, donde se sabe como extraer raíces p-ésimas de polinomios.

Sea I Q 0[Xo,...,X..] un ideal homogéneo débilmente unmixed generado por los poli
nomiosF¡,...,F.. Con tad”) se notará el idealradicalde I.
Sea D := 2 + grl'} y supongamos que el conjunto

X :=IÏ;_¿ P“ : F¡(z) = . . . = F.(z) = 0} es no vacío,

entonces se tiene la siguiente aplicación del Teorema 2:

APLICACION 4. Se puede calcular el polinomio de Chow del radical de I por medio de

una red aritmética ya, de tamaño D"°‘” y de profundidad (n logmom.



En lo que sigue, nos interesaremos en los algoritmos de eliminación de cuantificadore
para cuerpos real cerrados.

Sea R uncuerporealcerradoyaea L unsubanillode R.

El lenguaje de primer orden Ef de R a constantes en L se construye en forma análoga al
lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados, con la única diferencia

que ahora los símbolosno lógicosson {0, a e L}U{+,-,',=,<} (se agrega el simbolo <
del orden de R).

Se enuncia aquí para If el teorema análogo al Teorema 2, que fue obtenido por
J.Heints, MF. Roy y P. Solernó (1089) y J. Renegar (1989) (ver [He-RoSo 2], [He-Ro

So 3] ó [Benz

Sea Q una fórmulaprenexade Ef y sean F¡,...,F. e [X¡,...,X.| todos los poli
nomios que aparecen en Q. Como antes sean

lil = longitud de Q
n := número de variable de O

D := 2 + 91'1'}
l_s_s

r := número de bloque de cuantificadore de Ó.

"OM 5
(i) Existe un algoritmo que elimina los cuantificadores de Q (con respecto al lenguaje de

primer orden de R ) y que funciona en tiempo

- Paralelo: n“"(l°s DW" +0(|9|)
- secuena'al: D'°(" |Q|

(ii) Las mismas cotas valenpara el problema dela decisión en la teoría de primer orden de
R.

Se examinará ahora en detalle la denostración de [He-R080 2] (6 [He-Ro-So3]) del
teorema anterior, considerando también el parámetro u := máximo del valor absoluto
de todos los coeficiente de Ó, para obtener cotas sobre los grados y el módulo de los
coeficiente de los polinomios que aparecen en la fórmula de salida del algoritmo.

Sea0€Ef,sedefine:
¿(0) := maximo de los gndos de todos los polinomios que aparecen en 0
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11(0):= maximo del valor absoluto de los coeficientes de todos los polinomios que aparecen
en 0 .

OBSERVACIÓN 6

(i) libdste una fórmula Ü e Ef sin cuantificadors y equivalente a Q que verifica

¿(un = DW y yor) = uD"°"’

(ii) En el cmo r: l, sepuede elegir Ü de manera que

db!) = DN”) y y”) = vpo") .

Cabe señalar que las mismas cotas para los grados, y el módulo de los coeficientes, de los

polinomios que intervienen en la fórmula de salida valen también para el caso de cuerpos
algebraicamente cerrados (ya que el algoritmo de Heints, Roy y Solernó utiliza en su desar

rollo el algoritmo para cuerpos algebraicamente cerrados).

Se pasa ahora a dar las demostraciones de los resultados expuestos.

1.- DHOSTRAC'IONDE nom 2. Dadoqueel Teoremal se deducedelTeorema
2, nos restringiremos aqui a la demostración de ute último.

La prueba sigue las lineas generales de los procedimientos de eliminación de cuantifi

cadores de [He],[Ch-Gr 2]y [Gr l]. Sin embargo, al no ser éstos eficientemente paralelisables,
es necesario modificar algunos aspectos esenciales de ellos, obteniendo así también un nuevo

algoritmo de eliminación de cuantificadores para cuerpos algebraicamente cerrados (de ca
racterística arbitraria) rápido en secuencial.

Sea Q e E una fórmula arbitraria puma, que contiene las variables X¡,...,X,.,
donde X1, .. .,X,,. son ligadas y Xm+¡,. . .,X,. son libres. La fórmula Ó se puede suponer
de la forma

Q : (Quim) ...(Q,X('))0(X¡,...,X.)
donde:

- 0 es una fórmula sin cuantificadores

- X“) := (Xm,_,+¡,...,Xm¡) 1555 r, mo:= 0, mr := m
- Qi€{3,V}YQHÉQHi (¡SiST-I)

ll



’ Qíxw 3: (QíXm-¡+l)---(Qixm)
(y r es el número de bloques de cnantificadores).

La fórmula 0 (sin cuantificadores) es combinación booleana de fórmulas atómicas que

involucranlospolinomiosF¡,...,F. e K[X¡,...,X.]. Sea
D := D(Q) = 2 + ng.° (ng.° nota el grado total)

1 s<s

El proceso de eliminación que se déalla a continuación es inductivo, eliminándose sucesiva

mente los bloques de cuantificadores Q" Q,_1 hasta Q1 . Observemos que el último bloque

Q, (que es el primero a ser eliminado) se puede suponer existencial ya que la fórmula

VXm,_,+¡ . . .VXm, 0(X¡, . . .,X..) es equivalente a la fórmula
«(ax 4+1 . . .SIX,» (a0(X¡, . . . ,X.) ).

1.-.4.Mule 0ufomdísjub‘uW'
El primer paso del algoritmo consiste en reescribir la fórmula 0 como una disjunción

de conjunciones consistentes de polinomios igualados a cero y polinomios distintos de cero

(es decir que describen subconjuntos no vacíos de 0” ). Pediremos además que cada una
de esas conjunciones consistente corresponda a una F1, . . . , F. - célula (según la notación de

[Gr 1]) en el sentido siguiente

DEFINICIONA.l.

SeaF1,...,F.GK[X¡,...,X,.],e I:={l,...,8}
Sediceque ZQO" esuna F¡,...,F.-ce'lulasi
(i) 2760

(ii) ExisteMgItalqne

Z={z€0‘:i‘¡(z)=0(Ví€M) y F¡(z)960(Vj€I—M)}. Ó

Reescribiremos por lo tanto 0 en la forma

Y Ar}(x¡,...,x..)=0/\ A ¡3-(x,,...,x.);éoM 1 ¡en jet-M

Esto es posible pues las F1, . . . , F. -células son los átomos del álgebra de Boole de los sub

conjuntos de 0” definidos por fórmulas sin cuantificadores que involucran los polinomios
F1 , . . . , F. .
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Un hecho fundamental es que se sabe (por [He], Corollary l) que bay a lo sumo D"
F¡,.. .,F.-células (donde D es una cota para la suma de los grados).

Para determinar las células construiremos una red de profundidad 0(n log D) con 0(D°("))
nodos. Estos tiempos se obtienen gracia a versiones efectivas de Nullstellensats (por ejem
plo [Ko], [Br 2], [Ca-Gu-Gul), además de la utilización esencial de la estrategia de ‘dividir

y reinar' de [Be-Ko-Re],con la diferencia que se trabaja aqui con polinomios en varias vap

riables (y no en una).

¡common ns us W AJ. Supongamosporunmomentoquesabemosdecidir
‘rápidamente” si una conjunción de igualdades y desigualdades polinomiaks es consistente

(i.e. si define un subconjunto no vado de 0' ), y formemos el siguiente árbol binario para
enumerarlas F¡,...,F.-oélulas.

- m Se determinacuálesde los subconjuntosde 0' definidospor F.-= 0 ó
¡1-960 (lgiSs) sonvacíos.

- M: Se construyen g conjuntosde conjuncionesconsistentesque provengande
condiciones consistentes adyacente de la etapa 0. Son del tipo {F1 = 0 A F3 = 0,
F1 = OAFQ# 0, F1 f OAFQ= 0, 111%0AF2 # 0},...,{F.-1 = OAF. = 0,
F._¡ =0AF. #0, F._¡ #OAF. :0, F._¡ #OAF. #0}.
(Si por ejemplo la condición F1 = 0 no es consistente, entonces en el primer conjunto
noaparecenF1=0AF3=0, F¡ =0AF,#0).

— Mi: (l s j _<_log s), ss construyen f, conjuntosde conjuncionesconsistentes,
formados a partir de conjunciones consistentes adyacentes de la etapa inmediata ante
rior.

Graficamente se obtiene un árbol del aspecto siguiente
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fiapa_0 {r¡=o.n;eo} {r,=o.r,;eo}... ...{r._.=o.r._.;eo} {r.=o.r,;eo}

Etapa l {r,=0Ar,=o.....r.;60Ar.;eo}... ...{F,_¡=0AF,=0,...,F,_¡#0AF,#0}\/
EQpa 1938 F.-=0A A F¡#0}:M defineunaF¡,...,F.-célula}M ¡El-M

Para todo l g j s log s , cada conjunto de la etapa j se compone de conjunciones consis
tentes que involucran ZÏ polinomios, cuya suma de grados esta acotada por D. En cada

conjunto de la etapa j, hay entonces a lo sumo min{2’¡ , D”} conjunciones ([He], Corolla
ry l). Dado además que las conjunciones consistentes de la etapa j se determinan a par
tir de conjuncionesconsistentesde la etapa - l) , en cada etapa se realizan a lo sumo

i D" . D" tests de consistencia,ejecutables simultáneamente.

Se efectúan por lo tanto en total 2sD" tests de consistencia (en secumcial) y log s en
paralelo.

El algoritmo se completa explicando como se realiza un test de consistencia.

M DICONWGAAJ.
SealaconjunciónF1=0A...AF. =0AFg+1 #OA...AF. 960.
¿Cómo decidir ‘rápidamente’ si el subconjunto de 0“ definido por esta conjunción es vacío
o no?

Se utilizará el conocido 'Druco de Rabinowitsch'.

PlanteamosF := HHH“ . . .F., y sea T una nuevavariable.

Por el Teorema de los Ceroe de Hilbert, se sabe que el conjunto

{z e 0" zF¡(z) = 0,. ..,Fg(3) = 0,fl+¡(z) 960,...,F.(z) 960}

es vacíosi y sólo si el ideal de Kle, . . .,X.,T] generado por los polinomios
F¡,...,Fg,l-TF eseltrivial(i.e.le (F¡,...,Fg,l—
Aplicamoe ahora la versión efectiva del Nullstellensats de [Ko], [Br 2] 6 [Ca-Gu-Gu], que
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afirmaque:

si K esuncuerpo arbitrario,G¡,...,G’¿€K[X¡,...,X.]
ydzmüde). 1950,61!an
1€(G1,...,G¿)=>3P¡,...,PtEK[X¡,... Xgl talesque

Msmaxn-J'} (¡51's!)
Y l= Pfii

En nuatro caso,se tiene ¡“,9

1€(F¡,...,F.,1—TF)<=> EIP¡,...,P., P6 K[X¡,...,X.,T] talesque
gr(P.')sima SiSt), MP)s ¿im y 1=rm +...+P.F.+P(1—rr)
(donde Ï:= max{D,3}).

Planteando los coeficientesde los polinomios P1, . . . , P. , P como incógnitas, y comparando

loscoeficientesde lospolinomiosl y Z: Pij +P(1—TF), el problemade la consistencia
se reduce a decidir cuando un sistemalíáïomogéneo de ecuacioneslineales sobre K admite

una soluciónen 0. El orden del sistema está acotado por 5°" , donde Í := max{3,D} y
c es una constante adecuada.

En otraspalabras,hayquecompararelrangodedosmatricesdeorden d“. sobre K,lo
que nos lleva al problema de calcular rápidamente (en secuencial y en paralelo) el rango de
una.matris. Según los resultados de [Mul],esto se puede hacer en tiempo secuencial ¡00”
y en tiempo paralelo 0034103" d) .

Por consiguiente,se pueden enunciar las D" células en tiempo secuencial 2.034%“) =
vam") y entiempoparalelo(los6)0(n‘los’í) = own“ D).
Una ves enumeradas las células, 0(X¡,...,X.) puede ser llevada a la forma disjuntiva
deseadaen tiempossecuencial0(|0|) y paralelo 0(log .

1.-B.La“ (31;)...(Elxg)(F;=0A...AI'. =0AI'..H#0A...AF. #0)
Dado que los cuantificadores existenciales y las disjnnciona conmutan, alcansa ahora con
cancterisar los subconjuntosde 0‘" definiblespor una formuladel tipo

(3X1)...(3X¿)(F1=0A...AF. =0AF.+¡ #0A...AF. geo)
donde t 5 m indica la longitud del último bloque de cuantificadores de la fónnula de
entrada, que se supuso existencial.

Es decir, hay que describir por medio de una fórmula sin cuantificadom, con polinomios
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61,...,G, e K[X¿+¡,...,X.], alconjunto

B := {ye 0"‘ :EleO‘ talque F¡(z,y)=0A.../\Fg(z,y) =0A
Fe+n(=.v)#OAn-AFÁ‘J) #0}

(que es la proyecciónde un conjunto localmente cerrado en la topología de Zariski de 0‘ ).

SeaE2: 0‘"-B,ycomo arribaseaF2: R+¡...F. ysea T nnanuevavariable.
Nuevamente por el Teorema de los Ceros de Hilbert se verifica

E = {yE0'“ : l E(F¡(X¡,...,X¿,y),...,R(X¡,...,X¿,y),l - TF(X¡,...,X¿,y))}
ConsideraremosF¡,...,F.,l —TF como polinomiosen las vai-¡abla X¡,...,X¿,T y a
coeficientesen K[X¿+¡, .. .,X.], y usaremos nuevamente el Nullstellensats efectivo:

Porel momento,reemplacemosX¿+¡,...,X. por y := (y¿+¡,...,y.) 60"“‘
Setiene:

le(F¡(X¡,...,X¿,y),...,R(X¡,...,X¿,y), l-TF(X¡,...,X¿,y))<=>
alisten P¡,...,P¿,P€0[X¡,...,X¿,T] talque
gr(P.-)sí- (19g), fins?!" (dondeEL:max{D,3})y
l=P¡F¡(X¡,...,X¿,y)+...+HÏi(X¡,...,X¿,y)+P(l—TF)(X¡,...,X¿,y)

Comparemos ahora los coeficiente de estos polinomios en las variables Xl, . . .,X¿,T, te
niendoencuentalascotasparalosgndosyreoordando que F1,...,Fg,l-TF sonconside
rados como polinomiosen las variables X¡,...,X¿,T a coeficientesen K|X¿+¡,...,X.].
Sean 11(15 k S N) los coeficienteade P¡,...,Pg,P. Dadas lascotas paralos gallos, se
tiene N 5 Í“, (c constante), y nos hallamos así ante el problema de analisar la resolubili
dad de un s'utema no homogéneode ecuacioneslineala (de orden Í“, ), más precisamente,
a describir nn conjunto del tipo

{ye o”: g mum = F,"+¡(y),15 j 5 M tieneunaN

solucióneno"} (¡ul 5 ía")

(dondeth,E,-¡¡+¡ e K[X¿+1,...,X.] sonalgunoscoeficientesde F1,...,Fg,l- TF)
por una fórmula sin cuantificadoru, que involucra polinomios G1, . . . , G, e XIXH.“ . . . , X..] .

Para elloutilizaremos nuevamente el algoritmo de [Mnl],que permite exlübir las condiciones
polinomialmneccariasysuficientessobrey e 0'" paraquevalgalaigualdad enlosrangos
de las matrices [W] Y[WI

16



Con este fin, consideramos las matrices (genéricas)

[fik(xl+lv---vXd] y [F1'k(xl+ls-' -¡xau li<i<lil
El algoritmo de [Mul]calcula el rango de la matriz calculando el orden del cero en el poli

nomio característico de una matriz que se construye con operaciones de anillo a partir de
la matris de entrada, y de una variable auxiliar Z. Calculamos por medio del algoritmo

de (que no usa divisiones)loscoeficientes(en Kg“, . . . ,X.,Z) de los dos polinomios
caracterkticos obtenidos, y los consideramos como polinomios en Z ; evaluando Z en un

número suficiente de elementos de (l (¡que es infinito!) recuperamos sus coeficientes. Estos
serán lospolinomios61,...,G, e K[X¿+¡,...,X.] que se buscan.

El hechoque 6.- se anule no se anule)en un puntodado (y¿+¡,...,y.) e 0""
expresa la multiplicidad del cero en los dos polinomios caracterkticos luego de haber espe
cialisadolasvariablesKun" .,X. en yg+¡,...,y.. Porlotanto estaconstrucciónpermite

expraar la igualdadde losrangosde [ij(fl)] y [1310)]11<j<111medianteuna
condición booleana de las condiciones G.-(y)= OT(My) 960 (l 5 ¡'53 .

Esto significa que E puede ser descripto por una fórmula sin cuantificadores que involu

cra (sólo)los polinomiosG¡,...,G,. Dadoque ngjg 5 D, Ffl. e K[X¿+¡,...,X.] g
K[X¡,...,X.] paratodo 1 51' s M,15 l: g N+ 1, y que MN 5 Ï‘",y teniendo

en cuenta las complejidades de los algoritmos de [Mul]y [Ber], se obtiene Z; deg 6'.- 51 t_q

dz", = Bol") . Asimismo,se puede computar G¡, . . . , G, en tiempo paralelo 0(n‘ log’ D)
y secuencial0(D°("')).

Lascombinacionesbooleanasdelasfórmulasatómicasa, =o,c:l #o,...,c, =o,a, ¿o
que representan la fórmula sin cuantificadonesbuscada pueden ser enumeradas por un grafo
de profundidad 0(n’ log D) y con 0(D°("')) nodos.

El hecho que hay a lo sumo D“ células implica que se puede eliminar un bloque de cuan

tificadores ex'ntencialesen tiempos paralelo 0(n‘loga D) y secuencial 0(D°(")), obte
niendo así una fórmula que involucra solamente polinomios en número y grado acotado por
0(D°("'l) .
La cota general del teorema sigue ahora trivialmente por inducción en el número de bloques
de cuantificadores.

Ó
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I.-DHOSMOIONDll.nom 8
2.- A. Lefórmula h
Sea aquí F elcuerpoprimo de 0.
En [He]se construye inductivamente una sucesiónde fórmulas 64X, Y) e L8 (t e No) en
las variables libres X, Y de la manera siguiente

00(X,Y) : X’ = Y

01(X.Y) = (az<'))(vz{")(vzá")((z}" = z") Azi" = Y)v
(2%"= x Azi" = z» —»¡o(z{‘>.2á")

y en general

«num z (azwxvzwxvzfixtzl‘) = z“) Azi" = Y)v
(2%"=x Azi" =z» —»www")

Se obeerva que la fórmula 6g tiene 3! cuantificadoree (que corraponden a 3! variables
cuantificadae (distintas)) y únicamente doe variables libra X e Y . Dado que cada poli
nomio que aparece en .t tiene gado acotado por 2, el codificado con representación densa
ocupa O(t’) lugares. Por otro lado ee tiene I‘d = 44:10+ 02+ |Q¿_¡| = ¿(«10 + c3)
(donde c1 y cg eon constantes adecuadas), y por lo tanto |O¿| = Ou“) .

(En el caso de un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 2, ee considera como
fórmula de partida 60(X, Y) : X3 = Y, y las atimacionu no ee modificanesencialmente).

La fórmula 64X, Y) ee equivalente a:

(az<‘>)(vz}")(vzá")(«29’ = z“) AIl" = Y)—+mm“). 24")»
((zl" = x Azi" = zw) -» mm“). 24")»

que ee puede simplificar aún más ya que las implicaciones son trivialmente ciertas salvo en
el canoen que Iii) y Zé" toman los valora indicados en las hipótesis de las implicaciones.
Por lo tanto, Ó¿(X, Y) ee equivalente a:

(33(")(5t-1(3‘°, Y)A«¡z-¡(1,¡“m
Ani ee muestra que O¡(X,Y) ee equivalente a X” = Y y recureivamente ee obtiene que
6¿(X,Y) a equivalentea la ecuación

x1" = Y

Se tiene por lo tanto una sucesión de fórmulas Ó¿(X,Y) (t G No) con las propiedades

siguientes:

(Í) IÓcI= 00°)
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(ii) ¡g define el grafico de la función de 0 en 0 que aplica z sobre :3", es decir el
conjunto

M,z: {p’ —r :0} := {(z,y)€0’ : :2" = g}

2.-B.La“ O
Sea ahora f una fórmula sin cuantificadores equivalente a le, que contiene los polinomios

F¡,...,F. €F[X,Y],ysean G¡,...,G. losfactoresprimosde F¡,...,F. en 0[X,Y]. Se
tiene que max{ng,-, l g j s s} 2 max{ng.-, l 5 i _<_t}. Alcanza por lo tanto con
mostrarqueexiste¡(15650 tal queng¡ zz".
Sea E8 ellenguaje quese obtiene extendiendola constantes de B9: las constantes de 58
son {43;GEO}.

Se reemplasa la fórmula Ü de 29 por una fórmula Ü' de E8 , reemplasando cada fórmula
atómicaF,‘=0 porG“ =0V...VG.-_=0 si F,-= (donde{í¡,...,i,..}Q
{l,...,t} y r¡,...,r.,. e N}. Por consiguiente,f' involucrasolamentepolinomios¡ne
duciblessobre 0, asaber G¡,...,G. .

Sin pérdidade generalidad,se puedesuponerque Í’ es una disjunciónde conij
eonsistentesdelaforma:

(t) Gil=0A...AG¡¡=0AG¡.+¡9É0A...AG¡_#0

donde aparecen todos los G.- (l s í 5 t) (o sea lo que llamamos G¡,...,G.-célulae en el
parágrafo anterior).

Observese que en principio no se puede excluir el caso k = 0 .

La fórmula Ü' es una fórmula sin cuantificadores en las variables X,Y, equivalente a Í
y por lo tanto también a ¡g en L8 . Fa decir Í" define también el subconjunto Mg de
0’ , que es cerrado en la topología de Zar-¡skide 0’ . El conjunto M es por lo tanto unión
de conjuntos definidospor conjunciona del tipo (e) . Al ser M¿ cerrado y distinto de 0’,
tiene que ser k > 0 en cada conjunción (t) que define a Mz (pues sino Mz contendria un
abierto (denso) de la topología de Zariski de 0’). Es decir en cada conjunción (t) de la
fórmula Ü' aparece alguna condición G.-= 0.

Además, el Teorema de la Dimensión (ver por ejemplo [La], II, 7, T111!) permite afirmar

que si I: 2 2, entonces (t) define un subconjunto finito de 0’ (dado que los polinomios

GQ,...,G.-,de (e) sontodosirreductibleey
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Por lo tanto Mz se escribe como unión de conjuntos definidos por conjunciones (t) con
lc= l y conjuntos finitos.

Dado que M; es infinito, adste por lo menos una conjunción (t) con I: = l. Consideremos
entonces una conjunción de este tipo de i’ . Podemos suponer que es

(se) G1=0AG39€0A...AG.7É0

Dado que G¡ es primoy (u) es consistente, la clausura del subconjunto de 0’ definidopor
(u) es {G1= 0}. Porotroladosesabeque M¿ ucerrado,yporlotanto {G1= 0} Q Mg.
Se deduce asi que Mg se puede ucribir como unión finita de conjuntos {Gj = 0} y conjuntos
finitos.

Por otra parte, JP" —Y es un polinomioirreducible de muy) y M, es el gráfico de
{X’f - Y :0}, o sea un conjuntoirreductible.Esdecir que X” - Y =0 es leecuación
minimal de la hiper-superficie irseductible M; de OIX, Y] .

Por consiguiente se tiene que Mt es irreductible e infinito y que los conjuntos {G- = 0} y
los conjuntos finitos que aparecen en la decomposición de M son cerrados. Es decir que,

existe je {l,...,t} tal que {P’t —Y:0} =Mg= {G1-= 0}. Dadoque X3" —Y =0
eslaecuaciónminimalde Mi, JP" —}'=G,- y gr(0,-)=2=‘.

3.- DHOSHAOION DI LA APLICACION4

A. Se puede calcular 1odimensión proyectiva de x en tiempo secuencial DW" y tiempo
paralelo (n log D)°m , aplicando por ejemplo [Ca l] o [Di-Fi-Gi-Se].
Sear:=dimX,yparatodo i, 05€5r,sea

L“) := YJXO+ . . . + YJX. , donde o<¡<.- son nuevas indeterminedes sobre
0513*

n[xo,...,x.].
Sea I‘ g (P")""l x P“ el conjunto de ceros del ideal generado por

F¡,...,F.,L(°),...,L(') en 0[X0,...,X.,Yj]gÉ;-é: .

B. Sea go: (l"‘)"H x P“ —v(l"‘)'+1 la.proyección canónica.

El Lema 4 de [Ne]muestra que p(I‘) es un conjunto cerrado. Además como red (I)

a un ideal unmixed (i.e. todos sus primos tienen misma dimensión) ya que I es
débilmente unmixed, se tiene que p(I‘) = {y e (P")"H : F(y) = 0} para algún poli
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nomio F e Oll'j] 83%: . Entonce el polinomio rad(F) es el polinomiode Chow del
ideal rad (I) (dond’e’Eonrad (F) se nota el polinomio libre de cuadrados formado por

los factores irreductibles de F). (Ver [Ne],Prop. 2 y Corollary Prop. 3).
Por simplicidad, supondremos directamente que F es libre de cuadrados.

. Sea W := {wE (“film”) :F(w) = 0}.
W se puede describir por medio de la fórmula l:

(3X0).. .(3X.)(F¡(Xo,...,X.) = 0A AF.(X0,...,X.) = 0
AL(°)(xo,...,x.,Y.?,...,Y,9)= 0A...AL(')(xo,...,x.,Yo',...,Y;) = o)

con un solo bloque de cuantificadores, con (n + l)(r+ 2) variables y tal que D(Q) =
D + 2(r + l) .

Aplicando el algoritmo rápido de eliminación de cuantificadores presentado en el Teore
ma 2, se obtiene una fórmula Í sin cuantificadores, equivalente a Ó , en tiempos

— paralelo ((n+ l)(r+2)log(D+2(r+ 1)))°“’ = (nlogD)°(‘)
_ “cuencia (D + 20. + 1))((s+1)('+2))o(n)= D.o(n)

La fórmula Ü (sin cuantificadores) obtenida es una disjunción de conjunciones donde

aparecenciertospolinomiosG¡, . ..,Gy E OIYf] . Además,se puedeaplicarun
test rapido de consistencia para decir cuáles de las'oó'njunciones

GM = 0 A. . . AGb = 0A 6h“ 960 definen suboonjuntosvacíosde 0('*‘)(""‘) .
Por lo tanto se puede suponer que se obtuvo una descripción de W como sigue:

W := [JW], donde
(i) W; tiene laforma {671.l=0A...AG¡._ = 0AG¡._+¿#0}, con

Gane “25133€: YEras. = D'°“’
(ii) WH” paratodo lc.

. La versión efectiva del Nullstellensats de por ejemplo [Ca-G-H 2] o del lema de Noether
de [Di-Fi-Gi-Se] permite para todo k calcular la dimensión dimn Wg (en tiempos
0‘00) y (nlogDW‘) respectivamente).
SedefineN:= (n+l)(r+l) yseaI={k:ding=N-l}.
Setiene la” puesdimoW=N—l y W=UW¡..
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B. Sea koel,ypongamos Who:= {G1=0A...AGm=0AGm+¡ #0}.
Si Gm“ no aparece,se pone Gm“ = l.

Setiene m>0 puessino dimgWho=N.

Sea F := F; . . .F. la descomposición en factores in'eductibles (y coprimos) del poli
nomiodeChowF de
Dadoquedimng.o =N—l,existe lgtSt talquesi Z(F¿):={F¿=0},
dimo(Z(F¿)nW¡o)=N—l,yasí,pmtodo i, lgiSm,setiene Z(F¿)QZ(G.-).
Por lo tanto F¿|G¡ (l 5 i 5 m) y F; IGM“ .

F. Para todo kGI,sea Mg:= (Gbl :...:G¡,.) ypongamoe

T1.:= eKle]0<i<r¡mu ° 0513.
La construcción de M. y de n puede hacerse en tiempo D'°“’ (secuencial) y
(n logD)°(‘) (paralelo) por medio de los algoritmos rápidos de cálculo de máximo común

divisor (ver [Bro],que aplica al cálculo de máximo común divisores teoría de subtesul
tantes y sucesionesde restos polinomialesdesarrollada.por Fa a.un donde si 0
tiene caracteristica p, se aplica la.suposición que se puede extraer raíces p-éimas de
polinomios.

SeaTz= Ty,

Afinnact’ón: md(T) = F

Demostración: Alcanza.con mostrar que los únicos factores irreducibles que dividen a
T sonenctamenteF¡,...,F..
Sealgjgt. Setiene:

¡(Fai = UM: n Z(F1'))
Existe, por lo tanto, ko tal que dimn(Wieon Z(F,-)) = N - l (ya que dimZ(F,-) =

N —l), por lo tanto ko el, y por la etapa E se obtiene que F,-|T¡,o.

Por consiguiente FIT.

Para finalisar, se supone que T tiene un factor irreducible H que no divide a F, y sea
koEI tal que HITh.

Entonces HlMy.oy H [61,“ H .
Así,seobtiene Z(H)I"I{G¡.o #0} gw,“ QW,n+l
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y dimn(Z(H) MGM.“ 360}) = N - l. Se tendria entoncesZ(H) g W := Z(F), y
por lo tanto H|F. Contradicción.

G. Finalmente ee calcula rad(T) en tiempo secuencial D‘o‘" y paralelo (nlog D)°(” y
queda probado el resultado.

Ó

4.- DNOBMAOION DI LA OBSERVACIÓN0

(i) La afirmación sobre el grado forma parto del enunciado del Teorema 3 de
[He-RoSo 2] (o bien del Teorema 5 de [He-Ro-So La cota para v(|Ií)
se obtiene por simple inspección del algoritmo mencionado.

(ii) La aparición en ¿(9) de D := grl'} se debe a la etapa de reducción (a) (si

guiendo la notación de [He-30801213.; a la eliminación de una variable (última parte

de la demostración de [He-Ro-So 2], Théorbme 3). El exponente O(n) proviene de

la aplicación del Nulletellennats efectivo (que interviene en el algoritmo para cuerpos
algebralcamente cerrados que ee utiliza) (parte (c) de [He-Ro-So 2]) y del cálculo de

una base standard en dimensión 0 (parte (d)).

La cota para ¡»(9) ee obtiene haciendo el mismo razonamiento que para el grado.



II. UNA GOTA GEOMETRICA PARA LA PROGRAMACION
ENTERA CON RESTRICCIONES POLINOMIALES

MODUGGION YNOTACIONB

En todo lo que sigue, B notará el cuerpo de los números reales y z el anillo de los
números enteros.

Sean X¡,...,X. indeterminadassobre R.

Se dice que un polinomioF e R[X¡,...,X.] a cuasiconoesosi para todo Ae R el
conjunto de nivel {z e R“ : F(z) 5 A} es un subconjunto convexode I. .

También se adoptará la siguiente convención:

Si V es un conjunto finito de vectores de Z“ , notaremos por 00’) la longitud binaria
máxima de todas las coordenadas de todos los vectores de V. Analogamente, si 7 g

Z[X¡, .. . ,X.] es un conjunto finito de polinomios, 00') será la longitud binaria máxima
de todos los coeficientes (¡enteros!) que aparecen en todos los polinomios de 7 .

Alolargodeatecapítulo, Fo,...,F. e I[X¡,...,X.] seránpolinomioscuasiconvexos
en n variablesy a coeficiente enteros, de grado total acotado por un número d 2 2, y tal
que a({Fo,.. .,F.}) S a.

El propósito de este capítulo es el de probar los siguientes teoremas:

nom 1. Siel conjunto{z e 2' : F¡(z) 5 0,...,F.(z) 5 0} a no vacío,entonces
contiene un punto (entero) en una bola cerrada B(0,R), centrada en el origen, y de radio
R de longitud binariasacoteda por (.400?) .a.
El valor de la constante que interviene en el término 0(n’) se puede calcular y a intrínseco
al algoritmo (no depende de los parámetros s, d, n, a cansiderados).

Este teorema geométrico conduce al corolario algoritmioo siguiente:

COBOLARIO1.1. Se puede decidir por medio de una máquina de Tin-ingno detemu'nútíca

si el conjunto{z e I“ :F¡(:r) 5 0,...,F.(z) 5 0} a no vacíoen tiempo (sd)"°m .a.

En otras palabras, el problema de la programación entera, que involucra únicamente
polinomios cuasiconvexos, en tanto que problema de decisión pertenece a la clase de com
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plejidad NEXPTIME (“non deterministically simply exponential time”). Foto significa que
se puede unificar si un candidato a solución del sistema es solución en tiempo (secuencial)
simplemente exponencial.

mom 8. Supongamosqueel conjunto{z e 2' : F¡(z) 5 0,...,F.(z) s 0} es no
vado y consideremos ahora también el polinomio (cuasiconvexo) Fo. Si el ínfimo de los

valores de Fo(z), con z tomado en el conjunto {z e 3' : 13(3) 5 0,...,F.(z) _<_0} se
realisa, entonces coincide con el ínfimo de lo: valores de Fo(z) , con a: tomado en ol conjunto

{z e r n B(o,ñ) : nu) g 0,...,F.(:) 5 o}, dondeel radio ñ tienelongitudbinaria
acotadapor (sd)"°m .a.

Expresadodeotramauera:Si 50,...,F.50}n1'#0,entonces
inI{Fo(z),ze ¡“nm 50,...,F. son =p> —oo
=>p=inf{Fo(z),ze ¡“nm 50,...,F. so}nB(0,ÍÍ)}

dondeñestal quea(ñ) = (30'00) .a.

El resultado del Teorema 1 mejora una cota superior del tipo a(R) = (¿(¡+4)n4)°(1)o

(con 'ñ := min{s,n}) anunciada por Khachiyan y 'l‘arasov ([‘l‘a-Kh]y [101]),para el caso
de polinomios convexos (que constituyen un caso particular de los polinomios considerados

aquí)

Por otro lado el carácter exponencial de la cota obtenida es intrínseco al problema,
comolomuestrael ejemplosiguienteestudiadoen
Alconsidorar los n polinomioscuadraticosy convexos,F1 = —X1+2”, F3 = Xf-Xgpw
F,| = XL, - X. (de grado acotadopor 2 y tales que a({F¡,...,F.}) = a), los autores
muestran que todas las soluciona, aún realu, del sistema F¡(:) 5 0,...,F.(z) 5 0 se
hallan fuera de la bola B(0,R), con a(R) = 2"“l .a. Es decir, la cota obtenida en el
Teorema l a optima], como medida general de complejidad, en término de los parámetros
considerados.

1.-DHOSMCION DELTIGRE“ 1

La prueba se basa m técnicas de reducción para la programación cuasiconvexadesarrolladas

por B. Bank y R. Mandel ([Ba-Ma l], cap. 4 y 5, y [Ba-Ma 2]). Se aplican también funda
mentalmente los resultados precisos de geometría semialgebraica algoritmica sobre R que
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resultan del examen del algoritmo ‘rápido' de eliminación de cuantificadores para cuerpos
real cerrados [He-Ro-So2], [He-Ro-So3] o bien presentadosen el CapituloI
(Observación 6).

1.-.4.Propiedadesdepolinomio:Mmm
El lin de esta sección es mostrar tres propiedades fundamentales de los polinomios cuasicon

vexos, ind'npensablu para la obtención de las cotas buscadas. Son las siguientes:

PROPOSIGONA.l. Sea FE R[X¡,...,X.] cuasiconvexo.

Sean z,u e R“, u 960. Si el polinomio F(z + Tu) en la variable T es estrictamente
decreciente (respectivamente constante), entonces el polinomio F(y + Tu) es estrictamente
decreciente (respectivamenteconstante) para todo y e R“.

Esta es una suerte de propiedad de ‘uniformidad' de los polinomios cuasiconvexos,ya que el

carácter de decrecimiento (estricto) o de constancia se mantiene sobre todas las direcciones
paralelas.

PROPOSICIONAJ. (Propiedad de 'linealidad” de los polinomios cuasiconvexos).

Sea F = P.- e R[X¡,...,X.] un polinomio cuasiconvexo,escrito como suma de

formas 1101135.233“;P.- de grado i.

Entonces para todo 0 5 i 5 d, se tiene que el conjunto:

L.-:= L.'(F) := {z e R“ :P¿(z) = 0,...,P.-(z) = 0} es un subespaciolineal de R“

y que el conjunto:

K.-:= K.-(F) := {z e R“ :P¿(z) = 0,...,P.-+¡(z) = 0, P.-(z)5 0} o bien es un semisub
espacio lineal de B.“ (que contiene a L.-), o bien coincide con L.-.

Si ademas F tiene coeficienta enteros, se muestra que L.- admite una base entera 8.- con

a(B.-)= ¡("MUÜ , donde iz: max{2,d} . Anflogamente, K.- admite un sistema de gene

radores 9‘ := {1}“... ,01} (es decir K.- = { Am, A.- _>_0} ), tal que (¡(90 =
1 .<t

500541?) (donde 5:: max{2,a}).

AJ. PROMGON. Sean F¡,...,F. e ZIX¡,...,X.] cuasiconvexosde grado d¡,...,d.
respectivamente.Sea dz: max{d¡,...,d.,2}. Entoncespara todo 0 5 i,- g d,- (l g j g
s), siguiendo la notación de la Proposición A.2, el conjunto:
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L.-¡,,,.', := L.-¡(F¡) n .L. n L¡,(F.) es un subespacio lineal de R“ , que admite una base
entera B con a(B) = d°(”')a

y el conjunto:

K¡¡,,,.', := K“ (F1) n . . . n K¡,(F.)

es un cono poliedral de R” (es decir una

intersección finita de semiespacios lineales

de B") que admite un sistema de gene

radores g con «(9) = ¡"Won
_ L/íLíiun',

Las demostraciones de las tres proposiciones abarcan desde la Observación AA hasta el
Lema A.9.

\/

OWAGON LA.

(i) La definición de polinomio cuasioonvexodada más arriba admite la formulación equiv
alente:

Para todo 1:,ye R“, para todo a e (0,1), se verifica:

¡"(ar + (1 - 00v)s max{F(=),FM}

Esta definiciónalternativa permite deducir inmediatamente que los polinomios convexos
constituyen un caso particular de estos. Más aún, alistan polinomios cuasiconvexos
que no son convexos, como por ejemplo el polinomio X3, y por lo tanto la clase de
polinomios cuasiconvexos es estrictamente más amplia que la de polinomios convexos.

(ii) Sea ahora F e RJX] un polinomio cuasiconvexo, en una sola variable. Entonces

— Si F es de grado par no nulo, F no puede tener coeficiente director negativo, pues

en ese caso, dado que slim“ F(z) = zLim F(z) = —oo,existirían :1 < za < za
en R tales que F(zg) > max{F(z¡ ), 11le , lo quecontradiría la cuasiconvexidad
de F.

- Si F es de grado impar 96 —l, F es una función de R en R estrictamente
creciente o estrictamente decreciente, según el signo de su coeficiente director, ya

que un polinomio cuasioonvexo (no nulo) de grado impar no admite máximos ni

mínimoslocales(pues afin?”F(z) 9€¿90° F(z)
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— En ambos casos, un polinomio cuasiconvexo no constante en una variable no admite
máximos locales.

a

WASSea F = EH e l[X¡,...,X.] nnpolinomiocuasiconvexode gradod, escrito
como en la Proposiciïn A.2 como suma de formas homogéneasde gndo i. Entonces

(i) La forma P4 resulta cuasiconvexa también.

(ii) Dadas 2,11e R'.(u 960), el polinomio F, en la variable T, dado por F,(T) :=
F(z + Tu) es cuasiconvexo.
Además si el polinomio F,(T) := F(y + Tu) (y e R“) es el polinomio F considerado
sobrelarectaparalelaen y alarecta {z+tu, te B},setiene que F. y F, o bien
son ambos constantes, o bien tienen mismo grado r 76-l,0, y en ese cmo, tienen el
mismo coeficiente director.

mmm:
(i) Sean 2,1! e R“, y a e (0,1) fijado. Se quiere probar que P¿(az + (l - a)y) 5
max{P¿(=).P4(v)}

Pero P¿(z) = ‘_l.ir+n°ot"F(tz)

y F(t(a: + (l - a)y)) = F(a(tz) + (l - a)(ty)) S max{F(tz),F(ty)}.
o sea,para t > o, t"F(t(az + (1- a)y)) s max{t“F(tz),t“F(ty)}, y el resultadose
obtiene tomando límite.

(ii)Sean tht, e n, ae (0,1) arbitrarias

F,(at¡ + (l - a)t3) = F(z +(at1 + (l —a)tg)u) =

= F(a(: + tm) + (l —a)(z + tau» _<_

max{F(:+t1u),F(z + tau” = max{F,(t¡),F,(tg)}

Por lo tanto F, a cuasiconvexa. Pongamos:

r.(r)=a,r'+...+ao («40)
F,(T)=6.T‘+...+bo (5.940)

y a e (0,1) fijado. Elijamosahora 0mm. e B“ tales que

y=az+(l-a)va y :I:=am+(l-az)wa
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pertenezcan de esa manera respectivamente a los segmentos (z, va) e (31,10“).

Por la cuaeiconvexidadde F, ee obtiene que para todo te R” vale

F(y + a tu) 5 max{F(z+ tu),F(va)}

{F(z + atu) _<_max{F(y + tu),F(wa)}
o sea,para todo te l“ vale:

(i) {b.(at)'+...+boSmax{a,t'+...+ao,F(v.)}a,(at)' + ...+ao 5 max{b.t’+ +bo, F(wa)}
Tomandoencuentaquesi e r) espar > 0, b. a,) nopuedeeernegativo
(Observación A.4(ii)), y que por lo tanto en cualquier caso en que r y e son mayores que
0, los miembros de la inquierda en (t) ee pueden hacer arbitrariamente grandes (eligiendo

t —vioo), ee deduce que r = s (ya que F(v.) y F(w.) quedan fijados por el valor de
a). Más aún, en ae caso (r 2 l), el examen de las doodesigualdadesmuestra que a, y b,
tienen mismo signo.

Supongamos que se tiene a, y b, positivos, y a, 9€b, , por ejemplo 0 < b, < a, . Eligiendo

entonces adecuadamente a e (0,1) tal que ee mantenga la desigualdad 0 < br < ara' ee
contradice la segunda afirmación de (t) para t —r+oo.

Enelcaeoenque ar y b, eonamboenegativoe(porlotantor eeimpar)y 0>b,>ar,
ee toma a de modoque 0 > br) d'a' y t-v —oo,llegandoalamismaconclusión.

Conloquereeultaa,=b,.
Para concluir la demostración, falta considerar el caso en que F, o F, ee constante.
Pero en eee caso (t) muestra que obligatoriamente los dos multan simultáneamente
constante.

Ó

El cano F(: + Tu) constante le deduce inmediatamente del Lema A.5(ii) anterior.

Si ahora F,(T) = F(z + Tu) = 0,1” + . . . + ao (a, 960) ee atrictamente decreciente,ee
deduce por la ObservaciónA.4(ii) que r 2 l es impar y que a, < 0.

Sean thtg e B talesque t; < tg . Sequiereprobar que F,(t¡) = F(y+t¡u) > F(y+tgu) =
F,(tg) (a decir F, es estrictamente decrecientetambién).

Dado que el coeficiente director de F, es igual al de F, (por el lema anterior) y por lo
tanto negativo, ee puede elegir ta > ta de manera que F,(t3) < min{F,(t¡),F,(tg)} . Por
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lo tanto se tiene que tg pertenece al segmento (t¡,t3) y entonces, por la cuasiconvexidad
de F, , resulta

lWa) S M{Fy(*1),Fu(ta)}= FAM

Por último, si fuera F,(t3) = F,(t¡), o bien el polinomio F, seria constante en el segmento
(thtg) (Absurdopues r 2 l), o bien existiría t. con t. < tg < t; tal que

F,(tg) > max{F,(t4), F,(t3)} (ObservaciónA.4(ii))

Absurdo por ser F, cuasiconvexo.Por lo tanto tiene que ser F,(tg) < F,(t¡) .

La Proposición A.l permite mostrar el resultado siguiente, preliminar teórico para la
Proposición A.2

LIMA 1.6. Sea P4 e B[X¡,. .. ,X.] una forma homogénea cuasiconvencade grado d _>_l.
Sean

L 2: {z e B“ : P¿(z) = 0}

K := {ze 3' :P¿(z)5 0}
Entonces se cumple

(i) L es un subespeciolineal de I“.

(ii) Sid espar, L=K.
Si d es impar, entonces L es un hiperplano de n." y K es un semiespacio(limitado
por L).mi

(i) Sea V el mbespacio lineal de R”, de dimensión maxima contenido en L (existe pues
0€L),ysupongamosqueexisteueL talque u f V.
Dadoque u e L, se tiene que P¿(tu) = t‘P¿(u) = 0, Vt e R , y por lo tanto P¿(z+Tu) es
un polinomioconstante para cualquier elecciónde z e R“ (Proposición AJ). Consideremos

entonces el mbespscio lineal (V,u) := {v + tu, t G R, v e V} (que verifica V S (V,u)
Se tiene que P¿(v + tu) = P¿(v) (Vt e B.) por ser constante, y P¿(v) = 0 (Vu e V)
implica P¿(v + tu) = 0 (Vu e V). Por lo tanto sería (V,u) g L, lo que contradiría la
elección de V .

(ii) Sea d par y supongamos que existe :I:e R" tal que P¿(z) < 0. Entonces se tendría
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P¿(-z) = (-l)‘P¿(z) = P¿(z) < o y resultaría o = P¿(0) 5 max{P¿(z),P¿(-z)} < o.
Contradicción.

Sead impar.
Se tiene que L 96 R“ pues P4 760.

Supongamosque dian < n - l. Por lo tanto se pueden elegir z e y linealmenteinde
pendientes en el complemento ortogonal L-L de L .

Al ser d impar, se puede suponer P¿(z) < 0 y P¿(y) > 0 (tomando eventualmente —z en
lugar de z, etc...).

Por lo tanto, por la continuidad de P4 , andatea G (0,1) tal que P¿(a:+(l—a)y) = 0 . Pero
por otro lado az + (l —a)y 9€0 al ser z e y linealmente independientes. Eso contradice
lacondición LnLl = {0} y luego L esun biperplanode R“.

Sea ahora L1 = {ty, te l}, con y elegidode manera que P¿(y) < 0. Se afirma que
K := {se I.“ : P¿(z) 50} = {se R“: ‘y.z 20} (oseael semiespaciopositivolimitado
por el hiper-plano‘y.z = 0):

Sea se R“; z admiteunadecomposicióneníormaúnicaz: z’+ty,con z'eL y
t e R .

Al ser d impar y P¿(y) < 0, se deduce que P¿(ty) = t‘P¿(y) es estrictamente decreciente
(Observación A.4(ii)) y por lo tanto, por la Proposición A.l, el polinomio P¡(z' + Ty)
también lo es; por lo tanto

mz) = Mi + tv) s Pa(=')= 0 <=> t 2 o

osea zeK<=>t20
Luego z€K4=> ‘y.z= ‘y(z’+ty)=t||y||’20.

Se probará en lo que sigue una versión constructiva de este lema, que exhibe una
base B de L construida apartir de loscoeficientes de laforma homogénea P¿. Paraello
necaitaremos previamente el resultado siguiente:

LD“ AJ. Sea F = P.- la escritura del polinomio cuasiconvexo F como suma de

formas homogéneascon7"; 360. Entoncesste una variable X,’ (l 5 j S n) para la cual

31



el polinomio F es mónico en X,‘ (i.e. existe a e R —{0} tal que el monomio aX} aparece
en Pa, o equivalentemente grx,.P¿ = d) .

Demostración:Sea P¿(X¡,...,X,.) = Z: a..-¡__,,°nX{‘ la forma (no nula) de

mayor grado de F, y sea X,’ cualquier Jááábiéïïnie ocurre en Pd (es decir tal que grx,.P4 >

0). Se probará que grx¡P¿ = d.

Sin pérdida de generalidad tomemos j = l, y supongamos que grx¡P¿ < d, o sea si

u := (l,0,...,0), se tiene P404)= 0. Por lo tanto, para todo t e R, P¿(tu) = th(u) =
0. Dado que P¿ es cuasiconvexo (Lema A.5(i)) aplicando la Proposición A.l raulta que

P¿(z + Tu) es un polinomio constante, para todo a:e R” .

Por otro lado escribamosP¿(X¡, . .. ,X,) = a,(Xg, .. .,X.)X{ + . . . + “(XM .. .,X..) con
(¡.(Xg,...,X.) 760 y elijamos(33,...,z.) e 3”" tal que a..(zg,...,z,.) 960.
Tomando ahora z := (0,33, . . . , z.) , resulta que

P¿(z+Tu)=P¿(T,zg,...,z,.)=a,(zg,...,:,.)T'+...+ao(zg,...,z,.)

tiene grado en T mayor que cero, y por lo tanto no puede ser un polinomio constante. Debía

ser entonces P¿(l,0,. . . ,0) 9€0.

Nota: De la demostración sigue que cualquier variable Xj que ocurre en P4 es tal que

grxj Pd = d.
Ó

LIMA A.8. Sea Pd e Z[X¡,...,X,.l una forma cuasiconvexahomogénea de grado d, y a
coeficientesenteros, con a := a(P¿) . Entonces el subespacio lineal L := {z e R" : P¿(:r) =
0} admite una base entera B tal que 47(8)= dm") .a donde 5:: max{2,d}.

Analogamente, en el caso en que d es impar, el eemiespacio K admite un sistema de
generadores antena 9 con 47(9)= EN") .0.

Demostmióg: Se procede por inducción en n .

Se puede claramente suponer n 2 2 .

Si L;é{0},sea uEL-{O}.
Se tiene P¿(tu) = t‘P¿(u) = 0, Vt E B , y por lo tanto para todo z E R”, el polinomio
P¿(z + Tu) es constante como polinomio en T (Proposición AJ). Luego se cumple que
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para todo z e R", P¿(z + u) = P¿(z), o sea

(í!) PAX + u) = PAX)

Supongamos además sin pérdida de generalidad y gracias al lema anterior, que Xl es tal

que grx¡P¿ = d.
Se tiene entonces:

P¿(X¡,...,Xn)= a¿(Xg,...,X.)Xf'+a¿_¡(Xg,...,X,.)Xf" + + ao(Xa,...,Xn)

donde “(X2,...,X,.) 960, y para 0 5 i s d, a.-(Xg,...,X,.) e Z[X2,...,X,.] es
una.forma.homogéneade gndo d-i (por lo tanto “(Xg,...,X..) = ad e Z —{0} y

a¿_¡(Xg,...,X.)= ; aux; eeunaformalineal(entera)).2 <

Evaluemoeahora P4 en) +u := (X¡ +u¡,...,X.. +u.)

PAX+ u)= “(XI + ul)‘ + (a; amm. + uk))(X¡+ u¡)"‘+_ _n

+ad-2(X2+u2vntxn +un)(xt +u1)d_2+...+ao(X2 +ua,---,Xn +un)

Reordenando se obtiene

PAX + u) = PAX) + Xi‘“(da¿u¡ + z: aunk) + . . . + PAM)2_ Sn

Por lo tanto, dado que los términos en los puntos suspensivoeson de grado menor que (d- l)
en X1, aplicando (t) se deduce que debe ser:

(u) daa“: + 01h01:= 0 (Vu e L)
2_ Sn

Luego L está incluído en el hiperphno Lu) definido por la condición (u) (que es efecti
vamente un hiperplano dado que a4 960).

Este hiperplano L“) admite la base entera

{(-an,da¿,0,. . . ,0), (-613,0,“¿,0, .. . ,0),.. .,(—a¡,.,0,.. . ,0,

que se puede extender a una base entera B") de R” agregando el vector (1,0, . ..,0) .

Obeervemoeque 00(1)) 5 a + log d.
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Si (:1, . . . , 12,.)son las coordenadas de z en la base canónica e (y¡,. . .,y,.) son sus coor
denadas en la base Bm , se tiene el cambio

P331fl -612 -aia I i -ain 1'] 'm'' daa 0 I | 0 0 i

0 daa I l

I I

(##t) = | |
I l

_ I I 0 0 .

y”. h 0 | | daa 0_ _y,._

Mediante este cambio de coordenadas, se puede representar la forma cuasiconvexa original
P¿(z¡,...,z,.) por una forma cuasiconvexaen y¡,.. “y” (representadaen la base B“) ).
Luego ee restringe a L“) poniendo y" = 0, conservando los mismos ceros (módulo el cambio

de base) ya que L g L").

La forma cuasiconvexa de grado d (o nula) QSÜÜG," .,Yn_¡) que se obtiene mediante
este procedimiento es del tipo

09W“ ---,Yn-1)= ad(’“12yl - --. - “raya-1)“! + ad-¡(dadYL --va¿(MY-1) -(-012Y1

—...- 01.Yn_1)d-l+ ...+ ..“Mayu-”

y por lo tanto verifica la estimación "grosera”

«(09))5(d+1)a +d logn+ a logd+log(d+ 1)

En el caso en que L no coincida con L“) , esta forma. Oy) no es la forma nula y se repite
el procedimiento con Q9)(Y¡, . .. ,Y,._¡) . Esto se hace a lo sumo dimn R” = n veces.

Supongamosque L = LV“) (donde r es tal que 0 5 r 5 n - l) , es decir la forma QS'H’
restringida a IÁ') es la forma nula. Un cálculo desagradable arroja la estimación

ams") s (d+ 1ra + (2' - nur ¡«(no + a“ load+ 1))

y la base BV“) (o sea.la base en que calculamoe L) escrita en términos de la base B")
verifica

a(B('+l)) 5 (d+ l)'a + (2' -—l)(d' log(nd)+ d'" log(d+ 1))+ log d

34



Finalmente se recupera la escritura de BV“) en la base canónica (llamémosla B), multi
plicando r matrices del tipo (t s nu), obteniendo asi en forma poco precisa

a(B) 5 (r —l)log n + r((d+ l)'o + (2' - l)(d' lognd+ d'" log(d+ 1))+ logd

Teniendo en cuenta que r < n, se obtiene

«(8) = (2d)°(“).a

o tomando dz: max{2,d},
17(8)= dal") . a

Observemos que el proceso anterior da un algoritmo para calcular una base entera de L en
tiempo Pl“) .a, ya que involucra solamente cálculos de algebra lineal (cambios de base y

multiplicación de matrices).

En el caso en que d sea un número impar, el biperplano L admite como vector normal el

vector (daa, 012,. .. ,al.), con lo que se obtiene un sistema de generadores 9 de K , tal
que «¡(9) verifica las mismas estimaciones que la base B de L.

Ó

Ya ahora queda claro el proceso a seguir para la demostración de la Proposición A.2.

ración e la 'ción .2:

SeaF= Z; P; conH(tX)=f‘P¡(X) y P47“).0_s_d
Por el lema anterior, se sabe que el conjunto L4 := {z e R.” :P¿(z) = 0} es un subespacio
lineal de R“ . Restrinjamos entonces F aeste subespacio La: se obtiene que deg(F|¡,¿) 5
d - l y dado que por el Lema A.5(i) la forma homogénea de grado maximo de FI“ es
cuasiconvexa, se puede repetir el procedimiento. Así se concluye que para todo 0 5 i 5 d,
el conjunto L.- es un subespacio lineal de B“, y de la misma manera K.- es o bien un
semisubespacio lineal de R", o bien coincide con L.-.

Hagamos ahora el análisis de las cotas para el caso en que F tenga coeficientes enteros:

Sea el subespacio lineal La de dimensión digamos r4 , y con base B“) que verifica (por el

Lema A.8) 48(4)) 5 de" .a donde 5:: max{2,d} y c es una constante universal.
X1 Y:

E): A( E), dondeA e 2"" tieneporX. Y,d
columnas las coordenadas de losvectores de la base B“) de La , se obtiene P¿_¡(Y¡ , . . . ,Yn)
(que corresponde a P¿-¡ restringida a L4), con:

Haciendo el cambio de coordenadas (
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a(P¿_¡(Y¡, .. .,Y,,)) 5 (d + l)cï°”a+ d log nd + log(d+1) 5 c'¡“+‘a (c' constanteade
cuada).

Sea LL, := {(y¡,...,y,.,) e R" :P¿_¡(y¡,...,y,,) = 0}. LL, es un subespaciolineal
de R" queadmiteunabase 8”“) con a(B("‘)) 5 Í“(c’¡°"+‘a) = c'Ï’”“a (según
la demostración del Lema A3).

Reiterando ute procedimiento i veces, se obtiene una base B“) de L:-:= {(y¡,. . . , y" +1) E

11'31 z P.-(y¡,...,y,¡+,) = 0}, escrita en términos de la base 36+!) con «¡(807) s
c'"d°"’a.

Finalmente, al recuperar la escritura de esta base B“) en términos de la base canónica
(multiplicando matrices del tipo de A), se obtiene la estimación final (¡(5) = 50‘“,ch .

La afirmación con respecto a K,- es evidente, aplicando por ejemplo el lema auxiliar si

guiente (que nos será útil a lo largo de esta sección): si K,-96L.-, se halla un vector ortogonal

a L,- dentro de L.-+¡ que cumple la condición P,-(z) S 0 . El sistema de generadores de K,
tiene entonces a lo sumo Zn vectores.

6

LIMA 1.9 (Lema auxiliar).

(i) Sean Ip¡,...,lp, G 2[X¡,...,X.] r ecuacioneslineales a coeficientesenteros, y sea
a := a({p¡,... ,p,}). Se construyeuna base entera {v¡,. ..,v.} _C_2' del subespacio
de R.” solución del sistema con

0({vn---,v.}) = "(los n+0)

(ii) Recíprocamente, sea {01,. . . ,v.} g 2' una familia finita de vectores enteros, y sea
a := a({v¡,...,u,.}). Seconstruyeun sistemade ecuacioneslinealesp¡,...,pr, a coe
ficientes enteros, anulador del subespacio de R” generado por {0, , . . . , 0,} de manera
que

vam, -. -.M) = n(lot:n + a)

Demostración:

(i) Se puede suponer sin pérdida de generalidad que (ph. . . , p, son formas lineales lineal

mente independientes (y por lo tanto r 5 n).
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a11 . . . a".

Sea E E la matriz del sistema.

ari - - . am

Se extrae de esta matriz una submatriz de rango r, digamos

all "o alr
A := Z '

ar! an
y se considera la matriz ampliada:

all --- alr I “alr+lxr+l ‘ o-o_ “lux;

an a" l “011+1xr-H-...—amX.
011... - a¡,+¡X,+1 - . . . - aux. . . .017

Sea A; := 5 E E la matriz que se obtiene
ari----an-+1Xr+1-.-.-0an.-.an

reemplasando la columna i de A por la columna de la derecha de la matriz ampliada.

Aplicandola regla de Cramer, se tiene que para todo l 5 í s r,

X _ det A,-_ AS'+‘)X,+¡+ + AWX,
' _ det A - det A

Tomandoahora alternadamsnte X,“ = det A, X,“ = 0, .. . ,Xn = 0

X,“ = 0,...,Xn_1 = 0, X. = det A

se obtiene la siguiente base de soluciones del sistema:

{(A{'+‘),...,A'+‘),det A,o,...,0),...,(A{"),...,AS"),0,...,o,det 4)}

y es fácil ver que a(det_A) s r(log r+ a)
y a(AS’))Sr(logr+a) (r+15j5n).

Luegoresulta a({v¡,... ,v.}) 5 n(logn+ a).

(ii) En este caso se puede suponer de entrada s s n, extrayendo de la familia dada un
sistema linealmente independiente sobre R maximal. Se construye el anulador de este
sistema calculando por una base entera del subespacio ortogonal a {01,. . . , 0.} en R“ .
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Las cotas que se obtienen son por lo tanto las mismas.

Podemos pasar ahora a la demostración de la Proposición A.3.MW
La primera afirmación acerca de la longitud binaria de una base entera de L.-¡,,_.-,se
desprende inmediatamente de la Proposición A.2 y del lema auxiliar anterior.

Es claro también que K.-¡_,,.-,= K.-¡(F¡) n . . . n K.-,(F.) es un cono poliedral, ya que es una
intersección finita de semisubespacios lineales de R" .

La estimación se sigue de la construcción hecha en la demostración del teorema de Fark-as

Minkowski-Weyl Corollary7.1a) que muestra que un conoconvexoes poliedral (i.e. es
una intersección finita de semiespacios lineales) si y sólo si admite un sistema finito de ge

neradores (es decir una familia finita de vectores {v¡,. . . , 0g} tal que

K = { kw, Á."2 0}
l s_<_t

Para todo l 5 j 5 s, se consiguen las matrices AU) tales que K.-,.(E,-)= {z G R” :
A“) . z 5 0} (aplicando la Proposición A.2 y el lema auxiliar A.9). Se obtiene A“) e Zu"
(paraalgúnt 5 2a) y cum) = 30‘“) .a.

Busquemos ahora un sistema de generadores para K.-¡,_,.-,:= .3(F1) n . . . n K.-,(F.):

¿(1)

Sea A := É la matriz tal que K.-¡,,.¡, = {z e R” : Aa: 5 0} y consideremos los

(0)

vectores {shiny formadospor las filasde la matril A (se tiene N 5 2M).

- M: Supongamosque (al, . .qa”) = ll" (esdecirel subespaciogeneradopor
{a¡,...,a¡y} es todo R“). Se consideranentonces todos los semiespaciosS := {z e R”:
«93(2)5 0} (ps forma lineal) que verifican

{al)'°’!aN}g S
(ii) El hiperplano Hs := {z e R” zgos-(z)= 0} está generado por (n - l) vectores

linealmente independientes {ch . . .,c,._¡}, extraídos en la familia {ah . . . , ay} .

Dado que hay a lo sumo (:1) 5 (2ns)"‘l eleccionesposiblesde {c¡, . ..,c.._¡} en estas

38



condiciones, se tienen a lo sumo 2(2ns)"'l formas lineales ps posibles (que se construyen
mediante A.9). Así resulta a(ps) = ¡009) .a.

Aplicando aquí el Teorema hadamental de Deaigaaldades Lineales de programación lineal
([Sc],Teorema 7.1), se afirma que el cono C{a¡,...,aN} generado por {a¡,...,aN} es
exactamente el cono poliedral determinado por la intersección de estos semiespacios S:

Recordemos para ello el enunciado del Teorema Fundamental de Desigualdad“ Lineales:

Sean01,...,vm,w€ R". Entonces,obien

(i) w es una combinación lineal no negativa de vectores linealmente independientes de la

familia {v¡,...,v,,.}
o bien

(ii) existe un hiperplano {1: : cz = 0}, que contiene (t - l) vectores linealmente inde

pendientes de {v¡,...,vm} tal que cw > 0 y cv; 5 0,...,cvm S 0 (donde t =
m3°{uls °°' s"un w}

Probemos entonces la afirmación:

Si b e C{a¡,...,a¡y} , entoncespara todo semiespaciolineal S tal que {a¡,. ..,aN} G
S se tiene claramente b e S .

Recíprocamente, si b í C'{a¡,...,aN}, b no cumple (i) del teorema de desigualdades
lineales, y por lo tanto existe un hiperplano H := {z : cz = 0} generado por (n - l)
vectores linealmente independientes de {a¡,...,aN} tal que ca.- 5 0 (l 5 i 5 N) y
cb) 0, por lo tanto b no pertenecealsemiespacio S determinadopor H y {a¡,...,a¡v}.

Se afirma ahora que K.-¡.,_.'_:= Ku (F1) n . . . n K.-,(F.) es el cono generado por los vectores

{61,. . . , by} , formados por los coeficientes de las formas lineales ps elegidas en el proceso,
o sea MS 2(2M)"'l y a({b¡,...,bu}) = 50"").0.
Prueba de la afirmación:

Dadoque ‘b¡.a.- 5 0 (l 51's N, l 51' 5 M), se tiene que {b¡,...,bu} Q K¡,....',, y por
lo tanto el cono C{b¡,...,bg} generadopor {b¡,...,bu} también.

Recíprocamente, supóngase que existe y e K.-¡,,,.-, tal que y í C{b¡, . . . ,bu} . Dado que

C{b¡,...,bu} es un cono poliedral existe un vector w tal que ‘wb¡ 5 0,...,‘wbu _<_0 y
‘wy > 0; por lo tanto, por la definiciónde C{a¡, .. .,aN} , se tiene que w e C{a¡, . . .,aN},
luego ‘wz _<_0, Vz e Kun,“ . Esto contradice el hecho que y G K.-,_,_¡,y ‘wy > 0.

- W: En el casoen que (a¡,...,aN) S R”, se extiendeortogonalmente
{a¡,...,aN} a un sistema de generadores de R“, aplicando el Lema A9, y se procede
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como en el primer caso considerando únicamente las familias {c1,..., c.._¡} que contienen
todos los vectores agregados (de manera que el suplemento ortogonal de (al, . . . , a") está
contenidoen los hiperplanos H

Finalmente se agregan las ecuaciones que determinan el subespacio (ah. . . ,aN) de R” .
O

1.-B.fifimünbnMomWyMeuwajufom
Sean como antes F¡, . . .,F. e 2[X¡,. . . ,Xu] polinomios cuasiconvexos (a coeficientes en

teros),sead:2 ¡wladeg y a :=«({F¡,...,F.}).
Sea M el conjunto convexo definido por

Mz: {ze R” : F¡(z)50,...,F.(z) 5 0}

El propósito de esta secciónes estudiar cuales de las restricciones F1, . . . ,F. ‘sobran’,

es decir, determinar un convexo M’ definido por eventualmente menos restricciones que M
de modo que tenga una aspecto más uniforme que M y que cumpla la propiedad:

Mn2"9é04=>M'nZ"aé0.

norosrcron n.1. Existe {i¡,...,¿.} _C_{l,...,s} tal quesi
M' := {z e R” :F.-,(z) 5 0,. ..,F.-‘(z) _<_0} , entonces se cumple

(i) MnZ"#0<=>M'nZ”;éO
(ii) A partir de cada punto entero z’ e M' , se construye un punto entero 1:e M tal que

47(2)5 ¿”a(z’) + ¿“me

(iii) M' = V + (M' nVl)
donde V es un aubcapacíolineal de B”, que admite una base entera B con a(B) =
d°("')a, y M' anL es un subconjuntocompactode R”.

La demostración abarca los lemas B.2 hasta B.ll.

NMParatodo 15j53,sea M,-:={z€R”: A F.°(z)50}
132;.

ysi {í¡,...,i¿}g {l,...,s}, Mümü:={ze R”: A S 0}.
. 195:.
¡#t¡,...,u



LIMA3.2. Sea l 51's s fijado y supongamosque existe una dirección u e R“ - {0} tai
que F,-(Tu) sea estrictamente decreciente como polinomio en T y que para todo l 5 i 5 s ,
i 76j, E-(Tu) sea decreciente o constante (en ese caso se dice que u es una dirección de

recesiónde F¡,...,F., no constantepara Entoncesvale:
M 960 => Mj 960

y diremos que F,- es una restricción auperflua.

mmm:
(=>) es trivial

(<=) Supongamosqueexistez' 6 Mj : s 0 (Vi36j)
Dadoque fl-(Tu) es estrictamentedecreciente, + Tu) es también estrictamentede

creciente (Proposición A.l) y por lo tanto t_l.ir+nmF,-(:' + tu) = —oo, o sea existe t > 0 tal
que F,-(:r’+ tu) 5 0.

Definamosz:=:r'+tu. EntoncesF,-(z)50;ysi ¡#j,
F.-(z) = F.-(z' + tu) s F.-(a.-'+ Ou) = F.-(z') 5 o

(por hipótesis y nuevamente Proposición A.l).

Por consiguiente z e M.

El problema consiste entonces en hallar direcciones de recesión u, no constantes para
alguna restricción. ¿Dónde buscarlas?

DNGON 3.3.

(i) Sea F e ¡[X¡,...,X,.] cuasiconvexo.Se define

K(F) := {u e R“ :sup{F(tu), t 2 0} < oo}

el conjunto de las direcciones de semirrectas [0,+00) en las cuales F no crece (o sea
es decreciente o constante), y

L(F) := {u e R“ : sup{F(tu), t e R} < oo}

el conjunto de las direcciones de rectas en las cuales F es constante.
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(ii) Sea F(X) = 0243-019 con P.'(tX) = t‘P¡(X) (Vt e R),
ysea I:=I(F):= {ie{l,...,d}: existenen" queverifica

P¿(u)=...= ¡+¡(u)=0 y P.-(u)<0}
Sedefine el índice ¡o := io(F) enla forma

_._, F __ max{í:í€I} ¿neo
‘°°_‘°( )'_{1 siI=0
yK’(F):={u€B":R(u)=0,ío+15í5d}.

OBMAGON 3.4.

(i) K‘(F) es un subeepacio lineal de R“ (Proposición A.2).

(ii) io siempre es impar (Lema A.6(ii)).

M 3.5.
Sea F e Ble, . . . , Ku] un polinomiocuasiconvexode grado d 2 l. Entonces vale

(i) K(F) = K’(F) n {u e R” : P.‘o(u)5 0}
={u€ n“:P¿(u)=or'--)Pio+l(u)=or Pioo“)So}

(ii) L(F) = K‘(F) n {u e R“ : P.-o(u)= 0}
= {u e R” zP¿(u) = 0,...,P¡o(u) = 0}

Demostración:

(i) g: Sea u e K(F), i.e. F(tu) es constante o estrictamente decrecientepara t 2 0.
Pongamos

F(Tu) := P..(u)T' + . . . + Po (donde r = gr (F(Tu))
Si r 21,“ tiene P¿(u)= = P..+¡(u):0, P,(u) < 0 y por lo tanto ¡o2 r. Enel caso
en que ¡o > r, vale P.-o(u)=0 y en el caso en que ¡o = r, vale P.-o(u)< 0.
Sir =0,pordefinicióneetieneio 2 r (puesioe {l,...,d})yporlotantovale E001):0.

Por consiguienteen todos los casos se tiene u e K’(F) n {u e R” :P.-o(u) 5 0} .

Q: SeauEK'(F)n{u€ B" :P.-o(u)50}.
Si es P.-o(u)< 0, entonces F(Tu) es estrictamente decreciente (Observación AA) y por lo
tanto u e K(F) .

Falta considerar el caso en que Pg,(u) = 0, o sea falta averiguar ei vale que F(Tu) es
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decreciente o constante en ese caso. Claramente se puede suponer ¡o > l, pues en el caso
¡o = l, F(Tu) resulta constante y u e K(F) .

Supongamos entonces que F(Tu) no es decreciente ni constante para t 2 O, entonces por

AA, ¿imanF(tu) = +oo, o sea existe to > 0 tal que F(tou) > F(0) . Ademássea uo e R.”
tal que Ï’Auo) = 0, . . .,I’¡o+¡(uo) = 0, P500443)< 0 (existe por la definición de ¡o

Para todo a e [0,1], sea ua := (1- a)uo + a(tou).

Alser K‘(F) un subespeciolinealde R” y K’(F)n{u e R” :P.-o(u)< 0} nnsemiespacio
de K’(F) (Observación B.4 y Lema A.6(ii)), se deduce que Va e [0,1), ua e K’(F) n
{u 6 R" : P.-o(u)< 0} pues uo E K‘(F), tou e K‘(F), P.-o(uo)< 0 y P.-o(tou)= 0.

Esto significa que fijado a e [0,1), el polinomio cuasiconvexo F(Tua) es estrictamente
decreciente. Luego F04.) = F(l.u..) < F(0.u.) = F(0), y por continuidad, tomando
a —ol resulta que F(tou) 5 F(0), lo que contradice la elección de to . Por lo tanto F(Tu)
es decrecienteo constantey u e K .

(ii) u e L(F) <=> tsugFGu) < 00

4=>Eggfltu) <ooy sgfltu) < oo
4:) u e K(F) y —u€K(F)
4:) PA“)= O’H'JPs'o-l-lh‘)= o! Pío(u)S 0 y _ ¡43(0)S 0
4=>u€K‘(F)n{ue R.“:P.-o(u):0}.

como 3.6. El lemaanteriormuestraque L(F) es un subespaciolinealde R” .
Es claro que L(F) es el subespacio lineal de B“ más grande contenido en K (F) , y que
K‘(F) es el subespaciolinealde B” más pequeñoque contienea K .

OWAGON 3.7. Retomandoel Lema 3.2, una dirección u e R“ - {0} es de recesión
de F¡,...,F., noconstanteparaFj siysólosi ueK(F¡)n...nK(F.) y u Q (o
sea si u perteneceal conopoliedralK(F¡) n n ¡{(F.) perono al espaciolineal
(S ¡((1%))

Este hecho permite mostrar lo siguiente:



LIMA 3.8. Dado j (l _<_j 5 a) en las condiciones del Lema B.2 (i.e. existe u e R” —{O}

dirección de recesión de F¡,.. . ,F. , no constante para F3-), entonces vale:

Mn2”960<=>M,-n2”;éo

Más aún, dado z’ e Mjn Z”, se recupera z e Mn Z” con a(z) = d(a(z’) +d°("’)a) .

Demostración:Existe u e l Km) —L(F,-) si y sólosi l K(F.-)g L(F,-),es decir_'_0 _¡_a

si el cono poliedral n K (F.-) no está contenido en el espacio lineal L(F,-) . Esto ocurre
l<i<o

si y sólo si alguno de los generadores del cono poliedral n K (F.-) no pertenece a L(F,').

La ProposiciónA.3permite entonca asegurarque (en eg se puedeelegirla dirección
u entera tal que a(u) = ¡Poma . Bepitiendo ahora el procedimiento de la demostración del
Lema B.2, se tiene que F,-(z' + Tu) es estrictamente decreciente, y por lo tanto se puede
elegirte N de tal modoque ¡Hifi-tu) 5 0.
Estimaremos la longitud binaria de un tal t:

Sea F,-(z'+Tu) = a,T"+...+ao (ar 9€0). Setieneque r 21 y a, < 0. Elijamoe
t = |a,-1| + . . . + |00| , entonces se verifica que F,-(z' + tu) 5 0, ya que:

- SiparatodoOSíSr-l, |a.-|=0,es SF¡(0)=0
—Siexiste i, OSiS r- l,talque |a¡| 960,entoncessetienetz l y

F¡(:'+tu)=a,t'(1+¿cil-t"+ +gt").
Dadoque l-aïflt'l + + 22t" 5 (Iar_1I+ + Itl‘l 5 l seobtieneque
F,-(:I:'+ tu) tiene el signo de a, , y por lo tanto FJ-(z'+ tu) 5 0. Claramente para todo
¡#j, F.-(z'+tu) 5 O,por laelecciónde u.

Observemosque si z’ e n Z” y u e Z“ , el polinomio F,'(1:'+ Tu) tiene coeficientes
entem {ar,...,ao} queverifican

0({an ---,aol) = 0(d max{0(z'),0(u)})

y por lo tanto, definiendo 1::= z’ + tu, resulta que z e M n Z” y

a(z) = a(z' + tu) = d(a(z') + www).
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Este lema da una. idea intuitiva de una construcción posible para la exhibición de un

conjunto {í¡,...,í.} de índices en las condiciones del Lema B.l (o sea de índices que cor
responden a restricciones superfiuas).

CONSTRUCCIONB.9.(Eliminación de restricciones superfluas).

— Sea. ¡1 (15€; 5 a) tal que existe al“) e B” —{0} que verifica

um) e K(F.-) y al“) ql L(F'

EntoncesMn Z” #0<=>M¿¡ nZ" 960.

— Sea ig (l S ig 5 s, ig 96il) tal que existe ul") E B” - {0} que verifica

W” e fl Km} y W e zum
19'50
sgh;

Entonces M1 fl Z” 9€0<=> Mm, n Z" 960.

y recursivamente

— Sea ik (15:), 5 s, ik 36i¡,...,i¡,_¡) tal que existe al“) e R” - {0} que verifica

«(Me n Km) y W e una
. .195;
¡#‘l v-w'k-l

Entonces M.-,,,,__.-,‘_ln Z” 960 <=> Mil,an n Z" 7€0.
En definitivaMn z" aéo 4=> MW... n zn 7ao.

Se plantean, por lo tanto, los dos problemas siguientes:

(i) ¿Qué pasa cuando no existe más índice j cumpliendo con las condiciones? Es decir
cuando {e},. . . ,ig} es una subsucesión maximal (ordenada) de {1, . . . , e} definida como
arriba.

(ii) Si M’ := Mümú , ¿cómo se recupera a partir de z’ e M’ n Z" un punto entero
z e M n Z" , de longitud binaria “corta”?

Se tratará en primer lugar el problema (ii), que resuelve la parte (ii) de la Proposición
B.l.
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LIMA3.10. Sea {i¡,...,i.} una subsucesiónmaximalde {l,...,s} construida comoen
B.9 (eventualmentet: 0 ó a).

SeaM':=M¡¡_,,.-,={z€ R“: A F.°(z)50} y sea z'eM'nZ”.
l<i<s

¡#üiïwít
Entoncesexiste z e Mn Z” que verificaa(z) = d'a(z') + dol"')a.
(Enelcaso t=s,sepuede tomarz' :0).

Demostración: Si se aplicara directamente el resultado del Lema B.8, se obtendría la si
guiente cota

a(z) 5 d’(a(z’) + sd°(“’)a)

ya que la única cota a priori sobre el número de restricciones F.- (l 5 i 5 a) que se suprimen
es el número s de restricciones. Esta no es la cota deseada ya que s aparece en el exponente.

El razonamiento siguiente permite acotar la cantidad de iteraciones por la dimensión n del
espacio ambiente. Para ello dado un cono poliedral K Q R”, recordemos que

dimnKz= min{dimaL:L subespaciolinealde R" y Kg L}

Supongamosque {i¡,...,i¿} = {s,...,r+ l}. Es decir que se extrajeron en ese ordenlas
restricciones F,- correspondientes a los subíndices 3,3 —l, . . .,r + l.

Por simplicidad, definamos

K,:=
lsrs'lr .

K +1 == ¡“FO

K. := K(F.-)
¡Srila

Setienelarelación K. Q K._¡ Q g K,“ Q K...

Eraminemos los saltos de dimensión que ocurren en esa sucesión (hay a lo sumo n ya que

K, Q R” Por ejemplose tiene:=o.e= > =ooo=
= dimn Kr+t+0 > dimnKr+t+a+1 = --
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Consideremos KH.1, . . . , KH; (t conos incluídos uno en otro tales que no se produce salto
de dimensión). Para todo l 5 i s l, se tiene:

dimn(Kr+1 n L(Fr+i)) < dïmn(Kr+n)

pues si fuera dimn(K,+¡ nL(F,+.-)) = dimn(K,+¡) sería K...“ g L(F,+,-) (ya que si L es

un subespacio lineal de B“, mínimo tal que K...“ Q L, entonces K,“ n L(F,.+.-)<_ZL, y
por tener la misma dimensión tiene que ser L n L(F,+.-) = L, es decir, L Q L(F,+.-), o sea

K,“ g L(F,+.-)). En ese casono existiría u e K,“ tal que u í L(F,.+¡), y por lo tanto
no existiría tampoco u e KH..-tal que u í L(F,+.-) (pues K,“ g K,“ ), y no se podría
haber suprimido el índice r+i del conjunto {1,. . .,r, .. . ,r + i} . Por lo tanto se tiene

(i) dm.an n L(F,+.-))< amare“) = = arman”) (1_<_i 5 z)

Se construyeentonces u e KH; tal que u é y (KPH n L(F,+.')) (o sea, dado que1 ¡Si
K,” g K.“ , se construye u e K...“ tal que u é L(F..+.-) (l 5 í 5 l)), de la manera
siguiente:

Se considera un sistema de generadores 9 del cono K,” = n K (F.-), con 47(9) =15.9”
d°("°)a (dado por la Proposición A.3) y sea {un . . .,v,} g 9 un sistema linealmente inde
pendiente maximal de 9 (se tiene e S n). Pongamos u := 01+ .. . + ve € K,” (por ser

un cono). Por (t), para todo l 5 í 5 t, existe k(í) tal que vw) é KH; n L(Fr+.-),por
lo tanto dado l S i 5 l, F,+.-(Tvk(.-))es estrictamente decreciente. Luego

(u) Fr+¡(vh(i))< Fr+¡(0)

Por otro lado si vw”) := Z: vj , se tiene 00“”) e K,” y por consiguiente
32 Ïs’

F,+¡(Tv("(‘))) es constante o decreciente, con lo cual F,+¡(v¡,(.') + Tv("(‘))) es constante
o decreciente.

Se obtiene luego, por (u)

F,+.-(u) = F,+.-(v¡ + . . . + 1),) S F,+.-(v¡,(.-))< ¡LH-(0)

o sea F,+,-(u) no es constante, i.e. u í L(F,+.-) . Claramente a(u) = d°("’)a.

Este razonamiento permite elegir una dirección de recesión u (entera) para muchas restric

ciones a la ves, y gracias al procedimiento del Lema B.8, a partir de z’ e MHL". se
recuperaz e Mr+t+l...sconUCI)= + d0(”’)a),
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Dado que esta construcción se repite a lo sumo n veces, a partir de z' e M’ n Z" =

Lío-+1....fl Z” , se recupera z e Mn Z” con 47(3)= d"(a(z') + d°(”’)a).
Ó

Para concluir la demostración de la Proposición B.l, hay que responder al problema (i)
planteado arriba.

MEM. Sea{i¡,...,íg} g{1,...,a} tal quepara todo j 7661,...,i¿, no existe
u“) e R” - {O}que verifique

“(fl e n Km.) y "(fl g ¿(1.3)
19's.

i#¡¿,...,í.

Entoncessi M’ := Münj, = {z6 R” : A 5 0}, se tieneque
‘#.l s "sit

M’ = V+(M'nVl) , donde V es un subespaciolinealde R” y M'nVl esun subconjunto
convexocompactode B" . Además existe una base entera B de V tal que a(8) = d°("’)a.

Demostggióg: Sin pérdida de generalidad se puede suponer t = 0, o sea {a},. . . ,ig} = 0 y

enesecasoM = M'. LacondiciónVj, ¡Mi! e ¡"-{0} con«(fl e n K(F¡)-L(F,-),
l_s'_s

significaque K =
15050 línia

(yaquepordefiniciónD g D K ),l i<s l ¡<0
es decir el conjunto de dir-«ciones de rec-¿ión

r1 K(F.-) = {u e R" :F.-(Tu) es decrecienteo constante (l 5 i 5 3)}15_s

coincide oon el conjunto de direcciones constantes

n := {ue R” :F¡(Tü) esconstante(l 5 i 5 3)}
lSiSs
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Pon := - = - .
8311105V 1505.1101) 199K“)

Por B.5 y A3, se sabe que V es un subespacio lineal de R.” , que admite una base B con

17(3)= ¿"("zla.

Sea ahora z e M. Existe una representaciónde z en laforma z = y+u, con y EVl,
ue V. Entoncesy: z-ue M yaquelalinealidaddeV implicaque-u€ V y porA.ly
la definiciónde V, F}(z+(-ü)) S F.-(z)s 0 (l 5 i 5 s). Por lo tanto z e(MnV1)+V.
La inclusión recíproca se muestra análogamente.

Falta mostrar que M n Vl es compacto:

Si el conjunto convexo cerrado M n V1 no lo fuera, contendría una semirrecta

{1:+ tu, t 2 0} , con z e M nVi , y u e R“ —{0} (ver por ejemplo [Ro]). fito implicaría
que u es una direcciónde recesiónde F¡,...,F. y por lo tanto u e V. Por otro lado se
muestra que u e Vl . Contradicción.

Ó

1.-6'.UnodaMm
En virtud de la Proposición B.l, para concluir la demostración del Teorema l, alcanza

con probar que M’ n Z" es no vacío si y sólo si contiene un punto entero de longitud binaria

acotada por (sd)°("'la .

Dado que M’ se descompone como un conjunto compacto y un subespacio lineal de
R”, nos reduciremos a la consideración de un conjunto acotado, de radio dependiente del
compacto y aplicaremos luego los resultados de geometría semialgebraica expuestos en el
Capítulo I para acotar el radio de ese compacto.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer en esta sección que M := {z e R” :
F¡(z) 5 0,. . . , F.(z) 5 0} ya no contiene ninguna restricción super-fina(en el sentido dado
en la SecciónB) lo que implicaque M = (M nVl)+V , con M nVi compactoy V lineal,
(con base B entera que verifica (¡(8) = d°("'la

OMAGON 0.1. Si M n Z” es no vacío, entonces M contiene un punto entero en

MnVl+B,donde B={ 2 Bm, 0519.‘< l} si {v¡,...,vm} esunabaseenteradel_s_m
V.
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MzwzeMnZ”.
Setieneladescomposiciónz=y+u,yEMnV1,u€V. Sea{v¡,...,v,,.} unabase
entera de V,ysea u: 1101+...+r,,.v,,. (11,...,rm e R) la nepresentaciúde u enla
base B. Paratodo l_<_j5m,escribamos

rj=ñ+ler, donde ln-Jez Y °S”'3'<‘

ysea 5:: y+ñv¡+...+ïmvm. Setieneentoncesque'55:z-(lnju¡+...+[rmjvm) e Z“.
AdemásíeM+V 9M. Porlotanto'íeMnZ" y 35€MIN/¿+3.

Fsto significa que si M n 2' es no vacio, entonces contiene un punto ‘cerca" del

conjunto acotado M n V1 . Dado que se puede elegir la base entera B de V con 47(8)=

¿“(me (ProposiciónB.l), para terminar la demostración del teorema, alcanza con mostrar
la existencia de un radio R e N, con 47(3)= (sd)°("')a tal que M n VdLg B(0,R).

LIMA G.2. En las mismas condiciones se tiene la estimación siguiente:

Mn V'LQ B(0,R), donde R e N es tal que a(R) = (ad)°(")a.

W: El conjuntosemialgebraicoM n VJ- se puededefinirpor una formulasin
cuantificadores del lenguaje de primer orden de R a constantes en Z , en la cual intervienen

sólo los polinomios F1, . . . ,F. y las ecuaciones del subespecio lineal VJ- . A partir de ella

se puede describir el conjunto semialgebraico S := {p e R : M n VJ- g B(0,p)} por la
fórmula 6 (con un solo bloque de cuantificadores) siguiente:

o: (VX)(XeMnV¿=||XII’Sp’)

donde X = (X1, . . . ,Xn) son las variables ligadas y p es la variable libre.

Si aplicamos a Ó la Observación 6 del Capitulo I (en el caso particular en que se tiene una

sola variable libre y un bloque de cuantificadores), se obtiene una fórmula Ü sin cuantifi
cadores, en la variable p , que describe al conjunto S . Í será un disyunción de conjunciones

de condiciones de signo sobre polinomios G1, . . .,G¿ e Z[p] . Dado que la fórmula de en
trada 4Dinvolucra sólo parámetros de longitud binaria acotada por (Poma, el algoritmo
garantiza que los polinomios Gl, . . . ,G¿ de i son tales que

m max{grak,1sksz}=(sd)°<"> y a({an,...,az})=(sd)°<"’>a



Ahora, si a := max{fl G R“;3k (l 5 lc s t) con Gk(fl) = 0} es lamaxima de las
raíces reales de alguno de los polinomios Gb . . . ,Gt, se tiene que la fórmula Ü es siempre

verdadera o siempre falsa en el intervalo (a,+oo) (ya que a la derecha de a ya no se
producen cambios de signo en Ü Por cuanto el conjunto semialgebraicocerrado S tiene

la forma [7,+00] (con 7 2 0), Ü multa siempre verdadera en el intervalo (a, +oo) y por
lo tanto la mayor raiz real (en módulo) de los polinomios G¡,. . .,G¿ es un radio R que

cumple la condición exigida.

Por (ak), una estimación directa del tamaño de lu raíces reales de los polinomios G1, . . . ,G¿

arroja una cota superior R e N con a(R) = (sd)°(“')a (para ello se usa por ejemplo la
desigualdadde Cauchydadaen

Ó

Demostración del Teorema l (Redondeo).

Sean F¡,...,F. E Z[X¡,...,X,.] cuasiconvexoscon a :=a({F1,...,F.}) y
d:=max{2,ng.-,15í5 s}. SeaMz: {ze R.":F¡(z) 50,...,F.(z) 50}.
Por la Proposición BJ, se tiene que existe

M'=={3€ B":F‘¡.(3)Som-,le 50} 2M

queverificaMnZ";éO<=>M'nZ";é0
y si z' e M7n Z" , entoncesexiste z e Mn Z” con a(z) = 00(2') + d°("’)a.

Por otro lado M' n Z” 960 si y sólo si contiene un punto entero z' que verifica a(z’) =
(sd)°("’)a (Lema G.2 y Observación 0.1).

Por lo tanto, 47(2)= (sd)°("’)a y se concluye que M n Z” es no vacío si y sólo si contiene
un punto entero de longitud binaria acotada por (sd)°("’)a .

O

1.1.- DEIlOSTRAC’ION DEL COROLARIO 1.1

Vamos a precisar un poco el sentido de “clase de complejidad NEXPTIME’ (“non
deterministicallysimply exponential time’

Un problema de decisión P pertenece a la clase NEXPTIME si existe un problema de
decisión P', resoluble en tiempo exponencial con una maquina de Turing deterministica, y

un polinomio ó tal que para todo input z se tiene

(*) zEPéHz’:(z,z’)eP' y 433524040).

51



Como interpretación, z’ juega aqui el rol de ‘prueba de longitud exponencial" del hecho de
que z esté en P . La ‘prueba” puede ser verificada en tiempo exponencial (ya que P' es
resoluble en tiempo exponencial). El hecho crucial es que no se requiere que z’ en (It) se
halle en tiempo exponencial: 2' puede ser pensado como un certificado para z, entregado

al jefe para convencerlo de que z está en P. Para testear si z 6 P , podemos adivinar
(con un oráculo) un candidato z’ tal que (2,2') e P'. De ahí proviene el nombre de “no
determinístico'.

En nuestro contexto, dada una familia F¡,. . . ,F. de polinomios cuasiconvexos a coe

ficientesenteros, queremos decidir si existe z E Z” tal que F1(z) 5 0,...,F.(z) 5 0. Se
probóqueestoocurresiysólosiexiste ye B(0,R)nZ' tal que F¡(y) s 0,...,F,(y) 5 0.
Dado que a(R) = (sd)°("') , verificar si un certificado y cumple las condiciones tiene com
plejidad (sd)°("')a (pues consiste en evaluar s polinomios de grado d y longitud binaria
a en un punto entero de longitud binaria (sd)°(“’)a ), y por lo tanto requiere tiempo expo
nencial en n (ver [Gat]).

(Desde el punto de vista determinístico, el problema tiene a priori complejidad doblemente
exponencial ya que hay 2('¿)°("’)" puntos enteros en B(0,R), que podrían cumplir las

condiciones). '
Ó

8.- DEIOSTRAOION DEL TEOREIM 8

Para probar este teorema de minimización, se aplicará no sólo el resultado del 'Ibore
ma l sino también los métodos desarrollados para su demostración (Construcción l.-B.9 y
Lema l.-B.ll). Se siguen aquí las notaciones de la demostración del Teorema l.

SeaMz: {ze R” :F¡(z) 50,...,F.(z) 50}

A. Supondremos en primer lugar que Mn Z” 7€0 y que inf{Fo(z), z e M} > —oo(o sea
una condición aparentemente más fuerte que la hipótesis del teorema).
Entonces se tiene

(i) Existe zo E M n Z“ n B(0,R), donde «¡(12)= (sd)°("’)a (por el Teorema l)
Sea A:= Fo(zo) . Se verifica 60) = (sd)°(“')a.

(ii) Existe VE B talqueparatodo 26M, Fo(z) 2V
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(i) implica que si p := iní{Fo(z),z E Mn 2”} (claramente p > -oo), entonces p 5 A, y
porlo tanto,si N := {ze R” :F¡(z) 5 0,...,F.(z) 5 0, Fo(z)5 A},setiene Nn 2" 760
y p = inf{Fo(z),z E N0 2"} .
Repitamos entonces para la sucesión F¡,...,F.,Fo —A la Construcción 3.9 de la De

mostración del Teorema l , para eliminar las restriccione superfiuas (esto se puede hacer
ya que Fo - A es cuasiconvexo también). Se tiene entonces:

LIMA l. Si N’ es el conjunto que se obtiene eliminando de N una suceión maxima] de

restricciones superfiuas, se verifica:

mmm), z e Nn z'} = mmm, z e N'n 2"}

Demostración: La observación crucial para la desigualdad no trivial consiste en verificar que

al construir N' , nunca se suprime la restricción Fo —A. En efecto, por (ii), se tiene que

para todo z e M, Fo(z) 2 v y las restricciones E,- que se suprimieron son tales que existe
u E R” —{0} con FJ-(Tu) estrictamente decreciente (y Tu constante o decreciente para
las ratricciones no suprimidas aún).

Supóngase que se eliminaron (en ese orden) F1, . . . , F" Fo —A (eventualmente r = 0).

Se afirma que iní{Fo(z’), z' e M¡,_.,.}2 u:

Sea sino z’ e ML", con Fo(z') < u y sean

u. e L]lKm) n K(Fo —A)—rm)

u, e n K(F.-)n Km, —A)—rm)
¡,6i,....r

Severificaentoncesque para valoresadecuadosde tl, . . . ,t,, z := :r'+t,u.,+. . .+t¡u¡ e M
y que Fo(z) 5 Fo(:l:')< v. Contradicción.

Por lo tanto e como si se suprimiera la restricción Fo —A en primer término, pero en ese
caso,para todo a:E M, sería z+tu e M (Vt2 0) y Fo(z+Tu) estrictamente decreciente.
Absurdo.

La prueba de la igualdad es ahora similar a la de más arriba, observando simplemente que
sepuedenelegiru¡,...,u,. en Z" y t¡,...,t,. en N.

O
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Para finalizar la demostración de este primer caso, alcanza con probar el resultado si
guiente:

LIMA 2. Sea N' como en el lema anterior, y por lo tanto N' = (N' nWl) + W, donde
N' nWl a compacto y W es lineal (Lema l.-B.ll) y sea {01,. . . , um} una base entera de
W;

entonces se tiene,

inI{Fo(z),z e N' n 2”} = inI{Fo(1:),ze (N' n Wl + B) n N' n 2”}

dondeB :={ Z; m, 0 55.- < l}

Emulación:
Sea p := iní{Fo(z), z GN'n 2‘} y sea zo e N'n Z” tal que Fo(zo)= p.
Seazo=y+a¡v¡ +...+amvm conyEN'nWJ- y aun +...+amvm GW.
Para l 5 i 5 m, pongamos 01.-= [tn-J+5]- con [01.-]e Z y 5.- e [0,1), entonces se tiene

que y+ 5191+ + Emu".e (N'nWl +B) nN’ n Z” (Observaciónl.-C.l).
Además, para todo v e W, Fo(Tv) es constante (ya que existe I Q {l,...,s} tal que

W = ÜK(F.-) n K(Fo —A)= nun) n L(Fo —A) (dado que Fo no se eliminó).
Por Idetanto Fo(y + 5191 + . . .lí ñmvm) = Fo(zo) = p

y luegoinf{Fo(z),z e(1\f’+Wl + B)nN'n Z'} S p.
Como la otra desigualdad es trivial, queda completada la prueba.

Aplicando la Proposición l.-B.l a la familia {Fo —A,Fl, . . . ,F.} , se muestra que existe
una baseentera {v¡,...,vm} de W con a({v¡,...,vm}) = d°("')a({Fo —A,F¡,...,F.}) =
(ad)°("')a. Dadoque (N'nWl) g B(0,R) , con a(R) = (sd)°("’)a (Lema 1.-c.z), el lema
anterior permite concluir que

p = marca), z e N' n zu} = inf{Fo(z),z e N' n B(0,R)n 2*}.
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En la demostración del Lema l, se mostró que a partir de cada punto z’ E N' , se
recuperaun punto z := z’+t¡u¡+. ..+t,u, G N oon Fo(z) = Fo(z’) (ya que las direcciones
u¡,...,u, son tales que F0(Tu.-) es constante). Además, aplicando aquí las estimaciones
del Lema 1.-B.10,se obtieneque z e M n B(0, n Z” , con a(ÏÍ) = (sd)°("’)a .

Por consiguiente

p 2 inI{Fo(z),z e Mn B(o,ñ) n 2"}

y por lo tanto

p = mmm), z e Mn B(0,ñ) n r}
donde a(ñ) = (sd)°("')a

B. Para completar la demostración del Teorema 2, se probará el resultado siguiente:

mm 3. Si Mn Z“ es no vacio,entonces

inf{Fo(z), z e M} >-oa<=}inf{Fo(z), a:e Mn 2”} > —oo

Demostración: La demostración es muy parecida a la del Lema 1, y utiliza las mismas

propiedades de los polinomios cuasiconvexos.

Sea zo G M n Z" 76 0 . Consideremos la familia de polinomios cuasiconvexos 3' z:
{F1,...,F.,Fo- .
Se define N := {z G R” :F(z) 5 0, VF G 7} (obeervemosque Nn Z” 960).

Supongamos que iní{Fo(z), 1:e M} = —oo, entonces se tiene que
inI{Fo(1:), a:6 N} = —oo.

Apliquemos a la familia 7 la construcción l.-B.9 de eliminación de restricciones superfluas,
obteniendo así la familia 7' Q 7 .

— Supóngase en primer lugar que Fo —Fo(zo) e ï' .
SeaN'= {ze R" :F(z) 50,VF€7'}.
Claramente, iní{Fo(z), z e N'} = —oo.
Por otro lado, se tiene la descomposición N ' = (N’ n Wi) + W donde N' n W-L es
compacto y W coincide con el conjunto de direcciones constantes de la familia 7' (en
particular dado v e W, F0(Tv) es constante, y por lo tanto Fo(y + Tv) también,
Vye R”
ParatodozEN',seescribe z=z’+v,con z'EN'nWJ- y 06W.
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Valela igualdad: Fo(z') = Fo(z' +tv) (Vte R.), y por consiguiente, Fo(z') = Fo(z).

Se prueba así que inI{Fo(z) : z e N'} = inf{Fo(z) : z E N' nWl}.
Pero dado que N' n Wl es compacto, no puede ser

inI{Fo(z) : z e N' n WJ'} = —oo. Contradicción

Luego, para obtener Ï' se suprimió la restricción Fo —Fo(zo) .
Se puede suponer sin pérdida de generalidad que se eliminaron F1,F9,... ,F,,Fo 
Fo(zo) en ese orden (pudiendo ser r = 0).
Se afirmaque para todo teN, existe z; eMn 2” tal que Fo(z¿) < —l, y por lo
tanto inf{Fo(z) : z e Mn 2'} = —oo,con lo que queda probado el lema:

Prueba de la afirmación: Sea te N, y sean u¡,...,u,. las direcciones(que se pueden
tomar enteras) que se eligieron para suprimir F¡, .. . ,F,,Fo —Fo(zo) .
Dado que F0(Tuo) es estrictamente decreciente, existe to e N de manera que
Fo(zo+ touo) < -i
Además,para todo k > r, se verifica Fk(zo + tono) g F420) s 0 pues

uo E ñ K(Fk) 
r<k5s

Pan todo l 5 j 5 r, las condicion ‘F¡(Tu,-) estrictamentedecreciente”y

'uj e n K n ¡((Fo - Fo(zo))" implicanquese puedenelegirrecursivamente
j<íSs .

t,,t,._¡, . . . ,t¡ e N tales que s1se define

z¡:=zo+touo+t.-ur+...+t,-u,
vale:

Por

FAE) S 0

Para r < k5 8, F4105 Fk(zo+touo)S 0;
Para í< k S r, F1431)S ¡Hui S 0;

msn s F0050+ touo)< -t.
consiguiente, definiendo zz := :1 = zo + touo + tra, + . .. + tlul , se verifica que

z; GM0 Z” y Fo(z¿)< -l.
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