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Resumen: Sea F una matriz de r filas y s columnas con coeficientes en

un anillo de polinomios de n variables sobre un cuerpo infinito k.

Notemos con deg(F) el máximo de los grados de los coeficientes de F y

sea d:= 1+ deg(F).

So describe un algoritmo que computa una matriz unimodular Mde s

filas y s columnas, con deg(H)=(rd)O(n), V, tal que F.M= [Ir,Ü], donde

[Ir,0] nota la matriz de r filas y s columnas obtenida agregando a la

matriz identidad Ir, s-r columnas de ceros.

El alnoritmo se presenta comouna red aritmética con entradas en

k y para la complejidad se considera que el costo de cada operación en k
‘­, de cada comparación es 1.

z z 2 z
La complejidad secuencial de este algoritmo es smr )rÜ(n )(:IÜ(n+r )

(o sea cantidad de operaciones en el cuerpo y comparaciones), mientras

que la complejidad paralela es Ü(n‘ralogz(srd)).

Se demuestra que las cotas para el grado de My para las complejida­

des mencionadas, son óptimas on orden. Este algoritmo está inspirado en

la demostración de Suslin de la Conjetura de Serre.



Introduccion:

En este trabajo se consideran los métodos de Suslin ([16],Chap.III,gl)

para resolver la Conjetura de Serre bajo una perspectiva alqoritmica y de

complejidad algebr aica.

F'or "Conjetura de Serre", entenderemos el siguiente enunciado:

Todo fibrado vectorial algebraico localmente trivial sobre un espacio

afin es (globalmente) trivial.(En realidad en su famoso trabajo [Fi-‘10],l
Serre solamente señaló que no se conocia ningún ejemplo de un fibrado

vectorial alqebraico sobre un espacio afin no trivial).

En [FAC]los fibrados vectoriales algebraicos localmente triviales son

interpretados comohaces coherentes localmente libres.

Esta interpretación de los fibrados vectoriales nos permite r'e‘formular

la Conjetura de Serre en la siguiente forma puramente algebraica:

Sea k un cuerpo y R:=k[X‘,...,Xn],el anillo de polinomios en las

variables X‘....,Xnsobre k. Cualquier R-módulo proyectivo "finitamdnte
generado es libre.

Usando un teorema de Serre ([15],Chap.lll,Theorem 5.8), esta forma de

la Conjetura de Serre puede ser reducida al siguiente enunciado en térmi-­

nos de álgebra lineal sobre el anillo de polinomios R:

Sea Fe F4”a una matriz unimodular (esto es inversible a derecha en F! )
OX.Entonces existe una matriz cuadrada unimodular Me F: tal que F.H=[Ir,Ü],

donde IIr,O] nota la matriz: de rxs obtenida agregando a la matriz identidad

Ir, s-r columnas de ceros.

Guillen y Suslin probaron en l'-?7óindependientemente v con diferentes

métodos este último enunciado. contestando asi la Conjotura de Serre en

forma afirmativa.(Ver [16] '-/ [15l para una historia de la Conjetura de

Serre. sus motivaciones y aplicaciones)



Veamos brevemente como se efectúa esta última reducción:

Definicion: Sea H un anillo conmutativo. Un H-móniulo F' se dice

establemente libre de tipo r (U s r <1oo) si F‘ e Hr es libre. Un módulo

se dice establemente libre si es establemente libre de tipo r para aloú‘t

r. Restrinjamos nuestra atención a los módulos finitamente (.lenerados (f.q.)

Un módulo F' f.g. es establemente libre si y sólo si F' e kert H9--—'--I-—Zk-H')

para algún epimorfismo f. Si F es la rxs matriz asociada a f1. entonces

F es inversible a derecha (o sea existe‘una matriz N de er tal que

PLN= Ir). Reciprocamonte toda matriz F de rxs irwersible a derecha defi­

ne un módulo finitamc'nte generado establemente libre de tipo r, a saber

F' = { v = ('v‘,..._.vs) tq. F.tv = Ü 3- (el espacio solución de F). En este

sentido estudiar los módulos to. establemente libres es equivalente a

estudiar matrices rectangulares inversibles a derecha sobre R.

La siguiente proposición establece un criterio para decidir si un módulo

F' e ker( R°—¿——::-R’) es libre.

ProposiciomSea F’ 3 ker( R -—--.':=-Hr). donde f es un epimorfismo. Entonces

P es libre si v sólo si f puede levantarse a un isomorfismo

ï : F:9 -----I>- Fc” e Rafi tal que m? = f. donde rt: Rr e H°_r—--'-——Lï-Rr es la

proyección .

Demostracion: Supongamos que f existe, entonces ker f 2 ker rr = F53”.

Reciprocamente supongamos que P 2- R" para algún t, y sea o el isomorfismo

Pongamos Ra = CIo F‘, luego la restricción de f a (TIcla un isomorfismo fo,

fo: GI-—--—I=-Rr. Luego foe g: R°——-———I>-R'o Fit es el isomorfismo ï ( y se

tiene t = s--r)J .

Dbservemos que si F es la matriz de rxs que corresponde a f, y N la

matriz inversible que corresponde a ï _.la condición m? = f dicc- que



F es una submatriz de N consistente en sus r primeras filas.

F'odemosentonces reformular la proposición en términos de matrices:

Sea F una matriz de ras inversible a derecha. Entonces el módulo estable­

mente libre F', espacio solución de M, es libre si 'y' sólo si F puede com­

pletarse a una matriz cuadrada inversjble aureqando filas.

Para cualquier anillo R las siquientes condiciones son equivalentes:

(i) todo módulo to. establemente libre es libre.

(ji) todo módulo tg. establemtente libre ‘de tipo 1 ( o sea núcleo de una

matriz de lxs) es libre.

(iii) toda fila unimodular puede completarse a una matriz inversible.

Los anillos que satisfacen estas condiciones se llaman anillos de

Her-mite.

Observacion: Una fila unimodular l_'a1_...._.as]puede completarse a una

matriz inversible N si y sólo si existe una matru ¡.lnimodular M de 5x5

tal que [a1,....asl.l"l = [1,Ü,..._.0|.

Demostración: Si [a‘,...,a=] puede completarse a una matriz N inversible

basta tomar M = Nú. Si existe H inversible tal que [a1_...,as].M=[1_.O..O]

entonces [a1,...a J es la primer fila de ¡“I-1..3

Sea ahora F: = kLX1,...,Xn].E1teorema de Serre ([ló],Chapter II,Ï'heo.5.8)

prueba que todo R-móduloproyectivo to. es establemente libre. Lueqo la

Conjetura de Serre puede formularse ahora de la siouiente manera: es

R = l:[X1_...._.Xn"lun anillo de Hermite?, o sea _. es cierto que toda fila

unimodular puede completarse a una matriz inversible’?

El problema se ha reducido entonces a lo siquiente: Sea k un cuerpo infi­

nito. de caracteristica arbitraria y f = UEM-fa]un vector de s polino­

mios cle grado d en las variables X1,.._.X,. unimodular (esto es, queh



f: RDL...._.x 1s—--—---:> kEX,..._.x .1, v-------I>- ffv, ces un epimorfismo,i n 1 n

o equivalentemente, el ideal generado por f1,...,f° es trivial). Entonces

existe una matriz cuadrada P1de 5x5 a coeficientes en k[x1,...,xn1tal

que [f _....,f ].I‘1 = [1,Ü,...,Ü.l.
1 a

Idea de la demostracion (Suslin)(ver [16]):

Se eliminan las variables una a una, o sea se prueba que existe una ma­

triz unimodirllar M de sxs que verificah

[f (X ,..,X )_...,f (X _...,X )].M = ff (X ,.._.X ,C))_...,f (X _...._.X ,O'fl1 1 n e 1 n n 1 1 n-l a 1 n-1

Una vez conseguido esto, M:= Hnmln .....M1 verifica:-1

[f (X ,.._..;=(),.._.f (X ,.._.X )'I.I"1 = [f (0,...,0),.._.f (0......Ü)'I1 1 n s 1 n 1 e ' '

Comoel último vector pertenece a las es trivial encontrar una matriz A

tal que Lf1(0,..._.t'.'))...,f°(0,...,0)].ñ = [1,Ú,...,Ü].

Entonces el punto es ver cómo probar que existen las matrices Mk.En

general, cúando existirá una matriz M unimodular' que permita hacer

[f (X _...,X ,b)...,f (.1 _....,X ,b).I.M =1 1 n-1 ' s 1 n-l.

= If (X ,.._..X ,b’),..,f (X ,..,X ,b')]1 1 n-i. a 1 11-1

con b, b'e kEX ...._.>( l .1 n

Digamos que b "* b' si existe una tal matrt. Dados f1,...,f° se define el
conjunto

C = {_ ce k[X1_....,Xn] tq.para todo par b,b‘_. vale que

(bsb' +b"'tf)}
(mod c.n)

Se prueba que C‘es un ideal y que coincide con R, en particular como

X E 0 ,r'esulta X “‘ O 'y' existe entonces M .n (mod 1.a) n n

Usando estas ideas el qrupo Noaï Fitchas demostró 1a siguiente versión

cuantitativa y alqoritmica de este teorema:

sea k un cuerpo infinito, sean f ,....1" e F:=: kLX,...._.XJ,
1 B 1 n
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cl:=1+ mai: {deq(f_)}_. y suponqamos que :=[f ......f le li es un15 i.,sz ' l. ' 1 s

vector fila unimodular. Entonces existe una matr'u uiadrada I"! = [müle

Re“ tal que

(i) M es unimodular

(n) F.|‘| = [Laguna] e R‘“
(Jin)(iii) dea(M):= ax . 1. <

153 {detflmüh _ d15?

(iv)r1es un producto de (nzszdz) matrices que son o bien elementales, o
u

bien de la forma [ U I ], para alguna matriz T e Sl_a(R).3-2

(v) una matriz que verifique las propiedades (i)a(1v) puede ser computada
z

en tiempo secuencial: s4 dom)

‘ loqzsd)tiempo paralelo: Ü(n

Para demostrar el Teorema de Guillen- Suslin constructivamente definimos

a partir cle f1,..._.fsun conjunto

C' = { ce latX1,.._.XJ tq.para todo par b,b" vale que. h

b’ .. entonces existe una matriz M que se puede enhibir talmod(c.n)

que l'f (X ,..,X ,b)..._.f (X ...,X ,b)].H =1 1 n-l ' s 1 n-1

= [f1(x{...,xn_1,b ),.._.f°(xl,.._.xn_‘,b )_]¡

La idea es caracterizar el conjunto (3',dar la 'forma de construir las

matrices correspondientes, y encontrar en él suficientes elementos ct
como para escribir 1 = E a_.c._. con a‘e HX ,..,X 'I.

|. l. I. i n

Este algoritmo constituye una demostración constructiva y más elemental y

directa del Teorema de Suslin, y no se incluye en este trabajo ya que el

algoritmo que se detallará 1o contiene como un caso particular.

La Conjet¡.nra de Ser're representa además un caso particular del



problema oeneral de resolver sistemas de ecuaciones lineales en el anillo

de polinomios R.

Los aspectos cuantitativos y algoritmicos de este problema fueron es­

tudiados por primera vez en 19Eó,on un articulo de G.Herrmann [141,31

reconsiderados luego en [20! 3/ en numerosos articulos sobre bases de Grob

ner (ver [5] y las referencias dadas alli).

El problema oenoral de resolver sistemas de ecuaciones lineales en

anillos de polinomios es espacio exponencial-completo e involucra necesa­

riamente cotas doblemente exponenciales (en el número de variables) para

los grados de los polinomios que aparecen como solución.(ver [17],[1])

Consideremos, como un caso particular, el problema (general) de repre­

sentación para ideales polinomiales:

dados polinomios f,f1,...,fs e R=k[X1,...,X],tales que f pertenecen

al ideal generado por f1,...,fs, consideramos el problema de encontrar
una representación f= m f +...+m f con m,...,m e R

1 l B 8 8

Se sigue,de [Na-Me] que m1....,m pueden tener grados mayores que unaB

cota inferior que es doblemente exponencial en n.

Sin embargo, si f=1, el problema de encontrar una representació‘t

1=mlf1+...tm'f admite una cota superior simplemente exporwrncial para losB O

grados de m1,...,m.Más precisamente vale el siouiente NullstellensatzB

efectivo:

sean f .....,f e F’.=I';I_X,...,X ], d:=ma>:{ deg('f_)} (donde deo nota el
1 o 1 n 1;»;0 n,

qrado total), y supongamos n I'.=-1 y d 3'. Entonces la (f‘,...,f°) si y

sólo si existen m ...._.me H tales que 1= m f +...+m f con
1' s 1 1 s 5

magédeq(m_f_)s d". (Ver [10], [4], o [122i y las referencias dadas alli.1_\._s ' L I,

F’uedenencontrarse demostraciones elementales de este teorema en [10],



[19], D ¡7] ).

La condición le (f1,..._.f) significa que el vector fila f:=[f1,...,'f°]8

perteneciente a R“ es unimodular. El teorema de Guillen-Suslin ([16],

Chapter III, Theo. 1.8 y Hemark 1.10 ), dice que bajo estas hipótesis

existe una matriz unimodular Me Rex tal que F.l"1=[1,0...0].Esto implica
m

que 1a primer columna [:1] de M satisface 1=m1f1+...+m°f°.En particularm

la demostración de Suslin muestra la existencia de una tal matriz unimo­

dular M,resolviendo asi el problema de‘encontrar una representación de

1 como combinaciónlineal de (f‘,...,'fs). enbareo, las cotas para los
grados y para la complejidad que se obtienen revisando esta L1‘í’iílDSLf'ilCiú‘l

desde un punto de. vista alqoritmico son muy or‘uesas.(ver LB] y [21]).

Cabe señalar que el orden de las cotas encontradas en el trabajo del

grupo Noaï Fitchas mencionado anteriormente(polinomiales en s y simplemen

emponenciales en n), no puede ser mejorado ,como muestra un conocido

ejemplo de Nora,La2ard,Masser y Philippon.(ver[3]). Es natural ahora pre­

guntarse si la solución qener a1 de la Conjetura de Serre (como fue enun­

ciada antes) admite también cotas simplemente exponenciales para los

prados y para la complejidad. Desde el punto de vista constructivo esto

puede hacerse iterando el algoritmo para una fila, pero esto conduce a

cotas que son doblemente exponenciales en el número de filas de la matriz

En este trabajo se contesta esta pregunta afirmativamente demostrando el

siguiente teor ema:

sea le.un cuerpo infinito ,. R:= k[X1,...XnJ, y Fe Ffisxsuna matr'u uni­

modular con coeficientes polinomiosfiea cl:= 1+ del..|t'F').Entencesexiste una
_exematriz cuadrada Me R tal que:



(i) M es unimodular
rx!

(ii) FJ‘I = [ 1 .01 e F1r
1(iii) doom) = (rd)um

(iv) H es un producto de ÜanszU'dznn matrices. que son o bien elementa­
'|" "l . .

les o bien dc- la forma [ o É ] para alguna matriz le b‘L“(HLe-r-l r

(v) una matriz M que verifique las propiedades (i)a(iv) puede ser computa
2 a z . z z

l I +da en tiempo secuencial: so“- ) run ) du.-I r )
4tiempo paralelo: CKn4r loqzísrdn ‘

mediante un arithmetical network con entradas en k (ver [13] o [11] para

la noción de arithmetical network).

Este resultado es además un caso particular del problema general de

resolver sistemas de ecuaciones lineales en el anillo de. polinomios R,

con la propiedad de que admita cotas simplemente exponenciales para la

complejidad y los grados.

Finalmente, observemos que los resultados permiten computar" en tiempo

simplemente exponencial una base del H-módulo libre dado como el núcleo

de una matriz unimodular sobre Fc.

Este trabajo incluye además dos apéndices, en el primero se da un test

eficiente para decidir si un módulo dado por generadores 'y' relaciones

sobre el anillo de polinomios es pro‘yectivo (y por lo tanto libre), en el

segundo se da un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones lineales

polinomiales con la siguiente complejidad:

m0“)

con coeficientes

tiempo secuencial:

tiempo paralelo: (log nom“

donde m es el tamaño del sistema.



Preliminares

(1.1)Notaciones: Sea k un cuerpo infinito con clausura algebraica l: y

sea R:= k[X‘_....,Xn'I.Sea (Él=[qü“luna matriz polinomial con coeficientes

qi’j en R. Se define deg(('_1!):= {deg(qü)}.(como es usual, deg nota el

qrado total en X1,...,Xn)

Gljnotará la .i-ésima columna de ELUnamatriz l?)de m columnas será escrita

a veces como ILTII,...,LTIm].I'1ásgeneralmente, si I=(il_....,ir) es una suce­

sión de números naturales con 1 S il<2...<ï;irsm. HI notará la matriz

(El:=[ El. ....._.GI.l. De aqui en más fijamos una matriz F-'-'[‘f..|e Rms.
x .u lr I-J '

donde rSs, y sea d:= 1+ deg (H.

(1.2) Observación: También llamaremos F a la aplicación R-lineal
S . f

F:
C? 1“ «3 F

t- . .donde I- es la matriz de sxr obtenida al trasponer F.

Las siguientes condiciones son equivalentes:
. V S r . .(1) l-: F: + F: es un epimorfismo

(ii) el ideal de R generado por todos los r>1r subdeterminantes de la

matriz F es trivial (o sea contiene al 1)

Demostración:

(3-431)La propiedad de ser epimorfismo se preserva bajo especializacio­

nes de los coeficientes de 1a matriz, luego si todos los menores de tama­

ño r tuvieran un cero en común (a ,...,a )_.ranooLf..(a _.....a )] <L'r, y
1 n ¡,1 1 n

no seria epimor'fismo.

(LD-¡(1)Sea l = E c_.D, donde l), recorre todos los subdeterminantes de
L l. l

rxr. Desarrollando cada uno de estos determinantes por la primer fila y

reagrupando los términos obtenemos 1 = E 'f1_.a,para ciertos '_-/esL l. l.



irnnediato verificar que F.t(a1,..._..as)= (1.0,...,(Z)).Haciendo lo mismo

para cada fila se obtiene que F es un epimorfismm.
(1.3)Definición: La matriz F se dirá unimodular si satisface las condi­

ciones (i) y (ii) de (1.2).

(1.3.1)Ejemrulos:En el caso r=1 la matriz fila F=I'f1,...,fs] es unimodu­

lar si y sólo si el ideal (f1,...,f5) es trivial.
En el caso r=s la matriz cuadrada F es unimodular si y sólo si su determi

nante pertenece a k-{Ü}, o sea sii. F es‘ inversible en Hua.

(1.4)Notaciones: Ir notará la matriz identidad de r>:r. Si A 'y' H son

matrices cuadradas, entonces AGBnotará 1a matriz
Una matriz cuadrada se dice elemental si es iqual a 1a matriz identidad

ealvo,eventualmente, un coeficiente no nulo hiere. de la diaqonal.

SL (R) es el subconjunto de mem,de matrices de determinante 1.
m

(1.5) Observación:
BXI‘Sea Z=I_Z_.]eFC . Entonces F.Z es una matriz de r>:r que satisface:

H

det (FJI) = E det(FI) .tdet((-Z)I)I

donde I recorre todas las posibles suceciones de números naturales

(ii,...,ir),. con 1 S h‘Ï...‘Ïir S s.

Esta identidad se conoce con el nombre de Fórmula de Binet-Cauchy y

puede encontrarse una demostración de la misma en [12J,Chapter 1,5 2.

Esta fórmula se usará repetidas veces en este trabajo, una primer

consecuencia es la siquic-nte:

1-;L



sea A=La__] la matriz unimodular' de sms:
‘-J

x 1 l
TI I

x 1 ¡n I
-- l
..x h

" i
................I¿.i.......

i os
l 0:1

1 i o

X para i=j S rn
o sea a“ := 1 para j= i+1u

1 para i=s_. j=1

y a“: 0 en los demás lugares . Sea F'=F.A y supongamos que

deq(det[ F‘,..._.Fr])Z deg(det(F!)), para todas las sucesiones de números

naturales I=(i1,...,ir)_..con IS ir-í...<íir Ss.

Entonces deg(tlet[F;,...,F;]) 3- deg(det(|—"¡)),para tc-do I=(.i_|._....ir),

I distinto de 1a sucocesión (1,..._.r). Además dc'q(F’)s (l= l+n1c'g(F).

Se elige un producto E de matrices elementales tal que E permuta las

columnas de F de manera que para F":= F.E valqa que

deq(det[F"'_...._.F:J 2 deq(det(F;)), para todo I==(.1'_1_.......i:).Au.le-.‘.«más_..como

k es infinto, puede suponerse lueqo de un cambio lineal de variables

apropiado, que det[Fï,...,F",l es mónico on todas las variables X‘,..,Xn.r

(1.5.2) Vemos entonces que reemplazando a F por F.E.A y realizando un

cambio lineal de variables, puede suponerse que l).= dot[F1,...,Fr] es

mónico en todas las variables X1,...,Xn._.y que deg(detrFr....,F°])I>­

13-deq(det(FI)), para todo I,distinto de (1,...,r).(Übser'var que este

procedimiento puede cambiar d por d+1).

_."
._'|



2.Resultados

(2.1) Teorema A: Sea Fe FC“aunimodular.Entonces existe una matriz cua­

drada Me R5“ tal que:

(i) M es unimodular

(ii) F.r'l = [Ir,tQ)_le R’"

(iii) deg(l"l)s (rmü‘n’

(iv) M es un producto de U(nzsz(rd)zn matrices, que son o bis-Jnelementa­

les o bien tic-nen la forma T01 para ‘alouna matriz ['e Sl- +1(¡441).B r-r-1

(2.2)Corolar102 Supongamos que Fe H”, es unimodular y sea F' c HS el
, . 7. s .r ‘ .sxs .nucleo del epimorfismo F:R + H . Sea Me H una matriz cuadrada que

satisface las propiedades (i) a (iv) del Teorema A.Entonces las últimas

s-r columnas M“n ..,M de H forman una base del H-módulo libre F'. EnI“ O

particular, P posee una R-base que involucra sólo polinomios de urado

(rd)U(m.

(2.3) Teorema B: Sea Fe Rua unimodular'. Entonces una matriz cuadrada M

que satis'faqa las propiedades (i) a (iv) del Teorema A puede ser computa­

da mediante un arithmetical network con entradas en k en

z . z . z z

tio-:vmposecl‘qencial: r0m )s0(r )dm +r 3

tiempo paralelo: Um‘r‘loqzísrdn

(2.4) Corolario: Sea FE Ftr" unimodularEntonces una R--base del núcleo F‘

del c-pimorfismo F:H°+ Hr que involucre sólo polinomios de grado a lo sumo

(rdlmn) puede ser“ computada mediante una red aritmética con las



mismas cotas del Teorema H.

La demostración de los Cor'olarios (2.2) y (2.3) es inmediata. En par'Li­

cular el Teorema E implica una demostración constructiva de la Conjetura

de Serre.

3. Demostracion del Teorema A:

F‘ara demostrar el Teorema A es suficiente con probar la siguiente

(3.1) Proposiciom Sea Fe Rms unimodular.‘Entonces existe una matriz

o tal que:cuadrada Me R"

(i) H es unimodular

(:Li) F.I"1= [fij(X‘,..,Xn_1,O] ( o sea F.M es inua] a la matriz Chi!r'>:s

obtenida especializando 1a variable X en 0 en la matriz F).h

(m) degfl'l) = (renu‘m

(iv) M «.35un prüducto de Ü(n sz(rd)zn) matrices. que son o bií-"l'l'lelementa­

les o bien tienen la forma T01 para aluuna matriz l‘e SL. (R).a-r-1 r+l

E1 Teorema A se obtiene aplicando sucesivamente la Proposición (3.1) a

F=[f.,(X ,...,X )], [f._(X ,...,>( ,0]_...._.[f_.(X _....,X_,O,..._.0)'_| ,.
u 1 n u 1 n-1 1-1 1 1,

Ef,¡011,0,...,O)].(Übservarque especializar variables en O no aumenta. elu
grado de los polinomios y que la unimodularidad y lo asumido en (1.5.2)

se preservan en el procedimiento.

(3.2) En 1a Proposición (3.1) 1a variable X juega un rol diferenciado doh

X1...._.Xf. por lo cual resulta conveniente introducir las siquientesn­
mutaciones:

(ii) t:= X (lueqo ACt] = R)n



(iii) para todo o,b E R, sea q(b).= q(X _.....,.X ,b)l n-i

(iv) para cualquier matriz El=[q¡_jlcon coeficientes qiqu H '7/para todo

be F: sea Gl(b):= [q¿j(b)]

(v) Notamos por And al espacio afin de dimensión n--1 sobre

(3.3) A continuación se esbozan los pasos fundamentales de la demostra­

ción de la Proposición (3.1):

Paso 1: Se construye una sucesión de polinomios C1,..._.CNe A de urarlo

acotado por (rd)z_.N S (l+rd)zn, que tienen las siguientes propiedades:

- 1 e (c‘,....cN)_.o sea el ideal de A generado por c‘,...._.cnes trivial.

- para cada 1 S k S I‘d existe una matriz no singular de sxs con coeficien

tes en k (on simbolos Ak e GL°(l-'.))tal que

c = Res [detE F‘k’,...,F‘k’], du52t[F‘”,...,F‘“.F”"]]k t 1 r 1 r-1 ¡"+1

donde Fik),...,F;k) son las columnas de Fans: F.)\k y Rest nota. a. la

resultante con respecto a la variable t.

Paso 2: Comoconsecuencia del Nullstellensatz efectivo [IU'I I'héoráme l ee

obtiene una representación t = alc‘+...+aNcN con ak e FLt c P. y

iQÉïNdemakck) S (rd)zn +1

Paso 3: Para cada 15 Iv:S N se construye una matriz unimodular I‘IkeRs",

(de hecho un producto de (r+1).(s—r--1)matrices elementales y una matriz

Cde la forma Tolsqú) tal que ,. para bk:= 2 a c .. b := h hE a
15hs: h h k" ¡ShSk-n

y F‘k):= F.Ak vale 1a siouiente iqualdad:
-(k) = (lo
f- (bgmk F (bb!)

. I . _= -1 . . _ =
Si llamamos ahora ER. Ak.l"lk.l\k obtenemos que F(bk).l'-_k F(bk_‘).



La matriz Ek es unimodular y es un producto de (r+1).(r-s-1)+2’sz matrices

elementales y una matriz de la forma T01 , con Te SL (R).O'T'l ¡”"1

)} ="1Además se tic-ne que dog Ek S dog ¡”IltS rd(1+rd) maxídecu'tuk),r1eg(l:)k

= (rd)u(n).

Paso 4a P1par'tir de los pasos 2 y se tienen las siguientes igualdades:

F=Flït)=F(b )_.
N

F(b )=F(b ).E .
N-1 N N

.. ‘____ .I . .I-(bkú, F(I:¡k)Ek

)= ï= . .F(() F030, F(b1)E‘

Asi Ekverifica las propiedades (i) a (iv) de 1a ProposiciónM:ÏSgSN

(3.1).

Los dos lemas siguientes corresponden a [216]Chapter III,l lemma 1.4 y

Theorem 1.5. La forma particular que tienen se debe a que para la demos­

tración dc-rlos teoremas A y H se necesitan argumentos constructivos y que

involucren solamente polinomios con grado controlado.

l.

(3.4) Lema: para cada E e An- existe una matru A e ULsfk) tal que:

sea F’:= F.A_. D':= det[F',..._.F']5 D':= detLF',..._..F" ,F" J y1 1 r z 1 r-l r+1

c:= Restw’fDé) la resultante de D; y L3; con respecto a la variable t.

Entonces df) al!0.

Demostración:
l

Sea ¿=(51,...,cn_1) e A" dado. Sea k[‘('h=k[yu;151',j5s]
. . . z .

el anillo de polinomios en las s variables nuevas yn,...,y sobre li.BB

Notaremos con Y a la matriz genérica Ey“! de sz-ascon columnas Y1,...,Y°u



33.4.1)

Notaremos con Y’ y Y" a las matrices de s>:r‘ I‘r’1,...,‘(] yr

[Y _...._.v _.v l respectivamente. F‘:= F.Y e (R e k[‘(])"‘°1 r-i. r+l k

De la fórmula de Binet-Cauchy (Observación (1.5)) vemos que

g det(FI) detu‘v' >1)D':= detLF',..._.F'_I =
1 1 r I

D':= detLF‘,...,F' ,F‘ I = zum-(F ) detu‘Ym1 r-1 r I II+1

donde I recorre todas las sucesiones (11,...,ir) tales que 15h<íí..<iirSs.

,Y):= Res (D',D’) la resultante de D' y D’ con—1 t 1 z 1' zSea c:= c(X ,..._.X1 n

respecto a la variable t. ‘

Se afirma que c(E_..Y)= c(Ei,....fn_‘,Y) r! C). Veamos esto: Por (1.5.2)

se tiene que degt(det[F'1....,Fr1) 2?»dngdeHF‘ID para todo Ir! (l....,.r)

(dent nota el grado en t). Además det[F1._.....,F'rles mónico en t.

Estos hechos y (3.4.1) implican que tanto en Il"1como en Ü; el monomio de

mayor grado en t no tiene a las variables X1....,Xn_1y por lo tanto

tomar resultante conmuta con la evahxación cin E, o sea

(¿(6,30 = Rest(D'1(E,t,Y'),D;(E,t.Y")).

Suponqamos ahora que c(f_.Y)= 0. Entonces existe pe ¡[tffl con degtipkl

tal que p divide tanto a D"(E_.t,Y)como a Dé(E,t,Y")_.(obsérvese que

Dí(E.t) no es el polinomio nulo y tiene grado 2 1 en t).En particular se

tiene que pe ¡[tflfunfl'rül Sea ge ¡{[tfl'j tal que

(3.4.2) p.g = D; = z; det('f¡(f,t)) det((t‘(’)r)
1

Sea J c ¡[tJEY‘Jel ideal generado por todos los determinantes det((1'Y')I

.J es un ideal primo homogéneo. De (3.4.2) vemos que p y g deben ser homo­

géneos en Y' y que deovím) + deqvjo) = r. El polinomio p no pertenece

a J ya que es homogéneo en Y' e independiente de vr. Como L)”1e J por

r'. Luego.J es primo se concluye que o e J que degyÁ'T-I)P:(3.4?) V

degylp) = Ü ,osto es pe ¡[t I. Ahora una vez más por (3.4.2) vemos que



esto implica que p divide a cada uno de los det(FI(E,t)), (para "vc-resto

basta evaluar las variables "¡Uon unos v ceros apropiadamonteJ-"oro la ma
tr'iz F' es unimodular',o sea que el ideal Generado por todos los polinomios

dot(F (¿.t) es trivial, lueqo pe lo (¡He contradice uuu-3dog (p)3:1,

probando nuestra afirmación.

Como le.es infinito y c(E,Y) a! 0 existe una matriz A = [Au] e ha”
tal que: — det A at C)

_ .. ¡le ‘dCt [Au] 15,55, "’

- c (EM) ae 0

teniendo en cuenta (1.5.2) y (3.4.1) es inmediato verificar que para esta

matriz A el Lema (3.4) es verdadero.­

(3.5) Lema: Sean D := dcetL'F _....,F 1. D == detL‘F _....,F _.F' 1.1 1 r z 1 r-i r+1

Sea c:= Rest(Dl,Dz)la resultante de l)1 y D2 respecto a t. Entonces para
todo b y b’e F: tales que b s b' (mod CR) existe una matriz unimodular' M

Me Ha" quo verifica:

(i) F(b).M —-F(b’)

(ii) deu M S rd(1+‘¿rd) ma>1{deq(b),deo(b')}

(iii) M es un producto de (r'+1)(s-r'-1) matrices elementales y una matriz

de 1a 'forma Tel .o-r-i

Demostración: Sean g, h e R tales que

= '. + .c gD1 th
podemos suponer sin pérdida de generalidad que degflg),CIE-uni)“ieu(c)S(rd)z

Sean b,b' e H dados con b--b' ecFI, existe para cada r+2 S j S s un vector
¡”Mi

columna (JJ. e R tal que Fj(b’)-Fj(b) = CASH.

Sea fi:=ma>:{deg(b),deg(b')}, notar que dog (Bi) S d.{3. Dado que c no

l‘?



depende de t tenemos que C = g(b).D‘(b) + h(b).Dz(b), luego

F_(b")-F_(b) = D (b).G’_(b) + D (b).í3“(b)_.. donde G’:= q(b).G ,y
J J 1 1 2 J J ' .l

{3'}:= h(b).Gj. Observar que deg(G'J),Lleu(G“.) S (r"d)3f3 + CLRJ

Sea B := adj [F (b),...,.F (bn y E4:= adj[F (b),..._.F (b),F 03)].1 1 r 2 1 r-1 r+1 '

las matrices adjuntas do las matrices de r:-:r [F1(b),...,F(bn yr

[F (b)....,F (b),F (b)! respectivamente. Entonces1 r-1 r+1

D (bLG'. = [F (b),......F (b)! (H .G') ‘_‘/
1 J 1 r 1 J

D (b).G'f = [F (b),..._.F-' (b)..F (bl'l ¡El .Ü") . .
2 j 1 r-1 r+1 2 J

De estas iqualclados se concluye que

F.(b') -- Fib) = g .F (b) +...+ o .F (b) para ciertos polinomios
J J 1 1 r+1 r+1

(:11,....,C_T¡M1e R, de qrado acotado por r.d.fi + (r.d)zfi. Esto vale para

todo ¡"+12S j S s, luc-go existe una matriz unimodular M' tal que:

'- F(b).|"l‘ = YF"(b),...,í- (bm: (UL-"gl: (b')]1 r+1 r+2 5

— deg (rr) s r.d.f3 + (r.d)zfi

- I‘I’es un producto de (r'+1).(s-r—1)matrices elementales.

Ahora cambiamos las primeras r+1 columnas:

Sea T la matriz de (r+1)>:(r+1)definida por

F1(b)...F (b) F H(b) F1(b')...Fr(b") F +1(b’)T:= 1/c . adj r r . r
0.. . ....-h(b) (Hb) U. . ,....—h(b') r_.1(l:1')

Como b E b' (mod CR) y c = c(b) = c(b') os fácil 'vc-r' que reR‘N‘mm"

y que det“) = 1. Luc-no "le SLrHíH). Se tiene ama-más que

[ F (b),....F (b)].T = [F (b'),....F' (b')'l "/ demT) S E(r"c1)zf3+ rdB1 r+1 1 r+1

Es fácil ahora verificar que M:= M'.(TOIBr 1) verifica (i.),(ii.) y (iii)" — I

(3.6) Fin de la demostracion de la Proposicion (3.1):

Supondremos que «:IemF) 2 2-3.F151 c123.

FJ c.



Paso 1: Para cada te ATP-1se eliqe A e L-iLtlf.) como en el Lema (3.4).
Sz

Sean F‘E’:= I-.A _. 1>‘E’:=det[F(t’.....F‘E’].

D‘t’:= clet[F(t)_...._.F(€)_. F‘E’], 'y c := Res ¡,D‘E’, D‘c’). A51,
2 1 r-a r+1 E t 1 z

_ zC()#U*UGCS(FCI).
5 E / n E

Sea {C‘,..._.CN}S {CE ; ¿e And} una base del subespacie laz-lineal de V

generado por todos los ct. Es fácil verificar- que:

(i) le (C1,...,CN),es decir" el ideal de A generado por C1,...,CN es,
. . . 2'. ‘ .- '3 ' .-. '.>' Í- < .tr1v1a1 be hem admnás que igÉSNdegU-k) _ (rd)

(1.1:)N s dim w s (1+r"d)zn

(iii) F’ar'a cada 19:3“ existe una matriz Ake GL.(la) tal queS

c = Res [det[ F‘k).....F(k"l, dmtl’.F""....,F"".F""’|]k t 1 ' r 1 r-i' r+1

(lo: [F(k>’m’F(k).l== FIA I1 e k
dende F

Paso 2: Del paso 1 (i) 3/ del NI.|llstellensatz efectivo [101 'Íhéor‘éme 1

concluimos que existe una representación t = .¡¡‘t:1+...+aNr:Ncon aye Put y
zn

max deq(ac) Sigïg’)‘ +1.

Pasos 3 y 4: Para ISP;er sean b := 2 a c _. b ':= E a c y
k 15h5k h h k“ 15h5k-1 h h

F‘k):= F.Ak. Como por construcción bkE bb1 (mod CEF!) y

c = Res [det[ F""_....,F""J_.de't[ F"",...,F""_.F”"1]k t 1 r 1 r-i r+1

se puede aplicar el lema (3.5) a esta situación. Existe:- entonces una

matri: unimedularer sts que satisface:
(lc) _ -(k)

F (IznkMIk í- (bb!)

- devenir-1P)s rd(1+2rd) m.a>:{deq(bk),deq(tnkun- = (r'dJÜm) (ver paso 2

- I‘Ikes un producto de (r'+1).(s-—r-1)matrices elementales "y una matriz



de la forma T01 _. con TE b‘L (H).a-r-t r-H.

_, _ _= -1 > . . . = . _. _l-ara Ek. AkJ‘lkAk se obtiene que I'-(bk).l:’lc Moka). Finalmente

Elc verifica las propiedades (i.) a (iv) de la Proposición (3.1).

4.Demostracien del Teorema B

(i) Usando álgebra lineal sobre II;(ver [:2], [9], y[18]) y técnicas «le

interpelación como las descriptas en [11] se deduce inmediatamente el

Teorema E en el caso dee f=1 (o sea d=2), y en el caso s = 1. Supondremos

entonces, de aqui. en más que d Z 3 y que s 2 '2. También supondremes r<ís

(el caso r=s sigue simplemente invirtiendo la matr’u F).

(ii) E1 Teorema A se deduce aplicando iteradamente la Proposición (3.1)

cuya demostración es casi algoritmica. Sólo el pase 1 rIe-esta demostra­

ción no es alqorltmico (ver (3.3) y (3.6)). Este paso se basa en el

Lema (5.4). En esta sección se describirá un algoritmo que tiene como

datos de salida una familia finita (Ak; 1g hs H) de N = Ü((,s.r2dz)r) =
z

Ü(I" ) . _ . . n-i. . _
= (sd) matrices Ake ELstk), tales que para cada te A C'NIE‘CHla,

15 S N con la siquiente propiedad:

(k)_ ._(k) (k) _= - i
F — [r1 _...._.r-'e J. r-.Ak ¡

c = Res [det[ F"",...,F"".J, det[ F""_....,F"",F""J]k I. 1 r 1 r-l r+1

entonces ckt'f) al!0. (comparar con Lema (3.4)). Asi, le (c1,....cN).

Hepitiendo ahora los argumentos del final de la demestación de la Propo­

sición (3.1)_.se obtiene constructivamente una matriz Me RMoque verifi­

ca las propiedades (i) a (iv) de la Proposición (3.1). Aplicando esta

versión alqoritmica de la Proposición (3.1) iterativamente ( n veces),se

eliminan sucesivamente las variables X1...._.X,. y se- ebtiene el Teorema B11

M hJ



(4.2) Notacionesn Usar-emos 1a notación introducida en (1.1),(1.4)y (3.2)

Establecemos también la siguiente notación adicional:
, ..|.xmsean 1, rn, p numero naturales y sea Ge H .

(i) Supenqamos 1 S m. Para cada sucesión I=(i_1....,ip) tal que 1 S ia 42..

.‘ïip S 1,. GI notará a la matriz G :=I'GI. ,..._.E!_JI I ¡.1 tr

(ji) Supenqamos 1 L!-m .Par'a cada su..¡cesión I'—"(.'u_...._.ip)tal que

1 S ia ‘i...‘:ip S 1, GFInotará a 1a matriz de pxm cuyas filas son las

filas 11,..._.ip de C-l. ‘

(iii) Diresz que El es unimodular si El o tí] es unimodular ezn ul sentido

de (1.3).

(iv) En 10 que sigue I1 notará la sucesión 11==(1,..._.r)‘y Iz la sucesión

I :=(l,...,r‘-1,r‘+1).z

(4.3) Siguiendo (1.5.2) supondremos de aqui en más qlle det-(FI) es mórn'co
1

en todas las variables y en particular en t, y que

dngdettFI )) = decKt'IeUFI)) I)"deq(det(FI)) 2 degt(clet(FI)) para toda
1 1

sucesión I_. I a! 11.

(4.4) Para cada 1 5 i S r- eleqimos un conjunto finita Ac ¡zz-{Ü}de car-di­
l.

(r'+1).d+1 para i <1r­
nal MA.)

t 2r'.(s—r).dI-1 para i = r'.
Para cada 1 S i S r-l ¿elegimos otro conjunto finito ELc k-{O} tal que

l,

#(Bi) = rsd+1

Para carla (01:8):=(a‘,...,ar;fii,...,fir_1)eiSgsr At H ‘slgsrúEi.t

consideramos 1a siguiente matriz de sus:



1 0......0 Ü 0.....0
(4.4.1) a ......Ü .......

1 a 01......0 . .......
1 1 a

a pz a (3 o o o1‘ zz..... ......
...........1 0 0.....0

A := ......a 1 0.....0
(auf?) r-i......a 0 1.....0«en:....... 01.....0

r

s-z s 3 s-r s-r-i
a a . . . . U . . . 1181 282 ar-lfir -1 r

numero de col. a 2 r-l r r+1 a

La matriz A = (A__)ek“. está definida por:
(0GB) u

1 si. i. = j
._._‘CLBÏJ aijo-iSi. ijr

A ._ J .l'u" i-j
Olr oi. r+1 < J S i
0 on Los demas lugares

. . = V . = 2 Zr .Hemos deflnldo asi N. #(‘sgsr At .. igtsrü Ut ) O((r Ed )) matrlces
A .

«aan

(4.5) Natacion: Para hacer mas simple la exposición elegimcs un arden

fijo en el conjunto de todos las par-es (cqfi)recién introducidos. Asi, si

(01H?)es «31k-ésimo par- en este orden escribirnmos Ak «en lugar- de Amar),
z Zr . . . (k) i

donde 1 S k S N = 0((r' sd ) ). Escrabu‘emos tamblén F := F.Ak.

24



(4.6) Lema: sea i, 1 S i S r-1. Entonces para cada te Ah-ioxiste k.lSkSN

tal que FZÏ’ “(tune (¡HDNi es unimodular,(es decir sus menores de
tamaño ixi no se anulan simultáneamente)

Demostracion: Se procederá por inducción en i.

Caso 1:1

Para ae A! y Be Et1consideramos el vector columna Gian definido

por: Clan = F1 + elsa-tai); Fj+2 ,. ‘o sea si (aiaz..ar;fi‘fiz...fir_1)

es el k-ésimo par en nuestro orden se tiene que Gafi(t,t) = Luego
es suficiente con probar la siguiente

Afirmacion: F'ara cada ¿afin-1 existe ae A! y {ie E41tales que Gap es unimo­
«.lular.

1Demostración: Supongamos que para algún te An_ dado,nin'qún vector colum­

na Clan con ae Ai y Be ¡El1es unimodular.

Entonces para cada (01,18)ePa): El1e>n.ste aafie k tal que Gafi(t’.aafi) = 0.
' . -1 _

Para rie B sea C! := [ F . E f3" F_ I. Notar que El = LF ,a (H -F)1
1 f3 nosjso_z ¡+2 {3‘ a af? 1

para cualquier ae A1. Fijemos por el momento un elemento Be E41.Considera

mos la matriz HS!.F ,...,F Je Rrxr. Se tiene que detEC-I,F ,.....F J =z r-1 fi 2 r­}? 1

= r-z . _ _ j fi a- __ _ _
fi det[F1.Fr,Fz,...,l-r_1] + fi dntLI-rJ j+z.Í-z......F-r_1_]r-ISJSs-Z

Luego (4.3) implica que det“?! F ......_.F J es mónico en t. Asi,
f?" z' r-t

det[('ilfi.F2,...,Fr_z'l[f,t] a! C)y la expansión de Laplace a lo largo de las

dos primeras columnas de [93.F2,...,Fr_‘] muestra que existen dos filas

digamos la 11 y la iz tales que det((Gfi)_ _ )(E_.t) a! 0. Übservemos(1.1,t2)

ahora lo siguiente: Nuestra suposición acerca de E dice que para cual-­=
< 1. Luego debe ser0.0)] _

quier ae A! vale que C-IaB(E_.aafi)= U. Luego, rangoflll
._ -i . _

rango Lí-‘(fiaafih a (nm-F1J(E.a



' ... )=ü.. . '. 32+x
det((Qfi)‘u!u)(E.aafi) para torlo ae A! Como # Al d 1 /

deg(det((C-! )(u “DM-.19» S 2d concluimos por el principio de los

casilleros (piqeon hole principle) que existen dos elementos distintos

cx. ae A tales que a = a Definamos a := a = a1' z 1 al?1 0'28. fi aan
Lueoo

Olaf?"

tenemos las ecuaciones:

- _ _ _ 1'

U - Ga‘fifiafi) — F‘(E,afi) i- a E fi Fj‘2(E_..afi)1onSo-z

2onSe-z
. _ i = _ j -l

z.»— maz (Lap) F‘(E,afi) + a z n Fj+z(E,afil

CODafla
1 2

. . _ _ _ Y. j _. _ _

esto implica que í-‘(fiaf’j — U y z f3 F-_+2(E_.a — U.
)

onSa-2 J fi

Ahora dejemos que fi varle c-n E“: para cada {ie El1eleqimos un elemento
_. _ _ _e tal que F (¿5.a ) = U y 2 fi Í-, (E,a ) = U.

1 fi onSe-z Hz fiaz?

Sea "' la relación de equivalencia definida en B1 por:

{3 "' {3‘ :c=> al? = a8, para ¡3, Be E41.

Notar que (4.3) implica F‘(E,t) al!Cl. Por otro lado se tien que

deg(F‘(E,t)) S d. Luego ¡dí/W el conjunto de clases de equivalencia

módulo “‘ satisface #(Bíf‘) S d. Teniendo en cuenta que #E1 2 (s--'2)d+1

vemos ,nuevamente por el principio de los casilleros que existe un

elemento {-35E41tal que # í Be E“: {3 "' ñ }- Z s-l.

Elegimos ahora elementos 601...,f3°_ze En, distintos dos a dos y tales

que {-3"" f3_ "' {3 para C) S 1...1 5 s-2.
t J

Sea a:= afio = ... = ap . Tenemos que3-2

F1(Esa) = Ü

E( BJJ F. (E,a) = O para Ü s i S 5-2.
onSs-z‘ v2
Dado que 1a matriz de Vandermonde [(fi_)"| , , es inversible

L 0 S ¡,1 S a-z

concluimos que Fj+z(f,a) = C) para todo O S j S 5-2. Esto unido a que



F (La) = 0 implica F(E,a) = 0, lo que contradice que F sea unimodular.
1 .

Esto termina la demostración de la afirmación y establece el caso i. = 1.

Caso 1 l .1 r':

Sea ¿e And. Sabemos por hipótesis indn..lctivaque existe

k, 1 S la:S N tal que F30 _ 1)(E,.t) es unimodular. Para cada par,. . ,1,­

(a,{3)e Pai M Hi sea uan la matriz de rm;

El := I'F‘k) _ ,F. + a 2 J FH 1. Ü. sea si el k-ésimo par nn el- - o " . . "' "'a4? (1, xl) L OSJSB_‘_1 ji.

d. F‘a H tiene la forma .... .. : .... ..orden E1595)» tXISgSr-l i. (ar ai; ’ar'fit' 135132.4)

tenemos que (É! = F00 _.
atfii (1.. . ,1.)

Supongamos ahora que el Lema (4.6) es falso para i. Entonces para cada

(asma Pat x H_,e>:iste un elemento aafie Í»:tal que todos los su.1bdeterminan—l.

tes de ini de la matriz Lïlafi(fi,aafi)son cero, lo cual implica que
- ... S '— . ' ' s -- 1' .. .rangomafiwfiafil) 1 1 F1_1emo pOr ol momcnto un Llemonto Be E,t

_= ._(k> j _
sea m]? ' [Fun . ,‘x-D'Ft’ E fi Fj-vu-z]onSa-i-i

_ . (lo _ j _ . _

Dado que ranqo [[Fu" ___‘_”(E_.aafi),(Í-t+ a 05€;S°_?_1Fj*h1)(tmafi)1] _
= - . - < '-- I: '1 . < ' ‘

rango (Oafifimafin _ .1 l, -e tanE' que rango(Üfi(E,aafi)) _ 1 para todo
ete A. Luego para cada ae P1“.a e k es un cero común de todos los

I. 1. un

subdeterminantes de (i+1)x(i+l)de 1a matriz 03(E,t), considerados como
elementos de anillo de polinomios Ílt]. Probar-emos ahora que por lo menos

(Lt) es distinto de cero.
{a

rxr
.F_ ....._.F "le F: . Dado que A es triangu­

\.+.I. k[3' r-1

lar infer"ior'(4.4.1),la rmiltilinoalidad del determinante la fór'nmla de

un subdeterminante de (i+1)x(i+1) cle CI

Consideremos la matr'u [El

Binet-Cauchy iinplican que

.F_ ,..._.F ] = Briúdetllï _...,F._.F ,F_ _...,F 1 +
E"! 1 1. rCIF-ita]? r-i L+1 r-1



+ 2 c det(F) para cinrtc-s c Eh.I I I
1:111

En virtud de (4.35)esto implica que detlfl .F. ,...,F l es mónico c-n tfi ws r-i
" -_ .. _ '.: .' .......-" ' .. ¡I! . 3: ' ' '2 .. .>/ nn particular det(LHfiF-¡IH_ _Ír_1l(E_t)) U La e pansión de Laplacc
de este determinante a lo largo de sus primeras (1+1)columnas muestra

que existe una sucesión I de i+1 filas de {:1 tal que det((l'ílfi)r(f,t)) 3‘ Ü­{3

Notar que de«4(det((flfi)1(f,t))) S (i+1)d y que # A. 2 (i+1)d+1. LuegoL

existe por el principio de piqeon hole dos elementos distintos a1, aze

e Ai tales que aan = acl fi. Sea afi== aan = aa B.
1 z 1 z

Comopor hipótesis inductiva

Foo (E t) es uniJTodul-r' concluimos ue rar o(F(b (E a )=i-1
(1.. -.'L-1> 5 l ' d q" " "3 (1.. ..i-1>' 5''fi'

' - - '(k) ' ".v . 'n 1

For- otro lado Fu" _'.‘_1)(E,afi)es una submatri... de Gaidfiafi) / dt:

Gazfifia
) que tienen a lo sumc- rango i--1. Luego

f3

. _ (k) _ __ ¡ = _'
1 1 - rangcflFu” Ht_n(f,a )) - nnqoma (¿,51 )) ranqouJa (haranf3 ¡f3 fi 21?'

Esto significa que los vector-es columna:
. ymm ) + a z: 9’ F. . una

t fi 1 onSa-t-1’"“ fi)
i+ _

Fi(f’af3) a2 2 B I;+i.+1(E’afi)OSjSo-i-i
son linealmente dependientes de los vector-es columnas de 1a matriz

(lo . .

Fu" _’t_”(fi_..afi).Dado que a! z az esto implica que

b(k)
rgo([F(1,. . .i-sf‘Fi‘KE’a 1,. . ,i-n"

_ < J' _ _

)) — rq0([F( E fi F . 1](E_.al?))—1 1'+|.+OSjSo—i-1Jn

Mediante un argumento similar al usado recién, concluimos que por lo
. . . . .-.(k> _

monos un 5|.tbdeter'm1nante de lnl de la matriz [Fu t_”,I-tl(t,t) es

)) = i--1_. a es unÍ? fi

cero de este subdeter‘minante no nulo, el cual tiene a lo sumo grado i.d.

. . . a;
distinto de cer-o. Como ¡"anqo([_Fu . n,. . ,t­ .F.1(E.at



Variando ahora B on H, vemos que #{ar’g Be Ei} S Ld. Dado quel.

#B, 2 i(s-i-1)d+1 se concluye por el principio de pigeon hole que existen
\.

elementos fa‘|o_......¡f3"_il_1e Ei, ,distintos dos a dos tales que

a:-= an = ... = a!3 . Luego. los vectores columna:0 o-i-i

Fófsa) Y

2 (l?)J F__ (5,51) para Ó S l S s-i-l, pertenecen al. . l ¡unOSJSQ-t-i

k espacio vectorial generado por Fik)(€,a).....FÏk;(E,a).columnas det­
(le)F ( .. .(1,.. ,i-v't'a)

Dado que la matriz de Vandermonde [(fil)jl es inversiljle,lOSj.l.Sa-i.-1

concluimos que Fi(f,a),FtH(E,a),m,F (La) pertenecen al k-espacioa .
. (lo . (k)

vectorial generado por F! (E,a),...,F. 1(E,a). LuegoP

¡Fth-I5F8.l(85a)) =
(loran o F

q (E (1,. . ,i-nr
no _ (lo _ . _ ._

rangotF1 (¿’_.a)_...._..I-_v_i(E,a),Fi({,a),...,Í—°(E,a)I — J. 1

F'or' otro lado, sea Ae kaxa la matriz formada por las primeras i-l colum­

nas de Ax y aor'egando las últimas s--i+1 columnas de la matriz identidad

de sxs. De (4.4.1) vemos que A es inversible, lueoo

[F00 . pF.g---,F ] = F.A es unimodular.(1.. ..L-i) 1. s

Esto implica que ranqo([F::o F.,....FS'I(E.a)) = r, contradición.. ,i-n’ l.

Esto termina la demostración del Lema (4.6)

(4.7) Proposiciom

_ n-s N. _ V
Para cada ¿e A Quiste (01,1?)elslgsr Ai “1

con la siguiente propiedad:

sean F':= F'.A D’:= det[F',...,F'], D‘:= det[F’._....,F' ,F' ](a 1 1 r z I. r-l r+1:{b’



y c:= Rest(D",D;). Entonces df) JI!0.
Demostracion:

La fórmula de BinebCauchy (ver observación(1.5))., y (4.3)

implican que det(F;b) es mónico en t para todo k,1 S Fr.S N. Supongamos
1

1que existe Ee Rs"- tal que para todo k, 15 k S N

Hest[det(F;h(t,t)), det(F;"’(t,tn] = c»1 2

De (4.4.1) vemos que Filo y F?" tienen la forma:
1 z .

F(k) = [F00 ’ F J1 u,..,r-1) r
1

Fu" = [Fan , otJ '_ I , si el k-ésimo par en el orden1 (1.. . ,r-l.) _ r unaz OSJSs-r-l

es (a‘,...,ar;{?1,...,fir).

Por el Lema (4.6), existe un ko, 1 _<_ko S N tal que F20) 1’(¿",.t)¡n ,T­

es I.|ni.modular. La suposición (4.7.1) implica ahora que para cada ae Ar

.- - ,_ j .
e>.1ste un elemento aae k tal que Fr(E,aa) / i E a Fj+rfl(f_.aa)OSJSa—r-1

pertenecen al k-espacio vectorial generado por F';k°)(f,aa),...F'(k:»(E,aa)r­
-(km .columnas de I- (E,a ). En particular a es una raiz deu , .. ,r-i) a a

det((F‘"°’)(E,t) = det [[F"‘°’ ,F 1(¿,t)] para cacla ae A .I! (1, u ,r-i) r r

Como det((F;k°’)(E,t) es una especialización de det(F;k°’) que es mónico
1

1

en t y de grado a lo sumo r.¡:|,l concluimos que

#{a;ae{-\}Srd
0| r

Dado que # A Z r(s-r)d I-1 el principio de pioeon hole implica quer

existen elementos ao,....aa_r_‘ e Ar, distintos dos a dos tales que
a:= a =... = a .a 0|o a-r-l
Lueqo los vectores columna :

F (Esa) Yr

30



a: F. ¿han C’SlSs-r-l+r+OSsz-r-i J
pertenecen al k-espacin vectorial generado por las columnas de
(k0)
(1,...r-1)F

(¿Fa h PikO) (k0)(tf,.a),...,.Fl__1(La). Dado que la matriz de

Vandermonde[ai] es inversible, esto implica queOSj,lSs-r—1

"‘°’ F ,.....I=una] = r-l.I' Orancio [[Fu , .. ,r-n"

(ko)
Esto contradice la unimodularidad de [Fu v.­, n ¡I'­

F' ,...,F 'J, que se
I' B

deduce a partir de la unimodularidad de F y (4.4.1).

(4.8) Si ahora reomplazamos el Lema (3.4) por la Proposición (4.7) en la

demostración de la F'r‘oposición(3.1)obtenemos un algoritmo que construye

para 1a matriz unimoclular dada Fe Fina una matriz Ma"aque satisface

las propiedades (i) a (iv) de 1a Proposición (3.1). .

Daremos a continuación un análisis de las cotas para la complejidad y los

urados de los pasos principales de este alqor'itmo. Toda el. áloebra lineal

involucrada en este alqoritmo es paralelisablt-ï-(wnr'[21,[9],[18I y L13I).

La verificación de estas cotas es directa.

(4.8.1) Preparación: Multiplicación por una matriz de 5x5 y cambio lineal

de variables: tiempo secuencial: sz(rd)0(n)
tiempo paralelo: Cl(n4logzsrd)

(4.8.2) Computación de c1_....,cN
z. 2 2 2

tiempo SECLlEI’lCii-Ïil:sou- ’ rm]-I ) dmrl +r )

tiempo paralelo: U(n4logzsrd)

31



(4.3.3) Computación de afinaaN
2 z z z

tiempo secuencial: smr ) r0“.I ) dm" HF )

tiempo paralelo: O(n‘r‘logzsrd)

(4.8.4) Computación de E‘!....,.EN

z z z z
tiempo secuencial: smr ) rom ) dm" HF)

. - _. 4 ztiempo paralelo: Lunloq srd)

De estas cotas obtenemos finalmente la complejidad del algoritmo corres­

pondiente a la Proposición (3.1)

(4.8.5) Computación de M
z 2 . z z

tiempo secuencial: s0"- J rElm ) dm” +r )

tiempo paralelo: D(n‘r‘logzsrd)

Aplicando el alqoritmo correspondiente a la Proposición (3.1) n veces

se obtienen las cotas para la complejidad del Teorema B.
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Apendice 1

Un test simplemente exponencial para decidir si un submodulofinitamtente

generado de k[X1,...,xn]‘ es proyectivo(y por 1o tanto libre)

Sea R:= k[X1,...,X 1 y sea Mun R módulo de presentación finita:h

0 :>- r::- Zk-R 2-;- r: »—-—::.- o

Sean {m1,...,m5} y {a1,....,ar} sistemas de generadores para My K res­
pectivamente (K es el módulode relaciones que satisfacen los generadores

m1,...,m3).

Se define para cada i, i = O,...,s-1 el ideal de H, Ft(M), generado per
todos los subdeterminantes de tamaño s-i, de 1a matriz A que tiene como

filas a los vectores a1,...,ak. Si i 2 s se define Ftüfl) = R. (Ftflfl) se
llaman los ideales de Fitting e los invariantes de Fittinq del móduloM.

Valen las siguientes propiedades:

a) F_(H) no depende de la presentación elegida para M (este es no depende
\.

del sistema de generadores de M, m1,...,m9 elegido ni del sistema de ge­

neradores v1,...,v de K.)r

b) F (N) S F (M) S ... s F = Ro 1 s

c) sen equivalentes:

i) Mes proyectivo ( y por lo tanto libre) de raneo k.

11) F°(M) = ... = Fk-ú = U. Fk(H) = H.

(ver Kunz, capitulo IV, g 1 E1.9.5 3 Ei.2 )

Suponoamosahora tener un módulo dado per generadores y relaciones. Para

decidir si es e no libre, basta chequear la condición ii). Sin embarqoel



número de subdeterminantes que habria que calcular es exponencial en el

rango de M. Para decidir si H es libre o no, eficientemente hay que ha­

llar una forma de verificar ii) sin calcular los correspondientes subde­
terminantes.

Para esto se usará una idea de K.Mulmulevlia] para calcular el ranqo de

matrices a coeficientes en un cuerpo,l on tiempo paralelo polilogaritmico
en el tamaño de la matriz.

Sea (a‘,...,an) e En. Especializando cada coeficiente aü(x‘,..,xh) de
la matriz A, en (a‘,...,an) obtenemos una matriz numérica. De esta forma
la condición ii) es equivalente a la siguiente:

ii‘) el ranqo de la matriz A de relaciones es s-k y este ranqo se conser­

va para cualquier especialización en Í

En [181 Nulmuley prueba lo siguiente:

Sea E una matriz de rxs a coeficientes en un cuerpo arbitrario, a la que

se le quiere calcular el rango. Consideremos en lugar de H la matriz

B' = de (r+s)x(r+s) que tiene ranqo el doble que el

de B.

Sean Y y A nuevas indeterminadas y sea C la matriz

1 1
Y

\|{z
. ¡“0-3

. Y

ConsideremosX(A) = dot ( A.I"a- 0.E') el polinomio característico de
C.B'. Entonces el rango de H'( = 2.ranqo de E) es r+s-m, donde m es la

máxima potencia de A que divide a X(A).

Sea ahora A = [ au] la matriz de relaciones del módulo H, con aüeu



ekEX ,...,X 1. Supongamos que AE kEX,...,X ers y que deg a 5 d.
1 n 1 n ij

Hagamos X(A) = det (A.I —C.A')r‘e

X(A) es un polinomio en A a coeficientes en HEX‘,..,X ,Y].Sea m 1a máximah

potencia de A que divide a X(A). Luego
"1+1X(A)=a(x,..,x,‘r)xm+a (x,..,x,v)>\ + +

m 1 h 1 h"lá-l
¡"0-9

a ("x _..._x ,1“) A
O 1 n

con a # O.
m

Comolas operaciones hechas hasta obtener X(X) conmutan con la evaluación

de las variables X1,...,X , vemosque la condición ii') es equivalenten
. . , n

a: m = s-k y no ex1ste ningun punto (a1,...,a le k tal queñ

a (a1,...,a ,Y) E Ü como polinomio en Y.m h

Haciendo

a (x ,.._.x ,Y) = b (x _..._.-x ) + b (x ,..,x ).Y + .. +'b(>( _..._.x Lvl
m 1 n o 1 n 1 1 n l. 1 n

debemosentonces analizar si el ideal generado por {bo,...,bl} es trivial
lo que se hace usando el Nullstellensatz efectivo [10l.

Analisis de 1a complejidad:

Para obtener X(A):
. . 5 ntiempo secuenCial : Ü((r+s) .d )

tiempo paralelo: Ü(n?1ogÏr+s).d)

Para el Nullstellensatz efectivo:

Hayque decidir la trivialidad del ideal Generadopor b°,...,bv
Dbsorvomosque 1 s (r+s)z y deg(b_) s (d+r+s)(r+s), lueqo las cotas det

[Di.,Corollary(1.9.1)] nos dicen que puede decidirse 1a trivialidad del
ideal en

tiempo paralelo: D(n‘ logz(r+s).d)



tiempo secuencial: (d(r+s)) Ütnz)

Vemosentonces que este algoritmo decide si Mes libre en tiempo

polinomial con respecto a r y s (

de M).

[Di.]: A. Uickenstein,

problem for unmixed polynomial

time. Aparecerá en Discrete

Toulouse 1989.

r‘l.Fit«:hEus,l

y por lo tanto con respecto al rango

M.Giusti, C.Sessa. The membership

idoals is solvable in single exponential

Applied Math., special issue AAECC-7,



Apendice 2

Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes polinomia­
les.

En este apéndice L denota un dominio arbitrario, con cuerpo do fracciones

k y con k notamos la clausura aloebraica de k.

Para una mejor comprensión se tratará primero el caso en que los coefi­

cientes del sistema son constantes en L para luego pasar al caso polino­

mia].

1.Coeficientes constantes.
sam . 3X1 . .Sea A e L una matriz, b e L una matriz columna y sea M:= maxís.m};

M. a .1se busca resolver el Sistema no homogéneo: í A.x = bj, donde x = .
V

m

es un vector columna de incógnitas.

Proposicion 1:

Es posible resolver el sistema { A.x = b} por medio de una red aritméti
CNI) 0G.)

5'ca Eh en tiempo secuencial: M tiempo paralelo: (log M)

Demostracion:

Etapa 1: Encontrar una submatriz de A de rango máximo. Para esto se sique

la idea de [ B.G.H.|: sea At la submatriz de A formada por las primeras

i filas, sea rí:= rango(At) y r:= r3 = rg(A)

De acuerdo a [Mul] es posible calcular todos los ri (1 S i S s) en
oux tiempo paralelo: U( logzfl).tiempo secuencial: M

Si ponemos ro = Ü , entonces el conjunto { 1 S i S s/ r_ # r_ } corres­L

ponde a r filas linealmente independientes.



Tomandola submatriz formada por estas r filas y repitiendo el razonamien
TXTto anterior se encuentra ñ e L tal que rg ñ = r = rg A.

Etapa E: Por [Hul] es posible saber si hay solución o no. Supongamosque

O la hay, entonces permutando filas y columnas de A y las correspondientes

' entradas en los vectores columna H y b se puede llevar la situación ori­
¡

ginal al caso siguiente:
{3a ik H1 1 _ _

. = con A e L'”, det A aeo, C ¿”qm
C k H b

m B

Sea B e LP”: la matriz
adj ñ 0

B:= _ _ . claramente H es invorsible.
MC.aHj ñ detfi.ld

b;Sea . := H.b. Multiplicando a izquierda por H queda ( debido a que no
b,

D

cambia el rango 1a submatriz inferior dercha es Ü)

det 5.1d t “a b;. Z = . ( en particular b' =...=b’ = 0)
C, O N. a 1‘“ 8m b'

(Toda esta construcción se puede realizar en Moquecuencial) y

Ü(1ogzM)(paralelo) utilizando el algoritmo sin divisiones de [Ber] para
el cálculo de determinante en NC)

Entonces una solución particular del sistema es: (H1,...,Nm) tal que

>:_= bj/det ¡3 (1 s15 r) y xt = Ü (1 :2-r)t t

Las soluciones del sistema homogéneoson claramente

v ___¡ g = I = __. = I = ) "{ ( 1’ ' m)/ >1 >z >r c J

l
3

y
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2. Coeficientes polinomiales

De (1) resulta claro que si el dominio L es un anillo de polinomios en n

variables es posible encontrar soluciones pero que eventualmente estarán

en el cuerpo de funciones racionales y por lo tanto dichas soluciones no

se comportan bien por especialización.

Sean Y1,...,Yn indeterminadas sobre k.

Definición:([He]) Sea GS ¡[Y1,...,Yn] un conjunto finito, a un conjunto
no vacio de la forma

{y e En/ Gi (y)=0 A ... A Gi. (y)=ü A Gi (y) ¡I! C)A...A Gi (y): 0 3­
1 r r+a l.

(donde G = { Gi,...,G_}) se lo llama una GFcélula.L
1 l.

se tiene entonces

Proposicion 2: Para cada G S Í [Y1,..,Y ] con E deq G = D , existe unan Ge B

red que calcula todas las 6>cé1u1as.

Demostracion: [G.H.H.] o [F.G.H.21.

8X1
Sea A e chl,....vn]°""‘, b e L[Y1,..._.Yn| , o e [Nde modo que
E (1+degF) S D., donde se suma sobre todos los F e L[V ,...,Y | que

l. n

aparecen en las matrices A y b. Se tiene entonces:

Proposicion 3: Existe una red aritmética R D que construye:,n
<><1>

(i) una familia de polinomios G S L[Y1,...,Yn] con 2 deg G = Dn , y unBEE

subconjunto de ELcélulas, C.

(ii) para cada G;cé1ula Ce C, polinomios P ,...,P ,P en LEY,..,Y ]
1 m m+1 1 n

m+1 nou)
con E deg Pi: Di=1

. ’11 .de modo que, 51 a e k es un elemento de L, entonces

(P (a)/P (a),...,P (a)/F (a) ) es una solución del sistema
1 m4»! rn m+1



A(a).x = b(a). (P es tal que P (a) # 0).
m+1 m+1

CN!)

Esta construción puede hacerse en tiempo secuencial = Dn , y tiempo

paralelo: ( n.log D)ou’

Demostracion: La demostración es una versión parametrica de la Proposi­

ción 1 combinada con la construcción de K.Hulmu1ey[flu11 y la Prop. ante­
rior.

Para cada i ( 1 S i S s ) sea Ai 1a submatriz de A que contiene las pri­
meras i-filas. Aplicando la demostración del resultado de [Hull se cons­

truyen ciertos polinomios en L[Y1,...,YnJ ( coeficientes de polinomios

característicos que determinan el rango de At). Tales polinomios se
ou) ­construyen en tiempo admisible y sus grados no sobrepasan D .Hepitien­

do el razonamiento para cada i ( hay a 1o sumo s valores de i y s S D )

se construye una familia finita a: s L[Y1,...,Y 3 taÍ que g G = D°“’n GeGn

y ELse calcula en tiempo admisible.

Es inmediato, por la construcción de EL, que cada Eï—célu1aw tiene aso­

ciada una submatriz A" de A tal que para cada a e w, rg Aw(a) = rg A(a)

y las filas de Aw(a) son independientes. Fijemos w una Li-célula.
Repitiendo el razonamiento hecho para las filas de A, ahora para las

columnas de A" se construye en tiempo admisible una familia G; tal que
z deo G = D°“K

Ge G
w

Sea G:= En) lJ G" , donde N es Ei-célula, y sea C el subconjunto de
G-células definido comoaquellas E-células contenidas en algún conjunto

de la "forma w n V con w ¿Él-célula y V Gw-célula.

Resulta claro que E se puede construir en tiempo admisible.

Comoconsecuencia de la construcción de C es inmediato comprobar que para

cada C e C existe una matriz bien determinada, que notaremos Ac tal que:



“r

í

(i) ACes una submatriz cuadrada de A

(ii) si a e C entonces Ac(a) os inversible y rg A(a) = rg Ah(a).

La submatri: Ac(a) corresponde a ¡(a) con la notación de la demostración
de la Proposición 1.

Ahora resulta claro comoencontrar las soluciones del sistema A(a).x=b(a)

pues se aplica 1a etapa 2 de 1a demostración de la Proposición 1 paramé­

tricamente y donde P (a) = b'(a),...,P (a) = b’(a) y F' (a) = det A (a)
1 1 m m m+1 c

para todo a e C.

Se toma entonces P = b',...,P = b’ y P = det A con lo que termina
1 1 m m m+1 c

la demostración.
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