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Resumen: Sea F una matriz de r filas

vy s colummas con coeficientes en

un anillo de peolinomics de n variables sobre un cuerpo infinito k.

Motemos con deg(F) el

1+ deq(F).

max»ximo de los grados de los coeficientes de F vy

Se describe un &algoritmo que computa una matriz unimodular M de s

filas y s columnas, con deg(M)=(rd)

[Ir,0] neota la malriz de r

matriz identidad Ir., s-r columnas de

El alnoritmu se presenta como nnia
k v para la complejidad se considera

A\,

vy de cada comparacidn es 1.

La complejidad secucncial de este

(o sea cantidad de ocperaciones en el

que la complejidad paralela es D(n‘r‘

Sc demuestra que

des mencionadas,

O(n)

filas v s columnas cobtenida aaqregando a

son éptimas con orden.

v tal que F.M= [Ir.0]., donde
la

ceros.

red aritmética con entradas en
e el costo de cada operacidn en k
2 2 2, 2
+
alnoritmo es 50(r )rD(n )dD(n r)
mientras

cuerpoc vy comparaciones),

logz(srd))-

las cotas para el grado de M y para las complejida-—

Este algoritmo esta inspirado en

la demostracidén de Suslin de la Conjetura de Serre.



Introduccions

En este trabaljo se consideran los métodos de Suslin ([16],Chap.lll,§l)
para resolver la Conjetura de Serre bajo uwna perspectiva algoritmica y de
complejidad algebr aica.

For "Conjetura de Serre’", entenderemcs el sipuiente enunciado:
Todo fibrado vectorial algebraico localmente tirivial sobre un espacio
afin es (alobalmente) trivial.(En realidad en su famocso trabajo [FAC],
Serre solamente seffiald gue no se conocda ninguan ejemplo de un fiorado
vectorial algebraico sobre awn espacio afin no trivial).

En {FAC) los fibrados vectoriales algebraicos localmente triviales son
interpretados como haces coherentes localmente libres.

Esta interpretacidn de los fibrados vectoriales nos permite reformular
la Conjetura de Serre en la siguiente forma puramente algebraica:

Sea k un cuerpo v R:=k[)(l,...,)(n], el anillo de polinomiuos en las
variahles 'x‘....,xn sobre L. Cualgquier R—-mdédulo provectivo finitamoente
generado cs libre.

Usando un tecrema de Serre ([161,Chap.lll,Theorem 5.8), esta forma de
la Conjetura de Serre puede ser reducida al siguiente enunciadoc en térmi-
nos de Alaebra lineal socbre el anillc de polinomins R:

rXse

Sea Fe K una malriz unimodular (esto es inversible a derecha en R )

SX®e

Entonces existe una matriz cuadrada uwnimodular PMe R tal gue F.MN=[Ir,0l,
donde |1Ir,00] nota la matriz de rxs obtenida aqregando a la matriz identidad
Ir, -t columnas de ceiros.
Guillen y Suslin probaron en 1776 independientemente ¥y con diferentes
métodos cste dltimo emnnnciado. contestando asi la Conijctura de Sorre en

forma afirmativad(Ver [16] v [13] para una historia Jde la Conjetura de

Scrre, sus motivaciones v aplicacionos)



Veamos birevemente como se efect(ya esta gltima reduccidmn:
Definicion: Sca K un anidlo conmutativo. Un K-mé&inlo P so dice
establemente libre de tipo r (0 <+ < ®) si F @ K’ es libre. Un mé&dulo
ee dice establemente libre si cs establemonte libre de tipo r para &lodn
r. Restrinjamos nuestra atoncidn a los médulos finitamente generados (f.g.)
Un médnlo P f.g. es establemente libre si v sdélo si1 F 2 ker{t R —-——=~35 F:r)
para alnan cpimorfismo f. Si F es la rxs matriz a=sociada a f'_. entonces
F es inversible a derecha (o sea existe wna matriz M de sx tal que
MM = Ir). Reciprocamonte toda matriz F de rxs inversible a derecha defi-
nt un médulo finitamente aenerado establemente libre de tipoc r, a saber

F={{v= (v‘,..._.vs) tq. F.lv = 0 } (el espacio solucidén de F). En este

csentido estudiar los médulos f.a. establemente libres es equivalente a
estudiar matr ices rectanqulares inver sibles a derecha scbre R.
La sinquiente proposicién establece un criterio para decidir si un médulo

F 2 ker( R°—=——> K') es libre.

FProposiciontSea F = ker( I-’~:°—£-——.'L=- K. donde f &s un epdmorfismo. Entonces

F es libre i v sélo si f puede levantarse a un isomorfismo

-] . r 8S—-r =z r

f : R® ——— R & R tal que n.f = f., donde mn: R" @ R =~ —» K’ es la

proveccién .

N = . -
Demostracion: Supongameos que f existe, entonces ker f X ker 1 = R T

Reciprocamente supongamos que P = R para algun t, ¥y sea g el isomorfismo

Fongamos R° =0 @ F. luego la restriccidén de f a 1 da un isomorfismo fo_.

'f°= Q————=> K. l.ueqo ‘foe ag: R > R"® R' es el isomorfismo f ( v se
tiene t = s—r)d g

Observemos que si F es la matriz de rxs que correspornde a f, v N la

matriz inversible gQue correspeonde a 3 « la condicidn n.f = f dice ye



F es una submatriz de N consistente en sus rr primeras filas.

Fodemos eontonces reformular la proposicidn en términos de matrices:

Sea F una matriz de rxs inversible a derecha. Entonces el mdédulo estable-
mente libre P, espacio solucidn de M, es libre si vy sdélo si F puede com-—
pletarse a una matriz cuadrada inversible agreqgando filas.

Fara cualquirr anillo R las siguientes condicioncs son equivalentes:

(1) todo mdédulc f.n. establemente libre es libre.

(i1) todo médulo f.q. establemtente libre de tipo 1 ( o sea nwlro de una
matriz de lxs) es libre.

(iii) toda fila unimedular puede completarse a una matriz inversible.

Los anillos yue satisfacen estas condiciones se llaman anillos de
Hermite.

Observacion: Una fila unimodular I,'af...._.as) puede completarse a una

matriz inversible N si y sdélo si existe wna matriz unimodular M de sxs
tal que [af...._.asl.l"l = [1,04...401.

Demostracidn: Si [a‘,...,aaj puede completarse a una matriz M inversible
basta tomar M = N_‘. Si existe M inversible tal que [al_...,aa].M=[1_.O..O]

entonces [a‘,...a 1 es la primer fila de l‘l_i.-
S

Sca ahora R = kLX’,...,Xn].El teorema de Serre ([1&6].Chapter I1I,Theo.5.8)
pruclbia que todo R-mdéduloc proyectivo f.g. es establemente libre. Luego la
Conjetura de Serre puede formularse ahora de la siguienle manera: es

R = k[Xf...._.Xn“l wn anille de Hermite?, 0 sea , 85 civrto que toda fila
unimodular puede completarse & una matriz inversible?

El problema se ha reducido entonces a lo siguiente: Swea k un cuerpo infi-
nito de caracteristica arbitraria y f = [ff,...fe] un vector de s polino-

mios de yrado d en las variables Xf...,)( » Unimeodular (esto es, gue
n



fr KLX seveeX 15—---——-—} KEX qeengX Jo v—=———=2 f."'-.{. ws un epimortismo,
1 L 1 n

o equivalentemente, el ideal gcnerado por fs""’fo es trivial). Entonces
existe una matriz cuadrada M de sxs a coeficientes en k[X’,...,XnJ tal
que [f yeeeet 1M = [1,04...,004
1 s
Idea de la demostracion (Buslin)(ver [16]s
Se eliminan las variables una a una, 0 sea se prueba gQue existe una ma-
triz unimadular M de sxs yie verifica
12]
[f (X qoaaX Jyaea® O aeenX MM = TF (X yocaX  aO)eeegT (X qugX L, O)]
1 1 n s 1 n n i 1 n-1 s 1 n-1
Una vez ceonseguido esto, M= M M ..M verifica:
n n-1 1
Cf (X geenX Jpema® (X qedX VM = [T (OgecanOgevaf (Ofana, O}
1 1 n s 1 n 1 -] .
Como el dltino vector peortenece & v? es trivial encontrar una matriz A
tal que Lf‘((l,...,t'.'))...,fo((),...,ti))].l'-‘i = [1.,04...,0].
Entonces el puntc es ver cdmou probar que existen las matrices Mk. En
general, cdando existird una matriz M unimodular gue permita hxcer
x qrey « Neasy \f_ u--l‘- -tb .l- =
[fs( o _Xn_‘_b), ,fs( < _Xn_f )M
= 0F (X geasX  4D)geny (X qeeaX b))
1 1 n—1 s 1 n-1
con b, b€ K[X 4-eceX 1 &
1 n

Digamos gque b ™~ b’ =i existe una tal matriz. Dados f:’""fa se define

conjunto

li',‘f r= { ce k[Xl,...,X] tg.para todo par b, vale que
2 e o 12l
Y ®

(b =b’ b ™~ b) }
(mod c. R»

Se prueba gue £ es un ideal y que coincide con R, en particular como

X = 0

= dyesulta X ™~ 0 y exniste entonces M .
n (mod 1. R n n

Usando estas ideas el grupo Moal Fitchas demostrd la siguiente versidn
cuantitativa v algoritmica de este tcorema:

sea  k un cuetrpo infinito, sean T veeuet € K=2 KiX qeeeuX 1a
b § ) 1 12

el



R
:=1+‘< Ta&j:(s {deq(fi)}, Yy supongAamos que F==[f1......fs,le K™*%es  un

vector fila unimodular. Entonces existe una matriz cwadrada 11 = [m le

ROKO

tal que
(i) M es unimodiilar
(i3) FM = [1,0,...07 € RS

Jim)

(iii) deq(Miz= {deq(m.‘j)} <d

<7<
(iv)1 es un producto de (n°s2d%) matrices que son o bien elementsles, o
bien de la forina [;I') LI) ], para alguna matriz T e Sl_z(F().
s-2
(v} una matriz que verifique las propiedades (i)a(iv) puede ser computada
2
en  tiempo secuencial: 5‘ dCl(n)
. . 2
tiempo paralelo: Oin” log =d)

Fara demostrar el Teorema de (uillen— Suslin constructivamente definimos

a partir de ff...._.fsun conjunto

C’f P = { ce k[}(‘,..,)(] tg.para todo par bbb vale que
1,..,s n
gi b = b . entonces existe una malriz M que se puede exhibir tal
mod(c. R)
que (F (X gengX abdpeey ¥ (X 4uuaX  JbYLM =
1 1 n—1 : s 1 n-1

= [f!(X!...,Xn_‘,b ),..,fa(x‘,..,xn_i,b )13
La idea es caracterizar el conjunto ', dar la forma de construir las
matrices correspondientes, vy encontrarr en &1 suficientes elemcentos Ci.
como para ecscribir 1 = F a.c, con &, € KLX seeX .
* 13 * 1 n
Este aAlgoritmo constituye una demostracién constructiva vy mas elemental vy
directa del Teorema de Suslin, ¥ noc se incluye en este trabajo va que el

alaoritmo que se detallarid lo contiene como un caso particular.

La Conjetuwra de Serre representa ademas un caso patticular del



problema aqeneral de resolver sistemas de ecuacicnes lineales en el

anillo
de poclinomios K.

Los aspectos cuantitativos y algoritmicos de este problema fueron es-—

tudiados por primera vez con 1?2Z6,cn v articalo de G.Herrmann [14],y

recensiderados luego en (201 v en numerocsos articuwlos scbre basves de Grob

ner (ver [S] v las referoncias dadas alli).

El preoblema aencral de recsolver sistemas de ccuaciones lineales

on
anillos de polinomins es espacio exponencial-completo e inveolucra necesa-

riamente cotas deblemente exponenciales (ocn el ndmero de variables) para
los (rados de los polinomios gue aparecen como soluciédn.(ver (171010

Consideremos, como un caso particular, el problema (aeneral) de repre-—

sentacidén para ideales polinomiales:
dados polinomios f’ff"'"’fs = R=k[X1,...,X J.tales que f prrtenece
N

al ideal generado por f‘,...,fs, consideramos @1 problema de encontrar
wuna

representacién f=

= mf +...+m f

con
1 1

(L o € K

[ 1 L]

Se sigue,de [Ma-Me| que m‘....,m prieden tener grados mayores qQue una
]

cota inferior gue cs doblemente exponencizl en n.

Sin embarqgo, si f=1, el problema de erncontrar una representacidn
1=m f +...tm f
11 s

admite una cota superior simplemente e)pononcial para los

yrados de ml,...,m Jas precisamente vale el siguiente Nullstellensatz
-]
efectivo:

s@anN T 4eeesaf € F=KIX 40X 1. 4t it deq(f )} (donde deq nota el
T e 1 N v

grado total), v supongamos n * 1 vy d x 3. Entonces le (f‘,...,fe) si vy
s6lo =i existen m qe..m € R tales que 1= m f +...+m f con

E 11 s s
282 deaq(m f )< d". (Ver (101, [4). o [22] v las referencias dadas allf.
—_—t =9 v L

Fueden encontrarse demostraciones elementales de este teorema en [10],



(1793, o 173 ).
La condiridn le (f‘,...,fe) significa que el vector fila f:=[f1,...,'f°]
prertencciente a R™® es unimodular. E1 teorema de G(uillen-Suslin ([16],

Chapter 11, Theo. 1.8 v Remark 1.10 ), dice que bajo estas hipodtesis

existe una matriz unimodular Me R°° tal que F.M=[1,0...0]. Esto implica

m
qQue la primer columna :*l de M satisface 1=m"f’+...+mafa. En particular

m

la demostracién de Suslin muestra la existencia de una tal matriz unimo-
dular M, resolvicndo asi «l problema de‘encontrar una representacidn de
1 como combinacién lineal de (fs""’fs)' Sin enbarqo, las cotas para los
grados vy para la compleiidad gue se obtienen revisando esta deinostracidn
dosde un punto de vista algoritmico son muy gruesas.(ver 8] y [Z21]).

Cabe csecRalar que el orden de las cotas encontradas en el trabiajo del

grupo Moai Fitchas mencionadeo antericormente(polinomiales en s v simplemen

exponenciales en n), no puede ser mejorado ,como muestra un  conocido
ejemplo de Mora,Lazard.Masser y FPhilippon.Jver[3]). Es natural ahora pre-
guntarse si la soclucidn qgener al de la Conjetuwra de Scerre (como fue enun
ciada antes) admite tambidén cotas simplemente exponenciales para
arados y para la complejidad. Desde el punto de vista constructivo esto
puede hacerse iterando el algoritmo para una fila, perc esto conduce a
rtotas yue son doblemente esponenciales en el ndmero de filas de la matriz
En este trabajo se contesta wsta preqgqunta afirmativamonte demostrando
siquiente teor ema:

sea k un cuer po infinito , R:= P.[Xl,....)(nj, v Fe RS*® una matriz uni-
modular cen ceoceficientes polinomios.Sea de= J+ degiFlLEntoncaes existe nna

matriz cuadrada Me R®® tal gue:

los

el



(i) M es unimodular

TXS

Gy F.M = 1,01 € R
r
4
(i) dean = )t
(iv) M es un producto de D(nzsz(r'dzn)) matrices, que son o bien elomoenta-
. o0
les o bien dc la forma o 1

] pata alynna matriz e SbL
a-r-4

{H).
+4

r
(+} una matriz M que verifique las propiedades (1)afiv) puede ser computa
2 2 ne 2, 2
1 )
da en tiempo csccucncial: SD(r ) rL(n) df_(n M
. 4 4 2 ~
tiempo paralelo: O(n r log (srd))

mediante un arithmetical network con entradas en k (ver (131 o [11] para

la pocidn de arithmetical network).

Este resultado es ademas un caso particular del problema general de
resolver sistemas de ecuaciones lineales en el anillo de rolinomios R,
con la propiedad de que admita cotas simplemente exponcnaiales para la
compleiidad v los arados.

Finzalmente, cbswrvemos que los resultados permiten computar en tiempo
simplemonte exponencial wna base del H-méduwlo libre dado como el ndcleo
de uwna matriz unimodular sobre K.

Este trabajo incluye ademas dos apéndices, =n <1 primetrc se da un test
eficiente para decidir si un mdédulo dado por ageneradores y yelaciones
sobt & el anillo do- polinomios es proyvective (v por lo tanto libre), en el
segiinde se da un algoritmo para recsolver sistemas de ecuaciones lineales
con coeficientes polinomialese con la siguiente complejidad:

tiempo secuencial: mo(l)

tiempo paralelo: (log m)Du)

donde m es el tamafio del sistema.

1O



Preliminares

(1.1) Notaciones: Sea k un cuerpo infinito con clausura algebraica k Yy

sca Ri:= P:.[Xf....,)(n'l. Sea (?):[qi_ﬂ una matriz polinomial con coeficientes

q“_ en R. Se define deg(f)s= T?: {deq(qij)}.(cmnn es usual, deg nola el

grado total =n Xl,...,Xn)

Glj notara la j—ésima columna de Q.Urma matriz @ de m columnas seria e@scrita
& veCces como ILT!‘,..._.E!m].Hé.E gener almente, si I=(i!_....,ir) 28 una suce-—

sién de nameros naturales con 1 £ <..<irS m, HI notara la matri=

G ::=[ @, ,...,. |. D agui en mas fijamos una matriz F:[f,  |e eren
b ¢ i ir 1) ’

donde r<e, y sea d:= 14+ deq (F).

(1.2) Observacién: También llamaremos F a la aplicacidn K-lineal

R

n + q F
donde "F es la malriz de sy obtenida al trasponer F.
l.Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) F: R°+ R’ es un epimorfismo
(ii) el ideal de R generado por todos los rr subdeterminantes de la
matriz F es trivial (o sea conticre al 1)
Demostiracidn:
(1)={ii} l.a& propiedad de sct epimorfismo se preserva bajo especializacio-—
nes do los coeficientes do 1la matriz, luego =i todos los menores de tama-—
fic r tuvieran un cero en comdn (af...._.an), ranqol_fij(al,....an)] L re Y
no seria epimor fismo.
(Li)afi) Sea | = § Ct'Di donde Dt recorre todos los subdeterminantes de
rxt-. Desatrollando cada uno de estos determinantes por la primer fila v

reagrupando los términos obtcnemos 1 = §, 'f’_.a, para ciertos a«, v es
v L] L]

11



irmediato verificar gue F."(a‘,...,as) = (1.04ee.,M). Haciendo lo mismo

para cada fila se obticone gque F es un epimor fismo. g

(1.3) Definicidn: La matriz F =e Jir&a uwnimodular si satisface las condi-
ciones (i) y (ii) de (1.2).

(1.3NDEjemplos: En el caso r=1 la matriz fila F-'=l'f1_...._.f9] es unimodu-—

lar si v sdélo si el ideal (f1""’fs) es trivial.

En el caso r== la matriz cuadrada F es unimcdular si v sélo si =su determi
nante pertenecz a k—-{0}, o0 sea sil F es_inversible on K 2*e,
(1.4)Notaciones: Ir notara la matriz identidad de rxr. 51 A vy B son
matrices cuadradas, entonces ASE notard la matriz [S z ].

Una matriz cuadrada se dice elemental si es ignal a la matriz identidad
salvo,eventualmente, un coeficiente no mlo fuera de la diagonal.

Sl (R) 2 el subconjunto de mem,ri@ matrices de determinante 1.
™m

(1.3) Observacidn:
Sea I=lz Je K%, Entonces F.Z es una matriz de rxr que satisface:
ij

det (F.2) = £ det(F) .'det(-2))
I

donde I recorre todas las posibles =suceciones de nameros naturales
(i44eeuqir)y con 1 € iad.€ir £ s,

Eeta identidad se conecce con el nombre de F&mula de Binet-Cauchy v
puede cncontrarse una dJdemostraciédn de la misma on [12),Chapter 1.§ 2.
Esta férmula se usarad repelidas veces en este trabajo, wia primer

conenunencia s la siguicnte:

5
<



sex A=La .. ] la matriz unimodular dir sHs:
1)

B T
N
1
n
x4
n
o4
o.
-1
| 4
X para i=j s r
2]
o sea a_ =41 para j= i+l
ij
1 para i=s, j=1

v ai.j= 0 en los demas lugares . Sea F'=F.A y supongamos que

deg(detf F‘,...,Fr]) = deg(det(F!)), para toedacs las sucesioncs de nameros

natuwrales I=(ity....ir)y, con 1< i14...<ir Ss.

Entonces deg(det[F",...,F;]) > -1eg(det(F'x)), para tcdo I=(is....ir),

I distinto de la sucecesidn (Le...r). Ademas deg(F)< (= L+dogiF).

Se elige un producteo B de matrices clementales tal que E permuata las
columnas de F de manera que pare F':= F.E valga que

deq(det[F;,...,F:] z deu(det(F;)',l, para todo I=(la,....ir). Ademas, Como

k es infinto, puede suponerse lueqo de un cambio lineal de variables

apropiado, gue det[F'l',...,F“,l es mdnicoc cen todas las variables X‘,...,Xn.
r

(1.8.2) Veinos entunces que recmplazando a F por F.E.A ¥y realizande un
cambio lineal de variables. puede suponerse que L= det[F‘,...,Fr] es
ménico en todas las variables xf....,xh, ¥y que deg(detrFl,...,Faj)}
deq(det(Fx)), para todo l,distinto de (1,...,r).(Observar gue este

procedinientc puede cambiar d por d+l1).

13



2.Resultados
(2.1) Teorema A: Sea Fe K ° unimodular.Entonces existe una matriz cua-—
drada Me R tal que:

(i) M es unimodular

(i) F.M = [1_0le R

(iid) degihs (rd)T

(iv) M 2= un producte de U(rlzgz(r'd)zn matrices, que son o bion clemonta-—

les o bien ticnen la Torma l’oI9 roq PEFA alauna matriz e =L ﬂu-":).
=r= r

S . .S
es unimoduwlar v sea P < K el

(2.2)Corolario: Suporgamos yue Fe K™
3 . . 8 R ,oxs .
nGcleo del epimortismo F:R » K. Sea Me K una matriz cunadrarla gue
satisface las propiedades (i) a (iv) del Teorcema A.Entonces las dltimas
s—r columnas M g M de M forman una base del R—mdédulo libre F. En
r+ ]
particular, P posee uwna R base gque involuwra sélo polinomios de drado

oy,

(2.3) Teorema B: Sea Fe E™® unimodular. Entonces una matriz cuadrada M
gue satisfaga las propiedades (i) a (iv) del Teorema A puedc ser computa-—
da mediante un arithmetical network con entiradas &n k en

2, ... 2 .3 2
timpoe secuencials r_D(,n )SU(F )dm )

tiempo paralelo: U(n‘r‘loqzt‘srd))

(2.4) Corolario: Sea Fe ™ unimodular.Entonces una R—-base del nuacleo F

del epimorfismo Fir®s K™ gue involucre sdélo polinomios de grado a lo =umo

ray ™

puede ser computada mediante una red aritmética con las

14



mismaes cotas del Teorema H.
La dcmostracidn de los Corelarios (2.2) v (2.X) es inmediata. En parli-
citlarr el Teorema B implica una demostracién constructiva de la Condetura

de Serre.

3. Demostracion del Teorema A:

Fara dcmostrar el Teorema A &s suficiente con probar 1la siguiente

(3.1) Proposicion: Sea Fe R unimodular. Entonces existe una matriz

® tal que:

cuadrada Me K™
(1) M es unimodular

(1) F.M = ['fi'j(x‘,..,xh_’,()] ( 0 sea F.M es iqual a la matriz de rxus
olbxtenida especializando la variable Xn en O en la matriz F).
(iif) deyt) = ra)"™

(iv) M es un producto de On Sz(r'd)zn) matrices, que son o biisn eleomsnta-—

les o bicn tienen la forma Tel , Para alyuna matriz e SL ﬂ(F’.).
8—-r— r

El Teorema A se obticne aplicando suwcesivamente la Mroposicién (3.1) &
F=LF, (X peeenX )]y EF (X qeeeaX yOJyeeaa[F, (X qoueaX aOpeeeaO)] o
] 1 n ] 1 n-1 vl 1 1
LT, _(Xl,!'.'),...,C))].(Dbser'var que especializar variables en O no aumenta el
vy
grado de los polinomios v que la unimodularidad v lo asumido en (1.5.2

se preservan oen el procedimiento.

(3.2) En la Froposicién (3.1) la variable Xn Jueeaa un rol diferenciado do
X‘...._.Xn_l, per lo cual resulta convenisnte introducir ias siquientes
notaciones:

(i) Ae= kLXl,...,Xn_l]

(id) t== Xn (lueqo Aft]l = R)



(iii) para todo aq,b € R, sea ab)k= g{X ,....x .b)
E Y -
(iv) para cualgquier matriz O={q | con coeficiantes rli.jé R v para todo
ti

be R seca Qb)) [qtj(b)]

(v) Notamos por A"t al cepacio afin de dimensidn n—-l sobre k.

(3.3) A continuacidn se esbozan los pasos fundamentales de la domostira-
cidn dc la Proposicidn (3.1):

Paso 1: Se construye una sucesidén de palinomios € ameesC € A de grado
acolado por (rd)z,. N < (l+rc|)2n, que tienen las siguientes propisedades:
-1 e ('Cx""""CN)’ o sea €l ideal de A generado por CseemaC €S trivial.

— para cadx 1 € k < M existe una matriz no singular de s»xs con coeficien

tes on k (en simbolos Ak e GLa(l-:.)) tal que

c, = Res [det[ F(k),...,F(k)], diat[ F(k),...,F(k).F(k)]]
3 t 1 T 1 r-1 r+1

_(k -k ‘ k>
donde ’_1 )_....._.I-; son las coliunnas de t-( = F'Ak v Rest nota a la

resultante con respecto a la variable t.

FPaso 2: Como consecuencia del Mulletellensatz efectivo (1wl Théuaréme | se
obtiene una representacidn t = a1cl+...+aNcN cen ak € .t c R vy

1Qﬁxéwdc&q(akck) < (r'd)zn +1

axs

Pagso 31 Fara cada 1€ k £ N sc construye una matriz unimodular I‘Ike R

(de hecho un preoducto de (r+l).s-r-1) matrices elementales vy una matriz

de la forma Tel ) tal que , para b= ¢ ac , b, = ¥ ac
sTr-1 i<h<k " P k-1 <n<k-4" P

Vi F‘k’:= F.Al< vale la siquiente iqualdad:
_(k> o>
F (bk).l*lk = F (bk_’)
: i - -1 ) . - =
Si llamamos ahora Ek' Ak'mk'Ak obtenemos que F(bk)'Ek F(bk-1)'

1&



La matriz Ek es unimodular v es un producto de (l"+1).(r'—E.—1)+’I-.‘52 matrices

elementales v una matriz de la forma ToIe . con Te 5L ﬂ(R).
r

—r—
Ademas =se ticne que deq Ek < deg Mk < rd(l+rd) ma.\:{deg(bk),deg(bkﬂ)} =

= ™.

Paso 43 # parlir de los pasos Z vy 3 se tienen las siguientes igualdades:
F=F(t)=F(h ),
N
F(b  )=Fib ).E .
N-1 N N
Fb, )= )E .
By FEE

= Y=
F(» F(bo, F{b l).E <

Ast M:TSQSN Ekver'lﬁ.ca las propiedades (i) a (iv) dJde la FProposicién

3.1).

Los dos lemas siquientes corresponden a [16] Chapter III, lemma 1.4 vy
Theorem 1.5. La forma particular gque tienen se debe a que para la demos-—
tracién de los teoremas A v H se necesitan argumerntos constructivos y que

involucren solamente polinomios con arado controlado.

(3.4) Lemay para cada ¢ € An_l existe una matriz A € ULs(k) tal gue:
sea Fi= F.A, D= detlF w.aF' ). D := detlF ...k F 1 v

1 1 r 2 1 r-1" r+
ci= R@st(D;,D;) la resultante de D; v Dé con respecto a la variable t.
Entonces c(f) = O.
Demostracidn:

Sea £=(E‘,...,En ‘) e A" dado. Sea k[‘{']:=lf.[y_‘j_=lsi._.js-5]
el anillo de polinomios en las s? variables nuevas \/n_....,y” sobre k.

Motaremos con Y a la matriz genérica [y, . | de sxs con columnas Y:""’Ya
i



J(E4.)

Motaremos con Y y Y" a las matrices de sir I‘t’i,...,‘t' ] v
r

[‘{1_...._.‘( o 1[ respectivamente. Sea F:= F.¥ e (R ekk[‘{])mo
re

r-4
De la térmula de Binet-Cauchy (Observacidn (1.5)) vemos que
- t
D':= ‘neeasF ] = = !
. det[Fi_ _Fr_l }I_':det(l-l) det(( Y )I)

D’:
2

il

UEtLF yoeesF’ o F°
1 r—1

r+1

| = Edet(F ) det(("Y")I,\
X

donde I recorre todas las sucesiones (if,....ir) tales que 1<5i1<..<ir<s.
Sea c:= c_'()(‘,...,..\(n_f.\’):= F\'est(D;,Dé) la resultante dJde D; v Dé con

respecto a la variable t. )

Se afirma que c(,Y) = c(fl,....fn_l,Y) # O, Veamos esto: For (1.5.2)

se ticne gue degl(det[F‘....,Fr'l) > degl(det(FI)) para todo I# (l,....r)

(dec_'\t nota el grado en t). Ademas detl_’F‘_.....,F'rl es ménico en t.

Estos hechos vy (3.4.1) implican gue tanto en l',"1 como en 1); el monomio de
mayor grado en t no tiene a las variables x:""’xn—x v pc;;' lo tanto
toemar resnltante conmuta con la evaluacidn en &, o sea

c(E,Y) = Rest(D;(E,t_.Y‘)_.Dé(E,t..Y")).

Supongamos ahora gque c(f,Y) = 0. Entonces existe pe E[t,"r’] con degt\'p)ZI
tal gue p divide tanto & D;(t;’_.t_.Y) como a Dé(f_.t_.Y"), {obsérvese que
D;(E.t) nc es el polinomio nullo v tiene grado 2 1 en t).En particular se
tiene que pe E[t,“(‘,...,‘f'r_l]. Sea ne f{[t,Y'] tal gue

(3.4.2) p.Q = D" =¥ det(‘fx(f,t)) det((t‘/')x)
I

Sea J < k[tI[Y'] el ideal generado por todos los determinantes 1:!(5»'!:((tY')x
J es un ideal primo homogénieo. De (3.4.2) vemos que p ¥y g deben ser homo-
géneos en Y vy que deqY’(p) + deqy‘(q) = y. El polinomio p no pertencce
a J va que es homogéneo en Y e independienle de ‘-_/r. Como D" € J por
>

(J.4.2) v J es primo se concluye gque g € J ¥y que dng’(q) > r. Lueyo

degv,(p) = 0 ,csto es pe kLt l. Ahora vwna vez mas por (3.4.2) vemos Jque

18



esto implica que p divide a cada uno de los det(Fl(E,t)), (pars ver esto
basta evaluar las wvariables i on anos vy ceros apropiadamonteroro la ma

triz F es uwunimodular,c sea que el ideal apnerado por todos los  polinomios

det(F (E£,t) es trivial, lnego pe F. loe (e contradice gue deq (p)2 1,

prrobando nuestra afirmacidn.

Como k es infinito y o(F,Y) 2 O =uiste una matriz A = L')\,u_'_l e ko
tal gue: - det A = O
- de =
det IAT cjer = ©
—Cc (EAh) = O

teniendo en cuenta (LL5.2) y (3.4.1) es inmediato verificar que para esta

matriz A el Lema (3.4) es vc—zrdadero..

(3.9) Lema: Sean D = det|lF ,...,F J. D = detiF ,...F ..F 1.
1 1 b o 2 1 r-1" r+1
QS20a c:= Rest(Di,Dz) la resultante de l)1 v Dz respecto a t. Entonces para
todo b vy bbe R Lales gue b = b’ (mod cR) existe una matriz unimodular M
Me K®*° que verifica:
(i) F{).M = F(b’)
(ii) deqg M < rd(l+2rd) max{deq(bl.dealb’)}
(idi) M es un producto de (r+1)s-r—-1) matrices elementales y una malriz
de la forma Tel .
o-r-4
Demostracién: Sean g, h € R tales yue
= g.b + h.

c g D’ h Dz
podemos suponer sin pérdida de qgeneralidad gque deg(g),deg(h),deq(c)S(rd)z
Sean b,b’ € R dados con bbb e ch, existe para cada r+2 < i £ s un vector

1

columna (_‘.j e 7 tal que Fj(b')—l-"j(b) = C.G,u,.

Sea MA=max{deylb),deg(b’)}, notar gue dcg (Bj) < d.f Dado gne c no

12



depende de t tenemos que c = g(b).D‘(b) + h(b).Dz(b), luego
F (b’)-F (b) = D (b).G’'(b) + D (b).G"(b), donde G';= gi{b).G . v
i i 1 i 2 1 I i
G:= h(bLG . Observar que dey(@).deq(E) < 33 + d.p
Sea B = adj [F (b)y....F (b)| v B = adilF (bl....f (b),F ()]
1 1 r 2 1 r-1 r+1 )
las matrices adjuntas de las matrices de rur [F"(b),..,,F (B oy
T
{F (bli...kF (b).F (B)] reospectivamente. Entonces
1 r-1 r+d
D ().G. = [F (b)y....F (B)] (1 .G) v
1 ] 1 r 1 )
D (b).G"” = [F (bla..F (b).F (b} & .G") . .
2 b ] 1 r—4 r+i 2 )
De estas igualdados se concluve que
F(b) - F(b) = g .F (b} +...+ @ .F (b) para ciertos polinomios
) ) i 1 r+d r+g
g’,...,gr“ € R, de grado acotado por r.d.j3 + (r.d)zﬁ. Esto vale para
todo r+2 <€ i £ =, luego existe una matriz uwnimodular M tal que:
= Fb)M = [F (DleeeesF (B)F (B )e...eF (B)]
1 r+i r+2 s
- deg (M) < r.d.z + (r.d)’p
- M es un producto de (r +1).(s-r—-1) matrices elementales.
Ahora cambiemos las prineras r+1 columnas:
Sea T la matriz de (r+i)(r+1) definida por
F (b)..F (b) F (b) F (b)...F (b)) F (b)
1 T T+1 1 r r+1

T:= 1/c . adj .
Deueweaa—hib) n(b) e v sunna—h(B) tb’)

Como b =b (mad cR) v ¢ = cth) = cb) os f&il ver yne feR‘””mH”
v gue det(l) = §. Lueno Te Sl_r“(H). Se tien2 ademés gue
[ F (bl....F (M1.T = [F (b)....F (B v dea(T) =< L-"(r"ci)zﬁ + rdp3

1 r+4 1 r+d

Es facil ahora verificar gue M= M'.(Tols_r_‘) verifica (i,(13) v (i)

(3.6) Fin de la demostracion de la Propoeicion (3.ik

Supondremos que JdeuglF) 2 2. Asi d23.



Paco 1: Fara cada e An—i se elige A, € L-iLs(l-:.) como on el Lema (3.4).

Z
Sean F&= F.A_, D= detirD,.... k8.
£ . PRSELC LIS

%% dettr' . F 8, £, y c.r= Res (D%, D% Asi,
2 1 r-1 r+d b4 t 1 7 2

; 2
c (&) =2 O v deg c_ < (rd)".
E”‘ e 0 £

Sca {cl,..._.cN} € ic, 3 e An-‘} una basec del subespacio k-lincal Jde V

£

nenerado por todos los CE. Es facil wverificar que:
(i) 1le (Cz""’cu)’ es decir el ideal de A agnerado por c:1,....,cN es
o . 2
= 5 0 D = T u R 3 M N <
trivial. Se tiene ademas gue ‘gi\gNdeg(ck) < (rd)".
() M < dim ¥ S (1+rd)"

(iij) Para cada 1<k<h existe una matrizc Ake GL.S‘(I«‘.',l tal que

c.= Res [detL F"". wedF YL detl F""....,F"",F""H]
k Tor 1 r-1 rt+4
donde l-(k) [F(k),...,F(k)'l:= F.A .

1 L] k

Faso 2: Del paso 1 (i) v del Nullstellensatz efectivo [101 Théorédme 1
concluimos yue existce una rcopresentacién t = alcl+...+aNcN can ake At v

max doyg(ac) < Liqx)c

Fasos I y 4 Fara 1<k<N sean bk== ¥ ac.b == ¢ a,c, v

1shsk PP Y chskes
k> _ N . = v
F = F'Ak' Como por construccidn bk— bk-: (mod ck.R) by
k> - (Joy - o > (k>
c = Kes, [det[ F L, detr F ,...,Fr_i,Fr_‘_’]]

se puede aplicar el lema (3.9) a esta situacidén. Existe entonces una

. - . SX& .
matriz animodular H € K ygrte =satisface:

1 3) _(lo
(bk).rl = F )

k-1
O

dt:vq(l‘-!y) < rdii+2rd) m.a>:{deq(bk),deq(bk_l)} = (rd) {(ver paso 2

- I"I'c es un productoc de (r+ll(s—r-1) matrices elemcntales vy una matriz



de la forma Tel « COon Te SL (F).
+4

s-r—1 r

- — -1 _ . - S S
Fara Ek' Ak'Mk'Ak se obtienc que F—(l:tk).I:k F(bk_‘). Finalmente

M= Ek verifica las propiedades (i) a (iv) de la FProposicidn (3.1).

ISESN
4.Demostracion del Teorema B

(i) Usando algebra lineal sobre k (ver [2], [9), v[18D) v técnicas e
interpclacidn como las descriptas en [11] se deduce inmediatamente el
Tecrema B en el caso dea f=1 (o sea d=2), v en el casc s = 1. Supondremos
entounces, de aqui en mas que d 2 I v gque s 2 2. También supondremos r<s

(el caso r=s siyue simplemcnte invirtiendo la matriz F).

(ii) El1 Teorema A se deduce aplicando iteradamente la Froposicidén (3.1)
cuya demostracidn cs casi algoritmica. S6loc el paso 1 e esta demostra-
cién no es algoritmico (ver (3.3) v (3.8)). Este pasoc se basa en el
Lema (3.4). En esta seccidén se describira wn algoritmo gque tiene como
datos de salida una familia finita (A3 1S k< W) de N = Ois.r2g®") =

2
_ O(r ) . a _ . ) n-1 . )
= (sd) matrices Ake G-Ls(k), tales gne pAara cada e A cxiste k,

1< k € N con la siquiente propiedsa:

k> k> k)
FR= g .., = F. ;
(F & P1= EA
c = Res [det[ FRLF®L detr F"",...,F"",F""J]
k t 1 r 1 r-1" rt+1

entonces ck(f) »# O, (comparar con Lema (3.4)). Asi, le (c‘,....cN).

Repitiendo ahora los argumentos del finzl de la demostacidn de la Fropo-
sicién (3.1), se obtiene constructivamente una matriz Me RT° gue verifi-
ca las propicdades (i) a (iv) de la Proposicién (3.1). Aplicando esta
versién algoritmica de la Proposicion (3.1) iterativamente ( n veces),se

eliminan sucesivamente las variables X1...._.X . ¥ e obtiene el Teorema H
n

M
td



(4.2) Notaciones: Usaremos la notacidn intreoduacida en (1.1),(1.4) v (3.2)
Establecemos también la siquiente notacidn adiciconal:
. Ixm

eean 1, m, p nameroc naturales y sea e R .
(i) Supongamos 1 € m. Para cada sucesién I=(i1,....ip) tal que 1 < ia1 <.,
Sip £ 1, @ notara a la matriz Q :=lQ, ,....C ]

I I il wr
(i) Supongamos 1 > m .Para cada sucesién I=(is,...,ip)}) tal gue
1 € i1 <...dip £ 1, GII notard a la matriz de p»m cuyas filas son las
filas if4...,ip de Q. .
(iii) Diremos gne G es unimodular si 1 o ‘d os unimodular <n ¢l sertide
de (1.3).

(iv) En lo qe sigue I1 notara la sucesidn Il‘:=(1,..._.r') Y Iz la suwcesidn

Iz:=(1,...,r-1,r+1).

(4.3) Siguiendo (1.5.2) supondremos de ayui on mas e det(FI) es ménico
1

en todas las variables v en particular en t, v que
t.|e:j"(clet(FI »n = deq(det(Fl »n x deq(det(Fl)) = degl(det(FI)) para toda
1 1

sucesion I, I = I!.

(4.4) Fara cada 1 £ i £ r eleqimos un coniwnto finito A c k—{0} de cardi-
v
(r+1).dti para 1 < v
rnal #(ﬁ.){

v 2r.(s-r).d+l para i = r.

Fara cada 1 € i £ r-1 elegimos otro conjunto finito B, < k—-{0} tal que
v

#(Bi) = red+l

Fara cada (a:ﬁ):=(a‘,...,ar;ﬁ’,...,ﬁr_i)elSl;lsr Ai, » 15?5!‘-131

consideramos la siguiente matriz de sus:



1 L s Q LU &

(4.4.1) a 1..... .0 “ & e e u e
a e v o o a s Q e« e e s e u as
11 a
a a3 0 0 0
XD « o s o u - e e s oas
........... 1 Q O.....0
A = e e e e e s 0
ol ar_‘ 1 C 0]
t e e e e D P & )
r-aﬁf-q . 1 -
e e e e e o= = e o o o & O
r
s-2 s5-3 S—-r s-r-1
e a & @ ) - s e
anﬁx olzﬁz ar-lﬁr -1 ¢ r !
numero de col. 1 2 r-1 r r+d -3
La matriz A = (N )De L®*® esta definida por:
G ij
1 st L = )
a_ﬁ‘:-"-l ot j+1 £ i y j <r
A 3= 3
e o7 oi reqa € j < i
r
Q en los demas lugores
. - - N 2 .2r .
Hemos definido asi MN: #(15[‘1‘_:r A_‘ ™ 126.5’_‘ Hi. )= {(r'=d™) ) matrices

A«a.:fb

(4.5) Notacion: Fara hacrnr mas simple la exposicidén elegimos uwn arden
fijo en <1l conjunto de todos los pares (cgf3) recién iustroducidos. psi, si
(caf® es 1 k—-é&simo par en este orden cscribiremos Ak en lugar de A(ot:ﬁ>

donde 1 € k < N = O((r2ed®"). Escribiremos tambidn F %i= F.A,

24



(4.6) Lema: sca i, 1 £ 1 £ r-1. Entonces para cada fe An—‘m:iste kl.l<k<N

tal que F:’:’ ,)(t’_.t)e (l_f.lt])mi' es unimodular,(es decir sus menores de
13

tamafo ixi no se anulan simultanemente)

Demostracion: Se procedera por induccidn en i

Caso 1=l
Fara ae A! y e Et1 consideramos el vector columna Qaﬁ definido
por: Gl =F + ao. ﬁj F . » O sea si (a o ..aif3 (3 .3 )
af3 ) 0<j<e-2 j+2 1 2 r' 12 r-1

&) = F:i‘: Luego

es el k—-ésimo par en nuestro orden se tiene yue Q
es suficiente con probar la siguiente

Afirmaclon: Fara cada feﬂn-1 existe ae Ax y e E’ tales que Q es unimo-—

o3
chlar.

n-1

Demostracidn: Supongamocs que para &lgan Fe A dado,ninhan vector colum-

na Gaﬂ con oae Ag v e l':(1 es unimodular.
Entonces para cada (ocgfdle Alx El‘ existe aaﬁe k tal gue Gaﬁ(f,aaﬁ) = 0.
j . -1,
FPara fe B sea Q= (F., & {3’ F. . Motar gue @, = [F ,a (2 __—F }]
1 3 ‘onSo—z jr2 3 1 o3 1

para cualguier ae F‘-l. Fiiemos por 1l momento un elementeo e Ex' Censidera

mos la matriz [Q _F .....F Je K. Se tiene que detfQ@ .F ,....F 1 =
2 r-1 3 2 r-

3 1

r-2 - - i = F = =
— = Aecan + ‘) LA a e,
BTIdEtF JF F P ] L # detlk k. PP
r-1<j<s-2

Luego (4.3) implica que det[d "Fz’"'"F 11 es ménico en t. Asi,
r—

Fe;

detltt "Fz"""F z'l[f_.t] # 0 v la expansidén de Laplace a lo largo de las
r—

Fe;

dos primeras columnas de [ ’Fz""’Fr-1] muestra gue existen dos filas

Fes

digamos 1la ia vy la iz tales que dEt((Qﬁ)(u _2))(E,t) =# O, Observemos
ab
ahora lo siguiente: hMuestra suposicidén acerca de § dice yue para cual-

quier oae A’ vale que Glaﬁ(t;’,aaﬁ) = 0. Lueqo, rango(tl (E.a ) =

&P

< 1. Luwego debe ser

rango LF (£,a_ ) o Xn -F (a1 <

af3” o3



! Y = 0 Y . > 2d+1
det((Qﬁ)(u’u’(f,aaﬁ), ) para todo ae Hl Comoc # Al > 2d+1 vy

deg(det(Q )(“ _‘z,(t,t))) < 2d concluimos por el principio de los

casiller os (pigeon hole principle) que existen dos elementos distintos

as o€ Al tales que & = a Definamos a 3= a = a

a3 a3 e o3 o3

1 2 1 2

Lueao

tenemos las ecuaciones:

0=0_ (f.a)=F(Ea)+a F B F (Fa
agﬁ r ! 4 fogjge-2 2 B)
0O=0. (fa)=F(Fa)+a E B F _(Ea)
% G 1 ? 0L j<s-2 "2 4
cCon a2 o
1 2
csto implica gue F (£,a = O vy p ﬁ“ F. (E,a ) = Q.
SRR 0<j<e-2 "2 F

Ahora dejemos que 2 varie en Bf para cada f3e H’ clegimos un elemento

p— N _l _ _
a € bk tal ygue F (F,a) = O v Y B F, (E.a,) = Q.
& t 3 0L j<as-2 w2z &

Sea ™ la relacidn de equivalencia definida en B’ por:

3"~ 7 e aﬁ= aﬁ, para 3, e Bx'
Notar que (4.3) implica F‘(E,t) = . For otro lado se tien yue
deg(F‘(E,t)) < d. Lueqo !:(!/'" el eonjunto de clasecs de equivalencia
médulo ~ satisface #(E(’/"") £ d. Teniendo en cuenta que #E(1 2 (s--2)d+1
vemos ,nuevamente por el principio de los casilleros ygue existe un
elemento fe B tal que # { fe B: 8~ B> s-1

Elegimos ahaora clementos ﬁo""’ﬁa-ze E(‘_. distintos dos a dos v tales

que B~ B~ B, para 0 < ij < s-2.

Sea a:= aﬁo = .. = aﬁ . Tenemos que
-2
F1(f,a) = Q
i oy . . _
E( Bi) Fj¢z(f’d) = 0 para (0 € i € -2,

0L j<es-2

es inversible

Dado que la matriz de VYandermonde L(ﬁi)J'o < ij < s-2

concluimos que qu(f;_.a) = 0 para todo O £ j € s-2. Esto unido a que



F (E,a) = O implica FiE,a) = 0, lo que contradice que F sea unimodular.
45

Esto termina la demostracién de la afirmacién y establece el caso i = L

Sea Fe A", Sabemos por hipdétesis inductiva que euxiste

ke 1 € k < N tal gue F:’:’

‘ 1>(f_.t) es unimodular. Fara cada par

(e A, » B sea O 1z matriz de rxi:
i i af3
(k> - i . R
@ == [F . F + o Y p F, . . O.sea s5i £l k-ésimo par &n el
a3 1,. . ,i-" i 0<j<a-i-1 Jri+d
= a H tiene f a 0aaCl aualt 33 weaf3 xen
orden dE!SIt]Sr nw_l»(‘Sl;lSr_1 . iene la form (ar a,‘, .arﬁt _{?_‘, ,{?r_’)
R c . = -k
tenemeos gque na,ﬁ, Fu.. A

Suponaamos ahora que el Lema (4.6) es falso para i Entonces para cada

(o, MNe p't » H,‘,existe un elemento a e k tal ge todos los subdeterminan-—

of3

tes de ixi de la matriz Qaﬁ(f,aaﬁ) son cero, lo cual implics que
] & < i-1. Fii = = rle -
rango(ﬂaﬁ(f,aaﬁ_)) i—1. Fijemos por el momento nwn clemeonto f3e Bi.
¢ S | -
Sea mﬁ - U_u.. . .i.-n'Fi.’ L B Fj*'u-n]

0SjSs-i-1
i =tk - ] . . =
Dado que ranao [[Fu,...t—n(f’aaﬁ)'(f-t + a oszj:_g,_?qu*i’“)(fgdaﬁ”]

JE R

ae A. Lueqo para cada ae A, a e k es un cero coman de todos los
1 1

o3

cubdeterminantes de (i+l)x(i+l) de la matriz Q

= rango (Q_ (E_.aaﬁ)) < i-l, se ticne que rango ) £ i para todo
&f3

(E.t), considerados como

FE)

elementos de anillo de polinomios Elt]. Frobaremos ahora que por lo menos

(F,t) es distinto de cero.

Fe;
r'Xr

Consideremos la matriz [0 .Fiu...._.F "Ie R . Dado que Ak es triangu—
r—

Fes

lar inferior(4.4.1), la multilineslidad Jdel determiante v la 7érmula de

un subdeterminante de (i+i)x(i+l) de Q4

Binet-Cauchy wnplican que

detlo F 1= ﬁ"""detlp",..,Fi,Fr,F F 1+

[ .
3 i+g’ r-1 i+g r-1



+ Y ¢ det(F) para cirrtos ¢ =k
b 3 I X
I#I‘

En vitud de (4.3) csto implica que det[d@ ,F, 1f....,F 1I es ménico on t
v r-

Fes

v en patticalar detd@ ,...,.l—"r_"l(!f,t)) =# 0. La expansidén de Laplace

ﬁ"[- i+g

de este determinante & lo largo de sus primeras (i+1) columnas muestra

gue existe una sucesidon I de i+l filas de ¢ | tal gue det((l‘élﬁ)x(l,‘_.t)) = Q,

e’

ﬁ)x(f,t))) < (i+l)d v que # ﬁi 2 (i+l)d+1l. Lueqo

existe por el principio de pigeon hole dos elementos distintos a. ae

Notar que dey(det((Q

a3 Sea aﬁ== aaﬁ = aa(?'

2 1 2

e Ai tales que = a

a
alf:‘
Como por hipdtesis inductiva

k> . _ . . k> i
Fu,. .,i-n(f’t) es unimodular concluimos que rangc;(Fu" .,i-z)(f’a(?) i-1

For otro lado F:k)

1...,';—1)(6’5‘{3) es una sibmatriz de Galﬁ(f’aﬁ) v de
(8] (E.a ) que tienen a lo sumo rango i—-1. Luego
azﬁf. 7 9 Q g
. _ x> . - - -
i-1 = rangD(Fu” ] ,t-n(f"aﬁ)) nm,]o(ualﬁ(f,aﬁ)) r‘anqo(l]azﬁ(f.aﬁ))

Esto significa gue los vectores columna:
b v
+
F_L(E,.a ) o, E 3 ﬁ'+i+1 (f,aﬁ)

G 05 j<s-i-1

FiZ,a)+a, E £ F. (£a)
v e 2 onSa—i.—1"ﬂﬂ' 7

son linealmente dependientes de los vectores columnas de la matriz

143 . .
a,. _’i_‘)(f,aﬁ). Dado yue o = o, esto implica que

&) _ > ] —1_

rgo([Fu’_ . ,'x—n"'Fi ‘I(E’aﬁ)) = rga( [Fu,. . ,i-l)’o<§<._?_"§+i.+l](f’aﬁ» -1

Mediante un argumento similar al usado recién, concluimos gue por lo

3] —
T E) s

monos 1N subdeterminante de ixd de la matriz U—u
s « pL

distinto Jde cero. Como ranqo([F::)

. F . HEa L)) = i-1, a_ es un
» i

3 3

cero de este subdeterminante ne nulo, el cual tiene a lo sumo grado i.d.



Variando ahora 3 cn B, vemos yue #{aﬁ.‘. e E(i.} < i.d. Dado gue
1Y

#H 2 i(s—-i-1)d+1 se concluye por el principico de pigeon hole que existen
13

elementos ﬁo""’ﬁe—i,—x e Bi, distintos dos & dos tales que
ar= a, = ... = aB . Lueno, los vectores columna:
Bo o-i-1
Ft(fsa) V3
i g a O < < g—i— -
p (ﬁl) [-j+i+1(f"d) para O £ 1 € s—-i—-1, pertenccen al

0<j<s-~i-~-1

k espacio vectorial generado por F:k’(f,a).....ka:(f,a). coliimnas de
i
k>
F (F.a)
a,.. ,i-x)'f' )

Dado que la matriz de Vandermonde [(ﬁl)]‘ es inversible,

05l <s-i-1
concluimos que Fi.(f"a)"Ftu(E’a)’""F (E.a) pertenzcen al k—ecspacio
- 4

vectorial generadc por F:k)(f,a),...,F,(k:(Zf,a). Luego
-

(k>
rango((F
qoll 1,. . ,i=-1>

,F_L,...,Fs.l(f,a)) =
($ 3] - - 4= s
r'.aru;jcr[f:1 (E,a),...,!-i._’ (E,a),Fi(E,a),...,f-'(E,a)I = i-{
For otro lado, sea Ae k°° la matriz formada por las primeras i-1 colum-—
nas de Ak vy aqregando las dltimas s--i+l columnas de la matriz identidad

de sxs. De (4.4.1) vemos gque A es inversible, lueqo

[F(b . aF s 1 = FLA es unimodular.
d,. . -1 -]

o . ,Fi,....F°'|(E.a)) = r, contradicién.

. . . ¢
Esto implica que ranqo([l—u” e

Esto termina la demostracidén del Lema (4.6)
[}

(4.7) FProposicion:

_ n1 . . -
Para cada Fe A existe (o(,.f:?)eﬂsli"l_Sr Ai "15? K,

con la siguiente propiedad:

sean F':= F.A D':= det[F',....F'], D’':= detlF  ..F" F° 1]
1 1 r 2 1

r-1" r+t

woud °



y Ci= F\'est(D’,D’). Entonces «(f) # Q.
1 a
Demostracion:

La férmula de Hinet- Cauchy (ver observacidén(l.9))., y (4.3)

implican que det(F;k)) es ménico en t para todo k,d < Lk <€ M. Supongamos
1

n—-1

que existe fe A tal que para todo kK, 1€ k < N

Kes, (uet(F;"’(E,t)), det(t—';“’(f,t))] =0
2

1
o (k> .
De (4.4.1) vemos qgue FI Y F! tienen la forma:
1 2 .
g U__(k) CF T
I 1,. . ,r—-1> r
1
o &> i . .
F = [F , r o F, 1 . Si el k-ésimo par en ol orden
X a,..,r-1) . r Jr+a
2 0L j<e-r-1
es (a1,...,ar;ﬁ1,...,ﬁr).
For el Lema (4.6}, existe un ko, 1 € ko < N tal que F:’:O) l)(E,.t)
s oe T

es unimodular. La suposicidén (4.7.1) implica ahora gque para cada oe A’

' m . ie
existe un elementoc a & k tal que Fr(f,aa) 4 . ) a Fjﬂ_u(f,aa)
OSJSa—r—1
pertenecen al k—espacio vectorial generado por F';ko,(f_.aa),...F'(k:)(E,aa)
r—
columnas de F(ko’ (¥.a ). En particular a_ es una raiz de
1,. ,r-1) o o
det(F ‘*)E.t) = det [[F"‘°’ F }(f,t)] para cada ae A .
I! (£ ). 972 r r

. (kO . . . (ko) .
Como clet((FI WE,t) es una especializacién de dEt(FI ) que es ménico

1
1

en t vy de grade a lo sumo r.d, concluimos qgue
#{ a s Ay £ rd
o r
Dadeo que # f-‘ir Z r(e-r)d+l el principio de pigeon hole implica que
existen elem=ntos O gemen® € l‘—‘:r, distintos dos a dos tales gue

ai= A Taee T A -
[~ ot
o] s-r—1

Luenao los vectores columna @

F (£.a) Vs
r

IO



i - V<] € —p—~
o<j<§-r—1 it Fi»ﬂ“’a) oslss-r-1

pertenecen al k-espacic vectorial generado por las columnas de

kO) (ko» (kO) . "
Fu,.. 'r_”(f_.a |H F‘ (E,.E«),...._.Fr_1 (£,2). Dado que la matriz de

Vandermonde I'a:] es inversible, esto implica que

0<j,\<s-r-1

%) F yeendF ll(E,a)] = r-1.
r (-]

.. F o
rango [[ (£, .. ,r-1)

(kO»

Esto contradice la unimodularidad de I.'Fu 0"
» oo I~

F qeeenF 1. que se
r )

dediuce a partir de la unimodularidad de F vy (4.4.1).

{(4.8) Si ahora recmplazamos el Lema (3.4) por la Froposicién (4.7) en la
demostracién de la Proposicién(3.1) obtenemos un algoritmo que construve

- . THS N {3 ¢ ] .
para la matriz unimodular dada Fe R una matriz M gue satisface
las propiedades (i) a (iv) de 1a Proposicién (3.4).
Daremos a continuacidn un andlisis de las cotas para la complejidad v los
urados de los pasos principales de este algoritmo. Toda ) Algesbra lineal
involucrada en este algeritmo es paralelisable(ver [24,[91,0181 v 11310

La verificacién de estas cotas es directa.

(4.8.1) FPreparacién: Multiplicaciédn por wna matriz de sxs y cambio lineal

de wvariables: tiempo secuencial:s sz(rd)o(n)

tiempo paralelo: D(n‘ lngzsrd)
{(4.8.2) Computacidn de € reresC

2 2 2, 2
tiempo secuencial: so(r ) r_U(n ) dmn )

tiempo paralelo: U(n‘logzsrd)

RS |



(4.8.3) Computacidn de 8 peeend@
2 2 2, 2
tiempo secuencial: 50(!‘ ) rD(n ) dD(n )
tiempo paralelo: O(n‘r‘logzsrd)
(4.8.4) Computacidn de E‘_....,.EN

2 2 2, 2
. tiempo secuencial: SD(r' ) rD(n ) d(J(n )

tiempo paralelo: 0(n*log®srd)

De estas cotas obtenemos finalmente la complejidad del algoritmo corres-—
pondiente a la Froposicidn (3.1)
(4.8.5) Computacidn de M

2 2 w2, 2
SU(r ) r_D(n ) O(n~+r™)

tiempo secuencial: d

tiempo paralelo: D(n‘r‘logzsrd)

Aplicando el alqoritmo correspondiente a la Proposicién (3.1) n veces

se obtienen las cotas para la complejidad del Tecorema B.

“
[N
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Apendice 1
Un test simplemente exponencial para decidir si un submodulo finitamtente

generado de k[X‘,...,Xn]t es proyectivo(y por lo tanto libre)
Sea K== k[X’,...,X Ty sea M un R médulo de presentacidédn finitas:
N

Sean {mi,...,m Y {ai,....,a } sistemas de generadores para My K res-—
5 r
pectivamente (K es el médulo de relaciones que satisfacen los generadores
M yuwenM )
1 s
Sc definc para cada i, 1 = O,...,58-1 el ideal dc kK, F (M), generado por
1
todos los subdeterminantes Jde tamafic s-i, dc la matriz A nque lienc como
filas a los wvectores Bovreeud . 5i 1 2 s g dufine F (F) = R. (F (M) se
v v

llaman los idcales de Fitting o los invariantes de Fitting del mdédulo M.

Valcon las siguientes propiedades:

a) F (M) no deopende de la prescntacién elegida para M (esto es no depende
1
del sicstema de gerneradores de M, mi,...,m9 elegido ni del sistema de ge-

neradores APERREE A de K.)
r

b F (M) €cF (M) € ... €F =Fk
o 1 s
c) son equivalentes:
i) M es proyectivo ( ¥ por lo tanto libre) dc rango k.
ii) FO(M) = ... = de = O, Fk(H) = 4.
(ver kKunz, capitnlo IV, &€ 1 Ei.2?.& 3 Ei.2 )
Supongamos ahora tener w médulo dado por qencradores v releciones. Para

decidir si es 0 no libre. basta chequear la cvondicidn ii). Sin «embarqo el



namero de subdeterininantes que habria nque calcular es exponcncial en el

rango de M. Fara decidir si M ws libre o no, eficientoements: hay que ha-

llar una forma de verificar ii) sin calcular los corvespondienies subde-—

terminantes.

Fara esto se usarad una idea de K.Mulmuley 181 para calcular el ranqo de

matrices a coeficientes mn wn cuerpo, en tiempo paralelo pelilogaritmico

en el tamafio de la matriz.

Seca (al,...,an) e k. Especializando gada coeficiente an(x‘,..,xn) de

la matriz A, en (a‘,...,an) obtenemos una matriz numérica. De esta forma

la condicidn ii) es equivalente & la siguiente:

ii’) el rango de la matriz A de relaciones es s-k y este rango se conser-—

va para cualquier ecspecializacidén en k

En [187 Mulmuley prueba lo siguiente:

Sea B una matriz de rxs a coeficientes en un cuerpo arbitrario, a la que

se le quiere calcular el range. Consideremos en lugear de B la matriz

R = JJ B de (r+s)x{r+s) que tienc ranao el doble que el
R 0

de E.

Sean ¥ y XA nuevas indeterminadas v sca C la matriz

1 1
v 2
b4
- r+s
-y
Consideremos X(A) = det ( A.INQ— C.B') el polinomio caracteristico de
C.B’. Entonces €1 rango de B ' ( = 2.rango de H) es r+s—-m, donde m es la

maxima potencia de A gue divide a X(A\).

Sea ahora A = [ a 1 la matriz de relaciones del médulo M, con a“e
ii



€k[X 4.e.+.X 1. Supongamos que As KLX ,....X% er: y gue deg a < d.
1 n 1 n i

j
Hagamos X(A) = det (A.I - C.A’')
r+o
X(A) es un polinomio en N a coeficientes en k[Xl,..,X «71.5ca m la maxima
tal
potencia de A que divide & X(A). Luego

X(A) = a (X weeaX oY) AT + @ (X sueaX ) N™ & ... +
™m 1 n 1’ on’

m+d
con a = 0,
m
Como las operaciones hcechas hasta obtener X(A) conmutan con la cvaluacidn
de las variables X‘,...,X « vemos que la condicidn ii’) es egquivalente
ko)
a:r m = s—k y no ediste ninqdn punteo (ai,...,a e ET tal que
n
A (A 4enaqt 4¥) = O como polinomioc en Y.
™m 1 n
Haciendo
B (X aeeaX a¥Y) = B (X seasX ) # B AX avanX Do 4 v +°B (K aucaX )o¥'
m 1 n o 1 n 1 1 n t 1 n
debemos entonces analizar si el ideal generado por {bo""’bl} es trivial

lo que e hace uwsando el Mallstellensatz efectivo [101.

Analisis de la complejidads
Fara obtener X(A):
n

tiempo sectiencial @ 0((r+5)5.d )

tiempo paralolo: D(n?lag fr+5).d)

FPara el Nullestellensatz efectivor

Hay que decidir la trivialidad del ideal generado por bo""’bf
Obscetvomos qrie 1 < (r+s)z v deg(bt) < (d+r+s)(r+s), lueno las cotacs de
[Di.,Corallary(1.2.1)] nos dicen que puede decidirse la trivialidad del

ideal en

tiempo paralelo: D(n‘ lmgz(r+s).d)

i



¢

Otnz)
tiempo secuecncial: (d(r+c)) -

Vemos entonces que este zlqoritmo decide =i M es libre en tiempo

polinomial con respecte a r v = ( vy por lo tanto con respecto al ranqo

de M).

[Di.]: A. Dickenstein, MN.Fitchas, M.Giusti, C.S5cssa. The membership
problem for unmixed polynomial ideals is solvable in single exponential

time. Aparecera en Discrete Applied Math., special issue AARECC-7,

Toulouse 1989.
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Apendice 2
Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes polinomia-

les.

En este apéndice L dencta un dominio arbitrario., con cuerpo de fracciones

kv con k notamos la clausura algebraica de k.
Fara una meior comprensidn se tratari primero el caso on que los coefi-

cicntes del sistema son constantes en L para lueqo pasar al caso polino-

mial.

1.Coeficientes constantes.

oxi

SxmMm . . -
Sea A e L una matriz, b e L una matriz ceolumna vy sea M:= max{=s.m};

. - .1
ce busca resolver el sistema no homogéneo: { A.» = bi, donde » = |.
M
™m
es un vector columna de incégnitas.
Proposicion 1i:
Es posible resolver el sistema { A.» = b} por medio de una red aritméti

ca Rh en tiempo secuencial: Moun tiempo paralelo: (log ™M)

o)
Demostracion:

Etapa 1: Encontrar una submatriz de A de ranQo maximo. Fara esto se siqgue
la idea de [ B.G.H. |: sea Ai la submatriz de A formada por las primeras

i filas, sea roe= rango(ﬁt) y rs=r_= rg(A)

De acuerdo a [Mul] es posible caluunlar todos leos ri (1 £ 1 < <) en

o“ﬁ tiempo paralelo: 0( logzﬂ).

tiempo secuencial: M
Si ponemos ro = 0 , entonces el conjunto { 1 £ i £ s/ r., 2 r, J} corres-—

ponde & r filas lincealmente independicentes.



J

Tomando la submatriz formada por estas r filas vy repitiendo el razonamien

. ~ TRAY
to anterior se cncucntra A € L

tal que rg A=r = rg A.

Etapa Z: For [Mul] es posible saber si hay solucidn o no. Supongamos que
la hay. entonces permutando filas v columnas de A v las correspondientes
entradas en los vectores columna » v b se puede llevar la situnacidn ori-

ginal al caso 51qu1enf H

.
1 — —
cen A € L”", det A =2 O, C a (e
b
L ]
Scea B e LF“’ la matriz
r —
adj A 8]
H:= _ _ « Claramente H o5 inversible.
~C.atld A detis. 1d

[.‘ ]:= H.b. Multiplicando & izquierda por H queda ( debido a que no

cambia el rangoc 1la submatrih inferior dercha es )

det A.Id Yy
: ( en particular b =...=b’ = O)
a : +1 °
m

(Toda esta construccidn se puede realizar en M (secuenc1a1) Vi

D(logzM) (paralelo) utilizando el algoritmo sin divisiones de [Ber] para
el cAlculo de determinante en MNC)

Entonces unia solucidn particular del sistema es: (xl,...,xm) tal que

x, = b /det A (L Si sSvr) vy 2, = 0 (1 ¥ r)

Las socluciones del sistema homogénco son claramente

L (X qoeand )/ 3 =3 = 0. = =0 3}
1 m 1 2 r

+J
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2. Coeficientes polinomiales

De (1) resulta claro que si el dominio L es un a&nillo de polinomios e&n n
variables es posible mncontrar solucicnis pero que eventualmonte estaran
en el cuerpo de funciones racionales y por lo tanto dichas solnciones no
se comportan bien por especializacidn.

Sean Yi,...,Yn indeterminAadas sobre k.

Definicidn:([He]) Sea & < E[Y1""’Yn] un conjunto finito, a un conjunto
no vacio de la forma

(v e k7 B, (Y)=0 A cov A B (Y)=0 A B, (¥) # 0 aceea B (y)= 03

1 r r+d L

(donde & = { Gi""’G'}) se lo llama una G-célula.
L3
1 t

se tiene entonces
Proposicion 2: Para cada G < k [Y1,..,Yn] con Y deg 6 = D , existe una
Ge &

red que calcula todas las G-células.

Demostracion: [G.H.M.| o [¥.G.M.2].

oxi

Sea A € LIY 2....Y 17, b € LLY 4.-..Y 1%, D € N de modo gue
1 n 1 n '
Y (1+deqF) < D., donde =se suma sobre todos los F e L[Yl,...,Y I que
n
aparecen en las matrices A v b. Se tiene entonces:

Proposicion 3: Existe una red aritmética R b, pAVE construve:
n

o1
(i) una familia de polinomios G £ L[Y‘,...,Yn] con Ydeg G = D « Y un
Gels

subconjunto de G-células, C.

(i1i) para cada G-célula Ce £, polinomios F ,....F ,F en LLY 4..,Y ]
1 m m+1 1 n

m+ 1 o)
n . n .
con Y deqg P = D de modo que, si a € k' es 1w elemcento de C, entonces
L
t=1

(F (a)/F (M) aeawasP (at)/F (a) ) es una sclucidn del sistema
1 m+4 m m+d



Al . = b{a). (F es tal que F (a) # 0).
™ m+1

o«1)
Esta construcién puede hacerse en tiempo secuencial : D , ¥ tiempo

paralelo: ( n.log D)ou>
Demostracion: La demestracidn es una versién parameétrica de la Froposi-
cién 1 combinada con la construccién de K.Mulmuley|Mull v la Frop. ante-—
rior.

Fara cada i ( 1 £ 1 € & ) sea At la submatriz de A que contiene las pri-
meras i-filas. Aplicando la demostratidn del resultado de [(Mul| se cons-
truyen ciertos polinomios en LEY:""’YnJ ( coeficientes de polinomios
caracteristicos que determinan el rango de At)' Tales polinomios se
construyen en tiempo admicsible y sus grados no sobrepacan Dounﬁepitien—
do el razonamiento para cada i ( hay a lo sumo s valores de i v s £ D )

se construye una familia finita G; < L[Y‘,...,Y 1 tal que § G = p°?
12}

Ge51

v Ea se calcula en tiempo admisible.

Es inmediato, por la construccidn de E;, que cada E;—célula W tiene aso-
ciada una submatri:z Aw de A tal gue para cada a € W, rg A"(a) = rg Ala)
y las filas de Aw(a) son independientes. Fijemos W una Ca—célu]a.
Repitiendo el razonamiento hecho para las filas de A, ahora para las

columnas de Aw se construye en tiempo admisible upa familia G; tal que

$ deq G = b°%,
Ge &
w
Sea G:= G)J U Gw . donde W es E;—célula, v sea L el subconjurito de

G-células definido como agquellas G-células contenidas en alquan conjunto
de la forma W n V con hlta—célula v V Ew—célula.

Resulta claro que C se puede construir en tiempo admisible.

Como consecuencia de la construccidn de £ es inmediato comprobar gue para

cada C € C existe una matriz bien determinada, que nctaremos Ac tal que:



s ot

~—

I'4

(1) Ac es una submatriz cunadrada de A

(ii) =1 o € C entonces Ac(a) ce inversible v rg Alo) = rg Ac(a).

La submatriz Qc(a) corresponde a E(a) con la notacidn de la demostracion
de la Froposicidn 1.

Ahora resulta clarc como encontrar las soluciones del sistema A(a).x=b(a)
pues se aplica la etapa 2 de la demostracidn de la Froposicidn 1 paramé-—
tricamente v donde F‘1 () = b;(a),...,Pm(a) = b;(a) v F"N’(a) = det Ac(a)
para todo o« € C.

Se toama entonces F'1 = b;,...,P = bk’ v F = det Ac corn lo que termina

m m m+1

la demostracidn.
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