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loes valores medios de los observables

Eausvalenzi1a entre el teorema de Ehrenfest y

acaon del tico Euler o Hloch



INTRODUCCION

Este trabajo =e inser ta dentro de una linea de investigacion
iriciada en el qrupno de Fisica Estadistica con el estudio del
problems dinamico de un sistema de muchos fermiones, y en
particuler, de la evolucicn generada por un hamiltoniano propuesto
por Laipkin Lit « CON numerosas aplicaciones en Fi{sica Nuclear, que
puede escritiirse en tunci14n de los generadores del algebra SU(2).
Este homiltoniano vy las propiledades estaticas y dinamicas del
sistema de N cuerpos habjan recibido abundante atencién por parte
de los estudiosos en el tema. En particular Krieger kri integré
numéricamente las ecuaciones de movimiento de Hartree Fock
Dependiente del Tiempo (HFDT), analizdé las caracteristicas de las
orbitas y comparé la evolucion temprnral del sistema asi aproximado
con la dinamice exacta. Por su parte Kan kal , Lichtner, Dworzecka
y Briftin, estudiaron la misma dinamica pero en el espacio de
tases, analicando cualitativamente la estructura de las
supertficiec de energlia constante, y mostrando que a medida que se
1ntensifica la interaccion estas soluciones se someten a un cambio
topolagico asociadou a unae transici“n de fases no termodinamica. En
particular dentro ael grupo de Fisicta Estadistica y Nuclear se
trabajsd como en un laboratorio de tisica tedrica debido a que el
castema dinamico generado por este hamiltoniano es suceptible de
resolverse en forma exacta y por lo tanto resulta interesante
para probar métodos aproximetivos; de este modo, se analizaron las
desviacionee de la dJdinawica ae HFDT respecto de 1a exacta,

expandiendo la funcidn de onda en una base de Dicke "mévil” So1



A partir de la observaciéon de que esta dinamica (HFDT) no
conservaba cierta simetris de 1la dinamica exacta (simetria de
rotacién en un aAngulo n alrededar del eje J3 ) a posteriori se
encararon dos trabajoe: i) Se propuso otra dinimica aproximada ,

llamada Dinamica Variacional Conservadora de la Simetria

(DVCS) Soz que si la corservase, mejorando esta ultima

ampliamente a la anterior (HFDT) y ii) Se estudid la dinamica de

. Jel
HFDT para un bhamil toniano que no presentara dicha simetria € ’

identificando y clasificando las zonas de buena concordancia
entre la dinamica exacta y la aproximada.

Por otro lado el grupo dinamico SU(1,1) se utilizé por
diversos autores para describir aproximadamente sistemas bien

diferentes, a saber , sistemas que incluyen movimiento

. Wyl, G . . .
arménico Y, 91, descripcion de excitaciones elementales en

superfluidosSOQ’ Bll, el probla=ma de Coulomb621, procesos de dos

otonesDal s estados o5 del oscilador de Horsecol, movimiento

. Ge? . . Ge4 Wyl
~narménico -, movimiento arménico tor:ado , entre otras y.

La
mayoria de estos sistemas presentan hamiltonianous lineales en los
ger ~radores del algebra Su(l1,1), mientras que una amplia gama de
hamiltonianos cuadraticos aun queda sin estudiar, entre ellos por
ejemplo el que corresponde al movimiento oscilatorio con

Ge3, DaZ2
b4

per turbaciones de orden cuarto en el campo medio el que

describe la dinamica en superfluidos en presencia de interacciones
. . Fel
residuales de cuasipartfculas .

En este trabajo pretendemos unificar, mas alla del sistema

original que le didé origen, la dinamica variacionalD11 de sistemas

cuyos hamiltonianos sean suceptibles de escribirse con los

generadores de cualquiera de las odos &lgebras (SU(2) o SU(1,1)),



introduciendo un método geométrico que permite encontrar las
propiedades topoldgicas de las orbitas (tipos de flujos, puntos
criticos) sin necesidad de integrar numéricamente las ecuaciones
de movimiento como se hacia tradicionalmente Kri, Kal, Sol, SoZ

La clave del mismo consiste en trabajar directamente en el espacio

que subtiende a 1la variedad asociada al grupo (esfera o

hiperboloide, segdn se trate de SU(2) o SU(1,1) respectivamente ),

Ly . . Kril
en lugar de utilizar las usuales variables complejas o las
. . kal . .
variables candnicas . de esta manera se obtienen las d&rbitas
simplemente como intersecciones entre cuadricas. Por otro lado

las ecuaciones de movimiento tambien se simplifican enormemente,
no solo su expresian, que adquiere caracter vectorial aseme)andose
a una ecuacion de Rloch, sino tambiéen su calculo, existiendo wna
completa analogi« entre las cos algebras.

tsta tesi1s se organiza de la siguiente man=ra En el
Capirtulo 1 introducimus una serie de conceptos que tienen que ver
con la geometria de la dinsmica. En particular en 1la primera
seccién damos un breve repaso sobre Algebras de Lie, enumerando
las propiedades de los grupos que nos interesan, en la segunda
seccién hablamos sobre los respectivous estados coherentes que son
los que utilizaremos .uego como funciones de onda de prueba en el

prircipio variacional, y por altimo (tercera seccidén) presentamos

un resumen de Teoria de Puntos Criticos y de Catatrofes. En el
Capi tulo 2 deducimos las ecuaciones de movimiento usuales a partir
del principio variacional y describimos el método de Hartree Fock
Dependiente des Tiewpre, dado que en el caso de que el hamiltoniano
cea suceptible de describir un =si1ctema fermidnico de N particulas

ambae dinamicacs coinciden. Fl metono geométrico que proponemos Yy



la respectiva ecuacidén de movimiento se desarrollan en el Capitulo
3, mientras que los Capitulos 4 y 5 versan sobre aplicaciones del

método a hamiltonianos que se escriben en los generadores de SU(2)

y SuU(1,1) respectivamente, diferenciando entre hamiltonianos
lineales y cuadraticos con o sin simetrias. En el capitulo 6
presentamos 1los diagramas de bifurcacién en el espacio de

parametros, de esta manera quedan clasificadas las dinamicas en
regiones topolégicamente equivalentes. Y por dltimo en el Capitulo
7 4, dentro de esta misma Sptica introducimos disipaciédn en una
forma semejante a la desarrollada por G1lm0reG115egﬁn el método de
l agrange—-Lyapunov pero que carece de ambigiedades y/0o
singularidades en los bordes del espacio de fases. El Capftulo 8
contiene las conclusiones generales. Los Apéndices corresponden a
c3lculos auxiliares que por una cuestidn oae elegancia no se

incluyen en el desarroilo del capitulo respectavo.



Capitulo 1. Fupndamentos Geométricos

En este capitulo (resentarenmos 1oz elementos bacicos que
conciernen a la yeometria de los sistemas que son suceptibles de
ser tratados por este metodo. Para ello en la primera seccidn
ofreceremos una sintesis de propledades de las dos Algebras que
nos van a interesar (SU(2) y SU(1,1)), yue son las responsables de
la variedao en donde van a vivir los estados que utilizaremos. En
la segunda seccion introduciremos estos estados (Estados
Coherentes) y por udltimo desarrollaremos 1la teorifia de puntos
criticos que sera de utilidad para el estudio de las
caracteristicas de los flujos respectivos, que se determinan
principalmente por la ubicacién vy el caracter de los puntos
criticos del valor megio del! hamiltoniano respecto de los estados

coherentes.

1.1 Algebra y Operadores.

Como lose hamiltonianos gque vamos a estudiar se pueden
describir en téerminos de los generadores de las Algebras SU(2) vy
SU(1,1), en esta seccién resumiremos sus propiedades y reglas de
conmutacién y también proveeremos ejemplos de cémo se obtienen
estos hamiltonianos a partir de sus expresiones en términos de
otros operadores que pueden ser por ejemplo, operadores de
creacidn y aniquilacion de particulas, operadores impulso vy

posicion, como veremos mas adelante. De agqui en mas, salvo alguna



excepcion, utilizaremos la expresiéon en los generadores del
&dlgebra solamente peru es importante tener en mente que éstos
pueden representar distintas situaciones fisicas.

Veamos ahora algunos conceptos generales acerca de Aalgebras

de LieGl2’ Ll? Como es sabido un algebra de Lie se define como un

N

conjunto de operagures X que satisfacen la siguiente regla de
L

conmutac i6n

tx, x3 =gxck «x (1.1.1)
v } ] k
k
doncde los coeficientes Ck son constantes (constantes de
(3
~
estructura) . Ademas siempre existe al menos un operador C

(Casimir) que conmuta con todos los demas operadores, es decir,

(C, X1 =0 ¥u.. (1.1.2
. 1

”~
Por otro lado si upo evlige un observable, llamémosle 01, y a todos
los demas X pertenecientes al conjunto, que conmutan con é1, los

1
denotamos con Ot (v1) , podemos entonces encontrar una base de
~ o~

autoestados comunes a 0L Yy Cl con autovalores Ot Yy 8l.
Los restantec operadores del conjunto pueden ser escritos en
término de un conjunto linealmente independiente de operadores de

~

subida y bajada P , que satisfacen 1las siguientes reglas de
n

conmutacion @

(c,?® 1=0 (1.1.3)

[O0,F 1=a P (1.1.4)



KA

Los operadores F entonces cambian los autovalores de los
n

~

operadores 0 en una cantidad a . Es decir,
Y neu

O + a > (1.1.5)

por lo tanto la ecuacion (1.1.9) junto con el resultado trivial

o >=0 | 8.0 > (1.1.6)

9
| v v

ocefine los elementos de matriz de todos los operadores del grupo
para un conjunto completo de estados.
A nosotros en particular nos interesan las 4lgebras SU(2) vy

SuU(i1,1), veamos cada una de ellas :

® Su(2)

- Los generadores del algebra son : ( J‘, Jz, J3 3

- Las reglas de conmutacisn son :

(1,31 =ie¢e 3 (1.1.7)
Gueremos aclarar que a lo largo de toda la tesis adoptaremos h = 1,
en casc contraric lo aclararemos explicitamente.

- Contaipuando con la definicidén de 1los operadores, el Casimir

10



respectivo es :

C =232 + 3% 4372 (1.1.8)
1 2 3

con autovalor J(J+1).

— Si elegimos 6‘ = J3 , los operadores de subida y bajada son :

J, =Jd * 1 Jd (1.1.9)

vya que cumplen las relaciones de conmutaciéon del tipo (1.1.4), a
saber :
L Js ’ Jt l] = = Jt (1.1.10)
- Sen |J,m. la base de autoestado: correspondiente a Ja con
autovalores m (-Jd < m < J), esta verifica :
I [Jemx = ATFDa(me 17 |J,m+1> (1.1.11a)
J |dsm> = YI(J+1)-m(m-1) |Jsm—1> (1.1.11b)
® 5U(1,1)
— El conjunto de operadores es { K‘, Kz, Ka 3
— Las reglas de conmutacidén son :
(k‘, kz] = —xka, [Kz, Ka] = th Y [Ks, K‘J = iKz (1.1.12)

11



- El1 Casimir es :
c =k - k% - r:; (1.1.13)

con autovalor K(¥-1).

”~

- Eligiendo b‘= Ka’ l1os operadore-: de subida y bajada son :

K. = %+ ik (1.1.14)

(K . K] =FK (1.1.15)

PaY

- Sea |K,y> la base de autoestados correspondientes a C vy Ka, este

.. _Pri1

altimo con autovalor g = k+m (con m € N)o), ésta verifica r.
K§ |K,p> = ¥ (—K+ptl) (k+u) |ﬁ.u+l> (1.1.16a)
K_ IK,p) = o (Ktu—1) (—K#u) |K,p—1> (1.1.16b)

Veamos ahora cémo se construyen hamiltonianos escritos en
términus de estos operadores a partir de otros. Por ejemplo, es
facil ver que los conmutadores entre productos de operadores de
creacidr y anitquilacidn de particulas damn nuevamente productos de
este mismo tipo de operadores. Por lo tanto se verifica (1.1.1) vy
para un sistema con un numero tinito de niveles estos productos

cefinen un Algebra de Lie. Ademas si las productos conservan el

12



numero de particulas, los conmutadores también 1o haran Y
anadlogamente si no lo conservan éstos ultimos tampoco 1o haran.
Por lo tanto se pueden definir dos algebras de Lie distintes. EI
ejemplo mas sencillo de conservacion de particulas es el caso de
SU(2) tgrupo compacto) y el de no conservacién de particulas
SU(1,1), obteniendrse de la siguiente manera :

Sean a: y 3, operadaures ade creac16n y de aniquilacion de una

particula en un estado cuantico k.

Los productos bilineales pueden ser del tipo a: a_que
mantienen el nuamero de particulas constante o a: a: y a_a que

cambian el numero de particulas.l‘12

Fara un sistema de dos niveles como muestra la Figura 1.1.1 :

B
o = -1 . .

Figura 1.1.1 Eequema de dos i e~.es, donde & 1epresonta ol
espaciamento de energl a y 54 oL rUmero culntico asociado a

cadas mvel.

resulta facil verificar Qque lus operadores definidos caomo :

o~ *

J = ed o

. E ap,l ap,_1 (1.1.17a)
N _ f

J =Y a a (1.1.17b)

Pa—1 Pttt
| 4

‘o +
Ja 12 Y o ap,o ap’ o (1.1.17c)

PO



cumpien las reglas de conmutacidn de momento angular, es decir las

definaidas por las ecuaciaones (1.1.7) y por otro lado definiendo :

K =Y a* a* (1.1.18a)
+ Pyt Ps-1t

K =% a (1.1.18b)
- Py-1 Ps*t

; = t-2 (a - ar ) (1.1.18c)
9 | S ¢ oyt ky-1 ko-1

estos cumplen las reglas definidas por las ecuaciones (1.1.12). En

ambns casos el operador numero de particulas es:

~ ’
N = a a (1.1.19)
E Psk Pk

El ejemplo mas ectudiado dentro del algebra SU(2) es el
Mouelo de taipkin Lil, kal, krl. Este modelo se puede esquematizar

de la siguiente msnera :

Oy A

Va4 S

Figura 1.1.2. Esquema de ‘nteracciones para el modelo

de Lipkin.

y su hamiltoniano es :

~ L -~ -~ ~ ~ Pa ~
H=1&J_ + 1/2V (Jf + 32 ) + 1/2 w (J,3_ + 3 J) (1.1.20)

14



£1 operador 33 representa la mitad de 1la diferencia del
naumero de particulas entre el nivel superior y el inferior, en
tanto que 3'(3-) es el operador de excitacién o transferencia que
crea (destruye) un par particula—-agujero al promover una particula

del nivel inferior (superior) al superior (inferior). Este modelo

posee una simetria importante ya que el hamiltoniano conserva (en

téerminos de particulas) la paridad de la diferencia entre el
numero de particulas excitadas (o = 1) y el de las no excitesdas
(o = -1) , en térmainos geomstricos ecto significa que conmuta con

el ouperador asociado con una rotacidén en un angulo nr &lrededor del
eje Ja'

Como es bien sabido este Algebra ademas tiene multiples
aplicaciones nas alla de describir sistemas de N
Ar3, Hel, Nail, Di2, 6Gi3, Ar4, Gl1, Gl2, Gis

particulas

Por su parte dentro del Algebra SU(1,1), que tiene numerosas

y .
reallzacxonEbwyl’ Dal, Da‘, un ejemplou recientemente estudiado Gel
describe al oscilador arménico isétropo tridimensional,
gefiniendo:

v = 1/4 (p° + r?) (1.1.21a)

-~ ~2 ~2

x‘ = 1/4 (p° - r7) (1.1.21b)

K, = 1/8 (r.p + p.r) (1.1.21c)

Resulta facil verificar que estos operadores cumplen las reglas de

conmutacidn (1.1.12) y que €1 hamiltoniano se puede escribir como

H=¢ K (1.1.22)

15



con £ = 2nw , siendo w la frecuencia del oscilador. Nuevamente
este hamiltoniano observa la misma simetria que el anterior, en
”~
este cesu conmute directamente con el operador KS. Como veremos
mas adelante estecs simetrias tienen una consecuencia directa en la
determinacion de los puntos criticos de la dimamica variacional vy
por lo tanto describiremos por separado a las provenientes de
hamiltonianos que sean invariantee frente a rotaciones en  un
-~ -~
angulo n alrededor del eje J3 (ha) y & los que no, escritos en

término de los operadores de S5SU(2) (SU(1,1)), llamandolos

hamiltonianos con o sin simetrias respectivamente.

1.2 Entados coherentes

Dado que &n esta tesis se estudia la dinamica variacional
aplicads a estados coherentes de grupos de LieP91’ Pez, K11 s en
particular a los asociados a los grupos SU(2) vy SU(1,1), resulta
conveniente en esta secc 16 introduc:r una sintesis de
definiciones y principales propiedades. Para ello en la primera
subsecc16n definiremos a los estados coherentes generalizados
(como generalizacion de los del oscilador arménico) y luego en las

dos subsiguientes ncs abocaremos en forma escueta a describir los

estados asociados a los grupos SU(2) y SU(1,1) respectivamente.

16



1.2.1 Estados coherentes generalizados

Como es sabido lus estados coherentes del oscilador arménico

. . . . CoZ Mel
|a> ,50n los autoestados del operador de aniquilacidn 14

a | o > = a | a > (1.2.1.1)

con autovalores o perteneclientes a tooo el plano complejo.

L . Mel, Co2
Otra forma de definir a estos mismos estados ’ “ es

| a > =e | O (1.2.1.2)

si1endo | 0 > el estado fundamental del oscilador. La expansién en

1l base de autoestados del hamiltoniano | n > es :

o)

a | » > (1.2.1.3)
Yt

Ur estado coherente da una funcion de onda gaussiana que no
se dispersa en el tiempo, el médulo de o especifica la amplitud de
ascilacidn y su argumento ¢ = Re (a)/ Im (o) la fase.

Una propiedad de estos estados es que no son ortogonales
entre s{. Mas aun son <sobrecompletos, es decir, contienen mas
vectores que los necesarios para la expansidn de un estado
arbirtrario.

Otrea pruoupledad ec aue son de incerteza minima es decir
Apabog = bH/2 vy por lo tanto son los estados cuanticos cuyas

propiedades estan mas proximas a las de los estados clasicos.

17



Recordemos que los operadores de subida Y bajada
conjuntamente con la identidad 4 satisfacen las bien conocidas

reglas de conmutacion

La.a*]=‘ﬂ,[a,‘n)=ta','ﬂj=o (1.2.1.4)

y de esta manera generan un algebra de Lie de tres parametros. EI1
grupo wi correcpondiente a vste aAlgebra de Lie es el grupo de
transtf.rmaciores de la forma 7T1(g) = exp (it) exp (a a* - at a),
g = (t,a), que se llama : grupo de Heisenberg—Weyl.

Entonces segun la definicidén (1.2.1.2) un estado coherente
del oecilador =e obtiene por la acciétn de T(g) sobre el estado

fundamental | © ¥ : ( o sobre el vacio si lo pensamos en términos

de bosones ); a menos de una fase, es decir :

Tig) |0 = e |a¥ (1.2.1.5)

Ahora bien., cuando uno se encuentra con dinamicas con otros
grupos de simetrias veamos cdmo es posible extender la definicidn
de estos estados.

La construccién de un conjunto de estados coherentes

generaiizados se basa en la relaciénpE1 y Pe2

| v, >= T(a) | v, (1.2.1.6)

donde T(g) es una representacidén del grupo G, vy |wo > es un vector
fijo er e] espacio vectorial de la representaciéon T(g). Entonces

{ [ng ; es el conjunto de estados coherentes generalizados. Mas

18



especificamente un estado coherente queda determinado por un
punto en el espacio cociente G/H donde H es el subgrupo de
estabilidad del estado |wo) 612.

En muchos casos son los estados cuanticos que tienen las
propiedades mas proximas a las de los estados clasicos, asi como
en el oscilador, vy por lo tanto permiten el pasaje de la
descripcion cuantica a 'a clasica de la manera mas natural.

Veamos ahora en particular las caracteristicas y propiedades

de los estados coherentes courrespondientes a los grupos SU(2) vy

SU(1,1) que son los que utilizaremos a posteriori.

1.2.2 Estados coherentes de SU(2)

tl algrira de SU(Z), comc hemos visto en la Seccidésn 1.1

2N

tiene comc gereradores ael algebra a J « J v Ja , éstos son  los
operadceres de la representacion T’(g) del grupo de rotaciones.
For otro lado, como tambien hemos visto, se puede definir

como base del ecpacio a |J,m> con -J = @ < J. Por lo tanto segun

la ec.(1.2.1.6) el estado coherente viene definido por

J

T7 (g) |J,-Jd> (1.2.2.1)
Ademas dado que un operador de TJ(g) se puede expresar en la
forma:

TJ(g) = esp (-ip J3 ) exp (—19 Jz ) exp(—iy J3 ) (1.2.2.2)

17



se deduce entonces que un estado coherente de spin queda

-
especificado por el versor n = (sen & cos p, sen & sen ¢, cos I)
|”> - eua(n) e ¥ Ja e—uﬂJz l wo:;. (1.2.2.3)
con | ¢ >= 1|3 ., -0 >. Esta parametrizacién del conjunto de

estados coherentes ests de acuerdo con la afirmacién general de

gue un estado coherente se determina por un punto en el espacio

cociente G/H donde H es el subgrupo de estabilidad de | J, =J> (en
este caso H Sut2)) y por lo tanto G/H es una esfera
bigimensional S2 = { n : nz 1 }, ver figura 1.2.1. Esta esfera
es comunmente llamada "E=fera de BRloch” vya que fue introducida

praimer amente por Bloch en su discusién acerca de un experimento de
induccion nuclear. Volviendo a la ecuacidn (1.2.2.3) ésta es

equivalente a :

a > = D(w) ,wof> (1.2.2.4)
J 3 .o (m.3
con D(a) = 7 Ve = @ Y. = et & (m-J) (1.2.2.5)
Py a o
siendo m un versor perpendicular a n vy a no = (0,0,1) (ver

~

A A

» A
Fi 2. = . -
igura 1.2.1), J ( J‘_ Jz’ Js )

y -8/2 & ¥ (1.2.2.6)



3 =(seng costp, seng sen &p,cose)

-— m = (sen (P,-COS(P,O)

A, =(0.0.1)

Figura 1.2. 1. Esfera de Bloch

El operador D(a) puede escribirse en su forma "normal”

D (o) = e Yo eIy o Il (1.2.2.7)
wn T = —tg(8/2) e—lp. 3= 1n (lfl;lz) Yy ¥ = —7‘ (1.2.2.8)
Operando D (a) (escrito de la forma (1.2.2.7) ) sobre |wo>,

obtenemos otra representacién de los estados coherentes de spin
que es la jue utilizaremos mas frecuentemente en el desarrollo de

18 tesis, es decir

) 7 e + e > (1.2.2.9)
19 ]



Se puede ver facilmente que la transformacidén de la variables

8y ¢ a la variabtle r no es mas gue la proyecciéon estereografica

a
del poloc sur n = (0,0,-1) de la esfera en el plano v = [+in

sequida de una reflexiédn err el eje n.

La expansion de estos estados > en términos de 1los

~

autoestados de J3 es :

-— ] ' +
™= (1 + |r|H77 ZV(ME‘)],'(J_““ ITH |3,4> (1.2.2.10)

Jy;

A

A
Estos estados son autopes tados del operador n . j:

es dec.r

Y | n> 2= | n> (1.2.2.11)

Esta ecuacidn determina también (a menoe de una fase) un estado
coherente de span.

f.guiras de las propiedade:. mas tmportantes de estos estados
son:
1) El conjunto de estados forma una base sobrecompleta .
1i) No son ortogonales entre si{i. En particular el producto escalar

entre dos estados ]1‘> Yy |12> vale :

4 20
(1+ 1 T )
<r P > = - : 2"~ - (1.2.2.12)
Crefr 127 a1
1 2

11i) Son de minima incerteza .

)
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1v) Los valores medios de los operadores valen

EaY — 2
<r] 3. > = -g ATl (1.2.2.13.a)

3

i3, ler = 20 —T (1.2.2.13.b)
1+|r|2

Cuando la base es finita, como en este caso, es facil demostrar
que no pueden existir autouestados de los operadores de subida o de

baj~da. Es decir, no existe |¢} tal que,

I jer = ¢ |er (1.2.2.14)

por lo tar.to en este aspecto estos estedos difieren de los

definidos para el ouscilador arménico.

1.2.3 Eatados coherentes asociados a SuU(l,1)

El Algebra de Lie ge SU(1,1) es generada por los operadores

RN

ﬁ’, kz Yy ka como se descraibié en la Secciédn 1 de este capitulo.
Tomando como |w°> al vector |k, k>, es decir el estado con

r = k, obtenemos los estados coherentes aplicandole el operador:

Tk(g) = exp(-ip Ka) exp(-18 WZJ exp(—-iy Ka) (1.2.3.1)

De 1o cual se deduce que estos estados coherentes vienen definidos

por el vector n = ( sh® cosyg, shd -en p, ch®) como,



jn>= e e e |y > (1.2.3.2)

Esta parametrizaciédn del conjunto de estados coherentes esta
nuevamente de acuerdo con la definicidén dada en la Seccién 1.2.1
dadoc que los mismos estan determinados por puntos en el espacio

cociente G/H siendo H en este caso el hiperboloide de dos hojas

2 2 2 2 2
H = {n : n° =n - n - n =1 3.
3 1 2

ts converitente eleqgir el factor de fase de manera que

| n > = D(n) |wo> (1.2.3.3)

-

(23
i - K -
con Di(n) = E»S(m ), en donde m (ver Figura 1.2.2), es el versor

. o &> .
peruendicular al versor no = (0, U, 1) y an , es decir :

o
m = (senp, -cosp, O0) (1.2.%.4)

Nn=(shg cos(.send sen q),che)

m =(sen(.-C0s¢.0)

R, = (0.0.1)

) +>
Figura 1.2. 2. Hvperboloide al que pertenecen los vectoree n.



D(n) también se puede escribir como :

o ; _ at ;
D(n) = D(a) = € . - 11.2.3.95)
con a = — 92 expi-1iyp) o en su forma normal :
S~
pimy= et*. ™5 e (1.2.3.6)

con {=-th(8/2) exp(-ip), [ =-2 In ch &/2 = 1n (1+|C|®) v »r = ¢

Operando D(n) en su forma normal (ec.1.2.3.6) sobre |w0>,
obtenemos una representacidén diferente (una parametrizacidn

distinta) del estado coherente,
oo = a=jH* et e (1.2.3.7)

gque es la forma que utilizaremos en el desarrollo de esta tesis.
~

Le expansién de los estados coherentes en autoestados de Ka

es
o
k ' (m+2Xx m
- = c4+m> -2.3.
g = (1—|C|2) } ) et rizi) Eo ks kam ( 3-8)
m=0
-~ :\' ~ A A
Estos son autoestados del operador (n . K) = nK - nK - nKk
83 101 2 2
es decir :
~ >
(n . K) |n> = K |n> (1.2.3.9)



Nuevamente, como en SU(2), la ec.(1.2.3.9) determina los
ectadous coherentes « menos de una fase.

La propiedad mas importante de este conjunto de estados es
que forman una base sobrecompleta. Como comentario final notemos
que a diterencia de SU(Z), el operador de bajada E_ si posee
autoestados pero éstos no coinciden con los estados coherentes,

K11t
como en el caso del oscilador .

1.3.Teoria de puntos criticos

En esta seccion presentaremos una sintesis de los conceptos
basicos acerca de los puntos criticos que utilizaremos para
clasificar 10s flujos; cuando creamos necesario nos remitiremos a
las caracteristicas pertinentes a flujos de dos dimensiones
sulamente va que es el tipo de dinamica que nos interesa.

Dada una func 16N K(xl, xz), sus puntos criticos verifican
VL = 0. Uno puede clasiticarlos en dos clasesGi1 : del tipo Morse
o del tipo no Maorse segqun que el Hessiano az;/axtaxj sea diferente
O i1gual a cero respectivamente. Por otra parte los puntos del tipo
Morse se clasifican en i-puntos de ensilladura.

En general pera el caso multidimensional, si £ (x’, xz,..xn)

ec e) decarrollo de la funcién alrededor de un i-punto de

encilladura, este desarrollo se escribe de la forma:

(1.3.1)

2 2 2
fix ,v ,..n ) = —a ~x - -—a A + a x + +a x =M
1 2 ) n v



con todos los a > O.
1
El namero de flujos que coexisten esta acotado por 1la
. : . Gi1l
cantidad de puntos criticos del tipo Morse -
Sea N" el numero de puntos 1 ensilladura y # el numero de

1
. . . Gid
flujos coexistentes, se verafica que H

# < ¥ N - (1.3.2)
L

En particular como el espacio que nos interesa es bidimensional
n = 2, tenemos solamente O—-ensilladuras (minimos) 1-ensilladuras
(ensilladura propiamente dicho ) y 2-ensilladuras (maximos).

Otra herramienta Util para constatar si el ndimero de puntos

criticos es el adecuado, valida como veremos mas adelante
suiamente para variedades compactas, viene dada por la
. . GiS

caracteristica de Euler (X), siendo ésta :

X = E (_1)" Nn (1-3-3)

(9

. Gi5

que por ejemplo en el caso de una esfera vale X = 2 -

Cuando se produce una bifurcacion, es decir, cuando se
modifican los parametrous de interaccion de manera que un punto
critico se convierte en otros de distinto tipo, ésta viene
precedida por ure elongacidén critica de las ¢érbitas, produciéndose

después de la bifurcacion una separacion en érbitas de distintos
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tipus.

En una bifurcacion lo que sucede es que un punto del tipo
Morse pasa a ser uno del tipo no Morse, es decir que alguno de los
a, del desarrcllo dado por la expresiéon (1.3.1) se anula y por 1lo
tanto hay que incluir términos de orden mayor. Si uno efectda un
desarrollo local alrededor de estos puntos, este desarrollo se
puede separar en dos términos, unc del tipo Morse y otro del tipo

no Morse 1!amado generador de Catastrofes :

n
£ (X 4, % y..., x ) = CB(1) + ¥ a x° (1.3.4)
1 2 n ]
J:l#]
cuando a = a = =a = 0 en el desarrollo original. Esta
. . +0 +0
descomposicidn es valida para f en un entorno abierto de (x, a’)
de [R™ X Rk donde io es el punto critico llamado degenerado o como

dijimoe antes del tipo no Morse. que origina la Catastrofe para el
valor ° age loe parametros de control. Las caracteristicas del
primer términc  del segundo miembro de la ec.(1.3.4) estan
completamente clasificadas segun la dimensidén del espacio (Teorema
de Thom)Gil’ Arl, Sal_

Para completar este estudio daremos algunas definiciones mas,

relacionadas con un campo vectorial.

i) Indice de una curva :

Consideremos un campo vectorial definido sobre una variedad
diferencial de dos dimensiones orientada vy supongamos que

graticamos una curva cerrada que no pase por un punto singular del



campo. Si recorremos la curva en sentido positivo trasladando en

cada punto el vector campo a un origen comin O como muestra la

Figura 1.3.1,

(a)

Figura 1. 3. 1. a* Vactcres Jev un camgpo para
distintos purtos a Lo largn de Lu curva, numerados 1, 2, 3,..
(L Los masrmosa veclores Qque on Lllevadeos origen

comuUn, respetande la miama numeraciOn.

al haber completado la circulacidn alrededor de la curva el vector
campo pudo haber rotado n veces en el mismo sentido de recorrido,
no haber rotado o haber rotado n° en sentido contrario.
Obviamente el estado final e inicial es el mismo por eso rota un
namero entero de veces. Se llama indice de la curva al nuamero de
rotaciones y su signo es positivo o negativo segun que el giro del

campd coincida o no con el de la curva . Por ejemplo para el de la

Figura 1.5.1 e€i indice e« 1.



Pasemos a enunciar algunas propiedadesArZ:

Prop.1: El indice de una curva no varia al deformarla en forma
continua mientras que la misma no pase por un punto singular.
Prop.2: El {ndice de una curva no varia por una deformacidn
continua del campo vectorial, bajo la uUnica condicién de que dicha
curva no contenge durante todo el tiempo de la deformacidn a

ringun puntoc sargular ael campo.

De estas dos propiedgades se desprenden consecuencias
importantes como por ejemplo que el i1ndice de una circunferencia
con centro en un punto singuliar aitslade de radio suficientemente
pequeRo (como para no encerrar otro punto singular ) no depende
del radio de la mieme sino solamente del punto singular encerrado

y entonce: tiene sentido la siguiente defincidn @

Definicion: Se detine 1ndice de un punto singular al indice de una
circunferencia de radio suticientemen:e pequefic centrada en el

milsmo.

Un punto singular de un campo vectorial se dice simple si 1la
parte lineal en ese punto no es degenerada. Los puntos singulares
simples en el plano son los nodos, puntos de ensilladura, focos vy
centros . El 1ndice de estos puntos es siempre * 1 (-1 en el caso

gel punto de ensilladura).
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Teorema de la suma de los indices:

Este teorema dice que el indice de una curva S es igual a 1la
suma de los indices de los puntos singulares que encierra la

curva. Para demostrarlo utilicemos el siguiente Lema :

Lema: Dadas dos curvas que pasan por un mismo punto la curva
r¥ ,* r, Que resulta ae recorrer primero la curva v, v luego v,

tiene el inoice igual a la suma de los indices.

La demoustracion resulta trivial de observar la Fiqura 1.3.2 vya
que, al recorrer primero , el campo dio n, vueltas y al recorrer

’, dio n, vueltas y por lo tanto, el indice total es n = n, + n,-

Figura 1. 3. 2. A parter del purnto de intereecciln er.ire las
Sur vas 7‘ £ }'2 se vricia el recorrido segun la flecha mins
\nitensamente marcada. Lae flechas restantes indican el
wentvdo de ciurculaciOn  para  finalizar luego de recorrer b Y

1

luego 72, ern el punic micral.

Y ahora volviendo al leorema que queriamos demostrar
dividamos el interior del recinto definido por la curva S con

curvas ) cada una de las cuales encierra un Unico punto singular
13
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3.3

como s€ muestra en la Figura 1.

Designemos como & a las curvas que delimitan las fronteras de los
)
recintc- respectivos; usando el lema anterior tenemos gue el

indice 0oe los puntos wainguiares e< 1gual a3

no ¥ r = inada 5 + §T ind é) = 1nd S (1.3.4)

Los f.dices de las curvas 6, son nulos ya que las mismas se pueden
defornar continuamente (Prop.l) a un punto sin pasar por ningun
punto singular mientras que los i1ndices de v, son iguales a los de
los puntos encerrados debido a que nuevamente estas curvas se
pueden deformar a circunferencias pequeffas centradas en los
puntos singulares.

Ee facil ver que estose dos enfoques diferentes teorfia de

Catsstrotes aplicada a la funcion ﬁ(x‘, xz) o la aplicaciédn de

2]
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teoria de puntos criticos aplicada a un campo vectc:r:i.alhr-2 tienen

resultados en comun, pero el segundo tratamiento nos aporta
algunas ventajas adicionales como por ejemplo, que en una
bifurcacidn se conserva la suma de los indices de 1los puntos
singulares para el campo vectorial, o lo que es lo mismo E Nf

para los puntos del tipo Morse i- ensilladura de ﬂ(x’, xz), ya que
si uno considera una curva que encierre a los puntos involucrados
en la bifurcacién (ver Figura 1.3.4), el campo habra variado
alrededor de la curva en forma continua y por lo tanto el indice
de la curva es 1gual antes y despues de la bifurcaciédn (Prop.2).
Ademas como el ingdice de la curva es igual a la <suma de los
findices uve los puntos =ingulares (leorema de la suma de los
fnoices), concluimos que esta cunserva a 1o largo de 1a
bifurcacidn, si1empre gque , relteramcs, podamos encerrar todos los

puntos criticos i1nvolucrados con ana curva cerrada.

)
Figurao 1. 3. a. Los veclores representan el valor del campo
vectorual a lo largo de una curva antes (@ Y despuée [4-3) de

la bifurcacidn.

7]
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Capitulo 2. Fundamentos Dinamicos

En este capitulo desarrollaremos en primera instancia 1la
diramica que vamos a aplicar al sistema, es decir la Dinamica
Variacional (Seccaiors 1) vy en sequndo término creemos conveniente
describir la Dinamica de hartree Fock Dependiente del Tiempo, vya
Que an el caso Jde Jue el hamiltonianu describiese un sistema
fermidnico de N particulas interactuantes, ambas dinamicas

resul tan equivalentes {( Seccion 2).

2.1. Dinamica Variacional

Un método de aproximacién a la dinamica exacta desarrollada
. Dal . . N
pL- Dirac consiste en elegir tunciones de onda de prueba |w/
ge tal manera que veritiquen la condiciédn de minima accién para el

EaY

valor medio del! "Lagrangiano"” : i/t — H , es decir :

t2 ~
o J <g(t) | i 8/6¢ - H |w(t)> gt = 0O (2.1.1)
ti

donde & representa a un desplazamiento virtual . Definiendo :
¥ = <{y(t) [ H | wit)> (2.1.2)

y eftectuando las variaciones pertinentes se obtiene 1la ecuacidén

diferencial :



&% = 1 | <6w|w> - < y|dy> ) (2.1.3)

Si, pour e)emplo, =& toma ;w> parametrizado de manera que cubra
todo el espacrio de Hilbert 1o ec.(2.1.3) es equivalente a la

ecuacidn de Schrodinger, o en otras palabras reproduce la dainamica

exacts.

Fero obviamente lo que nos interesa es parametrizar la
funcion de onda |¢lt)> = |y (f (t)> con algun numero finito de
variables o parametros variacionales xH Si en particular
trava)amos con una parametricacién en el espacio real Yy

desarroilamos la ec (2.1.3), r13gualando a cero los coeficientes que

acompaflan a cada variacion snt obtenemos n ecuaciones

R , K
acopladas ol,Kel

9x _ i( < o | awv> < 2£U| v > ) = o e (2.1.4)
't axr o ax”  axt HY
Dado que
a oy o oy X
_zu | _\‘D > o= o« _‘*’v | ¥ > (2.1.5)
I A% axH
es
o, = -21m <% | 2, (2.1.6)
la matraz de una forma bilineal, antisimétrica o forma

simpléectica.

Dos propiedades de esta dinamica que la convierten desde el
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comienzo BN una aproximacidn aceptable son i) la conservacién del
valor medic del hamiltoniano ¥ para todo tiempo, coincidiendo
acemas con el valor medio e:acto, esto se puede ver facilmente

utilizanou la ec. (2.1.4) ya gque :

) H - . -
gx . 94X T | oF u o 2" =0 (2.1.7)
gt axt ot ox o
Yy 211) la conservacion de la norma , aungue nosotros no tomaremos

variaciones suodre la misma, es decir propondremos siempre una
funci16n de onda de prueba normalizava. Estas variaciones toman
impor tancia cuando uno quiere calcular la fase globalKaz’ Kas, Hez
siendo irrelevantes para el calculo de valores medios, que es en
lo gue estamos interesadocs.

'l exito de la aproximacion va a depender de la mejor
eleccio de la funcion ]w (; (t)) >.

husotros tomaremos como funciones de onda de prueba a los
estados coherentes detinidos en el capitulo anterior, Seccidédn 2,
pot variocs motivos. Uno de ellos, porque como veremos mas adelante
este Dinamice Variacional coincide coun la Dindmica de Hartree—Fock
dependiente de! tiempo cuando tenemos un hamiltoniano de muchas
particulas que ecs suceptible de escribirse en término de 1los
operaoores qgue generan el algebra de SU(2) (como por ejemplo el
modelo de Laiprin). Otro motivo es que en el caso de tener
hamil tonianos linesles en lus generadores de cualquiera de las dos
algebras 1SU2) ¢ SUII,.1)), esta eleccidon de la funcidn de onda de

prucba nos gareontica la coincidencia entre esta dinamica vy la



exacta. Por otra parte, para bhamiltonianos cuadraticos la

~ ~
aproximacidn es muy buena siempre que los valores medios de Jo ®
ce ‘encuentren suficieniemente cerca de la variedad asociada a cada
grupo. Y por ultimo, estos estados vienen parametrizados por
solemente dos par ametros

, lo gue simplifica los cAlculos.

Las parametricsciones mae utilizadas son

( p - g ) (2.1.8)

coh q = ¢ y p =%k cosh 9 o p =rcos & para SuU(l,1) o 8SU(2)
respectivamente, y (8 , ) segun se los definié en el capitulo
anterior en el seccién de estados coherentes. Estas se denominan
variables canonicas debido a que las ecuaciones descriptas por la

ec. (2.1.4) adquieren la estructura de ecuaciones de Hamilton, es

dec

2% (q,p)

3 (2.1.9a)
T 0F (p,)
P = T4a (2.1.9b)

Ubviamente podemos encountrar isomorfismos que conecten estas
vaeriatles con variablecs complejas (en este caso ya no se podria

hablar dJde metrica simpléctica) como por ejemplo:

X = L7, 0 ) (2.1.10)
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tan(9/2) e '®  para SU(Z) (2.1.11a)

con T = _
tann(9/2) e '? para SU(1,1) (2.1.11b)

Como ilustracion veamos como quedan las ecuaciones de

movimiento para el caso del namiltoniano (1.1.20) con W = O, que

es la forma mas utilizada del modelo de iLipkin. En el Capitulo 1,
habi amos vistu que ecte hamiltoniano (para W = 0) escrito en los

operadores del grupo SU(Y) era :
H=sJd +Vv Q%237 (2.1.12)

Su valour medio en estados coherentes escrito en términoc de las

variables canonicas queda :

X =ec(p+x (3 p°) cos 2q ) (2.1.13)
con Yy = V(2d-1)7/¢
Dicheo de paso observemos que la dependencia de % con estas

variables esta muy lejos de ser 1la tipica dependencia para un

hamiltuniaro clasico, donde el término asociado con la energia
. . . 2

cinética es proporcional a p .

Las respectivas ecuaciones de Hamilton son :

q = 3 = &£ (1 - 2 y p cos(2q) ) (2.1.14a)
p = -gg?= —2 & x (I - p? ) sen(2q) (2.1.14b)



Como comentarié final queremos destacar que también se pueden
deducir las ecuaciones de movimiento con una formulacidén
lagrangianakrz (en lugar de hamiltoniana), en cuyo caso el
"Lagrangianoc Clasico” getinido como el valor medio del Lagrangiano
tntroducido al praincipio del capitulo es :

£ (9,p,9,0,t) = plil-cusd) - scosd - gx senz(e) cosZ2p (2.1.13)

y las ecuaciones de movimiento, que fueron deducidas por primera

b2
vez por krieger . resultan

© = € * & 3 CO=® CcOs 2e¢ (2.1.16a)
O = - g x sen & sen ¢ (2.1.16b)

las cuales, coumec es de esperar son equivalentes a las definidas

por las ecuccicnes (2.1.14a) y (2.1.14b).

2.2. Dinamica de Hartree Fock Dependiente del Tiempo

FProcederemos ahora a describir el método de Hartree Fock

Dependiern.te del Tiempo.
Este método es una aproximacion por medio de un generador de

evolucion no lineai, de la aginamica de un sistema de particulas no

LhtEf&CtUBﬁt&Sbﬂl' Nel. Hﬁl.

Fr segiinia cuant ficacien el iltonianc de N fermiones
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interac tuantes se puede escribir de la forma :

aT a’; a a (2.2.1)

agonoe l1os Indices definen una base completa de estados de
particula independiente que describen coordenadas espaciales, de
spin y ae isosplih ge los nucleounes, mientras que los operadores
a* y a sLii los cueradores de creacion y aniquilacidn de particulas
gque cumplenr lase reglas usuales de anticonmutacidn.

Daogo que €] hamiltoniano (2.2.1) es hermitico 1los elementos

de moatriz de un cuerpo verifican :

(o= <iT iy = ¢ (2.2.2)

y los de 1nteraccién (de dos cuerpos) satisfacen :

o~ -
= {1} |V| kl>y = v = (2.2.3)

v (%
%) 3 nli klyy

Resulta conveniente describir la dinamica mediante la matriz

densidad de un cuerpo definida por :

N - 0 ‘ . ”~
DU(,'C) = (w(t)' :-l.:’ a l'&(t).‘/ = p () (2.2.4)

cuyos elementos matriciales diagonales o representan el namero

de ocupacién del estado |i> de particula independiente. Por lo
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tanto se verifica

r (p) Le, =N (2.2.5)

For otro ladu, el valor medio de cualquier operader de un cuerpo

de la tforma

r o, al a (2.2.6).

o>
[l

se puede describir en té&rminos de p como :

«p(t) [O)p(t)> = § O.H. Py = Tr (Op) (2.2.7)

de mouus que o contiene gran cantidad de informaciédn relevante
reguerida para el calculo Je (9% cbservables macroscédpicos.
La ecuacisn ve evolucidon exacta para p, utilizando 1la

ecuacidn de Schroginger, es

“~ ~

2 2> .
Vm*l} (2.2.8)

1
th — = ¢ - ¢ + 5 (& -
L P 2 {’k\lvn Lmk) plk]m

donde adoptamos la convencién de Einstein para findices repetidos.

2)

La matriz p( {matriz densidad de dos cuerpos) la definimos como
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mientras que @ la matriz V ( matriz antisimetrizada de elementos

de V)

)
4

~
v'\vjkl = v\._|)l|. - v.._]l.k = _Vijlk = ink‘. (2.2.10)

De la ecuaciédn (2.2.8) se desprende que la evolucidédn de p
depende del valor de los elementos del operador de dos particulas
. A su vez si planteamos la ecuac.dén de movimiento para esta
altima encontramos que depende de uria matriz de densidad de tres
cuerpus y asi sucesivamente hacsta llegar a la matriz densidad de N
particulas, en cuyo caso resolver dicha ecuvaciéon es  totalmente
equivaelente a resuvlver la ecuacidn de Schrodinger exacta. Esto
signitice gque la dinamica contenida en la ecuacidn de Schrooinger
para N particulas 1i1nteractuantes se puede desdoblar en una
Jeraryguia de dinamicas para los paquetes o racimos de 1,2,..5..,N
particulas en la que cada S-racimo evoluciona conducido por i) los
términos de energia cinetica y de interaccion de pares de las
particulas que lu componen y ii) un promedio de las interacciones
de las S particulas con el medio proporcionado por las restantes.

La hipotesis principal de este método (HFDT) consiste en
escribir a la matriz de dos cuerpos como un producto

antisimetrizado de aos matrices de densidad de un cuerpoaa%

Pigxt — Puu P 7 P Pk (2.2.11)



Como ecsta aproximacién satisface 1la propiedad de antisimetria
(2.2.9) la unica correlacidén de dos cuerpos que se se retiene en
este método es aquella requerida por el principio de Pauli.

Con esta aproximacion la ecuacién de movimiento para p queda
totalmente especificada. En efecto, si introducimos el potencial

de Hartree Fock definido por :

(W] Lm vl

esta ecuacion es

dp

ih —2) = (W) p. —~ o . (t+W) = [h,p] = (2.2.13)
ot vk X } Uk k) L)

donde definimos al hamiltoniano de Hartree—Fock de una particula

(h) como =

h = ¢ + W (2.2.14)

Dado que el potencial detinido segun la ec.(2.2.12)
representa un campo promedio experimentado por cada una de 1las
particulas cuyo valor al tiempo t depende del estado del medio
descripto por el propio operador densidad p, la ecuacidon de
movimientoc (2.2.17%7) resulta una ecuacién no lineal ( h depende de
e) -

Otra manera de escribir las ecuaciones de HFDT se basa en el
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hecho de que dado que p es un proyector, entonces éste se puede
expresar en tuncion de las N funciones de onda de particula

independiente y age la siguiente manera :
n

~
o L v (1) w::,; (2.2.15)

n:-1

Esta representaecion es consistente con una funcién de onda

determinantsl de varios cuerpos :

W) = godet ¢y (t), v (th.....y (£) 3 (2.2.16)

verificando cada una de las ¢y la ecuacidn :
n

Gwn(x)
ih — =T h (t)Y yw () (2.2.17)
at ) t n

que nuevamente son ecuaciones diferenciales no lineales.
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Capitulo 3. Planteo de la Dinamica

Como vimos en el capituio 1 lus valores medios en estados
coherentes de los operadores que generan los grupos 8SU(2) o
SuU(l,1) per tenecen 3 una variedad, esfera o hiperboloide de dos
hojas respectivamente; por lo tanto resulta interesante estudiar
la dinamica de dichos valores medius, especialmente porque las
érbitas adquieren en este marco una interpretacién geométrica
senclilla y las ecuaciones de mo.1miento resultan muy simples de
calcular. Adewmas la resolucion de estas ecuaciones es equivalente
a la del problema variacional original ya que existe una relacidén
biunivoca entre ectados coherentes y valores medios de los
operadores sobre la variedad.

£fn este capitulu en primer término veremos cédmo se calculan
los valores wmedios dJde pruaguctos de estos operadores vy su
Car acterizacicn geométrica para luego deducir explicitamente las

ecuacilones de movimiento.

3.1 Caiculo de la correlaciones de los generadores del algebra
Sean J y B los vectores formados por los generadores de SU(2)
y SU(1,1) respectivamente, para referirnos a los dos grupos
simul taneamente !lamaremos & este vector operador : A =(ﬁ ,g JM ).
De las expresiones de estados coherentes dadas por las
ecuacliones (1.2.2.9) y (1.2.%3.7) para los grupos SuU(2) vy SU(1,1)

respectivamente, y teniendo en cuenta la definicidn :



M, =M £ iM (3.1.1)
1 2

resulta inmediato que se pueden generalizar en:

|z> = 4 (z) exp ( 2z M ) |O0> = & (2) |z> (3.1.2)

2.~y

U 3.1.3a)

con & (z) = ( 1+ |z|7) para SU(2) (
( 1-]z|“" para SU(1,1) (3.1.3b)
|U> iJ, Jd.
4 ' [, e siendo |z> un estado coherente para
LK

cualquiera de las dos algebras ( z = v para SU(2) v =z = [ para

Sti(1,1) ).
Dado que el hamiltoniano que consideramos es a 1o sumo

~

cuadratico en los operadores M nos interesa calcular
19

”~

<z| 172 | R‘, H] 3 |z) s1 es posible, solamente en funcidn de
Czlan]z> con lo cual el valor medio del hamiltoniano definirfa una
cuadrica cuya i1nterseccid4n con la variedad respectiva serfan 1las
oreitas buscaocas. Para ello reemplazamos estos operadores
aplicados a |]z> por derivadas parciales con respecto a z,
calculamos dichas derivadas y reemplazamos en los valores medios
que queremos determinar (el detalle de cé&mo realizar estos
calculos se encuentra en el Apéndice A), obteniendo las siguientes

correlaciones :
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€ 1/2 (M ,M} >= p <M> M> o+ A b (3.1.4)
L

v ) v 1)

<é> = <2|6|7> (rotacidn que utilizaremos de aqui en mas),
siendo
2m—1
= I.1.
‘ 2m (3.1.5)
A = J/2 para SuU(2) (3.1.6a)
L
A, A= 4, = K/2 } para SU(1,1) (3.1.6b)
A = -Krs2
3
J para SU(2) (3.1.7a)
Yy m
-K para Su(1,1) (3.1.7b)

Le ecuacion (3.1.4) es interezante ya que nos dice que no
s¢lt vamuws a poder escribir al valor neoio del bhamiltoniano en

-~

funcidn de los velures meoios «Mt 51N0 que la deperdencia
funcional va a ser del mismo tipo gque la del hamiltoniano con los
operadaores. Es decir, la ecuacion (3.1.4) expresa que los valores
medios de productous de los aperadores del algebra se “factorizan”

sobre la variedad en cuestién.

Tudo esto se puede aplicar tambiers al oscilador resultando

~
]
-
>
[}
>4
[}

1/2 y 8= 0 con M = (P, @, 1) (3.1.8)
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3.2 Caracterizacion Geometrica de los valores medios de 1los

observables

S1 Jdefinpimos el espacio de tres dimensiones Ea’ cuyos puntos

vienen representados por los vectores :

CMr o= (M r <M ML > ) (3.2.1)
v 1 ¢ z p 3 o
con < >p = <p| l¢> « 1los estados coherentes de SU(2) estan

en correspondencia biunivoca con puntos sobre una esfera de radio
J y los de SU(1,1}) con puntos sobre la hoja superior de un
hiperbalolde de dos hojas con vértice en <k3> = ¥, verificandose,

por ende, las si1guientes relaciones:

I 3% 03 5 oK. R (3.2.2)

De agqui en mnas cada vezr que escribamos un valor medio para el
cual no especiticamus sobre que estado se calcula es que el mismo
se practica soore un estadu coherente, como lo hicimos en esta
ultima expresion.

El hecho de yue solo trabajemos con la hoja superior del

hiperboloide se debe a que :
<zi~ |z> N (3.2.3)

ya que, en la pase qQue expande el espacio de Hilbert para la cual

-~

L3 es diagonal se veri1tica :
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ka [Ks ne = ¥F+n) |¥, n> con n

Iv
o)

(3.2.4)

For otro tado el valor medivu en un estado coherente de

cualquier observable del tipo:

o = A.R At A (3.2.5)

¢ puede escribar como

,
-

o> = A .

2.
(e
2
N
->
™
2
a
W
¥
o

Si proclongamos estas funciones a tuoo vl ecpacio éstas determinan
distintas cuadricacs cuyas antercecciones con la esfera o
hiper npoloide segun el CasO ., representan los valores medios
requeridos.

En particular nos interesan calcular lus valores medios de
las constantes de movimiento Como 1lustracidn veamos cuanto

vaien estos valores meoios para los CLasimires de SU(2) vy SU(1,1)

respec tivamente :

e = J%+ 3%+ J(Jet) (%.2.7a)

€. = v - k- w = a(e-y (3.2.7b)

~
ez facal ver Que cara € por ejempao @
3



<'~é‘;> = (20-1)720 7 v 320 07y v 3 0/2 = 303+ (3.2.8)
(utilarando la convencidn < Mo =M ) , ¥y por lo tanto
L L
J?2 + 3% + 37 = o2 (3.2.9)
1 2 3

recbteriéndose obviamente como cusdrica la misma esfera. Lo mismo
suceae para €1 Casaimir de Su((1,1) (representa el mismo
hiperbcloide). €En camhio si calculamos el valor medio de un
-~ -~ -
hami)toniano arbitrario del tipo ﬁ = E.H° + ﬁf U H como
generalizacid de los modelos introducidos en el Capitulo 1, las
cuadricas asociadas pueden representar cualquier tipo de
super ficies : cilindros, hiperboloides, paraboloides hiperbdélicos,
etc... dependiendo de la seleccidn de parametros de interaccidn.
Las intercsecciones entre estas cuadricas y la variedad definen
distintas curvas que coinciden justamente con los valores medios
ge ﬁ ottenidos mediante la Dinamica Variacional.
En el caso de SU(?7) estas &rbitas son cerradas y periddicas y
dado que la caracteristica de 1la esfera es dos, los puntos
criticos que pueden ser maximos (-) , wminimos (+) o puntos de

ensilladura (¢), verifican :

nf-) + nt+) — n(6G) = 2. n = numerc de dichos puntos. (3.2.10)



El numero maximo de puntos criticos es
N = p{(=) + Nn(+) & n(d) = &, (3.2.11)

En SU{1,1) en carblo, temnemc:s dos tipos de érbitas: abiertas
y cerradas, y alemas no exi1ste una relacidon del tipo (3.2.11).

Es interesante destacar que el limite clasico corresponde a
valores J +» @, ya que en e<te limite los operadores conmutan. Si
QuUEeremos cCcomparar la oaoina&mica correspondiente a este limite
clssico con la variacional es conveniente normalizar todos los
operadores con N = 2J para que las ecuaciones no diverjan vy
encontramos que las cuadricas son de! mismo tipo pero levemente

desplazadas, con corraimientos en la energfa.

I.3 Danamica

Del princip:o variacional :

ta
& Lz <z(t)]| id/8t - H |z(t)> dt = Q (3.3.1)

ademas de obtener las ecuaciones de Hamilton como se vié en el
Capi tulo 2 se puedernn obtener ecuaciunes del tipo Ehrenfest para
operadores lineales en los generadores del grupo y por lo tanto

ara ellos se verifica :



Fste resul tado esc 1rteresante ya que nos dice que la dinamica
variacional y la execta cuinciden sobre la variedad.

Utilizando la expre<sion para el hamiltoniano introducida en
'a secc1d anterior, las reglas de conmutacidn (1.1.7) y (1.1.12)
sequn sea SU(2) o SUll,l) vy la "tactorizacion” (3.1.4) se puede
obterer la ecuacion de movimie to para el valor medio del operador

M ftel calc.:o detallado se encuertra en el Apsendice B) 3

> L VK X Ve (5.5.3)
N SR A I para SU(2) Z.%.4a)
1 ? )
cor %
kf + t;: - vr; = b para SU(1,1) (3.3.4b)

En esta ecuacidén de movimiento resulta obvia la conservacidn
de la energia y que A pertenece a la variedad para todo tiempo
ya gue la velacidad es perpendicular al gradiente de ¥ y de ¢ .

La 0anamica nou vepende Je la condicidn inicial sino solamente
es funcion de la posicion .

Los puntos criticou: o i-ensilladura de Morse se caracterizan
por tener # = 0 3 en cuyo Casc 79 || V¢ o V% = O.

Hesulta conveniente Jdestacar que el camino tradicionalmente

utilizado era plantear l1as ecuacionecs en (complejo) que por

az



elemplo para e)] modelo de Lipkin esso1 :

2 = - 1 ( z + X Z_—_Z ) x = Yi—l_)- (3.3.5)
2 &
1+ |z
] . a4
0O su equlvalente on cordenadas candnicas (p,q) (ver
Capitulo 2,.ec. (2.1.14)) vy resolvierdo en este ultimo caso

vbtener el diagrama dve fases. For lo tanto en lo que sigue, ademas
de analizar las &6rbitas y ginamica zsobre la variedad respectiva,
lo haremos en el espacio (p,q). En 8SU(2) este espacio esta
representado por el mapeou de la esfera en cordenadas (p,q) =
\J cos®, ) vy en SU(1,1} por (p.q) = (k¥ coshd, ¢). En el primer

casu -J € p £ J mientras que en SU(1,1) p € [(k,w), en ambos casos
e € [0,2n].

E]l camino que vanos a sequir nneotros es trabajar primero en
&) epspecio de tres dimensiones y luego pasar al espacio de fases
por var ias razones: pramero, el analisis cualitativo de las
¢érbitas resulta i1nmediato de analizar fas intersecciones de las
cuadricas (energlia constante) con las variedades sin realizar
ningun calculo de integracisn; segundou ., porque el planteo de las
ecuaciones de movimiento en €l caso de determinar su dinaAmica
resulta muchi{isimo mas sencailla, y tercero, dichas ecuaciones no
presentan singularidades como sucede ygeneralmente en los bordés

del espacio de tases.



Capitulo 4. Dinamica Variacional Conservativa en SU(2)

Aplicaremous el metodo propuesto en el capitulo anterior a un

.
hamiltoniano de la torma Je2 :

~ P V ~ FaY N - N U LN EKa ¥ FaY Py N

h = &J + = (J“’ J_) + 5 {.J‘,J_}‘ + 5 ({JO’JS} + {J__,Jal) (4-1)

En términos del sistema de dos niveles con N particulas
interactuantes la interacci16n se pueae representar graficamente
con los procesos de creacioédn de excitones (pares

particula--agujero) dgue se lLlustra en le Figura 4.4.

R aB g o

Fig. 4.1. Fsquema de lus irileracaiores,

v/e

Comu se puede observar los términos proporcionales a V y W
conservan la paridad (Mudeto oce Lipkin), consultar Capitulo 1
Seccion 1. Esto se tracuce en una simetria de rotacidn en un
ongulo n alreaedor del eje Ja' El término proporcional a U rompe

oicha simetria.



4,1 Hamiltonianos Lineales (V. = w =0U=20)

Er este casc V¥ = (0, G, ) la ecuaCinn de movimiento es
. - N > -
equiveaiente & l1a ve un solivo que gira con velocidad w = (0,0, wa)
con w = & = constante y €l diayrame ve tases consiste en lineas
~ - -
horizontales. Mientras que 31 el namiltoniano fuese H = 5.3, dado
que la ecuacion J W1/7Z) V¥ V¢ es invariante frente a
rotaciones la dinamica seri1a erattamente iqual pero con
- i
w = (e‘. £, 53) en cambio, el agiayrama de fases seria

topoldégicamente distinto ya que, al no coincidir el maximo vy el
minimo de energia con el polo Norte v &l polo Sur respectivamente,

adew v Oe las CUlvas gue recorren todos lus angulos ¢ en el

intervaic [V, 27}, a8 las Lualls el Lo €rga usual se las denocmina
. Kail :

rotsciones « avarecen otras que solarente tuman valores en un

intervola wmencr [wa, ¢2) < [O, 2m) e las 1lamea libraciones

locales Nosotros sdovtaremos tambiey estag defainiciones a 1o

largc oge la tesis. A pesar, vulvemu- a 1nsietir que sobre la

e«tera puerle sucteder, comn en este caso, que ambas sean totalmente
equlvalentes.
. ->
Ern ambos casos el periodo de cada orbita es 1 = 2n/|w| Y la

dinamica varlacional coincioe con la exacta.

4.2 Hamiltonianos Cuadraticos

Far~ valores artitrarioe de law interacciores el valor medio

del hamistoniliamno (4.1) adaQuiere la evpresidn:



su gradiente es :

y = 1 X 1 X
v). = £ (‘j 1_’_ J 4 j J3 ’ ‘-]- X J s 1 + :J— J ) (4-2-3)

y por lo tanto para el hamiltoniano bajo consideraciéon el sistema

de ecuaciones de movimiento es :

-t = - - X xz _
& J’ J (1 = J3 ) 3 J’ Jz (4.2.4a)
J

13 = - 2 X -

& Jz J‘ (1 j’ Ja) *3 (Jl J3 ) (4.2.4b)
-1

N = - 2

& J3 (x,~ x_ ) J' Jz + X Jz J3 (4.2.4c)
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4,2.1 Hamiltonianos

Las cuadraicas

asoc 1adas

Cuadraticos con simetrias (U = 0)

al hamiltoniano son cilindros

paraboiicos con su eje en la direccion de Jz.

S1 yx <1, la curvatura

el polo Norte es menor que
inter secciones

tanto, las

(érbitas) son todas curvas

se traduce en el diagrama

(rotaciones) como muestra la Figura 4.2.

corresponde a un Mmax1imo

(minimo)

de las parabolas en el plano (Jz’Js) en

1/3 (la curvatura de la esfera), por lo

entre estas cuadricas y la esfera

cerradas que concatenan al eje Ja’ esto

de fases como sélo curvas abiertas

El Polo Norte (Sur)

absoluto de energia.

By

(b
. -»
Figura 4. 2.1, 1 Trayectorras del vector polaritzaci®dn ( J on
la eosfera de Bloch ta Yy su correspondiente diagrama de fasee
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Cueanooc x, = 1. la curvaturs de la parabola en el FPolo Norte
iguecla 1l1la curvetura de la estere y se produce asi una
1nestaniligad ectructural {(pirfurcacién). El MmMAaXimo absoluto
biturca en dos mAax1mos de i1gual energia y un punto de ensilladura.
Obser vemnre Qque a8 lo 1arqQo dw la ti'urcacidn uno puede encerrar con
uneg curve cerrada & (as puntos anvolucragos y por ende el indice
de ésta se conserva, O o ave es lu mrsmo 1a suma de los {ndices
e loe puntcs ercerradoc. b1 este el 1ndice antes de 1la
DLt el icn ¢ @)l dey marx1lan (1) ¢y Sesgpnees de {a misma tenemos dos
M= 100 s, (&0a GNO  Con andice  igual a uano, mas un punto de
easitladura (~1v corrcbor et o 1o que acabamos de afirmar. Entre el
valur e energla et puritce de2 ensilladura y el del maximo, es
decr sara las cuadricas que intersecan al eje J3 en
J < Js £ J(l4y+)/2 se cumple wuna agoble 1nterseccién con la esfera
de Rloch. Este hecho da lugar a dos conjuntos de férbitas,
localirzadas de manera simétrica y deyeneradas en la energia que no

concatenan al eje J3 representando oscilaciones 1locales o

libraciones. Esto se 1lustras en la Figura 4.2.1.2 para x, 1,5.

fr e. te caso, los gos marimos abeulutos de igual energia aparecen

o s 2 e .
t (e ) T (Y 0o , 1) en el espacio J.

* ’

(= las COrGin 3

in

e -
tat



Trgura 4.2.1.2. lgual que la Figura 4.2, pero con el valor de

X = 1,5. Se ve que el maximo del polo norte de la Figura
o

6. 2.1.1 aufnd una bifurcaciOn a un punto de ensilladura Y

dos mo ximos ubicados an forma sumétrica. EL punto de
ensiliadura se indica con el simbolo A

Para interacciones fuertes y » 1 el valor medio del

hamiltoniana es

e 2 -
X 2 oy ox, 3 (4.2.1.1)

M

indicandc que las superticies de 2nergla son esencialmente planos
paralelos al plano \Jz,da). Notemos que a pesar de que la

expresiédn de ¥ e< muy simple en la representacién de cuasispin,

s€ vuelve muy complicada en cordenadas (p, gq)-. ENn este caso sin



embargo es conveniente realizar otra selecciéon de cordenadas

canénicas: (p', Q') con p’'= J‘ y Q' igual al angulo polar con

respecto al eje J‘. Cusalquier movimiento posible es simplemente

una rotacidn alredegor ge este eje con periodo :

-
2n 3 (4.2.1.2)

-
[}
nlm
il

A
o)

11i) X, >0 v x

En este rango de parametros de interaccién (V> W) las
cuaddricas representan hipervoloides de una hoja. Kan Yy
colénbc.n".adc;resy‘al investigaron el diayrama de tases en el caso W=0
que constituye la versidn mas popular del wmodelo de Lipkin. FPara
el cual x, = - x y por 10 tanto los avtovalores de la cuadrica
son iguaies. Cuanao el mHouvio de ectos parametros es menor gque la
unigao ocurren sole rotacirones. Cuandoe toman el valor uno es
decir, x, = 1, x_ -1, ocurre una transacion  de fase no
termodinamica, ccnsastiendo en el apartamiento simultaneo de los
dos extremos absolutos desde los polos y la consecuente aparicién
de libraciones degeneradas centradas en los puntos elipticos
W2 CHE-DY L0, 10 vy I ]) 0, tE-0t -
en el hemisferio norte y sur respectivamente. Esta degeneraciédn se
puede apreciar en terminos geométricos, como una consecuencia del

hecho de que el vertice del hiperboloide yace fuera de la esfera

en el eje J3 5 uno puede ver ademas, que el maximo de energia en
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€) hrErjceteric Norte correcpnde, para vaelores de X, wados, a esos
puntoe donue la Ladrica es tangente a la esfera. Lo mismo sucede
cuandc x, es distirto « -3 _, e lo que difieren es en que el
ma>imo vy el minima no ectan simétricamente localizados con
respecto al ecuwador como .e puede observar en la Figura 4.2.1.3 en
la cual se yr«ticaron las ¢érbitas pera los valores X,.= 2 Yy
2 = -1,5. En el pbresente rta:z:o ovos transiciones de fase distintas,

ocurrieron. une atectando al polo sur y otra al polo norte.

Firaura .2 12 3 gual > (o8 4 on Ltae fvguras que La preceden, para
X = O, X‘ = 2 Y X -1,%. Se puede ver que el mi rumo
ub. cade onr el polo sut on figuras anteriores biufurcd
er Y, punto de ensiliadura Y dos ml rmmos. Notemos, ademde.
Qe Las 1PAVECLOTL s Jeae rasan 2] Los polus de la osfera
Ser MO €ear or SIVY RS T peranenle M.scontinua sobre ol
diagrarma de tave, lo pONe ~vider-.ia una de Las
dificultaqes qie PEREY N & 99 YO e ana csf{era sobre el

plaric.



i1d) 4, >V y x_ 70

La tamillsa d¢ cCcuadricas cunsicste en un conjunto de
paraboluides eiipticos. Cuando tante x, tomo x_ son menores que la
Jdnidad so»lo eqdisten rotaciuvnes. Coaanoo x, =1 para X_ 1,

ocurre una odifdrcacion Jgue transforma ef wmaximo en el polo

norte en dos puntos elipticos (ma«imos) degenerados situados en

.2 1-2 :
(J/ %) ¢ x (x, -1) 0, 1 ) y un puntu de ensilladura en el
polo Norte. Si hacemos crecer aun  més el valor de x pero
manteniendo la relacrdmn ¢ CONn ¢ imeyOr que uno, ocurre una

+ *

segunde biturcacion creandd dos ionae dJde rulaciones, €l punto de

ensililadura biturca en do: puntous de ensilladura y un minimo

relativo. testo se 1lustra en la Figura 4.2.1.4 para x, = 2y
£ = 1,5, en la misma Se puede aprecirar Ja presencia oe dos puntos
hiperbclicus en el plano (Jz . Js) con ordenada s J3 = J/x

En este caso, el polo norte es un minunmo relativo. En  términos
geométricos es ftacil ver qQue cualquuier rotacidn alrededor del polo
norte, proviene de i1ntersecar una cuddrica que dio lugar a alguna
otra rotacion ubicada justo por debajo de las separatriz inferior
y por enae tienen la misma energia . £€n otras palabras todas las
rotaciones alrededor del ainamo relativo son aegeneradas.

si X, T a_ las cusdrictase <se convierten en paraboloides
circuilares y el diagrama de tases presenta simplemente 1ineas

horizontales, contenienon Aroitas degeneradas a ambos lados de la

circunfererncia con Jq = J/x* Cuanad y y x_ s0ON ambos mayores que

6o



la unidad. El periodo de cuaiquier érbita es T = 2n/e (J - X, Ja)'
E=s i1nteresante hacer notar que la carcunferencia con J3 = J/x+
proviene e puntus 0€e tangencia entre la cuaddrica y la esfera vy
por lo tanto son puntos estacionarios, en particular, consiste de
maximos de energie. En otras palabras, el maximo es una linea en
lugar de un solo punto como en los casos que vimos anteriormente.

Tocas las energiacs en el intervalo ¢ J [ 1 , ( x, * 1 )/2 1 son

degyener agas.

Figura 4. 2.1. a. Igial que enr la figura precedonte pero con
2 o, X, 2 v x 1.9, E! s} mbolo B wndica  la  posici®dn
de mlmime relative,



4.2.2. Hamiltonianos Cuadraticos sin simetrias (U # 0).

En e1 casu V w las cuadricas son cilindros
hiperbélicos con =imetria de traslaci1On en el eje Jz. En el caso
general con V y W gistirntos de cero los autovalores Ay los

» .
suwtuvectores v de las Cuadrlcas s0n

Xy T X . v, = (0,1, 0) (4.2.2.1a)
A, = xlmr (v 1'%y ¥ = (\,/x , 0, 1) (4.2.2.1b)
con m = o /2 H1 se consideran valores arbitrarios de los

paramelr s de 1nter accion & recorre una amplia variedad de
cuadricas que rezponden a distintas elecciones de los autovalores
y autovectores (en particular 1o que define el tipo de cuadrica es

el sigru dgel autovalor). Ma: alla de tratar de clasificar todas

lae pu=1Dilidgnes vamos & airscutar un  par de ej)emplos para

simplemente poner de manifiesto la rigqueza de tipos de flujos
existentes. Neoe restrangiremos al valor de x =0 ’ vya que de
esta manera el eJe Jz resul ta Y4 eje de traslacién de la
cuadrica. Esto signitica gque V w, lo cual representa para

valores chicuwe de U una perturbacion del flujo estudiado en la
subsecc16n anterior (Figura 4.1). En la Figura 4.2.2.1 se muestra
coHmo se produjou esta deformaciédn, se puede ver coHmo se han corrido

los extremos absolutos de los polos. Cuando el parametro x, se
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anula ecstos extremus no se localizan en torma simetrica respecto

del ecuador cowo en wl caso V = W = Q.

con X x

Las ecuaciones Je laos planose asintoticos de estas cuadricas

son
x,’2 J‘ + x J’ = x*/Qz (4.2.2.2a)
J = =Jd/»x \-(4.2.2.b)

Cuandc cu«lgulera e . .5 Pioancn asirtoticos intersecan la



esfera, el diagrama de fases sufre separacién en drbitas de
distintas curvaturas esto se puede apreciar en la Figqura 4.2.2.2
dorde ambnos planos asintdéticos penetraron en la variedad, lo cual
da lugar a tres conjuntos de libraciones y dos de rotaciones. Esta
figurs se obtuvo para valores x, = 1,5 v x = 1,25. En este
ejemplu el ej)e vel cilindro hiperbolico yace fuera de la esfera
con cordenadas : J ( - 1/ x*/xz ) en el plano (J‘ . Ja)' Si uno
cambla los parametroue, por ejemplo disminuyendo el valor de x, (de
manera que el eje de la cuadrica 1ntersecte la esfera), ocurre una
nueva tranciClorr : €1 punto de ensililadura situado en e = n
bifurca en dos puntos de encilladura y un minimo relativo trayendo
apare)ado el consecuente cambio en el diagrama de fases, es decir
la aparicion de libraciones locales alrededor de este Jultimo
punto. Fsto se amuestra en la Figura 4.2.2.3 donde se graficaron
Joe flujos para los valores x, =1y x= 2,3. En este caso ambos
planos acirntoticos se convierten en separatrices, Yy encontramos
todo tipo de <¢rbitas rotaciones degeneradas, libraciones
degeneradas como asi también rotaciones Yy libraciones no
gegeneragas. Nuevamente en la bitfurcaciédn se puede observar que se
conserva la suma Je los 1ndices manteniéndose igual a -—1.

Faras tinalizar notemos que para el hamiltoniano de la figqura
anterior es pocsible calcular el periodo de la 4rbita

correspondiente al plano ver tical

T = Pn/e 4 A/ (v,

v

(4.2.2.3)

=Y



Qs 33

Figura 4.2.2.2. Igual que Las [iyuras precedenles pero con
Y - L3 v 1.2%. Fl  slwmbolo E indica la  ubicacOn de un
maxiLmo retaiLve, Las Ll reas punteadas corresponden a la
INLEr e el de tos planos a-intOticos .on el plano J , Ja).




4.3. Conclusiones.

En esta clasaiticacion de tlujos, en lugar de remitirnos a un
estudic anafltico 0 Nuuerico, especlalmente para determinar los
P TOE criticos que son, (wuno vamos, laos que determinan el tipo de
t1u,0 en su vecindao, hemos utilizaco oe manera  exhaustiva el
meétudo geométrico projiesto. Hemos mostraau que dicho método pone
anfasise = 13 forma de 123 Coiagdr 1Cses 20U )aNas & la energra y 108
TOAGP oS Lavaric (Tes aE Lles L interseccilon o &wiLas
0N le wEfera Jde tlach. SBe puede suvervar gue auan en s. tuaciunes
COMP I LCT 48 COmG 125 &at & la GLt ma seccidn, este estudio

cltamer (o Ve bA YOO r2aRcir ¢ racteristilicas del diayrama
Je Tases sinh railZar 1 legraclon Lamsr . Ca alguna. Una sintesis de
fos criteri1os para tomar en caenta son @
a) [ ObSer vacion ue que las in=stabyl idaves estructurales
aparecer, cada ver gque tiene lugar in cuntactu oe segundo orden
entre la superficie de energia y la estera,
b) la observacion de que las orbitas deyeneradas aparecen cuando
la misme cuadrice 3snciada a la energia interseca dos veces a la
estera.
c) la Jdistincion entre rotaciones , Jidracirones viene dada por el
hec ho ge gue {a trayectoraia concatene o no al eje Ja
respec tivamnente,

d) ls .oentaficacion g lus min1mos como puntos de
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tangencia entre ambas superficies y

e) la identificacién de un punto de ensilladura gque responde a una
caracteristica distinta segun el tipo de cuadrica que se
considere; por ejemplo en el caso de los cilindros hiperbélicos,

dicho punto esta oado por la interseccidn del eje de los mismos

con la esfera.



Cap: tulo 5. Dinamica Variacional Conservativa en SU(1,1)

En este capltulo desctribiremos el tipo de flujos para varios
hamil tonianos que pueden escribirse con los operadores que generan
el grupo Su(1,1); lo haremos en el mismo espiritu del capfitulo
anterior , es decir, describiendv cualitativamente todas sus
caracteristicas a partir de la concepcidn geométrica descripta en
el Capitulo 3 . En este casu considerando las intersecciones entre
los hiperboloides de dos hojas y las cul&dricas asociadas a 1la
energla. En el Caso de encontrar 4érbitas integrables
analiticamente expondremos sus periodos.

£ pramer término estudiaremos los hamiltonianos lineales en
lose operadorecs que generan €l algebra SU(1,1), pasaremos luego a
estudiar los cuadraticos cornn y sin simetrias (Secciones 35.2.1 vy
59.2.2 respectivamente) y por ultimo enumeraremos las conclusiones

obtenidas.

5.1 Hamiltonianos Lineales

En primer término veamos la dinamica para el hamiltoniano:

H = & K (S.1.1)
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Como comer:tario, recurdemos que éste se puede obtener a
crartir del hamittoniang nm (;, 5) del oscilador arménico isdétropo
cor una convensente real..scion del algebra SU(1,1) como se vid en
la Secc1dn 1.1.

La familia de cuadricas consiste en planos perpendiculares al
e)e Ka y por lo tanto tudas las orbitas lo concatenan (ver Figura
9.1.1). Existe un Unicou punto critico qQque es un minimo absoluto
ubicadc en el vertice del hiperboloive, es decir en 3 = (0, 0, K).
£l correcpungiente diagramna oe fases contiene curvas planas. FPara

valtular la velocligad en cada punto, tenemos que :

VX = (0 v , &) {(%.1.2a)

Yy per 1o tanto de acuerdo con la ecuacion (3.3.3),

K= (e x5, 6k 5 Q) (5.1.3)

E< decir que., en forme andloga ¢ lo que ocurria en SU(2)

t + (5.1.4)



Juego la dinamica es equivalente a la de un cuerpo rigido que gira

alrededor oel e,e l;'3-

30

26

22

K,/K
P/ K
R S —— 30
26
|
1
22
18
14
- — g e e o e o (R 1 v S
30 K/K 00 06 12 18 q/m
(o
-
Fraura . 1. 1. ta> Trayeclorias del vecior K para un
hamitomanso Lirneal Ade la forma H = & Ks sobre la variedad
winciada  al arupc,  conm k 1 Yy £ 1, (b)Y Diagrama de fames
cortmspond ert e al mismc flujo que en (. Los si mboloe
uttlvzaaos Fara vadvcar los puntos criticos son los= m.amos
que en e capllule anterior.
8. shora conscideramos el hamiltouniano :
KRN el
H = & "3 - o b"‘ con & Oy >0 (5.1.9)
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obviamente en SuU(l,1) 1 ecuacion de movimiento no es ainvariante
frente a rotacilunes y pur lo tanto ecsta dinaAmica no es equivalente
a le de ; = . ;3 cune. en ¢l caso de SU(2). En este punto resulta
interesante comertar gue «pesar de no ser invariante rotacional,
para clertos valores del cociente /s, resulta invariante frente a

. So3,Ril,Ged,Gesb,Ge?
una rutacion generalizade de la torma~->" ’ ’ ’

¥ =¥ cosh n ¢+ K sh n (5.1.6a)

>
[l

Ka sh n + m' cosh n (5.1.6b)

i@ e 2gquivaelente a ta transtoraacion de Bogoliubov. Para ello se

cen ¢ legir g, de Cre que el covfictente yue acompafia a K; en
el haniitonianc =e ativie. £t pete caso uno encuentra

tgh n = -—a/¢ (5.1.7)
lo vusl <dquiere sentido solamente para a < ¢ Si se verifica

la ec.(9.1.7) es facil comprobar que la ecuacién de movimiento del
tipo Bloch es i1nvariante frente a esta transformacién a pesar,
reiteramos, que ésta no es invariante rotacional en el sentido
usual.

Retornemos ahura, al analicis de flujos; si /e < 1 tenemos

un minimo absoluto de energia en el punto de tangencia :



P N 3
g = [ , 0, ___-J (5.1.8)

cor ¥ = a/€. La energla carrespundiente es

8 =& V1- 8% v =P ) (5.1.9)

Todas laes érbhitas sof cerradas, coexistiendo 1libraciones vy
rotaciores, extendiendn las detinicionaes expuestas en el capitulo
enteri1ogr de rotaciones y libtrraciones siempre que |p[ <M , o en
vtrase palabras siem e que se trate de orbitas cerradas, en caso
contrario hablaremos de orbitas abiertas. La separatriz entre
estos dos tipos oge trayectorias es la érbita determinada por el
pleno que pasa por el vertice del hiperboloide, definido segun 1la

ecuacidn
£ ¥ T I N ¢ (5.1.10)

Lee fiulos correspondirent.cs = Muewtran e ta Fagura 95.1.2



|P/K

18
14 \
_ L @
10 - - v — 10
230 00 30 K/K 10 00 10 qsm
Frgoaro 5. 1.2 Jgual que la Figura S.1.1 pero para ol
harmdteomarne descripteo :-or la ec. (5.1. % con O = 1/2.
Para ¥ > 1 todas las orbitas son aciertas. Obviamente en SU(2)
este tipn de trayeclori1as no eran Lusibles por tratarse de una
variedad compeacCta fFur 1o tanto estos flus,0s son mas ricos que
lws tratados en el capitulo anterior. En este rango de parametros

rno se presentan maximos ni minimos de energla.

0o lo gue es 1lo mismo
verticales, situacid& que
valores de K = 1 y a = 1.

integr able analfiticamente
Cuyé Ccuadrica asociaga es

este caso la veloucidada ecs

En el limnite a +» o,

fijando & = 0O, 1los planos resultan

se graficéd en la Figura 5.1.3 para

Eri este caso existe una orbita K(t)

que e la que corresponde a energia nula

el plano que pasa por el vértice. En
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y K_ , K_ ) (5.1.11)

de la cual se obtiene el tiempo necesario para ir de Kz(O) a Kz(t)

r~
i
Qi

K (0)
{senr." __._z’__ ! (5.1.12)

——

1ol~—-—.-.-.--.._,.....\!/__, oo 2 S 1

-30 00 30 kvk 90 10 20 9/
Rt (b
Fiyura S.1.9. Jdem que la figura anterior con & = 0 y o = 1

Notemos que para este grupo (SU(.,1)) la suma total de los

indices no se conserva como en el caso de SU(2) para el cual vale
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siempre 2 por tener como variedad asociada una esfera (ver
Secciédn 1.3). Para var iedades no compactas, como en este caso, los
puntos c¢riticos nu solo se crean y se destruyen ante
bifurcaciones, sino que , el intinito actda como fuente o sumidero
de los mismue. Esto queca ae manifiesto cuando uno pasa del valor
e =0 (sume de 1ndices =) a valores de £ 2 O (suma de indices =1).
Esto =€ uvebe a Jue no es po=ible vetinir una curva cerrada que

erntcierre a todos los puntos & cuesti=sn (Consultar Seccion 1.3).

5.2 Hawiltonianos Cusuraticos

S5.2.1 Hamiltonianos Cuadrsticos con simetrias.

Veamoese ahora aigunos £)emplos Juv hamil tonianos cuadraticos

Cuyas cuadric as asociadas <on

i) Calindros CcunNn i0s €@J)es en (U O , a)

* o= (O a)? + w? (5.2.1.1)

A
-

Sy O £ a

Para este rango de parémetros el eje de los cilindros no
interset s al hiperuvuluide (Figura 5.2.1.1) y por lo tanto existe
wr- mico punto critico (minimu) en el veértice del hiperboloide, es
decir, en ﬁo = (O, VU,N) Ccon enrergaia 50 (n—a)z. Todas las érbitas

50N rotaci1o0nes No ocvyeneragas alrededor del eje ¥ con sentido de
3
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giro posaitivo.

‘Ka/K
!
307 -
26
224
181 18
o
14 14
104 — — ]Ol——'f r . — - S——
-30 v 00 10 20 a/
(X7 ¥
Figura S.2.1.1. (s Trayectorias del vector K scobre la hoja
Swperior del hperbolovde para urn hamltormano cuadratico
cuyau SuAarwen asvciada viene descripta por la ®cC. (5.2.1. 9%
a = 3 4 v k = 1. (', Diagrama de {ases respecti.vo.
81 K = a 3 2K
Justo en el valur a = n el eje de los cilindros es tangente

al hiperboioide y para velores mayores 1o interseca dos veces. Los
puntos de 1nterseccilorn son minimos (degenerados). Es decir, para

2 2
los puntoe ﬂo (x Ya‘- ¥* , 0, a ) se da el minimo de energia
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EO = 0, mientras que el vértice del niperboloide ﬁa = (0 , 0, K)

se convierte en un punto de ensilladura con 8. = (K—a)z- ta Figura

5.2.1.2 muestra ectos flujos pare valores de k 1 ya = YZ. En
este ranyo de valores de a coexisten tres tipos de flujos a saber:
dos conjuntouse de libraciones alrededor de los minimos con energias
degeneradas , ya Que provienen ae intersecar dos veces la misma

cusddrica, y rotaciones para energlas mayores que 8 que Sson no
@

degeneradas.

e/

30 8-

26

2.2

18

149 q

I

10 l - s e O e - ]0 ——r- v v r v T v — S

-30 00 30 Ky/K 00 10 20 q/w

Ficura 3.2.1.2. 1lyual 4ue |13 Figura $5.2.1.1 con a = vz,
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S1 a 2 2K

D:vo que el cuad ado de la distancia mas corta del eje de los

2 <(a-¥)?,

cilindrus al hiperbolorae en 1 plano (Ks’Kz) es a /2 —K
qQue @€ cuadrado Jde la distancia al vertice, el anterior punto de
ensilladura bifurce en gos puntuos ade ensilladura y un maximo
relativo en el vertice. BExta tuntaiguraci1én se muestra en la Figura

8.7.1.3. La dindunice presenta en este caso cuatro tipos de flujos

cuerlstentes :

i) kotaciones alrededur del maximo relativo P = (0, O, K) con
ener ygias Bu = (a-¥)“. Ectas rutaciones tienen energias degeneradas
ye QUe la cusdrica ve la cual provienen intersecan dos veces al
tiperoolcide. OQuservar or ejemplo, que las 6rbitas punteadas en

la Firguara 5.2.1.23 prouvienen dge 1a misma cuadrica.

1) Libraciounes (2) alredeagur de los minimos, por supuesto
tambpien deyeneradas, ias proyecclones de las mismas sobre el plano
(13, l)) 0N clrculos cumpletos con hl> O vy K1< 0, respectivamente
11.:) ROla 1wnes aireveaor del eje A Hasta el valor de energia
3 = (a—l)z, estas provienen de la parte superior de un cilindro
nue s irtersecaba 1nferiormente alrededor del maximo relativo vy

vour lo tanto son degerneradas. ke decir, que , dado que el miemo

clitndry inter sec s la variwdac wn Jos érbitas de distinto tipo,
1) v tiew va' 0 1a- ael taoo tienen s misma energia que las
QU #=S L amne COng , cer 1o (s l) el ranqo de energias arriba

MENC10rna00. Fara encraglas super 10r=s pasan por debajo del vertice



y por lo tanto no nay degeneracién.

Dado que el tamiltoniano consider ado es invariante frente a
rotaciones en u angulo n alrededor dJdel eje Ka, los puntos
criticos verirfican @ a) el vertice del hiperboloide es siempre un
punto critico y b)) aparecen siempre de a pares con igual energia.

Resultse entonces tnteresante estudiar un caso en donde se rompa

esta simetria.

‘K,/K *D/K
— e W
70
€}
, 40 b 4
| e ® )
| | A :
|
- |
1.0 | — . e a— ]0 - ——— @ - —
-40 -20 00 20 L0 KK 00 10 20 q/m
tb)
lgual que las dos figuras que la preceden
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S.2.2. Hamiltonianos Cuadraticos en ausencia de simetrias.

Anclicemos 1 hamiltonianmo @

H =& K_ + U ( 'r;a s b (5.2.2.1)
cCuya tuadrica asociceda es :
K = 2 (v v /N ) ron x = U(Z2K+1)/e (2.2.2.2)

t=ta cusorsica representes ci1lindros hiperbélicos con sus ejes
en h’ = —=Ksx. Para valoree e x = 0 este eje estid en el infinito y
1z cus o rvicas zv cwrvierten en planoe como en el caso tratado en
la oraimere seccion de este capitulo. Al aumentar el valor de x los
nlanose se var curvandgo. El minimo ubicado, para xy = O en el
vertice se va deceplazando hacia valores negativos de Kx mientras
que aparece otro punto critico (de ensilladura) desde el infinito.

De la condicidn de paralelismo entre V% y V¢ y fijando Kz =0 se

obtienen la localizacién de los puntos :

.
g = [—5/4 + AeZ-arise , o, t74 A1ear®—v1-827) ] (5.2.2.3)
con E=K/x.

Esta contigurac.on se nuestra en 1a Figura 5.2.2.1.



‘K!/K P/K

0.0 10 20 g/

-
Figura 5.2.2.1. wa Tray ectorias el vector K en el
mperovolovde para el hamltontano descripto por la ®c.
(5.2.2.1) cor ) = 1.4, £ 1 y K 1. (by Ditagrama de fases

correspondierte al meme {lujc que en sus.

Resulta obvio ce cpuervar la Figura 9.2.2.1 que ﬁ‘ es un
MLNIMO vy #_ an puntco 94« encill.aduir a ;e que en un entorno del
primer  pur-to  id4  Caadrice de  e@nhergla GU no atraviesa al
hiperboloyrde (maxiroc O minamo; v ta deys &0 1é 20na de energlas
creciertes, por .0 'anto < Lin1e o, € cambic 1a cuadrica
rorrespondiente o !« atravaisesa a 5 2en el pinto ﬁn {punto de
«nsiliadura).

Entre !t.y su lac enerylas son degerner adas perd a diferencia

de ilo estudiavo en 1a SeCC1LOn anterior estas érbilcas son

totalmenta daistintas entre si{ : unas son cerradas (alrededor del
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minima) y las otras ablertas.
Al ancrementar €l valor de p, los puntous criticos convergen a
slsme punte donde se Lroouce La baturcacidn para |x| 1/2v2.
Fara valo aun  me,ures nou hay puntos craiticos n1 Srbitas
degener adas.

Debigdo a que el cocd asintaticu del hiperboloide y los planos
esintoticos del citiinaro hiperbdlico de equienergia tienen
intersercion no nula para valores finitos de y no hay maximos ni
miNimos absolutos de energia. bEsta crece indefinidamente para
valores F‘ + w y decrece para K‘ + -o0o.

Nuevamente como en la seccidn anterior la suma de los indices
ae los puntos criticos nu se conserva para y € (—oo,m) ya que para
x ®* O esta suma es nula , mientras que para y = O da uno. Si
hublesemoes trabajado con un hamiltorniano normalizado con  x, Yy
tomAado & £ LOoWC parswetrd de countrel, La situacion hubiese sido
cgretints va que pare & € (~w,o lo "wnaa de lus indices es siempre
nula. Egto pe EQULIValente o hater la inversion v »~ Yy vy por lo

tanto siv escluye i casc

35.3. Conclusiones.

Nuevamente vemos la ventaja de trabajar en este marco
geométrico. Las conclusiones son lac mismas que las enumeradas en
¢l cap.tulo anterior ovara 1a dinamica dentro del grupo SU(2), con
la ‘anica diferenclia de Que Ueud Que la variedad en cuestidon es no
compacta, lsa riquesa Je f.iu)joe es mayor, vebido a la existencia de

oruvitas atilertas. Fero por otro laus, se pierde la propiedad de
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vOolulragos no divergen.
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Capitulo 6. Conjuntos de Bifurcacidon

Como se puede obuervar ue las dinamicas expuestas los cambios
en las caracterizticas topuligicas de los flujos estan dados por
i@ aparicror Je los dictaintus puantos vrfitaces. Es  agecir, para
ci1ertos vaelores oe los cunstartes gue parsmetrizan al hamil toniano
se produce uwna Difurcac16n  al nacer variaciones sobre estos
parame troe ae  “countrol” For iv tanto resulta interesante
graficar las caurvay e el espaciu de parametros para las cuales se
producen estacs transiciunes., lbuerewm: destacar que no tenuremos en
cuenta comoe orbitas tupoelogicamente distintas a libraciones
loieles que apesrecen Pn el diagiramas e fase como consecuencia del
mery courrimiento de un minimuo (Maxamo) ubicado en algunoc de los
polus de la estera (en el caso de SU(Z) ) o en el vértice del
hiperboluide (en el caso ae SU(1,1)). Por ejemplo, esto ocurre

~
(LanNdt Se pasa del namiltonlano ¢ 3, de la ec. (S5.1.1) a 2.3 con
algur £ 2 Q9 = 3, kEstos pawmiltonianus, a pesar de presentar
dragramas de tases distintos, tienen flujos sobre la esfera
totalmente equivalentes.

Las transiciones o que nos referimos son en general
transi. 1ones ae tase no termodinamicas o

. i 3 . Fe?2
uatastrofesﬁll’ Gio €

relacionadas con la bifurcaciéon de los
puntos criticos. Estos puntos verifican : V & |v = 0 ; donde | v

signitice la proyeccion del vector sobre la variedad (esfera o



hiperbololae). En particutar si consideramos (x‘, xz) cordenadas
localec alrededor de estos puntos se puede aplicar toda la teaoria
desarrollada en la sSeccion 1.3, es decir clasificar en puntos del
tipo Morse, definir fndices, la caracteri{stica con su respectiva
conservacién en el caso de variedad compacta, la cota inferior de
flujos coexistentes segun la centiuad y tipo de puntos criticos
que se presenten, y la posterior clasiticacién del flujo en el
espacio de parametros.

Er este capitulo nos encargaremos entonces, de trazar 1los
con;untos oe biturcacidn en espacios de parametros de dimension 2.
Dado que el estudilo de lo= diayr amas de bifurcacidén
currespondientes al grupo SU(2) =e realizé para el modelo de
Lipkin por Gilmore y colaooraduresGlb y pPara un hamiltonianc del
Lipki1n yeneralizado enw un trakajo paralelc a eéste (Tesis de

. -
Vil, Vi? ) no lo describiremos aquli,

Licenciatura de C.E.Vignolo
siamplemente queremus comentar que dado que la esfera es compacta
se puede definir, como ya dijgimus, una caracteristica (suma de los
indices de los puntous criticos, ver Capitulo 1, Seccion 3), que
se conserva en todo el espacio de par ametros. MAs aun, como vya
comentamos al hacer el analisis de los flujos correspondientes a
SU(Z), existe una conservaciédn local ve la suma de los indices
cada vez qQue se produce una tafurcacidn; por lo tanto cada vez que
crucemos las tronteras de los disgramas de bifurcaciéon, se
mantiene una relacion entre el mnumero y el tipo de puntos
criticos. Por ejemplo, un minimo nunca puede bifurcar en dos
minimus al crucar leo frontera mencionada. En cambio en los flujos
sobre le variegad asucrada & SU(l1,1) este tipo de cambios si es

posible, resultando entonces el conjunto de bifurcaciones
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claramente mas complicado que el anterior.
En lo que sigue desarrollaremos el caso de los flujos
correspondientes a SU(1,1) proponiendo hamiltonianos (que como

dijimos dependan de dos parametrus) e incluyan a los estudiados en

el capitulo anteraior.

6.1 Hamiltonianos SU(1,1) con simetr.as

Primeramente vamos a considerar un hamiltoniano que contiene

al presentado en la 3eccion 5.2.1, cuya cuadrica asociada es

%€ = (b —s)f +a ke (6.1.1)

Al variar el valor de a simplemente se produce un corrimiento de
la cusurica segun el eje Ka. mientras que o determina el tipo de
cuadrica, es decir, =51 o < Uy # > 0 se trata de hiperboloides de
una hoja, si ¥ = 0 de conos y si ¥ < 0 de hiperboloides de dos
hbojas. Si1 a = 0 se trata de cilindros (caso de una de las
dinamicas que describimos en el capltulo anterior) vy si a > O de
elipsciuves (esferas pera a = 1).

En gerneral los puntos criticos del flujo verifican :
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vy ll V€ o bien

v = O (6.1.2)
siendo
ve = 2 ( Kl, Kz, —Ka) (6.1.3)
b4
V® =2 { o K’, Kz, Ka—a) (6.1.4)

Para valores de a no nulos la condici¢n de paralelismo da

cinco
puntos criticos,

2
W, = (=2 -#H", o, 2 (6.1.5)
- 1+a’ lto
s1 a 2 K (1+4a), o #= -1, con energias
a a® 2
3, = 1va) a kK7, (6.1.48)
Ry = (0, = (a%a - ¥ arz2) (6.1.7)
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si a 2 2 K, cun enerylas

. a
8, = = (6.1.8)

y pur ultimo, tomando K = l£= O obtenemos el punto singular
1

ut-1cado ern el vértice de) hiperboloide :

~
-

O, 0, ¥ ) (6.1.9)

(94

cor. energia,

£ o= (h-s)® (6.1.10)
S1 = -1y a= 0, la 1nterseccién entre el hiperboloide (¢)
y 18 cuvadrica asociada a la energisa (¥¢) es una cdédnica vy en

consecuencia NO aparece ningun punto critico aislado. La ecuacidn

. - .2 .2 2
de esta conica es : k2= 0, ka - k‘ = K y corresponde a una

curva de puntos cuyas velocidades son nulas, siendo ademis minimos

de energfa. Se ve de la ec. (6.1.39) que para valores de a no

nulos, cuando unc se aproxima a valores de a = -1 los puntos £+

diverqen, permaneciendo en el caso o = 1 solamente tres puntos
R » * o

crytlcs Y., Vv k” Que vienen uvados por la ecuaciones (6.1.7) Y

(£.1.9) recspectl . amente.

A partir de extas (vnsideraciones podemos dibujar el diagrama



de bifurcaciones en el espacio (a, a) que aparece en la Figura
6.1.1. Los conjuntos de bifurcacién vienen definidos por la
condici1é6n de existencia de los puntose dados por las ecuaciones
(6.1.9) v (6.1L.7) (por la simetria de! hamil toniano, Ro es siempre
un punto cri{tico). Dentro de estos conjuntos indicados en la
Figura 6.1.1 de I a VIilt ilos  flujos son topoldégicamente
equlvalentes. Analicemus anura en detalle el tipo de bifurcaciones
guE oturren cuando sSe pasa Jde una regaon a otras las mismas se
i1lustran graticamente en la Figura 6.1.2 y corresponden a :

a) De la region I a la 1. Un minimo absoluto en Ka = K se bifurca

en dos minimos relativos y un punto de ensilladura que permanece
ern el vértice.

b) De 1a regidn II a la II1. E!l punto de ensilladura en Ka = K se

biturce en un maximo relativo y dos puntos de ensilladura.

Queremos hnacer notar que en la region IITI el autovalor
currespundiente al &)e hz ge la cuadrica asociada a la energia es
mayor gue €l correspoundilente al e)je Kl la 1linea punteada
vertical indica ia localizaci1én de la superficie de energia

e~ferica. Esta claro entonces que el flujo en la region IV (V)
es identico al de le zona 11 (([([l); simplemente se intercambian
los roles de . y v |

1 2

c) De 1la regaén 1 a la IV : igual que a)

d) De Ja regidon IV a la V : igual que b)

R tes de  eraminar lus restantes Qgraficos es necesario
realizar algunas (wnclderaciounes. Notemos que para a = -1 y a < 0O
existe solamente un minimu en el vértice, debido al hecho de que

la curvatura de las cuadricas en el plano (Kx’Kz) es mayor para la
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superficie de energia que para la variedad del grupo. Cuando a se
anula, como dijimos anteriormente, ambas cuadricas se intersecan
©n una curva y para valores positivos de a el vértice se convierte
en un punto de ensilladura, cowmo counsecuencia de la relacidén
invertida entre las curvaturas. Cuando a alcanza el valor 2K, este
puntc ae ensiltladura biturca como en b). En relaciédn con este
arglilsis nuevamente resulta especialmente interesante destacar que
dado que los puntous cry ticos pueden "escaparse” o "emerger” del
infinitc para valores de o slrededor de la recta « = -1, no es
posible trazar una curva cerrada que encierre a todos 1los puntos
criticos de la variedad al pasar, por ejemplo, de valores a + 6 a
a -6 con & > 0 Por lo tanto, no se puede asequrar la
conservacion de la suma total de 1los indices de los puntos
ritico:, cumo en las variedaues compactas donde siempre es
positle, obviamet te, trazar estas curvas. Recordemos como
1lustracion el case ve 1a variedad asociada al grupo SU(2), que
estudiamnmos en el Capltuwleo 4, conde esta suma siempre vale dos
(czractericstica de la estera) (ver Captitulo 1, Seccién 3). En
particulaer en el Cas0 Que estamos analilizando la suma para valores
de o -1 vaie 1 v vara valores a -1 vale -1. Por 1lo tanto 1la
l{nea o = -1 determina en el planco de bifurcaciones dos zonas con

distaintas sumas de fndices.

Continuando con las biturcaciones, ahora a la izquierda de
a = =1 :

e) De 1la region VII &« la VII1l : un punto de ensilladura se bifurca

en un MmnNimo relativo y dos puntos de ensilladura.

f) De la regidn VII a la VI, ocurre la misma bifurcacién que en b)
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6.2 Hamiltonianos SU(1,1) en ausencia de simetrias.

Consideremos el namiitonisno que generaliza al expuesto en la

Seccion 5.2.2, cuya cuadrica asociada es:

2 (r) = (hia -b) (¥ - a) (6.2.1)

Estas cuadricas son cilindrous niperboiicos con sus ejes paralelos

al eje kz que intersecan a! plano Kz = 0 en cualquier valor
(K’, Q. ﬁs) - (a8, U, b). A d.ferenc:a del caso anterior la suma de
ice frndice: se concer.a en todoy <l prance (v, a), y en particular
vale

£l alagrama de birturcacidon recpective s muestra en la Figura
&.2.1. €ste grafico presents treo regiones topolégicamente
distintas. En la region 1 no hay punto critico alguno ya que ambas
cuidricas nunca son tangentes (observar el grafico inserto en esta
region), todas las orbitas son a&abiertas y no degeneradas. La
regidn 11 exhibe un minimo aosoluto y un punto de ensilladura, el
flujo tiene las mismas caracteristicas descriptas en 1la Seccidén
9.2.2. En la region 11, el eje de 1los cilindros hiperbdélicos
interseca al paravoloide, resultando de dicha interseccidn dos
puntos oe ensilladura. Lous puntos de tangencia corresponden a un
miximc y un ainamo relativo.

Las biturcaciones que ocurren al pasar de una a otra zona se

ecquematizan en la Figura &6.2.7.
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6.3. Conclusiones

Esta clasificacion de tlujos resulta analoga a la que se
presenta en SU(2) siempre que no haya divergencias en los puntos
criticos, en cuyo caso las curvas sobre el espacio de parametros
que definen a estas odivergenclas separan zonas con distintas sumas
de 1ndices y por lu teanto regirunes con propiedades topoldgicas
totalmente diterentes. Ectu se debe a la no compacidad de 1la

variedad asociada a SuU(1,1).
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Capitulo 7. Dinamica Disipativa

Comu es bilen sablrdo los sistemas hamiltonianos puros no son
t5ciles de cbservar enper imentalmente, sino que los que realmente
se encuentran son slistemas que exhiben cierta disipacidn de
energla. Es por ello que en este capitulo nos abocaremos a
descripir y estudiar dos maneras de introducir disipacién en estos
misnmos sistemas. Una forwa es a traves del principio variacional
aplicado a uns funcion Lagrange—-Lyapunov, que llamaremos Dinamica
Gradiente en el espacio  ae fases (DGEF) , y es la utilizada
tradicionalmente (Secciédn 1). La otra resulta de introducir una
asriamics tipe gradiente girectamente en la variedad (DGVY) (Seccidén
2, Que es la que praoponemus nosotros. En la Seccion 3 mostraremos

las ventajas y desventajas de awmbhas dinamicas mediante la

aplicacion a un si1stems especitlco.

7.1 Dinamica Gradiente sobre el espacio de fases

51 consaideramos, en lugar del Lagrangiano descripto en el

Capitulo 2, 1la funcion de Lagrange-Lyapunov ( £F£ )Gl'l

£¥ (z,2) = <z | e i 8/0t —H | z > (7.1.1)

7
~
WA
3
.
N

cor la aplicacion del princapio variacional

8



(Capituio 2) sobre esta funcional da 1lugar a dinamica de todo
Ltipo, desde la puramente conservativa (py = 0) en CcdJdyo caso la
tuncional F£F£ coincide cwn 21 Lagrangiano usual (ec.(2.1.1)) hasta

la puramentie disipativa (p = n/2) convirtiéndose £¥f en la 1lamada

fundc 1on de Lyapunhov

(7.1.2)

I
[J]
\

£y (2,2) = <z | -8/t - |

teta dinamica puramente disipativa se propuso también como

metodu para buscar los minimuos de energia cuando éstos no se

L . 61
pueden encontrar analiticamerte .

Veamnos anor= comu se& expresan las ecuaciones de movimiento.

Er térpino de las variables canonicas p y q la funcién de
Layr ange-Lyapunav avopts ia forma
£f (a,p.q) €7 4 (F+ p ) - % (p,q) (7.1.3)
con
J para Su(2) (7.1.4a)
F =
-K para SU(1,1) (7.1.4b)

introducienco la variable compleja

ip (7.1.5)

[
]
O
+
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obtenemos :

. "k '

2f (5,8%,3,4") = '7 82 (F o« g:" ) - % (3,37) (7.1.8)

fPor dltimo planteando las ecuaciones de Lagrange llegamos a

3 = e ( -1 o%/aq +o%/dp ) (7.1.7)

0 lo que s lo miswmo :

DAFF_  cos y 90X -9p sen yp 8¥/aq (7.1.8a)
DUEF Cos p  OHK/Oq — sen p 0%/ dp (7.1.8b)
Come se puede ovservar esta dinAmica en el caso y = n/2 es

ura Jdinamica yradiente en el espacio de tases, mientras que para
valores intermedios de y es una superposicidn de 1la dinamica
conservativa con la que acabamos de mencionar (Ver Capitulo 2).
Por las razones expuestas nos referiremos a ella como
Dinamica Gradiente en el Espacio de Fases (DGEF) en contraposicién
a la que describiremos a continuacién, que 1lamaremos Dinamica

Gradiente en la Variedad (DGV).
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7.2 Dinamica Gradiente en la Variedad

He2 : . L .
En este trabajo proponemos introducir disipacidn

directamente sobre la variedad, mediante la adicidén a la velocidad

(M) de un termino gradiente, es decar,

M= 1/29% ~7¢ «F M) (7.2.1)

tal que r (ﬂ) veritigque las siguientes condiciones :

1) é . V¢ = V. La velociuvao debe ser tangencial a la variedad

1i) i(ﬂ) Q. La dinimica debe ser disipativa.

111) Los puntos fijos deben permanecer invariantes.

iv) La dinamica no puede depender del sistema de cordenadas que se

elija sobre la variedad.

La condicidén i) asegura que el vector | pertenezca a 1la

variegad para todo tiempo e impone que :

F M. v¢ = o, (7.2.2)

es decir que la velocidad adicional sea tangente a la variedad.

For su parte., la condicién 11) se puede rescribir como :

9 M) =9voe . M=29._.f M <0 (7.2.3)
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ftas caracteristicas adicionales provienen del requerimiento

de que 1os puntos critiros permanezcan i1nvariantes. Esto significa

que
F A =0 (7.2.4)

s1ende M un DUNlo 110 para le dinamica conservativa, es decir,
c

| «ﬂc> = 1,2 9% (ﬁc', <« Ve (M, o} (7.2.9)

s
e

G 1ln que e 19 mismo un purnrito de Marce del tipo i—ensilladura (ver

Seccion 1.3) pars la tfurncronn # (x|, 12) donde (x‘, x?) es una
1 4

parametrizacién local de 1a variedad. kecordemos que los puntos de
Morcse del taipa l-encilléeaura sun jos puntos de ensilladura usuales

v satisfcecen oslyuna ue ias sigusentes relaciones

9% (M ) = O (7.2.6)

Vst (ﬂs) /7 Vg (ﬂs) (7.2.7)

rjentras que los= puntos Morse O-ensilladura y 2-ensilladura

corresponden a mminimos y Mmaximos respectivamente vy cumplen

uriicamente la condicion de paralelismo
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ve (8 ) 77 v¢ (M) (7.2.8)
m 144

Patra todos los puntos cryticos vele gue

9x | = (B x (vae x N )/ N® = v9e - (N/N*)(vae . ) =0 (/.2.9)

con N = 1/?2 v¥%, donde |u significa proyeccidén sobre la variedad
Yy Nz es el modulo al cuadrado del vector N. La diferencia entre
distintos 1-ensilladuras es que en el caso i1 =1 , en un entorno
del punto estos vectoires apuntan tanto hacia él como hacia afuera,
existiendo por ende, alrededor del mismo una inversion del flujo,
wmientras gue «n un entorno ge o minimo (maximo) V&'|u apunta
unicamente er sentiouw saliente (entrante) con lo cual el flujo
viene representado por orbitas practicamente circulares alrededor
de los mismos.

Fara cuntinuar con el planteo de las ecuaciones de movimiento
resulta conveniente introducir una base ortogonal (no ortonormal)
sobre la variedad formada por los vectores V%‘|u y V& X N De

manera qQue pOdEMOS expresar :
P (M =avex N + 3 9en (7.2.10)

con a vy (i constantes y pcr lo tanto

A= (1+0) 9 X R+ p 99 |um (7-2.11)
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S1 anora regefiriamos (3 esCela de tiempo con un factor (l1+a)/cosé

obtenemvs la ecuation de tuler modificada
M = cos (6) v x B - cen (6) V% |m (7.2.12)
con & = tan ‘[-f3/(1+a) ).

S1 6 es igu3l a n/2, el movimiento es puramente disipativo,
mientras que s1 & es cero es puramente conservativo, coincidiendo
obviamente con la gescripta en el Capitulo 3. Para
valores intermedios analougamente a lo que ocurria con la dinamica

precentada en la Secci”n 1 de este capitulo, se superponen ambas

caracteristicas.

7.3 Aplicacidn

Comc dijimos anteriormente, en esta seccidédn visualizaremos
loe flujos correspondientes a ambas dinamicas , trazando con este
1in los correspondientes dominios de atracciédn tanto en 1la
var iedad como en el espacio de fases. En particular lo aplicaremos
al grupe SU(2) ya que el trazado de 1las fronteras de estos
dominios es mas simple debido a que tiene asociada una variedad
compacta. y por otra narte los resultados (comparacidén entre ambas
diviamicas!) =se generalizan de manera sencilla.

Antes e 1r al ejempl~ propiamente dicho veamos cdmo quedan,
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para este grupo, las ecuaciones de movimiento de las dos
formuiar 10nee estritaes &N Llas mismas cordenadas, por ejemplo en
compons<: tes p y q . Frimeramente notemos que en la base esférica

BaS

Ba
tormads por los versures e, . By Y ep » el movimiento del
vector J, que llamaremos vector polarizacién, se puede escribir

«come °

J=Je =39 éa v sen 9 p e ) (7.3.1)

miertras que las componentes conservativas y disipativas son

rec<pectivamente :

e o 1 o2 o9 .

¥ L W= e ST g 9% L3,

* AN cen & dp o as %y (7.3.2a)
yxa - 1 o ~

v = 53 = =g 3= 3.

1M =35 %Y ZEATY de S (7.3-2b)

De los ecuacirones (7.53.1) y (7.3.2) ovbtenemos

1 a9k

9 = _ ax
% —Zer s 3v 3s (7.3.3a)
) I § X 1 39¢

™ "8 av 7 senv dp (7.3.3b)

y toralmer te o ohciene

100



. 9 s

ptov o L 0X 7 9% (7-.3.4a)
aq op

" pov_ 24 1 ox

a°v= o y A (7.3.4b)

Claramente esta dinamica no resulta equivalente a DGEF; como
veremos mas adelante, los tactores diferentes que aparecen aqui
resultan esenciales para que la dinamica no presente problemas en
los boraes del espacio de fsses.

volviendo a la aplicacion, el hamiltoniano que seleccionamos

. . J
para dicho fin es el

Ho=ed +v/2 {3 .3 ; (7.3.9)

cuyo velor medic en la esfera de Bloch viene dado por (ver

ec.14.2.1) con V = W = Q)

% (J) = ¢« (J5 + x/J J‘ Ja) (7.3.6)

con V (20-1)1/s. tste hamiltonianoc ha sido investigado
. Jel .

exbaustivamente en la ret, y se ha mostrado que las superficies

de energia constante son cialindros hiperboélicos con sus ejes en

.Jl = — J/x. Cuando |X| crece desde cero los extremos absolutos se
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van corriendo de los polos (donde se localizan para x = 0),

apareciendo ademas un punto critico del tipo no—Morse cuando
|x| = 1 que coincide con el punto de tangencia entre la esfera vy
el eje de los cilindros hiperbélicos. Si lx] > 1 este punto

bifurca en dos puntos de ensilladura que se van alejando por el
ecuador, y un minimo y un maximo relativos que se alejan entre si
por el meridiano o = n (¢ = 0) para valores positivos de
(negativos). Cada extremo relativo se ubica en el hemisferio
opuesto al del extremo absoluto.

Para el valor de la constante de acoplamiento y = 1,5 tenemos
un maxi1mo (minimo) en el plano J2 = 0 con J1> O vy J3> 0 (€0), un
maximo (minimo) relativo en el mismo plano con J1< Oy J3> 0 (4€0)
y dos puntos de ensilladura en el ecuador (en la intersecciédn de
los ejes de los cilindros hiperbodlicos con la esfera). La Figura

7.3.1 muyestra en torma esquematica el flujo respectivo.

J
7/
(a) (b)
Figura ?7.8.1. Orbitas del flujo conservativo para ol
hamiltomano dado por la ec. (?.3.5), con Y = 1,5.
(a: ProvecciOn sobre el pl  ~o g J > de las trayectorias on
L

3
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espacrio candmce.

S1 linealizamose el sistema age ecuaciones (7.3.4) en 1la
vecindad de los puntos oe ensilladura podemos obtener los

autovectores :
(:’2 (CDS(é/ZJ,sen(é/'z)) par‘a )\‘.= ex sen [CDS—’(_l/x)] (7-3-7&)
32= (sen(6/2),-cos(6/2) para X, = - X (7.3.7b)

For lo tanto el parametro de disipacién & mide el 4angulo de
rotaciédn de los autovectores ge los puntos de ensilladura respecto
oe su ubicacion en el caso puramente conservativo (ver Figura
7.3.1). La médrima amplitud de rotacidn corresponde a la dinamica
pur=mente disipativa en cuyo caso vale n/4.
Cuomo las fronteras de los dominios de atraccidén relacionadas
con cacta unc de lne winimos <on lineas que conectan los puntos de
. . (512 .
ercilladura con los maxiaus proponemos un util método
numerico para el trazado de estas lineas con la exactitud que uno
. . . . He2
desee. El procedamiento consiste de los siguientes pasos :
1) l.orcalizar puntos de ensilladura.
11) Trazar una li1nea & traves de ceda punto que no estée en la
direccién de los autcvectores, elegir sobre esta linea dos puntos,
uno a cada lado del punto de ensilladura y hacer evolucionar a

cada uno con la dinamnica directa y con la inversa (3 - —3), como

se indica en la Figura 7.3.2a
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iix) Trazar un eje aproximado de las trayectorias
cuasi-hiperbdlicas obtenidas en el punto anterior y trazar una
recta perpendicular al mismo que pase por el punto de ensilladura,
celeccionar dos puntos sobre esta recta a ambos lados del mismo vy
repetir 11). De esta manera uno obtiene un trazado similar al que
se muestra et la Figura /.3.2b; estas lineas delimitan un sector
cerrado que denuminaremos reglén de indeterminacion (RI)  donde
estin contenidas las fronteras exactas de 1los dominios de
atraccion. 51 esta regiLon es suficientemente pequefia (o en otras
palabras si los cuatro puntos iniciales estan suficientemente
cerca del punto de ensilladura) la dindmica inverza, comenzando
por condiciones iniciales adyacentes (como los puntos A y Co B vy
D e la Figqura 7.3.2b) reproduce exactamente la misma curva
preporcionaaga por la dinamica directa, dentro de la resolucidédn del
graficadcr. Le frontera entonces puede ser trazada conectando el
puntc de ensilladura &n la direccion de los autovectores con las
cur vas correspondlentes a cada par de puntos iniciales adyacentes

como se& 1lustra en 14 figqura 7.3.2c.

£ A
~
A
1 mrmmime
BA
;
(a) (b (L)
Figura esgquemAtico para iluetrar método
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propuesto parao trazar Las fronteras de los dominios de

atracelOr, (@ Los puntos A y B aon dos condicrones wniciales
a ambos lados ael Furo de ensilladura. La curva de punto Yy
audr:  repreeseria la N3 wmena  directa y la de guidn solamente
la dinamwca \nversa. ) Loe purtos € Yy D eon las condiciones
imicraies yacenrtes er Lo perpendicular al e)e aproximado de
las curvas er (). Amboe punios evolucionan como en (a).

icy La ') nea continua rangercial a los autlovectiores on ol
puntc de snaclladura representa la aproximacidn a la frontera
exacta, v la zora defimdao por las curvas evolucionadas a
pasir de lae cuatrn condicr Hres irmictales, la zona de

Lndeler minac (O

bl metodo prupu2sto permite reducir la zona de
Indreteralracld a 1as dimensinrese gque uno desee, mejorandao asi
caae 2z mdc¢ el trazado de ta frontera; basta para ello
SELCCrOrAY Dwitus 1niclales dentro de esta zona.

tintstando er rigor, no es necesario hacer evolucionar en forma
airecta a c¢cada c«coana3icidn 1nicial de manera que alcance el
recpectivo atractor. Ferco nocotros los trazamos por dos motivos;
ademds de la mavor elegancia, de esta manera queda bien
estable_ida la RI y con ta unnion de ambas dinaAmicas queda
Jeterminada una orbita completa que va desde el maximo hasta el
minimo en cuestidn.

FPor otro lado si unot elije cualquier otro mecanismo para el
tratado de estos cominios € NuUMEro e conogilciones iniciales nunca
es menNth Que custro ya J e 90 etesi o+ al Menos dos para alcanzar
cuslgulero ge los gous waximc..

tt tipeo ae trarado: .e e bt ene se muestran en las Figuras

T eset & 7.3.7. kN ceda una [ WPTYR la par-rte a) muestra las
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proyecciones sobre el plano (Ji, Js) de los bordes de los dominios
de atraccidn sobre la esfera de Bloch, mientras que en la parte b
se& graficaron lo< dominios de atracclon sobre el espacio de fases.
t.as Figuras 7.3.3 & la 7.3.7 corr-sponden a la dinamica qgradiente
sobre la esfera (DGV) para velores de disipacidn & = ns2, 3n/8,

n/4, n/8 y n/40, mientras gue en las Figuras 7.3.8 y 7.3.9

mostramoes los aglagramas eqQuivalentes para la dinamica gradiente

csobre el diagrama de tases (DGDF) para &6 = n/2 y & = n/4. El1 caso
conservativao & = 0 corresponde a la Figura 7.3.1.
Al P/

o~ 1

N

dgt

\

[V

Figura ?7.9.9. Dorinios de atraccrOn con un parametro de
disipacidn & n-2, para Lla dinAmica DGV. (@ Proyeccidn de
las fronteras de los domunos de atracciOn sobre ol plano
(J’, JS) evaluadas para condiciones tmiciales on ol
Fomisfervo .Iz > o. k) Lous currespondientes domunios de
atracciOn onr eL esSpaco canuntco, para mas detalles consultar

el Lexto.
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Igual que la Figura ?7.3.3, con & = ame.

Figura 7. 9. 6.

Figura 7.3.%. Idem que en ta Figura 7.9.3 con & = T/4.

(@

Figura ?7.9. 6. IgualL que Lu Figura ?7.9.3 con S = noe.
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Figura 7T.8.7. Proyecci®dn de la drnamica DOV sobre

v ,0 ) para & = T a0,
19

' P/"l
u"l// - N\
Ve
f . [}
1y i
[N
N
; i
—u.—v—<~—~—:¥——r -
J,s
y .
. \
.
() '
)
Figura ?7.9.80. in Figura

fArdmca DAEF.

J;{j|




En cada figqura la reqién rayada es el dominio de atraccidén
del minimo relativo y la blanca la del minimo absoluto. La regidn
rayada mas 1ntensamente en las inmediaciones del punto de
ensilladura define la region de indeterminacién de la que hablamos
previamente. Fara el valor ae 6 = n/40 (Figura 7.3.7) no mostramos
el diagrama en el espacio de fases dado que debido al bajo valor
del parametro de disaipacion este se convierte en una figura muy

complicaoa.

el

Eraminanado 1a secuencia de Figuras de 7.3.7 a 7.3.6

observamoe la evolucidn de las formas de ambos dominics de
atraccion comenzando del caso puramente disipativo. La deformacién
se mani fiests en un  incremento dei: nimero de oscilaciones en
espiral de los correspondientes bordes. En  particular la Figura
7.3.6 pone de manitiesto 1a casi ortogonalidad de las proyecciones
de las trayectorias en las 1nmeoiaciones del punto de ensilladura,
en cowparacion con €l caso puramente conservativo (Figura 7.3.1).

Para valores pequeiios del parismetro de disipacidn (Figura
7.3.7) lae tronteras de los domirios de atraccidn son trayectorias
cor muehas OC1lac.iones, seme)antes a las orbitas hiperbdlicas del
tlujo puramente conservatlivo, generandose en una sola corrida de
programo, 0de forma muy 1i1lustrativa, todos los distintos tipos de
regl menes coexistentes.

Ltae . aracteristicas generales de 1la dinamica DGDF, al ir
InCremsntanao el paranetro ae disipacion experimentan cambios
similares a los de DGV, basta comparar para ello las Figuras
(7.3.8) y la (7.3.3) (& = n/2) o las Figuras (7.3.9) vy (7.3.5)

(o = n/8). La similitud entre ambas dinamicas es mayor cerca de
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los puntos de ensilladura (en el ecuador), pero difieren

sustancialmente alrecedor de los valores |p| = 1.

Cumo se puede observar en estos graficos no hemos sombreado
los distintos vominios de atraccics., ya que en este caso carece de
sentido hacerioc puees existen zonas que contienen condiciones
iniciales para latr cuales nunca se aicanza minimo alguno. Para
entender un poco mejor que es lo que sucede escribamos
explicitamente las ecuaciones de movimiento. El1  valor medio del

namiitoniano (7.3.95) escritu en términos de las cordenadas p Yy g

adquiere la forma:
% (p,q) =& I p (1 + x/3 32 - p? costq) ) (7.3.8)
Yy sus respectivas Jderivadas

2
-
o _ W - 2 P") cos(q) (7.3.9a)

g; = —cpgx YO -p* sen (q) (7.3.9b)

de la ecuacadn (7.3.9a) se ve que esta derivada diverge para
valores de F = *j . Veamos entonces coHmo se traduce esto a las
ecuaciones de movimiento definidas segun las expresiones (7.1.8a)

y (7.1.80), es decir,
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2 ., 2
(ﬂ~—:-—'uosu) + send eprJz—pzsenq (7.3.10a)

de'p

doost=cosé sJ(Ll+ysJ

z_., 2
=c0sd Fp},fﬁz—pzaenq-senq 5J(1+x/J(i——:E—) cosq (7.3.10b)

Jz_pz

‘ DOEF
p

LOs términos conservativos ( acompafiados por cosé ) aportan
una davergencia ern q , 10 cual era previsible ya que la cordenada
g (anguio @ ) exspzrimente un "estiramento” de un punto (polo) a
una lines, al real.zar el mapeo de le ecsfera en el diagrama de

fases. Lo que no tiene _.entido fisico es que esta divergencia se

transporte o . = travas del termino disipativo (que acompafa a
=@ £, (OO0 SuCeue 2N e eddadton (7.3.10b); los puntos con P = *J
LeLEerlan Ser puUntous Oe retoarno, es decir, verificar p = 0 Una

Ge las  counsecuenclas de este comportamiento andmalo es, por
ejemilo, que desde conaiciones i1niclales en la parte inferior del
wraticoe 7.3.8u deliwitacde por la curva trazada y valores de
v e ( 9/2, 3/Zn ) no se evoluciona a ningun minimo, ya que en esta
zona p <« O para valores de p cercanos a —-J. Las flechas graficadas
en la figure sefalan el sentido de ﬁ. En p = /2 y e = 3/2n con
]pi = J hay une inversion de tlujou que corresponden a los puntos
cuspidales age la trayectorise graficada.

En le Figura /.3.9 la =z=ituacion es mas dramatica ya que ni
situiera s pudo obtener 1A trayectorisa completa dado que ésta

2lcanz= el valor de v = -J dentro oel intervalo ¢ € (n/2, 3/21), vy



opbviamente no se puede continuar con la integracidén numérica.
Volviendo a 1a dinamica DGV, con sélo observar la ec.(7.3.4a)

se puede apreciar gyue las dgi1vergenclias que se presentan aqui,

. 89

desaporecen debido al tfac tor (1—p2) qQue acompafia a 55 en la
expresion de b . Esto se dewe al caracter vectorial del término
disipativo que adicionamos cuya expresiédn es 1i1ndependiente del

punto particular sobre la estera.

7.4. Conclusiones

Lo este ej)eaplo sencillo se refuerzan las ventajas de
Lravajar con una e:;xpresion vectorilal en el espacio que subtiende a
1a variedad. En este caso vemus cdmo es posible salvar problemas
de sinqularidaoces que <se presentan en los bordes del diagrama de

f

Ly

ses en particular en los puntos de la variedad que se mapean en
cur vas sobre el plano). Por otro lado gracias a la facil
visualiracion de las cuaodricas equienergéticas, también resulta
mas, si1mple de predecir el tipo de orbitas , por lo menos cerca de
los casus Limites, puramente disipetivo o puramente conservativo,
ya que e el npramero de estos casos estas trayectorias son
ortogonales a las superticies cirtadas, mientras que el segundo

LSO €8 &l que tratamos en capitulos anteriores.
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Capitulo 8. Conclusiones Generales

Hemnos gesarrollado un metodo geomeéetrico para caracterizar las
propiedaages topalédgices de un ftlujo proveniente de la aplicacidn
del metodu Variacional en las variedades asociadas a los grupos
SuU(2) y sU(l,1), cuando el sistema se puede describir en término
de un hamiltoniano iimeal mas cuadratico en los operadores que
generan lac alyebras respectivas. Este método se basa en la
observacion de que 1o0s valores medios en estados coherentes de los
produc tos de estos operadores e "factorizan” y por lo tanto el
valor medio del hamiltoniano describe una cuadrica, cuya
intersecci1é4n con la variedad da la érbita respectiva para un dado
valor de energla.

Heous demostrado tamb) o e para ambos grupos la ecuacidn de
MOVIMIert'y e puxde ¢scribir en forma de una ecuacidn vectorial
del tipce de ecaacadr v bloch o de Euler, pero con una frecuencia
auve depende de le pusicron (ecuacion de Euler no lineal).

Para poner de manifiesto las virtudes del @afetodo geométrico
hemouse determinada los coniuntos de bifurcaciones, relacionando sus
fronteras con camiio0s en las intersecciones entre las cuadricas.

For otro lada, para reforzar las ventajas de una expresidn
vectorial para las ecuaciones de movimiento, hemos deducido una
dinamica dasipativa, de caracteristicas similares a la propuesta
por el método de l.agrange—-Lyapunov , pero carente de los problemas

que se presentan en los bordes del espacio de fases. Esta
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supresi1on de dificultades se obtuvo mediante la adicion de

términe gradiente en este espacio.

Ygere B~




APENDICE A
Verificacion de la formula de “"factorizacion" de los valores medios

de los observables

Civmo dajamoe en el Cayitulo los valores medios de los
productos de los generadores d» las adlgebras en cuestidn se pueden
expresar en tuncion de derivadas respecto de las variables que
parametrizan a los estados coherentes . En este Apéndice vamos a
deducir las erpresiones de los operadores en funcidn de esas
deravadass, y realizaremos un calculo explicito de un valor medio de
algur operador cuadriatico utilizandolas, con el objetivo de mostrar
qQueée tipo de ouperaciones hay que efectuar para para obtener el
resultado condensado en ia expresidn (3.1.4) ("Factorizacién del
valor meaio del producto de los generadores").

En primera instancia veamos cémo se escriben estos operadores.
Como vimcs en el Capiltulo 3, las expresiones de estados coherentes

dadas por las ecuaciones (1.2.2.9) y (1.2.3.7) las podemos resumir

‘!.

> = 4 () e s |O> (A1)

con #(z) cado por la ec. (%.1.7) y A = J (R) para SU(2) (SU(1,1)).

hesulta ubvio yue

H’ |z2> = & () 979z |2) (A2)



definiendo :

e o) (A3)

2)

Por otro lado adj)untardo 1a exnresion (A2) obtenemos,

<z M= 4 (2) a/dz’ (z] (A4)

Y por ultimo teniendo en cuenta la férmula :

(A, ttBY)) = {A, B] f (B), cuando (B, [A, f(B)]] = O (A3)
resulta,

(M ,e v 1=mm ;e.?* (AL)

con 1o cual, retenienago la onefinicion ne » dada por la ec.(3.1.7)

tenemos

Hs |z> = 4 (2) (—m + 2z 0/82) |z) (A7)

recordando ademas qQue,

M |0> = —m |0>
3

[ - J 0> para SU(2) (A8)

¥ |O» para SU(1,1)
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Las expresiones (RZ2), (A4) y (A7) nos alcanzan para calcular todos

los valores medios requeridos. Veamos primeramente cémo quedan los

valores medios M > er funcion de z, para ello calculemos :
1

2

<z |M_|z> = 4%(z) (2| 8/82 |z) = H'(z) 8/8z (z]z)

con

2. 2m

(z|z) = (1= =]z|")

donoe a s ve: < adopta 1os valores

-1 parax SU2L
1 para SU(CL,)

(A9)

(A10)

(A11)

(late o seprvar aque pare c2terer (AY) tuvimos en cuenta que, segur la

grfinicidn (R3) (acluntaeda), (2| no uepende de z, solo depende de z

Kkeemp:lazando le derrivads:
39z (7|z) = -2ms 2z (L- s |z]|7)

en la ec. (A?) resulta

<zM |z> = T L E

corr lo cual

(A12)

(A13)



. ¢ _ 2 |m| z
= <z | H{ |z* = T—=% >T? (A14)
y por lo tanto
M>=<M + M > /2 lﬂi—f—ﬁ—%a (A15)
s + - 1 - sz
- s = _ o mji z - z
\Hz) M N_ > /21 H—?rz—lz) (Alb)
Por otro lado
2
= - - Im]l 1zl - wm
M > = A(2) (-m + 28/02 ) (z]z) e P (AL17)

Pasemos ahora a calcular algun valor

medio culddratico (que
son los que realmente nos interesan) y mostrar cdmo se realizan los
calculos en general.
M2

Por ejemplo veamos el valor valor
s

medio

de
<z|m 2> = A iz Fla= Az) (-m +0/02)7 (z]z)  (A18)
que etfectuando estas derivades se convierte en :
2 2 . - _ 2 2
<z’Hz |z> = m® s° |z| + 2 (m-1) m s |z|" + m (A19)
3 2.2
(1-s |z |%)
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Que a su vez sl lo reagrupamos adquiere la forma:

m
+ A20
5 (A20)
-~ 2
coxncagyendo con la =¢ (X.1.4) cusndo MM= Na.
L)
Para cualquier otro valor medi1o0 ce un overador cuadratico en los

envradmnrec, besta cuservar qQue <& nwede ecscribir en términos de
g

2 ’

M o.M MM Maﬂ’ y H_ﬁa comco por ejemplo,
2, . . 2, _.
) z M |2r <z |nT |7 <2]H3|z> <z|M_M_|z>
i = — +
< ‘n‘|) 3 3 + 2 S {A21)

y estos se pueden calcular utilizando las expresiones (R2), (A4) vy
(A7) y operando a 1zquierda o & derecha seqgun convenga.
Veri1ficandose asi la "tactorizacion”" descripta por la ec.(3.1.4).
Volvemcs a 1nsistir Que de ninguna manera pretendemos incluir
P este apendice todoe 1o calcules por razones obvias, pero si
Neeremss mostrar al lectcr un método para realizar los mismos.
Tamuien qgueremos sefilaiar que esta no es la Unica manera de
efectuarlos, otra taorma por ejemplo, es utilizando las férmulas de
cesecoplamiento introduciuar por Arecchl y colaboradores“r:, pero
NOGSVTIrcS proponemous el mpetudo arriba Jdesarrollado para no remitir
3! 1lector a otrue textns adesas porque de esta manera los

calculos resultan mas saimplecs.
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AFENDICF F. Equivalencia entre el teorema de Ehrenfest vy la

ecuacién tipo Euler o Bloch.

En este Ap#ndice vamos a derivar la ecuacién de movimiento
vectorial descripta por le ®mcuacion (3.3.7), que presentamos en la
Seccidn 3.3, a partir de la ecuacidn de Ehrentest para los valores
medios de los operadores de un cuerpoe (ec.(3.3.2)), la cual a su
vez, es una consecuencila d)fecta del Frincipio Variacional con
funciones de onda de prueba que sean estados coherentes.

Como vimos en el Capitulo 1 las reglas de conmutaciédn para

los grupos SU(2) y SU(CL,1) son respectivamente

lJ .J3)1=e _ 3 {R1)

% ! = -1 i ) R =0k : . - } = 3
e 4 K_J Lok [iz £ ] ik y (¥ LS L (B2)

que las podemos sintetizar en :

M, M1 == M o« (BX)

-~

con a = -1 para M = Ks Y A, T 1 para todos los demas operadores
L3

Hk. Calculemos ahora 1 cowmutaaor que tigura en la ec.{(3.3.2)

—
8]
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A~

(H,M 1=(ER+AVA,M 1= E (M ,Mm ] + MV [M ,M1+V [M ,M 1M (Ba)
L 1 L v L v ) 1 i) L L 3

utilizando la definicion (B3) obtenemos

[H.ﬁl]=E‘ . o M o+ M v o« A M +V s o M M, (B5)

Comno todos los i1ndices son mudos podemos intercambiar  por j
en el seuundo termino y Gtatizar el hecho de que V = V.

) I

resullardo :

[ﬁ, M ] = €& ¢ a M eV £ . a {M,,ﬁ } (R&)

Por otro lado segurn la factorizaciés: expresade en la ecuacidn
(2.12) el valor medio en ectados coherentes de la expresién dada

por (B&) vale :
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~ ~

~ -~ A
Sa introducimos al vector ﬂ definido por N = (Jx’ Jz, Ja)
para SU(2) v N = (.:‘,izz,—uap para SU(1,1), la ec.(B7) multiplicada
por 1 (unidad imeglnaria) adoupta la forma :
. .: .\._-\ N - ) Q _ - <A <-'\ '\’
i [H_Hl]/ E; ., N2 < x, €. 0L Mj> Nk (B3)
For ctro lado
W= H> = E <M > o+ 2 <M 3% 4y <M > <M > +cte (B9)
$ L L 1 L) L J
y por lo tanto
‘- ~ A
v =t 4+ 2 ) + <M + >
] 3 x| \11 T x, L X, <MJ i (B10)
Nuevamente como + v ) estan totalmente contraidos 1los términos
adertro ce la sumatoria sun i1gusles y por lo tanto :
V) = E + 2 x. <M > (B11)
v 1 1) J
fF'or ultimo intercambiando e el tencor de Levi Chivita o por ky
teriendc en cuenta que ¢ lk= - & L obtenemos :
8 T
s = ie ) ._,‘ . - ) = - ‘ <A N ‘/\
<Hl, iz |(H NlJ|‘> °Lx|( tl be o 2 xij Mj/) < k> (B12)
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con 1o cual

Fa)
.

<M: = 99 X <N>

sequn la definicidn de producto vectorial.
For otro lado resulta trivial que N> = —%—- vy € v

queda demostrada la tormula dada por 1a ecuacidn (3.3.3).
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