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Verxficaciñn de la ‘órmula de “factorización”

los valores medxosde los observables

EÜUJVBIEÜCIBentre el teorema de Ehrenfest y

hac10n del tino Eulpr 0 Blnch



INTRODUCCION

Este trabaJQ se inserta dentro de una linea de investigación
iniciada en el qruno de r'XSica Estadística con el estudio del

problema dinamico de un Sistema de muchos fermiones, y en

particular, de la evolucion generada por un hamiltoniano propuesto

por Lipkin Lil . con nume'osas aplicaciones en Fisica Nuclear, que

puede escribirse en 1unc16n de los generadores del álgebra SU(2).

Este hamiltoniano v las propiedades estáticas y dinámicas del
sistema de N cuerpos habian recibido abundante atención por parte

de los estudiosos en el tema. En particular Krieger Krl integró

numéricamente las ecuaciones de movimiento de Hartree Fock

Dependiente del Tiempo(HFDT),analizó las caracteristicas de las

orbitas y comparó la evolución temporal del sistema asi aproximado

con la dinamica exacta. Por su parte Kan Kai , Lichtner, Dworzecka

y Griffin, estudiaron la mismadinamica pero en el espacio de

fases, analizando cualitativamente la estructura de las

superficies de energia constante, y mostrando que a medida que se
intensifica la interaccion estas solutiones se someten a un cambio

topológico asoriado a una transicinn de fases no termodinámica. En

particular dentro del grupo de Fisica Estadistica y Nuclear se

trabajó comoen un laboratorio de fisica teórica debido a que el

sistema dinamico generado por este hamiltoniano es suceptible de

resolverse en forma exacta y por lo tanto resulta interesante

para probar métodOs aprOximativos; de este modo, se analizaron las

desviaciones de la dinamica oe HFDT respecto de la exacta,

expandiendo la función de onda en una base de Dicke "móvil" 801



A partir de la observación de que esta dinámica (HFDT) no

conservaba cierta simetría de la dinámica exacta (simetría de

rotación en un angulo n alrededor del eje J3 ) a posteriori se
enteraron dos trabaJos: i) Se propuso otra dinámica aproximada ,

llamada Dinámica Variacional Conservadora de la Simetria

(DVCS) 802 que si la conservase, mejorando esta última

ampliamente a la anterior (HFDÏ) y ii) be estudió la dinámica de
. J 1HFDTpara un hamiltoniano que no presentara dicha Simetria e ,

identificando y clasificando las zonas de buena concordancia

entre la dinámica exacta y la aproximada.

Por otro lado el grupo dinámico SU(1,1) se utilizó por

diversos autores para describir aproximadamente sistemas bien

diferentes, a saber , sistemas que incluyen movimiento
Wyi, Gel

!armónico descripCion de excitaciones elementales en
503, Bil Gel

’superfluidos el prohlema de Coulomb , procesos de dos

otonesDal . estados s del osCilador de Horsecol, movimiento
. Ge” _ . Ge4 N 1«WBFMÓHJCO‘. mov1m1ento armonico farsado , entre otras y. La

mayoria de estos sistemas presentan hamiltonianus lineales en los

gernradores del algebra SU(1,1), mientras Que una amplia gama de

hamiltonianos cuádraticos aun queda sin estudiar, entre ellos por

ejemplo el que corresponde al movimiento oscilatorio con
Ge3, Da2

Yperturbaciones de Orden Cuarto en el campo medio el que

de5cribe la dinámica en superfluidos en presencia de interacciones
. . FelreSiduales de cuasipartlculas .

En este trabajo pretendemos unificar, más allá del sistema
. . . . y . . . . Dil .original que le dlÓ origen, lc dinamica variaCional de sistemas

cuyos hamiltonianos sean suceptibles de escribirse con los

generadores de cualquiera de las dos álgebras (SU(2) o SU(1,1)),

g.



introduciendo un método geométrico que permite encontrar las

propiedades topológicas de las orbitas (tipos de flujos, puntos
críticos) sin necesidad de integrar nnméricamente las ecuaciones
de movimiento c0mo se hacia tradicionalmente Krl’ Kal’ 801’ 802

La clave del mismoconSiste en trabajar directamente en el espacio

que subtiende a la variedad asociada al grupo (esfera o

hiperboloide, según se trate de 8U(2) o SU(1,1) respectivamente ),

en lugar de utilizar las usuales variables complejasKrl o las
variables canónicaskal. de esta manera se obtienen las órbitas

simplemente comointersecciones entre cuádricas. Por otro lado

las ecuaciones de movimiento tambien se simplifican enormemente,

no solo su expresión, que adquiere carácter vectorial asemejándose

a una ecuacicn de Bloch, sino también su cálculo, existiendo una

completa analogía entre las Cos algebras.

Fsta tesis se organiza de la SquLPntE manera En el

Capitulo 1 introducimus una serie de conceptos que tienen que ver

con la geometria de la dinamica. En particular en la primera

sección damos un breve repaso sobre Algebras de Lie, enumerando

las propiedades de los grupos que nos interesan, en la segunda

sección hablamos sobre los respectivos estados coherentes que son

los que utilizaremos luego como funciones de onda de prueba en el

principio variacional, y por último (tercera sección) presentamos
un resumen de Teoria de Puntos Críticos y de Catátrofes. En el

Capitulo 2 deducimos las ecuaciones de movimiento usuales a partir

del principio variaCional y describimos el método de Hartree Fock

Dependiente del Tiempo, dado que en el caso de que el hamiltoniano

sea suceptible de describir un sistema fermiónico de N particulas
ambas dinámicas roinCiden. Fl metono geométrico que proponemos y



la respectiva ecuación de movimiento se desarrollan en el Capitulo

3, mientras que los Capitulos 4 y 5 versan sobre aplicaciones del

método a hamiltonianos que se escriben en los generadores de SU(2)

y SU(1,1) respectivamente, diferenCiando entre hamiltonianos

lineales y cuadraticos con o sin sxmetrias. En el capitulo 6

presentamos los diagramas de bifurcación en el espacio de

parámetros, de esta manera quedan clasificadas las dinámicas en

regiones topológicamente equivalentes. Y por último en el Capitulo

7 , dentro de esta mismaóptica introducimos disipación en una

forma semejante a 1a desarrollada por GIIMOFEGIISEQÚHel método de

lagrange-Lyapunov pero que carece de ambigüedades y/o

Singularidades en los bordes de] EBDaCJOde fases. El Capitulo 8

contiene las conclusiones generales. Los Apéndices corresponden a

cálculos auxiliares que por una cuestión oe elegancia no se

incluyen en el desarrollo del capitulo respectivo.



Capitulo 1. Fundamentos Geométricos

En este capitulo ¿resentaremos los elementos básicos que

conciernen a la geometria de los sistemas que son suceptibles de

ser tratados por este metodo. Para ello en la primera seCCión

ofreceremos una slntesis de DFDDIEOuUEbde las dos álgebras que

nos van a interesar (SU(2) y SU(l,l)), que son las responsables de

la variedad en donde van a Vivir los estados que utilizaremos. En

la segunda seccion introduciremos estos estados (Estados

Coherentes) y por último desarrollaremos la teoria de puntos

criticos que sera de utilidad para el estudio de las

caracteristicas de los flujos respectivos, que se determinan

principalmente por la ubicación y el carácter de los puntos

CFJtiCOSdel valor medio del hamiltoniano respecto de los estados
coherentes.

1.1 Algebra y Operadores.

Como los hamiltonianos que vamos a estudiar se pueden

describir en terminos de los generadores de las álgebras SU(2) y

SU(1,1), en esta sección resumiremos sus propiedades y reglas de

conmutación y también proveeremos ejemplos de cómo se obtienen

estos hamiltonianos a partir de sus expresiones en términos de

otros operadores que pueden ser por ejemplo, operadores de

creación y aniquilacicm de particulas, operadores impulso y

posiciCn, como veremos mas adelante. De aqui en más, salvo alguna



excepción, utilizaremos la expresión en los generadores del

álgebra solamente pero es importante tener en mente que éstos

puedenrepresentar distintas situaciones fisicas.
Veamosahora algunos conceptos generales acerca de álgebras
Gi2, Li?de Lie Comoes sabido un algebra de Lie se define como un

.4

conjunto de operadores X que satisfacen la siguiente regla de
L

conmutaCión

."\

[x , É) = z; ct) x (1.1.1)
It

x j Ir

. kdonde los coefiCientes C son constantes (constantes detJ
A

estructura) . Ademas siempre existe al menos un operador CL
(Casimir) que conmuta con todos los demas operadores, es decir,

rc , 'le = o v ¡,l . (1.1.2

Por otro lado si uno elige un observable, llamémosle 61, y a todos

los demas X¡ pertenecientes al conjunto, que conmutan con él, los

denotamos con Bi (LH) . podemos entonces encontrar una base de

autoestados comunes a Si y EL con autovalores Oi y 8L.
Los restantes operadores del conjunto pueden ser escritos en

término de un conjunto linealmente independiente de operadores de

subida y bajada 3" , que satisfacen las siguientes reglas de
conmutac1on :

H
n i 'U}

u.)

ll C (1.1.3)
td, J= a P (1.1.4)



Los operadores P entonces cambian los autovalores de losh
A

operadores O en una cantxdad a .. Es decir,l nl.

o + a _ > (1.1.5)

por lo tanto la ecuación (1.1.5) junto con el resultado trivial

o > = o [6 .oL > (1.1.6)

define los elementos de matriz de todos los operadores del grupo

para un conjunto completo de estados.

A nosotros en partlcular nos interesan las álgebras SU(2) y

SUE1.1), veamos cada una de ellas :

O SU(2)

- Los generadores del álgebra son : { Ji, Jz, J3 }
—Las reglas de conmutación son :

rá , JJ = i e J (1.1.7)

Queremosaclarar que a lo largo de toda la tesis adoptaremos h = 1,
en caso contrario lo aclararemos explícitamente.

- Contlnuando con la definlción de los operadores, el Casimir

10



respectivo es :

‘2E = 32 + 3 + Jz (1.1.8)
1 2

con autovalor J(J+1).

- Si elegimos 6‘ = J3 , los operadores de subida y bajada son :

J = J i i J (1.1.9)

ya que cumplen las relaciones de conmutación del tipo (1.1.4), a
saber :

[ J , J J = I 3 (1.1.10)
ll |+ l+

A

- Sea |J,m, la base de autoestados correspondiente a Ja con
autovalores m (-J S m S J), esta verifica :

3‘ [J.m} = ¡flïïïrïïaïñkïï |J,m+1> (1.1.113)

J_ |J,m> = íU(J+1)-m(m-1Ï |J,m-1> (1.1.11b)

o SU(1,1)

- El conjunto de operadores es { K , K , K }

- Las reglas de conmutación son :

[K‘, K2] = -1K3, [K , K J = ¡K y [K , K J = iKz (1.1.12)

11



- El Casimir es :

c = K - K - K: (1.1.13)

con autovalor ¡(H-1).

- Eligiendo Ó‘= la, los operadOre: de sub1da y bajada son :

k = ¡Í 1 ua (1.1.14)

[K . E J = E (1.1.15)

- Sea |K,u> 1a base de autoestados correspondientes a C y K3, este
. . Prlúltimo con autovalor y = k+m (con m e W)°), ésta ver1f1ca :

2* ¡mm = /("K+y*l) (“y”) ¡r:.p+1> (1.1.16a)

É_ |K,p> = V_Ik———("ql-1) (-K-m) IK,p-1> (1.1.16b)

Veamosahora cómose construyen hamiltonianos escritos en

términos de estos operadores a partir de otros. Por ejemplo, es

fácil ver que los conmutadores entre productos de operadores de

creació" y aniquilac1ón de particulas dan nuevamente productos de

este mlsmotho de operadores. Por lo tanto se verifica (1.1.1) y
para un sistema con un numero finlto de niveles estos productos

uefinen un algebra de Lie. Ademassi los productos conservan el

12



número de particulas, los conmutadores tamblén lo harán y

análogamente si no lo conservan éstos últimos tampoco lo harán.

Por lo tanto se pueden definir dos álgebras de Lie distintas. El

ejemplo mas sencillo de conservaLLOnde particulas es el caso de

SUtZ) (grupo compacto) y el de no conservación de particulas

SU(1,1), obteniéndose de la sigu1ente manera :

Sean a: y al operadores de Crearxón y de aniquilación de una
partícula en un estado cuantico k.

Los productos bllineales pueden ser del tipo a: a quern

mantienen el número de particulas constante o a: a? y ak am quern
Li2cambian el número de particulas.

Para un sistema de dos niveles comomuestra la Figura 1.1.1 :

Jeo = -1

thuro 1. 1. 1 quuomu do doo m JPLOB. donde € ¡oprosonta o].

ospaciomonto do enorgl a y CI el. número cuántico asociado o
cado ntvol .

resulta fácil verificar que los operadores definidos como:

.N fJ = . .
‘ E ap,1 ap,_1 (1 1 17a)

“ _ ÏJ - Z a (1.1.17b)P5“! Pa“
P

A _ +
Ja 1/2 2 o ap’o ap, a (1.1.17c)



cumplen las reglas de conmutación de momentoangular, es decir las

definidas por las ecuaciones (1.1.7) y por otro lado definiendo .

K = z a? aT (1.1.1Ba)"' Pr"! Ps"

É = g a (1.1.1Bb)' Pa‘l Py’ï

A _ ? _ T
K5 - 1/2 (alu,l ak,’1 ah,“l ak”1 > (1.1.1Bc)

estos cumplen las reglas definidas por las ecuaciones (1.1.12). En

ambos C8505 el operador número de particulas es:

A fN = a a (1.1.19)
E Pix Py)’

El ejemplo mas estudiado dentro del álgebra SU(2) es el
. ' K- k- .Houelo de Lipkin Lll’ “1’ r1. Este modelo se puede esquematizar

de la siguiente manera :

Figura 1.1.2. Enquomado ¡ntoraccionoo para al modelo
do Lipkin.

y su hamiltoniano es :

A /\ VN .-\ A A A A

H - a J3 + 1/2 v (JÏ + JÏ ) + 1/2 w (J’J_ + J_J+) (1.1.20)



El operador 33 representa la mitad de la diferencia del
númerode particulas entre el nivel superior y el inferior, en

tanto que 3’(3_) es el operador de excitación o transferencia que
crea (destruye) un par partícula-agujero al promoveruna partícula

del nivel inferior (superior) al superior (inferior). Este modelo

posee una simetria importante ya que el hamiltoniano conserva (en

terminos de particulas) la paridad de la diferencia entre el

número de particulas EXCLtaduS(o = l) y el de las no excitadas

(o = -1) , en términos geométricos esto significa que conmuta con

el operador asociado con una rotación en un ángulo n alrededor del

EJE Ja.
Comoes bien sabido este álgebra además tiene múltiples

aplicaciones más alla de describir sistemas de N
Ar3, He1, Nai, Di2. Gi3, Ar4, Gli, 812, Gi4particulas

Por su parte dentro del álgebra SU(1,1), que tiene numerosas
_ q

FERILZBCLOHEbwyl,Dal’ Da‘, un ejemplo recientemente estudiado Gal

describe al oscilador armónico isótropo tridimensional,
definiendo:

.'\ A2
la = 1/4 (p + r ) (1.1.21a)
5 A2 A2
K! = 1/4 (p - r ) (1.1.21b)
K = 1/4 (r.p + p.r) (1.1.21c)

Resulta facil verificar que estos operadores cumplen las reglas de

conmutación (1.1.12) y que ei hamiltoniano se puede escribir como

'H = ¿- x (1.1.22)

lb



con s = 2nw , siendo u la frecuencia del oscilador. Nuevamente

este hamlltonLano observa la mismasimetría que el anterior, en
A

este caso conmuta d1rectamente con el operador K3. Como veremos
mas adelante estas sxmetrlas tlenen una consecuencia directa en la

determinación de los puntos críticos de la dinámlca variac1onal y

por lo tanto descrlbxremos por separado a las provenlentes de

hamiltonianos que sean invariantes frente a rotaciones en un
.N N

angulo n alrededor del EJE J3 (ha) y a los que no, escritos en
térano de los operadores de SU(2) (SU(1,1)), llamandolos

hamiltonianos con o sin simetrlas respectivamente.

1.2 Estados coherentes

Dadoque en esta tesis se esfudia la dinámica variacional

apllcada a estados coherentes de grupos de LiePEI’ Pez’ Kll , en

partxcular a los asoc;ados a los grupos SU(2) y SU(1,1), resulta
conveniente en esta SECLIÜI introducxr una síntesis de

definiciones y princ1pales propledades. Para ello en la primera

subseccxón deflnnremos a los estados coherentes generalizados

(como generalizaCJOn oe Los del oscilador armónico) y luego en las

dos sub51guientes nos abocaremos en forma escueta a describir los

estados asociados a los grupos SU(?) y SU(1,1) respectivamente.

lo



1.2.1 Estados coherentes generalizados

Comoes sabido los estados coherentes del oscilador armónico
. . ., Co” Mel

|a> ,son los autoestados del operador de an1qu1lac10n L Y

> (1.2.1.1)

con autovalores a pertenecientes a tooo el plano complejo.
Mel, C02Otra forma de definir a estos mismosestados es

f I
t a a - a a )

l a > = e I 0 (1.2.1.2)

Siendo | 0 > el estado fundamental del oscilador. La expansión en

la base de autoestados del hamiltoniano l n > es :

2
1

-8 I a I a. n
¡a > = " z; o. l n .> (1.2.1.3)

n=0 9€?

Un estado coherente da una función de onda gaussiana que no

se dispersa en el tiempo, el módulo de a especifica la amplitud de

oscilaCión y su argumento p = Re (a)/ Im (a) la fase.

Una propiedad de estos estados es que no son ortogonales

entre si. Másaun son sobrecompletos, es decir, contienen más

vectores que los necesarios para la expansión de un estado
arbitrario.

Otra propiedad 9€ que son de incerteza minima es decir

A p A q = bl? y por lo tanto son los estados cuánticos cuyas

propiedades estan mas proximas a las de los estados clásicos.

17



Recordemos que los operadores de subida y bajada

conjuntamente con la identidad 1 satisfacen las bien conocidas

reglas de conmutacion

L a. a’]-=fl , [ a,1 J = L a*,4 1 = o (1.2.1.4)

y de esta manera generan un algebra de Lie de tres parámetros. El

grupo N1 correspondxente a este álgebra de Lie es el grupo de
transfxrmaciones de la forma Ï(g) = exp (it) exp (a a* - a‘ a),

g = (t.a). que se llama : grupo de Heisenberg-Neyl.

Entonces según la definición (1.2.1.2) un estado coherente

del oscilador su obtiene por la acción de T(g) sobre el estado

fundamental I O > : ( o sobre el vacio si lo pensamos en términos

de bosones ): a menos de una fase, es decir :

T(gll0> = e a} (1.2.1.5)

Ahora bien. cuando uno se encuentra con dinámicas con otros

grupos de Slmetrlas veamoscómoes posible extender la definición
de estos estados.

La construcción de un conjunto de estados coherentes

99n9ralizados se basa en la relaciónP21 y P92

I Wg >= T(q) l wo (1.2.1.5)

donde Trg) es una representación del grupo G, y lwo > es un vector
fijo en el espacio vectorial de la representación T(g). Entonces

í [wgï 3 es el conjunto de estados coherentes generalizados. Más
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especificamente un estado coherente queda determinado por un

punto en el espacio cociente G/H donde H es el subgrupo de

estabilidad del estado [wo) Giz.
En muchos casos son los estados cuánticos que tienen las

propiedades más premimas a las de los estados clásicos, asi como

en el oscilador, y por lo tanto permiten el pasaje de 1a

descripción cuántica a la clasica de la manera mas natural.

Veamosahora en particular las caracteristicas y propiedades

de los estados coherentes correspondientes a los grupos SU(2) y

SU(1,1) que son los que utilizaremos a posteriori.

1.2.2 Estados coherentes de SU(2)

tl aiceura de SU(2), como nemus visLo en 1a Sección 1.1
.ls .’\

tiene como generadores nel algeb'a a J , J v J3 , éstos son loso

operadores de la representacion Ï’(g) del grupo de rotaciones.

Por otro lado, como tamoien hemos visto, se puede definir

como base del espacio a |J,m> con -J 2 m S J. Por lo tanto según

la ec.(1.?.l.ó) el estado coherente viene definido por

T" (g) |J,—J> (1.2.2.1)

Además dado que un operador de TJ(g) se puede expresar en la

forma:

TJ(g) = exp (-ip J3 ) exp (-iü ¿2 ) exp(-iw J3 ) (1.2.2.2)



se deduce entonces que un estado coherente de spin queda
A

especificado por el versor n = (sen 8 cos p, sen 8 sen p, cos 8)

ln) = eLaU'I) e-wï’ 33 e-tSJz I wo} (1.2_2-3)

con | y > = | J . —J >. Esta parameLrización del conjunto de0

estados coherentes esta de acuerdo con 1a afirmación general de

que un estado coherente se determina por un punto en el espacio

cociente G/H donde H es el subgrupo de estabilidad de | J, -J> (en

este caso H SUt2)) y por lo tanto G/H es una esfera

bidimensional Sz = í n : nz 1 }. ver Figura 1.2.1. Esta esfera

es comúnmente llamada "Eefera de Bloch" ya que fue introducida

primeramenfe por Bloch en su discusion acerca de un experimento de

induccion nuclear. VoIVJendo a la ecuación (1.2.2.3) ésta es

equivalente a :

a > = D(a) {wo} (1.2.2.4)

3 * 3 - ‘34
con D(a) = e“ . °' — = e‘ ’9 (m' ) (1.2.2.5)

a a A
siendo m un versor perpendicular a n y a no = (0,0,1) (verlx

_. K K A

Figura 1.2.1), J = ( Ji, 32s Ja )

y -a/2 e"“" (1.2.2.6)



A=(sene cost, sene sen tp,cose)

A=_ m:(sen ,-cos ,0
n? ‘P ‘P ’

3040,01)

F'Lguro 1.2. 1. Eslora de Bloch

El operador D(a) puede escribirse en su forma "normal"

D (a) = e" J. en Ja e’ J- (1.2.2.7)

¿n 1 = -tg(8/2) 9-19. fi = IW (1+I»'z) y 7 = “T‘ (1.2.2.8)

Operando D (a) (escrito de la forma (1.2.2.7) ) sobre |w°>,
obtenemosotra representación de los estados coherentes de spin

que es la que utilJzaremus mas frecuentemente en el desarrollo de

La tesis, es decir

)' e * ¡w > (1.2.2.9)0



Se puede ver facilmente que la transformación de la variables

8 y p a La varlable r no es más que la proyección estereográfica

del polo sur É = (0.0,-1) de la esfera en el plano T = C+in

seguida de una FEÍÏEHÍÓF en e] Eje n.

La expans1on de estos estados r> en términos de los

autoestados de Ja es :

. — 2.1! ’ J+ x1) = (1 4 plz) J 217W)! r H IJ,H/ (1.2.2.10)
y

A?Estos estados son autoestados del operador n . ,
es der1r

a3
( n J ) | n > = -J n > (1.2.2.11)

Esta ecuación determina también (a menos de una fase) un estado

coherente de sp1n.

G.9una5 de las propiedadyx más ImportanLes de estos estadüs
son:

A) El conjunto de EStddDb forma una base sobrecompleta .

ii) Noson ortogonalee entre si. En particular el producto escalar

entre dos estados [11) y 12> vale :

t 2J
(H 71 ’z’ (1.2.2.12)«lr z ___—.._.__

1 2 (1+IT ‘2)J (1+l1 I2)J
l 4'.

111) Son de minima incerteza .

N N



iv) Los valores medios de los operadores valen

A 1.. 2
¿TI ¿a ¡Ü = -3 __1Ll (1.2.2.13.a)

1+|T|z

A a

<1¡.14¡n = 2a —T— (1.2.2.13.b)
1+IrI‘

Cuando la base es finita, comoen este caso, es fácil demostrar

que no pueden existir autoestados de los operadores de subida o de

bajada. Es decir, no existe lo} tal que,

J lo} = 4 io} (1.2.2.14)

por lo tahto en este aspecto estos estados difieren de los
definidos para el oscilador armónico.

1.2.3 Estados coherentes asociados a SU(1,1)

E1 álgebra de Lie de SU(1,1) es generada por los operadores

É , k y la como se describió en la Sección 1 de este capitulo.

Tomandocomo Ivo> al vector ik, k), es decir el estado con
p = k, obtenemos los estados coherentes aplicándole el operador:

T"(g) = exp(-ip K3) emm-¿a >72)exp(-iw K3) (1.2.3.1)

De lo cual se deduce que estos estados coherentes vienen definidos

por e] vector 3 = ( sha coSp, sha sen p, che) como,



LGU‘I) ’tp Ika -u9 kz
|n>= e e e |w°> (1.2.3.2)

Esta parametrización del conjunto de estados coherentes está
nuevamente de acuerdo con la definic1ón dada en la Sección 1.2.1

dado que los szmos están determinados por puntos en el espacio

cociente G/H siendo H en este caso el hiperboloide de dos hojas

Hz = { n : na = nz — nz - nz = 1 }.
3 1 z

Es conven1ente elegir el factor de fase de manera que

| n > = Du.) No; (1.2.3.3)

o?
con D(n) = eL8(m'L), en donde 5 (ver Figura 1.2.2), es el versor

A
perpendicular al versor no = (0. U, 1) y a ñ , es decir :

A
m = (senp, -cosp, O) (1.2.3.4)

36 =(she comp,senG sen (pphe)

r‘ñ:(sentp,-c'05(p_0)

JDo:(om)

Óthuro 1.2.2. Htporbolotdo al que pertenecen Los voctore. n.



D(n) también se puede escribir como :

a ll? - a ‘ fixD(n) = Día) = e o '- (1.2.3.5)

con a = - 9/2 exp(-ip) o en su forma nDrmal :

D(n)= eCk. efi’a eï' (1.2.3.6)

con (=«th(s/2) exp(—ip), p =-2 ln ch 9/2 = ln (1+|c[2) y r = —('

Operando D(n) en su forma normal (ec.1.2.3.6) sobre |w°>,
obtenemos una representación diferente (una parametrizacién

distinta) del estado coherente,

{C} = (1-¡(¡2)k eCK+ |x,x> (1.2.3.7)

que es la forma que utilizaremos en e] desarrollo de esta tesis.

La expansión de los estados coherentes en autoestados de K8
es

m
k F (m+¿k m

————————— . > .2. .
|(> = (1-Itlz) E .? m! F(zk) ( lk’y+m (1 3 B)

"1:0

a ff A A A
Estos son autoestados del operador (n . K) = n K - n K - n Ks a 1 1 z z

es decir :

.n. 1‘.

(n . k) |n> = K |n> (1.2.3.9)



Nuevamente, comoen SU(2). la ec.(1.2.3.9) determina los

estados coherentes a menos de una fase.

La propiedad mas importante de este conjunto de estados es

que forman una base sobrecompleta. Comocomentario final notemos

que a diterencia de SU(2), el operador de bajada E_ si posee
autoestados pero éstos no coinciden con los estados coherentes,

(llcomoen el caso del ostilador

1.3.Teor1a de puntos críticos

En esta seccion presentaremos una sintesis de los conceptos

basicos acerca de los puntos criticos que utilizaremos para

claSificar los fluJos; cuando creamos necesario nos remitiremos a

las caracteristicas pertinentes a flujos de dos dimensiones

solamente ya que es e] tipo de dinámica que nos interesa.

Dadauna functam {(xl, x2), sus puntos críticos verifican
V! = O. Uno puede clasificarlos en dos clasesGil : del tipo Morse

o del tipo no Morse según que el Hessiano azfi/axtaxj sea diferente
o igual a cero respectivamente. Por otra parte los puntos del tipo

Horse se clasifican en i-puntos de ensilladura.

En general para el caso multidimensional, si fi (x1, xz,..x )n

es el desarrollo de la función alrededor de un L-punto de

ensilladura, este desarrollo se escribe de la forma:

¡HX ,7. ...1)= -a 1'2- -a 2.2 + u x 2 + +a. x2 = Mn (1.3.1)
I Z ñ l l V. | L+I L’I TI ñ \.



con todos los a > 0.
l

El número de flujos que coexisten está acotado por la
. . . Gilcantidad de puntos críticos del tipo Morse

nSea N el numero de puntos 1 ensilladura y h el número de
\

. . . GiSfIUJos coexistentes, se verifica que :

H

u s z N" —1 (1.3.2)
L=° k

En particular como el espacio que nos interesa es bidimensional

n = 2, tenemos solamente O-ensilladuras (minimos) l-ensilladuras

(ensilladura propiamente dicho ) y 2-ensilladuras (máximos).

Otra herramienta útil para constatar si el número de puntos

críticos es el adecuado, válida como veremos más adelante

solamente para variedades compactas, viene dada por la
, - . . GiScaractEristica de Euler (I), siendo esta :

x = E (-1)‘ N" (1.3.3)
L

. 615que por ejemplo en el caso de una esfera vale I'= 2 .

Cuando se produce una bifurcación, es decir, cuando se

modifican los parametros de intEFaCCIOn de manera que un punto

critico se convierte en otros de distinto tipo, ésta viene
precedida pOr una elongación critica de las órbitas, produciéndose

después de la bifurcación una separación en órbitas de distintos
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tipus.
En una bifurcaCion lo que sucede es que un punto del tipo

Horse pasa a ser uno del tipo no Morse, es decir que alguno de los

at del desarrollo dado por la expresión (1.3.1) se anula y por lo
tanto hay que incluir términos de orden mayor. Si uno efectúa un

desarrollo local alrededor de estos puntos, este desarrollo se

puede separar en dos términos, uno del tipo Morse y otro del tipo

no Morse llamado generador de Catástrofes :

ñ

¿(x1,xz,..., x)=CG(l)+): ¿x? (1.3.4)
n J=l«v1 J

cuando ai = a2 = = al = U en el desarrollo original. Esta
. _ . +0 +0descomposic1ón es válida para I en un entorno abierto de (x , a )

n X Rk donde ¿o es el punto critico llamado degenerado o comode R

diJimos antes del tipo no Morse.que origina la Catástrofe para el

valor ¿o oe los parámetros de control. Las caracteristicas del

primer término del segundo miembro de la ec.(1.3.4) están

completamente claslficadas segun la dimensión del espac10 (Teorema

de Thom)6i1, Ari, Sai­

Para completar este estudio daremos algunas definiciones mas,
relacionadas con un campovectorial.

i) Indica de una curva :

Consideremos un campo vectorial definido sobre una variedad

diferencial de dos dimensiones orientada y supongamos que

gratlcamos una curva cerrada que no pase por un punto singular del



campo. Si recorremos 1a curva en sentido positivo trasladando en

cada punto el vector campo a un origen común 0 como muestra 1a

Fxgura 1.3.1,

quulu 1. 3. 1. (0‘ V-&Í( ro.- "va un campo para

dtsthLc-s puntos o lo Largo de- lu Curva, numerados 1, 2, 3.. .

(hr Loa rmemos vectores qua en LLevadoa orxgon

ComUn, reapoíordc ln vv-LarnohufllerCLÓh.

al haber completado la c1rcu1ación alrededor de 1a curva el vector

campo pudo haber rotauo n veces en el mismo sentido de recorrido,

no haber rotado o haber rotado n' en sentido contrario.

Übv1amenteel estado final e inicial es el mismopor eso rota un
número entero de veces. Se llama indice de la curva al número de

rotac¿ones y su signo es positivo o negativo segun que el giro del

campo LUJÑCLURo no con el de 1a curva . Por ejemplo para el de la

Figura 1.3.1 el 1nd1ce es 1.



Pasemos a enunc1ar algunas propiedadesArzz

Prop.1: El indice de una curva no varia al deformarla en forma

continua mientras que la misma no pase por un punto singular.

Prop.2: El indice de una curva no varia por una deformación

contínua del campovectorial. bajo la única condiCión de que dicha

curva no contenga durante todo el tiempo de la deformación a

ningún punto singular del campo.

De estas dos propiedades se desprenden consecuencias

importantes comopor ejemplo que el Indice de una circunferencia

con centro en un punto singular aislado de radio suficientemente

pequeño (como para no encerrar otro punto singular ) no depende

del radio de la mismaSino solamente del punto singular encerrado

y entonces tiene sentido la siguiente definción :

DefiniCion: Se define lndlCE de un punto singular al indice de una

cirCunferencia de radio su1icientemente pequeño centrada en el

m1 SITIO.

Un punto singular de un campo vectorial se dice simple si la

parte lineal en ese punto no es degenerada. Los puntos singulares

simples en el plano son los nodos, puntos de ensilladura, focos y

centros . El indice de estos puntos es siempre i 1 (-1 en el caso

del punto de ensilladura).
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Teorema de la suma de los indices:

Este teorema dice que el lndice de una curva S es igual a la

sumade los indices de los puntos singulares que encierra la

curva. Para demostrarlo utilicemos el siguiente Lema.

Lena: Dadas dos curvas que pasan por un mismo punto la curva

r‘+ yz que resulta oe recorrer primero la curva 71 y luego yz
tiene el inGJCE igual a la suma de los indices.

La demostraCJOnresulta trivial de observar la Figura 1.3.2 ya

que, al recorrer primero ; el campodio n1 vueltas y al recorrerl

¡2 dio nz vueltas y pOr lo tanto, el indice total es n = ní + nz.

o” Ku2

¡figura l. a. 2. A part” del. punto de unloreocciór. entre Los

cur vo. 7‘ y 72 so ¡mima ol recorrido negün lo Hecho máa
¡.ntonoamnto marcada. Los flechas roatant oo tndtcar. el.

¡ont ¡.do do mrculachn para f1nal.sz luego do rocor ror y y
1

luego 72, en 9L punlo Lruclal.

Y ahora volviendo al leorema que queriamos demostrar

dividamos el interior del recinto definido por la curva S con

Curvas rL cada una de las cuales encierra un único punto singular
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T3.o.como se muestra en la Figura 1.

0951gnemoscomoó a las curvas que delimitan las fronteras de los
J

recintos respectivos; usando el lema anterior tenemos que el

indice oe los puntos sihthdfes es xqqu a :

no E yL = ind S * E ind óJ = 1nd S (1.3.4)
L J

Los índices de las curvas óJ son nulos ya que las mismas se pueden
defornar continuamente (Prop.1) a un punto sin pasar por ningun

punto singular mlentras que los 1ndices de yt son iguales a los de
los puntos encerrados debido a que nuevamente estas curvas se

pueden deformar a circunferencias pequeñas centradas en los

puntos slngulares.
Es fácnl ver que estos dos enfoques diferentes teoria de

Catástrofes apllcada a la funcxófl ¡(11, x2) o la aplicación de

L-J FJ



teoria de puntos críticos aplicada a un campovectorialAr2 tienen

resultados en común, pero el segundo tratamiento nos aporta

algunas ventajas adicionales como por ejemplo, que en una

bifurcación se conserva la suma de los indices de los puntos

singulares para el campo vectorial, o lo que es lo mismo E N:

para los puntos del tipo Morse i- ensilladura de {(xI, x2), ya que
si uno considera una curva que encierre a los puntos involucrados

en la bifurcación (ver Figura 1.3.4). el campo habrá variado

alrededor de la curva en forma continua y por lo tanto el indice

de la curva es igual antes y despues de la bifurcación (Prop.2).

Ademas como el indice de la curva es igual a la suma de los

indices ue los puntos singulares (Teorema de la suma de los

inoices), concluimos que esta conserva a lo largo de la

bifurcación, siempre que ‘ raiteramos, podamosencerrar todos los

puntos críticos involucrados con una curva cerrada.

\Cl)

FLguro 1. 3. 4 . Los vector ea ropr oaontan el valor del. campo

vectonol o Lo Largo de una curva antes (o) y después (b) do
La bdurcacLÓn.

1,: LA



Capitulo 2. Fundamentos Dinámicos

En este capitulo desarrollaremos en primera instancia la

dinamxca que vamos a aplicar al sistema, es decir la Dinámica

Variaclonal (SeCCJCm1) y en segundo término creemos conveniente

describir la Dlnámxcade hartree Focv Dependiente del Tiempo, ya

que en e] caso de que el hamiltoniano describiese un sistema

fermiónico de N particulas- interactuantes, ambas dinámicas

resultan equivalentes ( Secc10n 2).

2.1. Dinámica Variacional

Un metodo de aproximación a la dinámica exacta desarrollada
. 011 . .. \pL- Dirac con51ste en elegir runCiones de onda de prueba lwz

oe tal manera que verifiquen la condición de minima acción para el

valor medio del “Lagrangiano" = ia/át - H , es decir :

tz A

o J <w(t) I 1 a/ac - H |w(t)> dt = O (2.1.1)ti

donde ó representa a un desplazamiento virtual . Definiendo =

W = <w(t) l H | w(t)> (2.1.2)

y efectuando las variaciones pertinentes se obtiene la ecuación
diferencial :



62’: i ( <ów|w> - < wlów> ) (2.1.3)

Si, po: e)emplo, ¿e toma :w> paramevrlrado de manera que cubra

todo el espn61o de Hilbert la ec.(2.1.3) es equlvalente a la

ecuación de Scnrodinger, o en otras palabras reproduce la dlnámica
exacta.

Pero obvlamente lo que nos interesa es parametrizar la

funcion de onda ¡“th = ¡w h? (c)> con algún número finito de

varlables o parámetros variacionales x“ Si en particular

trabajamos con una parametrigación en el espacio real y

desarroildmos la ec (2.1.3), Lgualandoa cero los coeficientes que

acompañan a cada variación óx“ obtenemos n ecuaciones
R01,Kacopladbs ' El

H=i(<2ï¡a_w>_qíï¡fl>)=avxv (2.1.4)
m“ ay“ dx ax ay“ “

Dado que

ó 0' a áw ‘
1 ¡ ¿y > -_‘ ly ¡ _ > (2.1.5)0x“ : 0x dx“

es

a v = —2 Im < al | É!” > (2.1.6)

la matrzz de una forma bilineal, antisimétrica o forma

Slmplectica.

Dos propiedades de esta dinámica que la convierten desde el
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comienzo en una aproximación aceptable son i) la conservación del

valor medio del hamiltoniano a para todo tiempo, coincidiendo

ademas con el valor medio e<acto, esto se puede ver facilmente

utilizando la ec. (2.1.4) ya que :

. y , . . .

9195 = É ¿“‘- - '33 x“ a u x" x“ = o (2.1.7)dt ax“ dt ax“ “‘

y ii) la conservaCJOn de la norma . aunque nosotros no tomaremos

variaciones sopre la misma, es decir propondremos siempre una

funcion de onda de prueba normalizaua. Estas variaciones toman

importancia cuando uno quiere calcular la fase globalKaz’ Kaz’ “22

siendo irrelevantes para el cálculo de valores medios, que es en

lo que estamos interesados.

El exito de la aproximaCion va a depender de la mejor

elecciCn de la funvion ¡w (í (t)) >.

NosotrOs tomaremos como funCJDnes de onda de prueba a los

estados coherentes definidos en el capitulo anterior, Sección 2,

pov varios motivos. Uno de ellos, porque como veremos más adelante

esta Dinamica Variac10na1 coinCide con la Dinámica de Hartree-Fock

dependiente del tiempo cuando tenemos un hamiltoniano de muchas

particulas que es suceptible de escribirse en término de los

operadores que generan el álgebra de SU(2) (como por ejemplo el

modelo de Lipkin}. Otro motivo es que en el caso de tener

hamiltonianos lineales en los generadores de cualquiera de las dos

algebras «SU\2) o SUl1,l)J, esta elección de la función de onda de

prueba nos garantira la coinCidenCia entre esta dinámica y la



exacta. Por otra parte, para hamiltonianos cuadráticos la
A A

aprox1mación es muy buena siempre que los valores medios de 3 o É

se encuentren suficienLemenLe cerca de la variedad asociada a cada

grupo. Y por ultimo, estos estados vienen parametrizados por

solamente dos parámetros , lo que simplifica los cálculos.

Las parametriraciones mas utilizadas son

(p . q) (2.1.8)

con q = p y p = k cosh 8 o p = cos 8 para SU(1,1) o SU(2)

respectivamente, y (8 , p) según se los definió en el capitulo
anterior en el SECCLÓDde estados coherentes. Estas se denominan

variables canonicas debido a que las ecuaciones descriptas por 1a

ec. (2.1.4) adquieren la estructura de ecuaciones de Hamilton, es
dec

_. 0* (Clip)
_ 5; (2.1.93)

° _ _áZÏ(p,a)
p 5Q (2.1.9b)

Obviamente podemosencontrar isomorfismos que conecten estas

varialles con variables complejas (en este caso ya no se podria

hablar de métrica simpláctica) comopor ejemplo:

(2.1.10)
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Lama/2 9”” para sur) (2.1.11a)
con T = _

tannh9/2) e ‘p para sun,“ (2.1.11b)

Como ilustración veamos como quedan las ecuaciones de

m0vimiento para el caso del hamiltoniano (1.1.20) con W= 0, que

es la forma mas utilizada del modelo de Lipkin. En el Capitulo 1,

habiamos visto que este hamiltoniano (para w —0) escrito en los

operadores del grupo SU(2) era :

.ñ .í\ '\ .¡\ 2
H = 5 J3 + V (J1 - J ) (2.1.12)

SUvalor medio en estados coherentes escrito en término de las

variables canonicas queda :

a = e ( p v x (J’ p‘) LOS 2q ) (2.1.13)

con 1 = Ví2d-1)/¿

Dicho de paso nbservemos que la dependencia de ü’ con estas

variable: esta muylejos de ser la tipica dependencia para un

hamiltuniano clasico, donde el término asociado con la energia
. . . zCinótica es proporc1onal a p .

Las respectivas ecuaciones de Hamilton son :

q = g; = 5 ( 1 - 2 X p cos(2q) ) (2.1.14a)

p = J”? = - 2 e x ( .12 —pz ) sen(2q) (2.1.14b)55



Comocomentarid final queremos destacar que también se pueden

deducir las ecuaciones de movimiento con una formulación

lagrcsmgiezmai“2 (en lugar de hamiltoniana), en cuyo caso el

"Lagrangiano Clásico" ÜEÍLnldo como el valor medio del Lagrangiano

introducido al principio del capitulo es :

r (8,p,8,p,c) = ¿(l-cosa) - ¿cosa - El senz(8) cos2p (2.1.15)

y las ecuaciones de movimiento, que fueron deducidas por primera
hr2vez por trieger . resultan

o = -€ + a x c023 cos 2V (2.1.16a)

8 = - 5 z sen ó sen 2p (2.1.16b)

las cuales, comoes de esperar son equivalentes a las definidas

por las ecu=c10nes (2. .laa) y (2.1.14b).

2.2. Dinámica de Hartree Fock Dependiente del Tiempo

Procederemos ahora a describir el método de Hartree Fock

Dependiente del Tiempo.

Este metodo es una aproximacitn por medio de un generador de

Pvülutlúfl no lineal, de la dinámica de un sistema de partículas no
bel. Nel. Hal.interactuantes

Fñ segunda guantifjcación el ¡iltoniano de N fermiones
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¡nteractuantes se puede escribir de la forma

1; a a (2.2.1)

oonoe los indices deflnen una base completa de estados de

espaciales, departícula independlente que describen coordenadas

spin y ne iSDSle oe los nucleones, mientras que los operadores

5* y a son los Operadores de creacicn y anlquilación de particulas

que Cumplenlas reglas usuales de antlconmutación.

Dadoque el hamllton1ano (2.2.1) es hermltico los elementos

de matriz de un cuerpo veriflcan .

‘ (2.2.2)

y los de 1nteracción (de dos cuerpos) satisfacen

“ '
V (1' ' . > = = . .3

LJH JJ IV' Pl VnLk VkLLJ (2 2 )

Resulta conveniente descrlblr la dinámica mediante la matriz

densidad de un cuerpo definida por :

. . T . \ ' , ,
putf.) = <w(t)| a] al IMC)! = p“\(.} (¿2.4)

númerocuyos elementos matriciales dlagonales pu representan el

de ocupación del estado [1} de partícula independiente. Por lo
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tanto se verifica

ïr (p) z p = N. (2.2.5)

Por otro lado. el valor medio de cualquier operador de un cuerpo

de la forma

A f
Ü = E ÜLJ a» a; (2.2.6).

se puede describir en términos de p como '

a,{t)¡0¡w(t)> = z o._ p,. = Tr (0p) (2.2.7)LJ LJ

de modaque p contiene gran cantidad de información relevante

requerida para el calculo de los observables macroscópicos.

La ecuacirn ue evolución exacta para p. utilizando la

ecuación de Schródinger, es ­

——— c - c + í {"z’ Ü _ ‘z’ 5 } (2 2 B)
dt 'LkaJ pik k1 2 ¡"lulvn n'an kaJm tmgtl. I '

donde adaptamos la convención de Einstein para indices repetidos.

La matriz pa)(matriz densidad de dos cuerpos) la definimos como

(2)=(ata‘raa'-"=­
pum ‘W x 1 . V’ pJ Jun: “p.ij = plkji. (2'2'9)
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N
mientras que a la matriz V ( matriz antisimetrizada de elementos

de V)

<2Vijkl= VLJÏL_ VLJLk= - tjlk = thl

De la ecuación (2.2.8) se desprende que la evolución de p

depende del valor de los elementos del operador de dos particulas

¡Jr. A su vez si planteamos la ecuación de movimiento para esta

última encontramos que depende de una matriz de densidad de tres

cuerpos y asi sucesivamente hasta llegar a la matriz densidad de N

parCICuLas, en Cuyo raso reSDIJEr dicha ecuación es totalmente

equivalente a resolver la ecuación de Schródinger exacta. Esto

significa que la dinámica contenida en la ecuación de Schródinger

para N particulas interactuantes se puede desdoblar en una

Jerarquía de dinámicas para los paquetes o racimos de 1,2,..S..,N

particulas en la que cada S-racimo evoluciona conducido por i) los

términos de energia cinatica y de interacción de pares de las

partICulas que lo componeny ii) un promedio de las interacciones

de las S particulas con el medio proporcionado por las restantes.

La hipótesis principal de este método (HFDT) consiste en

escribir a la matriz de dos cuerpos como un producto

antisimetrizado de dos matrices de denSidad de un cuerpoBa}

pi)“ = pll p - p. p. (2.2.11)



Comoesta aproximación satisface la propiedad de antisimetria

(2.2.9) la única correlación de dos cuerpos que se se retiene en

este métodoes aquella requerida por el principio de Pauli.

Con esta aproximaCion la ecuación de movimiento para p queda

totalmente espeCincada. En efecto, si introducimos el potencial

de Hartree Fock definido por :

N = p V (2.2.12)

esta ecuacxai es

1h H = um) p. - pt (HW) .= [halo] - (2-2-13)
LL Lx ¡(J ‘vJ

donde definimos al hamiltoniano de Hartree-Fock de una partícula

(h) como :

h = t + w (2.2.14)

Dado que el potencial deïiuido según la ec.(2.2.12)

representa un campo promedio experimentado por cada una de las

particulas cuyo valor al tiempo t depende del estado del medio

descripto por el propio operador densidad p, la ecuación de

movimiento (2.2.13) resulta una ecuación no lineal ( h depende de

p).
Otra manera de escribir las ecuaCLDnes de HFDTse basa en el



entonces éste se puedehecho de que dado que p es un proyector,

partículaexpresar en funcnon de las N funciones de onda de

1ndependiente w oe la Siguiente manerañ

N C
l

\J nFl wH(L) wn J,

Esta representecxcn es consistente con una función de onda

determinantal de varios cuerpos

_1_
w(t) -¡Ñïdet { va(t), wz(t).....wN(t) } (2.2.16)

varificaHUO cada una de las wn la ecuación :

úwn(¿)1h = 2 h (t) v'(¡) (2.2.17)
L] n

di. J

que nuevamenteson ecuaciones diferenciales no lineales.
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Capitulo 3. Planteo de la Dinámica

Comovimos en el capitulo l los valores medios en estados

coherentes de los operadores que generan los grupos SU(2) o

SU(1,1) pertenecen a una variedad. esfera o hiperboloide de dos

hojas respectivamente; por lo tanto resulta interesante estudiar

la dinamica de dichos valores medios, especialmente porque las

órbitas adquieren en este marco una interpretación geométrica

sencilla y las ecuaCLOnesde mo.imiento resultan muy simples de

calcular. Ademásla resolucion de estas ecuaciones es equivalente

a la del problema variacional original ya que existe una relación

biunlvoca entre estados coherentes y valores medios de los

operadores sobre la variedad.

En este capitulo en primer término veremos cómo se calculan

los valores medios de productos de estos operadores y su

Caracterizac1d1 geométrica para luego deducir explícitamente las
ecuac10nes de mov1miento.

3.1 Calculo de la correlaciones de los generadores del algebra

Sean J y Í los vectores formados por los generadores de SU(2)

y SU(1,1) respectivamente, para referirnos a los dos grupos

simultáneamente llamaremos a este vector operador : Ñ =(M1,H2,Ma).
De las expresiones de estados coherentes dadas por las

ecuaciones (1.2.2.9) y (1.?.3.7) para los grupos SU(2) y SU(1,1)

respectivamente, y teniendo en cuenta la definición :



9 = ñ x ¿ñ (3.1.1)
1 2

resulta inmediato que se pueden generalizar en:

z> = J (z) exp ( z H. ) [0} =.I (z) |z> (3.1.2)

z -J+ U 3.1.33)con w'fz) = ( 1 lzl ) para S (2) (

( 1—|z|‘;“ para SU(1,1) (3.1.3b)

IK); ÍJ,’J/'
Y ' IF i) Siendo la) un estado coherente para.,.
cualquiera de las dos álgebras ( 2 = T para SU(2) y 2 = C para

SU(1,1) ).

Dado que el hamiltoniano que consideramos es a lo sumo

cuadrático en los operadores El nos interesa calcular

(2| 1/2 ( a», Q] } |z> si es posible, solamente en función de
(2|;n|z> con lo cual e] valor medio del hamiltoniano definiria una
cuadrica cuya interseCCion con la variedad respectiva serian las

óroitas buscadas. Para ello rEemplazamos estos operadores

aplicados a |z> por derivadas parciales con respecto a z,
calculamos dichas derivadas y reemplazamos en los valores medios

que queremos determinar (el detalle de cómo realizar estos

cálculos se encuentra en el Apéndice A), obteniendo las siguientes
correlaciones :
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c: 1/201 ,M; >= r <1M><n> + A 6.. (3.1.4)

<6) = <2|6|2> (notacxón que uLxlizaremos de aqui en más),

siendo

2m-1= 3. .
' 2m ’ ( 1 5)

At = J/2 para SU(2) (3.1.6a)

At A1: A2= “2 } para sun,“ (3.1.6b)A = -K/2
9

J para SU(2) (3.1.7a)
y m

"F para SU(1,1) (3.1.7b)

La ecuación (3.1.4) es intereaante ya que nos dice que no

solo vamos a poder escritLr a} valor neuio del hamiltoniano en

íuncion de 135 valores meULos «fit slno que la dependencia
funcional va a ser del mismotlpo que la del hamiltoniano con los

operadores. Es decir, la ecuacion (3.1.4) expresa que los valores

medios de productos de los operadores del álgebra se "factorizan"
sobre la variedad en cuestión.

Todoesto se puede apllcar tamblen al oscilador resultando
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3.2 Caracterizacion Geometrica de los valores medios de los

ooservables

Si definimos el espac10 de tres dimensiones E3, cuyos puntos
Vienen representados por los vectores :

<‘.H.“--= («r3 . m . ¿r1 > ) (3.2.1)
p t 19 2 o 3 «9

con < >p = (pl Ip) . los estados coherentes de SU(2) están
en correspondencia biunivoca con puntos sobre una esfera de radio

J y los de SU(1,1) con puntos sobre la hoja superior de un

hiperboloide de dos hOJdScon vértice en <k3> = K, verificándose,
por ende, las Siguientes relaciones:

xJ > + ¡2.3 ; + a.) <Jí._ u: :> - K (3.2.2)h

De aqui en más cada vez que escrioamos un valor medio para el

cual no espec11icamus sobre que estado se calcula es que el mismo

se practica sobre un estado coherente. como lo hicimos en esta

última expresion.

El hecho de que solo trabajemos con 1a hoja superior del

hiperboloide se debe a que :

>11 3..«2¡r3|z r ( 2 3)

ya que, en La base que expande el espacio de Hilbert para la cual

L3 es diagonal se verifica :
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,s

ka IK, n, = \F+n) Y, n> con n z O (3.2.4)

Por otro lado el valor medio en un estado coherente de

cualquier observable del tipo:

f. A la? N
o = LA ñ t’a ñ (3.2.5)

sv puede escribxr como 2

\ .\ t .x
<0} = Á . (fl) Ü * E Al.Em (3.2.0)

81 prclnhgamos estas funcxones a [uuu el espdcio éstas determinan

dlstlntas cuádricjs cuyas LÑLEYSPCCiDÑBScon la esfera o

hipenoo\01de según e] caso. representan los valores medios

requeridos.
En particular nos interesan calcular los valores medios de

las constantes de movimiento Como llustraciOn veamos cuánto

valen estos valores meoxos para los ua51m1res de SU(2) y SU(1,1)

respectivamente :

g: = J ' + J_ + J Jun) (3.2.73)
y 1 l l 3

3 = k Z — r 2 — u 2 = ¡(i-[J (3-2-7b)
2 3 l z

A
es fáLll ver que para É por ejemplo :
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«¿Ely= (za-¡nm (J: * J: o J: ) + 3 .J/z = J(J+1) (3.2.8)

(utilizando 1a convención < Ñ > = M ) , y por lo tanto
L l.

.12 + Jz + J’ = J2 (3.2.9)
.l 2 3

reobteniendose obviamente como Cuádrica la misma esfera. Lo mismo

sucede para el CaSimir de SU(1,1) (representa el mismo

hiperboloide). En camhio si calculamos el valor medio de un
A A A

hami)toniano arbitrario del tipo Q = É. Ñ + Ñ? V Ñ como

generalizaciúw de los modelos introducidos en el Capitulo 1, las

cuádricas asoc1adas pueden representar cualquier tipo de

superficies : cilindros, hiperboloides, paraboloides hiperbólicos,
etc... dependiendode la selección de parámetros de interacción.

Las intersecciones entre estas cuádricas y la variedad definen
distintas curvas que coinciden justamente con los valores medios

de ñ OGtEhldOSmediante la Dinamica Variacional.

En el caso de SU(?) estas órbitas son cerradas y periódicas y

dado que la caracteristica de 1a esfera es dos, los puntos

críticos que pueden ser máximos (-) , minimos (+) o puntos de

ensilladura (O), verifican :

nf") + nfv) —ntü) = 2, n = numerc de dichos puntos. (3.2.10)



El número máximo de puntos CFlthOS es

n = n(-) ‘ n(*) + n(0) = o. (3.2.11)

En SU(1.1) en cambio. tenemos dos tipos de órbitas: abiertas

y cerradas, y aúemas no 9115!? una relación del tipo (3.2.11).

Es interesante destacar que el limite clásico corresponde a

valores J + m, ya que en este limite los operadores conmutan. Si

queremos comparar la OlhámlCü correspondiente a este limite

clásico con la variacxonal es conveniente normalizar todos los

operadores con N = 2J para que las ecuaciones no diverjan y

encontramos que las cuádricas son del mismo tipo pero levemente

desplazadas, con corrimientos en la energia.

3.3 Dinamica

Del principio Variaciona! :

ll.

ó L2 <z(t)¡ ia/ót —H |z(t.)> dt = o (3.3.1)

además de obtener las ecuaciones de Hamilton como se vió en el

Capitulo 2 se pueden obtener ecuaciones del tipo Ehrenfest para

operadores lineales en los generadores del grupo y por lo tanto
para ellos se verifica :



Fste resultado es interesante ya que nos dice que la dinámica

variacional y la exacta cuxnciden sobre la variedad.

Utilizando la EXDFEELOHpara el hamiltoniano introducida en

la seCCJén anterior. las reglas de conmutación (1.1.7) y (1.1.12)

según sea SU(2) o Sut1,1) y la "tactorización" (3.1.4) se puede

obtener la ecuacion de movimleuto para el valor medio de] opErador

H {el calcho detallado se encuentra en el Apandlce B) '

5 1 var x re 4.5.13)

J: r J: + J: = J para sur?) 3.3.4.2.)

cor S

K: + tu: - if: = n. para 5U(l.,1) (3.3.4b)

En esta ecuaClón de movimiento resulta obvia la conservación

de la energia y que H pertenece a la variedad para todo tiempo

ya que la velocidad es perpendicular al gradiente de X’V de y .

La dinámica no depende de la condicion inicial sino solamente

es funciOn oe la posxc¡0n .

Los puntos critxco: o i-en51lla0ura de Morse se caracterizan

por tener É = 0 ; en Cuyo Caso 7X 1| V? o V2’= 0.

Resulta conveniente destacar que el camino tradicionalmente

utilizado era plantear las ecuaciones en (complejo) que por
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ejemplo para e] modelo de Lipkin es.501 :

. G s

¿ = _ ¡¿ ( z o l í_____í_ ) x = !_LZ¿_¿l (3_3_5)z s
1 + [2|

. La4o su eQUivalente en cordenadas CBHÓOLC65 (Puq) (ver

Capitulo 2, ec. (2.1.14)) y resolv1endo en este último caso

obtener el diagrama de fases. Por lo tanto en lo que sigue, además

de analizar las órbitas y dinámica sobre la variedad respectiva,

lo haremos en el espacio (p,q). En SU(2) este espacio está

representado por e] mapeo de la esfera en cordenadas (p,q) =

\J cosa, p) y en SU(1,1) por (p,q) = (k coshs, p). En el primer

caso -J S p S J mientras que en SU(1,1) p e [k,m), en ambos casos
p e [0,2n].

El camino que vanos a seguir nosotros es trabajar primero en

e] espacio de tres dimensiones y luego pasar al espacio de fases

por vavias razones: primero, el analisis cualitativo de las
órbitas resulta inmediatode analizar las intersecciones de las

cuádricas (energia constante) con las variedades sin realizar

ningún cálculo de integraCion; segundo . porque el planteo de las
ecuaciones de movimiento en el caso de determinar su dinámica

resulta muchisimomás senCJIla, y tercero, dichas ecuaciones no

presentan singularidades comosucede generalmente en los bordes

del espacio de fases.



Capitulo 4. Dinamica Varlacional Conservativa en SU(2)

Aplxcaremos el metodo propuesto en el capitulo anter1or a un
. . Je2hamlltonlano de la forma

A /\ V .-\ /\ N l ¡N U .'\ .'\ A A ‘
H = ¿Ja + ,1;(J“’ ¡1-3 + a- {J‘,J_J- i’ ï ({J‘gJa} + {JJ-’ng)

En términos del 515tema de dos niveles con N particulas

interactuantes la interacclon se pueoe representar gráficamente

con los procesos de creac1ón de excitones (pares

partlculahagujero) que se lluetra en le Figura 4.1.

:2wmi-
Fxg.4.1. Esquema de Lee. LF'LGFOCCLOI’W-S.

Comose puede observar los términos proporcionales a V y N

conservan la parload (Modelo oe Lipkin), consultar Capitulo 1
Seccxan 1. Esto se traduce en una s1metr1a de rotación en un

angulo n alreoedor del eje Ja. El término proporcional a U rompe
dxcha sxmetrxa.



4.1 Hamiltonianos Lineales ( V = w = U = 0 )

En este caso VW'= (ü. U, e) le ECUGCLÓÜoe mov1m1ento es

. . . '0 .

equ1vulente a la ue un solioo Qu? alrd con veloc1dad w = (0,0. wa)

con wa: g = constante y el diagrama ue fases consiste en lineas
A _. AhoriZOHtales. Mientras que sl el hamiltoniano fuese H = 5.3, dado

que la ecuación 3 (1/2) VW A V? es invariante frente a

rotaciones 1a dinamica seria exactamente igual pero con
ó .

w = (él, sz, 53) en cambio. el aiagrama de fases sería
topológicamente distinto ya que, al no coinc1d1r el maximo y el

minimo de energia LOUel polo Norte y el polo Sur respectivamente,

¿deuss de las curvas que recorren todos los angulos p en el

int9rvalo Lu, 2"}, a las Luales en ln .erga usual se las denomina
Kalrotaciones . andrecen otras que solamente toman valores en un

InterValh mencr [w1, wz) C [0. 2”] ue las llama libraciones

locales Nosotros ¿duutaremue rambla" esïas definiciones a lo

large ae la tesis. A pesar. volvemuu a insistir que sobre la

estera puede Suceúer, como en este caso, Que ambas sean totalmente

equivalentes.
_ 4)En ambos casos el periodo de cada orbita es 1 = ¿n/lwl y la

dinamica variaCional coincioe con la exacta.

4.2 Hamiltonianos Cuadráticos

Para valores artllfáflOE de las ¡nteracciones el valor medio

del hamiltoniann (4.1) adquiere la expresión:



su gradlente es :

- J lVI=E(ÏX+J "JJ y :J'X J , 1+g‘] ) (4'2'3)

y por lo tanto para el hamiltoniano bajo consideración el sistema
de ecuaciones de movimiento es :

= - - fi- É _ ’ 48 Ji d l 1 J3 ) J J1 Jz (4.¿. a)J

4 = _ 1, X _
s Jz J1 (1 J Ja) * J (Jl J3 ) (4.2.4b)

—1
. -_— _. . ,7a J3 (x‘ 1_ ) J' .Jz -0 x .JZ Ja (4.5.4C)
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4.2.1 Hamiltonianos Cuadráticos con simetrias (U = 0)

Las cuádrncas asociadas al hamiltoniano son cilindros

paranolicos con su EJE en la direction de Jz.

Si x <1, la curvatura de las parábolas en el plano (J2,J3) en
el polo Norte es menor que 1/J (la curvatura de 1a esfera), por ID

tanto, las intEfSeCCJDneSentre estas cuádricas y la esfera

(órbitas) son todas curvas cerradas que concatenan a1 eje Ja, esta
se traduce en el diagrama de fases como sólo curvas abiertas

(rotaciones) comomuestra la Figura 4.2. El Polo Norte (Sur)

corresponde a un maximo (minimo) absoluto de energia.

n! ¡lJ IA. l

1

(m

_ -’thuro 4. 2. 1. 1 Troyactonaa del. vector polarLzactÓn ( J on

Lo ooforo de Bloch (a) y su correapondtonto diagrama de faeoe
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Cuanoo x4 = l. la curvatura de la parabola en el Polo Norte
1qua1a la curvatura de la es1ere y se produce asi una

thEtaDilldaO eatructural (DlturcaCLón). El máximo absoluto

thurca en dos máxxmoede ¿qual energia y un punto de ensilladura.

Observemne que a 10 largo de la tm'urcación uno puede encerrar con

una nur»: cerrada a ¡09 pnnLoa anulucrauos y por ende el indice

de esta se Lonserva, o lo que es lu qumo la suma de los indlces

!e los puntos ercerradoc. kw este el indice antes de la

ÍJL'H'FHI un ee e! uek ma>luh xl) ¡ thpu»2 de la mtsma tenemos dos

me 1mh5. (aus uno can 1nd;ce iguai a uno. mas un punto de

enejïladura (WII Chrrühúlahdm lo que acabamos de afirmar. Entre el

«alur de energía Je| purvc de enSLIIadura y el del maximo, es

dec7f para las cuaerras que intersecan al eje J3 en
J C Ja < J(1+(')/? se Cumpleuna doble ¿ntersección con la esfera

de Ploch. Este hecho da lugar a dos conjuntos de órbitas,

localizadas de manera simétrlca y degeneradas en la energia que no

concatenan al eje J3 representando oscilaciones locales o
libraciones. Esto se Ilustre en la F1gura 4.2.1.2 para x‘ = 1,5.
En esta caso, los cos fiaxlmUEabeu1u&os de igual energia aparecen

cr'" la: coruvï-n as = (.J'I'c ) t: u- 1) '. 0 , 1) en el espacio J.
O- 0



zguya o. 2. 1. 2. Igual que la Figura 4. 2, pero con el. valor do

x : 1.5. Se ve que el máxu-no del. polo norte de La Figura.
4. 2. l. I suínó una bqurCOCLÓn o, un punto do onatllodura y

dos maxnvvos ubtcodoe an formo sLmétrtca. EL punto de

ensulladuro se Lndlca con el el mbolo A

Para interaccxones fuertes 1 » 1 el valor medio del
y

hamlltonjann es

23' x. JÏ (4.2.1.1)

1nd1cando que las super11cxes de energia son esencialmente planos

paralelos al plana \J2,J3). Notemos que a pesar de que la
expresión de W’ es muysimple en la representación de cuasispin,

se vuelve muy complicada en COFdEHuÜaS(p, q). En este caso sin



emoargoes conveniente realizar otra selección de cordenadas

canónicas: (p', q') con p’= J1 y q’ igual al ángulo polar con

respecto al eje J‘. Cuaquier movimiento posible es simplemente
una rotación alrededor oe este EJE con periodo :

"3 '7

T = El = :1;L__ (4.2.1.2)

En este rango de parámetros de interacción (V > N) las

cuádricas representan hiperuoloides de una hoja. Kan y

colaboradoresKai investigarOH el diagrama de fases en el caso N=0

que constituye la versión mas popular del modelo de Lipkin. Para

el cua1 x‘ = - x_ y por ¡o tanto los autuvalores de la cuádrica
son iguales. Cuando el módplo de estas parámetros es menor que la

unidad ocurren solc rotaciones. Cuando toman el valor uno es

decir, 1‘ = i. ¿_ -1, ocurre una transiCion de fase no
termodinámica, conSistiendo en el apartamiento Simultáneo de los

dos extremos absolutos desde los polos y la consecuente aparición

de libraciones degeneradas centradas en los puntos elipticos

(J/x‘) ( :(xÏ—1)’/z , o , 1 ) y ( J/]x_|) (o , ¿(23-1)1’2 , —1 )
en el hemisferio norte y sur respertivamente. Esta degeneración se

puede apreciar en terminos geométricos, comouna consecuencia del

hecho de que el Vertice del hiperboioide yace fuera de la esfera

en el eJe J3 ; uno puede ver ademas. que el maximo de energia en



r) hrn1srer10 norte (wrreeonnae. para valores de y. nados, a esos
DUHLÜEdonne la thádrxca es tangente a la esfera. Lo mismo sucede

ruandc 1* es d1st1nto m -1_, en lo que difieren es en que el
máxlmo y el minimo no estan sxmetricamente localizados con

respecto al eauaoor como Le puede observar en la Figura 4.2.1.3 en

la cual se grstlcaron las órbxtas para los valores x+= 2 y

2_- -1,5. En el Dresente caso aos transiciones de fase distintas,

ocurrieron. una afectando al polo sur y otra al polo norte.

F/"M
n

Fxguru 4. 2 l 3 igual ¡1...9 vn La. ¡»guru que La proceden, para

x = o. 1‘ :- 2 y X. -1,.'n. Se puede ver quo el. mi humo
ub-¿ado er- el poto su: en figuras or-lorioroe bqurcÓ

or un pu nio de ers-5|Maduro. y d-Is m1r-lmos . Notomos. además.

que I.¡s n avec Lun .s ¡Jun- pusu n pm Los pc-Lus de 1.a esfor a

su mapeo! ar ".‘ul«JS p-nuu-nle msconunuo sobre el

dxagramo de tasa. lo pone- -'-VldO’-l-LU una do Las

di “Cultaaas 1-:e ¡r vu raso.) "¡cun-«.- una ¿"si rn o sobre el.

plano.



ill) .(’ Ï>U y 1 '20

La familia de cuadricae consiste en un conjunto de

paraboluides ejlpticoe. Cuando ténlu ¿* como x son menores que la
launidad solo EAISLEHr0tdc1unee. Cuanoo 1‘ e 1 para x

ocurre una bifurcaclaw QuE transforma el maximo en el polo

norte en dos punLos ellpticos ¡máximos) degenerados situados en
. z 1/2 .

(J/1+) ( r (1* -1) , O . l ; y un punto de enellladura en el

polo Norte. SJ haLEmoscrecer aun más el valor de x pero

manteniendo la relacid. c con ( mayor que uno, ocurre una
6 O

segunda biturLaCLOH Creandü dos ¿onda de ruLaciones, el punto de

ensillndura bifurca en due puntos de ensilladura y un minimo

relativo. Esto se ilustra en la Figura 4.2.1.4 para x+ = 2 y
¿ = 1,5, en la misma se puede apreCIar la presencia oe dos puntos

hiperb011Cus en el plano (Jz , Ja) con ordenada : Ja = J/x
En este caso, el polo norte es un minimo relativo. En términos

geométricos es facil ver que Cualquier roLaCión alrededor del polo

norte, proviene de intersecar una cuádrica que dio lugar a alguna

otra rotacion ubicada justo por debajo de las separatriz inferior

y pOr enae tienen la mismaenergia . En otras palabras todas las

rotaCiones alrededor del minimorelativo son oegeneradas.

U7 ¡_. 1+ = x las cuadricae se convierten en paraboloides
Circulares y el diagrama de fases presenta simplemente lineas

horizontales, conteniendo óroiias degeneradas a ambos lados de la

CircunfErencla con Ja = J/xQ Cuando 1. y x_ son ambos mayores que

o:



la unldad. El periodo de cualquier órbita es T = 2n/5 (J —x+ Ja).

Es interesante haLer notar que la Llrcunferencia con J3 = J/x+
provxene ue puntos De (augunc1a entre la cuádrlca y la esfera y

por lo tanto son puntos estacionarlos, en particular, consiste de

max1mosde energia. En otras palabras, el máximoes una linea en

lugar de un solo punto como en los casos que vimos anteriormente.

Tooas las ene'qías en el lntervalo e J [ 1 , ( x* + 1 )/2 J son
degeneraoas.

F\guro 4. z . l . 4 . Igual que en Lo figura procedente pero con

2, 0. t. 2 y )_ 1.5. El. s) "¡bolo a tndico lo posición
de m1rnrnr relonvo.



4.2.2. HaMJItonianosCuadráticos sin simetrias (U f 0).

En EL casu v w las cuádricas son cilindros

hiperbóllcos con ¿imetrxa de traelacxón en el eje Jz. En el caso
general con V y w OISCLHIÜEde cero los autovalores A y los

O .lelUv'ECtOTES V de las Cuhül’lCa'E ’50“ 2

X = z . v = (0 , 1 , 0) (4.2.2.13)0 ' 0

M = x [.m r mas» 1 H”) , 3+ = (ML/x , o , 1) (4.2.2.1b)

con m = 1 121 51 se conglderan valores arbitrarias de los

paramplros de ¿nteracc10n se recorre una amplia variedad de

cuádricas que reépunden a dlstintas elecciones de los autovalores

y autovectores (en partlcular lo que define el tipo de cuádrica es
el slonu del autovalOr). Na: alla de tratar de clasifxcar todas

las DbtlDÁllÚdHes Vamos a uxscutJr un par de ejemplos para

s1mplemente poner de manlfxesto la riqueza de tipos de flujos

existentes. Nes restrlnglremos al valor de x_ = 0 , ya que de

esta menera el EJE J2 resulta Sk? eje de traslación de 1a
cuadrica. Esto s1gnif1ca que V w, lo cual representa para

valores chJCHsde U una perturbacion del flujo estudiado en la

SubEECClÓnanterior (Flgura 4.1). En la Figura 4.2.2.1 se muestra

Cómose produjo esta defOrmación, se puede ver cómo se han corrido

los extremos absolutos de los polos. Cuando el parámetro x+ se
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anula estos Extremos no se locallzan en forma simétrica respecto

del ec..mdur como en el caso V = N = 0.

CC)n K x

Lan:ecuaLJones de los planos ¿Slntotxcos de estas cuádricas

son 1

1/2 .11* X J; = ¡“2x (4.2.2.2.3)

J = -J/)' \(4.2.2.b)

Cuando Cdr‘qulb-rl'n oe ..S plan-21'; ¿«alrwotlcos Antersecan la



esfera, el diagrama de fases sufre separación en órbitas de

distintas curvaturas esto se puede apreciar en la Figura 4.2.2.2
donde ambosplanos ¿sintéticos penetraron en 1a variedad, lo cual

da lugar a tres conjuntos de libraciones y dos de rotaciones. Esta

figura se obtuvo para valores z. = 1,5 y x = 1,25. En este
ejemplo el EJE del cilindro hiperbOLico yace fuera de la esfera

con coroenadas : J \ - 1/¿ , x‘lxz ) en el plano (Ji , Ja). Si uno

cambia los parametros. por eJemplo disminuyendo el valor de 1+ (de
manera oue el eje de la cuadrica intersecte la esfera), ocurre una

nueva transic10n : El punto de ensilladura situado en p = n

bi1urca en dos puntos de enailladura y un minimo relativo trayendo

aparejado el consecuente cambio en el diagrama de fases, es decir

la aparicicu de libraciones locales alrededor de este último

punto. Fsto se muestra en la Figura 4.2.2.3 donde se graficaron

los lujos para los valores 1+ = 1 y x = 2,3. En este caso ambos
planos asintoticos se conVierten en separatrices, y encontramos

todo tipo de órbitas rotaCiones degeneradas, libraciones

degeneradas como asi también rotaciones y libraciones no

degeneraoas. Nuevamenteen la bifurcación se puede observar que se

conserva la suma de los 1ndlces manteniéndose igual a -1.

Para finalizar notemos que para el hamiltoniano de 1a figura

anterior es poSible calCular el periodo de la órbita
correspondiente al plano vertical

'r = :2n/¿- 1' 1/ 1\¿+/j()¿---112--1¡Jl/Z } (4.2.2.3)

bc.



«al (b)

¡1.3.qu 4. 2. z. 2. Igual. qua las [Lgurua precedentes pero con

z — 1.!) v ,)\ 1.25. El e) mtmlo E ¡ndicct la ubL(.0CLÓn do un.
máxnmo relo-an. Las LIr-eus punteadcxs corresponden a La

.nlürsatctífib :M- ios plan-¿w u-unlOucob .ur. al plano (J ,J>.
1 3



4.3. Conclusiones.

En esta clasaficac1on de flUJOS, en lugar de remitirnos a un

estudio anafïtico o numerico. espec1dlmente para determinar los

pufÏÜE CFÍtLCOS que son, Lumo VJMOD,Joe que determinan el tipo de

'leÜ en su vecinuao. hemos ufxlxzaoo ue manera exhaustiva el

método geométrico propLesto. “HNOSmostraoo que dxcho método pone

enfaeje 1P .a fcrma de ¡aa Cdaflfltár uaucjanaa e la enerqla y los

TOWJUPCOHlnydriqutes aeLerw‘ La ¡nterseccion oe éetas

¿un ¡a esfere ue Ulacm. Se puede ÜUEÜÏVGVque aun en s¿tuaL¿unes

cumpllccoae (UNL ¡es Entm e v 1m Jlt.ma sección, este estudio

ultamwr\. Vwútfl)üuü prenecir c ructerletlcas de: alegrama

de veses sLn fEülemr integracion numer.r¿ ¿lgqne. Una SIHLESLSde

los crlterxos para tomar en gqenta nun :

a) Lu ODSurváciofl ue que las ¡nestabxl.daue5 estructurales

apareceh cada vez que tiene lugar ¿n Luflt:Ctu oe segundo orden

entre la superflcie de energia y la esfera,
b) la observación de que las orDLtas degeneradas aparecen cuando

la ¡Lsmo cuádrxc= asncxada a la energxa interseca dos veces a la

esfera,

c! la disthLLOn entre FUIáCLOÜE:7 JLDrdCanES viene dada por el

hecha oe uue la trayectorla concctene o no al eje Ja

respentlvamente,

d) la -GEÜLAÍILdCLOn ae luE m1n1mos como puntos de

DB



tangenc1a entre ambas superficies y

e) la ¡dentificaczón de un punto de ensilladura que responde a una

caracteristica distinta según el tipo de cuádrica que se

cansidere; por ejemplo en el caso de los cilindros hiperbólicos,

dicho punto esta cado por la intersección del eje de los mismos

con la esfera.



Capitulo 5. Dinamica Variacional Conservativa en SU(1,1)

En este capitulo deSLribiremos el tipo de flujos para varios

hamiltonianos que pueden escribirse con los operadores que generan

el grupo SU(1,1); lo haremos en el mismo espiritu del capitulo

anterior , es decir, describiendo cualitativamente todas sus

caracteristicas a partir de la concepción geométrica descripta en

el Capitulo 3 . En este caso considerando las intersecciones entre

los hiperooloides de dos hQJas y las cuádricas asociadas a la

energia. En el caso de encontrar órbitas integrables

analiticamente ¿»pondremossus periodos.

En primer término estudiaremos los hamiltonianos lineales en

los operadores que generan el algebra SU(1,1), pasaremos luego a

estudiar los cuadráticos con y sin Simetrias (Secciones 5.2.1 y

5.2.? respectivamente) y por ultimo enumeraremoslas conclusiones
obtenidas.

5.1 Hamiltonianos Lineal-s

En primer término veamos la dinámica para el hamiltoniano:

L} = 5 ¡q (5.1.1)
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ComocomenLario. recordemos que éste se puede obtener a

partir del hamiltonxano H (o, a) del oscilador armónico isótropo

con una COH»EHJEhtereali-¿cion del álgebra SU(1,1) como se vió en

la Sección 1.1.

La familia de cuádricas conSiste en planos perpendiculares al

e39 K3y por lo tanto todas las orbitas lo concatenan (ver Figura
5.1.1). Existe un único punto critico que es un minimo absoluto

ubicado en el Vertice del hiperboloiue, es decir en 3 = (0, 0, K).

El correspondiente diagrama oe fases contiene curvas planas. Para

ralcular la «EIUCIGaden Lada punto, tenemos que :

VX= (0 ,k', 5) (5.1.2a)

y V9 = (r' .. 1-: . 4:.) (5.1.2b)

y por lo tanto de aCuerdo con la ecuacion (3.5.3),

K = (-a - , s u- ,o) (5.1.3)

Es ÚECIFque. en *orma análoga a lo que ocurría en SU(2)

t * w (5.1.4)



Juego la dinamlca es equivalente a la de un cuerpo rígido que gira

alrededor del EJe K3.

3.0

26

4+
ip/K

—-r p _ —- ._ . —r_.._._ _. 3-0

2.6

2.2

IB

1.1.

"" 1.0
K,/K 0.o 0.6

(b)

F"aur a 5. n. I. to) Trayectortas del vector K

hr:le toni cmo h nool. do Lo for mo H = e K3
msm;¡adn al grupv, con ¡z I y ¿2 1, (b)

aun wsphhd‘0rvlu ol mismc {Lujo que en

un¡Iquaos pd! o \ 'nd1cor loa puntos cr 1 ucos

un en o: cop] luLO unlonor.

Si ahora consideramos el hamlltuniano :

CD" 5' 0 y a > O
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para. un
sobre to variode

Diagrama do fa...­
Loo .1 mboloo

son los mtomoo

(5.1.5)



obv1amente en SU(1,1) l ecuacion de movimiento no es invariante

frente a rotaciones y pu! lo tanto esta dinámica no es equivalente

a le Ue L = e :3 comp en el Caso de SU(2). En este punto resulta
interesante COmEhLafque apesar de nü ser invariante rotacional,

para Ciertos valores del cntiente a/s. resulta invariante frente a
. So’ Bil Geñ Geó Ge7una rutacxon generalxsada de la forme Q’ ’ ’ ’

I'.‘ = f cosh r7 9 i; eh 7) (5.1.63)

l” = K sn n + K' cosh n (5.1.6b)

une es equivalente a la transformac10n de Bogoliubov. Para ello se

Gene +1e4jr n de '?re un el CÜÉÏlLantE que acompaña a K; en
el Hawllinnianc ee auuie. En este caso uno encuentra :

1'gh n = -u/¿‘ (5'1'7)

lo cual édQUlEFEsentido solamente para a < s Si se verifica

la ec.(b.1.7) es fácil comprobar que la ecuación de movimiento del

tipo Bjorn es 1nvariante frente a esta transformación a pesar,
reiteramos, que ésta no es invariante rotacional en el sentido
USual.

Retornemos ahura, al uhálisls de flujos; si als < 1 tenemos

un minimo absoluto de energia en el punto de tangencia :



(5.1.8)

cor f = a/r. La enprgla correspondiente es

a :6/1- ¿2o -=>.ï«P) (5.1.9)

Todas lee órhitas sun cerradas. coexistiendo libraciones y

rotacíOHes. extendiendo las aet1n1cxones expuestas en el capitulo

anterior de rotaciones y lib'aCLDflPS sLempre que lp] < M , o en

otras palabras sxempreque se trate de órbitas cerradas, en caso

contrario hablaremo:de orbitas abiertas. La separatriz entre
estos dos tipos oe trayectorias es la órbita determinada por el

piano que pasa por el veFLLCEde] hiperboloide, definido según la
ecuación :

e t "1 K = e Y (5.1.10)

Los flujos L5rrespnnd12ntch su mUEurrnnen ¡a Fzgura 5.1.2



¡KS/K iP/K

1

' -¡ 3.o

26

l 22

l v

l

g L8

LA

Q

—«-—1.o
-30 0.0 3.0 ¡VK -1.o 0.0 1.o qm

119ma 5. t. 2 Igual que La thuro 5. 1. 1 poro para ol.

hovmch-nnonc desbcrtplrn 2-01 Lu ec. (5. 1. b) con OI = 1/2.

Para 7 2 l todas las orb¿tas son aCLEFtaS. Obviamente en SU(2)

este tlpn de trayPCIOrLas nu eran pasibles por tratarse de una

variedad compacta Por lo tanto estos fluJos son más ricos que

lbs tratados en el capltulo anLerLor. En este rango de parametros

no se presentan máximosni minimos de energia. En el limite a a o,

o lo que es lo mismo fijando s = 0, los planos resultan

vertlcales, situación que se grachó en la Figura 5.1.3 para
valores de K = 1 y a = 1. En este caso EXLStE una órbita K(t)

Integrable analítiCumente que es la que corresponde a energia nula

cuya cuádrica asoc¿aua es el plano que pasa por el vértice. En
este caso la veIOCldad es :
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y? = —o ( U , h.” , ll; ) (5.1.11)

de la cual se obtiene el tlempo necesarlo para ir de Kz(0) a Kz(t)

1 _ x (o) _1 K2(t)
t = a senh1 ——É——— - senh ———Ï—— (5-1-12)

1Ïo ' 20 qrrr

thuro 5. 1.3. ¡dom que la fugulo unter-nor con 6 = 0 y a = 1

Notemos que para este grupo (SU(¿‘L;) la suma total de los

índices no se conserva como en el caso de SU(2) para el cual vale
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Siempre 2 por tener como variedad asociada una esfera (ver

Settión 1.3). Para variedades no compactas, comoen este caso, los

puntos críticos nu solo se crean y se destruyen ante

bifurcacionee, sino Que . el infinito actúa comofuente o sumidera

de los mlsmus. Esto queda de manifiesto cuando uno pasa del valor

¿ :0 (sume de indices :0) a valores de e x Ü (suma de indices :1).

Esto se debe a que no es poeib|e delinir una curva cerrada que

EÑCÁEFFPa todos lo: puntos en cueetldn (Consultar Sección 1.3).

5.2 Hamiltonianos Cuauráticus

5.2.1 Hamiltonianos Cuadrsticos con simetrlas.

Veamosahora aigunos EJEmFlQE Ju hamiltonianos cuadráticos

Cuyas cuadricas BSOLimdaSson

i) Cilindros cun ¡os ejes un (u . 0 . a)

a. = (y. ¿nz + tf (5.2.1.1)
3 1

Para este rango de parámetros ei EJE de los cilindros no

interseta al hiperuuluide (Figura 5.2.1.1) y por lo tanto existe

un único punto crítico (minimo! en el vértice del hiperboloide, es

dECJF. en fio = (0.0.k) con energia 5” (L-a)2. Todas las órbitas
son rotaCiones no degeneradas alrededor del e3e K con sentido de

3



giro paeltivo.

‘K3/K ‘p/K
| 2

! l

30T“

2.6

2.2i '¡
l

1.8- 1.8

!

1.4 ! u.

. . . .. - l ——-v—"'-—'—v‘--— —.— L- y - ‘r . . . w r =_
-30 0.0 3.0 Kzlx 0.0 1.0 2.0 qm

F‘lguru 5. 1.. I. 1. (un 1‘:uy‘oclurkus dal voclor l? sobre lo hoja

Aupw‘nor _dvl huporbolcnde para un homtllontano cuadrát'xco

cu'yu cua auch dswrtadn vuano deacerto por Lo oc. (5. 2. l. 1)

a = 3/4 v k '- 1. (Iv Dlagramu de 10.95 roapocuvo.

Si K s a s 2K

Justo en el valur a = mel EJE de los cilindros es tangente

al hiperbololde y para Vólüfes mayores lo interseca dos veces. Los

puntos de IHÍEFBPCLJOHsun minlmos (degenerados). Es decir,
—-——1

los puntos fio (t V az- K2 0 aq

para

) se da el mínimo de energia



¿o = 0. mxentras que el vértice del nlperboloide ¿e = (0 , 0 , K)

se CUHvlerté en un punto de ensilladura con to = (K-a)2. La Figura
5.2.1.? muestra estOs fIUJos para valores de k = 1 y a = iz: En

este rango de valores de a coexisten tres tipos de flujos a saber:
dos conjuntos de lxoraciones alrededor de los minimos con energias

degeneradas , ya nue provienen oe intersecar dos veces la misma

LuádrlCd, y rotaciones para energias mayores que 8. que son no
degeneradas.

K,/K p/K

1 ..., '
i I

25 2.6l

272 2.2|

1.8 1.8

Il. ¡.4 a

ll - - . —— —. -- ‘-——r--—-_— J—v - ‘ . y . . :­

-3.0 0.0 3.0 Kz/K 0.0 1.0 2.0 qm

(a)

Fu: ¡ra 5. 2. l. 2. Igual que l; Fkgura 5. 2. 1. 1 con o =
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Si a 2 2K

Dadoque el Cuad'ado de la distancia más corta del eje de los

2 <(a-K)2,Lilindrus al hiperooloiae en el plano (K3,K2) es a2/2 -K
que es cuadrado de la distancxa al vertice, el anterior punto de

ensjlladura bj'urCo en dos puntos oe ensilladura y un máximo

relativo en el xevtice. Esta configuraCLÓnse muestra en la Figura

5.7.1.5. La dináMJCd“resenta en este caso cuatro tipos de flujos
coexistentes :

i) Rotaciones diredpdur del máximo relativo fl = (0, 0, K) con

energias B“ = (a-HJ¿. Estas rutacxones tienen energias degeneradas
ye que la cuadrica ue la cual provienen intersecan dos veces al

hipecoulcide. Uuservar n07 ejemplo. que las órbitas punteadas en

la Figura 5.2.1.5 provienen ue la mismacuádrica.

JL) Librauiunee (FJ derHHOur de los minimos, por supuesto

también degeneradas. las proyecciones de las mismas sobre el plano

(la, #2) son LirCulos completos con rl> O y K1<O, respectivamente

ILL) R0L3\1unes alreueúuf del eJe m3. Hasta el valor de energia
é = (a-l)z, estas nrovienen de la parte superior de un cilindro

Que se intersecaoa infariormente alrededor del máximo relativo y

por lo tanto sen degeneradas. ts dectr. que , dado que el mismo

CJilhdrb interseca ¡e Varieoau w” uns órbitas de distinto tipo,

i) y lns xi‘. Ia- nel tlhn tienen la misma energia que las

que estamos (onexrpr 40 \ iii) n pl ranqo de energias arriba

meñcionaoo. Para envrqna: supwrlores pasan por debajo del vertice



y por lo tanto no hay degeneración.

Dado Que el hdm11t0niano consxderado es invariante frente a

rotaciones en un angulo n alrededor del eJe K3, los puntos
nrxt1(05 verxfxcan : a) el vertice del hxperboloide es siempre un

punto critzco y b) aparecen siempre de a pares con igual energia.

Resulta entonces Lnteresante estudiar un caso en donde se rompa
esta 51metr1a.

‘K3/K [Pl K

®

C

® ®

A

—— ® ‘

10 2.0 qm

(b)

Igual que la. doo figura. quo La procodon

a1



5.2.2. HamzltonianosCuadráticos en ausencia de simetrias.

Analeemos en hamlltonlano :

A lx .

H - a K * U í K3 , L J (5.2.2.1)

cuya Cuadrica asociada es :

2 = ¿ ( l * (lt I L J ron 1 = U(2K+1)/e (5.2.2.2)

Egia cuáursta (EDFESEHLdc1lïndros hlpEFbÓliCDS con sus ejes

en L = —K11.Para valorea ue ¿ = 0 este eje está en el infinito y

Jai Lu3.ricas su conv;errpn en planos Lumoen el caso tratado en

la DYIMtrá SPLCIOÑde este capitulo. A1 aumentar el valor de z los

olanoe se van curvando. El mlnlmo ubicado, para x = 0 en el

vertlce De va desplazando hacia valores negativos de K1 mientras
que aparece otro punto critico (de ensilladura) desde el infinito.

De la condición de paralelismo entre Vfl’y V? y fijando K2 —0 se
obtienen la localización de los puntos :

fi = [—¿/4 z ¡«tz-eri“ , o , {/4 -/¿(1+4x2—/1—ex25] (5.2.2.3)I

con E=K/x.

Esta conílguracaon se muestra en la Figura 5.2.2.1.



‘Ks/K “P/K

.9
Flgura 5. z. 2. 1. mn 1'70)vocl ¿>Ilfl5 del. vector K on ol.

niporboloxdo para oi hamilloruuno descripto por la oc.

(-5.z. z. n cor- z = 1/4. E a y k l. (b) Diagrama do fase.

corresponmento al "HBan {Lujo quo er. un.

Resulta obvio me ODLEFVa’la quura 5.2.2.1 que ñ‘ es un

minJmO y Ñ_ un Dunia j+ QHEIIÏAÚHFG ¡a que en un entorno del

primer parto ¡a cuaarxce de enerqxa ¿U no atraviesa al
hiperboloxue (maxjno o m1n1mo; w la dEJa en le zuna de energias

CFELIEPlP“, por lo tanto Pe mznlna. E cambio la cuádrlca

rurrespondLEnte a ae ¿travxusa a j en el pnnto fi" (punto de
wns;liadur3).

Entre Be.y su laa EHPFgldS son ÜBQEÑEFnddSpera a diferencia
de lo estudiaúo en la geccxa1 unter10r estas órbitas son

totalmente dlstxntas entre si : unas sun cerradas (alrededor del



minimo) y las otras aolertas.

A] incrementar el valor de y, los puntos críticos convergen a

mismc puntr donde se LfUÚULexa anurcaciau para [xl 1/2í5.

Para anCl aun me¡ores no hay puntos Cr1t1CDS ni órbitas

degeneradas.

Debido a que el cono asintotnco del hiperboloide y los planos

aSintoticos del Cilindro hiperbólico de equienergia tienen

intersercidm no nula para valores finitos de x no hay máximos ni

minimos üÜSOluLOSde energia. Esta crece indefinidamente para

valores F1 + w y decrece para K1 + -m.
Nuevamentecomo en la sección anterior la suma de los indices

oe los puntos CFIthOS no se conserva para x e (-w,m) ya que para

x t O esta suma es nula , mientras que para x = 0 da uno. Si

hubiesemos trabajado con un hamiltnniano normalizado con x, y

tomado a a Lch parametro de Contrcl. la situación hubiese sido

distinta ya que para ¿ e (-w.m) lo 'uma de los indices es siempre

mula. Esto es EQUAleÉñtE a haCcf la inversion y « 1/x y por lo

tanto sw e>cluye e\ casm

5.3. Conclusiones.

Nuevamente vemos la vencaJa de trabajar en este marco

geométrico. Las conclusiones son las miSMdSque las enumeradas en

el cap.tulo anterior para la dinamxca dentro del grupo SU(2), con

la unica deErEnCLd de que ÚGUOque la variedad en cuestión es no

compacta.I la rlqueia de fiujos es mayor. debido a la existencia de

oruitas abiertas. Pero por otro lado, se pierde la propiedad de



v01uL.r'aU()Sno divergen .
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Capítulo 6. Conjuntos de Bifurcacion

Comose pueoe ODuPrvar ue las díHáMlcaS expuestas los cambios

en las Caracteristicas ÏÜPUJLQLCGEde los flujos están dados por

¡a aparic1on de los distintos puntos críticos. Es decir, para

Ciertos Valores oe las constantes que parametrizan al hamiltoniano

se produce una bifurCúLlón al hacer variaciones sobre estos

garametros oe “control” Por io Lanto resulta interesante

graficar las Curva; en el espaCiu de parametros para las cuales se

producen estas tranSicxuncs. Uuerümn}destacar que no tenuremos en

cuenta como Orbitas topologiramente distintas a libraciones

Xutazes que aparecen en el diagrama de fase como consecuencia del

mero CUFIimIEHLOde un minimo (máximo) ubicado en alguno de los

pcios de la esfera (en el caso de SUtB) ) o en el vértice del

hiperboloide (en el caso oe SU(1,1)). Por Ejemplo, esto ocurre
A

(unndo se pasa oel namlltuniano e J, de la ec. (5.1.1) a 3.3 con

algun ¿L x 0 L z 3. Estos hamiltonianos, a pesar de presentar
diagramas de fases distintos, tienen flujos sobre la esfera
totalmente equivalentes.

Las transiciones a que nos referimos son en general
transnniones oe fase no termodinámicas o

- s F)Catástrofesell’ Elb' Fe‘ relacionadas con 1a bifurcación de los

puntos críticos. Estos puntos verifican : V X'lv = 0 ; donde |v
significa la proyeccion Gel vector sobre la variedad (esfera o
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hiperbolOJoe). En particular si consideramos (xl, x2) cordenadas
locales alrededor de estos puntos se puede aplicar toda 1a teoria

desarrollada en la Seccion 1.3, es deCir clasificar en puntos del

tipo Horse, definir indices, la caracteristica con su respectiva
conservación en el caso de variedad compacta, la cota inferior de

flujos coexistentes seqün la Contldód y tipo de puntos críticos

que se presenten, y la posterior clasificación del flujo en el

espaCio de parámetros.

Er este capitulo nos encargaremos entonces, de trazar los

conjuntos oe bifurcación en espacios de parámetros de dimensión 2.

Dado que el estudio de los diagramas de bifurcación

correspondientes al grupo SUiB) se realizó para el modelo de

Lipkin por Gilmore y colaooradoresGlO y para un hamiltoniano del

Lipkin generalizado en un trabajo paralelo a este (Tesis de
. .6

Vll’ Vl‘ ) no lo describiremos aqui,Licenciatura de C.E.Vignolo

simplemente queremos comentar que dado que la esfera es compacta

se puede definir, comoya diJimos, una caracteristica (suma de los

indices de los puntos criticos, ver Capitulo 1, Sección 3), que

se conserva en todo el espacio de parametros. Más aun, como ya

comentamosal nacer el análisis de los flujos correspondientes a
SU(2), eXiste una conservaCión local de la suma de los indices

cada vez que se produce una uifurcaCión; por lo tanto cada vez que

crucemos las fronteras de los diagramas de bifurcación, se

mantiene una relacion entre el número y el tipo de puntos

criticos. Por ejemplo, un minimo nunca puede bifurcar en dos

minimos al cruaar la frontera mencnonada. En cambio en los flujos

sobre la variedad asuCIada a SU(1.1¡ este tipo de cambios si es

posible, resultando entonces el conjunto de bifurcaciones
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claramente mas complicado que el anterior.

En lo que sigue desarrollaremos el caso de los flujos

correspondientes a SU(1,1) proponiendo hamiltonianos (que como

dijimos dependan de dns parametros) e incluyan a los estudiados en

e] capitulo anterior.

b.) Hamiltonianos SU(1,1) con simetrxas

Primeramente vamos a considerar un hamiltoniano que contiene

al presentado en la Seccicn 5.2.1. cuya cuádrica asociada es

ac = uk -¿)2 + a ¡1‘ + r. z (6.1.1)

A! variar el valor de a simplemente se produce un corrimiento de

la cuadrica según el eJe K3. mientras que a determina el tipo de
cuádrica, es decir, :1 u < U y W > 0 se trata de hiperboloides de

una hoja, si 2’: 0 de conos y si 2’< 0 de hiperboloides de dos

hDJBS. Si a = 0 se trata de Cilindros (caso de una de las

dinamicas que DESLFLbimOSen el capitulo anterior) y si a > 0 de

elipsciues (esferas para a = 1).

En general los puntos C'lthDS del flujo verifican :
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V3 99€ o bit?” VW = O (6.1.2)

siendo

V3 = 2 ( K1, K2, —Ka) (6.1.3)

Y

92’: 2 \ a K‘, K2, K3-a) (6.1.4)

Para valores de a no nulos la condicicn de paralelismo da cinco

puntos críticos,

z l
É = (1- [___._r_z_- [2 "2, o . _a ) (6.1.5)11%) ira

si a Z l (1+a), a t -1, can energias

a a2 z
‘i = (1+a) _ a K ' (6'1'6)

Y

¡Pt = ( o , 1 ( 5.2/4 - x2 )‘/2 , a/2) (6.1.7)
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si a a d K, Lun energias

2
‘ a
8 = —Ïm (6.1.8)3

y por ÚltLMD, tomando K = El: 0 obtenemos el punto singular¡I

ubicado en el vértice del hiperboloide :

o, u , r ) (6.1.9)

con energia,

s = (ix-a.) (6.1.10)
U

Si a = -1 y a = 0, la IÑCEFSECClÓflentre el hiperboloide (3)

y La cuadrica asociada a la energia (10 es una cónica y en

LOHSECUEHClano aparece ningún punto critico aislado. La ecuación
, . , ¿ , 2 z

de esta LOnica es : kz: U. k3 - k1 = k y corresponde a una
curva de puntos cuyas velocidades son nulas, siendo además minimos

de energia. Se ve de la ec. (6.1.5) que para valores de a no

nulos, cuando uno se aproxima a valores de a = -1 los puntos 2+

divergen, permanec1endo en el caso a = 1 solamente tres puntos
V O ü .{rlthJ V? y l“ que Vienen oados por la ecuaCiones (6.1.7) y

(6.1.9) respect1zamente.

A partir de estas LÚÜblde’óCiOHPSpodemos dibujar el diagrama



de bifurcaciones en el espacio (a, a) que aparece en la Figura

6.1.1. Los conjuntos de bifurcación vienen definidos por la

condic1ón de EXLSCEDCLGde los puntos dados por las ecuaciones

(b.i.b) y (6.1.7) (por la sxmetria del hamiltoniano, Ro es siempre
un punto crit1co). Dentro de estos conjuntos indicados en la

Flgura 6.1.1 de l a Víll los flujos son topológicamente

equxvalentes. Anallcemus anura en deLalle el tipo de bifurcaciones

que orurren Cuando se pasa ue una reg¿0n a otra; las mismas se

ilustran gráfxcamente en la Flgura 6.1.2 y corresponden a :
ú

V De 1a región I a la II. Un minimo absoluto en H3 = K se bifurca
en dos mxnlmosrelativos y un punto de ensilladura que permanece

en el vértice.

D) De 1a reglón II a la Ill. El punLo de ensilladura en K3 = K se
Dlturca en un manlmo relatjvo y dos puntos de ensilladura.

Queremos nacer notar que en la región III el autovalor

correspuudlenne al Eje K2oe la cuaurica asociada a 1a energia es

mayor que el COFFESPUHGJEHLEal eje K1 1a linea punteada

vert1ca1 ¿nalca ¡a localizacxón de la superfxcie de energia

esferica. Esta claro entonces que el flujo en la región IV (V)

es identicn al de la ¿ona Il (lll); 54mplemente se intercambian

los roles de L y n .
1 z

c) De la reglón I a la IV : igual que a)

d) De la reglon IV a la V : igual que b)

Hutes de Examinar los restantes gráficos es necesario

reaILZur algunas cuualderac10nea. Nutemos que para a = -1 y a < 0

existe solamente un mlnlmu en el vért1ce, debido a1 hecho de que

la Curvatura de las Cuaor1cas en el plano (K1,K2) es mayor para la
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superficie de energía que para la variedad del grupo. Cuandoa se

anula, comodijimos anteriOrmente, ambas cuádricas se intersecan

en una curVa y para valores positivos de a el vértice se conVierte

en un punto de ensilladura, como consecuencia de la relación

invertida entre las curvaturas. Cuandoa alcanza el valor 2K, este
punto oe enSillaaura bifurca comoen b). En relación con este

análisis nuevamenteresulta especialmente interesante destacar que

dado que los puntos criticos pueden "escaparse" o "emerger" del

infinito para valores de a alrededor de la recta a = -1, no es

posible trazar una curva cerrada que encierre a todos los puntos

Críticos de la variedad al pasar, por ejemplo, de valores a + ó a

a - ó con ó > O Por lo tanto, no se puede asegurar la

conservaClon de la suma total de los indices de los puntos

:rltiron, como en las variedades compactas donde siempre es

pOSJLle, obxlamente. trazar estas curvas. Recordemos como

ilustraCJÓn e] (asu ue la Variedad asociada al grupo SU(2), que

estudlamos en el Capitulo 4. donde esta suma siempre vale dos

(característica de la esfera) (ver Capitulo 1, Secc1ón 3). En

particular en el Caso que estamos analizando 1a suma para valores

de a -l vale l y para valores a -1 vale —1.Por lo tanto la

línea o = -l determina en el plano de bifurcaciones dos zonas con
distintas sumasde indices.

Continuando con las Difurcaciones, ahora a la izquierda de

e) De la region Vll a la VIll : un punto de ensilladura se bifurca

en un mJnimorelativo y dos puntos de ensilladura.

f) De la región VII a la VI, ocurre la misma bifurcaCión que en b)
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6.2 Hamlltonlanos SU(1,1) en ausencza de simetrias.

Conslderemos el namJItoniano que generaliza al expuesto en la

Sección 5.2.2, cuya cuadrlca asociada es:

980;):013 -b) (h: - a) (6.2.1)

Estas cuadricas son c111ndros niperbóLicos con sus ejes paralelos

al EJG la que intersecan a! plana K2 = O en cualquier valor

(Ki, 0. M3) = (a, U. b). A d4ferenc:u del caso anterlor la euma de
ice indïce: se COHL9fv:en tod” ul p‘lhb (U, e), y en partlcular

vale

El uiagrama de blferLaCLOHrerpectxvu se muestra en la Figura

6.2.1. Este gráfLCD presente tre: regiones topológicamente

distintas. En la regiu1 I no hay pLHLDcritico alguno ya que ambas

cuádricas nunca son tangenteb (observar el grafico inserto en esta

region), todas las orbitas son abiertas y no degeneradas. La

región Il exhibe un minxmuaosoluto y un punto de ensilladura, el

flujo tiene las mismascaracterístxcas descriptas en la Sección

5.2.2. En la region LI. el EJE de los cilindros hiperbólicos

interseca al paraoolo1de, resultando de dicha intersección dos

puntos oe ensnlladura. Los puntos de tangencia corresponden a un

máximo y un mlnAmorelativo.

Las bifurcacionee que ocurren al pasar de una a otra zona se
1esquematizan en la Flgura o.2.?.



® \"\\ ¿é
\\ E’ K

¡K3 1 1

0.5- É

0.0 ­

- 0.5 l I , ;
' 3.0 0.0 3.0



'I
900€

M
g

Figure ó. 2. 2. Idem que Lu thura ó. l. 2 para de

t-furcuu.Ór de Lo ¡figura 012. l.

6.3. CDDCIUSJDHES

Esta claslf1cac10n de TluJDs resulta análoga a la que se

presenta en SU(2) siempre que no haya divergencias en los puntos

críticos, en cuyo caso las curvas sobre el espacio de parámetros

que deflnen a estas divergenc1as separan zonas con distintas sumas

de 1nd1ces y por lu tanto reglunes con propiedades topológicas

totalmente diferentes. Esto se debe a la no compacidad de la

variedad asociada a SU(1.1).
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Capitulo 7. Dinámica DiSipativa

Comoes bien sabido los Sistemas hamiltonianos puros no son

fáciles de coser/ar eaperimentalmente. sino que los que realmente

se encuentran son sistemas que exhiben cierta disipación de

energia. Es por ello que en este capitulo nos abocaremos a

descrioir y estudiar dos maneras de introducir disipación en estos

mismosSistemas. Una forma es a traves del principio variacional

aplicado a una funcion Lagrange-Lyapunov, que llamaremos Dinámica

Gradiente en el espacio oe fases (DGEF), y es la utilizada

traditionalmente (Seccxñn 1). La otra resulta de introducir una

dinamica tipo gradiente directamente en la variedad (DGV)(Sección

2;. que es la que proponemos nosotros. En la Seccion 3 mostraremos

las ventajas y desventaJas de amhas dinamicas mediante 1a

aplicaCicn a un SisLema especifico.

7.1 Dinamica Gradiente sobre el espacio de fases

Si consideramos, en lugar del Lagrangiano descripto en el

Capitulo 2, la funCion de Lagrange-Lyapunov ( rx )Gll

ir A
rr (2,2) = < z | e i a/at - H l z > (7.1.1)

cor S y s "/2, la aplicacion del principio variacional
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(Capitulo 2) sobre esta funcional da lugar a dinámica de todo

cuyo caso lallpo. desde la puramente canservativa (y - O) en

funcional ft COJHCidEcon el Lagranglano usual (ec.(2.1.1)) hasta

la puramente ¿151paLíVa (1 = n/2) convirtiéndose 33 en 1a llamada

fun 10h de Ly'd'pullüv

xy (¿,2) = <2 l —a/at —H | z > (7.1.2)

Esta dinam1ca puramente d151pat1va se propuso también como

los mínimos de energia cuando éstos no se
Gilpueden encontrar analltxcamente .

metodo para buscar

Veamos anors como se Expresan las ecuaciones de movim1ento.

En térw1no de las VerahleS canonicas p y q la función de

Lagvange-Lyapunuv auopta ¡a forma :

rr (Q,p.q) e” q (F + p ) - se (pm) (7.1.3)

con

J para SU(2) (7.1.4a)
F =

-K para SUf1,1) (7.1.4b)

1nfrnflucnenoo la variable compleja :

(7.1.5)
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obtenemos 2

tt (¿,¿‘,a,¿') = e _,'- (F + %—:¿—)- 96’(3,3‘) (7.1.6)

Por último planteando las ecuaciones de Lagrange llegamos a

3 = e“ ( —Lase/aq +ásf/áp ) (7.1.7)

o lo que es lo mismo :

DU": uns y aan/ap sen y ase/aq (7.1.8a)

pm"sz cos ¡I (TX/dq -- sen r 696/0p (7 . 1 .Bb)

(omo se puede OUHEFVGFesta dinámica en el caso r = n/2 es

una dinámica gradiente en el espacxo de fases, mientras que para

valores intermedios de r es una superposición de 1a dinámica

conservativa con la que acaoamos de mencionar (Ver Capitulo 2).
Por las razones expuestas nos referiremos a ella como

Dinámica Graoiente en el Espacio de Fases (DGEF)en contraposición

a la que describiremos a continuación, que llamaremos Dinámica

Gradiente en la Variedad (DGV).
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7.2 Dinámica Gradiente en la Variedad

He” . . . . .En este trabaJo L proponemos introduCir diSipaCión

directamente sobre la variedad, mediante la adición a la velocidad

(Ñ) de un termino gradiente. es deCir,

ñ = 1/2 var i W + f (H) (7.2.1)

ta) que r (Ñ) verifique las siguientes condiciones :

1) á . 7? = u. La VEIDCLUaodebe ser Langencial a la variedad

ii) ¿(“J O. La dinámica dehe ser disipativa.

iii) Los puntos fijos deben permanecer invariantes.

iv) La dinamica no puede depender del sistema de cordenadas que se

elija sobre la variedad.

La condición i) asegura que el vector Ñ pertenezca a 1a

variedad para todo tiempo e impone que :

f (fl). v3 = o, (7.2.2)

es decir que la veloc1dad adiciona! sea tangente a la variedad.

Por su parte. la condicion ii) se puede rescribir como :

x(fl)=vx.fl=vx.f(ñ)<o (7.2.3)
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Las caracteristicas adlcionales provienen del requerimiento

de que los puntos críticos permanezcananariantes. Esto significa

que

F (ñ y = o (7.2.4)

rIPÜÓOH un punto tlio para la dlnamxca conservativa, es decir,
C

H «H > = 1/2 va-(ñ ¡ < ve (H l o (7.2.5)
C C C

m ln que e: lo mlsmo un pmnlo de Morae del tipo i-ensilladura (ver

Seccxcn ¿.3) para la 1uucwun ¿f (x . 12) donde (xl, x?) es unal .

parametrizacjón local de ¡a var1edau. Recordemos que los puntos de

Horse ds] txpo 1“Enálllóüurd sun los punLos de ensilladura usuales

y saflsfgcen alguna ue ¡ae SIQUJEHÍEÉrelaciones

v'x (H‘) = u (7.2.6)

vu (fis) // vs A Rs) (7.2.7)

mJentras Que lo: puntos Morse O-en51lladura y 2-ensilladura

corresponden a mlnlmos y maximus resnectivamente y cumplen

unicamente la cand1c10n de paralelismo
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var mm) // v3 M") (7.2.8)

Para todos los puntos cr)ticos vale uue

var ¡u = (Ñ x (va‘ x nl )/ N‘ = V9: — \Ñ/N2)(V2€ . Ñ) = 0 (/.2.9)

con Ñ = 1/? V3, dunde lu significa proyección sobre la variedad

y Nz es el modulo al cuadrado del vector Ñ. La diferencia entre

distintos i-ensilladuras es que en e] caso i = 1 , en un entorno

de] punto estos vectores apuntan tanto hacia el comohacia afuera,

existiendo por ende, alredEÓUr del mnsmouna inversión del flujo,

mientras que en un entorno oe un minimo (máximo) V&’|u apunta

unicamente er sentido saliente (entrante) con lo cual el flujo

viens representado por orbitas practicamente circulares alrededor
de los mismos.

Para continuar con el planteo de las ecuaciones de movimiento

resulta conveniente introducir una base ortogonal (no ortonormal)

sobre la variedad formada por los vectores VX’IM y VX’X Ñ De

manera que podemos expresar =

F (H) = a we x Ñ + n wep. (7.2.10)

con a y fi constantes y po' lo tanto

fl = (1+0) var x Ñ + n we ¡u (7.2.11)
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Si ahora redefinlmos La escala de tiempo con un factor (1+a)/cosó

obtenemos la eCuaLion de tuler modificada

fl = cos (ó) var x Ñ - sen (ó) we |M (7.2.12)

con ó = HHH-mueran.

Si ó es igual a n/2. el mov1m1entoes puramente disipativo,

mientras que 51 ó es cero es puramente conservativo, coincidiendo

obviamente con la oescripta en el Capitulo 3. Para

valores intermedios analogamente a lo que ocurría con la dinámica

presentada en la Secc16n 1 de este capitulo, se superponen ambas
caracterxsticas.

7.3 Aplicación

Comodijimos anteriormente, en esta sección Visualizaremos

los flujos c0rrespondientes a ambas dinámicas , trazando con este

11h los correspondientes dominios de atracción tanto en la

variedad comoen el espacio de fases. En particular lo aplicaremos

a1 grupo SU(2) ya que el trazado de las fronteras de estos

dominios es mas simple debido a que tiene asociada una variedad

compacta. y por otra narte los resultados (comparación entre ambas

dinamicas) se generalizan de manera senc111a.

Antes ne ir al ejemplH propiamente dicho veamos cómo quedan,
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para este grupo, las ecuaciones de movimiento de las dos

formuLatlonee e5Lritas PO Las mismas cordenadas, por ejemplo en

CDmpODSttPSp y q . Primeramente notamos que en la base esférica
.’\ .-\

formada por los vergures eJ . ea y ep , el movimiento del
vector J, que llamaremob vector polárjzaLión, se puede escribir

( .OnlC.’ 3

J = J e = J l a é. r sen a p e J (7.9.1)

mientras que las componentes conservativas y disipativas son

respertjvamente :

- - 1 du" ‘ 0X .'\ .Ji .I = _ n-_ __ .._ _ _" 7
J 1 4 EE“ e av gh aa ep (7.4.23)

l" 1 1-.
‘ = _- » _- ___ -. _ - _. '<VA !“ as es ‘ sen 9 ao Ep (7-v-2b)

De las ecuac1nnes (7.5.1) y (7.3.?) “bienemos

' _ 1 da? aar
- sen-9 35 7 55 (7.3.3a)

. _ _ 1 02 _ 1 a“
p - sen a 35 7 €3H’3 5; (7.3.3b)

y 1 ¡.n'.dl[T.v'-"I (F? cc. (¡h-L Lev,“
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Dav = _ 02' _ r (1_p2) a_áï (7_3_4a)
aq op

' Dov_ 09€ l 69€

Q - 56 Y 1‘02 ¿a (7.3.4b)

Claramente esta dinamica no resulta equivalente a DGEF; como

veremos más adelante, los 1actores diferentes que aparecen aqui

resultan esenciales para que la dinámica no presente problemas en

los bordes del espacio de fases.

Volv1endo a la aplicacxon, el hamiltoniano que seleccionamos

para dicho fin es Jai

‘ (7.3.5)

Cuyo valor medio en la esfera de Bloch viene dado por (ver

ec.\4.2.1) con V = W = 0)

2 (J) = e (J5 + z/J J, Ja) (7.3.6)

ron k V (2J-!)/g. Este hamiltoniano ha sido investigado

exhaustivamente en la rteng1 y se ha mostrado que las superficies

de energia constante son Cilindros hiperbólicos con sus ejes en

Jl = - J/z. Cuando |x| crece desde cero los extremos absolutos se
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van corriendo de los polos (donde se localizan para x = 0),

apareciendo además un punto critico del tipo no-Morse cuando

|x| = 1 que coinc1de con el punto de tangencia entre la esfera y

el eje de los c1lindros hipEFbÓILCDS. Si lx] > 1 este punto

blfurca en dos puntos de ensilladura que se van alejando por el

ecuador, y un minimo y un máximorelativos que se alejan entre si

por el meridlano o = n (p = 0) para valores positivos de x

(negativos). Cada extremo relativo se ubica en el hemisferio

opuesto al del extremo absoluto.

Para el valor de la constante de acoplamiento x = 1,5 tenemos

un máXLmD(minimo) en e] olano J2 = 0 con J1> O y J3> 0 (<0), un

maximo (mlnlmo) relativo en el mismo plano con J1< 0 y JS) 0 (<0)
y dos ountos de enSJlladura en el ecuador (en la intersección de

los ejes de los cillndros hiperbolicos con la esfera). La Figura

7.3.1 muestra en forma esquematica el flujo respectivo.

(a ) (b)

thurc 7. a. 1. Orbuoa del. flujo conservot'xvo para ol.

hormltornano dado por lo oc. (7. 3. 5), con X = 1,5.

(o: Provoccxón sobre el. pl. ¡no vJl, J ) de Los trayectortae en3
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oepacxo conóm co .

Si linealizamos el sistema ue ecuaciones (7.3.4) en la

veCindad de los puntos de enSilladura podemos obtener los

autovectores :

0:1: paraAi:¿Xsen
- x (7.3.7b)32: (sen(ó/2),—cos(ó/2) para A2 1

Por lo tanto el parámetro de disipación ó mide el ángulo de

rotation de los autovectores de los puntos de ensilladura respecto

de su UDICECJOHen el caso puramente conservativo (ver Figura

7.3.1). La má>imaamplitud de rotaCión corresponde a la dinámica

purémFWÍEdiSipatxva en cuyo caso vale n/4.

Comolas fronteras de los dominios de atracción relacionadas

con caña uno de los minimos son lineas que conectan los puntos de
. . (Si? .ensilladura con los maximus proponemos un util método

numerico para el trazado de estas lineas con la exactitud que uno
_ . . . He2desee. El procedimiento conSJSte de los Siguientes pasos z

i) Localizar puntos de ensilladura.

ni) rra¿ar una linea a traves de Cada punto que no este en la

dirección de los aUCCVeCtOrPS,elegir sobre esta linea dos puntos,

uno a cada lado del punto de ensilladura y hacer evolucionar a

cada uno con la dinámica directa y con la inversa (3 » —3), como

se indica en la Figura 7.3.2a
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iii) Trazar un eje aproximado de las trayectorias
cuasi-hiperbólicas obtenidas en el punto anterior y trazar una

recta perpendicular al mismoque pase por el punto de ensilladura,

seleccionar dos pontos sobre esta recta a ambos lados del mismo y

repetir ii). De esta manera uno obtiene un trazado similar al que

se muestra en la Figura l.3.2b; estas lineas delimitan un sector

cerrado que oenominaremos región de indeterminación (RI) donde

están contenidas las fronteras EqutaS de los dominios de

atracciOn. Si esta región es sufiCientemente pequeña (o en otras

palabras si los cuatro puntos iniciales están suficientemente

cerca del punto de ensilladura) la dinámica inverza, comenzando

por condiciones iniciales adyacentes (como los puntos A y C o B y

D de la Figura 7.3.?b) reproduce exactamente la misma curva

proporciouaoa por la dinamica directa, dentro de la resolución del

graficadmr. La frontera entonces puede ser trazada conectando el

punto de PDSilládU’a en le direCCiOn de los autovectores con las

curvas correspondientes a Cada par de puntos iniciales adyacentes

comose ilustra en ls Figura 7.3.2c.

s/l
A ._Ï'
x ....... ___/ --­5*

II

(o ) (b) (JC)

thuro oequemál LCO para. ilustrar método
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proyuosto poro traza: La. lrontoron do Los dominios do

alreactOrv . (a) Los puntos A y B son dos corvd\CLones iniciales

o ambos lados (10' pumo de enel lladuro. Lo curva de punto y

guión roprqqov-Ia lo :hm3va In due-ola y la de guión solamente

la diná musa uuu-r qa. H n Loe- pu¡Mos C y D son las condiciona.

¡”un (¡Los yaennlos on Lo porpandic-uLar al. ojo aproximado do

los.- Curvos ev: tu). Amboe puntos evolucionan corno en (a).

le) La l 1neo. com mua lahgov-CLOL a Los autovoctoroo on ol.

punto do unsnlladuro repr agente Lo aproximación a La frontera

exori o, v ln zona dotnmdu por las curvas evolucionado: a

pa; hr de ¡ne cunLro condic‘onee iniciales, La zona de
traerlo: wnnat lÓ'

El metodo propuesto permite reducir la zona de

indeterminacioP a Las oimensiones que uno desee, mejorando asi

Lana ¡ez mas el trazado de la frontera; basta para ello

EFAQCCJUFRTmqums inxctales dentro de esta zona.

HabIAHÓQen riqcr, no es necesario hacer evolucionar en forma

directa a cada conoicxón inicia] de manera que alcance el

respectJvo atractnr. PEro noaoLros Jos trazamos por dos motivos;

ademas de la mavor elegaHCia, de esta manera queda bien

esfaoleciOa la R1 y con la UHLÓfl de ambas dinámicas queda

determinada una órbita completa que va desde el máximo hasta el

minimo en cuestión.

Por otro lado si uno elije cualquier otro mecanismo para el
trazado de estos oominios e; numero me conciciones iniciales nunca

es meno. que cuatro yd q:e s» netas; Jn al menos dos para alcanzar

cualquiera oe los Dos maXLMü“

EL tipo oe tra:adn¿ QJF se ÜDÏLEÚPse muestran en las Figuras

7.;.S a 7.5.9. Fn ca1a una Filuu lu parte a) muestra las
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proyecciones sobre el plano (Jl, Ja) de los bordes de los dominios
de atracción sobre la esfera de Bloch.mientras que en la parte b

se grafiCuron loC dominios de atraCCion sobre el espaCio de fases.

Las Figuras 7.5.3 a la 7.3.7 Lorrusponden a la dinámica gradiente

sobre la esfera (06V) para valores de disipación ó = n/2, 3n/B,

n/4, n/B y n/40. mientras due en las Figuras 7.3.8 y 7.3.9

mostramos los diagramas equivalentes para la dinámica gradiente

sobre el diagrama de tasas (DGDF)para ó = n/2 y ó = n/4. El caso

conservativo ó = 0 corresponde a la Figura 7.3.1.

Jl!) .' PG

(aa

Figura 7. 3. s. Dommos de otracc LOn con un parámetro d.

disipación ó ft ,12, para lo dlnámtca DOV. (a) Proyección do

las lrontorao de Los dormmos de atraccuón sobre ol plano

(.11, JS) evaluadas para condtcionos Lnxctaloo on ol.

*nmtsfor ¡.0 .12 > o. lb; Los correspondientes domtntoo de
atracchn en 0L DSPQCLOcomunico. pura más detalles consultar
ol. Loxto.



Figura 7. 9. 4.

Figura 7. 3. 5.

JVM
1|

thuro 7. S. ó.

Igual. que la FLgur-a 7. 3.3. con Ó ­

¡dom que en La Fxgura 7.3. 3 con ó

911/9.

= 17/4.

Iguot quo Lu Figura 7.3.9 con Ó —
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17/0.



ngura 7. 9. 7. Proyección de la dlnámtca DOV sobre

u ,J > para ó = 11/40.
1 5

. P/"l¡41/ v \
“VJ ¡
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En cada figura la región rayada es el dominio de atracción

del minimo relativo y la blanca la del minimo absoluto. La región

rayada mas intensamente en las inmediaciones del punto de

ensilladura define la region de indeterminación de la que hablamos

previamente. Para el valor oe ó = n/40 (Figura 7.3.7) no mostramos

el diagrama en el espacio de fases dado que debido al bajo valor

de] parámetro de disipacion este se convierte en una figura muy

complicada.
4Examinanoo la secuencia de Figuras de 7.3.7 a 7.3.6

observamos la evolucion de las formas de ambos dominios de

atracc10n comenzandodel caso puramente disipativo. La deformación

se manifiesta en un incremento del nimero de oscilaciones en

espiral de los correspondientes bordes. En particular la Figura

7.3.6 pone de manifiesto la casi ortogonalidad de las proyecciones

de las trayectoria: en las inmediaciones del punto de ensilladura,

en comparacion con el caso puramente conservativo (Figura 7.3.1).

Para valores pequeños del parámetro de disipación (Figura

7.3.7) las fronteras de los dominios de atracción son trayectorias

con mULhaeorilaclones, semeJaniee a las orbitas hiperbólicas del

vluJo puramente LOHSErthivO, generandose en una sola corrida de

programa, oe forma muyilustrativa, todos los distintos tipos de

regimenes roexistentes.

Las xaracterlsticas generales de la dinámica DGDF, al ir

incrementando e] parámetro oe disxpación experimentan cambios

similares a los de DUV, pasta comparar para ello las Figuras

(7.3.8) y la (7.3.3) (ó = "/2) o las Figuras (7.3.9) y (7.3.5)

(ó = n/4). La similitud entre ambas dinamicas es mayor cerca de



los puntos de ensilladura (en el ecuador), pero difieren

sustanCialmente alrededor de los valores [pl = 1.
Comose puede observar en estos graficos no hemos sombreado

los distintos sominios de atracciCL, ya que en este caso carece de

sentido hacerlo pues existen zonas que contienen condiciones

iniciales para las cuales nunca se alcanza minimo alguno. Para

entender un poco mejor que es lo que sucede escribamos

explicitamente las ecuaCiones de movimiento. El valor medio del

namiltoniano x7.3.5) ESCFLLUen terminos de las cordenadas p y q

adquiere la forma:

se (p,q) = e. J p ( 1 + x/J J —pz cos(q) ) (7.3.8)

y sus respectivas derivadas :

2_ ñ 2
93"= ,- J (1 , J ‘J.__*L’_ C05“) (7.3.9.3)
0p f 2 flJ - p

g? = - e p l Jz —pz sen (q) (7-3-9b)

de la ecuaCión (7.3.9a} se ve que esta derivada diverge para
valores de P = :J . Veamosentonces cómo se traduce esto a las

ecuaciones de mov1mientodefinidas según las expresiones (7.1.Ba)

y (7.1.80). es decir.



2 n ¿
qDÚEF=cosósJ(1*y/J(Ï—-ï——)coqu O senó epxiJz-pzsenq (7.3.10a)

I z_fl 2
PDOEF=cosoip} v02‘pzsenq-senq 6J(1*X/J(¿——:E—)cosq (7.3.10b)

J2_p2

LO: térmlnos conservatxvos ( acompañados por cosó ) aportan

una ojvergenCAa en o , lo Lua] era prev151b1e ya que la cordenada

q (ángulo o ) eflperimento un "estiramxento" de un punto (polo) a

una linea. al rea1¿zar el mapeo de la esfera en el diagrama de

fases. Lo que no tAHne “entldo f151COes que esta divergencia se

transporte a o. = Lravés del termino disipativo (que acompaña a

self; (amo vuLHUPen la ecuarton (7.3.10b): los puntos con P = tJ

oeuerlan ser punros oe retorno. es decir, verificar p = 0 Una

de las cunsecuenc1as de este comportamlento anómalo es, por

eJemvlo, que desde condiciones ¿nLLlales en la parte inferior del

5raf1cu 7.5.80 dellmitado por la curva trazada y valores de

p e ( n/?. i/Zn ) no se evoluCLOna a ningun minimo, ya que en esta

zona p a 0 para valores oe p cercanos a -J. Las flechas graficadas

en la figura señalan el sentido de o. En p = n/2 y p = 3/2n con

¡p¡ = J hay Uhd inversxon de flujo que corresponden a los puntos

cuspidales oe la trayectoria graf1cada.

En le Flgura 1.3.9 la situaciOn es más dramática ya que ni

sinulera se pudo obtener la trayectoria completa dado que ésta

¿Juanza el valor de p = -J dentro oel intervalo p e (n/Z, 3/2n), y



obviamente no se puede continuar con 1a integración numérica.

Volviendo a la dinamica DGV,con sólo observar la ec.(7.3.4a)

se puede apreciar que las divergenCLas que se presentan aqui,
_ 2 02’

desaparecen debido al tactor (l-p ) que acompaña a 55 en la
expresión de p . Esto se debe al carácter vectorial del término

disipativo que aúic1onamos cuya expreSión es independiente del

punto particular sobre la esfera.

7.4. Conclusiones

Lou este eJemplo sencillo se refuerzan las ventajas de

trabajar con una expresión vectorial en el espacio que subtiende a

la variedad. En este caso vemos cómoes posible salvar problemas

de Singularidaoes que se presentan en los bordes del diagrama de

fases [en partitular en los puntos de la variedad que se mapean en

curvas sobre el plano). Por otro lado gracias a la fácil

VISUQÏLFBCLÜÑde las cuadricas equienergéticas, también resulta

más simple de predeCir el tipo de Orbitas , por lo menos cerca de

los rasus limites, puramente disipativo o puramente conservativo,

ya que en el primero de esLos casos estas trayectorias son

ortogonales a las supervicnes Citadas. mientras que el segundo

caso es el que tratamos en capitulos anteriores.
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Capitulo B. Conclusiones Generales

Hemosdesarrollado un metodo geométrico para caracterizar las

propiedades topológicas de un flujo proveniente de la aplicación

del metodo Variacional en las variedades asociadas a los grupos

SU(2) y SU(1,L). cuando el sistema se puede describir en término

de un hamiltoniano lineal mas cuadratico en los operadores que

generan las algebras respectivas. Este método se basa en la

observacion de que los valores medios en estados coherentes de los

productos de estos operadores se "factorizan" y por lo tanto el

valor medio del hamiltoniano describe una cuádrica, cuya

JhterSECCIÓflcon la variedad da la órbita respectiva para un dado

vaIOr de energia.

Henus demostrado LdelHÜ que para ambos grupos la ecuación de

movimlehvo :P puede PECrith en forma de una ecuación vectorial

del tipo de ecuaCión de bloch o de Euler, pero con una frecuencia

que depende de l¿ posic1on (ecuación de Euler no lineal).

Para poner de maniflesto las virtudes del metodo geométrico

hemosdeterminado los conjuntos de bifurcaciones, relacionando sus
fronteras con cambios en las intersecciones entre las cuádricas.

Por otro lado. para reforzar las ventajas de una expresión

vectorial para las ecuaciones de movimiento, hemos deducido una

dinámica disspativa, oe caracteristicas similares a 1a propuesta

por el método de Lagranqe—Lyapunov , pero carente de los problemas

que se presentan en los bordes del espacio de fases. Esta



Supresión de dificultades se obtuvo mediante la adición de

Lérmlno gradlentp en este espacio.
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APENDICE A

Verificacion de la formula de "factorizacion" de los valores medios

de los observables

Cnmodljlmob en el Capntulo los valores medios de los

productos de los generadores de las algebras en cuestión se pueden

expresar en tunCiOnde derivadas respecto de las variables que

parametrizan a los estados coherentes . En este Apéndice vamos a

deduCJr las eroresiones de los operadOres en función de esas

derivadas, y realizaremos un calculo explicito de un valor medio de

algún operador cuadrático utilizándolas, con el objetivo de mostrar

que tino de operaciones hay que efectuar para para obtener el

resultado condensado en ¡a expresión (3.1.4) ("Factorización del

va|or medio del producto de los generadores").

En primera instancia veamos cómose escriben estos operadores.

Comovimos en el Cap1tulo 5, las expresiones de estados coherentes

dadas por las ecuaciones (1.2.2.9) y (1.2.3.7) las podemos resumir

z> = I (s) e" . |o> (A1)

con #1:) dado por la ec. (3.1.3) y ñ = J (ï) para SU(2) (SU(1,1)).

hesulta ubv1o que

H |z> = J (J) 6/62 lz) (A2)9



definiendo :

¡2) = eZN‘ ¡0) (A3)

Por otro lado aújuntardo la exnresión (A2) obtenemos,

az| H_ = A (z) 6/62, (2| (A4)

Y por último teniendo en cuenta la fórmula :

(A, 1(B)] = (A, B] f'(B), cuando EB, [A, f(B)JJ = 0 (A5)

resulta,

r n3 , e".’ ] = H. ¡ e". z (Ab)

con 10 cual, retenienuo la nef1n1c10n ne m dada por la ec.(3.1.7)

ienemns

HS Iz} = J (z) (-m * z 6/02) ¡2) (A7)

recordando además que,

n3¡0> = -m lo} = ’ J l”) para 5U(2’ (A8)
í [0) para SU(1,1)
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Las expresiones (A2), (A4) y (A7) nos alcanzan para calcular todos

los valores medios FPQUEFIÓOS.Veamos primeramente cómo quedan los

valores medios (N > en función de z, para ello calculemos .
l

<2|H‘|z> = 12(2) (2| 0/02 [2) = 43(2) a/az (zlz) (A9)

(¡[21 = (1-.s¡z¡’)‘m (A10)

dance a su vez s adopta los valores

--l para SLH'Q)
[ 1 para SU(1,1\ (All)

Cabe o‘servar que pava relevar (A9) tuvimos en cuenta que, segun 1a

orfinictén (A5) (aGJuntaoa), (2| no uppende de 2, solo depende de ï

Reemplarando la drrivada:

0/07 (7|2) = -2ms í (1- s |z|2)2m_1 (A12)

en la ec. (A9) resulta

-0 “ 1
.1“ S 2 L NI Z“¡"JÜ ‘ rïm‘ =ïïs z 7

con le cual



<2|H_|z> = (2| H. [2! = L 2 (A14)

y por lo tanto

<n > = < M + n > 12 121—5—í—ï4 (A15)n o — l - s z

‘ ' = f — ' = m l E — z
KHz) ‘ M, M_ > /21 i(1 _ S zlz) (A16)

Por otro lado

(H3) = 12(2) (-m * 20/02 ) (zlz) = m z - Q (A17)

Pasemos ahora a calcular algun valor medio cuádratico (que

son los que realmente nos interesan) y mostrar cómose realizan los

calculos en general. Por ejemplo veamos el valor valor medio de

H z

<z|H92|z> = 12(2) (2|H32|¿)= 12(2) (-m +a/az)2 (2|2) (A13)

que efectuando estas derivadas se convierte en ­

2 z 4 2 z

(2,": ¡2) = m s [air + 2 (m-l) m s [z] + m2 2 (A19)(1-s|?| )



que a su vez si lo reagrupamos adquiere la forma:

m+ A20
É ( )

e z
COJHCIOIHHÓOcon la ec (0.1.4) ruando M11; H3.LJ
Para cualquier otro valor medio oe un operador cuadrático en los

generadores. hasta observar que se puede escribir en términos de

H z. H ). N P . M95 y H fis como por ejemplo,n - O . 9 ­

. 2 \ . z
7 'le |¡l <2|H |7> (ZlH3I2> <2|M M+|2>, _ _

L = +x IH'|2 4 a 4 + 4 2 (A21)

y estos se pueden calcular utilizando las expresiones (A2), (A4) y

(A?) y operando a izquierda o a derecha según convenga.

Verificandose asi la "tactorizaCJÓn" descripta por la ec.(3.1.4).

Volvemos a insistir QUPde ninguna manera pretendemos incluir

en este BDéFdltE todos lc' calculos por razones obvias, pero si

oderemos mostrar al lector un metodo para realizar los mismos.

Tamuien queremos señaiar que esta no es la única manera de

efectuarlos, otra ïorma por ejemplo, es utilizando las fórmulas de
. Ar:cesacoplamiento introducidas par Areccni y colaboradores , pero

nosotros proponemosel métudu arriba desarrollado para no remitir

a! lector a quos textos ademas porque de esta manera los

calculos resultan mas Simples.
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APENDICFP. EquivalenCia entre el teorema de Ehrenfest y la

ecuaCión tipo Euler o Bloch.

En este Apéndice vamos a derivar la ecuación de movimiento

vectorial descripta por la ecuacicu (3.3.3), que presentamos en la

Secciaw 3.3. a partir de la ecuación de Ehrenfest para los valores

medios de los operadores de un cuerpo (ec.(3.3.2)), la cual a su

vez, es una consecuencia directa del Principio Variacional con
funciones de onda de prueba que sean estados coherentes.

Comovimos en el Capítulo 1 las reglas de conmutación para

los grupos SU(2) y SU(l.l) son respEctivamenre :

L5 . 5 J = e _ J (Bi)

¡k , K 3 = -1 h , (#2, é ] ; 1 i" y [k . E J = ¿ez (B2)

que las podemossintetizar en :

LH,,ÉJ=2 n a (33)

-- 's

con ak = -i para H = K3 y aL = 1 para todos los demas operadoresl

Hi. Calculemos ahora el c0nmutaoor que figura en 1a ec.(3.3.2)



A!­
(íim J=I.Éñ+ñvñ,'n ]= E rn 1 + 'n v tri," ] + v. .[H_ ,¡‘1 1M (B4)

l. lv L x l v. LJ J l ¡.J \. l. J

utilizando la definlciaw (83) obtenemos :

Como todos los 1nd1ces son mudos podemos intercambxar u por j

en e] seuundo termxno y utllizar el hecho de que V = V.
¡.1 Jl.

resultaron :

(Ü, M J = E ¿ u H + v ¿_ a {M_,H } (Bb)

POr otro lado segun la factorlzacia. expresada en la ecuación

(2.12) el valor medio en estados coherentes de 1a expresión dada

por (Bb) vale :

con 1 = v7 (N-1)/N.
x1 1.3
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A A A

81 introducimos al vector Ñ definido por Ñ = (J‘, Jz, Ja)
A

para SU(2) y Ñ = (u¡,kz,—k3p para sur1,1), la ec.(B7) multiplicada
por 1 (unidad imaginaria) adopta la forma :

1 arH,H ]> = -E_ s. ch; - 2 t a < _> <N > (BB)

For otro lado

ae «H> = e <n > + x <H >2 + X qh > <M,> +cte (B9)
1 I, ll. I. L] l. J

y por lo tanto

.-\ A A A .
v_=E 4 '2 a. + <;M.> + >' 0

9P x“ ‘1l E xl J L J xtJ (MJ l. (Bl )

Nuevamente como i v J estan totalmente contraídos los términos

adentro oe la sumatOria son lguales y por lo tanto :

v2) = E + 2 x. (H > (811)

Por ultlmo intercambiando en el tensor de Levi Chivita L por k,

tenlendc en cuenta que a li: - y ll obtenemos :t i,

\,a : 'L‘ ' .A Y = "j " - ‘ <A ‘ '(HIV 1 ZIIH NlJ|g> ¿[kl( EL ‘ ¿lvl 2 Xi) Mix) ka> (312)
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con lo cual

A

<fl.: = var x <Ñ>

según la definición dF producto vectorial.

Por otro lado resulta trivial que <Ñ> E -%—-V 3 y
queda demostrada la formula dada por La ecuación (3.3.3).
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