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En el presente trabajo se estudian tres problemas inherentes

a teorias de campo.

En el primero se demuestra la unicidad del tensor de

momento-energiapara la teoria de Einstein-Maxwell, mediante las

siguientes hipótesis, naturales y minimas:

Toda vez que se anule la divergencia covariante del tensor de

campoelectromagnético, debe anularse la correspondiente al tensor

de momento-energia.

El tensor de momento-energia hallado coincide con el que

usualmente se emplea en la teorias de Einstein-Maxwell.

En el segundo trabajo, mediante un enfoque por conexiones

simétricas, en el marco de la teoria de gauge de

Einstein-YangáMills, se resuelve el problema equivariante inverso

del cálculo de variaciones. Se demuestra, para un lagrangiano

arbitrario L. que si las ecuaciones de campo son tensoriales e

invariantes de gauge, y si el operador de Euler-Lagrange asociado

a la conexión es adecuadamente degenerado (sus componentes sólo

dependen de las de la métrica, de su derivada y de las de la

conexión), entonces existe una densidad lagrangiana t, invariante
de gauge, equivalente a L. en el sentido que sendas expresiones de

Euler-Lagrange coinciden. La verificación de las ecuaciones de

campoen el vacio implica que la conexión simétrica arbitraria
utilizada. coincide con la conexión de Levi-Civita.



En el último se demuestra -en el mismomarco teórito y con el

mismoenfoque que en el trabajo anterior- que dada una densidad

escalar lagrangiana e invariante de gauge Í: (cuya existencia está

asegurada por el trabajo anterior). y con idénticas hipótesis de

degeneración, entonces E es única y se exhibe su forma general.

para un grupo de Lie arbitrario G.



GENERALIDADES SOBRE TEORIAS BASADAS EN LA RELATÏVIDAD GENERAL

Entre los fundamentos heuristicos de la Teoria de la

Relatividad General aparece la necesidad de ubicar a la

gravitación en una posición central, destacada, en la descripción
del espacio-tiempo, al considerarse a esta interacción de la
materia comoresponsable de la forma y la estructura que, en gran

escala presenta el Universo observable. Para lo cual se identifica

la acción de los campos gravitatorios con la deformación o

curvatura del espaciotiempo. Asi deberá distinguirse a la

gravitación, dentro de la teoria de la Relatividad General, por
intermedio de un objeto intrínseco a la estructura matematica que
la modele. que de cuenta de la "forma" o de la distorsión que su

acción genera sobre el espaciotiempo.

La estructura matematica que se emplea para hacer tal

descripción, es la de una variedad diferenciable M de clase Cm.

conexa. de Hausdorff. orientada y dotada de una métrica g de

Lorentz, esto es de signatura (1,3). En este modelo, los campos

tensoriales definidos sobre Midentifican el comportamientode la

materia en el espaciotiempo. Asi, estos campos obedecen ecuaciones

que pueden expresarse comorelaciones entre tensores sobre M.

Asi se procura lograr una definición de los camposmateriales

y de sus interacciones, a través de ecuaciones que no dependan del
punto del espaciotiempo donde estas se establecen.



Másaun. se persigue una descripción intrínseca, donde las

ecuaCiones (leyes) que rigen el comportamiento de la materia sean

cabalmente relaciones cuya forma sea valida cualquiera sea el
sistema coordenado elegido para formularlas. Se espera que dos

descripciones de un mismo fenómeno, realizadas desde sistemas

coordenados diferentes deben ser coincidentes. Este precepto

recibió el nombrede “principio de covariancia”.

1.1 EL PRINCIPIO DE COVARIANCIA Y LA TEORIA DE CONCOMITANTES

La intención de proceder de acuerdo a lo reseñado mas arriba

-descripción de los fenómenos de manera intrinseca- se apoya en el

concepto matemático de concomitantes geométricos. que, cuando los

objetos geométricos involucrados son tensores (relativos),
resultan funciones tensoriales invariantes por la acción de un

grupo de Lie. El caracter concomitante de estas funciones de

objetos geométricosarbitrarios permite realizar el cálculo de las
identidades de invariancia, a partir de la condición de
concomitante. Esta técnica consiste en lo siguiente: las matrices

que describen una transformación "admisible" de sistema coordenado

son no singulares. o sea pertenecientes a GLCn.RJ.Entonces puede

calcularse la derivada, de la condición de concomitante. respecto

de estas matrices, para la transformación idéntica, debido a que

GLCn.RJes un grupo de Lie. Las derivadas de cualquier orden de

las matrices de cambio de coordenada, son también objetos que

varian de forma continua, por lo que también es posible calcular
la derivada de la condición de concomitante. teniendo en cuenta

que para la transformación idéntica estas derivadas de cualquier



t-n-Hnñ HcJ-‘nar- -:'VA“HI! “vb/hall ¡J ta la tecnica de cálculo de
las identidades de invariancia de un concomitante. Con ellas es
posible describir las condiciones necesarias que debe cumplir un

concomitante; de acuerdo al caso, determinar si existe un tal

objeto, y en caso afirmativo, llegar a describir 1a forma general

del mismo.Por lo que dichas identidades son de gran utilidad para

establecer la existencia y eventual unicidad de objetos

concomitantes de otros objetos.

1.2 ECUACIONES DE CAMPO Y TENSOR DE MOMENTO-ENERGIA

El enfoque seguido adelante por Einstein [1.1], a fin de

establecer las ecuaciones de la teoria de la relatividad general,
es el de buscar un análogo tensorial de la ecuación de Poisson en

la teoria gravitatoria de Newton:

Ao = 4nKp (1.1)

donde A es el operador laplaciano, o caracteriza al campo

gravitatorio. K es la constante gravitatoria y p es la densidad de
materia.

Por tal motivo, Einstein estableció una ecuación tensorial

que vincula al potencial gravitatorio (representado por un tensor
g de tipo (0.2)), con un objeto que reuna la información sobre la

densidad de energia del campoelectromagnético y de los campos de

materia intervinientes (descripto por un tensor T, llamado de
momento-energia, del mismotipo que el anterior). Dada una carta

local Cx,U3, tales tensores tienen. respectivamente, componentes

gUV .v TW

La ecuac1ón que vincule al tensor de momento-energia y



al tensor métrico debiera ser tal que:

í En el miembro derecho debe aparecer Tuv
x EJ miembroizquierdo debe contener un tensor construido a

expensas de guv y de sus derivadas hasta cierto orden. Dicho
tensor queda completamente determinado mediante las tres
condiciones:

1.- No debe contener derivadas de guv de orden superior a 2
2.- Debeser lineal en dichas segundas derivadas.

3.- Su divergencia debe ser identicamente nula.
Este tensor es el llamado.Mnoan de ÉLROMMR.E. Cartan fue

quien originalmente demostró ese teorema [1.3]. Lovelock [1.3]

demuestra- usando sólo la hipótesis 3 y el caracter de

concomitante del objeto buscado- para n = 4 (dimensión del

espacictiempo). la forma del tensor de Einstein

Las dos primeras condiciones son tomadas por analogía con

la antedicha ecuación de Poisson. Mediante el tensor fundamental

en este enfoque. el tensor métrico, se define la conexión V de

Levi-Civita, que dada una carta local Cx,U) tiene las componentes:

<‘ > - 1/2 stc + — 3 c1 23uv - g glu,v gvt,u guv,|. .
donde la coma denota derivación ordinaria respecto de las

coordenadas y donde usualmente se denota a las componentes de esta

conexión mediante {t >. Asi definida, estas componentes resultan
UV

simétricas en el par de indices inferiores. Por tal motivo, el

tensor de torsión, construido a partir de esta conexión es nulo:
* = ' - (1.3)1CX,Y) fo VYX

= O. para todo par de campos vectoriales X e Y.



.. general, las componentesdel tenso: de torsión son:

T = F - F . (1.4)vu
t . . .donde aqui I" denota las componentes de una conexión arbitraria.
UV

El siguiente invariante que puede construirse a partir de la

conexión es el tenscr de curvatura o de Riemann, que, dados los

campos vectoriales X, Y y Z, se define como:

RCX.Y)Z = CVXVY - VYVx - Vtx’Y]
DZ (1.5)

y su expresión en componentes. dada la carta local Cx,UDes:
R =_r +r‘ .1"t ra +1“t F9 (1-53

uvv UV,V UV,V SV UV SV UV

Remitiéndonosa las dos primeras condiciones. a partir del

tensor de curvatura se construye algebraicamente el tensor de
Einstein:

G _-—_-R - 1/29 R, C1 . 7)
UV UV UV

R = Et , componentes del tensor de Ricci, y (1.8)uv uvt

R == guvkuv, curvatura escalar (1.9)
A su vez. la conservación del momento y la energia exige

-ver el enfoque variacional- que la divergencia covariante del
tensor de momento-energia se anule. Por lo tanto también debe ser

nula la divergencia del tensor de Einstein.

Demodoque la réplica relativista de la ecuación de
Poisson queda establecida como:

Ruv —1/29uVR = -2eTuv (1.10)

dondea es una constante relacionada con la constante gravitatoria
de Newton.

1.3 ENFOQUE VARIACIONAL

Desdeel punto de vista variacional. se plantea el caracter



estacionario de la integral I —dev, bajo la variación de los

campos en el interior de un compacto DEM.donde L es una densidad

escalar función de a camposmateriales, sus primeras derivadas
covariantes y de la métrica. O sea.

L= LCg-,m>"°d"....;qmb°d“ c1.11)
UV UVV. . ' UVV- .

, donde iSüüm, ‘RU::3"identifica los campos materiales y la
barra vertical denota derivación covariante inducida por la
métrica a través de la conexión de Levi-Civita.

Por variación de los campos en D, siguiendo a Hawking-Ellis

[1.4], se entiende una familia monoparamétrica de campos

wúfinnr). donde si ue{-5.6) y si reM:

C1) w(i)CO,r) = ‘IkioCrD

C2) quu,r) =‘Mn(r) para rED (1.12)

Para que la variación de la integral de acción sea nula.

es necesario y suficiente que se verifiquen las ecuaciones de

Euler-Lagrange:

¿aL/amix: : —cazan-tii: '03 la = o. 15133 (1.13)
Estas son las ecuaciones de campo.

El tensor de momento-energia se obtiene del lagrangiano L

considerando la variación en la acción debida a una variación en

1a métrica. Se asume que esta última deja invariable a los campos

de materia. pero no asi las derivadas covariantes de los campos ni

el elemento de volumen. Esto permite calcular y escribir óI/áu:

aI/au = J‘DCTbcógbCde (1.143
donde TM:soncomponentes de un tensor simétrico que se identifica

como el tensor de momento-energia y ógbc caracteriza a la
antedicha variación de la métrica.



Asi. en la Teoria de la Relatividad General. se le otorga un

papel distinguido a la gravitación. en el sentido que su acción se
expresa a travé: do la curvatura do la variedad. y por lo tanto

interviene en las ecuaciones de campoen la parte izquierda de las

mismas. En cambio. para los demás campos de materia. sus acciones

se expresan a _traves de un tensor simétrico Tuv llamado de
momento-energia, el cual dependerá de los campos. de sus derivadas

covariantes y de la métrica. con las siguientes propiedades:

x Tuv se anula en un abierto U c M si y sólo si alli se
anulan dichos campos.

ü Tuv obedece la ecuación:
O (1.153gUVTvrlu

Este tensor cumple las ecuaciones de conservación como
cd... . . .bconsecuenCia de las ecuaCiones de campo satisfechas por 1kmqu. .

Ademáscabe considerar lo siguiente:

Si se aplica el cálculo de variaciones a la cajón, de 22ü30u

fde . dondeel integrando es la densidad escalar

D = 77.5.2 (1.16)

- g es el determinante del tensor métrico y R es la curvatura
escalar C1.93-, se deduce, comolo señala Schrodinger en [1.5],

que el tensor de Einstein. de componentes Guy. debe tener
divergencia covariante nula.

En efecto. comola derivada covariante del tensor métrico,

respecto de los simbolos de Christoffel, es identicamente nula.
dicha propiedad del tensor de Einstein resulta consecuencia
directa de la verificación. por parte del tensor de curvatura. de
la denominada2° identidad de Bianchi. adecuadamente contraida:



Cl¡2 | + ¡2° | 4 R“ | = o c2° identidad de Bianchi)bcd e bd: c be: d

Contrayendo o con d:

bca e bno c bec a

Haciendouso de la antisimetria del tensor de curvatura en el

último par de indices, se obtiene:
O G

bcle Rboalc _ Rbcolcn _ o

Contrayendo con gbc y teniendo en cuenta la propiedad del

tensor métrico antes mencionada, se obtiene:

RI - R = O €1.17)O

Contrayendo con g6d y reordenando:

Rcd|c - 1/2.g°d12| = o (1.18)
C

Osea que el tensor de Einstein goza, a priori, de la

propiedad de divergencia covariante nula. lo cual es deseable a

fin de establecer una relación con el tensor de momento-energia.

1.4 ENFOQUE POR CONEXIONES:

Varias son las razones que justifican el estudio. mediante un

enfoque por conexiones. de las ecuaciones de campode las teorias

basadas en la relatividad general. Mediante "enfoque por
conexiones". se quiere aludir a la situación en la cual la

conexióninterviniente en el tratamiento. no es necesariamente la

conexión de Levi-Civita. derivada de la métrica de la variedad

seudoriemanniana subyacente. Se reseñan algunas de estas razones:

Es posible establecer las ecuaciones de campo de la

relatividad general utilizando una conexión arbitraria. sobre la

10



cual se aplican ciertas restricciones.

Schródinger [1.5] fue uno de los primeros investigadores

que agents- una iii-15:1 pensamiento alternativa a fin d:- dar a 1a

gravitación un fundamento puramente geométrico en el modelo del

espaciotiempo. consistente en adoptar a la conexión afin como

objeto fundamental de la teoria, motivado por el hecho que dicho

objeto permite realizar operaciones con vectores definidos en

distintos puntos de la variedad mediante el transporte paralelo. A

su vez la métrica g es intrínseca a la estructura seudoriemanniana

subyacente comobase del modelo. Por lo tanto la conexión afin

debe ser compatible de alguna manera con la métrica g.

Unacondición suficiente para tal compatibilidad es que la

longitud de un vector se conserve cuando éste es sometido a

transporte paralelo. pues esto asegura la conservación de la

longitud de un segmento de arco de curva. o sea se pide:

l = gbggïc constante por transporte paralelo.
dondeXOidentifica las componentes de un vector arbitrario.

tangente a Men p. Esto implica la anulación de la derivada

covariante del tensor métrico g respecto de la conexión afin V:
h- r - r

ij,k ikghj jkgihg‘jlk 9
= O (1.19)

Delo cual se deduce la siguiente igualdad:
hk n n hkh h h n n{ > = 1/2.[CF + F D + . . — . . Lj ji. tj g gjn crki rik) + g gin crkj rjkDJ

Si se trabaja con Y)?“ = 1/2.CFb_ + Fb_3, parte simétrica,Jl l.1
se tiene:

h h hk—<..>-1/2.g .[g,.'r“ +g, -T"_J (1.203
(ji) _ LJ Jn ki. Ln k3

dondeT; caracteriza a las componentes del tensor de torsión

11



construido a expensas de la conexion arbitraria V. Esta es la

ecuación que debe cumplir la parte simétrica de la conexión
arbitraria para ser compatible con la métrica- De donde se

desprende que la única conexión simétrica compatible con la
métrica es la de Levi-Civita.

El enfoque de la relatividad general por conexiones ha sido

tratado por diversos autores CEinstein. Eddington. Weyl

Schródinger entre otros). Schródinger, en "Space-Time Structure"

[1.5]. describe la acción del campogravitatorio sobre la materia,

comouna propiedad geométrica del espaciotiempo, merced a una

conexión afin adscripta al mismo,que actúa mediante restricciones

geométricas en el movimientode las particulas. La conexión afin

debe observarse como una propiedad inherente del continuo

espaciotiempol no como algo creado sólo cuando hay un campo

gravitacional.

Para plasmar la descripción por conexiones de la relatividad,

se vuelve a tomar comoguia a la teoria de gravitación de Newton.

gravitacién se describe por un potencial í'. el gradiente deltul

cual. cambiadode signo. es la aceleración que se le imparte a un

pequeño cuerpo de prueba. La ley que gobierna al potencial Q es:

1.- i = constante, alli donde no hay campo ni materia. (1.21)

(Esta suposición es clásica: no se contempla la "prohibición"
cuántica de que el potencial o su derivada se anulen. de acuerdo

con el principio de indeterminación de Heisenberg)
2.- vza = o. (1.22)

donde existe campoen ausencia de masa gravitatoria

3.- v’ñ = 4nkp, (1-233

12



donde hay materia gravitatoria de densidad p y donde k es la

constante de gravitación. Cada ecuación constituye un caso

particular de la siguiente.
Las correspondientes ecuaciones a ser cumplidas por una

conexión afin arbitraria V quedan establecidas mediante las

siguientes consideraciones:

1.- Cuando no hay campo ni materia. la conexión debe ser

integrcble y las geccésiccs son lineas rectas.

La condición necesaria y suficiente para ello. es:

TCX,YD = VxY — VYX

= O, (1.243

RCX.Y)Z = CVXVY — VYVX m V[X,Y])Z

= O €1.25)

, para todos los campos vectoriales X,Y y Z, definidos sobre U.

O sea que 1a condición matemática es:

Anulación simultánea en un abierto de la variedad, de Los

tensores de torsión y curvatura.

2.- Cuandoexiste campogravitatorio y en ausencia de materia. las

ecuaciones tensoriales que describan la situación, deben admitir
a la anulación de los tensores de torsión y curvatura como caso

limite cuando la intensidad del campogravitatorio tiende a cero.

Comolas tres ecuaciones expuestas para la teoria

gravitatoria de Newton son lineales. se plantea en forma
heuristica la linealidad en las derivadas de V. La única forma de

deducir del punto 1. algo menos exigente. es mantener la primer

ecuación y contraer la segunda:

Sea una carta local Cx.U3 y sean las componentes en dicha



carta de la conexión V. F: . Contrayendo. se pueden definir dosC .

tensores:

El tensor de Ricci (1.8), de componentes en la carta Cx.U3:

= _ r0. + r0. _ Cl O + a r0
bc,o ba,c oa bc oc ba.

El tensor antisimétrico A. de componentes en la carta Cx.U3:

A = Rbc abc

_ __ ra + aGb,c rgc'b .
Manteniendola nulidad del tensor de torsión y pidiendo la

del de Ricci, se obtiene la anulación del tensor A:

En efecto, R = O y Ta = 0 implican que:bc bc
—r° =-r° r°°+ °° (1.27)

ab,c bc,a oa bc oc ba

Con lo que

A = _ a _. a
bc ob,c oc,b

= _ r0 _ r0 r0 4. rd. e + r0 + O. 9 _ a e
bc,o ea bc oc bo. cb,o. oo. cb ob ca

= O (1-28)

(El trabajar con conexiones simétricas arbitrarias es

razonable por dos motivos: por un lado no es claro con cual campo

fisico podria identificarse un tensor de torsión no identicamente
nulo; por otro lado, desde el enfoque geométrico, la parte
antisimétrica de la conexión no actúa en el cálculo de las

geodésicas).

Por lo tanto es suficiente para la existencia de campo.en

ausencia de materia:

TCX.Y) = VxY — VYX

= O (1.24)

, para todos los campos vectoriales X e Y definidos sobre U. y

14
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labc _ RbCO

= . (1.29)

para cualquier sistema coordenado. Observese que la anulación del

tensor de Ricci en un abierto, implica la anulación alli de la
bc

curvatura escalar R = Eb .gC

Por lo tanto también se anula el tensor de Einstein:

Gbc = Rbc _. 1/‘2'R-gbc

= O C1.30)

Reciprocamente, si se anula el tensor de Einstein también

se anula el de Ricci. En efecto, si:

O = Rbc - 1/2.R.gbc (1.31)
entonces contrayendo dicha expresión con gbc se deduce que:

R = o (1.32)

De las dos últimas ecuaciones se concluye que:

R = O (1.33)
bc

Dadaesta caracteristica del tensor de Einstein. unida a la

propiedad de que su divergencia covariante es identicamente nula

(comose vio en ocasión del enfoque variacional). pareciera ser

que es este el mas adecuado para describir la acción del campo

gravitatorio.
Resumimosel resultado estableciendo:

Anulación simultánea en un abierto de la variedad. de los

tensores de torsión y de Einstein.

3.- Debeestablecerse una ecuación que contenga. por un lado un

tensor que de cuenta de la acción de la gravedad y por el otro la

acción de los demas campos materiales actuantes en el

espaciotiempo. La conservación del momentoy la energia implican



I
la anulación de la divergencia covariante del último. denominado

tensor de momento-energia.

Siguiendo este precepto, se plantea una igualdad entre un

tensor de momento-energia, soporte de la acción de los campos

materiales, y un tensor que exprese la acción del campo

gravitatorio. Nuevamentese razona que, por continuidad, si la

acción de los camposmateriales tiende a cero, debiera recuperarse

la Condición establecida en el punto 2.

Si la métrica y la conexión son compatibles, esto es. si vale

que la derivada covariante de la métrica es identicamente nula,

resulta. comose vio a propósito del tratamiento variacional que

la divergencia covariante del tensor de Einstein es nula.

Para poder completar la descripción por conexiones es

necesario compatibilizar de alguna manera las mediciones de arcos

de geodésicas mediante la métrica subyacente y la conexión afin.

Esta compatibilidad exige que la derivada covariante del tensor

métrico sea nula. En esas condiciones se puede establecer:
(35° = —u'rb° (1.10)

donde x es una constante gravitatoria adecuada a las unidades
usadas.

1.5 LOS CAMPOS DE GAUGE Y LAS CONEXIONES EN UN FIBRADO PRINCIPAL

Simetria. Ley de Conservación y Grupos de Transformaciones

En lo que sigue, se adopta un enfoque motivador de la

16



estructura de campos de gauge, debido a Garcia Canal [1.8]

EmmyNoether [1.7] ha demostrado que la invariancia de la

densidad escalar lagrangiana ante un dado grupo de

transformaciones de coordenadas implica la aparición de una ley de
conservación.

as ecuaciones de campoen el vacio se expresan a través det

la anulación de las expresiones de Euler-Lagrange de una dada

densidad lagrangiana L, dependiente de un campo w y de su derivada

ordinaria respecto de las coordenadas w“, esto es:

aL/aw —a/ax“ca1_/awu> = o (1.34)

para un lagrangiano L:

L = Lcw ;wu3 (1.353

Supongamosahora que L es invariante Csimétrico) por la
transformación:

w——-—>;=w+ów (1.363

y por lo tanto,

Wu ——-—> JIU = Wu + ówu c1.373

para una determinada variación ów del campo w. O sea. L verifica

6L = (aL/6w3.6w + (aL/awu3.ówu
= o (1.38)

Pero por la anulación de la expresión de Euler-Lagrange, es:

aL/üw = a/ax”c aL/awua (1.393

y entonces

6L = a/ax“c aL/awu3.ów 4 caL/awu). ¿su/u €1.40)

Como a/ax“c áL/BWUD.ów = a/BxUICaL/Bwu). ¿SV/J- caL/wu3.6wu.
resulta ser la variación de L:

óL = a/ax“[caL/aw 345szu



= O (1.41)

se tiene la conservación del campovectorial:
uJ = CóL/ów3.6w CE. Noether) (1.42)

LI

La invariancia de L respecto a translaciones implica la

conservación del momentoy la energia. La invariancia frente a

rotaciones implica la conservación del momentoangular. En ambos

casos se está frente a la acción de grupos de simetría; en el

primero, el grupo de desplazamientos, a 4 parámetros y en el

segundo el de rotaciones a 3 parámetros.

1.5.1 Invariancia de fase global

Sea ahora el lagrangiano de un campo escalar complejo:
x x

L = LCÓLÓ ;4> :45 3u U
x *

= za .a - mz.d .w (1.433
u LI U

Bajo qué transformación será L invariante?

Supongamosla existencia de t lagrangiana en los mismos

argumentos. pero variados:
a. «un!» w*
L = LCÓ;Ó ;@ ;@ D (1.443

U U

3 = U-d (1.45)

para una dada función u = quh) a deternúnar:

Luego, L = t implica:
N-¡w

547:qu - 1112.45.45= 53:53“ - m2.4> .cp c1.46>

de donde, comoÓ y Ó son independientes, resulta:

¿*.w = 3*.3 c1.473

= |u|2p*.fi, de donde |u| = 1, o sea u = expCia). para

algún a adecuado.

18



¿tisface lo anterior assO Cflw (-0 ‘1 tu!BH "".’\ O ’1 9CII (I ya. OD 13Cm H

w ———+a = expCiaD.o, aeR (1.48)

El lagrangiano L es entonces:
2 2

L — EÓIU. 451M + EÓZU. ÓZu m ' Ój.‘ Ó: m ' wz" Óz C1 ' 4g)

= L + L (1.50)
1 2

donde dá = Rew ; 4; = Imw, y la transformación de fase se expresa
ahora como:

W1-——+a; = ReIexpCiaD.óJ = cosa.d;1 - sena.áé (1.513

452———+Ez = Imtexpc1a3.q>1 = senonw1 + coserwa (1.523

La invariancia significa que los camposreales a; y ozru) son

distinguibles fisicamente. Se puede llamar o! y oz a dos
combinaciones lineales ortogonales de los camposoriginales. Aqui

la simetría es global ya que el cambio de fase de los campos es el

mismopara todos los puntos del espacio-tiempo, Egg; a gg depende

gg Las ggordenagas 5h. Esta idea de simetría global puede

extenderse a transformaciones de fase más complicadas, con una

estructura grupal dependiente de más parámetros.

1.4.3 Invariancia de fase local

El siguiente es el enfoque que ha conducido a Yang y Mills a

proponer la teoria de los campos de gauge.

En el mismosubyacen las siguientes ideas:

El concepto de campoy las interacciones locales implican

propagación de información a puntos vecinos y descartan la acción
a distancia. Además. en el lagrangiano aparecen productos de

campos y de sus derivadas en un núsmo punto. Entonces la

invariancia de fase global -la mismaen todos los puntos- parece
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contradecir la idea generalizada de localidad y deben estudiarse

las invarianci as frente a transformaciones que pueden ser

diferentes en di sti ntos puntos del espaci oti empo. Se pasa del

estudio de transformaciones de gauge de 1° especie Cglobales) , a

las de 2° especie (locales). En concreto se trata de permitir que
a sea función de clase C1de las coordenadas:

ha = aCx 3

y estudiar las transformaciones del tipo:

4/ ——-) dz = expCioO.d> (1.53)

y plantear la invariancia local de la teoria.
Aplicandola transformación (1.53) al lagrangiano

4 x 2 xL = Z o o -n1á á (1.54)
u=1 U U

, se tiene trivialmente que
¡Ai/x z *

rn 45 cp = m cp 45 €1.55)

Pero

cp = expCioO. [a/ax“ + 1.a JCqb) (1.573
u U

A* u üqb = expC-ioO.[a/ax - i.a lCó D (1.58)
LI LI

Por lo tanto.
4 4AiA u * u2 ¿pda =Z [a/ax -i.a]C#> 3.:a/ax +i.a]C4>) €1.59)
LI=1 U u :1 u LI

y el lagrangiano resulta m invariante frente a la transformación

de 2dClespecie, debido a la contribución de au. el gradiente de a.
Pero comoel campo electromagnético está definido a menos de

un gradiente a consecuencia de la invariancia global de gauge de

la teoria. puede aprovecharse esta libertad de elección de Au
agregando este campo como término compensatorio en la derivada:

cp—>Dq>=ca/ax“—i.q.A>4s (1.60)
LI U U

que define la llamada "derivada covariante de gauge". Se debe



fi____+¿= expli.ath33:® (1.51)
. el campoelectromagnético lo haga como:

A ——)A= A + C1/q).a (1.623
u u U U

De esta forma, la derivada covariante de gauge de o, cambia

como ¿tu

- i.q.ZuDC;D

= [a/ax“ - i.q.CAu + C1/q3.aUDJCexpEi.ath)J.qb3

= expíi.ath3].[ó/üxu — i.q.AuJC4-a

= epri.ath33.Dud> €1-63)
Volviendo al lagrangiano, si se define el mismocomo:

L = 0:30} —¡112.45.42 (1.643
entonces este verifica:

a = apra“; - "12.23.;
x x

= epr-i.ath)].Du4> .epri.ath3].Dud> - mz.qb*.4>

D:o*.Dud> - mz.qs*.4> (1.65)
y por lo tanto es invariante de fase local.

La matemática subyacente en la teoria de gauge es la

estructura de fibrado principal. en el cual el espacio total P,
para cada entorno de un dado punto del espacio base M Cvariedad

seudoriemanni ana), es difeomorfo al producto UxG, para G grupo de

Lie llamado Maa. del espacio. Este grupo actúa sobre el espacio

total P del cual Mes su proyección IICP). Los detalles especificos

de esta estructura serán presentados en el capitulo II. junto a la
noción de concomitante geométrico.



CAPI TULO 2

2. 1 CONCOMITANTES TENSOEI ALES

En esta sección se introduce la noción de concomitante

tensorial. Dicho concepto puede encontrarse en Schouten [2.1].

Nijenhuis [2.2].

Sea cierto objeto geométrico arbitrario O, y una familia

finita B = CE>\,6)\>)\=LQ;GX=OI&de a.)otros objetos EI;k y de sus

derivadas hasta un dado orden dAeIN.
Sobre una variedad diferencial orientada M. de dimensión n,

dada una carta local Cx,LD, peU, las componentes del objeto O y

de los miembrosde la familia 8, son las funciones:
[1. . 11x ix n ¡A n ¡"MI-ox: )——) C2. 1)Ekm. . ij,d1. . dhA XCU Dun-.de 3 XCR 3

«:1. . . . ar ¿o dk ik n r n sObi.. . .be.“AllnhX-LC D 3 C2.
Sea Cx’,U’) otra carta local, tal que peUnU’. Denominandoa

estos objetos como:

üxo/óx’b = B (2.3)
G

a
b

b CB°.Ab = ó 3 (2.43
c b c C'ax' b/axc = A

donde par a cada punto p de l a var i edad , BZCp) , A:Cp) GGLCn , IR)

azx°/ax’b‘ax'bz = 13° c2. '53bnbz

a“x°/ax’b‘. . . . ax’b“ = 13° c2. 6)bi... bn
detCóxa/Bx’ b) = B Cjacobi ano de la transformación) C2. 7D

supóngase ahora que. por un cambio de coordenadas, las componentes

de O se transforman como:



c1 . nr r a ar ul us ¿1... .tr a1... .aro ”‘ =B".A ...A .B ...B .o
bz. . . . bo L1 -tr bl. b. ul. . . . un bl. . . . b

€2.83

donde peZy
.... aL... t t tP“ °’ = P C“(1333 cag)

bs. . . . bo bi. . . . ba u u1u2 ua. . . un

es una función polinómica en sus argumentos y donde en cada

sumando aparece al menos una vez, para al gún r, iSrSn, algún

factor del tipo Btul. .ur
Es decir que el objeto O se transforma como la suma de una

densidad tensorial de peso p y de tipo Cr,s), más una función

polino’mica. Además, O es función de los objetos Ea y de sus
derivadas respecto de la posición hasta cierto orden. Es

. a1 . . .dec1r que en componentes, O es funCi ón de los Sigu1entesbi. . bs
¿o

¿o+ Zkühk argumentos, cuyas componentes son:
EL1..Lu_ _EL1..Lu _ _E L1..um_ _ 11..L‘Lw

1m1. . mji’ ' ' ’ 1m1. . mj1,d1. . dh1’ ' ' ’ comi. . mjco’ ' ' ’ (DI-ni. . mjm,d1. . dhm

donde la comadenota derivación ordinaria.

Por último supongamos que cada elemento no derivado de la

familia Co sea cuyo orden de derivación es el: OD se transforma
como:

L1. . Lil _ p L1 uk u: ujk 1.1. . ttk L1. . Lil
Ekm1.. mjx ‘ B A'At1"Att)\.' Bm' ' Bmw Ex“. . ujx + Rms..m-x
VA, 157x50) (2.10)

donde. nuevamente:

P 11. . Lil = P [1. . [LXCAÏ;Bt;Bl _ - Bi.UKms.. ij Ami. . ij uiuz' u1. . . ukn
h .Derivando€2.10) respecto de x' , se tiene:

la. . [LX _ p ¡.1 HA ua. ujk k 1.1. . Ltk +
EN“. . mjÁ,h _ B X' Au' ' Au)“ Bm' ' ijX' Bh' Exui. . upuc

L1. . uk u t t t
+ Pth. - ijhC Al.'Bu'Busuz- . l But. . . an-vl.)

VX, 15A5w (2.11)

donde P'H' ' “X es la función polinómica que contiene a losXml.. ijh



términos complementarios de la derivación de EAy donde aparece al
menosuna vez como factor. objetos del tipo Bt ZSsSknu. Para

UI. . . un

ver esto último cabe recordar que como:
a b qA .B = ó . entonces
b c c

a/axhcfaba = ca/athc'DBb + A°.13b
b c b c b ch

= O (2.123

de donde:
h c a d/a A‘b = —A. .ca x b b Ad BCh (2.13)

y como:

B = detCB:)
_ zh b8°.M . donde Mbidentifica al menor

b=1 b o a corr espondiente
b

al elemento B: y cuya expresión en función de los elementos A deO

la inversa es:

Mb = B.Aba

Por lo tanto la derivada del determinante B vale:

13h= [a/axhdetCBZDJ

= c avala") c BD. 13°
b bh

= M".B°
c1 bh

= B. A". B“a bh

lo ue rueba ue P’LL'H)‘ s a función 1' ó 'c
q p q km1. .mjxh e un l po ln nu a

objetos del tipo Bl 239m“.
U1. . . ul:

Esto demuestra que, para cual quier orden de

todos los ob'etos del ti o E: L" ' “A r- < <h
J p Xrnl. . ij.d1. . de. pa d 1_°—'

transforman según:
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11. . 11k
EXrni..ij.d1..do =

= A:--A:::-B:- -s::.:I:- 2:;- a3: ::::,,‘__
+ P7“;:- rígida. de AÏ;B::B:1u2' ' ' :1. . . uÁn+e)

VA, iSASw (2.16)

Planteadas estas identidades. se define la noción de

concomitante. El objeto geométrico O es concomitante simultáneo

. . . L l. . E = ’ .de la familia de obJe os geometricos {EA 6x3X=LwnA=OÁAs1
satisface la relación:

Bp A01 Ao: Bui Bus 01.1. . tr4P04. . oJ'CAu_Bt' BL . _BI. D' 1.1” tr' bt“ bs. u1..us bi...“ 1' u. u1u2'-' ‘ ui..un
= ocn. . orc' - ¡Bp>h Alí. - ALiX.Bui. I Bu3?\- Bri- i Bre. {1. ttX

bi. . be L1 uk m1 mJA ds. de Xul. UJÁJ‘S . ro
11.. [ik u t t t

+ r I n o o n

Pkmi. . ijdi. . dec At 'Bu'Bu1u2’ ' ' ’ Bu!” . ulrwe) ’ ' I D C2. 173

donde los puntos suspensivos delante y detrás del térnúno del

paréntesis en el miembroderecho denotan la presencia implícita de
Cn)+ hlos w anix obJetos de la familia 8 {Ek,ek>x=hwnX=oflx

transformados todos ellos según (2.163.

I DENTI DADES DE I NVARI ANCI A DE UN CONCOMI TANTE.

Este concepto lo introduce Rund [2.3]

Se considera ahora en (2.173 para peM, fijo, todos los

posibles cambios de sistemas coordenados. por lo que interesa la

dependencia respecto de los objetos BSB‘ ..;Bt . Esu u1u2 u1. . . ukn+e

decir se interpreta a (2.173 comouna ecuación entre aplicaciones

definidas sobre el producto cartesiano de los conjuntos que tienen
t ta BZB ;..;B como elementos característicos y queu u1u2 ut. . an+e

toman valores sobre otros productos cartesianos de dichos

conjuntos. Ya se vio que B:CpDeGLCn.RJ- Denominamos:
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H = LCn.[RD
1

t t _ z t ,u1 ,uz
H2 _ (Bum2Cp3/Bu‘u2Cp) _ a x/ax ax Cp)>

H = {13‘ (pa/13t Cp) = ünxt/ax’m..ó‘x’unCp3} cam)n ul. . un ui. . un

Observese que comola transformación idéntica. inducida por la

elección de cartas idénticas Cx’,U’3 = Cx,U3. es una posibilidad,

entonces obviamente vale que:

Idmn e GLCn,RD

t (2.19)
Abusandode la notación se tiene que:

a1. .o °’: CHxH x. . xH 3__+[R”"“xCH 3””xCH thx. . xCH 3h"
b1. . bs 1 2 n 1 2 n

00.1. . (“CELL i ;B|. D = Epi A411.' or' Bu1- l Bush ot1. . tr +b1. . bs u ui. . . un L1 tr bl. bs u1. . us

+ F>°““""c}3‘;13t -,..;B‘ 3bi. . b. u utuz ul. . un

C2. 203

Analogamentese definen las aplicaciones de la familia E:

cu. . CLI-7k ¡EXbl. . b-X,d.1. . do. CHIXHZX. ' XHHXX- - XHnX-bo)

mrk+s7x+1XCHDrk+s7kaH thzx_ vXCH thnk+e
1 2 nÁ-üe

cu. . arÁ L
Ekbl. . bnÁ,d1. . doc Bu" ' 'Bu1_ . . unká-o) _

_ p cu. aik ui. qu r1 re (.1. . LtÁ
- B A. Ati. ' Attk. Bbi- ' Bbjx- Bdt- . Belo.EXui. . qun'l. . r:

a1. . CLI-Á l. t
+ PXbi. . bskdzl. . doc Bu'Buiuz. ' ’Bu1. . uÁn-te) C2. 21)

El hecho ya señalado de que la transformación idéntica

pertenece al conjunto de transformaciones admisibles, motiva la

siguiente definición de la lwésimaidentidad de invariancia, a ser
satisfecha por un concomitante tensorial:

Se calculan las derivadas de la ambos ndembros de la

definición de concomitante tensorial, respecto de los objetos del
. t ,tipo B . y se evalua en el punto Cóa.O,..,O)eCH xHx..xH 3.

u1 .uL b 1 2 v



Asi se obtienen v identidades de invariancia a ser

satisfechas por un concomitante del tipo (2.17), si v es el máximo

orden de los objetos de tipo Bt1 l que intervienen en (2.17). EsU..U
decir la L-ésima identidad de invariancia es de la forma:

[a/aBl Bp- Acu- - Aar' Bus.‘-Bus- 01.1. . Lr+Pcu. . achóo'O' . ' '03ui. . ul ti tr bi. bs ui. . us bi. . b: b
a1..cu' l1..l'L7\ 11..lil t o

= a) / . 9 - - 1 D[ bi. . bs aEXmi. . ij.d1. . de aEXn-u-. ij,d.1.. . de/aBui. . ulJCÓb o
(2.2.2)

donde la repetición de índices denota la suma desde 1 hasta n.

Sobre esta base se calcula la primer identidad de invariancia
de concomitantes tensoriales comolos reseñados en (2.17):

PRI MERA I DEN'IÏ DAD DE I NVARI ANCI A DE UN CONCOMITANTE TENSORI AL

Se deriva cada miembro de (2.173 respecto de Bb, y se
L

especializa en Có:,0,. . ,0), para lo cual se tiene en cuenta que:
ca/aBÏ'Dch¿°.o,. . ,03 = p.Bp_1.M1Cóo,O,.. ,03t b h b

= D-BP.AiCó°,O,. . ,0)' h b

p.45; (2.23)
ca/aBÏDAúc¿°,o,. . ,03 = —Ack.Alc¿°,o,. . ,03L tk b h tk b

= - ¿“.8 c224;
h Lk

h uk o uk i o(6/8338 Có ,o,..,o> = ó .ó Có ,o,.. ,03l bk b h bl: b

= óUk.ó‘ c225)
h bli:

ca/aB'bPC‘" '°’c5°.o. . . ,03 = ol. bl. .b: b
h __ .ca/aBQP 1‘ l‘_>‘C¿5°‘,o,..,03 = o €2.26)l. sz. .MJX b

dondela nulidad de las relaciones €2.25) es debido a la propia
cu' L1. . lik . .. P espeCializados en eKm:definición de los objetos Pm" .

bi. .mJX.bs

punto (6:,0...,03. Entonces se obtiene:



P (Su-Oh - <5 . ' +b1..bs k=1h b1.............bs+si.
L-1 bL' bz. . bl-tth9-1. . b. —

_ (o ¿A al...» u..th t u.th
_ X-ch-anbt. . bo/aEth. . mjk,mjxoz.. ijó-oc PkóhEth. -,. . ij‘.
__ ik 6L): [1. . Lic-aulas. . Lilk=1 h ‘ Ámi.............rnjk,mjk+1..mjká-o
+ZJÁ+eóL_E11.............li)t . D

l=1 ml Ami. . m1-1hrnl+1. . ... mJÁ-i'o

C2. 27')

Contrayendoen esta primera identidad de invariancia, h con i, se

obtiene el siguiente Lema8.1:
cu. . ar co dk .C.n-r+s)O = -i>\+7\+e3.

p bl. . bs z7\=1 e=0Can J
. . ILHX l1.li.)\.[cao‘11 u/aE . .

b1. . bs Xm1..,. . ij-o-e Ekmi. .,. . rnj)\+e C2 28)

2. 2 ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CONEXIONES EN UN FIBRADO PRINCIPAL

La presente estructura puede consultarse en Kobayashi-Nomizu

[2.4] y en Horndeski [2.5].

Si G es un grupo de Lie de dimensión r, o es un elemento de G

y LGes el álgebra de Lie de G, se define la representación adjunta
AdCa):LG—>G

AdCa) = CLaoRa-1)*° C2. 29)

donde La y R.1son las translaciones a izquierda y a derecha
respectivamente y e es el elemento neutro del grupo. Se tiene

además, asociado a AdCa) se tiene el endomorfismo de LGQ‘:

ch c.) : LG*-—->LG*

choacnacx.) = ncch‘acxeaa c2.3o>
para n l-forma de LG.JEy X campo vectorial sobre G.

Si U es un entorno de cero en LG, tal que exp:U—>V es

difeomorfismo, tomando z = <1>oe><p-1:\/——)l]?rCd>es la identificación

de LGcon IRF). Cz.V3 resulta ser carta local de G en torno de e.
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Asociadas a la base {e ....,ev} de LG se tienen las
1 r

constantes de estructura del grupo: Ccl C1 S 0.8.7 S r3. que se
BY

\

vinculan con la representación adjunta de la sigui ente manera:

Si AdCQDCeBD= AdgCaDea. entonces:
a y acaAd /óz D = C (2.313
fi le Br

Si {rip . . ,71.) es la base dual de (ef. . . .e >. quedar
. “a . . . . 0Kdeternunada y . la 1-f‘ormainvariante a iquierda generada por y :

En un entorno de e en G. se tiene que:

¡7° = ¿ZdZB (13.3.39) (2.323

donde ¿[a3= CBCzaoLo-13/BZBDGy se verifican:
1.- ata/c727 —ata/«92’3 = c“l ¿sf c2. 333

(3 7 ¿s fi Y

2. - Si I:G-——>Gesta dada por ICoJ = ¿1-1. entonces:

ÜCAdaoID/azy = c°‘ fAdóca") c2. 34)
B Ia 667 fi

Si se considera a LGcomo el conjunto de campos invariantes a

izquierda definidos en G, a partir de XeLG queda definida la

1-fianxrm.main/Lai 8 a. vais/veo en. Ge mediante la relación:

GCXDCcD= XCe) para cada aeG. (2.353

Sean ahora P y Mvariedades diferenciales de dimensión m y n

respectivamente, y sea G un grupo de Lie de dimensión r.

PCM,G)denota el mima/¿y cad/uz rn con. copada

wm: P. muroseome G y {mecaer nzP-—-)M
E1 grupo G actúa sobre el espacio total P, del cual M es su

proyección BCP).

A cada sección local o tal que MDULP (noo = id”), de dicho

fibrado, se le asigna la l-forma wa, llamada fauna da anexión,
definida, 0345/12,U y a. vaio/wo en, LG que verifica la siguiente

condi ci ón:
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fi..

.si c" es otra seccion local, M3U’—;F‘, tal que UñU’ e" G, alli vale:

w CPDCX D = Adcw(p33_‘3Cm CPDCX 33 + 9 ,CPDCX 3 (2.36)0' p 0' p U'U p

donde ya:UñU’—»G, está dada por o"Cp) = an) opr) ,

o es la acción de G sobre P, GUU,= w*9 y 9 es la 1-forma natural.

Si M3U—z—aPes una sección local del fibrado, el par CU,aD se

denomina ¿auge o elección de gauge. Un campo de ¿auge es una forma

de conexión.

Si Cx,VDes una carta local en My {e‘,...,el} es una base der

LG, las funciones A?:UñV-——»RCiftSñ, iíaár) definidas por:
l.

(o = CA‘É‘dx‘De (2.37)
0 l. Ol

son los potenciales de ¿auge respecto de CU,03, Cx,V3y {eí,..,e) r

Dados dos gauges CU,0) y CU’,0’D tales que existe peUnU’ con

on) = o’Cp), entonces:

A'? = “dany-BAG + Cicoyoawfi/ax‘ (2.383
l. f3 L f?

en UñU’ y donde VÏ1 = Iow, de modo que y71CpD = (prDD-1

Si w = T°‘CLG>
B

x x
= {T:LG x.a.xLG xLGx.B.xLG———»R> (2.39)

espacio de las aplicaciones R-multilineales, se define:

p: G-—>GI_.C W)

pCaD = ZdCa_1)®. ¿(.6XdCa-139AdCa33. ¡3.eAdCa) c2. 40)
O sea:

pCaacncco‘.. . . .m°.x ,. . . ,x 3 =
1 (3’

N -1. 1 ’V -1

= TCAdCa DCw 3.. . . .AdCa DCma).AdCaDCX1) ,. _ . .AdCaDCXBDD

si m‘eLG"C1StSoO. xeLG msj-sn) (2.413
J

Un campo tensorial de ¿auge de tipo CW;r;s;pD es la

asignación que a cada gauge CU,oDle hace corresponder un campo

tensorial relativo Ta de tipo Cr.s) y de peso p. definido en U y a
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valores en W. Vale decir que Si T es un tal campo. para cada gauge

CU.a). cada carta local Cx.V3 en M tal que UñV==0y cada base

{e‘... .er) de LGse tienen las funciones:
TÉ"' 'Ï': unv—_+w

Jl. . . JS
i1...i.r_ i1...iru1...pa 1 fi

Ti,“ i . j: TJL - - jm)“ ' - vfieplfi. . . Gel-¡aer 9. . . 37 C2. 423

que resultan ser densidades tensoriales de tipo Cr.s) y peso p.

Un campo tensorial de ¿auge de tipo Cp;r;s-,p3 es un

campotensorial de gauge de tipo CW;r;s;pD tal que si CU,a) y

CU’,ov’Dson dos gauges con Unu'xe se tiene:

Ta, = pay/"(Toa c2.433

Vale decir que si T es un campo tensorial de gauge de tipo

Cp;r;s;p) se tiene que:

T,i1...xrp1...pa =
ji. . . jsv1. . .vf?

= CAdH‘o¡"3 (Aduao "acmó‘. 3 CAdóBo3T” ' "rs" ' "a51V " ¿301w v1W-- vfiw ji...jnói...ófi
C2.44D

donde se tuvo en cuenta que ZdCa37w = AdCa—1D:)/a.

Dadoel gaugeCU,a) se define la forma de curvatura Fa como la
ae2-forma a valores en LGcuyo pull-back a F para toda sección a,

localmente se expresa como:

F = crïdxbdxbe (2.4.53
C7 LJ 01

donde Cx,V3 es una carta local en M tal que UñV :1 e y las

funciones F?_:UOV——>IRestán definidas por:
LJ

F9, = — Aé_ + A9. + c“ AGA’Ï (2.453
11 MJ J:‘- {37 t J

C1Si,j5n,150.8.ySr. A9. denota la derivada aAQ/axb
I. J Lr

La forma de curvatura resulta ser un campotensorial de gauge

de tipo CAd;O,2.0D.



Si sobre Mse tiene una métrica lorentziana de componentes

gy, la derivada covariante de ¿auge de F9_ es:_ \Ja =a rafi
Fijnh Fijlh * FijcfiyAha al: ak yolfi=F‘ —F'F -F'I" +F‘CA (2.47)

ij'h kj th ik jh ij By h
. k

donde1a barra vertical indica la derivada covarlante usual y Fih
son. . . a

denotan las componentes de la conexión de Lev1-C1v1ta. thnh
las componentes de un tensor de gauge de tipo CAd;0.3,0).



CAPITULO 3

UNICI DAD DEL. TENSOR DE: MOMENTO ENERGIA

BAJO CVNDICIQNES MINIMAS Y NATURALES

Enla teoria de la relatividad general, la interacción entre

el campogravitatorio (caracterizado por el tensor métrico g) y el

campoelectromagnético en ausencia de fuentes (caracterizado por

el bivector F3 se representa mediante las ecuaciones de campo de
Einstein-Maxwell:

12‘” —1/EgbC.R = T (3.13

F‘bc = o (3.2)
lc

F +F +F =
bcld cdlb dblc

donde. dada la carta local Cx.U3 en torno del punto p, gbc y F‘bc
. - bcaracterizan las componentes de g y F, R C son las componentes ¡del

tensor de Ricci. R es la curvatura escalar. y la barra vertical
. . . bcdenota derivaCión covariante. T son las componentes del tensor

de momento-energia:

Tb° = Tb°c g ; F 3
UV UV

rnh
4/26“.ch - 1/4gb‘ï17 .F‘ 3 c3.43mn

La condición (3.33 es equivalente a:

F I O, donde (3-5)V

a‘Fuv = C1/2ï6).auvvx.va. para g valor absoluto del

determinante de (gba). suvvx son las componentes del tensor
absolutamenteantisimétrico de Levi-Civita.

Dadoque el tensor de Einstein:
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Gb‘:= Rbc - 1/2.gbc.R (3.6)
. . . . . . bctiene divergenCia covariante nula. lo mismodebe ocurrir con 'T .

En efecto, se tiene:

Tb°| = - 1/2CF"".F° - 1/4gb°.F"‘".F 3|c d mn c

= - 1/2.CF‘°°'.F° 3| + 1/8. gbC.Can.F‘ 3|d c mn C:

= —1/2.CF‘bd, .FC + de.F° . + F°".FC .1"b + de.F° .r° 3c d d c d oc d oc

+1/8. gb°.c1=‘"‘"| .F + F""‘.F | 3C mn mn C
b mn bc mn bc mn= -1/2.F .F |—1/2.g F |-F + 1/4.g .F F |n rn Cn 'm mn C

= 1/2.F‘° .F'““| —1/4.gb°F"‘“ .c2.F | + F |+ F | 3m h Cn rn “C rn crn n
b

= 1/2.F‘ .anl c3.73m ñ

Luego se anula la divergencia covariante de Tbctoda vez que

lo propio ocurre con la de Fbc. Se plantea entonces como hipótesis

la implicación:
FC =o=> Tb‘: =o (3.83

Ic Ic
En este trabajo se prueba que la forma usual (3.4) del tensor

momento-energiaes esencialmence la única soluci0. l'D

T'” = TbcCg ;F 3 c393
UV UV

para la cual vale (3.83, quedandoasi establecida la unicidad de

Tbc bajo condiciones minimas.

Este teorema fue probado por Kerrighan [3.1]. La demostración

que sigue simplifica en gran medida la de Kerrighan y además,

puede ser generalizada al caso del tensor momento-energia

correspondiente a las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills

CNoriega-Schifini, [3.233
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DESAJEÜLLO DEL IEABAJO

bc .Por ser T un concomitante de g y de F' , entonces de
UV UV

acuerdo con Kerrighan [3.3] y con Noriega-Schifini [3.4]. debe ser
de la forma:

Tbc = fC@;ngbc+ hC@;w3deF Cd c3.103

donde 4 = FUVF . y w = *F“VF c3.113
UV UV

Calculando la derivada covariante de €3.10):
X

Tb“ = acr F“V+ r ¡FUVDF gb° + 2Ch F“V+ h FUVDF Fb FCd +
lc Ó w uvlc é w uvlc d

+ 1/2hgbdF F°° + th ch c3.123
celd d lc

donde F F“V — CF + F 3.F“V

= - 2.? .F“V (3.133
CIVIL]

debido a (3.3) y donde los subindices w, w denotan derivación

parcial respecto de a , w. Sea ahora F tal que Fbcl O.uv,c c

Entoncesen (3.12), aplicando 1a hipótesis (3.8). resulta:

o = [2Cf F“V+ r *F“V>gb° + 2Ch F“V+ h *F“V3Fb ch +é w é w d
bc uv+ 1/2hg F JF (3.14)

UVIC

Para un punto peM, Hlavaty muestra [3.5] que existe un sistema

coordenado tal que:

— 1 O O O O a O O

Cg 3 = o 1 o o , CF' 3 = - a o o obc bc

O O 1 O O 0 O f?

o o o 1 o o - B o

y asi: €3.15)
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CF): -rsooo .c1='°°3=aOO O

o o o a o o o fi

O O - a O O O - {3 O

a. B e R (3.163

y también,como de = Fbe ed
O — a O O

CF d) - cx O O O

O O O (3’

O O - {5' O (3.17)

En este sistema coordenado las ecuaciones €3.14). para c = 1

y para c = 3, son:

o = [-c -afd,+fiwa +c—ahd>+fi’hw3a2+1/4cthF1zla+

+ [ -Cfif‘p+afw3 +Cfihé+ahw3a2-1/4fihJF‘34 Ii C3. 183

o = [c-afgpfwb +c-ahd>+[3hw3fs’2-1/4ah]F12|3+

+ [Cfi‘.f‘d>+t:u:t‘1’u3+C{3’}14>+<::t}1w3(3’2+1/4fis‘hJF34la C3. 19)

Dadala independencia entre Pal1 y Fa‘li. y entre Fizla y

Fg4la, los corchetes en €3.18) y (¿.193 deben ser nulos:

o = [-c -0(fÓ-ififw)+c -ahq>+{3hw)az+1/4ahl c3. 203

o = [-ceféwrw) +cBhÓ+ahw3az—1/4¡3h1 c3. 213

O = [C —afqb+¡?fw)+C-ah4)+[?hw3f?z-1/4ah] C3. 223

O = [Cfifqb-chfy/D+Cfih4>+ahw)fiz+1/4{3hl C3. 23)

quedando el si stema:



a —fi -a Ba fé a

—p —a Baz a“ rw = 1/4h. -p

-o¡ ¡a -ar32 (33 hab -a c3. 243

n a Ba otra2 hy, [ r3

que se reduce -debido a que en un denso abierto de M, a2+02# O- a:
3 z

a — —a a f a
r3 r3 (p

z a
—B -a fia a . fw = 1/4h. -B

2 a
O 0 "afi B bé -a (3.25)
o o ¡33 0182 h r;

W

y por lo tanto:
h = O (3.26)é
h = O (3.27)

W

Resulta asi h constante, y (3.85) se reduce a:

a —B {Ó a

—B -a . {W = 1/4h. -B (3.28)
de donde:

f = -1/4h
w

f = O
w

y f resulta ser:
f = -1/4h.@ + k (3.29)

donde k es una constante de integración. Por lo tanto (3.103 toma

la forma:
bc

T = h[F‘bdF' Cd- 1/4F“"ngb°1 + kgbc c3. 30)
que es esencialmente el tensor de momento-energia usual para la

teoria de Einstein"Maxwell, tomando h = -1/2 y k = O. Se tiene el



TEOREMA 3. 1

Sea Tbc = TbCCg ;F‘ D un tensor simétrica concomitante del
UV UV

tensor métrico g y del tensor de campo electromagnético F.
bc mn

tal que verifica (3.83. Entonces Tbc: hCF'hmlF'Ccl-1/4g F thD+kgbc



CAPITULO 4

TRATAMIENTO POR CONEXIONES SIMETEICAS DE LAS ECUACIONES DE

EINSTEIN-YANG-MELLS :EL PROBLEMA EQUIVARIANTE INVERSO

En el cálculo de variaciones. el operador de Euler-Lagrange

ECL)constituye el operador diferencial derivado de la primera

variación de la integral de la acción. Las soluciones de la

ecuación diferencial ECL)= O son entonces los puntos críticos de

dicha integral. Reciprocamente, dado un operador diferencial D, es

natural preguntarse si D puede identificarse comoel operador de

Euler-Lagrange de cierto lagrangiano L. Este es el problema

inverso del cálculo de variaciones. Si el lagrangiano es

invariante por la acción de un grupo de Lie G, es sabido que las

correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange son también

invariantes por G. Entonces puede formularse el siguiente

problemaequivariante inverso del cálculo de variaciones. Si

D es un operador diferencial tal que es:

C13 invariante por la acción de un grupo de Lie G.

C2) operador de Euler-Lagrange de cierto lagrangiano.
entonces, cuando es D el operador de Euler-Lagrange de un

lagrangiano L invariante por G?

Eneste trabajo se estudia el problema equivariante inverso

mediante un enfoque por conexiones simétricas. para un lagrangiano
a aL=LCgb;l" -rC

a
bc' bc,d' FinaD C4. 01)

dependiente de las componentes del tensor métrico. de las de una

conexiónsimétrica arbitraria y de las de su derivada y de las de
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la B-formade curvatura.

Se prueba que para tal lagrangiano, el caracter de densidad

tensorial invariante de gauge de sus operadores de Euler-Lagrange.

EMCL) = aL/ag bc

= L- (4.023
bE cc1.) = aL/ar° - a/axdc aL/ar“ 3
a bc bc,d

= L;bc _ L:bc,d;uv. _ L;bc,d;uv-rt _
o o uv,d a. l. uv,d

_L;bc,d;uv,v- rl _ L;bc,d;u. AT _ Id;bc,d;u,v. AT
c1 t uv,vd a T u,d u T u,vd

C4. 033

b a CXE CL) = aL/aA - ó/ách aL/aA 3
a b b,c

= L¡b _ L;b,c;uv' _ L;b,c;uv.rt _
Ol Ol uv,c CX l uv,c

_ L;b,c;uv,v-rt _ L;b,c;u-AT _ L;b,c;u,v-AT
a t uv,vc Oi T u,c Cl T u,vc

C4. O43

unida a la degeneración del operador correspondiente a la conexión

EbcCL) = EbCCL)C g ; g ; rt 3o a uv uv,v uv
:b :b . ; : . ;= L c _ L cduv-g Lbcduv-rt (4-053a a uv,d a 1. uv,d

determina la existencia de una densidad escalar lagrangiana

invariante de gauge l: tal que satisface:
EbcCL) = Ebccï.) (4.053

Ebccu = Ebccï.) (4.073
a O
b b ‘VE c1.) = EZc1.) (4.08)
a 01

Esto generaliza el trabajo de McKellar [4.1] en el cual se

estudia un enfoque por conexiones de las ecuaciones de

Einstein-Maxwell. Masprecisamente, el próximo capitulo se reduce,

para el caso G = UCl), al resultado de McKellar, aunque con una

demostración sensibl emente mas sencilla.
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INTEÜD CCIÜH

La inter acción entre un campo gravi tatorio, repr asentado

por un tensor métrico lorentziano g, y un campode gauge libre

de fuentes. representado por una 2-forma de curvatura F sobre un

fibrado principal de grupo estructural G, esta gobernada por las

ecuaciones de campode Einstein-Yang-Mills:

12‘” —1/2.gb°.1=2 = B CFBb°.F'xc —1/4.gb°.Ffid°.FX 3 (4.093fix e de

B Ffibcu = o (4.103fix c

donde BBXson los coeficientes de una forma bilineal simétrica
Ad-Ginvariante sobre 6, el álgebra de Lie del grupo de Lie G. y

donde:

Fot || = Fol —<° >.F°‘ - <° >F° + ca .AX.FÓ (4.11)bc d bc,d bd oc cd be 16 d bc
En esta última expresión, F'X caracterizan a los coeficientesmn

de la forma de curvatura.

FA = — AX + A)‘ + c)‘ .A“.A" (4.123
mn m,n n,rn pl) rn n

, construida a expensas de las componentes del potencial de gauge
a . a B

Ab. de su derivada Ab . y de las constantes de estructura Cxó,c

del grupo de Lie G. correspondientes a una dada base del álgebra

de Lie LG. Además, C: } denotan las componentes de la conexión deC

Levi-Civita. construidas a expensas de las de la métrica gb y deC

su derivada primera g .bc,d

Tambiénpuede agregarse la siguiente ecuación, identicamente

satisfecha por las derivadas covariantes de Fi:C
a a a

F 4' F + =bcnd dbuc chllb o C4. 13)

Las ecuaciones €4.09) y (4.10) pueden obtenerse a través de

un principio variacional. Cver Horndeski [4.2], Yang[4.333 de la
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siguiente forma. Si:
cx

L - LCgbc.gbc'd.gbCIdo.Fbc> (4.14)
es una densidad escalar. las ecuaciones de Euler-Lagrange
asoci adas son:

EbCCL) = LM — CL’bC'dJ + CLsz'd‘b
,d ,do

= O (4.153

EbCLD = L‘b - cúb'c)
cx a a ,c

= O (4.16)

Si se elige a L, en particular, como:
Bbc xL='/g_.[R+1/2.B .F‘ .F‘ J (4.173

fix bc

entonces (4.153 y (4.16) coinciden con C4.09) y (4.10).

Un enfoque al ter nati vo a este es consi derar un

principio variacional que emplee una conexión simétrica

arbitraria, de componentes 1'":, en vez de los simbolos deC

Christoffel C: }. Se propone comoen (4.013C

0 G a
L = LC -l" - gbc’ bc'rbc,d’FbcD

cuyas ecuaciones de Euler-Lagr ange asociadas son, de acuerdo a

C4. '02) a C4. 043

E°°CL3 = L’

(4.18)

EbcCLD = 1.;bc - CL’bC'dD
a o a ,d

= O (4.193

EbCLD = L‘b _ CL;b'°)a a a ,c
= O (4.20)

Unaelección natural para L es reemplazar en (4.17) a C: >C

G»por ru.
L = Y5.[K +1/2.B .F‘Bbc.F'x J (4.21)

fix bc



bc bc c
donde K = .K , K = .K dondeg bc bc g bcn y

o _ _ o. o _ a o o o '
Kbed— Fbgd + Fbic r.d.rbc 4 r.c.rbd (4.22)

Cuando L está dada por (4.173, las ecuaciones de campo €4.18) a

(4.20) son:

Kbc + KCb—1/29ch = 213 cr’gberxc — 1/4gchfideF‘x 3 (4.23)fix e de

(Va.gbc3| = o (4.24)
C

B F‘fibcll = o (4.25){3x c

dondela barra vertical denota derivación covariante definida

respecto de PZ: en vez de {:C>. Lovelock ha demostrado [4.4] que
(4.24) implica. para n > 2 Cn, dimensión de la variedad

subyacente), que:

"Zc = {:3
con lo que (4.23) y €4.25) coinciden con las ecuaciones de campo

de Einstein-Yang-Mills (4.093 y (4.10).

Las ecuaciones (4.23) a (4.25) son invariantes de gauge, es

decir, no cambian por la elección de otro gauge, debido a las

leyes de transformación:
a

F" = CAdgoyI-1)Ffib C4. 26)bc c
abc

F’ = CAdaey/_1)F'Bbc (4.273
¡e n ¡c

por un cambio de gauge w. Es decir, mientras que la invariancia de

gauge de las ecuaciones de campo es forzosa. no lo es para el

lagrangiano. debido a que usualmente carece de significación

fisica. En este capitulo se estudia cómola invariancia de gauge y

el caracter tensorial de (4.23) a (4.25). unido a la degeneración
b

antes apuntada de ELfCL).afectan a la posible invariancia. de
gauge del lagrangiano L. Particularmente se prueba que bajo esas

hipótesis, existe una densidad escalar lagrangiana C tal que

h m



satisface las igualdades €4.06) a (4.083:
Eb°c L) = EbCC1:3

Ebcc 1.3 = Ebcc ¡:3
O O

EbC L3 = EbC ¡:3a a
Esto restringe severamente las posibles ecuaciones de campo.

que resultan ser las de Einstein-Yang-Mills.



Dar-wm! r o DEL TEMADAJOA-nbll'hl\l\vul_a

Como LR.e = L;bcCg ¡1" ; F' D es una. densidad tonsorialuv uv uv,v uv
satisface tres identidades de invariancia, dos de las cuales son:

L;bc;xy,z L;bciy2:" + Lïb°¡z"'y = o C4.283
V V

L;bc;xy _L;bc;xy,s_rt _1/2_ [L;bc;st,xry +L;bc;st,yrx J = ov l. vs v st v st

Cver Lemas4.1 y 4.2 en el apéndice de este capitulo) (4.29)

Derivando la expresión (4.033 por g V , se obtiene:u ,v

EbcCL);uv,v = _ l_';l:‘c,\.r;uv (4.303
C1 G

Comparandolos respectivos argumentos se deduce que:

L;bc,v;uv = LtbCA-ÜUVC g _’ r1 D C . 31 3a o uv uv
'bc,v;uv, . . tComoL es una denSidad tensorial, no depende de F :
CI UV

En efecto, por ser un concomitante de sus argumentos, resulta ser
;bc,v;uv;i.jL = O, luegoa h

L;bc,v;uv = L;bc,v;uvc g D C4. 32)
O. mn

Integrando respecto de F: d se obtiene:q
v ob n A

L,uv = L, r:,4:l,uvC g DI ra + Puvc g ; r1 ; AX; AX Da mn bc,d mn mn m rn,n

Debido al Teorema del Reemplazo de Horndeski [4.5], vale:

1.:“ = ¡fibc'd’wc g 3.r° + PNVC g ; r1 ; F)“ 3 (4.333
a mn bc,d mn mn mn

La segunda identidad de invariancia de Lic (4.10), permite
. ;bc;xy v .integrar L respecto de F . Teniendo en cuenta CL2.33.

V xy

puede verificarse que vale:

LN" = L""°"'¡“"c g 3.1"“ .r° + Q‘WCg ¡rL ;F)‘ 3 (4.343
o. mn od bc mn rnn,o mn

De la comparación de (4.13) y (4.14) se deduce que existe una
:uv ;uvfunción R R Cg ¡FX 3 tal que satisface:rnn rnn

¡b ,d; 5 ' 'L c UVCg ).ra _qu.cg ¡r1 ;F>\ 3 = _ Rmvcg ;F7\ 3o mn bc,d mn mn,o mn rnn mn
:uv . . . .Entonces L tiene la SigUiente expreSión:
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;uv tbc.d,'uv AJVC g ; Fx ) C4.353mn mn
1. =L Cg).<r° +r°.r°>+¡2dbca mn bc,d o

Al satisfacer LNVla tercera identidad de invariancia vale:

L;uv = (2/3. L;bc,d;uv _1/3. [L‘;<:d,l:>;uv+L;db,c;uvJ3. {ra +ro . re >+
0 o a bc,d ed bc

4 R‘Wc g -, F)“ 3mn mn
¡bC,d;uV Cl c1 o e a e ;uv A= 2/3.L {r - r + r r - r' r }+ R Cg ¡F 3
a bc,d bd,c ed bc oc bd mn mn

= - 2/3.L;b°'d"“"c g 3.1< ° + 12"”c g ; Fx 3 (4.36)a mn b cd mn mn

donde K a = - Fu + r° - Fc .Fe + FG .Fe . es el tensor de
b cd bc,d bd,c ed bc oc bd

curvatura construido a expensas de la conexión y de su derivada.
mv . . . .R resulta ser una dens1dad tensorial e invariante de

gauge, más aún, vale:

R’“ = c1. - 2/3.L;b°'d.1< ° 3;“ 04.373
o. bcd

Por el teorema 1 del problema equivariante inverso de López

et al [4.6], existen escalares E, R1y T tales que:
12= RC9 ¡FA 3 + Clng).l .wafi + TCF‘X3 (4.38)1 mn rnn mna3

dondelí es una densidad escalar y lan son constantes reales, g es
el valor absoluto del determinante de las componentes del tensor

x x“¡3 = F“. Fm”.
bc
'bc,d;mn;uvAdemás, dado que L.’

métrico y w

= O, debido al teorema C2.1) ,
Cl. mn

entonces vale:

I-.;b«:,cl;uv [ L;bc,d;mn. J;L.¡v C4' 393
O a. mn

El corchete de la expresión anterior admite, debido a

Noriega-Schifini [4.7], la forma:
;bc,d;rnn b cd c db d bc bcdo

. = . . . + . + .La gmn Y; {X166 g + kzóa g X360 g X e geo},

por lo tanto vale:
'bc d'mn a a db a bc obcd

L' ' ' . . K = 'Y . . + K . -X . }o. gmn bcd g {szbad g >x3bco g 4€ ebcd
_ bc

= v . — . ° .g c A3 X2) Kbcn g

= K C4.
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donde K = K .fl h e E.3 i

Volviendoa (4.17), con €4.10) y (4.203 se tiene:
12““ = c1. —2/3.x-/5.K 3”" C4. 41)

Recapitulando, se tiene para L la forma:

L = aYEk +R Cg' ;F'Á D 4C1ngD.J .wafi +SCFL ;Fl ;FA D (4.42)1 mn mn af? mn 7nn,o mn

donde S = SCI"l ;FL ;Fx D es una función escalar que aparece almn mn O mn

integrar (4.213, teniendo en cuenta (4.18). a = 2/3.k.

Aplicando a (4.223 la hipótesis (4.033 se deduce que:
bc bc — 7k CIB

= — Y ’ — - — _ _
Eal CS) E<1CL. a gk R1Cgmh,F‘mn3 Clng) lafi y; D

b
= EZCCL) - 1-:CCon’g-K) (4.433O

luego EWÏSDes densidad tensorial e invariante de gauge. Además,
Cl

resulta ser:

EbCCafiKD = con/5K);bc —Ca6K3;bc'd;uv.ga c1 a uv,d

= EbCCon’aKDCg ;g ;r‘ 3o. uv uv,v uv

[e donde. por €4.22) y C4.233 resulta:

EbCCS) = EbCCSDCFt 3
Cl O. UV

= S;bc _ S;bc,d;uv. ri. _ 'bc,d;u.AT
a a t uV',d a T u,d

= O C4. 443

debido a su 20 identidad de invariancia.

Derivando (4.033 respecto de Fl y teniendo en cuenta (4.05):uv,vx
;bc,x;uv,v ;bc,v;uv,xL + L = O (4.453
a 1. a I.

. . . . . TASimismorepitiendo lo anterior para Au,vv

L;bc,v;u,v + LibCAIPUH-l = o C4. 453
o. T o T

Además. como thv = óL/óFk .aFÁ /6AT resulta ser
T mn mn u,v

13”” = -28L/6FT c4. 473
T UV

Entonces, de acuerdo con (4.263 y (4.273:
;bc,v;m,n;u ,v _

Lo A. T — O (4.48)



pues L;bc,v;m,n;u,vo x resulta antisimétrica en vanN y v, siendoT

n = 4 la dimensión de la variedad. Trivialmente esta propiedad
"her eda " S:

S;bc,v;m,n;u,v - O (4.493
c A T

Calculamosahora qudt.CI

Como FA = - AA + AA * CA .AH.AP, entonces
mn rn,n n,rn y!) rn n

ar-‘x msmT = C)‘ .ó”.A” + c)‘ .A“.ó“
mn u T1) m n _LlT rn n

y por lo tanto:

S;bc,d;u = 2. CX . v. S;bc,d;uv
a T Tv v a. 7k

b . .E‘ÏSD es invariante de gauge, luego por el teorema de reemplazo
G

de Horndeski [4.5] es:

r-zbccsacrt ¡r‘ ;AT;AT 3 = Ebccsacr“t ¡r‘ -,o;—1/2.FT 3a uv uv,v u u,v a. uv uv,v uv
= 5‘“ sfl’c'd‘wrt (4.503

a t uv,d

por lo que (4.24) toma la forma

o = s;bc - S'“"““".r‘ €4.51)
o o t uv,d

de lo cual se_deduce que:

S;bc;u,v;m,n = S;bc,d;ij;u,v;m,n.
a T 7k a h T Á LJ,d

= O (4.523

esta última igualdad debida a (4.493. De (4.493 y €4.52) se deduce
w N I N Lque existen las funciones Suv = SUVCFX3 y ïuv = TUVCI"L;T T rnh T T rnn mn,o

tales que:
'u ,v Nu v X Nu v l lS’ = S CF 3 4 T CF ;r D (4.533T T mn T mn mn,o

Más aún, como:

su; ,v;m,n = gu v;rn,n
T A T A

Xentonces existe H = HCF D tal que:mn

g:v =I#:N y por lo tanto de (4.33) se deduce:
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;u,v "uv l l
CS - H3 = T CF ;r 3 (4.543

T T mn mn,o

peño. como se desprende de (4.30), S = SCFI' ;l'"L ¡F‘k3. entonces:mn mn,o mn

cs —H3““V = cs —H3mm.an /aAT
T X mn u,v

= -2cs - H3“V
T

Por lo tanto vale la siguiente expresión para S:

s = HCFA3 + TuvcrL ¡rlT mnmn mn 3.1-"T + ucrL ;rL 3 c4.553,o uv mn mn,o

donde Tuv = 4/23?“v
T T

Volviendoa la expresión €4.42) con el resultado (4.453:
— A a3 X

L —anK +R’Cgmn,an3 +Clng).lafi.w + HCanD +
+ Tuvcr1 ;rL 3.?T a ucr1 ;r‘ 3 (4.56)

T mn mn,o uv mn mn,o

El operador de Euler-Lagrange (4.04) correspondiente al

potencial de gauge AÏ, aplicada a €4.56), es:
EbCL) = EbCR + c1ng3.1 .w°3 + H3 + EbCTuv.FT 3 (4.573a a 1 a8 a T uv

El término EZCT:V.FTD desarrollado explícitamente es:UV

EbCT“V.PT3 = ac1‘“".rT 3/aAa - a/axclaCTuv.FT 3/aAa J
OL T uv T uv b T uv b,c

= acT .Ap.TbC —2.a/axCITCb]
ap c T a

= 2- CT - Ap. Tbc _ 2'[_1_cl:,;l'nn'r]. +ch;mn,o- r1
Dip c T a l. mn,c l mn,oc

(4.58)

Aplicando la identidad €4.26) a la forma de L, explicita en
(4.36), se obtiene:

[Tuv_ FT ] ;bc,d;m,n + [Tuv. F.T J:l':>c,n;rn,d = o
T uv o X T uv o A

O sea:

:b ,d I: .
T;m0° + TÍ":°“ = o (4.59)

entonces el segundo termino del corchete de (4.583 es nulo.

quedando reducido a:

EZFTUVFT 3 = acT .Ap.Tbc - 2.T°b‘""‘.rL- C4.60)
T u v ap c T a l. mn,c

Por otro lado, por C4.35) vale que:
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s‘ T F + U’ (4.61)
a T a uv a

y por (4.41):

S;bc = S;mn;bc,d- L
a L o mn,d

= Tuv;mn;bc,d- r1 - F,T + U;mn;bc,d. I.,L C4. 62)
T L a mn,d uv L o mn,d

Entonces:

[Tuv;bc_ uv;mn;bc,d.rl J_]:,T = U;mn;bc,d- L _ U;bcc4-633
T o T L a mn,d uv L o. mn,d o

a
Comoni el miembro derecho ni el corchete dependen de Fbc se
concluye que:

Tuv;bc__ Tuv;mn;bc,d_ I.L = o C4. 64)
T a T L a mn,d

U""“‘b°'°'. l — U;bc = o (4.653
L a rnn,d o

Derivando Tuwmn L respecto de Fa . se obtiene:
T mn,u bc,d

[Tuvmm.rl Jmcfi = Tuwmnmcfi_rl + Tdvflpc (4'66)
T L mn,u a T L o mn,u T a

que, merced a (4.59) y a (4.84) es:

[Tuvnnn-rl ];bc,d = _ Tdv;mn;bc,u'rl + Tdv;bc
T L mn,u o T L a mn,u T a.

= o (4.673

Entonces Tuwm“.rl no depende de Fo , es decir:
T L mn,u bc,d

'I“"‘"'".rl = o (4.68)
T l mn,u

por lo que (4.60) se reduce a:

E"CT”".FT D = ¿acT .Ap.TbC (4.69)
a T 'uv ap c T

Volviendo a (4.42) y especializando en el punto Cg ;O;O;FÁ3,mn mn

se tiene:
_ . X GB

Lo —R1Cgmn,anD+Clng).lafi.w +50 (4.703
donde se ha llamado L a LCg ¡O;0;Fx D y S a SCO;O;F'X3.O mn mn O mn

Sustrayendo (4.70) de €4.42) y reordenando, se obtiene:

L = Lo + onGK + [s —so] 04.713

Entonces EZFLDtoma la forma:
EbCL) = EbCL 3 4 EbCIS —S J) €4.72)Ol a o a o
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' cami-u. M 14.:. 1.o . saw i. -:-;y el primer terrr‘no de la derechaCII y. Hfl Íy;

son invariantes de ¿auge por hipótesis, quedando entonces, debido
a (4.55) y a (4.60):

L T Ls - s = [‘1"f"crl ;r 3-- T“"co-,033.F0 'T mn mmo T uv
+ ucrL ;r 3- uco;03mn mnp

A
EbCIS - SJ) = acT .APJTbCCFL ;rl ¡1:7k3 - TbCCO;O;F‘ DJ

a 0 ap c T mn "uno mn T mn=o
nuevamentedebido al teorema de reemplazo de Horndeski [4.5].

Este operador de Euler-Lagrange cumple que:

EbCL) = EbCL + car/5K) (4.743
a. 01 0

Además, de €4.71) se concluye que:

EbCCL) = L‘b“

= EbcCLo + a-lg'KD (4.753

y que:
bc bc

E CL) = E2 Con/3K) (4.76)
o Cl

dado que, por (4.443, EbCCSD= O.0

Entonces

EbCL — cun/3K) = EbCL 3 €4.77)a a o

EbCCL — «an/5K) = EbCCL-o) (4.783

resultan densidades tensoriales e invariantes de gauge. En esas

condiciones. por el Teorema 1 de López et al [4.6], existe una

densidad escalar e invariante de gauge L = LCg ;Fk D tal que
mn mn i

satisface:

EbCL 3 = EbCL.) (4.79)a 0 Ci

EbCCLOD= EbCCL) (4.80)

por lo tanto t = L + aíak resulta ser una densidad tensorial e

invariante de gauge que verifica:



Ebccíb = EbCCL) (4.81)

Ebccta = EbCCL) €4.82)
a. Cl

b ’V .bE c1.) = E CL) (4.83)
CI Ci

Finalmente por (4.763 y €4.82). el cumplimiento de las

ecuaciones de campo implica que:
bc"

E c1.) = EbcCon’aKD
O Cl

por lo que:

Se ha demostrado el siguiente:

TEOREMA 4.1

Si los operadores de Euler-Lagrange de la densidad escalar
O_ _c1. .01 3

L - LCgbc,Fbc,qud,Fbc) de clase C en sus argumentos, son
tales que verifican que:

EbCCL) = «aL/agb 04.023C

EbcCL)= aL/ar“ —a/axdc auar" 3 (4.033
o bc bc,d

EbCL) = aL/aAC' —a/axccaL/aA" 3 €4.04)
Cl b b,c

son densidades tensoriales e invariantes de gauge y además vale

que:

EbcCLD = EbcCLDC g ; g ; r 3 01.053
O Cl. UV uv,v uv

es degenerada al depender solamente de esos argumentos. entonces:

Existe una densidad escalar t = th ;F° ;F° ¡Fa.) que esbc bc bc,d bc

invariante de gauge. tal que verifica:
EbCCL)= Ebccï.) (4.06)

EbCCL) = EbccED (4.07)a a
b b ’V1-:c1.) = E c1.) (4.093a a

N bw
donde EMÏLDy EaCLDresultan ser las ecuaciones de campo de
Einstein-Yang-Mills, debido a EMÏÏb = O implica que la conexión

Cl

resulte la de Levi-Civita.



CAPITULO 5

TRATAMIENTO POR CONEXIONES SIMETRICAS DE LAS ECUACIONES DE

EINSTEIN-YANG-MILLS

PARTE DOS

INTRODUCCION

El enfoque seguido adelante en este capitulo es similar al

expuesto en el capitulo anterior. El problema estudiado es el
siguiente. Sea:

ACX UL = LC - . .gbc’g que' b'Abfi . (8.01)bc,d; g

una densidad escalar, tal que sus operadores de Euler-Lagrange
asociados resultan:

EbCCLD = 1.:“ — CL‘bc'd) d + CL:bC’d°D ,de

= O C5.083

EbCL) = L‘b —cúb'ca
a Cl a ,C

= 0 €5.03)

Si se elige a L, en particular. como:

L = 1/5112 + 1/2.B .F'GbCJX J (5.043fix bc
entonces (5.01) y (5.02) resultan ser las ecuaciones "de

Einstein-Yang-Nfills:

R“ —1/2.gb°.R = B CFfib°.F‘x° - 1/4.gbc.Ffid°.Fx 3 c505)fix e de
meB F = O C5.06)

fix IL

para BPXcoeficientes de una forma bilineal simétrica sobre LG,
Ad-Ginvariante, y donde:

OIa = _ o a _ a a a x ó C5Fbc d qud {bd)'Foc {cd>Fbo + Cxó'Ad'Fbc '07)



A . . .

Aqui F n caracteriza a los coefiCientes de la forma deI'I'I

curvatura.
X .aF = »- A)“ + A" + c" .A‘“.A‘ €5.08)
mn m,n n,rn [.112 m n

Además, {z ) denotan las componentes de. los simbolos deC

Christoffel, construidos a expensas de las de la métrica gb y‘ deC

su derivada primera gb d.
Tambiénpuede agregarse la siguiente ecuación. identicamente

satisfecha por las derivadas covariantes de F :bc

.F‘Éclld+ Fïbllc + FÏde = o c505)
Un enfoque alternativo a este es considerar un

principio variacional que emplee una conexión simétrica

arbitraria, de componentes F:c, en vez de los simbolos de

Christoffel {:C). Se propone:
L = LCg -r° -r° -A°‘-A°‘ 3 (5.103bc' bc’ bc,d' b’ b,c

cuyas ecuaciones de Euler--Lagrange asociadas son:

EbcCL) = L.’bc

= O €5.11)

EbCCL) = L’b“ - CL=b°"5
a a a. ,d

= O €5.12)

EbCL) = L‘b —CL;b'c)a a a p
= O €5.13)

Unaelección natural para L es reemplazar en €5.09) a (Zé)
O

por ¡“b6
fibc xL=Yg’.[K+1/2.B .F‘ .F J 05.143fix bc

_ bc _ bc a
donde K - g .Kbc, Kbc —g .Kbcn y donde

K“ =—r° +r° —r°.r° +r°.r° c5.153
bcd bc,d bd,c od bc oc bd

CuandoL está dada por €5.14). las ecuaciones de campo €5.11) a



K“ + K° 1/2.gb°.K = 28 cr--¡?"’.}=’¿c - 1/4.gbC.F'Bd..F‘X 3
fix e de

€5.16)
— bc

CVg-g 3| (5.173
C

BbcB F = o (5.18)
fix "c

dondela barra vertical denota derivación covariante definida

respecto de PECen vez de {:6}. Se conoce por Lovelock [4.4] que
(5.17) implica, para n > 2 Cn, dimensión de la variedad

subyacente), que:

r“ = <° >
bc bc

con lo que (5.16) y (5.18) coinciden con las ecuaciones de campo

de Einstein-Yang-Mills (5.01) y (5.02).

Es claro que no todas las densidades escalares lagrangianas
de la forma (5.10) satisfacen a dichas ecuaciones. Pero el

lagrangiano (5.143 se distingue por tener la siguiente propiedad

de degeneración:
t

EbCCL) = EbCCLDCg ¡g ¡r 3 c519)o o. UV u v,\.I uv

en vez de:
b bc t t L T T TECCL) = E CLDCg ;g -_r ¡r ;r ;A ;A ¡Ao o uv uv,v uv uv,v uv,vx u u,v _u,vv

comopodria esperarse.

En este trabajo se demuestra que, en un espaciotiempo de

dimensión n = 4, la densidad escalar e invariante de gauge de

la forma(5.10), que satisfaga (5.19), está dada por
r - B 20)

1. _ aVa.K + Lngbc,F‘bc) + 1.1 c5.

donde a es una constante. Lo es una densidad escalar arbitraria y
L es una densidad escalar no activa, por satisfacer identicamente
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las ecuaciones €5.11) a 05.133. La forma obtenida para el

lagrangiano es mínimamenteacoplado. De las partes activas. una

correspondea la interacción gravitatoria:

aYS.K

y la otra corresponde a la interacción de gauge:

Lngbc;FELD

Dadoque (5.17) implica que cm = (:cl,entonces la ecuación
de campo(5.16) se reduce a:

aCKbc-1/2.g“°.K3 = aL /ago bc

Quedapor determinar la estructura de la densidad escalar Lo.
Esto se hace mediante teoremas recientes sobre estos lagrangianos

debidos a Noriega [5.1], y López et al [4.6] obteniéndose las

ecuaciones de campode Einstein-Yang-Mills.

Este trabajo es una generalización natural del de MCKellar

[4.1], el cual constituye un caso particular de éste. cuando el

grupo de Lie.es G = UC1).



DESA :ROLLÜ DEL TRABAJO

Dado que L es una densidad Lensorial. satisface tres

identidades de invariancia. Cver.lemas 5.1, 5.2 en apéndice) dos
de las cuales son:

o = L‘“""‘ + L’“"“ + LM“ (5.21)
t l. l

o = L.;uv_ L;uv,v.rr + I_';ur,:l,..v+ L;vr,sru +
l r v1. 1. rs O. rs

;u,v ;v,u T (5- 22)+ 1/2.CL + L D.A
T T t

ComoEbCCL)es una densidad Lensorial de tipo (2.13 y peso +1
Cl

satisface dos identidades de invariancia. Unade ellas es:

[E"°CL3‘“""V+ EbCCLD‘VV'“J.g + EbCCLD’“ = o c523)a o tu a l

(ver lema 5.3 en apéndice).

La expresión desarrollada de EbCCL)es:
O

b ;b ;b,d; :b,d; t
E cc L) = L c _ L c uv- g _ L c uv . ra a. a uv,d o t uv,d

L;bc,d;uv,v_ r0. _ L.;l'.»<:,<:l;\.¡. AT _ L;bc,d;u,v‘ AT
o 1. uv,vd o T u,d a T u,vd

€5.24)

Debido a Ja degeneración de L. expresada en (5.193, (5.24) se
reduce a:

EchL) = L;b°_ ÚbCIdí‘J‘fg _ LZbC.dZu‘-,rt _ L;bC,d;u.ATa. o o uv,d a t uv,d a T u,d
€5.25)

Derivando(5.253 respecto de g y teniendo en cuenta (5.10). seuv,v

obtiene:

:uv,d = _ IM;|:>c,<:l;t.¡v C‘s-26)aEbCCL)
CI.

l
Ambosmiembros en (5.26). sólo pueden depender de gmn y Fm”.

de acuerdo con C5.10) y (5.19), o sea:
;bc,d;uv;mn,o
o l.
;b,m v;

L C “Z = 0 (5.28)O.
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:bc,d;uv;m,n
La Á = O (5.293

Queda entonces l a si guiente dependenci a funci onal:
;bc,d;uv ;bc,d;uv l.

L - L Cg ;F DCl a mn mn

. . , . :bc,d;uvDado que la coneXión es s1metrica y que L es una
O.

densidad tensorial, por (5.26), entonces ésta no puede depender de

1'l . En efecto, la identidad de invariancia de L;:c'd;uvmn

correspondiente a BV es simplemente:xy
L;bc,d;uv;xy = o

O. V

de donde:

L;bc,d;uv = L,’bC,d,'chg 3 (5.30)
O. G mn

Integrando (5.30) se obtiene:
;b ,d b d

L ° = DCCg 3 + s"""’crL ;rL ;AA;A)‘ 3 05.313
Q CI. rnn G mn "171,0 m rn,n

Dado que el dominio de definición de L incluye Cgb ;O;O;O;O), seC

tiene:
:b ,dL C Cg -,o-,o;o-,o3 = 13‘":ng 3 + sbcdco;o;o;o3 (5.323a bc o mn a

De (5.313 y (5.32) se deducen dos cosas:
d o13bcCg 3 = L'bc'ng ¡0;o;o-,o3 - s'°°"co;o;o;o3 c5. 333o. rnn o bc a

Tde = s"‘=“'crL ¡r‘ ;AX;AX 3 —s'”°"co;o;o;o3
a Cl mn "171,0 m m,n a

_ 13"“ng ¡r‘ ¿rl ¡AA-,AA3 - 1.:“;ng -_o;o;o;o3
a. mn mn rnn,o m rn,n o mn

€5.34)
b

Entonces Ta“l es una densidad tensorial, derivada respecto de

F: d y (5.30) queda, aplicando (5.33) y (5.34):c,

L‘bC'd= 1.:“ng ;o;o;o;o3 + TdeCFl ¡rL ;AA;A>\ 3 c5. 353
a o bc a rnn mn,o m rn,n

L;bc'ngb;O;O;O;O) es una densidad tensorial concomitante delG C

tensor métrico. Estos objetos. en una variedad de dimensión n = 4

son conocidos CLovelock [5. 2] , Prelat [5. 3] , Noriega-Schifi ni

[4.71) y teniendo en cuenta la simetría entre los supraindices b y



-.-.." la simetria Ciclica C5 5:13, resulta
bd d b

L'bc’ng ,o,o,o,o> = a v’g‘(¿b ng + ó: g - 2. ¿G.9 CD
(5.36)

donde aefl?y Y; caracteriza a la raiz cuadrada del valor absoluto

del determinante del tensor métrico. Entonces, de acuerdo con
;b .d . . . .(5.35) y (5.36), L C tiene la Sigu1ente expresufin:
G

L‘;bt:,<:'= a-Valcób.gcd + (Sc-gbd _ 2_ód_gl:oc3 +
O Cl G a

+ TbcdcrL ¿rL ;AA;A)\ 3 (5.373
O. mn "171,0 rn m,n

De (5.23) y de (5.263 surge que:
o n - ¡b ;Ebccu'“ = [L"’°""“"+ L.’C'“V” J.g (5.38)a t o o tv

entonces, por (5.303, puede integrarse para dar:
b ; .; bECCL) = 2.L"°"“".g .rl + McCg ¿g 3 05.39)a a tv uv a uv uv,v

Analogamente, de €5.26) y €5.30) se deduce que:

EbCCL) = -- L“’°""“"’.g + NbcCg -,rt 3 c540)o o uv,v a. uv uv

De la comparación de (5.39) y (5.403 se desprende que:
b . o a .

M ccg ¡g 3+ L,bc,v,uvg = Nbccg ;I_t D__2L,bc,v,n..n.¡ ri.
G UV UV,V Cl UV,V O UV UV O lv UV

= ObCCg 3 c541)
a. UV

donde la última igualdad es debida "a que el miembro de la

izquierda no depende de Ft y a que el miembro de la derecha
UV

tampoco depende de guvV. De lo cual se deduce la existencia de
Obc. De esta manera. es posible escribir C5.4ODcomo:

O

EbcCL) = I_‘;l><':,v;u.n.r
O. Cl

l. bc
.(29 I" - g V) + OG(guy)tv uv uv,

= —L¡b°""“"’.g | + ObcCg 3 c541)CI. V V Cl UV

b ¡b y ÉDe (5.41) se deduce que. como tanto E cCL) como L cvuv. lG a UV V

son densidades tensoriales, entonces también debe serlo ObcCg D,
Q UV

y por la caracterización de estos objetos debida a Prelat [5.4] es
nula. Queda asi:
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EbcCL) = - L‘bc'v’w. | (5.423Cl o uu v

De €5.42) y de (5.25) se deduce que:

2'L;bc,v;uv- t = L;bc_ L;bc,d;ujrrt _ L;bc,d;uIAT
o Lv uv a a L uv,d a T u,d

C5. 43D

Derivando €5.43) respecto de g y teniendo en cuenta (5.30) semn

obti ene:

Libcn'nn ___[2. L;bc,v;uv_ J¡mn_ ¡n'- C5. 44)o a tv uv

de donde se deduce que:

I_.:bc;rnn= L;bc:mncg ;¡-.t D C5. 45)
a O. UV UV

Si se deriva ahora (5.22), se obtiene:

L;uv;mn = L;uv,v;mn.rr _ L;ur,s;mnrv _ L r _t r vt t rs l rs

—1/2113: 3. A: (5.46)v;mn+ L;V,u;mn
T

En (5.46) ningún término Csalvo el quinto del miembro derecho)

depende de Aa. Por lo tanto:
O

;uv;rnnL = L;uv,v;rnn.l_r _ L;ur,=:man _ L2vr.s;mn¡_u (5.3473t r vt l re t re

Si se tiene en cuenta €5.27) a (-5.29), integrando (5.473 respecto
de la conexión, se obtiene:

:mn :uv,v;mn- rt _l_,r + wmncg _ro. 3 + x711an :AB;AB 3bc ,d bc b bDl vr uv bc ,c
L = L

€5.48)

Incluso, integrando ahora (5.30) respecto de l“: dse obtiene:c,

l_.;|-nn= I_';t..|v,w;rnn.rt + Umncg ;ro D + vmncg ;AB;AB D1. .uv,v bc bc bc b b,c
(5.493

De 1a comparación de C5.48) y (5.49) se obtiene:

L‘m“= 1.““"'”""‘.crt + rL .r' 3 + Y".an ¡Mama 3 (5.50)l uv,v vr uv bc b b,c

Dadoque Ymnes una derivada respecto de las componentes del

tensor métrico. vale que:
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¡”un o ,. ¡74 I?
= 'W". " + F". ‘ + c -.A"-A" 3 +L L t Cruv,v vr ruv3 Y gb: b ’ b,c

a. o _ r9, r2+ scrbe' rbcni’Ab’Ab’c-D cs.
aplicando (5.373 al primer termino en (5.513 se tiene:

' r — a o r b cd d bc
. + r . = — _ _L CF r 3 aa.YgCqu 4 rdrIIÉDCócg óng Da bc,d dr bc d

bcd o o r
+ + ,

Ta ¡crbc,d I—drrbt:D
— c1 c. c. r c: r b cd

"‘3ng rbc,d rbd,c+rdrrbc rcrrbd) óag
+ Tde.CI"° + r° .r’ 3

a bc,d dr bc
O= —2a.v’g-.K + Tde.CF° + r‘ .r 3a bc,d dr bc

C5.583

Luego (5.513 puede escribirse como:
L=_-Y-'K+ bcd..a c: r

2a g YCgbc,Ab,Abfi) -+ Ta crqu+ rd .rb¿> +
+ scr"L ;r° ;AB;AB 3bc bc,d b b,c

= -2 .V-.K + YC -AB- fi ° . ° . B. fia g gbc, b,Ab'c3 + TCrbc,rbc’d,Ab,Ab'c3 (5.53)
donde se ha usado:

Tcro rn A AI? D = bcd o a. r a _ a _ ' f3
bc. bcd' b’ b,c To crbc,d+ rnin-¡Finca + scrbc’rbcni’Ab’Abm)

C5.54)

Por (5.503 y el Teorema 1 de Noriega [5.5]. Y puede Itomarse como

una densidad escalar y también T. Usando ahora la supuesta

invariancia de gauge de L, (5.54) se transforma finalmente en:

1. = --2a.Ya.K + YCgbc;ch) + TCI":C;1":C’d;FCCD (5.553

Comopuede verse en el apéndice, por los lemas 5.4 y 5.5, T

satisface identicamente las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por lo
tanto se tiene:
Teorema 5.1

G

Si L = LCgbc;F° D es una densidad escalar e
a

. r . .
bc’ bc,d' b ' Ab,c

invariante de gauge. tal que satisface C5.19) entonces L es
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equivalente a (tiene las mismasexpresiones de Euler-Lagrange que)

un lagrangiano de la forma:
N = ' BL a@.K 4 Lngbc_F'bc)

Másaún. la ecuación (5.12) implica que F: { ). y asi. laC

ecuación (5.11) es:
bc bc

aCR - 1/2.R.g 3 = óLo/ógb (5.56)C

FORMA DEL LAGRANGIANO DE GAUGE Lo

Hasta el momento. ninguna restricción se aplicó a los

operadores de Euler-Lagrange:

EbCCL) = L’bc (5.11)

EbCL) = L‘b —(L‘b'CD (5.13)a a a p
Desdeel punto de vista fisico es deseable que, en ausencia

de fuentes se satisfagan las ecuaciones de Yangy Mills:
fibcB F = _ o

¡3X "c o c 5 a)

Se sabe por Noriega [5.6], que la condición

EZCL) = -BaBFBbC"C (5.573
implica, para una variedad de dimensión 4 que

1/2 abc f3 1/2= / . .
L 1 4 g BqfiF F bc + bg + L.1 C5 583

donde L1es una divergencia, y por lo tanto tiene expresiones de
Euler-Lagrange identicamente nulas. Entonces L pasa a ser:

l = 1/2 bc + / 1/2 abc B + 1/2 +
a a.g .g Kbc 1 4.g BaBF F bc bg l.1 (5.593

y EbCCLODvale:
bc 1/2 ab fic 1/2 abc B 1/2 bcE c1. 3 = -1/2 B cr dF' -1/4 F F 3 +b

o g afi d g Ban bc g g
(5.60)

expresión que constituye. esencialmente, el tensor de momento

energia para las ecuaciones de campode Einstein-Yang-Mills.

Reciprocamente, puede exigirse que valga C5.60). En este caso



se -OHÜCE‘por Calvo et c1 {5.71, que Lo se reduce a ser €5.58)

(sin L‘). En este caso las ocuacionos do campo (5.11) a (5.13)
pasan a ser:

bc_ bc _ bc__ _ abdF_ f3: _ _ 1/2 abc {3’
aCR 1/29 R) 1/2139 — 1/28018CF‘ d 1/49 BafiF F‘ bc)

Bb:
BafiF "c
cr° = <° >3

bc bc

a las que se puede agregar:
a a a

+ =F‘bcfld Fabllc + chub o (5.053
Asi, el enfoque variacional por conexiones simétricas

constituye una aproximación adecuada para motivar las ecuaciones

de campode Einstein-Yang-Mills.



é2.- APENDICE AL CAPITULO V

El propósi to de este apéndi ce es probar una ser i e de

resultados que son necesarios para demostrar el resultado

principal.

TERCERA IDENTIDAD DE INVARIANCIA DE L = LCgbc

LEMA 5.1

L densidad escalar de tipo €0.03 y peso 1. verifica:

L;xy,z + L;yz,x 4 Lizxm = o
v y v

ComoL es una densidad escalar de peso 1. satisface una

identidad de invariancia similar a la descripta en el Lema (4.1).

Sólo Fa depende de Ba . En efecto, este objeto no actúabc,d bcd

ni a través de K: ni de 3:. Se obtiene. planteando la,C

condición de invariante de L,
a. a a CX N Cl. No "a "a

LCgbc' Iqbc’ I“bcnfi' Ab' b,cD _ LCgbc' I“bc. I“bad. Ab. b,c
CL1.13

LC B Bg _ A°.B’.B r + A.B , ¡c\°‘.13'.¡3“.13“.rt +re t b b c d rs u
a r s r s L o v u r s t t a t

+ At'CBbd'Bc+ Bcd.BbD.rrs Au'At'Bvd'C Bb-Bc'rraq. Bbc3+ At'Bbcd’

¡B’.A°‘; B’.B‘.A°‘ 4 B’ .A°b = B.LC g _ r° , r° ; A“; A“ 3b r b C r ,s b,c r bc bc bc , d b b,c

CL1.2)

derivando respecto de BZyzy evaluando en el punto del dominio de
concomitancia c 13"; B” ; BV 3 = c ó"; o; 03:

X xy xy: X

L;bc,dlóa-ót'sxyz _ o
a. t v bcd

0 sea:

13‘": + L’yz'“ + 13"" = o (1.1.33
V U V
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c a a a
- In TI'E' ñ C‘ T I TAHFTA r1.- r = I . . . .SÉCUEUA¿JDJTIDAH DH¿H\AEinn_in J- - “Cgbcjlm,rqu,Ab,Abfi
LENA B. 2

L densidad escalar de tipo (0.0) y peso 1. verifica:

;xy,s_ ri. _ L;xr,s. l_y _ L;yr,s_ rxL vs v rs V rs

— 1xa. c L‘“'y+ L’y'“) A“
(LJ (J) V

¡jxy L.
V

D/

En forma similar a la expuesta en el Lemaanterior, se deriva

la expresión CL1.13 respecto de BZyy se evalúa en C 6:; O; 03. La

diferencia respecto del Lema4.2 es que L depende de Aïfi, el cual

varia por un cambio de coordenadas, respecto de BLC.Por lo tanto
se obtiene:

:b t :b .d - LLCóOósxy+LC _ 1+atubc a tvbdc cdb rs utvvdbcrs
+ Ub’cársxyAa = o CLE.1')

OI v bc r

, O sea:

L‘“Y+1/2. [L"‘“"’+ L”"'y+ L‘y""+ L"Y"‘Jr‘ - 12:1.”“r’ +
v l. l. l t vs v r

1.;"'yr" J-o 1./2[L”‘"'+ 1.”"‘JA°‘ = o CL2.2)
V TE Cl Cl V

que, mediante CL1.33 se convierte en:
CIÍ- : . 2 , .A i. i."'ry + Ly”r°‘+1/¿[ny+ LnyA = o

I’É V TS 0! Cl UL’:y- L‘Ïy‘r + LUS V

CL2.33

SEGUNDA IDENTIDAD DE INVARIANCIA DE ET'ÏL) = EÏ‘"CL3Cg ¿g -, t 3UV
F

uv,v uv
LEMA 5.3

rn
ElnCLDdensidad tensorial de tipo €2.13 y peso 1. satisface:

vn ;b , n‘ mn'[E “ “cm + E'“ "°""CL>Jg + E '“YCLD = o (1.3 4)
l l. bv L v '

La condición de invariante de ETnCL)es:
mn N _-' .Nt _ "m

El CLDCguv_gu ,r 3 —EL'ÏL) (1.3.13



E:mnCLDCBqu _BquBv + u v u v . o. u v t a t
I. b cguv' b_c dguv,v CBbBCd+BdeC39uV’AtBbBCrUV+AleCD

l uv_ m n
— AHAV.BLEIt CL) CL3.2)

Se deriva respecto de va y se evalúa en el punto del dominioX

de concomitancia CB”; B” 3 = c .5”; 03-.
x xy x

¡:""""°"’cI.)C<5“c5"s"y a óvóusxy39 + E""“‘°°c1.3csc‘ó‘s.“y = oc1.3.3>l bucd cvbd uv lo vac
O sea:

.k . , ..
(Em“'""'yc1_3 a Emn'by'xCLDDg + Emmxïcu = o (1.3.4)

L L bv l. v

FORMA DE LA DENSIDAD ESCALAR T = Tcr“ -, ° ;F°‘ 3bc bc,d bc

LEMA 5.4

Si T = TU“:l;l"° ;F'B3 es una densidad escalar, entonces, enbc bc,d bc

una variedad espaciotiempo de dimensión n = 4, vale que:
x

T = AgbcdeK a K h + BebcdeK a .K h + C ¿bcdeK a . Fóbcbcadeh bch dee Ó bco.
fix+ D

fix"b
XFóbc = ¿bcdeJrÓ

dodonde . 453" = *Ffibc.F‘xb y donde A. B, c y DC <5 fix

son númerOS real es .

D/

ComoT es una densidad escalar, satisface su primer identidad
de invariancia CcontraidaDCver Lema2.13.

01. . o: o) dx .. - + = - 'x + A + D.Cp n r sDObL _bs ZÁ=1Z°=°Cpkn i J e
0.1..cr [LHÁ ILHK. 60 / _ (2.28)

[ b1. . bs aEÁmi. .,. . mjK-ve Eknu. .,. . "uk-#9]

Aqui p = 1. n = 4. r = s = 0, por lo que vale Comitiendo la

dependenci a funci onal 3:
(A)4T = 1'”er + 2T"‘y'zr" + zfxyr: (1.4.1)

V xy V xy.z w xy

A su vez, Tmyr Tb‘y'z y T‘xy satisfacen sus respectivasv v w

primeras identidades de invariancia (contraídas). Las de T;xy'z y
V
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T son
(I)

2T;xy,z T:xy,z;mnrl + 2T;xy,z;mn,orl + 2T;xy,z;mnF)\
v v L mn v 'L mn,o v X mn

(1.4.2)

af” = 'r;"”"""rL + 2T;"y""“'°rL + 2T”‘”"‘"F>‘ c1.4.3>
o) o.) L mn c.) l. mn,o (o Á mn

Con lo que CL4.13 adopta la forma:
:mn l. 'xy,2;mn,o v L 'xy,z;mn v X= + 4 r

4T Sl rrnh 21M»: l. I-‘>cy,zr‘mn,o 4Tv X xy,z mn

+
c.) X xy mn

que admiten; l. .

donde en SÏmF se han agrupado todos los términosmn
lcomo factor a F al menos una vez.
mn

fxwmmnp, Tuyxmm TDKymmson densidades tensoriales.
v L v X

Entonces. por un cambio de sistema coordenado xL = X;Ü se

tiene:

_1_;x3,t,z;n1n,oCxro ¡,xzra ¡XZFB D = T;xy,z;rnn,oc ra ;ra ;FB 3v L bc bc,d bc v L bc bc,d bc

T;*y'z‘”“cxr° -,>\zr° ;7x2F‘B3 = T“‘"'z""“cr° ;r° ;FB 3v 7k bc bc,d bc v 7x bc bc,d bc
;xy;mn a 2 a 2 f3 :xy;mn a. a f3T CAF ;A.F ;A F 3 = T CF fl" ;F D¿o Á bc bc,d bc ¿o X bc bc,d bc

CL4.5)

_ - . _ __ a o (3Las relaCiones CL4.5) son válidas para todo rbc,rqu y Fbg
En particular para el reemplazo de éstos "por xrbc. AFbcd y

XZFÍ, para lo cual se tiene:C

T;xy,z;rnn,oc)\2rcx ¡Afro 2A4Ffi 3 = .Iny,z;rnn,oc ra 2rd ;Ffi Dv l bc bc,d bc v l bc bc,d bc

y relaciones sinúlares para las dos expresiones restantes.

Inductivamente se prueba, VnáNque:

T;xy,z;mn,oc>\nra _ Zn a _ 2h B = 'xy,z;mn,o q _ o. _ B
v l bc'x r.bcnzi'x Fbc) T'v L Cl“bc'rbcml'FbCD

(y similares relaciones mutatis mutandi).

Sea ahora A = 1/2. Tomando el limite para n——»my teniendo en

cuenta el caracter Ccnde T, se deduce:
ixyflimmo o c 2 . 2 .

Tv l cr‘bc;riacafliïrízïc)= T:yzïmoco;ol’03
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T:xy,:;rnnC c _ e ' {3 = "xy,z;mn . .
A rbc'rbc,d'Fbc) Tv A CO’O’OD

'xy;rnn a a f? -' ;
T'm A crbcrbc'dn-"bca = 7:)" ;“co;o;oa (1.4.6)
1.4.6 implica que los objetos consi derados son densi dades

tensoriales isotrópicas. Noriega muestra [5.8] que se trata de
. . . . h"

comb1nac1oneslineales de productos tensoriales de .5:uk y de 6:.
Por lo tanto, integrando en (1.4.6), recurriendo a un sistema

coor denado geodesi co CFZC 0) y volviendo a CL4.4) , se tiene:
. . . . h. .

T Ashukro. .rb. + BEhLJkrO . b. + C s ultra .FOf
Oh,\. bj,k bh,L aJ,k a ah,L Jk

hLik_.a f3+ _Dafis rm.ij
bcde . . bcde o. h o. 'X ahi.

A; b coKd oh + Be Kb ch- Kd ea. + CaKh'La F
* _

4. D pah‘pí3’_ CL4.?)
GB hn.

Comoesta identidad tiene caracter tensorial vale en

cualquier sistema coordenado.

LEMA5.5

bcde o h bcde a. h bcde o 9‘ Óbc
= _ + . FT A; Kb coKd oh + Be Kb ch Kd oo C68 Kb co

fix+ D
{314)

satisface identicamente las ecuaciones de Euler-Lagrange:
bcE CT) = O (5.11)
bcE CD = O (5.123
Cl

b
EaCT) = O C5. 13)

D/

T satisface (5.11) trivialmente al no depender del tensor

métrico. Usando un sistema coordenado geodésico CF: = O), EbCC'I')C Cl.

tiene la forma:

EbCC'D= «3/3de aT/ar° 3
a bc,d

= _[2A¿hdjkru sb? +2Bshdjkru- Sbc +C shdjkschcl
uh,k o; aJ,1< uh a oh JJ»: ,d
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= 0 (1.5.

_ i hdjk .debido a la anLLSJ.metria de c en todos los indl ces y a

relación C5.05)- Respecto del operador de Euler -Lagrange

C5. 1 3) :

EbC'D = T‘b —cfb'c)a a a ,c
Usando el teorema del reemplazo de Horndeski [4. 5] ,

:b
térmi no Ta es nul o, por depender de A: (y ser O). Entonces:

Eb-cn = 41”“) CLS.a a ,c
= hibc a bcj f3

aca; OMC abans "ij’c
= O

debido a los mismos motivos al udi dos respecto de EbCCTJ.
O

1)

la
en

el

2)
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