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INTRODUCCION

Para un álgebra de Banach A, (al, . .. , a.) una n-upla de elementos de A contenidos

en sn centro y X un A módulo de Banach (un espacio de Benach en el cual ios elementos

de A actuan como operadores acotados), J. F. 'Ibylor definió en [9] una noción de espec

tro conjunto (Sp(a, de la n-upla (111,... ,a.) mediante el estudio de la exactitud del
complejo de Kouul asociado a X y a a, además demostró que Sp(a,X) es un compacto no

vacio de C“ y que posee la propiedad de la proyección. En [10], el mismo autor construyó

el calculo funcional holomorl'oasociado a Sp(a,X); mientras que en [ll], introdujo los con

ceptos básicos de algebra homológica en el contexto de álgebras topoiógicas, los cuales son

usados en [12];para dar una nueva versión del cálculo funcional holomórfo. Por último dicho

autor, extendió en [13]parte de los resultados de [12]al caso de n-uplas de operadores que
no conmutan.

El objeto del presente trabajo es el de dar una definición de espectro para n-uplas de

operadores en un espacio de Benach, las cuales definen un álgebra de Lie,L. Dicho espectro

posee la siguiente propiedad: si L es conmutativa, entonces se obtiene el espectro de Taylor.

Informalmente hablando, sea L un álgebra de Lie, G(L) un grupo de Lie complejo

conexo y simplemente conexo tal que su álgebra de Lie sea L, f un elemento de L‘ y P una

polarización de f, esto es: una snbálgebra maxima]con respecto a la propiedad [([P, Pl) = 0.

Sea U(P) el álgebra envolventede Py si E es un espacio de Benach donde L actúa, entonces

E es un U(L) y un U(P) módulo. Por último, consideremos C(f IP), el U(P) módulo a

izquierda definido sobre C a través de f IP. Entonces E,P y C'(f IP) definen un complejo

de Kossul (E0 A‘IP,d.-_¡),cuya bomologiada los espadas TorWPKE, C(f|P)); como esta
homologiaes independiente (en algún sentido e precisar) de las órbitas por la representación

coadjunta de G(L) en L se define

Sp(L,E') ={a e L‘/Coad(L) : Elf6 a

Ïbr"")(E,C(f|P)) at0}

con lo cual, Sp(L,E) es un objeto geométrico contenido en un espacio de órbitas. En el

caso oonmutativo,L E C“, G(L) = (C‘,+), L'/Coad(L) = L‘, es decir, cada órbita es
puntual, además, si pensamos las n-uplas de números complejos (A) como elementos de L’

se tiene que P = L, U(P) = U(L) = ClX, . . . X.] = P... Por otra parte, el complejoanterior
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coincide con el de Taylor de [12] en el caso conmutativo y su homologia consiste en TorP"

(E, C(A)), de donde obtenemos el espectro usual de Taylor en el caso conmutativo.

Este espectro posee varias de las propiedades clásicas que son compartidas por los

diferentes espectros definidos para teorias conmutativas y las generaliza para álgebras de

Lie de operadores. Entre ellas, es compacto, no vacío y posee la propiedad de la proyección.

Mimaún, Sp(L, E) está contenido en un subespacio lineal de L‘: el de las órbitas singulares

por la accióncoadjunta de G Esta propiedadesfundamentalpara la teoría, pues, permite
considerar al espectro no ya contenido en un espacio cociente, sino como un subconjunto

de la forma {0} x Cn‘k, con dim L2 = k y dim L = n, via un sistema de coordenadas

apropiado. Por otra parte, tanto la propiedad de la aplicación espectral, cuanto el problema

del calculo funcional holomorfo dejan de verificarse cuando L no es conmutativa, es este

último hecho que convierte a la teoría esencialmente diferente del caso clásico.

Los temas tratados se han organizado de la siguiente forma: en el primer capítulo se

enuncian varios de los resultados más conocidos de múltiples áreas que serán usados con

frecuencia. En el segundo capitulo, se define el espectro para álgebras de Lie no conmutati

vas, se demuestran algunas de sus propiedades elementales y su coincidencia con la Teoría

de Taylor en el caso conmutativo. En el tercero, se prueban los resultados característicos de

una teoria espectral, no vacuidad, compacidad y fórmula de la proyección, mientras que en

el cuarto se deducen varias consecuencias de las proposiciones del capítulo precedente. Por

último, en el quinto se trata el problema del Cálculo Funcional holomorfo.
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CAPITULO l

CONCEPTOS BASICOS

LA Algebra: de Lie

LB Algebras envolventes

LC Polariraciones

LD Representaciones

LE Grupos de Lie

LF Espacios homogéneos

LG Algebra exterior

LH Algebra homológica

LI Productos tensoriales topológicos y apacios nucleares

En este capítulo se definirán y enunciarán los conceptos y proposiciones básicos, los

cuales, en general, no pertenecen al Análisis Phucional. Se indicarán fuentes de consulta

para profundizar temas.

LA ucnsnns DE¡JE ([2]).

Un algebra de Lie es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, con una aplicación bilineal

(notada (1,31) -> [z,y]) que define una estructura de K-algebra en L que satisface las
siguientes propiedades:

i) [3,2] = 0

ii) [3, lyfill + lv. [3.31]+ ls. lt, fill = 0

En nuestro caso K = C, y todas las álgebra: consideradas serán de dimensión finita.

Sea h un subespaclo de L, h es un ideal (subáigebra) de L si [L,h]([h,h]) Q h. En

particular para h = L, el ideal L’ = [LL] será llamado el conmutador de L, o su álgebra

derivada. Un álgebra de Lie se dice conmutativva si L’ = 0. Se llamará L"(C*) a la serie
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derivada (central descendente) definida de la siguiente forma: L° = L,

Lk+l = lLkvLkl = Li Ch.“ = lLyLkl) K 2 0

Sean L.- (í = 1,2) dos álgebras de Lie, y sea t un elemento de Horn (L1,.L3), l es un

morflsmo de álgebras de Lie si satisface

¿(hall = Ii(=1),1(=2)l (3- (u = 1,2) en ¿1)

Si h Q L es un ida], el espacio vectorial Llh tiene una estructura natural de álgebra de Lie

tal que la proyecciónde L sobre LIh,lI, es un morfismo de álgebra de Lie.

Si h = L’, entonces LIL’ es conmutativa.

Si E es un espacio vectorial, EndK(E) tiene una estructura de Algebra de Lie con el

producto definido por U,V en End¡.(E), [U,V] = UV —VU. Esta álgebra será notada
por Sea L un álgebrade Lie, un par (E,cp) se dirá una representaciónde L si
p es un morfismode álgebrasde Lieentre L y A E se lo llamaráel espaciode la
representación. En particular si E = L, y p = ad, el morfismodefinidopor ad(:)(y) = Is, y],

entonces (L,ad) es la reprmentación adjunta de L.

Una sucmíón de Jordan Hólder (S = (L.’)05¡5.) de álgebra L consiste de una cadena

de ideales L.-que verifican las siguientes propiedades

i) Lo=0, L..=L (nzdim L)

ü) L Q Li+l

dimL."= Í

Un álgebra de Liese dirá resoluble(nilpotente) si eláste un K en N tal que LHC") = 0;

y completamente resoluble si L posee una sucesión de Jordan Holden Se verifica que una

álgebra nilpotente es completamente resoluble, y a su ves resoluble.

Se tienen las siguientes proposiciones: Sea L un álgebra de Lie sobre K

Proposición l: L es resoluble si y sólo si L2 es nilpotente ([2], V;3).

Proposición 2: Si K es algebraicamente cerrado, e I es un ideal de L, la cual es un álgebra

resoluble, entonces I es miembro de una sucesión Jordan Haider de L ([2], V;3).



Proposición 8: Si K es algebraicamente cerrado, L es un álgebra de Lie resoluble si y sólo

si es completamente resoluble ([4], 1.;3.l4).

Proposición 4: Sea L un álgebra de Lie. Entonces las siguientes condiciones son equiva
lentes

a) L es nilpotente

b) C" = 0 para. lcsuficientemente grande

c) ExisteunenteroK,ta.lquead :¡0...o ad sk =0para z¡,...,zk elentos arbitrarias
deL

d) Existe una. sucesión decreciente de ideales {Li-kgs“... z, tal que L' = L, Lg, = {0},

dimLi =¡)Y[L1Ll'lc L2“ Pm 0 S i S n (lzlswill'

Reondenando la sucesión de la proposición anterior, se obtiene una sucesión creciente

de ideales L.-, 0 51's n tal que Lo = {0}, L. = L y dim L.- = i, como L.- = L},_,-,

la condición [L, g L2“ se transforma en [L,L.-]Q L.-_¡, pues [L,L.-] = [L,L:,_¡] Q

¡IL-¡+1= ¿La-1) = ¡Ii-1

1.3 ALGEBRAS ENVOLVENTES ([3], x11).

Sea L nn álgebra de Lie, se denominará álgebra tensorial de L, T(L) a la. k-álgebn

asociativa.y graduada definida por:

mL) = K, mL) = ¿o L,
¡:1“

con el producto

(X¡@...®X,)-(Y.o:..oY,)=X¡o...@X,ohame};

Sea h el ideal bilátero generado por los elementos de la forma

XGY-YGX-[XJ’], (X,YenL)

Entonces se define como álgebra envolvente de L, al objeto: U(L) = T(L)/h.
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Si (E, p) es una representación del álgebra.L, entonces se dirá.que (E, p) es una repre

sentaciña isquieu'da(da'echa) si p es nn mou'flsmode álgebra:de Lieentre L y

(9L(E)°P) donde op indica el producto T x So, = ST, para S, T elementosde End1.(E),

en tal caso se verifica.que [S,T]°|’ = —[T,

Entonces, el álgebra U(L) satisface la siguiente propiedad: (E, p) es nn espacio de

representación a izquierda (derecha) para L si y sólo si E es un U(L) módulo a. izquierda.

(derecha). Si L es conmutativa, entonces U(L) = C|X1,...,X.] = Pm Además, como

T¡(L) = L, se define una aplicaáón natural s"de L en U(L) que results ser inyectiva ([3],

XflI,3).

Si L.- (i = 1,2) son dos álgebras de Lie, y t nn morfismo de L1 en Lg, entonces l se

extiendeen forma natural a.un morfismode álgebra entre U(L¡) y U(L3), notado U tal
que el siguiente diagnma es conmutativo

La

¡1 ¡2

U(L1) (¡(14)

"(il

El siguiente teorema será de gran utilidad.

'lboromn 5 (Poincaré, Birkhofl', Witt). Ses {1.-}195. una. base de L como K-espacio
vectorial, sea. Y. = i(Y..). Si I es una sucesión finita creciente de enteros no negativos

(a1, . . . ,a,), ee define

Y}= l I: Ó

Y1=Ya,...Ya, siI=(a¡,...,a,),a¡5...Sa,

Entonces el conjunto {Ya} es una. base como K espacio vectorial de U(L) ([3], XIII, 3).

Como consecuencia de este hecho se tiene que si h es una subálgebra de L, entonces

U(L) es un U(h) módulo libre a.izquierda o derecha.

Si L es un álgebra de Lie y f un elementodel dual algebraico (L') tal que [(9) = 0,
entonces f define una representación de dimensión l en k. Luego, por la caracterización
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de U(L), k tiene una estructura de U(L) módulo a izquierda que se notará. KU) y a la

anmentación canónica de U(L) en KU) ee la,denotará 5,.

LC POLARIZACIONBS.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, y B una forma bilineal alternada definida

sobre B. Si w es nn subespacio de V se notará ul al snbespacio ortogonal de w relativo a.

B. Sediráquewesinotrópicosiwa-Lyentalcasodimus í (dimV+dim Vi).

Las siguientes condicion son equivalentes ([4], I, 12):

a.) w es isotrópico maxima!

b) dim w=á-(dimV+dim V1)

c) u Z)ul

cl) w = wi

Si se satisfacen las condiciones anteriores, entonces w 3 V1.

Sea.L un álgebra de Lie, f un elemento de su dual algebraico (f en L‘). Esto define

una forma bilineal alternada sobre L, B,

B; : L x L —r C

mmw=nmm

Una snbálgebra h isotrópica se llamará una polarización, si es maximal, equivalente

mente, una polarización es una snbálgebra que verifica

ï)flMfiD=°
ii)dimh= á (dimL+dile)

Sea L un álgebra de Lie completamente reaclnble y S = (Li)05¡5,. una sucesión de
Jordan Holden

Sea S; la sucesión S,- = (L.-)05.-5,-,esto define para cada. j una sucesión de Jordan

Holder de Lj, sea f.- la restricción de f a L.- y g.-(f) = ker Bb en L.-, g¡(f) = L.-n L},

donde J. se refiere a.la.forma bilineal 3;. Sea PV (f, S) = ELO g.-(f¡),entonces
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Teorema 6. En las condicionesanteriores

l) PV (f, S) ee un mbespacio totalmente isotrópico maximal para la.forma B]

2) PV(f,S) es una snbálgebra

3) I'ma) n L,-= I'm-,55)

4) Dada g en L‘ tal que g(PV(f,S)) = 0, entoncesPVU+ g,S) = PVU, S)

5) Si p a un automorfizmode L que deja estable f y S, entoncesdeja estable PV(f,S)
([1], IV, 14).

LD REPRESENTACIONES([4], V).

Sea L un álgebra de Lie, y h una eubálgebra, sea (amo) una representación de It.

Consideremos a U(L) como U(h) módulo a derecha y sea ind (p, L) el L-módulo inducido

por w: ind (p, L) = U(L) @ w el cual brinda una representación de L.U l

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, y V1 un subespacio de V, sea u en

Endg tal que V1es estable por u. Se considerael escalar

tru —tr(u|V¡) = trVIVl u

Si h ee una subálgebra de L, entonces para todo X en h, se tiene

mm = á tu". adLUÍ)

Entonces 0“, es una forma lineal sobre h tal que 05MB) = 0.

Además si h es un ideal de L, entonces 0:4 = 0 y si L ee nilpotente 05.15= 0 para toda

subálgebra h de L.

Si h es una subálgebra de L y (wm) es una representación de h, entonces para todo X

en h (HX) = p(X)+0L,¡(X)I defineuna representaciónde h en w,y al L-móduloinducido
por (w, ") se lo nota imagen) y se lo llama el L-módulo retorcido inducido por w. Notar
que si L es nllpotente, entonces íïd(qp,w) = ind(p,w).

Si h es una subálgebra de L, u pertenece a U(L) y X es un elemento de h ee define el

producto

u akX = uX- 0L¡¡.(z)u .
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Entonces sobre U(L) existe una única estructura de U(h) módulo a derecha tal que u . X =

u * X y u * l = u, con esa estructura U(L) es un U(h) módulo libre a derecha. Sea

(01,30)como antes, entonces si a U(L) se lo considera con la estructura anterior, resulta

U(L) ®u(h) w E Ed(go,w) como L-módulos.

Se tiene el siguiente teorema

Teorema 7. Sea L un álgebra de Lie, S = (L.-)os.-5,. una sucesión de Jordan Holder, sea

f en L‘ y P =.PV(f, S) entoncesind(f IP,L) e iiid(f, L) son L-módulossimples

LE GRUPOSDE LIE ([15,n]).

Un grupo de lIe será un grupo topológico G, con una estructura de variedad analítica

compleja compatible con la topología de G tal que las aplicaciones

(Zag)’4 zay ((zay)en

z —»z” (a: en G)

son analíticas.

H será un subgrupo de Lie de G si es un subgrupo para la estructura multiplicativa,

posee una estructura de grupo de Lie y es una subvariedad analítica de G.

Esta última condición asegura que la inclusión sea una aplicación analítica y además

su diferencial sea inyectiva.

Con l se notará el elemento unidad de G.

Un grupo de Lie se dirá. un grupo analítico si es conexo. En tal caso se tiene el siguiente
resultado

Proposición 8. Sea G un grupo analítico, y sea U un entorno de l en G. Entonces
oo

G = U U", donde U" consiste de todos los n-productos de elementos de U (U genera G)
n=l

([17IJH)

Dado un grupo de Lie G, el conjunto de los campos vectoriales holomorfos invariantes

a izquierda sobre G posee una estructura de álgebra de Lie, que se denotará g (G) , y se la
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llamará el álgebra de Lie de G. Se tienen las siguientes proposiciones

Proposición 9. Sea G un grupo de Lie y su álgebrade Lie. Entonces la aplicación
X —>X1 (X en es un isomorfismolinealde sobreel espacioT1 En par
ticular dim G = dim Esto permite introducir en T1(G)via el isomorfismoanterior
una estructurade álgebrade Lie,isomorfaa la de

Teorema 10. Existe una correspondencia biyectiva entre subgrupos analíticos de G y las

subálgebras de Lie 9 Esta correspondenciaasocia a cada subgrupo analítico su álgebra
de Lie.

Teorema 11. Sean G,-(i = 1,2) grupos analíticos y sea Aun morfismo de Lie entre 9(G¡)

y 9(G2). Entonces no puede existir más de un morfismo analítico entre G1 y G2 tal que

dH = A. Además, si G1 es simplemente conexo, entonces existe un tal II.

Uno de los elementos más útiles de la teoria de grupos de Lie es la aplicación exponencial,

la cual relacionaG con Se la definede la siguienteforma:

(C, +) es un grupo analítico complejo simplemente conexo, sea z su coordenada usual,

se tiene el operador diferencial E (1' en C) definido en T,(C) (1 en C). Sea X en
9(G), por el teorema ll, existe un únti=ormorfismoanalítico {x de C en G tal que

d

Más aún, la aplicación que envía X en ¿x es una biyecciónde sobre el conjunto de
todos los morfismos analíticos complejos de C en G.

Se tiene la igualdad

Eex(‘r) = €x(tr) (t, T en C)

Entonces se define

expX = (¡((l) (Xen y setiene

Teorema 12. Sea.G un grupo de Lie, su álgebra de Lie, entonces la aplicaciónex

ponenciales analítica entre y G. Más aún, si 9 (G) es la suma directa de subespacios
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lineales h¡,.. .,hs (S 2 l), entonces existen entornos abiertos B.-de 0 en h.- (1 5 i g S)

y de l en G, U tal que la aplicación p(z¡, . . . ,zs) = exp zl ...exp zs es un difeomorfismo
analítico de 31X. . . XBS sobre U.

Teorema 13. Sean G.- (i = 1,2) grupos de Lie y 9(G.-) (i = 1,2) sus álgebras de Lie

respectivas. Sea H un morfismo analítico de G1 en G9, entonces

II exp a:= exp¿11(2) (a:en

Teorema 14. Sea G un grupo de Lie, con álgebra de Lie 9(G), H un subgrupo de Lie de

G y sea N la subálgebrade definidapor H. SeaX en EntoncesX pertenecea
N si y sólo si exp tX es un elemento de H (t en C). Por último, como consecuencia de estos

teoremas, podemos agregar la siguiente proposición

Proposición 16. Sea G un grupo de Lie y su álgebra de Lie. Sean L1 y L2 dos

subálgebras de y G1, G2 sus respectivos grupos analíticos asociados (teorema 10).
Entonces si L1 C L2, resulta que G1 C G2.

Demostración. Es consecuencia de la proposición 8 y de los teoremas 12 y 14.

Sea G un grupo de Lie complejo, y V un espacio vectorial de dimensión finita sobre C.

Una representación de G en V es un morfismo de grupos de Lie entre G y GL(V), esto es

un morfismo H tal que

II : G -—>GL(V)

y satisface las siguientes propiedades

a) 11(1) = 1

b) Hey) = mame) (w en G)

c) Si v e V, la aplicación z —vH(z)v es analítica.

En el caso de los grupos de Lie existe una representación canónica, la representación

adjunta definida de la siguiente manera:
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Sea y en G, la. aplicación iy : iy(1:) = yazy‘l es un difeomorfismo analítico de G tal

que ¡31(1)= l. Entoncesdig, pertenecea Aut la representaciónadjunta de G es la
aplicación definida por

Ad : G —>Aut(9(G)) = GL(9(G))

Ad (z) = (diz)¡, la cual posee las siguientes propiedades

Teorema 16. Sea G un grupo de Lie con álgebrade Lie Entoncesla diferencialde
la representaciónadjunta de G, es la representaciónadjunta de Más aún

Ad(expX)= cadx (z en

En otros términos, el siguiente diagrama es conmutativo

ad

9(G)——-’ End“)
expl exp

G —-——> Aut(L)
Ad

Teorema 17. Sea G un grupo de Lie analítico,con álgebrade Lie H un subgrupo
analítico de G, y X la correspondientesubálgebra de Entonces H es normal en G si
y sólosi X es un ideal en En tal caso, ad (IW = X para todo X en G.

Dada la representación Ad de G, se puede definir la representación coadjunta de G

notada Ad', de la siguiente forma

Ad‘ :G _. GL(g(G)*)

Ad'(9)f = fAdg -1

Por último, se tiene el siguiente teorema. (Tercer Teorema de Lie)

Teorema 18. Para toda álgebra de Lie de dimensión finita L, existe un grupo analítico

conexoy simplementeconexotal que = L ([8],LG, V).
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I.F ESPACIOSHOMOGENEOS ([15], II).

Sea G un grupo de Lie, M una variedad analítica, se dirá que G actua analíticamente

sobre M si existe una aplicación analítica A de G x M en M tal que

A(g,x)=g.x ((g,x)enGxM)

a) 1.X=X

b) (91.92)oX= 911921)

Si se define tg(:r) = 9.2:, tg es un difeomorfismo analítico de M, y se verifica

taba: = ¿91 ¿92

ti = 1M

A M se lo llama un G espacio analítico. Se dice que G actúa transitivamente si existe zo en

M tal que la aplicación g —bg .zo es suryectiva. En tal caso, M es un espacio homogéneo.

Sea M un G espacio analítico y zo en M, el grupo de isotropía de zo, es el subgrupo

Gao = {9€ Glg-zo = zo}

Proposición 19. Sea G un grupo de Lie y M un G espacio analítico donde G actúa tran

sitivamente, entonces Ganoes un subgrupo cerrado de Lie de G.

Teorema 20. Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo de Lie cerrado. Entonces existe

una única estructura analítica en GIH = N tal que N sea una variedad analítica con la

propiedad de que la acción natural deG en N sea analítica. Si M es una variedad analítica
donde G actúa analítica y transitivamente, sea X0 en M. Entonces M es analíticamente

difeomorfa a GIGzo.

Consideremos ahora la siguiente situación. M es un G espacio analítico donde actúa

G, en forma no necesariamente transitiva. Sea X en M y sea G. X = {g . X Ig G G}, a este

conjunto se lo llama la órbita de X. Sea G, el grupo de isotropía de X. Entonces:
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’Iboremn 21. G.X es una subvariedad de M, Gx es un subgrupo cerrado de Lie de G y

G. X es analíticamente difeomorfa a GlGx. Además dim G. X = dim G —dim Gx.

En el caso de la representación coadjunta de G en GL(9(G)’) se tiene lo siguiente

Si f pertenece a. 9(G’)‘ y si B] es la forma bilineal altemada de I —C, entonces

9(Gf) = ker Bf. En particular G] = G si y sólosi f(L’) = 0.

l. G ALGEBRA EXTERIOR.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n, se define el álgebra exterior de V; AV,

como el álgebra compleja con identidad generada por t.-. . . 1., que satisfacen las siguientes
relaciones

(¿Alí=—lels' Isis].an

donde la aplicación (k, t) —v¡mi denota la multiplicación en AV. El álgebra Av es graduada.
fl

Av = ®n‘V, con A'v AA40C Afi'v y cada N’V tiene por base los elementos de la
.=0

forma ‘

(¿AAA-p 15j¡<...<j,5n y A°V=C(e)

¡.n ALGEBRAHOMOLOGICA([3]).

Los siguientes teoremas serán utilizados en varias oportunidades.

Sean A y I‘ dos anillos con aumentación ¿A y sr en los módulos QA y Qr respecti

vamente. Sea IA (Ir) el núcleo de “(cry Una aplicación de anillos aumentada es un

morfismo de anillos tal que MIA) C Ir. Por pasaje al cociente se define un mortismo ú de

QA en Qr tal que el siguiente diagrama es conmutativo

‘A

p’i f; 50W)= pumas)
P ¿Qr (XenQAAen/x)

3P
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Luego gbes un morfismo de A-módulos, si se mira Qp con la estructura de A-módulo

inducida por go. Sea g la función

9 =P®r QA -‘ Qr

9(7®I) = 7(K0(I))

Teorema 22. Si A es un I‘ módulo a derecha, entonces Tor,’,‘(A,Qp) es isomorfo a

Tor]; (A, Qp) si y sólo si

a) g es un isomorfismo

b) Tor,’,‘(I‘,QA) = 0 p > 0 ([3], VIII,3).

Sean A, I" dos k-álgebras y goun morfismo de k- álgebras de A en I‘ (go : A —>I‘). Si e

es una aplicación de I‘ en k, se induce sobre A la aumentación e o cpde A en k.

Teorema 23. Si I‘ es proyectivo como A-módulo a izquierda, entonces Tor3(A,K)

Tor],‘(AA® P, K) para todo A, A-módulo a derecha ([3], X, 7).

¡RTeorema 24. Si I‘ es proyectivo como A-módulo a derecha, entonces Tor,’,‘(A,K)

Tor,1:(A;F ®A K) donde A es un P módulo a derecha ([3], X, 7).

Teorema 25. En las condiciones anteriores, sea A un A-módulo a derecha, C un P-módulo

a izquierda y consideremos a l" como A-módulo a izquierda. y F módulo a izquierda. Si

Tor9(A,I‘) = 0 entonces (p > 0)

Tor"p(A, C) E Torrp(A ®AI‘, C) p e N

([3I,VL4)

1.1 PRODUCTOS TENSORIALES TOPOLOGICOS Y ESPACIOS NUCLEARES ([7],[14]).

Definición 1. Un producto tensorial topológico definido en la categoría, de los espacios

Hausdorfl' localmente convexos, consiste en asignar a cada par (E,F) de dicha categoría,
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otro elementoE51" en la mismacategoría,y una forma bilineal¿“(2, y) = se!) de E x F
en EÓF, separadamente continua que satisíace las siguientes propiedades:

i) El subespacio generado por Im 4»es denso

ii) Para cada aplicación continua, a de E1 en En hay aplicaciones continuas a al

de E¡5F en Eaéi' y, l e a de F5E¡ en F517}?tales que (a Q l)(z s y) = a(z) G y
(l Ga)(z®y) = 1:6 ah).

Dados E, F, G’tres espaciosde la categoria anterior existe un isomorfismotopológioo

entre E5056) y (EÓHÉG‘ tal que z e (y e z) es enviadoa (s e y) e z, con (z,y,z) enExea
iv) Para todo par de espacios en dicha categoría existe un isomorfismotopológico entre

EÉF y F51? tal quereyes enviadoa ys: con(z,y) en Ex F.

De las distintas definiciones de producto tensorial topológico existentes, para nosotros

las más importantes serán las siguientes: el producto tensorial inductivo y proyectivo, con

su correspondiente completador.

Los productos anteriores pueden ser definidos vía propiedades universales.

Definición 2. Sean (E, F) dos espacios vectoriales topológicos Hausdorfl', un producto

tensorial inductivo (proyectivo) es un par (Ego) formado por un espacio Hausdorfi local

mente convexoy una forma bilineal separadamente (conjuntamente) continua, de E x F con

valores en H tal que para todo otro par en las mismas condiciones (G, d), endsteuna única
aplicación lineal continua, h, de H en G tal que h o go= d.

Para ver la existencia y las propiedades de estos objetos se puede consultar ([17], 111,6)

([14], 42,43). Aqui observaremos solamente los siguientes hechos.

Notemoscon048.) el productotensorialinductivo(proyectivo)y con su respec
tivo completado. Entonces

'lleorema 30. Sea E,F dos espadas vectoriales topológicos localmente convexos cuyas

topologías vienen definidas por las familias de seminormas (Papa, (Qp)peg respectiva

mente. Sea Pa G Qp la aplicación (PCIIo Qp)(0) = iniz:f Pa(X¡)Qp(Y,-) con X,- sn E,
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en F y 0 = EXJ- ® Yj en E® F. Entonces el conjunto (Pa ® Qp)(a‘p)EAxB constituye una

familia de seminormas que definen una topología en E ®F (el producto tensorial algebraico),
convirtiendo a este último espacio con la aplicación bilineal usual en un producto tensorial

proyectivo de E y F ([14], 43). En particular

Teorema 27. Si E y F son dos espacios de flechet, entonces E®F es un espaciode Frechet.

Más aún, como en la categoría de espacios de Frechet, una aplicación bilineal es sepa

radamente continua si y sólo si es continua, se tiene

Teorema 28. Si E y F son espaciosde Frechet, entonces EGF = EÉF.

Ahora nos ocuparemos de los espacios nucleares ([14], 50).

Definición 3. Sean E y F dos espacios de Banach y T una aplicación de E en F. Entonces

T se dirá nuclear si satisface la siguiente propiedad: Existen tres sucesiones,una
de elementos de la bola unitaria cerrada de E’, la segunda en la bola unitaria cerrada

de F {Yk}, y por último, una sucesión de números complejos tales que Z IAkIconverge.

Entonces u(X) = ZAkXL(z)Yk.

Dado E un espacio Hausdorff localmente convexo, y P una seminorma continua en E, se

puede considerar el espacio Ep, que está formado por la completación del espacio E/ ker P,

el cual es un espacio cociente con la norma inducida, en consecuencia É, es un espacio de
Banach.

Definición 4. Sea E un espacio Hausdorff localmente convexo, E se dice nuclear si para

toda seminorma P, continua existe otra seminorma Q, también continua tal que Q 2 P y

la aplicación natural de Éq en Ep es' nuclear.

Los espacios nucleares poseen las siguientes propiedades

Teorema 29.

a) Un espacio Hausdorff localmente convexo es nuclear si y sólo si su completado lo es.
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b) Un subespacio lineal de un espacio nuclear es nuclear.

c) El cociente de un espacio nuclear por un subespacio cerrado es nuclear.

d) El producto de espacios nucleares es nuclear.

e) El límite proyectivo de espacios nucleares es nuclear.

f) El límite contable inductivo de espacios nucleares es nuclear.

g) Si E y F son dos espacios nucleares, entonces EÉF es nuclear.

Para tener una mayor profundidad con el tema consultar ([14], 50).
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CAPITULO II

EL ESPECTRO DE UN ALGEBRA DE LIE DE OPERADORES

ILA Preliminares

ILB Definición de espectro

ILC Ejemplos

II .A PRELIMINARES.

En esta sección se probará la exactitud de un complejo, el cual es necesario para la

definición de espectro y nos permitirá mostrar en forma más trasparente la generalización
del caso conmutativo al resoluble.

Sea L un álgebra de Lie resoluble compleja, de dimensión finita n, sea f un elemento de

L" tal que f (L2) = 0, es decir un carácter de L, esto define una. representación a izquierda

unidimensional de L en C. Si U(L) es el álgebra envolvente de L, y C(f) el U(L) módulo a

izquierda definido a través de la.representación anterior, sea 5 (f) la aumentación de U(L)

en C determinada por la acción de U(L):

¿(f)(x) = ¡(2) (I en L)

Se considera el siguiente complejo

(U(L) ® A‘L, 217m) ,

donde Hp_1 : U(L) ® APL —>U(L) ® AP’IL, y satisface

aPIlZÜmío) = ;(-1)'°“(Is‘k - f(zs',.)(3n En).Ivy.):1

+ (-1)'°+‘([Iiuzillz¡. '23».3174,)
15 Sn

si (X.-,-)l 5 j 5 p son elementos de L y (3.-l . . . su?) denota un elemento de APL. El operador

anterior se extiende por linealidad a un morfismo de U(L) módulos.
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Teorema 80. El complejo(U(L)GA‘L, 1-4), es una resoluciónexacta libre de CU) como

U(L) módulo a izquierda.

2mm: Esclaroquecadatérminodelcomplejoesnn U(L) módulolibrea izquierda.
Sea

¡lo : U(L) e A’L —oU(L)

30(3)= z - ¡(2).

luego

¡m¡o = "(LW - ¡(3” (3 enL)

Pero U(L)(a: —{(2)} = ker ¿(fl por ([4], V, 5.18). Entonces el complejo es exacto en el
nivel 0.

Ahora.pmbaremos que 3’ = 0.

En ([3], XIII, 7) se prueba. que el complejo anterior es exacto para f E 0, llamemos d,
al operador de borde asociado al complejo del teorema cuando f E 0.

Sea H el siguiente morflsmo de álgebra de Lie

H : L —»U(L) H(z) = 3+ f(z)l

Como¡(19) = 0, ¡“(2.91) = [m] = [H(10,3 (¡0|

Por la propiedad universal que posee U(L), existe una aplicación de álgebras asociativas,

U(E), tal que

U(H) : U(L) -o U(L)

vanos) = He) (z e L)

Como (-f)(L’) = 0, podemos definir F = z —[(2). Análogamenteencontramos una.U
Pero como U(H) o U(H)(z) = U(H) o U(H)(z) = z con z en L, U(H)U(H) =

U(H)U(F) = lau). Luego(¡(3) es un isomorfismo.

Consideremos las siguientes aplicaciones, (NH),

(¡(H), : U(L) G A'L —oU(L) e A'L

WH), = UU!)o IML,
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donde 1M; denota la identidad de A'L. Claramente U(H), es una aplicación biyectiva de

U(L) módulos para todo p.

Consideremos el siguiente diagrama

U(L)e Atv-2L¿2L vu.) e A"‘L «¿z-I- U(L)o m,
1 ¡“mp-2 1Ü(H)p—l “¡(5%

U(L)e NHL .7? U(L)e NHL TT. U(L)e APL
Como U(H), es una aplicaciónbiyectivapara todo P y ¿,4 od,_¡ = 0, si el diagrama

anterior conmnta tendremosque ¡,4 2,... = 0.

Para verificar que el diagrama anterior es conmutativo basta probar que

“Hb-1 37-1 = ¿ri-¡(“EH y VP

Como todos los morñsmos son U(L) lineales, basta comprobar que

U(H),_¡¡,_¡(z¿¡ ...:.-,) = d,_¡U(H),(z.-, ...z¿,) donde (Kg) l S j 5 P son elemen
tos de L, entonces:

ti¡,_¡U(H),,(z¡l .. .z¿') = d,_¡(1:¡¡ ...z.-,) ,

U(H)p-13v—n(zh---34,)=

= U(H)P-l[lgp('l)j+l(z¡¡ " [(30) <z¡IÏ¡iz¡r)+

_ k+ ' . . . A. "2 .- =
+ |<;5p( l) JazluzUIz‘lz‘hz‘lz')

_ ¡+103 .._ ¡Ü .l .í ü12;}! l) ( )(z., f( Maiz)

+ Z (_l)k+j(lz¡kizíilzílïiiïiiz‘p)15 <J'Sp

dp_¡(z.¡ . . Ja") .

Luego, el diagrama es conmutativo y en consecuencia 3,-.3, = 0. De aquí, (U(L) o

A‘L, 3.4) es un complejo de cadenas de U(L) módulos libres a izquierda.

Para probar la exactitud del complejo en cueatión, ee procederá a seguir la demostración

de ([3], XIII, 7.1) para el caso f .=.0, la cual se adapta a este caso sin variantes.
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Se ha visto que el complejo es exacto para q = 0, ahora se probará que su homologíaes
cero:

H,(U(L) GA'L, 1-.) = 0 q > o

Sea {X3199 una bass ordenada de L, entoncesloselementosde la forma.(3., . . . sm)
definenunabass de A'L (l S a; < < a, S n).

Por otra parte, los elementos de la forma Xp, . . .Xp“ con ¡315 . . . 5 fl... constituyen

una base de U(L), según se vió en el Capítulo I, parte B, Teorema 5. Entonces el conjunto

{Xpl...Xp‘(za¡ ...z..,)} conl S al < < a" fl¡ 5 Sflm,esuna basedeU(L)®AL
como C espacio vectorial.

Sea.F,(U(L)®AL) el submódulo de U(L)®AL generado por los elementos que satisfacen

m + r 5 p. Entonces, en up = F,(U(L) 9 AL)/F -¡(U(L) Q AL) se tiene por bass a los

elementos que satisfacen n + m = p, gracias al lema 3.4 de ([3], XIII), un elemento de la

base up es independiente del orden en el cual se escriben Xp, .. . Xp_ .

La.diferencial a de U(L) 9 AL verifica que

¡(Km...Xp_(z.¡ ...X..,)) =

= Á 0.1)“.th " ‘xfl-Xaa(zaiïaízavl11m

módulo Fm+,_¡.

Luego, los módulos F,(U (L) o AL) son subcomplejos de (U(L) 8 AL, 3') y la.diferencial

inducida en up está dada por la fórmula anterior.

Sea w = E, up, entonces w con la diferencial inducida es isomorfo a la resolución
proyectivade C comoC[X¡ . . . X”) móduloconstruida en , VIII, 4). Entonces H,(w) = 0

para q > 0 y en consecuencia H,(w,) = 0 q > 0, pues la.homologfa conmuta con la.suma

directa. ([3], V, 9).

Consideremos la sucesión exacta

H(F,..¡(U(L) G AL) —>H,(F,(U(L) 8 AL) —vHq(u,) q > 0

entonces H,(F,_ 1(U(L) GAL” —+H,(F,(U (L) GAL) e nn epimorfismo, comoF. ¡( U(L)@

AL) = 0 se tiene que H,(F,(U(L) 3 AL) = 0 para q > 0 y todo p. Pero como U(L) G AL =
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Upr(U(L) ® AL) se sigue que Hq(U(L) ® AL) = 0 para q > 0, con lo cual se termina la

prueba del teorema pues la homología conmuta con el límite directo ([3], V, 9).

Observación. La condición f(L2) = 0 es necesaria, sean 1.3-(i = 1,2) elementos de L,
entonces

a031(21-'52)=(ao((51- ¡(31))(552)- (32 - ¡(32))(31))-(l31,321)) =

=(21- f(11))(22 - N952)- (22- f(I2))(31 - ¡(21D - [21,22]+ ¡([11,221)= flznral

pues en U(L) 2122 —zlzg = [3129], luego 3031 E 0 si y sólo si {(Lz) = 0.

II.B DEFINICION DE ESPECTRO.

En primer lugar, se considera el caso conmutativo con el objeto de “motivar” la gener
alización al caso resoluble.

Sea (E, un espacio de Banach, y AC” el álgebra exterior en n-generadores
(31,...,:¡:n). Sea (al ...a,,) una n-upla de operadores de E, que conmutan dos a dos.

Se define el complejo (E ® A‘C", d,'_1) de la siguiente forma

d,,_1:E® APC" —>E® AIMC"
p

dp_1(e(z¡, . . . su?) = z(—l)’+1ea¡¡(z¡,ï¡¡z¡,,)J=l

Se verifica que dq = 0 con lo cual (E ® A‘C",d¡_¡) es un complejo de cadenas. Una

n-upla a se dice inversible si el complejo anterior es exacto. El espectro de Taylor de a se

define de la siguiente forma

Sp(a, E) = {AE C"/a —A es no inversible}

Este espectro posee la propiedad de la aplicación espectral para polinomios, gracias a

la cual podemos limitamos al caso de n-uplas de operadores linealmente independientes.

Más explícitamente, sea a una n-upla de operadores que conmutan dos a dos, en un espacio

de Banach E. Sean a,-l ...a.-k tales que constituyan una base de (a¡)15.-5,., donde ( )
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designa el C espacio vectorial generado por los elementos (subs-5... Entonces existen n - I:
polinomiosde Cln ...:¡.| de gradol talesque P,(a,-l".th = ¡1,15 e 5 n e ==í¡,...,ík.

Sea p la aplicación polinomial definida por

pzc" 4C”
Mz: mcg) =p.(:¡ ...z¡) “ei, ¿k
p¡¡(z¡...z¡):z,- ¡gjgk

Entonces flag, .. .a.-,.)= a y se tiene que

Sp(aaE)= SPM“. “°a"h)rEl = “Sp(“¡r “‘aïk))El

Luego conociendo .‘.»'p((a.-l. ..a.-,),E) se obtiene Sp(a,E') evaluando aquel en un poli

nomio de grado l.

Este procedimiento permite reducir el cálculo del espectro de Taylor al caso de n-uplas

linealmente independientes, de aquí en mas este será el caso de las n-uplas que se consideren.

Teniendo en cuenta esta observación, estudiemos más detenidamente la definición de

Taylor. Esta definición adolece del inconveniente de no ser geométrica en el sentido de que

no es independiente del subespacio de EU?) generado por a. Más detenidamente, tomemos

el espacio vectorial generado por (a1, . . . ,a.) en HE) y denotémoslo (a), entonces Sp(a, E’)

no es un invariante asociado a (a) pues Sp(a, E) depende fuertemente de a, se tiene que si a’

es otra n-npla de elementos que conmutan dos a dos tal que (a’) = (a), entonces Sp(a’, E)

es en general distinto de Sp(a, E). Por ejemplo, si a es un operador y tomamos r en C,

r distinto de l o 0, sea a’ = ra, entoncesSp(a') = rSp(a). Sería interesante ter una
aproximación geométrica al espectro de Taylor, la cual fuera independiente de la n-upla a y

que estuviera asociadaal subespado (a), a la ves que permite recobrar Sp(a,

Dicha aproximación se puede encarar de la siguiente manera:

Se considerael complejo(E e A'(a),d,_¡(j)) donde f e ((a))‘ E C", d,_¡(f) z
E e A'(a) —vE3 A"‘(a) y si Y.-¡.. . Y.-,denotan elementos de A'(a),

d,_¡e(y¡..4,) = É(-I)Ï+'e(l'¿j -' ¡(“illizhïs'fií'l1:!
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Que (E ® AP(a),dp_1(f es un complejo de Koszul se demuestra en forma usual. En
tonces se define

59((0), E) = {f €(C")'/(E ® Apla),dp—1(f))}

no es exacto

Sp((a), E) es un objeto geométrico contenido en (Cn)' E (a)*.

Notar que si tomamos como base de (a)" a la n-upla (al . . . an) el complejo anterior nos
da

¿io-¡(Delta 'e-ziyl = Z(_1)j+le(ai1'_ fla-‘J'Dlznïiqul ,

de donde se obtiene que f pertenece a Sp((a),E) si y sólo si (f(a.-))15¡Sn pertenece a
Sp(a,

Qué se ha hecho? Dada una n-upla de elementos linealmente independientes que con

mutan dos a dos, se les ha asociado un subconjunto Sp((a), E) de (a)" con la propiedad de

que si a' es otra n-upla de operadores que conmutan dos a dos y tal que (a’) = (a) entonces

Sp((a), E) = Sp(<a'), E), además

Sp(a’,E) = {f(aí-)¡5.-5n,f e Sp((a'),E) = Sp(<a),E)}

Este objeto geométrico, Sp((a), E) provee de una definición intrínseca de espectro asociado

a (a) que buscábamos; Sp(a, E) se transforma en el conjunto de las coordenadas de los

elementos de Sp((a), E) en la base (410199..

En el caso de un operador, nuestro complejo es el siguiente

do(f):E®AlC—iE (fenC')
do(f)e(2) = ¿(z - f(z))

Sp((a),E) = {Ifen C'/d0(f) no es biyectivo} y
Sp(a)E = f enSp((a))E)}

Si r no es l o 0, entonces

Sp(ra, E) = {f(ra), f en 5P((a),E)} = rSp(a,E) 
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En este caso, se ha tomado como base de (a), por una parte, al operador a, y se obtuvo

Sp(a, E), y por otra, se ha usado la base ra y se ha calculado Sp(ra,E). En ambos casos

Sp(a, E) y Sp(ra, E) son objetosdeducidosde Sp((a),

Recfprocamente, dado un espacio vectorial V, de ME), generado por una n-upla de

elementos linealmente independientes que conmutan dos a dos, se les puede asociar el objeto

geométrico Sp(V, E) y como subproducto se obtiene Sp(b, E), cada vez que b es una n-upla

base de V, formada por elementos que conmutan dos a dos.

En estas condiciones, podemos dar la

Definición 5. Sea (E, un espacio normado, y V un espacio vectorial de L(E) de
dimensión finita que tiene por base una n-upla de operadores que conmutan dos a dos.

Entonces Sp(V,E) = {f e V‘/ el complejo (E ® N’V,d,,_¡(f)) no es exacto}.

Se verifica que si (a.-)195,. es una base de operadores dos a dos conmutativos, en

toncesSp(a, E) = “(ams-Sn f e Sp(V, Al objeto Sp(V,E) se lo llamará.el espectro
geométrico de Taylor del espacio V, y si (a,-)es una base de V con las propiedades anteriores,

el espectro geométrico de Taylor asociado a la n-upla a.

Con esta óptica la noción de espectro de 'I‘aylor se transforma en un derivado de un

objeto más básico Sp((a), E) asociado al subespacio (a). Este subespacio tiene como base a

elementos que conmutan dos a dos, con lo cual se transforma en un álgebra de Lie conmu

tativa con la operación usual. La definición de espectro que se dará para un álgebra de Lie

resoluble seguirá el rumbo anterior, generalizando al objeto geométrico Sp((a), E), en este

contexto brinda una noción de espectro de Taylor para n-uplas de operadores que definan

un álgebra de Lie.

Veamos como se realiza.

Sea L un álgebra de Lie resoluble, U(L) su álgebra envolvente y (E, <p)una repre

sentación continua a derecha de L en el espacio de Banach (E, Es decir, goes un

morfismo de álgebras de Lie entre L y E(E)°p donde [(E) denota los operadores acotados

de E y “op” es el producto opuesto en Supondremossiempre que la representación
es fiel, esto es ker cp= 0. Entonces por lo visto en la sección I.B, E posee una estructura

de U(L) módulo a derecha.
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Como el cuerpo de base es C, un álgebra de Lie resoluble es completamente resoluble.

Sea S = (Laos-5,. una sucesión de Jordan Holder de L; sea f un elemento de L“. Dadas

f y S, se construye la polarización de Vergné asociada a f y S, PV( f, S) del hecho

f([PV(f,S),PV(f,S)] = 0, flPV(f,S)) defineun carácter de PV(f,S), vía el cual se
obtiene una representación unidimensíonal de PV( f, S )

P,¡pv'(¡,s, A= f|PV(f,S)“-‘)" (Aen C, P en PV(f,S))

quesedenotaráC(f|PV(f,

Esto permite dotar a C de una estructura de U(PV( f, 5)) módulo a izquierda que

extiende la acciónde ¡[Pl/(f, S), con aumentación €(flPV(f, 5)) (Capítulo I, Parte B).

Sea ind(f|PV(f,S),L) el módulo inducido por la representación (C(f|PV(f,S)),

fIPV(f,S) dePV(f,S)

¡Bámemx L)= U(L) ® emm/(mn
UIPVU,S))

donde la estructura de U(L) como U(PV(f,S módulo a derecha es la explicada en la
sección LD.

Como fIPV(f,.S') es un caracter de PVU, S), estamos en las condiciones del Teorema

30 y podemos construir una resoluciónexacta libre de C(f|PV(f,S)) como U(PV(f,S))

módulos;denotémoslapor Res(C(f]PV(f,S)), U(PV(f,

Como U(L) es un U(PV(f,S)) módulo libre a derecha, con la estructura de I.D, al

tensorizar a Res (C(f|PV(f,S)), U(PV(f,S)) por U(L) sobre U(PV(f,S)), nos queda
una resoluciónexacta libre a izquierda de f |PV( f,S ), L) [3,II,6],que se denotará Res

(iïáUIPv(¡,si.L). U(L)).

Si tensorizamos la resolución anterior por el U(L) módulo a derecha E, la homologia del

nuevo complejoconsiste en los espacios: Tor-¿”LJ(E, i;d(f|PV(f, 5)), L) es decir H,(E®U(L)
Res(¡ïá(fIPV( f, S),L), U(L))) = TorE‘“(E,iííi(f|PV(f,S),L)). Por último,sea G(L)
el grupo de Lie conexo y simplemente conexo asociado a L, y sea Ad’ la representación

coadjunta de G'(L) en L“.

Ahora estamos en condiciones de definir el espectro. El espacio de órbitas por la repne

sentaciú coadjunta se notará L“/ A‘d(G’(L)).
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Definición 6. Sea L un álgebra de Lie resoluble, S = (L.-)05¡5,. una. sucesión de Jordan

Haider de L, y (E, go)una representación continua a derecha de L. Entonces el conjunto {a E

L*/Ad'(G(L)) | 31 e a con la propiedadTorE‘WEJïíunPi/(f, S), L) ae0} se llamará el
espectro del álgebra L, que actúa en E relativo a la sucesión S, y se notará Sp(L, E, S)

59(L, El S) = {a E L'/Ad’(G(L)) |3f E ar:7'0',É’("'(15',¡ÏÏÉUIPVUZSLL)7É0}

Definición 7. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, p) una representación continua a

derecha de L.“ Denotemos por a(L, J H ) el conjunto de las sucesiones Jordan H6lder de

L. Entonces a USEO(L__JH)SP(L,E,S) se lo llamará el espectro de L que actúa en E y se

denotará Sp(L, E)

SP(L! E) = US€0(L.JH)SP(LyEaS)

Antes de pasar a la definición 8, se convendrá. que una órbita de G(L) en L’ se dirá

singular si es puntual, esto es a = {f}, f en L’. Por lo visto en LF, se sabe que la órbita

de f es puntual si y sólo si f(L’) = 0.

En tal caso, para toda sucesión de Jordan Holder, PV(f,S) = L, y en consecuencia

iïcunrvu,s),L) = vu) en.“ CU)= cm.
Luego,el L-móduloflPVU', S), L) es independientede S cuando L es singular.

Definición 8. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, sp) una representación continua a

derechade L. Alconjunto en L’/Ad"(G(L)), {f} órbitasingular/ Targu')(E, C(f))
96 O} se lo llamará el espectro singular del algebra L, la que actúa sobre E y se notará.

Sp(L,E,SING)

SP(L,E,51NG)={{Í}€ lI'/A<1(G(L)).{Haintmlímr/1"<W{Í”"(E.Ü(f))aé0}

Notar que

sp(L,E)3 n Sp(L,S,E)DSp(L,E,SING)
SEalLJH)

La definición de Sp(L, E, S) depende de un representante en cada uno de sus elementos,

veremos que dicha definición es en realidad independiente de la elección de un representante.

31



Proposición 31. En las condicionesde la definición 6, sea a nn elemento de Sp(L, E, S).
Entoncespara toda f pertenecientea a, se verificaque Torg(L)(E,f|PV(f,S),L)) e
TO'U‘PV"'S”(E.CUIPVU, 3))

mmm: Seaa una órbitapor la representacióncoadiuntade G(L) y f uno de sus
elementos. Consideremos los anillos A y I‘ definidos por A = U(PV(f,S)) I‘ = U(L), con
mutacionescmww» = QA¿A= ¿(nmnsn pm Aeiïámmmm =
(¡(5) ®UíPVU-S))CUIPVU, 5)) = QA

€p(u)=u®1 u en I'=U(L)

U(L) posee una estructura de U(PV( f, S)) módulo libre a derecha, única con respecto

a la propiedad

a) u ¡kl = u

b) un:h = u.h —aL¡pv(¡,s)(h)u, para u en U(L) y h en PV(f,S) (LD).

Sea gonn morfismo de anillos definido por

p:A->I‘ 1p()«)=ltu\, pverifica

s00) = 1

WI) = h - 0L|Pv(¡.s)(h) h en PVU. S)

Al demostrar la exactitud del complejo definido poco antes del teorema 30, se vio que ker

¿A= ker ¿'(f|PV(f,S)) = U(PV(f,S))(z —flPV(f,S)(:I:)) con a:en PV(f,S). Entonces
p(ker 6A)g ker ¿r si y sólo si

¿AMI - flPVU, SMI)” = 0

pero ¿HMS —f|PV(f,S)(3)) =

= ¿’r(l*(z - flPVU, S)(I))) =

= (l 11(5:—fIPV(f,S)(z)) GI =

= l® (a:- flPV(fa SKI”) =

= m ¿Hz —npvu. S)(z))= 0
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Luego ker 6p D go(ker Ep) y entonces estamos en las condiciones del teorema 22 (sección

LH).

Sea gbel morfismo definido por pasaje al cociente de (p

tbi lelPV(Í,S)) —’U(L) ®U(PV(LS))G(ÍIPV(Í,S))

Sea P en PV(f, S) tal que €A(P) = 1, entonces

10(1)= WMP” = ¿'wU’)

=€p(1*P)=1*P®1=1®¿‘A(P)=1®1

Sea g el morfismo definido en el mismo teorema

g : I‘ ®A QA —>Qp o equivalentemente g : U(L) ®U(pv(f's)) C(f(PV(f,S)) —>

U(L) ®U(PV(],S))G(ÍIPV(Í,S))'

g(7® 2:)= '1®1p(z), luego g('7® 1) = 7Q l, es decir g es la identidad de Qp. Pero como

U(L) es un U(PV(f,S)) módulo libre, se verificaque TorgPVU’S)(U(L),C(f|PV(f,5)) =
0, luego por dicho teorema

TorU(PV(¡'S))(E,C(f|PV(f,5)) e Tor”(“(E,iï171(fIPV(f,S),L)),

para toda f en a.

Proposición 32. En las condiciones de la definición 6. Si a es una órbita por la repre

sentación coadjunta de G(L) y f un elemento de ella, entonces

TorH‘PV"'S”(E,G(fIPVU,S))) e

Tor"(PV(!°Adv"'S)(E, C(f o Ad g‘1|PV(f o Ad g-I ,5))

para todo g en G(L).

Demostración: Sea f perteneciente a a y f oAdg“, con g en U(L), como la sucesión S está.

formada por ideales, Adg‘1(S) = S pues Adg‘¡(L.-) = L.- 0 5 i 5 n (Teorema 17, LE).

Esto nos permite calcular PV( f o Adg‘¡,S) y se verá .que PV(f o Adg‘1,S) =

AdgPV(f, S Por la construccióndel Teorema6 sabemos que PV( f Adg‘1 , S) = Z: g,-(f o
¡":0
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Adgf‘), donde g.-(f o Adgïl) = ker B(f o Adg‘l).- y B(f o Adg‘1)¡ es la. forma bilineal
asociada a f o Adg‘l restringida a L.-,con lo cual

PV(f oAdg’1,S)= ÉUI e L.-/f oAdg-1([X,L.-])= 0}¡:0

Sea X en L,- tal que f o Adg"([X,L,-]) = 0, entonces f([Adg“(X),L.-]) = 0, pues

Adg‘lL.- = L.-, luego Adg—1(X) pertenece a {Y e L.-/f([y,L.-]) = 0}, de aquí g,-(fo

Adsïl) S Ads(9¡(f))n Como (f ° Ads“) Ads = f, 9.-(f.-)= 9.-((f ° Ad8_l)Ad8)i S
Ads(9i(f ° Ads“)¡)- Luego

(Ad8_1)9(f¡)C (9¡(f° Ads").

y en consecuencia

9¡(f ° Ada") = Ads(gi(f¡)),

de dondePV(f o ¡Mg-1,5) = Adg(PV(f, LlamemosP1(Pg)a PV(f,S) (PVIf o
Adg’1,S)), entonces Adg P1 = P2. Se probará. que

TorU(P‘)(E,C(ÍIP1))e TorU‘P"(E,leads"|P2)

mediante el teorema 22 de LH.

En este caso A = U(P¡) y P = U(Pg), go= U(Adg), donde U(Adg) designa al morfismo

Adg extendido a las correspondientes álgebras envolventes.

Los correspondientes módulos aumentados son C( f |P1) = QAy C(f o Adg"l IPg) = Qp

con las aumentaciones ¿A= f|P1 y ¿p = f o Adg‘lng.

De la exactitud en el nivel cero del complejo definido poco antes del teorema 30 se sabe

que

ker ¿A = U(P1)(X— f|P¡(X)) (X en P1)

ker ¿r = U(P2)(Y —fo Ads-ly) (Y en Pg)

Sea y en Pg, entonces y = Adg X, además

y - f ° Ads-‘31= Ads X —HX) = U(Ads)(X - f(X))
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De aquí se deduce que

ker 5p = U(Adg) ker ¿A

y estamos en las condiciones del citado teorema.

Sea ¡b el morfismo definido por pasaje al cociente de go

WC(f|P1)-* CU ° Ads-WB)

Sea 1 en A, entonces ¿(1): 1 y

«¡(1)= ¿(ÉAU’D= €rU(Ad81)= €r(l) = l,

luego Ml) = l.

Por otra parte, C(f o Adg’l ng) mirado a través de U(Adg) es C(f|P1).

Sea.X en D, entonces

XU(Ads)1=5r((U(Ad810)) = ¿ruda X) =

= fo Ads-‘AdgX = HX) = quanl

Luego w es la identidad de C( f |P¡). Sea.g el siguiente morfismo

9=U(Ad8P1)®U(Pi)C(fIPI)-' C(f° Ads-WH)

9h ®1)= '7U(A¿zm1

g es un morfismo suryectivo de U(Adg P1) módulos.

Sea 7 en U(Adg P1) tal que

0 = g('1®.1)= '7U(AdgP1)1 = 51‘“)

Entonces 7 pertenece a ker 5p = U(Adg) ker 5A.

Sea r) en ker 5p tal que 7 = Adgr], entonces 7®1= Adgr) ®l = 1.Adg1¡ ®l =

1o €A(n)1 = o.

Luego g es un isomorfismo.
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Por último, U(Ang¡) mirado como U(P¡) módulo a través de p = U(AdgP3) es un
U(P¡) módulo libre de dimensión 1, en particular

TWWF,QA)= Tor" ‘P" (Ú(P2).C(ÍIP1)) = 0

Entonces, por el teorema 22

TOTU‘P"(E,C(ÍIP1))E TOT“?"(15.CU ° Ads-‘lPall

Proposición 33. En las condiciones de la.definición 6, sea a una órbita. de G(L) por la
representación coadjunta, y [1, f3 dos elementos de ella. Entonces

Tor"(“(E,iïáUn|PV(fnS). L)e Tor"‘“(E,iïaïanIPVUmS),L)

Demostmióg: Como G(L) actúa. tmusitivameute sobre a, sea g tal que f1 = f2 o Adg".

Entonces por las proposiciones 31 y 32 se tiene

Torm’w, iïïa(f1lPV(f.-9),L» e TorU‘PV<"8"(E,c(nIPV(I.8))

e TO'U‘PVU"S)(E,CUflIPVUm-S'”e T“U(L)(Evi;a(filpv(hrs)nL”

Corolurio 34. Eh:las condiciones de la definición 6, si a es una órbita por la representación

coadjunta de G(L), y dos elementos de ella, f1, f3, entonces

Tor”“"(E,17n71(fanV(í,S),L) aeo (= o)

si y sólo si

Tor"<“(E.iiE1(;aIPVm, s), L) aeo (= o)

Este último corolario muestra que la definición 6 es independiente del representante

elegidoen la órbita. Más aún, de aquí también se deduce que no pueden haber dos elementos

en una órbita tales que pura.uno de ellos los espadas Tor sean nulos y para el otro no.

En consecuencia, la.definición 6 puede enunciaree como sigue
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Definición 6’. En las condiciones de la definición 6

Sp(L, E, S) : {a e L/Ad‘(G(L))|Vf e a

TorU‘WE,iïEIUIPVU,s),L) véo}

Como corolario de las proposiciones anteriores se tiene

Corolario 35. En las condicionesde la definición 6, sea a una órbita por la representación

coadjunta de G(L), y S una sucesión Jordan Hólder de L. Entonces a pertenece (resp. no

pertenece) a Sp(L,E) si y sólo si para todo elemento f1 de a f |PV( f, S) pertenece (resp.

no pertenece)a Sp(PV(f,S),E,SING).

Demostración: En las hipótesis de la proposición 31 y del corolario

TorWL)(E,¡ïá(f|PV(j,S),L)) e Tor”(PV("S”(E,G(fIPVU,S)))

Corolario 36. En las condicionesde la definición 6. Si a es una órbita por la representación

coadjunta de G(L) y S una sucesión de Jordan Hólder, sea f en a tal que PV(f, S) = P es

un ideal de L. Entonces a pertenece (resp. no pertenece) a Sp(L, E) si y sólo si para todo

elemento g de a gIP pertenece (resp. no pertenece) a Sp(P, E, SIN G).

Demostración: Sea f en a tal que PV( f, S) = P. Por la primera parte de la demostración

de la proposición32, sabemos que PVU o Adg‘¡,S) = Adg(PV(f,S) = PV(f,S), pues
este conjunto es un ideal de L (teorema 17).

Como G(L) actúa transitivamente sobre a, PV(g, S) = P para toda g en a. Luego el
corolario 36 es una consecuencia del 35.

Estos dos corolarios permiten simplificar el problema de la determinación de los ele

mentos de Sp(L, E), pues lo reducen al caso de órbitas singulares en álgebras apropiadas.

Veamos como se realiza. Por simplicidad, supondremos que tenemos una órbita singular de

37



toda el álgebra. El teorema 30, nos provee una resolución exacta. libre de U(L) módulos de

CU). Tensorizando por el U(L) módulo a derecha E se obtiene el complejo (EQAP L¡, dp_¡)

dp_¡1E®/\PL —.EQAP-‘L
P

dp_¡(z,-, ...z,-,) = z:(—l)j+'e(z,-¡ - f(2¡¡))(z,-,í’,-,.z¡,)
.=¡

+ g (-l)k+le<[zínzír]zínïíhïfizíp)IS < Sp

Y Tor"("'(E.C(f)) = H(E® A“adn-1)

Es decir, {f} pertenece a Sp(L, E, SIN G) si y sólo si el complejo anterior no es exacto.

Con respecto a las sucesiones de Jordan Holder, son introducidas para poder trabajar

con las polarizaciones, las cuales nos permiten siempre restringirnos al caso de órbitas sin

gulares, mientras que los módulosind(f|PV(f, S),L) reemplazan y generalisan alos CU),
que corresponden a las órbitas singulares.

El interés en las órbitas singulares es fundamental en la teoría, ellas poseen múltiples

ventajas, están contenidas en un espacio lineal (L’i) son órbitas puntuales, y el módulo que

definen es fácil de manejar, más aún, en el caso conmutativo, como veremos, todo se limita

a la parte singular. Por último, es necesario recalcar, que la definición de espectro no es

independiente de la representación gode L en E, si ésta ha sido incorporada en el símbolo

que denota al objeto de la definición 6, es solamente por brevedad, y en cada caso particular

será explicitada.

Veamos que sucede con la noción de espectro en el caso clásico. Sea a una n-upla de

operadores que actúa en un espacio de Banach E, los cuales conmutan dos a dos y son

linealmente independientes.

En estecaso L = (a), p = ¡“un la inclusión,U(L) = C[X¡, . .. ,Xn] = P... ComoLes

conmutativa L’ = 0 y todo elemento de L' es singular. LuegoSp(L, E) = Sp(L, E, SIN G).

Mirando el complejo que describimos anteriormente, a través del cual se determinan las

órbitas singulares, nos da en el caso conmutativo: (E G APL, dp_¡)

dp_, : EG API, —.Es AP-‘L
P

d —¡ ¡.m í, = -1 ¡+1 ¡,-- i, nf}, r,
P ¿(z z l 1:2} ) ¿(1 ¡(z )( z I l
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de donde Sp(L, E) = {f e L*/Tor3(“(E, C(f)) aeo}.

Este conjunto coincide con el definido al comienzo de la sección A, el espectro geométrico

de Taylor del espacio vectorial L, lo que nos permite recobrar la noción usual en el caso con

mutativo y enunciar el siguiente resultado

Proposición 37. Sea a una n-upla de operadores que conmutan dos a dos en un espacio

de Banach E. Entonces si L es el álgebra de Lie conmutativa generada por a : L = (a) se

verifica que Sp(L, E) es el espectro geométrico de Taylor de la n-upla. Más aún, Sp(a, E) =

{f(a.-).-5,-5,.fE Sp(L, En particular,

Proposición 38. Si E es un espacio de Banach y a un elemento de E, entonces Sp(a) =

{f(a),f GSplall

La aproximación al espectro via el complejo de Koszul permite mostrar en forma más

transparente la generalización realizada. En el caso conmutativo, todas las órbitas son

singulares y la homología del complejo da los espacios Torp " (E, C( f )), los cuales brindan el

espectro de Taylor ([12],4). Este complejo se generaliza a las órbitas singulares, dando como

homologíalos espacios TorU(L)(E,C(f Por último, la determinación de los elementos del

Sp(L, E) viene dada por una variante del complejo anterior, relativa a una subálgebra de L.

Por último, recordemos que en el caso conmutativo, partimos del espectro de Taylor

y se definió el espectro geométrico, cuya generalización está dada por el objeto Sp(L,
Análogamente, a partir de este conjunto podemos definir otro, cuya relación con aquel es

semejante a la existente entre el espectro de Taylor y el espectro geométrico.

Más precisamente, sea L un álgebra de Lie y (E, go) una representación continua a

derecha de L en E. Sea {X.-}(l 51's n) una base de L, go(X,-)l 5 i 5 n una base de go(L),
entonces

Definición 9. El espectro singular de la n-upla {X,-}es el conjunto

{f(X.-), f e Sp(L,E,SING)}

y será notadopor Sp(E, (X0199).
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Se deduce de la definición 9, que en el caso conmutativo, este conjunto nos brinda el

espectro de 'Ihylor de una n-upla de operadores que conmutan dos a dos.

II.C EJEMPLOS.

En esta sección se calcularán varios espectros de álgebras de Lie no conmutativas.

En primer término, se estudiará el álgebra Gg, la cual es la única álgebra resoluble no

conmutativa de dimensión 2. Posee la siguiente estructura

G2 = Ch!) ® C(I)

y [w] = y

Proposición 39. En U(G3) se tienen las identidades

[2,y"! = "y"

Demostración: Por inducción en n, n = l, es la definición de G2.

Supongamos [X, Y"] = ny", entonces

xy“ = zy"y= (W‘ + y"z)y

= ny"+1+ y"(zy) = ny“ + y"(yz + y)

de donde

[X,Y"“l = (n +1)y"+*

Corolario 40. Sea (E, un espaciode Banach, y (E, 4p)una representación a.derecha

de Gg, entonces go(y) es nilpotente.
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Demostración: Por lo visto en LB, E es un U(L) módulo a derecha, sea {5la acción de U(L)

en E, entonces

WM" = "¿(y)" = "¿(y") =

= HX, Y"! = [s3(z)s5(y")l°"=

= Mz), 5°(y)"l°"

Entonces ngo(y)" = [p(z), p(y)"]°P si y sólo si mp(y)" = go(y)"go(z)—p(z)p(y)", tomando

II II en ¿(El

nIlsp(y)"|| S 2||<.0(y)"ll "90(5)" 

Como 50(2)es un operador acotado, resulta My) nilpotente.

Para la próxima proposición, supondremos por simplicidad, que el álgebra G9 está

definida por operadores de un espacio de Banach E y que la representación es la inclusión

‘P= iGa.B(E)°"

Como [X, Y]°P = y, se deduce que [X —AI,y]°p = y, de aquí

(X- “(Im y) S Imy

(X-A)kerygkery,

entonces se pueden considerar los conjuntos {A e C/r —A no es biyectivo en E/Im y}, y

Sp(X,ker y), donde I denota al operador cociente de X en el espacio E/Im y.

Proposición 41. Sea E un espacio de Banach, z,y dos operadores de E linealmente

independientes tales que IX, Y]°p = —[Y,X] = y. Entonces si L es el álgebra de Lie generada

por X e Y (L = C(y) ® C(z)), Sp(L, E) carece de órbitas no singulares y Sp(E, (y,z)) g

{0} x (Sp(z) USp(z) —l). Más aún

Sp(E, (y,z)) = {0} x {Ae C/ï- Ano es biyectivo}U {0} x Sp(z,ker y)

Demostración: Veamos la primera parte, sea S = (Laos-52 una sucesión de Jordan Holder
de G9, entonces Lo = 0 L2 = G2 y L es un ideal de dimensión l de G2.
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Sea z = aly + (1217tal que L = C(z). Entonces

[yez] = —a2[z,y] = -a2y

[15,3]: allzyyl = “11/

Como z no es cero, existe i = 1,2 tal que a,- no es cero, luego por ser L1 un ideal, y

debe pertenecer a L1, luego L1 = C(y).

Entonces existe una única sucesión Jordan Holder de L,

Lo=0 L1=C(y) L9=L=G2

Sea f un elemento de L" en la base dual de {y,z}, f posee la siguiente expresión

f = A1.st+ A2]: con fy(y) = 11 Mi?) = o;

fzw):0
¿(3) :1

Veamos las órbitas singulares: f es singular si y sólo si f(L2) = 0, si y sólo si f(y) = 0,

si y sólo si A1 = 0. Luego las órbitas singulares son de la forma {Afx}.

Si f es tal que A1no es cero, entonces f pertenece a una órbita no singular. Calculemos

las polarizaciones.

Si f es singular PV(f, S) = L = G2. Si f no es singular, entonces

2

PV(f,S)=z;9i(f)e COD9s'(f)=
= {Ue Lí/f([wch'l) :0}

90(f) = L0 = 0

91(f) = {wE LI = C(yl/fflwcLll) = 0} = L1

=C(y), pues [mi =0

92(f) = {Ue G2/Í(l“cG2l) = 0}

pero ¡(Im/I) = f(y) = Acaeo, luego gsm = C(y), y en consecuenciaPV(f, S) = C(y).

42



Veamos que SP(G2, E) carece de órbitas no singulares.

Si a es una órbita no singular, y f un elemento de ella, se tiene que A1760, pues a no

es singular, y en tal caso PVU, S) = C'(y).

La pertenencia de a depende de ls no nulidad de los espacios

Tormflw.¡Emmnsnan

por el corolario 35, basta estudiar los espacios

TWU‘W”'S”(E,C(IIPV(L5)),

en tal caso se tiene el complejo

0->E®A'C(y)4-. E—»o
doom = su - ¡(un = CU - A1)

Pero estamos en el caso A19€0, como y es un operador nilpotente, Sp(y) = 0. Luego, para

todo A19€0 el complejo anterior es exacto y en consecuencia

0 = Tor”"Ï'"*s”(E,C(IIPV(f.8)) e
e Tor”<G'>(E,iïíiUIPV(LS),Ga)

Luego Sp(Gg,E) carece de órbitas singulares. De donde

SPM, E) S L" = UML °—‘{0} X CUz)

en la base dual de {y,z}.

Veamoscuáles de las órbitas singulares forman parte del espectro, las cuales determinan

a su vez,Sp(E, (y, SedebenestudiarlosespaciosTor”“”’(E, C()’))con f = AI,

El complejo de Koszul es de Informa

o —»EGA’G, JL. EeA'G, —“°—.E—+o

¿03M = e(y- ¡(30) = e.

doce) = se —¡(sn = e(=- A)

¿"(231)= e(v- f(v))(=) - e(z - f(=))(y)

- ellml) = -e(z - A- l)(y) + avis)
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y se tiene

Tor3’(G=)(E,C(f)) = E/Im do

Tor?(“(13, C(1)) = ker do/Imdl

Torá’WE,cm)

Supongamos que Ay) + l no pertenecen a Sp(a:). Entonces se construye el operador de

homotopía S = (5.10951

sus) = en - A)“ (z)

516w)= -e(z - A- l)"(yz)

Sl (e(z)) = 0

Debemos verificar que se satisfacen las ecuaciones

_¡dm_¡=3m=0,l,2

dOSoe = do(c(z —A)’1(z) = ¿(1: —A)’1(z —A) = e

d¡S¡e(z) + Sodoe(z) = Sodoe(z) =

= 5030!:- f(z)) = e(z —A)(z —A)“(z) = e(z)

¿13149) + Sodo€(y) =

= d1(-e(z - A-1)'l(yz))+ Soey=

= e(z - A-1)-*(z - A—1)<y>

- e(z - A- l)“y(z) + «es/(z- J‘)’l (I)

= e(y)+ (-e(= - A- 1)"y + ey(z- A)”)(z) = e(y)

pues

(z —A - l)‘ly = y(z —A)’1 si y sólo si

y(2-Á)=(3—Á—l)y siysólo si

yz=zy-y siysólosi
y = [w]
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S¡d¡e(yz) = Sl(-e(z —A" 1)(!l))+

+ ey(z)) = -51€(17- A“1)iy) =

= e(z —A —l)(z —Á - l)“(yz) = ¿(y-'17)

Entonces se ha probado que

{0} ><SW)” n{0} X (SW) - 1)” Q SNE, (11,15)),

o equivalentemente

SNE, (102)) S {0} X(SP(1’)USP(17)-1)

Veamos la segunda parte.

Se verifican las siguientes igualdades

Imdo = Imy+ Im(z —A)

ker do = {(a, b) e E®A1L/ay+ b(a:—A) = 0}

Im dl = {(—c(a:—A- l),c(y)/c e E® AQL}

ker dl = ker y nker(z —A—l)

Luego

i) TorgiL)(E, C(Af,)) = 0 si y sólo si E = Imj + Im(z —A), si y sólo si I- A es suryectiva

en E/Im j.

ii) Torg(L)/E, C(Af,)) = 0 si y sólo si z - A—l es inyectivo actuando en ker y.

Por último: TorÍI(L)(E, C(Af,)) = 0 si y s’olo si

a) 1' - A es inyectivo i

b) 1: —A — l es suryectivo

Supongamos que Tor{¡(L)(E,C(/\f,)) = 0

para a), sea b tal que (1' —ME = 0, entonces existe a en E tal que (a: —A) = y(a), o

equivalentemente y(—a) + (1:—A)b = 0. Entonces do(—a, b) = 0.
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Como ker do = Im dl, existe c en E tal que (-a,b) = (—c(z—A—l),c(y)) en particular

b = cy, luego 5 = 0 y I —A es inyectiva.

para b), sea V que pertenece a ker y, entonces do(V,0) = 0, como ker do = Im dl, existe c en

E tal que (V,0) = (—c(z—A—1), cy), luego y(c) = 0 y c pertenece a ker y. En consecuencia

z —/\ —l es suryectivo desde ker y y en ker y.

Recfprocamente, sea (a, b) en ker do, entonces ay + b(z -—A) = 0, luego (1'- A)5 = 0 por

ser I —A inyectivo, resulta que existe c en E tal que cy = b. Además

0=ay+b(z—A) =ay+cy(z—A)

=ay+c(z—z\)y—cy=ay+c(z—A— l)y

=(a+c(z—A-1))y,

sea w = a + c(z - A- l). Luego w pertenece a ker y, por ser a:—A—l suryectivo, existe V en

ker y tal que a+c(z—z\—l) = V(z-A— l), luego a = (V-c)(z—¡\— l) = -c(—V)(z-A— l).

ComoV . y = 0, se tiene que (c-V)y = cy = b, luego(a,b) = (-(c-V)(a:—Á-l), (c-V)y) =

d¡((c —V)(yz)). En consecuenciaker do = Imdl y Tarile)(E,C(Afz)) = 0.

Se ha probado que

Sp(E,(y,:1:))C = {0} x {A/I —A es biyectivo} n {0} x {A}(Sp(z,ker y) —l)C

equivalentemente

Sp(E,(y, 12))= {0} x {A/r- A no es biyectivo} U {0} x (Sp(a:,ker y) —l)

Veamos un ejemplo en E = C”.

La condición [2, y]°P = y es equivalente a [y, z] = y.
O 1 1

Sean a = ( 2) b = ( l 1) dos operadores definidos sobre la base canónica,10
’ -¿ —¿

L _¿) ab=(1 1)!2 2 5 í

5entonces

1 l . . .

de donde lb,a] = ba-ab = g 1 1 = b. En consecuenc1a, el espac10vector1al C(b)®C(a)

8' ||
A

¡op ¡gp

brinda una estructura de lgebra de Lie de dimensión 2 isomorfa a G2. Se la considera

contenida en E(C’)°P, y goserá. la inclusión cp= iGmuCa)».
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Se tiene que b(l,0) = (l, —l) = b(0, l), luego Im b = ((1, —l)), además ker b = ((1,-1)).

Con respecto al operador a, se tiene: Sp(a) = {ii}, y a(l,—l) = ¿(1,1), a(l,—l) =

—%(l,—l). Luego a|((¡’_¡))z = —áz, en consecuencia Sp(a,ker b) = {—% .
Como ((1,-1)) e l, 1)) = E, resulta que, salvo isomorfismo,el operador iï definido

en E/Imb consiste en alan”, pero amm»: = áz. Luego {X/ZI—A no es biyectivo

}= sp(a|((,,,,), ((1,1))) = H}. En consecuencia

.sp(09,(b,a))={0}x u{0}x ={0}><
Notar que

SP(C’,(y,z))Z {0}><(SP(0)USP(°)’1)={°}X{ii-É}

Consideremos otro ejemplo, el álgebra e Heisenberg, la. cual es el álgebra de Lie nilpo

tente de dimensión más pequeña. Posee la siguiente estructura, L = C(z¡ ) e C(zg) 9C(za),

con relaciones [23,2:2]= 1:1,y las restantes iguales a cero. Su grupo asociado es G(L) = C3,

con el producto

(21,22,23)(y1,y2,93)=(11+ 111+23312,22+ 312,23+ ya),

y con identidad e = (0,0,0).

Si 1: = (121,172,173),entonces z‘l = (—zl + zgza,—zg,—1:3). Si f es un elemento de

L", con coordenadas f = ¿1f1 + 52h + €3f3 donde {f,-}¡5.-53 es la base dual de {12.-}1953,

entonces la representación adjunta de G en L y la coadjunta de G en L" tienen la siguiente

expresión:

Ád((171,122,23))(6131+ bzg + 6173)= (a1 + 13102- 17203)I¡+ G222 + a323

Ad‘((21,22,za))(61f1+€2f2+¿3Í3l=€1f1+(€2 - 173€l)f2+ (¿a+ Isíilfa

Consideremos, como en el ejempl de G2, el álgebra L como una subálgebra de Lie de L(E)°P,

COD60= inem).
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Corolario 42. En las condiciones anteriores, Sp(L, E) no posee órbitas no singulares. Más

aún, Sp(E, (121,23,23)) está contenido en {0} x Sp(a:2) x Sp(a:3).

Demostración: Sea f un elemento de f * como L’ = (1:1),entonces f es singular si y sólo si

f(L’) = 0, si y sólo si ¿1 = 0, donde f = EL, (¡La Consideremos una f tal que (1 a60, la
cual será una órbita no singular, a = G(L) . f. Calculemos las sucesiones de Jordan Holder

de L : S = (Laos-53, con Lo = 0, L3 = L. Supongamos que L1 76(2:1), entonces existe V

en L tal que V no pertenece a (:1) y L1 = (V), V es de la forma V = 0121+ (1222+ caza.

Como L1 es un ideal, [L, V] está. contenido en (V):

[XhV] = 0

[Xavi = “0321

[X3,V] = 0,221

Como V no pertenece a (1:1), resulta que a3 = ag = 0, de donde V = alzl, absurdo.

Luego L1 = (21). Sea H un espacio vectorial de dimensión 2, tal que H D L, luego

[L, H] g [L, L] = L2 = (1:1)= L1 = H. En consecuencia, H es un ideal, y toda sucesión

de Jordan Holder es de la forma Lo = {0}, L1 = (2:1), Lg = H , L3 = L, donde H es

un plano que contiene a 1:1. Más aún, como 1:1conmuta con toda identidad de L, H es un
ideal conmutativo.

Veamos la primera afirmación: Dada f en L", la cual define una órbita no singular,

calculemos PV(f, S). Por el teorema 6 de I.D, sabemos que PV( f, S) = 23:0 g.-(f,-),donde

g.-(f.-)= {1:e L.-/f([a:,L.-]) = 0}, además dim PV(f,S) = ¿(dim L +dim Li), y Ll =
93(Í3) = {z e L/fll”: Ll) = 0}

Sea z en Li, entonces z = alzl + (1222+ (13173y 0 = f([z, 121])pues [2, zl] = 0

0 = f(l2, 172])= “MU-133,121): aaf(zl) = 0351

0 = faz) 173])= _a3f(lz3izzl) = _a3€1

Como ¿1 96O,resulta z = alzl, en consecuencia LJ- = L, y dim PV(f, S) = 2.

Como H es un ideal conmutativo resulta que gg(fg) = H, en consecuencia H Q

PV(f, S), por tener la misma dimensiónH = PV(f, S)./
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Como H es un ideal, por el corolario 36, H = PV( f oAd(z“1), S) para todo a:en G(L),

y a = G(L) . f pertenece a Sp(L, E) si y sólosi foAd(z“l)|H pertenece a Sp(H, E, SING)

para todo 1:en G(L). Como H es conmutativo, Sp(H, E, SING) = Sp(E, E) y si z; ,V gen

eran H, el conjunto Sp(E, (21, V)) nos da el espectro de 'Ihylor definido por los operadores

1:1,V, el cual es un compacto en C”, pensado como H".

Pero las coordenadas de f o Ad(1:’1)|H en la base (1:,V) son

f ° Ad(ï_l)IH(II) = 51

Í ° Ad(z“)ln(V) = 02(E2- 2251)+ 03(173+ 2261)

Si V = (12113+ (13173.

Como fi af 0, al movernos sobre la órbita. de f, obtenemos que el conjunto (¿1, C) está.

contenido en Sp(E, (X¡,V)), si a pertenece a Sp(L, E) como aquel es un compacto esto es

imposible. Luego Sp(L, E,S ) carece de órbitas no singulares, como esto se lo ha probado

para toda sucesión de Jordan Holder, Sp(L, E) = Sp(L, E, SI NG).

Para la segunda. parte, veremos que si f = Agfg + Agfa, entonces para Agen Sp(Zg)C

o A3en Sp(z3)c, se puede construir un operador de homotopía para. el complejo de Koszul

de f1, con lo cual f no pertenecerá a Sp(L,E).

El complejo de Koszul para el álgebra de Heisenberg es el siguiente:

0—»E®A3L—-“’—oE®/\’L d‘ Esa/VL 4° E—»0

doe(z¡) = e21

¿06(22) = e(:I:‘2— A2)

doe(a:3) = ¿(1:3 —A3)

¿18(2122) = ¿21(122)- ¿(172- Ágle)

d¡e(z¡za) = ¿22(23) —e(z3 —A3)(z¡)

¿”(2223) = e(zg —A2)(a:3) - e(:1:3—A3)(1:2)+ ¿(21)

(12(212223)= ez¡(zgza) —¿(173- Ag)(z¡za) + e(a:3- A3)(z¡zg)
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Supongamosque Agno pertenece a Sp(a:g, Sea S = (5305.52 el siguiente operador

5.. : EoA‘L —» E®A‘+1L 0 g i 5 2

Soc = ¿(22 - A2)_l(22)

51422) = Ü

S¡e(z¡) = —e(a:g—Ag)_l(z¡zg)

814123): ¿(Ig - A2)-l (2323) + (Ig —Ag)-2<2122)

SQC<2122> = 0

SQC<2223> = 0

5242123) = —e(22- Ág)—l<212223)

Se verá que si f = Agfa + Agfa, con A3en C arbitrario y Agen Sp(zg)0, entonces f no

pertenece a SP(E,(212223)).

Debemosverificar que dem + S _¡dm_¡ = I con 0 S m 5 3.

m = 0

doSoe = doe(zg —Ag)" (1:3) = ¿(Ig —A3)-1(22 —A3) = e

¿151 + Sodo = I

¿1514172) + Sodo€(-’52) = SOdOC<SBg)=

= 5060172—A3) = ¿(172- Anng —A2)_1(22) = e(22)

¿1518(31)+5040421):

= d¡(—e(zg —Ag)'l(z¡zz)) + 506111=

= -6(22 —Ag)’121(22) + ¿(1:2- Aid-¡(152- MKII)

+ €21(22 - /\n)_l (132)
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pero [z¡,zg]°l’ = 0, entonces [21,29 - MI"? = 0, en consecuencia z¡(:rg —A2)= (za —A9)z¡,

de donde (zg —Ag)“z¡ = ¡“(za - Ag)“ y la ecuaciónanterior se transforma en = e(z¡).

¿151433) + 5040423) =

= d¡(—e(zg- Ag)‘1(zgzs)+ ¿(1:9—Ag)"(z¡zg))

+ Sacha —A3) = ¿(:9 - 1‘2)_l(tq -—A9)(23)—

- e(zg —Ag)"(za —¿3)(33) + ¿(33 —A3)"(z¡)+

+ e(zg - Agrazl (1:9)- e(zg—A,)"(zg - Ag)(z¡)

+ ¿(1:3- Mixta - I‘d-¡(32) =

= (¿(32- Jla)" - e(12- A2)")(4'v’1Pr

+ (—e(zg—Ag)"(:3 —A3)+ ¿(:3 - Ag)" + e(za —A3)(zg- A3)“)(zg) + ¿(33)

Pero |23,zgl°" = 1:1,de donde [1:3- A3,za - Ml” = sl, en consecuencia

[(32- bruta - Asil”= (32- Ani-'34!!!- ¡“3)-l

Como 0 = [21,ng = [21,23 - A9]se verifica que 0 = [21,(22 —Ag)“'], entonces se obtiene

[(173—Ag)",za —lar" = (zz —A3)"z¡. De aquí la ecuación anterior se reduce a = e(za).

m=2

dgsgdnzg) + Sl dl¿{3132)= 514143132) =

= S¡(ez¡(zg) —e(:2 - MKII” =

= -e(:l=2- Adsl (31) = ¿(172—¿2)(32 " Airqzlz’)

= ¿(:139)
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daszehnza) + 51d]chats) =

= S¡d¡e(zgza) = S¡(e(:g - A3)(za))—

- 51(433- Asma) + e(31))=

= ¿(32 - ¿21(32 - A2)_l(1=2173)+

+ ¿(32- A2)(39- A2)"(z¡za)—

- ¿(33 - Á3)-l (3133) = ¿(2323)

¿2824x1140 + 51¿1dz: za) =

= ¿aC-¿(za —-Aa)"(znzaza) + 51ez:(zs) —51433 —Aman) =

= —e(z, —Ag)"z¡(:3za) + ¿(:3 —Ag)"(s«¡ —A3)(z¡za)—

—e(zg —A,)"(za —A3)(z¡zg) + ez, (1:, —A3)"(zgza)+

+ ¿31(32 - ¡9)4‘3132) + ¿(1:3- Aaxila —A2)_l(1711=2)=

= [—e(zg- Ag)"(za —A3)+ ¿(nba —Aa)“’+

+ e(za - A3)“, - A3)_¡](z¡:g)+ e(z¡za)+

+ l—e(=2- A2)“:1 + «¡(22 —A2)"l(=2=a)

Comolz¡,(zg _ A2)-l]op= 0, multa

[(33_ A’YI’X’ ’ ¿3| = “¡(32 - A2).a = (1:2—Azr’zn ,

y la ecuación se transforma en = ¿(3133).

m=3

53h41:an = S5(e:¡(:3:3))+
+ 54-43: - ¿2)(3133)+ e(1:3- ¿aflznïan =

= —e(z, - Ag)Sg(:¡ 23) = ¿(1513233)

Análogamente, si A3no pertenece a Sp 1:3,la función f = Agfa + Asfa no pertenece a
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Sp(L, Para ver esto se puede usar el operador de homotopía definido por

Soc = (¿(123-—A3)'1(23)

51(23) = 0

Sle(z1) = ——e(:L'3—A3)_1(zla:3)

S¡€(Zg> = —-e(:z:3—A3)’1(zgza) —e(123—-A3)“l(zzz3)

i 52455123) = 0

5242223) = 0

52455122) = —e(:z:3——A3)‘l(zlzgza)

En consecuencia

Sp(E, (1:1,zg,23)) Q {0} x Sp(z2) X Sp(:z:3)

Tomemos como ejemplo E = C3 y el álgebra generada por los operadores, cuyas ma

trices en la base canónica son las siguientes

0 0 1 0 l 0 0 0 0

X1=000 X2=000 X3=001
0 0 0 0 0 0 0 0 0

La relación [23,zg]°p = 1:1es equivalente a [232,2:3]= 1:1.

Un simple cálculo muestra que se verifican las ecuaciones de estructura. Dado que los

operadoresson nilpotentes,su espectroes

Por lo visto se tiene que Sp(L, E) Q {0}, luego

SP(L1E) : 95) o SP(L:E) z {o},

Más adelante veremosque el espectro es siempre no vacío, entonces Sp(L, E) =

Estos dos ejemplos permiten ver varias de las propiedades que posee el espectro, no

vacuidad, compacidad y la propiedad fundamental de no poseer órbitas no singulares. Todo

esto último será probado en el capitulo siguiente.
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CAPITULO III

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL ESPECTRO

Aquí veremos varias de las propiedades básicas del espectro, entre ellas, la no vacuidad,

su compacidad y la fórmula de la proyección.

Sea L un álgebra de Lie resoluble, sea S = (L¡)05.-5,. una sucesión de Jordan Hólder

de L y (E, go)una representación continua a derecha de L.

Proposición ¿3. En las condiciones anteriores, HLlLM1(Sp(L, E, SIN G)) está.contenido

en Sp(Ln_1,E,SING), donde Ln_¡ designa al ideal (n —l)-ésimo de S y 111,11,“1es la

restricción de L;_l de los elementos de L‘.

Demostración: Ante todo, notemos que por ser Ln_¡ un ideal, la representación cp de

L restringida a Ln_¡ nos brinda una representación continua a derecha de Ln_¡ en E,

más aún, si f es una órbita singular por la representación coadjunta de G(L) entonces

[(LZ) = 0, en consecuencia, fan_,(Lfi_¡) = 0, de aquí se deduce que f|¡,n_l es una órbita

singular para la representación coadjunta de G(Ln_1) (el subgrupo analítico de G(L), tal

que 9(G(Ln_¡)) = Ln_1 (Teorema 10, LE), con lo cual la fórmula de la proposición tiene
sentido.

Sea. {X,-}15,-5n una base de L, de tal forma que {Xj}¡5¡5¡ sea una base de L.-, en

particular Ln_¡ = (21-)¡51-5n_¡y existe Xn en L tal que Ln_¡ e; (In) = L.

Consideremos los siguientes complejos de U(L) módulos:

A = (E o A‘L,d.-_1), B = (E® AíLn_¡,d.-_¡|L,._¡)

donde dp_¡ es el operador definido por dp_¡ : E ® APL —> E ® AP‘IL

(-1)"+1€(z-',- - f(zs',-))(Zi.ïs',-ziplMásdp_¡e(:t:.-l...1:¡,) =
y...J'=

+ g (-l)k+le([zik;millzúïíkïitzip)ls ¿En
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El complejo A es la resolución proyectiva del U(L) módulo a izquierda C( f) Teorema

30), tensorizado por E. Su homología consiste en los espacios TorUU‘KE,C(f = H (E ®

A‘L, d¡'_1).

Con respecto al complejo B, como Ln_¡ es un ideal de L, dp_¡ deja estable a E ®

APLn_¡, es decir

¿ID-¡(E®API/n-1) g E® AP_an_¡

de aquí B se convierte en un subcomplejo de A.

Pero al complejo B, se lo puede mirar como un complejo de U(Ln_¡) módulos: visto

que fl L,,_,(L,7,_'¡)= 0, el complejo B consiste en la resolución libre a izquierda del U(Ln_1)

módulo C( f ILn_1) tensorizada por E, en consecuencia, su homología como U(Lu- 1) módulo

nos brinda los espacios Toruan-1)(E, CU] Ln_1)).

Se construirá una sucesión exacta de complejos de U(L) módulos

o —»B —". AL. B —4o,

donde i consiste en la inclusión y P es un morfismo que baja el grado en l, definido de la

siguiente forma:

PZ(E®A¡L,d,-_¡) —>(E®Ai—1Ln_hdi_lan-l)

P(e(zí1...z¡P))= 0 ip S n _l

P-le<Pe(:1:.-l...z.-,,_,zn) = (-l) 2.-,.--2¡p_¡)

donde los elementos X.)-se toman de la base elegida anteriormente. La.aplicación así definida

se extiende a un morfismo de U(L) módulos, suryectivo, entre los complejos A y B. Más aún,

por construcción Im i = ker P. En consecuencia, para que tengamos una sucesión exacta.

de complejos, falta ver que los morfismos P e í conmutan con los operadores de borde.

Como i es la inclusión, no hay nada que probar. Para P se debe verificar la fórmula

dP-Zan—lP= PdP-l

Sea X¡¡ 1 5 j S P, elementos de la base anterior, entonces existen dos posibilidades
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a) X. # ng l _<_j 5 P, luegoPe(z:¡lMaa-F)= 0 pero daba“) e E8 API)...“ en
consecuenciadp-¡ (42.1 . . Ji,» S E ®AP“L,._.¡ y entonces

0 = Pdp_¡(e(z¡¡ .. . su,” = Pdp_¡|L,._¡(x,-‘ . . .23...)

b) X, = Xü’, luego

dp_2|L _¡PC<Z,'¿. . . I¡P_¡3n) = dp_3'Ln-1 (—-1)P‘"c(x,-¡. . . 2.3"“)
P-l

7-1-1?“ X(-l)j+lc(zi¡ - ¡”ln-l(zíJ'))(zisïiiÏ¡r-l)
1=l

+ (’1)P_l [ Z (-l)k+l°(lsïm¡ielzïnñkïüzïrq¡_<_1:< <p—l

Por otra parte

P-l _

dP-le(z¿1' ' 'zïp-tzn) = Z:(—l),+le(’í¡ " ¡(mi ))(zínïí¡ïír—nzfl)
J=1

+(-1)P+l€(zn—¡(13:)th "¿ind

+ Z; (’UHteuzínziclzfiïikïíczü-1zn)+15k _P-l
+ (-l)“"'e<lze. Mafia. 2er-.)

1_<_m_ —l

Luego

Pdp-¡e(z.-, ...z,-,_¡x,.) =
P-l

= (-1)P_l E(’"l)j+le(zíj "' ¡(zíj))(züïíjz¡r—n))1=l

+ (4)?” ( z; (-1)*+¿€(Ízimzítlzïxïíuïïezírd))15k<_P-l

Como Ln_¡ es un ideal, los elementos de la forma [zmznl pertenecen a L..-“ de

allí que desaparezca la última suma al aplicar P.

De a) y b) se ha probado

(¡P-2'13th = Flip-1
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Ahora, como tenemos una sucesión de complejos de cadenas de U(L) módulos, podemos

considerar la sucesión exacta larga de homologfa ([6], 11,4)

—»Hp(E®A‘L.—n,d¡_1IL._a) Hp(E®/\‘L,d¿-n)—>

—P.—*HP-1(E® A‘Ln-lgdi-lan-l) L ¡Ip-¡(EQ A‘Ln—1.di—illm—1)

Si f es tal que f(L’) = 0 y [|L._¡ no pertenecea Sp(L._¡,E,SING), se tiene que
Tor”(L"-I’(E,(C,IIL._¡)) E 0 con U(L -1) módulos.

Pero el U(L) módulo Hp(E e A‘L...“ dlL”_¡) considerado como U(L..- 1) módulo es

exactamenteTorg(b"")(E,C(f|L._¡)) comoestos U(L.._¡) módulosson nulos,y U(L,._¡)

es un subanillocon unidad de U(L) resulta que Hp(E®/\‘L,._¡ ,d¡_¡|L.._¡) = 0 como U(L)
módulo. De la sucesión anterior obtenemos que

0 = FAE GA‘Ln-hdi-IILn-l) = T07””"(E.C(m

, entonces f no pertenece a Sp(L, E, SIN G')y hemos probado la proposición.

Teorema 44. Sea L nn álgebra de Lie resoluble y S = (Laos-5.. una sucesiónde Jordan
Holden"de L. Si (E, p) es nna representación continua a derecha de L en E, entonces

Sp(L¡_¡,E,SING) = HL’L‘_¡[SP(L,E,SING)U

U{í E L’/PV(Í,S) = ¡Jn-n YGU)! E SP(L,E,S)}]

donde L._¡ designa el elemento (n —l)-ésimo de S y G(L) . f la órbita de f por la repre

sentación coadjnnta de G(L) en L’.

Demostración: Por la proposición 43 se sabe que III“L“ l(Sp (L, E, SING” S
sp(L,.-¡, E,SING).

Seaf en L‘ tal que PVH, S) = L.._¡ y a = G(L) .f pertenezcaa Sp(L,E, S) entonc
fan_¡(L’_¡) = 0 y en consecuenciaf|L..-¡ define una órbita singular de L;_¡, además
como

PV(I.S) = LH =Tor”“""’(E,C(fIL»—¡))e

Tormnwaïámmns), L».
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por la proposición 31. Como a = G(L) . f pertenece a Sp(L, E, S), los espacios anteriores

no son nulos, y en consecuencia f IL"- 1 se encuentra en Sp(Ln_1,E,S I NG), de aquí

HLyLn—1iSP(L’E,SING)U{fe =Lib-li e
Sp(L,E,S)}] g Sp(Ln_1,E,SING)

Veamos la otra contención. En primer término observemos lo siguiente:

Sea f un elementode L"_l y 7 en L" tal que 7]an = f.

Se considera PVÜ, S), entonces por el teorema 6, parte 3 de LC: PVÜ', S) n Ln_1 =

PV(Ï|L,,_1,S;,_1) = Ln_¡ donde 531-1 designa la sucesión de Jordan Hólder de Ln_.1

formada por S,- 0 S i _<_n —1, de aquí resulta que PVÜ', S) puede ser solamente Ln-1,

o L. Más aún, si 7' es otro elemento de L", que extiende a f, sea g = 7' - 7, entonces

0 = g(Ln_1) = g(PV(Ï, S), por el teorema 6, parte 5 de I.C, se tiene que PV(Ï+ g,S) =
PV(Ï,S

Es decir PVU‘, S) = PVÜ, S). En consecuencia, las polarizaciones de una extensión

de f son independientes de la extensión.

Lo que falta probar se dividirá en dos partes:

Primero supongamos que existe 7', extensión de f tal que PV(7,S) = La-“ por la

proposición31 TorU(L"-1)(E,C(f)) E ToruiL)(E,ind(Ï|Ln_¡,L)). Como f pertenece a

Sp(Ln_1, E, SING) resulta que la órbita de Ï pertenece a Sp (L, E, S), en consecuencia

f = HL,L,._17 y

7 e {9GL‘lPV(9, 5) = Ln-l G(1)9e SALE, 5)}

Supongamos que existe una extensión 7' de f tal que PVÜ', S) = L en tal caso, por la

observación anterior, para toda otra extensión 7' de f se verifica PVÚ’I, S) = L.

Consideremos la sucesión exacta larga de homología definida en la proposición 43, aso

ciada a 7 y f.

Calculemos el operador de borde

5*HP—1(E® AiLn-lydi—lan-—l) -* HP—1(E® AiLn—1,di-1iLn—1)
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por construcción, el operador 6* satisface la siguiente relación ([6],H,4):

Sea k en E®AP’1L,._1 tal que dp_2|Ln_1(k) = 0, y sea m en E®APL tal que Pm =

(P es suryectiva), entonces si i = dp..1m 6*[Ic]= [i], además la clase de [l] es independiente
de m.

Sea k tal que dp_2an_1(k) = 0, usando la base de la proposición 43, lcpuede escribirse

lc = e(:1:¡-1. . . zJ-P_1> en Ln_1
ISJ.l<-"<Jp—lsn’l

Tomemos como m:

m = Z(_1)P—lej1jP—l(zjl - - 47113-11")1

claramente Pm = k y

(ip-1m = (_1)P_1Z31'1---J)=—1dP-1(171)3133495")

= (‘1)P—l(z¿1'1-.-Jb(_1)P+l(zn- 7(In))(x11---ij))+
“1 P—l eJ'¡...jp_¡ ‘1 ¡+1 2]} _ x1} zjlïJ-izjl’—lzn

+( ) (z 152-} ) ( f( ))< >+

+ (-1)P_l(zejl"-J.P—1( g: (_l)k+l(ixjkleizjlïjkÏJ'ZzJ.P—lxn>)k1< SP-l

+ (-1)P'l(zemp-1( (g; (-1)'°+P(irnznlznïnzmi))—1

= k .(zn ——Ï(zn)) + (-1)P-l(dp_2ILn_1(k) Azn

_ P4 311.1}-1 _ k“ 33!an zJ‘xïasz'pq =
+( 1) (Z: (1<;_1( 1) (Í l ))

= km - 7o,,» + Aus), _

donde AUC)designa el elemento definido por la suma anterior. Notar que por ser Ln__1un

ideal, AUC)pertenece a E ® AP“¡Ln_1, y además es independiente de la extensión Ï de f

y del m que surge en la definición de'6*([k]), más aún, como

O= dp_2an_1dp_1m = dP-2ILn—lk(zn_ 70%))

+ ¿p-21Ln_1(ÁÍC)= (dp_2k)(zn - 7(Zn)+

+ dP—2ILn-1(Á(k)) = ¿P—2|Ln—1(Á(k))
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se tiene que

5'ik] = [dr-1m] = [k]’(In - 70%)) + [AW]

Escribamos a las extensiones de f en la base dual de {X.-}¡5¿5,., 7 = (zlzn_¡, á) con
¡(zi)=z-'ISíSn-1Y7(zn)=fin

Hecho esto, consideremos los complejos de espacios de Banach

(E®A¡L,d¡-1(z,zn_¡,f) zíEC,

donde d.-_1(z, zn_¡, f) designa al operador de borde asociado a 7, extensión de f que satisface

Ï(z.-) = 4-195 n —l, Hz") = f, o equivalentementefILn_¡ = Ï (zu) = á.

Sabemos que toda extensión de f a L es una órbita singular, en consecuencia, la ho

mologíadel complejoanterior brinda los espaciosTorU(L)(E, Más aún, esta familia
define un complejo analítico de espacios de Banach, parametrizado desde C, en el sentido

de la definición de [9] el cual es exacto en el “infinito”.

Para ver esto último, debemos probar que (E ® APL, wdp_¡(z,-,zn_1,l/w)) tiene una

extension continua en w = 0, la cual es exacta para u = 0

El operador asociado al complejo anterior es el siguiente:

Si Xn no pertenece a {z¡1...z,-p}
P

wdp_1(212n_1,l/U)= (¡JZ(—l)j+le(z¿’. —2¡¡)(I¡Ï¡¡I¡P)
1‘=l

+0) 2'; (_l)k+le(izík)z¡lizí1ïikï¡1xi¡’))15 < 5P

Cuando w tiende a “0”, wdp_1(zlzn_1, l/w) tiende uniformemente a “0”.

Si X.) = 1:", se tiene

Udp_1(212n_1, l/w)e(:r:¿1.. .z,-P_¡1:,,) =

= “(P-l(_ll)j+le(z¡¡_ zïszüïïiz‘P-Iznn
1:1

+ (..I(—1)P+le('1:n—l/w)(z¡1...z¿,_¡)

+4” g (-1)'°+'e(II-'kInlznïifiimp)15 5P
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Cuando w tiende a “0” w dp_1(21zn_1, l/w) tiende uniformemente a

flp_¡e(z¡, . ..z,-,,_,zn) = (—1)Pe(z.-,...z¡,_,)

Entonces cuando wtiende a “0”, el complejo(EQAP L, wdp- 1(21z"- 1, l se extiende

con continuidad al complejo (E ® APL, fip_¡) con

fip_, :E®APL —»E®AP-‘L

flp_¡e(z.-,z.-,,)= O ip S n-l

fip_¡e(z.-, ...z.-,,_,:rn) = (—1)Pe(1:,-,...z,-,,_,)

Notar que si tomamos el álgebra definida por la n-upla de operadores (0,. . . ,0, I) en E,

entonces el complejo de Koszul de esta n-upla asociado a la n-upla de números complejos

(0, . . .,0) es exactamente isomorfo a (E ® APL, -flp_1).

Como Sp((0,0, I), E) = {(0, . . . ,0, 1)} se sigue que el complejo anterior es exacto en 0.

De aquí se obtiene que los complejos analíticos de espacios de Banach parametrizados desde

C definidos por (E ® APL,dp_¡(zl,z,,_¡,{)) son exactos en el infinito.

Visto esto, se finalizará la prueba de la siguiente forma:

Tomemos la sucesión exacta definida en la proposición 43, si para toda extensión 7 de

fTorviL)(E, = 0 (equivalentemente7 no perteneceSp(L,E, SING)).

Consideremos el operador J‘Ú), el cual es biyectivo, pues para toda extensión 7 de f
se verifica

TorU(L)(E, =0
—’Hp(E ®A‘L,¿“(7) P’ Hp_1(E ®APLn_¡,d,-_¡(Ï))

LWHummwdclanm) —'
—>HP-1(E®A‘L, d¡—1(7))

ToruiL)(E, =0

Notemos con 6‘(E) al operador de borde asociado con la extensión 7 que verifica

ÏILMI = f Ï(z,,) = fi. Análogamente con dp_¡(¿), en vez de dp_¡(7). Notar que

dp_¡(E)|E® APLn_¡ es independientede
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Sea e en E ® APL..-¡ tal que dp_1(€)|g“p-.¿__¡(e) = 0 entonces dp_¡(€)e =
= dp_¡(€)|(e)E® AP—‘L._¡, entoncesexiste m en EG API. tal que dp(€)m = e, pan
todo á en C, y m es independiente de f (|9],2.4).

Sea k = P(m), entonces

dr—x(€)lsomn-.(k)= dr-1(€)Isom.-.P(m) =

= Papa)": = Pe = o,

pues e pertenece a. E e AP"L._¡. Entonces, por construcción de 61€) tenemos que

6‘(f)[lc] = le], en consecuencia, para toda f en C, se verifica la.ecuación

“(su - 6!) = le]' [Akiy

para toda f en C, de donde [k]= [e]= 0.

De aquí se deduceque el U(L) móduloHp(Eo APL._¡,d¡_¡(f)|g.Ap¿._¡ = 0 VP,
pues 51€) es un isomorfismo. Pero, mirado como módulo sobre U(L._¡), estos espacios

son Torg(l"‘"’(E,C(f)), luegof no pertenecea.Sp(E,L _¡,SING'), absurdo. Entonces
debe existir un fi tal que la utensión de f asociadaa él pertenelca a Sp(E, L,SI NG). Con
esto se termina la prueba.

Proposición 45. Sea.L un álgebra de Lie resoluble y (E, go)una representación continua

a.derecha de L, entonces Sp(L, E, SING) es cerrado en L‘.

mm: Sea {X.-}¡5.-5.una.base de L, y consideremosla.siguientefamiliade com
plejos de espacios de Banach

(EeA‘L.—a.-_.(n) ¡(L°)=o

Si consideramos a f esa'ita en la base dual de {X.-},y parametrizamos la.familia. anterior

desde L" = {f e L*/[(L’) = 0}, obtenemos un complejoparametrizado de espacios de

Banach desde un Inbespacio de L‘, de longitud finita, entonces por [4,21]

{f e L"/(Ee A‘L.d.-—1(f)) es exacto}
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es abierto, pero el conjunto anterior es igual a

{f e L2*/Tor"(bi(1«1,0(j))= 0}= Sp(L,E, smc) .

Luego Sp(L, E, SIN G) es un cerrado en I,al y en consecuenciaen L‘.

Proposición M. Sea L un álgebra de Lie reeolnbley (E, p) una representación continua 

a derecha de L, si dimL2 = dimL —l, entonces Sp(L, E, SING) es un compacto de C.

Mmmm: Basta ver que es acotado, pues ya se vio que es cerrado. Supongamos

dimL = n, dim L’ = n - l. Consideremos una base de L{X.-}¡5.-5. de tai forma que

{X.-}¡5¿5,._¡ sea base de L’. Considerando la base dual “¿hs-9., un elemento de L"
satisfacef(L’) = 0 si y sólosi f = ¿.fm

Sea el complejo (E a A‘L,d¡_¡(f)), f tal que ¡(LU = 0. Se descompondrá dicho
complejo con el fin de construir un operador de homotopia en una región apropiada

EeAPL = (Es/WL“) e (E3 NHL?) A2,.)

Como L’ es un ideal de L

dp_1(E®APP) g EeAP-‘L’,

por otra parte

p-n _

¿P-neize.zip-.zn)= z(-1)’“°zj(3nïi,zip-.zn)J=l
+ (-1)P+le(zfi - ¿"Hifi ' ' ' zip-1)

+ z; (“1)k+te([‘úthin: ïïkïítnrqzfl)15k< _P-1 

+ (_l)k+te([zih zícizïnïíh °-¿“r-1) =
Is < -1

= dp_ge(zi¡...z¡,._,) Az. + (-1)P+'e(zn - €s)(zi. ..-z¡..-.)+

+ (-llp“ 102;}-1)"“€([Ii.znlzi.í’i.zip)
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Sea Hp la transformación lineal definida. por

Hp:/\PL2—»/\‘DL2

¿“En "'zír) = ¿P(_l)k+1<[zíkvznlzüïikzir)1- _

H está bien definida pues al ser L2 un ideal de L[z.-k,zn] pertenece a L2.

Como los complejos son algebraicamente cerrados, la aplicación H es triangulable, es
J

decir, existe una base (Whgsdün APLatal que H(V,-) = z: aÜ-Vg,llamemos r = dim APL2.¡:1

Sean T y'Lfi, los operadores definidos en E ® AP"1L2

T:E®A”L3 —>E®APL2

T=1E®H y L'p=(z,.-¿,.)+T

T y Li, son operadores acotados en E®AP L2, y la ecuación anterior se escribe de la siguiente
forma:

dp_¡e(:i:.-1...a:,-,,_¡z,.) = dp_ge(:z:,-l...1:.-P_,) A z"

+(—1)P+1L'pe(z,-¡...z,-P_¡)

Más aún, si se descompone E® APL2 como suma de espacios de Banach, cada uno isomorfo a

E, E ®AP L2 = ®E(V,-), al operador L'p se lo puede pensar como una matriz de operadores
acotados en E

i: = (¿Hui (L'p)ij = Pi((Liv)j) ,

donde (L'p),° designa al operador Lía restringido a E(Vj), (L’¡,e),' = L'Pe(VJ-)y P." es la

proyeccióndeE sobre

'pje = 'pe(Vj) = e(2n - €n)(Vj) + T(6(Vj))

= ¿(zn —("Hifi") + eHVJ-= ¿(Zn —Én) + ¿É 0.104)|=l
J'-l

= ¿(In - En+ aJ'J')(VJ')+ z “¡ju/Ó
¡:1
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Luego

e a.-,- i < j

Ll’ije= ¿(En- ¿n + ají) i = j

0 í > j

Esta descomposición permite mostrar que fuera de un compacto el operador L}, es
inversible.

Sea k tal que UIS-S, Sp(In + ajj) está contenido en BIO,k] en C. Entonces para fi
fuera de B[0,k], zu + ají —fi es inversible para todo j, l 5 j S r. De esto deduciremos

que L'P es iniersible fuera de B[0,k]. Sea k = Zea-(W) tal que L’Pk = 0, en particular

(L'¡,k),- = 0, entonces (LHC)r = 0, pero

= Z: ( 'PeVi)r= (LEDCrVrM= er(¿¡7n_ ¿n + C1M)= 01l_|5r

luego e, = 0. Supuesto que e, = 0, para t 5 s 5 r, se probará que 611-1= 0.

Sabemos que (Lfipk)t_1 = 0, pero

(L'Pk)t—l= L'peiVi) = 2; (L'Per'vi)t—ll_|_<_r t_l lSt_t—l

= (L'P¡_¡th-l)t—l = et—1(-’Bn—¿n + at-l.t—1)= 0;

luego e¿_¡ = 0, de donde se concluye que Lp es inyectiva.

Para ver la suryectividad se procede análogamente.

Sea k = Ee,-V.-, se definirá explícitamente un elemento k' de E ® Alp-1L2 tal que

L},k' = k.

La ecuación L’Pk' = k es equivalente a (L'Pk')J- = ej l 5 j 5 r, en particular (L;Dk’)r =

6,, pero (L'pk'), = kHz” —¿n + a").

Se define k; = (In —¿n + a")'le,.

Notar que por la estructura triangular de L’P, dado e = Ee.-V¿ un elemento de E,
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( 'Pe),- depende de las coordenadas ek(j S k _<_r).

(Lane,- = Lioefl’ih- = PJ-Lm =
l_¡5r lISr

= z PJ-Líaíe pues Lfiafi= 0 para. j >í
¡so'sr

= PjL'peWi) = L'peÜ’iij
J'_|S' ¡JSP

Entonces procederemos a despejar la ecuación Lp k' = k por inducción. Para el caso r ya se
ha. hecho.

Supongamos que para todo s, t 5 s 5 r se ha definido k; tal que

63=L;:(00g_1kík;kr) tSsSr

se busca kLl tal que

C,=L'p.(001_2ké_1kt'k;kr) t-lSSST

Nuevamente, como Lp.(0 0,4 kt'_¡ ké k; kr) depende solamente de k; s 5 e S r, por

hipótesis inductiva tenemos que

e¿,=L},(00¿_2k¿'_l¡41:ng tgsgr

para cualquier k{_1 que se coloque. De aquí nos basta definir kLl con la condición de que

se satisfaga la ecuación

€t_1= Lía‘_1(00g_2kz_¡ k; ts 3 S T

Pero

Liv.-.(0 0t-2 ¡ci-1 ki ki ki) =

= ias-1kí-l(‘/t"l)+ L’P¡_¡(00t_l

de donde

- ¿“(o OH k:k; kn = L;._.kz_1<vt-1>=
= k:_1(zn - ¿n + at-1.t—1)
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Eligiendo k{_¡ apropiadamente se obtiene lo deseado.

En consecuencia, jp es un operador acotado e inversible, por el teorema de Banach es

un isomorfismo topológico. Todo esto, por supuesto, fuera de un compacto de C. Tomemos

N un número real positivo, de tal forma que L'P sea un isomorfismo topológico para todo

P, cada vez que f no pertenezca a B[O,N].

Cuando P es mayor o igual a n, se toma LSD= 0, elección que es consistente con

la ecuación que define a L5,, pues dim I,2 = n - 1 y en tal caso las aplicaciones dp y

dp_¡|E ®APL2 son idénticamente nulas. Como E ®APL2 = 0, para P mayor o igual que n,

'p sigue siendo un isomorfismo topológico para P en estas condiciones, y en consecuencia

fi,es un isomorfismo topológico para todo P, fuera de B[0, N En dicha región se construirá.

un operador de homotopia para los complejos (E ® APL, d¡_1(f con f = ¿"fm de donde

Sp(L, E, S IN G) g B[0, N] y por la proposición 45 resultará compacto. En dicha región, el

operador L' = —Lfi,también será inversible y satisfará. la ecuación

CIP-13h!) - -°“¡D-iz") = dP-Qeizü °' ' ¡“P-1) A z”

+(—1)PLp_1e(:I:.-l...z,-,,_,)

El operador de homotopía Sp se construirá. inductivamente, para todo P, y deberá

satisfacer las siguientes propiedades

Pi) Sp1E®APL —>E®AP+1L
dpSp + Sp_1dp_1= I

Pii) Sp(E®/\P_1L2 Azu) = 0

Piii) Sp(E ® APLZ) c (E ® APL?) A2,,

Piv) 5'pr = (-1)P+11A(z,,)

PV) (-1)P+3Spdpr+¡ = dp A2,,

Veamos P = 0. Sea define So como sigue: Soe = e(:c,. —5)’1(zn) debe verificarse

i doSoe= ¿“(zu —¿)-l(z,.) = e, luego ¿oso = I

lll Se deduce por construcción

)

ii) No hay nada que probar

)

iv) Calculemos Lo
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Sea e en (E ® AOL)A zu, entonces

doe(zn) = e(zn —f) = d_1e A xn+

+ (-1)1+0Loe = -Loe

Luego Loc = —e(:v:n— 6)

SoLoe= -Soe(zn —6) = -e(zn - ¿in - €)-‘(=n) =

= —e(1:n)= (-l)°“e A (zu)

de donde'SoLo= (-l)°+11/\ zn.

v) Calculemos L1

Sea k en (E® NL?) A 1:", k = «(zu-zu)

¿«(26%) = eMain)- e(In - ¿Hz-Ó- ¿“9%an =

= (doe(z¡)) A12,,+ (-l)l+lL¡e(z,-)

de donde

1442.") = -(e(1n - €)(z-‘)+ e(lic-3In”)

Entonces

(-1)°+3SodoLle(zi)= -Sodo(-€(zn - CHW)

- Sodo(6(lzi,InD) = 50(e(2n - E)xi)+

+ 50(elzi,Inl) = Min - ÜZ-‘(zn- 5)"

+ elzmnKzn —€)_l](zn)

usando que [z,-,2,. —f] = [13,131],queda

= (ez,- —e[z¡,zn](zn —0-1 + e[:¡:.-,:1:,¡](zn—5)")(zn) =

= ez.-(z,,) = d0e(z,-) A 2,,

Luego

(-l)0+3sodoL1 = do A Zn
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Hemos visto que So satisface las propiedades anteriores. Supongamos que hemos

definido el operador de homotopía hasta el indice P —1, y construyamos Sp. Por hipótesis

inductiva sabemos que 513-1 satisface

P-li) Sp_1IE® AP-lL —>E8 APL
dP-lSP—l + SP-2dP—2= I

P-lii) Sp_1(E e»¡xP-2L? A zu) = 0

P-liii) Sp_1(E ® ¡xP-1L”) c (E o AP-1L9)A 2,.

P-liv) Sp_1Lp_1 = (-1)PIA z"

P-lv) (-1)P+25p_1dp_1Lp = dp_1 Azn

y queremos construir Sp con las correspondientes propiedades. Se procede de la siguiente
forma:

E®ApL= (E®AP_1L2)A1:,,®E®APL2

Sea k en E ® APL’; para que se cumpla Piii) debe existir a en E ® APL2 tal que Spk =

a A (zu), además para satisfacer Pi)

dp(a/\Zn) = k —Sp_1dp_¡k

Como dp(a A1:")= (dp_¡a) A2,, + (-1)P+1Lpa, se tiene: dp_1(a)/\ 12,,+ (-1)P+1Lpa =

k —Sp- 1dp_1k, pero k y a pertenecen a E ® /\p L2, además por hipótesis inductiva P-liii),

Sp_1dp_1k pertenece a (E® AP‘1L2)/\ zn, pues dp_1k está en E® AP‘ILQ, entonces de
la descomposición anterior de E se tienen las ecuaciones

-—Sp_1dp-1k=dp_¡a/\In
(-1)P“Lpa = k (II)

como Lp es biyectivo en donde estamos trabajando, elegimos a de tal forma que se satisfaga

la ecuación (II).

Veamos ahora que con este a se satisface Pi), esto es equivalente a verificar

-Sp_1dp_1k=dp_1G/\In pero

-SP—¡dP—1k= -SP—1dP—1(-1)P“Lpa

=(_1)P+2SP—1dP—1LPa = dp_¡a Azu
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usando la hipótesis inductiva P-lv).

Luego hemos definido Sp en E ® APLaly satisface Pi) y Pili).

Para definir Sp en (E®AP’1L2)A z", observemosque para verificar Pii) solo podemos

elegir

Spk=0, ken (EQAP‘1L2)Azn

Veamos que se satisface í).

Se debe verificar que Sp_¡dp_1k A (2,.) = k A (rn), pero dp_¡k A (2,.) = (dp_2k) A

2,, +(—1)PLp_¡k, de donde se deduce

SP-ldP—lk AZn = SP—1(dP—2k/\ In) + (-1)PSP-1LP—lk

Como k pertenece a E®AP-1L2, dp_2k se encuentra en E®AP'3L2, por hipótesis inductiva

P-lii), Sp_1(dp_2k)/\zn = 0, y por hipótesisinductivaP-liv) Sp_¡Lp_¡k = (-1)Pk/\zn,
de donde

AIn=kA
Entonces, hemos definido el operador Sp entre E ® APL y E ® AP+1L, el cual, por

construcción, satisface las propiedades Pi), Pii), Piii).

Veamosahora Piv), se debe cumplir que 5'pr = (-1)P+11 Azu.

Sea k en E ® APL’, entonces ka pertenece también a E ® APL2, por construcción

SprUC) = a AZn, C011a en EQ API,2tal que (-l)p+lea = ka - Sp_1dp_1ka =
dp_1a A 1:", de la primera ecuación, a = (-1)P+1k, luego Sprk = (-1)P+1k A 1:", de

aquí deducimos5'pr = (-1)P+11/\ 1:",que es Piv).

VeamosPV). Se debe satisfacer (-1)P+3SpdpLP+1 = dpA(zn). Sea S en E®AP+1L3,
como

dp+ls A (En)= (dpS) A12"+ (-1)P+2LP+IS,

se tiene

(—I)P+2dpr+1S = dp(dp+1(s AZn” —dp((dp3) A En) = —dp((dpS) AIn)
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Como S pertenece a E ® AP+1L2, dpS se encuentra en E ® APL2, entonces

(-1)P+3dPLP+IS = dp((dp5) A1:")=

= dp_¡(dpS) A2,. + (-1)P+1Lpdps =

= (-1)P“Lpdp5,

luego

(-1)P+3Spdpr+1(S)=(—1)P+lsprdPs,

por Piv) recientemente probado,

= (-1)P+l(-1)P+ldps A(Zn)= dps /\ (Zn)

con lo cual (-1)P+3Spdpr+1 = dp Az".

Con esto concluye el paso inductivo. Recapitulando, fuera de un compacto se ha con

struido un operador de homotopía (Sp), tal que si f = ff", entonces Sp(L,E,SING) es
un compacto, pues este conjunto está contenido en B[0, N] y es cerrado.

Teorema 47. Sea L un algebra de Lie resoluble y (E, go)una representación continua a

derecha de L. Entonces Sp(L, E,SING) es compacto.

Demostración: Se realizará la prueba por inducción en la dimensión de L. Si dimL = l,

estamos en el caso conmutativo, alli el espectro singular coincide con el de Taylor, el cual es

compacto.

Supongamos cierto el teorema para toda álgebra de dimensión menor que n. Si dim L =

n, existen dos posibilidades. La primera, dim L2 = dim L -l = n - l, en tal caso, el teorema

46 nos brinda lo que necesitamos. La segunda, dim L2 es menor o igual a n —2. Si tal es

el caso, existen L1 y L2 dos ideales de L tales que L.- D L2 (i = 1,2) y L1 + L2 = L, esto

se puede hacer de la siguiente forma: si {X.-}¡5¿5K es una base de L2, (dim L2 = k), sea

{Xo}15.-5n una base de L, que extiende la dada de L7. Sean

L1 ={X¡}15¡gn—1 Y L2 = {XihíiS-r:
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L1 y L2 satisfacen los requerimientos anteriores. Por la proposición 2 de LA, existen dos

sucesiones de Jordan Hólder S‘ de L tales que SLI = L.-(i = l, 2), donde SLI designa el

término (n —l)-ésimo de S‘ (í = 1,2).

Por la proposición 43, sabemos que

HL,L¡(SP(L,E,SING))QSp(L.-,E,SING) (i: 1,2)

Por hipótesis inductiva, Sp (L.-,E, S I N G) es compacto y por ende acotado en Lï. Pen

sando los elementos de L‘ en coordenadas de la base dual de la anterior, por la elección

de L,- (i = 1,2) y las contenciones anteriores nos queda Sp(L, E, SIN G) es un conjunto

acotado de L'Ï, como es cerrado por la proposición 45, Sp(L, E, S IN G) resulta compacto.

Teorema 48. Sea L un álgebra de Lie resoluble, y (E, go)una representación continua a

derechade L. EntoncesSp(L, E) = Sp(L,E,SING).

Demostración: Basta probar que para toda sucesión de Jordan Holder de L, Sp(L, E, S) =

Sp(L,E,SING).

La demostración será por inducción. Si dim L = l, toda órbita es singular y no hay qué

probar.

Supongamos cierto el teorema para toda álgebra de dimensión menor que n. Sea S una

sucesión de Jordan Holder de L y a una órbita en Sp(L, E, S).

Sea f un elemento de a, y supongamos que PV(f, S) es distinto de L y Lu-“ donde

Ln_¡ designa el (n —l)-ésimo término de S.

Por el teorema 6, parte 3 de LC, PV(f,s) ñ Ln_¡ = PV(f|Ln_¡,Sn_1), donde 5,.-1

designa a la sucesión de Jordan Hólder de Ln_1 definida por (S¡)05¡5n_¡.

Existen dos posibilidades,primero PV(f, S) n Ln_¡ = PV(f,S), de donde PV(f, S) g
L"- 1, pero por la proposición 31,

Tor"(L)(E,¡33(1|PV(f, S), L) 2 TorulpVU'S))(E,C(f|PV(f,S))

Pero comoPVU, S) = PV(f|L,¡_¡,S,,_¡)

TorWPVU'SWE,C(f|PV(f,S)) =

=Tor”“°"”"‘"-"S"-"(E,C(f|Ln—1IPV(fILn-1,Sn—x))
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Comoa pertenece a Sp(L, E, S), fan_1 pertenece a Sp(Ln_1,E,Sn_1). Pero PV(f, S)
es distinta de L y Ln_¡, luego f ILn_1 no define una órbita singular, lo que contradice la

hipótesis inductiva.

La segunda posibilidad es que PV( f, S)ñL,._ 1esté contenida estrictamente en PV( f, S)..

En tal caso, si dimPV(f,S)/PV(f,S) n Ln_¡ fuera mayor o igual que 2, existiría un es
pacio vectorial V de dimensión mayor o igual que 2, tal que V n Ln_¡ = O, absurdo pues

dimL = dim Ln_¡ + l.

Luego existe zn en L tal que

Ln_¡e(zn)=L y PV(f,S)=(zn)ePV(f,S)nLn_¡

Además, como Ln_1 es un ideal de L, resulta que PV(f, S) n Ln_1 es un ideal de

PV( f, S) y de codimensión l, si nos restringimos al álgebra PV( f, S) podemos mediante
la proposición 2 de LA definir una sucesión de Jordan Holder de ella tal que su penúltimo

término sea PV( f, S) n Ln_¡. Restringiendo la representación de L a PV( f, S) estamos en

las condiciones de la proposición 43.

Como a es un elemento de Sp(L,E,S) por el corolario 35, fIPV(f, S) pertenece a

Sp(PV(f, S), E, SING) y por la proposición43flPV(f, S)nL,._1 pertenecea Sp(PV(f, S)
n Ln_¡,E,SING) nuevamente,por el corolario35 fILn_¡ pertenece a Sp(Ln_1,E,Sn_1)
pues PV(f|L,._1,Sn_¡) = PV(f, S) nLn_¡, por hipótesisinductiva,Sp(Ln_1,E,Sn_1) es
iguala Sp(L,¡_1,E,SING), de dondePV(f|Ln_¡,Sn_1)= Ln_¡, luegoLn_1g PV(f, S).
Absurdo, pues entonces PV( f, S) es Ln_¡ o L, cosa que supusimos que no ocurría.

Hemos visto que si a pertenece a Sp(L,E, S), todo elemento f de ella tiene como
polarización a L o Ln_¡, es decir

Sp(L, E, S) = Sp(L,E,SING) U{a e L‘/Ad'G’(L)|Vfe aPV(f,S) = Ln_¡}

Para completar el paso inductivo, y en consecuencia el teorema, debemos ver que el

conjunto

{a e L‘/Ad*G(L) IVf e aPV(f, S) = Ln_1}

es vacio.
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Supongamos lo contrario, sea a una órbita por la representación coadjunta de G(L)

y sea f en a, entonces a = G(L).f. Como dimPV(f,S) = n —l, por lo visto en los
comentarios previos del teorema 6 de LC,

n- 1= amm/(1,5)= á(dimL+dile),

luego n —2 = dim Li, donde

Li = {ze lezmn = o}

Sean G(Ln_¡) y G(LH los subgrupos analíticos de G(L) tales que sus álgebras de

Lie son respectivamente Ln_¡ y LL. Su existencia se deduce del teorema 10 de LE. como

Ln_¡ = PV( f, S), por los considerandos previos del teorema 6 de I.C sabemos que Ll Q

Ln_1 y en consecuencia por el teorema 15 de I.E G(L-L) C G(Ln_1). Más aún, por lo visto

en LF sabemos que el álgebra de Lie del grupo de isotropfa de f es Li: 9(G¡) = Li, en

consecuencia, la componente conexa de la identidad en G; es exactamente G(Ll).

Por el teorema 21 de LF, se tiene que

a=G.f:G|G.f,

y además

dima=dimG-dimG’f=dimG-dimG'(LJ‘) =dimL-dimL-'- = 2,

luego dima = 2, como variedad analítica.

Dado f en a, con a en Sp(L,E,S) por el teorema 44, sabemos que f|Ln_1 se en

cuentra en Sp(L,._¡,E,SING). Más aún, el conjunto HLIL"_,(a) = HL,LH_1(G(L)f)=

{HL_L"_1,Ï, 7 = fAdg'1 g en G(L)}, está contenido en Sp(L,,_1,E,SING), pues

PVÜ', S) = PV(f, S), por ser Ln_¡ un ideal (Corolario 35) y por actuar G(L) transiti
vamente sobre a. '

Sea X en L tal que Ln_¡ e (z) = L y H la aplicación definida por

H : C —> L"

H(z) = fAd exp(—zz)
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La aplicación t de C en L

t:C—>Lt(z)=zz

es analítica, como la exponencial y la representación coadjunta de G(L) también son apli

caciones analiticas, resulta que H lo es. Notar que H (z) = Ad"'(expzz)( f).

Por el teorema 13sabemos que Exp ad(a:) = Ad Exp (z), donde Exp indica la aplicación

exponencial entre End(L) y Aut(L).

Exp : End(L) —>Aut(L), luego ¡[(2) = f o Exp ad(z), en particular H(z)(z) =
¡JMPRMÜXÜ

Como ad(:c)(z) = 0, resulta Exp ad(1:)(z) = 1:, luego H(z)(1:) = f(a:) y H puede ser

descripta como H(z) = (H(z)|L,._¡, f en coordenadasde una base de L, de tal forma
que los primeros n —l elementos pertenezcan a Ln_¡ y el último sea z.

Como H es una función analítica de C en L‘ si H es acotada, resulta H constante,

en particular H(z) = ¡{(0) = f. Pero por los teoremas 12, 14 y la proposición 8, G

está generada como grupo por los elementos {expzz,g(L,._¡)}, con z en C y g(L,,_¡)

en G(L,,_¡), pues Ln_¡ e (z) = L y el álgebra de Lie de G’(L,._¡) es Ln_¡. Más aún,

como Ln_1 es un ideal, resulta G(Ln_1) un subgrupo normal de G (Teorema 10). En

consecuencia, todo elemento de g se escribe en la forma g = exp zz g(Ln_¡) con z en C y

g(Ln_¡) en G(L,._¡). De aquí y por ser H constante GJ = G(L,,_¡) .f. EntoncesG.f se
convierte en una variedad analítica donde G(Ln_¡) actúa transitivamente, por el teorema

20, resulta G.f z G(L,._¡)/G'(L,._¡)f donde G’(L,,_¡)f designaal grupo de isotropía de f

en G’(L,._¡). Como G‘(Ll) es la componente conexa de la identidad de Gf y G(L-L) está

contenida en G’(L,._1), resulta que la componente conexa de la identidad de G'(L,._¡)f es

G(Ll). Por el teorema 21 tenemos que

dimG. f = dim(G(L,._¡)) —diin G(Ln_1)f = dim G'(L,,_¡] —dim G(Ll] =

= dim L,._l —dim 'Ll = 1.

Absurdo pues dimG . f = 2.

De aquí se deduce que H no puede ser acotada en L".

Como H(z)(z) = [(z), resulta que H(z)|L,._¡ no puede ser acotada en LL“

de donde existe zo en C tal que H(zo)|L,._¡ no pertenece a Sp(L,.-¡,E,SING),
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absurdo pues H(zo)|Ln_¡ = HLILM1f o Ad exp(L - zo), elemento que debe pertenecer a

Sp(Ln_1,E, SING), por el teorema 44, según se vio.

Entonces {a e Sp(L, E, S)/Vf G aPV(f,S) = Ln_¡} es vacío, y de aquí

Sp(L,E, S) = Sp(L,E,SING),

de donde se deduce el teorema.

Teorema 49. Sea L un álgebra de Lie resoluble, (E, go)una representación continua a

derecha de L'. Entonces Sp(L, E) es un compacto de L‘.

Demostración: Se sigue de los teorema 47 y 48.

Teorema 50. En las condiciones del teorema 43, si Ln_1 es un ideal de L de dimensión

n —l, entonces Sp(Ln_1, E) = HL‘LH_¿(SP(L,E)).

Demostración: Es consecuencia de los teoremas 44 y 48.

Teorema 51 (Fórmula de la proyección). Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, cp)una rep

resentación continua a derecha de L, si I es un ideal de L entonces Sp(I, E) = HL_¡Sp(L, E),

donde I designa la restricción a I de los elementos de L‘.

Demostración: Por la proposición 2 de LA, existe una sucesión de Jordan Holder de L tal

que I es un término de ella, por iteración del Teorema 50, se obtiene el resultado deseado.

Teorema 52. En las condiciones de la definición 7, Sp(L, E) es no vacío.

Demostración: Por inducción en la dimensión de L.

Si dim L = l, estamos en el caso conmutativo, no hay nada que ver.

Supuesto cierto el teorema para toda álgebra de dimensión menor que n, sea L un
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álgebra de Lie resoluble de dimensión n y Ln_1 un ideal, por el teorema 50

SP(Ln—l)E) = HL.L.._¡(SP(L»El)

por hipótesis inductiva Sp(Ln_1,E) no es vacío, luego Sp(L, E) no es vacío.

Teorema 53. En las condiciones de la definición 7, sea I un ideal de L tal que I está

contenido en L2. Entonces Sp(I, E) = 0. En particular Sp(L2, E) = 0.

Demostración: Por ser I un ideal, podemos considerar la representación (E, go)restringida
a I.

Por el teorema51, Sp(I, E) = HL'¡(SP(L, = HL‘¡(Sp(L,E,SING)). Comolosel
ementos de Sp(L, E) verifican f(L2) = 0, resulta que f(I) = 0, en consecuenciaHLJU') = 0,
de allí el teorema.

Con estos teoremas se han demostrado las propiedades más importantes del espectro,

no vacuidad, compacidad, y la fórmula de la proyección, más aún, gracias al teorema 48, el

espectro se encuentra contenido en un espacio vectorial, en vez de hallarse en un espacio de

órbitas, lo cual permite trabajar más fácilmente con él.
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CAPITULO IV

ALGUNAS CONSECUENCIAS

En este capitulo se tratarán varios resultados que se deducen de los teoremas anteriores,

así como ejemplos que mostrarán las relaciones existentes entre el espectro de un álgebra de

Lie resoluble y una conmutativa.

En primer término notemos que, como consecuencia del teorema 48, la definición 9

puede reformularse como sigue

Definición 9’. En las condiciones de la definición 9, el espectro (singular) de la n-upla,

90(z.-)consisteen el conjunto {f(:r¡),f e Sp(L,

Gracias al teorema 48, y mediante las definiciones 5, 6, 8 y 9, la analogía entre el caso

resoluble y conmutativo se clarifican.

En ambas situaciones se tiene un objeto asociado al álgebra definida por ciertos oper

adores (conmutativa o no) a partir del cual se obtiene otro objeto que está asociado a los

operadores en si mismos, el cual, en el caso clásico brinda el espectro de Taylor.

Además, el complejo que determina la pertenencia de un elemento de L" a Sp(L, E),

reducido al caso conmutativo es el definido por Taylor (Teorema 30 y [9], ([12],IV)).

Una de las propiedades que verifica el espectro de ’I‘aylor de una n-upla a es que
n

SP(E,(G¡')IS¡S") está. contenido en H B[O,||a.-||]. En el caso resoluble, dada un álgebra¡:l
de Lie L y si (X0199. es una base de la misma, dada una representación continua a

derecha (E, go)podemos considerar el conjunto Sp(E,(X,-)15.-5n). La proposición análoga
sería

Sp(E,(zi)15iSn) S Jl B[0,|Iso(==s')lll

Esta proposición es falsa cuando el álgebra no es conmutativa, esto puede verse mediante el

ejemplo de la representación del álgebra G2 ue se detalló en la sección II.C.

1 o —1 —1)

0 L l l

Sea E = C2, y los operadores a = í 2 , b = g , se tiene que la, b]°p = b.En consecuencia (b,a) generan un álge 3a de Lie reso u le, no conmutativa. Si tomamos
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como representación a E y la inclusión: ¡L'¿(C2)op, tenemos que

l 3

SrlE,(b,a)) = {o}x {5, 3}
Pero “a” = á, de donde Sp(E, (b,a)) no está.contenidoen B[0, x B[0,

No obstante, si el álgebra de Lie es nilpotente, es cierta la generalización anterior. Para

verlo son necesarios algunos preparativos.

Sea L un álgebra de Lie, entonces por la proposición 4-d, de LA, sabemos que existe

una sucesión creciente de ideales (Laos-5,, tal que dim L.- = i, Lo = {0}, L" = L y

[L,L,-] g L,-_1. A partir de dicha sucesión, podemos construir otra de elementos de L,

{X.-}15¿5n, tales que {KMS-5.- sea una base de L,-.

Proposición 54. Sea L un álgebra de Lie nilpotente y {X,-}una base de la misma obtenida

de la forma descripta más arriba. Si (E, go)es una representación continua a derecha de L,
entonces

susana") g f1 Ils0(2s')l|
¡:1

Demostración: Se realizará la prueba por inducción en la dimensión de L.

Si dim L = l, estamos en el caso conmutativo, no hay nada que probar.

Supuesta cierta la proposición cada vez que la dimensión sea menos que n, supongamos

que dim L = n.

Por la proposición 4, sabemos que {X.'}¡5¡5n_1 generan un ideal de dimensión n.—1.

Más aún, {ELE-Ku, también generan un ideal de dimensión n —l. Notemos a este últimoí n_-l
conjunto por L1,“.

[LIL:1—llg [LiLn-Ül + [Lizn] g

g Liu-3+ [Lu-l) zu] g

g Ln-3 + Ln-2 g Ln-2 = Lil-l

pues L = Ln_1®(zn) y [L,L.-]g L.-_1.

Sean (Laos-9,-“ y (Laos-Sn-“ con L1.= L¡ (0 S i g n —2), sendas sucesiones

crecientes de ideales de Ln_1 y L5,_1 respectivamente, definidas a partir de los elementos
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{Kills-9., las cuales satisfacen [IM-l’IIil g Li-l y [L;_¡,L:.] g L'-_¡, pues [L,L,-] g

L,-_¡ y L¿,L2(0 5 i 5 n —2) son los términos de la sucesión original definida antes de la

proposición. Entonces, podemos aplicar la hipótesis inductiva a los elementos {X.-}¡5.-_<_.-¡

Y {XihSiSm ¡win-l- De aquí

SP(E.(X¿)¡5¡9—1)S ¡(u-l Bio,"WL-HI1

5P(E.(Xi)1<isn S 11 BIO,IMM)""gn-l l s n
¡in-:1

Pero por el teorema 50 sabemosque Sp(L.._¡,E) = HL,¡,,__¡(Sp(L, y Sp(LL_¡,E) =

IIL'L;_I(SP(L, Teniendoen cuenta la definiciónestas fórmulasy las definicionesde
5P(E,(X¡)15¡5nl, SP(E,(X¡)15¡5n—1), SNE, (X0195... nata-l Seconduïe el P380¡11'
ductlvo y la proposición.

Veamos haora ciertas consecuencias de la no vacuidad del espectro.

Un resultado clásico de álgebra: de Lie es el teorema de Engel ([2], 4,2).

'lleoremu de Engel: Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, V no nulo. Si L es una

subálgebra de dimensión finita de 9L(V), tal que sus elementos son morfismos nilpotentes
de V, entonces existe u 7€0 en V tal que X.u = 0 para todo X en L.

Como consecuencia de dicho teorema, el álgebra L resulta uilpotente ([2], 4,2).

Este teorema puede ser interpretado desde el punto de vista de los espectros.

Proposición 55. Sea L un álgebra de Lie nilpotente, que actúa en un espacio de Banach

E mediante operadores acotados (en este caso, la representación es la inclusión de L en

13(5)”). Entonces son equivalentes

a) ExisteeenEtalque X(e)=0paratodasen L, 3560.

b) Tor2("'(E,co) ¡éo.

Más aún, en tal caso ‘0’ pertenece a Sp(L, E).

Mg: Laúltimaafirmaciónsededucedeb).
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Para probar la proposición, consideremos una base de L formada por elementos

{X.-}15,5", los cuales se definen como en la proposición anterior. En consecuencia, si k

es menor que i, [zh zu] = CttXh, para cada Ck't apropiados números complejos. Esto
=l

se deduce de [L, Lk] g Lk_1.

Sea (E GMPL, dp- 1) el complejo de Koszul asociado al elemento nulo de L‘, el operador

¿"-1 escrito en la base definido por los {X,'}15,-5,. tiene la forma
n

dn_¡e(a:¡...:r,,) = (-l)’+lez,-(J:1,Ïjzn)+ g (-llkHeilzkvzilzlïkïiz")1:1 IS < Sn

De la expresión de [zh arg]se deduce que la última suma desaparece pues ([zk, zdzl 2k 3:)2,.)

es cero para cada par (k,i) con k < L

De aquí se sigue que
a

TorU(L)(E, 0(o)) = ker «1,.l = ker X,
j 1

De donde se sigue la equivalencia de a) y b).

De esta proposición se puede ver que el teorema de Engel es equivalente a la no nulidad

de TorUU')(E, C(0)), en consecuencia, el teorema 52, que asegura la no vacuidad del espectro

de un álgebra de Lie nilpotente arbitraria, puede ser considerado como una extensión de

dicho teorema, a las álgebras de Lie nilpotentes, ya que la no vacuidad es equivalente a la

no nulidad de algún espacio Torg(L)(E, C(f)).

En las próximas proposiciones se verá una equivalencia entre la no vacuidad y el espec
tro de L2.

Proposición 56. Sea L un álgebra de Lie resoluble, (E, tp) una representación continua a
derecha de L, entonces

Torg(L’)(E,C(o))e TorgWE ® U(L),C(f))
(¡(1,3)

eTorg(Ll(E,U(L) ® C(0))e
(¡(1,1)

e TorZ(L’(E,U(L|L2)) ,
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donde f(L2) = 0.

Demostración. Consideremos las álgebras A = U(Lz), P = U(L) y la aumentación de

I‘= U(L)definidaporf :

¿(fl =U(L)-* C ¿(f)(1)= ¡(1),(“11 L)

Sea goel morfismo de álgebras definido por la inclusión de L2 en L go= U(iLs‘L) : A —»I‘

y sea ¿(flow la aumentación de A = U(Lz) inducida por ¿'(f). Como f(L2) = 0, se verifica

que €(f) o go= ¿(0), la aumentación de A = U(LQ) definida por el elemento nulo de L2.

Sabemos como consecuencia del teorema 5, que U(L) es un U(L2) módulo libre a

izquierda y derecha, entonces por los teoremas 24 y 23 del Capítulo I, tenemos que

Targ(L’)(E,C(0)) e TorU<L)(Eemm, U(L), C(f))

Torg<L’>(E,C(0))e Tor”(")(E, U(L) gym, C(0))

Considerando en el primer caso a E como U(L2) = A módulo a derecha, y en el segundo

como U(L) = I‘ módulo a derecha. De aqui se deducen los dos primeros isomorfismos. Para

el último, observemos que U(L) ®U(L2)C(0) es isomorfo a U(LIL2), pues L2 es un ideal de

L ([3], XIII,4). De aquí se concluye la proposición

Proposición 57. En las condicionesde la proposición 56, si Targu' ’(E, U(LIL2)) = 0 (P >

0), entonces

TorZ”)(E,c(n)e TorS‘L'L’NEeUmMmmm

donde 7 pertenece a (LIL2)" y f = 711M“, con HL.“ la proyección al cociente de L sobre
LILQ. Notar que del isomorfismo (LIL2)* E Lgl, se deduce que f(L3) = O.

Demostración. Sea K = dim L2, y sea {yJ-}15j5n_k una base de LIL2. Sea {X3199 una
basede L2y sea 51' 5 n-k una extensiónde la baseanterior a L tal que HL'L2(YJ-)=

371-.Sea EU) la aumentación de U(L) en C asociada a f y 6 la correspondiente de
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U(LILZ) en C. Se tiene que ¿(7) o ULILzUI) = ¿'(f), donde U(H) es el morfismo que

extiende HL'La a nivel de álgebras envolventes.

oU(HL_¡,2)(X.-)= = 0,comof(L2)= 0 €(f)(X.-)= 0. Porotra parte

¿(7) U(HL.L=)(YJ')= €(7)(y,.) = 7GB) = Ï° HL.L=(YJ‘)= ¡(l/1') = ¿(ÍNYH

En consecuencia, 5 oU(HL,La) = 8(f), pues coinciden sobre una base de L, de aquí,

la aumentaciónde U(L) inducidapor a través de U(II) es ¿'(f).

Si definimos A = U(L), P = U(LIL’), «p= U(I‘L’Lz), nos encontramos en las condi

ciones del teorema 25 de I-C. Definiendo A = E, entonces si TorU(L)(E, U(LIL2)) = 0

(P > 0), resulta que

Torï(L)(E,C(¡)) e Torg‘L"(E®um U(LIL2),C(7))

dondeU(f) denotaa C comoU(L) (U(LIL2))móduloa travésde €(f)

Proposición 58. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, go)una representación continua

a derecha de L. Entonces son eqivalentes

a) 0 no pertenece a Sp(L2, E)

b) Sp(L, E) es vacío

Demostración. Supongamos que “0” no se encuentra en Sp(L2,E), entonces

Torg(L2)(E,C(0)) E 0 (P > 0). En particular Torg(L2)(E,C(0)) = 0 (P > 0).

Por la proposición 56, estos espacios son isomorfos a Torg(L)(E,U(LIL2)). Por la

proposición 57 se tiene que

Torï‘“(E,c(n) e Torï‘L'L’NEaz/m U(LIIF’),C(7))

con Ï en (LIL2)*y f = Ïo HL“.

Sea gola representación de L en L'(E)°P, como TorgiL2)(E,C(O)) = E/go(L’)E, se

tiene que tp(L9)E = E, donde lp(L2)(E) = {az/1:= go(L)e, L en L2, e en
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Por otra parte, por las propiedades del producto tensorial

E ®U(L) U(LIL”) = {Z3e.-e ui, e.-en E, u.- en U(L|L2)}

= {Bei G U(Hw.-)l, u.-en U(L), e.-en E}

para U(Il) es suryectivo. Más aún, como U(LILZ) tiene su estructura de U(L) módulo

definida a través de U(II)

E®U(L)U(L|L’)={Ee¡.u(¡,)u¡®1}={z)e;®1, a; en E}

Pero E = p(L2)E, entonces dado B:-en E, existe u.- en E y 12.-en L2 tal que Eï = a.-.p(z,-),

luego

E ®U(L)U(LILZ) = {Eürflzil ® 1} = {E a."® U(H)(Xs')1} = 0

pues H(X.-) = 0.

Luego E®U(L) U(LIL2) = 0, entonces Torg(L)(E,C(f)) E 0, como 7 es arbitraria,
y toda f en in se obtiene vía el isomorfismo existente entre (LIL2)* y L’L, resulta que

Sp(L,E,SING) = Sp(L, E) es vacío.

Notar que el teorema 48, que prueba la afirmación anterior, no es consecuencia de la

no vacuidad del espectro, antes bien, este último resultado se deduce de aquel.

Recíprocamente, si 0 pertenece a Sp(L2, E), por la fórmula de la proyección (Teorema

51), resulta que Sp(L, E) es no vacío, absurdo.

Una versión equivalente de este teorema es la siguiente: “0” pertenece a Sp(L2, E) si y

sólo si Sp( L, E) es no vacío. Esto permite ver que en el caso conmutativo, la no vacuidad

del espectro es equivalente a que el operador “0” de E tenga como espectro al “0” de C.

Veamos ahora otra consecuencia del teorema 48.

Sea L un álgebra de Lie, y consideremos dos sucesiones de Jordan Holder de L, S =

(Laos-5,1, S' = (Laos-5,1. Entonces podemos construir los módulos iiid(f |PV( f, S),L) e
¡Mim/(wm.

Uno podría pensar que, dado un U(L) módulo a derecha A, los espacios

Torgmm, iiid(f|PV( f, S), L)y Torg‘“ (A,iïámpvu, s'), L) seanisomorfos.Lamentable
mente este no es en general el caso.
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Por ejemplo, sea L el álgebra de Heisenberg definida en el Capítulo II, L = C(zl) e

C(x2) e C(1:3), con relaciones [23,122]= 1:1,y el resto de ellas nulo. En la proposición 42

vemos que toda sucesión de Jordan Holder era de la forma:

L0= L1=(zl)1 L2= H) L3= L)

con H un plano que contiene a L. Más aún, si f es un elemento de L", tal que f(L2) 7€0,

equivalentemente, f define una órbita no singular, PV( f, S) = H.

Consideremos las sucesiones

S 1Lo ={0},L1=(21);L2 = (31,132);L3 = L

S': 3: {0}, L'l = (21), L’2= (131,23), L3 = L

Sean M y M’ los U(L) módulos inducidos por las representaciones f |PV( f, S) y
flPV(f,S'))

M= U(L) ® emma»)
Ulizhzzll

M,= UlL) lellfifia”
UHSIJall

Tomemos f = lfl + lfg, donde {f.-}¡S.-53es la base dual de {z¡-}¡S¡53. Como [(221) = l,

f no define una órbita singular y estamos en las condiciones anteriores. Además, 22 actúa

como la identidad en M, pues: (u ®1)22 = u® f(1:2) = u ® l.

Por otra parte, según ([4], V,5.6), tenemos que M' = a 2'; ® C, pues al ser LnE o

nilpotente ind(f|PV(f,S),L) = i;d(f|PV(f,S),L). De donde se deduce que si M y M’
fueran isomorfos, resultaría que 1:2deberia actuar como la identidad en M', de aquí M' =

C(l ® l), absurdo. Luego, no son isomorfos. Pero

Tqrg‘“(U(L),M) e M

Torá’l“(U(L),M') e M'

de donde se deduce que los espacios TorU(L)(A, M) y TorulLl(A, M') no son en general iso

morfos. Sin embargo, si el módulo A es un espacio de Banach se tiene la siguiente proposición
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Proposición 59. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, go)una representación continua

a derecha de L. Si f es un elemento de L‘ y S, S' son dos sucesiones de Jordan Hólder,
entonces

TorglL)(E,¡En¡11m f, S), L) e Tor}:(“(E, ¡Enf|PV( f, S), L)

En particular, si f no define una órbita singular, los espacios anteriores son idénticamente
nulos.

Demostración: Si f define una órbita singular, entonces iiid(f |PV( f, S ), L) =

ind(f|PV(f,S'),L) = y nohaynadaqueprobar.

Por otra parte, si f no define una órbita singular, sabemos que la órbita por f, G(L)f

no pertenece a Sp(L, E), luego por la definición de dicho conjunto,

o = TorglL)(E, ¡Enf|PV( f, S), L)) e TorZ‘LNE,¡'51(IIPV(I,S'), L))

de donde se concluye la proposición.

Otra de las consecuencias del teorema 48, es que el espectro es siempre playo, en el

siguiente sentido. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (20195,. una base de L tal que

{:1:¡}15¡5¡cdefine una base de L3. Como L no es ni conmutativa ni semisimple, se verifica:
n

1 < k < n. Sea f un elemento de L’ escrito en la base dual de la anterior: f = 25.1},
=1

n

si f define una órbita singular, entonces f = Z {d}, de donde Sp(E,(:c.-)¡5.-5n) estáí:k+l
contenido en {0} x C"_k, pues la primera k coordenada de sus elementos son idénticamente

nulas. Veamos que propiedades se deducen de esto.

Proposición 60. Sea L un álgebra de Lie nilpotente y (E, go)una representación continua

a derecha de L. Sea (20195,, una base de L definida con las mismas propiedades de la

usada en la proposición 54. Si Sp(E,(z.-)¡5.-5n) = 0, entonces los operadores 50(13)son
topológicamente nilpotentes.

Demostración. Sabemos que dicha base verifica las siguientes propiedades: los conjuntos

{21-}151-5;= L,- son ideales de L tal que
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Realizaremos la prueba por inducción en la dimensión del álgebra.

Si dim L = l, estamos en el caso de un operador, como Sp((p(2)) = 0, entonces resulta

cp(z) topológicamente nilpotente.

Supongamos cierta la proposición para álgebras de dimensión menor que n. Análoga

mente a lo hecho en la proposición 54, definamos los ideales

Ln-l = ({z¡})15¡5n—1, 141-1 = ({z¡})r<¡5n¡in-l

Por lo visto en esa proposición, sabemos que las bases

{Iihgign-i y {zi}l<i5nnin-l

de Ln_¡ y Lib, respectivamente, satisfacen las hipótesis de la proposición. Notar que

Sp(E, (2015,91) = 0 implica Sp(L, E) = 0, pues las coordenadas de los elementos de este

en la base (20195,, dan aquel. Por el teorema 50,

SP(Ln—1)E)=“Lan_¡(5P(L,E)) = 0

5P(L5._1,E) = HLILn—l(Sp(L:1—1,E))=0

de donde

SP(Ln—1;(Ii)15i5n_1)= 0

SP(Li.—1;(1=i)i<¡5n) = 0¡fu-l
por hipótesis inductiva, los operadores p(1:,-)15,9, son topológicamente nilpotentes.

Proposición 61. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (E, go)una representación continua a

derecha de L en E. Entonces si lp(z¡)¡5.-5k es una base de L2 definida con las propiedades de
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la usada en las proposiciones 54 o 60, los operadores p(z.-) son topológicamente nilpotentes.

Mmm. Porla proposiciónl, el álgebraL’ esnilpotentey entoncespodemos“alisar
la construcción de las proposiciones 54 o 60. La proposición se sigue de la proposición 60 y
del teorema 53.

Ahora nos dedicanmos a estudiar con mayor detalle el operador de homotopia con

struido en la proposición 46. Recordemos que dada un álgebra de dimensión n, tal 'que su

derivado, L’, verifica dim L2 = n —l, el operador Sp verifica

Fi) Sp :Ee APL—.EoAPHL
¿P5P + SP-ldP-l = Í

Pii) Sp(E@ AP-‘L’ Az.) = o

Piii) SP(E®AP-‘L’) c (Ea APL’)Az.

Piv)5'pr =(-l)'“IA (a)
PV)(-l)’+°Spdpr+¡ = ¿p A2,.

Además

L0e= ‘e(3n"

¿1430 = -(=(=n- ¿Hz-i+ ¿“tu zum

Por otra parte, en el ejemplo desarrollado en el Capítulo II, donde se calculaba el

espectro del álgebra Ga, proposición 41, tenemos que los operadores anteriores son

Loe=—e(zf)«) LozEaE
L¡e(y) : —e(: —A —l)(y) :L¡ : E(y) —+E(y)

donde G9 = C(y) e C(a:) y [2,y]°¡’y. Más aún, dicha proposición asegura que:

Sp(Gg,E) ={(0,Á)|Io no es biyectivo}U

U {(0, A)|L¡ / ker y no es biyectivo}
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donde Io : E/Imy —>E/Im y. Pero

E/Imy = Torg(C(””(E, C(0))

ker y = TorY(C(y))(E, C(0))

Todo esto puede ser generalizado como sigue:

Proposición 62. Sea L un álgebra de Lie resolublede dimensión n tal que dim L2 = n- l.

Sea a:en L tal que [39(2) = L y sea f, en L" tal que f1(1:)= l, f;(L2) = 0. Sea f = ¿,f,
una órbita singular. Son equivalentes:

a) f = {,f, no pertenece a Sp(L, E)

b) Los operadores Lp asociados a f, definidos en TorU(L’)(E, C(0)) son biyectivos.

Demostración. En primer término veamos qué son los operadores definidos en b). Recorde

mos la definición de los operadores Lp.

Lp.1ZE®/\p-_IL2 —»E® NHL”

y verifican la ecuación

dp_¡e(z¡¡,...,z¡P_l1:) = dp-26(17¿¡...12¡p_1)/\Z+

+(-1)PLP_1€(I¡¡.. .z.-¡,_¡)

También se verifica

dp_2e(:1:¡1 . . . z.-,,_,1:) = dp_3e(z.-l .. .1:.-¡,_,) A z+

+ (-1)P‘1Lp_2e(:1:.-1 ...:c.-,,_,)

Combinando las ecuaciones anteriores, y escribiendo sintéticamente

0 = dP-adP-r = dP-2(dP-1A 17+(_1)PLP—1)

= (dp_3(dp_2)) A1:+ (-1)P_1Lp_2dp_2 + (-1)Pdp_2Lp_1 ,
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como dp_3dp_2 = O,obtenemos

dP-2LP—1 = LP-2dp—2 (I)

Por otra parte, si consideramos el complejo (E ® APLZ,dp_¡|), donde dp- 1| designa

el operador dp_1 restringido a E ® APLQ, obtenemos un complejo de cadenas pues L3 es

un ideal. Más aún, si miramos el complejo sobre U(L2), su homologfa nos da los espacios

Targ(L’)(E, C(0)).

De la ecuación (I) vemos que

Lp_¡(kel' dp_2) g ker dp_2

[IP-lam (ip-1) Q Imtip-1,

lo que nos permite definir los operadores Ip_1 en Torgg'l’NE, C(0)), por pasaje al cociente

de los Lp_1 anteriores. Son estos los operadores considerados en b).

Veamos como se prueba la proposición.

Supongamosque f no está en Sp(L, Sea a en ker dp_2 g E ® /\P“‘L2 tal que

Lp_¡a = dp_¡(b), con b en E ® ApLz, es decir, Ip_1(a) = 0, dp_2a = 0. Entonces

dP-l((_l)P+lb + 61(2)):(—1)P+ldP—lb+(dP—Za)/\93+ (-1)PLP—la =

= (-1)p(-dP-1b + LP-Ia) = 0

Luego (-1)P+‘b + a(1:)pertenece a ker dp_¡ = Im dp, pues Torg(L)(E,C(f)) = 0.

Si consideramos a E ® APL y E ® AP+1L descompuestos de la siguiente forma

E®APL= E®APL263(E®AP"‘L2)A2

entonces existen c y d en E ® /\"°+1L2 y E ® APL2 A 1:respectivamente, tal que

((-1)P+lb, a) = dp(c, = (de +(—1)P+1Lpd,dp_1d)

pues dp(E® AP+1L2)g E® APL2 y dp(d/\ z) = dp_1(d) + (-1)P+‘Lpd, en particular

a = dp_1(d) con d en E® APLQ, luego H= Oy Ïp_¡ es inyectivo.
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Veamos que es suryectivo.

Sea a en E® AP-lL2 tal que dp_ga = 0, entonces dp_2(a,0) = 0, y por verificarse

TorïífikE, C(f = 0, resulta que existen b y c con propiedades análogas a.(c,d) del razon
amiento anterior, tales que

(0,0) = (¡P-¡((7,6) = (¿P-¡(17) + (-1)PLP—16,dP—26)

En consecuencia, 0 = ¿p-30 y E pertenece a Torgíl'lz)(E,C(0)), pues c está en E ®

AP‘ILQ. Pero como a = dp_1b + (-1)PLp_¡c, y b pertenece a E ® APLZ, resulta que

¡I= Ip_¡ —1)¡’c), luego Ip_¡ es suryectiva y en consecuenciabiyectiva.

Recíprocamente, supongamos que para todo P, Ip sea biyectivo.

Sea (a,b) en E®APL = E®/\P"L2 EB(E®AP"L’) Az tal que 0 = dp_1(a,b). Por
los cálculos anteriores, tenemos que

0 = dp_1(a, = (¿p-16 + (-1)PLp_1b, dp_2b)

Luego dp_gb = 0, y en consecuencia 5 pertenece a Torgg'lz)(E, C(0)). Como 0 = dp_¡a +

(-l)pr_1b se tiene que 132-15= 0, pues a pertenecea E®AP L2. Por ser Ip-¡ inyectiva,
existe c en E® APP tal que b = dp_1c. Además

0 = dp_1a +(—1)PLp_¡dp-IC =

= dp_1a+ (-1)Pdp_¡LpC = dp_¡(a + (-1)PLPC)

Como a + (-l)P ch pertenece a E ® APL2, pues a y c pertenecen a él, obtenemos

que a + (-1)Pch está en ker dp_¡, por ser Ip suryectivo, existe w en ker dp_1 y z en
E® APHL2 tal que a + (-1)Pch = pr + dpz, de dondese deduceque a = Lp(w +
(-1)P'“c) + dpz. Pero

dP(I,(-1)P“(w + (-1)P“C)) =

= (dpz+ (-1)P+*Lp((-1)P+‘(w +(-1)"+1c)),dp_1(—1)"+*(w+ (-1)"+1c)) =

= (a, dp_1C) = (a, b)

_ WL”) _
Entonces ker dp_1 —Im dp y Torp (E, C( f )) —0, con lo que concluye la prueba.
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Notar que si el álgebra L es conmutativa, dim L = l pues L2 = 0, en este caso los

espaciosTorg” )(E, C(0)) consistensolamentede Torg(°)(E, C(0)) = Torá’(E, C(0)) = E
y el operador Loe = —e(z —A). La proposición anterior se reduce a

A no pertenece a Sp(:z:) si y sólo si Lo = (1:—A) es biyectivo

Esto muestra el aumento de complejidad introducida por las álgebras no conmutativas
en la teoría.

Ahora generalizaremos lo hecho para el caso dim L2 = dim L - l. Si repasamos las de

mostraciones de los proposiciones 46 y 62, podremos observar que L2 puede ser reemplazado

por un ideal de L, de dimensión n —l. En ningún momento hemos tenido en cuenta la es

tructura particular de L2, solamente hemos usado que es un ideal. Más precisamente, sea L

un álgebra de Lie resoluble y Ln_1 un ideal de dimensión n - 1. Sea f una órbita singular

de L, consideremos la siguiente descomposición asociada al complejo (E ® APlep_1)

EQAPL = E®Aan_1 GBE®AP"1L,¡_1A1:

con x en L tal que Ln_1 e) (1:) = L. Además se verifica que

¿“(Es APLH)SEo AHLH

dp_1e(:z:.-1.. .1:.-,,_1:c)= dp_2e(a:.-1...z.-,,_1)A a:+ (-1)PLp_1€(I¡'¡ . . .1:.-,,_1)

donde Lp_1 es un operador definido en E ® AP‘ILn_¡ que depende del parámetro f(z)

considerando una base de L" de tal forma que su último elemento satisfaga fn(L,¡_ 1) = 0,

fn(1:) = l.

Mediante un procedimiento análogo al realizado en la proposición 62, tenemos que

dp_2Lp_l = Lp_2dp_2 y podemos enunciar la siguiente proposición:

Proposición 63. Sea L un álgebra de Lie y Ln_¡ un ideal de codimensión l de L. Sean

(E, go)una representación continua a derecha de L y f una órbita singular. Entonces son

equivalentes

a) f no pertenece a Sp(L, E)
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b) Ip_¡ definidoen Tor”(L"-‘)(E,C(IIL,._¡)) es biyectivo.

Emostmión: Ea análoga a la correspondientede la proposición anterior.

Por último, con esta generalización se puede dar una demostración de la compacidad

singular, que es independiente de la propiedad de la proyección

Proposición 04. Sea L un algebra de Lie resoluble, y (E, go)una representación continua

a derecha de L. Entonces Sp(L,E,SING) es compacto en L‘.

MQ. Por la proposición45sabos queSp(L,E,SING) eecerrado,en conne
cuencia basta ver que es acotada. Sea {12.-}una base de L tal que {abs-5k es una base

de L’, considerando ([3195. la base dual de la anterior, sabemoe que f es una órbita

singular si y sólo si f = 6.1.-. Para ver que Sp(L, E, SING) es acotado en L‘ basta

proba que para cada ¡(hi-T-l+é i 5 r) existe r.- tal que si 6.-es mayor que r.-, f no pertenece

aSp(L,
Sea i en las condiciones anteriores, y L.-el subeepacio de L generado por {z,-}¡g<..

Como La está contenido en L.-, L.-es un ideal de codimensión l de L para todo i. Apling

la demostración de la proposición 46 a la construcción que la generaliza para el caso L

y L.-, obtenemos que es posible construir un operador de homotopía, el cual asegura la

nulidad de los espacios Torg(L)(E,C(f)), cada ves que 6.-sea mayor que cierto ri. Luego

Sp(L, E, SIN G) es compacto.



CAPITULO V

PROPIEDAD DE LA APLICACIÓN ESPECTRAL Y CALCULO FUNCIONAL HOLOMORFO

En este capítulo nos dedicaremos a dos de los más importantes puntos asociados a la

teoría espectral: la aplicación espectral y el cálculo funcional holomorfo, los cuales, junto a

las propiedades vistas en el Capítulo III, constituyen las caracteristicas básicas del espectro.

En primer término nos ocuparemos de la propiedad de la aplicación espectral.

Es sabido lque, en el caso conmutativo, dado un espacio de Banach E y a una n-upla de

operadores que conmutan dos a dos, el espectro de Taylor de la n-upla Sp(a, E) satisface

la siguiente propiedad: Si P es una aplicación polinomial entre C" y C"(P : C" —>Ch),
entoncesSp(P(a),E) = P(Sp(a,

Mirando este resultado desde la óptica de álgebras de Lie, tenemos que la n-upla a.

genera un álgebra conmutativa, isomorfa a C", además U(Cn) = Pn. Por otra parte, dada

un álgebra de Lie resoluble, y (E, go)una representaciú continua a derecha de L, podemos

considerar al objeto Sp(L, E), contenido en L‘, y el álgebra U(L) generaliza a. Pn al caso

resoluble. Esta álgebra actúa sobre LQLde la siguiente forma: P. f = 8 (f )(P), donde 5 (f)

denota a la aumentación de U(L) definida. sobre C a través de f, sección I-B. Notar que si

fijamos f en Lai, el morfismo anterior resulta una aplicación de anillos de U(L) en C, que

juega un papel análogo a la especialización del álgebra de polinomios.

Como Sp(L, E) está contenido en Lzl, podemos considerar el objeto P(Sp(L, E)), con
P en U Pero lamentablemente, si el álgebra no es conmutativa, en general no tenemos

la propiedad de la aplicación espectral.

Proposición 65. Sea G2 el álgebra resoluble de dimensión 2 que verifica la relación
0

[2,y] = y, con G2 = C(y) e C(z). Consideremos E = C2 y las matrices a = (1 S ,' 7
1 1

b = l l . Entonces C(b) 63C(a) define en [(02), mediante la inclusión, una rep
resentación continua a derecha de G2 en .C(E)°P. Sea P en U(L) el elemento P(y, z) = z.

EntoncesPSp(E,(y,1:))séSp(E,P(y,
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Demostración. Por los cálculos realizados en la proposición 41, sabemos que a y b definen un

álgebra isomorfa a G2 y que es una subálgebra de E(E)°P. Además Sp(E,(y,a:)) = {0} x

¿{á-g}. P(sp(E,(y,z))= {#2} ysp(E,P(y,z))=sp(E,a)=laramente

P(SP(E(y,z))) 7€SAE, P(y, 1))

Ahora nos ocuparemos del cálculo funcional holomorfo. Habiendo llegado a este punto,

uno se enfrenta al problema de definir que es una función holomorfa de variables no conmu

tativas. Aqui daremos una que coincida con la usual en el caso conmutativo.

Hemos visto a lo largo de la definición de espectro, y de sus propiedades básicas, que el

álgebra U(L) hace las vecesde los polinomios en n-variables, por otra parte, el completado de

este último espacio, según cierta familia de seminormas, nos brinda las álgebras de funciones

holomorfas, de aquí que procedamos como sigue.

Sea L un álgebra de Lie resoluble, y sea {3.-}una base de L de tal forma que la sucesión

de espacios LJ- (LJ- = (2.-)1951-) defina una sucesión de Jordan Holder de L. Sea U(L) el

álgebra envolvente de L y consideremos la base definida por {abs-5,1 según el teorema 5,

sea r = (r.-)¡5.-5n una n-upla de números reales positivos y designemos con a un multiíndice

de números enteros negativos a = (a¡)15¡'sn.

Definición 10. El conjunto de series formales EaaX“, con aa en C que satisfacen

Elanlr" < para todo r' < r < n, 1 S í S n), constituye el completado de U(L)
en las familias de seminormas H “,1, “zflw = E [aalr’u y se lo notará. (U(L), r).

Es evidente que, cuando L es conmutativa, obtenemos las funciones holomorfas de un

polidisco.

Proposición 66. Dada un álgebra de Lie resoluble L, y r una n-upla de números reales

positivos, el espacio (UlLl, r) es un espacio nuclear de Fréchet.

Demostración. Para ver que es de Fréchet, se procede por definición, y mediante un argu

mento clásico se prueba dicha propiedad.

Para ver que es nuclear, procederemos por definición. Sean r1 y r2 dos n-uplas de
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números complejos, las seminormas asociadas || II,l y || "r, verifican || "1 5 || "a si y sólo

si n 5 r2 (ri 5 l 5 í 5 n). Segúnla definición3 del Capítulo l, (UÏLÏJ) será.nuclear
si dado r1 < r existe otro r3 que verifica n < r3 < r y tal que la aplicación natural de

E I ker" II" en E/ ker "r, seanuclear.

Sea n menor que r, como nuestras seminormas, son en realidad normas, y el espacio

m) es completo con respecto a cualquier IIn prefiiado, nos basta ver que existe r2 con
las propiedades anteriores tal que

l41737." lln)-' (Úmill llr.)

es nuclear, donde l designa la identidad. Notar que al ser "r, 5 "n la aplicación
anterior es continua.

Sea X = 2 aux“ un elemento de U(L) y escribamoslo de la.siguiente forma:

_ i E".
X —Z: rá: (dará!) ri:

La sucesión{ es una familiade elementosde la bola unitariade (Um, II").1

Sea (fa) la siguientesucesiónde funcionalesde (U(L), ||,,) definida por fa (z) :=aarg.

Es claro que cada una es lineal, además

llfa(z)ll S Elaalrá' = Ilzllr.i

luego Ilfall s 1.
4!

En consecuencia,si probamosque z es finito cuandor1 < r2, tendremosquela aplicaciú anterior es nuclear y se habrá prob o la proposición.
a n ' -l

Peroz = n ( — , comopuedeverseporinducción.2 = 2

A pesar de que estos coniuntos generalisan las funciones holomorfas, carecen de una de

sus propiedades más importantes: no constituyen álgebras topológicas, pues en general las

seminormas que definen la topología no son submultiplicativas. Por ejemplo, si L = G3, el

álgebra resoluble generada por z, y 1:2,satisfaciendo Iza, :1] = :1, en U(L) esto se traduce

por 2321 = zm + x1. Luego "san", = "1:1+ 21:2", = r1 + 1'11‘2> "2:1"rusa", = 7173.
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No obstante, preservan la siguiente propiedad:

Proposición 07. Sean L1 y L2 dos álgebras de Lie resoluqu de dimensión n y m re

spectivamente. Sea r1 (respectivamente r3) una n-upla (respectivamente, una m-upia) de

números complejos y sea L1 x Lg el álgebra de Lie que posee por espacio subyacente al

producto de L¡ y Lg, y como operadón [(z¡,y¡), (sg,yg)] = ([31,gl], lzg,m]). Entonces

(WII,mmm. '2)E(mm rosa/1m, r2)E(WI: XIa).(mui)

Demostración; Como todos los espaciosconsiderados son hechet, por lovisto en la proposición

28 de la secciónLI, la primera igualdad se verifica. Probemos que (Um, r1)®(U'(E;)',r9) 9!

W, (r1, Paraestoveremosqueesteúltimoespaciosatisfacelapropiedaduni
versal del producto tensorial topológico en la categoría de espacios de Fréchet. Notar que

si tomamos en L1(L2) una base con las propiedades requeridas para definir MH], r1)

(mm, 13)), automáticamentepor la estructura de U(L1 x La), la base {2.-}¡9'9 de L1

({yJ-hgsm de Lg) brinda una base de L¡ x La z{(z.-,0)¡5.-5.,(0,y,-)¡5¡5m} que satisface
losrequisitosparaconsiderarelespacio(m, (r1,93)).

Sabemos que U(L¡) ® (¡(1,9) 9! U(L¡ x Lg) ([3], XIII,1.2). Sea 45la forma bilineal

definida por

ÓZMÏÏ;'1)X(UÏEÏ:'2)'*(U(IK X135471,72»

“Souza, 26,32")= Eau bpzay’ ,

por el resultadoanterior,deducimosque d(U(L¡), U = U(L1x L3), además

aabt,zaypuru's= Elaabfilri!rg =

= (EIGaI’ÏXEIpr’g < 0°

Luego ntes una aplicación bilineal conjuntamente continua, con imagen densa.

Probemos la propiedad universalque debe satisfacer

Sea (G‘,o) un espaciode héchet y una forma bilineal continua de (UlL I,r1)x(U(IH, r9)

en G. Se busca una aplicación lineal y continua de (Ulll x ISI,(r¡,rg)) en G tal que

h o d = go.
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Sea h la siguiente aplicación definida en U(L¡ x L2), (T1,Tg)) h(z°,y5) = ¿(2°,yfi),

notar que por ([3],XIH,1.2) h se extiende a todo U(L1 x L2). Sea P una seminorma continua

en G, y sean 7'11'2tales que

“MIA/HIP S MIIIIInIIyIIr,

Entonces

||h(ï3aaazayfllllr S Elaaalllh(z"y”)llr

= ElaafllMllzallnllX/fillra= MIIE aapz“y”|l(n.ra)

Luego h es una.aplicación uniformemente continua, de aqui que existe una única aplicación F,

extensión uniformemente continua. de ha(ÜlL X Ig l, (1117)). Pero hoqí = 1/)en U(L1 x L2).

Por densidad y continuidad resulta. que ¡o 45= t/Jen (UÍL l,r¡) x (Ulzgifl'g). Luego H

es el morfismo buscado, el cual nos asegura la propiedad universal del producto tensorial

proyectivo, con lo cual se termina la prueba.

Ocupémonos ahora del cálculo funcional holomorfo, como en el caso conmutativo la

propiedad de la aplicación espectral es consecuencia del cálculo, al no verificarse ella ni para

elementos de U(L), no es extraño que no podamos obtener, en el caso no conmutativo, un
cálculo funcional holomorfo.

En primer término, veamos la siguiente proposición:

Proposición 68. Sea L un álgebra de Lie resoluble y r una n-upla de números reales

positivos. Sean {n} 195,1, elementos que definen una base de L, los cuales satisfacen las

condiciones necesarias para definir (Um, r). Sea. (E, go) una representación continua a

derechade L en el espaciode Banach E. Entoncessi 5 n, la acciónde U(L) se
extiende continuamente a (U(ÏJ, r).

Demostración. Sea X = Danza con E Iaal 1""l< oo si r’ < r.

DefinamosZp(a:)= Eau go(z)°"como S E(aa)||tp(:c)ll" < Elaalrí’ < oo, con
max ||tp(zo)|| < r1 < r, resulta que la aplicación Ip es un morfismo uniformemente continuo

entre (UlIl,r) y 13(E), que extiende a 4p.

De aquí veremos la ausencia de cálculo funcional holomorfo para estos espacios. Sabe

mos que en el caso conmutativo, esto último se puede expresar como la. extensión de la
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acción de P. sobre el espacio E a ciertas álgebras de funciones holomorfas. Más aún, stas

últimas están clasificadas de la siguiente forma: Sea U un dominio de holomorfla de C", la

acción de P. en E se extiende a O(U) si y sólo si U 3 Sp(E).

En el caso no conmutativo, hemos visto que la acción se extiende cada ves que las

normas de los operadores están aootadas por un multiradio. No obstante, como veremos

enseguida, puede haber una extensión, sin estar contenido el espectro en un conjunto de la
B

forma II BIO,n], lo cual muestra que se pierde la anterior clasificación y en consecuencia

el cálcuiïo‘funcional holomorfo.

Retomemos al ejemplo del Capítulo lI, allí L era Ga, y calculamos SAC“, (b,4)), donde

b y a representan dos matrices en C’, tales que generan un álgebra isomorfa de G2.

Ademásuan= g y suman» = {o}x {;. Q}. Sean(rm) tal quen > llblly

á < r2 < Entonces,la acciónde U(Gg)ssextieudea MUSIJn, rg)), peroSAC”, (6,0))
no está contenido en Blom] x B[0, ra].

Del hecho anterior, sabemos que para la generalización natural de las funciones holo

morlas de un polidisco no podemos hablar de un cálculo funcional holomorfo. Pero estos

conjuntos tienen el inconveniente de no ser, en general, álgebras topológicas de donde de

ducimos que en rigor no se puede hablar de un cálculo funcional holomorfo para ellas.

Ahora nos ocuparemos de una familia de álgebra topológicas, que poseen el algebra

universal como subconjunto denso y que generalisan en un sentido más apropiado a las

funciones holomorfas de un polidisco. No obstante, tampoco para ellas se tendrá un cálculo

funcional holomorfo, como en el caso clásico, pues sucede un hecho similar al del caso
anterior.

Sea r = (rms-5,. una n-upla de números reales positivosy sea T el álgebra tensorial
de L : T = 9.5:;01", donde T" = L G GL, (n veces). Todo elemento de T es de la forma
z = Ecos”, donde a indica un conjunto de índices, los cuales verifican l 5 0',-5 n = dim L

y z' =z,, amen". SeaPy la seminorma(r' < r)

filmar”) = 2 |c,|r"

y sea S(r) el subconjunto de series formales EAJz" que verifican

PrI(EX.:‘) ___Ellalr" < oo
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Entonces S(r) es un álgebra de Met que además es un álgebra topológicacon producto
conjuntamente continuo, y cuya topología viene definida por una sucesión de seminormas

submnltiplicativas. Más aún, en dicha topología T = S(r) ([l2],6).

Sea I el ideal bilátero genaado por sy - ya:- [2,y]en T. Entonces Ï es un ideal bilatero

en S(r) y en consecuencia podemos considerar el algebra de ñ'échet cociente S(r) IT, con la

topología cociente.

Como la inclusión í, de T en S(r) manda I en T, tenemos una aplicación continua ï', de

U(L) en S(r)/7, más aún

Proposición 69. En las condiciones anteriores, 'i' es una aplicación inyectiva de imagen
densa.

Machu. ComoT esdensoen S(r), resultaqueïposee imagendensa.Para verque?
es inyectiva usaremos el siguiente resultado [5]:

Dado T en U(L), T no nulo, existe una representación pr de U(L) en un espacio

vectorial complejo de dimensión finita VT, tal que

PAT) ié 0

Sea una norma en End(V) tal que ||AB|| 5 ||A|| "B", con A y B elementos de

End(V). Como (pr es un morfismode álgebra de Lie entre L y End(VT),se extide a un

morfismode álgebras asociativas{51-en End V1-tal que = 0.

Dado r, sea S un número real positivo menor que minha-kgs“, y sea M en R>o tal
que 5 S,paratodo{Si}¡5¡5.basedeL.

Consideremos la representación de U(L) en End V1-definida por 991-= Mp7. «f7

verifica que ¿tg-(t) 7€0 y el correspondiente morfismo de algebras asociativas 31- satisface
61-(1) = 0

Sea a: en T, como {2.-}195. es una base de L, a: puede ser escrito en la forma a: =
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E caz“, con a la familia de índices ya descripta. Entonces

uma)" s 2 lealHHH)"

s 2 ¡cal"¡del!" s 2 ¡calS”)

S E ICaIp" S Ilzllp

con p = (¿Lg-5,. una n-upla de números complejos que verifican S < p,-< r1 ¡95...

Luego 5T puede ser extendido a un morfismode S(r) en End VTy como = 0,

podemos considerar el morfismo inducido en S (r) /7, el cual es uniformemente continuo.

Llamemos h a la extensión de 3T a S(r) y H al morfismo inducido en S (r) fl. Entonces

FHSWH = h, donde Hsmlï denota la aplicación cociente de S(r) sobre S(r)/Ï. Pero la
aplicación ÓT puede ser factorizada de la siguiente forma: ¿T = X07, como ctflT) 7€0,

'ï(T) 960, y en consecuencia ¡es inyectiva.

Con esta proposición hemos construido una familia de álgebras de Fréchet que con

tienen a U(L) como subálgebra densa. Más aún, estas álgebras generalizan las funciones

holomorfas de un polidisco. Ahora veremos nuevamente la carencia de un cálculo funcional
holomorfo.

Proposición 70. Sea L un álgebra de Lie resoluble y (Em) una representación continua

a derechade L en E. Entoncessi 5 r.- (l 5 i S n), la acciónde U(L) se extiende
continuamente a un morfismo de S(r) fl en L(E)°P.

Demostración. Dado gp,morfismo de álgebras de Lie entre L y L(E)°P, consideremos su

extensión a T. Sea 5 dicha aplicación, 5 verifica

a =T a ctE)
=ol

y si escribimos los elementos de T en una base generada por una de L{a:.-}19-5”, tenemos que

todo z en T se escribe: a:= Ecaz", con 1:“ = :¡za1® . . . ® 2a,, entonces ¿(3) = Ecatp(a:"),
de donde

"¿WII S 2leal Ilso(zallS

S z¡leal IIP(I)II“ S z¡let-M"
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con max{||p(z.-)||} < r1 < r. Luego este morfismo se puede extender con continuidad a

todo S(r). Llamemos a dicha extensión qt. Como ¿(1) = 0, resulta que ¿(7) = 0. De

aquí obtenemosuna aplicacióncontinuade S(r)fl en [(E), denotada

PeroJW“) = 307, idem“. ZHam/1 = Ó,de ¿Onde¡"sm/¡Ir = ¿Ir = 5

Pero Hgm]; = ïo 11mm, donde la última aplicacióndenota el morfismonatural de
TenU Luego

5 = Ï°Ï° naaa.) = Ó“nt/(L)

De ato vemosque Íoïee e] único morfismode álgebra: que extiende la representación

(o a U(L), entonces la función 3 es una extensión continua de la acción de U(L) en E a

S(r)fl . De aqui ee deduce la proposición.

Análogamente a lo ya realizado, tomando el álgebra Ga con la representación reciente

mente explicitada, tenemos un ejemplode una extensión de la acción de U(G2) alas algebra

S(r)/7, que no verifican contener al espectro en el polidisco definido por r. Nuevamente
obtenemos que no se cumple la propiedad característica del cálculo funcional holomorfo

para esta: álgebra: de Mollet, que poseen a U(L) como subálgebras densas.

Por último, veremos que la construcción anterior representa un caso particular de las

álgebra: topológicasque son completadosde U Más precisamente:

Proposición 71. Sea L un álgebra de Lie resoluble, sea U(L) su álgebra envolvente y

sea (“Juan una familia de eeminormaesubmultiplicativaatal que (U(L),(p.),.ey) sea
un álgebra topológica. Si (A,(p.).€n) es un álgebra de fl'échet que es un completado
de (U(L),(p.).en), entonces existe una familia de seminormas (pL).€N taql que dicha
familia define una estructura de álgebra topológica en el álgebra tennorial de L, T, con la

propiedad que A es isomoria a T/I, donde T denota el completado de (T, (120.614) e I el

ideal generado por los elementos (z Q y —y Q z —ls,

Antes de realizar la demostración observamosque S(r) = T y A = S(r) / I (proposición

69).

MQ. Seaj la inyeccióncontinuade (U(L),(90,6") en (A,(p,,),.€¡q).Entonces
Wai: Pa (ne N),y ademásIrÏJ': A.
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Sea II el morfismocociente de T en U Sea (pl,= lp"o H. Entonces (T, («punefl es

un álgebra topológicay H es una aplicacióncontinua. Sea (T, (WHEN) el completado

de (T,(<p:,)n€N). Como A es completa y jo H es una aplicación uniformemente continua,

resulta que existe una única extensión, 37H, de j o H a T. Como el conjunto ker m es

un ideal bilátero cerLa/dode T, podemos considerar el álgebra de Fréchet T/ kerUÏlÏ) y el
morfismococientem, inducidopor

Esclaroqueñ es inyectivay queImÏ/OZÏÏ= Im Veamosque1mm = A.

Sea a en A, sabemos que existe una sucesión de Cauchy (mn)neN en (U(L), (pn)n€N) tal

que j(a:,.) tiende a a.en A. Sea (yn)ne¡v una sucesión de elementos en T tal que U(yn) = :cn.

Como <p¡H(ym—yn) = <p¡(xm—-x") = got-(ym- yn), resulta que (yn)neN es una sucesión de

Cauchy en (T, (pmney). Sea y en (T, (Wn)n€N) con la propiedad que y,1tiende a y, luego

a = "15130y(xn) = ¿Lugo J' ° H(yn) = .701101) 

En consecuencia, o II es suryectiva. Como T/ ker ] o ll y A son álgebras de Fréchet, se

tiene que ] o ll es un isomorfismo topológico.

A fin de completar la prueba, basta ver que ker J o ll = I.

Es evidente que ker ] o ll contiene a I. Por otra parte, como I = ker II, y II es continua,

se obtiene que I es cerrado, y en consecuencia completo, luego I = Ï en T.

Sea X en ker] o ll, si X está en T, entoncesy o ll(z) = j o Comoj es injectiva,
resulta 11(2) = 0, luego X pertenece a. I.

Sea X en ker y o ll, X en T -—T. Sea (Xn)neN una sucesión de Cauchy en T tal que

(Xn)ne¡v tiende a X. Como 0 = Ji“ xl = nlingoj o U(zn), resulta que H(:c,.) tiende a “0” en
U(L), pues gok(l'l(z,,)) = zpkojH(z,,). Pero gokHtc”) = <p5,(zn),luego xn tiende a “0” en

T, absurdo, pues X no pertenece a T, de aqui se concluye la/psneba.

,/ \
_, /

x i "J ‘1/t/ L ii“
A ‘:\ í x,/""

y ’/ / «ar/{T 7' \“
. , í, j __ -,
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