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1 Introducción

En los primeros días de la física nuclear se observó [1]que existen núcleos que se com

portan aproximadamente, dentro de un rango de energias, como rotores cuánticos.

Algo similar ocurre cuando una solución extendida de un campo tal como un solitón

rompe la simetría de rotación.

En general, siempre que un sistema admite una buena aproximación que no tiene

una simetría del problema mientras que la solución exacta la posee, ocurre entonces

que la simetría se restaura “a través de un movimiento en el grupo de simetrías

rotas”. A nivel de pequeñas oscilaciones (u ondas planas) las simetrias rotas se

manifiestan en la aparición de modos de frecuencia nula. Precisamente estos modos

vuelven imposible el tratamiento perturbativo a órdenes mayores.

Paralelamente se observó también que los núcleos poseen modos (le vibración

que involucran un gran número de partículas. Si bien estos movimientos no son

asociados a una simetría, existe también para ellos un grupo de transformaciones

del sistema que es de especial importancia para el espectro de bajas energías.

De estas observaciones surge la conveniencia de tener variables dinamicas (“colec

tivas”) que definan transformaciones del cuerpo “como un todo”. Sin embargo, más

allá del ejemplo trivial de la traslación del centro de masas, la aislación de estas

variables de las demás, no es factible en casos realistas. La práctica usual fue,

por lo tanto, la de usar el conjunto sobrecompleto de variables colectivas más las

intrínsecas. Esto es de [por si problemático a nivel clásico, aunque a nivel cuántico

el problema se complica notablemente: por ejemplo, no es fácil definir el concepto

de referencial intrínseco a un sistema rotante de partículas en mecanica cuántica.

Para derivar un formalismo riguroso, la observación clave que aclara el panorama

es la siguiente: un sistema clásico descripto desde un marco sujeto a transforma

ciones dependientes del tiempo y cn el que los parámetros de las transfomaciones



son tratados como variables dinámicas (colectivas) posee una simetría local (Le.

dependiente del tiempo). Dicha simetría consiste en todas las transformaciones de

pendientes del tiempo “de medida” (o “de gauge”) que llevan de un referencial a

otro. Elegir un referencial es, en este lenguaje, fijar una. medida. El tratamiento

clásico y cuántico de sistemas con invariancias de medida ha sido estudiado exten

samente en teoria de campos [2,3].

Siguiendo esta observación, una versión del tratamiento de sistemas con coor

denadas colectivas basado en integrales de camino fue dado por Gervais, Jevicki y

Sakita [4] utilizando la integral de Faddeev-Popov Este método fue posterior

mente adaptado por Alessandrini, Bes y Machet [6] para el problema de muchos

fermiones. Se realizaron sobre esta linea, cálculos de rotaciones en dos dimensiones

y en tres dimensiones[7] (correspondiente a los grupos U(1) y SU(2) respectiva

mente) llegándose a calcular los momentos de inercia del 2“Mgcon un hamiltoniano

realista. Sin embargo, el método así como estaba era de difícil aplicación, sobre

todo en casos no abelianos. Para simplificar los cálculos se introdujo luego [8] un

tratamiento todavía basado en la integral de Faddeev-Popov pero donde la medida

se fija de manera análoga a la de Lorentz en el electromagnetismo.

En los últimos años un método puramente algebraico para tratar sistemas con

invariancia de medida ha ido sustituyendo al de Faddeev-Popov. Se basa en la su

persimetria descubierta por Becchi, Rouet, Stora y Tyutin [9,10,11,12]y es sencillo,

general y elegante.

Recientemente hemos mostrado cómo se aplica este método al problema clásico

y cuántico de un sistema general que sufre transformaciones colectivas [13] . Esta.

versión del método de coordenadas colectivas nos ha servido para aclarar las dudas

que el tratamiento de Faddeev-Popov dejaba. Lo hemos utilizado para realizar

cálculos tanto variacionales como perturbativos [14,15].

En este trabajo entendemos por coordenadas colectivas a aquellas que definen un



grupo de transformaciones que sufren las variables con que se describe al sistema.

En general no sabremos si éstas coordenadas son especialmente relevantes; esto

depende del sistema que se considere. La elección de el grupo de transformaciones

está dictada en gran medida por la intuición que tenemos a priori sobre la dinámica

del sistema. El caso de simetrias fuertemente rotas es particularmente claro pues

sabemos que estos grados de libertad dominan siempre el comportamiento a bajas

energias de los sistemas físicos.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera: en la sección 2, damos el

tratamiento clásico de sistemas con coordenadas colectivas usando el formalismo

desarrollado por Dirac [16] para el tratamiento de sistemas con invariancia de me

dida. El tratamiento funcional basado en la integral de Faddeev-Popov y la con

siguiente obtención de hamiltonianos efectivos se discuten en las secciones 3 y 4.

En la. sección 5 estudiamos desde un punto de vista puramente algebraico el espa

cio de Hilbert asociado a sistemas cuánticos con coordenadas colectivas. Esto nos

permite rever los resultados de las secciones anteriores desde otra óptica. En la

sección 7 pasamos revista al tratamiento BRST usando solamente los desarrollos

de la, sección 5. La sección 8 está dedicada al problema de eliminar perturbativa

mente a las coordenadas intrínsecas para rescatar un sistema puramente colectivo.

Finalmente, la aplicación a las rotaciones se delinea en los capítulos 9 y 10. No

damos el tratamiento BRST clásico de coordenadas colectivas aunque éste puede

ser fácilmente derivado a partir de los resultados de la sección 7.



2 Tratamiento clásico

En este capítulo desarrollamos el tratamiento clásico de un sistema con coordenadas

colectivas para sistemas de muchos cuerpos. En la sección 2.1 desarrollamos el

ejemplo sencillo de una partícula moviéndose en dos dimensiones sometida a un

potencial arbitrario. Para este caso hacemos el enfoque lagrangiano y hamiltoniano

tratando a la rotación con coordenadas colectivas. En la sección 2.2 hacemos lo

mismo para un sistema de N partículas en tres dimensiones, para poder ver las

complicaciones que trae el hecho de usar coordenadas colectivas asociadas a un

grupo de transformaciones no abeliano. En la sección 2.3 tratamos el caso general

de coordenadas colectivas asociadas a un grupo de transformaciones arbitrario; en

esta versión del desarrollo no utilizaremos el lagrangiano, ya que éste es muy difícil

o imposible de obtener a partir del hamiltoniano en los casos que nos interesan.

La teoría nos conducirá. a la mecánica (por ahora clásica) con vínculos. Este

problema fue estudiado por Dirac [16];nosotros seguimos la presntación de Sudarshan

Mukunda [17].

2.1 Partícula en dos dimensiones

Supongamos que tenemos el lagrangiano de un sistema de una partícula en un

potencial bidimensional

1 I

L(z'(t),d,z'(t)) = Eldtz'lz —V(z ',z') (2.1.1)

donde z’ E q; + q; son las coordenadas en el laboratorio. (Hemos puesto m=1).

Definimos las coordenadas z = ql + iq; en un sistema rotante con ángulo (“colec

tivo”) (Mi)
I uql =q1cosd> +qzsmd>

. 2. .
q; =—q¡smó +q2cosda ( 12)



el lagrangiano en el sistema rotante es:

1 . 1 . .

= 511w - v (IzI’) = ¿Km —qu)’ + (qz+ wm - V(|zI’) (2.1.3)

Nos interesa estudiar este lagrangiano considerando a las coordenadas ql + iqz y

al ángulo colectivo 45como variables dinámicas en un pie de igualdad (a veces, por

comodidad, pondremos qa E 43).

Notamos que:

azL 1 0 -q2
det(á-;-a-_-) = 0 1 ql = 0 i: 1,2,3 (2.1.4)

q' q’ “Q2 QI (Ii + q;

Un lagrangiano con esta caracteristica se llama no-estandar. Las ecuaciones de

movimiento son
d 6L 8L

¿(65) ’ 31,;‘ 0 (2.1.5)
ÜZL .. 8L azL o _

aáiaáj qJ _ 3q¡ —aqiaqj qj z _ 1,2,3 (2.1.6)

de (2.1.4) vemos que no podemos resolver las aceleraciones en términos de veloci

dades y coordenadas. Además, esto también implica que existe un vector que es

anulado por la matriz (2.1.4) por ejemplo

771: ‘12 3 ’72 = ‘11 3 773 = 1 (2.1.7)

a’L azL.. TI'=0 ; .—."Tli=
aqiaqj J acuatiqu

Utilizando la parte derecha de la ecuación de movimiento (2.1.6), esto nos lleva

o (2.1.8)

6L 6L 6LO = — —_ + _
3'1qu aqqu Üqa
aL aql , aL Üqz , 6L= __ ¡'1 +__ í) +_

_ ¿ÏÉI _ 5.5 2 1 9
— q¡,q¡=conlt.— ( ' ' )



Vemos que lo único que dice la ecuación (2.1.9) es que el lagrangiano original

(el del ‘laboratorio’) no depende de 45. De la ecuación de movimiento ha surgido

un vinculo (2.1.9) que se satisface idénticamente. Por lo tanto, tenemos dos y no

tres ecuaciones de movimiento independientes, y para resolverlas de manera única.

debemos fijar arbitrariamente el valor de una variable en todo instante. Una manera

de hacer ésto es dar una condición (arbitraria)

G(q.-,á.-,t) = 0 (2.1.10)

A la función G (que puede también depender de las derivadas temporales de las

variables) la llamaremos función de fijado de medida.

Antes de proseguir con el tratamiento hamiltoniano de este sistema debemos

interpretar estos resultados. En el espacio de configuración dado por 45,q¡el la

grangiano (2.1.3) no alcanza para determinar unívocamente la dinámica, siendo

necesaria una condición arbitraria G(q.-,d?)(t) = 0. La interpretación de ésto es clara;

hemos decidido ‘ver’ a la partícula desde un referencial rotante y no hemos determi

nado como ha de moverse. La función G(q.-QS)fija precisamente este movimiento. En

el espacio de configuración existen pues infinitas copias de una misma trayectoria,

una. para cada elección distinta de G(t).

Una propiedad fundamental del lagrangiano (2.1.3) es la de poseer una invari

ancia local (i.e. dependente del tiempo) dada infinitesimalmente por

5‘11 = 5a“) ‘12

6‘12 = ‘5a(t) ‘11

¿qa = 6a(t) (2.1.11)

llamada invariancia de medida (gauge). (Nótese que 6L = 0 independientemente

de la forma original de L’).

Es fácil probar que una invariancia local siempre conduce a lagrangianos no

estandar. Por otra parte la interpretación de (2.1.11) es clara, lo único que hace es



cambiar infinitesimalmente el ritmo de rotación del referencial móvil (6gb= 6á(t))

y reescribir a las coordenadas tal como se ven desde el nuevo referencial (6q¡,6q2).

Está claro entonces que si hemos resuelto una trayectoria con una dada elección de

G, el grupo generado por las transformaciones infinitesimales (2.1.11) nos lleva a

todas las copias de esta trayectoria. Este grupo se llama grupo de medida (gauge),

la función G función de fijado de medida y cada copia de una trayectoria es una

expresión de un mismo fenómeno físico expresado en distintas medidas (i.e. distintos

referenciales móviles). Dos elecciones posibles para la función G son,

i) G = ó;

con esta elección el ángulo ó es nulo a. todo tiempo y recuperamos la descripción

del laboratorio

ii) G = qz = 0

con esta elección qz permanece nulo: hemos reescrito el sistema en coordenadas

polares de ángulo d)y radio ql.

Prosigamos ahora con el tratamiento hamiltoniano. Comenzamos por calcular

los momentos usando:
8L

í E —. 2.1.12
p 39" ( )

se obtiene:

P1 = ¿li — 92113 (2.1.13)

P2 = (iz + t1111:: (2.1.14)

Ps E I = J (2.1.15)

donde J es

J = q’ui; - qáéí = qipz - «12m (2.1.16)

10



observamos que:

i) se cumple la relación de vínculo (2.1.15)

ii) Debido a (2.1.4) no es posible despejar las velocidades en términos de los

momentos.

De i) vemos que el espacio de fases sólo nos interesará la superficie vinculada

determinada por (2.1.15), toda trayectoria física estará. incluída en ella. Con vistas a

ello Dirac define igualdad débil de funciones del espacio de fases si coinciden sobre la

superficie (2.1.15) e igualdad fuerte si además coinciden sus derivadas con respecto

a todas las variables. Además de ii) vemos que (al menos provisionalmente) no

podremos eliminar todas las velocidades expresándolas en términos de momentos.

Elijamos, por ahora, como variables independientes a (q1,q2,p¡, php; E I ,qaE

qS)y escribamos

2

H = 21W.- +J€la - L
¿:1

2

Xp? + V (2.1.17)
¡:1

Es notable que (2.1.17) no dependa dela velocidad gi,esto no es casual, siempre

ocurre y es una propiedad de la transformación de Legendre .

Las ecuaciones de movimiento pueden deducirse a partir de (2.1.17) y resultan

(con esta elección de variables independientes)

. ÜH - Ü .

Pi-“a'q‘:+qsaqi(J-I) 2-14213
. ÜH - 6 .

qi—a_pi_ 1-11213
(2.1.18)

donde la ecuación para q; resulta trivial. Nuevamente nos tropezamos con el hecho

de que queda indeterminada. Esto no es sorprendente ya que hemos visto que

en la formulación lagrangiana también quedan funciones arbitrarias del tiempo.



Ahora si reemplazamos a H por cualquier función fuertemente igual a H: por

definición de igualdad fuerte valen las mismas ecuaciones (2.1.18) pero ahora como

igualdades débiles.

Tenemos ahora que para cualquier función del espacio de fases

M = {111,11} —¿{111, (J —1)} (2.1.19) 

Estas son las ecuaciones de movimiento en el espacio de fases, subsiste (como

era de prever) una función del tiempo 45que se puede fijar arbitrariamente.

Antes de darle su forma final a esta ecuación es preciso notar que

{J-I,H} :0 (2.1.20)

Esto puede verificarse directamente, o bien observando que J -—I genera pre

cisamente la transformación canónica (2.1.11):

T(a(t)) “Pl-HU - I), ll

1 —a{(J —1), } + ¿equ —I),{(J—I), }} + ...(2.1.21)

y su sentido es visible: I cambia el ritmo de rotación del referencial móvil mientras

que J rota las coordenadas de manera consistente. La transformación (2.1.21) deja.

invariante la acción sobre la superficie vinculada. En la sección 2.3 daremos una

demostración general de que todas las funciones físicas además de H conmutan con

los vinculos (débilmente).

Ahora consideremos la estructura de (2.1.19):

Ante todo vemos que:

¿ita-I) ={J—I,H}-<¿{J—I,(J—I)} :0 (2.1.22)

de manera que si el vinculo se cumple a t = 0 lo hará. a. todo tiempo.

12



Ahora deseamos imponer otro vínculo, esta. vez arbitrario: la condición de fijado

de medida G(q,-,t) = O.

Como deseamos que se cumpla a todo t:

o = G' ={G,11}—q's{c,(1 —1)} (2.1.23)

y ésto determina Insertándolo en (2.1.19) obtenemos la forma final de la ecuación

de movimiento para cualquier función 1111:

1171={M,H}D _=_{111,11} —{11,(1 —1) {G,H} (2.1.24)
l

Nau —1)}

El miembro de la derecha en esta expresión es el llamado corchete de Dirac

entre IU y H que tiene propiedades análogas al de Poisson. Poniendo IU = G o

¡LI= J —I en (2.1.24) obtenemos que G y (J —I) se mantienen nulos a todo t tal

como queríamos.

Estamos ahora en condiciones de analizar la estructura del espacio (le fases. Si

un punto está a t = 0 sobre la superficie vinculada lo estará. a todo tiempo; de lo que

se sigue que todas las trayectorias físicas se encuentran sobre esta superficie. Por

otro lado, ya que el corchete de Dirac (que rige la evolución del sistema) depende

en su definición de la función de fijado de medida G, cada situación física aparece

copiada infinitas veces sobre la superficie vinculada; una copia para cada elección

de la medida (i.e. del sistema rotante). Por último, como ya se dijo el grupo

de transformaciones (2.1.21) aplicado a una trayectoria dada reproduce todas las

“copias” de ésta tal como se expresan en distintas medidas (y puede verse fácilmente

que aplican la superficie vinculada en sí misma).

Hemos visto que el hamiltoniano puede escribirse en el espacio de fases de seis di

mensiones (q.-,d),P¿,I)(i = 1, 2). Vamos a darle otra forma alternativa que también

usaremos en adelante. Introduzcamos el vínculo mediante un multiplicador de La

grange:



3

H=Zhfi+v—mJ—n mmx)
¡:1

entonces el lagrangiano en el espacio de fases se escribirá:
3

L=2me+Pn—H amm)
¡:1

donde hemos introducido P, el momento canónicamente conjugado a D.

Suplementamos (2.1.26) con el vínculo

P=0 QJ2U

que justifica el agregado del término PÓ. Hemos ampliado aún más al espacio de

fases; ahora es de 8 dimensiones

La ecuación de Lagrange para la evolución de P es:

=P=—-: — ..
o an J I (212m

y esto junto con el vínculo (2.1.27) nos da

J—I=0 amm)

Resulta entonces que este vínculo aparece a través de las ecuaciones de movimiento;

a esto se llama vínculo secundario (al contrario de (2.1.27) En esta versión

tenemos un espacio de fases más amplio; con dos vínculos: uno primario y otro

secundario.

Podemos preguntarnos ahora cómo se ve el grupo de medida. en este nuevo

espacio de fases. Resulta que la familia de transformaciones generadas por

T(fi(t)) = cad-MP, }+fl{(J —I), }] (2.1.30)

dejan el lagrangiano (2.1.26) invariante y constituyen el grupo invariancias locales

(fi = 50)) pues

6L=BP=0 ama)
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Para concluir esta sección mostraremos como el hamiltoniano (2.1.26) junto

con el vínculo primario (2.1.27) y el secundario (2.1.29) resultan una ‘caricatura.’

del campo electromagnético. Aquí tenemos las cuatro veces infinitas coordenadas

Au(z,t) (una para cada x) y la densidad lagrangiana es

C = —¿1-¿F.-,-F"¡- ¿Fm-F“ (2.1.32)

donde i=1,2,3 los índices espaciales y 6., es la derivada temporal. Los momentos se

definen como es usual de donde:

6C

Butt!)=m =A“+6,,A
Vemos que las E,- son las tres componentes el campo eléctrico. De (2.1.33) resulta

que:

E, = Á, + 80A“ = o (2.1.34)

que es un vínculo primario. Pasando a densidad hamiltoniana obtenemos:

'H = ÁuE" —1: = ¿EJ? + ¿lla-¡Pi —(6.-A°)E‘

* ¿LI-Ei + ÏïFuF“ —A°(a.-E‘> (2-1-35)

De la ecuación de movimiento para E, obtenemos:

BH

E": 621.,= 6.-Eí(z) (2.1.36)

que es un vínculo secundario ya que E, es nulo por (2.1.34) (ley de Gauss). De

manera que nos queda el siguiente cuadro:
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La situación es análoga: así como en nuestro modelo queda una arbitrariedad en

la determinación de la dinamica de las cuatro variables, en el electromagnetismo esto

también ocurre ya que existe la conocida arbitrariedad de fijado de la medida. De

manera completamente similar se deben imponer (infinitas) condiciones auxiliares

(una para cada x) G(A¡(:n,t)), (e.g. medida de Lorentz, Coulomb, etc.).

2.2 Un Modelo no Abeliano

Consideremos ahora un sistema de N partículas interactuando con un potencial V:

L' = Z [:¿Irll’ —wm] (2.2.1)

donde m¡, ñ- son la masa y el vector posición de la i-ésima partícula respectivamente.

Como en (2.1.3) escribamos este lagrangiano en un sistema rotante:

L= X +a Arí-Iz—mm] (2.2.2)

donde LDes el vector velocidad angular en la base rotante y los 45.,son los ángulos

que parametrizan la rotación (por ejemplo los ángulos de Euler).

Las componentes w" del vector de velocidad angular se escriben en términos de

los ángulos

wu = Cuw(45a)<i>w (2.293)

donde los (W, son funciones que dependen de la parametrización. (En el Apéndice

A daremos su expresión para la parametrización de Euler y para la canónica).

Nuevamente calculemos los 3N+3 momentos asociados a las coordenadas +1,41)"

¡si = "74(171'+ c3 A r7) (2.2.4)

“PV= m.(: +u7ArÍ)(;;u /\ 1)
a“ aa _

i'm-ad.) [n /\ (r,- + w /\ 13)] = 64.5”. (2.2.5)



Donde hemos definido:

Í: F,-/\ ".- (2.2.6)

Obtenemos tres ecuaciones de vínculo:

Fu = (“JW —'Pu = 0 (2.2.7)

Las tres condiciones F.-= 0 cumplen para este caso el mismo papel que (2.1.15)

Antes de proseguir podemos reescribirlas de otra manera. Introduzcamos la inversa

de (z

(mmm = 6.“, (2.2.8)

que siempre existe donde la parametrización es buena. Multiplicando (2.2.7) por 17

obtenemos:

fuEnvau=Ju_Iu:0
donde hemos definido:

L, E amp... (2.2.10)

De las propiedades de las (¡,- y las 17.-1-(ver Apéndice A) verificamos que: para

iijvk = 1,213

{Jme} = comJ. (2.2.11)

{Ime} = -e.,w.I. (2.2.12)

{fmfw} = swf. (2.2.13)

{FW Fw} = o (2.2.14)

donde 6.3),es el tensor de Levi-Civita.

Podemos interpretar a.los L-como los momentos angulares colectivos expresados

en la base rotante: el signo menos en (2.2.14) es el conocido resultado de que

conmutan al revés que los J¡. Tanto los J¿ como los I.- y los f.- forman un álgebra
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SU(2) de momento angular. Podemos elegir usar como vínculos tanto los f.- corno

los F.-;esto es cuestión de conveniencia.

En este sistema se repiten las mismas características que en el anterior: ten

dremos tres velocidades arbitrarias en la versión lagrangiana que fijaremos con tres

funciones G¡(F¡,óv) = 0 (i = 1,2, 3). En la versión Hamiltoniana el espacio de fases

estará además restringido por los tres vinculos (2.2.7) o los (2.2.9), notamos que en

este caso el sistema de vínculos es no abeliano.

Se puede hacer también la extensión de agregar (ahora tres) multiplicadores de

lagrange fl,- (i = 1,2,3) y el paralelismo será con Yang-Mills (que es la extensión

no abeliana del electromagnetismo).

Damos un ejemplo de fijado de la medida. Si elegimos como funciones G¡ a las

siguientes:

GU= Qv+l.u+2= Zmi(r0+l)i(rv+2)i

Estamos exigiendo que a todo tiempo el sistema rotante sea tal que el momento

cuadrupolar de la distribución de masas sea diagonal. Si el sistema de masas fuera

un rígido, ésto sería llevar el sistema rotante a ejes principales, que es lo usual. Lo

que hemos hecho con (2.2.15) es una generalización apta para estudiar sistema no

del todo rígido; de manera que es necesario retener los grados de libertad “internos”

y trabajar adecuadamente con las variables sobrecompletas.

2.3 Tratamiento general

Para comenzar el tratamiento general con coordenadas colectivas pasemos revista

al tratamiento de Dirac de la mecánica clásica con vínculos.

En general, de un lagrangiano singular se obtiene un hamiltoniano:

HM = H + z ma (2.3.1)
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donde v, son funciones de las velocidades que no ha sido posible resolver y ó. son

los vínculos primarios (2.1.19).

Ahora exigimos que los vinculos se preserven a todo tiempo:

¿b = {4%,H} + vdób, 45a} (2.3.2)

De estas ecuaciones podemos: o resolver para ciertos va, o generar nuevos vínculos

(secundarios). Si repetimos el proceso hasta que no quede nada nuevo se demuestra

[16] que se llega a una situación en que hay dos familias de vínculos independientes

(que por supuesto pueden ser vacías): Los llamados de primera clase que cumplen:

{amb} 2 {asmH}2 o (2.3.3)

(donde z denota igualdad débil) y los llamados de segunda clase que sólo cumplen

det|{\II,,, vb“ ;é o (2.3.4)

{46.1,vb} 2 o (2.3.5)

Los vínculos de segunda clase, como no conmutan con H determinan (vía ecua

ciones como las (2.32)) otras tantas de las velocidades que no han podido resolverse.

Por lo tanto, pueden eliminarse de una manera. similar a lo que se hizo en (2.1.22)

introduciendo el corchete de Dirac:

{A,B}D = {A,B} —{A,\ÍI.}A°"’{‘II",B} (2.3.6)

A“ = nm, wenu: (2-3-7)

Pasemos ahora a nuestro estudio de coordenadas correspondientes a un grupo

general. En lo que sigue utilizaremos el vocabulario de las rotaciones si bien no



estamos restringidos a ellas. Comenzamos con un hamiltoniano H ' definido en un

espacio de fases con coordenadas q{,pfi(“laboratorio”).

Supongamos ahora que tenemos K funciones generadoras de transformaciones

canónicas, que dependen de las qí,pfi. Las J¡' forman, con los corchetes de Poisson,

un álgebra de Lie:

{JUL} = cumJI (2.3.8)

Alo largo de este trabajo supondremos por simplicidad que lod cm, son anti

simétricos en los tra índices aunque ésto no es realmente necesario (c.f. apéndice A

Usándolas como generadores de transformaciones canónicas obtenemos el grupo

de transformaciones:

TW.) = ezp[óu{Ju, }] (2.3.9)

Donde los dal,son los K parámetros de la transformación. (Esta es tan sólo una

manera de parametrizar la transformación; en el Apéndice A se muestra que se

puede usar otras). Con las transformaciones (2.3.9) escribimos a una función del

espacio de fases en términos de su versión rotada:

M' = TM (2.3.10)

donde H' es la función laboratorio y AI!su expresión en el sistema “rotante”, que

ahora pasa a depender también de los parámetros 45". En particular podemos

obtener las versiones rotadas de los mismos J¿’que notaremos J¡, y que satisfacen

la misma. álgebra (por ser (2.3.9) canónica).

Como la transformación que hemos introducido es impuesta por nosotros, es

claro que la versión “laboratorio” no debe depender de los parámetros 45v. Esto

implica a su vez que de todas las posibles funciones en el sistema rotante ¡VIsólo

algunas serán físicas. Veamosla condición que debe satisfacer una función arbitraria
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para ser fisica: calculemos su derivada con respecto a un parámetro en el sistema

de laboratorio y llevémosla al sistema “rotante”:

— a - 8T 6M_ —1 I_ —1
0 _ T aóuMJ" (a—óu)M+aÓv

Cwu(qb.){Jw,M} + 3.3.1..= DUM (2.3.11)

si IW es física. Hemos usado las fórmulas y definiciones del Apéndice A , las CW,son

funciones de los arámetros ., Ju son las versiones “rotadas” de los eneradores J-'
1 I

y hemos definido la derivada covariante de una función del sistema rotado como:

Du .=_(wu{Jw, }+ v =1,...,K (2.3.12)
34%

Deseamos ahora, como hicimos en las secciones anteriores, considerar a las 45.,

como variables dinámicas. Para esto definimos sus momentos canónicos conjugados

79., tales que

{Óuatpllu}= {ÓVJ'PW}= 611w

La ecuación (2.3.11) (en versión laboratorio) es:

{M'JDL} = 0 (2.3.14)

y en la versión rotante es:

{M, Fu} = o (2.3.15)

donde hemos definido los vínculos como:

pu_ (wo-¡wE _Fv

en particular:

{FWH} = o v =1,...,K (2.3.17)

Antes de continuar es importante alterar ligeramente la definición de la “trans

formación al sistema rotante” Té. Esta era canónica en el espacio de fases original
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pero puede no serlo en el ampliado. Para garantizar que realmente lo sea redefini

mos:

T(d>.)= expuesta, }] (2.3.18)

que difiere de Té en que los 45,-se encuentran dentro del corchete. TÓes canónica y

coincide con Í}, al aplicarla sobre cualquier función que no dependa de los momentos

colectivos 'Pu. Para éstos se puede verificar que cumple

11-1731];= pu - Cquw= _Fu

de manera que esta definición es una extensión consistente con lo que venimos

haciendo (la extensión la hemos hecho para esta particular parametrización; aunque

es fácil hacerla en otras).

Tal como hicimos en la sección 2.2 definimos los nuevos vínculos usando la inversa

de Cuun TÏjv

fuEnvau= Ju" Io=0

donde nuevamente hemos llamado I.J a la versión colectiva de los operadores Ju en

el sistema transformado:

Il, E 17qu.” v =1,...,K (2.3.21)

La expresión de los en el sistema de laboratorio es:

fl, E nqu’w (2.3.22)

ya que los ángulos no se transforman con (2.3.18)

Puede verse que los nuevos vínculos también satisfacen

{fu,1l=I}={fu,H}=0 v=1,...,K (2.3.23)

Utilizando las fórmulas del Apéndice A podemos verificar que:

{JI-HJul}= CUWIJI
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{Ime} = —c.,..,.I. (2.3.25)

{fvyfw} = comf. (2.3.26)

{Fm Fw} = o (2.3.27)

nótese el signo cambiado de (2.3.25).

En el sistema de laboratorio las coordenadas d>¡,'P’u estan separadas y son to

talmente irrelevantes. Podemos pues pedir que para toda trayectoria fi'sica en el

laboratorio:

'P", = 0 (2.3.28)

lo que en las coordenadas rotadas se escribe:

Fu = 0 o f.J = 0 v =1,...,K (2.3.29)

Estas definiciones junto con las relaciones (2.3.26),(2.3.27), (2.3.17) y la (2.3.23) los

definen como vínculos de primera clase preservados a todo tiempo por la dinámica

del sistema.

En el laboratorio el lagrangiano en el espacio de fases puede escribirse:

L = píqí + 77.143.,- H’ - 79313., (2.3.30)

Los primeros tres términos corresponden a un lagrangiano usual. Como T es una

transformación canónica en el espacio ampliado tenemos:

+ _'HI_’Piái+'quosv_H

mientras que de (2.3.19) _’_Fu¿u
de donde el lagrangiano en el sistema rotante resulta:

mi + mi, + Fui)"—H (2.3.33)
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Variando la acción que resulta de (2.3.33) y considerando provisoriamente a

las p¡,q¡,gi>.,,q5,como variables independientes (tal como hicimos antes de (2.1.18))

obtenemos:

. ÜH - BJ", _ BH - BF,
ql"— " ¿Kama-p"—ap”—Ó!)

. GH - ww _ 6_H - ü
Pi —-a—qi- ¿»Cuna —- aqi + diuaqi (2.3.35)

- - GF."

95v— -Ów—a.P” (2.3.36)

. . aFw

7-7.,— (¡SW-54: (2.3.37)

Las 47.,deben ser consideradas funciones arbitrarias del tiempo. Las últimas K

ecuaciones son triviales: du, = d)". Podemos escribir entonces que para cualquier

función:

M = {M,H} —43.,{M,F.,} = o (2.3.38)

donde falta verificar que es válida también para las P¡; cosa sencilla si ponemos:

13:,= {FmH} —¿w{F.,,F..,} = o (2.3.39)

Las ecuaciones (2.3.38) son la generalización de las (2.1.18) y expresan hasta

dónde se puede llegar sin fijar una particular medida (un “ritmo” de transformación)

Ahora agreguemos las condiciones auxiliares de fijado de medida:

Gu(qñpíióa)= 0 v= 1,.--,K

tales que:

det[{Gv, Fw}] 7€ O (2.3.41)

Los Ga junto con los f. (o en su lugar los Fa) forman ahora un sistema de 2K

vínculos de segunda clase. Pidiendo que las condiciones (2.3.40) valgan a todo
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tiempo:

Cv = {G.,,H} —¿w{G.,,Fu,} = 0 (2.3.42)

Podemos despejar las velocidades, luego insertándolas en (2.3.38) resulta: (definiendo

también Á“. E [{Gmfv}I-1)

M = {M,H}D

= {MJH}_{M?FW} {GUI'H}
= {MvH}_{Mafw} |I{Gmfa}||.2.i {GmH} (2-3-43)

que es la forma final de la dinámica clásica.de este sistema, incorporando el corchete

de Dirac{ , }D

Tal como hicimos en las secciones anteriores podemos verificar que el conjunto

de transformaciones:

T(a(t)) = eszaqu }] (2.3.44)

donde las a.-son funciones arbitrarias del tiempo, deja invariante a la acción clásica

y es el grupo de medida (que por (2.3.26) forman el mismo grupo que el de transfor

maciones). Estamos en condiciones de resumir lo que resulta: tenemos un espacio de

fases ampliado dado por q¡,p¡, (ja-,17”dentro del cual las trayectorias fisicas están re

stringidas a una hipersuperficie determinada por las ecuaciones de vínculo. Además

cada trayectoria se encuentra copiada una infinidad de veces: una para cada elección

distinta de las condiciones auxiliares G... Cada una de ellas se obtiene resolviendo

una de las ecuaciones (2.3.43). El grupo de medida de las transformaciones locales

T, aplica una dada trayectoria en otra equivalente que corresponde a otra elección

de medida.

Por último, podemos incorporar los vínculos de manera análoga a como se hizo

en (2.1.25) escribiendo:

H = H —auf" (2.3.45)

25



con los vínculos primarios:

P, = 0 v = 1,...,K (2.3.46)

donde

{OMPW}= 6“, (2.3.47)

y los secundarios (2.3.29):

o = P, = f, v = 1,...,K (2.3.48)

En el nuevo espacio defases aún más ampliado el grupo de medida resulta. ser: (ver

[11]) el generado por:

T(fi(t)) = "pu-Bu + fivflwcmm + BJ.” } (2.3.49)

donde los ,8, son funciones arbitrarias del tiempo.



3 Cuantificación por medio de integrales funcionales

En este capítulo presentamos la cuantificación por medio de integrales funcionales

de sistemas con coordenadas colectivas.

En la Sección 3.1 lo hacemos para el modelo sencillo de una partícula en un

potencial bidimensional, que contiene casi todos los ingredientes del caso general.

En la Sección 3.2 extendemos el tratamiento para grupos no abelianos de trans

formaciones. En la Sección 3.3 tratamos la cuantificación de sistemas fermiónicos

y bosónicos. De paso, aclararemos allí algunas cuestiones que surgen acerca de la

diferencia entre una transformación canónica clásica y su versión cuántica asociada

cuando ésta altera el orden normal.

3.1 Cuantificación de Faddeev-Popov en el modelo de dos
dimensiones.

En esta sección damos la cuantificación de Faddeev —Popov para el modelo de

Sección 2.1. Comenzamos por operar formalmente con las integrales funcionales

(casi como si fueran integrales comunes), y luego aclararemos con mayor precisión

el sentido de cada término.

La amplitud de transición del sistema de laboratorio es:

Z; =/ HiDlpílquíl MPH/¿“172€-- H'(Pí,qí))l (3-1-1)

Consideremos un factor constante de la siguiente manera:

1= /Dl7>'lD[4516(7>')6(ó) (3.1.2)

Podemos “cambiar variables” en (3.1.2) y escribir:

1 = /D{7>'1Dw1¿(m ¿(cum-,79» det Ifi-Ï: (3.1.3)
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donde G’ es arbitraria hasta cierto punto que ya precisaremos. Esto también puede

ponerse:

1 = / DIP'JDlaS16(P’)¿(amm-,2» det {GSP’} (3.1.4)

Multipliquemos ahora (3.1.1) por el “uno” (3.1.4) para obtener:

z = f Hal.zDIqílDlpílDÍP’lDló]¿(m ¿(G')

det{G','P'} e:p[i/dt(p;qí —H’)] (3.1.5)

Debemos escribir esta amplitud de transición en términos de las variables en el

sistema rotante; lo que constituye una transformación canónica que deja invariante

la medida de la integral funcional:

Dl'P'lDlÓlHilePilDl‘Iil -' DlIIDIÓIÜÏlemlquil (3-1-6)

y recordando los resultados clásicos del capitulo anterior, nos queda

z = j HÏ=IqualDlpillelDlól ¿(J —I) ¿(6)
2

det {G, J —1} ezpli f (4,1+ Em.- —H)dt] (3.1.7)¡:1

Esta es (para nuestro caso) la llamada integral de Faddeev —Popov. Antes de

precisar con mayor rigor la derivación podemos discutir su contenido fisico. Como

se dijo en el capítulo anterior las trayectorias físicas (no solamente la clásica sino

todas las posiblesse encuentran concentradas sobre la superficie vinculada, y además

“copiadas” una infinidad de veces. Pero, de la definición de integral funcional,

sabemos que debemos sumar la exponencial de la acción sobre todas las trayectorias

posibles. Está. claro que en nuestro ejemplo debemos solamente sumar aquellas

trayectorias que se encuentran sobre la superficie vincuclada; ésto es lo que hace

el término ¿(J —I). Además, cada trayectoria debe ser sumada una sola vez,

precisamente el término 6(G) hace ésto; lo que nos muestra que es éste quien fija la

medida.
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Podemos, antes de proseguir, cambiar ligeramente la expresión (3.1.7). Si defin

imos G —>G+ a, donde a es cualquier función del tiempo, la amlplitud de transición

no se altera.

z = f D[variables] ezp[i5] ¿(J —I) ¿(G —a) det{G(J —1)} (3.1.8)

si ahora sumamos estas amplitudes con un paso gaussiano:

a2

/D[a] Z ezp[— üdt] = constante X Z (3.1.9)

obtenemos con A arbitrario (a menos de una constante sin importancia):

Z = f D[variable3]D[a]ezp[iS]ezp[—f
¿(J —I) ¿(G —a.) det{G,J —I)} (3.1.10)

Si ahora integramos ahora sobre las funciones a.(t):

G2

Z =/ D[variables]ezp[i5] ezp[—f ¿(J —I) det{G,J —I)} (3.1.11)

Esto constituye el llamado truco de t’Hooft, y equivale a trabajar no con una medida

impuesta estrictamente sino más bien con un “paquete gaussiano” de medidas. Está

claro que A es arbitrario y no entra en ningún resultado físico. Nótese que esta

manera de imponer medidas no tiene un análogo en nuestra versión del tratamiento

clásico.

Tratemos ahora de precisar de manera un poco más rigurosa lo que hemos he

cho hasta aquí. En (3.1.2) hemos introducido un ángulo y un momento angular

canónico conjugado. Si bien normalmente los ángulos se definen entre —1ry 7r ( y

los autovalores de los momentos angulares toman valores discretos), para hacer la

construcción de la integral funcional debemos tenerlos entre —ooy +00 y valores

continuos para los momentos angulares. En el apéndice C discutimos este punto;

asi como la definición de ángulos clásicos y cuánticos en general. Baste decir acá.
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que un tratamiento con ángulos definidos en todo el espacio y momentos angulares

de autovalor continuo es posible; a condición de que:

í) pidamos que las funciones de fijado de medida G"(d>,q,-)sean periódicas en 4) (lo

serán siempre en este trabajo)

ii) los extremos de la integral funcional sean entre valores enteros o semi enteros

delos momentos angulares colectivos (aunque no asi los valores intermedios).

Miremos ahora en detalle el factor (3.1.2)

f D[o]p[7>']5(o)a(p) = n'me f nf=1d1>‘*dosko(o*)¿(1%) (3.1.12)

por definición de integral funcional. Ahora si queremos introducir G hacernos

= zimNW f Hf=1d7>"'dó"6(7>”')6(G"‘) ¿dé-Él (3.1.13)

donde los G" con G evaluada en el “tiempo intermedio” t). Estamos considerando

la posibilidad de que G" dependa de d)" con m 7€l; esto ciertamente surgirá si G

contiene derivadas temporales de (fi:el determinante en (3.1.13) es el de un operador

de N x N (diagonal en el caso en que G no contenga derivadas temporales). Cuando

llevemos (3.1.13) al sistema rotante ésta se escribirá:

liqum/HLI ru" ¿42"6(G") 6(J"‘ —I'") det|{G",J"‘ —I’“}| (3.1.14)

Es fácil convencerse de que por su propia definición:

zr'me |{G",J"‘ —I'“}| =
¿15(1)"Pl-“(fl {J-Ia }]G(t’)la(t)=o (3.1.15)

pues justamente variar con respecto a todas las funciones a(t') del tiempo es equiv

alente a variar con respecto a d: en todos los tiempos intermedios tk. Aqui las

variables continuas t,t' juegan el papel de las discretas t). y tm. Debemos considerar
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cuán lícito es el cambio de variables hecho en (3.1.13) o al menos verificar que dá

realmente una constante. En principio parecería que si, aunque no hemos tenido en

cuenta como cambian los límites de integración al cambiar las variables d)"por las

G". Esto puede (y frecuentemente lo hace) traer inconvenientes; no daremos aquí

las condiciones para que la función sea correcta aunque volveremos sobre ello en las

próximas secciones y daremos una condición suficiente en el Apéndice D.

3.2 Tratamiento con un grupo general

Comenzamos con la amplitud de transición en el sistema “laboratorio”

z = / HiDlpílquíl expli / ¿«pg-a;-—H(p:-,q.<))1 (3.2.1)

Queremos introducir la versión del laboratorio de los vinculos; pero recordamos

que según vimos en Sección 2.3 hay dos posibles tipos: los f.- y los F.- (c.f. (2.3.16) y

(2.3.20). Haremos el desarrollo para los f.-, que son los que usamos en este trabajo.

lntroduzcamos un factor constante de la siguiente manera:

1= f HvDIPLIDlóu] ¿(21) ¿(452) (3.2.2)

Nuevamente los ángulos varían entre +oo y —ooy los momentos colectivos toman

un continuo de autovalores (ver Apéndice C). Ahora
¿in-mr} ¿Gin

121.,6(P",)¿(4,1) = nff=ló(q,.,1>;)a(a;) det 6,33,, 65;; |6d; 6'45;

ILL ¿(17,0790¿(GQ det|mm| detI-í-ÏHl
“5:1 ¿(MP9 ¿(02) demo". , mmm,“ (3.2.3)

en los ultimos pasos hemos exigido que

ÜGLUQ

aÓLÜz) aé 0

‘ÏiÁÉQ _
apt,” tz _ o (3.2.4)



o sea que (al menos en esta demostración) necesitamos que las funciones auxiliares

no dependan de los momentos colectivos (o en otra palabras, su corchete con los

ángulos colectivos sea nulo). El sentido de “det” en (3.2.3) es el de un determinante

en K veces infinitas dimensiones (una por cada tiempo intermedio en la integral

funcional y por cada derivada con respecto a una variable colectiva) del operador

|{G’.(t),f.’,.(t’)}l=

Multiplicamos ahora la integral funcional (3.2.1) por la unidad (3.2.3) y tal como

hemos hecho en la sección anterior, transformamos todo al sistema rotante usando

los resultados de la Sección 2.3 para obtener:

Z / nui-Dm!)¡óvlvlpiwlqilam>6(Gv>App

CCPÍi [dtÜ’j‘Íj + 'Pud?"- Hll

/ H»,.-D[I.,]D[d>.,]Dlpi]D[q¡]det[C]5(fu)6(Go)An>

ezpli f ¿tm-q,- + ¡www—H)] (3.2.5)

donde hemos usado la fórmula (2.3.21) para obtener la medida en términos de los

Iv. El determinante de Faddeev —Popov en (3.2.5) es:

6T
Auw(t21tl)= m “(t¡)Ia_=o

5:02)"PÍ‘Q'WKH‘Ü - 1.02)), llGu(t1)lc-.=o (3.2.6)

A este nivel, hemos dejado dos puntos fundamentales sin aclarar. En (3.2.5) al

hacer la transformación al sistema “rotante” no hemos tenido en cuenta qué sucede

con el orden de los operadores a cada “tiempo intermedio” tk. Esto será particula

mente importante en el tratamiento de sistemas fermiónicos, por ello consideraremos

en más detalle este problema en la próxima sección.

Por otra parte, hemos dicho en section 3.1 que a nivel cuántico, las condiciones

de. fijado de medida no son totalmente arbitrarias; es decir que no basta con las
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condiciones (3.2.4) sino que además, hay que garantizar en el factor construido en

base a (3.2.3) sea realmente una constante y no dependa de otras variables fisicas.

Dejamos la discusión de condiciones para las G¡ para el apéndice D, donde usaremos

algunos elementos de sección 6, gracias a los cuales veremos este problema desde

un punto de vista ligeramente diferente.

3.3 Sistemas fermiónicos y bosónicos

Para extender el tratamiento para sistemas fermiónicosy bosónicos (y también para

tratamientos hamiltonianos donde la transformación canónica mezcla coordenadas

y momentos) debemos considerar antes que nada el siguiente problema: para con

struir una integral funcional el hamiltoniano cuántico es escrito en orden normal;

operadores de destrucción a la derecha y de creación a.la izquiera y coordenadas a

la derecha para sistemas en el espacio de fases ordinarias. Esto es necesario ya que

queremos que los fi actúen sobre ka >< pkl a la izquierda y los á sobre qu >< qkl

a la derecha.

Ahora consideremos la siguiente transformación cuántica

-- .:í:’+‘2 - ,23’+"
TIO] = mw 2” )Joe=p[—w< p >1

-2 c2

= e:pi0[z :p; ] O (3.3.1)

que satisface:

= ¿€0.90+ fisinü

Tha] = ficosü —¿sino (3.3.2)

si É = ¿13+ ¡3:5= 2fizí:—i (en orden normal). La transformación (3.3.1) da

TUI] = 2(;3c039—isinüXécosB + fisinü) —i (3.3.3)
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que destruye el orden normal. Conmutando obtenemos

i‘m] = 2135;cos20 + (¡3’ —:5?) sin20 —¿(sin20 + 1) (3.3.4)

En cambio, considerando la versión clásica de T y H

'22 + 2

T = ezp[—0l{—2¿,}
H = 2p: —-i (3.3.5)

es fácil verficar que

T[H] = 2pm cos20 + (p2 —2:2) 3127120 (3.3.6)

donde vemos que el término —i(sin20+ 1) (que era una contracción) está ausente.

Lo mismo ocurrirá siempre que T mezcle a: con p o en el formalismo de creación y

destrucción si T mezcla al con a.

Surge ahora la duda de cuál expresión va en el exponente de la integral funcional;

la (3.3.6) o la asociada a (3.3.4). Para contestar esta pregunta, y de paso mostrar

cómo se trabaja con fermiones o bosones, daremos una derivación ligeramente dis

tinta a la de la sección precedente de la integral funcional. Lo haremos para el caso

particular de un grupo de un solo generador ya que pasar a un grupo general no

agrega nada nuevo que no hayamos visto en sección 3.2. (y complica notablemente

la. notación).
. . '1' , '1' ,Comencemos con un hamiltomano H(a.¡ ,a¡) donde los a¡ ,a.¡ son operadores

fermiónicos (bosónicos) que crean y destruyen excitaciones en el “laboratorio”. (De

manera que el vacio es el vacío de excitaciones). Tenemos también una función

bilineal.

J = z J.-,,a;laj+ ;j¡j(a.la;l- 07'04)
con J' = J" que genera transformaciones ‘canónicas’

a

O' = T¿.Ó= eióJÓe'iu = e'iól‘l'l Ó (3.3.8)
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T4,escribe los operadores del ‘laboratorio’ en términos de los rotados En particular

all = TÓGÍ (3.3.9)

H' = T4,H(a3,a¡,ó) (3.3.10)

donde supondremos que H está escrito en el orden normal. Separamos ahora N

“tiempos intermedios” t). = t, ...,tN y denotemos a la transformación du.(el ángulo

a tiempo 4),.)y a“, el operador destrucción a tiempo k

a",= TJkICL;

Introducimos ahora los estados coherentes [18](“a tiempo tk”)

aula-,1. >= Zi,k|zi.k> (3.3.12)

para todo i, donde los z“, son los autovalores de los a“. y son números de Grassman

(complejos) para {ermiones (bosones). La relación de clausura es:

1 1/1133" ("1| ><| (3313)=,.._ . .z.ez —z.z-z- z- ..l zl ¡ P ¡ l | l

y los estados coherentes pueden escribirse:

lau. >= ezplz aÏkz.-,;.]I0k> (3.3.14)

donde IOk> es el vacío a tiempo t). que cumple

aMIOk>=0

El producto interno de dos estados coherentes a iguales tiempos cumple:

< 4,421.1:>= eMIX: 22'21] (3.3.16)
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Ea importante notar que esta expresión sólo es válida para estados coherentes al

mismo tiempo, ya que a.diferentes tiempos la rotación (3.3.9) cambia los operadores

de destrucción y por lo tanto las bases.

Calculemos primero la relación entre operadores de destrucción a tiempos dis

tintos. De:

a“. = T4330;

“¡Je-1 = mila: (3.3.17)

obtenemos:

-—T“'.—TÏT1 - 3318a-Jc - ok a; - ¿ak ók-laIJC-l ( - - )

El vacío a tiempo tk está definido por:

a¡¡.|0,k >= TÉkT¿_¡_¡a.-_k_¡|0,k>

= ezp[i(d>k —Ók_1)J]a.-lk_le:cp[—i(d>¡.—ók_¡)J]I0,k >= 0 (3.3.19)

De aqui concluimos que podemos definir:

[0,]: —1 >= ezp[i(d>¡.—ók_¡)Jk]l0,k > (3.3.20)

tal que

a,-'¡._1|0,Ic—1>= 0

Ahora tenemos, usando las relaciones anteriores:

< zanella,”1> = < 0,k|ezp[— zaka¡'k_1]ea:p[—z zablalblnük —1 >

<o,klerpl-z Zikauie-‘CPÍ"z
ezp[i(d>¡.- Ók_1)Jk]IÜ,k >
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Introduciendo la identidad e:1:p[i(45¡g—ók_¡)J¡.] e:¡:p[—i(d>¡e—45,.-1)J¡.] se obtiene

finalmente

< 2¡.kI2¿_k—1>=< Zi.k|83P[i(Ók - Ók-1)J]|Zi_k_¡ > (3.3.23)

donde hemos puesto

¡4.1:>E “P Í- ZaÏkZIHIIOJ > (3.3.24)

que es el estado coherente en la base del tiempo th de autovalor Zé'k_1. Estamos

ahora en condiciones de usar la fórmula (3.3.16); si suponemos que J; está. a orden

normal (el orden normal del tiempo tk)

< ziJcIZLk-I >= ¿SPÍZÁZk-I + ¿(45k—Óh-1)Jk(Z¡-_k,zilk)] (3.3.25)

El segundo término en el exponente proviene de la “dependencia temporal” de

la base y claramente se cancela si tk = tft.

Construimos ahora la integral funcional para este sistema de la manera usual

[18] con la única diferencia que usaremos el producto interno (3.3.25) en vez del

(3.3.16). El operador de evolución es:

(¡(251.31a tfín , Z¡.¿m'c, tinic) = limar-m < zjinlezP[_iH(tj - ti)]|z¡nic >
1 M-l

= liquW/Hïïl H¡—d2:kd2¡ke:p[- z: 22.7%,"k]
N I l k=1 i ' ’

11:21 < zh|e2p[—ieH(aIk,a.¿l¡.)]|z¡._¡ > (3.3.26)

donde N es una normalización. Sustituyendo:

|;;,._1 >= ezp[i(d>k—ók_¡)J¡.]e:cp[—z aIkzÉ'k_¡]|0,k > (3.3.27)

como en (3.3.22) nos queda

1 M-l M-l
lideoo f Hl1HiÑdzíkdzMezpl- z z:hz¿'¡.]e:p[—z zíkzud]

k=1 Ic=l

ezp[i(da(tk) —ó(t,,_¡)) J(z;, 2,,_1)—ieH(z;', 2.4)} (3.3.28)
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en donde hemos usado explícitamente que a todo tiempo tk los operadores Jk y H

están en orden normal (con respecto al vacío de ese tiempo). En el límite obtenemos

para el exponente la acción en estados coherentes:

z z;(tf)z¡(tf) + i/ z¡'(t)é,-(t)+ Jai) - H(z¡',z¡) dt (3.3.29)i

Lo que hemos hecho aquí es hacer la transformación canónica cuántica antes de

desarrollar la integral funcional. Si ahora agregamos los factores constantes como

en las secciones pasadas, obtenemos (emitiendo los términos de “borde”) la integral

de Faddeev-Popov para fermiones (bosones):

z = / Dllelz'llelDló] ¿(J - I) ¿(6)

det {G,J —I} ezp[i [(431 + ¿2- _ H)dt] (3.3.30)

De lo hecho hemos concluido que:

i Cuando hay dudas acerca de los órdenes normales hay que hacer la transformación

canónica cuántica y luego escribir la versión clásica en la. integral funcional

(es decir que las contracciones entran).

ii Hemos obtenido la integral de Faddeev-Popov para casos fermiónicos y bosónicos,

que son las que más nos interesan

La generalización a grupos no abelianos de transformación como se dijo al prin

cipio de esta sección, no ofrece ninguna dificultad nueva.
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4 Obtención de Hamiltonianos efectivos

En la sección anterior llegamos a la cuantificación de nuestro sistema con vínculos

mediante la integral funcional de Faddeev-Popov. Nuestra meta es ahora la ob

tención de un Hamiltoniano efectivo, para utilizarlo como base de una teoría de

perturbaciones. Para ello, trataremos de llevar el determinante de Faddeev-Popov,

el vínculo y la condición de fijado de medida al exponente de la integral funcional,

a partir de lo cual se podrán hacer las expansiones usuales basadas en funciones de

Green. En particular, la condición de fijado de medida ya ha sido exponenciada

en el capítulo anterior mediante el truco de t’Hooft. En la sección 4.1 veremos dos

maneras de hacer lo propio con el determinante de Faddeev-Popov. En 4.2 y 4.3

daremos dos maneras distintas de exponenciar el vinculo; que guardan analogía con

el tratamiento del electromagnético (o Yang-Mills) en las medidas de Coulomb y

Lorentz respectivamente.

4.1 Exponenciación del determinante de Faddeev-Popov

Daremos primero dos formas de exponenciación del determinante de Faddeev-Popov

para el caso más sencillo el grupo de medida de un generador del ejemplo en 3.1, y

luego procederemos al caso general.

En 3.1 definimos al determinante de la siguiente manera:_

A = detA;ml (4.1.1)

Ah,“ = {G(t¡.),f(tm)} (4.1.2)

La versión continua de ésto es:

r _ {39(9
A(t,t ) — 6a“) (4.1.3)

39



Ahora se prueba en los libros de texto [3] que si 17",17'" (r = 1,...,N) son 2N

números de Grassman, tenemos:

¿em(t,.,t,,.) = f Hfim=1dñkdnmezfl-i zfikA(t¡.,tm)n"‘] (4.1.4)
k,m

en el límite esta expresion deviene

detA(t,t’) = f D[ñ]D[-r,]ezp[—if dt’ dt ñ(t')A(t,t’)n(t)] (4.1.5)

donde la familia de N variables de grassman ñ y 17se han convertido en un campo

fermiónico (una variable para cada t), sin otro sentido (en principio) que el de

reproducir el determinante. En particular, si la condición de fijado de medida no

depende de derivadas temporales la matriz A(t¡., tm) es diagonal:

A(tk,tm) = A(tk)6k'm (4.1.6)

o bien, pasando al límite:

A(t,t’) = Á(t)6(t —t') (4.1.7)

de donde para este caso:

det[Á(t)6(t-t')1 = f DlñJDlnlezPI-i(/ ñ(t)A(i)n(i)dtl (4.1.8)

La expresión (4.1.4) y en particular la (4.1.8) constituyen una manera de ex

ponenciar el determinante de Faddeev-Popov, introduciendo el campo (fermiónico)

auxiliar 11(t),llamado fantasma de Faddeev-Popov.

Vemosahora otra manera de hacerlo, que no introduce nuevas variables, para el

caso en que los G" no contienen derivadas temporales. Tenemos la identidad:

detA(t,t') = empltr logA(t,i')] (4.1.9)

donde el logaritmo es el de un operador. Por definición de traza:

tr [log A(t —t’)] = f [109M —t’)]6(t —t')dtdt' (4.1.10)
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(esta es la versión continua de traü = 2.-“,-aij6¿j)) ahora, en el caso particular en

que A(t,t’) sea diagonal

logA(t,t') = log[A(t)ó(t,t')] = 5(t,t')logA(t) (4.1.11)

(ésta es la versión continua de log a.¡6,-J-= 6.3 log 11.-).

De aquí obtenemos:

det [log(Á(t) ¿(t —t’))] = ea:p[if ¿zu —t’) log ¿(amm = ezp[5(0) f logÁ(t)dt]
(4.1.12)

La expresión (4.1.9) y la (4.1.12) (para el caso particular de función de fijado de

medida que no depende de las derivadas) constituyen la otra forma mencionada de

exponenciar el determinante.

Pasemos ahora al caso general; aquí tenemos que evaluar:

¿(Tam
m t, ’ E

detAk ( t) det 6ak(t)
Gm(t’) k,m =1,...,K (4.1.13)

donde el operador es el definido en (3.2.6). Siguiendo una demostración integra

mente análoga a la anterior obtenemos:

det Akm(i,tl) = [HÏ=1D(ÜPÜ;)

e:p[z /17,,(t')A,.,,,(t,t’)nm(t)dtdt’ (4.1.14)

donde hemos introducido K campos fermiónicos 17;.(t)(lc = 1, ..., K). Si en particu

lar las funciones de fijado de medida no contienen derivadas temporales, el operador

A1.".(t,t’) es diagonal en el tiempo (ya que no necesariamente en k,m) En este caso,

(4.1.14) se reduce a:

det Ahm(t,t’) —.e:p[6(0) j det(Akm(t)dt] (4.1.15)

donde obviamente debemos precisar que se entiende por ¿(0). Esta regularización

se lleva.a cabo en [6] usando identidades de Ward.
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Es importante aclarar que det en esta última expresión se refiere a una matrix de

K x K de índices k,m y no al operador cuyos índices son t, t’, k,m. Esto completa la

exponenciación del determinante; ahora se pueden incluir los términos del exponente

en la acción, apareciendo como parte del Hamiltoniano efectivo.

4.2 “Medida de Coulomb”

Damos ahora una versión de la exponenciación de los vínculos, que llamamos medida

de Coulomb por razones que se verán más adelante. Si escribimos a los vinculos

como límites de gaussianos:

(Ju - Iv)2

11,,¿(Iv —J.,) = limpfloezfl-i f 2D dt] (4.2.1)

y utilizando el truco de t’Hooft y algunas de las dos estrategias de la sección pasada

para la exponenciación de la medida y el determinante de Faddeev-Popov obtenemos

una acción efectiva:

z = fnuiDlIUJDthpaDIqilDlmwlmldetm

ezp[i + Iwww_ ñlÁle’w
1 1

——G2 —— Jw—Iw 2—1=1 4.2.2
2A w 2D< ) n ( >

Supondremos acá. que las G.-no contienen derivadas temporales; ya veremos ejem

plos de elecciones concretas para ellas.

Si ponemos

th EZñvÁvwnw
entonces:

. _ - 1 1Hell=gainvAuwnw+ + _Iu)2+
Si en cambio ponemos:

H,h = ¿(0) log det ÁW, (4.2.5)
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tenemos:

, 1Hell= + —Ju)2
+i ¿(0)logdetÁ“, (4.2.6)

Como las G,- no contienen derivadas temporales, falta en (4.2.4) un término

cinético para los fantasmas de Faddeev-Popov, lo que lleva a que sus propagadores

sólo sean distintos de cero a tiempos iguales. Considerando ésto puede probarse por

simple construcción que (4.2.4) da el mismo resultado que (4.2.6); donde ¿(0) (que

debe ser determinada) aparece en funciones de Green debido a los propagadores de

los fantasmas.

Con estos hamiltonianos efectivos se realizan los cálculos perturbativos para D

finito, y luego se hace el límite de D —>0, debiendo verificarse que dicho límite

existe y que los resultados físicos son independientes de A (que es arbitrario).

4.3 “ Medida de Lorentz”

En esta sección daremos una manera alternativa de exponenciación de vínculos

y condición de fijado de medida. Esta construcción la haremos razonando por

analogía con la medida de Lorentz en el electromagnetismo (Yang-Mills en casos

no abelianos). Para poder apreciar mejor dicha analogía trataremos, en primer

lugar, de llevar la cuantificación funcional al espacio de fases ampliado por los

multiplicadores de Lagrange (L y sus momentos conjugados P¡, como ya se hizo

clásicamente a partir de (2.1.26) (para el ejemplo sencillo de 2.1) y a partir de

(2.3.45) (para el caso general). Nos restringiremos por el momento al caso de un

grupo de un solo generador.

Partimos de la integral de Faddeev-Popov (3.1.7) para este caso (podemos hacer

lo mismo con (3.3.30) si deseamos trabajar con fermiones o bosones):
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Podemos exponenciar el vínculo dando una expresión funcional:

¿(I —J) = f D[Q]ezp[ij au —I)dt] (4.3.1)

de donde

z = /D[d>]D[7>]D[Q]D[a:¡,P¡]6(G)

det A ezp[i [(4,79 + i¡p¡ —H —nu —I))dt] (4.3.2)

sa ahora introducimos un factor 1 de la siguiente manera.

1 = /6(P)ezp[i/ÓP] (4.3.3)

Obtenemos:

z = fDló]DlP}D[0]D[P1D[z¡p¡]6(P)ó(G)

ezp[i fu}? + ÓP + 13,79.-—H —9(J —I))dt (4.3.4)

Donde apreciamos el vínculo primario (2.1.27) y el vínculo J —I = 0 aparece

como secundario. A los efectos de Ia coordenada Q, (4.3.2) es la versión “la

grangiana”. El electromagnetismo tenemos:

Medida de Coulomb: ¿LAi= 0

Medida de Lorentz: -Á., + 6.-A= 0

Recordando las correspondencias de la Tabla I, esto nos sugiere que si en la.

sección anterior habíamos elegido una medida:

G = 0 (4.3.5)

que no contiene al multiplicador de Lagrange D y que por ello (y sólo por ello)

resulta análoga a la medida de Coulomb, ahora podemos definir la “medida de

Lorentz” de nuestro problema:

. 1

GLW‘" = —n+ FG (4.3.6)
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donde F es una constante que hemos introducido por conveniencia. Esto even

tualmente dará un término cinético al multiplicador de Lagrange fl, al igual que

en el electromagnetismo donde la medida de Lorentz se lo da al multiplicador de

Lagrange Ao.

Exponenciando la condición de fijado de medida (4.3.6) , (4.3.2) nos queda:

z = /D[Q]D[d>]D[P]D[:c¡p.-] detA
Lorentz 2

(G )
ezp[i/(di'P+z.-p¡—H-Q(J—I)— 2A dt] (4.3.7)

donde calcularemos el determinante de Faddeev-Popov más adelante. Ahora intro

ducimos un {actor constante de la siguiente manera:

ccmst= /D[P]ez:p[i/ ¿(P — + %))]dt (4.3.8)

Si multiplicamos (4.3.2) por (4.3.8) (lo que sólo afecta una normalización), obten

emos:

z = f D[Q]D[P]D[<fi]D['P]D[z.-,p.-]ezp[i / L’dt] detA (4.3.9)

con

,_ - °_ _ _ _E L z
L _0P+d> H nu I) F +2F2P (4.3.10)

Estos últimos pasos no son otra cosa que llevar (4.3.7) a una expresión Hamil

toniana para Q, lo que puede verificarse directamente variando L2 con respecto a

P:
G A

n = T FP (4.3.11)

y usando esta expresión para eliminar P. Vemos que se han introducido términos

dependientes del momento P a través de la condición de fijado de medida.

Para completar el Hamiltoniano efectivo, debemos calcular el determinante de

Faddeev-Popov: lo haremos en base a la expresión (3.2.6); pero debemos recordar
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que estamos ahora en un nuevo espacio de fases en donde el grupo de medidas tiene

una expresión distinta.

La variación de una función h del nuevo espacio de fases respecto de un cambio

de medida fue dado en (2.1.30) y (2.3.49) y es, para este caso:

T(fi(i)) h = “Pl-¿{1°, }+ fl{(-7- I), }] h (4-3-12)

Calculemos entonces:

I _ ¿Gborentz('t)_ . ' l
A(t,t) _ ——¿B(t,) _ 6(t—t)+ F{f,G} (4.3.13)

Pero como G no contiene derivadas esto da:

A(t,t’) = ¿(“a + {f(t),G(t)}6(t —t') (4.3.14)

Ahora exponenciamos el determinante de A con los fantasmas de Faddeev-Popov

usando la fórmula (4.1.5):

detA(t,t') = / DlnlDlfilezpli/(ñ(t)n(i) - %ñ(i){0,f}n(i))dt] (4.3.15)

Si se está en duda respecto a estos manejos funcionales, puede volverse siempre

a la. representación con tiempos discretos y tender al límite de infinitos tiempos

intermedios. Juntando todo lo hecho obtenemos el lagrangiano efectivo

L.” = ññ+ds7>+zapi —H —n(J —I)

———+ —P= —¿fiann + ÓP (4.3.16)

Nótese que hemos obtenido una energía cinética para el multiplicador de lagrange

Q, asimismo el fantasma tiene ahora el término que (al contrario de la sección

anterior), les dará. un propagador bien definido. A este respecto, es notable que

haya aparecido en este término una derivada segunda en el tiempo, lo que no es

usual para fermiones (c.f. por ejemplo 3.3).
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Podemos ampliar todo lo hecho para un grupo general de transformaciones, pero

no lo haremos aquí ya que en la próxima sección rederivaremos todos los resultados

desde una optica diferente. Digamos solamente que para un grupo general, intro

duciendo los multiplicadores de lagrange SL y sus momentos canónicos conjugados

P.-usando como condiciones de medida:

Lorem: ' 1
G” = -Q‘, + FG” (4.3.17)

y calculando el determinante de Faddeev-Popovteniendo en cuenta que el grupo

de medida es ahora el de las transformaciones (2.3.49), se obtiene el lagrangiano

efectivo.

Lejf = ñvfiu + Catrñrannt " ñr{Gr) ¡11’77!+ ¿PPP + ÓPPP

—n,f, — ¿1:1 A P3 + L (4.3.18)+272

donde L es el lagrangiano original.
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5 Espacios de Hilbert asociados a sistemas con
coordenadas colectivas

En este capítulo construimos los espacios de funciones de onda asociados a coorde

nadas colectivas. Obtendremos distintos espacios según tratemos problemas en la

“medida de Coulomb” o en la “medida de Lorentz” del capítulo anterior. A par

tir de esta construcción podremos luego entender el problema de las coordenadas

colectivas desde un punto de vista puramente algebraico.

En esta y en las siguientes secciones para simplificar la notación no utilizaremos

acento circunflejo para denotar operadores.

5.1 Vínculos

Comencemos por el sistema cuántico “en el laboratorio”: allí tenemos un espacio de

Hilbert H1 de funciones de onda ‘I”(a:fi)=< zQI‘Il'> donde los 22 son coordenadas

en el laboratorio.

Tenemos también operadores O(:c:.,pí) donde los p} son los momentos asociados
I I I Q 0a los operadores zi. Al igual que en los capitulos anteriores denotaremos con prima

a las magnitudes del laboratorio.

Ahora escribimos a las funciones de onda y los operadores en términos de vari

ables de un sistema “rotante”:

|x1:'>= m > , o' = :rocr’f (5.1.1)

donde los operadores J,-son las versiones cuánticas de los de los capítulos anteriores

y cumplen:

[Ju Jw]= icqu. (5.1.2)

En vez de dar la. dependencia temporal de las variables du elegimos verlas como

operadores 45,-de un espacio de Hilbert ampliado H2 en donde las funciones de onda
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dependen también de las coordenadas gh. Por lo tanto, reinterpretamos las 45,,en

(5.1.1) como operadores que multiplican por d). (sin que ello implique a este nivel

ningún cambio).

Introducimos también los momentos asociados a los 45,,: (v = 1, ..., K)

[Óuapwl = ióvw
. a

'Pu = tad,” (5.1.3)

Podemos (c.f. Apéndice C) suponer que los 45.-pueden tomar valores entre —oo

y +oo los 'Pf tienen un continuo de autovalores, las funciones de onda en el sis

tema rotante han adquirido una dependencia en los d).-como consecuencia de la

transformación.

Nos planteamos ahora el siguiente problema: dada una función de onda ‘II(:c.-,45.-)

perteneciente a Hz en el sistema en transformación cual es la. condición para que

provenga de una función de onda física ( i.e. perteneciente a H1 )a través de una

transformación (5.1.1). La condición para que una. función de onda sea física en el

laboratorio es que no dependa de los ángulos.

6

64).,

donde denotamos Iph' >, Iph > a las funciones de onda físicas en el laboratorio y

0=iTl Iph' > (5.1.4)

sistema rotante respectivamente.

Pero, como ya hemos visto en la parte clásica, podemos transformar a los 79:al

sistema en transformación de la siguiente manera:

F., s i_Tl [6%1‘] + ¿6% = ¿“(mm —7D., (5.1.5)

(los C¡ son los definidos en el Apéndice A). De (5.1.4) y (5.1.5) obtenemos la

condición para que una función de onda en el espacio ampliado H2 sea física.

Fulph >= 0 v =1,...,K (5.1.6)
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que es la versión cuántica de los vínculos (2.3.19). Es fácil ver que definiendo como

en (2.3.20) los nuevos métodos fu tenemos las condiciones alternativas:

fvlph> = 0

fu -17va|¡1= Ju_ Iv

los imponen que Iph > pertenezcan a la representación escalar de el grupo de las

Se cumplen las siguientes relaciones (cf. apéndice A):

[Iqu] = —icw.I. (5.1.8)

lfvsfwl = icuw.f., (5.1.9)

[F.,, Fw] = 0 (5.1.10)

Notamos que

fulph >= 0 y Íwlph >= o (5.1.11)

implica que

If”,wa Iph >= 0 (5.1.12)

por lo tanto, es importante que los vínculos formen un álgebra. (Es fácil convencerse

de que el contenido de (5.1.6) es igual al de (5.1.7) llevando a ambas al laboratorio:

las dos piden que la función de onda “laboratorio” no dependa.de las Podemos

ahora definir el análogo cuántico de la igualdad débil: dos operadores cuánticos

cumplen:

01,2Oz

< pthllph' >=< phIOzlph'> (5.1.14)

es decir si coinciden en el subespacio físico.
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Veamos ahora la condición para que un operador O corresponda a un observable

físico: si O’ es su versión laboratorio debe cumplir:

30' , , _
aóu _ 0 —»[o ,Pu] _ o (5.1.15)

y de aquí tenemos:

[F,,,O] = 0 (5.1.16)

o bien

[12,0] = 0 (5.1.17)

Esto nos dice que los operadores físicos aplican funciones de onda físicas en

funciones de onda físicas

f.,O|ph >= Ofulph >= 0 (5.1.18)

y de la identidad de Jacobi es fácil ver que dados dos operadores físicos 01 y Oz su

conmutador es físico.

Podemos resumir el papel que juegan los vínculos de primera clase diciendo que

determinan el subespacio de Hilbert físico, mientras que los operadores correspon

dientes a observables actúan siempre dentro de él.

Ahora, si extendemos aún mas la dependencia de las funciones de onda a los

multiplicadores de Lagrange 0‘, obtenemos un nuevo espacio “de Hilbert” H3 donde

actúan los operadores 0., , P" :

[9", PN]= ¿w PU E —i 58- (5.1.19)

utilizando los multiplicadores de lagrange Q utilizando los mismos argumentos que

hasta ahora podemos ver que el subespacio físico en H3 es el determinado por los

vínculos primarios y secundarios

mph >= o (5.1.20)
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además de los (5.1.6) ó (5.1.7). que por supuesto son la versión cuántica de (2.3.46).

Por último , para construir el espacio de Hilbert asociado a el tratamiento con

la “medida de Lorentz” debemos introducir los operadores cuánticos de fantasmas;

éstos actúan sobre el espacio de las funciones de onda que dependen, además de las

otras variables, de los números de Grassman (17mm) . Definimos

3 _ a

7r,,|‘I' >——a—m|‘II>, nul‘ll >— amm: > (5.1.21)

Tenemos entonces, denotando [ , ]+,[ , ] al anticonmutador y conmutador re

spectivamente

[mmh = [ïrmñwh = 6m (5.1.22)

los demás anticonmutadores se anulan.

5.2 Productos internos en 712,713,y H4

La construcción de los es acios “de Hilbert” H2 H3 H4 se com leta definiendo el, i

producto interno entre funciones de onda. Dentro de H1, el producto interno está

dado or el roblema cuántico ori inal' en cambio su extensión a los es acios con
1 1

coordenadas colectivas es en gran medida arbitrario.

En esta sección trabajaremos en el sistema “de laboratorio", luego los resulta

dos pueden extenderse a cualquier sistema. Comencemos por escribir el producto

interno en H1 (el espacio original “del laboratorio” ):

< wz.le >= / nidqáwzuomqá) (5.2.1)

para funciones de onda físicas. Surge ahora el problema de extenderlo de manera

que incorpore a las 45.-(i = 1, ...,K) como variables de integración. Una primera

manera de hacerlo es:

< ‘I'LI‘I'L>F= fHidqí/Hudóv‘1'2(qí,óo)\ln(qí,óu) (5.2.2)
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donde ahora se entiende que > y IT; > pertenecen a H3. Es fácil ver que

con esta definición de producto interno los vínculos F, son hermitianos (de alli el

subindice F). Una alternativa mas frecuentemente usada es la que hace que los

operadores f" , L, sean hermitianos:

< ‘I’LI‘I’L>r= /Hidqí ¿9 ‘PZ(qÉ,Óu)‘Pa(Qí,Óo) (5-2-3)

donde

¿a = f mdd," ¡4| (5.2.4)

es la medida del grupo (en el caso de las rotaciones es el familiar factor sin 0).

Extendamos ahora el producto interno al espacio H3. En esta extensión, como

los operadores de vínculo P. conmutan, no aparecen dos alternativas como para las

d)”. Sin embargo, recordando la analogía con el electromagnetismo y Yang-Mills,

tenemos que los operadores 0., , P., son el análogo de los grados de libertad

“temporales” A: y EZ. Sabemos, por otra parte, que en el tratamiento de Bleuler

Gupta. se introduce para estos grados de libertad una métrica. indefinida. Definamos:

FL: = Vlíln'I'l'inl
1

I" ,, = — 9,, - 'Pv 5.2.50 z l ( )
y construimos una base de la siguiente manera:

FI," IO>= 0

1 n _
Hv\/_1_I!(Fnu)= In.”>

de donde

< nulmv >= Hu(—1)""6,,_m_ (5.2.7)

en analogía con Bleuler-Gupta Este producto interno indefinido no puede es

cribirse de la manera usual en representación de coordenadas, sino que puede veri
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ficarse que se escribe, para. una sola variable Q

< g(0)lh(0) > —»'f [g<—mrbm) «m0=-¡cn

Liza-¿0]- h(it)dt (5.2.8)

donde 0 E it. La generalización a varios 0., es trivial. Por último queda por ver el

producto interno en H4 respecto de los fantasmas. Este viene dado por la integral

de Berezin [19]

< g(17,1r)|h(17,1r)>=i f h' g dnd” (5.2.9)

siendo la generalización a varios 1], , 1r,,trivial. Notemos que con este producto

interno los operadores 17‘,17.,;1r., y 1r., resultan hermitianos

El producto interno de dos funciones cualesquiera se obtiene usando como me

dida de integración la medida (5.2.2) o la (5.2.3) para. H2 y el producto de (5.2.2)

o (5.2.3) por (5.2.8) por (5.2.9) para H4. Estos productos internos pueden ser

trivialmente expresados en el sistema transformado .

Esto completa la definición de los espacios “de Hilbert” H2 ,Ha y H4 ; como

éstos últimos dos tienen métrica indefinida. no so estrictamente “de Hilbert".

Es importante notar que tanto para 'Hz como para H4 tenemos dos distintas

opciones para el producto interno, según usemos la medida (5.2.2) o 1a (5.2.3).

Denotaremos a. estos dos productos ,siempre que halla. posibilidades de confusión,

por < I >F y < | >¡ respectivamente ( el subíndice recuerda que con ellos son

hermitianos los operadores F, y los fu respectivamente).
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6 Cuantificación “a la Dirac” en H2

En esta sección estudiamos el tratamiento “a la Dirac” en el espacio H2. Esto nos

dará. una visión puramente algebraica de el desarrollo hecho en la sección 4.2 en la

“medida de Coulomb”.

Consideremos primeramente el producto interno (5.2.2) en H2 . Es claro que esta

integral diverge si las funciones de onda son físicas , ya que no dependen en este caso

de los ángulos colectivos ( recordemos que estamos en el sistema “de laboratorio”).

Luego , surge el problema de alterar el producto interno en H2 de manera de evitar

esta divergencia . Para hacer ésto debemos tomar la precaución de que el nuevo

producto coincida, para funciones físicas, con el (5.2.1). Una primera manera de

hacer ésto es definir:

< mw; >= fHaHudqídóu‘P;(qí)‘1’b(92)5(45u) (6.1.1)

Claramente, si ‘I'fi,‘Il'zno dependen de las 45.,entonces ambas coinciden. Observando

(6.1.1) notamos que ésta es sólo una manera de hacerlo; propongamos otra más

general que se adapte a nuestros fines; para ésto sustituimos:

now»;¿(4ma una; ¿(en deugfw
= Hudóí,¿(GDdeth'anl

= Hvdó; detK] ¿(GD det[G',,mw'P¿'] (6.1.2)

donde G” son funciones de las q¿ y las 4%. Hemos supuesto, al menos para esta

derivación, que las G.- además de no depender de los momentos colectivos (como

en el Capítulo 3) tampoco dependen de los momentos originales 'Pl',y en particular

que conmutan.

Con respecto al cambio de variables implícito en (6.1.2), debemos garantizar que

los límites de la integral sean tales que no introduzcan una dependencia espúrea en
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las variables físicas . Esto impone condiciones sobre las funciones G.7que deben ser

tenidas en cuenta, pues de no hcerlo se obtienen resultados incorrectos. Volveremos

sobre ello en el Apéndice D.

Estamos en condiciones de escribir las integrales (6.1.2) en términos de las vari

ables del sistema “rotante”, lo que constituye una transformación de Jacobiano

uno:

< mm > = f H¡,udqsdóu11mm") album) ¿(00) det[G.,Fw}

< ‘I’alq’b> = I/Himdqídóu

deilC] ‘1’;(qi,45u)‘I'b(q¡,d>..)¿(CJ detlcnfw] (6-1-3)

donde Cv es la versión en el sistema rotante de GL.

Estas son las formas finales del producto interno para las funciones en el espacio

sobrecompleto H2 (notamos, como en la sección pasada que corresponden a versiones

donde los Fu y los f" son hermitianos respectivamente.

Si ahora tenemos un operador físico O (en el sistema rotante), su elemento de

matriz será. (por ejemplo usando la (6.13)):

< mom >= qu.-,...dqn‘Ilï o ‘IIzH;=¡[6(G.-)]det{g.-,f.-} (6.1.4)

Podemos reinterpretar ésto de otra manera completamente equivalente: en vez

de considerar que hemnos alterado el producto interno, podemos pensar que hemos

extendido a los operadores de la siguiente manera [11].

o”. = f o ng; 6(G,.) det{G’¡,f.-}¿n (6.1.5)

Está. claro que esta extensión no afecta a los elementos de matriz de un operador

fisicoentre estados físicos. Finalmente, es fácil ver que todo lo anterior es igualmente

válido (en pricipio) sustituyendo

ó(G,-)_. gm [GE/2A] (6.1.6)

56



que es el truco de t’Hooft.

De esta manera vemos cual es el papel cuántico de las funciones de fijado de

medida; su arbitrariedad proviene de que no nos interesa qué sucede en el subespacio

no físico. Por último, observemos que si bien estas extensiones no alteran el elemento

de matriz entre estados físicos, introducen elementos espúreos entre estados físicos

y no físicos. Esto ya se ve a nivel de la ecuación (6.1.1), si ‘I'phes un estado fisico

y ‘Ilu, es no físico

<Wishlqlup>=/ l-Ii"=1qu-¡dól’ooodóh

= / w;,.(q.-)w:.,(qs,o)dq.-,...dq;. ae o (6.1.7)

donde la integral no puede ser nula siempre.

De esto concluimos que con cualquier nuevo producto interno debemos forzar

la condición de tomar elementos de matriz entre estados físicos, ya que ahora no

se separan naturalmente. Podemos ahora construir una integral funcional en este

espacio de la manera usual con (6.1.3), salvo que por lo dicho las sumas sobre los

estados intermedios deben ser restringidas al subespacio físico. Esto, en el límite,

se hace con un “proyector”:

=
y se obtiene la integral de Faddeev-Popov (el factor detl'ql se cancela con el detKI

que está en el elemento de volumen del grupo.

Esta construcción tiene la ventaja de que ahora comprendemos el sentido en el

espacio de Hilbert, de los “unos” que se agregan a la integral funcional para obtener

la fórmula de Faddeev-Popov.
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7 El tratamiento BRST

En esta sección introducimos el tratamiento BRST en el espacio “de Hilbert” H4. La

derivación es puramente algebraica y reproduce como caso particular los resultados

de la sección 4.3 con la medida “de Lorentz”. Sin embargo, como se verá, este

formalismo tiene una interpretación mas clara y sencilla, y asimismo puede probarse

que es también aplicable a casos que el formalismo de Faddeev-Popov no cubre.

Comencemos por definir las cargas BRST asociadas a los vínculos Fu y fu.

QF = Puro + F0170

Q!
1.’va-nunwflaPvñu'i'funu _ 2

En el apéndice B probamos la identidad fundamental

Q} = Q} = 0 (7-1-2)

Además, es fácil ver que y Q; son hermitianas con respecto a los productos

internos < I >p y < I >¡ respectivamente. El desarrollo que sigue es

igualmente válido para ambas formas de la carga, de manera que no utilizaremos el

subíndice para diferenciarlas.

Llamaremos estados físicosa aquellos que cumplen que son anulados por la carga

BRST:

leh >= 0 (7.1.3)

y no fi'sicos a los demás. Con esta definición resultan físicos no solamente aquellos

estados que satisfacen los vínculos (5.1.6) y (5.1.7) . Veremos mas adelante que

ésta definición ampliada no es problema y que, por el contrario, es lo que le da

flexibilidad al tratamiento. En particular, si Iup > es cualquier vector no físico:

Qlup >= lx >96 0 (7.1.4)
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Los vectores de la forma (7.1.4) tienen norma cero:

le >= 0 ; < xdx: >=< “PlleluPz >= 0 (7.1.5)

y producto escalar nulo con cualquier operador físico:

< xlph >=< upIleh >= 0 (7.1.6)

El espacio de Hilbert nos queda dividido en tres sectores: el de estados físicos

de norma positiva; el de estadosno físicos y el de estados de “nulos” de norma cero.

Ahora, debido a (5.1.16) y (5.1.17), tenemos que cualquier operador físico cumple

que:

[0,Q] = o (7.1.7)

Esto quiere decir que un operador asociado a un observable aplica estados físicos

en estados físicos, y que además el producto interno entre elementos de dos clases

de equivalencia es independiente de qué elemento se use.

Tomaremos (7.1.7) como una nueva definición de observable físico, la que incluye

otros operadores además de los que conmutan con los vínculos.

Si C es un operador cualquiera y:

ox E [Cani (7.1.8)

usando la identidad de Jacobi se cumple:

[Q,0x]— = 0 (7.1.9)

Además es fácil ver que el valor de expectación entre estados físicos de un operador

construido como el 0x es nulo pues,

Oxlph >= Ix > (7.1.10)
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De ésto surge que podemos identificar estados físicos y operadores físicos en clases

de equivalencia

Iph.>—>Iph > +|x > ; o,“ —.0,1 + ox (7.1.11)

y el producto interno entre estados físicos no depende de cual miembro de cada clase

se tome. En particular, podemos identificar con el Hamiltoniano a toda la familia:

HBHST = H + [P,Q]+ (7-1-12)

con p hermitiana y, por lo demás, arbitraria. Como H es físico:

[HBRSTvQ] = 0 (7.1.13)

de lo que resulta que la evolución deja inalterado el subespacio físico, que es unitario

ya que HBRSTes hermitiano (pues p y Q lo son).

Elegimos para p (por analogía con Yang-Mills [11]):

P = Qufl'u+ 77u(Gu/F ‘ (A/2F2)Pv) (7-1-14)

de donde obtenemos

HBRST = H +i1ru1-rv+ nufv

+ ¿Gua + ¿mamuan

- ¿P3 +ic.,mfl,1rv17w (7'1-15)

que es las versión cuántica de (4.3.18); en el sentido de que (4.3.18) es alos efectos de

los fantasmas un lagrangianoz los momentos asociados 1r.,, ïru han sido eliminados

construyendo la integral funcional con (7.1.15) e integrando sobre las variables 7r‘,

y 7T", .

Ahora podemos delinear la prueba de la equivalencia de este tratamiento con el

tratamiento en el espacio de Hilbert original H1. Definamos el operador número de
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fantasmas
K

Ngh= 2:07qu"'ñuïrv)’ K
u=1

que cumple

NJ».= - ah (7.1.17)

Se demuestra (c.f. apéndice B) que dadas funciones de onda físicas Iph” > y Iph” >

que cumplen

Q; Iph” >= Q; lph” >= 0 (7.1.18)

es posible llevarlas mediante una transformación inversible R a otras

RpMÍ>=mmF> ;.ñwM/>=wMF> u11m

Qr Iph“r >= QF Iph" >= 0 (7.1.20)

Por un lado tenemos que debido a (7.1.10) y (7.1.12)

< thleansflPh” >1=<thleIphU >¡ (7.1.21)

y, como la transformación É deja inalterado al hamiltoniano :

É‘1HÉ = R (7.1.22)

entonces

< PhZ’IHlph”>¡=< thFIHIpth >p (7.1.23)

además, una función física que cumpla. (7.1.20) puede ser llevada mediante la adición

de un estado de la forma lx >= QFIÁ> a la forma “standard” (en el “laboratorio”)

(c.f. ref [20])

I‘II>= IphF > +|x > (7.1.24)

l‘I’>= 11":l ezp [-PÏI] exp [-Páflv] ‘IID (7.1.25)
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donde hemos usado la representación de coordenadas para las 0, y de momentos

para ‘Pv. ‘I’Des una función de ondas que satisface los vínculos (i.e. pertenece a

H1, es independiente de las coordenadas colectivas). Usando ahora las expresiones

de la sección 5 verificamos que

< phZFIHIplLIF>¡.- = / ¿(variables originales) Wi, H ‘11}, (7.1.26)

Algo similar ocurre con cualquier operador definido en el espacio original. Esto

prueba la equivalencia entre trabajar en H4 con HBRSTy estados físicos que cumplen

(7.1.3) con el problema cuántico original.
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8 Tratamientos en el espacio producto

Comenzaremos por suponer que trabajamos en una base se funciones de onda pro

ducto que resultan del tratamiento de alguna de las secciones pasadas.

lai > ®lbj >El‘1’ü > (8.1.1)

donde las ij > son funciones de las variables colectivas 4),., L. (le = 1, ...,K) y las

Ia..-> de todas las demás variables (que llamaremos intrínsecas).

En esta sección (a menos que se indique lo contrario) trabajaremos con tiempo

imaginario 'r E it, que facilita el tratamiento perturbativo.

Tenemos el operador evolución efectivo:

U(T,,r.-) = e-(W-"Ww (3.1.2)

donde H,“ es el operador hamiltoniano efectivo de alguna de las secciones del

capítulo anterior. Para cualquier operador A se cumple que, poniendo fi E 1', —1'.

_ trUA _ z ezplfiq] < ‘I’llAI‘I’l>
< A > _ trU _ z ezp[fi€¡] < WII‘IH> (8.1.3)

donde el , I‘Ilg> son energías y estados exactos.

En particular, si el vacío I‘ll, > es no degenerado:

. < WOIAIWO >

5111!;< A > (fi) — < ¿algo > (8.1.4)

y

logtr U= 6., (8.1.5)
Ahora, usando la base (8.1.1) tenemos que:

tr U = z < b.-|< aJ-IUIaj > b.-> (8.1.6)
¡.J'

y: b UA b¡-< i < ' '> ¡>
< A > (p) = z 'J I a" ¡“J (8.1.7)trU
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Definamos ahora:

UC“ = z < ajIUlaj >
.‘Í

< bllU‘“|b,,. > E< bd: < a,-|U|a,-> lb".> (8.1.8)
j

donde hemos tomado una traza “parcial”.

Por un lado, está. claro que:

tr Um) = w“ U°°‘= z < b.-lU°°‘|b,-> (3.1.9)

donde tr‘“ es una traza sobre estados colectivos, ya que (8.1.9) no es más que otra

manera de escribir la traza de U. Por otro lado, si B es un operador que actúa

solamente sobre estados colectivos:

zu < bil < aJ-IU(,B)Ia.,-> Blbi >
< B > treo!Ucol

_ Z.- < b.-IU°°‘B|b.-> _ tr‘“ (U‘°‘B)
_ tra“UC“ _ treo!Ucol

Las ecuaciones (8.1.9) y (8.1.10) nos dicen que podemos interpretar a U‘“ como

un operador de evolución colectivo. Si además escribimos:

1

U‘°‘ _=_exp [-fiH°°'] «—» H‘“ = E log U=°‘ (8.1.11)

esto define a 'H‘“ como un Hamiltoniano colectivo (el logaritmo de la derecha es el

de un operador que actúa en la base de funciones de onda. colectivas).

Está claro que si deseamos el valor de expectación en el estado fundamental de

un operador que actúa sobre ambos espacios, no podremos usar la parte derecha de

(8.1.10), debiendo revertirnos ala (8.1.7).

Ahora, volviendo a (8.1.11) podemos escribir 'H‘“ (pues lo usaremos en el límite

de fi —>oo):

'Hml = limfidm —%log UM

< b,|H=°'|b,,. > = limp_.W[ log (< mz < a.-|U|a..-> lb, >) 1,... (8.1.12)
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la expresión

< MZ < ailUIa.-> lb, >= Uiz‘ (8.1.13)
i

será. construida perturbativamente sumando diagramas que involucran a la parte

intrínseca. Escribamos la acción efectiva de la siguiente manera:

Se]! = /(Lo + z ¿{pi - HL”) dz (8.1.14)

donde en L, ponemos la parte intrínseca de orden cero, y en H,” todo el resto. Por

ejemplo si tenemos campos fermiónicos o bosónicos será. (cf. sección 3.3) :

co = Epi-2'.- —w.-z¡'z,-) (8.1.15)
l

Es importante notar que no hemos puesto ninguna parte que depende de vari

ables colectivas en Lo, pues no queremos tratarlas perturbativamente. El operador

evolución se escribe

< bl|U‘°‘(fi)|bm >= z < b¡|qb,.>< dor!< a.¿IUIa.-> lo. >< dnlbm > (8.1.16)

donde hemos insertado dos identidades colectivas [43,>< Ahora estamos en

condiciones de representar la evolución por medio de la integral funcional:

<Órlzi<ailUla'í>ló:>=
x f D[z.-,z¡'] ezp ¿(79.-—L. —H,¡¡)d‘r] (8.1.17)

donde la integral sobre los campos fermiónicos (bosónicos) es la expresión usual para

la. traza del operador evolución (cf. ref. [18]) y donde se suponen condiciones de

contorno antiperiódicas (periódicas)y los límites de la parte colectiva de la integral

funcional son 45,,45,. Ahora procedemos de la manera usual para construir la serie

perturbativa; escribirnos a (8.1.17) de la siguiente forma:

f [qufiu,'Pu]D[z.-,z¡']ezp{/(Co + z #790417]

(1 + f ¡{(10.171+ f H'(T1)H'(rz)drl,d1'2+ (8.1.18)
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Consideremos por ejemplo un solo término de la forma:

/ [DlóupulDlm-‘lezp[/(c. + z ¿sm-Mr]

/ B“‘(n)z;(n)B;°‘(r=)zz(rz)dn,du] (8.1.19)

(donde B‘“ son operadores que dependen de las variables colectivas) este resulta

igual a:

f 4111,de DÍÓu,'P.,]e:cp[—/;¿¡P¡dr] Bïd(T1)B;°l(Tz)

[{D[z.-,z;1ezp[—/L.,drlz;(n)zl(rz)] (8.1.20)

El segundo factor en (8.1.20) es simplemente el diagrama. de Feynman:

¿z

Ex

mientras que el primero es:

< ÓrIBiBziÓa > Si 7’1> T:

< órIBzBlló. > si n > r2 (8.1.21)

la relación (8.1.21) se entiende fácilmente si se obseva que el operador de evolución

implítico en esta integral funcional es la identidad (ya que no hay otra cosa que

2.-¿{7-7;en el exponente). Juntando ambas partes tenemos el elemento de (8.1.16)
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que.corresponde a este término:

j [< b,|B°°‘B;°‘|b,,.> am _ r,)+ < b,|B;°‘|b,,.> su, —m]

< ¿{(Tl)zl(Tz) > ¿7'1de (8.1.22)

(donde 0 es la función escalón) que representamos diagramáticamente así:

Intrinseca Colectiva

z. - ' —x

Q x

Vemos que la integral funcional sobre las variables colectivas lo único que hace es

decirnos en qué orden tenemos que calcular los elementos de matriz de los operadores

colectivos, pero es claro que sobre ellas no estamos haciendo cálculos perturbativos.

Si hacemos lo mismo con todos los términos de (8.1.18) sumando sobre todos

los diagramas conexos obtenemos el elemento de matriz del operador de evolución.

Sin embargo, para calcular su logaritmo podemos aplicar ligera generalización del

teorema de los diagramas conexos [18]

[log U],,,.= z < b¿|z < a..-|U|a¡> lb". >mm, (8.1.23)

Comencemos por notar que si hay un solo estado colectivo Ib >, obtenemos el

teorema de diagramas conexos usual. Además, si CU es un operador que es suma

solamente de diagramas conexos, entonces

1 1 1

[eclü= ¿ü+ iCü + aCuCzj+ ¡CuChnij + (8.1.24)
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es la suma de todos los diagramas, donde los factoriales provienen de las permuta

ciones posibles. De esta manera es posible probar que:

C.-,- = z diagramas conezos

si ec = z todoslos diagramas

El resultado final para 71"“ (que se usará. para fl —>oo) es:

, 1

É: = [1.771.qu- E < < a¡IUa.-> Ibm>coneaoa

(8.1.25)

(8.1.26)

Antes de concluir esta sección veamos un ejemplo: si la acción es de la forma

se" = /((z;z.- —w¡z¡'z¿)+ 24279.. + (z; + z.-+ 3;“ + 3;“)¿1 (8.1.27)

(donde coordenadas colectivase intrínsecas están separadas), tendremos entre otros,

los siguientes diagramas (usando los primeros tres términos de la acción como vari

ables de orden cero):

O.
Intrinseca Colectiva

É, X

3|

< ¿(702473) > < bilbj >



Intrinseca Colectiva.

¡z g L
É

E. x _’
J

z“

< 25(T1)3¡(Tz)>< 35(Ta)zj(7'4) > < bilbj >

Intrinseca Colectiva.

< 5431115. >

Intrinseca Colectiva

< bilele‘ >
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Intrinseca Colectiva

_ ,- -— --II 8|

< b¡|B¡B,|b,- >

donde los a,c,d son conexos y b,e inconexos.

Asimismo comprobamos que:

< 6471"“ij >=< 6,131+ lebj > +5.-,-(z diagramas intrínsecas ) (8.1.28)

O sea, que el problema se separa en dos espacios, como era de esperar en este ejemplo

en este caso el segundo término nos dará. una expresión perturbativa para la

“energía intrínseca” y el primero la parte colectiva. Podemos comprobar además, en

este ejemplo sencillo como el efecto de considerar solamente los diagramas conexos

nos da el logaritmo.
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9 Simetrías rotas : rotaciones

En esta sección pasamos revista a algunas peculiaridades del tratamiento de las

rotaciones. No abundaremos en cuestiones que han sido tratados en otras publi

caciones, referiremos al lector a ellas. En 9.1 aplicamos lo hecho para un grupo

general a el caso de un hamiltoniano que posee simetría de rotación rota. por el

vacío aproximado. En 9.2 reobtenemos , para el tratamiento BRST las conocidas

simetrías discretas que aparecen en los modelos unificados cuando la deformación

es cuadrupolar..

9.1 Hamiltonianos efectivos

Comencemos por el caso sencillo de rotaciones en dos dimensiones. El generador

de estas rotaciones es el operador Ja. Tenemos que el hamiltoniano del laboratorio

cumple:

[H;m=o mmm

de donde se deduce que:

H=H mmm

o sea, que H es la misma función de las coordenadas rotadas que H’ de las del

laboratorio. El operador de vínculo es

f=J—I mmm

y de

[mJ—n=o mio

entonces:

[H, I] = 0 (9.1.5)

o sea. que H no depende del ángulo colectivo 45.
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Ahora veamos el caso de rotaciones en tres dimensiones; aquí tenemos los gen

eradores: Jk(k = 1,2,3) que cumplen:

[J¡,Jj] = 136.-th1. (9.1.6)

Los operadores de vínculo son

fu = Ju —Iu (9.1.7)

y en el mismo sentido de antes.

H' = H (9.1.8)

de donde deducimos que dado que:

[H,J,-—I¡]:0 i=1,2,3 (9.1.9)

entonces:

[H,I¡] = 0 i: 1,2,3 (9.1.10)

lo que a su vez implica que H no depende de ningún ángulo colectivo. Para este

caso usaremos la parametrización de Euler:

Tú = ezp [ i (1/)J3)] ezp [i (0]2)] exp [ i (9.13)] (9.1.11)

(cf. Apéndice A).

Concentrémonos ahora en el caso de que el sistema posea un vacío con defor

mación cuadrupolar triaxial. Elegimos las funciones de fijado de medida de manera

de que cumplan

[G.-, Jj] = i(6¿,- + .s.-,-) (9.1.12)

donde 3.-,-es pequeño. En particular, podemos usar las definiciones de la sección 2.2

que satisfacen (9.1.12).
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Los hamiltonianos efectivos se construyen como en las secciones 4.2 y 7 resul

tando

1

2D

HBBST = H +i7rv7-rv+ lva

1

Hd, = gïgm + (1,,—J.,)2+ ¿716: +i6(0) log det A“, (9.1.13)

1 1

+ —G.,Pv+ ¡ñuIwawlnwF

——A—P’+' Q1r (9114)2P: g ¡cuan s vnw ' 

Notamos que ambos satisfacen

[Hey/,12] = [Heu,1á“°l. = 0 (9.1.15)

[Hanerz] = [Hans-TJ?” = 0 (9.1.16)

como deben. Sin embargo, la simetría respecto de los operadores microscópicos Ju se

ha perdido. Esto elimina las divergencias infrarrojas que surgen en los tratamientos

perturbativos de problemas con simetrías rotas. En ambos casos podemos trabajar

en una base de la forma

‘IHM= D¡¡WK(0,50,111)x( intrínsecas ) (9.1.17)

donde las variables intrínsecas incluyen además a los fantasmas y a los fl; en el

caso del tratamiento BRST. Las ecuaciones (9.1.15), (9.1.16) implican que pode

mos restringirnos a un subespacio I, NI. El tratamiento del hamiltoniano efectivo

(9.1.14) fue ya discutido en varias publicaciones: concentrémonos en el hamiltoni

ano BRST (9.1.14). Hasta el momento, tres estrategias distintas se han usado para

tratar a este hamiltoniano.

i) para bajos momentos angulares se puede proceder a hacer perturbaciones en

base a funciones de onda de la forma (9.1.17). Sin embargo, para valores de

I 760, el término QvIv provee un acoplamiento grande entre grados de libertad
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iii)

intrínsecos y colectivos. Usando una técnica usual en teoria de perturbaciones,

este término puede ser eliminado por medio de una transformación canónica.

Esto se hace en las referencias [6,7,8]. Se procede luego a hacer teoría de

perturbaciones como en el capítulo 9 pero con el hamiltoniano transformado.

Todavia para bajos momentos angulares es posible calcular los momentos de

inercia efectivos observando que las contribuciones cuadráticas en los momen

tos angulares colectivos provienen de diagramas de la forma

av

1
31v

El primero da la contribución de sólido rigido y las subsiguientes correcciones

dan las interacciones de vibraciones con las rotaciones. Esto se delinea en la

ref. [13].

Para altos momentos angulares la estrategia i) no es practicable pues la trans

formación canónica introduce potencias altas en L, que estropean la conver

gencia. La estrategia ii) fracasa tambi én pero en este caso por la preminencia

de los diagramas con varias inserciones de Q“. En cambio, un método útil en

este caso es el de restringirse a un subespacio I y alli bosonizar los operadores

L, a la manera de Holstein-Primakofl' [18]. Se obtiene así una descripción

sencilla de sistemas a altos momentos angulares y en particular se deriva la

fórmula de “cranking” para sistemas triaxiales. Esto se hace en la ref. [15] y

en la ref. [14] para el caso bidimensional.
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9.2 Simetrías residuales del hamiltoniano BRST

En el modelo unificado de Bohr y Mottelson se utiliza una base producto de fun

ciones de onda colectivas por funciones de onda intrínsecas. Allí se muestra que

existen ciertas reglas de selección para los valores de los momentos angulares colec

tivos, según sea. la simetría de la función de onda intrínseca. Mostraremos con un

ejemplo cómo estas cuestiones surgen naturalmente dentro de el formalismo BRST.

Comencemos por definir los siguientes operadores hermítianos.

ju E -i6vafi17a1l’5

J” E —iem5ñ,7'rp

J? s emanan, (9.2.1)

Los tres juegos de operadores satisfacen reglas de conmutación SU(2) y pueden

considerarse generadores de rotaciones de los operadores vectoriales 17,,1r.,los ñ”, 1'r.,

y los Qu, P,J respectivamente. Es fácil ver que

Ku E j” + fu = [Q,1‘r.,] (9.2.2)

Ku E ¡v + = [QIGUWIT’UQII

Es inmediato ver, usando la identidad de Jacobi, que los pares de operadores K", K"

también forman álgebra SU(2), conmutan con la carga BRST y son operadores

"nulos" (cf.7.1.8).

Definamos ahora los siguientes operadores de rotación de 180 grados

Ru = Rí(R.’,)"R9R€," (9.2.3)

donde

RJ = exp(i1rJ¡,)

RI = exp(i1rI,,)U

75



Rn = exp(i1rJ?)

Rgh = exp(i1rj.,)exp(i7rï,) (9.2.4)

Notamos que

RV _—_exp(i1r[Ku+Kul)

= 1 + operador OJl (9.2.5)

esto implica que

vaph. >= [ph > +| estado “nulo” > (9.2.6)

Tenemos también

lele = 0 (9-2-7)

Ahora elegimos operadores de fijado de medida G” que satisfacen

125Gijl = (25W_ no“, (9.2.8)

Este es el caso con las elecciones de la sección 2.2, y siempre puede hacerse en el

caso se deformaciones cuadrupolares.

De (9.2.8), podemos comprobar que con la elección (7.1.14)para p

[10,qu = 0 (9.2.9)

y por lo tanto, usando la identidad de Jacobi

[Hansry Ru] = 0 (9.2.10)

Estas identidades implican que las funciones de onda fisicas pueden ser simultane

amente autovectores de HBRSTy R".

Pero, si

vaph >= —Iph> (9.2.11)
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usando (9.2.6)

—lph >= lph > +QIA > (9.2.12)

entonce Iph > es un estado de norma nula a menos que para todo v

vaph >= |ph > (9.2.13)

De lo hecho concluimos que los únicos estados de interés son los que tienen

autovalor uno con los tres operadores R4,(i.e. la representación A del grupo Da).

Este resultado es equivalente a el correspondiente hecho por Bohr y Mottelson

En este tratamiento hemos debido incluir también rotaciones de 180 grados para el

o erador fl. ,Rn ara los fantasmas R9“P u Y P u
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10 Simetría parcialmente rota: el caso especial
de la simetría axial

10.1 Consideraciones generales

Ocurre frecuentemente que la base óptima para estudiar un núcleo no posee la

simetría completa. del grupo de rotaciones 50(3) (ó SU(2)) pero preserva una

simetría correspondiente al subgrupo 50(2) de rotaciones en dos dimensiones; a

primer orden el sistema tiene entonces simetría axial. Ante todo, podemos pregun

tarnos si, en general, es ésta una simetría real del problema (más allá. del método

de cálculo).

Supongamos que tenemos un hamiltoniano clásico dependiente de n+3 coorde

nadas r'l,...:c:¡+3 y sus momentos canónicos p’l...,p:,+3:

H = H(z;,pg) (10.1.1)

Si ahora encontramos tres variables, 0, cp,vivque podemos identificar como ángulos,

y sus tres momentos canónicamente conjugados 'ngPW'PÚ, entonces podemos es

cribir los momentos angulares en el laboratorio como:

J! = J{(0,<p,'Po,77.,,77.¡,) (10.1.2)

donde omitimos la dependencia en ¡Lvpues suponemos que los ángulos tienen la

forma de los de Euler. Podemos formar también los momentos angulares en el

sistema rotante: (cf. ref. [17] y Apéndice A):

Ji = Jí(0!'w7P07PW1PÚ)

que son otras funciones de los ángulos y sus momentos. Los JI, J.- cumplen:

{J-I,JJI-}= EiijL (10.1.4)
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{Jn-71’}: -€.'ij¡. (10.1.5)

{JSJJ'} = 0 (10.1.6)

Z: J? = J." (10.1.7)

todas propiedades deducibles a partir de las relaciones del Apéndice A. Tenemos

entonces las nuevas coordenadas y momentos canónicos del espacio de fases

'Pafpwpw, 01901'4'1Yl) "-1 ym P11"w Pn

donde los P.-son los momentos conjugados de los Y.-.Si el hamiltoniano tiene simetría

de rotación cumple:

{11.1.1} = o

{H,J2} = 0 (10.1.8)

aunque (en general):

{H,J.-} 76o (10.1.9)

(eg. el rotor rígido triaxial).

Supongamos que H puede escribirse de la forma:

H = HV¡B(Y.-,P¡)+ (10.1.10)
J.

29809,10)

que no es un rotor rígido ya. que los 9.- dependen de las otras variables. En este

caso se cumple (10.1.8) debido alas (10.1.6) y (10.1.7) . Ahora supongamos que la

configuración de equilibrio del sistema es tal que:

JZ

Ho = HV¡B(Y¿°,P¿°)+ z 2%? (10.1.11)(PM/f)

s; = s; (10.1.12)
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y el supraíndice (o) indica valor de equilibrio. La condición (10.1.12) nos dice que

el sistema es, en el equilibrio, axial:

{H°,J3} = 0 (10.1.13)

Sin embargo, fuera de él:

_ .7le l 1
{H,Ja} — 2 32 —31) (10.1.14)

de lo que concluimos que la simetría axial se preservará si:

SAX-,3) = (310132,) (10.1.15)

para todos los valores de las variables Y, P ; es decir, si las excursiones de las otras

variables son incapaces de romper la axialidad. Esto ciertamente ocurre en un

cuerpo rigido, aunque difícilmente en un núcleo “blando”.

Resumiendo lo hecho hasta ahora concluimos que con la simetría axial ocurre Io

contrario que con la simetría de rotación en sistemas finitos: la una es válida sólo

como resultado de una aproximación, mientras que la otra vale siempre y sólo se

rompe en una aproximación .

10.2 Los espacios H2, H3 y H4

Como es bien sabido [1] cuando el campo medio de un sistema cuántico posee

simetría axial no es posible definir el ángulo intrínseco en torno al eje de simetría.

Esto significa, en general, que el sistema no rota colectivamente en torno a ese eje.

En nuestro caso , esto se pone de manifiesto en que no podemos encontrar una

función de fijado de medida G3 tal que aproximadamente:

(i.e. una funciuón que fije el ángulo colectivo 11)). Puede verse entonces que el

tratamiento de la sección precedente no puede extenderse sin más a este caso.
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Una posible estrategia es no introducir la.coordenada colectiva.tb. Consideremos

la familia ( no grupo) de operadores

T(0.sa)= explinz)! e=p[i(vJa)l (10-2-2)

Suiguiendo un esquema idéntico a el de la sección 5 aunque con 1/)= 0 obtenemos

el espacio Hz de funciones de onda que dependen de los ángulos colectivos 0 y ga

(aunque no En 'Hzlas funcionesde onda físicas son las anuladas por los vinculos

f1: J1—P0=J1—Ï1

f, = J, —Ppcosecü + coton = J2 —Í2 (10.2.3)

donde hemos definido los operadores:

Il = Pa

Ïz = Pvcosecü - cot0J3 (10.2.4)

Se cumple la relación:

“1,le = ’icowfz (10.2.5)

que nos dice que f1, f2 forman un conjunto de vínculos de primera clase pero donde

la constante de estructura de su álgebra depende de las variables. Una base de H3

es la de funciones de onda.

I‘Ilnu>= dquw) e‘“"’|K,intr > (10.2.6)

donde los ¿5”(0) son la parte dependiente de 0 de las autofunciones del rotor rígido

axial (ver [21]).

|IMK >= ¿“(mamen (10.2.7)

y IK,intr > son funciones intrínsecas tales que:

JJ-lKintr >= KIK,intr > (10.2.8)
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El espacio H3 se construye con dos multiplicadores de Lagrange 01 , Q, y el

espacio H4 con dos juegos de fantasmas. Por último, la carga BRST es, en este caso

i
Q] = P1771+ Pzfi'z + Í1771+ fzflz —5 “to 711712": (10-2-9)

Otra posible estrategia, que lleva a un tratamiento de apariencia mas familiar,

es la de introducir tres coordenadas colectivas como en el capitulo anterior, aunque

imponer dos (y no tres) funciones de fijado de medida. Los espacios Hz , H3 y H4

serán como en el capítulo anterior. La función de fijado de medida es:

p=Ql1r1+021V:+ - + —'

HBRST = H +i7rl7-¡’1'i'i7727-"2+ nlfl + n¡efz
1 A 2 1

+—(G1P1+ Gzpz) ‘ —(P2 + P2) + _ñ¡iGíif'iTÍw
F 2F2 1 2 ¡12:2F J

2
1 .

+ z: Ffi‘iciif3i77w+ ¡euwanflrvnw¡:1

Verifiquemos ahora una importante simetria de HBRST.Supongamos que elegi

mos funciones de fijado de medida G1, G2 tales que satisfacen

[Gb Ja] = iGz (10.2.12)

[G¡,J3] = —iG1 (10.2.13)

es decir que se transforman como las componentes 1 y 2 de un vector. Tenemos

entonces que

[p, K3 + R3] = 0 (10.2.14)

siguiendo un razonamiento del todo análogo al de la sección 9.2

[HansnKa + Ra] = 0 (10.2.15)

82



y que podemos clasificar a las autofunciones de H3351- por el número cuántico

asociado a esta constante de movimiento. Concluimos como en 9.2 que las funciones

de interés son aquellas que cumplen

(K3 + R3)Iph >= o (10.2.16)

es decir, aquellas invariantes frente a una rotación de ángulo arbitrario de todos los

operadores vectoriales (incluyendo los fantasmas) alrededor del eje 3.

Aparte de esta simetría , debemos por supuesto considerar también la de rotación

de 180 grados alrededor de un eje perpendicular al 3. Notemos por último que éstos

operadores de simetría conmutan con el operador número de fantasmas, de manera

que podemos trabajar todavía dentro de la representación de cero fantasmas.
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11 Conclusiones

Durante el curso de este trabajo de tesis se resolvieron varios problemas que habían

quedado pendientes hasta el momento. Por un lado el método de Gervais, Jevicki y

Sakita tenía problemas en que los resultados no eran correctos con ciertas elecciones

de las funciones de fijado de medida. La razón de esto es que la fórmula de Faddeev

Popov sobre la que se basa este tratamiento no vale, contrariamente a lo que se dice

en muchos textos, para cualesquiera funciones de fijado de medida (en el apéndice

C se discuten algunas condiciones que estas deben cumplir).

La generalización del procedimiento análogo a la medida de Lorentz a casos no

abelianos presentaba asimismo problemas en parte debidos a la incorrecta exponen

ciación del determinante de Faddeev-Popov de este caso, y en parte a la dificultad

del tratamiento si no se conoce bien el espacio de Hilbert. El tratamiento BRST

es, como se dijo, mucho más sencillo. Parece no padecer de problemas asociados a

la elección de funciones de fijado de medida, al menos para elecciones razonables.

Asimismo, varias discusiones acerca del ordenamiento de operadores asociados a

la integral funcional quedan obsoletas en este tratamiento, ya que no se presentan

ambiguedades en él. La integral funcional puede, por supuesto, construirse a pos

teriori, pero esto se hace en base a un espacio de Hilbert que se conoce bien. En

resumen, señalemos que el tratamiento BRST es más sencillo y claro en todos los

ejemplos que conocemos.

Quedan pues por hacer varias aplicaciones de los métodos aquí descriptos. Los

tratamientos clásicos de coordenadas colectivas en base a corchetes de Dirac y

BRST no han sido, que nosotros sepamos, discutidos previamente. Podrían hal

lar aplicación en teorías de perturbaciones clásicas con simetrías rotas (un caso

muy frecuente). Tampoco han sido discutidas de esta manera (al menos dentro de

la física de muchos cuerpos) coordenadas colectivas asociadas a grupos que no sean
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de simetrías (por ejemplo asociadas al grupo que incluye las dilataciones). Final

mente, creemos que estos métodos hallan'an aplicación en cálculos perturbativos de

bariones en modelos como el de Skyrme; y en general, en el tratamiento de objetos

extendidos en mecánica estadística.

En resumen, creemos que estos métodos pueden ser útiles para el estudio clásico

y cuántico de sistemas con coordenadas colectivas y en particular con simetrías

rotas, que sean tales que la descripción hamiltoniana sea la más natural o la única

factible.
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A Apendice A: Algunas propiedades de los gru
pos de Lie

A.1 Propiedades generales

Supongamos que tenemos K funciones J.- i = 1, ...,K que forman con el corchete

de Poisson un álgebra de Lie:

{Jnle = 0.31.11. (A-l)

donde las cm. son las constantes de estructura. Se cumplen las identidades:

“iv-71'}: ‘{J.íin}

z {{Jiij}1Jk}=0
i.j,k cíclico.

que implican:

Cijk = -Cj¿k

z Cíjkclclm= 0 (A.3)
ijl cíclico.

Supondremos además que los cm,son totalmente antisimétricos ( esto siempre puede

suponerse si el grupo es semisimple, ver [2] para. una. derivación detallada).

Definimos:

.Ï¡ E {J¡, } (AA)

de (A.3) obtenemos:

{J.- Jj}={J.-,J',-1 (A6)

donde [ , ] denota. conmutador. Esto implica que las .Ï.-satisfacen con el conmutador

[j¡,jj]= CühJ-k
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Con este álgebra podemos generar un grupo de transformaciones

parámetros gb.-por ejemplo a través de:

T4.= exp [Z Mi]

De la ley de composición del grupo:

Té" = T¿:T¿

Ó? = MW, Ó)

definimos:

nth) = %Ió’=o

775:.(45')= Safina

y sus inversas:

(3172-1.= ¿ii

(ijfljk = ¿ü

Según‘(A.9) a.primer orden:

T(Ój + 772:.Mi.) = T(5Ó'k)T(4’h)

pongamos:

545i E 71;]. 645;:

=> (¡L-5da = 545i.

nos queda:

T(4>j + 54H) = T(CL,-Mi) TUN.)
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=> [T(ój + 545i) - T(<fij)] T’l(45k) = T(CL,-6455)-1

Como la relación es a primer orden:

8T ,
_ ¿ÓJ'T_1(ÓI=)= T(ij6Ój) ‘1
345i

Utilizando la definición (AJ):

6T - I
11-15%”= (1+ thijóój) _ 1J

6T - ,
=>—-T’154>j= Z ¿(“Mi

34H

Como las variaciones 695,-son independientes obtenemos:

8T
aÍÓjT_l=(¡I‘ij

y con un procedimiento igual:

6T _1_ = _
T 845i (¡.¡Jk (A.12)

Además de:

TT“ = 1

obtenemos:

0T (9T‘1 ÜT'1 3T——T“+T_——=-——T+T“——=0 AH
«94,,- adsj 045i 6qu ( )

Las fórmulas (A.11), (A.13) han sido derivadas en base a (AJ) pero son válidas

para cualquier buena parametrización.

Veamos ahora una relaciones diferenciales para los 17,C:
6T
87s,-= “1””

321" , - , - aT- JkT+ijJk37n
= (LJ._¡J,.T+(,’,J-J,.(,’,,.Ï,T (A.14)
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donde la.coma indica derivada. Similarmente:

a’T
34% 3451

Restándolas y multiplicando a derecha por T‘lz

= 4;,“ J]. T + (,1, J]. (¿1.jj T (A.15)

((1,213!- (Lu) ji: + (¡ch(:1 ljkyjr] = 0

donde hemos permutado los índices en el segundo término de (A.15). Usando las

constantes de estructura y permutando índices nuevamente:

(¡1.131— (Lu + (¿j (¿1 Cable= 0 (At-16)

Similarmente se obtiene:

(¡th - Chu - Caj (u Cable= 0 (A.17)

Estas relaciones implican otras entre las inversas 77y 11':

I I I I _ I
779-nin? _ 77:" 7713.9_ c'm "ju

17!"nÍ'IP_ TIP?nin}!= _crlu Üju

A.2 Relaciones de conmutación

Usando estas fórmulas estamos en condiciones de calcular los corchetes (2.3.24),

(2.3.25), (2.3.26) y (2.3.27)

{IÜIJ'} = {UBH1nijm} =

= {Th-wPm} Tlmj Pl - {num Pz} nu Pm

= 77h",jTlijI - 17m,"nqu
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cambiando índices:

= (71mm. Tlmj — muy». 77.1.03.

usando la. segunda de (A.18):

= _cíju77kqu = -C¡quu

de donde:

{L'Jj} = _ciquu

De esta relación surge inmediatamente que:

{fhfj} = {Ji - IiJj - Ij} = Cíjlc(Jle- Ih) = Cijhfh

Calculemos además:

{F'hFj} = {CvíJu'—Pi)ijJw _ =

—Jv (wiki+ ijn' Jw + (ví (wi {JWJW} =

(vi ij cuun'Jr_ (vid Jv + (wii Jw =

(Cami _ (“han —(¡le (rm CPI") Ju = 0

A.3 Especialización al grupo de rotaciones

El grupo de rotaciones está. generado por el álgebra de momento angular:

{Jn =Eiijki=1,2,3

donde los J¡ son momentos angulares y em, es el tensor de Levi-Civita.
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Dos parametrizaciones útiles para. este grupo son:

Ta = "P [Z Óijil

llamada canónica y la de Euler:

Té = ¿tb-,3¿921: ev]:

Con estas parametrizaciones tenemos, para la.canónica:{2:}4222
3:._ m _m , (How)

{(jh}- 81k Ó + Ó: (1 Ó ):l:€¡¡.¡Ó¡ Ó:

y para la de Euler [21] son las que se deducen de las relaciones:

Il = comb Pg + ain'qu cosecü P, —cotü sind) P.)

I, = —ain1/J Pg + cos-«bcosecü P? - cota 6081/}P4,

[3 = P4,

Ii = Tijin

(A.20)

(A21)

(A22)

(A23)

(A24)

(A25)

En general, es fácil ver que los C y los C' son los que conectan componentes del

vector velocidade angulare expresadas en el sistema rotante y laboratorio respecti

vamente con derivadas temporales de los ángulos en un rígido :

aL aL ai) _____ ¿ii
L _ au; — 643]-Üuu _ p’ au.

91



de donde comparando con (A25):

34'52'-.-= — .27,] ami

De esto deducimos inmediatamente que:

au,
TM= u (A27)3h

Las mismas fórmulas valen para los C’,17'pero con w expresada en la base laboratorio.

B Algunas propiedades de la carga BRST

En este apéndice probamos algunos resultados útiles sobre la carga BRST . Comen

zamos por dar un operador É

R=quV= (Bi)

donde es el elemento de volumen del grupo y R es el operador hermitiano

1

R = “7P A06070776- "6770” (B2)

y la matriz A es el logaritmo de la matriz 17W,(d>)

¿ZP[Alan= "un

Siguiendo cálculos fáciles aunque bastante largos se prueba [20]que este operador

lleva la carga BRST asociada a los vínculos F,-a la asociada a los f.

Qp = ñQfñ" (BA)

Si > y > son estados del espacioH4 con la métrica.< I >¡ , entonces

podemosconstruir los estados > y I‘ll; > :

ñ*¡w{>=1wf> (B6)
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que cumplen

< WIFI‘II‘F>¡.-=< WWW” >, (B.6)

Similarmente, si O, es un operador que actúa en el espacio H4 con la. métrica

< I >¡ construimos

op = ¡20,1'2-1 (13.7)

< WIFIOFIW’F>F=< ‘II"|0,|‘II” >, (B.8)

Como aplicación de esta transformación vemos que se prueba con ella inmedi

atamente que:

[Ql‘l2 = Ü => [erz = 0 (13.9)

La identidad de la derecha es trivial, mientras que la de la izquierda no.

C Angulos

C.1 Angulos clásicos

A los fines de este trabajo, dado un conjunto de generadores d.-que cumplen:

{dhdj}= Cükdk1:,j,k= 1,...,K

llamaremos ángulos a un conjunto de funciones que cumplan:

{0h =0

{ahdj} ¿ 77:7(9)

y además:

det mw) 7Ao (0-2)

ésta última al menos en casi todos los puntos. Debido a la (G.2) podemos escribir:

(¡12(9) 77-309)= ¿ü (0-3)
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{oivdiCJ'kl’= {aaadlejh = (¡mii = ¿ü (0-4)

Definiendo:

Ph s (¡kdj (0.5)

obtenemos:

{0.-,P¡,} = ¿ü (G.6)

de donde hemos obtenido las coordenadas canónicas del espacio de fases de 2K

dimensiones que incluyen al grupo.

G.2 Angulos cuánticos

La. definición de ángulos cuánticos presenta nuevas dificultades. Por un lado, las

funciones de onda están definidas para. u'n cierto intervalo de valores de los ángulos,

y se repiten periódicamente más allá de este intervalo. Esto nos conduce a que

los momentos asociados tomen valores discretos; ya que la. transformada de Fourier

de una. función periódica nos lleva a una. serie de Fourier. Esto nos presenta con la

dificultad de que para construir integrales funcionales necesitamos valores continuos

del momento, y ángulos definidos entre —ooy +00. Comencemos mostrando cómo

superar este problema para un ejemplo sencillo: el de rotaciones en dos dimensitïnes.

Si clásicamente tenemos:

{0,J} = 1 (0.7)

donde J es el generador de estas rotaciones deseamos extenderlo a operadores asi:

Si introducimos las funciones de onda II >:

JII >= I|I > (G.9)
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calculamos:

< I’|[0,J]|I >=i < I’II >=> (C.10)

< > —II)=iólp

lo que nos dice que los elementos de matriz son o cero o infinitos. Para evitar estos

problemas levantemos la condición de p’eriodicidad de las funciones de onda. Esto

nos lleva a aceptar valores continuos de I. Definamos pues las funciones de onda

(no normalizables):

< 0|I >= e‘" (C.11)

y el operador “rotación de una vuelta entera":

S = ¿215%= en” (0.12)

adonde hemos definido:

J = 455

[0,J] =i (C.13)

Claramente las funciones de onda periódicas serán aquellas que cumplan:

SIQ >= |<I>> (0.14)

Si, en particular H cumple:

[H,S] = 0 (C.15)

entonces la evolución no nos sacará. del subespacio (C.14), y podemos trabajar

tranquilamente con el conjunto (de valores continuos de I y ángulos definidos en

todo el espacio) a condición de que los valores iniciales y finales los tomemos entre

este subespacio.
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El operador ángulo 0, claramente no cumple (C.15), pero si lo hacen por ejemplo:

sinü , e" 0 mod 21r; etc.

En nuestro trabajo nunca incluiremos factores que destruyan (C.15), en partic

ular las condiciones de fijado de medida las tomaremos periódicas.

La generalización para grupos de más dimensiones es sobre las mismas bases,

habiendo varios números cuánticos cuyos valores en los extremos de la integral

funcional se tomarán pertenecientes a un conjunto discreto pero que para estados

intermedios aceptarán un continuo de valores. Los valores que pueden tornar los

momentos y los intervalos de periodicidad de los ángulos dependen de las carac

terísticas globales del grupo y de parametrización.

D Funciones de fijado de medida
D.1 Condiciones de validez

En esta seccion estudiamos las condiciones que deben cumpliar las funciones aux

iliares G.- para conducir a resultados correctos en el tratamiento cuántico en el

formalismo de Faddeev-Popov con las condiciones de medida “de Coulomb”. En

efecto, como ya se dijo antes, éstas no son totalmente arbitrarias como a. veces se

dice en los textos. Es interesante hacer notar que los problemas que se presentan en

el formalismo de la “medida de Coulomb” no parecen presentarse en el formalismo

BRST.

Hemos visto en 3.2 que la condición crucial para la derivación de la fórmula de

Faddeev-Popov es que

, G2 5G.- ,

C —/H¿D(Ói'P¡) "P l —Z 2‘14]det Igínlji6(nripr) (D-l)

sea realmente una constante. Para ello habiamos supuesto que:

¿Gi I
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o bien, en el sistema rotante:

{Ghd’j} = 0 (D3)

Lo que nos da una condición para las G¡. En este caso (D.1) resulta, por cambio

de variables:
4,?

c = f nívusna') e=p[fi} ¿(P9 (DA)

El problema que surge es que el dominio de integración de estas (infinitas)

integrales cambia al hacer el cambio de variables; puede ocurrir entonces que (D.1)

no dé una constante, sino que su valor dependa de las variables fisicas, ya que de

ellas pueden depender los límites de integración. Cuánticamente, como vimos en

la sección 5, este problema se interpreta recordando que el factor (D.1) surge de

extender el producto interno al espacio sobrecompleto de de manera que coincida

con el para el subespacio físico:

c'.’

< ph'le’ z ïïdethfi, P;]|ph >= const x 6pm,“ (D.5)

que nos dice que el producto interno entre estados físicos es una constante en la

diagonal. La condición de que (D.1) no dependa de las variables físicas (o la de

que se cumpla (D.5)) es necesaria para que los resultados que se obtengan sean

correctos. Como estas condiciones son difíciles de manejar, las sustituiremos por

otras nuevas (aunque más fuertes).

Si tenemos el conjunto de vínculos f.- tales que:

{fhfj} = Cijkfk ¿JJ? = 11°")K (D-G)

pediremos que las funciones de fijado de medida cumplan:

{G.-,f,-} = R.-,-(G¡) i,j = 1, ...,K (D.7)

donde las Rü son funciones de las GI (y sólo de ellas) que cumplen:

detR¡j(G1)7]:0
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para casi todos los valores de G¡.

El sentido de (D.6) y (D.7) es que las f.- junto con las G¡ formen un espacio

de fases entre ellas (i.e. que los G,- sean ángulos en el sentido del apéndice C).

Pediremos además, (aunque esta condición se puede relajar):

{G¡,G,-}= 0 i,j=1,...,K (D.9)

De (D.8) vemos que podemos definir Sü tales que:

sijnj, = ¿a (D.10)

y:

{Go-91113}= {Girfjlsjl = 11-75%: 5-1 (D011)

Poniendo:

E E S,-,(G)jj (D12)

tenemos que:

{G.-,É} = 6.-, ¿,1 = 1,...,K (13.13)

Lo que hemos hecho es dar coordenadas canónicas para. el espacio de fases que

contiene al grupo de medida y los “ángulos” como en C.

Ahora, en el sistema de laboratorio tenemos el conjunto de coordenadas y mo

mentos: {ó¡,'P¡Ï , 2:9,p9}de donde podemos extraer el conjunto: {Ó.-,P{, AL(z',p2)}

de donde los A, son obsevables físicos que conmutan entre sí (y con los da-y 'P'.-).

Gracias a (D.13), puede existir una transformación canónica que aplica:

45: -> Gi

P: a i.

A’, —. A, (13.14)

y claramente:

{G¿,A,} = {É-,A,} = o (D.15)

98



Por otro lado:

fj=0=>F.-=o i,j=1,...,K (D.16)

{PLA} = o á {f,-,A,.}= o i,j = 1, ...,K (D.17)

o sea que los A, son observablea físicos.

Suponiendo que éstos resultados se preserven al pasar a operadores, se cumplirán

cuánticamente:

mph > = o (D.18)

(D.19)

[Gb Ar] - 0

(D.20)

[ÉL-,Ar] = o (D.21)

y podremos etiquetar las funciones de onda físicas de la.siguiente manera:

Élph, a1, ..., a.n>= 0

A,.Iph,a.¡,...,a,fl >= a.,.|ph,a.¡,...,a.,l > (D22)

Entonces, para cualquier función de los G¡, h.(G¡):

< ph', a'l, ..., aQIh(G¡)|ph,al, ..., an >= 60m;“.54.” X constante (D23)

donde (si G puede escribirse como variable continua), la constante vale:

cte = j h(G,) nl dG, (13.24)

ya que (D.18) nos dice que las funciones físicas no dependen de las variables de

medida G.-y, en particular, se cumple (D.5).
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Para dar un ejemplo de lo hecho, vayamos al modelo simple de 2.1; tres maneras

posibles de imponer la condición de fijado de medida para pasar a coordenadas

polares son:

i) G1=qz<=>Gí=qácosó-qí sinó

ii) G2 = g} <=>G' = tg (45- arctg

iii) G3 = arctg g:-<:>G' = 45- arctg 3?

y el vínculo es f E J —I:

Tenemos que:

i) {lef} = 112

ii) {Gm = 1+ G:

iii) {Gmf} = 1

Las funciones G2 y G3 cumplen la condición (D.7) y conducen a resultados cor

rectos, mientras que la i) no las cumple y se puede probar que conduce a.resultados

incorrectos (cuánticamente).

D.2 Dos ejemplos de condiciones de medida para las rota
ciones.

Supongamos que tenemos un sistema que rota en torno de un eje (que llamaremos z).

Consideremos que el sistema es deformado cuadrupolarmente; es decir que existe un

conjunto de magnitudes tales que responden ante dichas rotaciones como un tensor

cuadrupolar y que tienen valores de expectación no todos nulos a primer orden.

_ Qu QIZ _ 0 Qii Qiz = I
Q_(Q12 Q22)_( o Q;)+( '12Qaz)‘Q°+Q (D25)
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Por ejemplo, para un sistema de N partículas:

N N

Qu = X mah? = X mamá-«12,-+ q?q?) id = 1,2 (D26)
a=l a=l

donde qIlson las coordenadas de la a-ésima partícula en el sistema rotante.

Podemos reescribir las tres variables independientes de la siguiente manera:

Qü = ( cosa —sin0) ( (diagonal) ) ( c050 sino ) (M7)sin0 c050 —sin0 c050

de donde:

2Qu 2Qi2 2Qi2(Qi1 - ’22)tg 26 = = + D.28
Qu - sz Qï - Q‘z’ (Q‘í - Q‘z’)2 ( )

Podemos poner ahora cualquiera de las tres funciones intrínsecas:

G1= tg

G2 = tg 0

G3 = 0 mod 1r (D29)

todas las cuales tienen el sentido de llevar al sistema a “ejes principales” y cumplen

la condición (D.7) para ser “buenas” condiciones de medida. En particular, si

tenemos una sola partícula:

t920 = Ïqlqzz = ——2(Ï) => 0 = arctgq-z- (D.30)
ql -qz 1-03)” q1

y nos reencontramos con las condiciones (ii) y (iii) de la sección pasada. Notamos

que de las tres variables independientes del tensor cuadrupolar hemos extraido sólo

una que se porta como un buen ángulo.

Pasemos ahora al cono tridimensional, donde supondremos que tenemos nueve

magnitudes en el sistema rotante que se transforman como un tensor cuadrupolar.

QíJ'= Qïi6|)"+ = 11213
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(cf. por ejemplo, (2.2.15)). Suponemos, como antes, que Q es no nulo a primer

orden: pero ahora agreguemos la restricción de que los valores medios Q3. sean

todos distintos (lo que quiere decir que exigimos que a primer orden el sistema

no sea axialmente simétrico). Nuevamente, siguiendo un razonamiento igual al de

(D25) ponemos:

AlQA = diagonal (D.32)

donde A depende de tres parámetros G1,G2,Ga , esto los determina en términos de

los elementos Qü. Ahora, como Q puede escribirse como un valor “de equilibrio”

más “una perturbación”:

Al(Qo + Q')A = diagonal (D33)

podemos hallar los elementos de A en términos de una serie de Raleigh-Schroedinger

para los autovectores de Q en potencias de l/Qoñ.

Estos cálculos perturbativos pueden hacerse ya que la matriz Q, es no degener

ada por la hipótesis de triaxialidad; si en cambio fuera degenerada entonces habría

un ángulo que no tendría un valor definido a primer orden (lo que es claro con

siderando que a ese orden sería un sistema axial y los “ejes principales” no estarían

definidos).

Podemos escribir la matriz A en alguna parametrización en términos de los

ángulos G,-,G2,G3 y, comparando con los resultados de la serie perturbativa deter

minar G¿ como función de los Qü. Es fácil comprobar que por su misma definición

los ángulos G.-así definidos cumplen la condición (D.7); y que G,-= 0 impondrá. la

condición de que el sistema rotante sea tal que a todo tiempo el tensor cuadrupolar

(en ese sistema) sea diagonal. Para este caso, es cómodo usar la parametrización

canónica (cf. Apéndice A), donde:

(1 —cosG) . sinG
AJ-k= 6,1.ch + G'J-Cv';c G2 - GMT

(D.34)
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conGE (D.34)
que tienen la. útil propiedad de que conduce a:

{Gth}

{G¡,f¡} = 6.-,-+ ordenes superiores (i,j = 1,2,3) (D35)

0

es decir, que los G.-son (a primer orden) canónicos conjugados de los J¡.
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