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1 Introduccion

En los primeros dias de la fisica nuclear se observé (1] que existen niicleos que se com-
portan aproximadamente, dentro de un rango de energias, como rotores cuanticos.
Algo similar ocurre cuando una solucion extendida de un campo tal como un solitén
rompe la simetria de rotacion.

En general, siempre que un sistema admite una buena aproximacion que no tiene
una simetria del problema mientras que la solucion exacta la posee, ocurre entonces
que la simetria se restaura “a través de un movimiento en el grupo de simetrias
rotas”. A nivel de pequefias oscilaciones (u ondas planas) las simetrias rotas se
manifiestan en la aparicion de modos de frecuencia nula. Precisamente estos modos
vuelven imposible el tratamiento perturbativo a ordenes mayores.

Paralelamente se observo también que los nucleos poseen modos de vibraciéon
que involucran un gran numero de particulas. Si bien estos movimientos no son
asociados a una simetria, existe también para ellos un grupo de transformaciones
del sistema que es de especial importancia para el espectro de bajas energias.

De estas observaciones surge la conveniencia de tener variables dindamicas (“colec-
tivas”) que definan transformaciones del cuerpo “como un todo”. Sin embargo, mas
alla del ejemplo trivial de la traslacién del centro de masas, la aislacion de estas
variables de las demas, no es factible en casos realistas. La practica usual fue,
por lo tanto, la de usar el conjunto sobrecompleto de variables colectivas mas las
intrinsecas. Esto es de por si problemdtico a nivel clasico, aunque a nivel cuantico
el problema se complica notablemente: por ejemplo, no es facil definir el concepto
de referencial intrinseco a un sistema rotante de particulas en mecanica cuantica.

Para derivar un formalismo riguroso, la observacién clave que aclara el panorama
es la siguiente: un sistema cldsico descripto desde un marco sujeto a transforma-

ciones dependientes del tiempo y cn el que los pardmetros de las transfomaciones



son tratados como variables dindmicas (colectivas) posee una simetria local (i.e.
dependiente del tiempo). Dicha simetria consiste en todas las transformaciones de-
pendientes del tiempo “de medida” (o “de gauge”) que llevan de un referencial a
otro. Elegir un referencial es, en este lenguaje, fijar una medida. El tratamiento
clasico y cuantico de sistemnas con invariancias de medida ha sido estudiado exten-
samente en teoria de campos (2,3].

Siguiendo esta observacion, una version del tratamiento de sistemas con coor-
denadas colectivas basado en integrales de camino fue dado por Gervais, Jevicki y
Sakita 4] utilizando la integral de Faddeev-Popov [5]. Este método fue posterior-
mente adaptado por Alessandrini, Bes y Machet [6] para el problema de muchos
fermiones. Se realizaron sobre esta linea, calculos de rotaciones en dos dimensiones
y en tres dimensiones(7] (correspondiente a los grupos U(1) y SU(2) respectiva-
mente) llegandose a calcular los momentos de inercia del ?*Mg con un hamiltoniano
realista. Sin embargo, el método asi como estaba era de dificil aplicacion, sobre
todo en casos no abelianos. Para simplificar los cdlculos se introdujo luego (8] un
tratamiento todavia basado en la integral de Faddeev-Popov pero donde la medida
se fija de manera analoga a la de Lorentz en el electromagnetismo.

En los tultimos anos un método puramente algebraico para tratar sistemas con
invariancia de medida ha ido sustituyendo al de Faddeev-Popov. Se basa en la su-
persimetria descubierta por Becchi, Rouet, Stora y Tyutin [9,10,11,12] y es sencillo,
general y elegante.

Recientemente hemos mostrado como se aplica este método al problema clasico
y cudntico de un sistema general que sufre transformaciones colectivas {13] . Esta
version del método de coordenadas colectivas nos ha servido para aclarar las dudas
que el tratamiento de Faddeev-Popov dejaba. Lo hemos utilizado para realizar
calculos tanto variacionales como perturbativos [14,15].

En este trabajo entendemos por coordenadas colectivas a aquellas que definen un



grupo de transformaciones que sufren las variables con que se describe al sistema.
En general no sabremos si éstas coordenadas son especialmente relevantes; esto
depende del sistema que se considere. La eleccion de el grupo de transformaciones
esta dictada en gran medida por la intuicion que tenemos a priori sobre la dinamica
del sistema. El caso de simetrias fuertemente rotas es particularmente claro pues
sabemos que estos grados de libertad dominan siempre el comportamiento a bajas
energias de los sistemnas fisicos.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera: en la seccién 2, damos el
tratamiento clasico de sistemas con coordenadas colectivas usando el formalismo
desarrollado por Dirac [16] para el tratamiento de sistemas con invariancia de me-
dida. El tratamiento funcional basado en la integral de Faddeev-Popov y la con-
siguiente obtencion de hamiltonianos efectivos se discuten en las secciones 3 y 4.
En la seccion 5 estudiamos desde un punto de vista puramente algebraico el espa-
cio de Hilbert asociado a sistemas cuanticos con coordenadas colectivas. Esto nos
permite rever los resultados de las secciones anteriores desde otra 6ptica. En la
seccion 7 pasamos revista al tratamiento BRST usando solamente los desarrollos
de la seccion 5. La seccion 8 esta dedicada al problema de eliminar perturbativa-
mente a las coordenadas intrinsecas para rescatar un sistema puramente colectivo.
Finalmente, la aplicacion a las rotaciones se delinea en los capitulos 9 y 10. No
damos el tratamiento BRST clasico de coordenadas colectivas aunque éste puede

ser facilmente derivado a partir de los resultados de la seccion 7.



2 Tratamiento clasico

En este capitulo desarrollamos el tratamiento clasico de un sistema con coordenadas
colectivas para sistemas de muchos cuerpos. En la secciéon 2.1 desarrollamos el
ejemplo sencillo de una particula moviéndose en dos dimensiones sometida a un
potencial arbitrario. Para este caso hacemos el enfoque lagrangiano y hamiltoniano
tratando a la rotacion con coordenadas colectivas. En la secciéon 2.2 hacemos lo
mismo para un sistema de N particulas en tres dimensiones, para poder ver las
complicaciones que trae el hecho de usar coordenadas colectivas asociadas a un
grupo de transformaciones no abeliano. En la seccion 2.3 tratamos el caso general
de coordenadas colectivas asociadas a un grupo de transformaciones arbitrario; en
esta version del desarrollo no utilizaremos el lagrangiano, ya que éste es muy dificil
o imposible de obtener a partir del hamiltoniano en los casos que nos interesan.
La teoria nos conducird a la mecdnica (por ahora clasica) con vinculos. Este
problema fue estudiado por Dirac [16]; nosotros seguimos la presntacion de Sudarshan-

Mukunda [17].

2.1 Particula en dos dimensiones

Supongamos que tenemos el lagrangiano de un sistema de una particula en un

potencial bidimensional
! [ 1 [ 'a _1
L(Z'(t),d.2'(t)) = Eld,z ?-V(z",2") (2.1.1)

donde z' = q; + ¢; son las coordenadas en el laboratorio. (Hemos puesto m=1).
Definimos las coordenadas z = q; + i¢; en un sistema rotante con angulo (“colec-
tivo™) ¢(¢)

@t =qicosd + qsing
¢ = —qisingd + gzcos¢ (2.1.2)



el lagrangiano en el sistema rotante es:
1 . 1. .
= §ID¢z|2 - V(lzl*) = Sl = w:)? + (2 + war)?] - V(Jz]?) (2.1.3)

Nos interesa estudiar este lagrangiano considerando a las coordenadas q; +iq, y
al angulo colectivo ¢ como variables dinamicas en un pie de igualdad (a veces, por
comodidad, pondremos q; = ¢).

Notamos que:

8%L 1 0 —q2
det(é‘;"a: ) = 0 1 01 = O l = 1,2,3 (214)
W95 | -e o d+d
Un lagrangiano con esta caracteristica se llama no-estandar. Las ecuaciones de

movimiento son

d 0L oL
dt(aii;) - a—q; =0 (2.1.5)
2 2
oL . 9L _ 0L 123 (2.1.6)

94:04; " ~ Oa: ~ 04idg; "
de (2.1.4) vemos que no podemos resolver las aceleraciones en términos de veloci-

dades y coordenadas. Ademads, esto también implica que existe un vector que es

anulado por la matriz (2.1.4) por ejemplo

MmM=q ;5 m=q ; N3=1 (2.1.7)
L L
=71 =0 3 m=5¢m=0 2.1.8
8:04; 83:04; " (2:18)
Utilizando la parte derecha de la ecuacién de movimiento (2.1.6), esto nos lleva
a
oo 0L 9L oL
aql q2 aqz q1 aqg
oL aql P 6L aq: ' aL
= 3.9 e)+ 2—=(q,0) + 5—
80, 96 1P T 5554 W ) * 5
oL oL’
= a(}s Iq; gy =const. — é¢ (2'1'9)



Vemos que lo tnico que dice la ecuacion (2.1.9) es que el lagrangiano original
(el del ‘laboratorio’) no depende de ¢. De la ecuacién de movimiento ha surgido
un vinculo (2.1.9) que se satisface idénticamente. Por lo tanto, tenemos dos y no
tres ecuaciones de movimiento independientes, y para resolverlas de manera tnica
debemos fijar arbitrariamente el valor de una variable en todo instante. Una manera

de hacer ésto es dar una condicion (arbitraria)
G(Qi,éi, t) =0 (2.1.10)

A la funcidén G (que puede también depender de las derivadas temporales de las
variables) la llamaremos funcién de fijado de medida.

Antes de proseguir con el tratamiento hamiltoniano de este sistema debemos
interpretar estos resultados. En el espacio de configuracién dado por ¢,g¢; el la-
grangiano (2.1.3) no alcanza para determinar univocamente la dinamica, siendo
necesaria una condicién arbitraria G(g;,#)(¢) = 0. La interpretacién de ésto es clara;
hemos decidido ‘ver’ a la particula desde un referencial rotante y no hemos determi-
nado como ha de moverse. La funcién G(q;¢) fija precisamente este movimiento. En
el espacio de configuracion existen pues infinitas copias de una misma trayectoria,
una para cada eleccién distinta de G(t).

Una propiedad fundamental del lagrangiano (2.1.3) es la de poseer una invari-

ancia local (i.e. dependente del tiempo) dada infinitesimalmente por

b = ba(t)

b = —éba(t) @

§qgy = ba(t) (2.1.11)
llamada invariancia de medida (gauge). (No6tese que §L = 0 independientemente
de la forma original de L’).

Es facil probar que una invariancia local siempre conduce a lagrangianos no

estandar. Por otra parte la interpretacién de (2.1.11) es clara, lo iinico que hace es



cambiar infinitesimalmente el ritmo de rotacién del referencial mévil (8¢ = éa(t))
y reescribir a las coordenadas tal como se ven desde el nuevo referencial (éq;,68q;).
Esta claro entonces que si hemos resuelto una trayectoria con una dada eleccion de
G, el grupo generado por las transformaciones infinitesimales (2.1.11) nos lleva a
todas las copias de esta trayectoria. Este grupo se llama grupo de medida (gauge),
la funciéon G funcion de fijado de medida y cada copia de una trayectoria es una
expresion de un mismo fenomeno fisico expresado en distintas medidas (i.e. distintos
referenciales moviles). Dos elecciones posibles para la funcién G son,
i) G =¢;
con esta eleccion el angulo ¢ es nulo a todo tiempo y recuperamos la descripcion
del laboratorio
1) G=¢=0
con esta eleccion g, permanece nulo: hemos reescrito el sistema en coordenadas
polares de angulo ¢ y radio ¢;.

Prosigamos ahora con el tratamiento hamiltoniano. Comenzamos por calcular

los momentos usando:

oL

i = 3 2.1.12
P 9g; ( )

se obtiene:
Pr = @1~ Q23 (2.1.13)
P2 = @2+ Q143 (2.1.14)
pps=1=1J (2.1.15)

donde J es
J = q14 — 20, = ©1P2 — ©2Py (2.1.16)

10



ohservamos que:

i) se cumple la relacion de vinculo (2.1.15)

ii) Debido a (2.1.4) no es posible despejar las velocidades en términos de los
momentos.

De i) vemos que el espacio de fases solo nos interesara la superficie vinculada
determinada por (2.1.15), toda trayectoria fisica estara incluida en ella. Con vistas a
ello Dirac define igualdad débil de funciones del espacio de fases si coinciden sobre la
superficie (2.1.15) e igualdad fuerte si ademas coinciden sus derivadas con respecto
a todas las variables. Ademads de ii) vemos que (al menos provisionalmente) no
podremos eliminar todas las velocidades expresandolas en términos de momentos.

Elijamos, por ahora, como variables independientes a (¢;, 92,91, P2yP3 = I ,q3 =
@) y escribamos

2
H = Y pgi+Jis—1L

i=1

2
= > pi+V (2.1.17)
i=1

Es notable que (2.1.17) no dependa de la velocidad @, esto no es casual, siempre
ocurre y es una propiedad de la transformacion de Legendre .
Las ecuaciones de movimiento pueden deducirse a partir de (2.1.17) y resultan

(con esta eleccion de variables independientes)

. O0H . 8 .

Bz =g by (J=1) =123
. O0H .90 :
¢ = e 3p.-(J_I) 1=1,2,3

(2.1.18)

donde la ecuacion para g3 resulta trivial. Nuevamente nos tropezamos con el hecho
de que ¢(t) queda indeterminada. Esto no es sorprendente ya que hemos visto que

en la formulacién lagrangiana también quedan funciones arbitrarias del tiempo.
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Ahora si reemplazamos a H por cualgquier funcion fuertemente igual a H: por
definicidon de igualdad fuerte valen las mismas ecuaciones (2.1.18) pero ahora como
igualdades débiles.

Tenemos ahora que para cualquier funcion del espacio de fases
M ={M,H} - ${M,(J - )} (2.1.19) -

Estas son las ecuaciones de movimiento en el espacio de fases, subsiste (como
era de prever) una funcion del tiempo ¢ que se puede fijar arbitrariamente.

Antes de darle su forma final a esta ecuacion es preciso notar que
{J-I,H}=0 (2.1.20)

Esto puede verificarse directamente, o bien observando que J — I genera pre-

cisamente la transformacién candnica (2.1.11):

T(a(t)) = ezpl-a{(J-1), }]
= 1-a{(-1)} + 2o {7 =D AU - D), }} + (2121)

y su sentido es visible: I cambia el ritmo de rotacion del referencial mévil mientras
que J rota las coordenadas de manera consistente. La transformacién (2.1.21) deja
invariante la accion sobre la superficie vinculada. En la secciéon 2.3 daremos una
demostracion general de que todas las funciones fisicas ademas de H conmutan con
los vinculos (débilmente).
Ahora consideremos la estructura de (2.1.19):
Ante todo vemos que:
d

d—t(J—I)={J—I,H}—¢3{J—I,(J—I)} =0 (2.1.22)

de manera que si el vinculo se cumple a t = 0 lo hara a todo tiempo.

12



Ahora deseamos imponer otro vinculo, esta vez arbitrario: la condicién de fijado
de medida G(g;,t) = 0.

Como deseamos que se cumpla a todo ¢:

0=G={G,H}-¢{G,(J -I)} (2.1.23)

y ésto determina ¢. Insertandolo en (2.1.19) obtenemos la forma final de la ecuacién

de movimiento para cualquier funcién M:

1

M= {M,H}p = {M,H} = {M,() - D} rr—py

{G,H} (2.1.24)

El miembro de la derecha en esta expresion es el llamado corchete de Dirac
entre M y H que tiene propiedades andlogas al de Poisson. Poniendo M = G o
M =J - I en (2.1.24) obtenemos que G y (J — I) se mantienen nulos a todo ¢ tal
como queriamos.

Estamos ahora en condiciones de analizar la estructura del espacio de fases. Si
un punto esta a ¢t = 0 sobre la superficie vinculada lo estara a todo tiempo; de lo que
se sigue que todas las trayectorias fisicas se encuentran sobre esta superficie. Por
otro lado, ya que el corchete de Dirac (que rige la evolucién del sistema) depende
en su definicion de la funcién de fijado de medida G, cada situacidn fisica aparece
copiada infinitas veces sobre la superficie vinculada; una copia para cada eleccién
de la medida (i.e. del sistema rotante). Por tltimo, como ya se dijo el grupo
de transformaciones (2.1.21) aplicado a una trayectoria dada reproduce todas las
“copias” de ésta tal como se expresan en distintas medidas (y puede verse facilmente
que aplican la superficie vinculada en si misma).

Hemos visto que el hamiltoniano puede escribirse en el espacio de fases de seis di-
mensiones (g, ®, P;,I)(i = 1,2). Vamos a darle otra forma alternativa que también
usaremos en adelante. Introduzcamos el vinculo mediante un multiplicador de La-

grange:

13



3
H=)pl+V-QJ-1I) (2.1.25)
=1

entonces el lagrangiano en el espacio de fases se escribira:

3
L= pigi+PQ-H (2.1.26)

=1
donde hemos introducido P, el momento candénicamente conjugado a (2.

Suplementamos (2.1.26) con el vinculo
P=0 (2.1.27)

que justifica el agregado del término P§). Hemos ampliado aiin mas al espacio de
fases; ahora es de 8 dimensiones

La ecuacion de Lagrange para la evolucion de P es:

:P:—-: - .1.
0 = =J 1 (2.1.28)

y esto junto con el vinculo (2.1.27) nos da
J-I=0 (2.1.29)

Resulta entonces que este vinculo aparece a través de las ecuaciones de movimiento;
a esto se llama vinculo secundario (al contrario de (2.1.27) ). En esta version
tenemos un espacio de fases mas amplio; con dos vinculos: uno primario y otro
secundario.

Podemos preguntarnos ahora como se ve el grupo de medida en este nuevo

espacio de fases. Resulta que la familia de transformaciones generadas por
T(B(t)) = ezp(-B{P, }+B{(J - 1), }] (2.1.30)

dejan el lagrangiano (2.1.26) invariante y constituyen el grupo invariancias locales
(8 = B(t)) pues
§L=BP=0 (2.1.31)

14



Para concluir esta seccion mostraremos como el hamiltoniano (2.1.26) junto
con el vinculo primario (2.1.27) y el secundario (2.1.29) resultan una ‘caricatura’
del campo electromagnético. Aqui tenemos las cuatro veces infinitas coordenadas

A,(z,t) (una para cada x) y la densidad lagrangiana es
1 | _
L: = —ZEjFU - EFO,'FO‘ (2.132)

donde i=1,2,3 los indices espaciales y 3, es la derivada temporal. Los momentos se
definen como es usual de donde:

oc
E‘,(:B) = 3(3,,/-1“)

= A, +8,4° (2.1.33)

Vemos que las E; son las tres componentes el campo eléctrico. De (2.1.33) resulta
que:

E,=A,+08,A° = (2.1.34)
que es un vinculo primario. Pasando a densidad hamiltoniana obtenemos:

. 1 . .. .
H = AME" -L = 2E;E' + iF.'J'FU - (6.-A")E‘

- %E‘-E" + %F.-,-F"" — A°(8;EY) (2.1.35)

De la ecuacién de movimiento para E, obtenemos:

_8H
T 04,

E, = 8,E'(z) (2.1.36)

que es un vinculo secundario ya que E, es nulo por (2.1.34) (ley de Gauss). De

manera que nos queda el siguiente cuadro:

Electromagnetismo | Modelo sencillo |
~ Coordenadas | A, (z,t) ' 69,9, |
Momentos i E (z,t) © I,P,py,p2
Vinculo primario | E,(z)=0 , P=0
Vinculo secundario | GE' =0 i J=-I=0
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La situacion es analoga: asi como en nuestro modelo queda una arbitrariedad en
la determinacion de la dinamica de las cuatro variables, en el electromagnetismo esto
también ocurre ya que existe la conocida arbitrariedad de fijado de la medida. De
manera completamente similar se deben imponer (infinitas) condiciones auxiliares

(una para cada x) G(4;(z,t)), (e.g. medida de Lorentz, Coulomb, etc.).

2.2 Un Modelo no Abeliano

Consideremos ahora un sistema de N particulas interactuando con un potencial V:

=3 [Bep - ) (22.1)

donde m;, 7; son la masa y el vector posicion de la i-ésima particula respectivamente.

Como en (2.1.3) escribamos este lagrangiano en un sistema rotante:
m; L L 2 -
L= Z 7'7.'. +wA T','l - V(ri, ¢u) (2.2.2)

donde @ es el vector velocidad angular en la base rotante y los ¢, son los angulos
que parametrizan la rotacién (por ejemplo los angulos de Euler).
Las componentes w, del vector de velocidad angular se escriben en términos de

los angulos

Wy = Cuw(¢l)¢w (2°2'3)

donde los (,, son funciones que dependen de la parametrizacién. (En el Apéndice
A daremos su expresion para la parametrizacion de Euler y para la candnica).

Nuevamente calculemos los 3N+3 momentos asociados a las coordenadas 7;, ¢,

pi = mi(Ti + G AT) (2.2.4)
P, = m‘(rlf +ad A ';)(::u ™)
0b . .o . 0o -
= ml@ [r, A(Fi+d A r,-)] = ad.’u.J (2.2.5)
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Donde hemos definido:

-

J =7 Api (2.2.6)

Obtenemos tres ecuaciones de vinculo:
Fu = Cquw - Pu =0 (2.2.7)

Las tres condiciones F; = 0 cumplen para este caso el mismo papel que (2.1.15)

Antes de proseguir podemos reescribirlas de otra manera. Introduzcamos la inversa
de (:
Cwnlw = byw (228)

que siempre existe donde la parametrizacion es buena. Multiplicando (2.2.7) por g

obtenemos:

fvEnquuzJu_quo (229)

donde hemos definido:

Iy = NuyPy (2.2.10)

De las propiedades de las (;; y las n;; (ver Apéndice A) verificamos que: para

i,J,k =123

{Jo, Ju} = €vuads (2.2.11)
{1, Lu} = —€wuad, (2.2.12)
{fo, fu} = s fo (2.2.13)

{F,,F,} =0 (2.2.14)

donde ¢;;, es el tensor de Levi-Civita.
Podemos interpretar a los I; como los momentos angulares colectivos expresados
en la base rotante: el signo menos en (2.2.14) es el conocido resultado de que

conmutan al revés que los J;. Tanto los J; como los I; y los f; forman un dalgebra
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SU(2) de momento angular. Podemos elegir usar como vinculos tanto los f; como
los F;; esto es cuestion de conveniencia.

En este sistema se repiten las mismas caracteristicas que en el anterior: ten-
dremos tres velocidades arbitrarias en la version lagrangiana que fijaremos con tres
funciones G;(7;,¢,) = 0 (: = 1,2,3). En la versién Hamiltoniana el espacio de fases
estara ademas restringido por los tres vinculos (2.2.7) o los (2.2.9), notamos que en
este caso el sistema de vinculos es no abeliano.

Se puede hacer también la extension de agregar (ahora tres) multiplicadores de
lagrange Q; (: = 1,2,3) y el paralelismo sera con Yang-Mills (que es la extension
no abeliana del electromagnetismo).

Damos un ejemplo de fijado de la medida. Si elegimos como funciones G; a las

siguientes:
Gu = Qu+].u+2 = Zmi(ru+l)i(ru+2)i (2215)

Estamos exigiendo que a todo tiempo el sistema rotante sea tal que el momento
cuadrupolar de la distribucion de masas sea diagonal. Si el sistema de masas fuera
un rigido, ésto seria llevar el sistema rotante a ejes principales, que es lo usual. Lo
que hemos hecho con (2.2.15) es una generalizacion apta para estudiar sistema no
del todo rigido; de manera que es necesario retener los grados de libertad “internos”

y trabajar adecuadamente con las variables sobrecompletas.

2.3 Tratamiento general

Para comenzar el tratamiento general con coordenadas colectivas pasemos revista
al tratamiento de Dirac de la mecanica clasica con vinculos.

En general, de un lagrangiano singular se obtiene un hamiltoniano:

Hiot = H+)_ voda (2.3.1)
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donde v, son funciones de las velocidades que no ha sido posible resolver y ¢, son
los vinculos primarios (2.1.19).

Ahora exigimos que los vinculos se preserven a todo tiempo:

&5 = {65, H} + va{ds, da} (2.3.2)

De estas ecuaciones podemos: o resolver para ciertos v,, 0 generar nuevos vinculos
(secundarios). Si repetimos el proceso hasta que no quede nada nuevo se demuestra
[16] que se llega a una situacion en que hay dos familias de vinculos independientes

(que por supuesto pueden ser vacias): Los llamados de primera clase que cumplen:

{¢as#} ~ {¢a, H} =0 (2.3.3)

(donde =~ denota igualdad débil) y los llamados de segunda clase que sélo cumplen
det|{¥,,¥p}| # 0 (2.3.4)

con

{#a, ¥} =0 (2.3.5)

Los vinculos de segunda clase, como no conmutan con H determinan (via ecua-
ciones como las (2.3.2)) otras tantas de las velocidades que no han podido resolverse.
Por lo tanto, pueden eliminarse de una manera similar a lo que se hizo en (2.1.22)

introduciendo el corchete de Dirac:

{A,B}p = {A, B} — {4, ¥,}A%*{¥®, B} (2.3.6)

A% = |[{Ta, Yz (2.3.7)

Pasemos ahora a nuestro estudio de coordenadas correspondientes a un grupo

general. En lo que sigue utilizaremos el vocabulario de las rotaciones si bien no
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estamos restringidos a ellas. Comenzamos con un hamiltoniano H' definido en un
espacio de fases con coordenadas g;,p; (“laboratorio”).

Supongamos ahora que tenemos K funciones generadoras de transformaciones
candnicas, que dependen de las ¢!, p!. Las J! forman, con los corchetes de Poisson,
un algebra de Lie:

{J,Jo} = cowsd, (2.3.8)

Alo largo de este trabajo supondremos por simplicidad que lod ¢,,, son anti-
simétricos en los trs indices aunque ésto no es realmente necesario (c.f. apéndice A
Usandolas como generadores de transformaciones canénicas obtenemos el grupo

de transformaciones:

T(¢,) = exp($y {Ju, }] (2.3.9)

Donde los ¢, son los K parametros de la transformacién. (Esta es tan sélo una
manera de parametrizar la transformacién; en el Apéndice A se muestra que se
puede usar otras). Con las transformaciones (2.3.9) escribimos a una funcién del

espacio de fases en términos de su version rotada:
M =TM (2.3.10)

donde H' es la funcidn laboratorio y M su expresion en el sistema “rotante”, que
ahora pasa a depender también de los parametros ¢,. En particular podemos
obtener las versiones rotadas de los mismos J; que notaremos J;, y que satisfacen
la misma élgebra (por ser (2.3.9) candnica).

Como la transformacién que hemos introducido es impuesta por nosotros, es
claro que la versién “laboratorio” no debe depender de los parametros ¢,. Esto
implica a su vez que de todas las posibles funciones en el sistema rotante M sélo

algunas seran fisicas. Veamos la condicion que debe satisfacer una funcién arbitraria
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para ser fisica: calculemos su derivada con respecto a un parametro en el sistema

de laboratorio y llevémosla al sistema “rotante”:

N . 8T oM
— -1 tr __ -1
0 =T aqs‘,M_T (3¢U)M+3¢.,
= Cwu(¢a){Jw1 1"1} + gg{ = D.,M (2311)

si M’ es fisica. Hemos usado las formulas y definiciones del Apéndice A , las (., son
funciones de los parametros ¢,,J, son las versiones “rotadas” de los generadores J!

y hemos definido la derivada covariante de una funcidn del sistema rotado como:

7]
Dy =(w{Jw, }+ 7 v=1,.,K (2.3.12)
0,
Deseamos ahora, como hicimos en las secciones anteriores, considerar a las ¢,

como variables dinamicas. Para esto definimos sus momentos canoénicos conjugados

P, tales que
{¢tn ’P;Iu} = {(ﬁu"Pw} = 6uw (2313)
La ecuacidn (2.3.11) (en versién laboratorio) es:

{M',P!}=0 (2.3.14)

y en la version rotante es:

{M,F,} =0 (2.3.15)

donde hemos definido los vinculos como:

Pu - Cquw

i
!
b

(2.3.16)

en particular:

{F),H} =0 v=1,... K (2.3.17)

Antes de continuar es importante alterar ligeramente la definicion de la “trans-

formacion al sistema rotante” T,. Esta era candnica en el espacio de fases original
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pero puede no serlo en el ampliado. Para garantizar que realmente lo sea redefini-

T(¢.) = ezp({#uJs, }] (2.3.18)

que difiere de T en que los ¢; se encuentran dentro del corchete. T, es canénica y
coincide con T al aplicarla sobre cualquier funcién que no dependa de los momentos

colectivos P,. Para éstos se puede verificar que cumple
TP, =P, - {uJw = —F, (2.3.19)

de manera que esta definicion es una extension consistente con lo que venimos
haciendo (la extension la hemos hecho para esta particular parametrizacién; aunque
es facil hacerla en otras).

Tal como hicimos en la seccidn 2.2 definimos los nuevos vinculos usando la inversa

de Cuw;ﬂjv
fv = nvav = Ju - Iu =0 (2.320)

donde nuevamente hemos llamado I, a la versidon colectiva de los operadores J, en

el sistema transformado:
I, =1uPw v=1,..,K (2.3.21)
La expresién de los f) en el sistema de laboratorio es:
fo = 1wP'y (2.3.22)

ya que los angulos no se transforman con (2.3.18)

Puede verse que los nuevos vinculos también satisfacen
{foM}={f,,H}=0 v=1,..,K (2.3.23)
Utilizando las férmulas del Apéndice A podemos verificar que:

{J",Jw} = Cywsds (2.3.24)
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{Iv,Iw} = —CuwaI| (2.325)
{ftn fw} = Cuunfa (2326)
{F.,F,} =0 (2.3.27)

nétese el signo cambiado de (2.3.25).
En el sistema de laboratorio las coordenadas ¢;,P, estan separadas y son to-
talmente irrelevantes. Podemos pues pedir que para toda trayectoria fisica en el

laboratorio:

P, =0 (2.3.28)
lo que en las coordenadas rotadas se escribe:
F,=0 o f,=0 v=1,..,K (2.3.29)

Estas definiciones junto con las relaciones (2.3.26),(2.3.27), (2.3.17) y la (2.3.23) los
definen como vinculos de primera clase preservados a todo tiempo por la dinamica

del sistema.

En el laboratorio el lagrangiano en el espacio de fases puede escribirse:
L = pig, + Pyp, - H' - Pig, (2.3.30)

Los primeros tres términos corresponden a un lagrangiano usual. Como T es una

transformacion canédnica en el espacio ampliado tenemos:
P:q: + ,PIIJ¢V - HI - Pi‘ji + ’Pu¢zu -H (23.31)

mientras que de (2.3.19)
'Ptl:‘bv - _Fuq.bu (2332)

de donde el lagrangiano en el sistema rotante resulta:

pidi + Pody + Fopo — H (2.3.33)

23



Variando la accién que resulta de (2.3.33) y considerando provisoriamente a

las p.-,q,-,&.,,qS,, como variables independientes (tal como hicimos antes de (2.1.18))

obtenemos:
. _8H .,  8J, 8H . OF,
q = ap‘ - ¢u<wua_p" = 6}7., - ¢u ap‘ (23~34)
. OH ., 8J, OH  , OF,
Di = —6_q.‘ - ¢u€wv 6qu == 6q, + ¢v 6q.' (2-335)
. . OF,
¢y = —Pu 3P, (2.3.36)
. . OF,
P, = mm (2.3.37)

Las ¢, deben ser consideradas funciones arbitrarias del tiempo. Las ultimas K
ecuaciones son triviales: ¢, = ¢,. Podemos escribir entonces que para cualquier
funcién:

M={MH}-¢{M,F,} =0 (2.3.38)

donde falta verificar que es valida también para las P;; cosa sencilla si ponemos:
F,={F,H} - ¢,{F,,F,} =0 (2.3.39)

Las ecuaciones (2.3.38) son la generalizacién de las (2.1.18) y expresan hasta
dénde se puede llegar sin fijar una particular medida (un “ritmo” de transformacién)

Ahora agreguemos las condiciones auxiliares de fijado de medida:
G.,(q,-,p,-,¢,) =0 v= 1,...,K (2340)

tales que:
det[{G,, Fu}] #0 (2.3.41)

Los G, junto con los f, (o en su lugar los F,) forman ahora un sistema de 2K

vinculos de segunda clase. Pidiendo que las condiciones (2.3.40) valgan a todo
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tiempo:

G, ={G.,,H} - $,{G,,F,} =0 (2.3.42)

Podemos despejar las velocidades, luego insertandolas en (2.3.38) resulta: (definiendo

también A,, = {Ga) fu 1)

M = {M,H}p
= {M,H} - {M,F,} |{Ga, Fs}lly {G.,H}
= {MvH}_{vaw} ”{Gmfﬁ}”;:- {G,,H} (2'3'43)

que es la forma final de la dindmica cldsica de este sistema, incorporando el corchete
de Dirac { , }p
Tal como hicimos en las secciones anteriores podemos verificar que el conjunto

de transformaciones:
T(a(t)) = ezpla{f, }] (2.3.44)

donde las a; son funciones arbitrarias del tiempo, deja invariante a la accidn cldsica
y es el grupo de medida (que por (2.3.26) forman el mismo grupo que el de transfor-
maciones). Estamos en condiciones de resumir lo que resulta: tenemos un espacio de
fases ampliado dado por g¢;, p;, ¢:i, P, dentro del cual las trayectorias fisicas estan re-
stringidas a una hipersuperficie determinada por las ecuaciones de vinculo. Ademas
cada trayectoria se encuentra copiada una infinidad de veces: una para cada eleccién
distinta de las condiciones auxiliares G,. Cada una de ellas se obtiene resolviendo
una de las ecuaciones (2.3.43). El grupo de medida de las transformaciones locales
T, aplica una dada trayectoria en otra equivalente que corresponde a otra eleccién
de medida.
Por ultimo, podemos incorporar los vinculos de manera andloga a como se hizo
en (2.1.25) escribiendo:
H=H-Q,f, (2.3.45)
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con los vinculos primarios:

P,=0 v=1,..,.K (2.3.46)
donde
{2, Py} = bpw (2.3.47)
y los secundarios (2.3.29):
0=P,=f, v=1,.,.K (2.3.48)

En el nuevo espacio de fases aun mas ampliado el grupo de medida resulta ser: (ver

[11]) el generado por:

T(B(t)) = ezp{(~Bo + BoQuCuon)Ps + Bofo, } (2.3.49)

donde los 3, son funciones arbitrarias del tiempo.



3 Cuantificacién por medio de integrales funcionales

En este capitulo presentamos la cuantificacion por medio de integrales funcionales
de sistemas con coordenadas colectivas.

En la Seccion 3.1 lo hacemos para el modelo sencillo de una particula en un
potencial bidimensional, que contiene casi todos los ingredientes del caso general.
En la Seccién 3.2 extendemos el tratamiento para grupos no abelianos de trans-
formaciones. En la Seccién 3.3 tratamos la cuantificacion de sistemas fermionicos
y bosonicos. De paso, aclararemos alli algunas cuestiones que surgen acerca de la
diferencia entre una transformacion candnica cldasica y su version cuantica asociada

cuando ésta altera el orden normal.

3.1 Cuantificacion de Faddeev-Popov en el modelo de dos
dimensiones.

En esta seccién damos la cuantificacion de Faddeev — Popov para el modelo de
Secciéon 2.1. Comenzamos por operar formalmente con las integrales funcionales
(casi como si fueran integrales comunes), y luego aclararemos con mayor precision
el sentido de cada término.

La amplitud de transicion del sistema de laboratorio es:

Z;= [ WDEIDIg) ezpli [ di(p}d; — H'(plyal)] (3.1.1)
Consideremos un factor constante de la siguiente manera:
1= [ D[P'|DIg18(P")5(4) (3.1.2)
Podemos “cambiar variables” en (3.1.2) y escribir:

1= [ DIP|DI4) §(P') 8(G'(,:,P) det |§—i (3.1.3)
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donde G’ es arbitraria hasta cierto punto que ya precisaremos. Esto también puede

ponerse:
1= [ D[P'|DIg] 6(P) §(G'($,4:, P1)) det {G', P’} (3.1.4)

Multipliquemos ahora (3.1.1) por el “uno” (3.1.4) para obtener:
Z = [MirsDlg)DIFIDIPIDI] 6(P) §(G")

det{G',P'} ezp[i/dt(p£q£ - H')) (3.1.5)

Debemos escribir esta amplitud de transicion en términos de las variables en el
sistema rotante; lo que constituye una transformacion candnica que deja invariante

la medida de la integral funcional:
DIP|D¢IIL, DIpDlg) — DUIDYINL,DpdDls)  (3.1.6)
y recordando los resultados clasicos del capitulo anterior, nos queda
2 = [NL,Dig|DlpIDIIIDI4) 6(J - 1) §(G)
det {G,J — I} expli /(4'51 + ip.‘q.' — H)di] (3.1.7)
i=1

Esta es (para nuestro caso) la llamada integral de Faddeev — Popov. Antes de
precisar con mayor rigor la derivacion podemos discutir su contenido fisico. Como
se dijo en el capitulo anterior las trayectorias fisicas (no solamente la clasica sino
todas las posibles se encuentran concentradas sobre la superficie vinculada, y ademas
“copiadas” una infinidad de veces. Pero, de la definiciéon de integral funcional,
sabemos que debemos sumar la exponencial de la accion sobre todas las trayectorias
posibles. Esta claro que en nuestro ejemplo debemos solamente sumar aquellas
trayectorias que se encuentran sobre la superficie vincuclada; ésto es lo que hace
el término §(J — I). Ademads, cada trayectoria debe ser sumada una sola vez,
precisamente el término §(G) hace ésto; lo que nos muestra que es éste quien fija la

medida.

28



Podemos, antes de proseguir, cambiar ligeramente la expresién (3.1.7). Si defin-
imos G — G + a, donde a es cualquier funcion del tiempo, la amlplitud de transiciéon

no se altera.
Z = / D{variables) ezpliS) §(J ~ I) 6(G — a) det{G(J - I)} (3.1.8)
si ahora sumamos estas amplitudes con un paso gaussiano:
a?
/D[a] Z exp|— / ﬂdt] = constanie x Z (3.1.9)

obtenemos con A arbitrario (a menos de una constante sin importancia):

o?
Z = /D[variables]D[a] exp[iS) exp[— 5

§(J —1)6(G — a) det{G,J - I)} (3.1.10)
Si ahora integramos ahora sobre las funciones a(t):
G?
z =/ Dlvariables] ezp|iS] exp|— ﬂ] §(J — I)det{G,J - I)} (3.1.11)

Esto constituye el llamado truco de t'Hooft, y equivale a trabajar no con una medida
impuesta estrictamente sino mas bien con un “paquete gaussiano” de medidas. Esta
claro que A es arbitrario y no entra en ningun resultado fisico. Notese que esta
manera de imponer medidas no tiene un analogo en nuestra version del tratamiento
clasico.

Tratemos ahora de precisar de manera un poco mas rigurosa lo que hemos he-
cho hasta aqui. En (3.1.2) hemos introducido un dngulo y un momento angular
canonico conjugado. Si bien normalmente los angulos se definen entre —1r y # ( y
los autovalores de los momentos angulares toman valores discretos), para hacer la
construcciéon de la integral funcional debemos tenerlos entre —oco y +00 y valores
continuos para los momentos angulares. En el apéndice C discutimos este punto;

asi como la definicion de angulos clasicos y cuanticos en general. Baste decir aca
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que un tratamiento con angulos definidos en todo el espacio y momentos angulares

de autovalor continuo es posible; a condicidn de que:

i) pidamos que las funciones de fijado de medida G'(¢, ¢;) sean periddicas en ¢ (lo

seran siempre en este trabajo)

i1) los extremos de la integral funcional sean entre valores enteros o semi enteros

de los momentos angulares colectivos (aunque no asi los valores intermedios).

Miremos ahora en detalle el factor (3.1.2)
/ D[] D[P")6(4)6(P) = limy e / Y dP*dg*s(4*) §(P*) (3.1.12)

por definicién de integral funcional. Ahora si queremos introducir G hacemos

"t
= limpy o / Y dP*de*6(P*) §(G™) det|§—§i (3.1.13)

donde los G" con G evaluada en el “tiempo intermedio” {;. Estamos considerando
la posibilidad de que G" dependa de ¢™ con m # [; esto ciertamente surgira si G
contiene derivadas temporales de ¢: el determinante en (3.1.13) es el de un operador
de N x N (diagonal en el caso en que G no contenga derivadas temporales). Cuando

llevemnos (3.1.13) al sistema rotante ésta se escribira:
limN_..,,/IIL‘___I dI* dg* §(G*) 6(J™ — I™) det|{G*,J™ — I"™}| (3.1.14)
Es facil convencerse de que por su propia definicion:

limy—w |[{G*,J™ = I™}| =

6o:s(t) exp—a(t) {J = I, }JG(!')la=0  (3.1.15)

pues justamente variar con respecto a todas las funciones a(t') del tiempo es equiv-

alente a variar con respecto a ¢ en todos los tiempos intermedios t,. Aqui las

variables continuas t,t’ juegan el papel de las discretas ¢, y {,,. Debemos considerar
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cudn licito es el cambio de variables hecho en (3.1.13) o al menos verificar que da
realmente una constante. En principio pareceria que si, aunque no hemos tenido en
cuenta como cambian los limites de integracién al cambiar las variables ¢* por las
G*. Esto puede (y frecuentemente lo hace) traer inconvenientes; no daremos aqui
las condiciones para que la funcidn sea correcta aunque volveremos sobre ello en las

proximas secciones y daremos una condicion suficiente en el Apéndice D.

3.2 Tratamiento con un grupo general

Comenzamos con la amplitud de transicion en el sistema “laboratorio”

z = [ WLD[pIDIg) exsli [ de(pid; — H(plrai) (3.2.1)

Queremos introducir la version del laboratorio de los vinculos; pero recordamos
que segun vimos en Seccion 2.3 hay dos posibles tipos: los f; y los F; (c.f. (2.3.16) y
(2.3.20). Haremos el desarrollo para los f;, que son los que usamos en este trabajo.

Introduzcamos un factor constante de la siguiente manera:
1= [0,D[P,|Dl4) &(P)) §(¢.) (3.2.2)

Nuevamente los dngulos varian entre + 0o y —oo y los momentos colectivos toman

un continuo de autovalores (ver Apéndice C). Ahora

énem P, 6Gp,
I, 6(P,) &(¢,) = T, 6(n.P;) 6(G.) det| jorip 2 ‘
64; &4,

' ' 6G,
= H{:{:l 6(1]",1),) 6(Gv) det|mm| detlé—él |
i

= I, é(nP;) 6(G) detl{8G,, mmP}l  (3.2.3)

en los ultimos pasos hemos exigido que

9G,(t)

Beits) ” °
8G.(1,)
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o sea que (al menos en esta demostracién) necesitamos que las funciones auxiliares
no dependan de los momentos colectivos (o en otra palabras, su corchete con los
angulos colectivos sea nulo). El sentido de “det” en (3.2.3) es el de un determinante
en K veces infinitas dimensiones (una por cada tiempo intermedio en la integral
funcional y por cada derivada con respecto a una variable colectiva) del operador
AORACHT

Multiplicamos ahora la integral funcional (3.2.1) por la unidad (3.2.3) y tal como
hemos hecho en la seccién anterior, transformamos todo al sistema rotante usando

los resultados de la Seccién 2.3 para obtener:

Z = [I.D[P.)DI¢.|DIpIDIgls(£.)8(C.)Ars
expli [ dt(psd; + Puds — H))
= [ M.:DIL)DI6.IDlp)Dig)detlC16(£,)6(G.)A rs
ezpli [ di(pig; + luww — H)) (3.2.5)

donde hemos usado la formula (2.3.21) para obtener la medida en términos de los

I,. El determinante de Faddeev — Popov en (3.2.5) es:

Bonltrt) = gom Gl
= el a(t{(J(t) ~ L), NGultlemo  (3:26)

Oay(t2)

A este nivel, hemos dejado dos puntos fundamentales sin aclarar. En (3.2.5) al
hacer la transformacion al sistema “rotante” no hemos tenido en cuenta qué sucede
con e] orden de los operadores a cada “tiempo intermedio” {;. Esto sera particula-
mente importante en el tratamiento de sistemas fermionicos, por ello consideraremos
en mas detalle este problema en la proxima seccion.

Por otra parte, hemos dicho en section 3.1 que a nivel cuantico, las condiciones

de fijado de medida no son totalmente arbitrarias; es decir que no basta con las
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condiciones (3.2.4) sino que ademas, hay que garantizar en el factor construido en
base a (3.2.3) sea realmente una constante y no dependa de otras variables fisicas.
Dejamos la discusion de condiciones para las G; para el apéndice D, donde usaremos
algunos elementos de seccion 6, gracias a los cuales veremos este problema desde

un punto de vista ligeramente diferente.

3.3 Sistemas fermidnicos y bosdnicos

Para extender el tratamiento para sistemas fermi6nicos y bosonicos (y también para
tratamientos hamiltonianos donde la transformaciéon candnica mezcla coordenadas
y momentos) debemos considerar antes que nada el siguiente problema: para con-
struir una integral funcional el hamiltoniano cuantico es escrito en orden normal;
operadores de destruccion a la derecha y de creacion a la izquiera y coordenadas a
la derecha para sistemas en el espacio de fases ordinarias. Esto es necesario ya que
queremos que los p actien sobre |px >< pi| 2 la izquierda y los ¢ sobre |gx >< g
a la derecha.

Ahora consideremos la siguiente transformacién cuantica

o . :‘:2 + -2 N . “2+ ~2
(0] = ezplib(—+)] O eapl~ib(—)]
52 4 52 R
= e:cpiﬂ[z -;p; ] O (3.3.1)

que satisface:

T(£] = £cosf + psind

T[p] = pcosd — sinb (3.3.2)
si H = £p + pi = 2p% — i (en orden normal). La transformacién (3.3.1) da

T[H] = 2(pcosf — £sinf)(£cosd + psinb) — i (3.3.3)
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que destruye el orden normal. Conmutando obtenemos
TH] = 2p& cos26 + (§* — &%) sin20 — i(sin26 + 1) (3.3.4)

En cambio, considerando la version clasicade T y H

'zz + 2
T = exp|-0}{—"-,}
H =2pz —1 (3.3.5)
es facil verficar que
T[H] = 2pz cos28 + (p* — z?) sin26 (3.3.6)

donde vemos que el término —i(sin28 + 1) (que era una contraccion) estd ausente.
Lo mismo ocurrira siempre que T mezcle z con p o en el formalismo de creacién y
destruccién si T mezcla al con a.

Surge ahora la duda de cual expresion va en el exponente de la integral funcional;
la (3.3.6) o la asociada a (3.3.4). Para contestar esta pregunta, y de paso mostrar
cémo se trabaja con fermiones o bosones, daremos una derivacion ligeramente dis-
tinta a la de la secciéon precedente de la integral funcional. Lo haremos para el caso
particular de un grupo de un solo generador ya que pasar a un grupo general no
agrega nada nuevo que no hayamos visto en seccion 3.2. (y complica notablemente

la notacion).

t t

Comencemos con un hamiltoniano H(a; ,a:) donde los a.; ,a; son operadores
fermidnicos (bosdnicos) que crean y destruyen excitaciones en el “laboratorio”. (De
manera que el vacio es el vacio de excitaciones). Tenemos también una funcién
bilineal.

1-
J= Z J,-,,aja,- + éJ.-,-(a:[aJ- - aja;) (3.3.7)

1 . ’ .
con J' = J* que genera transformaciones ‘canénicas’

O =Ty0 = € 0e™* = ¢~ § (3.3.8)
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T, escribe los operadores del ‘laboratorio’ en términos de los rotados En particular

ol = T,af (3.3.9)

H' =T, H(al,ai, ¢) (3.3.10)

donde supondremos que H esta escrito en el orden normal. Separamos ahora N
“tiempos intermedios” , = t,...,ty y denotemos a la transformacién ¢, (el dngulo

a tiempo ¢;) y a; 4, €l operador destruccién a tiempo k
aix = T, a} (3.3.11)
Introducimos ahora los estados coherentes [18] (“a tiempo t,")
Gik|zige >= zip|zipe > (3.3.12)

para todo ¢, donde los z; ; son los autovalores de los a;; y son numeros de Grassman

(complejos) para fermiones (bosones). La relacion de clausura es:
1 I/Hdd' (=2 zi)|z >< (3.3.13)
= .- iaz;az. e —2:2{])12¢ Z; D,
211 (EEPITE
y los estados coherentes pueden escribirse:
|zie >= ezp[d a:[kz.-,kHOk > (3.3.14)
donde |0k > es el vacio a tiempo ¢; que cumple
a; |0k >=0 (3.3.15)
El producto interno de dos estados coherentes a iguales tiempos cumple:

< Ziglzin >=ezp[d 2" 2] (3.3.16)
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Es importante notar que esta ezpresion sdlo es vdlida para estados coherentes al
mismo tiempo, ya que a diferentes liempos la rotacion (5.5.9) cambia los operadores
de destruccion y por lo tanto las bases.

Calculemos primero la relacion entre operadores de destruccién a tiempos dis-

tintos. De:
aie = Tga
aie-r = Tpiyq (3.3.17)
obtenemos:
ik = Ty a; = TJkTJk_lai,k—l (3.3.18)

El vacio a tiempo ¢, esta definido por:

ail0,k >= T3 Tyr-10ix-1/0,k >

= ezp(i(dr — dr-1)J)aik-1e2p|—i(Pr — dr-1)J]|0,k >=0  (3.3.19)
De aqui concluimos que podemos definir:
[0,k — 1 >= expli(dx — dr-1)Ji]|0,k > (3.3.20)

tal que
a.-,,._1|0,k -1>=0 (3321)

Ahora tenemos, usando las relaciones anteriores:

< z.-,,lz,f',,_1 > = <0,klezp(— Zz.-'_,,a,-,k_l]ezp[— Z 2.-',;._141:[_1,_1”0’5 —-1>

< 0,k|ezp[— E z; wGiklexp[— Z aIk—lzi.k—I]

e::p[i(d)k - ¢k_|)Jk“O, k> (3322)
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Introduciendo la identidad ezp[i(dr — dr_1)Jk] ezp(—i(dr — Pi-1)Ji] se obtiene
finalmente

< Zikl|zip-1 >=< ziklexpli(dx — br-1)J]2{ k-1 > (3.3.23)

donde hemos puesto
el >= ezp [~ Y aluzle )0,k > (3.3.24)

que es el estado coherente en la base del tiempo t, de autovalor z;,_,. Estamos
ahora en condiciones de usar la {6rmula (3.3.16); si suponemos que J;, esta a orden

normal (el orden normal del tiempo ;)
< Zig|Zik—1 >= explzpzi_1 + i(dr — ¢k—1)Jk(Z.-'_k,Z.'_k)] (3.3.25)

El segundo término en el exponente proviene de la “dependencia temporal” de
la base y claramente se cancela si t, = t,.

Construimos ahora la integral funcional para este sistema de la manera usual
[18]) con la tnica diferencia que usaremos el producto interno (3.3.25) en vez del
(3.3.16). El operador de evolucién es:

U(zifin » Uein » Zijinic » Linic) = imn_0o < zginlexp(—iH(ty — t;)]|2inic >
M 1 M-1
= limM_.m/Hk;l'l H,-Fdzi"kdz;,k e::p[— Z Zzl-"kz,"k]
k=1

oM, < zklezp[—ieH(aIk,a;_k)]lzk_l > (3.3.26)

donde N es una normalizacion. Sustituyendo:

|2k—1 >= exp[i(dx — P—1)Jk)exp[— z aIszlk_IHO,k > (3.3.27)
como en (3.3.22) nos queda
M 1 M- M-l
bimM_e [ H,,=1H,-Fdz,-'kdz;'k ezp(— D ziczik) ezpl— D 25 zix-1)

k=1 k=1

ezpi(d(te) — d(tr1)) J (25, 2ko1) — t€H (27, 2k1)) (3.3.28)
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en donde hemos usado explicitamente que a todo tiempo 1, los operadores J, y H
estdn en orden normal (con respecto al vacio de ese tiempo). En el limite obtenemos

para el exponente la accion en estados coherentes:

%

STz (tf)z(tf) + i/ [Z 2 (0)z(t) + Jd(2) — H(z], )| dt (3.3.29)
Lo que hemos hecho aqui es hacer la transformacion candnica cuantica antes de
desarrollar la integral funcional. Si ahora agregamos los factores constantes como
en las secciones pasadas, obtenemos (omitiendo los términos de “borde”) la integral

de Faddeev-Popov para fermiones (bosones):

z = [D=D[=")DIIID(¢] §(J - I) §(G)
det {G,J - I} ezp[i/(q'sf + 527 — H)di] (3.3.30)
De lo hecho hemos concluido que:

i Cuando hay dudas acerca de los 6rdenes normales hay que hacer la transformacion
candnica cudntica y luego escribir la version clasica en la integral funcional

(es decir que las contracciones entran).

ii Hemos obtenido la integral de Faddeev-Popov para casos fermidnicos y bosénicos,

que son las que mas nos interesan

La generalizacion a grupos no abelianos de transformacion como se dijo al prin-

cipio de esta seccion, no ofrece ninguna dificultad nueva.
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4 Obtencién de Hamiltonianos efectivos

En la seccion anterior llegamos a la cuantificacion de nuestro sistema con vinculos
mediante la integral funcional de Faddeev-Popov. Nuestra meta es ahora la ob-
tencién de un Hamiltoniano efectivo, para utilizarlo como base de una teoria de
perturbaciones. Para ello, trataremos de llevar el determinante de Faddeev-Popov,
el vinculo y la condicion de fijado de medida al exponente de la integral funcional,
a partir de lo cual se podrdn hacer las expansiones usuales basadas en funciones de
Green. En particular, la condicion de fijado de medida ya ha sido exponenciada
en el capitulo anterior mediante el truco de t'Hooft. En la seccién 4.1 veremos dos
maneras de hacer lo propio con e] determinante de Faddeev-Popov. En 4.2 y 4.3
daremos dos maneras distintas de exponenciar el vinculo; que guardan analogia con
el tratamiento del electromagnético (o Yang-Mills) en las medidas de Coulomb y

Lorentz respectivamente.

4.1 Exponenciacion del determinante de Faddeev-Popov

Daremos primero dos formas de exponenciacion del determinante de Faddeev-Popov
para el caso mas sencillo el grupo de medida de un generador del ejemplo en 3.1, y
luego procederemos al caso general.

En 3.1 definimos al determinante de la siguiente manera:

A = detApm (4.1.1)
Apm = {G(tr), f(Im)} (4.1.2)
La version continua de ésto es:
n - $TaG(1)
At ) = St (4.1.3)
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Ahora se prueba en los libros de texto (3] que si 7*,7™ (r = 1,...,N) son 2N
numeros de Grassman, tenemos:

detA(te,tm) = /H,‘:{,,‘:l dﬁkdn"'ezp[—iZﬁkA(t,,,tm)n"‘] (4.1.4)

k,m

en el limite esta expresion deviene

detA(t, ') = / D[#|D[nlezp|—i / dt’ dt ()AL, )n(1)] (4.1.5)

donde la familia de N variables de grassman 7 y n se han convertido en un campo
fermidnico (una variable para cada t), sin otro sentido (en principio) que el de
reproducir e] determinante. En particular, si la condicién de fijado de medida no

depende de derivadas temporales la matriz A(t, 1) es diagonal:

A(tkytm) = A(t)bkm (4.1.6)

o bien, pasando al limite:
AL, 1) = A()s(t - t') (4.1.7)

de donde para este caso:
det[A(t)6(t - 1')] = /D[ﬁ]D[n]ezp[—i(/ﬁ(t)A(t)n(t)dt] (4.1.8)

La expresién (4.1.4) y en particular la (4.1.8) constituyen una manera de ex-
ponenciar el determinante de Faddeev-Popov, introduciendo el campo (fermidnico)
auxiliar 7(t), llamado fantasma de Faddeev-Popov.

Vemos ahora otra manera de hacerlo, que no introduce nuevas variables, para el

caso en que los G, no contienen derivadas temporales. Tenemos la identidad:
detA(t,t') = ezp|tr logA(t,t')] (4.1.9)
donde el logaritmo es el de un operador. Por definicion de traza:

tr [log A(t —t')] = /[IogA(t —t'))6(t — t')dtdt (4.1.10)
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(esta es la version continua de tra;; = 3, ; a;;6;;)) ahora, en el caso particular en

que A(t,t') sea diagonal
logA(t,t') = log[A(t)é(t,t")] = 6(t,t')logA(t) (4.1.11)

(ésta es la version continua de log a;6;; = 6;; log a;).

De aqui obtenemos:

det [log(A(t) (t — t'))] = ezpli / 8%(1 - t') log A(t)dtdt!] = ezp|6(0) / logA(t)dt]
(4.1.12)
La expresion (4.1.9) y la (4.1.12) (para el caso particular de funcién de fijado de
medida que no depende de las derivadas) constituyen la otra forma mencionada de
exponenciar el determinante.

Pasemos ahora al caso general; aqui tenemos que evaluar:

6(Tak(t)

detAkm(t,t ) = det 6ak(t)

Cmt') kym=1,.,K (4.1.13)

donde el operador es el definido en (3.2.6). Siguiendo una demostracién integra-

mente analoga a la anterior obtenemos:

det Akm(tvt’) = /H£(=1D(nr17:)

ezp[Y / () D (L, ') (2) 2 (4.1.14)

donde hemos introducido K campos fermidnicos nx(t) (k = 1,..., K). Si en particu-
lar las funciones de fijado de medida no contienen derivadas temporales, el operador
Apm(t,t') es diagonal en el tiempo (ya que no necesariamente en k,m) En este caso,

(4.1.14) se reduce a:
det Aum(L,1') — ezp[8(0) / det(Apm(t)dl] (4.1.15)

donde obviamente debemos precisar que se entiende por §(0). Esta regularizacion

se lleva a cabo en [6] usando identidades de Ward.
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Esimportante aclarar que det en esta ultima expresion se refiere a una matrix de
K x K de indices k,m y no al operador cuyos indices son ¢,t',k,m. Esto completa la
exponenciacion del determinante; ahora se pueden incluir los términos del exponente

en la accion, apareciendo como parte del Hamiltoniano efectivo.

4.2 “Medida de Coulomb?”

Damos ahora una versidn de la exponenciacién de los vinculos, que llamamos medida
de Coulomb por razones que se veran mas adelante. Si escribimos a los vinculos

como limites de gaussianos:

(Jv — Iv)

2
I, 6(I, — J,) = limp_oezp[—i / o di] (4.2.1)

y utilizando el truco de t'Hooft y algunas de las dos estrategias de la seccion pasada
para la exponenciacion de la medida y el determinante de Faddeev-Popov obtenemos

una accion efectiva:

z = lim [ 1,:DIL]D($,)DlpiDla) D) Dl )det(¢)
ezp[i /dt(pJqJ + Iwww - ﬁuAuuT’w
1 » 1 2
2AG‘” 2D(Jw I,) — H)) (4.2.2)
Supondremos aca que las G; no contienen derivadas temporales; ya veremos ejem-

plos de elecciones concretas para ellas.

Si ponemos

th = ZﬁvAvwnw (423)
entonces:
L l= A 1 1 2
Hesy = gg‘o[ﬂvAvwﬂw + ﬁGu + E(J" - 1,)° + HJ (4.2.4)
Si en cambio ponemos:
H,, = 6(0) log det A, (4.2.5)
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tenemos:

) 1
Hejj = B—IE}J[H+§1—)(I"_JU)2
1

G2+ 6(0) log det A,, (4.2.6)

+24

Como las G; no contienen derivadas temporales, falta en (4.2.4) un término
cinético para los fantasmas de Faddeev-Popov, lo que lleva a que sus propagadores
s6lo sean distintos de cero a tiempos iguales. Considerando ésto puede probarse por
simple construccion que (4.2.4) da el mismo resultado que (4.2.6); donde §(0) (que
debe ser determinada) aparece en funciones de Green debido a los propagadores de
los fantasmas.

Con estos hamiltonianos efectivos se realizan los calculos perturbativos para D
finito, y luego se hace el limite de D — 0, debiendo verificarse que dicho limite

existe y que los resultados fisicos son independientes de A (que es arbitrario).

4.3 *‘ Medida de Lorentz”

En esta seccion daremos una manera alternativa de exponenciacién de vinculos
y condicién de fijado de medida. Esta construccién la haremos razonando por
analogia con la medida de Lorentz en el electromagnetismo (Yang-Mills en casos
no abelianos). Para poder apreciar mejor dicha analogia trataremos, en primer
lugar, de llevar la cuantificacion funcional al espacio de fases ampliado por los
multiplicadores de Lagrange §); y sus momentos conjugados P;, como ya se hizo
clasicamente a partir de (2.1.26) (para el ejemplo sencillo de 2.1) y a partir de
(2.3.45) (para el caso general). Nos restringiremos por el momento al caso de un
grupo de un solo generador.

Partimos de la integral de Faddeev-Popov (3.1.7) para este caso (podemos hacer

lo mismo con (3.3.30) si deseamos trabajar con fermiones o bosones):
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Podemos exponenciar el vinculo dando una expresion funcional:
§(I-J)= / D[Q)ezp|i / OJ - I)di] (4.3.1)
de donde
zZ = /D[¢]D[P]D[Q]D[z.~,P.-]6(G)

det A ezpli / (6P + &:ipi — H — QJ — I))dt) (4.3.2)
Si ahora introducimos un factor 1 de la siguiente manera

1= / §(P)ezpli / (P (4.3.3)
Obtenemos:
z = [ DI¢ID[PIDIQID[PIDI=:pd6(P)E(C)

ezp[i/(dm + QP+ éip; — H - Q(J — I))dt (4.3.4)

Donde apreciamos el vinculo primario (2.1.27) y el vinculo J — I = 0 aparece
como secundario. A los efectos de la coordenada 2, (4.3.2) es la versién “la-
grangiana”. El electromagnetismo tenemos:

Medida de Coulomb: ;4 = 0

Medida de Lorentz: —A4, + 8,4 = 0

Recordando las correspondencias de la Tabla I, esto nos sugiere que si en la

seccion anterior habiamos elegido una medida:
G=0 (4.3.5)

que no contiene al multiplicador de Lagrange 1 y que por ello (y sélo por ello)
resulta andloga a la medida de Coulomb, ahora podemos definir la “medida de

Lorentz” de nuestro problema:

Grorents — _Q 4+ %G (4.3.6)
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donde F es una constante que hemos introducido por conveniencia. Esto even-
tualmente dara un término cinético al multiplicador de Lagrange {2, al igual que
en el electromagnetismo donde la medida de Lorentz se lo da al multiplicador de
Lagrange A,.

Exponenciando la condicién de fijado de medida (4.3.6) , (4.3.2) nos queda:

z = [ DIDI$IDIPIDIzip) det &

Lorentz \2
(G )

ezp[i/($1>+z.-p,-—H-n(J—I)— 2A

dt] (4.3.7)

donde calcularemos el determinante de Faddeev-Popov mas adelante. Ahora intro-

ducimos un factor constante de la siguiente manera:

const = /D[P]ez:p[i/ %(P - %2(0 + %))]dt (4.3.8)

Si multiplicamos (4.3.2) por (4.3.8) (lo que solo afecta una normalizacién), obten-

€Imnos:
Z = / DI D|P)D[¢| D[P)D|z:, p;) expli / L'dt] detA (4.3.9)
con
NP PG A
L'=Q0P+¢-H-QU-I)- = + =P (4.3.10)

Estos ultimos pasos no son otra cosa que llevar (4.3.7) a una expresién Hamil-

toniana para {1, lo que puede verificarse directamente variando L con respecto a

P:

: G 4
Q=-Z+mP (4.3.11)

y usando esta expresion para eliminar P. Vemos que se han introducido términos
dependientes del momento P a través de la condicién de fijado de medida.
Para completar el Hamiltoniano efectivo, debemos calcular el determinante de

Faddeev-Popov: lo haremos en base a la expresién (3.2.6); pero debemos recordar
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que estamos ahora en un nuevo espacio de fases en donde el grupo de medidas tiene
una expresion distinta.
La variacion de una funcion h del nuevo espacio de fases respecto de un cambio

de medida fue dado en (2.1.30) y (2.3.49) y es, para este caso:

T(B(t)) h = ezp|-B{P, }+B{(J -1I), } h (4.3.12)
Calculemos entonces:
" _ 6‘GLorcntz('t) o , l
At,t) = B - S(t—1t') + F{f,G} (4.3.13)
Pero como G no contiene derivadas esto da:
A(t,t") = 8(t,t') + {f(1), G(t)}6(t — t) (4.3.14)

Ahora exponenciamos el determinante de A con los fantasmas de Faddeev-Popov

usando la fé6rmula (4.1.5):

detA(t, 1) = /D[n]D[ﬁ]ezP[i/(ﬁ(t)n(t) - %ﬁ(t){G,f}n(t))dt] (4.3.15)

Si se esta en duda respecto a estos manejos funcionales, puede volverse siempre
a la representacidén con tiempos discretos y tender al limite de infinitos tiempos

intermedios. Juntando todo lo hecho obtenemos el lagrangiano efectivo

Le[} = ﬁﬁ+$?+zi;p;—H—Q(J—I)

PG A _, 1_ :
-5+ 3@ P - FHG: fln+ QP (4.3.16)

Notese que hemos obtenido una energia cinética para el multiplicador de lagrange
§, asimismo el fantasma tiene ahora el término 77 que (al contrario de la seccién
anterior), les dard un propagador bien definido. A este respecto, es notable que
haya aparecido en este término una derivada segunda en el tiempo, lo que no es

usual para fermiones (c.f. por ejemplo 3.3).
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Podemos ampliar todo lo hecho para un grupo general de transformaciones, pero
no lo haremos aqui ya que en la proxima seccion rederivaremos todos los resultados
desde una optica diferente. Digamos solamente que para un grupo general, intro-
duciendo los multiplicadores de lagrange 2; y sus momentos candnicos conjugados

P; usando como condiciones de medida:
Lorent:z - 1
G, =-Q,+ F‘G" (4.3.17)

y calculando el determinante de Faddeev-Popovteniendo en cuenta que el grupo
de medida es ahora el de las transformaciones (2.3.49), se obtiene el lagrangiano

efectivo.

Lejj = 7707.70 + Cntrﬁrhﬂh - ﬁr{Gn f-}"h + ér’Pr + QrPr

P, A _,
-Q.f, — 7 + 2—F2P,. +L (4.3.18)

donde L es el lagrangiano original.
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5 Espacios de Hilbert asociados a sistemas con
coordenadas colectivas

En este capitulo construimos los espacios de funciones de onda asociados a coorde-
nadas colectivas. Obtendremos distintos espacios segin tratemos problemas en la
“medida de Coulomb” o en la “medida de Lorentz” del capitulo anterior. A par-
tir de esta construcciéon podremos luego entender el problema de las coordenadas
colectivas desde un punto de vista puramente algebraico.

En esta y en las siguientes secciones para simplificar la notacién no utilizaremos

acento circunflejo para denotar operadores.

5.1 Vinculos

Comencemos por el sistema cudntico “en el laboratorio”: alli tenemos un espacio de
Hilbert H,; de funciones de onda ¥'(z}) =< z!|¥’ > donde los z} son coordenadas
en el laboratorio.

Tenemos también operadores O(z!, p;) donde los p; son los momentos asociados
a los operadores z;. Al igual que en los capitulos anteriores denotaremos con prima
a las magnitudes del laboratorio.

Ahora escribimos a las funciones de onda y los operadores en términos de vari-

ables de un sistema “rotante”:
¥ >=T|¥ > , 0'=TOT! (5.1.1)

donde los operadores J; son las versiones cuanticas de los de los capitulos anteriores

y cumplen:

[Tor Ju) = icows . (5.1.2)

En vez de dar la dependencia temporal de las variables ¢; elegimos verlas como

operadores ¢; de un espacio de Hilbert ampliado H, en donde las funciones de onda

48



dependen también de las coordenadas ¢;. Por lo tanto, reinterpretamos las ¢, en
(5.1.1) como operadores que multiplican por ¢, (sin que ello implique a este nivel
ninguin cambio).

Introducimos también los momentos asociados a los ¢, : (v =1, ..., K)

[¢vv Pw] = iauw
. 0
P, = iy (5.1.3)

Podemos (c.f. Apéndice C) suponer que los ¢; pueden tomar valores entre —oo
y +o0o los P/ tienen un continuo de autovalores, las funciones de onda en el sis-
tema rotante han adquirido una dependencia en los ¢; como consecuencia de la
transformacion.

Nos planteamos ahora el siguiente problema: dada una funcién de onda ¥(z;, ¢;)
perteneciente a H; en el sistema en transformacion cual es la condicion para que
provenga de una funcién de onda fisica ( i.e. perteneciente a H; )a través de una
transformacién (5.1.1). La condicién para que una funcién de onda sea fisica en el

laboratorio es que no dependa de los angulos.

9
9y

donde denotamos |ph' >,|ph > a las funciones de onda fisicas en el laboratorio y

0 =Tt

lph’ > (5.1.4)

sistema rotante respectivamente.

Pero, como ya hemos visto en la parte cldsica, podemos transformar a los P} al

sistema en transformacion de la siguiente manera:

0 0
9¢, 9,

(los {; son los definidos en el Apéndice A). De (5.1.4) y (5.1.5) obtenemos la

F, =Tt [ T] +im = Cun($s)duw — P, (5.1.5)

condicion para que una funcion de onda en el espacio ampliado H; sea fisica.

Flph>=0 v=1,.,K (5.1.6)
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que es la versién cuantica de los vinculos (2.3.19). Es facil ver que definiendo como

en (2.3.20) los nuevos métodos f, tenemos las condiciones alternativas:

fulph> =0

fu = —T’quw = Ju - Iu (5.1.7)

los imponen que |ph > pertenezcan a la representacion escalar de el grupo de las f.

Se cumplen las siguientes relaciones (cf. apéndice A):

Loy L) = —icuad, (5.1.8)
[fo: fu) = icows s, (5.1.9)
[Fy, Fu) =0 (5.1.10)
Notamos que
folph>=0y fulph>=0 (5.1.11)
implica que
[fo fu] IPh >=10 (5.1.12)

por lo tanto, es importante que los vinculos formen un algebra. (Es facil convencerse
de que el contenido de (5.1.6) es igual al de (5.1.7) llevando a ambas al laboratorio:
las dos piden que la funcién de onda “laboratorio” no dependa de las ¢;). Podemos
ahora definir el analogo cudntico de la igualdad débil: dos operadores cuanticos

cumplen:

01,2 Oz (51.13)

< ph|O1lph' >=< ph|O.|ph’ > (5.1.14)

es decir si coinciden en el subespacio fisico.
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Veamos ahora la condicién para que un operador O corresponda a un observable

fisico: si O’ es su versién laboratorio debe cumplir:

20" —
36 0 - [0O,P)]=0 (5.1.15)
y de aqui tenemos:
[F,,0] =0 (5.1.16)
o bien
[fe, O] =0 (5.1.17)

Esto nos dice que los operadores fisicos aplican funciones de onda fisicas en

funciones de onda fisicas

fuOlph >= Of,lph >=0 (5.1.18)

y de la identidad de Jacobi es facil ver que dados dos operadores fisicos O, y O3 su
conmutador es fisico.

Podemos resumir el papel que juegan los vinculos de primera clase diciendo que
determinan el subespacio de Hilbert fisico, mientras que los operadores correspon-
dientes a observables actuan siempre dentro de él.

Ahora, si extendemos aun mas la dependencia de las funciones de onda a los
multiplicadores de Lagrange §2, obtenemos un nuevo espacio “de Hilbert” H3 donde

actiuan los operadores 2, , P, :

[Q, P)) =6, P,=—i -53— (5.1.19)

utilizando los multiplicadores de lagrange Q utilizando los mismos argumentos que

hasta ahora podemos ver que el subespacio fisico en Hj3 es el determinado por los

vinculos primarios y secundarios

P,lph >=10 (5.1.20)

51



ademds de los (5.1.6) 6 (5.1.7). que por supuesto son la versién cuantica de (2.3.46).

Por tltimo , para construir el espacio de Hilbert asociado a el tratamiento con
la “medida de Lorentz” debemos introducir los operadores cudnticos de fantasmas;
éstos actuan sobre el espacio de las funciones de onda que dependen, ademas de las

otras variables, de los numeros de Grassman (7,,#,) . Definimos

0 _ 0
m,|¥ >= 6ml\Il >; F,|¥ >= 67_rv|\Il > (5.1.21)
Tenemos entonces, denotando [, ]4,{, ] al anticonmutador y conmutador re-
spectivamente
[7ru177w]+ = [ﬁmﬁw]+ = 6uw (5122)

los demas anticonmutadores se anulan.

5.2 Productos internos en Hy,H3, ¥y Hy

La construccion de los espacios “de Hilbert” H;,Hs, y H4 se completa definiendo el
producto interno entre funciones de onda. Dentro de H,, el producto interno esta
dado por el problema cuantico original; en cambio, su extension a los espacios con
coordenadas colectivas es en gran medida arbitrario.

En esta seccion trabajaremos en el sistema “de laboratorio”, luego los resulta-
dos pueden extenderse a cualquier sistema. Comencemos por escribir el producto

interno en H, (el espacio original “del laboratorio” ):
< W1 >= [ Mdgw3(¢)¥s(q)) (5.2.1)

para funciones de onda fisicas. Surge ahora el problema de extenderlo de manera
que incorpore a las ¢; (1 = 1,..., K) como variables de integracién. Una primera

manera de hacerlo es:

<V ¥, >p= /Hadq.‘/Hud¢u‘1';(Q.‘,¢u)‘I'a(Q£,¢u) (5.2.2)
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donde ahora se entiende que |¥. > y |¥, > pertenecen a H;. Es facil ver que
con esta definicién de producto interno los vinculos F, son hermitianos (de alli el
subindice F). Una alternativa mas frecuentemente usada es la que hace que los

operadores f, , I, sean hermitianos:

< W >y= [ Tidg d0 Wile), 4.)¥s(g), 40) (5.2.3)
donde
dQ = / ,dé. |¢| (5.2.4)

es la medida del grupo (en el caso de las rotaciones es el familiar factor sin 8).
Extendamos ahora el producto interno al espacio H3. En esta extensién, como
los operadores de vinculo P, conmutan, no aparecen dos alternativas como para las
¢,. Sin embargo, recordando la analogia con el electromagnetismo y Yang-Mills,
tenemos que los operadores 2, , P, son el analogo de los grados de libertad
“temporales” A3 y E2. Sabemos, por otra parte, que en el tratamiento de Bleuler-

Gupta se introduce para estos grados de libertad una métrica indefinida. Definamos:

Fgu = 71§[Qv+ipvl
oo = %[nv-ip,] (5.2.5)

¥y construimos una base de la siguiente manera:

m>—0
\/—|(Fﬂv In,, > (5'2'6)
de donde

< ny,|lm, >=1,(-1)™"6,,m, (5.2.7)

en analogia con Bleuler-Gupta [3]. Este producto interno indefinido no puede es-

cribirse de la manera usual en representacion de coordenadas, sino que puede veri-
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ficarse que se escribe, para una sola variable {2

< g()[r() >

i [ (-] (@) dn

Q=-1ic0

/ 'i[g(_u)r h(it) dt (5.2.8)

donde Q2 = it. La generalizacion a varios §, es trivial. Por ultimo queda por ver el
producto interno en H, respecto de los fantasmas. Este viene dado por la integral

de Berezin [19]
< g(n,7)|h(n,7) >=i / h* g dndr (5.2.9)

siendo la generalizacion a varios 7, , m, trivial. Notemos que con este producto
interno los operadores 7, 7, ;m, y w, resultan hermitianos

El producto interno de dos funciones cualesquiera se obtiene usando como me-
dida de integracién la medida (5.2.2) o la (5.2.3) para M, y el producto de (5.2.2)
o (5.2.3) por (5.2.8) por (5.2.9) para H,. Estos productos internos pueden ser
trivialmente expresados en el sistema transformado .

Esto completa la definicion de los espacios “de Hilbert” M, ,H;3 y H,4 ; como
éstos ultimos dos tienen métrica indefinida no so estrictamente “de Hilbert”.

Es importante notar que tanto para H, como para H4 tenemos dos distintas
opciones para el producto interno, segin usemos la medida (5.2.2) o la (5.2.3).
Denotaremos a estos dos productos ,siempre que halla posibilidades de confusidn,
por < | >py < | >y respectivamente ( el subindice recuerda que con ellos son

hermitianos los operadores F, y los f, respectivamente).
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6 Cuantificacion “a la Dirac” en H,

En esta seccion estudiamos el tratamiento “a la Dirac” en el espacio H,. Esto nos
dard una vision puramente algebraica de el desarrollo hecho en la seccién 4.2 en la
“medida de Coulomb”.

Consideremos primeramente el producto interno (5.2.2) en H, . Es claro que esta
integral diverge si las funciones de onda son fisicas , ya que no dependen en este caso
de los angulos colectivos ( recordemos que estamos en el sistema “de laboratorio”).
Luego , surge el problema de alterar el producto interno en H, de manera de evitar
esta divergencia . Para hacer ésto debemos tomar la precaucion de que el nuevo
producto coincida, para funciones fisicas, con el (5.2.1). Una primera manera de

hacer ésto es definir:

< Wl¥, >= [ LiTldg/dd, ¥3(q) ¥s(e))6(6.) (6.1.1)

Claramente, si ¥, ¥, no dependen de las ¢, entonces ambas coinciden. Observando
(6.1.1) notamos que ésta es s6lo una manera de hacerlo; propongamos otra mas

general que se adapte a nuestros fines; para ésto sustituimos:

I8, 5(64) — Ldg, 6(G%) detl 3o

|
= I, d¢, §(G,) det(G', P,

donde G, son funciones de las q; y las ¢; . Hemos supuesto, al menos para esta
derivacién, que las G; ademas de no depender de los momentos colectivos (como
en el Capitulo 3) tampoco dependen de los momentos originales P, y en particular
que conmutan.

Con respecto al cambio de variables implicito en (6.1.2), debemos garantizar que

los limites de la integral sean tales que no introduzcan una dependencia espurea en
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las variables fisicas . Esto impone condiciones sobre las funciones G, que deben ser
tenidas en cuenta, pues de no hcerlo se obtienen resultados incorrectos. Volveremos
sobre ello en el Apéndice D.

Estamos en condiciones de escribir las integrales (6.1.2) en términos de las vari-
ables del sistema “rotante”, lo que constituye una transformacién de Jacobiano

uno:

<> = [Midadd, Ui(g8) Wla,6.) 8(G.) det(G., F|
<WIW> = [Mi.dadd,
det[C] (g, bu) Uo(gir64) 6(G,) det[G,, fu) (6.1.3)
donde G, es la version en el sistema rotante de G,,.
Estas son las formas finales del producto interno para las funciones en el espacio
sobrecompleto H, (notamos, como en la secciéon pasada que corresponden a versiones
donde los F, y los f, son hermitianos respectivamente.

Si ahora tenemos un operador fisico O (en el sistema rotante), su elemento de

matriz sera (por ejemplo usando la (6.1.3)):
< ¥|0|¥; >= /dq.-,...dq,,‘]?; O W, II5_,[6(G:)\det{g:, f:} (6.1.4)

Podemos reinterpretar ésto de otra manera completamente equivalente: en vez
de considerar que hemnos alterado el producto interno, podemos pensar que hemos

extendido a los operadores de la siguiente manera [11].
Ouet = /0 %, 6(Gy) det{G:, f;} dO (6.1.5)

Estd claro que esta extension no afecta a los elementos de matriz de un operador
fisico entre estados fisicos. Finalmente, es facil ver que todo lo anterior es igualmente

valido (en pricipio) sustituyendo

§(Gi) — \Eezp (G2/24] (6.1.6)
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que es el truco de t'Hooft.

De esta manera vemos cual es el papel cuintico de las funciones de fijado de
medida; su arbitrariedad proviene de que no nos interesa qué sucede en el subespacio
no fisico. Por ultimo, observemos que si bien estas extensiones no alteran el elemento
de matriz entre estados fisicos, introducen elementos espiureos entre estados fisicos
y no fisicos. Esto ya se ve a nivel de la ecuacion (6.1.1), si ¥,4 es un estado fisico

y ¥,p es no fisico

<YLY >= _/ ‘I’;h(qi) ‘I’:.:p(ql" ¢:) IME, 6(or)dq;, dg, doy, ...d¢y

= [ (@9, 0)dgi, .dg, £0  (6.1.7)

donde la integral no puede ser nula siempre.

De esto concluimos que con cualquier nuevo producto interno debemos forzar
la condicién de tomar elementos de matriz entre estados fisicos, ya que ahora no
se separan naturalmente. Podemos ahora construir una integral funcional en este
espacio de la manera usual con (6.1.3), salvo que por lo dicho las sumas sobre los
estados intermedios deben ser restringidas al subespacio fisico. Esto, en el limite,

se hace con un “proyector”:
Hf=16(ﬂ) = Hf=16(fl)det|ﬂ| (6‘1‘8)

y se obtiene la integral de Faddeev-Popov (el factor det|n| se cancela con el det|(]
que esta en el elemento de volumen del grupo.

Esta construccion tiene la ventaja de que ahora comprendemos el sentido en el
espacio de Hilbert, de los “unos” que se agregan a la integral funcional para obtener

la {érmula de Faddeev-Popov.
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7 El tratamiento BRST

En esta seccion introducimos el tratamiento BRST en el espacio “de Hilbert” H,. La
derivacion es puramente algebraica y reproduce como caso particular los resultados
de la seccidon 4.3 con la medida “de Lorentz”. Sin embargo, como se vera, este
formalismo tiene una interpretacion mas clara y sencilla, y asimismo puede probarse
que es también aplicable a casos que el formalismo de Faddeev-Popov no cubre.

Comencemos por definir las cargas BRST asociadas a los vinculos F, y f,.

QF = P.,TFU+FUT]‘,

1
Q/ = Puﬁu + funu — ACvwsTTuw™, (71-1)

2

En el apéndice B probamos la identidad fundamental
QF=Q7 =0 (7.1.2)

Ademas, es facil ver que Q% y Q§ son hermitianas con respecto a los productos
internos < | >rpy < | >y respectivamente. El desarrollo que sigue es
igualmente valido para ambas formas de la carga, de manera que no utilizaremos el
subindice para diferenciarlas.

Llamaremos estados fisicos a aquellos que cumplen que son anulados por la carga

BRST:
Qlph >=10 (7.1.3)

y no fisicos a los demas. Con esta definicién resultan fisicos no solamente aquellos
estados que satisfacen los vinculos (5.1.6) y (5.1.7) . Veremos mas adelante que
ésta definicion ampliada no es problema y que, por el contrario, es lo que le da

flexibilidad al tratamiento. En particular, si [up > es cualquier vector no fisico:

Qlup>=|x>#0 (7.1.4)
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Los vectores de la forma (7.1.4) tienen norma cero:

Qlx >=0; <xilxz >=<up:|Q*|ups >=0 (7.1.5)

y producto escalar nulo con cualquier operador fisico:

< xlph >=< up|Qlph >=10 (7.1.6)

El espacio de Hilbert nos queda dividido en tres sectores: el de estados fisicos
de norma positiva; el de estadosno fisicos y el de estados de “nulos” de norma cero.
Ahora, debido a (5.1.16) y (5.1.17), tenemos que cualquier operador fisico cumple
que:

(0,Q] =0 (7.1.7)

Esto quiere decir que un operador asociado a un observable aplica estados fisicos
en estados fisicos, y que ademas el producto interno entre elementos de dos clases
de equivalencia es independiente de qué elemento se use.

Tomaremos (7.1.7) como una nueva definicién de observable fisico, la que incluye
otros operadores ademas de los que conmutan con los vinculos.

Si C es un operador cualquiera y:

0, = [C,Qls (7.1.8)

usando la identidad de Jacobi se cumple:

(Q:0x)- =0 (7.1.9)

Ademas es facil ver que el valor de expectacion entre estados fisicos de un operador

construido como el O, es nulo pues,

O, lph >= |x > (7.1.10)
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De ésto surge que podemos identificar estados fisicos y operadores fisicos en clases
de equivalencia

lph >= |ph > +|x > ; Opn — Opn + Oy (7.1.11)

y el producto interno entre estados fisicos no depende de cual miembro de cada clase

se tome. En particular, podemos identificar con el Hamiltoniano a toda la familia:

Hprst = H + [p, Q]+ (7.1.12)

con p hermitiana y, por lo demas, arbitraria. Como H es fisico:

[Hprst, Q] =0 (7.1.13)

de lo que resulta que la evolucion deja inalterado el subespacio fisico, que es unitario
ya que HpgpsT es hermitiano (pues p y @ lo son).

Elegimos para p (por analogia con Yang-Mills [11]):
p=Q,m, +7,(G,/F - (A/2F*)P,) (7.1.14)
de donde obtenemos

HBRST = H+i1r,,1'r,,+Q,,fu

1 1
T qu _-u vy Jw|lw
+ 5GP+ LG fuln

A
- ﬁpg + icuw,Q,wvnw (7115)

que es las versidn cuantica de (4.3.18); en el sentido de que (4.3.18) es a los efectos de
los fantasmas un lagrangiano: los momentos asociados m, , #, han sido eliminados
construyendo la integral funcional con (7.1.15) e integrando sobre las variables =,
y ty .

Ahora podemos delinear la prueba de la equivalencia de este tratamiento con el

tratamiento en el espacio de Hilbert original H;. Definamos el operador niimero de
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fantasmas
K

Ngh = Z(nu"rv - ﬁvﬁu) - K (7.1.16)
v=1
que cumple
N = ~N, (7.1.17)

Se demuestra (c.f. apéndice B) que dadas funciones de onda fisicas |[ph!/ > y [ph?/ >

que cumplen
Qs lph*! >= Qy Iph* >=10 (7.1.18)

es posible llevarlas mediante una transformacion inversible R a otras

R|phY >=|ph'F > ; R |ph* >= |ph*f > (7.1.19)

Qr Iph'F >= QF |ph*F >=10 (7.1.20)

Por un lado tenemos que debido a (7.1.10) y (7.1.12)
< ph*|Hpasriph'! >;=< ph*|H|ph'! >, (7.1.21)

y, como la transformacién R deja inalterado al hamiltoniano :

R'HR=R (7.1.22)
entonces
< ph*|H|ph"! >;=< ph*F|H|ph'F >F (7.1.23)

ademas, una funcion fisica que cumpla (7.1.20) puede ser llevada mediante la adicién

de un estado de la forma [x >= QFr|A > a la forma “standard” (en el “laboratorio”)

(c.f. ref [20])
¥ >= |ph® > +|x > (7.1.24)

|¥ >=1*_, exp [-P?] exp [-P'0) ¥p (7.1.25)
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donde hemos usado la representacion de coordenadas para las 2, y de momentos
para P,. ¥p es una funcién de ondas que satisface los vinculos (i.e. pertenece a
H,, es independiente de las coordenadas colectivas). Usando ahora las expresiones

de la seccion 5 verificamos que
< ph*F |H|ph'F >p = / d(variables originales) ¥4, H ¥}, (7.1.26)

Algo similar ocurre con cualquier operador definido en el espacio original. Esto
prueba la equivalencia entre trabajar en H4 con Hggrst y estados fisicos que cumplen

(7.1.3) con el problema cuantico original.
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8 Tratamientos en el espacio producto

Comenzaremos por suponer que trabajamos en una base se funciones de onda pro-

ducto que resultan del tratamiento de alguna de las secciones pasadas.
la; > ®|b1 >= I‘I’.‘j > (8.1.1)

donde las |b; > son funciones de las variables colectivas ¢y , It (k = 1,...,K) y las
|a; > de todas las demas variables (que llamaremos intrinsecas).

En esta seccién (a menos que se indique lo contrario) trabajaremos con tiempo
imaginario T = it, que facilita e] tratamiento perturbativo.

Tenemos el operador evolucion efectivo:
U(ry, ) = e (17m)Hopg (8.1.2)

donde H.;; es el operador hamiltoniano efectivo de alguna de las secciones del
capitulo anterior. Para cualquier operador A se cumple que, poniendo B =71, — T;

trUA _ > ezplfea] < Wi |A|Y, >

< A> = = 8.1.3
(6) trlU T ezplfea) < Ui|¥; > ( )
donde ¢, , |¥, > son energias y estados exactos.
En particular, si el vacio |¥, > es no degenerado:
. < ¥, |A|Y, >
Bll_'n; <A>(B)= P AT (8.1.4)
y
Ell_.n;% log tr U =¢, (8.1.5)
Ahora, usando la base (8.1.1) tenemos que:
tr U =Y <bl<a;|Ula; > b > (8.1.6)
i.j
é b UA b
i < 0| < ay P> 0 >
<A > (@) = 2 <bl<o|Udle; (8.1.7)

tr U
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Definamos ahora:
vt = Y < q;|Ula; >
J
< bllUw‘Ibm > =< bllz < a,-IUIa_,- > b > (818)
J

donde hemos tomado una traza “parcial”.

Por un lado, esta claro que:
tr U(B) =tr* U =Y < b|Ub; > (8.1.9)

donde tr° es una traza sobre estados colectivos, ya que (8.1.9) no es mas que otra
manera de escribir la traza de U. Por otro lado, si B es un operador que actua

solamente sobre estados colectivos:

Lij < bl <a;{U(B)le; > Blb: >

<B> ('B) = trcol Ucol
Y < 5|U<'Bb; > _ tre* (U B)
treel [Jeol - tyeot [Jeol (81'10)

Las ecuaciones (8.1.9) y (8.1.10) nos dicen que podemos interpretar a U*” como

un operador de evolucion colectivo. Si ademas escribimos:
1
U = ezp [-AH) — H™ = 5 log U (8.1.11)

esto define a H* como un Hamiltoniano colectivo (el logaritmo de la derecha es el
de un operador que actua en la base de funciones de onda colectivas).

Esta claro que si deseamos el valor de expectacion en el estado fundamental de
un operador que actia sobre ambos espacios, no podremos usar la parte derecha de
(8.1.10), debiendo revertirnos a la (8.1.7).

Ahora, volviendo a (8.1.11) podemos escribir H? (pues lo usaremos en el limite

de 8 — oo):
H = limg .o - % log Ut

<bH b > = limp_oo[log (< be| Y. < &|U]ai > [br >) Jim (8.1.12)
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la expresion
<blY < ai|U]a; > [b, >= U (8.1.13)
i
sera construida perturbativamente sumando diagramas que involucran a la parte

intrinseca. Escribamos la accion efectiva de la siguiente manera:

Ses = /(1:., + 3 §Pi- Hlyp) dz (8.1.14)

donde en £, ponemos la parte intrinseca de orden cero, y en H,s; todo el resto. Por
ejemplo si tenemos campos fermidnicos o bosdonicos sera (cf. seccién 3.3) :
Lo =) (2] — wiz] z;) (8.1.15)
i
Es importante notar que no hemos puesto ninguna parte que depende de vari-
ables colectivas en £,, pues no queremos tratarlas perturbativamente. El operador

evolucion se escribe

< B|U(B)bm >=) " < bilpr >< ¢,] < ailU]a; > |¢, >< $,]bm > (8.1.16)

donde hemos insertado dos identidades colectivas |¢, >< ¢.|. Ahora estamos en
condiciones de representar la evolucion por medio de la integral funcional:
< ¢\ Zi < ailUlai > |6, >= S TIE, D($:] D[P:]

x [ Dlzi,z;) ezp [[(£ ¢Pi — Lo — Heyy)dr] (8.1.17)
donde la integral sobre los campos fermiénicos (bosénicos) es la expresidn usual para
la traza del operador evolucién (cf. ref. [18]) y donde se suponen condiciones de
contorno antiperiédicas (periddicas)y los limites de la parte colectiva de la integral

funcional son ¢,,¢,. Ahora procedemos de la manera usual para construir la serie

perturbativa; escribimos a (8.1.17) de la siguiente forma:
[ [P0 PuIDLzs zilear [[ (£, + 5 diPor]

(1+ [ H(n)dn + % [ B (m)dn, dry + )] (8.1.18)
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Consideremos por ejemplo un solo término de la forma:
/ [Dwm]D[z.-zslezp ([ (£0+ 3 $:Pidr]
[ B=(m)si(m) B (r)2a(ra)dm, da (8.1.19)

(donde B“® son operadores que dependen de las variables colectivas) este resulta

igual a:
/ dry, dr; [/ D[¢,, P,lezp [—/zi:ég'P.-d-r] B(ry) B (7)
/ [Dlzi, 2] ezp|- / LodT]z;(Tl)zl(Tz)] (8.1.20)

El segundo factor en (8.1.20) es simplemente el diagrama de Feynman:

2

%

mientras que el primero es:

< ¢r|BlB2|¢a > st T > T

< ¢r|B2B1I¢a > i T >T (8121)

la relacién (8.1.21) se entiende facilmente si se obseva que el operador de evolucién
implitico en esta integral funcional es la identidad (ya que no hay otra cosa que

> d.>.-'P.- en el exponente). Juntando ambas partes tenemos el elemento de (8.1.16)
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que corresponde a este término:

/ [< &|B B by > 8(1y — T3)+ < bi| B by > 8(T3 — 7))
< zi(n)a(r) > dndn (8.1.22)

(donde 8 es la funcidn escalén) que representamos diagramaticamente asi:

Intrinseca Colectiva
£ - = =X
z, X

Vemos que la integral funcional sobre las variables colectivas lo unico que hace es
decirnos en qué orden tenemos que calcular los elementos de matriz de los operadores
colectivos, pero es claro que sobre ellas no estamos haciendo cdlculos perturbativos.

Si hacemos lo mismo con todos los términos de (8.1.18) sumando sobre todos
los diagramas conexos obtenemos el elemento de matriz del operador de evolucidn.
Sin embargo, para calcular su logaritmo podemos aplicar ligera generalizacién del

teorema de los diagramas conexos (18]

[log Ulim =Y < be|Y_ < aiUla; > |bm >conezos (8.1.23)

Comencemos por notar que si hay un solo estado colectivo |6 >, obtenemos el
teorema de diagramas conexos usual. Ademas, si C;; es un operador que es suma

solamente de diagramas conexos, entonces

1 1 1
[eclij = 6;; + FC.'J' + 50.-‘0,,' + §Cuctmcmj + ... (8.1.24)
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es la suma de todos los diagramas, donde los factoriales provienen de las permuta-

ciones posibles. De esta manera es posible probar que:

Cij = Z diagramas conezos

si € = Y todos los diagramas

El resultado final para H*? (que se usara para 8 — oo) es:

1
H'Z.:{ = hmﬁ—’w - E < bll z < a'l'IUa'l' > Ibm > conezos

(8.1.25)

(8.1.26)

Antes de concluir esta seccion veamos un ejemplo: si la accién es de la forma

Sets = /((Z.-'Z-' —wiz;z) + 3 ¢Pi+ (2] + 2z + B{* + By)dr

(8.1.27)

(donde coordenadas colectivas e intrinsecas estan separadas), tendremos entre otros,

los siguientes diagramas (usando los primeros tres términos de la accién como vari-

ables de orden cero):

O
Intrinseca Colectiva
6, X
€,
< zi(m)zi(T2) > < bi|b; >




Intrinseca Colectiva

3, g
L

2

g % -
J
2“

< Z:(‘H)Z;(T:) >< Z;(T3)Zj(T4) > < b.'b, >
Intrinseca Colectiva

< b.'lBﬂbj >

Intrinseca Colectiva

< b.'Ilebj >
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Intrinseca Colectiva

— —_— -— —X B)_

_ — — - ~X B|

< b;|ByBy|b; >

donde los a,c,d son conexos y b,e inconexos.

Asimismo comprobamos que:
< b|H=|b; >=< b;| By + B,|b; > +6.-_,-(Z diagramas intrinsecos ) (8.1.28)

O sea, que el problema se separa en dos espacios, como era de esperar en este ejemplo
: en este caso el segundo término nos dara una expresion perturbativa para la
“energia intrinseca” y el primero la parte colectiva. Podemos comprobar ademas, en
este ejemplo sencillo como el efecto de considerar solamente los diagramas conexos

nos da el logaritmo.
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9 Simetrias rotas : rotaciones

En esta seccién pasamos revista a algunas peculiaridades del tratamiento de las
rotaciones. No abundaremos en cuestiones que han sido tratados en otras publi-
caciones, referiremos al lector a ellas. En 9.1 aplicamos lo hecho para un grupo
general a el caso de un hamiltoniano que posee simetria de rotacion rota por el
vacio aproximado. En 9.2 reobtenemos , para el tratamiento BRST las conocidas
simetrias discretas que aparecen en los modelos unificados cuando la deformacién

es cuadrupolar..

9.1 Hamiltonianos efectivos

Comencemos por el caso sencillo de rotaciones en dos dimensiones. El generador
de estas rotaciones es el operador J3. Tenemos que el hamiltoniano del laboratorio
cumple:

[H',J3) =0 (9.1.1)

de donde se deduce que:

H =H (9.1.2)

o sea, que H es la misma funcién de las coordenadas rotadas que H' de las del

laboratorio. El operador de vinculo es

f=J-1 (9.1.3)
y de
[H,J—I] =0 (9.1.4)
entonces:
(H,I] =0 (9.1.5)

o sea que H no depende del angulo colectivo ¢.
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Ahora veamos el caso de rotaciones en tres dimensiones; aqui tenemos los gen-

eradores: Ji(k = 1,2,3) que cumplen:

[J.', J,] = if.‘ijk (9.1.6)
Los operadores de vinculo son
fv =J,-1I, (917)
y en el mismo sentido de antes.
H =H (9.1.8)

de donde deducimos que dado que:
H,J;-L]=0 i=1,2,3 (9.1.9)
entonces:
H,;])]=0 1=1,2,3 (9.1.10)

lo que a su vez implica que H no depende de ningun angulo colectivo. Para este

caso usaremos la parametrizacién de Euler:

Ty = ezp [i (¥J3)] exp [ i (8J2)] ezp [i (9 s)] (9.1.11)

(cf. Apéndice A).
Concentrémonos ahora en el caso de que el sistema posea un vacio con defor-
macion cuadrupolar triaxial. Elegimos las funciones de fijado de medida de manera

de que cumplan
[G.‘,Jj] = 1:(6.'1' + .S,'j) (9.1.12)

donde 3;; es pequeno. En particular, podemos usar las definiciones de la seccién 2.2

que satisfacen (9.1.12).
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Los hamiltonianos efectivos se construyen como en las secciones 4.2 y 7 resul-
tando

: 1 1 :
Hy; = lim[H + 5p L - Ju)? + ﬂcﬁ +16(0) log det A, (9.1.13)

HBRST = H +1:7I",7-l’,, +lv.fv

1 1_
+ 5GP + 5(Gor fultu

A
- ﬁ;P: + icuw,ﬂ,ﬂ",ﬂw (91.14)

Notamos que ambos satisfacen
[Hess, I?) = (Hess, I = 0 (9.1.15)

[Hpast, I’) = [Hpast, 1) = 0 (9.1.16)

como deben. Sin embargo, la stmetria respecto de los operadores microscopicos J, se
ha perdido. Esto elimina las divergencias infrarrojas que surgen en los tratamientos
perturbativos de problemas con simetrias rotas. En ambos casos podemos trabajar

en una base de la forma

Wip = D (8,0,%) x( intrinsecas ) (9.1.17)

donde las variables intrinsecas incluyen ademas a los fantasmas y a los §2; en el
caso del tratamiento BRST. Las ecuaciones (9.1.15), (9.1.16) implican que pode-
mos restringirnos a un subespacio I, M. El tratamiento del hamiltoniano efectivo
(9.1.14) fue ya discutido en varias publicaciones: concentrémonos en el hamiltoni-
ano BRST (9.1.14). Hasta el momento, tres estrategias distintas se han usado para

tratar a este hamiltoniano.

1) para bajos momentos angulares se puede proceder a hacer perturbaciones en
base a funciones de onda de la forma (9.1.17). Sin embargo, para valores de

I #£0, el término ,I, provee un acoplamiento grande entre grados de libertad
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ii)

iii)

intrinsecos y colectivos. Usando una técnica usual en teoria de perturbaciones,
este término puede ser eliminado por medio de una transformacién canénica.
Esto se hace en las referencias [6,7,8]. Se procede luego a hacer teoria de

perturbaciones como en el capitulo 9 pero con el hamiltoniano transformado.

Todavia para bajos momentos angulares es posible calcular los momentos de
inercia efectivos observando que las contribuciones cuadraticas en los momen-

tos angulares colectivos provienen de diagramas de la forma

;

v

El primero da la contribucion de sélido rigido y las subsiguientes correcciones

dan las interacciones de vibraciones con las rotaciones. Esto se delinea en la

ref. [13].

Para altos momentos angulares la estrategia i) no es practicable pues la trans-
formaciéon canédnica introduce potencias altas en I, que estropean la conver-
gencia. La estrategia ii) fracasa tambi én pero en este caso por la preminencia
de los diagramas con varias inserciones de §1,. En cambio, un método util en
este caso es el de restringirse a un subespacio I y alli bosonizar los operadores
I, a la manera de Holstein-Primakoff [18]. Se obtiene asi una descripcién
sencilla de sistemas a altos momentos angulares y en particular se deriva la
formula de “cranking” para sistemas triaxiales. Esto se hace en la ref. [15] y

en la ref. [14] para el caso bidimensional.
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9.2 Simetrias residuales del hamiltoniano BRST

En el modelo unificado de Bohr y Mottelson se utiliza una base producto de fun-
ciones de onda colectivas por funciones de onda intrinsecas. Alli se muestra que
existen ciertas reglas de seleccion para los valores de los momentos angulares colec-
tivos, segin sea la simetria de la funcién de onda intrinseca. Mostraremos con un
ejemplo como estas cuestiones surgen naturalmente dentro de el formalismo BRST.

Comencemos por definir los siguientes operadores hermitianos.

j,, = -ifvaﬁ"]u"ﬂ
50 = —ifuaﬁﬁaﬁ’ﬂ
J? = €apQlaPs (9.2.1)
Los tres juegos de operadores satisfacen reglas de conmutacién SU(2) y pueden

considerarse generadores de rotaciones de los operadores vectoriales 7,, 7, los 7,, ¥,

y los Q,, P, respectivamente. Es facil ver que

K, =gy + f, = [Q, 7] (9.2.2)
Ru = ju + J.? = [Qaeuw-nuna]

Es inmediato ver, usando la identidad de Jacobi, que los pares de operadores K, K,
también forman dlgebra SU(2), conmutan con la carga BRST y son operadores

"nulos” (cf.7.1.8).

Definamos ahora los siguientes operadores de rotaciéon de 180 grados
R, = RI(R!)"'RO Re" (9.2.3)
donde

R! = exp(inJ,)

Rl = exp(inl,)
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R = exp(inJM)

R = exp(irj,)exp(inj,) (9.2.4)
Notamos que

R, = exp(in[K, + K,])

= 14 operador O, (9.2.5)
esto implica que
R,|ph >= |ph > +| estado “nuld” > (9.2.6)
Tenemos también
[R., Q] =0 (9.2.7)

Ahora elegimos operadores de fijado de medida G, que satisfacen
RIG.RI? = (26., - 1)G. (9.2.8)

Este es el caso con las elecciones de la seccién 2.2, y siempre puede hacerse en el
caso se deformaciones cuadrupolares.

De (9.2.8), podemos comprobar que con la eleccién (7.1.14)para p

y por lo tanto, usando la identidad de Jacobi

(HprstRs| =0 (9.2.10)

Estas identidades implican que las funciones de onda fisicas pueden ser simultane-
amente autovectores de Hgpst vy R.,-

Pero, si

R,|ph >= —|ph > (9.2.11)

76



usando (9.2.6)
— |ph >=lph > +Q|A > (9.2.12)

entonce |ph > es un estado de norma nula a menos que para todo v
R,|ph >= |ph > (9.2.13)

De lo hecho concluimos que los unicos estados de interés son los que tienen
autovalor uno con los tres operadores R, (i.e. la representacién A del grupo D,).
Este resultado es equivalente a el correspondiente hecho por Bohr y Mottelson [1].
En este tratamiento hemos debido incluir también rotaciones de 180 grados para el

operador 1, ,R? y para los fantasmas R¢*
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10 Simetria parcialmente rota: el caso especial
de la simetria axial

10.1 Consideraciones generales

Ocurre frecuentemente que la base 6ptima para estudiar un nicleo no posee la
simetria completa del grupo de rotaciones SO(3) (6 SU(2)) pero preserva una
simetria correspondiente al subgrupo SO(2) de rotaciones en dos dimensiones; a
primer orden el sistema tiene entonces simetria axial. Ante todo, podemos pregun-
tarnos si, en general, es ésta una simetria real del problema (mas alld del método
de calculo).

Supongamos que tenemos un hamiltoniano clasico dependiente de n+3 coorde-

nadas z},...Z,,5 y sus momentos canénicos pj...,p) 3:
H= H(zé,pé) (10.1.1)

Si ahora encontramos tres variables, 8, ¢, ¥ que podemos identificar como angulos,
y sus tres momentos candnicamente conjugados Py, P, Py, entonces podemos es-

cribir los momentos angulares en el laboratorio como:
Jtl = J!(or(P’vapw’pw) (10.1.2)

donde omitimos la dependencia en i pues suponemos que los angulos tienen la
forma de los de Euler. Podemos formar también los momentos angulares en el

sistema rotante: (cf. ref. (17] y Apéndice A):
Ji = Ji(0,%,Ps,P,, Py) (10.1.3)
que son otras funciones de los dngulos y sus momentos. Los J, J; cumplen:

{J.’,J_;} = G;ij,: (10.1.4)
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{Ji, J;} = —€ijudi (10.1.5)
{Vi,J;} =0 (10.1.6)

PIEDY J;? (10.1.7)

todas propiedades deducibles a partir de las relaciones del Apéndice A. Tenemos

entonces las nuevas coordenadas y momentos canonicos del espacio de fases
Ph Pcpr Pdn 07 P ’ﬁ, Yl) ey an Pl) orey Pn

donde los P; son los momentos conjugados de los Y;. Si el hamiltoniano tiene simetria

de rotacién cumple:

{#,J}=0
{H,J?’} =0 (10.1.8)
aunque (en general):
{H,J;}#0 (10.1.9)

(eg. el rotor rigido triaxial).
Supongamos que H puede escribirse de la forma:

J?
H = HVIB(YhP‘) + Z 2(\}(}’ P)
i 1 2142

(10.1.10)
que no es un rotor rigido ya que los $; dependen de las otras variables. En este
caso se cumple (10.1.8) debido a las (10.1.6) y (10.1.7) . Ahora supongamos que la

configuracion de equilibrio del sistema es tal que:

J?
H, = HV]B(}’-“’,P:)+ZWY—O) (10.1.11)
i A R A |
con:
g0 = &9 (10.1.12)
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y el supraindice (o) indica valor de equilibrio. La condicién (10.1.12) nos dice que

el sistema es, en el equilibrio, axial:

{H°,J3} =0 (10.1.13)
Sin embargo, fuera de él:
JoJy, 1 1
{H#,Ja} = =5 3, gl) (10.1.14)

de lo que concluimos que la simetria axial se preservara si:
S, (Y, P;) = Su(Y:, P;) (10.1.15)

para todos los valores de las variables Y, P ; es decir, si las excursiones de las otras
variables son incapaces de romper la axialidad. Esto ciertamente ocurre en un
cuerpo rigido, aunque dificilmente en un nacleo “blando”.

Resumiendo lo hecho hasta ahora concluimos que con la simetria azial ocurre lo
contrario que con la simetria de rotacion en sistemas finitos: la una es valida sélo
como resultado de una aprozimacion, mientras que la otra vale siempre y sélo se

rompe en una aprorimacion .

10.2 Los espacios H,yy, Hz y Hy

Como es bien sabido [1] cuando el campo medio de un sistema cudntico posee
simetria axial no es posible definir el angulo intrinseco en torno al eje de simetria.
Esto significa, en general, que el sistema no rota colectivamente en torno a ese eje.
En nuestro caso , esto se pone de manifiesto en que no podemos encontrar una

funcién de fijado de medida G, tal que aproximadamente:

(i.e. una funciuén que fije el angulo colectivo ¥). Puede verse entonces que el

tratamiento de la seccidon precedente no puede extenderse sin mas a este caso.
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Una posible estrategia es no introducir la coordenada colectiva . Consideremos

la familia ( no grupo) de operadores
T(6,p) = ezp [i(0J2)] ezp [i (pJs)] (10.2.2)

Suiguiendo un esquema idéntico a el de la seccion 5 aunque con ¥ = 0 obtenemos
el espacio H; de funciones de onda que dependen de los angulos colectivos 8 y ¢

(aunque no ¥). En H, las funciones de onda fisicas son las anuladas por los vinculos

.fl JI—P0=J1—I-1

fa

Jz - P.;,COSCCO 4 cot0J3 = Jz - I-z (1023)

donde hemos definido los operadores:

Il - Po
I, = P,cosecd — cotfJ, (10.2.4)
Se cumple la relacion:
[f1) f2] = —icotb f, (10.2.5)

que nos dice que f;, f; forman un conjunto de vinculos de primera clase pero donde
la constante de estructura de su algebra depende de las variables. Una base de H;

es la de funciones de onda
|Wrae >= dhsp(8) eMO| K, intr > (10.2.6)

donde los d};(8) son la parte dependiente de 8 de las autofunciones del rotor rigido
axial (ver [21]).
IMK >=d} (0)eMee'X? (10.2.7)

y |K,intr > son funciones intrinsecas tales que:

Ji|Kintr >= K|K,intr > (10.2.8)
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El espacio H; se construye con dos muitiplicadores de Lagrange 2, , 2, y el

espacio H, con dos juegos de fantasmas. Por ultimo, la carga BRST es, en este caso
i
Qf = P17TI'1 4 Pzﬁz + f1171 + sz]z - 5 cotf 717272 (10.29)

Otra posible estrategia, que lleva a un tratamiento de apariencia mas familiar,
es la de introducir tres coordenadas colectivas como en el capitulo anterior, aunque
imponer dos (y no tres) funciones de fijado de medida. Los espacios H; , Ha y Hs

seran como en el capitulo anterior. La funcion de fijado de medida es:

p= Qlﬂ'l + Qzﬂ’z + ﬁl(Gl/F - (A/ZFz)Pl) 4 ﬁz(Gz/F - (A/ze)Pz) (10210)

Hppstr = H +imm +im@ + 0 fi + Qo f;

1 A 21
+F(GIP1 + G P,) - ﬁ(Pf +P)+ ) Fﬁ.-[G.-,f_,-]nw

ij=1

2
1
+ E }fvﬁi[Gi) .f3]17w + ifuwaﬂuﬂ'unw (10.211)

=1
Verifiquemos ahora una importante simetria de Hpgsr Supongamos que elegi-

mos funciones de fijado de medida G,, G, tales que satisfacen
[Gl, Ja] = 1Gz (10.2.12)

(G, Ja] = —iG, (10.2.13)

es decir que se transforman como las componentes 1 y 2 de un vector. Tenemos

entonces que

siguiendo un razonamiento del todo andlogo al de la seccion 9.2

[Hprst) K3 + K3 = 0 (10.2.15)
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y que podemos clasificar a las autofunciones de Hggpsr por el nimero cuantico
asociado a esta constante de movimiento. Concluimos como en 9.2 que las funciones

de interés son aquellas que cumplen
(K3 + K3)lph >=0 (10.2.16)

es decir, aquellas invariantes frente a una rotacién de angulo arbitrario de todos los
operadores vectoriales (incluyendo los fantasmas) alrededor del eje 3.

Aparte de esta simetria , debemos por supuesto considerar también la de rotacion
de 180 grados alrededor de un eje perpendicular al 3. Notemos por ultimo que éstos
operadores de simetria conmutan con el operador numero de fantasmas, de manera

que podemos trabajar todavia dentro de la representacion de cero fantasmas.
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11 Conclusiones

Durante el curso de este trabajo de tesis se resolvieron varios problemas que habian
quedado pendientes hasta el momento. Por un lado el método de Gervais, Jevicki y
Sakita tenia problemas en que los resultados no eran correctos con ciertas elecciones
de las funciones de fijado de medida. La razon de esto es que la fé6rmula de Faddeev-
Popov sobre la que se basa este tratamiento no vale, contrariamente a lo que se dice
en muchos textos, para cualesquiera funciones de fijado de medida (en el apéndice
C se discuten algunas condiciones que estas deben cumplir).

La generalizacion del procedimiento andlogo a la medida de Lorentz a casos no
abelianos presentaba asimismo problemas en parte debidos a la incorrecta exponen-
ciacion del determinante de Faddeev-Popov de este caso, y en parte a la dificultad
del tratamiento si no se conoce bien el espacio de Hilbert. El tratamiento BRST
es, como se dijo, mucho mas sencillo. Parece no padecer de problemas asociados a
la eleccién de funciones de fijado de medida, al menos para elecciones razonables.
Asimismo, varias discusiones acerca del ordenamiento de operadores asociados a
la integral funcional quedan obsoletas en este tratamiento, ya que no se presentan
ambiguedades en él. La integral funcional puede, por supuesto, construirse a pos-
teriori, pero esto se hace en base a un espacio de Hilbert que se conoce bien. En
resumen, seitalemos que el tratamiento BRST es mas sencillo y claro en todos los
ejemplos que conocemos.

Quedan pues por hacer varias aplicaciones de los métodos aqui descriptos. Los
tratamientos clasicos de coordenadas colectivas en base a corchetes de Dirac y
BRST no han sido, que nosotros sepamos, discutidos previamente. Podrian hal-
lar aplicacién en teorias de perturbaciones cldsicas con simetrias rotas (un caso
muy frecuente). Tampoco han sido discutidas de esta manera (al menos dentro de

la fisica de muchos cuerpos) coordenadas colectivas asociadas a grupos que no sean
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de simetrias (por ejemplo asociadas al grupo que incluye las dilataciones). Final-
mente, creemos que estos métodos hallarian aplicacion en calculos perturbativos de
bariones en modelos como el de Skyrme; y en general, en el tratamiento de objetos
extendidos en mecanica estadistica.

En resumen, creemos que estos métodos pueden ser utiles para el estudio clasico
y cuantico de sistemas con coordenadas colectivas y en particular con simetrias
rotas, que sean tales que la descripcion hamiltoniana sea la mds natural o la unica

factible.
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A Apendice A: Algunas propiedades de los gru-
pos de Lie

A.1 Propiedades generales

Supongamos que tenemos K funciones J; ¢ = 1,..., K que forman con el corchete

de Poisson un algebra de Lie:
{Vi, Ji} = cijedi (A.1)
donde las c;j, son las constantes de estructura. Se cumplen las identidades:

{Ji, Ji} = —{J; Ji}
> {UnJihd}=0 (A.2)

1,7.k ciclicos

que implican:

Cijk = —Cjik

Z CijkcChim = 0 (A.3)

ijl ciclicos
Supondremos ademas que los c;j, son totalmente antisimétricos ( esto siempre puede
suponerse si el grupo es semisimple, ver (2] para una derivacién detallada).
Definimos:

Ji

]
~~—

Jia } (A.4)

de (A.3) obtenemos:
{575} = (4, Ji] (A.5)

donde [, ] denota conmutador. Esto implica que las J; satisfacen con el conmutador

[j;,jj] = C;J'kjk (AG)
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Con este algebra podemos generar un grupo de transformaciones

parametros ¢; por ejemplo a través de:
Ty = ezp [ ¢iJi]

De la ley de composicion del grupo:

Ty = TyTs
¢i = fi(¢',9)
definimos:
ia(#) = Gl
Nie(¢') = %lé:o

y sus inversas:

Ci'jn;'k = &;

Giinie = b;j

Segin (A.9) a primer orden:
T(¢; + mjx 6i) = T(6¢)T(¢e)

pongamos:

8¢5 = ji i

= (r;60; = 6%

nos queda:

T(¢; + 6¢;) = T((i; 60;) T(dn)
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= [T(8; +66;) — T(;)] T7'(bx) = T(Cy; 645) — 1

Como la relacion es a primer orden:

or _ ,
547 $¢; T l(ff’k) = T(ij6¢j) -1
j
Utilizando la definicién (A.7):
or , -,
59, T8¢, =1+ Julij6¢;) — 1
or , . _ =,
= EJ;T 16¢j = ZJkaj6¢j
Como las variaciones §¢; son independientes obtenemos:
orT . -
%T 1 _ ij']k (A.ll)
y con un procedimiento igual:
oT -
-1 —- — .
T 90, Ciej (A.12)
Ademas de:
TT'=1
obtenemos:
orT éTr-* 8T"! oT
- T'+T = T+T ' = A13
04; 0¢;  0¢; 0¢; (A.13)

Las férmulas (A.11), (A.13) han sido derivadas en base a (A.7) pero son validas
para cualquier buena parametrizacidn.

Veamos ahora una relaciones diferenciales para los 7,(:

oT .
8°T . . 8T
sode; Tt G gy
= G T+G; i Je T (A.14)
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donde la coma indica derivada. Similarmente:

&°T
0¢;0

Restandolas y multiplicando a derecha por T~!:

=Cu; T+ ;T (A.15)

(C:'j'l - C’I“-j) j" + Cllq C:l [jln jr] =0

donde hemos permutado los indices en el segundo término de (A.15). Usando las

constantes de estructura y permutando indices nuevamente:
Chja — Chtj + Caj Cot Cabe =0 (A.16)
Similarmente se obtiene:
Cjt — Cit,j — Caj Cbt Cabke = 0 (A.17)

Estas relaciones implican otras entre las inversas n y n':

! / ’ / /
Mps Mjrp — Tlpr Njap = Crou Mju

Mos Nirp = Npr Miep = —Crou Nju (A.18)

A.2 Relaciones de conmutacion

Usando estas féormulas estamos en condiciones de calcular los corchetes (2.3.24),

(2.3.25), (2.3.26) y (2.3.27)

{Ii, ;} = {niP1, MmjPm} =
= {T’“’Pﬂl} Mmj H - {nm;n -Pl} i Pm
= Mij Mmj Pl — Mmj MiPrm
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cambiando indices:

= (Mki;m Mmj — Mhjom Tmi) P

usando la segunda de (A.18):
= —CijulleuPre = —€ijuly

de donde:
{5, I;} = —cijuly

De esta relacion surge inmediatamente que:

{fi, i}y ={Ji = L;; J; = L;} = cije(Je — I) = cijufe
Calculemos ademas:

{F:"FJ'} = {CUl’Ju e Pi)ijJw - PJ} =

"'Ju Cui.j + ij,l' Jw + Cul' CwJ' {JWJW} =

Cul' ij cuurr']r - Cm'.j Jv + ij,i Jw =

(Cum,k - Cuh.m - Clh Crm c,.,u) Ju=0

A.3 Especializaciéon al grupo de rotaciones

El grupo de rotaciones estd generado por el algebra de momento angular:
{J;, JJ} = E,'ijk 1= 1,2,3 (Alg)

donde los J; son momentos angulares y ¢;;;. es el tensor de Levi-Civita.
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Dos parametrizaciones utiles para este grupo son:

Ty = exp [3_ ¢iJi]
llamada candnica y la de Euler:

Té = e\l’-’: eaz-’z ev-’:

Con estas parametrizaciones tenemos, para la candnica:

i ¢ ¢ $id $ ¢ ¢
{ :’]J: } = 6jk§cot§ + ¢,_zk (1 - §C0t§> = EjklE"

Cik ¢ #? ¢

y para la de Euler [21] son las que se deducen de las relaciones:

¢2

I, = cosy Py + siny cosecd P, — cotf siny Py
I, = —siny Py + cosy cosecd P, — cotl cosyp Py
I, = Py

con:

I; = n;P;

{ ik } _ th.sin¢ + PP (1 _sin ¢> N fjk1¢z(1 — cosd)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

En general, es facil ver que los { y los {’ son los que conectan componentes del

vector velocidade angulare expresadas en el sistema rotante y laboratorio respecti-

vamente con derivadas temporales de los angulos en un rigido :

[ _ OL _ OL 84 _p.0%;
YT Bwi T 0 0wi 7 Bw;
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de donde comparando con (A.25):

0¢;
N5 = " (A.26)
De esto deducimos inmediatamente que:
Ow,
el = v (A27)
oL

Las mismas férmulas valen para los {’,n’ pero con w expresada en la base laboratorio.

B Algunas propiedades de la carga BRST

En este apéndice probamos algunos resultados utiles sobre la carga BRST . Comen-

zamos por dar un operador R

R=R|('? (B.1)
donde |(| es el elemento de volumen del grupo y R es el operador hermitiano
1
R= exp 5[ Aab('r’a"rb - 7"6770)] (B2)
y la matriz A es el logaritmo de la matriz 7,,(®)
€xp [A]au = TNva (B.3)

Siguiendo calculos faciles aunque bastante largos se prueba [20] que este operador

lleva la carga BRST asociada a los vinculos F; a la asociada a los f;
Qr = RQ;R™! (B.4)

Si |¥f > y | ¥ > son estados del espacio H4 con la métrica < | >y , entonces

podemos construir los estados |¥F > y |¥F > .

RV >=|9F > (B.5)
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que cumplen

< ‘I’lpl‘l'lp >r=< ‘I'UI‘I’” >t (B.ﬁ)

Similarmente, si O; es un operador que actua en el espacio H4 con la métrica

< | >4 construimos

Or = RO,R™! (B.7)

< UFI0p|WF >p=< ¥V|0/|¥% >, (B.8)

Como aplicacién de esta transformacion vemos que se prueba con ella inmedi-

atamente que:
[Qp]z =0 = [Qf]z =0 (Bg)

La identidad de la derecha es trivial, mientras que la de la izquierda no.

C Angulos
C.1 Angulos clasicos
A los fines de este trabajo, dado un conjunto de generadores d; que cumplen:
{diyd;} = cijdr 24,5,k =1,.., K (C.1)
llamaremos dngulos a un conjunto de funciones que cumplan:
{6:,6,} =0

{6:,d;} = n:;(0)
y ademas:

det n;;(8) # 0 (C.2)

ésta ultima al menos en casi todos los puntos. Debido a la (C.2) podemos escribir:

¢ix(0) mi;(6) = &; (C.3)

93



{8i,d;Cie} = {6i,d;} Gk = Ginmij = &y (C.4)

Definiendo:
Py = (jud, (C.5)

obtenemos:
{6;, P} = &; (C.6)

de donde hemos obtenido las coordenadas canénicas del espacio de fases de 2K

dimensiones que incluyen al grupo.

C.2 Angulos cuanticos

La definicién de dngulos cuanticos presenta nuevas dificultades. Por un lado, las
funciones de onda estan definidas para un cierto intervalo de valores de los angulos,
y se repiten periddicamente mas alla de este intervalo. Esto nos conduce a que
los momentos asociados tomen valores discretos; ya que la transformada de Fourier
de una funcién periédica nos lleva a una serie de Fourier. Esto nos presenta con la
dificultad de que para construir integrales funcionales necesitamos valores continuos
del momento, y angulos definidos entre —o0o y +00. Comencemos mostrando cé6mo
superar este problema para un ejemplo sencillo: el de rotaciones en dos dimensivnes.

Si clasicamente tenemos:

{8,J} =1 (C.7)

donde J es el generador de estas rotaciones deseamos extenderlo a operadores asi:
[0,J] =1 (C.8)
Si introducimos las funciones de onda |I >:

JII >=I|I > (C.9)
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calculamos:

<I'lf6,J)I >=i<I'|l >=> (C.10)
< IIIOII > (I— I’) = i&[p

lo que nos dice que los elementos de matriz son o cero o infinitos. Para evitar estos
problemas levantemos la condicion de p’eriodicidad de las funciones de onda. Esto
nos lleva a aceptar valores continuos de I. Definamos pues las funciones de onda
(no normalizables):

<9I >=¢€l? (C.11)

y el operador “rotacion de una vuelta entera”:

S =e*"% = ™Y (C.12)
adonde hemos definido:
J=-ig
9,J) =1 (C.13)

Claramente las funciones de onda periddicas seran aquellas que cumplan:
S|®>=|®> (C.14)
Si, en particular H cumple:
(H,S]=0 (C.15)

entonces la evolucién no nos sacara del subespacio (C.14), y podemos trabajar
tranquilamente con el conjunto (de valores continuos de I y angulos definidos en
todo el espacio) a condicién de que los valores iniciales y finales los tomemos entre

este subespacio.
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El operador angulo 8, claramente no cumple (C.15), pero si lo hacen por ejemplo:

sind , €° 0 mod2m; etec.

En nuestro trabajo nunca incluiremos factores que destruyan (C.15), en partic-
ular las condiciones de fijado de medida las tomaremos periddicas.

La generalizacion para grupos de mas dimensiones es sobre las mismas bases,
habiendo varios numeros cuanticos cuyos valores en los extremos de la integral
funcional se tomaran pertenecientes a un conjunto discreto pero que para estados
intermedios aceptaran un continuo de valores. Los valores que pueden tomar los
momentos y los intervalos de periodicidad de los angulos dependen de las carac-

teristicas globales del grupo y de parametrizacion.

D Funciones de fijado de medida
D.1 Condiciones de validez

En esta seccion estudiamos las condiciones que deben cumpliar las funciones aux-
iliares G; para conducir a resultados correctos en el tratamiento cuantico en el
formalismo de Faddeev-Popov con las condiciones de medida “de Coulomb”. En
efecto, como ya se dijo antes, éstas no son totalmente arbitrarias como a veces se
dice en los textos. Es interesante hacer notar que los problemas que se presentan en
el formalismo de la “medida de Coulomb” no parecen presentarse en el formalismo
BRST.

Hemos visto en 3.2 que la condicién crucial para la derivacion de la f6rmula de

Faddeev-Popov es que

, G §G; ,
C = [ILD@P) exp [~ 3 75 detl g nil6(miP2) (D-1)
sea realmente una constante. Para ello habiamos supuesto que:
§G; ,
6_1); = {Gia¢1} =0 (D.2)
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o bien, en el sistema rotante:
{Giy9;} =0 (D.3)
Lo que nos da una condicién para las G;. En este caso (D.1) resulta, por cambio

de variables:
C = [ WLD(@P) expl - 2] 5(P) (D.4)
El problema que surge es que el dominio de integracién de estas (infinitas)
integrales cambia al hacer el cambio de variables; puede ocurrir entonces que (D.1)
no dé una constante, sino que su valor dependa de las variables fisicas, ya que de
ellas pueden depender los limites de integracion. Cuanticamente, como vimos en
la seccién 5, este problema se interpreta recordando que el factor (D.1) surge de
extender el producto interno al espacio sobrecompleto de de manera que coincida

con el para el subespacio fisico:
/ Eﬁ ’ /
< ph'le~ X 7 det(G;, P;||lph >= const X §yp pne (D.5)

que nos dice que el producto interno entre estados fisicos es una constante en la
diagonal. La condicién de que (D.1) no dependa de las variables fisicas (o la de
que se cumpla (D.5)) es necesaria para que los resultados que se obtengan sean
correctos. Como estas condiciones son dificiles de manejar, las sustituiremos por
otras nuevas (aunque mas fuertes).

Si tenemos el conjunto de vinculos f; tales que:
{fo fi} =cijefe 4,4, k=1,.,K (D.6)
pediremos que las funciones de fijado de medida cumplan:
{Gi, fi} = Rii(Gl) 4,j=1,..,K (D.7)
donde las R;; son funciones de las G (y sélo de ellas) que cumplen:

det Ri;(G)) # 0 (D.8)
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para casi todos los valores de G;.
El sentido de (D.6) y (D.7) es que las f; junto con las G; formen un espacio
de fases entre ellas (i.e. que los G; sean angulos en el sentido del apéndice C).

Pediremos ademads, (aunque esta condicién se puede relajar):
{G;,G;} =0 4,j=1,.,K (D.9)

De (D.8) vemos que podemos definir §;; tales que:

Si;Ry = 6a (D.10)
y:
{G:i, Sufi} = {Gi, £3}Si = Ri;S;l = a (D.11)
Poniendo:
Fy=5,4(G) f; (D.12)
tenemos que:
{(Gi, R} =64 i,0l=1,.,K (D.13)

Lo que hemos hecho es dar coordenadas candnicas para el espacio de fases que
contiene al grupo de medida y los “dngulos” como en C.

Ahora, en el sistema de laboratorio tenemos el conjunto de coordenadas y mo-
mentos: {#;,P; , z},p;} de donde podemos extraer el conjunto: {¢;,P;, 4.(z',p})}
de donde los A, son obsevables fisicos que conmutan entre si (y con los ¢; y P';).

Gracias a (D.13), puede existir una transformacién canénica que aplica:

¢ — G;
P - F
A - A, (D.14)
y claramente:
{Gi, A} ={F,,A } =0 (D.15)
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Por otro lado:

fi=0=>F=0 ij=1,.,K (D.16)

{F,A}=0= {f;,A,} =0 i,j=1,..,.K (D.17)

o sea que los A, son observables fisicos.

Suponiendo que éstos resultados se preserven al pasar a operadores, se cumpliran

cuanticamente:
Filph> = 0 (D.18)
(D.19)
[GiyAr] =0
(D.20)
[Fi,A] = 0 (D.21)

y podremos etiquetar las funciones de onda fisicas de la siguiente manera:

Elphvah ey >=0

A.|ph,a;,...,an >= a.|ph,a1,...,an > (D.22)
Entonces, para cualquier funcién de los Gy, h(G):
< ph'yay, ..y an|R(Gi)|Phy @y, ..y 80 >= 84,01 -.-8ara, X constante (D.23)
donde (si G puede escribirse como variable continua), la constante vale:
cte = / R(G) TL 4G, (D.24)

ya que (D.18) nos dice que las funciones fisicas no dependen de las variables de

medida G; y, en particular, se cumple (D.5).

99



Para dar un ejemplo de lo hecho, vayamos al modelo simple de 2.1; tres maneras
posibles de imponer la condicién de fijado de medida para pasar a coordenadas

polares son:
i) Gi=q@ o G| =g, cos ¢ —q) sin ¢
ii) G: =2 & G, = tg (¢ - arctg gz)

ili) G3 = arctg B & Gy = ¢ - arctg 3%
1

y el vinculoes f=J - 1I:

Tenemos que:
i) {Gu,.fl =@
ii) {Go, f}=1+G2
iii) {Ga, f} =1

Las funciones G, y G3 cumplen la condicién (D.7) y conducen a resultados cor-
rectos, mientras que la i) no las cumple y se puede probar que conduce a resultados

incorrectos (cudnticamente).

D.2 Dos ejemplos de condiciones de medida para las rota-
ciones.

Supongamos que tenemos un sistema que rota en torno de un eje (que llamaremos z).
Consideremos que el sistema es deformado cuadrupolarmente; es decir que existe un
conjunto de magnitudes tales que responden ante dichas rotaciones como un tensor

cuadrupolar y que tienen valores de expectacién no todos nulos a primer orden.

_[Qu Quz\_[(QF O n Q) - ’
Q“(Qu sz>_( 0 Q§)+( » Q;,)*Q"*Q (D-25)
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Por ejemplo, para un sistema de N particulas:

N N
Qij = Z an?Q; = Z ma(qgiqz_j + Q? q;" ) 1'7.7 = 172 (D26)
a=1 a=1

donde ¢° son las coordenadas de la a-ésima particula en el sistema rotante.

Podemos reescribir las tres variables independientes de la siguiente manera:

Qi = ( cosf —sind ) ( (diagonal) ) ( cosf  sind ) (D.27)

sinf cos# —~sinf cosf

de donde:

2Qi  _ _2Qi, + 2Q1,(Q1, — @3,)
Qu-Q2 Qi—Q3 (Q% — Q3)?

Podemos poner ahora cualquiera de las tres funciones intrinsecas:

tg 260 =

o (D.28)

G1 = tg 29
Gz = tg 9
Gy =0mod (D.29)

todas las cuales tienen el sentido de llevar al sistema a “ejes principales” y cumplen
la condicién (D.7) para ser “buenas” condiciones de medida. En particular, si

tenemos una sola particula:

2 2(2
1920 = hE _ () = 0= arctgiz- (D.30)

- 1 (B @

y nos reencontramos con las condiciones (ii) y (iii) de la seccién pasada. Notamos

que de las tres variables independientes del tensor cuadrupolar hemos extraido sélo
una que se porta como un buen angulo.
Pasemos ahora al cono tridimensional, donde supondremos que tenemos nueve

magnitudes en el sistema rotante que se transforman como un tensor cuadrupolar.

Qii = ?i 6l'J' + Q:J 4,7 =12,3 (D31)
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(cf. por ejemplo, (2.2.15)). Suponemos, como antes, que @ es no nulo a primer
orden: pero ahora agreguemos la restriccién de que los valores medios QY sean
todos distintos (lo que quiere decir que exigimos que a primer orden el sistema
no sea axialmente simétrico). Nuevamente, siguiendo un razonamiento igual al de
(D.25) ponemos:

At04 = diagonal (D.32)

donde A depende de tres parametros G, G3,G3 , esto los determina en términos de
los elementos Q;;. Ahora, como Q puede escribirse como un valor “de equilibrio”

mas “una perturbacion”:
AV Q. + Q)4 = diagonal (D.33)

podemos hallar los elementos de A en términos de una serie de Raleigh-Schroedinger
para los autovectores de Q en potencias de 1/Q, ;;.

Estos calculos perturbativos pueden hacerse ya que la matriz Q, es no degener-
ada por la hipétesis de triaxialidad; si en cambio fuera degenerada entonces habria
un angulo que no tendria un valor definido a primer orden (lo que es claro con-
siderando que a ese orden seria un sistema axial y los “ejes principales” no estarian
definidos).

Podemos escribir la matriz A en alguna parametrizacion en términos de los
angulos G;, G, G; y, comparando con los resultados de la serie perturbativa deter-
minar G; como funcién de los Q;;. Es facil comprobar que por su misma definicién
los angulos G; asi definidos cumplen la condicién (D.7); y que G; = 0 impondra la
condicién de que el sistema rotante sea tal que a todo tiempo el tensor cuadrupolar
(en ese sistema) sea diagonal. Para este caso, es cémodo usar la parametrizacién

canénica (cf. Apéndice A), donde:

(1 —cosG) . sinG

A_,'k = 5_,',.6080 + GJ'GI. G2 — €5kt G

(D.34)
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con G = \/’G? (D.34)
2 1 1
que tienen la til propiedad de que conduce a:

{G;,G;} = 0
{G:,f;} = &+ ordenes superiores (i,j =1,2,3) (D.35)

es decir, que los G; son (a primer orden) candnicos conjugados de los J;.
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