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0.1ntroducclbn

Un problema central del Algebra Conmutativa Computac1ona1 es
el de saber decidir efectivamente s1 un polinomio f , en las
indeterminadas Xi , IZ'En , a coefic,orïes en un cuerpo K,
puede ser representado comocombinac1on lineal (a coeficiunies
polJnomiales) de otros polinomiosf¡,...,f. prefijados.

El caso particular más importante es aquel en el cual f es
igual a 1. Hilbert donostró que esa condicion de naturaleza
algebraica es equivalente, en el caso en que K sea algebraica
mento cerrado“ a otra de caracter geométrico} los polino
mios f¡,...,f_ no se anulan simultáneamente en ningún punto de
K". Este teorema, conoc1dn con el nombre de “Nullstellensatz” ,
es de gran :nterés en la Geometría AlgeOraica ComputaCional
debzdo a sus d versas aplicaciones. Uncorolario del Nullstellen
sata, estrechamente Vinculado con el problema general en que el
pol nomio f es arbitrario, presenta también un contenido clara
mente geométrtco z Para que exista una poter’ia f" de f que se
pueda representar comouna combinacion lineal de los polinomios
f;,...,+_ es necesario y suficiente que, en K", cada cero comúna
f¡,...,+. sea también un cero de f.

Las investigaCJones de los últimos años han demostrado que
el caso general es inherentemente "de un orden de complejidad
superior" al del caso particular en que f es igual a 1 o se lo
reenplaza , comoen el corolario recién mencionado. por alguna
potencia . Asi, las sospechas de que los problemas geométricos
son mas “complejos” que los algebraicos, han 1do aumentando. A su
vez. estos resultados alimentan las esperanzas de contar. en un
{utlro cercano, con técnicas suf1c1entes de calculo +ormal como
para resolver, de un modoe+1Ciente, problemas concretos que
encxentren un planteo preciso en el campo de la Geometría
Algabraica Clasica. El espiritu con que ha sido escrito este
franajo corresponde a esta clase de considerac1ones y por eso
atiende tres aspectos. básicos. En primer lugar, tiene una
intencion pedagógica ya que es razonablemente autocontenido y
todas las demostraciones que se dan o se citan son accecihles a
los no especialistas. En segundo lugar, algunos de los resultados
tienen un interés mas bien teorico ya que par1cen reforzar la
tesis de que los problemas geométricos , a diferencia de los
puramente algebraicos, ponden resolverse eficmentenente mediante
el cálculo formal (secc10ues 2, 4 y 5). Por ültimo.los resultados
de interés practico consisten en algoritmos basicos de la
Geometría Algebraica Computacional acompañados d? sas repectivos
análisis de CDMDIEJldad, cuyas cotas son óptimas en todos los
Casos (secciones 2, 3 y ó; ver también [C-G-H 1] y LD-F-G"SJ).
Eklüten otras aplicaciones Fuera del campo 19 la Geometría
chvbraica. For ejemplo en Geometría Real (ver [bo] y [Hen
Ro-So 1,21) c en Algebra (ver [Fi-Ga] y [Fi)).
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Básicamente, estos resultados fueron obtenidos combinando
"Desigualdades de Bezout" con métodos de "dualidad" de la teoria
de modulos de tipo finito sobre un anillo de polinomios lo, en un
lenguaje más geométrico, haces coherentes sobre un esquema
proyectivo).

Vistas las cosas de este modo. se pueden establecer dos
puntos de contacto entre las técn1tas de [Br] y las adoptadas con
posterioridad. El primero es el Lemade NormalizaCion de Noether

¡en coordenadas genéricas: es relevante tanto en lo relativo a la
forma de Chow , cuanto a las De91gualdades de Bezout. El segundo
es 1a analogía existente entre el significado Homologico de la
integracion de formas diferenCLales y la dualidad algebraica a la
que hicimos referenc1a.

Si bien el aspecto {undamental de la conjetura fue resuelto
completamente, en este trabajo damos una soluc16n de+init1va=
max {gr(a¿f¿) : lájZ l es menor o iqual que dn (Corolario (2.8)).

Comentemosahoragel contenido de los diferentes paragra+os.

El 51 trata sobre las "Desigualdades de Berout" que se usan
en los 56 siguientes . Fue EGCFltÜcon el +1n de establecer
enunciados tal vez menos generales pero más apropiados a
nuestros requerimientos que los que se encuentran en la litera
tura especializada de Teoria de InterseCCion. Las demostrac1ones
que damos aqui son elementaleu y usan las ideas desarrolladas en
[He]. La Proposición (1.7) es de especial interés en la secalon
siguiente. ï

El; 92 contiene los teoremas centrales del trabajo. Los
'resultados que se necesitan para las aplicaCiones fueron engloba
d0e en un unico enuncnado (Teorema 2.2)) que de este modo los
devuelve en íorma de corolarios (Corolarios (2.3) a 2.8)). Hqul
damos soluciones óptimas a problemas de pertenencxa y representac
cion de tipo gngÉLCLEQ. Estas soluc1ones muestran que todos
eeus problemas pueden resolverse mediante algoritmos que unica
merte requieren algebra lineal sobre el cuerpo de base y que
tienen complejidades simplemente exponencial en secuencial y
pol nomial en paralelo.

Digamosque todos los algoritmos de este trabaio pueden ser
rea :zados por una red aritmética con INPUTSdel cuerpo de base y
UU':J15 de una EHtEhSlÓndel cuerpo de base con “suficnentes
elementos“. La cantidad de nodos de la red es la complejidad
SelwüHCial y la pro+undidad (cantidad de nodos en el camino mas
‘ "uu entre INPUTy ÜUTPUT}es 1a complejidad paralela. Para la

nn de red aritmética referimos al lector a [vzüJ

El 53 consiste en un análisis alqoritmico exhaustivo del
Lena de Normalización de Noether. Como consecuencia obtenemos un
algvritmo para el cálculo de la dimenSion de una variedad
algneraica. Otras consecuenCias se desarrollan en las secciones
Gif :entes para rflsover problemas de pertenenCia
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¡un u,!, _'Qu á A" A.
(M.x)

n““'xA‘
(M.xM)

\
v

y

l

i

l

y

. . . . - /c nt;nuuc1on resumlmos las prop1pdudes que
ñ L ." ¡trcezntgag emm; sabnr «¡e ¡L .

I

.3.? Lema (tHel Lonmal‘

.h
V

Se Éverifican:
l

la teatriccíón EL .‘D UIPara ’tcdo 5. lajïp
dominanté.
La extenaíón Pía““'ïA'] c K[n“"xV] inducida por p
algebraiua seszable. '

..'l

O c A“" tol que
es un morfísmo finito.Existe un abierto no vacia La restricción

de Qv de Gx} en ÜxA“
lgríV)'=yig.

l

Z [K(A”"'XW5):K(A“”“XA')]
líjS; ’

Prcposicíón a
7 I

. . . 4cerrada equldlmenslonal con
w1,....wp Sean

Sea V c A“ una subvarindad
4im(V) F' r y componentes irreducíbles _
X1;...,Xn coordenadïs afines en A” . Entonces exigte un
abierto no vacio 0 u A“"“ tal que sí ME O e íYl,...,Fr)
fiXl..”.,Xn)M son _las combinaciones K-líneales de X1.p...Xn
inducidas por la matriz M. se verifican: ' i

I

Wi —r-¡Vél mcrfiamo lineal
v7

'1Sjíp .es finito
l) Para todo j

inducido pox M

) gr(V) [V(NJ):K(A')]

Demostracii l

di!
a,

qug V ü U)¿enüralídad se pwrde suponer
- A“"' un ahiérto no "acia tal que si M

(21.....XnJM5entJnces se verifican:

pérdida
e. Sea O

Sin
irreducibl
U e-‘

m

f : inducido por H. es!finíto
i I

H(V) uinducida porgf .

V1.,...Yr) ’

ï) 4fl'morfísmo linaal
_ J" '2) Uáfextensión da cuerpos ïíit) es

qaparable. ‘
L i :

¡Tal{Ü existe por 93 Lema de Normalización de Nzether yzul ha“
'ho fic que K es agwbraicamente perra'o)

l ’ r

""'“'_" "F m w-w ——CW»
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4qu el Lema (a.

i para ¿odo y n U:,; nf
Í ¡

I .

Sea F É R” —«—A' el marfiismo lineal nducido par M.

2) , áxiste un abierto U c A" ta] quu¿

'(ï) = ÍKiU).K(A')]

Entonces . f = F V y E(y):= P"(y) es un subespacio afin
dG A“¿¿ Luego, 1a Jfiuflldad antemfior puede lecrse:

I ly - l:
¡S . nm(y)nv = [KgV):K(Av)J H

¡ AI

i l

Écr el tema (1.3.2) podemos suponer que lu restvíwcion
del morfismo Q : AHW'xV_mmA“ “xhr de (1.3.1) al abierto O
tiene fibra finita. Lai resultalque: á

grcv) = [K(A““‘xV):K(A”""xA”ï}

! = fii“(M.y)

= HE(y)nV

= [K(V):F{Á')]

i¡ l
como queríamos demostrar .

I a

i s 3

i l

Séa R:=K[X1,....Xn] el anillo de polinomios en. las
indetelminadas X1....,Xn sobre K. Sea I un ideal de R y sea
A2=R/ï. Denbtemos por dim(A) a la dimensión de Krull 'he la
K-álgfipra A;¿ r '

de I es gr(I):=gr(V, dondeíü esSi I es primo. el grado
1 . v - . a .- a . . . ‘E¿o subuarlecad algrbralca del capac;o uïlñ An def1n1da upor I
(ver .ñr ejemplo (Nel). Si I es primario. sea n:=r¿l(l) el
Indie 1 de I. Ertonces n es primo y Au es un anillo artáníano
dr longitud finita Long(An). a

I

[+Íínñrión
ï ' .

I' . .. . . 'Ïx_. Bupóngasé; ue ul 1deal 1 es prlmarlo y sea n:=radl1v el
ifiáicpg de J. ¿Ficures el 32399 de I es '

:1} z;

“i gr(l) := lonvéAn)gr(n)¡ ï
r' ' - L

. I l .

fi}: ganaralmente si todos los ideales primas asocáaüos aEié;0ñ la misma altura (1.a. Si I es no mezc.ado) definimos
¿ 1 .

. lt í

1

.grñii'lo de 'IIÉ c. :no 2 h
'Kt ' " : 5h'f ‘gr(I) : ni gr(ük)

likkt ¿L, || I'
-‘.‘i.’: . l.I'-" . i! . . ‘ . . .d;u?:;ïat es una deseompos1czónperarna irroduudante

¿5' n: 1
E i i 1
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Prñposïción

¡a nl í¡)(vn¡i r-s
de pradn

las

anillo ¿n
un ¡olinomiu ho¡ogéneo
liqta cumpleta51.....Jr de

San I ïun ido!!! Lomñgváne-i ¡lc-1
S:#K[XQ....,Xn] y Eva F e S
Letal ar(F). Considevemcs la
crmponentes primanias aíslaiasg del ideal hzmugénpo(1.F).
Sapóngawe que I Hs no mezclaüo y que F nv es divisor de,"ero
del S—módu]b S/I. Entonces se verifica la sigugühte
‘19áigunfidadzfi

gríJln...nJr) "(I)5r(F)

hqmostración:

Séa A:=3/I y dunwtcmos con l a la imaguL de F en A, Por
hipóteáis G es un elemento pegular y' homogéneo de prado
gr(Q)=gr(F) en la K-álgebra gradUada A. se; ez: dím(ñ) - Ï.

¡ .

geanicas du las
K-algehrn

combinaciunes K-ljnpale¿
.Xn en A. Estantes
isomorfa al anillo polinhmios

indetermingdas Yo.....ïe smbra K. Del Lema
que La “xtvnsíón E _-n A 'es ehtwra.

una TGlLCiOH depeniencia entera

= Sean yo.....ym
iuágenás de Xo....
E:=K[yq....,ye] ea
K? Yo. . .. ,Ye] en luz”.
(1.3.21' sé dedu-cPur coüsiguiente. existo
minimal de w sobrw E:

de

(H W: «rm .de o

W . udnnde, para cada 6 Uiózm-J es nula bïen es hÜmÜRPHEÜ
dr.’ ¿arado ¿Nau)=(m--Ií)g;rxd-l.

D¿do que m es minimo y Q td rnguïar . sp deduce quo a. no
en cerq. Por consiguiente gr(aui=mgr(©). La genericidad de
yn....;ye , implic¿ entonces que

gryufa“) = gr<afl) = mgr(m)
iAsi, (‘) puede interpretarsr ccmo una acuacior de

f 4IIdúpendencía entera le yo scho L:”K -.ï1.....ye}. Ésto
nuestra que A es una extensjón entera de C (y, en PHTÏLCUluï.

qve {Ggy1.....ye) uu un conjunLn ulúebraicamenre ind6pendienre
SKhTe K).

Ska I = 'giá
dundanfe de I

l

..ñüpQlñ una de¿compo?
en

u

\_.'
.. n

Fijemos un inüiu j , liijp . y denntwmo: por w a la
. . | . - . a - .Tagan} de ng=raü(uJ) en A. Entonces v ea un 1dual perc
mihíma4 de A y. por hipó*esis. dim‘A/n3 = 6*1. En consncuenuia
lna morfísmos CBfiÓRiCDSF.——_A/n y E m—nAjr ¿on inyecciones
qUe dífinen extensiones. enterqs de K-álgebras. En lo que
sigue ¿identifícaremos q mediante esta¿ inyecciones. a
Q.yO,.¡..ye pon sus imágenes en A/n.

I‘ e '

l

í

1
1

e

.-.-r-n;u.—._u_;
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Del hecho de que E y C san integralmente cerrgdos en 'sus
Cuerpos de fraccionns ct(E) y cf(C) , se deduca que el
p tin ¿io minimal de Q L cfíA/n) sobre cf(E) induce una

ecuacHEn de delpendencia enteru' del tipa ' (*) conm [pff’fQ]):cf(E)] . Interpretando nuevamentee¿iúha ecnñcíún
como úna relación de dependenníafentera de yo E A/n sobre C Se
obtiene que j

¡; i'

[cf(nyo]):cf(C)] s [c1(E[QJ):ci(K)1¿rrn)

Uéando ahora el hecho de qfie gr(n) = ch(n/n):cf\E>3
(parta¡(2) de la Proposición (1.fi)) resulta:

[cfiin/n):cf(c)] = [cf(A/n):cf(C[v0])][cf(C[yoJ):cf(C)3
< [cf(A/u):cf(E[Q])][cf(E[D]):Cf(E)ïgr(L)
= grhtmrbbl“

Rétomando las notaciones con subindice j . concluxmos
;ue: ‘ g

Para todo j'. l jip . [cf(A/flj):cf(C)] L gr<nj)gr(ü)
. p

f Í
Spa T := C\{0] y sean : K'uu cf(C) = T"C y D':= T ‘A las

1»cali;aciones de C y A en e] conjunto multiplicatiVU T. En lo
’33.‘ 7.6 ‘sigue mostraremos quu fl

g fi
1) dinL-(D') i gr(I)gr(F)

i ‘l

Dpdo qua A es un C-módulo fínitamente generado. se deduce
que Df es! una K' álgebra de dimensión finita. Ademas. la
drscombosicíón primaria de T _. I = üln...flOp . induce una
fl&scomposición primaria írredundhnte de D‘:

‘ 1

:1: (0) = Q'1n,..no'p
m l
4' . . .en lalgue . para cada lzníp . O‘J = T"OJ es la componente

T ‘njïprimaria.
Fljemns momentaneamonte un indice j . igjgp , y adaptamos

asegitura sin suandices. -Toniendoen cuenta que:
1

DHL"! z A".
l :- ,

.D'/m' z T"(A/n) = cf(n/n)
H

a: dadpce:

= gr(0) gr(@)

h dimp-(D'/Q') = long(D‘n') aim. (D'/fl')

;: = long<An) [cf(A/n):vf(v)1

i! S lwng(nn) gr(n) gr!dd
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Dado que A es uh C-módulo
CK{O}V1

1T

"dim (D)

como D'z l (D'/Q'j) gesulta:
lsjíp E ”

dín¡ D’ S 2 ïgríüj) gr(+)
lijSP
gr(1) gr(@).

.ración¿de la desiguaïdad (1.7.1)
! "

an ahora U r= KIyl
‘(A/AQ) A conL

1 Í;

Í?! {3
’i Í dim.(%) S ngI) gr‘F)

| a

'KÍy].....V01 Y....yeí\{0} . L := U la sigujenrenuació? demostraremos

l.
u

Eh primer lugar notamos que el días ama siguiente . en el
que los

T'

as flech's verticalesmorfjsmos son 103 Panónicos '
'lusiones enteras. es conmutativo

Kly1,...ye]
a...

de tlpo finítu. ntíste un-b e
al que Ab es un Cb-módulo libre de Taudó dim (D').

tanto (A/A®)b es un (C/C@)b-módulo libre del mismo
Esto termina uon 1a demustración de (1.7.2) ya que:

= rángü(A/Á®)b = dim. (D') í grll) grs?)
I

ea ahora 9 la iútersección de todas las componentes
las inmersas del idéal (I.F). Por hipótesis:

É ‘ |

= J1ná..nJrnQ
s l

j "E ‘V (1.?
á

.21;..24mït'v-A.

i
l

i

1

Í
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L"vcensidúvemosel sigjicnre

;)blem1 de Localizacion (PL;

01.105 f.g.f1,....fs s K[X1,....Xn]. ..5. ¿mis-mer. .c.
Nw talfique

!

fg“ E

Evidentemente (PL) es una gmnüralizacíñn del prnllomw
(JP) 1lntrodacid) en (0.1). En wsra ¡er ión darumny una
Sulucjin de (PL) .on al caso particular en qnn ..;fH 59d
UJJ "S reauíar fuera de la hirvrsupetfiwiaScesión

Para ser más precisos demos la siguiente
Í I
I

l

Dufiníííón:

Eg=03
dm]

[Jür def¿.....fs =i ?#¿_ H.
Ls): ¿a cprüOsiris-3 . fil‘l' 13.11)

'KlX1.....Xül'(f1
La sucesión

s paid cada i .
thl..L..Xn3-m06ulo

. inclu1do deliberadamente el caso en
aé eláideal (f1....f5)g no es propio en FlXI.....KnJg . Es

el fiaso en que g e rad(fl.....fs) y s=n+1. En otro ruso e
:“n. Dhsérvmse tambien que por ser KEXl.....an un anillc d‘
Cohen"Macauly . cualquier permutación de una sucesión regulpr
fuera Fe (330} es también regular en el mismo sentia).

I“

Oisérvese que hemoa
5

c.1

t‘

Enuncíamosahora'el principal resultado de esta sección
I

Teorema
I

Sea K un vuerpc
anillq de prlíncmíus enPuan¡'f,g.íl....,ïs
yr(g).. gr f1)....
rwgular fueJa tu
cündáciones síguiexLe

nl
....Xn sobre K.

'1’ü1ü5 ¿{(t).f1. ....fs es
vrntcwmfesa las

arbitrario y 36-5: '-'<-.—'\
I índvïeymínhdan El.
pulincmLOu CCH Tr‘fs). Si lu s

} en el snntiï. de
san equivaléntus :

5:5

L) fic (f1.....fs)Rg
-:¡.,'L)fg'” e (1'1....l.f:5)

dónde D :L n

.3“..-._

-.-.A.--“a.-.

._—_._.s...”u.......



Además, si s=n+1 y gr(fn+1) á gr(fn) (lo cual siempre se
puede conseguir reordenando la sucesión) . entonces se puede
tomar:

D := n gr(fi)
J ISiSW

Para ilustrar la importancia de ebte Teorema veamos
algunas de sus consecuencias. (Ver también la sección
uigujmnte). '

(2.3) Corolario

Si la sucesión f1.....fs es regular fuera de {g=01. son
equivalentes:

i) f e (f1,....fc)Rg
ii) Existen polinomios a1,....as e R tales que

fg“ = E aiii
4 12125

donde D es como en el Teorema y además:

máx {gr(ajfi) : líiis} 1 gr(f) + D(gr(g)+1)

Demostración:
I

Sean F.G.F1,....Fs las humogeínizaciones de f.g,
21.....fs en KlXo.....Xn]1 EntoncesF1.....Fs es una sucesion
regular fuera de {XÓG=Ü}.Además. si f c ífl.....fsïRa. se
deduce que F e (F1..¿.,F8)XOG. Por el Teorema:

F(XOG)”E (F1.....Fs)

Por lc tanto. existen polinomios homogéneos A1.....As e
Eth.....Xn] tales que:

F(XOG)“ = E HiFi
Jhiís

ron máx {grmsru : 15m} .<.gI'(f) + D<gr(q)+1).

Ivaluando xo eL 1 se termina la demostración .

E. ¿É qwïiifiuifiiiWim- Y
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(2.h) Corolario:
Sea A“ el espacio afin de dimensión n sobre uná Clausura

algebraica de K. Supóngase que f1.....fs definen una
"intersección completa" en A” \ ¿g=u}. es decir. supóngase que
cada componente irredubible de {T : f1(1)=0....fs(r)=0} . um
incluida en {L=O}. tiene dimensión n-5. Entoncns sa
equivalentes:

i) f e (f1.....fs)g
ii) Existen a1.....as e'R tales que:

fg“ = E aifi y
1:155 l

I

máx {gr(aifi) : 15115} s ngf) + N(gr(g)+1)

donde N := máx {gr(fi)“: líiísï . siendo tz=min {s{n}

Demostración: í
. Í . .Ante todo notemos que bastq conSiderar el caso en que h

sea algebraicamente cerrado.En particular. puede suponerse que
K es m. n l

I

En virtud del Corolafio anterior. sera suficiente
construir una sucesión hl....,hs de polinomios en R tales que:

1) Para todo i. IáiSs, hi es combinaciónK-lineal de f1...n.fs

2) (hl.....hs) 2 (f1.....fs)
3) hl.....hs es una sucesión regular fuera de {g=0}.

La sucesión hl.....hs se 'construye inductivamente como
sigue:

Sea h1:=f1. Supóngase que se han construido eumkí
naciones K-lineales hl.....hi para cierto i , 155 s .
tales que 1a matriz A de K""* que transforma f1.....fs an
hl....,hi tiene rango i. y tales que hl.....hi es una sucesión
regular fuera de {SEO}. Definamos ahora hi+1. Sean P1....Jfi
los primos asociados al ideal (hl.....hs)gnR. Por hipntúSiS
ínductiva ht(Pj) = i < s para todo j. ISan . Para cada i .
ISer , definamos ' ' I

Ej := {6 e K' : h¿:= E bifi pertenece a Pj}i

, ..uni-mn- --.n. 4.... _. > _.,._,.



La hipótesis hecha sobre fi.....fs implica que E5 es un
“subespacio vectorial propio de K“.

Sea 69 e Ks \ U.;JL.Ej tal que la matriz (A.óo) e
K-"“*". que se oktiene de. A e K-"‘ agregando la columna fio
cemo última columna. tenga rango 1+1 (tal ¿o existe ya que
estamos en el caso en que K es D). Es claro que se puede
tomar hi+1 z! ha“ u

(2,5) Corolario:
Sean f.f1.....fs e R tales que f1.....fs define una

intersección completa en A" (i.e. cada componente irreducíïle
de (t e A“ : f1(t)=0....fs(t)=0} tiene dimensión n-s).

Entoncss son equivalentes:

i) f e (f1.....fs)
ii) Existen a1.....as e R tales que:

ï f = E aifi y máx {gr(aifi) : IiiSs} S gr(f) +N
15155

dnnde N:a máx {gr(fi)‘ : 15123} . siendo tzrmix {3.n1.

En particular el problema (PR) introducido en (0.2).es
simplemente expcnencial en el caso de interseccioaes compleLas

I

Corolario
A EJ Ch

Sean f.f1,....fs c R. Si f1.....fs es una sucesión
regular en R. son equivalentes:

i) f s (fl....,fs)
ii) Existen a1.....as e R tales que:

f = 2 aifi y máx {gr(aífi) lsi;s} s gr(t) + DlsiSs

¿onde D es como en el Teorema.



(2.7) Corolario

Sean g.fl.....fs a R polinomios cuale5quiera. San
equivalentes:

i) g e rad(f1....,fs)
ii) Existen polinomios a1.....as e R tales que:

g“ E aifi
11115

y tales que: max {gr(aifí) : líiïs} Nigr(R) # J) .

donde N.= máx {¿r(fí)" : liiís} . siendo t:= mln ';.n}.

Además. si la sucesión fi.....fs es reguïar fuera de
{g=0). se puede reemplazar N por la cota D del TFüTrmü.l

Demostración:

Es suficiente considerar el caso en que K es algelraica
mente cerrado. En particular. N(K)=w. SWPÓLQBSÜ¡ur M v
T“3(f1..-..fs). Entonces {1 e A" : f1(t)=0.....fs(t)=ü} esta
ineluido en {g=0}.
lineales genéricas
fuera de {g=01.
del Corolario (2.3 .

Reemplazandof1,,,.,fs combinacioneï
e: FQEU11F

es consecuencia directa
por

e] resultado

C31‘01ar io

Füan f1.....f3 e H polinrmics taïeu que 1 a (f1.....fs).
Futoces existen a1.....'n E R tales que:

I

.. ,1'lf‘llíiís
y máx {gr(aifj) 1;í1'} " fi)‘ J
tz=min {s.n}.

Esquema de al dnmcb

Ante tudo nofemcs que el Teuroma es trivial en el “o en
que n=1 o bien 3:1. Por lo '«ntü nm: limitaremr: a rra a: le
casos en que n>1 y 5J1. Además es claro que K puede
reemplazarse pnr su clausura algebrajca. Par ln tanto un ía
demostración snpcndremos (como queda dicho. Sin perdida de

BS algetxaicamente cerzad<.
siguientes:

Kgeneralidad) que
¿atroduciendo las

("Americanos
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(2.9.1) Notaciones

i Sean F.F1.....Fs F S:=KÍX0.....Xn] las hcmogeinizac' 
nes de f.f1.....fs y sea G:=XoH donde H e S es le
homogeinización de 3. Pera cada í . liiis . eliiamys una
descomposiciónprimaria irredundanfe del ideal (F1.....Fi) de
la K-álgebra graduada _S. Reaürupando las componentes poder sescribir:

(FJ,...,Fi) = Bi fi Ci

donde Bi := (F1....,Fí)Su n S. En particular . para i<s . se
tiene: Bi+1 = (Bi.Fi+1)S. n S.

Consideremos ahora una descomposicizn primaria
irredundante de (Bi,Fi+1). La última igualdad mueStra que
pueden reagruparse la: componentes primarias de (Bi.Pi-1) de
mudo de obtener una descompcsición:

(Bí.Fi*1) = Bí+1 fl F141 fl Qí*1

donde Fi+1 es la interseccíun de las ccmponenteJ pri
marias aisladas vnyu radical Contiene a 3 y Qi+1 es la
intersección de las Componentesinmersas cuyo radical contiene
P G

(2.9.2) La demostración del Teorema (2.‘) consta de cinco erapas:

Primera etapa: Ea preparatoria. En ella se muestra que F
pertenece a (F1....Fs)5u y que la sucesión F1.....Fs es
regular fuera de {Geo} . Tambien se mue3tra que es s
considerar el caso en que F1 y G no tienen factores c

rficiente
emunes.

Segunda eLapa: Consiste en acotar. memiante una
desigualdad de Bezcut. cierto¿ enteros u......u. tales que:
'u1=0 y
- GvBitl está incluido en Pi+1 para todo i. 1:1(3 . para

todo no “t *l 5p

_ Más precisamente, si b. designa 1a suma de los "grados"
oq las componentes primarias de Bi. se prueba que

A “¡4| k)\o-¡ S b¡(ar(Fi+1))
Paragmdo 1 . 191%..

y} Ïk’
. 3 min. 1



Tercera etapa: En ella se prueba que-exiatan enteros
ci.....c- tales que:

C) t. 0

"gCLvt S lic: + “¡.1

v G°=°"Bi+1 está incluido en (Bi.Fi+1) para todo fiar (0.a
‘tal que c¡Sc y u...Su “

La demostración se hace por "dualidad": es suficiente
mayora; c de modo que:

3‘Homu(S/Qi+1.S/(Bi.Fí+1)) = 0.

Para, éllo utilizaremos un argumento elemental dc Algebra
“mmológica.

.Í É

" i

. Cuarta etapa: Aqui se donstruye inductivamente una
sucesión de polinomios homogéneosH1.....Hs e S tales que:

flïHs = F

H1 E (F1)

—Giï!‘=*"Hi+1 Hj. + AiFiH para y u = nur

. Quinta etapa: Se refinan los resultados obtenidos en la
cuarta etapa.en e] caso particular en que 5: v1 : es decir. en
el caso en que 1 e (f1,....fs)g .

(219.3) Convensión:
Para no recabgar las notacíones. en Fo que sigue

suprimiremos los subíndices que.permaneucan constantes durante
un razonamiento. En particular. para í fíio . 15165 ,

'designaremos:¿

- A := S/Bi

imagen de Fi+1 en A

Bi+1/Bi

Pi+1/Bi

q»

-B
F

- Q : ll Qi+1/Bi

(ver (2.9.1))



-i. Á Ï 12 etapa: Es inmediato verificar que si G:=XoHdonde H es
' Wïa homogeinización de g, entonces:

5 JF e ¿F1.r,..Fs)Su y además

" F1..;..Fg es una sucesión regular fuera de {0:0}.
Por lo‘tanto es suficiente demostrar el Teoremapara los

polinomios F.G.F1 ...,Fs . ’

Supongamos. sin pérdida de generalidad. que

o
QI! Sea Q el máximo divisor común entre G y F1 y se

i F'1:=F1/0. Entonces G y F'l son coprimos y. dado que O es una
i unidad en Sn. se verifican:

F e (F'l.....Fs)Bn
La sucesión F'1.....Fs es regular fuera de {6:0}

Además, si F'l es distinto de F1 (i.e. si G y F1 no son
mdprimos). entonces ur(F'1) F gr(F1) v si FG”e (F'l.....Fs) .
entonces FG””‘ E (F1,....Fs).

l

Lo anterior muestra que es suficiente probar e} Teorema
para los poïinomíos F.G,F'1..... Fs . Lsi la cuestion queda
reducida a1 caso en que G y F1 no tienen factores comunes de
grado positivo.

De las simplificaciones recién hechas resulta el
siguiente:

(2.9.b) Lema

Para cadawi . líéfis , ae verifican:
1) Bi = (F1.....Fi)SunS

3) B1 = (F1)

3) Todo primo asociado a S/Bí tiene altura i

a) Fí+l no es divisor de cero en S/Bi.



29 etapa:

(2.9.5) Proposición

r Sea F = Jln...fiJt una descomposicion primariairredundante del idea} F de A (ver la Convención (2.9.33).
Para cada k , lskít . sea

uk := min {u (red Jk)” está incluido en Jk}

Entonces se verifica 1a siguiente desigualdad:

8 u.gr(A/rad Jk) + qr(A/B) S (grA)(gr1)
;íkSt

1

dnndegr(A/E):=gr(Pí+1). ar‘A."d Jk):=gr(n“'(rad Jk)) :ienJo
n28 ———A la proyeccion canunjcn y ¿rn ;= gráEi),

(2.9.6) Consecuencia

Sea n := mex {p. : lïkït} . Dado que G e rad Jk para todo
k . lskst , se dedute quv G" E F. Pan lo tanto. poniendo H"'
:= u y volviendo a Eas mutaciones con subindices. resulta:

u... + ur(Bi+1) gr(Bi)gr(Fi+1)

Lemnstración de (2.9.5):

En virtud ¿e 1d Proyosicíon (1.7) del 51. es suficiente
mostrar que para todo k . likit . se verifica:

p. := min {u : (ral Jk)" está incluido en Jk} s long(ñ/Jk)u

donde n := radth).

Fijemos k . líkst . y designemos por D a la localización
del anillo A/Jk en el ideal flrímo rad(Jk). Sea u el ideal
maximal de D. De la definicón de u. resulta 6:=u; = min {uz n"

(0)}. Por el Lema de Nakayama. se tiene una cadena deinclusiones estrictas:
(0) c n“ ‘ c ... c n c D

Esto muestra que Üílong(D) I
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39 etapa:

) Lema

: Consideremos los siguientes anunciadas en los que c E No:

É 1) GF*"B está incluido eu Q

É 1') G-'"(B/AQ) = (0)

! GLHomn(A/Q.n/AQ) = (0)

G"Ext°(A/Q,A/AQ) = (0)
para todo 5 . Oijídim(A/At) - dim(A/Q) —1

a) G=Ext°(S/I.A/AQ) = (0) para todo ideal I de 5 tal quv
(P1.....Fi+1) este incluido en I. G e red I y dim!S/T)
< dim(A/AQ) ; y para todo j . OSdeim(A/AQ) - dim(A/Qï 1

En estas condiciones se verifican: L) implica 3) 3)
implica 2). 2) implica 1) y 1) es equivalente a 3').

Dwmostración:

E] Lema es Consecuencia inmediata de que G" E F (ver
(2.9.6)) y de que fodo primo asociado a Q contiene propiamente
e algún primo asociado a P 

r9.8) Notación

i Para cada S-modulo de tipo finito My para cada i, líiu= introducimos los números:

| c(i.M) := min '{c : G“Ext’(S/I.M) = (0) para todos los
' ideales 1 de S tales que (Ft.....Fi+1)

neto incluido en I. G e rad I y dimíS/I)
< dim(M) s y para todo j tal que
0 S j f dím(M) - dim(A/Q) - l}.

I

.
(2.9.9) Observación

í Pera todo i y todo Mse riene que c(i+1.M)!c(i.M).
!

¡2.9.1c Lema

i Sea 0 m——M'—u- M ———M" «—" O una sucesión exacta corta
| ¿e S-módulos de tipo finito tal que dim(M") é dim(M')‘ Si
' rara algún i . 131:: c(í.M) < w y c(í.M') < w , entonces

c í,M") < c(í.MJ + c(í.M').
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“Ii Demostración:
:q fi observamos en primer lugar que dim(M') = dimlM). 'Pafa
f1} todo ideal I de S y todo j E No involucrados en la definicion
j” de c(i.M"), consideremos la sucesión-exacta de S-modulos:
fi! ‘i '

f? 4 g! a B

{j 'H Ext°(S/I,M) .._ Ext’(S/I.M") Tn- Ext»>'(3/I.M')
. ¿i l _

¡H q Dado a E_Ext"(S/I,M") sabemos que B(G““'""a) = 0. Por
{J la exactitud. existe b e Ext‘(S/I.M) tal que alb) = G"“-""a

o = G(G«:(t,n)b)¡=G:(t,HI4c‘.(ï.r1'>a.

(2.9.111 Corolariozi {CIJJS/Bl) = o .'31 J “ a a iï
o "¡Í ' ’ !

¿fi Demostraciónzf'i !]4.! . ' H.A. í y:
mn ¿í , Dado lque B1=(F1) (Lema '(2.9.k)). basta'considerar la

1} 5Lcesión exacta corta inducida por 1a acción de F1:a, 1 I
.- ¿a :_2'52; 0'._s_-s__S/B1_o
li “
y

Si.

(¿.9FIBÏ Corolario
Para cada i ,;líiis , ei c(i.A) < w entonces c(i+1.A/AQ)

¿u2c(i.A). ’

.y y

.I Demostración:l _ v 'r
Wg l La mqltiplicación por Fí+1: induce una sucesion exacta

corte; ’

I" Oï'—'A——A.—.—A/Alï>——0

i Por lo tanto j c(i+1.A/AQ) s c<i.A/Am) 1 2 c(i.A).
Á ‘ E

¡ LV! \

(259}13) Lema I
1

Sea i tal que líi<s. Si c(í+1.A/A®) W-. se tiene que:

a ¿ c(141,A¿B) s u + 2c(i+1.A/Am)
Z! É" W



Demostración:
I l

Gr"“*‘-"’”°’(B/AQ) = (0) . se deduce queDado ¡que I.GW““-“'“'ÏExt4(S/I.B/AQ) = (0) para todo j y todo
Ccnsideremos la sucesión exacta corta:

y

[y o .we B/AO ___ A/AD ___ A/B ___.o| .

4 "Dadoa' I y 5 como en 1a definición de c(i+1.A/B). lasúcasión anterior induce la sucesión exacta siguiente:

WI "Exts(S/ï.n/A9) ___ Ext‘tS/I,A/B) _——Ext“‘(S/I.B/AQ)
l Un razonamiento idéntico al que se hizo en la

dumostracióu del Loma(2.9.10) muestra que:

c(i+1.n/B) ‘ u + c(i+1.R/AQ) + c(i+1.A/AQ)

(2.9.1h) Proposición
Para cada i . 11155 , existen u‘ . c¡ e No tales que:

1) un 8 0 H c. = 0 . c.«¡ s bc. + “¡,1

2) G”““Bif1 está incluido en (Bi,Fi+1) para u:=u.+. y c:=3¡

Demostración:

Sean utz=0 y u¡.. comoen la Consecuencia (2.9.6). Sea
: C.:=c(í.A)=c(i.S/Bi). Entonces 1) se sigue del Corolario
í '3.9.]1) .el Corolario (2.9.12) y el Lema (2.9.13). El

Corolario (2.9112) y el Lema(2.9.7) implican 2) .

#9 etapa:

Para cada í . lijis . sean u. y c. lc: entercs definidas
en las etapas anteriores v pongamosb.:=gr(Bí). Defínamos
Lnductivamente entero? 6......d“ womosigue:
- d- := 0

m d‘ := di4. + 2C. + u‘.1

De las etapas anteriores sabemos:

,(2.9.]5) C..¡ S ux+1 + nc. para 1:1«5 y c.=0
I

(2;9.16) u.-¡ + b;-1 S b.(ngi+1) para líi<s y b.=gr(F1)
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y ngi por
válidas. porReamplazando u. por a- 'Hx . b. por b"‘b.

I h'ñngi . las desigualdades (2.9.16) permanecen
¿¡' 1Qtanto:
.'.' I
v“; I: ïa'Mm Ir‘-"" n (ngj) ab....‘
H: ' i ZSi<g 1 ISj<s

g! gí
H' Usando ahora que u. í b- .(ngs) resulta

gl" d. s b--¡(ngs) + 3-4 u (ngJH 3"b...
Ir. 15523

+ zia-w-‘r‘w n. (ngj); ausbv...‘
'¡ 15545

nl“; g '

' í

g S bm—¡(ngs) + 2“'( n (aer)! 2"b- .
L; 5 15j<s

í u (gr-175) (gr-F5 - 2*!“ n (ngJ') - b.. .)r 15535 ' líñáa
5

!

Por lo tanto:

d. u gr(Fj)
15553

j Ahora estamos en condiciones de construir inductivamente
una sucesión de polinomios homogéneosH1.....Hs c S tales que
para todo i . 12153;. se veritiqnen:

a) H1 e Bi . gr(Hi)á= d.(gr(G)) 4 gr(F)

bi Hi = FG“’ + SÍ Aiij para ciertos polinomios nij
i<jss

Caso í=sz ¡

! ComoÉ‘e (F1.....Fs)3n n S = Bs y d- = 0 . es suficiente
5.. iïma: Hst=F .
Él

.1"



‘!;¿, 1. . .1.
si i .r-

Hi. i ‘

Q g -- --'I
:2" ,¡.;¿z': 'lv E

i 7;?
É fi É 2

y fiff fi Caso i<qz
fifg I Supóngaáe que se han Construido _ Hi+1..;..Hs.1ne
Hfifverifiquen las condiciones a) y b). Por la Proposición
H¡¡(2,9.lh) . GÉ‘“"Hi+1 e (Bi.Fi+1) para u:=u.. y c:=c. Se

E“¿deduce que: í ¡
' ¿i i '

{25' G""‘-"'Hi+1 = Hi + Ai+1Fí+1.¡ . ¡ .

ÜÍÏ ïs . . . . . .H2.para cieto polinomio homogéneo Hi e Bl y Cierto polinomlo
.3, homogéneo Ai+1 e S. Teniendo en cuenta la condición b) para
y? i+1, se obtiene que:
l l I

l er

_! 2 gr(Hi)E= (u..t + 2C.)gr(G) + d...(gr(G)) + ari?)
5! i a É ‘

¿; ¿;fi l ¿F i= (nur; + 2C. + d...)gr(G) + gr(F)I-- ' '¡iu i ; ,.:'_r 1:? . á: 
:2 REÍ Hi '= d.(gr(G)) + gr(F)
!; gil i EL

s; t?! i 2;] v

E‘ Fil ha Además.;la condición b) para i+1 implica que_. ¡U
. ’ í Hi+1-= FG""“ + E Ai+15Fj

¿ y i i+1<jss

2- Luego ’

Hi = G“""'Hil-1 - Ai+1Fí+J

a FGui +f ‘z Aiij
i<.i.ás

!

ï Esto termina .con 1a construcción de 1a sucesión
i 1| H1. o-,HS. ' 1'
Él, I”

vi

q: '59 etapa:
2'.

‘. y En esta etapa probaremo? que . en el CBSU¡articular en
que s=n+1 , la construcción de 1a sucesión Hn+1.....H1 de la

1 09 etapa se puede refiinar de modo:que el grado de Hu seat:
’ .1, gr(Hn) á "(bu“+ gr<Fn+1))gr<G) + gr(F)

.o equivalentemente. que se puede tomar d“.como:

(2.9.17) í . d.. b.‘. ’+ gr(Fn+1)...
u I - |.,.

i ' .

fi
1' ¿2-1

i; i,‘

ihúï I. .., -

W

1
g ;

' .. ! ¿'¡á
. 1, 2- ¡'il l: '

k'Í W' ¡H5:. i

fi a
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i

1,

l.'l

e - '

1: ' _ i '.

.lll ¡l ¿t IÁ e ‘

'gá': ï 2
.. a

Una bei probado esto se verá que en estas condiciones resulte
' l n . ' '

n gr(Fi)
' z! l1”. -.'-. Ad:
i 151Sn
|

..I¡l
Á

..._ n
!. . .

Hg

8;! v

si ‘grflFn+l) S =gr(Fn)Ï% (lo cual siempre puede. legrarse
reordenando la sucesiónlí

a . ‘ é;

A Ï Cdmencemos_redefiniondo duz=bn + gr(Fu+1).¡ ' _J:
v! '. ' 4,El' Env primer {lugar recordemos que para poder probar la

exdsyencia de un;polinomio ane En tal qUe;

- ?r(an á dn(gr<G)) + gá(p) e 9fi
11 =

'E! ï
'r l

I

Fiente demostrar gne FG“" E (Bn.Fn+1).. | ¡ -'

1|" . -¡!| ‘
Í ¿ELimorfism0¿que'aplipá XOen 1 indúce un morfismo

z. . ‘Ill

( ¿ïf:¿(S/(F1g...,pn??g z

‘ ‘ 3 v E í

Jin; -¡_&-‘G“'."e (Fn+1):'
í t tí '

eáJshfí
I; | í

Y (B/(fl....¿fn))g
donde Ïé:=K[Xo.....XnJ.j‘Ï d

,3 H .23] l
.115: ‘L a ! . . .V, Sea Q1,...,Qp la filista completa de las componentes

primarias de Bn F (F1,;’.,Fn)SnnS . Fíjemos 5 . lijSp o. y
pongamos Q:=Qj . F:=rad(0 ) y M:=f(n).; Entonces: '

2 I,

¡ifí _fiong(;/Q)nïgr(n):1' long(%/(F1,.,..Fn))n gr(u)21: i. í“ ' = '

1.;n’ï‘ l_ i - A. . .
twi‘ :

ht(n) á nÏL‘ se deduce due n corresponde a un
punto prpyectivo J es_ decir a una recta afin . Por lo tanto
gr(ü)i=í' (ver la Definición (1.1)). Sumando las igualdades
anteriorfs para jidesde 1‘Pasta t se obtiene:
Hnïá érqbn)‘= z 16ng(R/(fíL....fn>)Mj Í; dimK(R/(f1..,,.fn))g

"' 's p ii ' ' ‘

{_'5eaïI:= (f1.¿..3fn)Rg
I

R , Dado que el morfismo canónicoz'

" i ‘s

vÍ R/I ._5_¿¿__ (R/(f1.,.n,fn)ïg_ h .
esïúnimonémorfismo. se deduce que:
'I'-¿.'= ._'. l. ,‘é
l ;|; 17"! l

f¡g girl 1dimyiR/I) s bn

l

’f.“- ÏíNFLÉ 35H i
' Í ' l. . - , .G l ‘ 4

junio” ' i .1 l - '»

..______-_—_.._.__._

l



Sea < el orden díauonal en Pl voniuntñ de monomios ie
Kle.....Xn] tal que Xlí...<Xn . Sea {g1.....gm} un; bdár JP
Groebnar (standard) del ideal I con-vesperto al -rden í. Sea
1* el ideal homogéneo de R generado por lus términos
principales tp(g1).....tp(gm). ic tiene que:

E(I*) = U Exp<ng + Nm"” líjím

Para cada j. flsjím . sea Gj e S la homogeininaciñn de gj.
E3 inmediato verificar que {G1.....Gm} es una base de Gropbner
de En con fiepecta al orden diagonal inducido por an...¿Xn y
que para cada j . líjím .tp(Gj) = tp(gj) . Per lo tanto:

E(Bu) U (L,Exp(hj)‘ + H0“°

! .

1 Dado i e No sean (P/I*)i y (S/En)i las componente: homogéneas
- du grado i de las 'K-algcbras grafluadas (R/I*) y (S/Bn). Las

funciones de Hilberh azuciudas 3 wstas h algebras están
definidas por:

FH(I*)(i.)I:= ¿mi 'R/I'H Mm.H-‘t/l'H-li
‘ FH(Bn)(i) := dim (S."'F‘-n)i " dim. 'lï-‘Elfli 1

I Féan D' := No” \ E(I‘) y D = No“" \ EíBñ). Dado Nosa verifican:
- FH(I*)(i) = #(D‘Hïq E N0“ : q! 4 ...* un = i!‘

- FH(Bn)(i) = #{unïfi u Nt”": ficn° ...+ Zn = l!)

De lo anterior se deduce inmediat4mente qu? para todo
NJ

(¿.9.19) F‘HHïnHí) E F'H‘I‘Hi)
Cl..í;.f¡

Ahora bien. el huChO de que dim (in) _ b. (3,“.IH\
implica que #(L‘) = b“ . En paitiunlar (ver ¿raticoi. para
trdn i tal que k4 i . se verifica que FHlI'ï'i) = . A51.
de (2.9.19) se obtiene . para todo j F No . h“ Ï

(2.9.2C? FÍHBnHj) = 2 FH(I*-)(i¡
1'.‘Ï_h..

En otras palabra: , (2.9.20) signifiqa que dim.(S/Bn‘j e?
constante para j 2 bn.



Nm“

Escalera de I:=(fil.....fn)HgnR
(El area "bajo" la escalera tiene dim.(R/I)

Í Sea f la clase de Fn+1 en S/Bn.
S/Bn. para. todo j tal que bhíjinduce un iBomorfismoz

ar: (S/Bn)j —u——S/Bn)j+d

donde d:=gr(Fn+1). E1 conúcleo de a es 1a parte de grado
del SmmóduloS/(Bn.Fn+1). lo que muestra que (X0...
eJtá incluido en (Ln.Fn+1) Esto termina con la demostración
de que lÏ-‘G"ne (Bn.Fu+1).

En la #9 etapa habiamosdefinido enteros di.....dn.
les que; y

" v

_ (Int-1 := 0

- d¿ = dxwi + + u‘.¡ para ISiSn

Ahora podemos suponer que:

- dn., = O

- dn := bn + ST(FL+1)

- dr = dir. + 2C. + u... para 1:1 n

De las etapas anteriores sabemos:

0.21 CJ.) S u,*1 + 4C. para líiún+1 y c.=0

¡0.22‘ u;-¡ + b)»; í h.(ngí+1) para Iii/n y b.=gr(F1)

puntos )

Dado que f es regular en
la multiplicacion por f



'1él_Í k .:' ; Ftantb.wamo
.á‘poner que W}IQ:_L

.at'relgcl
1fique;¿ *
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¿De donde:

d. n- gr(Fi) '* gr(Fn+1) b. .
líiin v

(gr(Fn) - 2 'W( Jl ngFi) - L“

n gr(Fi) -'bn.1 = 0 . entonces:
lsi<n

Rr(Fi) + gr(Fn+1) - n gr(Fi)
’ 13%Sn E lilkn

i

Q

gr(Fi)

= . %

l ¡r I

ya que estamos tratando el caso n>1.

Si n gr(Fi) -¿thu1 ¿líi<n 1 . entonces:

K;

P

d. s ü gr(Fi)» + gr(Fn+1) b” .
Isdin '

I

1 * ngFn) á a"
\

y por }o tanto;

Ya que hemos supuesto gr(Fn*1) 5 gT(Fn) y todas
'v

las cantidades
involucradas son numeros enteros.

recordando que
homogéneos A1....JA5 e

9.2h)°Fin de la Demosïración del Teorema (2.2)

la 49 etapa. y
existen polinomios

15555} S

F .

Usando las 5condiciones a) y b) de
BLI= (F1) se obtiene que

C tales que máx {grlAij):AJ

d]gr(G) + gr(F) yzademás:
L

¡ g; FGd‘ = ‘2 Aijy líjis
í

I¿
y

Esto termíña la démbstración .
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_r ¡ !3. El Lema de Normalización de Noether
“¡' v¡ desde el.punto de vista de la complejidad

ii! E
x' y

.r v '

' (SLQ) É En esta sección describiremos un algoritmo que resuelveel problema! de encontrar una "Posición de Noether" para un
ideal cualquiera I del anillo de polinomios KIXi....,Xn} en
las‘indeterminadas 31.....Xn sobre un cuerpo (arbitrario) K.
en particular . el algoritmo calcula la dimensión de Krull del
anillo cociente Kle....,Xn]/I.Í Las caracteristicas del
gal¿oritmo son las siguientes: !

INPUT: H
l .'

Un conjunto (fl..k.,fs) de polinomios en K[X1.....Xn] con
máx {gr(fi) : 15125} S d
l

(donde s y d son húmeros enteros arbitrarios previamente
fijados) '

Una extensión ¿e!cuetpos K c K' tal que

#(K') .> d"(d"‘l + 1)

' OU'I'PUT :

- Un conjunto {Y1.....Yn} de formas K'-línea1e5 en
K' [Yl, . .. ,Yn]

- Un entero no negativo r tal que rin

Un conjunto {buj : líuís ; r+1555n} de polinomios
L'LYl....,Yn]

Las propiedade; del OUTPUTson:

- L’iY1,....Yn] = K'tx1.....Xn1
- El morfiSmo Canónico:

‘ïYl¡...,Yr] u—+——K'lYl.....Wn] - K‘lY].....Yn]/IXK’

I s un monomorfísmo

wm.5'..v\..¿.-'_H-wr_u



h
- K'IYI.....YnJ/Ïxï' es entero sabre K'lYl.....Yr!

respecto a1 monomorfismorecién mencionado

Para todo u Y j . liuSs r+líjín .se verifican:

p) gr(bujfu) s J”(d““ + 1)

p) gj := E bijfn perteneCu a F'IYI.....Yr.Yj!

c) grv,(gñ) = grtgj)

(Asi. gj induce una ecuación dñ dependencia enfeïa para Yi
sobre K'tYl.....ïr] médulaIxK')

9 ¿

l

COMPLEJIDADESF

i-.Tiempo secuenciq} s”d“‘“”"
I-vTíempoparalelo’ O(n”log“sd)

mutaciones

Sea K un cuerpo arbitrario y sea Hz: KIKl.....Xn] el
anillo de pclinomïñs en las n indeterminadas X1.....Xn sobrw
i. eno emos C n un uer, ¿e raicamen.e cezra o a mel D t o Q c ro al b * d t 1

KCQ. í

De ahora en fiás consideraremos una fmnilia f1.....fs de
polinomios en R con:

dzá máx {gr(fu) 15n_sE

y notaremoscon Ilal ideal (flq....fs) generádopor f1.....ts
É:Fl o

Por último. ¿ea K' un subcnerpo de Q ta] qve K3K' y tal
que 0(K')>d”(d““'¡+ 1).

l

Definición

¡1 Sean 21....
{Zi¡...,Zrl es
nggggggga I si se yerifican las dos condicicnes siguientes:

i .

ng formas K-lineales en R. Decimos que
¡n iiaïgm: ds zgriábles indipendienscs 99D

?

InKIZl,....Zr] L (0)
hwdim(R/I) = r 3 imKIZl.....Zr]
!

donde-"dim? signúfica dimensión de Krull.
: ' I



(3.3) Observación

(3;p>

La primera ¿conlicíón de (3.2) es equivalente \a la
siguiente: '
--El morfismo canónico KIZl.....Zr] R ———»R/I es un

.monomorfigmo
i

y

Definición!
l

See {21..i.,2r) un sistemade variables independientes
con respecto a 1 y Sea Y une forma K-lineal en R. Decimos que
Y eS una yaxiahls degendienis ( respectivamente. tegra‘ con
respecto h ;(Zl;....2rl si ' existe un polinomio g e
Kill....,2rHT] . siendo T una nueva indeterminada. tai que g
L4 es el polinomio nulo (respectivamente. g(0...,0.T) no es el
polinomio nulo) y tal que g(Zl.....Zr.Y) e I.

'Ohservación
dim(R/I) = max lt e No z existen neurales 1si1<...<it:n

tales que K!Xil.....XitJnI = (0)}

Tomando (3 .5); en cuenta. vemos que el problema de
encontrar un sistema de variables independientes puede ser
reducido a C(n.r) (número combinatorio n "sobre" r) tests ¿e
intersección cero; En la Proposición (3.7) veremos que tales
tests aólo yequieren álgebra lineal sobre K.

i ' ‘

Proposición

Éean 1ii1< ..<ir5n . Pongamos Yi := Xij . lsjsr Cea V
ul conjunto de ceros de I en el espacio afin n-dimensional An
sobre Q. Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

i) InK[Y1,...,Yr] no es igual a (0)

ji) Existe un polinomio g e KlYl.....Yr]

g no es el polinomio nulo

g = 2 bufu
líuSs

con bn e R . hr(bufu) S d"(gr(V) * 1) . donde gr(V) es el
grado de V definido en (1.1).



Demostración:

Supongamos que se cumple i). Seu A' el espacio afín
r dimensional sobre Q y considerrmos la proyección lineal:

n A“ un—_—_un-_mn— A'
a “mm__m.(Y1(c),....Yr(o)3

La hipótesis i) implica que 01(n1V!)c A' {1.9.1a ¡lausurí
eriski cl‘n(V)) de u(V) en A' está propiamente incluid; en
A ).De [He] Remark se concluye que cxíste f E QIA“] =
QLTÏ....,Trl tal que
-:E no es el polinomin nulo

- gr(f) S gr(V)

- f se anula en v

Por el Corolario (2.7) . existe una ruprcsentaciün

H) f(Y1.....Y1‘)" = .; bufu

l,

con bu'e QIX1,...,an . gr(bnfu) í d”(gr(V) + 1) y D:= d“

Lo antericr muestra qJe ii) tiene una solución con
cuefiuíentes en Q. Faith ver que esto implica que tiene una
solucion con coeficientes en K.

Para cada u . línia . aaa Ru el subespacíb K-linea] de R
generado pOI todos los monomios M en X1....,Xn 13105 que gr(M}
í d”(gr(V) + 1) - gr(fu). Consideremos el monomorfismoK‘lineal:

R12..
(l)1yooonbs) -‘—————- 2

Q : .xks __nn_-_______

Í re (*) se dúduce que
l

l (imGnKlY1,....Yr])xnü no es igual a (0)

É g Por lo tanto imiflKÍYl.....le tampoco es igual a (0).
1 3' ï. Esto termina la demostración de "1) implica ii)" . La

! aeciproca es innediata .
i .v

L

i

í

i

Í



F3.7.11 Observacíun:
Notemos ante todo que par la Proposición (1. P es gr(V) f

¿”“. La eïuívalencia de las condiciñnes i‘ y ii) de la
Troposicíón 13.7! muestra que s posible verifi ar
ateativamente cuando Ififilïl.....Yr] es distinto de {0) . De
nacho . tomando en consideración las acotaciones de los grados
¿n ii) y el hacha de que gr(V) i d“". por ccmparación de
#beficíentes el problemade decidir si InKiïl.....Yr] no es
(Ü) se reduce al problena de ¿eTidir si un cierto sistema de

g ecuaciones lineales de tamaño sd°“" x sd"“" tiene una solución
! no trivial. Esta pregunta se puede responder en tiempo
' necuencial 5760’"" y tiempc paralelo O(n" lou‘sd) ’ver las

algoritmos de {Be} y [MuJ) Repitlendo este test Y" veces para
toáos los subconjunaos de iXJ.....Xn3 , se encuentra un
sistema de "variables ind&pandientes aun respecto a I en
tiempos aecunaial' y paralelo de los mismosaviones que los
mencionados. En particular ohtenemüs el siguiente :

l

K3¿Z.?} Corolaric (ver también [Ch-Gr] . {C-G-H 1) v [Giu3)
9

Sea K un Cuerpo con clausura algebraica Q y sean
El...r.f9‘ a ïíXl....,ïn] pulinomios en las indeteernada:
X1.....Xn cun caeflclentes en K. Scan d:= máx (¿rííllz líiís}.
T:= ¿ff1.....fs) 'y V2: {1 a 9” z f1:r)=0.....fs(T{=U} .Entonces la dimcn;íón de V ¿ttdlm(KÍX1.....Xn]/I)) puede ser
Lalculada en tiemyo secuencial 57d” ' ’ y tiempo p¿ralelc O(n*
logabd).

(3-8) Fifiemua ahora un sistüma (21.....1r3 le variables
independienths cñr rusprnto a I.

kada una forma H-¡ineal Y en R . BJ .
variable dependienta can respacto a { .....Zr}. Por la
Proposiciún (3.104 siguiente. womanque el problema de dacidír
¿i Y es nntnra o no_. pufide su: reducidw a un test que sólorequiere álnebza linaal sable K.

Comencemoscon al riaulanta:

tamos q19 Y as una
21

( - c-‘) Lema

l .Sea H una subüariaaad qevfadw e irraducíbla del espacio
{ :fin n-dimenslcnal A“ sobra Q. Bea P c sin"; ol ideal primo
Ï ÍÜTmado Por tada; las apli:hciunes pplilominles f que se

Bünlan sobre W. Sdpóngase que {Ül.,...0t) , t = dim(w) ' 9g un
“¿Stema de Variables infiñpandlehtns con terresto a P. Entohces
’i una f°rma 9‘1inflaï V E RÍAP! as una-variabla entera con
Fabpecto a (91.....Qt} . l existe un polvnomlo g e
¿[01v---o0t.TJ . ¿laudo I uáa nbava indekmmnlnada. t¿1 que:

l ? * .

! É

¿4—A.¡:.‘A.arw.

l

i

l

I

.4. g gi

; 1'!’
ll



3) g es mónico enfT
I

2) g(01.....0t.Y)Éwe anula en w

3) gr(g) S“gr(W)

Dhmostración:

5 Sea y la imágen de Y en DÍW] 7 QIA“]/P . La hipotésis
hhcha sobre Y mplíca que y es entero sobre ÜIOl.....Qt] con
rpspecto al monomorfismocandnico

QïOl.....0t] —————QIW]

‘ Sea g a 9(Q1,....Ot)[Tl eï polinomio minimdl de y sobre
9101....,Qt). Yaque QIQI.....Qt] es integralménte cerrado .
vamos qua’ g e flíol.....0t.T1 Además g satisfaCe 1a;
condiciones 1) y=zñ del ÉnuhÜiddO. A fin de veritícar la
condición 3) paro este polinomio minimal g. consideramss la
proyección lineal: i

i‘m| _________.-____ _. A1 a l
(mmm....mt(u);Y(o)>a ._.___.._...

La hipótesis sobre Y implica que la reStricción:

Tïlw : w -———_-.———clíMWH

ws un morfismo finito. Por lo. tanto u(V) = c1(n(V)) es una
hipersuperfícíe du A"' definida por un polinomio h e
u[01.....0t.T] con gr(hi = gnl(v(W)) s gr(W) ([Ho] Lemma2).Se sigue que h(01.....0t.y = O es decir . g divide u h
Esto muestra que gr(a) S gr<h| L qr(W) I '

(3.10) Proposición

Sea lZl....,Zr} un sistema de variables independientes
con respecto a I. Sea A“ el espacio afin n-dímensional snbre Q
y-sea V la subvariedad cerrada dr A“ dPEínida por el idea]
IxQ. Supóngase que una cierta forma K Jineaí Y E R es entera
con respecto a (213....Zr}. Entpnces exist? un polinomio g q
K[Zl.....Zr,TJ ta] que:

1) g es mónico en T

3) gr(g) S d“(gr(V) + 1)



w
l

s.

'3) Existe uña representac;ón !
.‘ I

.1. ¿{21.....ZF.Y) :3 a
! r . línia

Ïr °¡.É
con bn aln

.' 'Ï

u ¡ i ‘ ,

, sr(bnfu) S d"(sr(y) + 1) J para ISuSS.
l !

4d. y; 1 l '

Dvmóstraoiórz g ¡1 . l _

.' _: g l_ __
J¿han H}.....wmelas Componentasirreducxblcs de V. FlJemos

J . Isism .3? pongamos Hzüwj . anotemos con P al ideal primo
definido por H cum0.6n el Lema (3,9).

Sea y ¿la imágen de Y: en QIV] e y' su imágen en QLWJ.
Cnuaideremos el siguiente diagrama conmutativo de morflsmos
Canónicos: ‘

mv; I €2th

. l .

í ':
m::1.. . “21-1._._-._.-__¿_. (¿(21,....Z’.r]/P'-'

í

l

a QIQ19uo..Ot]

‘ i

donde P" := PHQ[11....,ZTI TÉ 01.....Ot son combinaciones
Q lineales'de 21.....Zr tales que pn9[01,.,..0t] = (0‘ y tales
qu: QIZ;.....Zr]/P" sea integro sobre QIQI.....Qt] (Lema
C‘-3íCÓ de Normalización de Noether).

Ya_que t=dimiï) , se sigue que LO]....,Qt} es un sistema
6 variable; independientes con respecto a P. Además. la
thStesís ¿obre Y ñmpJícaqrü y es entero sobre Ü[Zl.....1r}.
Pat lo tanto 7' 95 entero isobre QIZl.....Zr]/Pc y .. a
furtriüri. sobre ÚÍQI.....0tJ'.. El 19m3(3.9) implica que
eeiate un_polinomíp-ge 9[01....;Ot,T] tal que;

I

J añ mfiniao en

#401¡¡.;,Qt.Y) SHanula en w

nftü) í ¿17m7



que:

¿j es mónico en T

si(Zl,....Zr.Y) ee anula en w
mr(gi) S gr(W)

Pongamos f:= n gj E Q[Zl.....2r,T] . Entonc' líjím '

- E es mónico en T

- f(Zl,....Zr,Y) se anula en V
- gr(f) S gr(V)

Por el Corolarín (2.7) -xiste una representación:

(‘1 J fíZl.....Zr)“ É bufu
1‘.'};""

con bu s Q[X1.....Xn] . gr(knfu) _ d“ griV! ' 1) . para tndo
u . lsuís y Dz: d“.

Del mismo mudo que en la Proposición (3.7 . un argumento
dv álgebra lineal Cumpleta Ja demostración - '

Teníendm en cuenta (3.5) . (3.7; y (3.10) . vemos que
eshamos en condicjñne; de ruürdenar a] arnfmicamenre lar
variables XL.....Xn de mado que en el nuevo ordo se
verifiquen:
1} {X1,....Xrl es un sistema variables ifiü pendientes mn

respecto a I.

2‘ Xr+1....,Xp son enteras con TESPECÏÜa i!1.....xr).

31 XD*1..--.Xn son dependientes {pero no ehteTJï) con respcrfiúa ¡x1..... r).

io lineal deEl próximo pase consiste en1realízar un b‘ bles satisfagan
s

c
X1.....Xr de tal manera que las nuevas vari
a: condiciunes 1) y 2) conï p = n . Est itnación 3era

indicada brevemente diciendo que¿el iñeal e á wn "posición
dr Noether" con TeSpuCLOa {X1,.L..Xn). La Proposición (3.12)
siguiente será útil para obtener las cotas de comglejíde.



l

I

l

I

V“?!
'Éï l

i

1; p .

¡Mi¡‘v
’I 1.

u ícnn bn e ntxi.....¿h1 ,

i? i l u a. í
H_ ¿g f

ÉlÏ a y

proposición g; Í
¿Ï' fiSupóngase qúe {X1.....Xr} es un sistema de variables
independientes con respecto a I. Entonces, dada una forma
Kflineal Y e R . dependiente con respecto a (XI....Xrl. existe
un polinomio g ‘e K[X1,....Xr.T] . donde T es una nueva
indeterminada. tal que: I

Í' l '.

l) gr(g) S d"(gr(V) + 1)
i" É a
2) g no es el polinomio nulo

si ¡(x1....¿xr.T)¡€ 2 bufur Í ¡j líuis

ÉFcon bn E R . gfifbufn) i d”(gr(V) + 1) , para todo IsuSs.

Demostración: !”
i i |

t!% Consideremos pa proyección lineal:
¿5 ¡ É; t

2!“ l g An Art-1

i: _ I n a .— (x1(a)...¿.Xt(a).Y(aï)
¿u l ! ¡ L¿ 9 t .

IH- ï 1 I

0' La hipótesis :pbre Y implica que cl(n(V)) no es igual a.
Ar+1. Por Q [He]*!Remarki h. existe un polinomio f e
9[X1.....Xr,T] . en gr(f) s gr(cl(n(V))- S gr(V) . tal que
fle.....Xr.Y) se aannlaen V. Aplicando el Corolario (2.7)
obtenemos una representación

V' ¡x É

(*) " f(xl}.;;.Xr{Y)° 2 bhfu ; D:= d".' . ' ISuSs
z. .¡w

sr(bnfu) S d“(gr(V) +1). Comoen la
Propocición (3.7) ”'¿un argumento de álgebra lineal completa 1a
Demostración'. HL 3 l Í

. . Í": a
'x m} ‘ J
4 I 5 ' gi; ._ . | ‘

3.12u1) Observación: L& i! I ¡
' i r - ¡Mi . ' =

y 'Comoed la Observación (3.7.1). el problema de encontrary. un polinomio 8 quejyerifique las condiciones 1). 2) y 3) de la
Í Proposïción (3.12k*¡se reduce al problema de resolver unl
i sistema de ecuaciones lineales. Usando [Be] y [Mu]. se ve que¡
lvl esto puede hacerse en tiempo secuencial s’d“‘"“’ y tiempo:
P: paralelo 0(nfi log'sg). I ‘ n

T a?., í; ¡
: il T- 3

l 57; 2

' '3 zi? í

WI a

l k

1



3J13) El Algoritmo (ver.

L
l. l
.'I I

Demos ahora ur
(3.0): '

IHPUT f1,....fs .
PcK' tal qu;

OUTPUTY1.....Yn
r . '
buj . liuis

V

1) COMPUTE r = d.

szFIND {i1il to’íréll '

LJ-p \ ‘ {"5. - 5%. HR.

l

!

!

también [Lo])L

a descripción del algoritmo mencionadu en

" l

r H(F) d“(d““' + 1)

mR/(fl.....fsl
tal que {Xifl.....Xir} sea un sistema de

; variables iqdependíentes.

3) RENAMEx1... I
..Xp‘du tal modogqueX1=Xil.....Xr=Xir

A) FINDtodas las ¿aríables.entaras entre Xr+1.....Xn

5¡_RENAMEx1.....xL de tal modo

6) FOR t+1S55n
FINDgjektxf.....Xr.T]

.que las variables encontradas
en b) sean Xr+1.....Xt

que verifique las
condiciones 1) . 2) y 3) de (3.12)

FINO Gj:= parte homogénea de grado máxi
mo deígj

FIND(11.....Tr15P' fal qup Gj(T1.....Ir)
IT10 sea CBTQ .

FOR liiSr DO

END

Xíz=Xí +



a. El problema de la pertenencia en el caso de
ideales "no mezclados"

En esta sección describiremos un algoritmo que resuelve’
el probema de la pertenencia (PP) en el caso de un ideal "no
mezclado" . Este algoritmo tiene complejidad secuencial
simplemente exponencial y complejiuad paralela polinomial. Eni
lo que sigue usaremos las notaciones de los 95 anteriores (ver
per ejemplo las Notaciones (3.1)). Comencemosprecisando bien
la noción de ideal;"n3 mezclado".

Definición:

El ideal I es gg mezclado si para cada primo P asociado
al R-módulo R/I se verifica: dim(R/P) = dim(R/I)

Observación; fl
Si I es no mezclado, entonces para toda extensión de

cuerpos K c L . la extensión de I a Rx.L también lo es.

Teorema

Supóngase que el ideal I es no mezclado. Sea r:=dím(R/I)
y sea (21.....Zr} un sistema de variables independien'es con
Inspecto a Iqu; en el sentido de (3.2) tal que (R/IixK' sea
entero sobre K’LZIW...,Zr] (En otras palabras supóngase que I
está en posición de Noether con respecto a las variables
21.....Zr). Sea f E'R un polinomio cualquiera y sea:

B:=' má): {gr(f) . d + (n--r)d"‘(d““"‘ + 1)} + d"

Lntonces son equivalentes:

í) f e I

ii) Existen polinomios h E K'EZl.....ZrJ y 31.....a3 e
R’:=K'[X1.....an tales que:
- hf = E aufn

lsuís
- h no es el polinomio nulo

- gr(h) S dB”‘”"’

- Para todo n . líuís . gr(aufu) < B + dB ‘n-r'



Demostración:

ii) implica ú): Se; h r K' 11.....Zr] n) nulo y tai que
hf“e IR'. Sea IR' = Olfl...flüt dha descomposición primaria de
ER' en R'. Fijemc: j . 115;? . y pongumcs P:=rad(0j) . Por
hipótesis el anillo R'/P tiene dimensión de Krull r y ya que
P'/IR' es entero hobro F'EZI. . .Zr] J se deducw que R'/P es
también entero 5 sobre L ....;.Zr!. En particular.
-PflK'[Zl.....Zr] =jí0>. Por lo tanto h no pertenece a P . Dad:
que hf e Qj . la ünfiniciOn de idhal primario impli:a que f e
mi. Comoj era arbitrario. resulta que f e IR' y. a fortriori.
que f e I.

i) implica ii): Sean Yr+1.....Yn combina_i ne:
K'-lineales de X1.....Xn tales que R' =
K‘[Z1.....Zr,?r+1....,Yn] .La .hipótesis de que R'/IR' es
entero sobre K'EZI.....Zr] implica que Yr+1.....Yn son
variables enteras con respecto a (21.....Zr}.

Fijemñs j . r+líjín . Por la Proposición (3.10) aplicada
a Yj existe un pülinumiogi a K'[ZI.....Zr.le tal q“? gj
es mónico en Y: y adumas:

n
l. bnifu

1íu;s

para ciertos pnlínomiosL]j.....t:j r R' que tamñién verífi«
can:

artbuifu) d”€3r(V) + 1)

para todo u . ¿Suis

Sca L:="(21,....Zr) P] Puerpo de fracciones de
ï’[21,....2r]. La _Condiciün (il signifiwi que existe una
repre¿entación

.3.2) Í = X pufu
11u<s

para ciertos polinñmjos pu u H .

Fijemozs un rar-vien díayua'un-H An '.-:¡ «'r-ruïuxrt ¿L- mnïlnc-mi-Lxsen
Yr+l.....Yn . Eatlnces lgr+1.....gn} es una LJSGde Groebner
la (gr+l.....gn)LíYx+1.....Yn]¡ :3n resrñ*to a dicho orden.
Por la tanto existen representaciones:

.3.3) 12-11 E 5215235 + qur+lïjin

para Ítod5 u . lsnSs : donde cuj . qu e LÍYY+1..}..Yn] y
grytqu) ( (n-r)fl”(gríV) + 1) . (Aqui grw denota el grado totalen la; variablos'ïr+1.....ïn).



(

u.3.a) f = g +
!

!

l

I

Í

i

1‘ d?! vector fila ü.;
L .l '

ReÉmplazando (b.3.3) en (9.3.2) vemos que:
E qufulíuís

donde g E (gr+1...¡.gn)L[Yr+1.....Yn] . Se nigue que :

grw(g) 1 Bo

donde Bo := máx {gy(f). d + (n-r)i"(5r(V) * 1)}. Por lo :¿nto
g tiene una representwción:

'“43-5) s E VjáJ
¿ r"jín
I

con vj e LIYr+1,....YnJ . gr (vjej) S 3rvfg) para tod“r“an .
i .

í De (k.3.1) . (u.3.5) v (G.3.hï concluimos qu

4.3.6) f L curu
líuS“

dande cuz= Evjbufi + qp e L[{r+1... ,Yn] y brw(CH)
B) + d“ = B para todo u . 11v: .

Sea C:=K’[Zl.....Zr] Para cada u . JSuSs . sec Eu el
C‘submódulo Libre de R'
Yv+1....,Yn tales que
SJü E el C-submódulo
mnnomios M en YT+1.....Yn
la aplicación C-linval:

por toios los monomios M en
gr,(MI n P - grr(tu) . Similarmen*ü .

libre de R' generado por todos los
tales que grwíM) i E. CcnsiderdmOS

generada

Q : Elí...xE:xC .m__n___"-u__ E
(n1,....as.h) hn_.——. Xaufn - hf

l

Para numeros enteros a y B
nïmero combinatopio "a sohve .
CSR-r+B:n-r) y m:=rango(Elx...xEst) = E

' u
I

designemos
fi" Srhh

con "(a;3) al
q:=rango(Eï =

C(n-r+B-gry(tp):n"r)

l Consideremos la
m'hcmioa mencionañas.
'rrangular superiov N a

matriz M e C”"m de Q en las bases de
Por [HelLemma 7 , exista una matriz
CHNMcon las siguientes propiedadas:

Todas las entradas de N son subdetezminantes de H . En
partlcular Son polinomios de grado total s dminiq.m}.
Todo v e Cmsatisfaée:

I

vgctor columna obtenido por la transr05325ón'

Mu” = 0 si. y sólo si. Nv‘ 3 0}
L.“

dñnde v” nota ¿L

I

ú



los un de (ü.!.€) tiene la
R' y cierto h e
(p1.....ps.h) E

Para todo u {
cu=pu/h para ciurtus
111".(pufu) s B. É’vi:

Tnmando coordfiuadas

forma
C\{0} tales quekeríï).

1:3155.
PH (-1

deduce que

mcnñmioscon respecto a las bases de
Cunsideradaé. conclnimus que existe v:=(b1.....lm“1.hï a Cm
tal que : '

Nïlc .1 o

h no es cero

De) lo ¿uitex'iút' se ¡le hice '1ue N ¡m 1:4»vie f cuna: nir..v:.2
fjla de la fnrma (0.....0.C) con a no nulo. T-niLLdo «¿tc hn
cn uta. podvmos Sup ner sin perdida de gener Iiiad qWÜel
vector v=(b1.....bm-1.h) recién introducido satisiace:

máx {gr(b3)....Jgr(bm"1).gr(h)} S dmin{q”.m i

MV" = O

Esto muestra que existe (r1.....pr.h\ a kortm) :on h nu
nLJo. grill) L dmin{q”.nf'3 y gr(puf¡1) ; B + lnúrlrr Jn”! .

Olservación:
l

Sea I un idea] no mezclado y sea f e P . El Tenrpma (h.})
implica que la decisión de la pertenencia de f a I puede sn:
rafiuelta en 1iempo ücCUPDCials”8“‘“”‘ y fiomyo pgralelo Cín“
105“sB) .donde Ez: d“ + m4x ¿gï(F) . d ü ín-r¡d“(d“ + 1)} =

. ,,-.1O(máx igr(f).d’““l). En efecto. rrimtro aplicamos
algoritmo {3.13} para übtener corrdenadas 21.....Zr que
safigfagan ' las hiyótesis del Teorema (¿.3). Luego
trunsformamos la condihión ii) del Tearema en ur sistema de
ecuaciones lineales sobre K'. Usando las algurltrus de [BP] y
[Mu] . verifitamüs 'si e] sistema tiene una solución
ccrrespondiente a la condición " h no es “Him” de ii). Asi
obtenemos el siguientpz

u .Cnrolarlo

Se¿n Kl un cuerpo cualquiera 3 un f.t1.....fs e
le1.....XnJ polinwmios von dz= max {[lill‘ : liizs' .
Supóngase que I:= (61.....f5) es un final n m zzludu
Entonces le problema de daciiir si f pertenece a T
IL oluï;e en tiempo seru&ncíal 3” (
tiempo-paralelo G(n”]og“(smáxigr(f).i”“}

3' 3.¡.¡}.‘¡l'lln.ln;Ï"

s.ul.
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ü 5. El probema de la pertenencia en el caso de
fi intersecciones completas.

(5.0) El Corolario (2.5) del 52 da una solución satisfauto1ía
- del problema (PR) en el caso en que los polinomios f1....,fs
¿ “ de (0.1) definen una interSGCCiLJ completa en el espacio afin
k Í n-dimensional A“ sobre ura claRJura algebraíca Q dei cunrpn de
H base K. En particular se obtiene ¡a ese modo vma soluczen‘ del_ P10blema (PP). Otra solución a Ofltv problema se puede ce UCLÏ
' de lo hecho en el su. ya que el caso de intarsecciones

va ccmpletas es un cano eupecial del de ideales no mezclados. En
p esta sección darcmus una nueva solución dj? problema (Fil-er
e el caso de una ¿ntersección completa. díxerente de la: que

de mencionar. Es asi que 135 rnsultados lb ertaacabamos
chción son manes DGVuÓOfiOSque las tecnica: ¡ur
para deducirlos. ¿(ver [Di-ge] para una soiucion del
rzr medio de la teoria do operadïres residuales de la cua!
presente es una mera generaliza‘ibn).

emplearonos
rrob¿ema

la

Sean las netacíonws las mismas que las de
anteriores. Suponbmmoaque los polinomios :1.....fs de
satisfacen?la siguiente condición:

las 59
(0.1)

f1(t3=0.....fs(t)=01VE={1 e A". : es una
intersección completa en A" ; es decir. cada una de
sus componentes 1rredncib1rs tiene dimensión
n"8.(ñquí. n“ nata al esgauio afín n-dimensional
sobre la clagsura algetraíca Q de] cuerpo K).

l a I

Usandb las tébnicas desarrolladas en el 53. construirvmos
un conjunto {Yi.....Yn} de {armas K'-Jinealos en
R':=K'ïx1.h...XH] y polinomio: h.¿1.....fs e R' von las
Wiguientea prOPiOQMdeg:

. L

ii ¡

;. 4,"! K’lYl..i.-.Ynl f'}<'(X1...-.._,}{n’1

. j 2} Para cada ex:_}sión de cuerpos K‘cL , y para cada polinomio‘ e L[Y1,...,Yní son e;uivalente3:L i

i) f .v (fl..L'ï,fs)L‘[Y1....,Yn3
: l

ii) hf e (31;.J..33)L[Y1....,Yn]
u n' l

} a) Los polinomios ¿1.....gs furman una baso dv Groebner de
(gl,....gsb con Ïresrecto al ordeb diagonal inducido por
x1<...<ïnw En particular la condición hf e (31.....gs) se

Ü , .guede verificar muy tac1lmenf9.

a) grfh) S stgr(Vp'+ 1)d"
U) Para cada íijsE , pj partenQNe a
3?;q.m-,(gñ\ = 3:!“ ) S (ar(V) +
‘ondición 3) se sigue de la 5|.g

K'IY1o--oo?n'8.Yn-s+jfl y
1)d". En particular . la
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H5.i3 Teorema

a:¿’FAM’LL 1'

Sea K un cuerpo arbitrarin y :ea F:=K[Xl.....Xn] el
anillo de polinomios en las n inieterminnihs Xl.. .ïw aire
h. Sean f1.....fs polinomíñ; wn P cun grados bltuha
L14f1).....gr(fs).‘ Snpóngaseque la sucesicn fl.....fs jvfínc
una intersección cwmpleta en el espacio afin n-dímensínna] N
stbre una clavsura algebraica Q flv K; es de ir FHFÓÜQJSÜquv
cada componenteirreducible de {I e En“: fllï =C.....fs(r¡=UI
iiene dimensión n-s. Sean lYl.....Yn} y {bn
CUTPUTdel algoritmo descriptü en el 9? arlica
f1,....fs. Para cada j . 15515 , Fe

j lLU,j;S} nl
io a la sucesiwn

a'

Lujfn

Entonces {Y1.....Yn} satisface la cmndicíón I! da (Í.0) y l=F
polinomios h:=det(buj) y gl.....gs satisfacen las condiciones
2). 3). a) y 5).

‘ I

Demostración:

Las propiedades del OUTPUTdel algoritmc del C3 implican
que las condiciones 1?. a) y S) se satisfa:en. Cómoya Lemov
observado, la condición 3) es una consecuencia de la caniíción
5). Otra consecuencia de 5) es que 51.....gs es Jhd sucesión
regular en K‘EYl.....Yn] . Ademásla hipótesis de intersección
cumpleta implica que reemplazando eventuaímente f1.....fs por
combinaciones lineales suficientemente generiCJs se puede
suponer que la sucesion f2.....fs es regular. Du este modo.
ln condición 2) es consecuencia del Lema(5.2) siguiente.

Lema

Sea R un anillo conmutativn noetheriano
y 31.....gn dos sucesiones
eziste una matriz B E Rsxs que transforma el vectcr fila
[:1.....fs] en el vector fila [g].....gs]: i.e. snpóngase que
sv verifica la ecuacion matricial:

Sean f1.....fs
regulares en R. Supónssse que

.1) (31.....gsl f [f1..,..fs33

mi :0Entonces. para cada f las "¿mientas dos
Candiciones son equivalentes

i) f E (flpnan’ÏS)

iil (detB)fiL (gl,....gs)
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Demostración:

i) imglica ii): Sea f e R tal que existen al.....as e R
Con¿ f = alfl + ... + asfs . Entonces f =
[El...i}fs][al....,as]“. donde [a1.....aslt es el _vector
Cclumna que se ¡ obtiene transponiendo el vector fila
[a13....as]. Sea ndSCB)7 R'"' la matriz adjunta de B. De
(5.2.1) resulta:

ú[gl.....ss]adj(B) = (det(B)[f1....,fs]
Por lo’tanto.

|

[31.....gsladj(B)[al....,as]‘ = (detB)f
De aquí sigbe ii).

ii) implica if: La demostración se hace por inducción en
a"

- Caso s=1.
En este caso ; B E R , 31 = le y detB = B. Sea f e R tal

Hue Bf =' gla para algún a e R Multiplicando por f1.
obtenemos :Églf =-g1f1a . Ya que gl esta
ultima igualdad implica que f = fla.

es regular en R .

Caso s>1u ' .
Sea f e R tal que (detB)f e (glJ....gs). Le hipóte5is de

regularidad de las sucesiones gl..,..gs y f1....,fs implica
que cada primo asociaio al ideal (f1.....fs) es un nrimo
minimal sobre cada uno de los ideales (f1.....fs) y
'¿1..a..gsl. Por lo tanto. para mostrar que f e (f1.....fs) .
sürá suficiente cansiderar el caso en el cual R es local con
ideal maximulrud(f1.....fs) = radlgl.....gsl. Eneste caso.
«¿isten un entero no negativo N y una matriz C e Rsxs tales
qle z ‘

i [f1"'.....f.8"i z [31.-...8330
Por 1'o tanto tr-1,r4.....fau1 = lfl.....fs]BC. De la pa’rte

'L) implica ii)" ya demnstrada. se
\r1“,,...fs“) Consecuentemente , la demostrac;ón

-1ucida al casa en el cual su = fuN'para todo u .
a caso.¡la ecaanión (5.2.1) tiene la fonma:

|

(detBC)f e
puede ser

línia . En

deduce que

ífl“.....fs"] = [f1.....fSJE

. fean' c1.....cs los cofactores de B
Btima eolufina. Si Bo es la matriz de

.ïïirne quitando a B su última
a lo largo de su

(s-l)x(s-1) que se
fila y su última columna.

Entonvés ds = du1(50). Sea A:=R/(fs) Para cada elemento x e
3 sea clfxi la clane residual de x en A. Similarmente. sea
1180}la matri; de h“ ""- " cuyas entradas son las clases

.w lañ eqtfada: dey“ la matriz Bo. ¡Con estas notaciones se
Járifican; ¡ a
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1.. .J

.3

'J

V'

.k ,.-:_‘v9‘ ¡“fur

[C1(f1)",....c‘l(fs-1)"] = {cun}.....-_:-1(rs-m1c1(é.:.)

Mustrempsahora que rl(dotBo)cl(f)'n (cl(t1)“... .cl(Fs"1)“i,
I

1- -=Dadoquo B’cl.¡...cs (ñ.....0.ietflï' la EIJH on
(L. 2 . 2.) impl ica ¡{ut-1':

' X ¡11!f;1 «ie 1 ¡[1:1'3línïs
Por lo tanto (dotB - usf¿“ ‘¡fs e (fl“.....fs-1“) La

rogualridad de fl“.....fs-]“.f3 implica qn9 deLB vsfs“ ' *
(f1“}....fs-1“). A31. czfts“ ' e (fl“.....fs“). Lne, .
existen a1.....a3 e R tales que (csf ' asfalts” ‘ 41f1“ °
. + as-lfs lN Nue'ameute la legulqrídad iv i “.....[b-‘“.
fs implica que csf - asf: e (f1",....fs l” . es decir.
01(cslc1(f) e (cl(fs)“.....cl{f:-1)N) lo cual establece la
rclación de pertenencia enuciafla más arriba.

Ahora estamos en condiciones de aplicar la hipótesis
inductíva. de donde obrenümos que cl(f) e
(n1(f1).....cl(fswl)) ; es decir. t (fl.....fs) camu
queriamos demostrar .

Chrolario

Sea K un cuwrpú cualqniprn v sean f1.....fs pulinomios en
KEX1,...,Xn] qua fowman nn1 intersevción completa en el
3495010 afin n-dimensional A” sohrn la clusura algebrnisa Q de
K. Sean I:=(f1.....fs) y f t KIXl.....Xn] Entonces el
r úhlema de la perrñnuncia dP f al ideal I prie ser resuelto
en tiempo sezuenzial (0” + 2r(f))”‘"’ y tiempo paralela O(n”
1 ¿“(d“ + gr(f))).

Dümostraciún:

Aplicar el algoritnu desv en r1 if 3 la sucesion
fl.....fs. Calcular h.gl.....g° c¿mo en ul Tecrema(b.1).
Decidir por cualquier ala ritmo paraluli4nble de división de
Hironaka si hf purienéce a lgl.....gr). La: cotas de
Cumplejidad son inmediatas I
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"l‘ 6.El Problema de Representación (PR) en el caso
¿e ideales de dimensión cero.

(B.t) En toda‘la secvlón supondremos . sin volver a mencionarln
explícitamente . que la siguiente condición se verirlca:

(90.1) I. polinomiosr1....,fs e Ktx1.....Xn1 son tales. que 1:.3 dimensión de = Krull del anillo cociente
KIX.....Xn3/(f1....}fs) es.imual a "ero.

I g.

Este es un caso particular del caso mas generaï de
ideales no mezcladbs que? hemos estudiado en el su. Del
Teorema (h.3) se 'bhtiene' que cualquier polinomin f E
(íl,...,fs) tiene unarepresentación:

E aufn
lïuSs

l con cotas aimplemenhu exponenciales para los grados dv las
q coeficientes a1,....as. Este hechr nos pcsuútlrá dar un

' algoritmo paralelizable para el cálculo de bases de Crue nerde (f1....,fs) con ruupecto a cualquier orden compatible en el
c¿njunto de munomins de" F[X1.....Xn]. Este aLSOIirmo
únicamente requiere álgebra lineal sobre K. Ademasmostraremos

_H Cumoes posible cambiar :ualquier algoritmo usual de cálculo
'ï dw bases de Groebnor por otro que solament- involucre
L orzraciones con polinomios de grado controlado. ver [C-G-H 1]í

Y [Be-Yg]. Comparar también ccn LGiu 1] en el ¿asu homogïnen)

LÉÜI) Nataciones:

l Sea < cualquier ordun en el conjunto de monomiós de
K (1.....Xn] , compatible con productos.

Para cada f a KEHI....,XnÉ\€0} . denotaremos con tpi. al
máximomonomio (:on su coeficzenne) entre los que aparecen en

í fl
4

H 
'I __ v . .. Para cada a (11.....nn) n Non . X“ de51gnara al monomlo
E; ew 11.....Xn cuyos exponentes son al,....nn.

1 Si para cierta polinomio f . tp(f) = aX° , pondrem03
¡i- ._ '

5‘ - 1l; cp(f) := a
h , .H Explf):= a
¡E

¡a

'n

l- í; i
fill ll. .'

J'Zw“ j'.'=v¡ 1
".211, ¡t . .e

tú ‘¡ÉEÉÏ3212423¿;483“1, w é “'J i
.' ' Í I E ;

." i

r É ¡'tf ' f

1%

l-. .

¡Si , .

l.“-__-...__.-.__
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Pera un par deipolinomios n0'nulou (f.g) designaremo

.01 minimo múltiplo camún wntretp(f.g):= mmc(tp(f).tp(g)) ,
con coeficienre igual 1los términos principales de'f y g

cp(f)cp(g). L

y si M y N son los monomios que ve1ífican:

l Mtp(f) = th(g) = tP4fo8’

eátonües:
í

S(f,g) Mf " Hg;

gr(f.g):= máx {3r<Mf).gr(Ng):

Lema

Cúnjunto da roíinomios en
sea D un entero no

_ Sea G := {31....,gs} un
KÍX1,...,Xn] . Sea h a (gl.....,s y
negativo ta] que existe una representación :

z pnmu
! líuís

con pu e le1.....Xn] y con grtpugu)iD para todo u . ILHSJ
obtieneSea So(G):=G y k'O sea Sk(G) el conjuntq que se

de Sk-1(G) como sigue:

Sk(G) := Sk-1(G) U {S(f,g) : f.g e Sk-1(G) y gr(t.g) i D}

Entonces existe un entero no negativo N y un g e SN‘G)
tales que : ¡

Exp(h) E Exp(g\ + No“

Dumostración:

Nuestra demostraciñn es indirecta. por lo tanto
supondremos que para Todo kZO y para todw g e Sk(G). severifica: '

.2) Exp(h) no pertenece al uünjunto Txpíg) 4'Ho“
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1 "F.'¡ l

Ccpsideremog todas las famiiías F = (Mifi)íeï tales que

!# é ‘ EI es un qonjunto.fipito de indices (que depende de P)

'Ï I.Para tod¿ i e I. Mi es uh mon rio y gi e Sk(G) para algún k
i :(k depende de i)

¿sin= 2 Mm
fi ieI g

5.1 ¡_ '

5 Ï Para cáda familia P = lMifí)leI comoarriba. introducimfis
H la? siguientes notqcíonea:

‘ 1-.p(_r') := mápc {tp(Mífi) z ¿un
fl i

¿ J(P) := {jEI : tp(Mjfj) = tp(F)}

'¿Í I! ¡ ou?) := Nu")
’1 !ngT) := máx {gr(Mij) : jeJ(P)}

' C

De (6.2.1), mimos;que Fel conjunto de familias I" con ng‘) .
S no es vacio. Par lo canto existe una representación Fo =
(Mifi)iEIo pon lasgsiguientes propiedades:

y a É i

.i ¡ I lJfl- gr(Po) = min {gr(F) f P es una familia }

h 2k tp(Fo) = min {tp(P) : gr(F):gr(Fo)}
5: ¡ .' . 4 1

-u¡ o(Po) Ï= min {o(P) : gr(P)=gr(Po) y tp(P)=tp(Fo)}í
Afiírmación: iO(FO)ÉZ 2 .

i : i

Prueba de la Afiiumación: Si ctFo) < 2 . entonces J(Fo) =
2 {io);para álgún i058 Io . Por lo tanto. tp(h) = tp( E Mifi) =

{ Í tpíMiofio)’. Asi E;p(r) e Exp(fio) + No“ . lo cual contradice
_ (4.2.2). _ '
í ' 0
l. I ! ‘

i ¡í l' De 1a_afirmacáón. se concluye que existen por lo menos
“Í! -óQs indice; diferentes'm.k en J(Fo)

Ï i = í Sea Ná=mdc(Mm. Mk) el: máximo divisór ¿omún mónico entre
1 L y "Nm y Mk . g 1 g
r‘. ..I l. ' - | 5 i: .’ ' v. " I ¡

” ! ¿ ‘ ¿Sean TRY Q,dos mpnomios tales que z
.' ' . f b ‘7 ¡ ' i ‘4; w‘, r.: ' Li ïl? = l =
‘ 5;; q; ;f=N',I'=rm;y:No=Mk

" ' | H ;ÁÏ‘ ; i í .
Sean gá=cy(flmim) y bzhclekfk)u Obtenemos:

5-:LN" . 5? Í“ r
x .Pwp(fmï.-.9b“0tquk)'r ttp(fm.fk) :para algún t e K\(0).

-a.¿Ï. h‘” ¡a i
y; .’.Ï:.'. ' 1
.'- 5:: ‘.¡-,. ‘2,1¿2 mi» .
t" 4'; ' " - :5"? -. -‘Él.:;‘ :3 ¿{"23
__= ñ; '. _ 5:; lui Ï lïín.’ . tú" 195-?
’; ‘t'r'és-V-ïíl'ï Li? z: ' i -i"' l. ’ï."-‘:;.4-. m ¿74.7% ' - w- - » ‘
í Ill, É, ;'(: I p '

i l
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l :5 'Mkfk INSxfm.fk)¿hu = 'Í'fm - en: Mmfzní
gr(Tfm)

‘¡Ho, 13(fm

¿más

L ¿rtNTfm) = gr(Mmfm) i uráFJ)
.Y r

l. !r
i gr(0fk)f” :r(NOEk)= gríïkfkl i ¿tiro?
t

L ! 7g Asi. si fm y tk eatán un Sr(C). entoncea Sítm.fk) e
:Srn1(G). Esto nasipermite obtener una nueva familia Fl. a
sabe z la inducida por.1a siguiente representación:

L

P. Mjfí
,k}

:I‘ fi ab ‘ ' Nik“: +
l

E M¿ti + th<fk.fm)
icIoXJdj (1

I

q

Idoïde Jo:=JLTO). Ya¡qúo
obuenemos que: '

Lp(tNfi<fk.fm)) <Mmfm‘= tp(Fñ‘.

' i

- {r(F1) S gr(Fo)
t ;
. l

- dp(Pl) S up(Po)

- I(F1) está incluido un Jo}
Esto contradice la definición de Pc El Lemaesta

(

demostrado .

Tejrema

u. Sea < un orden unalqviera en elK[X1....,XnI . conphtible con proiucto¿.
l

Cvnjnnto de monomio¿ de
Se verifican:

i); Cualquier base irredncihlñ ¿w Groekner de ffl.....fs)
contiene a lo sumo d“” polinomios. Ademas. tndos las
polinomios de una tal base tienen ¿lado tota; acotado por nd”.

ii) Sea Hálhl.....hmï una base irrpducible de Erbetner del
idaal (f1..¿..fs). Entonces. para cada j . Jiizm .existe una
representación:

hj

¡' í

l .acá puj e ng gr(pujfiu; s nd“” + d” 4d para tcíu p 1;

iii) La escálera E de {f1,....fs). E:={Exp(f)
puede ser calculada efectivamente en:

i L- tiempo sequencíal: s”d“‘“”’

Oí- tiempd pañálelo lü;”sd)

"I¡\-l.ü—d\.



lvï Los algoritnms usuales de cálculo de base da Groebner
pLoden ser truncadou como sigun:

.¡’t

INP.i f1.....fs
B;G{(1,j)r; 151<jisa
ws

, .

mas: B no ¡{vacio DO:

CHOOSE. (1.3) a B
¿" IF g¿(fl.fj) S nd“"+d"+d
fiïá TRENt :=t‘1

7' B :=BU{(i.t):Isi<t}
'%r* j. Et:-8(fi.fj)

¿ B:'/B\{(i.3)¡
m1..

3+

.¿á Dmmpstración:
;}% Comencemosconïáïgunas observaciones.

á Por (C—a-H1JThácéem 17. dim (Rítfl.....Fs)> s d" . Por
'“ 1? tanïo . para cada ár.¡1555n . existe si e KLXÍ]tal quea a u : by .p‘

i “‘ÉÉ',. i" "'33 c (f1.....fa) y grfgj) s d"—'y- Lv: ¿ I

ñ ' Aplicando ahora el Ctrolario (2.7% se obtiene unav' reprerentdcion:

g?” - E buifn
H%¿¡ ¿bg Ï_á _ ¿í 15%13
' q_ tarado N:=d" y Jonás gr(bpjful S ¿“(32(85) + 1) para todo u

a? . 1' ñl."4_' ". i= Fiáemos un'“ozden diagonal (auxiliar) en el conñnnto de
Lmünomins de R y pongamos paga cada 5 . lsiín . Gñzcgñ” .
’rtonces (Gl...;,Gn3 es una base de Groebner del ideal

{33:1.oI'Gn)o
._Ar.

i} Sea H:=lh1...t.hm) una base irreducible da Groetner de
'(il..1.,fs). Para cada j . lsfiim . existe un elemento en H .
digamoshi . tal qge tpthj) divide a tptgjl . Asi. tplhi) es
dí la forma xfi“' pala algun D5 í d" . Ahora la hipótesis de
que H e; irraducibla implica que para cada h e H y para cada
J. 1:35n.. Brnj(h>gi Dj s d“



(6.a)

ii? Sea hz=hj .- Escríbamos h 3 Zaufu Con 51.....a: s R
Aplicando División de Híronaka a 41.....as:

l

E cujGj t bnau =
1:5:n ¡

¡

donde gr(bn) S nd”" Luego: 5
‘ a

h = 2 ( E CQjGj + hu)fplínia líjín
Sea'vs:= 2 X cnñiju De lo anterior obtenemos:

ISuSslstn

g e (Gl....,Gn) y gr(g) nqw” + d Asi existe unarepresentación:

I: B = Z ¡ejGj
1555”

con gr(ojGJF S nd'" + d Por codsiguiente:
h = E ( 2 dibuj + bu)fu

iSuSs lijin;
l

Es fácil ver ahora que gr(( Z eÁbuj + bu)fu) í nd““ + d” + dlSjín

iii) Es inmediato a partir de i) fi ii)
iv? Es inmediato a partir de ii)iy del Lema(6.2) .

Corolarío

Sea K un cueryo. cualquíára y sega f.f]. ...f: :
Kle.....Xn] polinomios con dq: máx 'Lr(fi) lsiíd}Supóngase que I:=(f1.....fs) es un ideal cero dimensional
(i.e. Supongase que dím(K[X1.....Xn‘¡I) = 0) ”1 t pertenece
a I, entonces f se puede encontrar una representacion:

f = E Qaufu
liuüg

con gr(aufu) S nd““ + d” + d ¿ mediaLte un algoritmo
cuyas cotas de complejidad

- tiempo secuencial: s”(gr1

:iempo paralelo O(n” 10g“s(gr(f) t d“))
1

En particular el problema de la pertenencia de f a I. y
el cálculo de 3a dimensión dímK(E[X1.....Xn]/I> pueden ser
resueltos dentro de esas mismas cota: de complefidad.
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