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0. Inty oduccibdn

Un problema central del Algebra Conmutativa Computacional es
el de sabher decidir efectivamente si un polinomio §f , en las
indeterminadas  Xi 1" n a coefic. ‘e en 'n  cuerpo K,
puedi: ser representado como combinacidn lineal (a cnoHeficicntes
poliynrnomiales) de otros polinomios fe,...,fa prefiiados.

El caso particular mis importante es aquel en el cual f as
iquat  a 1. Hilhert crnpastrd que esa candicidrn ce naturaleza
algebraica es equovszlente, en 21 caso en que kK sea algebraica-
mant2 cerrado. a4 oura de caracter geométrico: los polino-
Mios fiyeanyfam nn s2 anulan simultaneamente 2n nirgln punto de
K., Este tearoma, crntcidi con el nombre de "Nullgatellensatz"
es de gran .nterés 2n la Geometria Algevraica Camputacional

deb: 7JJo a sus d.versas aplicaciones. Un carnolario del Nullstellen-
sat.r, ecstrechamente vinculado con el prablema general en que el
pal.nomia ¥ es arbrtrario, presenta también un contenido clara-
mani:a2  geométrico @ Fara que exista una poter-ia f™ de £ que se
paeda  rearesentar camd una combinacidn lineal de los polinomios
fi1y . -eyfa 25 Ne2cesario y suficiente que, en K™, cada cero comun a
fay.-eyfa s@a tambirén un cero de f.

Las investigaciones de los dltimos afos han demostrado que
el <caso general es inherentemente "de un orden de compleiidad
sup:rior" al del caso pdrticular en que f es igual a1l o se 1lo
reenplarza , como en el corolari1o recién mencionado, par alguna
pot2ncia . Asl, las souspechas de que los problemas geométricos
son mas "compl=z2jos" que los algebraicos, han 1do aumentando. A su

vez. estos resulfados alimentan las esperanzas de contar, en un
fut sro cercano, «¢on térnicas suficientes de zalciln tormal como
para resolver, d=2 un modo eficiente, problemas concretos gque
enc tentren un planten preciso en el campo de la OGeometrla

tlgz2braica Clasica. El esplritu con que ha s1do escrito =ste
trasaljo corresponde a3 esta ciase de consideraciones y nor eso
atiende tres aszpectas . hésicos. En primer  luagsr-, tiene una
intencidn pedagdgica va que es razonablemente autocontenido vy
todas las demostraciones que se dan o0 se cltan son accecibles a
los no especialistas. En seqgundo lugar, algunos de los resultados
tienen un interé. mids hier tedrico ya que parcen retftarcaer la
tes1s de que los problemas geométricos , a difer=ncia d= los
pur amente algebraicos, pusdan resolverse eficientenente mecante
el cAlculo faormal (seccronres 2, 4 y 3)., For dltimo,los resultados
(e 1nteréds practicn consisten en algoritmos bisicos de la
Gecmetrla Algebraica Computacional acompafados d2 sas rep2ctivos
andlisis de complelidad, cuyas cotas son &ptinas en todos los
casns (seccianes 2, 3 v &4 ver también (C-G-H 11 y (D-F-G-%1).
Exi1uten otras anlicarcionss fuera del campo H4e¢ la Geometrila
Alcebraica. For eiemplo en Geowmetria Real (ver (Lol vy [He-
Ro-%0 1,21) c en Algebra (ver [F1-Gal y [Fil).
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":'! El!método de comparacidn de coeficientes reduce ‘el .problema
'|(PR) © al un problema de &lgebra lineal sobre el cuerpo K. Fara
'fzJar Iideas, supdngase que se sabe -que f S
tacion de} tipo (t) de (0,2) con: = ' '

aa una,cierta cot'
pero:no se conocen las{aJ

_ 12;29 v ‘sea E; el KJgubespac1o vector:al de R

,por-‘tados! los' . monpmtos i Ma en x‘,...,an tales "‘que’
b3 D;k gr(F,). S1milarmente,'sea E" el K-subespacxo vectorial

de K. generado par. los monomxns M en x,,...,xn tales. que gr(n)\z D ﬁ i
3 '—lxneal' %,

5 “Hek & la matriz dp 1a transformactbn lxneal antqrxor en '
lbasesh de monomtos req;én lntroducldas .y sea b el veg tor cblumna

'aﬁa:idas-ﬁoﬁ » -
'1hpﬁ} ke'ial problema: LEn’ CMa-Me)!' Po utores' consw
¥ atur;les cyal Dy e,

- C







bBasicamente, estos resultados fueron obtenidos combinando
"Desigualdades de Bezout" con métodos de “"dualided" de la teoria
de madulos de tipo fini1to sobre un amillo de polinomios (o, e un
lenguaie maAs geométrico, haces coherentes sobre un escuema
proyectivo).

Vistas las cosas de este modo, se pueden establecer dos
puntos de contacto entre las técnicas de (Brl y las adoptadas con
posteriaridad. El primero es el Lema de Narmalicaci1on de Noother
en cnordenadas genéricas: @s relevante tanto en lo reletivo a la
forma de Chow , cuanto a las Desigualdades de Bezout. El s=2gundo
es la analagia existente entre el significado Homolégico de la
integracidn de formas diferenciales y la dualidad algebraica a la
que: hicimos referencia.

Si hien el aspecto fundamental de la conlietura fue recusito
conpletamente, en este trabaro damos uwna soluci1dn  definiilva:
max grlasfs) @ 1237 ) es menor o iqual que dm (Coralario (22.8)).

Comentemos ahora el contenido de los diferentes paragratos.

El 81 trata sobre las "Desigualdades de Herout" que se usan
en los 88 siguientes . Fue eacrito con el +1n de establecaer
enunciados tal vez menos generales pera mas  aproprados a
nuestros requerimientos que los que se encuentran en la litera-
Ltura egpecialiczada de Tearia de Interseccidn. Las demostracioneas
que damos aqul son elemertale. y usan las ideas decarrolladazss  en
(He'ls La FPropaosicidn (1.7) es de especial interés en la <seccidn
siguiente. '

£1 . 82 contiene los tearemas centrales del trabalo. Los
resultados que se necesitan para las aplicaciones {fuerecn engloba-
do. en un anico enunclrado (Teorema (2.Y)) que de este modo los
devuelve en forma de corolarios (Coroiarios (2.3) a (2.8)). nqul
darns soluciones fptimas a problemas de pertenencia y representa-
cién de tipo geométricn. Estas soluciones muestran gue todes
esus  problemas pueden resolverse med:iante algoritmos que dnica-
mer e raquieren  Aalgebtira lineal sobre 21 cuerpo de base vy que
tienen compleiidades simplemente e:xponencial en secuencilal Y
pol nomial en paralelo.

Digamos cque todos las algoritmos de este trabaioa pueden ser

re: :rados por una red aritmética con INPUTS del cuerpo de base vy
QU 18 de wuna estensi1o6n del cuerpo de base con  "suficientes
elervaantos”. lLa cantidad de nodos de la red es Ja complejidad

s oancial  y la profundidad (cantidad de nados en el camino mas
o entre INPUT y GUTRUT) e« la compleldidad paralela. Para la
in de red aritmética referimos al lector a (vz(]

IZ1 83 consiste en un andlisis algoritmico exhausntiva del
lLer.i de Normalizacidn de Noether. Comn consecuencia obtenemos ur
alg.vitmy para el c&lculo de la dimensi1dn de una variedad
alo. reica. Otras consecuencias se desarrollan en las secciones
$i7: s erntes para rrsover problemas de pertenenc:a
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Sexa!lV ¢ A une subvariedad carradalosnidimensiconal con
1 . . .o
dim(V) =ir . S#3 V = WiN...NWp dna de=c0mpvslflcl irreducirle
e V. Siguiendo a [Hel asocimmes a4 Voel montirns ‘
Lo
i P i A Y e — A XA
: i (M, ) (M, xM?
) [ cntiluasion resumimos las proviedocies qué
b
I

Lena ({Hel Lenmal)
l
Se iverifizan:
|
1Y Fara 'tcdn 3, 1uidre la restuviceldn AN T. es
deminant=.
K i i
2) La‘exten=16n vigmo At ]l ¢ KA =2V irducida por I
" algebraica sap.. able. .

. . |
%) Existe un abierto no vacis O ¢ A tal gue la restriccidn
de ®..de OxJ en xA° es un merfismo finito.

| (
i) griv) = £ (K(A" »xW3):K(A~"xA )]
: 12j¢p

Frcposicion i
: : |

“ea V ¢ A 1:nha stbvariedad cerrada nquidimensinnhl con
sim(V) ' r v  componentes  irreducibles W1,...,Wp .. Sean
X1l,...,Xn conorlenadas afires ea A" . Entonces exigte un
abiertyv no vacio O o A tal que si M £ 0O e le....,\)) 1=
iX1,...,Xn’M scn  las combinaciornes -lineales Qe Xl.L...Xn
inducidas por la mntriz M, se verifican'

1) Para tcodo 3 1<¢5¢p , el merfismo lineal Wi - - A
inducidec por M es finito .,y

) gr(V) = ) [W(W)):F (R )]
123<p

Domostracs: |
Sin. peérdida de generalidad co puvede suponer Jus V oes
irreducible. fea O 2 A un abierto no acio tal que si M ¢
0 oa mﬂl.j...Yr) 1= (M1,...,Xn)M entonces sp verifican:
) E} morfismo linwal £ : V ... A inducido poxr M, es!finito
R i ;
2) lig extensior de cuerpos F(rr) o K(V) . inducida wvor 5 , es
separable. '
i ; ,

-Tal{” existe o 2! Lema e Nc;ma11 acidn de Noether y el he-
‘ho 'de que K es anchbraicamente IL~¢1d0)
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For el Lema  (3.2) , axiste un abierto U ¢ A" tal quwt

v

| Para todo v ¢ Ur;  #f ‘(y) = {KiV}.K(A*)]
i ]
i ,

. %@a F : A —— A el morfiizsmo lineal aducido e M.
Entonces , f = F|V v E(y):= B '(y) es un sulkespacio afia
d= A" . Luegod, la jpusldad anterior puede lecise:

ﬁ' o )
= . WE(yIRY = [K{V):K(A")] h
i i i
P¢r el ﬁema (1.3.2) podemos suncner que la restripcion
de2l moxfismo $ @ A ¥V - Avwhr de (1.3.1) al abierte O
tjenelgibra finita. hsi resulta‘qne: ?

[K(R W) :K(R <A ) )

_’i“ gr('J)

ﬁi“(M.y)

#E(y)NV

(K(V):F(A )]

\
|
como queriamos demost.rar -

il

i

| 1 .

i !
Séa R:=K[X1,...,Xn] el anille de pclinomios en las
indetexm;naéa X1,...,Xn sokuwe K. Sea I un ideal de R ¥ sea
:=R/T, Dorotenos per dim(h) a la Jdinensicn de Krull 'he la

h algeura Rn » '
81 I es primo, el girvade de T es gr(l):=gr(V, dcndﬁ'y es
1. subvariecdad algrbralica del vapaclo aiirn An definida POY I
{ver .5r elemplc (Hel). Si 1 e&s primaric. sea mwr=ral{l}! el
1-.dicfl de I. Ertonces w es primo y An es un anillo art%niano

dv lengitud finita leng(hn). i

Tric

e a

; . - . . '

Subéngeea ue @l ideal I e vrimaric ¥y sea ni=rad(?' el
W ]

z'éicap de 1. Ertouzes el:grade de J es

. I 4
“; gr(l) 1= lonrcht)gr(n)t i
by v
Eas gereralmente si todos lns ideales pr:m-, asociafos &
} €ié%en la mispras altara (1. e. s I es no mzzclato) definimos
grbdo de r €. 1o ' ' p i A
,M_ ; " \
it gr(I) : r ariak) :
) -
i ke |
A "., . l._:._-“,'. v il
g.aauu;?wdz s Gt ©8 una deSC)FPOSLClbn primaria irredundante
LINE l'l: :'. :
1 : ! I ) !

. : H H
O S ol By rlde N2y O T NG -t B
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Saa I ‘un  idehd Lommgénei Jeel anille o0 palinondes

S:;K[Xd....,Xn] Yy e F e & un_ iolinomic ho mgéaeo de grado

total gr(F). Consideremcs la lijta cempleva Ji,...,Jr de las
c-mponentes primai ias aislalazi del ideal homogéneo (1.F),

Suséngdse que I 283 no mezclade v que F ono e2s Jivisaor de ~ero
d=1  Samoduli S5/1. Ertonices - se verifica la sipugcite

Jdesigugldad:]

griJin...NJr) I)sx(F)

: t
Dhemostracicon:

N Séa A:=3/1 vy denctemss con o a la imager. e ¥ en A, Uor
, hlpéteéis ¥ es un elemento regular y' homog2neéc de prado
q gr(®)=gr(F) en la K-algebhra gradvada A. Zea <«:= dim(A) - 1.
i i '

Sean y&¢,...,¥y® combinaciunes K-lineale: genervicas Jde  las

itégenés de Xo,...,Xn 24 A. Erntonces la K-algelrcan
s | E:=Klyae,...,vel en isomerfa al anilla dz polinimins

. ' YUK, g 'Yel en lun ladet evminadas Yo, ...,¥e sobr: K. Del: Lema

(1.3.2] sé¢ dedu ¢ acue ki eXtensidn F - — N e3 ehtvyra,.

I consiguiente, existe una 1yelacicn de depenlencia entera

ninimal de ¥ solbre L

(t) 'w I~ , P = 0

! ¥
i . 5

donde, para cada & , 9.6:m-1 e mla bien es homogene:s

de grado grias)=im-Llzrd).

Déddo que m 23 minime y & s regular o oce deduce que v oo
er cery. Por consigulente gr(a.i=rmgy(®). La genericidad de
Yii,....ye , implice entonces que

ryo.(as) = gria.) = mzr(P)
i
Asi, (¥) puede interpretarse  coimd  Un4 acuacior de
‘!’ N d:penilencia entera le vo sclae :=K{f.yl.....vel. Esto
f miertrd que A es uriea extensidn entera de C (v, en particular,
i que {&.v1l,....vye} ws un conjunts algebraicamente independiente
{ schre K).
3 { _ . . .
y Sea I o= Q1a...Nop una descomzorold
dundante de 1 en 5.
]

Fijdemos un irdice 3, 1:34p . v dencotemos por 7 oa la
'wégen} de nj:=ras(wi) en A. FEntonces v ez un ideal wrime
mihimal de A y, por hipstesis, Jim(A/n) = ¢+1. En consecuencia
173 moxfismos candnicns ¢ —- A/m v E -—. Asm :0on  invecciones
avie d?finen extenciones, enteras de K-algebras., En lo que
sigue identificaremos | mediante esta: iny:scciones. a
%.YO,.é.,ye con sus imager.es en R/m.

1 B

l
|
5
1
|
e

I | |

[
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cusrpos de fracciones c¢t(E) y cf(C) , se deduce jue el

p.linggnio minimal de & o cf{RA/n) sobre <of(E) induce una
eauacHEn de delpende::cia enteras  del tipn (*) son
mw[pfﬁffil):cf(E)] . Intercretandc nuevament-ee di-ha ecuacion
cemo una relacién de dependenciatentera de yo € A/n sobre C se
chtienpp que !

1 i

i [ef(Clyo)l):af(C)) ¢ [cH(E[R)):cE(E)]gr(})

Qéandc ahora #1 hecho de qﬁe grin) = fcf(A/n):cfiE)]
(partai 2) de la Proposicién (1.4)) resulta:

[cEiR/M):cf(C)] [cf(A/n):cf(C[vo])][:f(C[yoJ):cf(C)i
: 5 [ef(R/n):cf(El2)))IcEf(E[RIV:cE(E) jgr(t)
= grinmigr(P)

@etomando laz notaciones con subindice i , concliuimes
e : ]

Para todo 3 , 173¢p , [cf(RA/n3):cf(C)] = grinilgr(d)
_ !
' K !
3ra T := C\{0) y sean : K':x cf(C) = T 'C v D':= T 'A ias
l,calicaciories de © ¥y A e¢n el copjunte multiplicetivo T. kEi lo

cve sigue mostraremos que |
H g
1) dim. - (D') < pr(I)gr(F)

i l
Dgpdo que R es un C-mddule fﬁnitamente generzdo, se doduce
e D' es, una F'-Algebra Jde dimensién firitz. Ademas, la
de scomposicién  primaria de T, I = Q1iNn...NQp , induce una
“rscomposicién primaria irredundinte de D':
4 '

A, (0) = Q'1M...N0'p
A !

en la iyjue , para cada 1l:i<p , Q') = T '03 es la componente
V' ‘mi-primaria.
Fijem~n3s momentaneam~nte un .indice 3 . iZi¢p , y adorzemds
es¢ritura sin subandices. Taeniendo en cuenta que:

4 4
D'n’!z A

| : ,
b/w = TOU(A/M) = ef(N/m)
|
o dedyce:

’% Aim (D' /QY) = long(D'm') Aim. (D'/=m"}
1 = long (An) [cf(A/m):cef(e) ]

In

long (Am) grim) grid)

exr(Q) gr(d)



[riego, icomo D'= X (D'/q'3) resulta:
. i ' 1<37p : g
. ‘| .
I i g
bl ‘ dim D' ¢ E ur(0j) gr(d)
: | 123<p
A ’
~E = gr(l) gr(d).
55 Esto ﬁe rmina con la demostracién:de la desiguaidad (1.7.3)
: | i !
\ !
'; ‘ §4an ahora U := Klyl ....yei\{o} . L = U '"Elyl,...,vel v
: t= G ‘(A/A&) A cont%nuaciop demcstraremoes la sigujente
; %“lgu ldadt . #
i ’ H ! H
- i B Vi . i
147..2), ﬂ- R ! dim (D) € grI) zr(F)
; L ¢
s & | ‘ . -
] Erh primer lugar notemos que el diagyama siguiente , en el
\ que log morfismos son loz candnicos y las  flech-s verticales
: son 1nglu51cnes enteras, &s cenmutativo
? | |
; 3 !
b L ' n/AT =i N/AB
11,7.2) g i
b 3
! ] Klyl,...yel & C/Ce
; y | .
! i
Dado que A =s un C-médulo  de tlpé finit., evizste uvn b €
C~{0} tal «ue Ab es un Chb-mddele libre de raass dim (L),
; Por )lé tanto (A/RQ)b es un (C/CTJL-mdéduls libre del mismo
;  rango. | Este termini con la demostracion de (1.7.2) ya qme:
. ol '
: 4] l
é. “ldim (D) = rango(A/AP)L = Jimy (D') < gri(l) aviF).
) |
| |
: ﬂea ahora Q la idterseccién de todas las componentes
‘0 primarjas inmersas del ideal (I,F). Por hipdtesia:
. _ D
. TI f‘ !
1L7.6) : 1 1 Fi = J1ni..nJrng
: A i !l I {
i p b ! ¥
« t . , P 1
o f S ! i
| " . | :
.f TS R - i
! 1y b ' !
! P I
I
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-“ht(Jk)
Co
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r todos' los i

ﬁi: desccmposicién |

= n#l dim(A)+1 -

altura >‘nfl-e'

edundante de }Q)L;ﬁ;,

L

.I'

deale
(1.7.

pwYe » se de

deo la:

iaomorfa a cocie

f'.f'i
gi(nﬁ

L
!

ong( })n~
long(DnD)
long (DnrD)
dimk(D/JD)

b

0,
__.l.

"ll a

subind

-

T

1
(
3

(IR

im.(

' ’adoptemos l

[cf(S/n) Ll
cf(D/ﬂD) L1 [k

i ﬁc-,ﬁ;:

resuItL que pa

duce

localizacén|
nte &S/J)g n

4«

s

rad

p/JkDY, |1+

: s hotacionesl
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)vC<uqld%zemos el sizaiiente

blema de Localinacion (PLy

Dddos £.p,f1,....fs £ K[X1.....¥%0]. Ll emiste [os
N talQLque

*)

i

T fg" £ (F1,....fs)

i

Fiident=meitte (PL) es una genrraiizaci~on del protlem:
() ,#ntrodacida en (0.1). Enrn esta  zescidn daremor ung
s.:lucifin de (PL) eon =1 caso particular en qgue (1l.....fs zea
Ui "'uc= idn reguiar fuera Jde 1a hirersuperficie (3=0}".

Phra ser mds preciscs demos la siguiente

i

) thlnirlon.
|

Lk sucesidn Ce,on. fO =3 yvyeoulay  faer o Je  te=()
s paya cada 1, 0«icZg=-1 fi1t1 no es 4di \zswr Ao cera d:)
Yisl,. L. Xni-modulo CKI¥LL, ... ¥ (FY, JEiv)e

1

|

Ok sérvese gue hemos incluide deliberadamante el  caso en

e el ideal (f1,...fs)g no es propin en KiX1l,....,Znlg . Ese

¢l aso en gque g € radlfl,...,fs) y s=n+l. En ctro Cusd ecs

.. Uhsérvese tambien que por ser KIX1l,....Xa) un anille Je

Cchen-Macauly , cualguiey permutacidén de una sucesién regular
fuera Fe {g=C} es tembién vegular en ¢l mismo sentid:.

|

Enunciemos ahors el principal resultado dz esta seccidn
N

) Teoreqa
]

Je:a K oun cuerpe  arkbicrario y o =za R SEIXIL L KR ]
#nillg de prlinemios en jz:s indeterminadar 1. Xn Jot R
Cean | f,g.li,...,08 polinemios  con LY 14 'J'dlta ‘t)

yr(g)e: BY(Y1) ..., grfifsj), B R suvcsifn fi. .
regular fuera do {; =0} =0 el zenuid o de (Z.1), ERUences
¢.ndiciones siguiences son equivalantes

) fée (€1, ...,fs)kg

i) fgv e (t1,....fs)

donde D :» m grifi)

i
!
|
i
]
i )
i




.3)

Ademds, si s=n+1 vy grifn+l) £ gr{fn) (lo cnal siemgr~ se
puede conseguir reordenando la sucesion) , entonces se puede
itomar:

D := n gr(fi)
A 1£i$m

Para ilustrar 'a importancia de epte T2r0orem. veamos
algunas de sus consecuencias. (Ver también la seccién
sigujuwnte). '

Cnrolario

Si la sucesidén f1l,...,f5 es regular fuera Jde {g=0,, con
2gquivalentes:

i) £ e (f1,...,f<)Rg

ii) Existen polincmios al,....as € R tales gue

Eg? = L aifi
1Zi<s

dorde D e como en el Tesorema y ademas:
max {gr(aifi) : 1<¢i<s} <« gr(f) + Digr(g)+l)

i'emostracién:
]

Sean F,.G,F1,...,Fs las hcmogeinicacicnes de t.c,
fi....,fs8 en Ki(Xo,...,Xn). Entonces Fl,....Fs @s una sucesion
regular fuera de ({X»G=0}. Ademds, si f ¢ i(f1l,....fs)Rg, se
deduce que F € (F1,...,F8)X0oG. Por el Teorema:

F(XoG)®” € (F1l,...,Fs)

For lc¢ tanto, existen polinomios homogzénecs Al,...,As €
Fi{Xo,...,Xn) tales que:

F(XcG)P = AiFi

)
1.1i¢s

von max {gr(RAiFi) : 1<i<s) S gr(f) + D(gr(q)+1).

Ivaluando Xr el. 1 se termina la demostracion -

I
1
i
‘
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(2.&) Corolario:

Sea A" el espacio afin de diminzidén n sobre una claucura
algebraica de K. Supéngase que fi1,...,.fs definen wna
"interseccidén completa™ en A\ lg=u}, es decir. supdngase que
cada componente irreducible de {t : t1(x)=0,..,fs(T)=0)} , 1
incluida en {p=0}, tiene dimensidén n-=z. Entonces s
equivalentes:

1) £ e (f2,...,fs)g
i1) Existen al,...,as € R tales que:

fg = )X aifi Y
12i¢s \
|
max {gr(aifi) : 1$i<s} € gr(f) + Nigr(g)+1)

donde N := max {gr(fi)v: 1£i$sﬂ . siendo t:=min {s,n}

Demostracién: i
. i . .
Ante todo notemos que bast.y considerar el caso en que K
s3e3a algebraicamente cerrado.En particular, puede supcrerse gue
K es o, .
]
En virtud del Corolario anterior, sera szuficiente
construir una sucesién hl,...,hs de polinomios en R tales que:

1) Para todo i, 1£i<¢s, hi es combinacién K-lineal de f1,...,f=
2) (hi,...,hs) = (f1,...,fs)

3) hi,...,hs es una sucesidén regular fuera de {g=0}.
. ' ;

La sucasién hil,...,hs se .construye inductivamente cocmo
sigue:

Sea hl:=fl. Supéngase que 32 han construido  ocomlii-
naciones K-lineales hi,....hi para cierte i1, 1<&i-ls |,
tales que la matriz A de K=** gque  trancsfcrma f1,...,fs en
hil,...,hi tiene rango i, y tales que hl,....,hl ez una sucesidn
regular fuera de 1g=0}. Definamcs aheava hi+l. Sean Pl.....IMm
los primos asociados al ideal (hi,...,hsigNR. Por hip.otasis
inductiva ht(Pj} = i < s para todo 3j, 1<¢ifx . Para cada 3j ,
1<5¢r , definamos ' ' '

E5 := {6 € K= : ha:= £ 6ifi pertenece a Pj)
, 1<ice

5

- ——



(2.5)

La hipétesis hecha sobre fi.....fs implica que E) es un

.subespacio vectorial propio de K-.

Sea 60 € Ks \ U,,,..E3 tal que 1la ma=riz (A,&o0) €
Koarner+1  que sa ottiere de, A € K=* agregandc~ la coluwmna &o
cemo vltima columia, ternga xango i+1 (tal &¢ aexi=zte ya que
estamos en o1 cascé en cue X ws =), Es claro que se puelde
tcmar hi+l := hs.. P

Ccrolario:

Sean f,fl....,fs € PR tales que fl,...,fs define una
interssccidén completa en A" (i.e. cada componente irreducille
de {t e A~ : fi(x)=0,..,fs(t)=0}) tiene dimensién n-3s).

Entonces scn equivalentces:

i) f e (£1,....fs)

ii) Existen al,...,as € R tales que:

f = by aifi v max {gr(aifi) : 1<igs}) < gr(f) +N
1<i<s
donde N:= pax {gr(fi)®* : 1:i:s) , Siendo t:=mix {s,ul.

En particular el prchlema (PR) introducide en (0.2), es
simplemente expcnencial en el cazo de interseccicnes completas

1
Corolario

Sean f,fl1,...,fz ¢ R. 8i f1,...,fs es una sucesién
regular en R, son equivalentes:

i) f e (f1,...,£fs)
ii) Existen al,...,ac € R tales que:

f = T aifi v max {gr(aifi) 1<i<s} ¢ gr(f) = D
1<i<s

ionde D es como en el Teorema.
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(2.7) Corolario

Sean g.fl,...,fs ¢ R polinomics cualezgiuiera.
ejuivalentes:

i) g € rad(f1,...,£f3).

iji) Existen polinomioz al,...,as € R *ales que:

g™ Tooaifi
1¢ics
y tales que: max {gr(aifi) : 1<ics] Migr(g)

dconde N:= max {gxr(fi)- : 12i<s} , siend> t:= min

Ademas , =i la sucesién €1,...,f3 es reguiar f
{g=0}, se puede reemplacar N por la cota D del Teor

Domostracidn:

Es suficiente considerar el caso en que Il os alge
mente  cerrado, En particular, #K)=ze, Sapdi.case
v f1l,...,fs). Entcnces {t € A" : fi(v)=0,...,fs5(t)=)

- oL
P B

£ 1),

t

“.nt.

a2y de

w1
=!I\,

1. ra i\‘;,]
e ¥
Voo2sta

ircluido en {z=01}. Reemplazando f1,....fs por -~ombinaciones

lineales genericas., se¢ puele supcner que fl,...,f:s e:
friera de {g=0}. BAhtora el resultado es consscuencia
de]l Corolarin (2.3).

(2.8 Cornlario

v.oo-,f3 € R pnlinmiecs tales que 1 = (f1,.
ten al,..., "« £ R tales que:
]

Fean 1
Frutoces exis

y max far(aifi;’ 1214 RSO N 17
t=min {s,n}.

-t

(2.9) kFoguema de @l deme.

Ante tado no*tenwszs gae el Teoroeme <o trivial on o1
gque n=i o bien ==1. Por 1o tanto noz limitarem:s & ty.o
c4a808 en dque n-iy 3-1. Rdemas ez olaro oue
reemplazarse por gu clavsura aleehraica, or le tant.o
demostracién supcndremos (ocome guaeda dicho. #in per

regul av
divecta

FRTICEEN =8 9]
ar las
E puede
e ba

dida de

veneralidad; que N es  algebialczneente ceriadc.  Comenconmos

ntroduciendo las sipuientes:
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(2.9.1) Notaciones

Sean F,F1l,...,Fs ¢ S:=K[(Xo,...,Xn) las hemegeinizaci. -
res de f,f1,...,fs y se= G:=XoH donde H € 5 es le
hemegeinizacién de 7. Tara cada 1, 1¢d:is , elijams: una
descompesicién primeria iyredandants del ideal (F1....,Fi) de
la K-algebra greduala S. Reasrupando las comoorantes poder s
escribir:

(F1,...,Fi) = Bi n Ci

donde Bi

1= .., Fi)S,: N 8. En yparticular , para i<s , c=e
tisne: Bi+l

(F1,.
= (Bi,¥Fi+1)S. 1 S.

Consideremos ahora una dascompcsiizn primaria
irredundante de (Bi,Fi+1l). La ultaima igualdad muestcy que
pueden reagruparse las componentes primarizs de (Bi,Fi-1) de
mcedoe de obtener una descompesicién:

(Bi,Fi+1) = Bi+1l N Ti+1 N Qi+1

donde T'i+l es lia intersecci.n de las ccmponentes pri-
marias aisladas «cuys radical  acontiene a 50 0y Qi+l er la
interseccidén de las coumponentes inmerzas cuyo radical contiena
> G

(2.9.2) La d=2mostracidén del Teoreria (7.° ) const de zinco etapas:

Primera etapa: E: preparatoria. En e€lla s2 ~westra cue ¥
rertenece a (Fi1,...Fs)fy v gque 1a suceeidn F1,....Fs =s
regular fuera de (G0} . Tambien a= muestra quez es syliciente
considerar el cast en que i vy G no tienen factor:g o munas,

Sagunda etapa: Consigte an acotar, mediante una
desigualdad de Bezcut, cierto: entercs ui,....:. tales aus:
- =0 Yy

- a*Bit+l esti incluido en i+l fpara tado i, 1¢i<s , para
todd w, Ni+a3p

Mis precisame:nte. si k. designa la suma de 1los "grades"
dr. las compcnentes primarias de Bi, se pruaba que

e Vier + bier S bu(gr(Fi+1))
Feva todo L, 1sida.
wi &
N \




Tercerz etapa: En ella se prueba que existen enteros
CiveeesCm teles que:

c, =0

"1 Crwt £ (Yo 2¢ + YV s

- @G”<*»Bi+l1 estd incluido en {(Bi,Fi+1) para todo ﬁar (c,n2)

‘tal que c:fc Yy M. fin ‘

La demostracién se hace por "dualidad": es suficiente
mayorar ¢ de modo que:

3 Homi. (S/Qi+1,S/(Bi,Fi+1)) = 0 .
Pﬁra, ello utiflizaremos un argumento eleméntal de Alzebra
HHmmoldbgica.
|
- |

Cuarta etapa: Aqui se construye inductivamente una
sucesién de pol.ncmios homogénecs Hl,...,Hs € S tales que:

-'Hs = F

- H1l e (F1)

- G¥=-*rHi+l Hi 4 AilFi+l para YOS N, e

) Quinta etapa: Se refinan los resultados obtenidos en la
cuarta etapa .en el caso particular en gue s=n+1 ; es deecir, en
»]l caso en que 1 € (f1,...,f=s)g .

(2.9.3) Convensiédn:

[REPSEE Y

Para no vrecatgar las notaciones, en 0 que sigue
suprimiremos los subindices que permane:ncan constantes durante
un  razonamiento. Fn particular. para i fijo , 1¢i<ds ,

"degignaremos: :

:= S/Bi

imagen de Fi+l en A
Bi+1/Bi

:= Pi+1/Bi

]
- W e b
"

'
te
u

Qi+1/Bi

(ver (2.9.1))



i. ' 12 etapa: Es inmediato verificar que si J:=XsH donde H es
' “ia homogeinizacién de g, entonces:

} F e &Fl.r,..Fs)Su y ademas
- F1,...,Fs 3 una sucesién regular fuera de (G=0]}.

Pox laitanto es suficiente demostrar el Teciema para los
polinomios F,G,F1....,Fs .

Supongamos , sin paérdila de generalidad, que
Bgr(F1)s...Lgr(Fs).

f Sea Q@ 61 miximo diviscer comin entre G y Fl y cea
i¥'1:=F1/Q. Entonces G y F'l son coprimos y, dade que Q es una
unidad en Sa, se verifican:

Fe (F'1,...,Fs)2,
La sucesién F'l,...,Fs es regular fuer: de ({G=0}
Rdemas, si F'l es distintec de F1l (i.e. si - y F1 no scn
woprimos), entonces pr(F'l) ¢ gri(Fl) v si FG™ ¢ (F'1l,....Fs)

entonzes FG”** ¢ (F1,....Fs).

Lo anterior muestra gque es suficiente probar e. Teorema
para los polinomics F,G,F'1,..., Fs . FLsi la cuestiéen gasda
raducida al caso en que Gy Fl no tienen factores ceomunes de
21ado positivo.

ha las simplificacienez recién hechas vresulrta el
siguiente:

(2.9.4) Lema
Para cada i , 17i¢s , se¢ werifican:

1) Bi

(F1,...,Fi)3.,Ns

2) Bl (F1)
2) Todo primo asociado a &/Hi tiene altura i

%) Fi+tl no es divisor de cerc en 5/Bi.



20 etapa:
(2.9.5) Proposicién

, Sca r = Jin...Nndt ura descomposicion primaria
irredundante del ideal ' de B (ver la Convencion (2.9.3:1).
Para cada k , 1<kt , sea

n. := min {u (rad Jk)  estad incluido en Jk}
Entonces se verifica la siguiente desigualdad:

T wegr(d/rad dky + war{(A/B) < (grR)(egr®)
1<k<t
' y
dende gr(AZE):=gr(Pi+1), pr(A. -4 Jk):i=gr(n~'{rad Jk)) cienda:
1:8 —— A la proyeccion canunica y grh 1= agriBi).

(2.9.6) Consecuencia

1]

Jea n = méx fp. @ l<kitd L NDado que G € rad Jk para tedo
k , 1<kst , se cedu:e quee 3¢ 1 [, Poav lo tanto, poniends nt*!
= n y volviendc a ias notaclionsg con subindices, reculta:

Moo+ g1 (Bit1) gr(Bilgr(Fi+1)

[.emostracidon de (2.9.5%):

Fn virtud de la Projyosicion (1.7) Jdel 61, es asuficiente
nostrar que para tode ko, 12k<t , se wverifica:

W = min {n : {rad Ji)r esta incluido en Jkt ¢ long(i/ZJkin
donde n := rad(Jk).

Fijemos k , 17kt , v designemocs per D a la localizacidn
d21 anillo A/Jk eu el ideal grimo rad(Jk). Sea n el ideal
maxinial de D. De la definicén de u, resulta 8:=p. = min {u: n~

(0)1}. Por el Lema de Nakayama, se tiene una cade:;a de
inclusiones estyictas:

(0) et * ¢ ....cnecD

E=zto muestra cque 6<long(D) -
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: 32 etara:
i

"12.9.7) Lema

Consideremcs los siguientes enun—~iad:cs en los que c e tle:

| 1) G=*»B esta incluido eu
|
' 1') G *»(B/A2) = (n)
|
' G- Homm (A/Q,A/R%) = (0)
G Ext?*(R/Q,A/R%) = (0)
para toco j , Qij<dim(A/A%) - dim(A/Q) - 1
4) G=Ext*(S/I,A/A2) = (0) para todo ideal I de 3 tal que
(F1,...,Fi+1) este incluido en I, G e rad [ y dim!/3/T7)

< 4im(A/n2)

En estas
implica 2),
I mostraciér:

El Lema

(2.9.6)) y de
@ algun primo

(2,.9.8) Notacién

{ Y para todo i,

condiciones
2) implica 1]

es consecuer.cia
que *“odo primo asociado a & contiene propiamente
asociado a I -

0<3¢dim(A/A®) - dim(A/&Q} 1

verifican: &) implica 3) 3)
es equivalente a 1').

se
y 1)

inmediata de que 3* € I' (vev

l Para cada S-mndulo de tipo finito M y para cada i, 17i-.

introducimos los nuneros:
| c(i,M) := min '"{e¢ : G Ext*(S/I,M} = (0) para todor los
ideales 1 de S tules que (F',...,ri:1)
vite incluido en I, G e rad T y dimiS/T)
< dim{M) v para tode 3  tal aue
D <3 ¢ Iim(M;, - Aim(A/S) - L},
l
|
(2.9.9) Observacién
%l Ppra todo 1 vy tcduo M se tiene que c(i+l1,M)rc(i,M).
4 02.9.1C. Lema
T
R Sea 0 ~— M'——- M — - M" .—- 0 una sunesidén exacta corta
I ce S-médulos de tipo finito tal que dim(M") < dim(M'). 8Si
rira algun 1, 1<icv c(i,M) <= v c(i,M') < » |, entonces
B c'i.M") < ¢(i,M) + ¢(i,M').
i«%*r
FTRE
[ L,_;’l;
b
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.11) Corolario: -c(ﬁ,S/Bl) =0 .

‘ Demostracién: !

(2.9.

(2.9;

. i

Damostracidn:

i Observemos en primer lugar que dim(M') = dim(M). ‘Para

jjl todo ideal I de S y todo 3 € Nc-involucrados en la definicion
A de c(i,M"), consideremos la sucesid¢n exacta de S-modulos:

i HE

e ’ a 8

{j '” Ext?>(S/I ,M) —— Ext*(S/I,M") —— Ext***(3/1.,M")

. i ‘ |

!1 ﬂ Dado a € Ext’(S/I,M") sabemos que B(G-¢*+""2a) = 0 Pox
fJ la exactitud, existe b € Ext'(S/1,M) tal que af(h) = Gecr.m g
Ii nsli 0 = G(G"'(""’b)'= G:(a,n)4«.t\.r1->a'

Y

: , I
-
" SNl
+i » Dado " que B1l=(F1) (Lema (2.9.4)), basta considerar la
sucesién exacta corta inducida por la accidén de F1:
|

i :
f&‘ 0. S — S S/Bl — 0
i

12) Corolario -
. Para cada i ,élsiis ' éi c(i,A) < «» entonces c(i+1,A/AB)
£12e(i,R).
1 .
Demostracién:
' t
A La mqltiplicacién por Fi+1l induce una sucesién exacta
cortes ;
Yi
0 — A — A —~—— A/R? —- O
i  Por lo tanto | c(i+1,A/A®) ¢ c(i,A/A®) ¢ 2 c(i,A).
| ! |
13) Lema
]
H

Sea i tal que 1<id<s. Si c{i+1,A’NAD) « , se ticne que:

c(i+1,A/B) < n + 2c(i+1,A/A%)

o ' l j
’! G |
.’_:! }




Demostraciép:
L
Dado cue Gree crrsansne (B/AB) = (0) . se deduce que
Gierstoasa® Exts (S/I,B/R2) = (0) para tecdo 3 y todo 1.
Ccnsideremos: la suoesidén exacta corta:

L
I! 0 —— B/AR® — A/A® — A/B — O
l || ’
i Dados ' I y 3 como en la definicién 3Jdo c(itl,A/B), la
( sucasién anterior induce la sucesién exacta siguiente:

K ‘Exts(S/7,A/A®) —— Ext?(S/I,A/B) —— Ext*-*(S/I,B/AR)

| Un raz:onamiento idéntico al que s¢  hizo en la
damostracidén del I.rma (2.9.10) muestra que:

c{i+1l,A/B) < u + c(i+1,A/A®) + c(i+1,A/RR)

(2.9.14) Proposicién
Para cada i , 1¢i¢s , existen p. , c. € No tales que:
1) e =0, & =0, Cier S bCy + Wy

2) G*®<Bi+1 estd incluids en (Bi,Fi+l) para p:=a,.1 ¥ Ci=0)

! Demostracién:

Sean w.:=0 y u.., comc en la Consecuencia (2.9.€). Sea
: c.t=c(i,A)=c(i,5/E1). Entorices 1) ge sigue del Corolario
! "2,9.11) ,91 Corclario (2.9.12) y el Lema (2.9.13). El
Carolario (2.9¢12) y el Lema (2.9.7) implican 2) -

42 etapa:

Para cada i . 1:7i¢s , sein n, v ¢, les entevcs definid-s
2n ias etapas antuzricres v pongames YL, :=gr(Bi). Definamcs
inductivamente ent«ros d,,...,d. como sigue:

- da =0

- d, di. + 2c, + By o

De las etapas auteriores sabemos:

(2.9.1%) Ci+er S Presr + 4o, rpara 1¢ivs vy c.=0

(2.9.16) Mi+«1 + bywr < b (grFi+l) para 1<i<s vy b.=gr(F2?)
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Reemplazandos u, poxr &= 'y, . b, per 42 'b. y_ngi For
¢ 2grFi , las desigualdades (2.9.16) permanecen validas. por
1o, tanto:

T gerpy 4=<==t> n  (gxF3) 4b.w. v
2¢i<¢s % 1¢3¢<s

Usando ahora que pa ¢ ba..(grFs) resulta

d, £ Dba-1f{grFs) + 373( {(grFi)) 3 'b.
1¢5.8
+ 23“4“""( n (grFi) 3 ‘b
1£34s
)
; S bu-i{gr¥Fs) + 2°%( n (gxrFi)) 2" '‘b. .
: 1<3i<s
n  (grFij) (grFs - 27Y)( n (grF3) - b. i)
1$3¢s ' 13<m

Poxr lo tanto:

d, n gyr(Fj)
1<5&s

Mhora estamos en condiciones de construir inductivamente
una sucesiéni de poliromics homogéneos Hl,...,Hs ¢ S tales gue
para todo i , 1<i<s i, se veritiquen:

2) Hi € Bi , gr(Hi)= d.(gr(G)) % gr(F)
L.! HL = FG** + ¢ AijFj;

i<jss

para ciertos polinomios Nij

Caso i=s: g

Como F'e (F1,.,.,Fs)3: N S = Ps v da = 0 , es suficiente

1 war Hsi=F .
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iH?! # Caso i<s:
Qig I Supéngase que ce han cconstruids | Hi+l, o0 ls e
ﬁﬁfverifiquen las condiciones a) y b). Por la Proposicidn
'&i 2.9.164) , G*™<Hi+1l e (Bi,Fitl) para ni=u,.. y Ci=C, Se
:“;jdeQuce que: | 4
o |
" i ' G Hi+1l = Hi + Ai+1Fi+1
N i B
T IR . . . . .
ii, ‘para cieto polinomio homogéneo Hi € Bi y cierto polinomio
. homogéneo Ri+1l € S. Teniendo en cuerta la condicidn b) pera
y? i+, se obtiene gue:
i 1 {
| e
Sl gr(HI) (= (ui.a + 2c.)gr(G) + di.i(gr(G)) + 2x(F)
i I j ‘
;:i I F; = (u!‘Pfl! + 2c, + 4. o-l)gr‘G)‘ + gr(F)
B ﬂi = d.(gr(G)) + gr(F)
T e
ﬁli i 1
RN . . . .
HSI ji Ademas,:la condicién b) para i+l implica que.
N ‘ '
l;; ! Hi+1l = FG#* ™ + L Ri+13F3
; % i+145¢<s
é' Luego '
Hi = G#*"™ Hilrl - Ai+1Fi+]
5 FG'* +° 'E  AijF3
i<jcis
'
% Esto termina con 1la construccion de la sucesién
{ : Hi....,Hs. v
p
']
B ‘50 etapa:
-’|
) En esta etapa probaremos que , en el raso articular en
que s=n+l1 , la construccién de la sucesien Hn+l,...,H1 de 1la
42 etapa se puede reﬁinar de modo:que el grado de Hn sea::
gr(Hn) = "~ (b, '+ gr(Fn+1))gr(G) + gr(F)
.0 @quivalentemente, que se puede tomar d.. como:
(2.9.17) S a.. ba ¢ gr(Fnri).
' . V.
i
| o=

: I
i i
i
N i
i
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1" Dado @b ht(n) 2 n'l| se deduce que

Una vez probado esto se vera que en estas condicicnes results
. )

o | |
b
Sy ‘ H

{ : L
sir gr{Fn+1) ¢ ;gr(Fn)€;
reorderando la sucesién),

{lo cual siempre puede  legrarse
d" Cdmencemos redeflniondo d..:=b.. + gr(Fu+l).
L 3K

*g' Eﬁ‘ primer . lugar ‘recordemos que para poder probar 1la
existerbia de un :polinomio Hn e Bn tal que:

L 1
- gr(Hnn = dn(gr(G)) + gr(F) & b
: l il ¢

Hn - FG*" € (Fri+1) 1" ﬂi

e;rsuf;Fiente demostrar que FGY™ € (Bn,Fn+1).

T S ¥ , l
| B W “ '
! ZELimorfismogque aplica Xo en 1 1nduce un morfismo
. it !
,"!: \( i'fo '(S/(Fl.-...FD))G -—_—-— (R/(fl'....fn))g
donde $ K[Xo.....Xn] ‘l !
o - |
L |, ‘ | | o
M sea Q1,...,Qp la lxsta completa de las componentes

primarias de Bn & (F1,.]}

.,Fn)SuNS . Fijemos 3 , 1&i<p ., ¥
pongamos Q:=Qj , F:—rad(QJ :

) y M:=f(n).. Entonces:

long(S/Q)n grim) . “ long(s/(F1,...,Fn))n grim)
;

i
!
i

. |
o 'i”: L | long(R/{fl{.f..fn))M grim)
ﬂﬂd

L
pro
| i

i
i
|
3
i
|

n corresponde a un
punto prbyect;vo s s deair a una recta afin . Por lo tanto
grit) p (ver 1la Definicién (1.1)). Sumando las igualdades
anterlores para J‘desde 1 hasta t se obtiene:

i

'Hn%s gr(pn) =g long(R/(f; oo fD)IMS = AimK(R/(£1,...,fn))g

|
Ly bean:ﬁ (f1.,..,fn)ngnn
l P ) v

. Dado que el morfismo canénico:

R/

(R/(£1,,..,fn))g

]
S Fo
eplun;mon@morfismo. se. dedlice que:

\dlm.(R/I) $ ba




Sea < vl oxden Adiaronal en el coniuntoe  de moromicos e
KI(X1,...,Xn) tal que X17...<Xn ., &a¢a {gl,...,gm} wna  base Jde
Groebner (standard: del ideal I «<¢on cespesto al rden 7. fea
I* el ideal homrpérieo de R generado por 1los términoas
principales tpl(gl),...,tp(gm). ie tiene gque:

E(I¥) = U Exp(gi) + lin:
i 1<3<m

Para cada j, 1¢3‘m , sea Gj £ £ la homegeinircacidn de 3).
E: inmediato verificar que {Gl,...,0m} es una hase de Groelnex
d+ Bn con Yepect> al orden diagonal inducid> poar Xed. .. 9¥n v
que para cada 3 , 1<3<m ,tp(G3) = tp(gi) . Poxr 1o tanto:

E(Bn) U (., Exp(h3)y + o
i lﬁi.\-nl
! .
{ Dalo 1 € Mo szean (?/I*)i y (&/En)i las componentaes homogéneas
: de: grado i de las " K-algebras graduadas (R/I*¥) » (S/Bn). Las

finciones d= Hilbert acocizdaz 3 +stas K alzebras estan
definidas peor

FH(I*)(i)’ dim (R/I4V)i Tim (BE/1Y)i-1

A4
= FH(Bn) (i) := dim (S Ful)i - dime "2 'Bndi 1

: Tlan DY = Nt N R(TR) v D= Mot M ECBA)Y), Dade Mo
s¢ verifican:
- FH(I*)(i) = #(D#*11fa ¢ MNo'* : «) + ..+ an = 4
- FH(EBNR)(i) = #(DN{HB & Neort 'y fan v, 0+ B = 1Y)
De lo antexrior se deduces inmediacamente <fie para todo
Nz
(2.9.19) FH(Bn)(3) S FHeI+) i
(I
Ahora bien, 1 heche de que dim (RAID) - b (Z.0.182)
impiica que #(I'%¥) = h.. . I paaticnlar  (ver oralico), parva
t.de i tal que }t, i, ze verifica gpio FHOTti0i) = . A=,
de (2.9.19) se cbhtiene , para teade 3 ¢ No , T :
(2.9.2C; FR(PAY(3) = z FH(I4#) (1

1231 .b..

En otras palabras , (2.9.20) cignifi-:a que dim (S/Bn}j es
c¢onstante para j 2 h..



Mewer

Escalera de I:=(f1....,.fn)RglR
(El area "bajo" la escalera tiene dim (R/I) puntos)

i Sea f la clase de Fn+l en S/Bn. Dado que f es regular en
S/Bu, para todo 5 tal que b..¢j , la multiplicacion por f
induce un isomorfismo:

a : (S/Bn)j —— S/Bn)i3+d

donde d:=gr(Fn+1). E1 conucles da a es la parte de¢ grade i+d
del S-médulo S/(Bn,Fn+l), lo gie muestra que (¥o,...,¥n)?»'¢
estd incluido en (Ln,Fn+l) . Esto termina con la demostracidn
de que FG™ ¢ (Bn,Fu+1),

En la 42 etapa habiamos defirido enteros 4,,...,d... ta-
lesn que; B
. ]
= dno-'l := 0
- ¢ = d..: + + . para 1<i<n

Ahiora podemos suponer que:

- dryv! = O
- dn = bn + gT(F]L+1)
- d, = davs + 20, 1L, para 1Zi<n

De las etapas anteriores sabemos:

(2.9.21 Cra £ Bier *+ 4c, para léin+l y ¢:=0

22 M.1 + bies £ b (grFitl) para 12i“n vy b.=g1(F1)
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?De donde:
d, n- gr(Fi) '+
1<ic<n ,
tgy'(Frn) - 2 ")(
I

'

54 n gr(Fi) -'b,.. =0,

1<i<n

d, < ﬁ pr(Fi) +
{ 1<fi<n
I L

1 gr(Fi)
1£i:in

s (Fn+l)

o ogrifFi)

entonces:

g?(Fn+1) -

]
1
i

b

vya que estamos tratando el caso n>l.

Si n gr(Fi) -ib.., 21,
1<i<n 1

d, ¢ n ogr(Fi). +
1<i<n

i
L. gr(Fn) + 27’

AN

Yy por }o tanto:
’ 3, n gr(Fi)..

¥

yalque hemos supuaezto zr(Fn+1l)

I .
Usando las !econdiciones
recordando que Bl. = (Fl1) ce

homogéneéos A1,...,,As € S tales que

311 (G) + gr(F) y ladenas:

i . FG®Y =
!
Esto termina la demostracion g

1

entonces:

gr(Fn+1)

| R

1.

1

12i<n

¢ gr(Fn) y tcdas
invelucradas son numeros enteros.

f2:9.2h)§Fin de la Demostracién del Teorema (2.

a) vy b)
obtiene qu

'L AJF3
£3:zs

2)

A

de

e

la
existen polinamios
max {gr(A3Fj):

cantidades
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3. E1l Lema de Normalizacién de Noether
desde elﬁpunto de vista de la complejidad
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En esta seccién describiremos un algoritmo que res:nlve
2l problema , de encentrar una "P¢sicién da Noethexr" para un
id=zal cualquiera 1 del anillo de polinomios K[X:,...,Xn] en
las indeterminadas X1,...,Xn sobre un cuerpo (arkitrario) K.
en particular , el algoritmo calcula la dimensisn de Krull del
aniitlo cocieate K(X1l....,Xnl/1I.! Las caracteristicas del

alioritmo son las siguientes: !

INPUT:

'~ Un conjunto {f1,.,.,fs) de polinomios en KI[X1,...,¥n) con

“éx fgr(fi) : 1<ics) < 4
1

(donde 3 y 1 son humeros entercs arbitrarics previamente
fijados) '

- Una extenslén &= cuerpos K ¢ K' tal que

#$(K') > d(d4»** + 1)

OUTPUT:

- Un conjunto {Yi,...,¥Yn!} de forma:s K'-lineales en
R'[¥1,...,¥Yn]

- Un entero no negativo r tal que r<n

- Uin conjunto {buj : 1<nzs ; r+1<i<n} de polinomios
I'lYf1,...,¥Ynl

Las propiedades del OUTPUT san:
= I'{Y1,...,¥n) = K'[X1,...,Xn)

- )Y morfisme ¢andnice:

TY1....,YT) —r— K'(Yl,.... W] - K'[Yl,...,¥n)/IxK'

s un monomerf:smo
i

|
|
—_——-—i—-



|
|
|
- H'[Yl.....Yn]/?x*’ es entero  sabre K'[vyl,...,7]
respecto al monomerfismo recién mencionade

- Para todo n y j ; 1lin¢s 1r+1<jifn ,se verifican:
a)  gribpifu) < (A + 1)

n) By = L bpifn pertenece a F'[Y1,...,Yr,¥j!
' 1<uss

2) grv,(gi) = gyigi)

(Asi, g3 induc= una ecuacisn de dependencia entora pavra Y)H
sobre K'{Y1,...,7r] méduls TxK')

1

s
|
COMPLEJIDRDES;:
i
- Tiempo secuenciq} sverern
|
- Tiempo paralelo! O(n'log''sd)

Kotaciaones

Sea K un auerpo  arbitrarioc y seas Pi= K[X1,....¥%n) el
enillo de pclinemics en las n indeterminadas X1,....Xn sobre
K. Denotemos cor. § un cuerro alzebraicanent2 cerradce tal que
Fe. ‘

De ahora er: mis consideraremas una familia t£1,...,f=s de
polinomios en R con:

d:= max {gr(fp) l<p_st

v notaremos con I al ideal (fl,...,fs) generado por fl,....fr
en X. '

£ -

Por ultime. sea K' un subcuerpo dJde @ 3]l gue K-K' v tal

qe #(K')>d (a2 |+ 1).
| |
Definicién ;
) |
LIS Sean 21,....2r formas K-lireales en K. Decimos Jue

i sistema de wariabies indarendiente:s gon
verifican las dos condicicnes siguientes:

——

-

{21;,...,2r} es
respecto a [ 8i s

INK(21,...,Zr]

b

(0)

—— T

b o imk(Z1,...,27]

#onde dimY significa dimensién de Krull.
! : '
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(3

.3)

Y

Cbservacidn

La primera :conlicién de (3.2) es equivalente ~a la
siguiente:

un

P - — R/1 2

03]

- .El morfismo cznodnico K(Z1,...,27]
.monomorfigmo

|
H
!

I'efinicién |
|

Sea {21,...,2r} un sistemade variables independirntesn
con respoectc a 1l y sea Y una forma K-lineal en R. Decimos qgque
Y es3 una variable derpendients ( respectivamente, tegra)  con
1resyecto a . {Z21,...,27) si ! existe un polinomio g €
¥{z1,...,2x,T) , sierdo T una nueva indeterminada. tal e g
r.. og el polinomie nulo (respectivamente, g(0,..,0,T) no es el
rolinomio nulo) y 'tal que gi(Z1l,...,2r,Y) € I.

I

‘Chservacién
dim(R/I) = max (t e No : existen 1naurales 1£il<...<itsn
tales que X{Xil,...,.Xit)nl = (0)}
Tomandoe (3 ' en cuenta, vemos gue el problema de

.%)
encontrar un sistema de varlables independientes puada cser
rv:ducido a €C(n,r) (numero cocmbinatorio n "sobre” r) tests e
interseccidn cero, En la Proposicién (3.7) veremos que tales
tosts 86lo requieren Algebra lineal sobre ).

t v '

Proposicién

éean 1:41< ..4ir¢n . Pongamos Yj := Xij) , 1<j¢r . lea V
2]l conjunto de ceros de I en el espacio afin n-dimensional BRn
sobre Q. Las sijjuicntes dos condiciones son eguivalentes:
i) INK[Y1,...,Yr] no es igual a (0)
11) Existe un polinomin g € KI(Y1l,...,Yr]

g no es el polinomio nulo

g = £ Lmfn
1<nuss

con b

: R, ﬁr(hufu) < d'(gr(V) + 1) , donde¢ gri(V) ez el
grado do V

Jef inido an (1.1).
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Demostracién:
Supongamos que se cumple i), Cea N 21 espacio afin
r-dimensional sobre Q vy considerrmos la proyes-cidn lineal:

n 4 U N |
's Gu—————— "4 (<3 R ‘4l o B I

l.a hipdtesis i) implica gue ci(nm(V))e A fi.e.la «lausur.a
Zariski cl(n(V)) de 1(V} en A estia propilamente incluida  en
A‘)nbe {He) Remark se concluye que existe € g Q[AY] =
&(T1,...,Tr] tal que
- £ no es el polinomin nula

- gr(f) £ gr(V)

- £ se anula en V

Por el Corclaric (2.7) , existe una reprezentacidn

(%) ' f(Yl,..., Yo = . bufu
1lu¢s

$
cen byt e Q(X1,...,4n) , gr(knfup) < d(gr(V) + 1) y D:= 4"

I.Lc antericr muestra gJuae 1ii) tiene una soluciodon con
craficientes en Q. Falta ver que esto irmplicy gque tiene una
solucicn con coeficientes en K.

Para cada n , 1<n<s , seza Ru el subesraci> K-lineal de R
pinerado poxr todos los menomios M en X1,...,Xn tales gque g1(M}
< d(gri(v) + 1) - gr(fun). Consideremos 21 moncmorfismo
K-lineal:

? : R1x...2Ks —- R
(r1,,..,bs) L bufu
1is

Fe: (*¥) se d:duce que
(im@NK(Y1,....Yr))= 2 no es ignal a (0)
For lo tantc imin¥(Y1l,....¥Yr) tampoco es igual a (0).

Esto termira la demostracidén de "i) implica ii)" . La
1ecipreca es innediata g




p3.7.1 Observaci.n:

Notemos ante todo gue por la Prowosicion (1. ) es gr(V) ¢

1, La eivalencia de lasc condicicnez 1Yy iil) de la
Troposicién (5.7} muestya Jue S posible verifi-ar
2tectivamente c:ando InilYl,...,¥Yr] es disztiate de (0) , De

r.acho , tomando en considerzcién las acotaciones de los grados

:n ii) y el hschay de quo grx(V) ¢ d"-*, per comparacion de
~vefiecientes el problema de  decidir g1 INKIYYl,...,Yr] no es

(1) se reduze al ;vodlerz dJde 2e~idir sl un cieyto sistoms de

| 2cuacionss linsale: de tamaiic sd™ ' =« ad?~ tiene upa solucidén
! no rivial. Eet.a presunta se puaede sgpander en tiempo

sacuencial s7ger

v tiamyc

paralelo O(a”  lop®sd) ‘ver 1cs

algoritmoz de {Be! y [Mu)) Pepitiendo ezte test 2" vece:r para
toios laa  subcoiinntos de {(X1,....¥n? , se encu2ntra un
sistema de warizples  indipandientes con respects a I en
tiempos secuncial v paralol: de los mismos ordenes que los
mancionades. E£n particular obtencm:s el siguiente
J N
(3.7.2; Corolaric¢ (ver tamhién [Ch-Gr) , [C-G-H 1) vy [3iuvi)
L]
3ma ¥ un cuerpe cen clauvsura  alrebralica 0y sean
£l,.,0,f8" 2 ¥{X2,...,¥n] polinomioz en las indeterminadacz
Zl,....Xn con caetficientas en K, Scoan ds= mdx (grffil: 12ile},
Te= S ff1,,..,f5) vy Vi= {= & Q@ fl;r)-O.....fs(r)=Ul .
Entonces la dimencidn de V (= Aim{(K[X1l,...,%¥nl/T)) puede ser
.alculada en tiempo secvencisl z7a9 ' 2 y tiempo poralelce O(n~
Log2sd),
(3.8) rijemcs ahora un siztema {Z1,...,2r) s vi-rial.les
independientss cor respeate a 1.
ada waa formma X-1ineal Y en R, zxakemos a2 Y =5 vl
variaile Jdevendignte ceci vespacto a {l1,....,Zri. For la
Froposiclaon (3,105 siguiente, vencs que el prablsma Jde decidir
21 Y es ontara o 1o, pusde 300 redciic a n test gque solo
raguicre alrebra linecal =.b:e K,
Comencamcs con @l sijuiante:
(¥.92) Lema
, Sea ¥ una suLVa“xendd geviada e irredu :1 bl» del aspacio
! ~fin L—dinanslcnal R> =acbre Q. fea P oo wid) 91 ideal vrime
' fonmado per  todacs 1as gpiizhoivnes polinomiales f que se
~Aulan scbre W. Sup4nzace que 'Jl,,,.,ot) e T = Jln’W) ., A€ un

istema de variables indepaiientes con cezpectc a P. Entonces

1 una fowma QO-lir«al VY € Q{A") e3 uni “ariakla eatsya con
i'especto a fal,....qQt} .| existe Lua polynondo & £
£l0l,...,Q%,T) , ciendo T ude nusva inde*.rminada. tel que:
] & ® .
! i
; .
1 i
y i
i 3
L 1
]
L
/ R
‘ : Al
RO YOS SN P T TR Tt i - LA
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(3.

i) g es ménico en ‘T
, ;

2) g(Ql,...,0Qt,Y) se anula en W

3) gr(g) < gr(wW)

Demostracién:

i Sea y la ,imdson de Y en Q(W) = QIA™}/P . La hipoteszia
lmacha sobre Y 1mplica que v es entero sobre 201,...,Q2t) +on
rispecto al monomorfismo cancnico

QIOL, ... ,0t)] ——— QW]
Sea g = Q(Q1,,...,.0t)[T] e} polinomico minimal de y =obre

Qe1,...,Qt). Ya gque Q[Q1,...,0t) es integraimsnte cerrads ,
vemos que ' g = fMo1,,..,Ct,T1 . Aderas g savtisface las

csuvndiciones 1) y:¢)  del enunciadce. A fin de verificar 1a
condicién 3) para este poliromio minimal g, consideramcs la
wroyeccién lineal: i

A;-\‘ e e e —— .7\1 o1

A e (1), L. LR (), YOS
7.a hipotesis sobre Y implica que: la restriccion:
W W o - — el mi{W))

s un morfismo finitce. Por 1o tanto s(V) = ¢cl{(n(V)) es una
hipersuperficie de A''' dzfinida por wun polinomic h €
Q001,....0t,T) con gr(h, = gr({p(W)) < gr(W) ([ile) Lemma 2).

Se sigue gque h(Ol....,Ot.y? = 0 es decir , 2z divide o h
Fsto muestra que gri(g) ¢ gr(h) « (W) g '

10) Proposicién

Sea {71,...,2y} un sistema de wvariaklez  independientes
con respecto a I. Jea A 2] esparic atin n-dimenzional soabre &
v sea V la subvariedad cerrada de- A definida por al ideal
1xQ. SupdHngase gue una cierta forma K iineal! Y = R es entera
~on respecto a {Zl.....,2x}. Entonces existe un polinomio g o«
¥iz1i,...,2x,T] tal que:

!) 8 s mébnico en T

2) grig) § A (gr(Vv) + 1)



g .

I

'3) Existe una representac.én |
I

! N 8¢21,....,2r,¥) = T bufp
| i, . 1iugs
Y iy ’ - i I \ ,
‘eon bu g B, sr(bnfu) S:d"(sr(y) + 1) J para 1l<uss,
| [ ' : !
; D&'efﬂééftradiérz ! i
> g , _

. : : |
J'.,Sean Wl,....,Wh:las componentes irreducibles ce V. Fijemos
3, 1s3sm , v pougamos W:sWj . Denotemos coun P al ideal pirimo
de:£inido por W coume .en el Luma (3.9).
Sea y i la imagen de Y en I[V) e y' su imager en D2UW).
Coisidersmos el signients diagrama conmutativo de movfismos
candénicosg: :

QiV) 1 QW)
o |
' |
Qrz1,...,2r1 i Q(Z1,....,2r])/P®
3
|

i
| QfQl,...,0t])

1 i
1

d-ade P = PAQR[71,...,IZr) . Ql,...,0t son comb:inaciones
2-lineales de 21,...,2Zr tales que¢ PAQIO1,...,Qt) = (0} y tulies
[ Qs Q@fzi,...,2r)/P- sea integro sokre Q[Q1,...,Qt] (Lema
c' .8ico de Normaligacion de Nowsther).

Ya_que w=dini¥) , se sigue que {Q1,...,3t} es uvn csisrema
G variabias iadeperdientes «én respecto <« P. Ademis, la
h:»5tegis scbre ¥ impiica q:» v es entaro sobre O(Zi.....I1r].
Porr lo tanto ' e: entero schre Q[21,....23)/P2 vy .. a
forvriori, sobre [G1,...,0t) ", . El lema {2.9) implica que
e4iste un palinomip g € ©(Q1,...,0t,T] tal que:
|
., 8% niriico en

#4Q%,4+,.,QL,Y) % anula en W

SRR gr(w)y




25 es ménico en T
23(21,...,2r,Y) gé anula en W
ar(g)) < gr(W)
Pongamo; £:= n gy ¢ @lZ1,....2r,T) . Entenc
' 1<3<m :
- f es ménico en T

- £(21,...,2¢,Y) se anula en VY |

- ar(f) < gr(Vv)

Por el Corolarie (2.7} -:iste nna representacidn:
(+) Y f{z1,....2)" Y hLafn
0 P

con bp € QMX1,. .., ¥n] , gr(ktnfn) - dgrivy » 1) . para torde
B, 1<pés y D:= a-.

Del mismo mode que en la Proposicisan (3.7 , un  argunento
de Alg:bra linea: coumpleta la demostracidn '

Teniends en c¢uenta (3.5) , (2.7, v (3.10) . VEMOS que
estamos en condiciones de  recvdenar  s)looraitmicamente la
variasbles X!',...,Xn de wmode que er. el nruevo orde se
vevifiquen:

17 {(X1,...,Xr) e#s un sistema variableszs inozerendientes oo
respecto a I.

2} Xo+l,...,¥%p son enteras con respecto A (41, .., Xr).

(&8

Xp+1l,...,YXn son dopendientes {(pero no entar.as) con respect o
a tXi,..., X},

El préximo pasa consiste en,raali:ar un czmbio lireal de
Xi,...,Xr de tal manera que lac nucvas vavriables satisfagen
12z coildicicnes 1) y ) cen’ p = n . Esta situwacién sera
indicada brevemente diciendo gue, el ideal 1 estd rn "posicién

) -

A+ Noether" con reszpocto a {X1,...,4n). La Pioposicidn (3.12)
cipuiente serd util para cobtener las cytas de compleiidad.
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;:-(3 12) ?roposicién ¢ 1
TR - |
R T l i 1Sup6ngase que {X1,...,Xr} es un sistema de variables
' U\L independientes con respecto a I. Entonces, dada una forma
: |. i K-lineal Y € R , derendiente con respecto a {¥1,...Xr}, existe

ER un polinomio g € KI(X1,...,Xr,T] , donde T es una nueva
: | indeterminada, tal que: .

v | .
j 1) gri(g) < d-(gr(V) + 1)
v S

2) g no es el pol:nomlo aulo

L

£ bufn

i 3: g(Xl.....Xr T)‘
| 1<uss

! ‘ con bp € R , gﬁ(bufu) <
e |

|

|

|

| - Demostracién: l

d(gr(Vv) + 1)

, para tcdo 1<p<s.

. RIXl,...,Xr,T] ,
P FiX1,...,Xx,Y) se
ok tenemos una representacxon

i b
(x’ .‘ f(x1;
¥ l“

| con bp € Q(X1,...,%h) , gr(bufn

| Propocicién (3.7) ¢iun argumento
" Damostracion g i| ;
| |

ik

| I

on gri(f)

L

...Xr,Y)”

N 1
i

3.1211)‘0bservac£6n'

e et e o s
T

.

|| i

Lomo eq la Obeervacxon (3.7.

un polinomio g que yeriflqun las
Propos cién 12}, reduce
sirtema de auuac ones 11nealeu

| esto puede hacers# en tiempo

pdralelo O(Dﬁ lor'$d) I

-~

|
; ! !
|
|

I
1
)
|
i

< gricl(m(V))
anula el V. Aplicando el Corolario

$ gr(V) , tal que

(2.7)

£ bufn 3
1<n<s

D:= 4,

) £ d(gr(V) +1). Como en la
de &lgebra lineal completa la

! {
\
!

1), el prcblema de
condiciones 1), 2) y 3) de la
al problema de resnlver un
Usando [Bel y [Mu],

encontrar

|

i l |
; .!% Consideremos fa proyeccién lineal:
i - | ; '
; - i’;!‘ll , l ¢ A Ar -t
I NP L |
i i o o ' o A .
ol i La hipétesis pobre Y implica que cl(m(V)) no es igual a
" Ar+l. Pox ; [Hel{! Remark 4, existe un polinomio f €

se ve que |
secuencial s87d®«~~* y tiempo
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B.13)

Demos ahora ur
(3.0):

i

mpuT f1,...,fs
FCcK' tal qug

OuUTPUT Y1,...
T .
bnj , 1in:is

Yn

'

COMPUTE

1) T d

2)'FIND {i1,...,ir
L '

5& RENAME X1,...

i1 Rlgoritmo (ver

[mtr bewn, 3
! o

I

'

1

también [Lo]).

]
)

| !
| . . . .
ja descripcidn d21 algoritmo mencionads en

I () A (der + 1)

1<3<n

JmR/7(F1,....f¢)

tal que {Xiﬂ.....Xir} sea un sistema de

|, variables iqdependientes.

3) RENAME x1,....X?.dc tal modo lque X1=Xil,...,Xr:Xir

4) FIND todas las bariables.enteras entre Xr+1.....Xn

.Xﬁ do tal modo que las varialkles encontradas

en &) sean Ar+l,...,Xt

d 6) FOR t+1<j<n .

i FIMD giek(X1,...,Xr.T] que vevifique las
| condiciories 1) , 2) v 3) de (3.12)
? FIMND G)j:= parte homogénea de zgrado maxi-
I mo Jde gj

' FIND (x1,...,tx)sI™ tal que Gi(tl,...,1IT)

END

no cea Ceras.

FOR 1<i<r [0

Xis=Xi + 1iXji



4. E1 problema de la pertanencia en el caso de
ideales "no mezclados"

En esta ceccion describiremos un algoritmo que resvelve’
el probema ds la pertenencia (PP) en el caso de un ideal '"no
mozclado" . Este algoritmo tiene complejidad secuencial
simplemente exponencial y complejidad paralela polinomial. En’
1» que sigue usaremcs las nctacicnes de los §§ antericres (vexr
p-r ejemplo las Notaciones (2.1)). Comencemos precisando bien
ls riocién de ideal; "n» mezclado”.

Dsifiniciédn:

El ideal I es no mezclado 3i para cada primo P asociado
al  R-médulo R/I s~ verifica: d4dim(R/P) = dim(R/T)

Chservaciéns;, ﬁ

Si1 I es no mezclade, entonces para toda extensién de
cuerpos K ¢ L , la extensidén de I a Rx L también lo es.

Teorema

Supsngase que el ideal I es no mezclado. Sea T:=dim(R/I)
v sea {21,...,21} un sistema de variables independier'es con
1vspecto a IxuK' en el sentido de (3.2) tal que (R/I)xK' sea
entero sobre K'(Z1,...,Zr] (En ctras palabras supdngace que 1
estd on posicién de Noether c¢on respecto a las variables

v -

7i,.e..2x). Sea £ E'R ur. polinomio cualquiera y sea:
B:= max {gr(f) , d + (n-)d~(d~"" + 1)} + a

Lntonces son equivalentes:

i) f e 1
L]
31) Existen polintmios h € K'f(Z1,...,2r) vy al,...,a3 €
R':=K'([>1,...,X¥n] tales dque:
- hf = £ anfn

l1suls

h no ¢s el polinomioc nulo

Sr(h) S d]}"(n v )y

Para todo u , 1<u<s , gr(aufu) ¢ B + dB= ¢ >



lemostracidn:

1i) implica i): Cea hh -~ F'[Z1....,2v0 n> nulo vy  tal que
hf e IR'., 3ea IR' = 01N...00t . na descompocsicién primaria  de
IR 2p R'. Fijemoco 31, L3t . ¢ pongamecs P:=radfqQj) . DPor
liipotesis el anillo R'/P tiene Jdimenzidn Je Krull r v  ya que
#'/IR' es entern liobre F'IZ21,...,2r]1 ., s3e& deducs gqua R'/P e
también entero ' sobre A SN S I Ern particular,
NK'EZ21,...,2Zr) = {0). Pcr lo tante h no gperten=ce i P . Lai:s
ue hf € Qj , la iisfinicién dAe id2al primario impli-a que f ¢
3. Come 3 era arbit:rario, rezulta gue £ € IR' -+, a fertricri,
sue £ e I,

)]

)

i) implica 1i): Cesal Yr+l,....¥Yn comkinac lones
K'-lireales de ¥1,....Xn tales que R' ®
K'[z1,...,20,7c+1,...,¥n) .La  Lipdtesis de aque R'/IR' es
entero sobre K'[Z1,....ZIr] implica que Yr+l,...,Yn son
variablez enteras con recpects a (Z1,...,2r).

Fijemns 3 , r+l1:i<n . Por la Proposicidén (3.10) aplicada
a2 YY) existe un polinomic gi3 e F'{21,....Zr,Y3) tal gque zj
es ménico en Yj v ademéas

-
2.

bnjfn

Y

fory

~—
i)
L

l<nas

para cliertos p«‘:lirn'.vmic-s hWid, ..., k=3 ¢ R Jue +tam~ien verifi-
can:

aritbunifu) dUiar (V) 4+ 1)

para todo p , 1iupca

Sea L:=K'(Z1,....72r) ] SHEe Lo de fraccicnes Jd=
“r{zZy, ..., 2r). [ condicidin (1) eignifica: que existe una
vapresentacion '

.3.2) f = L patn

;ara clertos polisomiocos putov RO

Fijemos un orden diasom4al <2n =i centuns Jde monomios en
Yr+l,...,.¥n . Eatencesz {gr+i....,¢nt es una laise de  Groebner
Aa {gr+l,...,g2)LiVe+l, . .0, Y]y 2on vezvrecto & dicho wrden.
Por l¢ tanto existen representaciones:

v 3.3) ru L ooujel v qu
r+lsjin

;>ara :todS B, 1ngs ; donde cnd . ogu e L{Yy+l,...,¥n) vy
grvigqu) < (Aa-r)i{zriV) + 1) . (Aqu:i gr. denota ¢l grado total
¢n las variables Yr+l,....¥n).
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i
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v d¥l vactor fila ¥.!
L N

\

Reémplazando (6.3.3) en (6.3.2) vemos ques

16.3.4) f = g + L qufn

1<nc<s

donde g € (gr+1l,..,.gn)LlYr+l,...,¥Yn)] . Se gigue <ue
er.(g) < Bo

donde Bo := max {egy(f), 4 + (n-r)i-(gr(V) + 1)}. Por lo nanto
g tiene una representicidén:

(4-3.5) g Tovizdi

con vy e L{Yr+l,...,Yn) , gx.(vipi) £ zr.(a) para todo
r isn .

De (4.3.1) . (4.3.5) v (4.3.4) concluimes qu

4.3.6) f L curu

d~ade cn:= Tvibaj + qu e LIYr+i,...,¥nl Y £x . (cn?
B> + &' =B para tocdo u , 17u<s .,

Sea C:=X'{21,....2Zxr) . Para cadan , 1%u<s , sea En el
C-submddulo libre de R' generadn por toldcs los monomios M en
Ye+l,...,¥n tales aue gr.(M» ¢ B - gr.(tu) . Similarment= ,
s1a E el C-submfédulo 1libre de R' generadn por todos los
m-nomios M en Yr+l,...,¥Yn tales que gr+{(M)  E. Consider—qnos
1a aplicacidn C-lincal:

2 : E1¥.. . XExC i o B
{nl,...,as,h) o Lanfu - hf
'

Para numero>s enteross a v f designemos <ecn T(a;d) al
n i'aero combinatorio "a cohye nnr, Seia qiErangolFY =
Cifl-r+Bin-r) ¥y m:=rango(Elx...xkzxC) = L Cin-Tr+iE-gr.(fp)in-Tr)
[ n
1

- Consideremcs la matriz M € ¢~ de & en las baszes de
m hemios mencionadas., Por [Hellemma 7 , existo una matrin
' “langular superior N & Cv»™ ccn las siguientes prepiedades:

Todas las entrzdas de N son subdeterminantes de M . En
particular scn polinomios de grado teotal ¢ dmin{q.m}.
Todo v & Cm satisface: Mv' = 0 si, y sblo si, Nv* = Q.

|

(. , oo
d pdée * riota i vector colwnna obtenido pox la —~raaspoesizién’

'
I
]
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Para todo 1 , 1:m<z, les i de (4.+4.€) tiene la forma
ch=pu/h para ciortes pp € R' vy cierte h £ CN{0} tales que
pr, (pnta) < B, %u de:duce que (pl,...,ps,h) € kexrit).

Tomando coordanadas con respecto a las bazes de monamias

. ] . . R .
cunisideradas., concluimuws  que existe  vi=(bl,....m-1,1L) & O
tal que '

Nwtv = 0
h ro es cero
De lo antericy ze  Jde-luce -que N e peteede Cenier nir v
f:la de la frxma (0....,0,c) ¢con ¢ no nmale.  Tonisrdo este &

ci:nta, podemos zupener sin perdida de generlidad gae el
vertor v=(bil,....bm-1.L) recién intrcducide satisiace:

max igr(bl)....;gv(bm~1).gr(h)} ¢ dinin{qg”,.mi}
Mvt = Q0

{(r1,...,p~ k) = kexri®) on h n.o

Esto muestra «ue existe
' Vy grienfn) - B o+ nirn{qgl . m} -

n.Jo, urth) ¢ dman{s' . m"

0} servaciéon:
'
Sea I un ideal ne mezclads v sea f e P . El Tesxrema (4. 1)
inprlica que Ja decisién d2 la pertenencia dea £ a 1 puede s
recuelta en 1iempo zecusncial VB v otiemies paralelo  o(n”

lew'sB) ,donde B:i= o™ 4+ maat fgyv(F) , 3 + (p-vypded -+ 1)) =
Oimax i{gr(fi,d>»"})). Fn efecto, rrirers  aplicamos 1
algoritmo (3.13) para <btener corrdenadas Zi,...,Zr que
satisfasan las hiyastesis del Teorema (&.2). Luegc

transformamos la condicidén 1i) del Tezrema en ur sistema  de
ecirtaciones lineales scbre K'. Usande l:os alworitros de [(Bel v
(Mul |, verificamos “si el sistema tierne una solucidn
correspondiente & la  condicidn " h no e nle™ Qo 11).  Asa
oltenemos el siguiente;

o .
Corvolavio

Sean K un  cuaerpo  cunlguievs = own ft.t1,...,fs g
K{X1,...,Xn} poliuomios cob dit omar o {1 fin : 1.i.s' .
Svpdngase que I:= (fa,...,fc) == own Plendl W m--2 21l

Ertonces le prcblema de dezidir i £ jertens
reoolalle en tiempa sevuencial o (raanc fppof), oo lieoees
ti:mpo paralelo Glnloz (emasigr(é), 1)
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ia 5. El1 prochema de la pertenencia en el caso de
i intarsecciones completas.
(5.0) E) Corolario (2.5) del 62 da una solucién satisfactoria
- d:=1 problema {PR) en el casc 2n que loes polinomics f1....,fs
; d= (0.1) definen una intersuczicn complata en ¢l esvacic  &fin
) [ n-dimensional A" scbhre ura claviura algebraica Q Jdei cuerpn de
ﬁ }.mse K. En particular se oktiens !y ese modo via sciucion del

pirobtlema (PP). Otra :zolucién a es’: problema 3e puede deuvcir
de¢e lo heclo en a1l 8., ya gue el caso de intarsecciores

ccmpletas e un cano ewpecial el de ideales nd mizelades. En
ecta seccldn daromes 'mna nueva solucisn &3 problema  (Pr) . er
€L casc de una intersecciédn completa, Jiferents» de la - 4ue
@ :abamns de mencicnar. £ asi e lis resultados 1o acta
soccidn son mencs nocveadosos que las técnions Jur emplearencs

Fara deducirlos. ‘jver [Di-Sel pavra un3a soiucion del rpreliena
r:o medio de la teoria de¢ operad-res residuales de la cual! la
Fresente s una mera generaliza. idHa).

Sean las notacionea las mismas que las de Jon 8¢
znteriores. Suponaamos que loz jalinemics #1,...,fs de (0.1)
g ticfacen: 1A siguiente condicién:

Viz{t =& A~ : f1(t'=30,...,fe(t)=0} es una
intersccoidén ¢onpleta an A ;3 s decir, zads una de
SUS  COMPEOLALT 8 irrecducihles tiene dimensisn
n-s.{Aqui. B nrota al espscio af‘n n-dimansional
sobre la clausura algetraica Q del cuerpc K).

. 1
Usando las t¢«Calcas desarrolladaz en el §3, constriir-mos
un conjuniio {v1,...,%n!} B ) favymac K'~-lineales en

IN's=K''X3,...,Xn) v polinomioz h,z21,....fs € 2' c~or las

“igulentes procpiedaides:
: 3
i :
Lo X' {¥1l,.0-,¥n] » K'(XL, ..., 4And
ﬁ + @} Para cada exﬁ_;sién de cusrpus K'eL , v para cada polivomic
o1 Le LIYl,...,Y0ni 0 son & juivalentas:

i) £ = (fl..Li,fs)LﬁYl.....Yn!
: |
ii) hf e (31,,...,88)LIY1,...,¥n]
. oo ! |

i i) Los polinomios 31....,gs forman ura base de Groeebnexr de
(%1,....88) con !verpacto 21 orde:. diiwmenal  inducide noY-
xl(...<Yn7 En perticular la condicion hf e (gl,...,g8) se
.medo variflicar muy facilmente,

4) grth) ¢ 3(gr(Vp'+ 114"
%) Para cala tij<s f) revtenece a K'lY1,..., n-s,Yn-s+i)] v

P e-n(gdY e ghgt) ¢ (gx(Y) + 1)d". En particular , la
‘ondicién 3) se slague de la 5.
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1)

aorema

Sea K un cuecrso arvhitrariec sy ozea Fo=RIiX1, .0 Xn) &1
&nillo de prnlincmics en lars n indetermin:idas Y R S T & W
}'. Sean f1,...,fz jpolinomin-c en B oron 5‘:1 ‘5 ot ) e
(ta(f1),...,ger(fe).’ Sapongace aue la sucezizn f1l,....fs I-fine
1a interseccior completa en =21 ecepacio afin n-dimensicnal N
¢ 'bre una clat=tra algebraica @ dAe K; co Jdecir sapdngase e

cada compeonente irreduciltle de (v e (N frix)=0, ., ., fs(ri=i]
t iene dimencsiédbn n-s. Sean lY1,...,Y n} v lknj o fsu,3is)i el
CUTPUT del clSOIltPO descripts e el 62 arlicads 3 la sucesicn
fi.,...,fs. Para cada j , 1f3iZis , cea

g1 T tuifp
l:n_s

Entonces ({Y1,...,Yn} satisface la copdicicn 1) d» (10, 0) vl e
polinomios h:i=dat!bui) v gl,....ge satisfacen laz <condiciscners
2), 3), &) vy 5).

' y
Domostracidn:

Las proviedadas del OUTPUT del algoritmc del €3 implican
que las condiciones 1Y, 4) v $) se satisfazen. Como ya l.emor
observado, la condicisin 3) es uny conzecuencia de la corndicién
5)., Otra consecuencia de 5) es que gl,....gE €s JnLad susesidn
ragular en K'[Y1l,...,Yn) . Ademas la hipsresis de intar.eccidn

campleta implica que reemplaczando eventuaimente £l,...,fs  pov
umb1n301oneu lineales suficientemente gon=:ricaz ue juede
suponer que la cucesion f£2,....fg es regular. D¢ este modo,
1. condic¢iérn 2) =5 ronsccuencia del Lema (5.2) sigulente.

L=ma

€ea K un anillo conmutatin nnetheriano . Sean f1,...,fs
y &l,...,gn dos suresiones 1egzulares en R. Jfupéngase que
€ :iste una matviz B & Rsxs que transforma o) vector tila
{t1,....fs) en el vector fila [gl,....gs); i.e. supongase Jue
z¢ verifica la ecuacicn matricial:

2.1) fgl,....gs) = [f1,.,.,fs}!2

b

Entonces, para cada f ¢ R laz ‘puientes dos
cidiciones son equivalentes:

i) £ e (£1,...,£3)

ii) (detB)ﬂ C (gl.....gs)



Demostracién:

i) imglica ii): Zea £ € R tal que existen al,...,as e R
con. f = alf1 + oo + asfs . Entonces £ =

} (£1,...,£s)(a1,...,as}*, donde [al,...,aslt es el vector
c~lumna que se . obtiene transponiendo gl vector fila
(al,...,as]. Sea rd:(B) : R=“= la matriz adjunta de B. De
(5.2.1) Tesulta: :

|
1 (gl,....85)adj(B) = (det(B)[f1,....fs]
: P-r lo' tanto,
|
[gl,....,g8)ad3(B)(al,...,as)® = (detB)f
De aqui sighe 1i).
1i) implica il: La demostracién se hace por induccién en
-"
- Caso s=1.

En este caso . Be R, g1 = f1By detB = B. Sea f ¢ R tal
¢ue Bf = gla para algir a € R . Mnltiplicando por f1,
cltenemos i glf = glfla . Ya que gl es regular en R , esta
ultima igualdad implica ‘jue f = fla.

Caso s>l. ) . ‘

Sea f & R tal que (detB)f e (gl,...,gs). L& hipétesis de
1ugularidad de 1las sucesionee gl.,...,8s y f1,....fs 1mpl+ca
‘e cada primo asociadoe el ideal (f1,....fs) es un nrimo
ninimal sobre cada wuno de los ideales (f1,...,fs) vy
r:l,....88%. Por lo tanto, para mostrar gue f g (f1,...,€3) ,

! «rd suficicnte considerar el caso en el cual R es local con

{ i:leal maximal rad(fl,....fs) = radigl,....gs). En este caso,

f v¢:isten un eonte:c no negative N y una matriz C € Rsxs tales
: e ¢ :
-ﬂ 1 i {fl“;....fs”i = {gl,...,881C
It i . !
: ~ Por lb tanto [f1™,....fg") = [f1,...,fs]BC. De la parte
') impli~a ii)" vya demostrada, se deduce que (detBC)f €
. LrIN, L, L, f8Y) . Consecuentemente , la demostrac.én pued: ser
: ‘Aucida al cas> en =1 cual gn = fu™ para tedo n , 1fués . En
E) c&so.ila ecianidn (5.2.1) tiene la forma:
1
|
'{5‘2’2: i. Efll“',..'fs"] = [fl'»...fSJ[‘.

feanv cl,...,cs los cocfactcres de B a lo large de su

ftim: eolutna. Si Bo es la matriz de (s-1)x(s-1) que se
Ltire quitando a B osu ultima fila v osa dltima cclumna,
Patonred g+ det(Bol. Soa A:=R/(f3) . Para ~cada elam-nto X €

: tea cllx) la clase residual de x en A. Similarmente. sea
1{Bo:i la mztri. de A‘= '’: ¢= 1 ~uvas entrad. s son las ~lases
. las entradas ¢ la matriz Bo. Con estas notacionss se
f?fjficani V :



(8.7,

-~
« e

. 3)

3 [C1(F1),...,00(f5-1)"') = [cl(f1),...,>1(fs-111cl(En)

Mostremos ahora que  cl(detBol)ol () ¢ {cl(L1), 00,21 (Fs-10000
o v ]
Dado que B'ci....,csl' = [(7,....0,3i=tBY Ya ecuar’hn
(%.2.2) implica 'ua:

' Tooepfn det (s
1inets
Por l¢ tan=e (detB - cofs'r V56 e (fi', ..., f5-1'). La
yedualridad de 1M, ... f2-1", s implica que detR caterr 0 >

(v1', ..., fs-1"). Asn, oratftst e {1, L., F3ry, Lue;so,
ezisten al,...,a3 € K tales que (csf - asfs):z alf1r
e.. t as-1£f35-1™ . MWz amente la reguloeridal 1 £ 0,0 -1,
fr implica que c¢sf - asfe € (f1™,...,fs i ., es decir,
cites)cl(E)Y € f{el(Fe)™,....cllfz=-1)N) 1o cual establece la
ralacidn de vertenéancia enuciada rmas arriba.

]

i
£

Ahora estamos e¢n condicicnes de aplicar la hiypodtesis
i:vluctiva, de: donde obtenimos que cl(f) €
(:l(f1), ..., 21l(f3-1))Y 3 es Jdecir, ¢t (f1,...,fs3) COMO
guariamos demosicar -

Corolario

Sea K v cuerpoe sual-mievra v ozean £1,....fs poelinomiocos en
KiX1,...,¥%n) gqu= forman un4  interseccicn comrleta en el
e.,oacie afin n~dimensional A sobre 1a eluscuara alyebraiza Q de
K. Sean I:=(f1,....fs} v £ ¢« KI[X1,...,Xn] . Entonces el
oblema de ta perxtencncia de £ o=l 1d=2al I pusrie ser resuelto
en tiempo seruencial (d* + gr(f))™e v tiempn paralels O(n*
Togt (A 4+ gr(£))),

Doemostracidon:

Aplicar el aluworitad decc =l Y7 a  la sucesicn
f1,...,£{s. Calzular h,gl,....gs oimoe  en <. Tecrema (L.10.
I'idir por cualquicr alesyitma paralelicable de divisidn de
Hircnalka i hf ocortenece a  t(pl,....gv). Las «cotas de

counpleiidad son inmediataes -



R A S ) N ket LM £

” ; Ao

- |

P ! 5

&'g% :
Cop e '
Rt
| l
. |
f ﬂ v 6.E1 Problema de Representacién (PR) en el caso

! ce ideales de dimsnsién cero.

(6.¢) En toda la seccidén supondremos , sin volver & mencionarlo

exglicitamente , que la siguisnte condicién se verifica:

(f.o.l) I iz polinomios f1,...,fs € K[X1,...,Xn] scn tales que la
: dirensidédn . de ! Krull del anillo cociunte
K(¥1,...,Xni/(f1,...,fs) es, irnal a ~aero,
| "

I

F Este e: un caso particular del caso més zenera! e

' jdcales no mezclados giue' hemos ostudiado en el S4. Del
Tecrema (4.3) se obtiene que cualquier polinomic f €
(£1,...,fs) tiene una representaciodn:

£ anfa
l1:u<s

‘ con sotas simplemenic exponenciales para los grados 4. los
il cuooficisntes al....,as. Eete hache nos pomitirda dar un
' aljzcritmo paralz.izable para el c¢alculo d» bazes de fGuwoeiner

de (£1,...,f3) con ruspecto a cualquier orden compatible en el

c.ndunto de noncmios de FIX1,....¥Xnl, Fete algoritmo
unicamente requiore ilgebra lineal sobra K. Ademas mostraremos
,H como es posible camibiiar -ualquiexr algoritmo usual de ~al-oule
' de bases d» Groelner peor ohro que solamant: involucrs

| of :raciones con polincmics de grado controlacdo. iver [T-G-H 1)
y [Be-Ygl. Comparayr también ccn [Giu 1] en el cagw homounen)

(6.1) Notaciones:

! _ Sea < cualquier o¢rdun eon el conjunte de mcnomics de
K %1,...,Xn]l , comratible con productos.

Para cada £ « KIX1,...,Xn'N{0} , denotareincs con tpi. al
mésimo monomio (oo su coeficren-e) entre los que aparecen en

f »
y
i
0 | - ' H
o Para cada a {(A1,....an) = llon , X= Jdesignara al mHnonico
fo e {1,...,Xn cuvos exronentes son al,...,.an.
| |
;Ei' €i para ciert pali omio £, tp(f) = aX=> , pondremo:
i . '
I H .
o cp(f) := a '
i .
;” Exp(f):= a
i
i
o
[ :
l . il ,,‘ 0 |
Doy L
' W
' ! ]
oyl
’ i l !
'JL' n}f i" | I ;
i U I ¥ g
- HQQ;rJ:T;n_n“_- e e o
Iy N -~ e’ — -
s rd ' ! ' 1 - -
. i |
i f
5 .l | ‘
W f
! '
o !
t : !‘l : t l
g o : i ‘
i ‘ !
L ’
A ) :
!i! ! l :
g
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|3 P:zra un pary de:polinoinios no-mileos (f,z3) desianar=mo
l £
l tp(f,g)es mmc(tplf),tr(g)) , el minimd miltiplo comain frtre
, los términos priancipales de f y g con coeficiente ipgual =
l; cp(flcplg). L

i Yy 31 My N son los mronomins que vei1ifican:

- , Mip(£) = Ntp(g) = tplf,g)
% e);tonr.'es H

. i

] ‘ S(f,g) 1= Mf - g

grif,g)i= may {xp(ME),griNg).

.

(6;2) I.ema

; ' Sea G := {zi,...,gs} un ~onjunto de relinomios  en
| EfX1,...,Xn]) . Sea h € (gl....,gf) y sea [[ un entexo no
' regativo tal que existe una representacidn

(6,2.1)° h L puen
: s 1<nis

con pu € K(X1,...,Xn) v con gripngn)<d para todo n , 1ipss

Sea So(G):=G y k0 s5e3 Sk(G) el conjunt:c que se obtiene
de Sk-1(G) como sigue:

-

Sk(G) := Sk-1(G) U {s(f,g) : f,g = Sk-1(G) v egxr(t,g) : D)

Entonces existe un entero> no negativo N vy un g € SN(G)
tales que : "

Expth) € Expig) + Moo

Demostraciébn:

Nuestra demostracisn s indirenta, 10T lo tanto
supondremos que parva todo kX0 v para tod. g & Sk(d), se
F verifica: !
I\

36p2.2) Exp(h) no pertenece &l coninnto Txplg) + Mo
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! o(ll) = RJ(D)
d !
v () := max {(gr(M3if3) : 3=J(I')}
v
i De (6.2.1), vémoz que?el conjunto de familias T' con gr(DM) '.
< no es vacio. Por 1o cante existe una representacicén o =
(Ififi)ielo con las siguientes propiedades:
o ; ; |
L i i |
1) gr{lo) = min {gr(l') ¢ I es una familia )}
| !
2), tp(lo) = min {te(T) gxr (L) =gr (o))}
! - [ !
v} o(lo) = min {¢(D) gr(lM)=gx(To) y +p(iM)=tp(Te)}
i !
Ptirmaoibn i‘cr(r‘o)g"_ 2 .
Prueba de la nflrma01on Si ¢ile) ¢ 2 , entonces J(leo) =
{i9) para digin io. e 1o Por lo tanto, tp(h}) = tp( £ Mifi) =
ti(Miofio) '. Asi Exp(tr) € Exp(fio) + No~ , la cual contradice
(§.2.2) _ ’
| ' ®
1 )
i i De la afirmacidén. ce concluye que existen por lo menos
- -0¢s indices difereptes m.k en J(Co)
|
: Sea N!=mdc(Mm Mk) el. maximo divizor —omun ménico entre
b MR Yy Mk t | r
o i fi .
: " . .Sean ?Jy G .dos mwnomios tales que :
H L3 1 i : S i
P i o ;
i [ P NT = hm y NQ = Mk
: i o
¥ Sean 9 =cy(1mfm) y b.,cp(MPfk), Obtene:mos:
;Ej“ p%im) - db-*emphrk)'t ttp(fm fk) rpara algun t e K\{0}.
ST L SERENN e ,
L L ¥ v
4 ] " ),';E"‘:;' . . ’ ):» r
L
% t:-,"é;.inf‘ T Lo i | A . “h’
T et oy f s e - - RS Su
t v ! ) Tl

&F 1

!

Ccnsideremos todas las

- ;I es un qonjunto
~ Para todo i € I,
‘(k depende de i)
‘h

£ Mifi
iel |
. i
L .
i Para cada familia I
las siguientes

=

tp()

¢S
.

J(r)

famiiias r

Mi es un mor..i:

(1'ifi)iel tales gue

fipito de indices (que depende de T)

10 ¥y gi & Sk(G) para algun k

notaciones:

= (Mifi)iel come arriba, introducimes
maKk {tp(Mifi) : ieI)
(el = tp(l))

tp(M3f3)
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(6.3)

w
o H

e

Luigo, tS(fmifk) = T€m - Cfk Mafm b MKER  TlSEmL (1)

gr(Tfm)i- .r(NTfm)

= pr(Mmfrm) 2 pr(lo)
Y 1 :
= pr(Mifk) ©Logrila?

gr(Qfx:' s .r(Nork)

1

| o . L
ci, di fw y ftk estan «<n Sri{G), entonce:z Sitm, k) ¢
1(G), Esto nisipermite obtener una nueva familia I'l, a
ar: la inducida por la siguiente representacién:

AT et ey - AT r—— e

L
i
3

}

. L M3f3 § 1+ ab ')Mxfl + E  #iti + wNsifis, fm)
3£Jo\(q,k) i ! 5 ielod.Jcl

, do.’:’de Jo:=J(I'>). Ya. quo Lp (S ifk, fm)) tMmfm) = tp(Tr,
¢ obr=nemos que: ' '

sr(lr1) £ gx(lo)
t .

1
gp(T1l) < tp(To)

Ve

- I(Fl) estd incluaiilo on Ja'

Ecsto contradicze la Jdefini-icn de I'c El Lema esta

t

deﬂ&strado -

Te jrema
i Sea < un ordan ualguiera en el corjvnts de mernomics  de
K[X1....,Xn} , conpatitrle con proiucta:. e verifican:
!
i) | Cualquier base irreducikle 2o Sreelner de ifl,...,fs)
ncontiene a lo sura d peslincomics, Ademas, todes |
polinomios de una tal base +tienen gizdc totas zeoatads por nde.

ii) Sea H={hl,....hm!' una base irveducible Jde 3rselner dei
idsal (f1,...,fs). Entonces, para cada i , 1<iiim ,existe una

rerresentacicn:

hj T ORRIER
P ; 1
i

!
! .
coﬁ pui e Ry gripnifu, £ nd™ + 4 44 para to3. lipfs

iii) La escél&ra E de (f1,...,fs). Et-{Exp{f) fe(fr,...,f=s)}
puade ser calculada efectivazments en:
' ;
- tiempo segquencial: s 4’
- tiempd parhlelo O 1ogmsd)

|
f |
{
!
!
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iv) Los algcritmes usuales de céAlculo de base Jde Groebrnex
pr.oden ser tyuncadon como s=izuw:
e
InNpPUT: £1,...,fs
B:={(1,3) : 1E4<igs)
L:rs
QH;QE B no es vacio DO:

CHOOSE , (i.3) e B

o IF g:(£1.£5) € nd"r+a-+d
g e THEN t :atsl
N ' B :=BU{(i,t):15i<¢t)
L K ftsw8(£fi,f3)
4 B:=/B\{(1,3)1
B :
Damostracién:
Comencemos son .-.a_.'"'}'mmas m»bservaciones.
Por [C-3-H 1Jrﬁéf£em 17, dim.(R/(f21,...,Fs)) ¢ @~ . Por

1: tah}o » Para rada 3..,183sn , existe g3 € KLXji]l tal que :
o . ‘!
Tg) € (fl.....fs) y gr(gl) « a»

4

A;‘Lcando ahora el Corolario (2.7) se obtiene una
rarreventacion: ’ +
. : gi*= L buifn
:; uf ’ 1 S .‘.8
LA S "

'dende Nimd® vy londs gr(buiful & d~(grigl) + 1) para tods u

j-‘_'-f $ ' . F»‘ )

Fijemos un “o1:len diagornal (auxilisxr) en el conivnto de
;mvnomins de R y pongamcs para cada J , 1£3<n , Giisgi™ .
Zreonce (G1,...,Gn} es una baze de Groebner del ideal
‘(f»....,Cn).

%

i‘ Sea t={hl1,...,hm) una base irxreducilkle 421 Groekner de
(fL,...,f8)., Pzra cada 3 , 1<3i:im , existe un @lemento en H ,
digemos hi , tal que tp(h3) divide a tp(gl) . Asi, tplhi) es
d» la forxma x3°' para algun D) ¢ d~ . RAhora la hipétesis de
e H es irrsducible implica que para cada h ¢ H y para cada
Je 1£34n , grxi(h):is DI € 4»



(6.4)

ii: Sea h:=hj . - Escribamos h & faufpu cen &i,....as £ R
Rplicando Divisién de Hircnaka a #1,...,as:

|
an = L cpiGi + btn
1¢5¢n |
i

donde yr(bu) € ni* . Lueza:

' ;
h = L ( [ ciiGl + bn)fn
14128 1Z23<n
Sen t1g:= L T cuiGjfu . De lo anterior ohbtenemos:

1<ugs 1s3<n

g = (G1,...,6n) y gr(g) ng* + 4 Asi existe una
repvesentacioéon: i

I -4 = I IBJGJ
1534

con gr(ejGi) £ nde + 43 , Por corjsiguiente:

h = & ( £ ajbui + bpl)fn

1$p<s 1<3<n !

¢

Es facilt ver ahora que gr(( £ eibpi + bu)fu) < nd + 3 + 4
1¢35<n

ii:) Es inmediato a partir de i) ﬁ ii)

iv: Es inmediato a partir de ii) iy del Lema (6.2) g

Corwvlario

Sea K un cuerjo cualquiéra y csean f(,f1,....f: g
KiXt,....Xn)] polinomios con d3= max {pgr(fi) : 1gi<s).
Supiénzase que I:=(r1,...,.,fs) ea wun 1ideal cero dimensional
(i.e. supdngase que dim(K[X1,...,An'71) = 0). <1 t pertene e

a J, entonces f tse puede encontrag una veprescntacioon:
£ = £ ‘aufn

1<n<g

con grlanfun) < nd + d* +d + grif) mediai.te un algoritm.

cuvas cotas de cconplejidad son:

- t.iempo secucncial: s (gr.f) + Ji)oo
siempo paralelo : O(n® log' 'sigr(f) + 4d))
!
En particular el problema de 1a pertenencia de £ a I, vy

2l cdlculo de fa dimenszién IiImE(FE[X1,....,Xnl)./I! pueden ser
resueltos dentro e esas misma:s cotaz de compleiidad.
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