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RESUMEN

La presente Tesis está referida al problema de la definición

de la energía y el impulso en teorías formuladas en espacios

métricos de curvatura genérica. Encararemos el trabajo

desarrollando un formalismo que permita obtener una expresión para

estas magnitudes en cualquier teoría cuya dinámica se describa a

partir de un lagrangiano. Es nuestra intención, además, que este

formalismo pueda resultar de utilidad en el tratamiento de otros

problemas que se vinculen con la definición de la energía o el

impulso del sistema físico. Mostraremos, entonces, sus posibles

aplicaciones a cuestiones tales comola referida a la definición

del estado de vacío cuántico para los campos de materia en Teorías

Semiclásicas. Nos ocuparemos, también, de analizar las propiedades

de conservación en sistemas de referencia libremente gravitantes en
teorías gravitatorias con torsión. Por último, nos interesará
aplicar nuestros resultados al estudio de posibles efectos de

emisión de energía en modelos físicos en los que se supone que la

materia se acopla con la geometría generada por la Supergravedad

[36],[45],[46] y sus eventuales aplicaciones a la astrofísica.

En el Capítulo I se discute el problema en el marco de 1a

Mecánica Clásica. El objetivo es presentar un formalismo que

permita obtener las conocidas definiciones de energía e impulso

clásicos pero que, al mismo tiempo, esté en condiciones de ser

empleado en teorías que se formulan en geometrías no triviales. Se

presenta, también, una generalización del método para sistemas

físicos descriptos por variables dinámicas continuas. En el

Capítulo II , dentro del marco de la Teoría de la Realtividad

Especial, se discute el problema de la definición de energía e



impulso y su relación con los sistemas de observadores. Se analiza

la función de estas magnitudes como generadores infinitesimales.

En el Capítulo III estos problemas son tratados en teorías

formuladas en variedades diferenciables genéricas. Se definen los

generadores infinitesimales de difeomorfismos de cualquier magnitud
que sea función de las variables dinámicas. En su obtención, los

conceptos de tensor métrico y conexión afín no son empleados. En

el Capítulo IV se aplican los resultados anteriores a variedades
diferenciables métricas. Se estudian las condiciones que deben
satisfacer los generadores infinitesimales para que puedan ser
interpretados comoenergía o impulso. En el Capítulo V se analiza

el comportamiento de la acción de la materia frente a
difeomorfismos en variedades riemannianas. Se obtiene el tensor de

energía-momento y se discute su relación con la densidad de energía

hallada en el capítulo anterior. Unaexpresión para la densidad de
energía del campogravitatorio es presentada. Posteriormente se

incluye a la acción gravitatoria de Einstein y se discuten los

teoremas de conservación del sistema completo (gravedad + materia)

desde distintos sistemas de referencia (sistema de referencia de

Killing, de Killing conforme y libremente gravitante). En el
Capítulo VI se introduce a la torsión comovariable dinámica. Se

presentan las teorías más relevantes de la gravitación que admiten
conexión afín no simétrica (Einstein-Cartan-Sciama-Kibble,

Supergravedad). Por aplicación de los resultados del Capítulo IV

se encuentra una expresión para la densidad de energía para este

tipo de teorías, vinculándosela con el tensor de energía-momento.
Se obtienen los teoremas de conservación, estudiándose el flujo de

energía-impulso desde sistemas de referencia genéricos. El

capítulo VII se refiere a las aplicaciones de los resultados
obtenidos. Se muestra que las propiedades de conservación global



discutidas previamente, permiten plantear las condiciones que deben

cumplirse para que, en las Teorías Semiclásicas de Campos se

pueda definir un estado de vacío cuántico satisfactorio. En este
capítulo se discute también acerca de las dificultades que plantea
la aparición de la torsión para la determinación de un principio de

equivalencia aceptable. Dos versiones de este principio son
analizadas. Mediante la aplicación del formalismo desarrollado, se

definen las condiciones que debería cumplir un sistema de

referencia para ser considerado, en presencia de torsión, como

libremente gravitante. Se estudia el caso particular del sistema
de referencia propio de partículas clásicas acopladas
supersimétricamente con la geometría de fondo generada por la

Supergravedad N-l. Se halla que las partículas escalares pueden
ser consideradas, en el límite clásico, como libremente

gravitantes, mientras que las espinoriales experimentarían un flujo
de cuadrimpulso no nulo. Este último resultado es aplicado al caso

de las soluciones de Supergravedad con fuentes que poseen simetría

esférica (masa central con contornos de torsión). Mediante un

modelo analogable a un sistema solar, se expresa la variación de
energía por unidad de tiempo en función de parámetros físicos tales

comoel decaimiento del período orbital, el radio de la órbita ó la

velocidad de traslación. A título de ejemplo, se hace tomar a

estos parámetros los valores obtenidos por observación de un
sistema físico real (Pulsar Binario PSR1913 + 16). Estos últimos

son empleados para calcular órdenes de magnitud de las cantidades

físicas que caracterizan, en el límite clásico, al multiplete de
materia. Finalmente en el Capítulo VIII se presentan otros

enfoques del problema comparándoselos con nuestros resultados.



INTRODUCCION

En la Mecánica Clásica (MC) y en 1a Teoría de la Relatividad

Especial (RE), magnitudes comola energía o el impulso del sistema,

son definidas sin ambiguedad a partir, por ejemplo, de los

conocidos procedimientos canónicos. Se encuentra que estas

magnitudes, que en general son función del tiempo, poseen un

carácter dependiente del sistema de referencia respecto del cual se

miden. Estos sistemas de referencia presuponen la posibilidad de

definir en cada instante a un hiperplano de tres dimensiones que

representa el espacio a un tiempo dado. Es decir, se acepta que el

espacio-tiempo (de Galileo para la MC o de Minkowsky para RE)

admite una "foliación" en hiperplanos (espacios).

Independientemente del carácter absoluto 6 relativo que esta

foliación posea para la MCo la RE, ambas teorías coinciden en que

la energía y el impulso se deben poder definir para todo el sistema

físico y a un tiempo dado. Es decir, son magnitudes definidas

sobre un cierto hiperplano. Poseen, entonces, un carácter global

(a diferencia de, por ejemplo, la temperatura o 'la presión, las
cuales pueden definirse en un punto dado del espacio). Esta

característica se pone de manifiesto, por ejemplo, a través de la

definición de cuadrimpulso que se da en RE:

PK: TKO (13x (1.1)í
donde:

P“ : Vector cuadrimpulso.

T““- Tensor de energía-momento.

á : hiperplano t-cte.



Es, precisamente, este carácter global, lo que hace que los

conceptos de energía e impulso no puedan ser trivialmente

trasladados desde la MCó la RE a, por ejemplo, la teoría de la

Relatividad General (RG). Ocurre que en teorías formuladas sobre

variedades que puedan poseer curvartura, no es posible, en general,

definir hiperplanos de tipo espacial. Recordemosque si bien la RE

y la RGposeen analogías de tipo local (principio de equivalencia),
éstas no pueden plantearse a nivel global. El mismoproblema se

presentaría también en la RE, si se admitiesen sistemas de

referencia acelerados. En este caso la hipersuperficie definida a
tiempo constante ya no es necesariamente un hiperplano. El

problema se complica aún más para el caso de teorías formuladas en

variedades con torsión. En este caso, como veremos, incluso las

analogías locales no carecen de dificultades de interpretación.

Por otro lado, todas las teorías que trataremos a lo largo de
la presente tesis, ya sea que estén definidas sobre variedades

planas o con curvatura, poseerán como elemento en común el hecho de

admitir una formulación lagrangiana y el de poseer definido un

tensor métrico. Es, precisamente, a través de estos elementos en

común, que intentaremos caracterizar a la energía y al impulso de

modoque puedan ser definidas en variedades genéricas. Para ello

plantearemos el problema en el espacio tiempo plano de un modo tal

que la extensión al curvo sea lo más natural posible. Es por ello

que dedicaremos los primeros dos capítulos de la presente tesis a

trabajar sobre las conocidas expresiones de 1a energía y el impulso

en la MC y en la RE. En el espacio-tiempo plano, donde estas

teorías se formulan, transitaremos primeramente de las definiciones

aplicables a sistemas discretos de partículas, a su generalización
a sistemas físicos descriptos por variables continuas (campos).
Recién entonces estaremos en condiciones de encarar el problema en



teoria de campos en el espacio-tiempo curvo. De este modo

intentamos poner en evidencia los puntos en comúnentre estas

teorías y aquellas formuladas en el plano para, finalmente, obtener
las generalizaciones adecuadas.

Por otro lado, en los espacios curvos, aparece una nueva

variable dinámica vinculada al campo gravitatorio: el tensor

métrico. Surge, entonces, el problema de calcular la

energía-impulso asociada a esta última variáble dinámica.

El concepto de energía gravitatoria ha sido muy discutido en

la literatura (ver por ejemplo [ 1] y [ 2] ). Una de sus

características es que no resulta posible definirla a partir de una
magnitud que sea independiente del sistema de referencia (tensor).

El método más conocido que permite calcular el hamiltoniano de la

RG se debe a R. Arnowitt, S.Deser y c.w Misner [ 3]. En él,

mediante el empleo del formalismo canónico, se generaliza 1a noción

de hamiltoniano de la MCpara aplicarla a espacios curvos. En esta

generalización se hace uso de un sistema de referencia privilegiado

(descomposición dimensional tres más uno), que impide una

interpretación tensorial de la energía. Este formalismo es

posteriormente empleado por K. Kuchar [ 4] en la cuantificación

canónica de la gravitación, quien estudia, además, a1 impulso y a1
hamiltoniano comogeneradores infinitesimales de movimientos en el

espacio-tiempo.

Este carácter no tensorial de la energía gravitatoria no se
manifiesta únicamente en RG. En realidad lo encontraremos en

cualquier teoría gravitatoria que admita alguna versión del
principio de equivalencia. Esto se debe a que, al postular que los
efectos de la gravitación pueden anularse en ciertos sistemas de

referencia, estamos indicando, de hecho, que la magnitud geométrica



que los represente no puede ser un tensor. Encontramos, entonces,

que el valor de esta energía dependerá del sistema de referencia en

el que se la mida. Por tal motivo, en la presente Tesis, la

definiremos a partir de una magnitud que resulte dependiente de

estos sistemas, a los que asociaremos a la noción de observador.

Esto último estaría de acuerdo con lo discutido precedentemente

sobre la energía impulso en la MCo la RE.

Con respecto a la energía-momento de los campos de materia,

comoes bien conocido, en RGse la calcula a partir de:

; 5 \wLn

(Z¿águü
Wm : acción de la materia

MD
(1.2)

g,*9 : tensor métrico
un)T : tensor de energía momento

mediante un procedimiento análogo al indicado en (1.1) para 1a RE.
Este tensor es considerado como una definición de densidad de

energía. Una justificación de esta definición puede encontrarse en

el principio de equivalencia, puesto que, a cálculo hecho, la
expresión (1.2) se escribe también como[ver sección (5.1)]:

TW: ¡(üVUC‘Ü_9{M á“) (1.3)rá ¿“LP

pá“ : densidad lagrangiana de la materia.

tfflx): campo de materia.
Y?“ : derivación covariante.

resultando ser la versión covariante del tensor de energía momento

de 1a RE. La validez del principio de equivalencia queda

garantizada puesto que, en el sistema de referencia libremente

gravitante, la conexión afín se anula y se recupera la definición



de densidad de energía de RE.

Ahora bien, el inconveniente que presenta la definición (1.2)

es que no proviene de un formalismo canónico que pueda ser

generalizado a cualquier teoría gravitatoria. Esto se pone en

evidencia en el caso de las teorías gravitatorias que admiten
torsión. Esta última magnitud es, en principio, independiente del

tensor métrico y ambas pueden ser consideradas como componentes del

campo gravitatorio. Por ejemplo en la Teoría de

Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)[ 5], se emplea el formalismo

de Palatini, en el que tanto el tensor métrico como la conexión

afín son variables dinámicas independientes, representando ambasal

campogravitatorio. En Supergravedad N-l (SGN-l), la torsión está

presente a través de su dependencia con el gravitino (partícula de

espín 3/2, compañerasupersimétrica del gravitón). La existencia

de una transformación de simetría entre el tensor métrico y el

gravitino nos obliga a interpretar a ambos como componentes del

campogravitatorio.

Recordando ahora la expresión (1.2) vemos que el papel
relevante que juega el tensor métrico para definir 1a densidad de

energía de la materia, no respeta la simetría entre este tensor y
el gravitino. Incluso la justificación, via principio de
equivalencia, que se emplea en RG no carece de dificultades de

interpretación. Ellas provienen de que al ser la torsión un
tensor, no se anulará en ningún sistema de referencia. Aún en el

sistema libremente gravitante, la torsión estaría presente. En
estos casos, la generalización del tensor de energía momentode 1a

RE a los espacios curvos por transformación de la derivada en

derivada covariante es, en principio, insatisfactoria. Ocurre que
torsión y curvatura son dos conceptos geométricos independientes y



10

no disponemos de una RE con torsión con la que establecer un

principio de equivalencia. Nopodemosentonces inferir, por este

camino, una expresión para la densidad de energía-impulso. Todo lo
discutido nos muestra la necesidad de definirla de un modo

independiente, que no requiera de analogías que en algunos casos no

puedan establecerse. Vemosasimismo la importancia de discutir la
interpretación física del tensor de energía-momento. El formalismo

que desarrollaremos en la presente tesis apunta, entonces, a

establecer una metodología de cálculo de las magnitudes

consideradas que resulte aplicable a cualquier teoría física
formulada en espacios métricos (cuya evolución dinámica se obtenga

a partir de un lagrangiano). Comenzaremosejemplificando en HCy

RE, destacando el papel de los observadores en esta última teoría.

Mostraremos que no cualquier sistema de referencia permitirá una

definición aceptable de las magnitudes discutidas. Ello se debe a

que ambas necesitan de una interpretación de espacio y tiempo

físicos, poniéndose en evidencia el carácter métrico de estas

definiciones y su prescindencia de la estructura afín de la teoría.
Esto nos permitirá, posteriormente, extender los conceptos a

teorías formuladas en el espacio tiempo curvo y definir magnitudes

tales comola energía gravitatoria y de la materia. Mostraremos

que estos conceptos serán muy útiles para establecer en qué
condiciones una teoría semiclásica admite una correcta definición

del estado de vacío del sistema y qué vínculo existe entre éste y
los sistemas de observadores.

Por otro lado, las definiciones de energía e impulso

obtenidas, válidas aún en teorías que admiten torsión, nos

posibilitarán establecer los correspondientes teoremas de
conservación. A partir de ello estaremos en condiciones de

discutir acerca de las propiedades que debería satisfacer un



11

sistema de referencia para ser considerado como libremente

gravitante en este tipo de teorías. Finalmente aplicaremos
nuestros resultados al estudio del flujo de energía en el sistema

de referencia propio de partículas materiales acopladas
supersimétricamente con la SG N-l. Para ello emplearemos el

desarrollo WKBde los campos materiales y estudiaremos su límite

clásico. A partir de aquí formularemos un modelo que, bajo ciertas

condiciones, permitirá expresar a las variables clásicas
(densidades y velocidades) que caracterizan a la materia en

interacción con la SG N-l, en función de parámetros físicos
observables.
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CAPITULO I

MECANICA CLASICA

1.1) ENERGIA E IMPULSO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS.

De acuerdo con la MC, la evolución de un sistema físico

constituido por "n" partículas, se puede describir mediante las

magnitudes:
A . . . ..

xízcomponente carteSiana "i" del vector pOSiCion
de la partícula "A" (1.1.la)

v;:componente cartesiana "i" del vector velocidad de
1a partícula "A" (1.1.1b)
A-1,...,n i-1,2,3

Si la dependencia con el tiempo (t) de estas magnitudes se puede

calcular a partir de una formulación lagrangiana ordinaria [7],

entonces será posible definir a 1a acción w del sistema como:
1'

f

w [fo -Í L(x,—",vf,t)dt (1.1.2)
1’0

con:

W[x] - acción del sistema.

xA(t) - trayectoria de la partícula "A".

L - T-—}Ú, el lagrangiano del sistema.

T -¿;Á 1/2 mAvs, energía cinética.
- energía potencial.

A masa de la partícula "A".

y a partir de:

S‘LÜÉJ '.3._E_--¿5_L' ° (1.1.3)
6 X? ax} ¿tw
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resolver el problema. Efectivamente, el sistema de 3n ecuaciones

(1.1.3), conjuntamente con condiciones iniciales adecuadas,

determina completamente a las funciones x (t), V (t).

Consideraremos ahora a la magnitud:

A
p a. 3 L (1.1.4)

BW"
a la que llamaremos componente "i" del impulso canónico de la

partícula "A". Observemosque el impulso así definido se vincula

con la posición X(A (a ecuaciones de campo satisfechas) mediante
la ecuación (1.1.3), de modoque:

221;. : É_Ï:Í (1.1.4a)
9x} dt

Convendremos en llamar canónicamente conjugadas a las magnitudes

P ,x que cumplen esta relación. El impulso canónico, en

general, difiere del impulso ordinario pf- mAvf‘. Unicamente en
el caso de potenciales independientes de la velocidad (fuerzas

conservativas) el impulso canónico y el impulso ordinario son

coincidentes. La magnitud P(A tiene la propiedad, de acuerdo a
(1.1.3), de conservarse si L no depende de la posición de la

partícula. A partir de L se define además al Hamiltoniano (H) como

su transformada de Legendre:

mx ,p ) -á ¡»fv: - L(x?‘,v?,t) (1.1.5)
(JA

El hamiltoniano representará a la energía E para aquellos sistemas

de partículas que admitan formulación lagrangiana con ecuaciones de

campo de la forma indicada en la (1.1.3), cuyos potenciales y

vínculos no dependan del tiempo. En estas condiciones la energía

cinética del sistema será una forma cuadrática homogénea de
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las velocidades y:

H-T+fi-E
Independientemente de esta interpretación física de H, a partir de

(1.1.3), (1.1.4) y (1.1.5), es fácil ver que:

a 3-43; ari-if .5 (1.1.6)d

3X). B'P‘A

las cuales se definen comolas ecuaciones de Hamilton del problema.

Definiendo ahora a los corchetes de Poisson de magnitudes:

A(x(clp‘clt)l B(x¡clp‘cpt)[ como:

[mal -á BA B_B -B_g b A (1.1.7)
C? ¿JA3x53? axib Pj‘

vemos que las (1.1.6) se pueden expresar como:

[pf‘ ,n 1 - ¿(A [xfhn 1- xf (1.1.3)"P

Si definimos ahora al impulso total del sistema como:

Y) z ¿í CLR
( lA

el corchete de Poisson de cualquier magnitud M (xf ,PA ,t), función

de las variables canónicas , con P¡ resulta:

. :á BM[mmm AW,
además ,si Mno depende explícitamente del tiempo:

[PN ti] t ¿í. EÉA- ÉLÏL- - EUÏL. EíÏÏ :
J ¿p (LA B PÍÁ PISAzx.fib .

: ¿É 55”\ x.A * 'bñA
"ww ‘ a P,­
¿Mth

lo cual nos dice q e, considerando un desplazamiento idéntico para

AÜ. I
)

todas las partículas:

¡(K-vX’l'- +
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o una reparametrización del tiempo:

t ——.t' - t + t (1.1.10)

las cantidades:

2L¿[M,P¡] A x (1.1.11)
[M,H ] t (1.1.12)

resultan ser los incrementos de la magnitud M frente a las

transformaciones (1.1.9) y (1.1.10). Si la magnitud Mdepende

explícitamente del tiempo la cantidad (1.1.11) continúa siendo el

incremento de Mfrente a (1.1.9) pero (1.1.12) ya no lo es respecto

de (1.1.10) puesto que ahora:

EM“; 9* E) ,H]At:l M -M 3At’ ‘ 1 d t 25 t
Concluímos, entonces, que el impulso "P" es el generador de las

traslaciones espaciales (1.1.9) y que el hamiltoniano "H" es el

generador infinitesimal de las traslaciones temporales (1.1.10),
para magnitudes que no dependen explícitamente del tiempo.

Notemosque "H" es un generador infinitesimal si se satisfacen
las ecuaciones de campo (1.1.6), mientras que "P" lo es

independientemente de si éstas se cumplen o no.

1.2) ENERGIA E IMPULSO DEFINIDOS A PARTIR DE DIFEOMORFISMOS

En la sección (1.1) hemos visto cómo obtener el impulso y el

Hamiltoniano de un sistema de partículas en su forma más conocida.

Teniendo en cuenta que el método discutido requiere de las

variables dinámicas posición y velocidad [ver (1.1.4), (1.1.4a) y
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(1.1.5)! resulta que, al menosen principio, no puede ser empleado

para definir energía e impulso de sistemas físicos donde estas

variables no aparecen. Tal es el caso, por ejemplo, del campo

electromagnético.

En esta sección, entonces, discutiremos un método que,

aplicado en principio a un sistema de partículas, no requerirá de

las variables dinámicas mencionadas para definir su energía e

impulso. Este procedimiento podrá luego ser generalizado para

cualquier sistema físico, en forma independiente de cuáles sean las

variables dinámicas que se empleen.

Para ello caracterizaremos a los puntos del espacio tiempo
(ET) mediante cuatro coordenadas, correspondiendo tres de ellas

espacio tri-dimensional euclídeo y la cuarta al tiempo. Si a cada

uno de estos puntos (x ;t) lo sometemos a una transformación

(difeomorfismo) que le haga corresponder otro cualquiera de ET (ver

Fig.1):

(x ;t) -------- --» (X' :t') (1-2-1)

y repetimos este procedimiento para todos los puntos de una cierta

trayectoria T’A de una partícula, obtendremos una nueva curva T'A

que será su transformada por el difeomorfismo:

Difeomorfismo

TA s T’ (1.2.2)
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Entonces, cada punto de 1a trayectoria TA , se transformará como

(ver Fig.2):

X?(t\_....X'?(t')=X‘A(t) +Ax¡‘(t) (1.2.3a)

—>t' t + “(La (1.2.3b)

Asimismo, el vector tangente a TAen (xf ,t): ví: se transformará

en el vector tangente a T'A en el punto (x1‘,t'): VCF, de acuerdo
a:

V‘A(t) = ¿_)_¿L5___V:*¿C')= (1.2.4)dt ¿t'
Nos interesará ahora estudiar el incremento de la acción W[{TA}],

frente al particular difeomorfismo para el que:

a) AtL-constante (idéntico en todos los puntos del ET)

para este caso hallamos que:

AW = WCiT'AH-W CHW]:
tth’üt

: L( x'fwhv'flt).Uif-ÍL(X.‘tt),v,Acc),tMt ;
t: tO'PAt

tf” A ¡A fi A

:J [L(Xl¿ (t'+at),Vl-(t+4t))[t«4c)-L(x¿ (f),V¿(¿j/t] (lt:
fo

f­

j 1([Ln'f-(t'), v/‘tt'J, 1')- L (X.‘(t\,v."tc),t)]dt=f

Entonces, a primer orden en ¡At, obtenemos:

"1

A“! z S 3L AE‘+EL_AMA+%L at) dt (13,“C3X5“ Dv¡A
O

con: ¿x " =X}A(t') -Xf‘u')

Av) = Vl‘tt') - VK“(t)
donde la repetición de índices debe ser entendida como sumatoria.
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Además:

— - _ - ¡(mV (t)d_t__v¿(t
dt dt H \ d't ‘ ¿t )

si recordamos ahora la condición a), entonces:

d ,A W, A (1.2.6)
ama : V¿{t)-V¿ (t)

Por otro lado, de acuerdo a resultados conocidos de la MC, el

diferencial del hamiltoniano resulta:
4 4

dH = Ph ¿LV‘Mv‘ÁcLEA-LLA‘JXF-BL/MXN- dt
6X: 377." 3-2:

= V¿A(L8A _ 3_L dX.‘_ B_L dtzx» Et
de donde:

DH t BL- (1.2.7)

además de (1.1.6)

d_H : BH VL" 1.3»; ¡5A+ ¿H z DH (1.2.3)

y de (1.2.7/8):

L : - ü (1.2.9)

Recordando que, de acuerdo a (1.1.3/4), las magnitudes

canónicamente conjugadas P(A y x¡A se vinculan mediante 1a

expresión:

a; ¿1M
3x9 th

y comparando con (1.2.9), vemos que -H puede definirse como 1a

magnitud canónicamente conjugada del tiempo "t".
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Reemplazando (1.2.9) en (1.2.5), teniendo en cuenta (1.1.3),

(1.1.4) y (1.2.6), obtenemos:

tf

AW j (db/3x; ram}- AHAt) dt:d t
To

4

= [a (P‘kaxtk)_ .d_l-_lAt]d.t (1.2.10)(Tt t
Tb

Recordando que ¡At-ete., obtenemos:

W

AW -Í RKM,”4411;) dt ._.
Té dt

H­
: ( PNA.ch - H At\ (1.2.11)to

Si además de la condición a) pedimos que el difeomorfismo (1.2.1)

cumpla con que:

b) a un mismo tiempo, el incremento.1x que sufren los puntos (x;t)

sea idéntico para todos ellos [A x-¿>x(t)].
tendremos que:

AW: wttT“J]-WUT“11 : th —F(to\ (1.2.12)

con: FCt) AXf' HAÏL

F). : 42%; P¿Ac

La ecuación (1.1.12) nos muestra que las magnitudes canónicamente

conjuqadas de la posición y el tiempo (P y -H) son aquellas que,

multiplicadas por los incrementos x y t, permiten obtener 1a

función F (t). Esto puede considerarse como una definición

alternativa [respecto de (1.1.4) y (1.2.9)] de magnitud
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canónicamente conjugada de la posición "x" y del tiempo "t". Esta

última manera de definir magnitudes canónicamente conjugadas nos

será útil en capítulos posteriores [ver, por ejemplo, sección
(4.3)].

Si definimos ahora en el ET a la familia de curvas

parametrizadas (ver Fig.4) por un conjunto de parámetros F; (de
manera continua y derivable):

F. x(.(Ft‘¡)\)CNA)
t (F¿¡/\\

xlme R5 ,i-1,2,3 , /\ ¿1a,

(1.2.13)

:coordenadas cartesianas del los

puntos del ET.
tales que -.

2) n CF:.(/\}: Q4:5 Fl.
b)V<Xc;t3&ET,Í-JF(¿P\5,,\¿R/

CF‘(>\\ (Yut)
sus vectores tangente constituirán un campo vectorial ¿E (x)
definido como:

¿(X¿¡r\\:á(ñ¡>\‘): 61.1%)“.i ¿o gt (1.2.14)

COD: 5.:3x- . ¿ozbt
‘ BA. x J 9X >\

Mediante este campo vectorial ¿E (x) podremos definir un
difeomorfismo de modo que los incrementos 18x y A t, que

caracterizan al desplazamiento que sufren los puntos (x,t) é; ET,
resulten:

AX (X¿,t)=E¡A>\ 3 At=¿oA>\ (1.2.15)

con AÁ-cte., i-1,2,3
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entonces el incremento de w dado en (1.2.12):

szwtiT'Al] -wC{T“(] (1.2.16)

para el caso particular ¿¿- E¿(t), ¿arete., nos permite definir la
operación:

DWE (¿Nm AW z FC¿M.¡z-¿]-B‘[¿u¡fg] (1.2.17)E.
A>VADCD A¡K

donde:

Ü>[6.4:]. P.¿ —Heo (1.2.13,

con fl- i,0 E' (5,, ¿2,{5) , (5,50): campo de vectores
paralelos en el ET, ya que t-cte.=4> ( É..¿°)-cte. La dependencia

de EF con el campo ¿ñ¿ la hemos indicado con corchetes puesto

que se trata de una dependencia funcional.

La magnitud Ü) [á“_,t] nos permitirá entonces hallar una

expresión para el impulso y el hamiltoniano. Bastará elegir a ¿í

comoun versor unitario de dirección ¡Y
A’ __ (1.2.19)

C ‘ eu.
cuyas componentes son:

A \) Vv
¿E : (913-.- (SH, (1.2.20)

para encontrar que:

PM) _—_[P L ¡t 1 (1.2.21)

H (t) :-[]D[é:¡t] (1.2.22)
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Notemos que este método de obtención de P y H no necesita más

que la aplicación de un difeomorfismo a la acción del sistema. De

este modose ha evitado el uso de definiciones que, al requerir las

nociones de velocidad y posición , sólo son aplicables para

sistemas de partículas (ver por ejemplo (1.1.4) ).

Si, finalmente, en los corchetes de Poisson (1.1.11) y

(1.1.12), expresamos Ax y At en función de á , dividimos por

A). y tomamos límites ¡AX____.0, obtenemos:

[A L PC¿¿,ÉJJ : ¿(BA (1.2.23)
CP BxL.

E/\ ] [BD[6c)¡t:]:l z Ec)2!í (1.2.24)
c.P 2>z:

1 . 3) COORDENADAS GENERALI ZADAS

Consideraremos a un sistema de "n" partículas representado mediante

las coordenadas generalizadas:

2_ í A 1.3.1
(4 -°.1 (Xs) ‘ ’

¿.- 1,...,K é 3n

El caso K < 3n puede corresponder, por ejemplo, al de un

sistema sometido a vínculos tales que los 3n grados de libertad

originales del problema se ven reducidos en 3n - K. Si K - 3n, las

ecuaciones (1.3.1) se pueden interpretar comoun simple cambio de

coordenadas (p.ej. de las cartesianas X A a lasl

polares [’A, 9A, (PA).
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Ahora bien, en la obtención de (1.2.11) no se ha usado ninguna

propiedad particular de las coordenadas cartesianas y su resultado

es válido para cualquier conjunto de variables dinámicas con sólo
sustituir:

. A í

Ax‘Lp/laá AV_A_¿,Ac12 Ap; _,AP% (1.3.2)
2

con: P 522L:. :impulso generalizado3 .i¿a
de modo que:

.(­

í 5 í H +- (
AWLH í3=( PQAi - At) (1.3.3)to

con .At-cte (condición a) de la sección anterior)

Si el incremento Aq2 es el que sufre qz debido al
difeomorfismo (1.2.1) a través de (1.3.1) (con At-cte) entonces:

AW[Min =kPááflíAX:_ H At) W- (1.3.4)mp to
Si, de acuerdo con lo supuesto en 1a sección' (1.2), pedimos

que ,A xf‘ sea constante para todos los puntos de ET a un tiempo

dado (condición b) ), entonces, definiendo el impulso 27¡ del
sistema como:

P; = í P3 3g (24,23, (1.3.5)
zx‘A

la ecuación (1.3.4) se expresa como:

(1.3.6)N u
Awffgfn:(Pl 151%“Hbt)

1.o
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Antes de continuar notemos que la definición de impulso dada

en (1.2.12) no parece coincidir con la dada en (1.3.5).

Efectivamente, de (1.2.12) y (1.3.1):

FÏ <2: 61A Z ‘¿í gil: ­
A A bv‘A

:ááL-¿Lháï ¿ai
A gáamA 3 á A

3 gi q zav‘Pero, de (1.3.1) -0, entonces:B\/A
l

2 .
Pl. : Í PQ ¿a (1.3.7)

A BV‘JR

resultado no coincidente con la definición de impulso dada en

(1.3.5). Ocurre que, para la particular transformación (1.3.1) 1a

velocidad generalizada viene dada por:

. í — z
51?; 3-1 V¿’\ 1, ¿AL (1.3.3)

25 x.7 73 Z:
de modo que por derivación de ¿lá respecto de V¿" , y teniendo en

cuenta que: _¿ü =o
BV‘A

se sigue que: .i á
33 _—3 1 (1.3.9)
2>V‘“ ‘3 ><(A

Entonces de (1.3.4), (1.3.7) y (1.3.9), concluímos que:N
í), z f3. (1.3.10)

( c

es el impulso asociado al sistema de partículas.

Comoejemplo podemos citar al péndulo ideal de masa "m" con un

grado de libertad (ver Fig.5), para el cual:

. 9.
q- 9 - arc tg X/Y L: 1/2m (e R.) - m g X (l - cos 9)

g: aceleración de la gravedad
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_ zx
entonces el impulso en la direccion ex (PX ), de acuerdo a
(1.3.5) resulta:

Px tg ó_e_: I‘ma-5123.6:MÉQC0‘93 mvx
«39' 3x 3X

que es, efectivamente, la expresión del impulso de la partícula

suspendida (en componentes "x").

Finalmente podemos escribir los incrementos ¿ix, AAt de

(1.3.6) mediante el vector ¿i [de acuerdo a (1.2.15) ] y obtener

[>8'Vvlïgí], en forma análoga a lo hecho en (1.2.17). A partir de
aquí es posible definir a la magnitud .U>[E“,t] y, de ella, al

impulso P(t) y el hamiltoniano H(t) (ver (1.2.21/22). Ambas

magnitudes se obtienen, entonces, por aplicación de un

difeomorfismo a la acción de un sistema de partículas descriptas
por las coordenadas generalizadas (1.3.1). La extensión natural de

este método de definición de energía e impulso es su generalización

para cualquier sistema físico (no necesariamente constituido por
partículas) que venga representado por variables dinámicas
generalizadasdiscretas qá', d 2'.

1.4) DIFEOHORFISMOS APLICADOS A LAGRANGIANOS DE SISTEMAS EN

INTERACCION

Consideremos un sistema de n partículas cuyas posiciones vengan

dadas por x ? (t) (d -l,.....,n) y sea L (JWl,Vd ,t), el
lagrangiano total del sistema. Dividamos ahora al conjunto de n

partículas en dos subsistemas Se, y 83 . Llamemos:

mp(t) p-L.u,1 1á.n
a las trayectorias de las partículas que pertenecen a 8/5 y:

x(5 (t) y -l+l,...,n
a las de S

E .
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Supongamos que el lagrangiano completo es tal que lo podemos
escribir como:

l. = HM + LW) (1.4.1)

donde: Lïfifizes el lagrangiano cinético de las partículas
etiquetadas con "fifl.

fo):es el lagrangiano cinético de las partículas
etiquetadas con"¡", más todos los términos de
interacción (en consecuencia poseerá también

dependencia con las variables dinámicas de las

partículas 75").

El papel de este lagrangiano riza) es análogo al lagrangiano de los
campos de materia en RG, el cual no incluye al lagrangiano libre

del campogravitatorio, pero posee los términos de interacción con

dicho campo. En esta analogía el lagrangiano lira) corresponde al

lagrangiano gravitatorio libre JrfiáRdx , que no contiene en su
definición a los camposde materia.

Nos interesará ahora estudiar el comportamiento de L 2p frente

a difeomorfismos. El hamiltoniano Et!) correspondiente a 11X) es:

N _ 0L al a a

H\x\‘v< ‘Ï - LM“ ¡V 1 t) (1'4'2)
d _

donde Fï :';É_LÏX1
);v¿dk

Observemosque en (1.4.2), si bien P¡r resulta el impulso de las

partículas etiquetadas con "y", no ocurre los mismocon P({3, pues

en th no están presentes los términos cinéticos de las partículas
"f5" .
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Volviendo a (1.4.2) vemos que de ella se obtiene:

dez Vf‘d P¿°l+afin-"X ¿tm dx? - Dalma-Mr-¿Em ÓV¿""-¿What :
9x?) th'ï‘ 3V¿¿ } t

=V¿'d€*.É»rLXÏ_B_Lm ¿“(ca-614g) dt (1.4.3)an“ a t
donde hemos usado que, de acuerdo a (1.4.1):

SMC):¿Em -¿ ü) -.Fo (1.4.4
5M“ 3mm ¿t ¿wm ’

¿M ¿“un -¿3Lm = o
5x39 3x3“ altBVL-d (1.4.5)

entonces (1-4-3) DOSdice que:

Mi Via ¿4102- ¿(BA
A P,“ 3x35"

M wm2-}8
(1.4.6)

A x¿(‘> 3 xt? Er t 2, t

Si aplicamos ahora al lagrangiano L ¿N el difeomorfismo
(1.2.3),(1.2.4), su incrementoresultará:

- .Ï I (3
mm- gig; “a + Lkhmvtfi 2)un ¿w +aVc' BX¿(’>

+h_l—tx_\,w“ e Mmm:
BV“), a c (1.4.7)

reemplazando(1.4.4), (1.4.5) en (1.4.7), exigiendo 'At-cte. y
teniendo en cuenta (1.2.6) se tiene:

' ‘ 3‘ ' '

AL“): P‘X‘A’Ñ+ HFAÑFJ 8-:jqrg1.p‘fi) Ax‘r:

+P¿(5A;(((b+ Aun) At:
9 t

CA
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9x ol

“(25)2¿(9' AÑ‘ )+/3—“’+as)“¡(:b_krmt (1.4.3)
dt ¿xl-0' Est

además. por (1.4.6): N av N
aLm “BL-m: -dt-\(p)+ SSi Dt dt

a
I‘J ' N N o

'm (b (5
+üïïpl + ¿ERP/í +A_H_(Q)_Pí (1.4.9)

donde la cancelación en (1.4.9) se debe a (1.4.6). Reemplazando
entonces en (1.4.8) obtenemos:

ALQ) = dit. L Pl-d‘Aïq-d- HÜ3AC) .,.

¿War A 0° Aïx ¡ví ¿“á 133m:+ .) X. ,. ï ¡ ta- (ls\ (
5x.” Ext“ a ¡3‘45

Los últimos tres sumandos del miembro de 1a derecha de (1.4.10)

(1.4.10)

pueden escribirse, empleando (1.4.6), como:
N 'V . (5

———5W‘m5X¿b+(3’r'cz\ Vir5+ ¿4-th pl" )AÏ-'=5m“ 32m5 a a”
‘ (5

’- bïL‘“ Axt'Ï/- AHÉL“(3+ Viva/P; ) At:[xp K Ext-(“9

1 Ïïm AÑQ(-EL!“ \/¿P>'i-\/((bA At:
3 x¿r>> z xkrb Jtzwt-(b

: ____5Wm“¿oi wifi/34M - á 25.53) 3¿»es Ext-(b dt bw?”t

5 w“) (¿MG _ V(_(>>Át) (1.4.11)
á x-(P>
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Reemplazando (1.4.11) en (1.4.10) y recordando las condiciones a) y

b) impuestas en (1.2.12) para los incrementos, obtenemos:

ALLÁ}= ¿Lili-“MC-Mc'tf) PNA-ft) ¿“Um (Amaury-ña) (1.4.12)
Ú x‘

donde hemos definido:
'N í «¿L-(x) _ .04
EBÍ: "‘04‘3v(d '- 2%; Fi

Integrando la (1.4.12) entre to y t+ :
tí

- f2 o (1.4.13)

-
Au t ‘

donde FaA(t)- 1%“ (.¿XC 'HlX)At

A partir de F fit) podemoshallar:
AJ

F t
Pm [És/Ü : mi“ M=Qr)eíz+H<a)Eo (1.4.14)A/áo AA

ylanálogamente a lo hecho en (1.2.21) y (1.2.22), obtenemos:

Én(_(t)= (EM I [J (1.4.15)
AJ

Hm (t) =-Ü>m[50 J É]

Antes de continuar será conveniente discutir brevemewnte

(1.4.16)

acerca del significado geométrico y físico de las magnitudes
halladas en (1.4.15/16). En primer lugar notemos que si bien

Un“a}, É'] es el generador infinitesimal de desplazamientos
espaciales de cualquier magnitud función de las variables canónicas

xol y pd , en cambio (PPMé: , Í Lua/(MH) resulta un generador
infinitesimal de desplazamientos temporales, sólo para aquellas
magnitudes que sean únicamente función de las de las variables

Fdinámicas x y pXA. Esto último puede comprobarse fácilmente

repitiendo los cálculos indicados en (1.1.12) y teniendo en cuenta
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que H(n(t) cumple las ecuaciones de Hamilton (1.4.6), sólo para
éstas variables.

En segundo lugar Observemos que las cantidades %2¿\ y H(k,, al

estar construidas a partir del lagrangiano L(&\[que por definición
es la sumadel lagrangiano libre de las partículas etiquetadas con
"m"más todos los términos de interacción (ver (1.4.1)], contienen,

además del impulso y al hamiltoniano libres del sistema "34"
respectivamente, a términos que tienen en cuenta la interacción

entre los sistemas "f" y "fl".

Si, finalmente, repetimos ahora el procedimiento desarrollado

en 1a sección (1.3) para expresar ZXW[¿) en función de coordenadas
generalizadas, reemplazamoslos incrementos espaciales y temporales

mediante (1.2.15), dividimos por el incremento del parámetro " AX "
y tomamoslímites, a partir de (1.4.13), obtenemos:

«4 V q
Dawn) = < “má * Hm50) t. _

w

- z” ¿wm Zïfiáo ‘56:
{(5 íí<3>w6 J °) (Lt (1'4'17)

'J

N F ¿conP(ñ‘.- E‘ (b a Gi 3X!“
¿í : el campovectorial definido en (1.2.14)

1.5) TRATAMIENTO CANONICO CLASICO PARA VARIABLES CONTINUAS.

DEFINICION DE ENERGIA E IMPULSO.

Los sistemas físicos que posteriormente nos interesará

estudiar se describen mediante ciertas magnitudes CF (x,t),
funciones de punto, llamadas campos [8]. Observemos que los campos

clásicos no representan en general sistemas de partículas y, aunque
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así fuera, ellos mismos no podrán ser considerados como sus

coordenadas. A los efectos de definir energía e impulso para estos

sistemas, postularemos que su dinámica se describe mediante un

lagrangiano. En este caso, según hemos visto en el parágrafo

(1.3), el impulso y el hamiltoniano se podrán hallar a partir de un

difeomorfismo aplicado a la acción del sistema. Por lo tanto para

que la transformación:

WL LP(x,t)]—r>WÍ¿flMC)+-ALPJ (1-5-1)

nos permita definir un impulso y un hamiltoniano, el incremento

,A Lf’ deberá ser el que corresponde a un incremento A,x espacial
y A t temporal, debido a la acción del difeomorfismo discutido en

las secciones (1.2/3), sobre las variables "x" y "t" del campoCF .

Por otro lado, de acuerdo a lo indicado en la sección (1.1),

el hamiltoniano del sistema, en MC, representa su energía cuando

los vinculos no dependen del tiempo. Esto se debe a que, si los

vínculos poseen dependencia temporal, entonces realizan un trabajo

sobre el sistema que no es tenido en cuenta en la expresión del

hamiltoniano (ver [7], Cap.2). Ahora bien, 1a noción de vínculo

corresponde a una interacción del sistema físico, descripto por un

conjunto de variables dinámicas, con otro sistema al que no se le
asigna formulación lagrangiana (La descripción del sistema físico

péndulo ideal no se realiza mediante el lagrangiana de la partícula

y el lagrangiano del "hilo"). 0 sea, un vínculo es una imposición

geométrica que no posee un término correspondiente en el

lagrangiano.
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Si suponemos entonces que, en los sistemas continuos que

comenzaremos a tratar, todas las interacciones se manifiestan a

través de variables dinámicas (admitiendo una formulación

lagrangiana), el hamiltoniano y la energía serán conceptos
equivalentes:

H - E (1.5.2)

Si en alguna situación corresponde establecer diferencias lo

mencionaremos expresamente.

Ahora bien, si para definir energía e impulso, vamos a emplear

el formalismo desarrollado en (1.3), debemos hallar una

correspondencia entre estos campos Le (x,t) y las variables

discretas qí , a; usadas anteriormente. Hagamos,para ello, una
partición del espacio a un cierto tiempo "t" en celdas A V , de

modoque el volumen total del espacio (Ve) pueda calcularse como:
N

Ve-É Aví (1.5.3)
2:1

N: número total de celdas

Si las celdas son suficientemente pequeñas, podemos suponer

que el campo xf) (x,t) en su interior, toma un valor
aproximadamenteconstante y definir (ver Fig.6):

¿[faq = cpu/¿“Wi (1.5.4)
xa Aví

Análogamente:

o? O

3 Lt) =, ¿€(XI¿¿)‘5V t (1.5.5)

K¿AV¿
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Las variables q z , q¿' serán entonces la versión discretizada

de las continuas ¿49 (x,t) y kf (x,t). Este tratamiento será
tanto más preciso cuanto más pequeños sean los volúmenes de las
celdas consideradas.

si el lagrangiano que estamos considerando es local (o sea

L-L( ¿2, á2)) a cada elemento de volumen Avff le podremos asociar

un lagrangiano L¿_ de modo que:

L:L (913...,1“:42m4") = á a (ser):

_ A á
— ‘áfu i NV (1.5.6)

donde L: es el lagrangiano del sistema

y Á : es la densidad lagrangiana '5( É EL
A\J2.

si nos interesa definir energía e impulso para este sistema,

entonces, deberemos someter a la acción W[{321t)}] al difeomorfismo
discutido en las secciones (1.2) y (1.3). Frente a él, la variable
discreta qá (t) se incrementa en:

á
¡A4

donde (ver Fig. 6):

Z qá(t)-íá'(t)=.A_g_Í AXL (1.5.7)
6x3

q‘á (t): es la variable dinámica discreta asociada a
la celda A Vá(x)

qál (t): es la variable dinámica discreta asociada a
la celda A v¿,(x+ Ax)

¿st : es la diferencia en componentes {2” de los
/

vectores posición de las celdas AV y A ví
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Si consideramos que N——*—¿x9 y que, debido a (1.5.3)

A.Xl --o_0, entonces (1.5.6) y (1.5.7) se expresarán como:

J . á _ íL z] ,\ CW ¡ Ai Lx! (1.5.8)
v Z) x1

resultando el incremento de la acción (ver (1.3.3»:
á

¡m4 e; uf- H Ac) ‘u

. É

:(3_L 35€ Axl_HAt) f (1.5.9)9á2>x1 t
comocorresponde al incremento de la acción de un sistema descripto

H)

por coordenadas generalizadas. Reemplazando en (1.5.9) a qÉï y ¿ÉL

por su expresión en función del campo LF (x,t) (ver (1.5.4) y
(1.5.5)), teniendo en cuenta (1.5.6) y definiendo a la densidad
Hamiltoniana como: . sx.

>6= . LP 'aí (1.5.10)
91.0

el incremento de la acción (1.5.9) queda: tf

AW:](3Á ¿iAH-Mama =
'V 3 ú) a x.¿ ,t

¿7

(Í ¿Lp/¿(fl AV)“t-(Jr)‘e‘")5t (1.5.11)v
L V 3x} 3 XQ

't-J
donde se ha supuesto que A x- x(t) y At-cte la) y b) de (1.2)]

Finalmente, del mismo modoque en (1.2.15), podemos expresar

los incrementos Ax¡, A t (los que supondremos que cumplen las
condiciones a) y b) del la sección (1.2) ), en función del campo

vectorial definido en (1.2.14) quedando:
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¿“4

DW : ¿L bid”)..- naves
' A

V 2>L€ XQ to

LT‘>[2, t1¿]— Fu, [o] (1.5.12)

donde:

Film] 9_€Pdv¿¿-/.Lealv¿°
V :9 Q) 5><L

(observemos que GDng tf1es un funcional del campo ¿í )

Entonces, el impulso de un sistema físico cualquiera,

descripto por variables continuas hp (x,t) queda definido de
acuerdo a (1.2.21) como:

Ru)
t

_A á
we.,¿1=]s_{¿Pdv

VBLp Exc­

y el hamiltoniano como:

H tt) ll -ü>(30,l]= fáedv (1.5.14)
V

Nuestra intención es entonces generalizar 1a expresión
(1.5.13/14) a todos los sistemas físicos que se describan mediante

un formalismo lagrangiano, incluso aquéllos que se formulen en

espacios curvos con ó sin torsión. Teniendo en cuenta que las
situaciones de interés involucran, generalmente, a más de un campo,

consideraremos, a continuación, el caso en el que el sistema físico
d

viene descripto por "n" camposdistintos LP (d -1,...,n). Las
definiciones (1.5.13/14) ahora resultarán:



36

e“) z LP[¿2‘¿];] 9:85Av (1.5.15)
va (f'*BX('

Hu} = ÜECQlclzjváde :ÁÏZÉQAX’)“ (1.5.15)
donde ha sido sobreentendida 1a suma sobre el índice "q".

Si procedemos como en la sección (1.4) y consideramos el caso

en el que los campos {L4JCÁE pueden ser divididos en dos
subconjuntos:

atea} .—.{ce (“avi LF“) (1.5.17)

/3>- 1, . . . . . .. Q_ 515 n

Br - Q.+ 1,...n

de modoque la acción del sistema completo WIC{d], se escriba
como:

°< _ \ (5 wc "I
w Ck? J — Matt? J r mt? J (1.5.13)

donde 79% LQp]=/[ñÉÁJth: es la acción libre de los campos
LP? y ¿{:fi) la densidad lagrangiana
correspondiente.

wm[tfd 1=fjmdu dt: es la acción de los campos Lfv
que incluye a sus términos cinéticos más
todos los términos de interacción con los

campos LF‘5 y ¿Xí¡) es la densidad
lagrangiana correspondiente

Notemosque la expresión (1.5.18), conjuntamente con las ecuaciones



37

de campo:

’SW— 2 o (1 5 19)IO
implican que:

EV‘ÁK)= o 5_th>) = O (1.5.20)
ÉT‘Y‘” 5 (f dpero no necesariamente que:

SMN , o (1.5.21)
.3 PD _ '

Podemosahora extender el resultado (1.4.17) a1 caso continuo

obteniendo:

De w figh- ¿(:5 —Hu) Éo +m:

+ f É%%(E.-bg‘€{5*¿o C’th (1.5.22)

"J _ ¿1.25 i dv
13H“-IW) (1.5.23)

(1.5.24)
-L;)LIPOL- Ïh33 ¿V

ql

N

HQP/(ba

A fin de interpretar el significado fisico de estas magnitudes

descompondremos a 1a densidad lagrangiana ¿11* en una suma

entre la parte libre correspondiente a los campos ({78‘ ( afx‘ )
más términos de interacción ( 3€ ):me

«A <LP“;w“. )°‘)= .1, <w,>s¿.oáqu).Ï
+ ¿JhÜf’dfil ((9%, ) (1.5.25)

¿Z - 1,2,3

En la expresión (1.5.25) hemos puesto de manifiesto que en el

lagrangiano libre de los campos LpaApuede existir dependencia con

los campos Lf(b sin derivar. Precisamente esto es lo que ocurre
con el lagrangiano libre de los campos de materia en RG, el cual,
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a1 poseer típicamente la forma:
O

jr, = ¡515W ¿4,31, (P (1.5.26)

30 - campo de materia

gun : tensor métrico
MIu - 1,2,3,4

depende no sólo de términos en derivadas de Qulh t) sino que,
además, del tensor métrico sin derivar.

Reemplazando entonces, (1.5.25) en (1.5.23) y (1.5.24)
obtenemos:

: + (¿(535 (1.5.27)

HkEH Z Hm 1- Hu“ (1.5.23)
con:

o Jo x = Si},
Pm.-:(ym La.” Ï‘Ïmz{-44 —LN 2’ X‘ agora ax ¿

o 0 o 1 ' 1 1

= Ji“ 531% "i )ÓV =í Humá‘f- X} dvH 2; {(25 k“ ¿Xi (X‘) Hum (MPA ¿Xi KM)

De modoque las cantidades (1.5.23/24), obtenidas a partir de la

acción W(B)mediantela operación indicada en (1.5.22) representan,
respectivamente, al impulso y el hamiltoniano libres del subsistema

"y " más todos los términos de interacción con el subsistema vB”.

La única condición que se le debe imponer a la acción W(h) para
obtenerlas es que, de acuerdo a (1.5.20), cumpla con:

EN”) r o (1.5.29)
SLQK
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Recordamosen este punto que, al igual que para el caso discreto,

el papel que cumple w(‘\ es equivalente al de la acción de la
materia en RG, la cual no incluye a la acción libre del campo

gravitatorio pero contiene términos de interacción con dicho campo.

A su vez W(eü correspondería a la acción libre del campo
gravitatorio en cuya definición no están presentes los camposde
materia.

Mencionamos finalmente que, en MC, la acción no es un

invariante frente a cambios de sistemas de referencia. En otras

palabras, la acción no es un invariante frente a las
transformaciones de Galileo. Por ello cada sistema de referencia

tiene definida una acción distinta y, vía (1.2.21/22) [ó
(1.5.13/14)], un impulso y una energía característicos. Es decir,
estas expresiones representan al impulso y la energía calculados en
el sistema de referencia donde ha sido definida la acción. Comose

sabe, aunque el lagrangiano no es un invariante frente a esta

transformación, su variación es una derivada total respecto del
tiempo. Esto último indica que la transformación de Galileo es una
transformación canónica.
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CAPITULO II

TEORIA DE CAMPOS CLASICOS EN RELATIVIDAD ESPECIAL

2.1) TRANSFORMACIONES DE LA ACCION FRENTE A DIFEOMORFISMOS

La Teoría de campos en Relatividad Especial (RE) se formula en

una variedad cuadridimensional Ml‘ plana, con métrica ’7ü9
hiperbólica mv= 0,1,2,3 [signatura (1,1,l,-l)]. Sus variables

dinámicas son las funciones continuas de punto CF ( x )
(x 6 M4) que, en el parágrafo (1.5), hemos llamado campos.

Estas variables pueden tomar valores reales o complejos de acuerdo

a las características físicas de las magnitudes que describan. En
este capítulo nos proponemos, dentro del marco de la RE, discutir

acerca de las definiciones de energía e impulso. Si bien sus

expresiones son bien conocidas (ver p.ej. [8]), nuestro objetivo

será re-obtenerlas mediante la aplicación de los procedimientos

presentados en el Capítulo I. Teniendo en cuenta que las

variedades que posteriormente estudiaremos son localmente idénticas

a MLi (espacios curvos que poseen, localmente, las mismas

propiedades que el espacio de Minkowski), ello nos permitirá

comprender con mayor claridad la generalizacion del método a

teorías formuladas en el espacio-tiempo curvo.

Comenzaremosobservando que en la RE la separación entre

desplazamientos espaciales y temporales no es ahora tan nítida como

en MC. Ello se debe a que en RE existe una simetría frente a

transformaciones de Lorentz, que mezcla componentes espaciales y

temporales del cuadri-vector desplazamiento ¿l xÁí. Es
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precisamente debido a esta propiedad de la teoría que las

magnitudes P y H definidas en (1.5.13) y (1.5.14) deben también ser

tratadas como componentes de un cuadrivector. Mencionamos además

que los sistemas que estudiaremos no están sometidos a vínculos en

el sentido discutido en las sección (1.5). Supondremosentonces

que hamiltoniano y energía son conceptos equivalentes.

Consideremos entonces al campo:
olun (m

donde a : índice que toma valores para cada campo presente.

*L : índice de la representación del grupo de Lorentz

donde está definido el campo.

x1: coordenadas globales lorentzianas (oncoordenada
temporal)

y, sometamos a la acción:

_ ú 4

WLLPÉHMJCÏWink?“ , tri X
¿4 : densidad lagrangiana

a la transformación (difeomorfismo):

XLfiX‘k-¿Xk +AX4L (2.1.1a)

y, consecuentemente:

d. '4 . ‘* °<
spa (xq “100(xa = “Fa UL.) + A “Pa (2.1.113)
a d

donde ¿(el es el incremento de ‘f frente a (2.1.1a).
Cl

Entonces, el incremento de la acción resulta ser (verlel):

bbokp:

' w

AW“9:09” =199 ((2.1... ¿“ghz ¿gy/MV (¡4x (2.1.1c)
M11
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{el caso en el que w no sea la acción del sistema completo [ver

secciones (1.4/5)] será tratado en el capítulo siguiente [sección
(3.1)] en donde, procediendo con mayor generalidad que en el

presente capítulo, no se exigirá que la variedad diferenciable sea
plana}

Aplicando el teorema de Green en cuatro dimensiones y

descomponiendo al cuadrivector desplazamiento AAxa. en sus

componentes espaciales ¿sX¿ , i-l,2,3 y temporales A Ko obtenemos
(ver Fig.7):

_ v q (' )f d PO

AW“Pau 'Í [T3793 a"LP“7P “‘43: NPWÜÉW “Jolly
Miu/WB. o u

con:
5 l z s 3dx -dx dx dx ; x‘,x2, x5: coordenadas sobre M1
3 .

M: : Hiperplano Xo- Ï Oo

Entonces, teniendo en cuenta que:

7Pt’;8(¿ . 7P°=-¿J

PO

el incremento de la acción se expresa:

AW ; F [AX“,M1]— F Cox“, Mi] (2.1.2)

donde:

35°
A45

es el hiperplano xo-cte.

1x“ _ —.>.¿’ ¿ °" _ af '=( 5

FL .MSJ -ÍL—W Ai,th-(¿b°©¿60@u-r)1sxo]ax)u.

M5

Antes de continuar observemos que, cuando en (1.2.11) expresamos AW

en función de "P", "H" y los incrementos Ax y At, debimos exigir

que:

AXLAXKÉ) At :COnstamÍ’e
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mientras que en (2.1.2), la prescripción sobre los incrementos

espacio-temporales para expresar AWen función de ellos, es menos

restrictiva. Como veremos, bastará pedir que ¿xxi-AX;(XO) y

Ax°-Ax°(XO),para poder extraerlos de la integral (2.1.2) y obtener

expresiones para la energía y el impulso análogas a las de la MC.

Esto se debe a que, en la RE, las cuatro coordenadas RALpueden ser

consideradas comolas variables dinámicas de, por ejemplo, una

partícula, mientras que en la MCsólo lo son las x¡. Notemos que,
si en la MCel tiempo fuese una variable dinámica, en (1.2.5)

hubiésemos tenido, ademásdel término ÉAZ , al correspondiente
—éi}¡AïZ que, mediante las ecuaciones de campo, se lo hubiera
3 t
podido agrupar con el primero, obteniéndose en total:

"f

Aw‘íliá‘fiïf“)* un“
no necesitándose pedir que At-cte para que AW quede expresada en
función de la diferencia:

Volvamos ahora a la expresión (2.1.2) y supongamos que 13x; y

A Ko son sólo función de Xo. Entonces podremos extraerlos de la

integral y por analogía con (1.5.11) y (1.5.13) definir:

F,- Í fi--. 550: da (2.1.3)

_ az °‘ 5 ..H-cycle-ww
M5 a

a los cuales llamaremos impulso y energía del sistema.
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Debido a que (2.1.2) es una magnitud escalar y A xk, una

vectorial, P¡ y H constituirán componentesde un cuadrivector.

Si definimos ahora al tensor de energía-momento de RE como:

.Te ‘91RE aa'i°‘Pu
2%qf-<f’5; (¿15)ulll

las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.4) se podrán expresar como:

° 5asmepu
donde: _

a = H
Por último, procediendo del mismo modo que en (1.2.14),

podemos definir al campo vectorial f (xit) de manera que los

incrementos Axc)(XO), que caracterizan al difeomorfismo (2.1.1a),

queden expresados como:

Afib: ¿“gx03Ax (LlJ)
con: >\ parámetro real

Notemos que ¿E no representa un difeomorfismo genérico sino que un

difeomorfismo homogéneo, en el sentido que ¿i es sólo función de

Xoy no x; . El campo vectorial ¿()fifl resulta ser,entonces,

constante sobre M (ver Fig.8).

Mediante la definición (2.1.7), la variación de la acción

frente a (2.1.1), se podrá expresar como:

51m L = 3€ w [49:] z UDL‘eJM'j]-[Help/6'11 (2.1.3)
Axso AX
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donde:

.—, 5 _ of ox; az atJ " * 3' —— .— '°
FLC. M 1 C>bkaad («Pas +(3) (“bodaf)¿]d5vM y u

__\> a. _ u.

J xRE ké. AE; — PK}?
M3»

COD

ds : vector elemento de superficie.
\)

(ds - ¿ “(a dx“dx"dx‘í
de: diferenciales sobre M3 expresados en un

sistema de coordenadas lorentzianas génerico.

en analogía con (1.2.17).

En la definición de ü) [g_,M ] se pone de manifiesto su

carácter de funcional del campo ¿(Xd. El hecho que ¿1 sea

constante sobre el hiperplano M':5 enmascara este tipo de

dependencia, haciéndola aparecer como si fuese función (y no

funcional) de é; [la ecuación (1.5.12) nos muestra que lo mismo

ocurre en MC]. Este hecho va a marcar una importante diferencia en

cuanto al significado geométrico de la energía y el impulso en

teorías formuladas en el plano con sus equivalentes en el espacio
curvo [ver sección (2.4)].

Volviendo ahora a la expresión (2.1.lc) y usando la definición

(2.1.5) vemos que, si imponemosque la acción sea invariante frente
a (2.1.1a), resulta:

D¿W:Í5m7;guy 8° d‘xzo (2.1.9)
ML!
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Si además pedimos que (2.1.9) se satisfaga para cualquier campo

vectorial , entonces el vector:

»——-M' _ -14. o
l (áp): ¡RE v g (2.1.10)

resultará una magnitud conservada. O sea:

EL TuL'ep) : O (2.1.11)

2 . 2) GENERADORES INFINITESIMALES

Dadas dos funciones A y B de las variables canónicas continuas
a( 0/ ¿of

tanta),Trdmusm:
A- Aupa“; Wo?) B- BHPadí Tríï)

definimos su corchete de Poisson como:

- B[A'b]:(‘5_A¿_-¿_'Ïéíd¡x (2.2.1)
J \¿¿Po( Tra “a 6‘

AN

con d; -dx'dx2dx5; x*,x¿, xszcoordenadas definidas sobre M?

Recordando ahora la (2.1.8) y teniendo en cuenta que - (t),

podemosescribir:

[H8 ,M‘J= ¿“4:8”-Íe°) (Fx=¿jïi by: dsx-¿°[s( oL’x
flA5 »«5 AA3
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* a
y calcular su corchete de Poisson con La} y ÏTOL :

d 5 I
“ . _ Swabc) S‘ÏE‘E'MSJ ¿x

JW] ‘j C dl ¡ 5 a(( \CP M, o ¿(“un 1rd. X)

__———SMM =¿"ar «i‘m (2.2.2,
S Tr‘jt (x)

cmmxáM5

además 5 r
[Tr‘;¿(x)',ü>]:-j ¿(JU-x3 _3_Ü:_ JX'= o [P =

C-P MB SKPG S
- d a

Q ¿«pouw 5 :_ o ag ¿DC-X)Si b 5 d‘iz _¿"vTï C ____ ch ¿fl _ mi X­
J “l <3MJU“) átpfu) +33,59: ¿cal

: ¿Acgk'n ii _ ¿Lai —+En“ :5]?
A Lead Barack“

Teniendo en cuenta que, a ecuaciones de campo satisfechas, los

últimos dos sumandosde la expresión anterior se anulan, obtenemos:

{aq . 3- B]_ M a­l” al (X) ) LI L€,M ] -¿ ¿una (2.2.3)
CP

Las ecuaciones (2.2.2/3) nos muestran entonces que, al igual que en

la MC (ver (1.2.23/24)), Í? [8 ,MS] resulta ser el generador
infinitesimal de movimientosen la dirección del vector E_.

2.3) OBTENCION DEL IMPULSO Y LA ENERGIA A PARTIR DEL GENERADOR

INFINITESIMAL DE DIFEOMORFISMOS

El hecho que (E. sea un campo vectorial constante en M”5 nos ha

permitido extraerlo de la integral en (2.1.8) y encontrar que:

_ m v;L

FUE/WS] = (E ¿Sv= EME“) (2.3.1)
MS



Entonces, para un hiperplano M5 de tipo espacial, podemosdefinir

como cuadri-impulso a aquella magnitud vectorial que multiplicada

escalarmente por el vector ¿Ab nos permite obtener Ü) [¿.,M5].

Recordemos que esta última magnitud escalar se calcula a partir de
la acción, sometiéndola al difeomorfismo (2.1.1a).

Existe una segunda manera de obtener el cuadri-impulso (ver

(1.2.21/22) ), que consiste en considerar a E: como un campo de

VCISOÏES:

6.": Áv (2.3.2)

y calcular:

[PCÉAHVÜ’]: ?M_ (233.3)

Si bien en el segundo caso, las cuatro magnitudes fit. están

definidas comoescalares, ambasdefiniciones son equivalentes (algo

análogo ocurre, en el espacio curvo, con el tensor métrico
A A . .

9*,“ - eáb.e\,, que puede conSiderarse como un tensor o 16
A A A A

escalareszéïyev-g(q.,ev)) y se corresponden con las dadas en
(1.2.21) y (1.2.22) para MC.

Al tensor de energia-momento Tágv, podremos obtenerlo a partir
del vector TH'( 5,) (ver 2.1.10), como:

M ——LL4 A= = (2.3.4)
1 RE v l ( 8 e")

0 sea, las cuatro componentes de los cuatro vectores T“(ÉL ),
definen 16 cantidades que resultan idénticas a las componentesdel

tensor de energía-momento definido en (2.1.5).
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2.4) EL PAPEL DE LOS OBSERVADORES. GENERALIZACION DEL CONCEPTO

DE ENERGIA E IMPULSO.

V

La acción de la RE, a diferencia de lo que ocurre en MC [ver

sección (1.5)], es invariante frente a cambios de sistemas de

referencia (invariante de Lorentz). Teniendo en cuenta que el

cuadri-impulso se calcula a partir de la acción, podemos

interrogarnos acerca de cuál es el sistema de referencia donde esta

magnitud ha sido calculada. Con el fin de responder esta pregunta,

escribanos nuevamente al generador infinitesimal ÜDI8 ,Msl (ver
(2.1.8) ):

FE¿¡M51:JKBX BPCPÍ-ïá;)¿Pds (2.4.1)
Mszxvtpj v

Para que esta magnitud pueda ser relacionada con las conocidas

expresiones del impulso ó la energía de la MC,la hipersuperficie

M‘5 debe ser un hiperplano de tipo espacial, de modo que se pueda

definir sobre ella una coordenada que corresponda al tiempo. Ahora

bien, dada una hipersuperficie espacial, en. RE, la dirección

temporal queda definida de modoúnico: es la dirección ortogonal a
M5. Cualquier otra dirección temporal no ortogonal, define un

sistema de referencia en el que los puntos de M's no son

simultáneos. 0 sea, para que Ü>[¿.,M5] sea, por ejemplo, la

energía del sistema, E AX debe representar un incremento de tiempo

medido por observadores que yacen en la hipersuperficie H5 . Es

decir (ver Fig.9):
’ ’ s; 4:» e, ds°=oÏL‘í’M] H y (2.4.1a)

¿:zvector unitario ortogonal a M

Notemosque L/ es, precisamente, la cuadri-velocidad de los
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observadores. Esto muestra porqué 8. debe ser sólo función de xo:

debe ser la velocidad comúnpara todos los observadores. Asimismo

cualquier vector En 51- que pertenezca al espacio tangente a H5

permitiría definir una cantidad proporcional al impulso
tridimensional medido por los observadores de M

5
I]>C¿=¿T;M’>] ‘- R ¿75Tx (2.4.1b)

PT : impulso en la dirección de ¿T

TÍ : espacio tangente a M5 en x e M3.

Es importante señalar que para un 8 no ortogonal de tipo tiempo,

P [e ,M ] no va a ser la energía para observadores con

cuadri-velocidad d. (a menos que redefinamos a MÏ’, haciéndola

ortogonal). De todos modos, y en forma independiente de su

interpretación física como impulso 6 energía, las magnitudes
Ü>[¿;,M ] serán los generadores infinitesimales de movimientos en

la dirección ¿r (recordar (2.2.2) y (2.2.3) ).

Ahora estamos en condiciones de obtener una primer

generalización del concepto de energía. Esta magnitud ha sido

definida a partir de la ecuacion (2.4.1.a). En ella hemos pedido
. 3 . .que el campo vectorial E. , ortogonal a M , sea unitario. Esto

quiere decir que la curva integral ÏÏ , cuyo vector tangente es
¿L , está parametrizada con el tiempo propio de los observadores.

Entonces, haciendo en (2.1.8) AÁ-¿[B, vemos que:

Aw: PC¿,MEJA5—Ü>E¿,ME]AG (2.4.2)

Si recordamos ahora que mediante la ecuación (1.2.12) hemos podido

dar una definición alternativa de magnitudes canónicamente

conjugadas (ver comentario que sigue a la ecuación mencionada), la

expresión (2.4.2) nos indica que Ü)[¿L,M3] puede considerarse como

canónicamente conjugada del tiempo propio de los observadores.
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Ahora bien, el tiempo sobre M5no necesariamente tiene que ser

medido con el tiempo propio. Cualquier función creciente y

continua de É> puede servir comodefinición de tiempo (esto es,

cualquier parametrización para Z3 puede ser empleada). Esto nos

indica que, para un vector ¿S ortogonal a ¿3, no necesariamente

unitario, la magnitud:

P C5, M51 (2.4.3)

resultará canónicamente conjugada del parámetro )\ elegido para

medir el tiempo. En esta interpretación, la magnitud (2.4.3) es el

hamiltoniano correspondiente al tiempo A -X (En. Análogamente:

Ü) E ¿cx .A«5] (2.4.4)J

r .5 o.- 1,2,3
resultará canónicamente conjugado de ;\Q,, el cual parametriza a
las curvas integrales cuyo vector tangente es ¿;_. Si los vectores

¿0, son elegidos linealmente independientes, entonces los

parámetros )N1 pueden ser empleados como coordenadas espaciales.

Una segunda generalización puede obtenerse si consideramos

hipersuperficies espaciales Z 3 genéricas (no necesariamente un

hiperplano como hasta ahora). Una tal hipersuperficie la

constituiría, por ejemplo, un sistema de referencia de observadores
acelerados en el espacio de Minkowsky(ver por ejemplo "Sistemas de

referencia de Rindler", en [12] pag.109). En el Capítulo IV

veremos cómodeterminar este tipo de hipersuperficies a partir de
por ejemplo, trayectorias de observadores. Comoveremos, sobre
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estas hipersuperficies podrán determinarse las magnitudes:

WDS/25] (2.4.Sa)

[Pfáa'llz'éj (2.4.5b)

5
é. : campo ortogonal a z

3c ¿Tx a-1,2,3 x¿Z‘
¡1.

que resultarán la generalización del concepto de energía e impulso

para estos observadores. Si bien es posible discutir el problema a
partir del formalismohasta acá desarrollado, preferimos postergar

su tratamiento al Capítulo IV, donde se formula el problema en el

marco de un espacio métrico general, del cual el espacio de

Minkowskyes un caso particular.

Finalmente consideraremos la situación en 1a que la acción W

es invariante frente a (2.1.1a) para cualquier región de

integración z“c; MH. Si suponemos que ZAes un subespacio finito

limitado por los hiperespacios Xo-Ï.a (Mí ) y por un hiperespacio

"lateral" L, tendremos que su frontera 292“ se podrá expresar
como:

QZ‘HMÏ’
+ UM?UL

Entonces, en este caso, la (2.1.18) se expresará como:

DN) ; EFE; 3241:1Pumïy Ü)L'¿,MÏ]+J])[¿,L]= o (2.4.6)

donde la igualación a cero se debe a la invarianza exigida a W

frente a (2.1.1a) y:
D u

U>[¿.Ll= LÍTQEA¿ ¿sv
dsv: vector elemento de hipersuperficie de

L, en dirección exterior a 252“.
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. 3
Para el caso en el que el campovectorial 6 sea ortogonal a Mz

(ó perteneciente a su espacio tangente), esta última ecuación nos
. , . . 5

dice que que 1a variación de energia (o impulso) medido en M3: se

debe al flujo de la cantidad TH' ¿o a través de las paredesRE v

laterales del recinto 92H. Definiendo entonces a la magnitud:

déETRE “93215;, (2.4.7)

comola cantidad de cuadrimpulso asociada a la hipersuperficie

elemental dsK, la (2.4.6) queda expresada como:

D W z] Mu [PCLD'Z‘]:0 (2.4.3)
¿ 32"

indicándonos que el cuadrimpulso entrante a la hipersuperficie
cerrada 3.2“, es igual al saliente. Asimismo, y comoconsecuencia
de la definición (2.4.7), al vector:

M. \) LL_ (2.4.9TRE va _T (5.) )
se lo puede interpretar comoa la densidad de cuadrimpulso.

2.5) INTERPRETACION DEL DIFEOMORFISMO Y TEOREMAS'DE CONSERVACION

Hasta ahora no hemos discutido bajo que condiciones la acción
d . . . .wlcfa] resultara invariante frente a las transformaCiones

(2.1.1.a/b). Simplemente hemos expresado su incremento en función

del generador infinitesimal D) Recordemos, entonces, que la

transformación (2.1.1a/b) puede tener dos interpretaciones: una
activa y otra pasiva. En este último caso el difeomorfismo

(recordando las condiciones impuestas a los incrementos Aqu)
representa una traslación rígida del origen de coordenadas y, si
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definimos a la acción comoun escalar, su variación será nula:

qupfm ,Autpjxymdt'pj ¿(‘P:(X'),B¿?:(X'),X’)dfi-X‘(2-5-1)z“ Z“
Si en cambio se trata de una transformación activa, se interpreta

al difeomorfismo actuando sobre un campo comoun transporte de esta

magnitud de un punto a otro del ET (las características matemáticas

de este transporte pueden verse, por ejemplo, en [11], Cap.2).

Entonces, toda vez que el lagrangiano presente dependencia

explícita con el punto, la variación de la acción no será
necesariamente nula (aún en el caso en el que se la defina como un
escalar):

4

Ji (“Pod(Y3,6_CP¿‘(X3,X)dX#jXWjoc'),¿“(pjcxmx'flfx‘(2.5.2)
z“ ZM

puesto que, si bien los campos son transportados por difeomorfismo

de un punto a otro, la dependencia de 1a densidad lagrangiana con

el punto a través, por ejemplo, de un potencial, es evaluado en dos

puntos diferentes del ET. Es esta interpretación activa la que

corresponde hacer cuando, por intermedio de un difeomorfismo, se

define energía e impulso. De todos modos, cuando no existe

dependencia explícita del lagrangiano con el punto, la variación de

la acción escalar será nula tanto en la interpretación activa como
en la pasiva. Bs decir:

j«1(“HHH“.BhCQCÍtX)36l‘I=J(ÍW:(X')J¿“(9:(X')CL4X‘(2.5,3)
ZA Zu.

(notemos que el transformado de un campo \Pl(x') no es una variable

dinámica distinta del campooriginal L€(x), sino que es la misma
variable "llevada" a otro punto del espacio). La no dependencia

explícita con el punto puede darse, por ejemplo, en el caso en el

que el lagrangiano de un sistema físico no posea términos de

interacción con otro sistema. Existe también la posibilidad de que
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los términos de interacción, si existen, no dependan explícitamente

del punto (por intermedio de un potencial), sino que

implícitamente, a través de un campoexterno. Tal es el caso del

lagrangiano de materia en RG, para el cual 1a interacción con el

sistema externo (gravedad) se expresa mediante el campo

gravitatorio guv(x).

A los efectos de aclarar más esta discusión estudiaremos la

variación de la acción frente a (2.1.1a), poniendo de manifiesto la

intervención de una posible dependencia explícita con el punto.
Consideremos para ello la ecuación (2.1.1c) que, conjuntamente con

(2.1.5), nos dice que:

3= __ 4 (2.5.4)
AW [MA 39 (RE P ¿XP d. x

Si proponemos como lagrangiano al escalar:

si ¿auwngwh VM)
y para simplificar suponemosV no depende de las derivadas de

L€)(x), las ecuaciones de camporesultan:

7m quwzfi (2.5.5)w
El tensor de energía momentoserá:

__ u p
- ‘* . a, N “ 2.5.\ -3ngp-íïowzmóv_vóv < 6)(¿E u

Tomandodivergencia de este tensor y aplicando (2.5.5), obtenemos:

¿“(TRE v) z B (¿uk?)¿VWÏÑLPAWkap - dezBPLP BP“?+V):

:‘ÁV' v' ¿“¿ p
5103 4+ Pdnovq‘áovïp‘QbQ- lz‘opnebvxrïe-düv=

z El \° rdvvïbV (2.5.7)
¿LP vïP 3x0

¿“E deriv14m_ total
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luego:

AW av Ax° mx (2-5-8)
IW“ ¿xv

Lo que muestra que el incremento de la acción es distinto de cero

solamente si ésta posee dependencia explícita con el punto (a

través de V(x) ). En todo otro caso no se distinguirá entre una

transformación activa y otra pasiva.

Podemos, finalmente, establecer el teorema de no-conservación

del impulso. A partir de (2.1.2), (2.1.5) , (2.1.6) y teniendo en
cuenta (2.5.8), hallamos que:

f° hAw: (Ppuust)- PPLtHAx=axpj ¿_de =
t+gt

; AxPJ dx“ 2/ I}.th ‘o_V_d5XAt
M3 czxp M5 75X” (2.5.9)

dividiendo por At y tomandolímites, se encuentra:

¿“M p(L'+-At‘)_p(,(t):j BV ¿sx
At-oo At M5 ‘ox"

0 sea:

Pp = j B—V ¿5x (2.5.10)M'bep
Lo que nos muestra que la conservación del impulso del sistema se

vincula con la dependencia explícita del lagrangiano con el punto.
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CAPITULO III

CAMPOS CLASICOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES

3.1) TRANSFORMACION DE LA ACCION FRENTE A DIFEOMORFISMOS

En los capítulos precedentes hemos mostrado que es posible

definir energía e impulso, en MCy RE, a partir del estudio del

comportamiento de la acción frente a difeomorfismos. Discutiremos

ahora este último punto, pero refiriéndolo al caso más general de

teorías formuladas en una variedad diferenciable cualquiera. En

los cálculos que siguen prescindiremos de los conceptos de tensor

métrico y de conexión afín, ya que una variedad diferenciable no

necesariamente los posee. Señalamos que la posible ausencia de

tensor métrico nos impedirá definir espacio y tiempo sobre la

variedad y, en consecuencia, los generadores infinitesimales que
describan el comportamiento de la acción frente a difeomorfismos no

podrán se relacionados, por el momento, con la energía y el

impulso. El objetivo es encontrar un método de trabajo aplicable a

todos los casos de interés (espacios métricos planos o curvos, con

conexión afín simétrica o con torsión) que, posteriormente, cuando

tratemos el caso específico de los espacios métricos, nos permita

definir al impulso y a la energía del sistema de manera única.

Destacamos a continuación algunas de las dificultades con las que
nos encontraremos:

i) Si bien las traslaciones J x‘(XO) y ,5x°(XO), estudiadas en
la sección (1.2), han podido ser aplicadas en el caso de 1a RE, por

formularse ésta en una variedad plana, ello no podrá hacerse en
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variedades con curvatura. Deberemosconsiderar un desplazamiento

genérico (función de punto) el cual , comoveremos, no resultará en

general, una variable separable de los generadores infinitesimales
del difeomorfismo.

ii) En las teorías gravitatorias más conocidas (ver RG, ECSKy

SG, en los Capítulos V y VI), la densidad lagrangiana del campo

gravitatorio (g“\,), depende de sus derivadas segundas. Esto lleva

a que el lagrangiano L - í/ ¿f d’DK dependa de las derivadas
segundas del tiempo. Debido a esta dependencia, su transformada de

Legendre:

H ¿"v-iWK
Drjuo

cumple unas ecuaciones de Hamilton modificadas que no permiten

considerarlo como generador infinitesimal de las transformaciones

temporales. Efectivamente, si en un caso general tenemos que:

L=L(fi1,fi,(1) (3.1.1)

las ecuaciones de campo serán:

3_L- d. DJ + ÉL; O Pzg (3.1.2)
gq (¡tag atlaq' 3,1

Ahora bien, a (3.1.1) podemos someterla a dos tipos de

transformadas de Legendre:

a) H Pci —L(g,¿1¡á3
entonces:

(LL\:(¿<JP_¿Ldq -2_Clï
98 QJ

HC:
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a ecuaciones de camposatisfechas resulta:

-:('(LP+ (LLï_á ¿L _)_Ld-..
¿H4 (¿ZM 3‘1 2.. ‘i

de donde las nuevas "ecuaciones de Hamilton" son:

E11H1:9_H;51
“° ap

[93H1:_L;é-<Ïíï (3.1.3)
CP 3 fl dt‘áá

b) Hzpá*p'9;’l-(‘li¿ivéi.)
\)L

Pzñi
entonces:

d}¡: {ictP +EjLLP'_ ¿ik C13

a ecuaciones de camposatisf;:has resulta:

du: (j dP+'q'cLP'+(É5'—¿Wifi
de donde las “ecuaciones de Hamilton" son:

59.¡mm :1 = a

[p¡H]=-M:ó-B' fi: 'g' (3.1.4)
cv 3% gp.

Claramente (3.1.3) y (3.1.4) definen corchetes de Poisson que no
permiten considerar a H comoa un generador de transformaciones

temporales. Asimismo es muy sencillo comprobar que, ecuaciones de

campodel tipo (3.1.2) hacen que 1a variación de la acción frente a

transformaciones de simetría comola (1.2.3) no resulte 1a derivada

total de alguna función respecto del tiempo. Esto último presenta

el inconveniente de impedir una correcta definición de magnitud
conservada. De todos modos, tanto en RG como en ECSKo SG, esta

dificultad puede evitarse puesto que la dependencia del lagrangiano
gravitatorio en derivadas segundas del tensor métrico es una

divergencia (no covariante) total. Pero, el precio que se paga por
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extraerla, es que el lagrangiano remanente no es un escalar frente

a cambios generales de coordenadas ([10], cap.XI sección 93).

Comenzaremosentonces estudiando a la acción más general,

funcional de los campos K«(i:(x), donde el índice "d " toma valores
para todos los campospresentes (inclusive para el gravitatorio

gn“ , si lo hubiera) y "o." es el índice espinorial de la
representación correspondiente. Excluiremos, por lo expuesto en

ii), aquellos casos en los que 1a densidad lagrangiana sea función

de las derivada segundas de las variables dinámicas. Supondremos

que los campos toman valores sobre una variedad diferenciable

cuadridimensional (V‘í ) cualquiera y que existen sobre ella un

conjunto de ".(L " cartas locales ([11], capítulo citado) de

coordenadas {Kg}} (¡f-1,2,3,4). La variedad considerada no es
necesariamente métrica y puede no poseer definida una conexión
afín.

Consideremos entonces a la acción w, definida como:

_. q _ (j 0‘ d A llW;WL<\DQ]-Í (Kpu¡¿¿tpu¡x)d>c (3.1.5)
Z4

Q 4 2 5 A _donde: dx -dx dx dx dx es una den51dad escalar de orden (—1) (i),

que denominaremos elemento de volumen de Z“.

zqc; Vq

Vq es una variedad cuadridimensional cualquiera, no

necesariamente métrica, y que puede no tener definida
una conexion afín.

x“:notación abreviada de las coordenadas {KÁ‘}

(ü) Llamamos orden de una densidad escalar a1 exponente del módulo

del determinante de la matriz de cambio de coordenadas en su ley de
transformación.
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Notemosque, dada la definición (3.1.5), 1a acción W resultara un

escalar frente a cambios generales de coordenadas, sólo en el caso

en el que la ley de transformación de á< sea:

' _¿IK= (1|det eddl|

Eïgz matriz de cambio de coordenadas
es decir, en el caso en el que ¿í sea una densidad escalar de
orden l. Este es el caso de todas las densidades lagrangianas que

se emplean en Teoría de Campos. Si deseamos además que la

dependencia con los campos sea, a lo sumo, en derivadas primeras

(tal comolo exige la definición (3.5.1), entonces, la densidad

lagrangiana gravitatoria de RG no podrá ser elegida comouna

densidad escalar de orden 1 (ver [10], capítulo citado).

Si ahora, a (3.1.5), le aplicamos la transformación:

_-IH ¡f Á¿x” _x_ :x —a3c (3.1.6)

(los supraíndices se refieren a componentes de los vectores

contravariantes que se definen en el espacio tangente a VLI) los

camposy la acción sufrirán, respectivamente, los incrementos:

i I d
AL?q :LPQ¿(x')-“Pa (vc) (3.1.7)

y: J ¿Í (Hd l \¿ l ' a lAW :2.“ (fo(x\jou.WOPC)-,X)dx_

_ ¿(9:(K))3ALP:CDC) ¡ x) cll'x (3.1.3)
xd ZA d

donde K—P(x') es el transformado de LElx) por aplicación de0..

(3.1.6).

Teniendo en cuenta que, a primer orden en 15x, el jacobiano de 1a
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transformación (3.1.6) es:

¿_9k5xm (3.1.9)

obtenemos, a este orden, que:

.1 u h A

mph” wifi ¿sm/Hg; Ax +269“quHMC (3.1.10)" ¿W ¿A J 9x1­
Zlv u uma

teniendo en cuenta que:

91 MU“ = Ji AHÍ- ¿Á Más?“ + M Ax“ (3.1.11)
3x“ 3 qu" DJAOJ‘ a” dx“

donde:

A.«a. maca - “Pit-c)
hallamos que (3.1.10) se puede escribir como;

_ Nui 3 N 4 - M l'

Aw=glï¿/ÁQU+_i¿“fqa ¡“Cndx (3.1.12)
bug 334.0“ dx“

con

'V ¡Á 0< '34 ¡ _ o

APOJ:AKFu-A,tpO;L{>a(x)_f:(1c ) (3.1.13)
Si los campos (x) satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange,

(3.1.12) se expresa como:

AW: ALL ‘91 ÁNLPQJ-jADC“ €qu (3.1.14)
JLL AA“!RÏ )

aplicando el teorema de Green en cuatro dimensiones obtenemos (ver

Fig.10):

Aw=}(ï A793- ïA'x“)dí/‘( (3.1.14a)
JL“ A“ "al
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donde )3ZA es la frontera de z A (notemos que no necesariamente

ZA-v“ ) y, (Líjk es la densidad vectorial "elemento de superficie
de EZA'H

Si, del conjunto total de campos existe un subconjunto

L913(x) que no satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange [ver
secciones (1.4) y (1.5)], entonces: N,

LW Nh bl Akf*_f¿pc“)]l‘_ _ A ,_ _ d ¿X3

b I ” 1. í Afax, l’j\:f, ¿ALPO_
donde hemos llamado 41x al conjunto de campos que satisfacen las ecua­
ciones de Euler-Lagrange.

Definiendo ahora dos hipersuperficies z.Ï y z Í de modoque (ver
Fig. 11):

r 5 Z)
D Z4 l u Z­+

resultará que:

J GPU“{Ax-“HS=F(ZÏ)'-F('ZÏ) (3.1.16)
32A A)“ Q; a

bl N ,1 ­

F (za) _Í ( M00- Infldz (3.1.17)' '¿5 33..ij K
Recordemos que, al no haberse definido en V‘q un tensor métrico, no

.5podemos pedir que Z sea de tipo espacio.

En analogía con lo hecho en los capítulos I y II podemos

definir un campo vectorial CS (x) (ahora sin ninguna condicion

particular que cumplir en cuanto a su valor en cada punto),
tangente a ciertas curvas (curvas integrales) ÏÏ ( >\ ) E V4 ,
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/\ 5/ R (ver (1.2.13/14) y Fig.12):

lEDC): —) (3.1.13)
D /\ "€(,\}:x

Expresando las curvas integrales en un sistema de coordenadas

cualquiera x" podemosescribir:

¿”mty ADC“ (3.1.19)
¿Á

Si suponemos entonces que, el incremento Axx“ de (3.1.16) ha sido

1‘30“:x

realizado en la dirección de estas curvas mediante:

AJÏÏH': ¿EA¿¿S)\

y dividimos las expresiones (3.1.14/15) por ¿A>\ tomando límites
cuando A>\--9v0, obtenemos:

. 8 (34 gi of “ I a, 4
L A._w—=bw: W .Ï dx ¿A _ ¿«(1- e)“:AA E 711.31906¿Lea +171.

-. MÏCPQPJÉ+TCEJÏLFC5I7ÏÍ (3.1.20)
- Jrflun"? ¿

L 040

donde hemos definido al funcional Ü>lí ,25 ] como:

[5,23‘411“15): a id- un
Ü) J AXÏE) A,x -L;¿)¿D%L¿ ¿QL' ¿{si 3 lp

J N j \ A d. ' ¡

E o A;\_a(3 A A_ A>v.(9 ¿_>\
es la derivada de Lie del campo

La integral de volumen sobre Z 4 de (3.1.20) se anulará en aquellos

casos en los que todos los campos cumplan con las ecuaciones de

Euler-Lagrange. Es decir se anulará cuando <;f sea la densidad
lagrangiana del sistema completo. E1 funcional Ü) [8,2s l
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definido en (3.1.20) podrá expresarse en función de la magnitud:

Tha); 33€ facer-fgu' (3.1.21)
993€}

como (ver (3.1.20) ):

[PL], za]: É T“(¿) día (3.1.22)
Z}

Notemos que si ¿i se transforma como una densidad escalar de
orden 1, entonces Í? [¿:,z5’] resultará un funcional escalar. En

estos casos, teniendo en cuenta la ley de transformación de CLík_,
resultará que I'k( 2) será una densidad tensorial de orden 1.

En aquellos casos en los que ¿Z sea la densidad lagrangiana

del sistema completo, (3.1.20) nos dice además que, si Wes

invariante frente a (3.1.6/7), entonces:

u.
ALT (É) = O (3.1.23)

o sea, es una magnitud conservada.

Si escribimos ahora las derivadas de Lie en función del campo

vectorial í (x) obtenemos para un campotensorial ‘fhvec ...

_ , ol C pg °( d P

¿e quvec°uz á ¿PKPM-‘Üóhrtfpvecooobuaqcp¿VEQ‘¡to¡Areo...

donde los índices .Kvoz' ... se refieren a las

componentes del tensor en un sistema de coordenadas

genérico.

mientras que para un campoescalar o para representaciones
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espinoriales puras:

7L 4 ._
,12 (en :¿Ap ¡Da (3 1 25)

puesto que estas representaciones no son sensibles a los cambios

generales de coordenadas.

Las ecuaciones (3.1.21) y (3.1.24) nos muestran que para

campos tensoriales , a diferencia de lo que ocurría en la RE (ver

(2.1.8) ), la magnitud T “W.&) no se podrá descomponer en el

producto de un tensor T “v y un vector 8‘) (inclusive 1a ley de
conservación (3.1.23) no es independiente del vector 8 (3C) ).

Debido a esto la magnitud Ü) [á ,z") no se podrá, en general,

factorizar como en MC(ver (1.2.18) ) o RE (ver (2.3.1) ).

Si se trata de camposespinoriales o escalares (3.1.25) nos
dice que, ahora, T}‘( b) sí es factorizable:

Ebr|hou.qLT“(e> :( bi gema“-lb?) 8 f (3.1.26)bw:
)
rLx) f cte., no podrá ser extraído de lasin embargo al ser ¿(Ïá

integral en (3.1.22). Entonces, al igual que en el caso tensorial,
Ü) [E ,23 ] tampoco se podrá, en general, factorizar. Veremos más

adelante (Capítulo IV), que esta particularidad del generador

infinitesimal confiere al impulso y a la energía en los espacios
curvos, un carácter geométrico muydiferente del que poseían en los

espacios planos. Ella conduce, además, a que 1a definición

habitual de cuadri-impulso en teoría de campos en el plano, no

pueda generalizarse inmediatamente al espacio curvo [acerca de la

factorización del generador infinitesimal y su relación con la
definición de cuadri-impulso en la RE, ver sección (2.3) l. En el
Capítulo siguiente ofreceremos una discusión más detallada sobre
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este tema. Recordemos que en la definición de impulso y energía

existe otro factor de importancia aún no considerado. Este es la

posibilidad de que cada observador pueda definir espacio y tiempo,

conceptos ambos relacionados con la existencia de un tensor

métrico, del cual nada hemos dicho todavía.

Si, finalmente, suponemosque la región de integración es

finita y que w es la acción del sistema completo, el teorema de

Green aplicado a (3.1.20) nos dice que:

Dswz dC} =Ü)[Z,D'Z") (3.1.27)
DZ“

con di) - THe ) ¿XM-(det e}? T‘Ha) 45“,
¿SLL-Idgt' C)“¿.|d.íu_

Al igual que en (2.4.8), Ü) [ a, gz“ ] resultará nula cuando w

resulte invariante frente a (3.1.6/7). En la Sección (2.4)

vinculábamos esta propiedad con la conservación del cuadrimpulso.

En el caso general que estamos tratando, la anulación de (3.1.27)

no puede asociarse a la conservación de esta magnitud física ya que
no tenemos definido un tensor métrico.

3.2) GENERADORESINFINITESIMALES

Consideremos ahora a una subvariedad zz“ C VLi y supongamos que es

posible definir un conjunto de cartas (x¿,x°) i-1,2,3 , de modoque
z5 quede caracterizada mediante la ecuación (ver fig.13):

oncte. (12d)
Podemos ,entonces, extender a una variedad genérica el concepto



de corchete de Poisson [ver (2.2.1)], definiéndolo como:

CAuPQïTrZ)35(29: guay] :

-J __‘25 Ma.“W: W: «w
donde: 5x = dx’dxzdxB es una densidad escalar

¿A 3% ‘A ¿a 3
(_ —6 —¿)dx (3.2.2)

Cl

de orden -1
a 3.!

ol 9Q?
- d

«3-90 wo o,. . a
A,B : funCiones de las variables on y'“; .

Notemos que ahora a diferencia de (2.2.1), el recinto de

integración en (3.2.2) no es necesariamente un hiperplano.

A continuación y para realizar los cálculos en forma explícita

vamos a suponer que el campo LP¿* es una uno-forma covariante
([11], capítulo citado). Es decir el índice "a" se particulariza
en un índice vectorial -1,2,3,4. Recordemosque en variedades

diferenciables genéricas (sin métrica definida), no existe ninguna
transformación privilegiada que transforme vectores covariantes en

contravariantes, siendo ambas categorías, en principio,
independientes. Entonces, la definición (3.1.20) de Ü)[5,25]
resulta:

\]>Ee,r¿‘>1=j(ïvíq>v—ja°) ¿5x ._.
25 ¿

' r9

:;Ïb(‘)r30v¿“X5Païfp] ¿sx (3.2.3)
luego:

6 _ ' ‘ ¡ .5 _ , ta _| 5

———8Tim)- Hgm“ “ix -jrzsaoáppffibví Mundi

- , . 3.2.4
= ¿pápwvl' “9,3% P: oi (PV ( )
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además:

5|? z LW";&x-x‘)¿p+Ïpngüókí‘X‘)- ¿i ¿0] ¿5x
¿than Zs P C ¿“PV

teniendo en cuenta que ¿gi s O, obtenemos:
OQo

8 F) P v P o v (o____-: l _ __ (3.2.5)
T ¿(,2 2 ¿FW TI' ¿Pg

SQQUÜ

Por otro lado, si Ü)[ ¿,Z'5] es una magnitud escalar, de acuerdo a

(3.2.3) hallamos que la cantidad:

W}f
es también es un escalar. Teniendo entonces en cuenta el

:‘o ¿5x (3.2.6)\)

5
comportamiento del elemento de volumen dx frente a cambios de

__\J
coordenadas, concluímos que H debe ser una densidad vectorial.

Recordando que la derivada de Lie de una densidad vectorial
contravariante es:

x) (9 (> v \) P (3.2.7)s = _á 2 ¿Ps s. ¿(,5 +5 ¿Pie
4 \)55 - densidad vectorial contravariante

encontramos que:

5 íP _

¿TJ ' fi LPV (3.2.8)

<

JE) =’Íwv (3.2.9)
3%

. [F sentonces, de los corchetes de Pcisson de [8 ,z ] con las

variables dinámicas Kfv 3 _H'Q, resultan las siguientes
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ecuaciones de campo:

Cg€\)(x33 Pigzsl] = oí 30‘, (3.2.10)Cp

1WC‘ÉII’ZSJ]=j Trv
I CP e

Las ecuaciones (3.2.10) y (3.2.11) nos muestran que

G> [e,z 5] es el generador infinitesimal de las derivadas de Lie

de tfz y Ïr\) (y de cualquier función de ellas).

Por último, recordando que en el espacio métrico plano Ml1

Ü) [¿_,25 ] se puede considerar como la magnitud canónicamente

conjugada del parámetro >x de la curva integral de Ei [ver

(2.4.3/4)], extenderemos la definición a variedades genéricas
diciendo que las cantidades:

(¡PC E. 25] 3 >\ (3.2.12)

Com- - 3_
3 >s

son magnitudes canónicamente conjugadas.



CAPITULO IV

ESPACIOS METRICOS

4.1) DEFINICION DE ENERGIA E IMPULSO

En el Capítulo III hemos definido a los generadores
infinitesimales de difeomorfismos sobre una variedad diferenciable,

en forma independiente del tensor métrico y de su estructura afín.

Si deseamos que estos generadores se vinculen con el hamiltoniano o

impulso necesitamos disponer de una noción de tiempo y espacio.

Dado que éstas últimas son nociones métricas, entonces, las de

hamiltoniano e impulso tambien lo serán. Supongamos entonces que

la variedad Va está dotada de un tensor métrico g¡A\,(x), no
necesariamente constante de signatura (1,1,l,-1) y consideremos

sobre ella a la trayectoria ZÏ(A3de un observador ( ht: parámetro

real), a su vector tangente E (X) y a la hipersuperficie ortogonal

a ¿Z en el punto ÏÏ (>\)=x: Éí (x). El tiempo-para este observador

podrá ser medido por cualquier función real, continua y creciente
del tiempo propio definido sobre ZÏ(Á\ . Además, el conjunto de los

eventos que, para él, ocurren simultáneamente (espacio) yacen

localmente sobre la hipersuperficie ortogonal ¿í (ver Fig.14).
Esta noción de espacio y tiempo, que es la que se emplea en el

espacio de Minkowski y, por aplicación del principio de

equivalencia ([2],Cap.III), a observadores geodésicos, la haremos
extensiva a observadores genéricos.
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Por otro lado, a partir del formalismo desarrollado en el

Capítulo III, disponemosdel generador infinitesimal E) [E ,25 l,
definido sobre cualquier variedad diferenciable. En variedades
métricas poseemos, además, las nociones de espacio y tiempo.

Entonces, considerando al generador [ver 3.1.20)]:

PE¿.Z”J:}(Ï5 ¿Íécfl’fljgu)¿5M=JT“¿¿)Aík (4.1.1a)
Z5 u%k Z}

permítasenos definir comohamiltoniano H del sistem físico que
describe la densidad lagrangiana a:

H WLEJZBJ (4.1.1b)
l

donde Z 5 es de tipo espacio y 8 ortogonal a z

(Recordamos que, de acuerdo a lo discutido en la sección (1.5),

consideraremos a los conceptos de hamiltoniano y energía como

equivalentes)
y como impulso del sistema a:

EET : Ü>E¿T “25] (4.1.1C)

donde z5 es de tipo espacio y ¿T(x) pertenece al
espacio tangente a z5 en el punto "x".

La justificación de las denominaciones dadas a las magnitudes

expresadas en (4.1.1b/c) la daremos en la siguiente sección.

Observemos por el momentoque, si a partir de (4.1.1b/c) deseamos

recuperar las definiciones (2.1.3/4) (válidas en el espacio de

Minkowsky), debemos suponer que los campos vectoriales 8 y ¿.r
son campos de versores:

{h ¿6 E.r : éfi. T; L2,s
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y hacer, al igual que en (2.3.3):

UDC 53;, ¡‘ZSJ (4.1.2)

j? - 0,1,2,3
En este caso, cuando

ghy' 7‘“) y 25 sea un hiperplano
entonces:

ma pps: a. = P;
ERAN-25] = H

donde P y H, son los definidos en (2.1.3/4).

Mencionamosfinalmente que, cuando se trate de variedades

métricas, el generador UPI ¿,Z S] puede expresarse del siguiente
modo:

,. ‘ ,1 ()j X uamm-zem.
¡Á U U

un.

donde: d 5M_- r5 dgáu_ es el vector elemento de super­

ficie. 3: ¡det gw!
d ¿í¿L: es la densidad vectorial definida en (3.1.14a)

e‘k : matriz del cambio de sistema de referencia
KAde versores ortonormales 3A , a uno curvi­

lineo cualquiera x’í(a los elementos de esta
esta matriz se los suele llamar vierbein).

A B l A

oeAer'
Si, tal comolo hicimos en la sección (3.2), es posible ahora

definir un conjunto de cartas (x¡;x°) i-1,2,3 de modoque Z'S quede
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definida mediante la ecuación:

oncte. (4.1.4)

la expresión (4.1.3) se podrá escribir como:

- d
ÜDLElzblzí _¿{20)dxtdxzdxs(4.1.5)

259 "330?: “
Si Z3“ fuese de tipo espacial, entonces la coordenada "Ko" podrá

ser considerada como la coordenada temporal sobre la

hipersuperfície.

4.2) DEFINICIONES DE ENERGIA E IMPULSO EN EL ESPACIO TIEMPO CURVO

En esta sección discutiremos acerca de los conceptos de

energía e impulso en variedades métricas de curvatura genérica.

Partiremos, para ello, de sus definiciones en la MCy la RE. Como

sabemos, en estas teorías, el valor de la energía y el impulso
depende del sistema de referencia respecto del cual son calculadas.

Comohemos visto en la sección (1.5) y, en particular, en la (2.4),

1a noción de sistema de referencia se asocia a un conjunto de

eventos del espacio tiempo que determinados observadores pueden

considerar comosimultáneos (hiperplano espacial Mz’) y a una

coordenada temporal (función contínua y creciente del tiempo propio

de los observadores). Una vez determinado el hiperplano M5 y el

campo vectorial ortogonal tangente a las trayectorias de los

observadores EL(X), la energía del sistema se define como el

funcional ü) [E ,M5] [ver (2.1.8)]. A su vez, el impulso del

sistema se calculará como f [ET ,MÏ’], con ¿1.6 -0. La extensión
más natural de estas definiciones a variedades con curvatura se

obtendrá, entonces, a partir de 1a correspondiente expresión del
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generador infinitesimal Ü) permitiendo que el hiperplano H5

pueda ser reemplazado por cualquier hipersuperficie de tipo
espacial. Esta extensión del concepto, que resulta particularmente
adecuada para variedades curvas, nos permite también definir

energía e impulso para observadores acelerados en el espacio de

Minkowsky. Recordamos que este tipo de observadores yacen, a un

determinado tiempo, sobre una hipersuperficie de tipo espacial no

necesariamente plana (ver por ejemplo el caso de los observadores

acelerados de Rindler en el espacio de Minkowsky, tratado en [12]

pag.109). Este último tema reviste gran interés puesto que, si
bien se formula en el espacio-tiempo plano, presenta muchas

analogías con el caso curvo, pudiéndonos servir de nexo para

comprender mejor ciertos problemas que se plantean en la RG.

Volvamosahora al caso general. Para definir hamiltoniano o

impulso, en variedades métricas con curvatura, necesitamos saber

cuál es el conjunto de eventos que pueden considerarse como

simultáneos para un conjunto de observadores. De acuerdo a lo

discutido en el parágrafo (4.1), este conjunto estará constituido
por la hipersuperficie espacial 25, ortogonal, en cada punto, a las
trayectorias de estos observadores. Llamando é: (x) a su

cuadrivelocidad, diremos entonces que el funcional:
, F (fue, ZBJ

será el hamiltoniano (energía) para el conjunto de observadores
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cuyas trayectorias estén definidas por una familia de curvas (ver

Fig.15) CF(*\ , de modo que:

rs F

CÏÏMC'LS v F2R5 %%(M):E(C(>so))

¿_.V= 0 V E T;

TÍ : espacio tangente a zs’en el punto "x".

F - (F1,F2,F3): cordenadas espaciales del
observador.

)\ : tiempo

observemos que el hamiltoniano así definido resulta ser, de acuerdo

a (3.2.12), 1a magnitud canónicamente conjugada del parámetro

temporal "Á ", tal como ocurre en la MCy en la RE (sólo que en

estos casos 25 es un hiperplano. Asimismo:

LP(¿T ,sz

E T (x) ¿TÍ

será considerada comoel impulso del sistema para los observadores

arriba descriptos. Las definiciones (4.1.lb/c), al no depender de
la conexión afín, serán aplicables a variedades planas, curvas, con
ó sin torsión. Posteriormente (Capítulos V y VI) veremos que las

expresiones obtenidas para el hamiltoniano y el impulso están
vinculadas con la derivación funcional de la acción de la materia

respecto del tensor métrico (aún en los casos en los que la torsión

no es nula). Cabe aclarar que, al igual que en MC[ver secciónes

(1.4) y (1.5)], las magnitudes así definidas serán los
correspondientes al sistema completo si la densidad lagrangiana

empleada en (4.1.1b/c) lo es. En todo otro caso [ver (3.1.20)]

habrá que analizar la composición de esta densidad lagrangiana a

los efectos de determinar que parte del sistema total describe y, a
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partir de ello, interpretar qué parte del hamiltoniano o del
impulso totales representan las expresiones (4.1.1b/c).

Finalmente, aplicando (3.1.27), a variedades métricas

genéricas, obtenemos:

¿(Li- 1-«9*-{1‘59}¿sv (4.2.1)
r9 23,43 ¿ °“

Escribiendo entonces al generador infinitesimal en función detiQ :

@[513241:jazhdi (4_2_2)

resulta:

DEW= P[&,3‘¿A] (4.2.3)

Si 1a hipersuperficie ¿3z“ representa la evolución de una
hipersuperficie espacial Z5(A)

Zbuox),_e__,. 25M“

de modo que:

32h: '¿Ïxqu ZS(>«¿)vL
con L: hipersuperficie "lateral"

y EL es un campo de vectores tangentes (u ortogonales) a

trayectorias (de observadores) ortogonales a Z3(>m) y zS LA”,
entonces:

Díw
representará la variación de energía (o impulso) total del sistema
medido por estos observadores y:

iva) ¿[M ¿fsqa¿_j¿v) (4.2.4)
rá G3 ¿ÁVQQ
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a la densidad de cuadrimpulso. Cuandow resulte invariante frente

al difeomorfismo generado por í , la expresión (4.2.3) resultará
nula, lo cual nos dice que el cuadrimpulso entrante al recinto B ZA

es igual al saliente. Esto último no es más que la ley de

conservación del cuadrimpulso en variedades métricas genéricas.

4.3 OBSERVACIONES ACERCA DE LAS DEFINICIONES DE ENERGIA E IMPULSO EN
V

VARIEDADES METRICAS GENERICAS.

observamos, en primer lugar, que las magnitudes definidas en

las (4.1.1) son escalares asociados a una hipersuperficie ZE’ dada
y no constituyen, en general, componentes de un cuadrivector. Esto

se debe a que, comoya lo indicáramos en la sección (2.1), impulso

y energía son en realidad funcionales de los campos E. y ET , los
cuales, al estar referidos a hipersuperficies espaciales genéricas
poseen orientaciones diferentes en cada punto de ella. Unicamente

si el espacio es plano y z 5 también lo es, los vectores ¿i ó E.T
podrán poseer una dirección común, otorgando a las cuatro
cantidades:

Ü>[€.‘¿"J ) Ü)[¿T,'Z'*3 T:i,2,7> (4.3.1)

un carácter vectorial. Incluso en el espacio de Minkowsky, cuando

Z 5 no es un hiperplano, las magnitudes (4.3.1) no constituyen

componentes de un cuadrivector.

En segundo lugar, de acuerdo a lo discutido en la sección

(3.2) [ver ecuación (3.2.12)], la energía definida en (4.1.1b)
resulta la magnitud canónicamente conjugada del parámetro ">\", el

cual, al ser C?(Á) una trayectoria temporal, puede considerarse
comouna función del tiempo propio É; del observador. Si, en
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particular, esta trayectoria se parametriza con z; , entonces su
vector tangente será unitario:¿.áz‘i
y podremos definir sobre Z 5 al campo 3A :

¿QA/¿5; (A(é;3eg>\:7,\& A:O)1,2.’.> (4 3 2)A A s ' '
GE): É. <3( ¿ -T;

de modo que:

“>54; ; la} 2 [2 (4.3.3)

resulte ser la energía, considerada esta vez como canónicamente

conjugada del tiempo propio de los observadores. Además la

(4.3.3), conjuntamente con el impulso:

‘2- r r 3
G LN‘ ¿ 3 (4.3.4)

i- 1,2,3
constituyen los generadores infinitesimales de difeomorfismos en

dirección ¿A . Efectivamente, de acuerdo a (3.2.10/11) obtenemos:

¿0° ¿í? v“' = = _ 4.3.5
[LPA J EPLCBIZ-511cp ¿TFA óí" QA ’ ÍÉBLPA ( )

c303 ¿‘33fl V

e
ó (“F/x 6 ‘99 F5

B- 0,1,2,3

Mencionamos, por último, que el campode cuatro versores definido

en (4.3.2) (tétrada), constituye en cada punto de Z!) un sistema
local de referencia (sistema lorentziano local). Este sistema

presenta, para métricas no triviales, ciertas caracteristicas que
resultan interesantes de destacar. En primer lugar sus curvas
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integrales no constituyen, en general, un sistema de coordenadas

(sistema de referencia holónomo) Esto se debe a que, al ser:

(4.3.7)-1 o a P
íacñuv - 2 y) XÉDLC.

donde se ha aplicado la regla de Leibniz y:

e son las componentes covariantesMB:
o fi AcurVilineas "v " de em .

eur-gave:
5

9m) - QA av

resulta que, de exigir que la tétrada sea holónoma (ver Apéndice
II):

JL P- é; e_5 = C) (4.3.8)

entonces:

¿{5Aflw = o (4.3.9)

lo cual no tiene porqué cumplirse en general.

Otra característica que presenta este campo de tétradas es
que, al requerir de un vector ortogonal a z b unitario, no podrá

definirse para cualquier campode observadores (ver sección (5.5):
sistemas de referencia de Killing).



4.4) DENSIDAD DE ENERGIA-IMPULSO

La definición (4.2.4) nos permite considerar a las cuatro
cantidades:

, o

19(2) : ‘ “Tí {fé/(Pf- .IÏ¿v) (4.4.1.3)
¡í “A

v l ’ va . y

¿(26: fi; KWd ¿Rafi f5?) (4.4.1b)
fl-VCÏ‘Á: T- 1,2,3

nylon“
comola densidad de energía e impulso, respectivamente. Estas 16

cantidades son las correspondientes a las 16 componentes del tensor

de energía-momento de la RE sólo que, en general, no serán ahora

componentes de un tensor.

Por otro lado, si suponemos que:

l __ = O (4.4.2)Saw DETW
entonces (3.1.20) nos dice que:

0 _ (4.4.3)

es decir T o es una magnitud conservada.

Al igual que en la sección precedente, recordamos que las

cantidades (4.4.1a/b) representarán las densidades de energía e

impulso totales sólo si la densidad lagrangiana cx: es la
correspondiente al sistema completo de campos.
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Por último, si nos remitimos al espacio de Minkowsky, donde es

posible definir un campoholónomode tétradas‘eA tal que:

:O
¿fék 7AJ5

podemos hacer:

—r=4,2.s(o)¿Zo
de modoque las cantidades (4.4.lab) resulten:

T\(¿\o,\= BMP“- fáAgz TAB
QAAaPM

con A,B,M: índices lorentzianos.

%ZW: campo de materia en cualquier
representación.

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

que coincide con la definición de tensor de energía-momento dada en
(2.1.5).
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CAPITULO V

ESPACIOS DE RIEMANN

5.1) LA ACCION DE LA MATERIA

En la presente sección analizaremos el comportamiento de la
acción de la materia frente a difeomorfismos establecidos entre

puntos de una variedad riemanniana (conexión afín simétrica y
métrica). El objetivo es estudiar la relación entre el tensor de

energía-momento de la RG y los generadores infinitesimales de

difeomorfismos discutidos en los capítulos III y IV.

En variedades riemannianas, la derivada de Lie (3.1.24/5) de

un campo tensorial cualquiera se puede expresar, en función de la
derivada covariante, como:

p P . .
¿“FMF-n =¿”mquIr-wrwma...vueMamma mts1 n

donde Of: es la derivada covariante definida con los símbolos
Christoffel.

En particular, para el campogravitatorio tendremos:

á€\ ¿(9 P (o (5.1.2)Vpam‘ammwww
teniendo en cuenta la compatibilidad de la conexión afín con la

métrica (ULbgp; - 0), resulta:

1¿gw :Vuivlvvgk (5.1.3)
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Para un campoescalar ó para uno espinorial, la derivada de Lie se

expresará como:

¿(e =EP3PCP (5.1.4)
Aplicaremos ahora (3.1.20) para el caso en el que:

4 b

w - Wm[.1fza{WM-já m dx.

Supondremos que esta acción describe un conjunto de los campos de
o x a e t a o A

materia ‘f’a. en 1nteracc1on mutua y con la graVitaCion y que no
incluye a la acción libre del campo gravitatorio. Entonces, a
ecuaciones de camposatisfechas, se cumplirá que:

" S
o Wan z o __WW‘ 1: O (5.1.5)

g L‘Pad 8 gym)
donde el símbolo f 0 debe ser entendido como:

"no necesariamente igual a cero"

Reemplazandoahora en (3.1.20) la (3.1.21) y teniendo en cuenta las

(5.1.1)-(5.1.4), hallamos que:
, .. 6

DW :ÍL'fi ¿mmm V9T(e)]ct‘x__8 wn (a ¿guvV11

:flí 533m9!“TV9I Ï‘f:*lüvuív-Ïmfemü&(5,1,5)E

VAFQ'63m fi Maq): basa”

donde se ha tenido en cuenta la posible dependencia de la densidad

lagrangiana con las derivadas del tensor métrico (debida, por

ejemplo, a los símbolos de Christoffel presentes en la derivación
covariante) y que, en un espacio de Riemann se cumple la siguiente
identidad:

(g V'JV”) = V“) VM14ectoï"
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Si suponemos que Wmes un escalar y que la dependencia con el punto

está dada exclusivamente a través de los campos de materia y del

tensor métrico, resultará, de acuerdo a lo visto en el parágrafo
(2.5), que:

D W = o (5.1.7)

entonces, dado que no existe ninguna restricción para elegir al

campo vectorial ¿_ la cantidad entre corchetes en (5.1.6)

deberá ser nula en cada punto de la variedad. Distribuyendo la

derivación covariante y reemplazando las derivadas de Lie por su
valor dado en (5.1.1), obtenemos:

a.

v—lgw“ 20““ T Uau- L1“ Z5?“ uuf"°)¿fi+F ,
(g 5%“v (á}P:\,uq...
l D‘fmh , 1 g Ii+_ V (5 l ¿w Pr 33i VeaNewrmw... m2* 2 WM...

+ _|_ y 1L p
‘rlá->>owïuyequjfpversu v9 UM_(¿'*'°" +

+ Ve T2:- 0%Eu *' —Ï—EL,“ V9 v». ¿y +­
3 >39 (sw, “¿T ‘GÁagAe

-V (La. ¿edsfl {21.a; ve2‘“: o (5.1.3)
9 1%­

Esta última ecuación es un polinomio en ¿A , VMEP yCLÍ/eEP . Si
es nulo para cualquier valor de 5% y de sus derivadas, deben ser
nulos sus coeficientes, es decir:
coeficientes en ¿(í

_ - bj °‘ e
V ‘(_2__ V {me -j c3 ]=O (5.1.9)J‘á MMLMÏ C ‘M "A



coeficientes en VL¿¿Q; v

É} 5‘3st r9 B) x (5 a". rá
(“L9wpbtu.

+V6[rl__( i Ï)‘u(+.u+2 (5.1.106)á bhe‘PU‘gwí...
v]

L y: q V 3{ 1. V q)"‘Élíwa+...
rá BXCKqTPBE-u Vhïgn- 9 gbxeqï: F :0(5.l.10b)MCU oo.

coeficientes en VeVAÉV

u v\
INA ' ._ ... 2 M.

_| (LJ x f .¿w + l L! \=O (5.1.11a)r9 {ug-n Batan“)
,i fl

_I: (3th tg .¿OG+...+ > ___o (5.1.11b)r% 3901qu
Reemplazando (5.1.11b) en (5.1.10b) se obtiene:

_l 307D“ qup _-_O (5.1.11c)r kk o
g- “Wwe”...

Definiendo ahora al tensor de energía momento [la motivación de
esta denominación será entendida más claramente en la sección

(5.2)] como:

P

TQF’ÉJ ¿JL V ¿€5-0fm6:) (5.1.12)i

reemplazando esta definición en (5.1.10a) y empleando la (5.1.11a)
obtenemos:

— ¡A0
Ï ¿WW —-T (5.1.13)

ásw



Además, a partir de la ecuación (5.1.9), hallamos que:

\7 Tap; o (5.1.14)
Ü

ólequivalentemente:

V ( 2 ¿wm _ o (5.1.15)

Recordando que la (5.1.6), es válida para campos de materia

que cumplen las ecuaciones de campo, si definimos a la acción de la

materia como a un invariante frente a cambios generales de

coordenadas, entonces (5.1.15) es equivalente a las ecuaciones de

campo. Inversamente, para una acción de la materia genérica,

(5.1.15) puede interpretarse comolas condiciones, a ecuaciones de

campo satisfechas, que debem cumplirse para que ella sea un

escalar. Observemos además que, hasta ahora, nada hemos dicho de

la acción gravitatoria. Sin embargo 1a (5.1.15) impone sobre esta

acción una restricción. Efectivamente, dado que la derivada

funcional de la acción total (de los campos libres gravitatorios

(Wg) más la acción Wm) es cero, resulta:

o
Wék’ T“ (5.1.16)2 á

y, de acuerdo a (5.1.14):

\7 2 Éwg 1 O (5.1.17)
A Ï:_ t

‘(á (29309
condición que debe ser tenida en cuenta en el momentode elegir la

acción de los campos libres gravitatorios. Por ejemplo para

Wgtj'd_g Rdéx, esta condición es, naturalmente, satisfecha.



5.2) RELACION ENTRE LA DENSIDAD DE ENERGIA MOMENTO DE LA MATERIA

Y EL TENSOR ENERGIA-MOMENTO EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Las ecuaciones (2.1.8) y (4.1.1a/b/c/) nos muestran que el

vector T“'(¿ ) posee, en variedades métricas genéricas, el mismo

significado (geométrico y físico) que el vector Táïüïv definido en
el espacio de Minkowsky. Efectivamente, a partir de ellos es

posible construir a los generadores infinitesimales de
difeomorfismos en el espacio-tiempo plano y curvo respectivamente.

Recordandola interpretación física que, en ciertas condiciones,
poseen estos generadores, podemos ver que ambas magnitudes

vectoriales podrán representar, además, a la densidad de

energía-impulso del sistema físico. Por otro lado, en (5.1.12)

hemosencontrado al tensor T”° , al cual es posible interpretar

comola versión covariante del T2: Nos preguntamos entonces si,
en variedades riemannianas, existe algún vínculo entre esta última

magnitud y el generador infinitesimal [P [ á ,25 ] definido en

(4.1.1a). Para responder volvamos a la expresión del generador

infinitesimal dada en (3.1.20) y apliquémosla al caso en el que la

densidad lagrangiana sea la correspondiente a los camposde materia

en interacción con el campo gravitatorio ( 5< I-¿i m). En este

caso, el índice "d " tomará valores para el campogravitatorio gk‘v

y de materia K€;:Prno (si el campo fuese espinorial, su
comportamiento frente a difeomorfismos es el mismo que el de un

campoescalar):

k d__ wn 5.2.1
P0 _íá“\’.)L€p‘opf..-S ( )
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Entonces 1a (3.1.20) quedará expresada como:

— Df,” .4 e

[PmLE’25]2] ( í “¿Jaumj ¿Íañw—jme Más (5.2.2)
'23 LP»\I”,,".._ aboga.“

reemplazando la derivada de Lie por sus expresiones dadas en

(5.1.1) y (5.1.3), vemosque:

PMC6.75] =I í m¿Paganinf La fvoc'jhbvflgr:
25 >¿9wpvl‘a‘vh éEk‘kélïnví‘l’...

B+2311 m2,-ïwe ]cLíQ (5.2.3)
3396“)

Pero si Wmes invariante frente a difeomorfismos, podemos aplicar

las igualdades (5.1.11), y obtener:
rm 18 wEn. LQ{336,,,+"'*'7—L :0 (5.2.4)

33.3%)“ Bbe Sunnv ar
Reemplazandoesta última expresión en (5.2.3) hallamos:

Ü)[2, 25]:J Tun) ¿{a zí (¿Epvpïrcïmíehíuazm
“M nz; ’25 )beup:

donde bL-Anfr,.,
entonces, recordando (5.1.12):

: Thváv(rs-’- (5.2.6)
lo cual no hace más que confirmar que, para el escalar Wm, se

cumple que DEWm- 0. Efectivamente, si en (5.1.6) reemplazamos
(5.1.13) y expresamos a TÜ(E,) por su expresión dada en (5.2.6),

vemos que:

Dewwí [-‘—TW; amp» veuwamgd‘x.VA‘.

: fí'Tuovugn) *Vg( T ev¿v\]{-á CLI'JC
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recordando que, debido a (5.1.14) VeTeo - 0, resulta:

ÏDE‘VJNM :<D

Volviendo ahora a la (5.2.6), encontramos que, en variedades

riemannianas, el generador infinitesimal se puede expresar como:

PCE.Z¿]= jSTWQV ¿SLL (5.2.7)
"“ z

con ds“ -=r9 dÉH

Entonces las expresiones (4.1.1b) para la energía y (4.1.lc)
para el impulso [teniendo en cuenta la (4.1.3)], se podrán escribir
como:

EM = [KL-{.25}: stTwáv ¿5m (5.2.8a)

p _ F) 5 MD
m - UMÍEJJ :J v ¿To ¿L5H “¿am

Zé»

donde ahora: z'5 : es una hipersuperficie espacial
S

¿,v- o V v e Tx
5

E T (x) g, Tx

THQ-¿(33M VVCQQM_j (¿99)m Maaam
Estas dos últimas ecuaciones representan la energía y el impulso de

los campos de materia para observadores de cuadrivelocidad ¿:(x)

que a un cierto tiempo yacen sobre la hipersuperficie espacial zS
Entonces:

MN) A“)

T ¿v A T ¿TD (5.2.9)

se interpretan comola densidad de energía y momentode la materia,

respectivamente, del tri-volumen dSAL. En particular, si el campo
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es unitario, podremoshacer:
/\ A A A

: e 2 Ï QT e .8 :
E, o T A e “¡Mb (5.2.10)

T- 1,2,3 A,B- 0,1,2,3

de modo que las densidades de energía momento:

M.9 N
T e“: T A (5.2.11)

definan a las "componentes" del cuadrimpulso como:

¡Á z FUGAfis] :ÍQST: ¿su (5.2.12)
La palabra componentes ha sido entrecomillada puesto que en este

caso no se le debe asignar el significado que habitualmente se le

otorga en álgebra vectorial. Recordemos que los funcionales

Ü) (a. ,Z5 ] (A- 0,1,2,3), a partir de los cuales se definen las
cantidades (5.2.12), al ser cantidades globales definidas sobre
ZE’, no son componentes de un cuadrivector [ver sección (4.3)].

Notemos además que, debido a la constancia de 3;.36- 7k5 sobre Zs‘,
resulta:

_Í THE" _ PB (5.2.13)
a ' 7bAcLsu -7BA{25

Destacamos que la energía Emdefinida en (5.2.8) y el Po dado en

(5.2.12) (para A-O) no son, en general, iguales. Esto se debe a

que resultan ser magnitudes canónicamente conjugadas de distintas

definiciones de tiempo [ver sección (4.3)]. observamos

finalmente que, si bien es cierto que la acción de la materia debe

cumplir con que D Wm-0, no debe inferirse de ello que la

energía-impulso de la materia deba necesariamente conservarse.

Efectivamente, en (5.1.6) es posible comprobar que D Wmno depende

sólo de la variación del generador Ü) , sino que también de la

derivada funcional de Wmrespecto del tensor métrico. En realidad



92

esta conservación se cumpleen condiciones bastante restrictivas

que sólo se verifican desde ciertos sistemas de referencia
particulares. Este tema será tratado con detalle el la sección
(5.5).

5.3) INCLUSION DE LA ACCION GRAVITATORIA

En el parágrafo (5.2) hemos hallado una. expresión para la

densidad de energía de los campos de materia, la cual se vincula

con la expresión covariante del tensor de energía momentode la RG.

Ahora bien, si contáramos sólo con este tensor no tendríamos modo

de calcular la densidad de energía del campo gravitatorio o del

sistema completo gravedad + materia. En este punto nuestro método

de trabajo puede brindarnos elementos para comprender mejor el

problema de cómodefinir a la energía gravitatoria. Consideremos,

para ello a la acción del sistema completo, constituida por la suma

de la acción de 1a materia y la gravitatoria:

con w.r - IJT ¿hoc, ¿(1- :densidad lagrangiana total

Wg- J jgd‘x , :densidadlagrangianagravitatoria
Wm-Í ¿fm ¿Lx , (Á“M :densidad lagrangiana de 1a materia

Aplicando ahora (3.1.20) a wT , teniendo en cuenta que:

¿WT =
5am

y expresando las derivadas en función de las derivadas covariantes
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se obtiene:

Din: [V9 fQÏ+yLÍEfiW-ÏT¿°)]JZ¿dBC(5.3.1)
á 36403€ 33-3“;

Reemplazando la derivada de Lie de los campos de materia por su

expresión dada en (5.1.1) y desdoblando 5í1_=JÉ34.¿ÍN“ , se halla
que: ['- M

DíWT= o [l ¿UvCP“1. (sumlwdogamCPUV“LM)+
e rá 33M"; 37569:

* 2M” v_¿g+2¿¡_a v..¿\,—j..e°_:{áe°n
2Da°3“v :Dbofiuo

En el término entre corchetes del integrando, los coeficientes en

'Vu'¿ v que dependen de ¿11M se cancelan por las (5.1.11).
Además1a sumade los coeficientes en ¿Ïe, constituye el T“°,

quedando:

5)sz rd‘xv Te ¿Perl 45" J .5! °]¿ g avg E (5.3.2)J gí P a>
cuyo integrando(bajo divergencia):

J&__ 7-6 e : TIG E(°+ L (iEfiL. ¿É u ..ï e

r9 ( 3 p rá “es” año 36) (5.3.3)

nos permite escribir al generador infinitesimal como:

- l a
LPL Efiwj :í T (E) (Las (5.3.4)

Q'S

Procediendo, entonces, de acuerdo a las prescripciones indicadas en

el Capítulo IV, a partir de (5.3.3) y (5.3.4) podremosdefinir a 1a
densidad de energía-impulso del sistema completo gravedad-materia.

Si la densidad lagrangiana gravitatoria no es una densidad escalar
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[véase [10], cap.XI, secc.93 y secc.(3.1), apartado ii), de la
presente tesis], la acción total tampocolo será. Entonces, su
variación frente al difeomorfismo generado por ¿L no resultará

trivialmente nula, pudiendo ocurrir que:

De WTto (5.3.5)
En este caso, si ¿L(x) representa el campo de velocidades de un

conjunto de observadores, la energía definida a partir de (5.3.4)
no resultará una magnitud conservada.

5.4) ENERGIA E IMPULSO DEL CAMPO GRAVITATORIO

En ausencia de campos materiales la (5.3.3) se reduce a:

Te(2\—e T: m =(+51 ¿geo-13?) (“'1’
E ba (¿una

expresión que puede ser considerada como 1a densidad de energía

gravitatoria medida por un observador de cuadrivelocidad ¿í (o de

impulso gravitatorio en el caso en el que 8 sea! ortogonal a 1a
cuadrivelocidad del observador). Entonces podemosdefinir a la

energía-impulso gravitatorio como:

P: [Praza] = {F2 TÍCQ}¿Se (5.4.13)
G) 25

Empleando como ¿{a a aquel que se obtiene de extraer una
divergencia a FG R [ver sección (3.1) apartado ii)]:

¿{g “1?; ¿PC-¿’FP:P€:-f;k {7d ):;ÍRG (5.4.1b)6' a H

obtenemos:

__ÏEÉfiju)‘ Qgíe)e _ 3

TG(Ü'<N98W (5.4.2)
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Ahora bien, como sabemos de RG, el campo gravitatorio se puede

anular localmente para ciertos sistemas de referencia. Entonces,
para tales observadores, la energía gravitatoria debe, localmente,
anularse. A los efectos de comprobarsi nuestros resultados están
de acuerdo con esta afirmación, calcularemos la densidad de energía

(5.4.2) en el sistema de referencia libremente gravitante.
Recordemos, para ello, que en este sistema de referencia es posible

anular, en un punto x- XOde la variedad, a la conexión afín:

,3 ___o (5.4.3)
"4

Además, dada la metricidad de la conexión, tendremos también que:

(5.4.4)
VM“, =I> a (¡93:0pfiuv

Entonces, de acuerdo a estas dos últimas ecuaciones, resulta:

Rc, (XO): o (5.4.5)
BAG su“

Reemplazandofinalmente (5.4.3) y (5.4.5) en (5.4.2), se obtiene:

9 - (5.4.6)
_Tfib (Í) CX“ = o

que nos dice que la densidad de energía-impulso del campo

gravitatorio, medida por observadores libremente gravitantes es,
comodebe ocurrir, nula.

5.5) PROPIEDADES DE CONSERVACION DE LA DENSIDAD DE ENERGIA-MOMENTO

TOTAL EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

A lo largo de esta última sección discutiremos algunas propiedades
que pueden deducirse a partir de las definiciones obtenidas para 1a
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energía-impulso de los camposde materia y gravitación [(S.2.8) y

(5.4.1a)]. En particular, debido a sus posteriores aplicaciones en
la Teorías de Campos Semiclásicas, nos interesará estudiar las
condiciones que deben cumplirse para que la cantidad Hi“ resulte

una magnitud conservada en forma independiente de IE; Nos
interesará también analizar aquellas situaciones en las que, si
bien no puede hablarse de una conservación de la cantidad global

Gx“ , se conserva, sin embargo, la densidad de energía-impulso.
Comoveremos, esta propiedad se asocia a sistemas de referencia

libremente gravitantes. Prestaremos a este último punto especial

atención debido a que (ver capítulos VI y VII) existe una gran

analogía entre las variedades riemannianas y aquellas que tienen

torsión, en lo que respecta a las condiciones que deben cumplirse

para que la densidad de energía total del sistema sea una magnitud

conservada. Esta analogía será posteriormente empleada para

encarar el problema de cuál debe ser la trayectoria de una

partícula libremente gravitante en teorías con torsión.

A continuación mostraremos que las propiedades de conservación

arriba mencionadas, se pueden vincular a los siguientes sistemas de
referencia:

a) SISTEMA DE REFERENCIA DE KILLING

En los casos en los que 1a variedad admita vector de Killing

temporal:

álk fit“) t Vukv'k UvK“ :0 (5.5.1)

K.K- K K“< 0
A

podemos suponer que el campo vectorial KArepresenta al vector

tangente de un conjunto de trayectorias de observadores, al cual
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denominaremos sistema de referencia de Killing (ó fluido de

Killing). Observemos que en el caso en el que:

u.
KuK :O =l> KVVAKU=° (5.5.2)

al multipliCar(5.5.1) por K hallamos:

0 ..k Vvkk-o (5.5.3)

resultando un campo geodésico.

Considerando ahora a la densidad de energía de de los campos

de materia para este sistema de referencia, la cual,
(5.2.9), es:

de acuerdo a

LH)
T Kv (5.5.4)

y calculando su divergencia covariante obtenemos:

‘ W T““U\<-‘T“°(v vk -o (555)VM(T kv\: u V‘í uKu*yM\’ "

donde hemos usado que:

VM'U“)- o TW: TM

1k (¿un = Vukxfi' vv ku = o

Teniendo en cuenta que (5.5.5) es válida en cualquier punto del

espacio, entonces:

jFÏVM(-\-MVK\,\LL‘X:PmEKI‘ZÍI"ÚÏMEK¡2Ï]=O (5.5.6)
V

donde z; es una hipersuperficie tridimensional espacial
a a

ortogonal al campo Kv(X) , 3Vli : 7 + k)? ­

Dadoque el recinto de integración V‘en (5.5.6) es arbitrario, esta
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ecuación nos dice que:

[Pm [Kirsz = cte. (5.5.7)

es decir,1a energía de los campos de materia, medida en el sistema

de referencia de Killing, es una magnitud conservada. Notamos

además que esta magnitud se conserva independientemente de Ga;

Como veremos en el Capítulo VII, sección (7.1), estos últimos

resultados nos permitirán entender porqué el vació que se obtiene
minimizando a la cantidad:

H r (73 T’} des“
llamado vacío de Killing, resulta totalmente satisfactorio [ver
Capítulo VII, sección (7.1)]. Si consideramos ahora a 1a densidad

de energía gravitatoria definida en (5.4.2), referida ahora a1
cam o -K(x), y tomamos su diver encia covariante obtenemos:P 9

A e

*jflb ikSUV)+UB(L%ke):rl60(aj?bjk%“v)*kái&:
g BBÜ‘ÁUO ná 2 ibas“) . á

._ ‘ ¿jes 38¿i¿\mo‘_kaa Job
Pg 2DBBa v k”” e q} (5.5.8)

puesto que por (5.5.1) ¿iauo - 0 y Vo Kg - 0

Recordando que cikfluo- 0 globalmente, resulta:

' - (5.5.9)
¿e 03K f3“) - O

teniendo en cuenta, además, que:

)áo 3m)+L (áïXB/JBO¿3” = okeágjqb;¿OL@:%_(105
rá r8 >5m> ‘75 “P3” r9:

con: KeáB-ïbo derivación en 1a dirección temporal del sistema
de referencia de Killing
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donde hemos conmutado la derivación bohf, y empleado 1a propiedad:

ikngo :D 2° (¿Mvzo (5.5.10)
Reemplazandoestos resultados en (5.5.8), se obtiene finalmente

que:

e
Va T G (k\ : O (5.5.11)

Teniendo en cuenta que esta última ecuación es válida en cualquier

punto del espacio, concluímos que, para observadores de Killing, se

pueden definir la energía gravitatoria [E% y de materia Ei“
comomagnitudes conservadas en forma independiente una de la otra.

b) SISTEMA DE REFERENCIA DE KILLING CONFORME

Si la variedad admite vector de Killing conforme:

- . (5.5.12)
1K ju“) :Vukv*vukv:2¿JM‘-’ ÁCR

y, además 1a teoría es invariante conforme, entonces:

-— ev e\> _
VB(T («A _ T Vekv _

; TBVQB xq,+ vvkcfl z

ll
(\) v

¿T9 (á :¿T v:0(5.5.13)

puesto que paara teorías con invarianza conforme se cumple que (ver

(121 página 173):

í‘“v —O (5544)

entonces, 1a (5.5.13) nos dice que nuevamente es aplicable la
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(5.5.6), de donde:

[PPM[k “¿5] = cte. (5.5.15)

Kim: Campo de Killing conforme

2-5: Hipersuperficie ortogonal al campoK(x)

0 sea, para observadores de Killing conforme, a1 igual que para los

observadores de Killing, la energía de los campos de materia es una

magnitud conservada independientemente de la energía gravitatoria.

Pero, a diferencia del caso anterior, esta última energía no es una
magnitud que, en general, deba conservarse. Esto se debe a que, al

valer ahora la ecuación (5.5.12) en lugar de la (5.5.1), no resulta

posible posible obtener el resultado (5.5.11).

Faltaría aún definir el impulso medido por observadores de

Killing ó de Killing conforme y estudiar sus propiedades de

conservación. Estas últimas estarán condicionadas por las
propiedades geométricas de los posibles campos ortogonales a sus

cuadrivelocidades K(X). Una manera de definir el impulso es a

partir de (4.1.2), mediante ternas de versores ortogonales entre sí
y ortogonales a K(x) en cada puntro de 25 . Postergaremos la
discusión de este tema a la sección (6.6) donde se estudian las

propiedades generales de conservación de la densidad de

energía-impulso de la materia para cualquier variedad y en
distintos sistemas de referencia.

C)SISTEMA DE REFERENCIA LIBREMENTE GRAVITANTE (en RG)

De acuerdo al Apéndice I, en una variedad riemanniana, siempre es

posible establecer un sistema local de referencia de versores
ortogonales y unitarios (tétrada) para los cuales 1a conexión afín
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se anula en un punto "Ko", cumpliéndose, además, que:

A
ek

Á} aaquO J j’x Üu°(xo\:o (5.5.16)
QA

0 o

con é“ .é‘rb -7Mb o A- 0,1,2,3
A este sistema de referencia de versores EA se lo denomina sistema

de referencia libremente gravitante, el cual, debido a (5.5.16)
resulta holónomo en el punto "Xo" (ver Apéndice II). Si

consideramos ahora a la definición de densidad de energía-impulso

de los campos de materia dada en (5.2.9) y tomamos su divergencia

covariante, obtenemos:
LA — “okaT“”¿v\:T “vuzvzslr (vutwvvzgs

‘ Iu\) ,

i T of; (am) (5.5.17)

donde se ha hecho uso de la (5.1.14), de las propiedades de

simetría de T W y del resultado (5.1.3).

Ahora bien, de acuerdo a lo discutido en la sección (5.2),

T "v¿b representará a la densidad de energía-impolso de los campos
de materia, medida por observadores cuyas trayectorias coinciden
localmente con ¿ï(X) [ver sección (4.2)]. La noción local de

espacio para estos observadores la constituirá el elemento de
tri-volumen ortogonal a ¿L(X). Si definimos al campo E:(x) de modo

a (x3 ; 'e‘ooq
o es temporal y unitario, podemos hacer

que localmente:
OA

y recordamos que e
0

coincidir en el punto XOal versor 3C,(xo) con el vector tangente a

la trayectoria de un observador libremente gravitante. Los
0

versores de la tétrada ‘SA‘(XO) con índice A-1,2,3 generarán el

espacio para este observador (conjunto de eventos simpultáneos) y

el versor de índice A- 0 representará 1a dirección temporal. En
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estas condiciones las ecuaciones (5.5.16/17) nos dicen que:

o
m) o _ , “ _ (5.5.18)

VM(T eN) \ (X°\ ’ ¿T ¿(:3 am) (xo\ " oA

igualdad que, a diferencia de los casos de Killing y Killing

conforme, no vale para todos los puntos "x" de la variedad sino

sólo en x-XO. Si bien es cierto que el cálculo se puede repetir

para cualquier X'- Xo, ocurre que el conjunto de sistemas locales
O

de referencia e; libremente graVitantes en los que se cumple
O

(5.5.18) no define, necesariamente, un campocontinuo/eg‘ (X).
Para que esto ocurra las propiedades (5.5.16) deberían ser
globales, cosa que, en general, no es cierta.

Consideraremos ahora a la cantidad:
e 2TG(eA3

que representa, de acuerdo a lo visto en la sección (5.4), a la

densidad de energía-impulso del campogravitatorio, medida en el

sistema de referencia libremente gravitante. Como sabemos, esta

cantidad puede anularsde en un punto de la variedad. Calcularemos

ahora su divergencia covariante. De acuerdo a la definición
(5.4.2) ésta es:

.2 - l A Je ' .2

Ve (TGGCCA3 ) (Xo\= VbLE bg 2; já fluv]-39(¿;(°)€:-jesO un) A fi

_‘ 39(3‘195 \jrgt¿no+_ ¿{HM
(g 3 segun) GA rá. 3 bafiuü

á XQ ‘ LA)

_%(?a:(o) 6A á Xara ¿“o (5.5.19)

É?“­
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donde hemos usado que:

VALVH;l ¿“(Vurfib VA: vector cualquieraná
VA.tu = “1 ¿W fi. 3*“)

Si recordamos las condiciones (5.5.16), 1a expresión anterior se
reduce a:

Vg(Tce(áA\)(Xo\=lÉ ¿signo-gzáeo/or <5-5-20)
rá ¿defino QA

Pero, en el sistema de referencia libremente gravitante, se cumplen
las (5.4.3/4), por lo tanto:

PF'

A¿loco(X°\; L (Qïc:-f}:)1;d) :0 (5.5.21a)
c.)Beáuo A 33"“)

. " r a }

ae(% “¿kgí <{2"GÍ- PPC (xo)=o(5.5.2113)
luego:

Ve (T 96(¿1/¡“(Xdz O (5.5.22)
o

igualdad que, nuevamente, para un cierto campo local ÉD\(X), vale
sólo en x-xO.

Podemos, entonces, resumir las propiedades del sistema de

referencia libremente gravitante del siguiente modo:

i) La densidad de energía-impulso del campo gravitatorio puede

anularse en un punto [ecuación (5.4.6)].

ii) La densidad de energía-impulso de los campos gravitatorio y de

materia cumplen con el principio "local" de conservación expresado
en las ecuaciones (5.5.18) y (5.5.22).
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iii) La conservacion de ambas densidades se produce en forma

independiente.

El concepto de conservación local empleado en ii) puede entenderse

más claramente si recordamos que, por definición de divergencia:

V (9 TW“); LW ¿Í :9“) día (5.5.23)
|

a; _, v
3' V O ¿V q;

T°(a)- T2 (e) + T°°¿.Fá_
V : escalar de volumen cuadridimensional

6V : frontera de V
d K

.¿ P’dSe. e dxddx hdxx
Especializando (5.5.23) en ¿,- 3A y suponiendo que "Xo"¿; V vemos

que, de acuerdo a (5.5.18) y (5.5.22), resulta:

LM L Ï(ÉA\¿59W\ : o (5.5.24)
V-'° V sv r9

Recordando que (Fí' Í‘T‘9(áA) representa al cuadrimpulso del

sistema por unidad de volumen tridimensional dse [ecuación
(4.2.4)], la (5.5.24) nos dice que el flujo total de momento a

través de una hipersuperficie cerrada que contiene al punto "Xo"
donde la conexión afín se anula, medido en un sistema de referencia

libremente gravitante, puede considerarse nulo, con tal de tomar

a)! lo suficientemente pequeña (acerca de este principio local de
conservación ver también [11] capítulo 3, pag.62).

Recordemos que, en este sistema de referencia, se cumple,

además, la siguiente propiedad:

8 _ (D (5.5.25)TQ (xo)­
de donde se desprende que la densidad de energía-impulso localmente
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conservada es sólo la de la materia. Observemos que para la

obtención de este principio de conservación local han concurrido
dos factores, a saber:

1) El sistema donde se mide la energía-impulso es libremente

gravitante.

2) Para cualquie campo de materia contenido en Wmse cumple que:

LN“ :O (5.5.26)
á q) ‘MDs

condición, esta última, necesaria para la obtención de [ver
(5.1.14)]:

V TJ*° = C) (5.5.27)

propiedad que ha sido usada para llegar a los resultados expresados

en (5.5.18), (5.5.22) y, en consecuencia, a (5.5.24).

Ahora podemosentender más claramente el significado físico de

(5.5.27). Si tenemos en cuenta que T"° no es la densidad de

energía-impulso, puesto que ella viene representada por T"v¿9 , la
conservación del T*“) no puede representar una conservación de esta

magnitud. En realidad, esta propiedad es la condición necesaria

para que al menos exista un sistema de referencia (5A ) respecto

del cual, localmente, la energía-impulso del sistema resulte
conservada.

Por otro lado, si no se cumple la condición 1), entonces, la

(5.5.16) tampoco será, en general, válida. Luego el teorema de

conservación local (5.5.24) no se cumplirá. La no observancia de
este teorema se interpreta entonces comoque, en un sistema de

referencia no-libremente gravitante (acelerado), aparecen fuerzas
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inerciales que perturban la conservación de la energía e impulso

"genuinos". De acuerdo a (5.5.17) y a (5.5.23) el flujo de

cuadrimpulso de las fuerzas inerciales por unidad de volumen

(¿W , es:

Á” 2 ¿(“No j-A jano (5.5.28)
QA

A I 4 I o
eA : versores de un Sistema generico de referenCia

para la materia y, el segundo miembro de 1a ecuación (5.5.19) para

la gravitación.

Por último, si recordamos que, desde el sistema de referencia

libremente gravitante se cumplenlas condiciones (5.4.3), (5.4.4) y
(5.4.6), entonces, la densidad total de energía-momento se
escribirá como:

Ou M-e gj m e
1 \ (¿3:1’ ¿uféh‘ nf ocha-jmg) (5.5.29)r5 3 m.

que, expresado en el sitema de referencia de la tétrada libremente

gravitante, queda como:

__A¡ 3. :Bcí a vn cf ¿SAl (95\= M ¿“Pa - ,M o) (5.5.30)

Puesto que en este sistema, la conexión de Cartan se anula y

r; - 1. La expresión (5.5.30) resulta, en este caso, idéntica al
tensor de enrgía momentode RE [ver (2.1.5)].

Destacamos, comoconclusión del presente capítulo, la utilidad
de nuestro formalismo para plantear con claridad las propiedades de

conservación de la energía y el impulso (incluyendo a la

energia-impulso del campo gravitatorio) en el marco de 1a RG. Como

veremos, estas últimas, aplicadas por ejemplo al caso del fluido de
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Killing (conforme ó no), permitirán entender mejor ciertos proceso
cuánticos que involucran al campogravitatorio (ver Capítulo VII).
Asimismo, la discusión realizada acerca de observadores libremente

gravitantes en RGnos será de gran importancia en el siguiente

capítulo, donde encararemos el problema análogo en teorías con
torsión.
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CAPITULO VI

ESPACIOS METRICOS CON TORSION

6.1) ALGUNOS ANTECEDENTES

La Teoría de la Relatividad General (RG) se formula en una

variedad cuadridimensional V q riemanniana. En ella los

transportes paralelelos se definen por medio de una conexión afín

[Lp simétrica y métrica:

0 P (’

5m; FV ' las o VPÏ)““’ = o (6.1.1)p.

donde hemos definido a accomo la torsión (la cual en este caso

resulta nula) y VP es la derivación covariante definida con la
conexión A: . En esta variedad siempre será posible elegir un
sistema de referencia particular que, en un punto cualquiera

XoEV4 , tenga la propiedad (ver Apéndice I):

p
°\:o q _:" (6.1.2)Gym) kpu {pr

Estas últimas ecuaciones, supuestas válidas para cualquier acople
con materia, conducen al principio de equivalencia fuerte. Las

condiciones (6.1.1) implican, además, que la conexión afín sea

función del tensor métrico y de sus derivadas [13]:

' O

WP (7 ' (“H ( ( (6.1.3)
l zi )3 Nik-0.01.3991“-ÁM’IP)f)!»

donde ía 1 es la llamada conexión de Christoffel.U\)
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con lo que la geometría de V‘1 queda determinada si se conoce al

tensor métrico en cada punto del espacio. Esto último conduce a

que el número de grados de libertad que ofrecen estas variedades

sea menor que el permitido por una variedad que posea una conexión

afín genérica. Conel objetivo de evitar esta limitación, muchos
han sido los intentos por introducir modificaciones a la estructura
riemaniana de la variedad. Como dato de valor histórico

mencionamos, por ejemplo, que Weyl en 1922 (ver [15]) propone una

teoría unificada del campogravitatorio y electromagnético a partir
de la introducción de una conexión afín simétrica que difiere de la

de Christoffel en un término aditivo (por cometarios y críticas a
esta teoría ver, por ejemplo, [16]). Pero de todas las

alternativas que se han planteado, las que más nos van a interesar

son aquellas que permiten que la conexión afín posea torsión. Como

veremos más adelante, la atención que le prestaremos a esta

magnitud se debe al importante papel que ella juega en las teorías

cuánticas gravitatorias. De no exigir, entonces, que la conexión

afín sea necesariamente simétrica la (6.1.3) ya no será cierta.

Con ello la geometría adquiere más grados de libertad que en el

caso riemanniano. Trabajando en este sentido Sciama [17] admite

una conexión con torsión, vinculando a esta magnitud con el espin

de la materia. Propone que, aún en el espacio-tiempo curvo, las

partículas elementales deben obedecer, al menos localmente, a la

Mecánica Cuántica (MQ) y a la RE. Entonces, tal como ocurre en

esta última teoría, todas las partículas se clasificarán por medio

de representaciones unitarias del grupo de Poincaré y deben

etiquetarse con los autovalores masa y espín. El primero

corresponde a la parte traslacional del grupo y el segundo a la
rotacional. La densidad espacio-temporal de masa-energía y espín

MQse vinculan con los tensores de energía-momento T y momento
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angular M‘orp comocorrientes conservadas frente a traslaciones y
transformaciones de Lorentz locales del Lagrangiano de la teoría.

Entonces, de acuerdo con esta formulación, ambas magnitudes

resultan necesarias para una descripción dinámica completa del

problema.

En el límite macroscópico, 1a energía-momento contribuye con

valor no nulo debido a su carácter monopolar. El espín, debido a

su caracter dipolar, generalmente se lo promedia a cero. Debido a

ello la dinámica del problema macroscópico se considera

suficientemente bien descripta conociendo sólo a1 tensor de
energía-momento de la materia. Como sabemos, este tensor se
vincula con la métrica de la variedad mediante:

_ 2 Í‘Wrm = T“) (6.1.4)

É} 595w

Wm-acción de 1a materia

Desde este punto de vista, la introducción de una conexión afín sin

torsión (dependiente sólo del tensor métrico) se justifica, pues no

es necesario agregar más grados de libertad a la teoría que los que
otorga la métrica para tener una caracterización completa de la

dinámica del problema.

Ahora bien , si nos interesan problemas en los que el espín no

necesariamente se promedia a cero, necesitaremos también poseer

como dato el Mv€77f 0 que representa a esta magnitud. En [18] se
muestra que, de exigir invarianza local del lagrangiano de materia

frente al grupo de Poincaré, no sólo debe cumplirse (6.1.4), sino
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que además:

L _ More:.1 ü“ hoc-Y) (6.1.5)
{g 5 kv‘e" r3 35W”

con: Y” : campo de materia

hvf : generador infinitesimal del grupo de Lorentz en la

representación correspondiente a %’
v‘ o u ' 0' ..

KC? - 1/2(Srp +S ,50 -Sp. y ) :contor51on

De este modo la torsión (6 la contorsión) es una magnitud que da

cuenta del espín de la materia que no se ha promediado a cero. Su

introducción resulta, pues, necesaria.

La expresión (6.1.5) nos muestra además que las ecuaciones de
. . . . . o

campo correspondientes a 1a variable dinamica Kv.p nos

permirtirán calcular la evolución del tensor Mvc’o
Efectivamente, considerando a la acción total del sistema:

VJ1-;‘VJÉ& +‘Vdnm (6.1.6)

con Wg: la acción gravitatoria

obtenemos:

G
5311 :o :l> ¿31% =-/V\\, P (6.1.7)

9
S KW." ¿Km

La evolución dinámica del tensor densidad de espín de la materia

dependerá, entonces, de la elección que se haga para 1a acción del

campo gravitatorio Wg.
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La acción gravitatoria de la teoría de

Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK)corresponde a la extensión más

natural que puede hacerse de 1a RGa una teoría con torsión. Sus

ecuaciones de campose deducen a partir de un lagrangiano lineal en

el escalar de curvatura en el que la conexión afín, ahora, admite

torsión (ver, por ejemplo, [14]). Comoconsecuencia de ello la

torsión no se propaga, quedando limitada a aquellas zonas del

espacio-tiempo donde la densidad de espin de la materia no es nula.

Esto se debe a que el escalar de curvatura puede escribirse comola
suma del escalar de curvatura de los símbolos de Christoffel más

términos cuadráticos en torsión y una divergencia total (el cálculo
puede hacerse a partir de las expresiones de la conexión afín y del

tensor de curvatura dados en [9], cap.III, secc.3 y 4). El

lagrangiano gravitatorio de ECSKresultará entonces (a menosde una

divergencia):

'_ _ p_ {90‘ d K 0‘

ii) z vá Pl Lno] 2‘33 LlpïHHï'SzNg +

43(5)»? p’2S“‘I(Ï’ V'
P a ­

-Aspg S ,Ï¿() (GJ.M

La ecuación de campo (6.1.7) nos dice, entonces, que la densidad de

espín de la materia es una función algebraica y lineal de la
torsión. Esta última estará presente tan sólo en zonas del espacio

donde Mgafo f 0. En aquellos problemas donde la densidad de espín
sea considerada despreciable, la teoría de ECSKno se distingue de

la RG. En particular en el vacío se cumple que:

Sms“ =_AAf“°; o (64.”
SKMÑV

y, por (6.1.7/8/9), la torsión es nula. Entonces la teoría de ECSK
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y RG, en ausencia de materia, resultan idénticas.

Aún podemos agregar que, dado el lagrangiano libre de los

camposgravitatorios de esta teoría, si la materia se acopla con la
(a

geometría (9,,v , Iii“ ) mediante un acople mínimo:

f
5,,_—-> A“ + [L v (6.1.10)

la acción completa de los camposgravitatorios (6.1.8) más la de la

materia será una función cuadrática de la conexión que incluirá sus

derivadas sólo a través de una divergencia. Por consiguiente,
tomando como variable dinámica a la conexión (formalismo de

Palatini), la ecuación de campocorrespondiente:

éjfiLI_ : ÉÏÉL3_ + .ÉLÏÉZL : C) (6.1.11)

5 WMV 6 FM“ 5 ¡10‘

resultará, debido a (6.1.8) y a (6.1.10), una ecuación lineal y
algebraica en la conexión que permitirá, en principio, ponerla en

función de las restantes variables dinámicas (campogravitatorio y
de materia).

Finalmente, de las teorías que se formulan en variedades que

admiten torsión nos interesará discutir ahora a la Supergravedad
N-l. En esta teoría, comoveremos, la aparición de la torsión está

vinculada a 1a existencia de un campode espín 3/2:

k/Jl
(I

(‘fl‘

donde:nn es un índice espinorial on- 1,2,3,4) que

corresponde a un espinor de cuatro compo­
nentes.

G es un índice tensorial ordinario.

al cual se lo denominagravitino. A nivel cuántico tanto el tensor
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métrico como el gravitino poseen interpretación de partícula

(gravitón y gravitino). Los cálculos de scattering hechos con esta
teoría producen resultados finitos, al menoshasta los primeros
ordenes de su desarrollo en la constante de Plank [6]. Esto último

constituye un notable adelanto respecto de la RGy ECSK,las cuales

no predicen resultados finitos a estos ordenes de desarrollo (salvo
en el vacío) [19]. Encontramos entonces un poderoso argumento para

introducir torsión en la variedad geométrica donde se formulan las
teorías gravitatorias. Ella constituye ahora una necesidad para la
obtención de resultados cuánticos gravitatorias finitos. Este
argumento se ve reforzado si recordamos que la SG es el límite de

bajas energías de otra teoría (Supercuerdas), cuyos resultados
podrían ser finitos a todo orden del desarrollo en la constante de
Plank [20].

Existen aún otros puntos de interés que marcan, además, una

gran diferencia de SG con ECSK. Si consideramos a1 lagrangiano de

SG [6]:

— An) C ‘.jsc:jHE+ÍRS P
con DP Der¡vac.o'n (ovu'íb‘ñ‘le han. en)"M N2.

‘áHE - ¡“a REP] : el lagrangiano de Hilbert-Einstein.

las -éwpcñggjlbpkï: el lagrangiano de Rarita-Schwinger.
2 -59€ -8"Gc

G : constante de gravitación universal
c : velocidad de la luz

su primer caracterísica sobresaliente es que resulta invariante
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frente a la transformación local (Supersimetria):

r7 z _ _ I) (6.1.13)‘áuv xhbv‘a 57;- “a
á Pirl’al'lf-“ro ¡“‘1M;‘eslw&|
A- 0,1,2,3 : índice vectorial de 1a

representación de Lorentz.
que, al transformar gravitino en gravitón, nos permite
considerarlos como un único campofísico. El campogravitatorio

posee entonces, para la SG, dos tipos de componentes; las

"tradicionales" de espín 2 (gAko) y las de espín 3/2 ( EJ“). O sea
el lagrangiano (6.1.12) es un lagrangiano puramente gravitatorio.

La segunda característica relevante de la SG, que la

diferencia de ECSK, es que la torsión se propaga fuera de la

materia. Aún en ausencia de materia esta magnitud puede estar

presente. Efectivamente, si en (6.1.12) consideramos a la conexión

de Cartan comoun campo independiente (formalismo de Palatini), 1a

ecuación de campo que resulta es:

\_ rgwsc, : OWHE1_ ownc, __.o
Shar“)r SLQMVV Stduvr

donde \L¿vr: es la conexión de Cartan

lo cual implica (ver [6] ,página 208) que:

A _ A _ gel Ï‘ ADue v Bvew __ ¿L3 (¡Uv (6.1.15)2

donde las cantidades eMAson las dadas en (4.1.3) y se ha definido
a la derivación covariante (con la conexión anholónoma) como:

aA _A ADue Vïbut vewA-BCÏ Q
La relación entre esta derivación y la realizada con la conexión
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holónoma, para un vector genérico V, viene dada por:

Dfitv" e‘v VHV (6.1.16)
o0 9

con: VMV :¿“V +ÜGVF

en particular para VA - eAF> la (6.1.14) queda:

o‘A-‘A v- A 611713110-evvká(,-e,fif <..>
reemplazando (6.1.17) en (6.1.15):

\ _.\ A z— AA Pl o.exk.“\,_w\:íwzkfia fi) (6118)
2

esta última ecuacion nos dice, entonces, que la gravitación libre:
a produce torsión no necesariamente nula.V

b) esta torsión es función de una de las componentes del campo

gravitatorio: el gravitino.
La torsión se propagaV

c

Esto último se debe a que, en 1a SG, el gravitino cumple con una

ecuación de campo no algebraica:

r rHVOV .C)wa:o :DC : o

Finalmente observamos que las teorías que, como la de ECSK,

admiten torsión sin ser supersimétricas, pueden ser formuladas como

teorías de gauge del grupo de Poincaré. Esta formulación puede

verse en [21],[22],[23],[24],[25] y [26]. Por otro lado, SGes

presentada comouna teoría de gauge del super-grupo de Poincaré.

Este nuevo grupo se obtiene a partir del de Poincaré agregando
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generadores (QN“), llamados fermiónicos, que cumplen leyes de

anticonmutación (ver [27]):

GfluPO [MAQ’ïMLD] N (58€ MAD SUPER

DE l: PA ¡Mbcl : ¿A5 P - ¿SACpg (oQoPo
Püume DEE p" P5] ‘ o (6.1.20)

¡M PoiucARE.- 4‘ MLQ“,Pal=(3 LQ ,MA63“‘Q
1Q“ -,o”; m PA

En este tratamiento de gauge, el campo compensador total depende

del campo gravitatorio (eVA, yz“) y de la conexión de CartanV

mediante la expresión.

Ab (6.1.21)

6.2) LA ACCION DE LA MATERIA MODIFICADA

En la sección (6.1) vimos que la torsión puede ser incluída

comoun una nueva variable. Esta inclusión puede darse a través de

la conexión afín (ECSK)o, en forma indirecta, mediante otro campo

del cual la torsión resulte función (SG). Entonces, la totalidad

de los campos que deberemos emplear para describir la dinámica del
sistema será:

3 u P

“h =í3wpw (a KW”)¡mms (6.2.1a)
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0 bien:

uPT. 33W). m l. cams (6.2.1b)

con:
, . fi .,

gAAv: tensor metrico SÁAv: tor51on

KMvP:contorsión jïbz gravitino

kaM: campos de materia

El caso (6.2.1a) corresponde a teorías gravitatorias no
supersimétricas y el (6.2.1b) a la Supergravedad. En esta segunda

situación debemos elegir una acción que sea supersimétrica,
requerimiento que no es necesario en la primera.

En todos los casos el campogravitatorio no viene representado

únicamente, como en RG, por el tensor métrico. La acción de la

materia incluirá, por su parte, a los términos cinéticos y de

interacción de los campos de materia, debiéndose considerar al

resto comola acción gravitatoria:

WT :W( ,WM (6.2.3)J

donde:

Wm : es la acción de la materia

Wg - Wg [ gho ;S»¿p] para el caso no supersimétrico.
ó

Wg - Wg [guy ; Yi! ] - wHE + WRS , para la Super­

gravedad.

Respecto del tensor de energía-momento sabemos que, por ejemplo en
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RG, viene dado por:

,
Own — IM) (6.2.4)
<'

UQQ‘)

cuya reclación con la densidad de energía-momento del sistema fue

09]“

discutida en 1a sección (5.2).

Teniendo en cuenta que, ahora, las variables dinámicas

gravitatorias no son sólo las componentesdel tensor métrico, cabe
preguntarse si, en teorías gravitatorias con torsión, es posible
definir al tensor de energía-momento del mismomodoque en (6.2.4),

Esta pregunta adquiere especial importancia en la Supergravedad

puesto que, entre estas variables, existen transformaciones de
simetría [ver (6.1.13)] que convierten unas en otras. No cabe

entonces privilegiar a ninguna de ellas a los efectos de definir la
densidad de energía de la materia. Además, la aparición de la

torsión no permite tomar comoanalogía a la RE, definiendo al T“V

como la versión covariante de TÁÉ). Esto se debe a que la torsión
(si existe) no se anula localmente, haciendo del principio de

equivalencia una herramienta poco útil. Recordemos que no

disponemos de una RE con torsión para aplicarla adecuadamente.

Todo ello parecería indicar que la única manera de establecer

vínculos entre las conocidas definiciones de energía e impulso de
REy las correspondientes a teorías formuladas en variedades con

torsión, es a través de la definición de cuadrimpulso dada en el

Capítulo IV. Para estudiar este problema vamos a definir,
rimeramente, una acción de la materia modificada W'm, ue inclu aP Y
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dependencia con los campos vinculados a la torsión, de modoque:

e \ _ P 6.2.5
WT:WGC3,“]*WmLío-uóYJm¡3»u)Lem] ( )

donde:

wb : es la accion del campo ng , que no incluye los terminos
de interacción con otros campos, a la cual denominaremos

acción libre del campo gho . En el caso de SG esa acción

t.

jm ndx
W'm: es 1a acción de los campos vinculados a la torsión

corresponde a:

(S,*V° 6 ïhr ) y de los campos de materia ( kg“ ) e incluye
a todos los términos de mutua interacción y de interacción

con g

Esta definición se verá justificada posteriormente, puesto que a
partir de ella se podrá obtener una versión muysimple de los

teoremas de conservación. Ello se debe a que, de acuerdo con

(6.2.5), W'mcumplirá con las siguientes ecuaciones de campo:

5M", : LM. t 6M; o ¿Myto (6-2-6)
ó 5M," 5 “fu S tp,“ 53.“)

donde el símbolo f 0 debe ser entendido como:

"no necesariamente igual a cero"

que son las mismas ecuaciones que cumplía la acción de la materia
Wmen el caso riemanniano [ver (5.1.S)].

A los efectos de estudiar el comportamiento de la acción W'm

frente a difeomorfismos, consideremos nuevamente a la ecuación

(3.1.20), suponiendo que:

f5
w wm . LPQz a“) (6.2.7)



121

y tengamos en cuenta que la expresión:
í!

v5VMv“ z 3u(v“rá\ (6.2.8)

con V“ : Componentecurvilínea de un vector cualquiera

i iV : derivada covariante definida con la conexión

de Christoffel dada en (6.1.3)

sigue siendo válida independientemente de la estructura afín de la
variedad. Por otro lado nada impide que, en variedades con

torsión, se expresen las derivadas de Lie de cantidades tensoriales
en función de la derivación covariante definida con los símbolos de

Christoffel. o sea 1a ecuación (5.1.1) puede aún emplearse con
solo sustituir:

í S

V———--—>V (6.2.9)

En particular, la derivada de Lie del tensor métrico resultará:

í! 33

¿í SW = Vu.“ rvv ¿LL (6.2.10)
puesto que por definición la conexión de Christoffel es métrica,
esto es:

1;
a _ 6.2.11Vpaw 'O ( )

Haciendo entonces en (3.1.20) el reemplazo (6.2.7) y empleando las
(6.2.8-11), obtenemos:

DW‘-g%3\N—MQ-g»iv +

g.

G (-3 33042€} a 3593,“)

\ l

JV; -¡ ¿JM ¿Levi 311. mig» -jmgenífifxïóJJZ)

Todos los cálculos realizados en la sección (5.1) pueden ahora ser
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repetidos, encontrándose que el tensor:

3.” í! d ' M

T'“ ¿ik "" Vycpo_ oi"...5v) (6.2.13)
V rá ngkpu“

(que es simétrico puesto que por (5.1.11c) la parte antisimétrica
O

en derivadas de la densidad lagrangiana 31"“ es nula), cumple con:

C ‘ ‘ v_ 2_ : T p (6.2.14)
rá 0 í‘u‘.)

Í j 'u
IV“ T u t o (6.2.15)

Los resultados (6.2.13) a ((6.2.15) justifican la definición de W'm

dada previamente. Con ella se obtiene un tensor de energia-momento

con propiedades análogas a las del caso riemanniano (ver

(5.1.12)——(5.1.14) ). La diferencia es que en ¿(LA no sólo están
incluídos los campos de materia, sino que además están presentes

los términos cinéticos y de interacción de las componentesdel

campogravitatorio distintas del tensor métrico. Esto hace que, si

bien la derivación covariante de Christoffel empleada en la

definición de T'”V en (6.2.13) no posee torsión, esta magnitud
I

puede estar presente a través de ¿{lwq

Existe un caso particular en el que la analogía con RGes aún

mayor. Se trata de las teorías gravitatorias no supersimétricas en
las que la conexión afín se puede poner en función de los demás

campos físicos presentes (vía ecuacion de campopara la conexión).

En estos casos tendremos que:

(6.2.16)
wz...- wz...w... -.a... -.R503... ¡ch

Comoresultado de este procedimiento, los únicos campos dinámicos

restantes (al igual que en RG), son el gfiáv y ({3 ,en cuyo casoNM
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W'm- Wm. Un ejemplo de esta situación es ECSK con acople mínimo

con la materia. Otro punto interesante es que las (6.1.13-15)

valen para cualquier representación en la que estén los campos

(an Esta es, aparentemente, una diferencia con el formalismo
de Hehl, quien llega a estos resultados sólo para el caso escalar
[28]. Ocurre que en este último formalismo se trabaja con la

acción Wmen lugar de la W'm. Si, por otro lado, el campo es

escalar y hay acople mínimo, la torsión no interviene en W'my

estamos en las condiciones (6.2.6), a partir de las cuales se llega
a las (6.2.13-15). Esto último se verá con mayor detalle en el

parágrafo (6.3).

Respecto de la discusión acerca de con cuál acción debe

definirse, por derivación funcional respecto de la métrica, un
tensor de energía-momento que, además, sea la densidad de

energía-momento, se postergará momentáneamentepara ser retomada en

el parágrafo (6.4).

Finalmente recordemos que, si bien hemos mencionado algunas de

las características de la acción gravitatoria libre, ella no fue
empleada en la obtención de los resultados (6.2.13-15). sin

embargo estos resultados al igual que en el caso riemanniano (ver

sección (5.1), le imponen ciertas restricciones. Efectivamente,

siguiendo el mismo razonamiento, se encuentra que:

3

iv ¿WGH‘WJ = o (6.2.17)
AL g 5 %uv

condición que es satisfecha por la teoría de ECSKy por SG.
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6.3) TEOREMAS DE CONSERVACION OBTENIDOS A PARTIR DE LA ACCION DE LA

MATERIA

Si bien en (6.2) hemos obtenido la definición de un T'”" y

sus teoremas de conservación, debemos recordar que éste se obtiene

a partir de una acción W'm, que posee términos cinéticos

correspondientes a las componentes del campogravitatorio que se
vinculan con la torsión. En este sentido no es una "verdadera"

acción de la materia. Esta última (Wm)deberá contener, además de

los términos cinéticos de los campos de materia qflm , términos de
interacción con todas las componentesdel campogravitatorio, pero

no sus términos cinéticos. Estos formarán parte de la acción libre

del campo gravitatorio. En SG, por ejemplo, ella viene

representada por la acción de Hilbert-Einstein más la acción de

Rarita-Schwinger. En ECSK está dada tan sólo por 1a acción de

Hilbert-Einstein. Dadoel interés que revisten estas dos últimas
teorías gravitatorias, nos dedicaremosen este parágrafo a analizar
los teoremas de conservación que se obtienen a partir de la
verdadera acción de la materia Wm. Comenzando Con SG, mencionamos

que el acople con la materia puede realizarse de diversos modos,

siendo los más representativos:

a) Acople mínimo, sustituyendo las derivaciones en los términos

cinéticos por derivadas covariantes.
b) Acople supersimétrico mediante multipletes de materia [61,[29],

[40], [46] (acople no mínimo).

c) Mediante un lagrangiano de materia cualquiera multiplicado por
un factor que, al final de los cálculos, se hace tender a cero.

Este acople se puede emplear para resolver trayectorias de

partículas de prueba en un fondo supersimétrico. Por ejemplo
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en [30] se define comolagrangiano de interacción a:

{1 = KPQ“, u“ u"donde K es el factor que a final de los cálculos se hace ten­

der a cero, j) es la densidad de energía en reposo de la mate­
ria y unes es la cuadrivelocidad de las partículas materiales.

En todos los casos tendremos que, a ecuaciones de campo

satisfechas, resultará:

¿Nmzo . ¿M #0 3 Mio (6.3.1)
5 Qu“ ) 5 fiux> g %L.

A fin de calcular, entonces, los correspondientes teoremas de

conservación partiremos nuevamente de (3.1.20) pero, de acuerdo con

(6.3.1), llamando ahora a:

Www m 'fl“=%
donde KELAes el gravitino y (PdgLf representa al resto de losa M
campos presentes.

[comparar con (6.3.2) ]

Expresando ahora a las derivadas en (3.1.20) 'en función de la

derivación covariante definida con la conexión de Christoffel y

procediendo comoen la sección (6.1) obtenemos los siguientes
resultados:

“o (l1 V Á MV
T ‘= — V “L - ¿{M

r%(}3uwu¿ 3 3 (6.3.3)
(que ahora no es necesariamente simétrico)

’ a
‘í ¿wm Tu + J- i

r A
Er ¿sw 9 5% rá 3M);

_ A

Vv‘e (6.3.4)
<7
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u H A c Í! A

VALT rvk ájm VVLP )+1: OWMUvïo :0 (6.3.5)3M: \

donde vemos que esta última expresión se convertirá en (6.2.15)

para los siguientes casos:

a) Kfau no se acopla con el gravitino

b) Lemkse acopla con el gravitino y Wm incluye en su expresión
no sólo a estos eventuales términos de acople sino también al

lagrangiano de Rarita-Schwinger y a los términos que provienen

de extraer la dependencia con el gravitino en la acción de

Hilbert-Einstein. La ecuación (6.1.8) nos muestra que éstos
provienen de reemplazar a la torsión por su expresión en fun­

ción del gravitino dada por (6.1.18).

Estas condiciones llevan a que a ecuaciones de camposatisfechas se

cumpla que:

¿WMA :Osw
lo cual es equivalente a considerar Wm-W'm.

Por último estudiaremos el caso de la acción de la materia en una

teoría no supersimétrica con acople genérico con la torsión.

Empleando la (3.1.20) en este caso y teniendo en cuenta que para un

tensor cualquiera de tres índices se cumple:

_ r n ¡H e pu p“ e (6.3.6)
j ‘ '-'EP- Tbvíi-Tov vká TTMvVÉfi'Tue
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TAsí: ‘ 5-5,.¿‘5 r3 Jeaf
¡ ,WNK g; “' _¿ ¿Jüs ÉÉOÉ,Ï6 r (6.3.7)

“ya gorev rá.Badíea

a; a; 0 ;

3:3 T“ :—v (‘ HM Üoíao' )-‘31"2Ï7“sec’0[33506€
(6.3.8)

siendo T“° el definido en (6.3.3)

Observemosque los teoremas de conservación correspondientes al

caso particular de acople mínimo pueden obtenerse a partir de
(6.3.7/8) con solo hacer:

32”“ :O
¿{CE/Zoe

Si, además de acople mínimo, se trata de materia escalar:
"JJ__ = o
¿TSM

las ecuaciones (6.3.7/8) resultan idénticas a las (6.2.14/15), de
acuerdo con lo discutido acerca de la teoría de ECSKcon materia

escalar acoplada mínimamente[ver final de la sección (6.2)]. Si
bien en todos los casos los teoremas de conservación están

resueltos, queda aún por establecer el vínculo entre los T‘AV,

T'“»’ y la densidad de energía de la materia, problema que

estudiaremos en la sección siguiente.
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6.4) DENSIDAD DE ENERGIA E IMPULSO DE LA MATERIA EN TEORIAS CON

TORSION

Comohemos visto en (4.1), la noción de energía e impulso es

métrica, resultando independiente de la estructura afín de la

teoría. Ambos conceptos se obtienen a partir del generador
infinitesimal definido en (4.1.3):

_ m 31’ i *b.(’ ak

Puaz‘hLÉg-Mfisu m“ ma-12%
Con (¿La representaremos a todos los campos físicos distintos del

tensor métrico gbo .

Según se trate de definir una energía o un impulso, aplicaremos las

prescripciones indicadas en (4.1.1b) ó en (4.1.1c). A su vez el

integrando de (6.4.1) representará a la densidad de

energía-impulso:

,..

Wa. ug] “413° 35° a
Nuestro interés, en esta sección, es vincular a esta densidad con

_1_T6(1¿)3_\3¿ jes...»AÍWJÏJPÏ-ÍEG’) (6.4.2)

ralguno de los tensores de energía-momento (T““ o T’“°), definidos
en la sección anterior.

(A los efectos simplificar las demostraciones, en los cálculos que

siguen, vamos a suponer que los campos no métricos se hallan en la

representación vectorial. Noempleamosla representación escalar

puesto que, en este caso) los cálculos se trivializan. Los
resultados que se obtienen son, de todos modos, independientes de

la representación empleada)
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Expresando las derivadas de Lie en función de la derivación

Christoffel [por reemplazode (6.2.9/10) en (5.1.1)], la (6.4.2) se
escribe como:

\ n JH P ‘I‘l

l TM ¿‘\ _ 1 ici! (GPOQvÁvPr012 \+2iv‘í,;12“1=L. l ‘ I. [J
(Q r: 33.4“ “¿w

PZ ‘ (6.4.3)

donde:

T”°: es el tensor de energía momentodefinido con
los símbolos de Christoffel [ver (6.3.3)].

m “Clu_ ' . + Vv2/)
a Sanavp

Notemos que toda vez que una acción escalar cualquiera w cumpla
con:

4¿w z ¿Sfix'=o
¿ k (6.4.4)

Ó Q0 o moi
estaremos en condiciones de aplicar la (5.1.11a), con lo que:

bi qdf+52 :0 :5 CA=O (6.4.5)
baukpa¿ QBRL‘“?
Ahora bien, por su definición, la densidad lagrangiana ía”
satisfará automáticamentea la (6.4.4) [ver (6.2.6)], no ocurriendo
lo mismo con ¿(AV\ [ver (6.3.1)]. Esta última densidad

lagrangiana cumplirá con esta condición sólo en el caso en el que

no dependa de los campos físicos vinculados a la torsión (en decir
I

inn - JAM ). 0 sea, la densidad de energía-momento de los campos
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distintos del ghv se escribirá como:

._A4. ' ¡M r)‘ ‘ L4M,23=Tp¿ (6.4.6)
¡a

Entonces, a partir de (6.4.6) y de (6.2.14), podemosobtener:

. ' :5 _ -‘* ' —-‘“ Pmmm-1;. (,2ds“:
Zs

(- l

:_2J_1_0Wrmgas“, (6.4.7)
‘jJSMÚ

magnitud que representará a la energía-momento de los campos de

materia y torsión.

observamos que, si se emplea como densidad lagrangiana de

materia a 46;“ la analogía, en cuanto a la definición de
energía-momento, con el caso riemanniano es muy grande [recordar

que T'“V cumple, además, con las (6.2.14/15)]. Todo esto es

equivalente a considerar a los camposvinculados a la torsión cómo

campos de materia. A pesar de ello recordemos que el tensor T'“v,

a diferencia del caso riemanniano, poseerá dependencia con la

torsión (ó el gravitino) a través de la densidad lagrangiana
A“.

Para finalizar esta sección destacamos que el vínculo entre el
tensor de energía-momento en teorías con torsión y la densidad de

energía-momento, ha sido establecido. Notemosque este resultado

no se obtiene por una analogía con la teoría de la RE, invocando un

principio de equivalencia, sino que a través de un formalismo que

unifica el concepto de densidad de energía para todos los sistemas

que admitan una formulación lagrangiana. Observemos también que la

densidad de energía-momento no es la versión covariante de Tézy, en
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la que se sustituyen las derivadas por derivadas covariantes
definidas con la conexión afín de la variedad, comohubiese

sugerido el principio de equivalencia en teorías con torsión (sobre
este principio ver, por ejemplo, [26]). En realidad esto no debe

preocuparnos puesto que no poseemosninguna versión satisfactoria

del principio de equivalencia que nos permita establecer el
comportamientode partículas libremente gravitantes en teorías con
torsión y en el cual apoyarnos para definir magnitudes físicas. En

realidad nuestro procedimiento será el inverso. En lugar de
proponer un principio de equivalencia y, a partir de él, definir la

densidad de energia en variedades con torsión, lo que haremos es

estudiar las propiedades de conservación locales que se obtienen

mediante nuestro formalismo para, luego, imponer las condiciones

que deberían ser satisfechas por los sistemas de referencia
libremente gravitantes. Este tema será tratado en las secciones
siguientes.

6.5) DENSIDAD DE ENERGIA MOMENTODEL SISTEMA GRAVEDAD-MATERIA EN

TEORIAS CON TORSION

Si consideramos a la densidad de energía-momento definida en

(6.4.2) y hacemos:

/ , — (6.5.1)
— ÍT

donde:

fT r ju \Üuv¡áka7) +ci4



obtenemos:

Tamayl f ¿“M334f ¿(“-1426=
A¿{duo a >É>acpad a a T
' í! l pH J om

2112“: V“EV+ L!“ (e vr”?va vváp>+F3 3603” 35‘swa P

_¿/;M¿B+Qáfs í °_<Ï e _
3363“, ¿j GE J­

. ' H |

¿_Ll AÍG ¡{ajug'jsgqp
‘2 363w 3333”

¿i'm te“) + 2 3.2L. U (6.5.2)
+(ma ' WA vrív]

(donde, al igual que en la sección precedente, para simplificar los
cálculos hemos supuesto que los campos no métricos se encuentran en

la representación vectorial)

Recordando ahora la definición de T'MV [ver (6.2.13)] Y las

(5.1.11a/b), la última ecuación se escribirá como:

‘_ Tkuna) : TMM(¿3 + 1:“¿(63 (6.5.3)
5% “"3 r9;donde:

TM (es: T'“"sp ü
M __ ¿f5 _ n

TG“) —(“Mamoïiaflpv 1‘35)
La expresión (6.5.3) representa, entonces, a la densidad de
energía-momento del sistema completo gravedad-materia en teorías
con torsión. Este resultado nos será de utilidad en la sección

(6.7), donde analizaremos las propiedades de conservación de

aquellos sistemas de referencia que puedan considerarse como

libremente gravitantes en variedades genéricas.
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6.6) ENERGIA MOMENTODEL SISTEMA Y PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

En la sección (5.4) hemos visto que para la RGexiste un sistema de

referencia local desde el cual la densidad de energía-momento

gravitatoria es nula. Este sistema de referencia se obtiene
mediante la aplicación del principio de equivalencia y corresponde
al de observadores libremente gravitantes. En la sección (5.5)
mostramos, además, que en dicho sistema la densidad de energía de

la materia cumple con un principio local de conservación. De este

modo, para tales observadores, la energía total gravitatoria y de
la materia resulta una magnitud localmente conservada. Recordando

que en (6.5.3) obtuvimos la expresión de la densidad de energia

total del sistema en variedades con torsión, vemos que estamos en

condiciones de verificar si, en estas variedades, es posible
definir sistemas de referencia con propiedades análogas a las que
poseen los libremente gravitantes en la RG. Podemospreguntarnos,

además, si existe algún modo de formular el principio de

equivalencia basándonos, por ejemplo, en el estudio de las

propiedades de conservación local. A los efectos de discutir este

punto, escribamos la expresión más general de las componentes

lorentzianas de la torsión, en función de la conexión de Cartan y
el corchete de Lie de la tétrada:

A C C cA A
. p ofí) (OAI '53 : FÏCAB] _ í NCh] (6.6.1)9A

donde:
/\ , .
eA A- 0,1,2,3 es una tetrada lorentziana

C
MN . C , ,

EgzwA Lam/b representa a la conexion afin
del sistema de referencia cuyos versores son

A
los eA.
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AA“
uJA es la conexión de Cartan

G
CSMNDes el generador infinitesimal de

espín 1.

En RGla torsión S(é.,é;) es nula, entonces:

[7 ' —á%A é\ C. (6 6 2)
CA — 6 o o

Comohemos visto en la sección (4.3), ecuaciones (4.3.7-9), en

general, no puede pedirse que el campo É;(x) cumpla con:

A
í eg, =O (6.6.3)A

¿A

por lo tanto la conexión anholónomalorentziana no es simétrica.
Si, de acuerdo con el principio de equivalencia [ver (6.1.2)],

pedimos ahora que exista un sistema de referencia (campo de

tétradas) tal que en el punto X- Ko cumpla con (ver Apéndice I):

W ¿(Xo‘:oA(b
la expresión (6.6.2) nos dice que, en dicho punto, el campo de

tétradas se comporta comouna base holónoma (una discusión acerca

del vínculo entre la derivada de Lie y las bases holónomas puede

verse, por ejemplo, en el Apéndice II). Es decir, al menos en RG,

el principio de equivalencia puede formularse exigiendo que la

conexión se anule en un punto 6, equivalentemente, que la tétrada

sea holónoma en dicho punto.

En una variedad genérica con torsión la (6.6.2) no será ya

válida, debiéndose emplear la expresión completa (6.6.1). Respecto

del principio de equivalencia en estas variedades, existe de él una

versión [26], que puede formularse del siguiente modo: "En el

entorno de cada punto x- Ko de la variedad se puede determinar un
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sistema local de referencia tal que:

C
7C _Re) ( o) _O (6.6.4a)

A,B,C- 0,1,2,3

Ahora bien, a partir de esta propiedad de la conexión afín,

teniendo en cuenta la (6.6.1), podemosdeducir que el campode

tétradas, en dicho punto, cumplirá con:

f '\ N r A A C

(“Á/A8,,J ¡.XW:b(35,e‘3 (3C,\
9%

lo cual puede entenderse comootra manera de formular el principio

de equivalencia. Ella nos dice, además, que el campo local de

tétradas será anholónomoen cualquier punto de la variedad donde

haya torsión.

En secciones anteriores mencionamosque, debido a la presencia

de torsión, no resulta posible establecer un principio de
equivalencia que resulte totalmente satisfactorio. Esto nos
permite especular con la posibilidad de que, en lugar de las
(6.6.4), se cumpla, por ejemplo, que en x- Xo:

1 A C __

(A MJ ¿»3:0 (6.6.5a)r fi

Además, de acuerdo con (6.6.1), tendremos que:
‘­"l C

/_ , A 4

I CA'61.X°\= S (el,e'5) (Io) (6.6_5b)

Esta propiedad alternativa del campode tétradas puede formularse

diciendo que: "En el entorno de cada punto x- Ko de la variedad,

siempre es posible determinar un campo local de tétradas de modo

que, en dicho punto, se constituya en una base holónoma".
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El motivo por el cual consideramos campos de tétradas con esta

propiedad se debe a que, comoveremos en la sección siguiente,

ellos se pueden vincular a sistemas de referencia que cumplen con

un principio local de conservación de la energía-momento análogo al

que satisfacen los sistmms de referencia libremente gravitantes en

RG. Observemos que, en ausencia de torsión, las condiciones

(6.6.4) y las (6.6.5) son idénticas.

Volviendo ahora a (6.6.Sa) vemos que la propiedad de holonomía

en x- Ko que ella expresa, nos permite escribir la derivada de Lie
del tensor métrico en dicho punto, en el sistema de referencia

asociado a ese campo de tétradas, como:

_ o D

fé: fik‘b(x°\’gchñ*%DbB/xec +flADbbec :36 (¿Mb (5.5.6)

d°nde gAb '9(5A,€b)(Xo)-’7A6 y se ha usado el hecho que e:- 5;:

Ademásde (6.6.50 y (4.3.7), resulta que:

_ V LL _¿a am - OAcb 11663“- o
Entonces (6.6.6/7) nos dicen que:

¿A (x03:o
de donde concluimos que, en el sistema de referencia cuyos versores

estén constituidos por el campode tétradas que en x- Ko posea 1a

propiedad (6.6.5a/b), la conexión de Christoffel se anula.

Resaltamos que la (6.6.7) no nos dice que la variedad admita

necesariamente un campode Killing. Esto se debe a que (6.6.7) no

representa una propiedad global, sino que, para un cierto campo
/\ 4

local eq(x), se cumple solo en x- Xo.
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Comoúltima observación mencionamos que, así como el principio

de equivalencia en RG conduce a que las trayectorias sean

localmente rectas, en variedades con torsión parece no existir

ninguna prescripción para establecer "a priori" las trayectorias de
partículas. En estas teorías el problema se puede resolver
integrando la ley de conservación del tensor de energía momentode

la materia, expresada en (6.3.5) ó en (6.3.8). El resultado

variará para cada caso, dependiendo del tipo de acople

materia-métrica-torsion que se emplee (una discusión más completa

del problema la daremos en el Capítulo VII). Si, de todos modos,

fuese posible formular alguna versión del principio de equivalencia
en teorías con torsión basándonos en algún critrerio físico,
entonces estaríamos en condiciones de predecir el tipo de

comportamiento local de partículas libres. Este problema se

discutirá en la sección siguiente.

6.7) PROPIEDADES DE CONSERVACION DE LA DENSIDAD DE ENERGIA-MOMENTO

TOTAL EN VARIEDADES CON TORSION

En esta sección nos interesará estudiar las propiedades de

conservación más generales que puedan exigirse a la densidad de

energía-momento del sistema. Tomaremos, para ello, divergencia
, . ilcovariante definida con los Simbolos de Christoffel ( V ) a la
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expresión (6.5.3):

ÉVÏÁ(FÉÏK(¿Ü)= sv;(ïw)+ KGTÉ) (6.7.1)
COD: í‘t l is

QL_CT“Mg/¡g \ = 'T A P VUNE P
L‘ u
MT máx=vw! ¿fng fee“)

¿fasew -¿“W-4«<6
M

ll

rá 2.3
donde hemos usado que:

33 __ “a
VALV :O
ï‘ w A/ B uVLAV = ¡2+ u-(V {a} :vector cualquiera
S»

U. g UVVut - ll (A 113.»
Recordando las propiedades de simetría de T'Mf, la definición de

derivada de Lie del tensor métrico (6.2.10) y distribuyendo la
derivación indicada en (6.7.1), obtenemos:

H _q u.
VMK‘ “(Ü/r3): “2 T pis A“? (6.7.2a)
35

vumex/mu «íam.“(w; +
C9 :BÏBM-fipc

JJ .4 _ u ‘
tri __G_ Au, "í ‘Epc - E. Ahí ‘jüiazljuN (6.7.2b)

é} 623,1“ rá 1ra e

Si suponemos ahora que el campo Eí(x) coincide, en un punto x -xO

de la variedad, con uno cualquiera de los versores de un campode
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tétradas definido en el entorno de dicho punto:

,, _. /\

podemosanalizar los siguientes casos:
c

1) [;; (xo)- 0 (version del principio de equivalencia presentada
en [26])

En este caso, de acuerdo con (4.3.7) y (6.6.4) resulta:

j s fa
0‘51¿“9 a“): ‘JW‘Cv bk‘b "' ÉPoe A. SAC :

:(Scy;+sfu;)eï (6.7.4)
Reemplazando (6.7.3) y (6.7.4) en (6.7.2a/b) y sumando ambas

expresiones obtenemos:
2‘: ¡ o P .
— | M. A _ ñ- U c- 2 ¿‘J . a

K \l A (Bar/W SPCA
Jr; 3A, ¿“(sesezyemupmábágfipc
_ ¿{a 3‘“)st ¿VA (6.7.5)

M
Expresión que no es nula en general. Observemos, sin embargo, que

si la torsión es nula en todo el espacio, la (6.7.5) se reduce al

caso riemanniano, donde la densidad de energía total se conserva

localmente [ver sección (5.5)]. Entonces, esta versión del

principio de equivalencia en teorías con torsión no nos conduce,
necesariamente, a una densidad de energía-momento conservada.

Ahora bien, si el campode tétradas en lugar de cumplir con

(6.6.4a/b) posee la propiedad (6.6.5a/b):

2) fA 5:5 3 o
GA
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entonces, de acuerdo con (4.3.7):

786/; 3m) (x°\=O (6.7.6)

reemplazando (6.7.3) y (6.7.6) en (6.7.2a/b) se obtiene:

31 A SJ .u
V (TKM. (OA/(g): V (T o epA\ = o (6.7.7)

3'.
T#;(ék\ Í :1 Zlïe ‘bh-j H

0( AQ r9 ¿su a” ¿QPC'GAEMHF? (6.7.8)
la anulación de la expresión (6.7.8) dependerá de 1a elección que

se haga del OÍG Empleando, nuevamente, a aquél que se obtiene

de extraer una divergencia a tg P\ [{ }] (que es el usado en ECSK6
en SG) y recordando que, debido a (6.6.8), tanto Eighe, como como
la conexión de Christoffel se anulan (en x- Xo), podemos aplicar
los resultados (5.5.21a/b) a éste caso con sólo sustituir:

I’IP ÉPEAAv '_” la»

y concluir, tal comoocurre en (5.5.22), que:

l

V (T“G(€A\/r33(x,):o (6.7.9)
w‘

En este caso, además, la definición (6.5.3) nos dice también que:

l M. l

l

{mencionamosque cualquier [t que cumpla con (6.5.1), es decir
que sea una expresión con todos los índices contraídos construida a

partir de gfi*9 y,¿,gh° , en las condiciones (6.6.8), debe anular su

correspondiente iv:{[T¿(3, )]}.
r3
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Entonces la (6.7.7), conjuntamente con la (6.7.9), nos dicen

que el segundo tipo de campode tétradas constituye un sistema de

referencia desde el cual la divergencia del tensor de

energía-momento total es cero. Notemosque los resultados (6.7.7),

(6.7.9) y (6.7.10) son idénticos a los (5.5.18), (5.5.22) y (5.4.6)
respectivamente, obtenidos en sistemas de referencia libremente
gravitantes en RG. Valen entonces en este caso, todas las

conclusiones que a partir de estos resultados se obtuvieron en la

sección (5.5). En particular, desde el sistema de referencia que
estamos analizando, se cumple que (ver [5.5.24)]:

91m j Tab/Tlmdge: 94W.¡(TIGQMJSÑO (6.7.11)
V -o AV uz) VñO ¿V

propiedad que, al igual que en la sección (5.5), denominaremos

conservación local de la energía-impulso. Esta propiedad que posee

el segundo campode tétradas (y no el discutido en el primer caso),

permite considerarlo como un plausible sistema de referencia

libremente gravitante en teorías con torsión. Observemosque no ha

sido demostrado que éste sea el único sistema de referencia desde

el cual se cumpla la (6.7.11), pero, cabe esperar que ésta se

satisfaga, por ejemplo, desde el sistema de referencia propio de

una partícula sometida sólo a la interacción gravitatoria y libre
de fuerzas externas [una discusión más completa sobre el tema se

realizará en la sección (7.2)].

Nos interesará ahora discutir las propiedades de conservación
desde otros sistemas de referencia. Si recordamos la (6.7.2a):

si HH / a Mi( | \= T (6.7.12)

vemos que todas las propiedades de conservación de los campos de
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rKilling o Killing conforme (estos últimos en teorías con invarianza

conforme), analizados en la sección (5.5), pueden ser extendidas a
teorías con torsión haciendo la sustitución:

TM\¿_, TW" (6.7.13)

(en variedades con torsión, la invarianza conforme exigida a la

acción WE, definida en (6.2.5), lleva a que T'fit- 0)

Asimismo, la (6.7.12) nos indica cuál es la condición necesaria y

suficiente para que exista conservación de la energía o impulso de

1a materia (incluyendo ahora en ésta última a los campos vinculados

a la torsión) en forma independiente de la energía-momento asociada
al tensor métrico. Esta es:

TMC}; a“, -: o (6.7.14)
según sea (6.7.14) una propiedad global del campo 6. (o del tensor

T’“P) ó que valga sólo en un punto, la conservación resultará

respectivamente global ó local, en el sentido dado a éste último

término en la sección (5.5). La magnitud conservada será una

energía o un impulso según sea el vector ¿i tipo tiempo o

espacial. En los casos en los que la variedad con torsión admita,

por ejemplo, un campode Killing temporal, se podrá definir una

energía conservada. Notemos que la existencia de un campode

Killing temporal no implica que haya, además, uno espacial. Por

este motivo, el hecho que sea posible definir observadores de

Killing con energía conservada, no garantiza que el impulso, para

estos observadores, también se conserve.



143

CAPITULO VII

APLICACIONES DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

7.1) TEORIAS SEMICLASICAS

El formalismo desarrollado a lo largo de la presente tesis nos ha

permitido definir energía e impulso en cualquier teoría que:

a) admita formulación lagrangiana

b) las nociones de espacio y tiempo estén bien definidas

Este es el caso de las teorías formuladas en el espacio-tiempo de

Galileo (MC), en el espacio-tiempo de Minkowsky (RE), en variedades

riemannianas (RG) ó variedades métricas con conexión afín no
rnecesariamente simétrica (ECSKo SG).

Si bien este trabajo ha sido realizado en el marco de la

mecánica no cuántica, es posible aplicar sus resultados a las
llamadas Teorías Semiclásicas (TS). Estas teorías, comoes sabido,

consisten en una extensión de la RGal campo cuántico en la que

sólo se cuantifican los camposde materia (sobre este tema puede

consultarse, por ejemplo, [12]). Debido a que parten de una

formulación lagrangiana y a que el tensor métrico es supuesto como

un campo clásico, ellas cumplen, entonces, con los mencionados

requerimientos a) y b).

Si, de acuerdo con el formalismo empleado en [3], suponemos

que es posible realizar una foliación de la variedad mediante
hipersuperficies espaciales 25 , podemos interpretar a los

generadores Ü) [E.,Z5 ] como al hamiltoniano 6 al impulso del
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sistema, medido por aquellos observadores que, a un cierto tiempo,

yacen sobre 25 . A1 tratarse ahora de un problema cuántico, el

hamiltoniano y el impulso definidos sobre estas hipersuperficies
deben ser considerados comooperadores. Esos últimos actúan en un

espacio de Hilbert cuyos vectores representan a los estados físicos

del sistema [8], [12], [31]. Si, a un tiempo dado, el estado del

sistema corresponde al de partículas con una cierta energía, el

vector del espacio de Hilbert que lo represente será un autovector
del operador hamiltoniano a ese tiempo. Al igual que en las

Teorías Cuánticas de Camposformuladas en el espacio-tiempo plano

(TCCP),los autovectores se construirán a partir del estado de

vacío del sistema (autovalor cero del operador número de

partículas) mediante la aplicación de los operadores de creación

"a+". Recordando que el hamiltoniano es una magnitud dependiente

de la hipersuperficie y, en consecuencia, de la foliación,
concluímos que el conjunto de sus autovectores también lo será. En

particular el estado vacío y todos los autoestados que a partir de

él se construyan, resultarán también dependientes de la foliación.
Es decir, en las TS, estas magnitudes dependen del fluido de

observadores respecto del cual se construyen los operadores
cuánticos. Si es posible determinar una foliación para la cual el
hamiltoniano se conserve, entonces, el estado de vacío asociado a

esos observadores, quedará definido de manera única a lo largo de
toda la evolución dinámica del sistema.

En este punto cabe recordar que existen notables diferencias

entre las TCCP y las TS en cuanto a la definición de estado de

vacío. En TCCPlos operadores de creación y destrucción (a*,a) se

obtienen de manera única a partir del desarrollo en serie de

Fourier de los campos libres, suponiendo que estos toman valores en

el espacio de Minkowskysobre una carta global plana (lorentziana).
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Esto es equivalente a emplear, para en espacio de Minkowsky,

únicamente foliaciones en hiperplanos espaciales ó,

equivalentemente, sólo observadores inerciales. En las TS,

cualquier conjunto de observadores es, en principio, aceptable.
Cada uno de ellos posee un vacío característico [32], no existiendo

ninguno que sea privilegiado. Destacamos que esta no unicidad del

vacío aparece también en el espacio-tiempo plano, si se admiten
sistemas de referencia acelerados (el vacío de Rindler es diferente

al de Minkowsky).

Una segunda diferencia radica en que el estado de vacío no

corresponde, en general, a un autovalor cero de la energía. En las

TS, al ser la densidad de energía una fuente, no sólo su variación

posee significado físico, sino que también su valor mismolo posee.

Entonces, si bien en el plano se puede exigir que el valor medio

del hamiltoniano para estos estados sea cero, no podemoshacer lo

mismo en el curvo. Esto ha llevado a proponer, por ejemplo, que el

valor medio del hamiltoniano para el estado fundamental sea un

mínimo (no necesariamente cero) respecto de su valor medio para

cualquier otro estado [33].

si tenemos entonces en cuenta que, en las TS:

a) El campogravitatorio no se cuantifica.

b) El vector del espacio de Hilbert que representa al estado de

vacío del sistema para un conjunto de observadores, se debe

determinar en cada hiperesuperficie espacial donde tome valores el

operador hamiltoniano.

c) Si el hamiltoniano no se conserva, el estado de vacío definido a

un cierto tiempo (para una cierta hipersuperficie), puede

representar un estado de no-vacío en un tiempo posterior (otra
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hipersuperficie).

concluímos que, en TS, el vacío asociado a un sistema de

observadores, quedará bien definido e independiente del tiempo sólo
si:

a’) La evolución dinámica de 1a energía gravitatoria es

independiente de la de los campos de materia.

b') El hamiltoniano de los campos de materia es un operador
conservado.

c') Existe un sistema de referencia donde se cumplen a’) y b').

Planteado el problema de este modo vemos que, para resolverlo,
necesitamos tener definido al hamiltoniano del sistema constituido

por los camposde materia y poder diferenciarlo del correspondiente

al campogravitatorio. Ello ha sido realizado en los capítulos IV
y V [ver (4.1.1b), (5.2.8) y (5.4.1a) respectivamente]. Entonces
las condiciones a'), b') y c') serán satisfechas si existe un
sistema de referencia desde el cual, el hamiltoniano de los campos

de materia se conserve independientemente del hamiltoniano del

campogravitatorio. De acuerdo con (5.5.17) y (6.7.14), el sistema

de referencia donde esto ocurra deberá poseer la propiedad global:

ÁIZTWOÉ 3m) =o (7.1.1)
donde C. es el vector tangente a la trayectoria de un sistema
continuo de observadores.

Comohemos visto, esta última ecuación se satisface para los

fluidos de Killing 6 Killing conforme (en este último caso en

teorías con invarianza conforme). Esto explica porqué, tal comolo
habíamos indicado en la sección (5.5), el vacío obtenido
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minimizando la cantidad:

r

¡25 (7.1.2)

K(x) : Campode Killing temporal.

z 5 : Hipersuperficie espacial ortogonal al

campo K(x).

llamadovacío de Killing, resulta totalmente satisfactorio.

Otra aplicación del formalismo puede realizarse, por ejemplo,

en el espacio tiempo de Minkowskypara los llamados observadores

acelerados de Rindler. Comose muestra en [12] (página 109), el

sistema de coordenadas de Rindler permite definir hipersuperficies
espaciales sobre las cuales el estado de vacío queda bien definido.

De acuerdo con nuestro tratamiento del problema, ello debe ocurrir

si, en cada punto de estas hipersuperficies, el campo de vectores

temporales ortogonales y el tensor de energía momentosatisfacen 1a

la (7.1.1). A los efectos de comprobarlo consideremos al elemento
de arco desde este sistema de referencia (en dos dimensiones):

23
ds: z e (¿f-¿323 (7.1.3)

donde: ’7 : vector tangente a la trayectoria de
un observador de Rindler.

E : es un vector tipo-tiempo.
Las coordenadas (7 , f) se definen sobre cuatro cartas locales que
cubren Mq , llamadas "R", "L", "F" y "P". Para la carta "R" la

transformación que vincula a estas coordenadas con las coordenadas
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lorentzianas (x,t) es:

Í
¿uh? (7.1.4a)

3C = eïc‘V? (7.1.4b)

[las otras tres son simetrías y reflexiones de las (7.1.4a/b)]

Ahora bien, la (7.1.3) nos dice que:

37 3M, = o (7.1.5)

es decir ’7 es un campo de Killing temporal:

A! gw = O (7.1.6)
2

lo cual garantiza el cumplimiento de la propiedad global (7.1.1),

quedando nuevamente explicado porqué es posible definir un correcto

vacío para estos observadores acelerados.

7.2) PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA EN TEORIAS CON TORSION

En la sección (6.6) hemos presentado dos tipos de sistemas de

referencia con propiedades que se vinculaban, respectivamente, a la

posibilidad de anular la conexión en un punto cualquiera Ko de la

variedad (la versión del principio de equivalencia dada en [26]):
C

“¿Did -:. O (7.2.1)Í A

A
ó a 1a holonomía en el punto XOdel campo local de versores e“:

{#123th (3Co\:o (7.2.2)
A
e A .86 - “¡Ab
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Luego, en la sección (6.7), se discutieron las propiedades de

conservación local de 1a energía-impulso total desde estos sistemas
de referencia resultando [ver (6.7.5)]:

1| l

gw Lífl (A, W ¿se _\7 Tau _ “U ' 7v Vas-f “M? “OM-T5mm
Z 6 9<f6 ' H 3 JP ‘ e

r9“(W\5°P‘7"ï “gazbburadóapoe A +
¡l “((9 l ¿Uv ’ K.)

-eAB,“(72»- g smveïï/A (7.2.3)
donde xa E V

para sistemas con la propiedad (7.2.1) y [ver (6.7.11)]:

10M ‘ Tel 75 =o
Vio v SV fr, a) dí“ (x9) (7.2.4)

para sistemas de referencia cuyos versores cumplan con 1a propiedad
(7.2.2).

Estos últimos resultados se pueden interpretar diciendo que,
para el primer sistema de referencia, en x- Xo, existen fuentes de

cuadrimpulso, mientras que en dicho punto, para el sistema de

referencia con 1a propiedad (7.2.2), ellas no existen. Notemosque

en este último caso la energía-impulso gravitatoria completa (del
tensor métrico y campos relacionados con la torsión) no se anula.

Sólo la energia impulso del tensor métrico se anula en x- Xo.

Ahora bien, si recordamos que el sistema físico que tratamos

es un sistema cerrado ( SÍ : ¡4T ), esta variación local de
cuadrimpulso puesta de manifiesto en (7.2.3) podría atribuirse, por
ejemplo, a fuerzas inerciales debidas a 1a aceleración del sistema
de referencia.
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Nos interesará ahora vincular los sistemas de referencia a los

que nos hemos referido con las trayectorias de observadores que

experimentarían las correspondientes propiedades de conservación.

Recordemos para ello que, de acuerdo a la sección (4.2), un fluido

de observadores define un campo de trayectorias cuyos vectores

tangentes, son de tipo temporal. Estos últimos serán unitarios si
las trayectorias se parametrizan con el tiempo propio de los

observadores. Llamaremos entonces, sistema de referencia propio

del observador a aquel cuyos versores (vectores unitarios tangentes
a las líneas coordenadas) constituyen un campolocal de tétradas

tal que, en el punto x= XOel versor temporal 30(XO) coincide con
el vector tangente a su trayectoria. Entonces, de acuerdo con lo
discutido precedentemente, podemosconcluir que, en teorías con
torsión:

a) Aquellos observadores, cuyo sistema de referencia propio puede

definirse de modoque la conexión afín se anule en un punto de la

variedad, encuentran que el cuadrimpulso no es una magnitud
localmente conservada.

La ecuación (7.2.3), escrita como:

e A (Í)
¡un ¿jr (¿misa - y, =o

V-"o V v Pg
nos indica que sólo sumando una cantidad de cuadrimpulso por unidad

de volumen equivalente a —,22 podremos lograr que el cuadrimpulso
total se conserve.

b) Aquellos observadores cuyo sistema de referencia propio puede

definirse de modo que la derivada de Lie de los versores de la

tétrada se anule en un punto, no experimentan, en dicho punto,
variación del cuadrimpulso del sistema.
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Cabe esperar que, para una partícula libre de fuerzas externas, se

pueda siempre definir, en cada punto de su trayectoria, un sistema
de referencia local con estas características. Por este motivo

diremos que el sistema de referencia de un observador cuya

trayectoria sea tal que su vector tangente (unitario) en cada punto
y sus vectores ortogonales espaciales posean la propiedad (7.2.2),

la cual puede expresarse también como:
C « CP (xa: su“. momC°;BJ

constituye un sistema de referencia libremente gravitante. Por
todo lo expuesto consideramos que esta última propiedad de la

conexión constituiría una versión más plausible del principio de

equivalencia en teorías con torsión que aquella que pide su

anulación en un punto de la variedad. En lo sucesivo nos

referiremos a ella llamándola "segunda versión del principio de

equivalencia". Notemos que, para el caso riemanniano, ambas
versiones coinciden.

Destacamos que, si bien la propiedades de conservación

calculadas desde el sistema de referencia b) son las esperables
para un observador (partícula de prueba) libre de interacciones

externas, no hemos demostrado que éste sea el único sistema de

referencia que las cumple. Cabe esperar que el sistema de

referencia propio de cualquier partícula en interacción con otras

partículas y campos del sistema, cuya trayectoria haya sido

determinada mediante las ecuaciones de campo aplicadas a un

lagrangiano que no incluya términos de interacción con sistemas

físicos externos posea, también, las propiedades de conservación

mencionadas. Esto no implica que, además, cumpla con la (7.2.2).
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A continuación veremos cómo las condiciones (7.2.1/2) nos

permiten determinar las características locales de las trayectorias
de observadores del tipo a) 6 b). Comenzaremos discutiendo el

primer caso. Partiendo de la expresión para la derivada de Lie del

tensor métrico dada en (4.3.7), es fácil ver que:

{a
_ o E P o E (725)

¿gc fluye “e vGDPÏÉQC+eAeveEPÍaec
e

recordando que en estos sistemas de referencia se cumple (6.6.4):

c A A c

l; ¡[al er] (LA: S(QB;CA\(x°\ (7.2.6)
Mb

y, reemplazando (7.2.6) en (7.2.5), obtenemos:

(¿A (AN-V)(x°\ = [65v 1; + 6C“ y) (Xp) (7.2.7)
ec

teniendo, además, en cuenta que:

f í_s q g
a: fluo 7' V“ Ova "' vV euc (7.2.8)

de (7.2.7) resulta:

A
GC

H H r
a O O

EMCVu.e”; + ¿HCUvekc :c’cec (SrvK-«SVA g) (7.2.9)
(¿A (home “C” Mo a\)m¿‘)

Recordando ahora que 3C representa al conjunto de versores

unitarios ortogonales tangentes a las trayectorias en x- Xo,
tendremos que:

iiA l ueceubtu1 mecvcegc=0 (7.2.10)
puesto que la conexión de Christoffel es métrica por definición.
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Reemplazando (7.2.10) en (7.2.9) y usando el hecho que

S (G,¿x; - 0, obtenemos:
fi ’ .M a­

e C VKe“ = e“ ec 5 (7.2.11)

además:

AJ. V ' ' 6"eccc Sïvk= Kqu€“¿€< (7.2.12)
r V. f‘ 7 ' .,

donde KA.y ¡1/2(s,.v -Sv ,u_+S,Av), es la contor31on
Finalmente, de (7.2.12) y (7.2.11) obtenemos:

ehc Vu.evc (xfa : o (7.2.13)

lo que nos dice que las trayectorias de los observadores del tipo

a) son, localmente, autoparalelas.

Para un observador del tipo b), de acuerdo con (7.2.2) y a
(4.3.7) tendremos:

gw ¿x020 (7.2.14)
entonces, para un versor e del sistema, la (7.2.14), conjuntamente
con (7.2.8) y (7.2.10), nos dice que:

s1 7.2.15¿“a v. e,¿(nc,\.-o ‘ ’
el decir, la trayectoria de estos observadores es una geodésica

(curva que minimiza la distancia).

Si, inversamente, consideramos a un observador cuya

trayectoria es una geodésica, entonces, siempre podrá elegir como
sistema de referencia a aquel cuyos versores cumplan con la

prescripción (7.2.2). Comohemosvisto en (7.2.15), ello resulta
compatible con este tipo de trayectoria. Por supuesto que podrá

elegir otro sistema de referencia que no cumpla con (7.2.2). Esto
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puede verse del hecho que los tres versores linealmente

independientes al vector tangente a la trayectoria geodésica pueden

elegirse arbitrariamente. [(7.2.2) y (7.2.15) no se implican
biunívocamente].

Observemos que nada de lo discutido hasta aquí nos permite

establecer cuál debe ser la trayectoria de un observador.
Unicamente se han discutido algunas propiedades que pueden

deducirse a partir de las ecuaciones (7.2.1) y (7.2.2). La
cuestión relativa la determinación de la trayectoria real de una
partícula no ha sido, hasta el momento, tratado. Este problema

puede resolverse sólo a partir del tratamiento dinámico de la
interacción materia-gravitación. De su resultado dependerá la
posibilidad de que un observador (considerado, por ejemplo, como

una partícula de prueba) describa una cierta trayectoria. Recién a
partir de aquí podremosestudiar las propiedades de conservación

asociadas al sistema de referencia propio del observador. Este

tema será desarrollado en las secciones siguientes.

7.3) DINAMICA DE TRAYECTORIAS EN LAS TEORIAS DE CAMPOS GRAVITATORIOS

Y DE MATERIA QUE ADMITEN TORSION

Comohemosdiscutido en los capítulos precedentes, el principio de

equivalencia en RG se fundamenta en que, al ser la variedad

localmente plana, debe poderse definir en cada punto de ella un

sistema de referencia lorentziano respecto del cual, las leyes de
la física sean equivalentes a las de la bien conocida RE. Sabiendo

entonces que, para esta teoría, la trayectoria de una partícula
libre es una recta en el espacio de cuatro dimensiones podemos,

mediante la aplicación del principio de equivalencia, predecir para
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RGuna trayectoria geodésica, puesto que ésta es localmente una
recta.

Muydiferente es el caso de las teorías gravitatorias con

torsión. Si bien, al igual que en RG, las variedades donde ellas

se formulan resultan localmente planas (desde el punto de vista

métrico), no poseemosninguna teoría física formulada en espacios

planos con torsión, que posea el grado de confirmación experimental

que tiene la RE. Los únicos principios de equivalencia aceptables

serán entonces aquellos que, en el límite de torsión nula,

coincidan con el de RG. En la sección (7.2) hemos presentado dos

versiones de tal principio. Allí vimosque las características de
la llamada segunda versión del principio de equivalencia, le

confieren cierta plausibilidad. De todos modos ninguna de ellas

es, por sí sola, suficiente para predecir qué tipo de trayectoria
seguirá una partícula material en presencia de torsión. Deberemos,

entonces, en el marco de las teorías de campos en el que hemos

formulado la presente tesis, recurrir a la resolución del problema
dinámico completo de la interacción materia-gravitación. A partir
de allí, estudiar el límite clásico en el que un'campo físico puede
describir la trayectoria de una partícula.

El estudio del comportamientoclásico de teorias con torsión

presenta, además, otros motivos de interés. Esto se debe a que

teorías como, por ejemplo, la de ECSK,al no ser renormalizables,

no resultan predictivas a nivel cuántico. Por tal motivo, y en el

mejor de los casos, deben ser consideradas comoel límite clásico

de alguna teoria cuántica renormalizable. Sus consecuencias
fenomenológicas deberían buscarse, eventualmente, a este nivel. Si

la aparición de la torsión trae aparejada modificaciones a
trayectorias de objetos materiales, podría implementarse algún
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modelo aplicable, por ejemplo a la astrofísica, que esté en
condiciones de confrontar sus resultados con los de la RG en un

modelo análogo. Trabajando en esta dirección en [34] hallamos que,
si se conoce la estructura de una estrella a un cierto orden de

desarrollo post-newtoniano de sus parámetros característicos, las
perturbaciones a trayectorias de partículas de prueba en su entorno

podrían atribuirse al espín no promediadoa cero de la materia
constituyente de la estrella, es decir, a la torsión.

Dondeel interés del estudio del límite clásico de teorías con

torsión adquiere mayor importancia, es en SGN-l. Comoes sabido,
esta teoría, a diferencia de la de ECSK resulta cuánticamente

predictiva. Efectivamente, al menos los primeros órdenes de
desarrollo en la constante de Planck PH) de la matriz de

scattering, son finitos. Esto la diferencia también de RG, la cual

no ofrece resultados conmensurables a ningún orden en fi, en zonas

del espacio donde el escalar de curvatura sea no nulo [19]. De

todos modos las predicciones cuánticas de SGdistan muchode estar

en condiciones de ser corroboradas experimentalmente de manera

directa. Esto se debe a que para producir un scattering que

involucre a parículas tales comoel gravitón ó el gravitino, se

requiere una gran cantidad de energía. Al igual que en ECSK
deberemos entonces recurrir al límite clásico a fin de encontrar
eventuales consecuencias observacionales en condiciones de ser

confrontadas con la experiencia. La diferencia es que ahora el
límite proviene de una teoría que posee mejor comportamiento

cuántico. Ademásla SGresultaría ser el límite de bajas energías

de Supercuerdas, teoría esta última que, tal vez, tenga un

comportamiento cuántico no divergente a todo orden en h [35]. En

esta línea de trabajo, y en el marco de SG N-l, en [36] se

encuentra que la presencia del gravitino y, en consecuencia de la
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torsión, se puede vincular con desviaciones en el espectro de

emisión de una estrella, respecto del predicho por RG. En cuanto

al problema de las trayectorias de partículas de prueba, en [37],
mediante el estudio del tensor de energía momentode la materia, se

discuten posibles apartamientos de la ley de Newton.

En lo que respecta al tema de la interacción con la materia,

existe todavía, una importante diferencia entre las teorías
gravitatorias que, tales comola de ECSK,no son supersimétricas y

la SG. En las primeras no existe ninguna prescripción específica

respecto de cómo debe ser el acople materia-gravitación.

Inspirados en la RE podemos, por ejemplo, emplear el acople mínimo.

Esto es, transformar los términos cinéticos libres de RE en

interactuantes con la gravedad, sustituyendo las derivadas
parciales por derivadas covariantes.

0..

31L___., A“ + m) (7.3.1)

Este acople está basado en la versión del principio de equivalencia
dada en [26] [ver secciones (6.6) y (6.7)]. Dadas las dificultades

de interpretación que, de acuerdo con lo discutido al comienzo de

la presente sección, poseen estos principios, nada impediría
emplear otro tipo de acople en lugar del mínimo. Debemosaún notar

que, además del acople mínimo, existen otros modos de proponer

términos interactivos con la materia que, al igual que aquél, se

anulan en el límite plano. Por ejemplo, el acople conforme:

Z

ï R75 (7.3.2)

donde 3 es Real

jj es un campo de materia
R es el escalar de curvatura

cumple con esta prescripción para el caso R- 0.
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Por otro lado, y teniendo en cuenta que la supersimetría

podría jugar un papel importante en la formulación de teorías

cuánticas gravitatorias finitas, parece natural estudiar acoples
materia-gravitación que hagan supersimétrica al lagrangiano total.
Recordemosque en supergravedades extendidas N-2,.....,8 [6], la

materia entra en el lagrangiano comomultipletes de gauge del grupo

de las supersimetrías. Dada la importancia que, de acuerdo con

[35], podría adquirir SG N-l frente a las restantes

supergravedades, nos interesará estudiar el problema de las
trayectorias de partículas materiales moviéndose en el campode
fondo de ésta teoría. De acuerdo con lo discutido , acoplaremos a

la materia mediante un multiplete supersimétrico. Esto es, un

conjunto de camposmateriales que, frente a una supersimetría,

dejan invariante al lagrangiano total del sistema. En particular,
trataremos el caso del multiplete de Wess-Zumino (ver [6] página

198). Teniendo en cuenta que a este multiplete es posible darle

masa (mediante mecanismos como los descriptos, por ejemplo en

[38]), podemosservirnos de él para describir el comportamiento de

la materia en interacción supersimétrica con la gravitación. El
tratamiento dinámico del problema nos informará ahora acerca del

tipo de trayectoria descripta por las partículas que, a nivel
clásico, representa este multiplete. Entonces, por un lado,
poseemos un sistema de referencia que cumple con un principio de

conservación de la energía-impulso y que asegura que los

observadores fijos a él deben seguir geodésicas. Por otro lado,

disponemos de un plausible acople supersimétrico, capaz de predecir

trayectorias mediante el correspondiente tratamiento dinámico. Si
las trayectorias geodésicas no son solución del problema dinámico,
entonces, las partículas libremente gravitantes en variedades con
torsión, tal como las hemos definido, no aparecerían. El
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multiplete produciría partículas en interacción a las que no sería
posible considerar comodesacopladas unas de otras. Por supuesto

que siempre será posible postular una trayectoria geodésica (aún
con torsión) y construir el lagrangiano de interacción que la

produzca. Pero el acople obtenido por este camino, será pasible de

las mismas críticas que previamente les hemos hecho a los acoples
mínimos.

Por otro lado, puede ocurrir que , de resolver el problema con

acople supersimétrico, hallemos que, en el límite clásico y en
presencia de torsión, existan ciertas partículas que describan
geodésicas. Entonces, dado el resultado (7.2.15), podremoselegir
al sistema de referencia de la partícula de modo que se cumpla

(7.2.2). Esto es, que el vector tangente a su trayectoria sea e y

que el conjunto á; (A- 0,1,2,3) cumpla con:

/\
¿[A 0», DC.) = O (7.3.3)

GA

verificándose, desde este sistema de referencia, las propiedades de

conservación de la energía momento discutidas previamente.
Postergaremos momentáneamente el análisis de esta última

posiblildad, retomándolo en la sección siguiente, donde las

consecuencias clásicas de los acoples supersimétricos serán
tratadas con detalle.

Con esta discusión hemos querido poner en relieve la

insuficiencia de un principio de equivalencia en teorías con

torsión para, a partir de él, proponer términos de interacción ó

trayectorias. En RG, además de proponer que la variedad sea

localmente plana se necesitó del concurso de una teoría bien

fundamentada (como la RE), para hacer del principio de equivalencia

una herramienta útil. En SG, la exigencia de condiciones
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4geométricas tales como(7.2.1) o (7.2.2) sobre posibles sistemas de
referencia libremente gravitantes, sólo nos informa sobre las

propiedades de conservación que se observarían desde distintos
sistemas de referencia. La pregunta acerca de cuál debe ser la

trayectoria de un observador (partícula) real, sólo lo puede
responder la dinámica de las interacciones de la materia con la

geometría (guy: ygl). No disponiendo de una teoría acabada de
estas interacciones, proponemos como plausible la del acople

supersimétrico.

7.4) TRAYECTORIAS DE PARTICULAS ACOPLADAS SUPERSIMETRICAMENTE EN

SG N-l

De acuerdo con lo discutido en las secciones precedentes, el

movimiento de partículas materiales no dependerá exclusivamente de

la geometría de la variedad, sino que dependerá, además, del

lagrangiano de interacción que se emplee. Si la supersimetría ha

de jugar un papel importante en la formulación de las teorías

cuánticas gravitatorias, entonces, el lagrangiano del sistema
físico debe incluir a la materia como una representación del

supergrupo de Poincaré [ver final de la sección (6.1)].

La primer representación lineal no trivial del supergrupo es
el multiplete chiral de Wess-Zumino(A,B,X.) [6], [39]. Hasta el

primer orden en la constante de acople gravitatoria Qe_

( )CZ -8‘fl' Gc'b , G- constante de gravitación universal), el



161

correspondiente lagrangiano acoplado supersimétricamente

(supersimetría local) con SGN-l es:

JM : -Ï [buAgvAngng] Alw-P

+ 3: D Eme>1>\’ ¿e * "‘65EQÑÁ (7.4.1)

donde: e - Idet g (“z

A : campo escalar.

B campo seudoescalar.

)\ : campode espín 1/2 en la representación

de Majorana.
/\ 'ATxóO

o O Ü

K '(41 CD)

D[w(e)]: derivada covariante definida con la conexión

espinorial sin torsión.
donde hemos despreciado las potencias más altas en 3€. debido a

que, en el posterior tratamiento macroscópico del problema, las

distancias típicas serán consideradas mucho más grandes que la

longitud de Planck.

El problema dinámico completo se describirá, entonces,
mediante:

¿ÏT z ¿{56+ jm _# o (¿2) (7.4.2)

donde ¿{56 es el lagrangiano de la Supergravedad N-l, cuya
expresión ha sido dada en (6.1.12).
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Teniendo en cuenta que el comportamiento cuántico del gravitón

(ng) y del gravitino ( %a/) se manifiesta a muyaltas energías,
realizaremos un tratamiento semiclásico del sistema. Esto nos

permitirá encarar el problema de partículas moviéndose en una

variedad curva con torsión (U4), cuya geometría está provista por

la métrica y el gravitino (ver [40]). Este último campo, de

acuerdo con (6.1.18), será el responsable de la torsión:

A r F " A
A 'KSuv : e 6‘(va ‘FV (7.4.3)

La ecuaciones de campoobtenidas a partir del lagrangiano (7.4.1),
correspondientes a los tres campos de materia A;B;A», 8003

CDA-Ji E 7 "0),", — P "— :0 (7.4.4)APKY’0JG \+'7¿“6 5 SFX] a

¡jtb_(1[25(,(Yu\¿PKSBuÁ*?KCP85KI-kap)\]zo (7.4.4b)

DNAa“ + x fi b A“te 5) 6“: o (7.4.4c)

Lo que nos muestra que, de acuerdo con lo discutido en la sección

(7.3), las partículas que describen estos campos, además de

interactuar con la geometría (ghv; YL_), están en mutua
interacción. Si consideramos que una partícula libremente
gravitante sólo interactúa con la geometría, las partículas
A,B,,Á , en principio, no lo son. Recordemos, de todos modos, que

el problema de la trayectoria es completamente clásico y el

tratamiento desarrollado hasta aquí corresponde al de campos

cuánticos. sólo el límite clásico de las ecuaciones de campo

(7.4.4) nos permitirá sacar conclusiones respecto del tipo de
movimientodescripto por estas partículas.
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Procederemosentonces a realizar el tratamiento semiclásico

del problema introduciendo la expansión WKBde los campos A,B,>\

(ver, por ejemplo, [40] y [42]):

ao i M

A00 = ex? [‘SAC’Q/fi] í (“m AMCXX+KC(7.4.5a)
(«:0
M

(5963 r un Lr 33(X3/¡]á:'¿t‘v5m“\ + LLC(7.4.5b)

con SAhbzfase que consideraremos real

Para el campo de espín 1/2, denotaremos al espinor fila )\T como
T

A -(ÁL1,A5, Á5,X¿H), donde las )\L ( X‘) son las componentes
"left" ("right"). En la representación de Mayorana, se satisface

1 K

la condición de vínculo 1x RN- -0DÁ\L, donde la matriz de Pauli
(72 vale: .

h? (o w)"¿ o
Entonces la expansión WKBdel espinor la escribiremos como:

Oo ao
M NI

—- / —¿ “S. -¿ M
AR _ ¿MJ m M3539pr Ano/h):¿Mi ta) A“ (MM

'V s

con /\QM- Án.‘ exp(iS)\(x)/Ií)

S.x : fase que, al igual que en el caso escalar,
consideraremos real

Ahora estamos en condiciones de encarar el problema del

comportamiento clásico del multiplete. Este se obtiene

sustituyendo las expresiones (7.4.5) en las (7.4.4) y tomando el
límite cuando'fi'---? 0. El resultado es:

LA

A SA du ¿A = o (7.4.6a)
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M

B 5.5 BASE) : O (7.4.6b)

(31035y“gus“ ¿ae¿Aoqusmü

-32?“Bom) ¿pgspsb‘oMzo (7.4.6c)
donde Kb - Ao sen(SA(x)/h) 33- Bo sen(S&(x)/h)

2' «1+ N+
Ao ' (ARO I Lo)

ALO- G. AQO

Ahora bien, estos camposrepresentarán partículas clásicas si las

fases SA, SB, SA pueden ser consideradas como la función principal
de Hamilton de un sistema clásico de partículas. En este caso los

respectivos momentoscanónicos resultarán ser:

DLLHA,“ :BKSM‘BI“ (7.4.7)
Teniendo en cuenta que estamos interesados en el estudio del

movimiento de partículas materiales, necesitaremos que el
multiplete describa partículas masivas. Como es sabido, el

mecanismo que se emplea para dar masa a los campos supersimétricos

implica una ruptura de supersimetría. Este procedimiento trae

aparejada la aparición de términos en el lagrangiano del tipo (ver
[41] Y [38)]:

1 L A

4 ¡M2 A1 B j rmq, B 5 MAÁX (7.4.3)
2 «R1 2 fi). 2. ‘V‘

que se interpretan, entonces, como términos de masa de los campos

A,B,;\ . Este mecanismo de ruptura puede llevarse a cabo de modo

que el comportamiento cuántico finito del sistema no se vea

perturbado (aún en el caso en el que las masas sean diferentes)
[6].
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La inclusión de términos masivos hace que las ecuaciones

(7.4.6) resulten ahora:
K

p P , mÉA (7.4.943)“.(A\ (A\ =

PALMtu”; ;- m‘g (7.4.9b)

/\(,L\5/PA_MI\5=V (7.4.9c)
_ , N

donde:Il - 3 (74/,PA, P5)--X 4-6Ï6&o%\hu'
Antes de continuar, discutiremos brevemente el significado físico

de las ecuaciones (7.4.9a/b). En primer lugar notamos que estas

ecuaciones se satisfacen si el momento canónico P¿&¿Ayb)coincide
con el momento ordinario UK, donde U es el

pkmla) -m AHB
cuadrivector temporal ortogonal a las hipersuperficies de fase

S(MS¡ constante (U“U¿-—1). Entonces:

Í 4JK(A\=W
4

b“ “53 : K___ PM”) (7.4.10b)
°>

Tomandola derivada covariante de Christoffel de las (7.4.10)
obtenemos:

H ss fs b ‘n- k V _ (7.4.11)VV -VWUV(A.3)‘- ( v ‘19)»
"Wums

donde hemos usado la (7.4.7). Teniendo en cuenta que 1a conexión

de Christoffel es simétrica y que BD2QNF-0, resulta:

H
'\7 (7.4.12)Cv Um M) z

(el símbolo [v «J expresa 1a anticonmutación de los índices).
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Además:

w ,a u
VHWU 3* 2 ha.) Va‘“ww = o (7.4.13)uns} u (Mb)

A
puesto que UlM¡‘UMum)"1

finalmente de las (7.4.13/14), concluimos que:

KJM¿)ÜKUFH¿)= (L4JU

Este resultado nos dice que las partículas escalares A y B,

acopladas supersimétricamente con la SGN-l, describen trayectorias

geodésicas sobre la variedad cuya curvatura y torsión vienen

fijadas por los campos gh_) y %L_.

En la sección (7.2) mostramos que, en aquel sistema de

referencia cuyos versores Ék(x) (A-O,l,2,3) cumplen con la
condición [ver (7.2.15)]:

jA é; (LA = O
¿A (7.4.15)

donde e: e"; 7A; y "Xo" es un punto cualquiera de la variedad.

entonces también ocurrirá que:

M í; V (L4J6ecvmec-o )
Es decir, la trayectoria (7.4.14) es compatible con la elección

como sistema de referencia de la partícula a aquel que cumple

(7.4.15). Bastará para ello hacer:

A
u(x,3= e°(x.\ H.L1H

y al resto de los versores suponerlos comotangentes a geodésicas
espaciales ortogonales a la trayectoria de la partícula.
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Recordemosque la existencia de tal sistema de referencia no está

condicionado por ninguna especificación sobre el tipo de acople de

la materia con la gravitación. Su elección es siempre posible,

pero, si la partícula describe una geodésica, podrá constitirse en
su sistema propio de referencia. Comosabemos, desde este sistema,

la energía-impulso cumple un principio de conservación local [ver

(6.7.11)]. Esta propiedad es análoga a la que poseen los sistemas
de referencia libremente gravitantes en RG. Ella resulta, además,

una propiedad deseable para un sistema de referencia no acelerado

[ver discusión al respecto en la sección (7.2)]. La posibilidad de
elegir este sistema propio para las partículas escalares del
multiplete, nos permite decir que los camposA y B representan, en

el límite clásico, a partículas libremente gravitantes. Por
inspección del lagrangiano de Wess-Zuminovemos que la interacción

de estos campos con la geometría, en el límite clásico, está dada

únicamente por el término cinético:

I

Joya : sia Á“ ¡5 Av Q) 3“) (7.4.13)
g; : campo escalar o seudo escalar

puesto que, en el límite fi; 0, no existen términos de interacción

de estos campos con los campos de espín 1/2 ni con el gravitino.

Esto último se pone de manifiesto en las ecuaciones (7.4.6) donde

las fuentes, para los campos escalares, se han anulado. La

(7.4.18) resulta, pues, la interacción correspondiente a partículas
libremente gravitantes en SGN-l.

Volviendo ahora a la ecuación (7.4.9c), vemos que ella

representa la ecuación de campode una partícula de espín 1/2, en
presencia de fuentes. Debido al término de interacción en el
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lagrangiano (7.4.1), cabe esperar que el momentocanónico y el
momentoordinario no coincidan (lo mismo ocurre en la mecánica

clásica para el caso de una partícula cargada en presencia de

campos electromagnéticos). Proponemos, entonces, que el momento

canónico se descomponga en 1a suma:

PX z mx Ut“ r Zk (7.4.19)

donde z‘“es una magnitud vectorial que depende del lagrangiano de
interacción.

(en el Apéndice III se justifica esta descomposición para el

momentocanónico, mostrándose que el límite clásico del lagrangiano

de interacción para las partículas de espín 1/2 depende de su
velocidad)

Reemplazando(7.4.19) en (7.4.9c) resulta que:

/\°(X5rvm\ “¿M-“MA +ÏS6¡“LJ-1V (7.4.20)

esta última ecuación algebraica se satisface para:

X0 ‘65 ZA = V ¡UL/1‘ (7.4.21)

y:

io E pk.)s3 *‘W\*\] '-'-o (7.4.22)

donde se ha tenido en cuenta que { ¿“V‘Xv}- Zgho. La ecuación

(7.4.22) tiene la conocida solución:

N ‘ a
)\o: QHCX3W(P)+0u(x)V2(h) H,L2”

donde ;.(p) y Ü¡(p) son las dos soluciones linealmente

independientes, en el espacio de los momentos, para los espinores
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de Majorana.

A partir de (7.4.21) podemosobtener la expresión de z“ enN
función de )\o y del término de interacción G. Reemplazandoel

resultado en (7.4.19) resulta que:

u " M— rd
Ll

PO“ z MAD“) _ VÉ__\í>\o (7.4.24)
4X0 X.

Partiendo ahora de (7.4.7) y, teniendo en cuenta 1a (7.2.24) y que
Ü [uvls - 0 obtenemos: _

B ') ‘_ ¿“V15le A” (7.4.25)u C ‘\4(A\ = g,
Nm,x H Ao 7:0

Ademas se cumple la identidad geométrica:
Ü- y.

u H ‘
3€“ UN“) Um = U (a) QC“ 003M) 6V“- UWMUH)‘

{l
_ U“
‘ (A) VMUvH) (7.4.26)

Estas dos últimas ecuaciones nos dicen, finalmente, que:

(l
u LL

U (A) Vu Uv (A) = x U (H (¿Hp (7.4.27)

donde hemosdefinido a la magnitud tensorial (antisimétrica) f»?
como:

-fuu z ïágïz
27X O

La ecuación (7

_. A, / A“ C ,U

PF (Aoü UA)'-¿Ïs E’om“«s)“vfs'\o”'4'2°’
3( ww.k N“).

.4.27) nos permite concluir que, en el límite

completamente clásico, las partículas de espín 1/2 del multiplete,

no siguen trayectorias geodésicas. La magnitud tensorial f¿*v es,
pues, la responsable de este comportamiento de las partículas
espinoriales. A los efectos de interpretar con mayor claridad su

dependencia con las variables físicas macroscópicas de las
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partículas del multiplete, expresaremos a las amplitudes Ao, Bo y
A;

>\o en función de las densidades de masa en reposo ( f; ,(36 , PA) de
dichas partículas. Para ello emplearemos los resultados del

Apéndice III, del cual extraemos las siguientes relaciones:

Z ¡31v
2 9- 1 z .

/)A Z AoMA P : go C (ÁOÁOMAC
w B h?- ‘fi

que, reemplazadas en (7.4.28) nos permiten obtener:

_ (HUF “"1 - .N'Q " 5' N (7.4.30)
{W - ['“r á ( VA “WH/33 AHF a12]}.8’\°2/)z\m

con: Vans:- fA,B sen(SA'(eK\/ñ)

No debemos creer que el resultado obtenido en (7.4.27) posee un

carácter general, válido para todas las partículas de espín 1/2

moviéndose en una variedad métrica con torsión. Por ejemplo en

[42] se muestra que para el caso de acople minimo con la

gravitación, estas partículas deben seguir geodésicas (aún en el

caso de torsión no nula). El movimiento no geodésico previsto para

las partculas espinoriales debe entenderse, entonces, como una
consecuencia del acople supersimétrico.

De este modo, podemos concluir que, en principio, el sistema

propio de las partículas de espín 1/2 no podrá definirse de manera

que cumpla con (7.4.15). Estas partículas deben, entonces,

considerarse comoaceleradas. En la sección siguiente ofreceremos

un cálculo explícito de la pérdida de energía por unidad de tiempo,

que ellas experimentan desde su sistema propio.

Por último mencionamos que el acople supersimétrico, no

predice trayectorias compatibles con sistemas propios de referencia
para los cuales se anule la conexión de Cartán (autoparalelas).
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7.5) BALANCE ENERGETICO EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LAS PARTICULAS

DEL MULTIPLETE

Los resultados del Capítulo VI, conjuntamente con los de 1a sección

precedente, nos permiten encarar el cálculo explícito del flujo de
energía medido desde el sistema de referencia propio de la

partículas del multiplete de Wess-Zumino. Efectivamente, de

acuerdo con (5.5.23), esta cantidad puede calcularse a partir de:

í; a
VetLT°(a\): LM _‘ [EPM ¿Se (vos-1)r _, v

9- V ‘3 ¿y ÉL

donde f>rg : es la densidad de energía-momento.

6 : es el vector tangente a una línea coordenada
del sistema de referencia.

Si suponemos que ¿Z es un vector de tipo temporal, entonces

T°(¿ )( FE 31 , representará a la energía del sistema por unidad de

volumentridimensional. Por lo tanto, la integral del lado derecho

de la ecuación (7.5.1) será el flujo total de energía a través de

la superficie cerrada 25V,por unidad de volumen cuadridimensional.
0 sea:

1 9‘1 .¡e o. Ae-¿(f:v_rm=w_-_ _ ,_
9(¡9 ) AVwoLv ¿x0 ¿ (7 52)

donde 0' - dE/dM‘ , E: energía, dv'-dx‘dxzdx5f3 Av:¿ÜUF

x‘.: (i-1,2,3) coordenadasespaciales
x° : coordenada temporal

A partir de su definición vemosque las unidades del flujo /<í
son:

1- [ r7/on
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Para referirnos ahora a las partículas del multiplete, vamos a

suponer que (É, - Uma -20. En este caso, de acuerdo con lo
discutido en la sección (7.4), será posible elegir un sistema de

referencia propio para la partícula de modo que se cumpla la
(7.4.15):

A

feA = o rlQ=oil¡2¡6
ll o

y, por (6.7.7) y (6.7.9), hallar que Ñk(T(EL)/Í3+0. Entonces:

MM _L Í .TWULQ\¿%1:O (753)
V —&<) V 5V {á

Es decir, el flujo de energía de los campos gravitatorios y de

materia, a través de 25Ves cero. Además, desde este sistema de

referencia, también es cero el flujo de energía de los campos de

materia en forma separada del correspondiente a los demás campos.

Esto puede comprobarse fácilmente considerando, en la densidad de

energía de los camposde materia y gravitino T;;,(U“¿3), sólo a la
contribución de los campos de materia escalar (los cuales,

clásicamente, se desacoplan del campogravitínico y de espín 1/2):

l LL | R 9

Tu (U“"’3\:Tesc v Um.) (7-5.“

con:

TQ: --2/(ï3 (S foie; ¿{h-7C
SSAV

;<QI: La densidad lagrangiana definida en (7.4.18)

y calculando:

í ¡.s u | MD

(uuMX :áï'eu o?! SW (7.5.5)
mts)

— T
V FSC.

expresión que de acuerdo a (6.7.2a) representa al flujo local de
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energía de los campos de materia. Teniendo en cuenta que el

sistema de referencia de las partículas escalares siempre puede
elegirse de modoque:

r _

.r\_umzkw - o
concluímos que, desde este sistema local de referencia, la energía

de los campos de materia es una magnitud conservada. Observamos

que la propiedad de conservación de la energía de cada campo físico

por separado se producirá toda vez que el sistema de referencia
desde el cual se la calcula cumpla con la (7.4.15).

Por otro lado, a partir de nuestro formalismo, estamos en

condiciones de calcular también el flujo de energía del sistema

constituido por las partículas de espín 1/2, medido desde el
sistema de referencia propio de estas partículas. Efectivamente,
si del tensor de energía-momento:

Th“) '-' “2 é”le C 3°“: 7/44..Alt/x]-_ (7.5.6)
QE} ¿Sguv

con:

W'm-Ju: + ¿(“3* of.“ \ T3d‘x

¡r ' u p 0 Puv P “5-.
f5- gamma s .‘.’-2sms” -115”sua

[ver (6.1.8)]
Ï "u 7'“

fics- c vn ¿»5513. DPY/r [ver (6.1.12)]
¿("nz densidad lagrangiana definida en (7.4.1)

consideramos sólo la contribución de los campos de espín 1/2

presentes en ¿í y tomamosel límite clásico (Ver Apéndice II),
MA
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el resultado es:
cn")

(M1)
__. _ f7 u o o

“1 - j)‘Umum - r; iii (7.5.7)
(WW Q 5.“)

_ N . Mill N

con: "(i z -áe (PrY AuzfiarLÏI-SK Áfi))xf>\°

[36: fi‘es¿MLSÁ \

lo cual nos permite calcular:

La")

93=He(| TÏKUWD);an É Í) =E5U&)UÏJÉ¿] (7.5.8)
¡[2 (g ’2 '2. UN '49 TQ 39...)

Si recordamos que el sistema físico constituido por los campos

gravitatorios y de materia es un sistema cerrado, podemos

interpretar que esta última expresión es una medida del intercambio
de energía entre las partículas de espín 1/2 y las restantes
partículas y camposque constituyen el sistema.

Por otro lado:
as_ _ H

b“
uM

:. U (A\ VM U(,\‘\)

en cuya obtención se tuvo en cuenta que la conexión de Christoffel
, . M, .

es metrica, que qA\UUhÏ—1y que, en consecuenCia:
HH

um vv uk: O (7.5.10)

Reemplazando(7.4.27) en (7.5.9), se halla que:

H = u

UM 1%?“ 20€,“ {-m) (7.5.11)
fnvz el tensor antisimétrico definido en

(7.4.27)
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Entonces:

H . .

Á UTMUÏ") ¿{Aguü z X P» UÏMUH) h“): o (7 5 12)
debido a 1a antisimetría del tensor va.

Usando este resultado en (7.5.8) obtenemos:
(K‘)O

/“ '—''..2 ' ¿U 6L“)
2 B 3'40 o“

Ahora sólo nos falta calcular la derivada de Lie del tensor

(7.5.13)

métrico. Esto puede hacerse resolviendo 1a ecuación de 1a

trayectoria (7.4.27) de las partículas de espín 1/2 y expresando a

la velocidad U(A\ en función de los campos guy y VZL. Bastará
ahora calcular:

P ¡a P

¿{U 3‘” r UKMXp gm)" %pyBuU(M+guPEvU(M (7.5.14)(a)

e introducirlo en (7.5.13), con lo cual el problema está,
formalmente, resuelto.

Si en lugar de interesarnos el resultado exacto de (7.5.13)
sólo deseamos obtener órdenes de magnitud, 1a expresión (7.5.11)

nos puede ser de muchautilidad. Efectivamente ella nos informa

sobre la "proyección" de la componente "4" del tensor de dos

índicesjsuA gn“) en la dirección del vector tangente a la
trayectorita3 de la partícula (UÜQ. Definiendo entonces a1 campo de

tétradas'QÁ(x) (A: 0,1,2,3), de modoque el versor temporal 38(x)
sea:

/\
(Soon =U(M"C\ (7.5.15)

1a (7.5.11) puede escribirse como:
H,

eo í z _ “f.,\ no _ X8 7.5.1
U(A)Ú o MV ( 6)
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o bien:

pá)“ng =32:me (7.5.17)
donde hemos empleado la notación de componentes mixtas (o),v cuyo
significado es:

(o): componente temporal en el sistema propio de
la partícula.

V : componente curvilínea génerica.

M(o)v - M(@°,é°), Mtensor cualquiera de dos índices

tienen elSi suponemos ahora que las cantidades,% g y f" g
uu\ (o\DU0“ Uv

mismo orden de magnitud. 0 sea:

AJ (7.5.18)
ÏLQW8*”) á(0\\)

donde el símbolo/v significa: "igual orden de magnitud"

Entonces de (7.5.17), (7.5.18) y (7.5.13), concluimos que:
tn“)

{/3 _2>C\ .í. (7.5.19)
{/2 AJ Ï:“_ _.—_—___- (o\\)

9' L) @o\v
En la sección siguiente haremos uso de este último resultado para

estimar el intercambio de energia entre las partículas de espín 1/2

del multiplete y el resto del sistema físico. Como veremos, ello

nos permitirá expresar a las variables dinámicas clásicas de 1a

materia supersimétrica en función de parámetros observacionales.

Estos últimos podrían relacionarse con sistemas físicos reales.

7.6) FLUJO DE ENERGIA EN FUNCION DE PARAMETROS OBSERVACIONALES PARA

UN MODELO DE MATERIA SUPERSIMETRICA EN INTERACCION CON SG N-l

En esta última sección nos proponemos implementar un modelo para el

cual puedan aplicarse los resultados obtenidos precedentemente.
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Supondremos para ello que la fuente de SG N-l es un cuerpo central

de radio R con una distribución de masa con simetría esférica y

valor no nulo del campode gravitino en su superficie:

Kuwfio (7.6.1)
de modoque sus soluciones externas generen torsión. Si admitimos

que en el exterior la materia se acopla con SGN-l mediante el

multiplete de Wess-Zumino, la dinámica del sistema vendrá gobernada

por el lagrangiano (7.4.2).

Consideremosahora a las partículas clásicas de espín 1/2 del

multiplete supersimétrico. De acuerdo con los resultados de la
sección (7.4), ellas describirán, en el exterior de la fuente, un

movimiento no geodésico. En la sección (7.5) hemos mostrado,

además, que estas partículas deberían experimentar una variación de

energía por unidad de tiempo equivalente a la calculada en

(7.5.13). Lo mismohabrá de ocurrir, entonces, con un cuerpo

macroscópico en cuya constitución predomine este tipo de materia.

Haremosa continuación las siguientes hipótesis:

a) las soluciones externas del tensor métrico y del gravitino no
son sensiblemente diferentes de las soluciones externas de SGN-l

libre. Es decir, hacemosla hipótesis que el multiplete es materia
de prueba.

b) el sistema físico que vamos a describir admite una solución

externa cuasi-Minkowskypara el tensor métrico y que, siguiendo el

formalismo empleado en [43], cap.9, es posible desarrollar a todas

las magnitudes en función de las cantidades V, Ñ y í, las cuales

representan los valores típicos de velocidad, masa y distancia del

sistema. A la velocidad típica, considerada muchomenor que la

velocidad de la luz, se la supone del orden de Gñ/f (G: constante



178

de gravitación universal)

En el marco de estas dos hipótesis impondremos condiciones

iniciales de modoque cuerpo se mueva en en torno a la masa central

a una distancia suficientemente lejana del radio de Schwarzschild

(d>>2ÑG). Entonces, siguiendo a C. Will ([44], pág.298), podremos

expresar a 1a variación temporal de energía mecánica en función del

período mediante el empleo de la tercera ley de Kepler. El
resultado es:

- ¿LE = ' d_"“VZ+_2. E Pad: (7.6.2)
«:Laco 2 ¿on 5 CLI,

donde "E" es 1a energia mecánica del cuerpo orbitante, "m" es su

masa, "P" es el período orbital, Ko es la coordenada temporal de un

sistema de cordenadas cuasi-Minkowsky (Ko-ct , "c" es 1a velocidad

de la luz) y Vi dXQdXO, xÉ vector posición espacial. En el

cálculo precedente se ha tenido en cuenta que, de acuerdo a la

hipótesis a), es posible suponer que 1a masa reducida es

aproximadamente igual a "m" y que la hipótesis b) nos autoriza a

emplear el sistema de coordenadas cuasi-Minkowsky. Se ha

considerado, además, una posible variación temporal de "m".
Entonces:

2/2 z -1 {QA/¿+1.Á V1?" ü (7.6.3)acixo 5 c dx,
,5? : es el flujo de energía por unidad de

2 cuadrivolumen medido en el sistema de

referenciua local de las partículas
de espín 1/2 [ver (7.5.8)].

¿36’s densidad de energia en reposo de la
materia espinorial

[[1 J - [T°°] - [energía].[velocidadl/[volumen]
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Reemplazando (7.5.19) en (7.6.3) se obtiene:

532 =¿z WE?» d­
A L0

r“ N -l

%Xv]k5>\o)Nxfl_P{’ÁdfAlfa-Ji (7.6.4)
A E> ¿LEO 2 ¿13:0

'R = xïzp(ñAh1}/(A)Hksfieuzfia)\ XP

donde 7& /o son las componentes de la solución externa de

gravitino y fkv ha sido reemplazado en (7.5.19) por su valor dado
en (7.4.30).

Mediante la expresión (7.6.4) hemos, entonces, vinculado al

campo de fondo (gkv, %;_) y a las variables clásicas que describen a
la materia supersimétrica (j/DA,BLK), con los parámetros
observacionales P y dP/dXo. Si se supone que las interacciones

gravitatorias de baja energía están gobernadas por la
supergravedad, esta relación podría emplearse en la descripción de

la evolución de sistemas físicos asimilables a un cuerpo de pequeña

masa orbitando en torno de otro en interacción gravitatoria. En
estas condiciones, una variación temporal del período orbital
podría atribuirse, eventualmente, a un acople supersimétrico de la
materia con la geometría de fondo.

Con el objeto de obtener un valor estimativo de la (7.6.4),

consideremos ahora a la expresión de la torsión en función del

gravitino:
P -" p

_ 1
5m) _ 36 fix 3% (7.6.5)

21

Por otro lado, la (7.4.29) puede escribirse como:
—\
(xd

A035 : Á? (7.6.6)
ÜAAC
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Entonces, estas dos últimas ecuaciones nos dicen que:
N ¡l_. 2 I.

tf Ao 4, l ¿PAM .5; Conhomemte gemcmcá (7.6.7)
X. MAC J ¿Le |g Toráïo’“ Shu,”

Reemplazando este resultado en (7.6.4) y recordando que las

condiciones iniciales impuestas al movimientodel cuerpo orbitante

permiten consideraar que UA(i)<<UA(o)m;c, se encuentra que:

-A. k _cl_ VZP-‘dP-\_¡_Z¿{2A (7.6.8)A mu ¿xo PA 5 ECO ¿Ponce

donde, en forma genérica, hemos llamado 1/6) a la densidad de
energía de la materia escalar.

Esta última expresión puede ser escrita de modo más conveniente

haciendo uso de la ecuación de campo (7.4.6c). Ella nos dice que

el término de interacción de la materia supersimétrica con la

geometría de fondo no será despreciable si se cumple que:
N N

TAIL- m L a, i fi (7.6.9)
N (IJ- rÏÏ “Z (* a(mi) (xoxo ¿(MN ¡mA

Combinandoeste resultado con (7.4.29), obtenemos:

la m._P)f\_ N //\ (7.6.10)
Wic- XZPJW />5

Reemplazandoen (7.6.8) y derivando resulta:

' Z -l (7.6.11)

—_'Pa ci N _V_PLLP-v_¿ ¿[AL4{35 CLIO pA 3c’- cuco 2C‘Pidïo
A los efectos de estimar la evolución temporal de la densidad de

materia supersimétrica consideremos nuevamentea la hipótesis b).

En las condiciones allí especificadas se muestra (ver [36]) que, en

el limite más bajo del desarrollo en las parámetros típicos del
sistema (límite newtoniano), existe un gauge conveniente

(supergauge radial: x17? -0, x’: componentes espaciales,z
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i-1,2,3), en el cual es posible hallar soluciones estáticas a la
ecuación de Rarita Schwinger que no son puro gauge (es decir no son

soluciones que puedan anularse por transformaciones

supersimétricas). Estas son:

su (k/ _ xïkrr‘s (7.6.12a)l = a léu)¿,¿k‘o'5

(¡U 4’ “5 (7 6 12b)o :(kc/ÁBÏÏ)X;JC r- ° '

"o": componente temporal

Kces un espinor constante.

Entonces, si el sistema físico se enmarca dentro de los requisitos

indicados en las hipótesis a) y b), y suponemos que estas

soluciones estáticas constituyen una buena aproximación para el

campode gravitino, podremos despreciar las derivadas temporales de

la torsión en (7.6.11) y obtener:

-L. [JA CL_ Í NV? {5|dP_ M2 A ¿PA (7.6.13)
¿1 ¡7 ¿ua (a; ¿zz c136,zz “PAE,

Como ejemplo de sistema físico sometido a interacción

gravitatoria para el cual parece presentarse el fenómeno de

disipación de energía, podemoscitar al pulsar binario PSR1913+16.

Este efecto se manifiesta a través de un decaimiento del período

orbital que no puede ser atribuido a disipación tidal,
transferencia de masa de un cuerpo a otro ni a la presencia de un

tercer cuerpo. Es por este motivo que, en el marco de la RG, a

este fenómeno se lo considera como una prueba indirecta de la

existencia de radiación gravitatoria (ver [44] pag. 306).
Partiendo de esta interpretación, no es posible calcular la
geomentría de fondo del problema mediante la aproximación de
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partícula de prueba. Esto se debe a que el cociente entre la masa

del pulsar (mp) y la de su acompañante (mc) es estimado como una
cantidad del orden de la unidad. Al no existir una manera directa

de medirlo, la estimación se hace recurriendo a la relación

funcional que, según RG, vincula la variación de energía por

radiación gravitatoria y el cociente mc/mp.

Ahora bien, si suponemos que la teoría que describe las

interacciones gravitatorias no es la RG sino que es la SGN-l

podemos,en principio, hacer otra interpretación del problema.
Dentro del marco de esta teoría, la disipación de energía podría
atribuirse, por ejemplo, a los efectos de acople supersimétrico
discutidos en este capítulo. A diferencia lo que ocurre para la

RG, esta energía perdida no va exclusivamente al campo guv sino que
se distribuye entre la totalidad de los campospresentes que,
además del métrico, incluye al gravitino y a los campos de materia.

Además, nuestra hipótesis b) nos ha permitido arribar a resultados

que predicen efectos medibles aún a orden newtoniano, no

necesitándose recurrir a efectos post-newtonianos. Todoello nos

autorizaría, en principio, a suponer que no necesariamente mc/mpes

del orden de la unidad y entonces emplear el modelo de partícula de

prueba supersimétrica moviéndose en la geometría de fondo de la SG

N-l. Aclaramos que con este simple modelo (simetría esférica,

soluciones estáticas de gravitino, curvatura casi nula, partícula
de prueba...) no se pretende dar una explicación alternativa del

fenómeno que compita con la ofrecida por la RG , sino que se desea

ejemplificar sobre el uso de nuestros resultados en situaciones
físicas concretas (en [45], trabajando sobre el mismo ejemplo

realizamos un enfoque análogo de este problema, sólo que esta vez

referido al problema de las trayectorias). Tomando entonces los

valores experimentales correspondientes al pulsar binario
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expresados en la siguiente tabla:

Velocidad de Rotación (v) 200 Km/s

Período Orbital (p) 3.10“ s
Derivada del Período

-¡¿Orbital (P) -2.10

(Estos valores han sido extraídos de [44], página 284)

la expresión (7.6.13) nos permite obtener:

É ¿-(C) N AE tu; . Ao“; (7.6.14,
r) (Lt P)\ F; (Lt ‘5

Si tenemos en cuenta que no existen evidencias experimentales de

materia existente entre el pulsar y su compañero, podemostodavía

suponer que la densidad de materia escalar se mantiene en un valor

constante muy inferior al de la densidad de materia espinorial.

Esto último, conjuntamente con la (7.6.14), nos dice que:

-25
A ¿PA ¡V _¡o g (7.6.15)

PA dt 5
lo cual puede interpretarse comolas condiciones de compatibilidad
entre las variables físicas clásicas del multiplete supersimétrico
con los datos observacionales del ejemplo.

En este punto debemos recordar que la supersimetría no se

manifiesta actualmente en la naturaleza. De todos modos, se

conjetura que el universo primitivo fue supersimétrico. Vestigios
de esta propiedad deberían, entonces, buscarse en sistemas físicos
que guarden información sobre el universo original. Es, así,

razonable esperar que la supergravedad pueda proporcionar elementos

de interés a 1a astrofísica. El simple ejemplo que hemos
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presentado pone de manifiesto que la supergravedad clásica estaría,

en principio, en condiciones de vincular la presencia de materia

supersimétrica con efectos observables. Por todo ello creemos que,

empleando modelos más completos, sería posible, en principio,

trabajar en la búsqueda de datos experimentales que permitan

contrastar la hipótesis de la supersimetría original del universo.
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CAPI TULO VI I I

OTROS ENFOQUES DEL PROBLEMA.

8.1) FORMALISMOA.D.M. [ 3]

Comohemos visto en el Capítulo III, el generador EF) [E ,25]

es una cantidad que se obtiene a partir de la acción del sistema.

Esta magnitud, que toma valores para superficies tridimensionales
z 5' de una variedad cualquiera Vií (que no necesariamente tiene

definidas métrica ni conexión afín), tiene 1a propiedad de generar

desplazamientos infinitesimales en la dirección del vector ¿L(Ij
[ver (3.2.10) y (3.2.11) 1.

Si, como en [ 3] 6 en [ 4] suponemos que:

a La variedad es métrica.
V

b) Tiene definida como conexión afín a la de Christoffel.

vc Es posible realizar una foliación de V4' con hipersuper­

3 (formalismo 3 + 1), que definen unficies espaciales Z
cierto sistema de coordenadas holónomo (xÏ ;t ) donde las

xZ representan coordenadas espaciales sobre 25 y "t" es

el tiempo.

d) La acción gravitatoria es la de Einstein:

Wg-jje dx -]l'3 R Éx

R: escalar de curvatura

podemosdefinir al vector temporal N, tangente a las curvas
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generadas por xl-cte. Sus componentes en un sistema de coordenadas

genérico, serán:

N“ z .639?”(X20
z t

¡fi - 1,2,3,4

mientras que en sistema (x‘ ;t ) resultan:

N- (N: ;N‘)

COD:

Además, en este sistema de referencia, las componentes del tensor
métrico se expresan como:

900- SUVNqu- Nl goi- guv Nu'xv¿

. . ¡4 V .

gio gij- ng x ¿xJ-- hi3

donde

gMo : componentes del tensor métrico en el
sistema de referencia génerico.
matriz de cambio de coordenadas del><

sistema de referencia (x ,t) al gené­
rico.

_, A A , A
goo - g(N.N), 913 - 9(e¿,e¿), 901 - g(N,e¿)
A - Ael -B/bx‘,eo-b/Bt

Escribiendo entonces al generador Ü) [2: ,zsl [empleando (3.1.20)]

para esta particular variedad y, usando comosistema de referencia
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nuevamente a (x‘ ,t ), obtenemos:

_ auf; -f5
_ [zakgT‘j N Il Sii “flor 38-—Í°Nace c,)dI

donde a las derivadas en la dirección temporal las hemos indicado

con un punto.

Entonces, recordando los valores de las componentes de N en el

sistema de referencia empleado, a partir de (3.1.24) obtenemos:

¿{N ¿3%.= Npápfilï : (ju- : WW“

á» ácu' '- NPBPQLH' t 605

¿N ano :' N o
Luego:

(PI: “,‘ZE’J kïj +3426.-3;¿ +:—:ÏÜoo‘je) (8.1.1)'J .¿ Oo

Pero, en el formalismo A.D.M. (ver [3]):

¿la : CoxR :2 T‘¡¿- \:\"¿ _M M - Nfáet- (8.1.2)

Tr ij-BÍQ/z, h'ij
3€ - Gijklïr‘ï'íka- h“7-(3)n

Gikkl -l/ZHJh(hik hjl + hil hjk - hij hkl)

h -(det hijl
(3)R z escalar de curvatura de la variedad t-cte.

9€: --2VjTV“:
N; y Nzcomponentes espaciales y temporales del vector N

en el sistema de referencia (x ;Xo), en donde la

dirección temporal XOes normal a z L.
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que no resulta función de goi ni de goo, luego:

Q f9 Z ¿fc _._o (8.1.3)

3 got. 3 en,
Reemplazando (8.1.2) y (8.1.3) en (8.1.1) obtenemos:

(AuM)
Pfiujfijzjweerwle;35st (3.1.4)

magnitud que, en el formalismo A.D.M., se obtiene a partir de una

transformada de Legendre del lagrangiano y se interpreta comoel

hamiltoniano asociado al sistema de referencia 3 + 1. sin embargo,

de acuerdo con nuestro enfoque del tema, ella representa,

simplemente, al generador infinitesimal de difeomorfismos en la

dirección N. Para poderla considerar como el hamiltoniano
'5(energía), el vector temporal N debería ser ortogonal a z (ver

Cap.IV).

Por otro lado, el mismo procedimiento que empleamos para

hallar el hamiltoniano gravitatorio A.D.M., nos permite hallar el
hamiltoniano A.D.M. de la materia:

(Ap.M\F) .lA?) _. 8.1.5HMCN|¿3_}—|M < )
y, a través de nuestro formalismo, poner en evidencia la relación

entre esta última magnitud y el tensor de energía momentode la

materia. A partir de (5.2.7), ésta resulta ser:

(NÜJ*\ Nu 3 (8.1.6)
++ :; í _r “J WEB CL 3CMA v

lo cual es un caso paraticular, válido para variedades
riemannianas, de 1a expresión general (6.4.7) que se satisface en
variedades que pueden poseer torsión.
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8 . 2) FORMALISMO KIJOWSKI-TULCZYJEW

En [47] y [48] se desarrolla a la teoría de campos en el

espacio curvo empleando el formalismo de espacios fibrados [49].

En este formalismo 1a fibra representa el espacio de configuración

del campo y el espacio base es el espacio físico donde el campo

está definido. Los "momentoshistoricos" de los estados del campo

vienen dados por secciones del fibrado. En este marco se propone

que, así comoen teoría de campos en espacios planos la energía es

la transformada de Legendre del lagrangiano, en espacios de

curvatura genérica esta noción debe generalizarse a una
"transformada de Legendre parcial", en la que las“velocidades"

bkbce deben ser sustituidas por derivadas de Lie del campoen la
dirección de cierto vector x. Esto coincide con nuestro resultado

para el generador Ü) [1: ,ZE’] expresado en (3.1.20), obtenido a

partir del comportamiento de la acción frente a difeomorfismos. Si
Pbien no coincidimos con la interpretación de [ÏE,Z€]como energía

en todos los casos (ver cap IV) y que nuestro método de cálculo y

de justificación difiere del empleadopor los mencionados autores,

consideramos que se trata de otro enfoque del mismo problema y que

ambos pueden complementarse a los efectos de comprender mejor el
tema estudiado.
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APENDICES

AI) PROPIEDADES DEL SISTEMA DE REFERENCIA LORENTZIANO LOCAL

EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Partiendo de 1a ley de transformación de la derivación covariante
de vectores en componentescurvilíneas "n" a lorentzianas"A":

D V"- e" v v" (AI-1)
M» ‘ V ¡u

con:

A A A f5DAv-Bkv +ww Bv
o o

VMv-bkv°+ RG. vc­

A
wmkb: conex1on de Cartan.

V ., .. : conex1on afin.UG

A,B : índices lorentzianos (A,B-0,1,2,3)

M,U : índices curvilíneos holónomos.

gveíz/7AB
3A : versores unitarios (tétrada) del sistema

de referencia lorentziano.

1a ley de transformación de la conexión afín a la de Cartan
resulta:

(7 A A s 6‘_ v
F _ eA a (11,.w b e e e (AI.2)

Mostraremos ahora que si:

a) La conexión afín es simétrica

b) En cualquier punto x de 1a variedad se puede definir un sistema
de referencia local lorentziano, en el cual la conexión de Cartan
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sea nula.

Entonces:

c) El sistema de referencia lorentziano local (de versores QA),
donde ello ocurre, es holónomo en el punto x. Esto es (ver

¡j ’30L ,2 “0:1
GA

d) la conexión afín es la de Christoffel:
o” 0‘ FV

PU? z (¿N? (BuávÜX’AV‘C-Bv3””)
Efectivamente, de b) y (AI.2) obtenemos que:

Apéndice II): P oo of
:BAGQ’“Abe/4‘ :O

C' o F o A

ppp “q z eA Btu.e (3 (AI.3)

de a) y (AI.3) resulta:

C. G- , 0A 0A og 0A
- _. e ­

PMP ‘ Pm“ _ Hz e A (¿me P 4-36, u)_e,\ ¿ke P (AI.4)
ag- o“ OA

PCM,th “7-0 A (¿ue p_b(>e u\\ = o (ALS)

Dado que en esta última ecuación el índice "F" no está saturado,

resulta que debe ser:

0A O
3 — .¿ktp_Bpe/LL (A16)

Ademásla expresión para la conexión afín dada en (AI.4), se puede
escribir como:

C. cv o CA D 0*
WMP_-“_2 (eAv Rue pv- eAv BFG“):

“TV OA o 0A o

; ulfi (¿uávprbpgvf epauew . e K¿(Jeux (¿1.7)
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Empleando ahora la propiedad (AI.6) en (AI.7), obtenemos:
F ¡Tv 0A ° 0A o

PM :llz {,3 (BRMPPBPQM- e 03V e“! -€ M BVQAQ =
’79 0'

¿|l)‘:‘. (8“(ÁVP’XngK’ByflpM\= (AI'B)
con lo que d) queda demostrado. Además, por a), 1a parte

antisimétrica de (AI.2) es cero:
A AG a F N: e HA) e, e e AI.

0 sea: _ A A 'B e F‘ NU ._ -w e- e

de dónde:
A P A A_to = e e e

u, a] a "ACM- e]
Entonces

A A P
“uu; 51=603C59N1

luego

A P 'íA "
®¿NA ¿3: ¿GAPLJ'S :N]=42{ afin] (AI.10)

que no es más que la conocida expresión de 1a parte antisimétrica

de la conexión de Cartan en función de la derivada de Lie, en

ausencia de torsión (ver [11], capítulo II). Pero, en el sistema
de referencia lorentziano donde la conexión de Cartan se anula, la

(AI.10) nos dice que:

. ¡e A
.1 Q

C w 1 (M : O (¿1.11)" /\
(’15

con lo que c) queda demostrado.

Demostraremos ahora 1a inversa, partiendo de c) y d). Si se
O

cumple c), entonces el sistema de referencia local de versores 3A
es, en ese punto, un sistema holónomo. Esto quiere decir que (ver
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Apéndice II) existen cuatro parámetros x A- 0,1,2,3, tales que:
O

A A aeA(.X\ : ___. (X)
3,XA

Entonces, en este punto, y para el sistema local de referencia
O

3Á(x) la ley de transformación (AI.2) es, simplemente, la
correspondiente a la transformación de la conexión afín de un

¡O

sistema de coordenadas 3k a otro ÉÁ. En este caso la conexión de
Cartan no se distingue de una conexión afín. Entonces,
debido a d):

BE)o r5 rm ¿más (¿novias-Bom (AI-12’
A X

donde gDL-eb.eC - 47D¿_

Teniendo en cuenta que la derivada de Lie del tensor métrico g se

puede expresar como (Regla de Leibniz):

— ¡a

[ía coka jeta“ : 6°” jej“ “Eejáoef “LH-13’
C

Entonces en el punto donde se cumple c), resulta:

,,

{A DE : O : BCS“: (¿1.14)
condición que no es trivial pues el tensor métrico puede ser

idéntico al del espacio de Minkowskyen el punto "x", pero sus

derivadas no ser nulas en ese punto. Reemplazando en (A112),

hallamos que:

° ¡b

x) A C (X3 = o (AI.15)

con lo que b) queda demostrado. Finalmente la demostración de a)

surge inmediatamente del punto d) pues la conexión de Christoffel
es, por definición, simétrica.
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Comocorolario resulta que, no sólo la conexión de Cartan

puede anularse en un sistema de referencia lorentziano adecuado,

sino que también la conexión de Christoffel se puede anular en

dicho punto. Esto se debe a que por (AI.12) ambas conexiones son

idénticas en el sistema local lorentziano holónomo. Las variedades

que poseen como conexión afín a la de Christoffel (variedades

riemannianas) son entonces, localmente planas.

La RGes una teoría que se formula en variedades riemannianas.

Para esta teoría,hpropiedad geométrica que posee la conexión afín

de anularse en un punto se interpreta, físicamente, como el

principio de equivalencia.

Por último, si calculamos la derivada de Lie del tensor
o

métrico en dirección de un versor lorentziano local holónomoQA
obtenemos, en componentes curvilíneas, que:

í 05 2’. e? P oc :7] ¿0o = C’v . Ar 9 o (AI.16)
a 3‘” a” a, 3M ‘L ec A

Entonces, de acuerdo con (AI.11), resulta:

i
. ( —- C) (AI.17

(A
Esto último no debe interpretarse como que en las variedades

riemannianas existen necesariamente vectores de Killing ¿4. Ocurre
que los distintos sistemas de referencia holónomos que, en cada

punto del espacio, pueden definirse de modoque se cumpla (AI.l7)

20 constituyen, en general, un campocontinuo de tétradas holónomas
aux).
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AII) DISCUSION CUALITATIVA SOBRE EL SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA

DERIVADA DE LIE

Gran parte de las conclusiones a las que se llega en el capítulo VI

se basan en la relación geométrica entre la derivada de Lie del
tensor métrico en las direcciones de versores de un sistema de

referencia dado y la holonomía (o nó) de este sistema. Suponemos,

por lo tanto, que una discusión sobre este tema resultará de

utilidad para facilitar la lectura de los temas que se exponenen
el citado capítulo.

Consideremos, entonces, dos campos vectoriales .ï e Y,

definidos sobre una variedad diferenciable VZ cuyas curvas

integrales Cx(X), Cy(A), .ÁLR se cortan en cuatro puntos que

llamaremos respectivamente: o, P, Q y R (ver figura).

a Supongamosque al desplazamiento 0P sobre
I

Cx le corresponda un incremento del pará­

metro ¡X equivalente a AAA,,y al despla­

zamiento PQ sobre Cy le corresponda AÁZ .
Si ocurre que siempre es posible determinar

un punto R tal que a los desplazamientos

OR sobre Cy y RQ sobre Cx les corresponden

respectivamente los incrementos AA¿_y

AAA , entonces:

at- :O (“1.1)
x Y

Efectivamente, lo anterior puede expresarse (a primer orden) como:

Í(O)A>\A+)7(P) ¿Al :_ 51(0) ¿x2 *_7<,Q\A/\i (AII.2)
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o bien _ __i(o)-im_) inn-ym) :O
AX: AX.

donde el primer sumandode la ecuación anterior, representa el
cociente incremental del vector í en la dirección del vector Y.

Análogamente, el segundo sumandoindica al cociente incremental del

vector Y en la dirección x. Tomandolímites para los incrementos

de los parámetros tendiendo a cero, se obtiene, entonces, que:
— r é- _

WM - ><¿y HL, g 0 (9.11.3)
donde xï representa a las comprnentes de un sistema local de
coordenadas.

Si consideramos ahora una función escalar cualquiera f(x) sobre V1,

podemos calcular su incremento entre los puntos Q y O como:

{(QX-{(0) =A+ï (9\Áxgi-MW) ¿x1 (“I'M
b /\‘ ÁX1

donde 3/3)u es la derivada en la dirección Cx y 3/3)”­
representa la derivada en la dirección Cy. El incremento de la
funcion puede además escribirse como:

A-í: (o) ¿Á? ahi (Q)A,\¿ (AII.5)
>,x¿ zx,

puesto que ambos caminos, de acuerdo con lo exigido

precedentemente, parten de 0 y llegan a Q. Las dos últimas

ecuaciones nos dicen entonces que:

O: (1+(03 “Ü¿“1* ai (o) " Á)‘; (AII.6)
BM ¿IM ¿x1 ¿A2
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Suponiendo este resultado válido para cualquier AÁljl , concluímos
que:

¿jul =A_*m-\', ¿{(03 = 3*(13)
a )\1 A >\4 BJ\1 2>}\z

Entonces el incremento de cualquier función podrá expresarse

(AII.7)

mediante sus derivadas parciales en un punto:

Af z á jm ¿VMl 8+ (o) mi (AII.8)3x1 ¿A1
0 sea, podremos definir en el punto O a los vectores holónomos:

/\ A " A —
3‘ Z: A r:l,2 J GL = >< i e: = 7 (AII.9)mi

La posibilidad de expresar el incremento de una función escalar

mediante los vectores definidos en (AII.9) es, entonces, una

consecuencia de la propiedad (AII.1). Esto último nos muestra el

vínculo entre la derivada de Lie y las bases holónomas.
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AIII) LIMITE CLASICO DEL DESARROLLO WKB

En el presente apéndice estudiaremos el límite clásico del tensor

de energía momentode campos escalares y espinoriales. A partir de

allí expresaremos a los campos físicos en función de variables

clásicas tales comola posición la cuadrivelocidad y la densidad de

energía. Ello nos permitirá, posteriormente, encontrar una
expresión para el límite clásico del lagrangiano supersiméntrico de

Ness-Zumino en interacción con el campo de fondo generado por la SG

N-l. El desarrollo del tema se hará siguiendo el formalismo

empleado en [46]. En primer lugar trataremos los casos del campo

escalar y espinorial libre para, luego, dedicarnos al problema
interactivo que nos interesa.

a)CAMPO ESCALAR

La densidad lagrangiana de un campo escalar A(x), al que
supondremos real, libre, masivo y definido sobre una variedad con

curvatura genérica es:

z
- A e No N“ 2­(j -—‘ n. JHA\VANg A A

donde gho es el tensor métrico con signatura (-+++) y
U

e- (-det g ) %

Supondremosque las condiciones físicas del problema descripto por
el lagrangiano (AIII.1) son tales que el campoA(X) admite el

siguiente desarrollo en potencias de (-ih) (desarrollo WKB):

M10A r Z k_,-M3MAMexb(i%))+ ¡La (MILZ)

donde s (x) es una fase que consideraremos real.
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En el límite clásico h-O, el campoA(x) representará una partícula,

cuya función principal de Hamilton viene dada por la fase 55x).
Entonces, su momentocanónico resultará:

pk (M : ‘¿u SAM) (AIII.3)

Reemplazando ahora (AIII.2) en (AIII.1) obtendremos una serie de

Laurent en potencias de (-ih). La contribución clásica a las
ecuaciones de campodel lagrangiano obtenido por esta sustitución,

proviene de los términos de mayor grado negativo de la serie.

Ellosrion, en el caso del campoescalar, los términos en (-ih)vl

( á(A ). A partir de estos términos es posible calcular el
tensor de enrgía momentoa ese orden, resultando:

(mi) Cn") ("(3
T “o: _2. =-2 3 í (AIII.4)

e ¿Quo e Bam)
el cual, en términos del momentodefinido en (AIII.3), es:

UM

T W 7. g” wi (2A: Pp“, Pi.)sem(eA/q)-?mAAfimz(ÉA))­

2. M v (AIII.5)
_4 Ao P ? Sem 5A

h; (A) (A) W
Podremos, entonces, obtener la densidad de masa propia

calculando la componente o-o de (AIII.5), en el sistema de

referencia donde la partícula está en reposo:

T00 :f C _ ‘QAÓZ ¡M1 (AIII.6)REP A . A
fi 2.

donde hemos usado el hecho que, para el caso libre, el momento

canónico P'4coincide con el momentoordinario p“- m U“:
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b ) CAMPO ESPINORIAL

Consideraremos ahora a un campo espinorial .>\ masivo de espín 1/2

en la representación de Majorana. El lagrangiano libre, en este
caso, es:

0A: ¿[XomAumX/Ü (amm
Z 17x

donde: )\ o -¿,\ L 1­>\=<I\Ülina/vt) F o)
‘ o C) Ñ
)\ : )\T Ï‘D ‘h = < 4] C) 3

Los espinores }\L y ,X¡¿ son las componentes "left" y "right",
respectivamente, del campo de Majorana. D(w) es la derivación

espinorial covariante construida con la conexión espinorial w.

Teniendo en cuenta que, en la representación de Majorana, las

componentes "left" y "right" no son independientes, el desarrolo

WKBde este campo espinorial puede hacerse a partir de, por

ejemplo, sus componentes "left":
{/3

_/ M l ­

/\L r XL(-¿V\\Mexp.(‘sUÚ/ü) (AIII.8)í\_

Podemos, ahora, reemplazar (AIII.8) en (AIII.7). El resultado es,

nuevamente, una serie de Laurent en potencias de (-ih). Teniendo

en cuenta que la densidad lagrangiana (AIII.7) es de primer orden,

su Eontribucion clásica corresponderá al término en (-ih).'L
( #QÁ ). Esto último, en el formalismo de cuatro componentes se
expresa como:

ON

Á AL(A),_¿M\)\_X XO) (3111.9)
«¿f :r S>C¡‘Ï:o ¿“8 P

* ' w
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de energía momento y la masa en reposo,
resultan:

(WW -_' M,
o - N 'V

TM = ¿ Xob XBXO pm /W (AIII.10)

(¡"3 ,4 N0C> “

REP= ¿/\O?S° KSXOWÁUO/fi (AIII.11)

donde: G_,N . O _ l

/\o¿ Í >\o¡_GAP (¡gaLj‘O/ñ‘] bt :( _(7‘ O
A

¡(DM=““’\“"“=BS’\/2x"- [fl O
(WW . N :

BMA=(‘55 XoPmu/W X5 (GAB
Por otro lado, la ecuación de campo:

3x ¿«(5%. /\ (AIII.12)
h

contribuye a orden h"| con

N IU
>\o 2- 6k 255Acum

Esta última

(AIII.13)

ecuación, en el sistema propio de la partícula,
resulta:

3
'V . (AIII.14)>\o: ¿fio 65 A Uo

Reemplazando (AIII.14) en (AIII.11), obtenemos:
-\

K“ ‘00 ó: I3\° (AIII.15)- _ (.

“R

Por otro lado, reemplazando (AIII.13) en (AIII.9), resulta:
kh“)i-e

.A (« X013"X5 BP255x0\)P PÜMJWÁXO xo) (AIII.16)2V\
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Usando en (AIII.16) las propiedades de las matrices X Al.

Mimi =o h“ avis-‘33” W31241
obtenemos:

(WW

4A:
e‘ X a“ VA í) m U +¿e me X (AIII.17)

2ta o l o P )\ "- O
Sustituyendo (AIII.15) en (AIII.17), la densidad lagrangiana queda:

(WW

a“. e (D uuuvj fi É (3 (AIII.18)Á 2. Á “9 2 /\

Integrando esta última ecuación, la expresión final para el

lagrangiano clásico de espin 1/2 es

(WW

L _— ­ S " V ¿L5 _ K (AIII.19)
A vaAUÚáuoe X 'M)‘“ 2C

donde la constante MIXse define como:
5MA: [god x

Por último, sustituyendo (AIII.15) en (AIII.11), obtenemos la

contribución clásica para el tensor de energía-momento:
(M

ua")

\ po‘ __2 B 1A _ {3 U“ U0 (AIII.20)_ ¿é ____ - >\
á 3m,
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C) LIMITE CLASICO PARA EL TERMINO DE INTERACCION EN EL LAGRANGIANO

DEL MULTIPLETE DE WESS ZUMINO

Si partimos de la densidad lagrangiana de Wess-Zumino definida en

(7.4.1) y suponemos que los campos de materia supersimétrica pueden

ser expresados en función de un desarrollo WKB [ver (AIII.2) y
(AIII.8)], 1a contribución clásica del término de interacción será:

_ - 9 " 1-‘ “‘
41 _ gn y, (AJ; PMM ¿X5593 PAN‘FPXO (AIII.21)

donde:

:0 - me Semedu gg rZBoéeM 55m

Nos interesa ahora expresar (AIII.21) en términos de las variables

dinámicas macroscópicas densidad, posición y cuadrivelocidad. si
tenemos en cuenta que el término de mayor grado negativo del

desarrollo en potencias de la constante de Planck del lagrangiana

de interacción, es de orden(1/h\y que el término cinético clásico

para los campos escalares es de orden(1/hf , vemos que estos campos

representarán, en el límite clásico, a partículas libres.
Entonces, para estas partículas, el momentocanónico coincidirá con

el momento ordinario p“- m UA:

A u. u.

Pi,“ : 3* SUB)“; = QA!” Musume” (AIII.22)
Reemplazando, finalmente esta última ecuación en (AIII.21), y
efectuando la sustitución (AIII.13), obtenemos la densidad

lagrangiana de interacción en función de las variables clásicas
deseadas:

(WW
_ NAQ Nlh u

_ -2 P 0 “ ( M ¿'Á (AIII.23)il- 5Ce%(JA5%(A‘+B5beuh (,0ug

donde: /OA,B-_/)A,B sen(sA¿,/ h )
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CONCLUSIONES

A lo largo de la presente tesis hemos desarrollado un formalismo

que nos ha permitido unificar los procedimientos para definir
energía e impulso en cualquier teoría de campos, independientemente

de la curvatura y de la estructura afín de la variedad donde se la

formule. Comenzamos,para ello, por plantear el problema en el

espacio-tiempo plano a fin de estudiar qué tipo de conceptos

geométricos y físicos resultan ser definitorios en la
caracterización de la energía y el impulso en este caso y cuáles
de ellos son pasibles de una generalización al curvo. Encontramos

que estos consisten en las nociones de generador infinitesimal, de

espacio y tiempo y de observador. Concluimos que a partir de estos

tres elementos, en toda teoría que admita formulación lagrangiana,
sería posible establecer las definiciones buscadas de un modo
satisfactorio. Tanto la curvatura comola estructura afín de la

variedad resultarían ser elementos concomitantes y, en

econsecuencia, el campo de aplicación de nuestras definiciones

abarca, salvo sigularidades que comprometan a los conceptos

definitorios, a todas sus variaciones posibles. Ellas serán
entonces aplicables para el observadores no inerciales en el
espacio tiempo plano ó nos permitirán encarar, por ejemplo, el

problema de la definición de energía-impulso gravitatorio en el

espacio curvo con ó sh1torsión.

Para el caso de de la Teoría de la Relatividad General, hemos

mostrado que nuestra definición de energía-impulso gravitatorio
cumple los requerimientos impuestos por el principio de

equivalencia, anulándose en los sistemas de referencia donde la

conexión afín lo hace. Sus propiedades de conservación desde otros
asistemas de referencia (Killing o Killing conforme), nos han
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permitido encontrar una nueva justificación acerca de porqué en

estos sistemas de referencia es posible realizar un tratamiento
cuántico satisfactorio.

Destacamos además que, según nuestro formalismo, el carácter

cuadrivectorial de la energia-impulso resulta una peculiaridad de
los sistemas de referencia inerciales no manifestándose, en

general, en el espacio-tiempo curvo ni, en particular, en el plano

para observadores acelerados. Comohemos visto, esto se debe al

carácter de funcional del campode desplazamientos que poseen los

generadores infinitesimales. sólo en el caso de desplazamientos
rígidos globales éstos se comportan comocuadrivectores.

Una vez obtenida la expresión de las magnitudes globales

energia e impulso nos fue posible también, hallar las cantidades

locales que representan a las correspondientes densidades y
establecer el vínculo entre ellas y el tensor de energía-impulso.

Ahora bien, además de nuestra preocupación por formalizar los

conceptos físicos que son objeto de este trabajo, también nos han

interesado las eventuales aplicaciones que 'podrían tener los
resultados de este proceso de formalización. En este sentido, un
primer ejemplo lo hallamos en el caso de las Teorías Semiclásicas

de Campos. Según hemos visto, aquellos sistemas de referencia

desde los cuales la energía de los campos de materia se conserva de

un modo independiente de la gravitatoria, serán los más adecuados

para definir el estado de vacío cuántico del sistema.

Una segunda aplicación surge a partir del estudio de las
propiedades de conservación que se cumplen desde los sistemas de

referencia libremente gravitantes en la Teoría de la Relatividad
General. Estas propiedades nos dicen que, en el entorno de una
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partícula libremente gravitante, puede elegirse un sistema de
referencia (sistema de referencia propio), respecto del cual el
flujo de cuadrimpulso total (gravedad + materia) es cero. Es

decir, al menos localmente, este tipo de partículas pueden

considerarse comono aceleradas. A partir de ello, y repitiendo

los cálculos para el caso de teorías con torsión, comprobamosque,

en el sistema de referencia respecto del cual la conexión afín

tiene la propiedad de anularse, se experimentaría un flujo no nulo

de cuadrimpulso. Tal sistema de referencia no puede ser, entonces,
considerado como localmente inercial. Si desemos definir un

sistema de referencia con propiedades equivalentes al las del
libremente gravitante en Relatividad General, hallamos que éste
debe ser definido de modotal que sus versores espacio-temporales

constituyan un sistema holónomo en un punto. Esto último implica

que, en teorías con torsión y para estos sistemas de referencia, la

conexión afín no se anula. Todo ello nos ha permitido formular una

definición plausible de sistema de referencia libremente gravitante
que, para el caso de torsión nula, coincide con el de la
Relatividad General.

Una tercer aplicación de nuestros resultados consiste en el
cálculo del flujo de energía en sistemas de referencia propios para
el caso particular de materia acoplada supersimétricamente con la
Supergravedad N-l. Nos ha interesado tratar este problema debido a

que el satisfactorio comportamientocuántico de la teoría (al menos

en los primeros órdenes del desarrollo en potencias de la constante

de Planck), permite suponer ésta habrá de jugar un papel importante

en la interpretación del problema de 1a interacción de la materia

con la gravitación. Mencionamos además, que ella puede ser

considerada como el límite de bajas energías de una teoría que
parecería estar en condiciones de ofrecer resultados conmensurables
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a todo orden (supercuerdas).

Para realizar el cálculo propuesto hemostenido que resolver,

primeramente, el problema de la determinación de una trayectoria en

el marco de las teorías de campos. Recordemos que estas teorias

son empleadas, en general, para describir procesos cuánticos
mientras que la noción de trayectoria es completamente clásica. El

problema fue encarado a partir del desarrollo WKBde los campos.

El límite clásico de este desarrollo nos permitió obtener las
trayectorias buscadas y expresar los resultados en función de las

variables dinámicas que caracterizan a un sistema clásico

(densidades de masa y cuadrivelocidad de las partículas). Nuestros
resultados indican que, en este límite, las partículas escalares
del multiplete acoplado con la supergravedad, seguirían geodésicas,
experimentando un flujo local de cuadrimpulso nulo. Por otro lado,

las partículas espinoriales describirían una trayectoria no
geodésica. Un cálculo del flujo de cuadrimpulso local, en el

sistema de referencia propio de estas partículas, indicaría la
existencia de intercambio de energía entre ellas y el resto del
sistema. A fin de estudiar este tema en el marco de un modelo

particular hemos propuesto, comofuente de la supergravedad, a un

cuerpo central con simetría esférica y contornos con valores de

torsión no nula. En el exterior la materia se acopla

supersimétricamente. Bajo ciertas condiciones es posible suponer
que este modelo representa a un cuerpo de pequeña masa que se mueve

en torno del un cuerpo central sufriendo un proceso de intercambio

de energía con los restantes constituyentes del sistema. Este
último efecto permite expresar a la evolución de las variables
dinámicas que describen al comportamiento clásico de la materia

supersimétrica, en función de parámtros accesibles a la observación

(decaimiento del período orbital, radio de la órbita, energía
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cinética de traslación). A título de ejemplo tomamoslos valores

experimentales de estos parámetros que provienen del Pulsar Binario

PSR 1913 + 16, mostrando las condiciones de compatibilidad entre

nuestro modelo y el fenómeno observado de decaimiento de energía

del compañero del pulsar. Todo ello permitiría especular con la

posibilidad de implementar modelos que, poseyendo mayor complejidad

que el ejemplo aquí trabajado, estén en condiciones de incorporar

camposde materia supersimétricos en la descripción de sistemas

físicos a escala astronómica, de modoque puedan ser empleados, por

ejemplo, en la búsqueda de una corroboración de la hipótesis de una
supersimetría original del universo.
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FIGURAl: Difeomorfismo aplicado a

los puntos (x;t) del espacio-tiempo.

FIGURA2: Difeomorfismo aplicado a

trayectorias TAdel espacio-tiempo.
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FIGURA3: Difeomorfismo empleado para definir

impulso y energía. Se exige que Axt-cte.,

pero es admitido: Ax(t,) fi A x(t¿)
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FIGURA4: Familia de curvas paramétricas (LF(A)

cuyos vectores tangentegdefinen al campoE (x,t).
Se les exige que cumplan con:

QFnCF'#04:b F*F'
wm) a ET 3 =,x/ CF(M=(X.t)
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FIGURA5: Péndulo ideal cuyo impulso en la dirección 3, se

calcula a partir de la coordenada generalizada 9 como:
PX: : MéQ(OSQ

B‘á ¡x

t gi: W(mt)Aví

,\/
FIGURA6: Partición del espacio tridimensional en elementos
de volumen,A ví. A cada uno de ellos se le asocia la varia­

ble canónica discreta qe.
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FIGURA7: Espacio-tiempo M4 limitado por las hipersuper­

ficies espaciales MÍ y MÍ :

¿MB-M1014?
3

Se supone que MF y Mi tienen intersección no nula.
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FIGURA8: El movimiento de los puntos de M4 debido a1 di­

feomorfismo homogéneo generado por el campo E (t)

Z
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FIGURA9: M z Hiperplano de tipo espacial.

¿0: Campovectorial ortogonal al espacio tangente a M5

Et: Campovectorial perteneciente al espacio tangente a H .
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FIGURA10: V : Variedad diferenciable de cuatro dimensiones.

24: Sub-variedad de V4. b z‘: Frontera de Zq. d«¿ : Elemento

de la hipersuperficie é Z!|

\
\<; . 5 ¡f/Z: .7

5
FIGURA11: 3 z"- z‘ U zj’
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FIGURA12: Difeomorfismo en VLlgenerado por el campo vectorial

¿,(x). El punto "0" representa el origen de coordenadas en
una carta local genérica.

FIGURA13: {XI} i-0,1,2,3: conjunto de sistemas de coordenadas

locales tales que Xoscte. genera las hipersuperficies Z
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FIGURA14: ¿OH es la trayectoria de un observador "0", ¿es

su vector tangente. ¿El es unahipersuperficie ortogonal a ¿L
en el punto "x". Los eventos de í. son simultáneos para "O".

F.
C CM

CPH) ¿FCH

\
CF“ .FIGURA15: 3son las trayectonas de un conjunto de observa­

dores que para )\ -)\o , yacen sobre 23 .
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