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RESUMEN

La presente Tesis esta referida al problema de 1la definiciédn
de la energia y el impulso en teorias formuladas en espacios
métricos de curvatura genérica. Encararemos el trabajo
desarrollando un formalismo que permita obtener una expresién para
estas magnitudes en cualquier teoria cuya dinamica se describa a
partir de un lagrangiano. Es nuestra intencién, ademas, que este
formalismo pueda resultar de utilidad en el tratamiento de otros
problemas gque se vinculen con la definicién de la energia o el
impulso del sistema fisico. Mostraremos, entonces, sus posibles
aplicaciones a cuestiones tales como la referida a la definicién
del estado de vacio cuantico para los campos de materia en Teorias
Semiclasicas. Nos ocuparemos, también, de analizar las propiedades
de conservacidén en sistemas de referencia libremente gravitantes en
teorias gravitatorias con torsién. Por Gltimo, nos interesaréd
aplicar nuestros resultados al estudio de posibles efectos de
emision de energia en modelos fisicos en los que se supone que la
materia se acopla con la geometria generada por la Supergravedad

(36],(45),(46) y sus eventuales aplicaciones a la astrofisica.

En el Capitulo I se discute el problema en el marco de la
Mecanica Clasica. El objetivo es presentar un formalismo que
permita obtener las conocidas definiciones de energia e impulso
clasicos pero que, al mismo tiempo, esté en condiciones de ser
empleado en teorias que se formulan en geometrias no triviales. Se
presenta, también, una generalizacién del método para sistemas
fisicos descriptos por variables dinamicas continuas. En el
Capitulo II , dentro del marco de la Teoria de la Realtividad

Especial, se discute el problema de 1la definicién de energia e



impulso y su relacidén con los sistemas de observadores. Se analiza
la funcidén de estas magnitudes como generadores infinitesimales.
En el Capitulo III estos problemas son tratados en teorias
formuladas en variedades diferenciables genéricas. Se definen los
generadores infinitesimales de difeomorfismos de cualquier magnitud
que sea funcidén de las variables dinamicas. En su obtencidén, 1los
conceptos de tensor métrico y conexidén afin no son empleados. En
el Capitulo IV se aplican los resultados anteriores a variedades
diferenciables métricas. Se estudian las condiciones que deben
satisfacer los generadores infinitesimales para que puedan ser
interpretados como energia o impulso. En el Capitulo V se analiza
el comportamiento de la accidn de la materia frente a
difeomorfismos en variedades riemannianas. Se obtiene el tensor de
energia-momento y se discute su relacidn con la densidad de energia
hallada en el capitulo anterior. Una expresidén para la densidad de
energia del campo gravitatorio es presentada. Posteriormente se
incluye a 1la accidén gravitatoria de Einstein y se discuten los
teoremas de conservacidon del sistema completo (gravedad + materia)
desde distintos sistemas de referencia (sistema de referencia de
Killing, de Killing conforme y libremente gravitante). En el
Capitulo VI se introduce a la torsidén como variable dinamica. Se
presentan las teorias mas relevantes de la gravitacién que admiten
conexién afin no simétrica (Einstein-Cartan-Sciama-Kibble,
Supergravedad). Por aplicacidén de los resultados del Capitulo 1IV
se encuentra una expresion para la densidad de energia para este
tipo de teorias, vinculandosela con el tensor de energia-momento.
Se obtienen los teoremas de conservacidn, estudidndose el flujo de
energia-impulso desde sistemas de referencia genéricos. El
capitulo VII se refiere a las aplicaciones de los resultados

obtenidos. Se muestra que las propiedades de conservacidén global



discutidas previamente, permiten plantear las condiciones que deben
cumplirse para que, en las Teorias Semiclasicas de Campos se
pueda definir un estado de vacio cuantico satisfactorio. En este
capitulo se discute también acerca de las dificultades que plantea
la aparicidén de la torsidén para la determinacién de un principio de
equivalencia aceptable. Dos versiones de este principio son
analizadas. Mediante la aplicacidn del formalismo desarrollado, se
definen las condiciones que deberia cumplir un sistema de
referencia para ser considerado, en presencia de torsidén, como
libremente gravitante. Se estudia el caso particular del sistema
de referencia propio de particulas clasicas acopladas
supersimétricamente con la geometria de fondo generada por la
Supergravedad N=1. Se halla que las particulas escalares pueden
ser consideradas, en el limite clasico, como libremente
gravitantes, mientras que las espinoriales experimentarian un flujo
de cuadrimpulso no nulo. Este Gltimo resultado es aplicado al caso
de las soluciones de Supergravedad con fuentes que poseen simetria
esférica (masa central con contornos de torsién). Mediante un
modelo analogable a wun sistema solar, se expresa la variacién de
energia por unidad de tiempo en funcidn de parametros fisicos tales
como el decaimiento del periodo orbital, el radio de la 6rbita 6 la
velocidad de traslacidén. A titulo de ejemplo, se hace tomar a
estos parametros 1los valores obtenidos por observacién de un
sistema fisico real (Pulsar Binario PSR 1913 + 16). Estos ultimos
son empleados para calcular 6rdenes de magnitud de las cantidades
fisicas que caracterizan, en el limite clasico, al multiplete de
materia. Finalmente en el Capitulo VIII se presentan otros

enfoques del problema comparandoselos con nuestros resultados.



INTRODUCCION

En la Mecanica Clasica (MC) y en 1la Teoria de 1la Relatividad
Especial (RE), magnitudes como la energia o el impulso del sistema,
son definidas sin ambiguedad a partir, por ejemplo, de 1los
conocidos procedimientos candnicos. Se encuentra que estas
magnitudes, que en general son funcidén del tiempo, poseen un
carlcter dependiente del sistema de referencia respecto del cual se
miden. Estos sistemas de referencia presuponen la posibilidad de
definir en cada instante a un hiperplano de tres dimensiones que
representa el espacio a un tiempo dado. Es decir, se acepta que el
espacio-tiempo (de Galileo para la MC o de Minkowsky para RE)
admite una "foliacién" en hiperplanos (espacios).
Independientemente del caracter absoluto 6 relativo que esta
foliacién posea para la MC o la RE, ambas teorias coinciden en que
la energia y el impulso se deben poder definir para todo el sistema
fisico y a un tiempo dado. Es decir, son magnitudes definidas
sobre un cierto hiperplano. Poseen, entonces, un carlcter global
(a diferencia de, por ejemplo, la temperatura o la presién, las
cuales pueden definirse en wun punto dado del espacio). Esta
caracteristica se pone de manifiesto, por ejemplo, a través de la

definicidén de cuadrimpulso que se da en RE:

P | T % (I.1)
£

donde:
P" : Vector cuadrimpulso.
T“V= Tensor de energia-momento.

g . hiperplano t=cte.



Es, precisamente, este caracter global, lo que hace que los
conceptos de energia e impulso no puedan ser trivialmente
trasladados desde la MC 6 la RE a, por ejemplo, 1la teoria de 1la
Relatividad General (RG). Ocurre que en teorias formuladas sobre
variedades que puedan poseer curvartura, no es posible, en general,
definir hiperplanos de tipo espacial. Recordemos que si bien la RE
Yy la RG poseen analogias de tipo local (principio de equivalencia),
éstas no pueden plantearse a nivel global. El mismo problema se
presentaria también en la RE, si se admitiesen sistemas de
referencia acelerados. En este caso la hipersuperficie definida a
tiempo constante ya no es necesariamente un hiperplano. El
problema se complica ain mas para el caso de teorias formuladas en
variedades con torsién. En este caso, como veremos, incluso las

analogias locales no carecen de dificultades de interpretacidn.

Por otro lado, todas las teorias que trataremos a lo largo de
la presente tesis, ya sea que estén definidas sobre variedades
planas o con curvatura, poseeran como elemento en comin el hecho de
admitir una formulacién lagrangiana y el de poseer definido un
tensor métrico. Es, precisamente, a través de estos elementos en
comin, que intentaremos caracterizar a la energia y al impulso de
modo que puedan ser definidas en variedades genéricas. Para ello
plantearemos el problema en el espacio tiempo plano de un modo tal
que la extensidén al curvo sea lo mas natural posible. Es por ello
que dedicaremos los primeros dos capitulos de la presente tesis a
trabajar sobre las conocidas expresiones de la energia y el impulso
en la MC y en la RE. En el espacio-tiempo plano, donde estas
teorias se formulan, transitaremos primeramente de las definiciones
aplicables a sistemas discretos de particulas, a su generalizacién
a sistemas fisicos descriptos por variables continuas (campos).

Recién entonces estaremos en condiciones de encarar el problema en



teoria de campos en el espacio-tiempo curvo. De este modo
intentamos poner en evidencia 1los puntos en comin entre estas
teorias y aquellas formuladas en el plano para, finalmente, obtener

las generalizaciones adecuadas.

Por otro lado, en 1los espacios curvos, aparece unha nueva
variable dinadmica vinculada al campo gravitatorio: el tensor
métrico. Surge, entonces, el problema de calcular la

energia-impulso asociada a esta UGltima varidble dinamica.

El concepto de energia gravitatoria ha sido muy discutido en
la 1literatura (ver por ejemplo (1] y [ 2] ). Una de sus
caracteristicas es que no resulta posible definirla a partir de una
magnitud que sea independiente del sistema de referencia (tensor).
El método mas conocido que permite calcular el hamiltoniano de 1la
RG se debe a R. Arnowitt, S.Deser y C.W Misner ( 3). En él,
mediante el empleo del formalismo candénico, se generaliza la nocién
de hamiltoniano de la MC para aplicarla a espacios curvos. En esta
generalizacion se hace uso de un sistema de referencia privilegiado
(descomposicidn dimensional tres mas uno), que impide wuna
interpretacion tensorial de 1la energia. Este formalismo es
posteriormente empleado por K. Kuchar [ 4) en la cuantificacidn
candnica de la gravitacién, quien estudia, ademas, al impulso y al
hamiltoniano como generadores infinitesimales de movimientos en el

espacio-tiempo.

Este cardcter no tensorial de la energia gravitatoria no se
manifiesta dunicamente en RG. En realidad 1lo encontraremos en
cualquier teoria gravitatoria que admita alguna versidn del
principio de equivalencia. Esto se debe a que, al postular que los
efectos de la gravitacién pueden anularse en ciertos sistemas de

referencia, estamos indicando, de hecho, que la magnitud geométrica



que los represente no puede ser un tensor. Encontramos, entonces,
que el valor de esta energia dependerda del sistema de referencia en
el que se la mida. Por tal motivo, en la presente Tesis, la
definiremos a partir de wuna magnitud que resulte dependiente de
estos sistemas, a los que asociaremos a la nocién de observador.
Esto Ultimo estaria de acuerdo con lo discutido precedentemente

sobre la energia impulso en la MC o la RE.

Con respecto a la energia-momento de los campos de materia,
como es bien conocido, en RG se la calcula a partir de:
T,U\\i ; O(- Wm

lq
J— CS g TQV)

Wm : accidn de la materia

(1.2)

g.o: tensor métrico

T“Y : tensor de energia momento

mediante un procedimiento andlogo al indicado en (I.l1) para la RE.
Este tensor es considerado como wuna definicion de densidad de
energia. Una justificacidn de esta definicidén puede encontrarse en
el principio de equivalencia, puesto que, a calculo hecho, la

expresioén (I.2) se escribe también como [ver seccidn (5.1)]:

T |(ﬂvuc‘0-o{~n é“") (1.3)
FARPYC:

a&“ : densidad lagrangiana de la materia.

tfﬁx): campo de materia.

VY : derivacién covariante.

resultando ser la versidn covariante del tensor de energia momento
de la RE. La validez del principio de equivalencia queda
garantizada puesto que, en el sistema de referencia 1libremente

gravitante, 1la conexidon afin se anula y se recupera la definicién



de densidad de energia de RE.

Ahora bien, el inconveniente que presenta la definicién (I.2)
es que no proviene de un formalismo candnico que pueda ser
generalizado a cualquier teoria gravitatoria. Esto se pone en
evidencia en el caso de las teorias gravitatorias que admiten
torsidén. Esta ultima magnitud es, en principio, independiente del
tensor métrico y ambas pueden ser consideradas como componentes del
campo gravitatorio. Por ejemplo en la Teorila de
Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK) [ 5], se emplea el formalismo
de Palatini, en el que tanto el tensor métrico como la conexién
afin son variables dinamicas independientes, representando ambas al
campo gravitatorio. En Supergravedad N=1 (SG N=1), la torsidn esta
presente a través de su dependencia con el gravitino (particula de
espin 3/2, compafiera supersimétrica del gravitdn). La existencia
de wuna transformacién de simetria entre el tensor métrico y el
gravitino nos obliga a interpretar a ambos como componentes del

campo gravitatorio.

Recordando ahora 1la expresién (I1.2) vemos que el papel
relevante que juega el tensor métrico para definir la densidad de
energia de la materia, no respeta la simetria entre este tensor vy
el gravitino. Incluso la justificacid6n, via principio de
equivalencia, qué se emplea en RG no carece de dificultades de
interpretacion. Ellas provienen de que al ser la torsidén un
tensor, no se anulara en ningun sistema de referencia. AGn en el
sistema libremente gravitante, la torsién estaria presente. En
estos casos, la generalizacidén del tensor de energia momento de la
RE a los espacios curvos por transformacidén de la derivada en
derivada covariante es, en principio, insatisfactoria. Ocurre que

torsién y curvatura son dos conceptos geométricos independientes y
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no disponemos de una RE con torsién con la que establecer un
principio de equivalencia. No podemos entonces inferir, por este
camino, una expresidén para la densidad de energia-impulso. Todo 1lo
discutido nos muestra la necesidad de definirla de wun modo
independiente, que no requiera de analogias que en algunos casos no
puedan establecerse. Vemos asimismo la importancia de discutir la
interpretacidon fisica del tensor de energia-momento. El formalismo
que desarrollaremos en la presente tesis apunta, entonces, a
establecer una metodologia de calculo de las magnitudes
consideradas que resulte aplicable a cualquier teoria fisica
formulada en espacios métricos (cuya evolucidén dinamica se obtenga
a partir de un lagrangiano). Comenzaremos ejemplificando en MC y
RE, destacando el papel de los observadores en esta Gltima teoria.
Mostraremos que no cualquier sistema de referencia permitira una
definicion aceptable de las magnitudes discutidas. Ello se debe a
que ambas necesitan de una interpretacién de espacio y tiempo
fisicos, poniéndose en evidencia el cardcter métrico de estas
definiciones y su prescindencia de la estructura afin de la teoria.
Esto nos permitira, posteriormente, extender 1los conceptos a
teorias formuladas en el espacio tiempo curvo y definir magnitudes
tales como la energia gravitatoria y de la materia. Mostraremos
que estos conceptos seran muy Qtiles para establecer en qué
condiciones una teoria semiclasica admite una correcta definicidn
del estado de vacio del sistema y qué vinculo existe entre éste y

los sistemas de observadores.

Por otro lado, las definiciones de energia e impulso
obtenidas, validas aiGn en teorias que admiten torsidn, nos
posibilitaran establecer los correspondientes teoremas de
conservacion. A partir de ello estaremos en condiciones de

discutir acerca de 1las propiedades que deberia satisfacer un
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sistema de referencia para ser considerado como libremente
gravitante en este tipo de teorias. Finalmente aplicaremos
nuestros resultados al estudio del flujo de energia en el sistema
de referencia propio de particulas materiales acopladas
supersimétricamente con la SG N=1, Para ello emplearemos el
desarrollo WKB de los campos materiales y estudiaremos su limite
clasico. A partir de aquil formularemos un modelo que, bajo ciertas
condiciones, permitira expresar a las variables clasicas
(densidades y velocidades) que caracterizan a la materia en
interaccion con la SG N=1, en funcidén de parametros fisicos

observables.
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CAPITULO 1
MECANICA CLASICA

1.1) ENERGIA E IMPULSO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS.

De acuerdo con la MC, 1la evolucién de un sistema fisico
constituido por "n" particulas, se puede describir mediante las
magnitudes:

A . . .z
x[:componente cartesiana "i" del vector posicidn
de la particula "A" (1.1.1a)
V;:componente cartesiana "i" del vector velocidad de
la particula "A" (1.1.1b)

A-l,...,n i-1'2'3

Si la dependencia con el tiempo (t) de estas magnitudes se puede
calcular a partir de wuna formulacidn lagrangiana ordinaria (7],

entonces serd posible definir a la accion W del sistema como:
T
f

W [XM] -f L(X}, V>, t)dt (1.1.2)
Yo
con:

WIX]) = accidon del sistema.

xMt) = trayectoria de la particula "A".
L = T -)5 , el lagrangiano del sistema.
T '2;k 1/2 mAYE, energia cinética.

= energla potencial.

masa de la particula "A",

B8

y a partir de:

SWIX}) = 9L -ddL = 0 (1.1.3)

5 xnh XA dEIv
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resolver el problema. Efectivamente, el sistema de 3n ecuaciones
(1.1.3), conjuntamente con condiciones 1iniciales adecuadas,
determina completamente a las funciones X (t), v (t).

Consideraremos ahora a la magnitud:

A
P =2 1L (1.1.4)

d v A
a la que llamaremos componente "i" del impulso candnico de 1la

particula "A", Observemos que el impulso asi definido se vincula
con la posicidn X(A (a ecuaciones de campo satisfechas) mediante

la ecuacidén (1.1.3), de modo que:

- DA
L . dv (1.1.4a)
oxA 4t

Convendremos en llamar candnicamente conjugadas a las magnitudes

P X que cumplen esta relacidn. El impulso candnico, en

general, difiere del impulso ordinario pé- my Vf‘

Unicamente en
el caso de potenciales independientes de la velocidad (fuerzas
conservativas) el impulso candnico y el impulso ordinario son
coincidentes. La magnitud P(A tiene la propiedad, de acuerdo a
(1.1.3), de conservarse si L no depende de la posicién de 1la

particula. A partir de L se define ademas al Hamiltoniano (H) como

su transformada de Legendre:

H(X ,P ) -é Pt v‘.A - L(x?,v:‘,t) (1.1.5)

(JA

El hamiltoniano representara a la energia E para aquellos sistemas
de particulas que admitan formulacidn lagrangiana con ecuaciones de
campo de la forma indicada en 1la (1.1.3), cuyos potenciales y
vinculos no dependan del tiempo. En estas condiciones la energia

cinética del sistema serd wuna forma cuadratica homogénea de



14

las velocidades y:
H=T+@ =E
Independientemente de esta interpretacidon fisica de H, a partir de

(1.1.3), (1.1.4) y (1.1.5), es facil ver que:

au-—f"." Qn-i‘.“ )
D XA d PA

(1.1.6)

.10

t

las cuales se definen como las ecuaciones de Hamilton del problema.
Definiendo ahora a los corchetes de Poisson de magnitudes:

A(xf.Rc't). B(Xf,ﬂc,t), como:

[A;B] =2 JA DB -3B 3 A (1.1.7)
“Foaa xRt xS RS

vemos que las (1.1.6) se pueden expresar como:

(¢ ;8] = A (XA, ] =x] (1.1.8)

4
Si definimos ahora al impulso total del sistema como:
?:é P A
[4 A(

el corchete de Poisson de cualquier magnitud M (Xx* ,P* ,t), funcién

de las variables canédénicas , con P, resulta:

EM,R]CP=%%‘%,

ademds ,si M no depende explicitamente del tiempo:

EﬁN ,¥{1 - & 2M 2H 3 2H

ce GAIXN 3PNy PA 3 xA
z é (‘E_M ).(-A + BN\ D.‘A =
N X A 2 A
= dMm
&Lt

lo cual nos dice que, considerando un desplazamiento idéntico para

todas las particulas:

X.— X'" =X + AX, (1.1.9)
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0 una reparametrizacién del tiempo:

t— t' =t + t (1.1.10)

las cantidades:
EL[[M,P;] A X (1.1.11)
[N\H ) t (1.1.12)

resultan ser los incrementos de la magnitud M frente a las
transformaciones (1.1.9) y (1.1.10). Si la magnitud M depende
explicitamente del tiempo la cantidad (1.1.11) continla siendo el
incremento de M frente a (1.1.9) pero (1.1.12) ya no lo es respecto

de (1.1.10) puesto que ahora:
N N S e
e d t
Dt
Concluimos, entonces, que el impulso "P" es el generador de las
traslaciones espaciales (1.1.9) y que el hamiltoniano "H" es el

generador infinitesimal de las traslaciones temporales (1.1.10),

para magnitudes que no dependen explicitamente del tiempo.

Notemos que "H" es un generador infinitesimal si se satisfacen
las ecuaciones de campo (1.1.6), mientras gque "P" 1lo es

independientemente de si éstas se cumplen o no.
1.2) ENERGIA E IMPULSO DEFINIDOS A PARTIR DE DIFEOMORFISMOS

En la seccidén (l1.1) hemos visto cémo obtener el impulso y el
Hamiltoniano de un sistema de particulas en su forma mas conocida.
Teniendo en cuenta que el método discutido requiere de las

variables dinadmicas posicidén y velocidad (ver (1.1.4), (1l.1.4a) Y
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(1.1.5)) resulta que, al menos en principio, no puede ser empleado
para definir energia e impulso de sistemas fisicos donde estas
variables no aparecen. Tal es el caso, por ejemplo, del campo

electromagnético.

En esta seccidn, entonces, discutiremos un método que,
aplicado en principio a un sistema de particulas, no requerira de
las variables dinamicas mencionadas para definir su energia e
impulso. Este procedimiento podrd 1luego ser generalizado para
cualquier sistema fisico, en forma independiente de cuales sean las

variables dindmicas que se empleen.

Para ello caracterizaremos a los puntos del espacio tiempo
(ET) mediante cuatro coordenadas, correspondiendo tres de ellas
espacio tri-dimensional euclideo y la cuarta al tiempo. Si a cada
uno de estos puntos (X ;t) lo sometemos a una transformacién
(difeomorfismo) que le haga corresponder otro cualquiera de ET (ver

Fig.1l):

L P —— > (X' ;t’) (1.2.1)
y repetimos este procedimiento para todos los puntos de una cierta
trayectoria T® de una particula, obtendremos una nueva curva A

que serad su transformada por el difeomorfismo:

Difeomorfismo

P e > o (1.2.2)
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Entonces, cada punto de la trayectoria T* , se transformard como

(ver Fig.2):

KAy — XNy =X ey +AxME) (1.2.3a)

’

r - =t + &L (X,T) (1.2.3b)

s A A A
Asimismo, el vector tangente a T en (X, ,t): V., se transformara
en el vector tangente a T'" en el punto (x:‘,t'): V".'*, de acuerdo

ey 2 XAVt = AX (1.2.4)
4t d t'

Nos interesard ahora estudiar el incremento de la accién W[{T" }],
frente al particular difeomorfismo para el que:
a) At =constante (idéntico en todos los puntos del ET)

para este caso hallamos que:

AW = W ([iT*})-wW DiT*)]=
=70t tf
:jL(x'A(t) vty t)dt - IL(X Ay v ey, ey d L -
lorat *5

:J [L (X "_A ( t.+5t),V'l-A(ff4t))[f*’-\t) -L( )(“‘(t')’ V‘.A{t)l C) d.t:
o

+
:J {EL (x'?(t‘), Vlt\(t'); ['\- L ( X.}t\,v(‘\(t)lt)]dtz
2

Entonces, a primer orden en At, obtenemos:

f
AW = S(%A A’&‘+%_L_AM‘-A 2L At) dt (1.2.5)
r ‘ V.

o

con:  ax M 2 X(g)-XA(E)

Av A V:A(t‘)-v.'A(t)

donde la repeticidén de indices debe ser entendida como sumatoria.

i
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Ademas:

doax? = d My Cd )bV ey de o vA
rriale T ) d.ﬁ)m\ ‘()d.—t-‘(t)

si recordamos ahora la condicidn a), entonces:

é AX'A.. V:Ft' ._vA ¢ (1.2.6)
at = ¢ }-vo(e)

Por otro lado, de acuerdo a resultados conocidos de la MC, el

diferencial del hamiltoniano resulta:

\ 4
OR = RAAUA VA ARADL IxM 3L avA_JL gt

X7 A t
= Vi Aupa JdL dx M DdL gt
DX A >t
de donde:
L Y (1.2.7)
Dt 3L
ademas de (1.1.6)
dH = dH VA ,3W PA, DH _ DH (1.2.8)
dz  SxA 3 PA >t 3t

y de (1.2.7/8):

2L - . dH (1.2.9)

Recordando que, de acuerdo a (1.1.3/4), las magnitudes
candnicamente conjugadas P‘A Yy X, A se vinculan mediante la

expresion:

D) 4 PA
XA d t

y comparando con (1.2.9), vemos que -H puede definirse como la

magnitud candnicamente conjugada del tiempo "t",
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Reemplazando (1.2.9) en (1.2.5), teniendo en cuenta (1.1.3),

(1.1.4) y (1.2.6), obtenemos:

Ty
AW (B raxr «PAxA_dHar)dt-
/ d t
To
&,
- [ J (p(\ﬁx(«)_ dH At}d.t (1.2.10)
) ot t
to
Recordando que A t=cte., obtenemos:
it
4 ( PAAX A O At:) ot _
AW - fr— dt ¢
o
rt
- ( RAAXA - M At ) (1.2.11)
To

Si ademas de la condicidén a) pedimos que el difeomorfismo (1.2.1)
cumpla con que:

b) a un mismo tiempo, el incremento A X que sufren los puntos (X;t)
sea idéntico para todos ellos [A X=A X(t)].

tendremos que:

Fot) - Flto) (1.2.12)

AW = WE{T™]1-wW ™)

con: FCE) ’P( AX ¢ - Hat
P - = A

¢ =

La ecuacidon (1.1.12) nos muestra que las magnitudes candnicamente
conjugadas de 1la posicidén y el tiempo (P y -H) son aquellas que,
multiplicadas por los incrementos Xy t, permiten obtener la
funcién F (t). Esto puede considerarse como una definicién

alternativa ([respecto de (1.1.4) Y (1.2.9)] de magnitud
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canénicamente conjugada de la posicidn "X" y del tiempo "t". Esta
ultima manera de definir magnitudes candnicamente conjugadas nos
serd 0til en capitulos posteriores |[ver, por ejemplo, seccién

(4.3)]).

Si definimos ahora en el ET a 1la familia de curvas
parametrizadas (ver Fig.4) por un conjunto de parametros F - (de

manera continua y derivable):

1.2.13
SN ( ’

L )/\)

F: ¢ R ,i=1,2,3 , A € R, X :coordenadas cartesianas del los

puntos del ET,
tales que:

Q) CF"()\) N C,Fl"(/\) = ¢ &= Fo #‘F.é

bV x3tYe ET 3 F,e R®, NeR /
C Fo () X: 1 t)

sus vectores tangente constituiran un campo vectorial éE (x)

vl

definido como:

Ex,N:=EF MN=E 2 4+ &

(1.2.14)

con:
E.:‘QX‘ &O:}t
DN Ix OXN |\

Mediante este campo vectorial & (x) podremos definir un

A

difeomorfismo de modo que los incrementos AX y At, que
caracterizan al desplazamiento que sufren los puntos (X,t) & ET,

resulten:
AX (R, t)=&aX 5 At=&_ AN (1.2.15)

con AX- cte., i=1,2,3
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entonces el incremento de W dado en (1.2.12):
AW = W LT -wWw T (1.2.16)

para el caso particular 6;' E;(t), é;;cte., nos permite definir la

operacion:

Dw

Qi pon AW _ FCEM-‘Z}]-B’Eé“;T;] (1.2.17)

&
AN=SO A X
donde:
con 4= i,0 E - (£.,6 &), (£,6): campo de vectores

paralelos en el ET, ya que t=cte.=p> ( £, ¢, )=cte. La dependencia

de D> con el campo di‘ la hemos indicado con corchetes puesto

que se trata de una dependencia funcional.

La magnitud F [Eﬁ,t] nos permitira entonces hallar una
expresién para el impulso y el hamiltoniano. Bastard elegir a &

como un versor unitario de direccidn /{

A
N (1.2.19)
< = €
cuyas componentes son:
-~ v v
Vv
EV= (e ) = 0y (1.2.20)

para encontrar que:
P(t\ - [P L 5: ' L 1 (1.2.21)
H @) =-F[é, ;7] (1.2.22)
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Notemos que este método de obtencidén de P y H no necesita mas
que la aplicacidn de un difeomorfismo a la accidn del sistema. De
este modo se ha evitado el uso de definiciones que, al requerir las
nociones de velocidad y posicién , sb6lo son aplicables para

sistemas de particulas (ver por ejemplo (1.1.4) ).

Si, finalmente, en 1los corchetes de Poisson (1.1.11) vy
(1.1.12), expresamos Ax y At en funcién de & , dividimos por

AN\ y tomamos limites AA----+0, obtenemos:

E.DOA (1.2.23)

[A ; ?Eé;,t]]

(A IPLeo,t]] - EodA (1.2.24)

L=y =
1.3) COORDENADAS GENERALIZADAS

Consideraremos a un sistema de "n" particulas representado mediante

las coordenadas generalizadas:
Z _ 4% A 1.3.1
97247 (x7) e
£ =1,...,K £3n

El caso K < 3n puede corresponder, por ejemplo, al de un
sistema sometido a vinculos tales que los 3n grados de libertad
originales del problema se ven reducidos en 3n - K. Si K = 3n, las
ecuaciones (1.3.1) se pueden interpretar como un simple cambio de

coordenadas (p.ej. de las cartesianas X, A a las

polares /’A, oA, ({JA) .
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Ahora bien, en la obtencidén de (1.2.11) no se ha usado ninguna

propiedad particular de las coordenadas cartesianas y su resultado
con sdlo

es valido para cualquier conjunto de variables dinadmicas

sustituir:
A £
AP AP% (1.3.2)

ax A, Aa_f avh o Aci

oL :impulso generalizado
Dq%

con: P; _

de modo que:

G
i £
Aw [{q*11=1 Pq &4 — HATB . (1.3.3)

con A tecte (condicidén a) de la seccidn anterior)

que sufre gZ debido al

A qzl es el
({con At=cte) entonces:

Si el 1incremento

difeomorfismo (1.2.1) a través de (1.3.1)

t

z A 1.3.4

AW fiqﬂ]=(?§33 AxJ-HM) (1.3.4)
>RA to

Si, de acuerdo con lo supuesto en la seccién (1.2), pedimos

A xf\ sea constante para todos los puntos de ET a un tiempo

que
s
dado (condicién b) ), entonces, definiendo el impulso P, del
sistema como:
~J
z
P==27" £ . 1.3.5
( N 9 ) gA (=14,2,% (1.3.5)
3 X;

la ecuacion (1.3.4) se expresa como:
(1.3.6)

~ ts
AW({Q?-”:(P. AX( ~ Hbt )
o
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Antes de continuar notemos que la definicidon de impulso dada
en (1.2.12) no parece coincidir con la dada en (1.3.5).

Efectivamente, de (1.2.12) y (1.3.1):

P' = \)(A :ZQL =

-2 2L 54 3L g%
A g avA gq& JV.A
2 q%
Pero, de (1.3.1) --g;—--o, entonces:

P .
e - = P(A 29 (1.3.7)
A d VA
resultado no coincidente con 1la definicidon de impulso dada en

(1.3.5). Ocurre que, para la particular transformacién (1.3.1) la

velocidad generalizada viene dada por:

ﬁfz _3_7342 V.A 'a‘ﬂj (1.3.8)
N

D = A
l .
de modo que por derivacién de Q£ respecto de V(-'\ + Y teniendo en

cuenta que: P
29 o
=RV
se sigue que:
. 2 r3
>q9° - 24 (1.3.9)
DV A D X% A
Entonces de (1.3.4), (1.3.7) y (1.3.9), concluimos que:
D 5 1.3.10
?D( - ; (1.3.10)

es el impulso asociado al sistema de particulas.

Como ejemplo podemos citar al péndulo ideal de masa "m" con un

grado de libertad (ver Fig.5), para el cual:
. 2
g= © = arc tg X/Y L= 1/2m (6 ) - mg & (1 - cos ©)

g: aceleracidon de la gravedad
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4 /\
entonces el impulso en 1la direccidn e (P, ), de acuerdo a

(1.3.5) resulta:

thﬂ °® M\éﬁza_e = m8 Q con @ = MVy
36 X X

que es, efectivamente, la expresidén del impulso de 1la particula

suspendida (en componentes "X").

Finalmente podemos escribir los incrementos AX, At de
(1.3.6) mediante el vector & [de acuerdo a (1.2.15) ] y obtener
[)E'VVI:Q{], en forma andloga a lo hecho en (1.2.17). A partir de
aqul es posible definir a 1la magnitud .G>[£",t] y, de ella, al
impulso P(t) y el hamiltoniano H(t) (ver (1.2.21/22). Ambas
magnitudes se obtienen, entonces, por aplicacién de un
difeomorfismo a la accidén de un sistema de particulas descriptas
por las coordenadas generalizadas (1.3.1). La extensidn natural de
este método de definicidon de energia e impulso es su generalizacidn
para cualquier sistema fisico (no necesariamente constituido por
particulas) que venga representado por variables dinamicas

z

generalizadas discretascqé ' d .

1.4) DIFEOMORFISMOS APLICADOS A LAGRANGIANOS DE SISTEMAS EN

INTERACCION

Consideremos un sistema de n particulas cuyas posiciones vengan
dadas por X O (t) (A =1,..... ,n) y sea L (x4 ,v* ,t), el
lagrangiano total del sistema. Dividamos ahora al conjunto de n
particulas en dos subsistemas S» Y Sy . Llamemos:

x (¢ Pe=l,...,1 12n
a las trayectorias de las particulas que pertenecen a S(b y:

x$ (t) Y =141,...,n

al de S_ .
as de X
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Supongamos que el lagrangiano completo es tal que 1lo podemos

escribir como:

L = [—((b) + L(X\) (1.4.1)

donde: LlPYes el lagrangiano cinético de las particulas
etiquetadas con "p".

L{x):es el lagrangiano cinético de las particulas

etiquetadas con"y", mis todos los términos de

interaccién (en consecuencia poseera también

dependencia con las variables dindmicas de las

particulas "/»").

El papel de este lagrangiano L(X\) es analogo al lagrangiano de 1los
campos de materia en RG, el cual no incluye al lagrangiano libre
del campo gravitatorio, pero posee los términos de interaccién con
dicho campo. En esta analogia el lagrangiano 11/5\ corresponde al
lagrangiano gravitatorio librejrngx , que no contiene en su

definicién a los campos de materia.

Nos interesard ahora estudiar el comportamiento de L y- frente

a difeomorfismos. El hamiltonianolgfx) correspondiente a ITY) es:
1 ydpd % yd
H\\‘\_V‘ P L\Y\(x V7 t) (1.4.2)
donde P(-dEE_Lle

v
Observemos que en (1.4.2), si bien P,vr resulta el impulso de las

particulas etiquetadas con "y", no ocurre los mismo con P f*‘, pues

en Ly no estdn presentes los términos cinéticos de las particulas

nﬁn .
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Volviendo a (1.4.2) vemos que de ella se obtiene:

e Ve d P RAauA - Dl ax,” - A x T 3 gy duA L Slyyae -

gxtfb BX‘-Y\ QV(J( t
=V;df?*-é)¢dx3\_é_Lm dxc&-él-(g) d¢ (1.4.3)
; ot

donde hemos usado que, de acuerdo a (1.4.1):

oWy - by - d 2y xo0

. - (1.4.4)
SR D x;™ de By P
SWh) 3y - d Ay = o©
X8 x.x de3 3 (1.4.5)
entonces (1.4.3) nos dice que:
2 My v A 2Hupz- PF
D P o x Y
~ V)
EIF!KQ:-BL!X‘) sHu):_BBX)
(1.4.6)
Y )((‘(“> > X(z‘ ¥ ?d T

Si aplicamos ahora al lagrangiano L yn el difeomorfismo

(1.2.3),(1.2.4), su incremento resultaré:

Dlpgy= Doy Ax: B, dblonav, ¥, 3 Ly ax, ™,
Dx, % DV, > K;P’

fxblpy av ™ dlpyat

reemplazando (1.4.4), (1.4.5) en (1.4.7), exigiendo Atecte. Y

teniendo en cuenta (1.2.6) se tiene:

5D > . :
AL(KF P, YAK( + P(‘K\AX;K\*( S_wl'_vrbf D{.Po) Ax'r:“

POAK T, gy ae
o r

[N
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MQS\ d (" A" ) M)Axi(kéﬂmt (1.4.8)

oxX;™

ademas, por (1.4.6): ~ 7/
dlyy =-DHy = - cﬂﬂv)+é
X

3t

¥ > p e
*_Qtlp ﬂﬁv 5__(_)_ (1.4.9)
3*” Sx, Se. M

donde la cancelac:.on en (1.4.9) se debe a (1.4.6). Reemplazando

entonces en (1.4.8) obtenemos:

AL(),\ - d ( P;d\AK('d— ’\'\'\J(}) AC) +

dt
Sy ax ® 3N Viae L dha BEAL
. Xy oax, . ) Vibt . 3\ (1.4.10)
§x. ™ > x, D PP

Los Ultimos tres sumandos del miembro de 1la derecha de (1.4.10)

pueden escribirse, empleando (1.4.6), como:

~ ~J . {5
(') “;bf(g’f'cx\ vy 2Ha B )Af:

S)(i(b ¥ X > 2 PP
< B
_ oWy ax B 3 Ly v,y Vi(b?; ) AL =
ENE K D xe®
- 2 Wy ax ( BL(DV();{-\/@A?_LB_ it =

= Wth\"“(ﬁ V“At(i_m é?_kmy
5%, 3X; > Ot 3V, ®

E Wy [ax > . v(-(”At)
S X

(1.4.11)
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Reemplazando (1.4.11) en (1.4.10) y recordando las condiciones a) y
b) impuestas en (1.2.12) para los incrementos, obtenemos:
AL oy *g_( (r)¢ BXE) Tt ) 5\“(0 (AX (t)—Vt- At) (1.4.12)
x>
donde hemos definido;: N
(x) _
E;( 2,358 - 2? Pt

Integrando la (1.4.12) entre t, Yy t‘_:

(1.4.13)
AW ¢ = Fxy () - P (te) faxp 22 vnr)dt

[aY;

donde F..(t)= I()?S‘\ : (‘ [X)At

A partir de F X\(t) podemos hallar:

F [
P f J —‘K‘—)—(t—)=p(r)ggz+H(a)fo (1.4.14)
) \—*o A XN

ylanélogamente a lo hecho en (1.2.21) y (1.2.22), obtenemos:

~J

f?ﬂ‘.(t)z [P(K) | & L] (1.4.15)

Y (1.4.16)

A, 6 =By (& ;]

Antes de continuar sera conveniente discutir brevemewnte
acerca del significado geométrico y fisico de 1las magnitudes
halladas en (1.4.15/16). En primer lugar notemos que si bien
D?X)[ é\(-, £ es el generador infinitesimal de desplazamientos
espaciales de cualquier magnitud funcidén de las variables candnicas
Xy p?, en cambio iP(“[ é: , £ ]--’I-\ll(n(t) resulta un generador
infinitesimal de desplazamientos temporales, s6lo para aquellas
magnitudes que sean unicamente funcidén de las de las variables

"

dindmicas X ypx\. Esto ultimo puede comprobarse facilmente

repitiendo 1los calculos indicados en (1.1.12) y teniendo en cuenta
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qgue H(n(t) cumple las ecuaciones de Hamilton (1.4.6), s6lo para
éstas variables.

n ~
En segundo lugar observemos que las cantidades Pa) Y H(?), al

estar construidas a partir del lagrangiano L(&\[que por definicién
es la suma del lagrangiano libre de las particulas etiquetadas con
"*" mas todos los términos de interaccién (ver (1.4.1)]), contienen,
ademads del impulso y al hamiltoniano libres del sistema " A"
respectivamente, a términos que tienen en cuenta la interaccién

entre los sistemas "{" y "A".

Si, finalmente, repetimos ahora el procedimiento desarrollado
en la seccién (1.3) para expresar A W[B) en funcidn de coordenadas
generalizadas, reemplazamos los incrementos espaciales y temporales
mediante (1.2.15), dividimos por el incremento del parametro ”‘AX "

y tomamos limites, a partir de (1.4.13), obtenemos:
D W = < Sy £ - F )
e W) = mc g Q) Eo e T

. 5w(5\ 'Dq

con B = & BL(“ 392
& : el campo vectorial definido en (1.2.14)

1.5) TRATAMIENTO CANONICO CLASICO PARA VARIABLES CONTINUAS.

DEFINICION DE ENERGIA E IMPULSO.

Los sistemas flsicos que posteriormente nos interesaré
estudiar se describen mediante ciertas magnitudes Cf’(x,t),
funciones de punto, llamadas campos [8]. Observemos que los campos

clasicos no representan en general sistemas de particulas y, aunque
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asi fuera, ellos mismos no podran ser considerados como sus
coordenadas. A los efectos de definir energia e impulso para estos
sistemas, postularemos que su dinadmica se describe mediante un
lagrangiano. En este caso, segin hemos visto en el paragrafo
(1.3), el impulso y el hamiltoniano se podran hallar a partir de un
difeomorfismo aplicado a la accidén del sistema. Por lo tanto para

que la transformacién:

W [ Yixt)]—e WPty + 2] (1.5.1)

nos permita definir un impulso y un hamiltoniano, el incremento
A LF’ debera ser el que corresponde a un incremento A X espacial
y A t temporal, debido a la accidén del difeomorfismo discutido en

las secciones (1.2/3), sobre las variables "X" y "t" del campo qD .

Por otro lado, de acuerdo a lo indicado en la seccidén (1.1),
el hamiltoniano del sistema, en MC, representa su energia cuando
los vinculos no dependen del tiempo. Esto se debe a que, si 1los
vinculos poseen dependencia temporal, entonces realizan un trabajo
sobre el sistema que no es tenido en cuenta en 1la expresidén del
hamiltoniano (ver (7], Cap.2). Ahora bien, la nocidén de vinculo
corresponde a una interaccién del sistema fisico, descripto por un
conjunto de variables dinamicas, con otro sistema al que no se le
asigna formulacién lagrangiana (La descripcidén del sistema fisico
péndulo ideal no se realiza mediante el lagrangiano de la particula
y el lagrangiano del "hilo"). O sea, un vinculo es una imposicién
geométrica que no posee un término correspondiente en el

lagrangiano.
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Si suponemos entonces gque, en los sistemas continuos que
comenzaremos a tratar, todas 1las interacciones se manifiestan a
través de variables dinamicas (admitiendo una formulacién
lagrangiana), el hamiltoniano y 1la energia seran conceptos

equivalentes:

H=E (1.5.2)

Si en alguna situacidén corresponde establecer diferencias 1o

mencionaremos expresamente.

Ahora bien, si para definir energia e impulso, vamos a emplear
el formalismo desarrollado en (1.3), debemos hallar una

correspondencia entre estos campos L( (x,t) y 1las variables

discretas qf ' Rz

&

particidon del espacio a un cierto tiempo "t" en celdas Av , de

usadas anteriormente. Hagamos, para ello, una

modo que el volumen total del espacio (Ve) pueda calcularse como:
N

Ve == A VE (1.5.3)
>zl

N: nimero total de celdas

Si las celdas son suficientemente pequeifias, podemos suponer
que el campo \%) (x,t) en su interior, toma un valor

aproximadamente constante y definir (ver Fig.6):

é(t) L,P(x t) (1.5.4)
X € AVE
Analogamente:
o§ [ ]
j £ = P(x L) AV * (1.5.5)

x & Ay &
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Las variables g 2 R f;z seran entonces la versién discretizada
de las continuas “P (x,t) y \F (x,t). Este tratamiento seri
tanto mads preciso cuanto mas pequefios sean los volimenes de las

celdas consideradas.

Si el lagrangiano que estamos considerando es 1local (o sea
L=L( éf, (12)) a cada elemento de volumen sz le podremos asociar

un lagrangiano L, de modo que:

L :L (qi}"',(i'\}’ (il}"’“)‘lv) = é Lé (qi.}é‘):

N
= = z
5= %L\V (1.5.6)

donde L: es el lagrangiano del sistema

Y X : es la densidad lagrangiana ’5( = ££—
A&

Si nos interesa definir energia e impulso para este sistema,
entonces, deberemos someter a la acciodn W[{af(t)}] al difeomorfismo
discutido en las secciones (1.2) y (1.3). Frente a él1, la variable

discreta qé (t) se incrementa en:

; < !
A(z: q‘(t)-qé (t)=.A_g_f AXg (1.5.7)
Ax,
donde (ver Fig. 6):
qZ (t): es la variable dindmica discreta asociada a

la celda A VZ(X)

'
q‘f (t): es la variable dinamica discreta asociada a
/

53
la celda & v (x+ 4 X)

Axﬂ : es la diferencia en componentes "{" de los

/
vectores posicién de las celdas Av y 4 ve
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Si consideramos gque N--+ DO Yy que, debido a (1.5.3)
Akx‘l --» 0, entonces (1.5.6) y (1.5.7) se expresaran como:
4 . s _ €
L :j A AV ) A ﬂ ";g— Lxl (1.5.8)
v > X g

resultando el incremento de la accién (ver (1.3.3)):

AW (B agE Hae)

| to

:(BL >)i£ AK‘_HAt) t+ (1.5.9)
Y ERE S &

como corresponde al incremento de la accidon de un sistema descripto

por coordenadas generalizadas. Reemplazando en (1.5.9) a q2 y di'

por su expresién en funcidén del campo LF (x,t) (ver (1.5.4) y

(1.5.5)), teniendo en <cuenta (1.5.6) y definiendo a la densidad

Hamiltoniana como:

> L

>€ = (1.5.10)
> Y
el incremento de la accién (1.5.9) queda: tf
Aw = J ( Q‘f 2 ¢ AXp - }é’AZ:Sch =
L-v Bq? B)\;‘L /t_o
1 G
= ( —f——)(P A")“t (JMJV)At (1.5.11)
Va. d Xg
¢t-‘)

donde se ha supuesto que A X= X(t) y At=cte (a) y b) de (1.2)]

Finalmente, del mismo modo que en (1.2.15), podemos expresar
los incrementos A.xl, At (los que supondremos que cumplen las
condiciones a) y b) del la seccidén (1.2) ), en funcién del campo

vectorial definido en (1.2.14) gquedando:
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~t“
Qw: P DY d\lé_e_}).edvgo
\ BLP AXQ ] &
\_T')[:E/ t{] - JP[.E,(Q] (1.5.12)

donde:

/;_f’ i_f Avéz-/;ewgo
v o L

(observemos que G>C£; £ Jles un funcional del campo £ )

P Ce, ¢

Entonces, el impulso de wun sistema fisico cualquiera,
descripto por variables continuas LP (x,t) queda definido de
acuerdo a (1.2.21) como:

B, (¢)

[4

A A
Ft_e‘-)t] ':fs—f > F dv (1.5.13)
Vo dX,

y el hamiltoniano como:

H (&)

]

’ﬂ>Cé\o,£]= féedv (1.5.14)
v

Nuestra intencidn es entonces generalizar la expresidn
(1.5.13/14) a todos los sistemas fisicos que se describan mediante
un formalismo lagrangiano, incluso aquéllos que se formulen en
espacios curvos con O sin torsidén. Teniendo en cuenta que las
situaciones de interés involucran, generalmente, a mas de un campo,
consideraremos, a continuacién, el caso en el que el sistema fisico

viene descripto por "n" campos distintos LP (ol =1,...,n). Las

definiciones (1.5.13/14) ahora resultaran:
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P ey = LPL“C?,C]=J PEIP TN (1.5.15)

VG

donde ha sido sobreentendida la suma sobre el indice "«".

H ) - l]ﬁl:é:,c]-_jv}ed\, =(3___£_(_°(>4_X’)Jv (1.5.16)

Si procedemos como en la seccidén (1.4) y consideramos el caso

en el que 1los campos {L{):*} pueden ser divididos en dos

subconjuntos:

( L?d} = {y ®lu} LP*)) (1.5.17)

¥ =2 4+1,...n
de modo que la accidon del sistema completo W| L{d ], se escriba

como:

Co*] =\ ]+ W g? 5.

W C@*] Naf 4 1+ L J (1.5.18)

donde %@% L%P]=/[ﬂixﬂvdt: es la accidén libre de los campos
(_Prb Y 6{([’:) la densidad 1lagrangiana

correspondiente.

Wm[ ‘fd ]=/dmdu dt: es la accidén de los campos Lfkg
que incluye a sus términos cinéticos més
todos los términos de interaccidn con los
campos LP‘5 y ¢Xi‘) es la densidad
lagrangiana correspondiente

Notemos que la expresién (1.5.18), conjuntamente con las ecuaciones
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de campo:

EW_ - O
L?d (1.5.19)
implican que:
¢ W) - o SWe -0 (1.5.20)
& g 5 ¢
pero no necesariamente que:
(1.5.21)

5 e

Podemos ahora extender el resultado (1.4.17) al caso continuo

obteniendo: -

.

Da""m‘ Rave £¢ - Hqy €o +

. ?)Wq:?:(«E:B;%p~ €o CP(L’) Nt (1.5.22)

con:

[ 3R ?JCPgl oV (1.5.23)
(%) ¢ NEVEEV

(1.5.24)

Hm -/ “’MP - Ly ) av

A fin de interpretar el s1gnificado fisico de estas magnitudes

descompondremos a la densidad lagrangiana 511*\ en una suma
o
entre la parte libre correspondiente a los campos QPBA ( 0(8‘ )
1
mads términos de interaccidn ( %K‘(’: ):
> °( oo( ° X\ a’\ .“‘
Loy (47 5, i )= A (Y 39 el
Py
= % ok
+ Xdr;(k(’ 5,8, 97 ) (1.5.25)
L =1,2,3

En la expresidén (1.5.25) hemos puesto de manifiesto que en el
lagrangiano libre de los campos LPaA puede existir dependencia con
los campos Lf(b sin derivar. Precisamente esto es lo que ocurre

con el lagrangiano libre de los campos de materia en RG, el cual,
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al poseer tipicamente la forma:
o

j)‘“ = fg ﬁu\) 8««%’311 ({) (1.5.26)

30 = campo de materia
9,p @ tensor métrico

wm,p=1,2,3,4
depende no sélo de términos en derivadas de (X t) sino que,

ademas, del tensor métrico sin derivar.

Reemplazando entonces, (1.5.25) en (1.5.23) Y (1.5.24)

obtenemos:

(X\( = RY\( + kh(b\(' (1.5.27)
sz\ = Hyy + Pagl (1.5.28)

con:

1
Df BLP P\
B L(K b= X‘ ‘5(( ¢

° ° 1
(At A )dv IJEfw)é_fL Z
H 8 —f(a L‘Px a-;(_‘. (X\) H“P\ ()(Pd a ‘. (KP))

De modo que las cantidades (1.5.23/24), obtenidas a partir de 1la
accion w(h)mediante la operacidn indicada en (1.5.22) representan,
respectivamente, al impulso y el hamiltoniano libres del subsistema
"y " mas todos los términos de interaccidén con el subsistema "B".
La Unica condicidén que se le debe imponer a 1la accidn W (y) para

obtenerlas es que, de acuerdo a (1.5.20), cumpla con:

Wiy - o (1.5.29)
A
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Recordamos en este punto que, al igual que para el caso discreto,
el papel que cumple w(‘\ es equivalente al de la accién de la
materia en RG, la cual no incluye a 1la accidon 1libre del campo
gravitatorio pero contiene términos de interaccién con dicho campo.
A su vez w(ﬁﬁ corresponderia a la accidén 1libre del campo
gravitatorio en cuya definicidon no estadn presentes los campos de

materia.

Mencionamos finalmente que, en MC, la accién no es un
invariante frente a cambios de sistemas de referencia. En otras
palabras, 1la accién no es un invariante frente a las
transformaciones de Galileo. Por ello cada sistema de referencia
tiene definida una accién distinta vy, via (1.2.21/22) (6
(1.5.13/14)), wun impulso y una energia caracteristicos. Es decir,
estas expresiones representan al impulso y la energia calculados en
el sistema de referencia donde ha sido definida la accidén. Como se
sabe, aunque el lagrangiano no es un invariante frente a esta
transformacién, su variacién es una derivada total respecto del
tiempo. Esto Ultimo indica que la transformacidén de Galileo es una

transformacién canédnica.
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CAPITULO II
TEORIA DE CAMPOS CLASICOS EN RELATIVIDAD ESPECIAL
2.1) TRANSFORMACIONES DE LA ACCION FRENTE A DIFEOMORFISMOS

La Teoria de campos en Relatividad Especial (RE) se formula en
una variedad cuadridimensional Ml‘ plana, con métrica /7““
hiperbélica 4V =0,1,2,3 [signatura (1,1,1,-1)]. Sus variables
dinamicas son las funciones continuas de punto CF ( x )
(x e nh que, en el paragrafo (1.5), hemos 1llamado campos.
Estas variables pueden tomar valores reales o complejos de acuerdo
a las caracteristicas fisicas de las magnitudes que describan. En
este capitulo nos proponemos, dentro del marco de la RE, discutir
acerca de las definiciones de energia e impulso. Si bien sus
expresiones son bien conocidas (ver p.ej. (8]), nuestro objetivo
sera re-obtenerlas mediante la aplicacién de 1los procedimientos
presentados en el Capitulo 1I. Teniendo en cuenta que las
variedades que posteriormente estudiaremos son localmente idénticas
a Mq (espacios curvos que poseen, localmente, 1las mismas
propiedades que el espacio de Minkowski), ello nos permitira
comprender con mayor claridad 1la generalizacion del método a

teorias formuladas en el espacio-tiempo curvo.

Comenzaremos observando que en la RE 1la separacidén entre
desplazamientos espaciales y temporales no es ahora tan nitida como
en MC. Ello se debe a que en RE existe una simetria frente a
transformaciones de Lorentz, que mezcla componentes espaciales y

temporales del cuadri-vector desplazamiento A x‘f. Es
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precisamente debido a esta propiedad de 1la teoria que las
magnitudes P y H definidas en (1.5.13) y (1.5.14) deben también ser
tratadas como componentes de un cuadrivector. Mencionamos ademas
que los sistemas que estudiaremos no estan sometidos a vinculos en
el sentido discutido en las seccidén (1.5). Supondremos entonces

que hamiltoniano y energia son conceptos equivalentes.

Consideremos entonces al campo:
ol
PN

donde o : indice que toma valores para cada campo presente.
‘L : indice de la representacidn del grupo de Lorentz

donde estd definido el campo.

coordenadas globales lorentzianas (Xo:coordenada

temporal)

y, sometamos a la accién:

WL‘LPS(xu\Ffi (02 3, WS ) Ax

J< : densidad lagrangiana

a la transformacidén (difeomorfismo):

X“——’X'k:x%-fAX‘L (2.1.1a)

Y, consecuentemente:

o 4 + %
ooy P Toly = L (K v A (2.1.1b)

« ok
donde A‘el es el incremento de \f frente a (2.1.1a),
(4}

Entonces, el incremento de la accidn resulta ser (ver([8]):

doo ) 5 o 3 P 4 (2.1.1c)
Aw [ Jx,)) 'jlige (53{(94 P -L ép)? b b x
AA Q
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{el caso en el que W no sea la accidén del sistema completo [ver
secciones (1.4/5)] serd tratado en el capitulo siguiente [seccién
(3.1)]) en donde, procediendo con mayor generalidad que en el
presente capitulo, no se exigird que la variedad diferenciable sea

plana}

Aplicando el teorema de Green en cuatro dimensiones Y
descomponiendo al cuadrivector desplazamiento A X, en sus
componentes espaciales AX, -, i=1,2,3 y temporales A Xo obtenemos

(ver Fig.7):

% _ . ;‘f ~ P(' )f ol 0 Po 3
AW L, = L[TET%‘ % f Ax"’(s_éo_go}"te‘*-jéew axg )X
MFU M7 «
con:

> b 4.2 3 3
dx =dx dx dx ; x’,x*, x°: coordenadas sobre M+

Mg : Hiperplano Xo= I co

Entonces, teniendo en cuenta que:

/7()(._8(( . Po:-é(’o
- J /7
el incremento de la accidn se expresa:
AW = F [ax!, %] - F Lax™ m3) (2.1.2)

donde:

- - . > X
FCaxs i) =J1 ;f@déﬁﬂAxi'( £ 4%@u'f)AxJCfx
ME' Ve aa<=b"‘)u.

> es el hiperplano xo=cte.

M

Antes de continuar observemos que, cuando en (1.2.11) expresamos AW
en funcidén de "P", "H" y los incrementos AX y At, debimos exigir

que:

AX=-AX (L) AT = comnstamte
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mientras que en (2.1.2), 1la prescripcién sobre los incrementos
espacio-temporales para expresar AW en funcidén de ellos, es menos
restrictiva. Como veremos, bastara pedir que Ax‘.-Ax‘.(xO) Y
AX° =AX° (X0), para poder extraerlos de la integral (2.1.2) y obtener
expresiones para la energia y el impulso analogas a las de 1la MC.
Esto se debe a que, en la RE, las cuatro coordenadas X, pueden ser
consideradas como las variables dinamicas de, por ejemplo, una
particula, mientras que en la MC sdlo lo son las X;. Notemos que,
si en la MC el tiempo fuese una variable dinamica, en (1.2.5)
hubiésemos tenido, ademas del término %}%_A.t » al correspondiente
oL 45}2 que, mediante las ecuaciones de campo, se 1lo hubiera

2t
podido agrupar con el primero, obteniéndose en total:

aw J L (2L sxf) . 2 (L ac) )t

no necesitandose ped1r que it=cte para que AW quede expresada en

funcién de la diferencia:

F(t,) - F(to)

Volvamos ahora a la expresidén (2.1.2) y supongamos que AX; vy
A Xo son s6lo funcién de Xo. Entonces podremos extraerlos de la

integral y por analogia con (1.5.11) y (1.5.13) definir:

Pg f oL aiw: dx (2.1.3)

H

<a,( Jboﬁe‘d-j)dsx (2.1.4)
MSBBO s

a los cuales llamaremos impulso y energia del sistema.
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Debido a que (2.1.2) es una magnitud escalar y A X, una

vectorial, P y H constituiran componentes de un cuadrivector.

Si definimos ahora al tensor de energia-momento de RE como:

T2 ! 2 4 - L 5 (2.1.5)
RE(J BB\P () G

las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.4) se podran expresar como:

P / x_ (2.1.6)

RE r
donde: _
o= H
Por Gltimo, procediendo del mismo modo gque en (1.2.14),
podemos definir al campo vectorial & (xit) de manera que los
incrementos 4X (Xo), que caracterizan al difeomorfismo (2.1.l1a),

queden expresados como:

AX, = E“(XO)A/\ (2.1.7)

con: A parametro real
Notemos que € no representa un difeomorfismo genérico sino que un
difeomorfismo homogéneo, en el sentido que &£ es sélo funcién de
Xoy no X/. El campo vectorial 5(>Gﬂ resulta ser,entonces,

constante sobre M (ver Fig.8).

Mediante la definiciédén (2.1.7), la variaciéon de 1la accién

frente a (2.1.1), se podra expresar como:

Limn AW bs Wit = Pre,mi-F [e,M%]  (2.1.8)
AN—=-O AN
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donde:
" 5 _ gi
Pleml = ] e ondle *oso -2)e)ds
M>
— Vv A Ve
\ =
J RE A&.é ds\) P&é
MB
con:
ds’: vector elemento de superficie.

v Y
(dS =& v p dX“ax’ax)
dxV: diferenciales sobre M > expresados en un

sistema de coordenadas lorentzianas génerico.

en analogia con (1.2.17).

En la definicidén de “D (e ,M ] se pone de manifiesto su
caracter de funcional del campo & (X El hecho que E sea
constante sobre el hiperplano M2 enmascara este tipo de
dependencia, haciéndola aparecer como si fuese funcidén (y no
funcional) de & [la ecuacién (1.5.12) nos muestra que lo mismo
ocurre en MC]. Este hecho va a marcar una importante diferencia en
cuanto al significado geométrico de la energia y el impulso en

teorias formuladas en el plano con sus equivalentes en el espacio

curvo [ver seccidn (2.4)]).

Volviendo ahora a la expresién (2.1.1c) y usando la definicidn
(2.1.5) vemos que, si imponemos que la accidn sea invariante frente

a (2.1.1a), resulta:

DW Ja Tee ,e7d'x=0 (2.1.9)



46

Si ademds pedimos que (2.1.9) se satisfaga para cualquier campo

vectorial , entonces el vector:

—_ AL

ez Tee » &Y (2.1.10)
resultara una magnitud conservada. O sea:

D, T7(ea) =0 (2.1.11)

2.2) GENERADORES INFINITESIMALES

Dadas dos funciones A y B de las variables candnicas continuas
oL
L(>(x e T, NERE T

A-A(uﬁu;rr;) B= BIQY; T )

definimos su corchete de Poisson como:

L) - B A
[A;ﬁ]: ((SAdé a‘éa \‘X (2.2.1)
M
con é; -dx’dxzdxs; x*,xl, x° :coordenadas definidas sobre M%

Recordando ahora la (2.1.8) y teniendo en cuenta que = (t),

podemos escribir:

PLe M) = j(TTj ) e de°)dx = E‘jWZ )., IX -&°/s( L£X
b R w3
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y calcular su corchete de Poisson con LPOL Y Trd

[fexy ;) 'j Sipe(x) S Brem1 X
LT )2 T e 3 & U(X)
ce M3 ('Pal( \ of

g Prem®_eh), cp:(x)

_ (2.2.2)
MG X))
con xi M3
ademas J 8 D> 3 ~ [P
[(Tew Pl=- J dx-xy 28 ux'= ol =
<4 ] c']p Mme S @2 (X S @)
a wo(x) o;{&xx) ;155 dx!
_oelme Lx'- € ( qa\ X
J ~ \k( S (%) (x\ > NLT 8 ga
z &LLQL'ﬂ'ﬁg - ;LEi + éhb 2’7?
3 @, 4 33.0,°

Teniendo en cuenta que, a ecuaciones de campo satisfechas, 1los

ultimos dos sumandos de la expresidn anterior se anulan, obtenemos:

T — U s v }- 7y a.

| LX) > (e, m>)| =¢ AJT,L (2.2.3)
S

Las ecuaciones (2.2.2/3) nos muestran entonces que, al igual que en

la MC (ver (1.2.23/24)), P (& ,MS] resulta ser el generador

infinitesimal de movimientos en la direccidén del vector & .

2.3) OBTENCION DEL IMPULSO Y LA ENERGIA A PARTIR DEL GENERADOR

INFINITESIMAL DE DIFEOMORFISMOS

El hecho que &£ sea un campo vectorial constante en M> nos ha

permitido extraerlo de la integral en (2.1.8) y encontrar que:

EPE(E,MSJ:(E&JT;E\)H’CJ_C_:)\’___ _PM(EHJ (2.3.1)



Entonces, para un hiperplano M > de tipo espacial, podemos definir
como cuadri-impulso a aquella magnitud vectorial que multiplicada
escalarmente por el vector £E* nos permite obtener ﬁ> [£.,M5].
Recordemos gque esta ultima magnitud escalar se calcula a partir de

la accidén, sometiéndola al difeomorfismo (2.1.1la).

Existe una segunda manera de obtener el cuadri-impulso (ver
(1.2.21/22) ), que consiste en considerar a & como un campo de

versores:
v
¥ -8 (2.3.2)

y calcular:

PLE s m*]: P (2.3.3)

Si bien en el segundo caso, 1las cuatro magnitudes Eit_ estan
definidas como escalares, ambas definiciones son equivalentes (algo
anadlogo ocurre, en el espacio curvo, con el tensor métrico
A ) . Py
Juy = €.y que puede considerarse como un tensor o 16
AA PN
escalareszéiyev-g(q‘,ev)) y se corresponden con las dadas en

(1.2.21) y (1.2.22) para MC.

Al tensor de energia-momento T;;V, podremos obtenerlo a partir
del vector TH'( € ) (ver 2.1,10), como:
_ —_ AL ~
- - (2.3.4)
1 RE v l ( £ e\’)
0 sea, las cuatro componentes de 1los cuatro vectores T“(é} ),
definen 16 cantidades que resultan idénticas a las componentes del

tensor de energia-momento definido en (2.1.5).
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2.4) EL PAPEL DE LOS OBSERVADORES. GENERALIZACION DEL CONCEPTO

DE ENERGIA E IMPULSO.

!

La accién de la RE, a diferencia de lo que ocurre en MC [ver
seccién (1.5)]), es invariante frente a cambios de sistemas de
referencia (invariante de Lorentz). Teniendo en cuenta que el
cuadri-impulso se calcula a partir de la accién, podemos
interrogarnos acerca de cual es el sistema de referencia donde esta
magnitud ha sido calculada. Con el fin de responder esta pregunta,
escribamos nuevamente al generador infinitesimal UD[ E.,Msl (ver

(2.1.8) ):

x
[Pre m2) - J'\ iftpfpc& -4 5;)épc1$v (2.4.1)
M’) v Ta

Para que esta magnitud pueda ser relacionada con las conocidas
expresiones del impulso 6 la energia de la MC, la hipersuperficie
M> debe ser un hiperplano de tipo espacial, de modo que se pueda
definir sobre ella una coordenada que corresponda al tiempo. Ahora
bien, dada wuna hipersuperficie espacial, en. RE, 1la direccién
temporal queda definida de modo uUnico: es la direccidén ortogonal a
M. Cualquier otra direccién temporal no ortogonal, define un
sistema de referencia en el que los puntos de M® no son
simultaneos. O sea, para que E’[é.,MB] sea, por ejemplo, 1la

energia del sistema, ¢ bX\ debe representar un incremento de tiempo

medido por observadores que yacen en la hipersuperficie T Es
decir (ver Fig.9):

P e m2]l=-H& &, d5%=0

¥ Le,n2l=H ¢ (2.4.1a)

& :vector unitario ortogonal a M

—

Notemos que & es, precisamente, 1la cuadri-velocidad de 1los
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observadores. Esto muestra porqué £ debe ser s6lo funcidn de xg:
debe ser la velocidad comun para todos los observadores. Asimismo
cualquier vector £= &+ que pertenezca al espacio tangente a nd
permitiria definir una cantidad proporcional al impulso

tridimensional medido por los observadores de M

5
PCce=er;Mm>] = = e+€ Ty (2.4.1b)

P. : impulso en la direccién de &+

5 . 5 3
Ty : espacio tangente a M en xe M~
Es importante sefialar que para un &£ no ortogonal de tipo tiempo,
Pre . .mn no va a ser la energla para observadores con
cuadri-velocidad & (a menos que redefinamos a M>, haciéndola
ortogonal). De todos modos, y en forma independiente de su
interpretacién fisica como impulso 06 energia, las magnitudes

[P{E,M ] seran los generadores infinitesimales de movimientos en

la direccién <  (recordar (2.2.2) y (2.2.3) ).

Ahora estamos en condiciones de obtener una primer
generalizacion del concepto de energia. Esta magnitud ha sido
definida a partir de la ecuacion (2.4.1.a). En ella hemos pedido
que el campo vectorial & , ortogonal a MS, sea unitario. Esto
quiere decir que la curva integral ﬁ , Cuyo vector tangente es

é; , esta parametrizada con el tiempo propio de los observadores.

Entonces, haciendo en (2.1.8) 8A=AD5, vemos que:

AW = PCe, M3 ap-PLe,m¥Y0e (2.4,2)

Si recordamos ahora que mediante la ecuacidn (1.2.12) hemos podido
dar una definicidén alternativa de magnitudes candénicamente
conjugadas (ver comentario que sigue a la ecuacidn mencionada), la
expresion (2.4.2) nos indica que ﬂ)[él,M3] puede considerarse como

candénicamente conjugada del tiempo propio de los observadores.
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Ahora bien, el tiempo sobre M5 no necesariamente tiene que ser
medido con el tiempo propio. Cualquier funcidn creciente y
continua de 6 puede servir como definicidon de tiempo (esto es,
cualquier parametrizacidén para C puede ser empleada). Esto nos
indica que, para un vector < ortogonal a ﬁs, no necesariamente

unitario, la magnitud:

P Ce, m3] (2.4.3)

resultara candénicamente conjugada del parametro A elegido para
medir el tiempo. En esta interpretacidn, la magnitud (2.4.3) es el

hamiltoniano correspondiente al tiempo A -X (G). Analogamente:
J

. 3
C.Q_ETX QA = 1,2'3

resultara candnicamente conjugado de )\a,, el cual parametriza a
las curvas integrales cuyo vector tangente es £, . Si los vectores
£a son elegidos linealmente independientes, entonces los

parametros ,Xa_pueden ser empleados como coordenadas espaciales.

Una segunda generalizacidén puede obtenerse si consideramos
hipersuperficies espaciales 2 3 genéricas (no necesariamente un
hiperplano como hasta ahora). Una tal hipersuperficie la
constituiria, por ejemplo, un sistema de referencia de observadores
acelerados en el espacio de Minkowsky (ver por ejemplo "Sistemas de
referencia de Rindler", en [12]) pag.109). En el Capitulo IV
veremos c6mo determinar este tipo de hipersuperficies a partir de

por ejemplo, trayectorias de observadores. Como veremos, sobre
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estas hipersuperficies podrdn determinarse las magnitudes:

Ple 73] (2.4.5a)

(PEEQ.,ZSJ (2.4.5b)

3
& : campo ortogonal a 2

3
c ETx a =1,2,3 x¢g71°

Q

que resultardn la generalizacidn del concepto de energia e impulso
para estos observadores. Si bien es posible discutir el problema a
partir del formalismo hasta aca desarrollado, preferimos postergar
su tratamiento al Capitulo IV, donde se formula el problema en el
marco de un espacio métrico general, del <cual el espacio de

Minkowsky es un caso particular.

Finalmente consideraremos la situacién en la que la accién W
es invariante frente a (2.1.la) para cualquier regidn de
integracién z¢C MY si suponemos gue 2" es un subespacio finito
limitado por 1los hiperespacios Xo=?! a (M? ) y por un hiperespacio
"lateral" L, tendremos que su frontera 2" ge podrd expresar
como:

QZA:M?UM?UL

Entonces, en este caso, la (2.1.18) se expresara como:
DW= PCg, dT4)=Pie, mi)-Pre,m® )e PLe,] = O (2.4.6)

donde la igualacién a cero se debe a la invarianza exigida a W

frente a (2.1.1a) y:

Pre, oy - LfTQ"E L £V ds,

ds,: vector elemento de hipersuperficie de
L, en direccidén exterior a }52“.
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Para el caso en el que el campo vectorial £ sea ortogonal a riz
(6 perteneciente a su espacio tangente), esta Gltima ecuacién nos
dice que que la variacién de energia (6 impulso) medido en M?: se
debe al flujo de 1la cantidad T;; vz? a través de las paredes
laterales del recinto QZH. Definiendo entonces a la magnitud:

dd= T, »i-_‘)dsk (2.4.7)

como la cantidad de cuadrimpulso asociada a la hipersuperficie

elemental ds,, la (2.4.6) queda expresada como:

O, W = f 19 - \Pfé,b'z.“] = O (2.4.8)
¢ A

indicandonos que el cuadrimpulso entrante a 1la hipersuperficie
cerrada }.z“, es igual al saliente. Asimismo, y como consecuencia

de la definicidén (2.4.7), al vector:

M V) M
Tue , € = T (&) (2.4.9)

se lo puede interpretar como a la densidad de cuadrimpulso.

2.5) INTERPRETACION DEL DIFEOMORFISMO Y TEOREMAS DE CONSERVACION

Hasta ahora no hemos discutido bajo que condiciones la accién
o - . . .
w[t{a] resultara invariante frente a las transformaciones

(2.1.1.a/b). Simplemente hemos expresado su incremento en funcién

del generador infinitesimal D> Recordemos, entonces, que la
transformacién (2.1.la/b) puede tener dos interpretaciones: una
activa y otra pasiva. En este ultimo caso el difeomorfismo

(recordando las condiciones impuestas a 1los incrementos A;xq)

representa una traslacién rigida del origen de coordenadas y, si
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definimos a la accidén como un escalar, su variacidn sera nula:

J(;f(Lpa"‘u),},,@:(xyx\d"x:J L9236 (x)3) X' (2.5.1)
74 7"

Si en cambio se trata de una transformacién activa, se interpreta
al difeomorfismo actuando sobre un campo como un transporte de esta
magnitud de un punto a otro del ET (las caracteristicas matematicas
de este transporte pueden verse, por ejemplo, en [11l], Cap.2).
Entonces, toda vez que el lagrangiano presente dependencia
explicita con el punto, la variacion de 1la accién no serd
necesariamente nula (aun en el caso en el que se la defina como un

escalar):

7'

puesto que, si bien los campos son transportados por difeomorfismo

JE. (@2 (%), 304 (%), x dx#/X(%’ ), 3, 00wy, X)X (2.5.2)
Z‘c

de un punto a otro, la dependencia de la densidad lagrangiana con
el punto a través, por ejemplo, de un potencial, es evaluado en dos
puntos diferentes del ET. Es esta interpretacidn activa la que
corresponde hacer cuando, por intermedio de un difeomorfismo, se
define energia e impulso. De todos modos, cuando no existe
dependencia explicita del lagrangiano con el punto, la variacidn de
la accién escalar sera nula tanto en la interpretacién activa como

en la pasiva. Es decir:
j4(¢a (XY 3.@ 1 (X)) clx J;((LO ) 3@ () (2.5, 3)

(notemos que el transformado de un campo \P (x') no es una variable
dinamica distinta del campo original Lf(x), sino que es la misma
variable "llevada" a otro punto del espacio). La no dependencia
explicita con el punto puede darse, por ejemplo, en el caso en el
que el lagrangiano de un sistema fisico no posea términos de

interaccidén con otro sistema. Existe también la posibilidad de que
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los términos de interaccidn, si existen, no dependan explicitamente
del punto (por intermedio de un potencial), sino que
implicitamente, a través de un campo externo. Tal es el caso del
lagrangiano de materia en RG, para el cual la interaccidn con el
sistema externo (gravedad) se expresa mediante el campo

gravitatorio g, ,(x).

A los efectos de aclarar mas esta discusidén estudiaremos 1la
variacidén de la accidon frente a (2.1.la), poniendo de manifiesto la
intervencidon de una posible dependencia explicita con el punto.
Consideremos para ello la ecuacién (2.1.1c) que, conjuntamente con

(2.1.5), nos dice que:

_® ‘
) (2.5.4)
AW '[/\,\QABIRE o ax d“x

Si proponemos como lagrangiano al escalar:

L LWy, @mY « Ve)

y para simplificar suponemos V no depende de 1las derivadas de

#(>(x), las ecuaciones de campo resultan:

7., >N . v (2.5.5)
X

El tensor de energia momento sera:

_ VS

| =2 sz‘p-éBPL()BPLP 8 -V é‘; (2.5.6)

KE Vv

Tomando divergencia de este tensor y aplicando (2.5.5), obtenemos:

gxk(Tae \’) = o () &Q+ gy, Y - Av(‘EBPLP BP‘-P +V) =

=V ), ",
ﬂgm SHAAP-L 3N 9N, 9(,%»{1(_ d V=

= 2V 3, P - dyVv =DV (2.5.7)
P32 > P

dy= derivada tolal
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luego:

Aw =) DV ax dix (2.5.8)

MH D xY

Lo que muestra que el incremento de la accidén es distinto de cero
solamente si ésta posee dependencia explicita con el punto (a
través de V(X) ). En todo otro caso no se distinguira entre una

transformacidén activa y otra pasiva.

Podemos, finalmente, establecer el teorema de no-conservacién
del impulso. A partir de (2.1.2), (2.1.5) , (2.1.6) y teniendo en

cuenta (2.5.8), hallamos que:

A\N = (Pp(t*'bt)‘ pptt)) J _V. xhz
MEJN
ten t
:AxPJ led‘x.“'; M\pj JV dxat
0t %P M3 BXP (2.5.9)

dividiendo por At y tomando limites, se encuentra:

L RURO-R) . [ 3y o
At—o At M3 dxX”
O sea:
J 2V A3y (2.5.10)
MSBXO

Lo que nos muestra que la conservacidon del impulso del sistema se

vincula con la dependencia explicita del lagrangiano con el punto.
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CAPITULO III

CAMPOS CLASICOS EN VARIEDADES DIFERENCIABLES
3.1) TRANSFORMACION DE LA ACCION FRENTE A DIFEOMORFISMOS

En los capitulos precedentes hemos mostrado que es posible
definir energia e impulso, en MC y RE, a partir del estudio del
comportamiento de la accién frente a difeomorfismos. Discutiremos
ahora este 1ultimo punto, pero refiriéndolo al caso mas general de
teorias formuladas en una variedad diferenciable cualquiera. En
los calculos que siguen prescindiremos de los conceptos de tensor
métrico y de conexién afin, ya que una variedad diferenciable no
necesariamente los posee. Seflalamos que la posible ausencia de
tensor métrico nos impedira definir espacio y tiempo sobre 1la
variedad y, en consecuencia, los generadores infinitesimales que
describan el comportamiento de la accidén frente a difeomorfismos no
podran se relacionados, por el momento, con 1la energia y el
impulso. El objetivo es encontrar un método de trabajo aplicable a
todos 1los casos de interés (espacios métricos planos o curvos, con
conexidén afin simétrica o con torsidn) que, posteriormente, cuando
tratemos el caso especifico de los espacios métricos, nos permita
definir al impulso y a la energia del sistema de manera dnica.
Destacamos a continuacidn algunas de las dificultades con las que

nos encontraremos:

i) Si bien las traslaciones | x!(xo) y AX°(Xo), estudiadas en
la seccién (1.2), han podido ser aplicadas en el caso de la RE, por

formularse ésta en una variedad plana, ello no podra hacerse en
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variedades con curvatura. Deberemos considerar un desplazamiento
genérico (funcidén de punto) el cual , como veremos, no resultara en
general, una variable separable de los generadores infinitesimales

del difeomorfismo.

ii) En las teorias gravitatorias mas conocidas (ver RG, ECSK y
SG, en los Capitulos V y VI), la densidad lagrangiana del campo
gravitatorio (g, , ), depende de sus derivadas sequndas. Esto lleva
a que el lagrangiano L = ‘/’;( d°x dependa de las derivadas
segundas del tiempo. Debido a esta dependencia, su transformada de
Legendre:

H o= Ji2E gev - LYo
)(}"g

cumple unas ecuaciones de Hamilton modificadas que no permiten
considerarlo como generador infinitesimal de las transformaciones

temporales. Efectivamente, si en un caso general tenemos que:
L:L(ﬁ,ﬁ,i) (3.1.1)

las ecuaciones de campo seran:

oL _ g 2l 4" 2L _ o P- DL (3.1.2)
9q dtdyg  dt* g 3§

Ahora bien, a (3.1.1) podemos someterla a dos tipos de

transformadas de Legendre:
a) H eq -L(q,9,9)

entonces:
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a ecuaciones de campo satisfechas resulta:

dH= qaPo(L 2L _PYdq . 2L dq
Y 24
de donde las nuevas "ecuaciones de Hamilton" son:

CqsH) - 2H = §

~® 3P
EP)H]:-&L:é-OfQ_L_ (3.1.3)

“¢ d 4 dtléq

> H - Pq ¥ p'§ - L (ﬁ:‘ivq )
\ JL
P:ii

entonces:

d.H:(:i(tP +‘(j(lP\~3_L dq_

> 9
a ecuaciones de campo satisfechas resulta:

dll - 4 dP+'(i'cLP'+(§5'- @’)d.g
de donde las "ecuaciones de Hamilton" son:

Cq Hl = O = q

(P;H] -2 :06.¢" 23H: g (3.1.4)

Claramente (3.1.3) y (3.1.4) definen corchetes de Poisson que no
permiten considerar a H como a un generador de transformaciones
temporales. Asimismo es muy sencillo comprobar que, ecuaciones de
campo del tipo (3.1.2) hacen que la variacidén de la accidn frente a
transformaciones de simetria como la (1.2.3) no resulte la derivada
total de alguna funcidn respecto del tiempo. Esto ultimo presenta
el inconveniente de impedir una correcta definicién de magnitud
conservada. De todos modos, tanto en RG como en ECSK o SG, esta
dificultad puede evitarse puesto que la dependencia del lagrangiano
gravitatorio en derivadas segundas del tensor métrico es una

divergencia (no covariante) total. Pero, el precio que se paga por
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extraerla, es que el lagrangiano remanente no es un escalar frente

a cambios generales de coordenadas ([{10], cap.XI seccidn 93).

Comenzaremos entonces estudiando a la accién mas general,
funcional de los campos ({ii(x), donde el indice "o " toma valores
para todos los campos presentes (inclusive para el gravitatorio
g,y+ Si lo hubiera) y "a " es el indice espinorial de la
representacidon correspondiente. Excluiremos, por 1lo expuesto en
ii), aquellos casos en los que la densidad lagrangiana sea funcién
de las derivada segundas de las variables dinamicas. Supondremos
que los campos toman valores sobre una variedad diferenciable
cuadridimensional (V4 ) cualquiera y que existen sobre ella un
conjunto de m () " cartas locales ([{11]), capitulo citado) de
coordenadas {th } (}{-1,2,3,4). La variedad considerada no es
necesariamente métrica y puede no poseer definida una conexidn

afin.

Consideremos entonces a la accién W, definida como:
- o oA o M 4
\I\/:\A/L‘\Oa]:fc;f(%’u DLW X)) dx (3.1.5)
A

donde: é& -dx‘dizdf)d;* es una densidad escalar de orden (-1) (*),
que denominaremos elemento de volumen de A
z2'c v
v Y es una variedad cuadridimensional cualquiera, no
necesariamente métrica, y que puede no tener definida

una conexion afin.

X :notacién abreviada de las coordenadas {xnf}

(*) Llamamos orden de una densidad escalar al exponente del médulo
del determinante de la matriz de cambio de coordenadas en su ley de

transformacién.
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Notemos que, dada la definicidén (3.1.5), la accién W resultara un
escalar frente a cambios generales de coordenadas, s6lo en el caso

en el que la ley de transformacidon de é( sea:
' -
a.ﬁ = Ild.et edd‘l

Eﬁ;: matriz de cambio de coordenadas
es decir, en el caso en el que &( sea una densidad escalar de
orden 1. Este es el caso de todas las densidades lagrangianas que
se emplean en Teoria de Campos. Si deseamos ademas que la
dependencia con 1los campos sea, a lo sumo, en derivadas primeras
(tal como lo exige la definicidén (3.5.1), entonces, la densidad

lagrangiana gravitatoria de RG no podra ser elegida como una

densidad escalar de orden 1 (ver [10], capitulo citado).

Si ahora, a (3.1.5), le aplicamos la transformaciodn:

- (3.1.6)

XM X=X - A
(los supraindices se refieren a componentes de 1los vectores
contravariantes que se definen en el espacio tangente a vh) los

campos y la accién sufriran, respectivamente, los incrementos:
A 1A . o
AL = Py - () (3.1.7)

y: ' d 1 \4 [ 4
. o A 4
BRI U PP M A S E R L)
ol 2% o
donde ¥€L(X') es el transformado de LEJX) por aplicacién de

(3.1.6).

Teniendo en cuenta que, a primer orden en AX, el jacobiano de 1la
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transformacioéon (3.1.6) es:

4 _A‘LAxAL (3.1.9)

obtenemos, a este orden, que:

“w 4
> 4 A‘Pd 24 Aéuk(#:-(ﬂ; LX +5(’,)uwc“)]ix (3.1.10)
3 Y 3,04 XMW

teniendo en cuenta que:

L axr o 3L ayt 3 a5 ¢t d D axs (3.1.11)
> x > ,* EPRTY Todxe
donde:

A A SRR AR

hallamos que (3.1.10) se puede escribir como;

- oL 3 "~ o e~ 4
AW :glixA% Al g (gax )]C‘X (3.1.12)
7 3 33,02 dx*
con:
AV IA o ' ' !
A%OL =AY - Aﬁ?o:k?a(x)‘\()i“c ) (3.1.13)
Si los campos (x) satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange,

(3.1.12) se expresa como:

AW = J \ o/ /&NCPQJ-;{A‘)C“)CL"JC (3.1.14)

Mgl
aplicando el teorema de Green en cuatro dimensiones obtenemos (ver
Fig.10):
AJ
4 M (3.1.14a)
AW = J, (— Ag”- ;f'AJt >Ciii*(
SRR

D'LH
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4

donde )\ZA es la frontera de 2 (notemos gque no necesariamente

z% v ) Y. Cliqﬁ es la densidad vectorial "elemento de superficie

de ¥z ",

Si, del —conjunto total de campos existe un subconjunto

Lpia(x) que no satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange [ver
secciones (1.4) y (1. 5)], entonces:

~ ~ & “ 4
A - gz [ (@ﬁ NI (u %A“ﬂ. - Lax )],pcz

f oW T 3y *S gf TR Ax“)d-i‘((a.l.ls)
: - it

donde hemos llamado 421 al conjunto de campos que satisfacen las ecua-
ciones de Euler-Lagrange.
Definiendo ahora dos hipersuperficies 2 f y 2 f de modo que (ver
Fig. 11):

Y75 7220 ®

resultara que:

J At fan s SFO2)F () e
A'ZA (\Bu ()O.:( a +

con:
M ~ 3 -
(7%) = f 5,7 o(b.x“}dik(a.l.ln
'3 Bkuwl
Recordemos que, al no haberse definido en V’4 un tensor métrico, no

R <

podemos pedir que 2 sea de tipo espacio.

En analogia con lo hecho en 1los capitulos I y 1II podemos
definir un campo vectorial Cf (x) (ahora sin ninguna condicion
particular que cumplir en cuanto a su valor en cada punto),

tangente a ciertas curvas (curvas integrales) lf ( >\) E_V4 '
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AN g R (ver (1.2.13/14) y Fig.12):

(3.1.18)

& (xX) -

Expresando las curvas integrales en un sistema de coordenadas

cualqguiera xM podemos escribir:

(3.1.19)

£”’(x§: oX"
S A\

Si suponemos entonces que, el incremento A XY de (3.1.16) ha sido

TNy =X

realizado en la direccidn de estas curvas mediante:

- & “‘A)\
y dividimos las expresiones (3.1.14/15) por A)\ tomando limites

cuando AN\--% 0, obtenemos:

Lim AW : D W- J{ clx 5[ 24 f‘(’ z¢ )<LI-
Arx->0 AA J S o® te +J ( dng
- | (‘)chp die Ple3]- Pre, 7% (3.1.20)
r]l\(%
donde hemos definido al funcional P [ £ ,Z"’ ] como:
[Pre 23 - Nim F(m (22 DT
AA=~O ZS)buLP o
y:
x( C Riowa Aq) * = i o \'()Q‘Jl (x') - kQt:f.( (=)
a AN->0 A X AN=oO AN

es la derivada de Lie del campo

La integral de volumen sobre 2 4 de (3.1.20) se anulara en aquellos
casos en los que todos los campos cumplan con las ecuaciones de
Euler-Lagrange. Es decir se anulara cuando j sea la densidad

lagrangiana del sistema completo. El funcional ]P [€,Zs
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definido en (3.1.20) podrad expresarse en funcién de la magnitud:

TM'(E\‘: ) fic()j- Jog“' (3.1.21)
D9, ¢,

como (ver (3.1.20) ):

Pre, z21= g THCE) déu_ (3.1.22)

73
Notemos que si d< se transforma como una densidad escalar de
orden 1, entonces iP [&:,ZE’] resultard un funcional escalar. En
estos casos, teniendo en cuenta la ley de transformacidn de dﬁfk_,

resultara que T ( €) serd una densidad tensorial de orden 1.

En aguellos casos en los que 5Z sea la densidad lagrangiana
del sistema completo, (3.1.20) nos dice ademds que, si W es

invariante frente a (3.1.6/7), entonces:

buTu(E) =0 (3.1.23)

o sea, es una magnitud conservada.

Si escribimos ahora las derivadas de Lie en funcidn del campo

o

vectorial & (X) obtenemos para un campo tensorial \fuvec
0o

44 Co ¥ ) A
(f‘e L‘(IM»QG.--: & a(gke‘_ +(PPQQC..°§“EQ ‘-P BVE*' e (3.1.24)

‘060\5 Mr00’°‘°

donde los indices Xvo§i ... se refieren a las
componentes del tensor en un sistema de coordenadas
genérico.

mientras que para un campo escalar o para representaciones
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espinoriales puras:

A A .1,
}e ¢, - agp P, (3.1.25)

puesto que estas representaciones no son sensibles a los cambios

generales de coordenadas.

Las ecuaciones (3.1.21) y (3.1.24) nos muestran dgque para
campos tensoriales , a diferencia de lo que ocurria en la RE (ver
(2.1.8) ), la magnitud T “(t) no se podra descomponer en el
producto de wun tensor T”, y un vector gV (inclusive la ley de
conservacién (3.1.23) no es independiente del vector & (3x) ).
Debido a esto 1la magnitud U> (& ,Zs’] no se podra, en general,

factorizar como en MC (ver (1.2.18) ) o RE (ver (2.3.1) ).

Si se trata de campos espinoriales o escalares (3.1.25) nos

dice que, ahora, T (&) si es factorizable:

T e :(31 é(,ce:-fb:) £F (3.1.26)

ELrhoK, AL

E~)..°A|_A.\ ABULQ“J

2 p)
Sin embargo al ser &(;é(LX:) # cte., no podrd ser extraido de la

integral en (3.1.22). Entonces, al igual que en el caso tensorial,
G> [ £ ,23 ] tampoco se podra, en general, factorizar. Veremos mas
adelante (Capitulo 1IV), que esta particularidad del generador
infinitesimal confiere al impulso y a la energia en los espacios
curvos, un caracter geométrico muy diferente del que poseian en los
espacios planos. Ella conduce, ademas, a que 1la definicién
habitual de cuadri-impulso en teoria de campos en el plano, no
pueda generalizarse inmediatamente al espacio curvo [acerca de la
factorizacidén del generador infinitesimal y su relacién con la
definicién de cuadri-impulso en la RE, ver seccidén (2.3) ]. En el

Capitulo siguiente ofreceremos wuna discusién mas detallada sobre
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este tema. Recordemos que en la definicidn de impulso y energia
existe otro factor de importancia aun no considerado. Este es la
posibilidad de que cada observador pueda definir espacio y tiempo,
conceptos ambos relacionados con 1la existencia de wun tensor

métrico, del cual nada hemos dicho todavia.

Si, finalmente, suponemos que la regidén de integracidén es
finita y que W es la accidon del sistema completo, el teorema de

Green aplicado a (3.1.20) nos dice que:

D‘?_W:Jd@ - WPle, 324 (3.1.27)
VA

con dd = 7% (¢) 4L, a(det e‘d-')i T (e)dS,
dgu_-ldet' (J“A.ld.iu_
Al igual que en (2.4.8), [P [€£, 2% ] resultard nula cuando W
resulte invariante frente a (3.1.6/7). En la Seccidon (2.4)
vinculdbamos esta propiedad con la conservacidén del cuadrimpulso.
En el caso general que estamos tratando, la anulacién de (3.1.27)
no puede asociarse a la conservacién de esta magnitud fisica ya que

no tenemos definido un tensor métrico.

3.2) GENERADORES INFINITESIMALES
Consideremos ahora a una subvariedad z > C VL1 Y supongamos que es
posible definir un conjunto de cartas (X‘,Xx°) i=1,2,3 , de modo que

25 quede caracterizada mediante la ecuacién (ver fig.13):

Xo_gte. (3.2.1)

Podemos ,entonces, extender a una variedad genérica el concepto



de corchete de Poisson [ver (2.2.1)], definiéndolo como:

CALQ Y)Yy 3T Y] =

J 3A 2B _EA 4B )dsx
B 735 $@ ST STy 5(P *

(3.2.2)

G

donde: dXx = dx'dx’dx> es una densidad escalar

de orden -1
@« yZ
d T 592
- o
%2 =90 @y 2
A,B : funciones de las variables LQ? y'“; .

Notemos que ahora a diferencia de (2.2.1), el recinto de

integracidon en (3.2.2) no es necesariamente un hiperplano.

A continuacidon y para realizar los calculos en forma explicita

«
vamos a suponer gque el campo Lpa es una uno-forma covariante
([11], capitulo citado). Es decir el indice "a" se particulariza
en un 1indice vectorial =1,2,3,4. Recordemos que en variedades

diferenciables genéricas (sin métrica definida), no existe ninguna

transformacion privilegiada que transforme vectores covariantes en

contravariantes, siendo ambas categorias, en principio,
independientes. Entonces, 1la definicidén (3.1.20) de ﬂ> [5,25]
resulta:

Preed= ] (T Eq,-Ze7) @’ .

25

:{{rb(‘){??\;fe bvé I’(p"\ - f&"] isx (3.2.3)

luego:
:Tl'i’“(x'); jﬁ}‘gﬂ Six-x) L% | jé:pé'\?\’* P,y ") Juer)dx

. . . 3.2.4
N R A F (3.2.4)
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ademas:
SIP . {W"Q &Vx')z_f’f‘urpbpg"éu-w)- é_i g’] L*x
s§9oy s C ) s,
teniendo en cuenta que ;;£ = (0, obtenemos:
oy
)
o Trpgpg“_gpapw"_v"a e (3.2.5)
. £
5(.()\)00

Por otro lado, si B)[ £,22] es una magnitud escalar, de acuerdo a

(3.2.3) hallamos que la cantidad:

v , 5. (3.2.6)
T ,,?i g, d*x

es también es un escalar. Teniendo entonces en cuenta el
comportamiento del elemento de volumen 5& frente a cambios de
coordenadas, concluimos que Tro debe ser una densidad vectorial.
Recordando que la derivada de Lie de una densidad vectorial

contravariante es:

v 4 v r 3.2.7
sy - el v (3.2.7)
ofa £75,5-500,87+ 5 ()P_e
.V
S = densidad vectorial contravariante

encontramos que:

T

. f£ LP\) (3.2.8)

é V

(@7

(3.2.9)
8 Y,
entonces, de los corchetes de Poisson de ﬂ> [ € ,z5 ] con las

variables dinamicas Lfv Y -”_v , resultan las siguientes
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ecuaciones de campo:

L, (xy; Pee,z21]) = o{s %y (3.2.10)
ce
[T Vxy; Poe 'PJ] = ai{ L (3.2.11)
) ! £

e

Las ecuaciones (3.2.10) vy (3.2.11) nos muestran que
G> [E,2 5] es el generador infinitesimal de las derivadas de Lie

de t{L y TV (y de cualquier funcién de ellas).

Por Gltimo, recordando que en el espacio métrico plano M4
P [&,2%] se puede considerar como la magnitud canénicamente
conjugada del parametro XN de 1la curva integral de & [ver
(2.4.3/4)]), extenderemos 1la definicién a variedades genéricas

diciendo que las cantidades:

Pre, zs1 4y X (3.2.12)

com : & = 2
P-JP AN

son magnitudes candnicamente conjugadas.




CAPITULO IV

ESPACIOS METRICOS

4.1) DEFINICION DE ENERGIA E IMPULSO

En el Capitulo III hemos definido a los generadores
infinitesimales de difeomorfismos sobre una variedad diferenciable,
en forma independiente del tensor métrico y de su estructura afin.
Si deseamos que estos generadores se vinculen con el hamiltoniano o
impulso necesitamos disponer de una nocién de tiempo Yy espacio.
Dado que éstas udltimas son nociones métricas, entonces, las de
hamiltoniano e impulso tambien lo seran. Supongamos entonces que
la variedad V“ estid dotada de un tensor métrico 9., (x), no
necesariamente constante de signatura (1,1,1,-1) y consideremos
sobre ella a la trayectoria C(N\) de un observador (N : parametro
real), a su vector tangente E (X) y a la hipersuperficie ortogonal
aé en el punto T (XN )=Xx: é (X). El tiempo ‘para este observador
podra ser medido por cualquier funcidén real, continua y creciente
del tiempo propio definido sobre £(A), Ademads, el conjunto de los
eventos que, para €él, ocurren simultaneamente (espacio) yacen
localmente sobre la hipersuperficie ortogonal éf (ver Fig.14).
Esta nocidn de espacio y tiempo, que es la que se emplea en el
espacio de Minkowski Y, por aplicacién del principio de
equivalencia ([2]),Cap.III), a observadores geodésicos, la haremos

extensiva a observadores genéricos.
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Por otro lado, a partir del formalismo desarrollado en el
Capitulo 1III, disponemos del generador infinitesimal ED [ & ,z‘ ],
definido sobre cualquier variedad diferenciable. En variedades
métricas poseemos, ademdas, las nociones de espacio y tiempo.

Entonces, considerando al generador [ver 3.1.20)]:

SUNRIPY S P s [T evd s (4a1.1a)
z> 2>
permitasenos definir como hamiltoniano H del sistem fisico que

describe la densidad lagrangiana ch a:

L PLE, 2] (4.1.1b)

donde z > es de tipo espacio y £ ortogonal a 2

(Recordamos que, de acuerdo a lo discutido en la seccidén (1.5),
consideraremos a los conceptos de hamiltoniano vy energia como
equivalentes)

y como impulso del sistema a:

I?r - lPL'c‘r VEY (4.1.1c)

3

donde 2 es de tipo espacio y £T(x) pertenece al

espacio tangente a z2> en el punto "X".

La justificacidon de las denominaciones dadas a las magnitudes
expresadas en (4.1.1b/c) 1la daremos en la siguiente seccidn.
Observemos por el momento que, si a partir de (4.1.1b/c) deseamos
recuperar las definiciones (2.1.3/4) (validas en el espacio de
Minkowsky), debemos suponer que los campos vectoriales E Y f.r

son campos de versores:

'Y @O £, = éT Te1,2,%
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y hacer, al igual que en (2.3.3):
I 2}{ YAS (4.1.2)
M = 0,1,2,3

En este caso, cuando

Y Z2> sea un hiperplano

entonces:

A . v
PCe. }ngj = E;[ = e
U) Leo ! J ‘—\
donde P y H, son los definidos en (2.1.3/4).

Mencionamos finalmente que, cuando se trate de variedades

métricas, el generador ﬁ?[ £,2 S] puede expresarse del siguiente

modo:
IPre, 73 = E (— ) j ¢ de )d5 (4.1.3)
e 3\ (Q
’/‘5
donde: d 5, = {g dZ,  es el vector elemento de super-

ficie. 9 =|det guvl
d éi;;‘ es la densidad vectorial definida en (3.1.14a)
v : matriz del cambio de sistema de referencia
xA de versores ortonormales QA , a uno curvi-

lineo cualquiera x“1 (a los elementos de esta

esta matriz se los suele llamar vierbein).

A , A

Tas

Si, tal como lo hicimos en 1la seccién (3.2), es posible ahora

definir un conjunto de cartas (x[;x°) i=1,2,3 de modo que 2 3 quede
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definida mediante la ecuacion:

° - cle. (4.1.4)

la expresidén (4.1.3) se podra escribir como:

lP[e,Z-‘*J:f%L
)5

Si 2> fuese de tipo espacial, entonces la coordenada "Xo" podréd

(f)_i ;(/q’d- J{£°>dx‘dx‘clx'» (4.1.5)
", : ;

ser considerada como la coordenada temporal sobre la

hipersuperficie.
4.2) DEFINICIONES DE ENERGIA E IMPULSO EN EL ESPACIO TIEMPO CURVO

En esta seccion discutiremos acerca de 1los conceptos de
energia e impulso en variedades métricas de curvatura genérica.
Partiremos, para ello, de sus definiciones en la MC y la RE. Como
sabemos, en estas teorias, el valor de la energia y el impulso
depende del sistema de referencia respecto del cual son calculadas.
Como hemos visto en la seccién (1.5) y, en particular, en la (2.4),
la nocidn de sistema de referencia se asocia a un conjunto de
eventos del espacio tiempo que determinados observadores pueden
considerar como simultaneos (hiperplano espacial M3 Yy a una
coordenada temporal (funcidén continua y creciente del tiempo propio
de los observadores). Una vez determinado el hiperplano M 5 y el
campo vectorial ortogonal tangente a las trayectorias de los
observadores El(x), la energia del sistema se define como el
funcional ED (e ,M>] [ver (2.1.8)]}. A su vez, el impulso del
sistema se calculara como | [e.,.,M>], con &, .8 =0. La extensién
mas natural de estas definiciones a variedades con curvatura se

obtendra, entonces, a partir de la correspondiente expresién del
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generador infinitesimal GD permitiendo que el hiperplano M s

pueda ser reemplazado por cualquier hipersuperficie de tipo
espacial. Esta extensidn del concepto, que resulta particularmente
adecuada para variedades curvas, nos permite también definir
energlia e impulso para observadores acelerados en el espacio de
Minkowsky. Recordamos que este tipo de observadores yacen, a un
determinado tiempo, sobre una hipersuperficie de tipo espacial no
necesariamente plana (ver por ejemplo el caso de 1los observadores
acelerados de Rindler en el espacio de Minkowsky, tratado en [12]
pag.109). Este Gltimo tema reviste gran interés puesto que, si
bien se formula en el espacio-tiempo plano, presenta muchas
analogias con el caso curvo, pudiéndonos servir de nexo para

comprender mejor ciertos problemas que se plantean en la RG.

Volvamos ahora al caso general. Para definir hamiltoniano o
impulso, en variedades métricas con curvatura, necesitamos saber
cual es el conjunto de eventos que pueden considerarse como
simultaneos para un conjunto de observadores. De acuerdo a lo
discutido en el paragrafo (4.1), este conjunto estard constituido
por la hipersuperficie espacial zs, ortogonal, en cada punto, a las
trayectorias de estos observadores. Llamando & (X) a su

cuadrivelocidad, diremos entonces que el funcional:
1 - (
P e, 23]

serd el hamiltoniano (energia) para el conjunto de observadores
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cuyas trayectorias estén definidas por una familia de curvas (ver

Fig.15) CF(A) , de modo que:

£
CfF(A.)(_'Z;S v Fe R? AQ(AO):E(CF(N»))

2 XN\
} )
E.v=0 V £ Tx
T espacio tangente a z>en el punto "X".

F = (F1,F2,F3): cordenadas espaciales del
observador.
N\ : tiempo
observemos que el hamiltoniano asl definido resulta ser, de acuerdo
a (3.2.12), la magnitud candnicamente conjugada del parametro
temporal "A ", tal como ocurre en la MC y en la RE (sdlo que en

estos casos ZB es un hiperplano. Asimismo:
CAPTAS

ET(X)&Ti
sera considerada como el impulso del sistema para los observadores
arriba descriptos. Las definiciones (4.1.1b/c), al no depender de
la conexidén afin, seran aplicables a variedades'planas, curvas, con
6 sin torsidon. Posteriormente (Capitulos V y VI) veremos que las
expresiones obtenidas para el hamiltoniano y el impulso estéan
vinculadas con la derivacién funcional de la accién de la materia
respecto del tensor métrico (aun en los casos en los que la torsidn
no es nula). Cabe aclarar que, al igual que en MC [ver seccidnes
(1.4) y (1.5)}), las magnitudes asi definidas seran los
correspondientes al sistema completo si la densidad lagrangiana
empleada en (4.1.1b/c) lo es. En todo otro caso ([ver (3.1.20)])
habrda que analizar la composicién de esta densidad lagrangiana a

los efectos de determinar que parte del sistema total describe y, a
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partir de ello, interpretar qué parte del hamiltoniano o del

impulso totales representan las expresiones (4.1.1b/c).

Finalmente, aplicando (3.1.27), a variedades métricas

genéricas, obtenemos:

d , JE ds (4.2.1)
b g ‘5 35»9‘ A )as

Escribiendo entonces al generador infinitesimal en funcién de d

G>E£J)Zﬂ]:§32;k¢ (4.2.2)

resulta:

W = \PL—E)S‘/."] (4.2.3)

Si 1la hipersuperficie )Z" representa la evolucién de una

hipersuperficie espacial Z° ( \)
7o(x gy ey TN
de modo que:
274 Ly u LTy L

con L: hipersuperficie "lateral"
Y E es un campo de vectores tangentes (u ortogonales) a
trayectorias (de observadores) ortogonales a Z > (o) y ZS'LAH,

entonces:

D w
representara la variacion de energia (o impulso) total del sistema

medido por estos observadores y:

v , af
(e) = LL fec(:‘ f&“) (4.2.4)
G; 33,0

as) |-
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a la densidad de cuadrimpulso. Cuando W resulte invariante frente
al difeomorfismo generado por £ , la expresién (4.2.3) resultaré
nula, lo cual nos dice que el cuadrimpulso entrante al recinto )»ZA
es igual al saliente. Esto dltimo no es mas que la ley de

conservacidén del cuadrimpulso en variedades métricas genéricas.

4.3) OBSERVACIONES ACERCA DE LAS DEFINICIONES DE ENERGIA E IMPULSO EN

VARIEDADES METRICAS GENERICAS.

Observamos, en primer lugar, que las magnitudes definidas en
las (4.1.1) son escalares asociados a una hipersuperficie Zz > dada
y no constituyen, en general, componentes de un cuadrivector. Esto
se debe a que, como ya lo indicaramos en la seccién (2.1), impulso
y energia son en realidad funcionales de los campos & y ET , los
cuales, al estar referidos a hipersuperficies espaciales genéricas
poseen orientaciones diferentes en cada punto de ella. Unicamente

> también lo es, los vectores E 6 &+

si el espacio es plano y 2
podran poseer una direccién comun, otorgando a las cuatro

cantidades:

P re1®] ) Prer,2%) T:1,2,% (4.3.1)

un caracter vectorial. Incluso en el espacio de Minkowsky, cuando
2> no es un hiperplano, 1las magnitudes (4.3.1) no constituyen

componentes de un cuadrivector.

En segundo lugar, de acuerdo a lo discutido en 1la seccidn
(3.2) [ver ecuacidén (3.2.12)], 1la energia definida en (4.1.1b)
resulta la magnitud candénicamente conjugada del paréametro ")\", el
cual, al ser £ (X)) una trayectoria temporal, puede considerarse

como una funcién del tiempo propio & del observador. Si, en



particular, esta

vector tangente sera unitario:

trayectoria se parametriza con & '
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entonces su

5.5 :‘1
y podremos definir sobre 2 > al campo e :
A ”~
G/;A‘é\t&) = (,A(QA‘)Q%\:"?A& A=0,4,2,5 4 2
. ~ T z (4.3.2)
e, =& R, & x
de modo que:
-~ o931 _ [P (4.3.3)
?L(bol /: _J-" (@)
resulte ser la energia, considerada esta vez como candnicamente
conjugada del tiempo propio de 1los observadores. Ademas 1la
(4.3.3), conjuntamente con el impulso:
2 3 .3.
i= 1,2,3
constituyen los generadores infinitesimales de difeomorfismos en

. .« - '\ .
direccidn e, Efectivamente,

5P
& A

[ s Petnizn)] =
oP
64,

[ Poey sy -

v

B= 0,1,2,3

Mencionamos, por Gltimo, que el campo de cuatro

en (4.3.2) (tétrada),

local de referencia (sistema

presenta, para

resultan interesantes de destacar.

. 3
constituye en cada punto de 2
lorentziano

métricas no triviales,

de acuerdo a (3.2.10/11) obtenemos:

58 v
= e\ - (4.3.5)
gwv T j’e}q)*
&P
= en~ = <f' T[A (4.3.6)
7o
&L “a
versores definido

un sistema

local). Este sistema

ciertas caracteristicas que

En primer 1lugar sus curvas
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integrales no constituyen, en general, un sistema de coordenadas

(sistema de referencia holdnomo) Esto se debe a que, al ser:

A

=1 b (4.3.7)
iacgu\) - 2 6()(/.( e \’\ %gpec

donde se ha aplicado la regla de Leibniz y:

e son las componentes covariantes

MB:
- - A
curvilineas "V " de e .
ewn = Juv €y

Juv = 8.° &,

resulta que, de exigir que la tétrada sea holdénoma (ver Apéndice

I1):
Z ep )
é; p = (4.3.8)
entonces:
féA Quo = © (4.3.9)

lo cual no tiene porqué cumplirse en general.

Otra caracteristica que presenta este campo de tétradas es
gue, al requerir de un vector ortogonal a 2 > unitario, no podré
definirse para cualquier campo de observadores (ver seccién (5.5):

sistemas de referencia de Killing).



4.4) DENSIDAD DE ENERGIA-IMPULSO

La definicidén (4.2.4) nos permite considerar a las cuatro

cantidades:

T %y - ) “TOQ( f} ‘P“‘*- ./fav> (4.4.1a)
9. ') ’
v A A8} :
_%-(Er): ‘“ll \T :‘f&,q):' a{g;‘) (4.4.1b)
e o 2d T= 1,2,3
2,98
como la densidad de energia e impulso, respectivamente. Estas 16

cantidades son las correspondientes a las 16 componentes del tensor
de energia-momento de la RE s6lo que, en general, no seran ahora

componentes de un tensor.
Por otro lado, si suponemos que:

DEW ;D£Tw= @) (4.4.2)

entonces (3.1.20) nos dice que:

v o_ (4.4.3)

. Y .
es decir T es una magnitud conservada.

Al igual que en la seccidn precedente, recordamos que las
cantidades (4.4.la/b) representaran las densidades de energia e
impulso totales s6lo si 1la densidad 1lagrangiana c;: es la

correspondiente al sistema completo de campos.
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Por Gltimo, si nos remitimos al espacio de Minkowsky, donde es

- - A
posible definir un campo holdénomo de tétradas e, tal que:

=0
fia /?An_\,
podemos hacer:

£ o= éi} €= é;T -+=14,2.%

de modo que las cantidades (4.4.lab) resulten:

NP , ; A A
T (QQ,\: -9—1— B&(('M-1"59>=T B
con A,B,M: indices lorentzianos.

%%A: campo de materia en cualquier

representacion,

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

que coincide con la definicidén de tensor de energia-momento dada en

(2.1.5).
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CAPITULO V
ESPACIOS DE RIEMANN
5.1) LA ACCION DE LA MATERIA

En la presente seccidn analizaremos el comportamiento de 1la
acciéon de 1la materia frente a difeomorfismos establecidos entre
puntos de una variedad riemanniana (conexién afin simétrica y
métrica). El objetivo es estudiar la relacidn entre el tensor de
energia-momento de la RG y los generadores infinitesimales de

difeomorfismos discutidos en los capitulos III y IV.

En variedades riemannianas, la derivada de Lie (3.1.24/5) de
un campo tensorial cualquiera se puede expresar, en funcidn de la

derivada covariante, como:

P g 1.
ét‘FL&\’BG‘ovo :£()V(,ql“_v:, """°1-(‘P(5\)90-"'VM.E +<{“‘P°C...V»£ u.(s 1 1)

donde V(: es la derivada covariante definida con 1los simbolos

Christoffel.
En particular, para el campo gravitatorio tendremos:

\ _ e P (5.1.2)
0{23‘““ = & fo)uv + (3{,\,‘7“.2 P+3*va£

teniendo en cuenta la compatibilidad de la conexién afin con 1la

métrica (Vo 9pg = 0), resulta:

Je Guv = Y&y + T 64 (5.1.3)
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Para un campo escalar 6 para uno espinorial, la derivada de Lie se

expresara como:

U{Lp :5(})()({; (5.1.4)

Aplicaremos ahora (3.1.20) para el caso en el que:
-« 0
W = Wm| .{,a ,%jw]-Jof m dX.

Supondremos que esta accidén describe un conjunto de los campos de
- x 3 . - . . -

materia ‘{90. en interaccidén mutua y con la gravitacidn y que no

incluye a la accidn libre del campo gravitatorio. Entonces, a

ecuaciones de campo satisfechas, se cumplira que:

SWm 2o
é; (Qad ) g~*\>

donde el simbolo # 0 debe ser entendido como:

(5.1.5)

"no necesariamente igual a cero"
Reemplazando ahora en (3.1.20) la (3.1.21) y teniendo en cuenta las
(5.1.1)-(5.1.4), hallamos que:

. a mev&*\/T(e) e _

f{% IWwm V. & +, [r 3 d j‘f *-)_c)J"“ € - j }:ﬁfgdg( (5.1.6)
yad e g g % {uv

donde se ha tenido en cuenta la posible dependencia de la densidad
lagrangiana con las derivadas del tensor métrico (debida, por
ejemplo, a los simbolos de Christoffel presentes en 1la derivacién
covariante) y que, en un espacio de Riemann se cumple la siguiente

identidad:

fg V‘L(V”) = AN‘(‘T(A V”B VH. Jector
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Si suponemos que Wm es un escalar y que la dependencia con el punto
esta dada exclusivamente a través de los campos de materia y del
tensor métrico, resultara, de acuerdo a lo visto en el paragrafo

(2.5), que:

D W =0 (5.1.7)

£ A

entonces, dado que no existe ninguna restriccién para elegir al
campo vectorial & la cantidad entre corchetes en (5.1.6)
debera ser nula en cada punto de 1la variedad. Distribuyendo 1la
derivacién covariante y reemplazando las derivadas de Lie por su

valor dado en (5.1.1), obtenemos:

- * r>
| SWm 20,8, + Ue\; ),f,r 7, 4. \Mr.w)g +
r% ScAu\) (3 } PM.\)\..)Q' “o .
Y oA I 9dm
v L 2T O T £0 g (L D “fo»uc..)Vuf(-)g-
& BBBLP;AW.)T“. g 3 °K'?A-»u)(uo

g 22%e%%,50.,.  prorae. Vo U 2aerer ¥

+ V (_2_. S I Va &y + 2z 8 dm Vg V. Ev +

o (—(\i,}\ég (:\> @r \g\eghu
5 A s@ ~
-— e - = v C V — 1.
VQ(oL opjs T 60 Ta €0z O (5.1.8)

To
Esta Gltima ecuacién es un polinomio en £, Uuip y\—,l“('/e f_P . Si
es nulo para cualquier valor de £ y de sus derivadas, deben ser

nulos sus coeficientes, es decir:

coeficientes en £':

_r N/ % 0
I\ V(2 Ve g9 ]=o (5.1.9)
e\% o W T )



coeficientes en V , £, v) a f wv

2z 3 d o Y oo
rg' fgw«vx + (' QTBK&H- r__ﬂ +
ﬁ"\) 3 B>u'l91'rpbt. g,
l - 5
+V[r(:§ ¢ f’)w( vio b 2 9 Tm \10(511%)
é G\P(Hi‘-«)f BBQ%“D
DY SR . 49
‘G s\ﬂcu(fdmn&... IS TN [@(Me%q} ;‘“" ] O (5.1.10b)

coeficientes en V U ¢

| ( éofrvn '_ed ) - 4+t 25/:«\-

« £V =0 (5.1.11
rg }}33 Q( £ LG, }},.ﬁ“\,\ a)
5 ]
L3 dm S P > - O (5.1.11b)
r—%, )hBLPEL(fu(f

Reemplazando (5.1.11b) en (5.1.10b) se obtiene:

1 dd VUCPTPM =0 (5.1.11c)

fa 2 -

%' }L_ 1‘(%3?
Definiendo ahora al tensor de energia momento [la motivacién de
esta denominacién serd entendida mads claramente en la seccién

(5.2)) como:

T op= (BJ,M j 5(’) (5.1.12)
PRR P YA
4 220 4,

reemplazando esta definicién en (5.1.10a) y empleando la (5.1.1lla)

obtenemos:

2 OWen _ . T™V (5.1.13)



Ademas, a partir de la ecuacidén (5.1.9), hallamos que:

WV T _ o (5.1.14)
3

6 ,equivalentemente:

(714,( 2 & W ):O (5.1.15)
V% (S%M\)

Recordando que la (5.1.6), es valida para campos de materia
gue cumplen las ecuaciones de campo, si definimos a la accién de la
materia como a wun invariante frente a cambios generales de
coordenadas, entonces (5.1.15) es equivalente a las ecuaciones de
campo. Inversamente, para una accion de 1la materia genérica,
(5.1.15) puede interpretarse como las condiciones, a ecuaciones de
campo satisfechas, que debem cumplirse para que ella sea un
escalar. Observemos ademas que, hasta ahora, nada hemos dicho de
la accidbn gravitatoria. Sin embargo la (5.1.15) impone sobre esta
accién wuna restricciédn. Efectivamente, dado que 1la derivada
funcional de la accidn total (de los campos 1libres gravitatorios

(Wg) mas la accidn Wm ) es cero, resulta:

JPR)
3 éwér = T (5.1.16)

y, de acuerdo a (5.1.14):

v [2 Ewg - O (5.1.17)

ol T -
\(5. OQ)»)\)

condicién que debe ser tenida en cuenta en el momento de elegir la

accién de 1los campos libres gravitatorios. Por ejemplo para

Wgt/’d_g Rdéx, esta condicidon es, naturalmente, satisfecha.



5.2) RELACION ENTRE LA DENSIDAD DE ENERGIA MOMENTO DE LA MATERIA

Y EL TENSOR ENERGIA-MOMENTO EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Las ecuaciones (2.1.8) y (4.1.1la/b/c/) nos muestran que €l
vector T"'(E ) posee, en variedades métricas genéricas, el mismo
significado (geométrico y fisico) que el vector T;;uev definido en
el espacio de Minkowsky. Efectivamente, a partir de ellos es
posible construir a los generadores infinitesimales de
difeomorfismos en el espacio-tiempo plano y curvo respectivamente.
Recordando la interpretacién fisica que, en ciertas condiciones,
poseen estos generadores, podemos ver gque ambas magnitudes
vectoriales podran representar, ademas, a la densidad de
energla-impulso del sistema fisico. Por otro lado, en (5.1.12)
hemos encontrado al tensor T*Y , al cual es posible interpretat
como la versidn covariante dEI'r;: Nos preguntamos entonces si,
en variedades riemannianas, existe algin vinculo entre esta ultima
magnitud y el generador infinitesimal G> [£,2%) definido en
(4.1.1a). Para responder volvamos a 1la expresién del generador
infinitesimal dada en (3.1.20) y apliquémosla al caso en el que la
densidad lagrangiana sea la correspondiente a los campos de materia
en interaccién con el campo gravitatorio ( 5( l-é( m). En este
caso, el indice "~ " tomard valores para el campo gravitatorio g,
Y de materia kf;:PF“. (si el campo fuese espinorial, su

comportamiento frente a difeomorfismos es el mismo que el de un

campo escalar):

p A - 5.2.1
R."ié»v Skf»»pru.s ( )



89

Entonces la (3.1.20) quedara expresada como:

K L NS N SN L
[PM (e,7%] :] (SW“?R?_MW BTSWEQW L’ dE, (5.2.2)

reemplazando la derivada de Lie por sus expresiones dadas en
(5.1.1) y (5.1.3), vemos que:

?‘W\ Cél 75] = ,[25 [;im:m EPV('LPMJH‘.-* -;—fm (qm{,vec..f"bvﬂf
oelp

FERV N LT RN éégwkvpr".
+25_j_w_ U €, -j’wef’]c{_z (5.2.3)
Qbeauo
Pero si Wm es invariante frente a difeomorfismos, podemos aplicar

las igualdades (5.1.11), y obtener:

S Lun g™ veer 2 2w 0 (5.2.4)

c BG -

BBQL()""‘ D Qv

MYy
Reemplazando esta Ultima expresidon en (5.2.3) hallamos:

[P [E, 28] J T ey ds,, _—_f ( iEPVPQSJMEO)AEQ (5.2.5)
s 73 73 239"
donde “ = uypg...

entonces, recordando (5.1.12):

Tu(f) - -\—M\)év @— (5.2.6)

lo cual no hace mas que confirmar que, para el escalar Wm, se
cumple que DE Wm= 0. Efectivamente, si en (5.1.6) reemplazamos
(5.1.13) y expresamos a TO(E,) por su expresién dada en (5.2.6),

vemos que:
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VIR = 0, resulta:

recordando que, debido a (5.1.14) VQT
B W =0

Volviendo ahora a 1la (5.2.6), encontramos que, en variedades

riemannianas, el generador infinitesimal se puede expresar como:

Pre, 23] = T4 cyv 45, (5.2.7)

m 25
con dS, = uT; déq

Entonces las expresiones (4.1.1b) para la energia y (4.1l.1lc)

para el impulso [teniendo en cuenta la (4.1.3)), se podran escribir

como:

E o = P (62%)- JZSngv d Su (5.2.8a)
p _ P 3 w D
A = UM[ETJFZAJ :‘J T 51’ \) ds“l (5.2.8b)
ZE»

donde ahora: Z'5 : es una hipersuperficie espacial
3
E.Vv=0 W Vg Tx
3
& T (X) £ Tx
Thog L(A_JM vaam_ j %u\)>
™A (a0
38,
Estas dos Ultimas ecuaciones representan la energia y el impulso de
los campos de materia para observadores de cuadrivelocidad éf(x)

que a un cierto tiempo yacen sobre la hipersuperficie espacial Zs.

Entonces:
MmN v
T o 1o (5.2.9)

se interpretan como la densidad de energia y momento de la materia,

respectivamente, del tri-volumen dS, . En particular, si el campo
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es unitario, podremos hacer:

s A ~ ~
- @ 2 = QT e .6 =
£ = e T A€ =0 (5.2.10)
T= 1,2,3 A,B= 0,1,2,3

de modo que las densidades de energia momento:
MY M
T 0= TA (5.2.11)

definan a las "componentes" del cuadrimpulso como:

> -z % M
R =Pre, 7%= 25TA d5,, (5.2.12)

La palabra componentes ha sido entrecomillada puesto que en este
caso no se le debe asignar el significado que habitualmente se le
otorga en algebra vectorial. Recordemos que 1los funcionales
[P [ék ,Z5 ] (A= 0,1,2,3), a partir de los cuales se definen las
cantidades (5.2.12), al ser cantidades globales definidas sobre
ZE’, no son componentes de un cuadrivector [ver seccion (4.3)]).
Notemos ademds que, debido a la constancia de é: .'Eb- 7“5 sobre z?’,

resulta:

. f THe N p& (5.2.13)
a - 75ACL Sq —7FSA

{25

Destacamos que la energia Em definida en (5.2.8) y el P, dado en
(5.2.12) (para A=0) no son, en general, iguales. Esto se debe a
que resultan ser magnitudes candnicamente conjugadas de distintas
definiciones de tiempo [ver seccidon (4.3)]. Observamos

finalmente que, si bien es cierto que la accidén de la materia debe
cumplir con que D Wm= 0, no debe inferirse de ello que la
energia-impulso de la materia deba necesariamente conservarse.
Efectivamente, en (5.1.6) es posible comprobar que D Wm no depende
s6lo de la variacién del generador ﬂ> , 8ino que también de 1la

derivada funcional de Wm respecto del tensor métrico. En realidad
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esta conservacidén se cumple en condiciones bastante restrictivas
que s6lo se verifican desde ciertos sistemas de referencia
particulares. Este tema serid tratado con detalle el 1la seccidn

(5.5).
5.3) INCLUSION DE LA ACCION GRAVITATORIA

En el paragrafo (5.2) hemos hallado wuna. expresién para la
densidad de energia de los campos de materia, la cual se vincula
con la expresidén covariante del tensor de energia momento de la RG.
Ahora bien, si contaramos s6lo con este tensor no tendriamos modo
de calcular la densidad de energia del campo gravitatorio o del
sistema completo gravedad + materia. En este punto nuestro método
de trabajo puede brindarnos elementos para comprender mejor el
problema de cémo definir a la energia gravitatoria. Consideremos,
para ello a la accidén del sistema completo, constituida por la suma

de la accidn de la materia y la gravitatoria:

con Wy = J;(T ‘1"'x_ ' E;{-‘- :densidad lagrangiana total
Wg = J jgd“x ' c.fg_ :densidad lagrangiana gravitatoria
Wm -/ a‘fm a'x , a( w :densidad lagrangiana de la materia

Aplicando ahora (3.1.20) a W_ , teniendo en cuenta que:

E W -0
S ¢,

y expresando las derivadas en funcién de las derivadas covariantes
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se obtiene:

BEWT: fve [‘{(Ljf fate‘:“+ Djr jgﬁw -;fT geﬂﬁc\d‘x (5.3.1)
g Bba('pj Bé‘gvv

Reemplazando la derivada de Lie de los campos de materia por su

expresién dada en (5.1.1) y desdoblando Sf_r:.j +jm~ , se halla

3
que: 4 Y ¢ VFCPM é:p )
D.Wr=z|ldX 7 [ = (== %0 v 2™ (sumandos e P U g
e [g GXFS(QBMZ ) E -V ‘ ¥

+ 2 DJN vh&\) B 2b;£_g, vué—v‘jﬁnee—jé EOB]
;aoﬁu\) bbﬁﬁk\)

En el término entre corchetes del integrando, los coeficientes en
Ve Eyp Que dependen de eiam se cancelan por las (5.1.11).
Ademas la suma de los coeficientes en 579, constituye el T“o,

quedando:

D ow, =J‘—£; A" v, [Teﬁ g lr% 2_:&%{3”-5/32")] (5.3.2)

9\

cuyo integrando{ bajo divergemcia):

1_ Te(e :T6 (>+l_ (i;/g_ 0{. " -i °
o ) © Ta 395400 e Juv 36) (5.3.3)

nos permite escribir al generador infinitesimal como:

— . B
LPL €. %7 = ( T7(8) cLSe (5.3.4)
CZS
Procediendo, entonces, de acuerdo a las prescripciones indicadas en
el Capitulo IV, a partir de (5.3.3) y (5.3.4) podremos definir a la
densidad de energia-impulso del sistema completo gravedad-materia.

Si 1la densidad lagrangiana gravitatoria no es una densidad escalar
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[(véase [10]), cap.XI, secc.93 y secc.(3.1), apartado ii), de 1la
presente tesis]), la accién total tampoco lo serd. Entonces, su
variacién frente al difeomorfismo generado por & no resultari

trivialmente nula, pudiendo ocurrir que:
D, w. £0 (5.3.5)

En este caso, si éi(X) representa el campo de velocidades de un
conjunto de observadores, la energia definida a partir de (5.3.4)

no resultara una magnitud conservada.

5.4) ENERGIA E IMPULSO DEL CAMPO GRAVITATORIO

En ausencia de campos materiales la (5.3.3) se reduce a:

Toey— T2 )= (_g_i«i £ qus-d,e0) (5.4.1)

B Yuv
expresion que puede ser considerada como 1la densidad de energia
gravitatoria medida por un observador de cuadrivelocidad £ (o de
impulso gravitatorio en el caso en el gque E sea ortogonal a 1la
cuadrivelocidad del observador). Entonces podemos definir a la
energia-impulso gravitatorio como:

P. Prew) - J' ‘—‘_% cha d 5, (5.4.1a)

G 25

Empleando como %fé a aquel gque se obtiene de extraer wuna
divergencia a (g R [ver seccidén (3.1) apartado ii)]:

pc, b-4 A ol
Ly =03 5 (LIN-RIN)

c A =

j (5.4.1b)
R6

obtenemos:

(5.4.2)
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Ahora bien, como sabemos de RG, el campo dgravitatorio se puede
anular localmente para ciertos sistemas de referencia. Entonces,
para tales observadores, la energia gravitatoria debe, localmente,
anularse. A los efectos de comprobar si nuestros resultados estan
de acuerdo con esta afirmacidén, calcularemos la densidad de energia
(5.4.2) en el sistema de referencia libremente gravitante.
Recordemos, para ello, que en este sistema de referencia es posible

anular, en un punto X= Xo de la variedad, a la conexidén afin:

* (5.4.3)
, Xy =0
D%

Ademas, dada la metricidad de la conexidén, tendremos también que:

r | 5.4.
Voduo = 9, 4,u%) = O e d

Entonces, de acuerdo a estas dos Ultimas ecuaciones, resulta:

) [ e ()(O\ -0 (5.4.5)
BAQ gu\.)

Reemplazandu finalmente (5.4.3) y (5.4.5) en (5.4.2), se obtiene:

6 - (5.4.6)
T(: (¢) G =o0
que nos dice que la densidad de energia-impulso del campo
gravitatorio, medida por observadores libremente gravitantes es,

como debe ocurrir, nula.

5.5) PROPIEDADES DE CONSERVACION DE LA DENSIDAD DE ENERGIA-MOMENTO

TOTAL EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

A lo largo de esta Ultima seccidn discutiremos algunas propiedades

que pueden deducirse a partir de las definiciones obtenidas para la
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energia-impulso de los campos de materia y gravitacién [(5.2.8) y
(5.4.1a)). En particular, debido a sus posteriores aplicaciones en
la Teorias de Campos Semiclasicas, nos interesara estudiar 1las
condiciones que deben cumplirse para que la cantidad ﬂiﬂ resulte
una magnitud conservada en forma independiente de IE; Nos
interesara también analizar aquellas situaciones en las que, si
bien no puede hablarse de una conservacién de la cantidad global
G%“ , Se conserva, sin embargo, la densidad de energia-impulso.
Como veremos, esta propiedad se asocia a sistemas de referencia
libremente gravitantes. Prestaremos a este Ultimo punto especial
atencién debido a que (ver capitulos VI y VII) existe una gran
analogia entre 1las variedades riemannianas y aquellas que tienen
torsidén, en lo que respecta a las condiciones que deben cumplirse
para que la densidad de energia total del sistema sea una magnitud
conservada. Esta analogia sera posteriormente empleada para
encarar el problema de cual debe ser 1la trayectoria de una

particula libremente gravitante en teorias con torsidn.

A continuacién mostraremos que las propiedades de conservacion
arriba mencionadas, se pueden vincular a los siguientes sistemas de

referencia:
a) SISTEMA DE REFERENCIA DE KILLING

En los casos en los que la variedad admita vector de Killing

temporal:

o (5.5.1)

C;(k ﬁu\) = VAKV+ vvku.

K.K= K K% 0
M
podemos suponer que el campo vectorial K representa al vector

tangente de un conjunto de trayectorias de observadores, al cual
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denominaremos sistema de referencia de Killing (6 fluido de

Killing). Observemos que en el caso en el que:
KoK"=0 => K'7,X, =0 (5.5.2)
al multiplicar (5.5.1) por K> hallamos:
Kk vvk;.«zo (5.5.3)
resultando un campo geodésico.

Considerando ahora a la densidad de energia de de 1los campos
de materia para este sistema de referencia, la cual, de acuerdo a

(5.2.9), es:

[NV}
T Ky (5.5.4)

y calculando su divergencia covariante obtenemos:

VM(T“\)\(V\: T~V Qukv:lzT“U(Vhqu-Vka\:O (5.5.5)
donde hemos usado que:
VMT“\): o TM‘): TQ‘,(

;‘ik Yav © VuXy+ Yy k= O
Teniendo en cuenta que (5.5.5) es valida en cualquier punto del

espacio, entonces:

T T -P( 3 5.5.6
V@VM(\»va\(Lszum[klfzﬁ P {k,2*]=0 )
donde Zz_fes una hipersuperficie tridimensional espacial

3 3
ortogonal al campo K (X) f ovié=z 73 vz

Dado que el recinto de integracion vien (5.5.6) es arbitrario, esta
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ecuacién nos dice que:

[, Cx,23]) < cte, (5.5.7)

es decir,la energia de los campos de materia, medida en el sistema
de referencia de Killing, es wuna magnitud conservada. Notamos
ademas que esta magnitud se conserva independientemente de G%;

Como veremos en el Capitulo VII, seccidon (7.1), estos Gltimos
resultados nos permitiran entender porqué el vacidé que se obtiene

minimizando a la cantidad:

H - (73 T kT ds,
llamado vacio de Killing, resulta totalmente satisfactorio [ver
Capitulo VII, seccidn (7.1)). Si consideramos ahora a la densidad
de energia gravitatoria definida en (5.4.2), referida ahora al
campo é‘-x(x), y tomamos su divergencia covariante obtenemos:

(5 2 4 50) (e k"): 3, [ 2 fkaw%\?a.i%-.

B 334y KN FRAT IR G

8
UBTG(k\

LD Jee %J»ig\-o*“eé Jeb
—— X

(¢ (5.5.8)
3 >3, Yoy Y
puesto que por (5.5.1) %iﬂuo =0y I'Ad Kg = 0
Recordando que cfkﬂuo- 0 globalmente, resulta:
' - O (5.5.9)
33 j\( ﬂh\)

teniendo en cuenta, ademas, que:

% Ave - 2 (Aee)d gu,ed  (Fepdp4uw =0

ke&;jeb )

3 g Dowo o a1

con: KGBB=30 derivacién en la direccidén temporal del sistema

de referencia de Killing
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donde hemos conmutado la derivacién bo)f’ y empleado la propiedad:

ikﬁu\) -0 =v 20 (3“\) =0 (5.5.10)

Reemplazando estos resultados en (5.5.8), se obtiene finalmente

que:

\7 T° < (k) = (5.5.11)

Teniendo en cuenta que esta ultima ecuacidén es valida en cualquier
punto del espacio, concluimos que, para observadores de Killing, se
pueden definir la energia gravitatoria [E% y de materia Ei“

como magnitudes conservadas en forma independiente una de la otra.
b) SISTEMA DE REFERENCIA DE KILLING CONFORME
Si la variedad admite vector de Killing conforme:

(5.5.12)
é% f}kAV =V, X, + U Ky = ;E Gy NeR

y, ademds la teorlia es invariante conforme, entonces:

\_/e(Tkav\ Tevvekv =

S Te"(ve o+ Iu¥g) =

i

V) v
N q =2 T ,:-0 (5.5.13)
puesto que paara teorias con invarianza conforme se cumple que (ver
[12) pagina 173):
"y = O (5.5.14)

entonces, la (5.5.13) nos dice que nuevamente es aplicable 1la
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(5.5.6), de donde:

[Pm\ [k rpj - cte. (5.5.15)

Kx\: Campo de Killing conforme

z>: Hipersuperficie ortogonal al campo K(X)
O sea, para observadores de Killing conforme, al igual que para los
observadores de Killing, la energia de los campos de materia es una
magnitud conservada independientemente de 1la energia gravitatoria.
Pero, a diferencia del caso anterior, esta Gltima energia no es una
magnitud que, en general, deba conservarse. Esto se debe a que, al
valer ahora la ecuacidén (5.5.12) en lugar de la (5.5.1), no resulta

posible posible obtener el resultado (5.5.11).

Faltaria aun definir el impulso medido por observadores de
Killing 6 de Killing conforme y estudiar sus propiedades de
conservacion. Estas uUltimas estaran condicionadas por las
propiedades geométricas de 1los posibles campos ortogonales a sus
cuadrivelocidades K(X). Una manera de definir el impulso es a
partir de (4.1.2), mediante ternas de versores ortogonales entre si
y ortogonales a K(X) en cada puntro de z°> . Postergaremos 1la
discusidon de este tema a la seccidn (6.6) donde se estudian las
propiedades generales de conservacion de la densidad de
energia-impulso de la materia para cualquier variedad y en

distintos sistemas de referencia.
C)SISTEMA DE REFERENCIA LIBREMENTE GRAVITANTE (en RG)

De acuerdo al Apéndice I, en una variedad riemanniana, siempre es
posible establecer un sistema local de referencia de versores

ortogonales y unitarios (tétrada) para los cuales la conexibén afin
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se anula en un punto "Xo", cumpliéndose, ademas, que:

N
Ao B )=0  Fy ey (Re) =0 (5.5.16)
N &,
Q (]
con &, 'ém -7A(5 A= 0,1,2,3

©
. . A . .
A este sistema de referencia de versores en se lo denomina sistema

de referencia 1libremente gravitante, el cual, debido a (5.5.16)
resulta holdénomo en el punto "Xo" (ver Apéndice I1). Si
consideramos ahora a la definicién de densidad de energia-impulso
de los campos de materia dada en (5.2.9) y tomamos su divergencia

covariante, obtenemos:

U — ay
v&(TMvév\=T \)Vu&vz"zT Cutvr WwEs)-=
\ [S2N B
LT J‘& 4o (5.5.17)

donde se ha hecho wuso de 1la (5.1.14), de 1las propiedades de

simetria de T *V y del resultado (5.1.3).

Ahora bien, de acuerdo a lo discutido en 1la seccidon (5.2),
T “véb representard a la densidad de energia-impulso de los campos
de materia, medida por observadores cuyas trayectorias coinciden
localmente con é;(X) [ver seccidn (4.2)]). La nocidén local de
espacio para estos observadores 1la constituirda el elemento de

tri-volumen ortogonal a & (X). Si definimos al campo E (x) de modo
Q

E(x) = €, (x)

o es temporal y unitario, podemos hacer
O

coincidir en el punto Xo al versor e, (Xo) con el vector tangente a

que localmente:

)
A
e

y recordamos que

la trayectoria de wun observador 1libremente gravitante. Los
o

versores de 1la tétrada @}\(XO) con indice A=1,2,3 generaran el

espacio para este observador (conjunto de eventos simpultaneos) vy

el versor de 1indice A= 0 representara la direccidon temporal. En
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estas condiciones las ecuaciones (5.5.16/17) nos dicen que:

)
v o o _ (5.5.18)
VM (TM Cav \ (XO\ - é_T ‘j,eg ﬂ»\) (XO\ = O

A
igualdad que, a diferencia de 1los casos de Killing y Killing
conforme, no vale para todos los puntos "X" de la variedad sino
s§6lo en X=Xo. Si bien es cierto que el cdlculo se puede repetir
para cualquier X’= Xo, ocurre que el conjunto de sistemas locales
de referencia 5;\ libremente gravitantes en 1los que se cumple
(5.5.18) no define, necesariamente, un campo continuo}é;N (X).
Para que esto ocurra las propiedades (5.5.16) deberian ser

globales, cosa que, en general, no es cierta.

Consideraremos ahora a la cantidad:
T ° ( € )
que representa, de acuerdo a lo visto en la seccidén (5.4), a 1la
densidad de energia-impulso del campo gravitatorio, medida en el
sistema de referencia libremente gravitante. Como sabemos, esta
cantidad puede anularsde en un punto de la variedad. Calcularemos
ahora su divergencia covariante. De acuerdo a la definicién

(5.4.2) ésta es:

3 - 3d, 2 2
U. (Te (& A= T, ° > w} y (426\e 8. 1o vé°.
9( ® eAB)(X\ \~‘_§ Bkof)u O{.(’\A&3 ( %)eA ) Voe,\

:_‘ 58(3:10(, \j:gﬂuo*\— éJeeé\gi‘ﬁw

o
5(61\% 2 ® “v
-\ == A é 7{993 fiﬁuo (5.5.19)
eA
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donde hemos usado que:
H_ ! [y \Y/
Vo™ =42 4" Fg 4o

Si recordamos las condiciones (5.5.16), la expresidén anterior se

“: vector cualquiera

reduce a:

A

(1 @(e\)(x\ 2 B’f‘“’ dg fﬂ_o-e beo/ob (5.5.20)
Pero, en el sistema de referencia libremente gravitante, se cumplen

las (5.4.3/4), por lo tanto:

e o2 TRV

) Ed) :0(5.5.218)
> Beﬁ“‘) S ’)i‘.\“\) rg.

(o(dfg (‘xo) =);g [{ ef< n & [;d_ PPE (';1 \] (%)= O (5.5.21b)

luego:

7A ( TO ( éA\\ (X.) = © (5.5.22)

L]

igualdad que, nuevamente, para un cierto campo local ?b\(x), vale

s6lo en X=Xo.

Podemos, entonces, resumir las propiedades del sistema de

referencia libremente gravitante del siguiente modo:

i) La densidad de energia-impulso del campo gravitatorio puede

anularse en un punto [ecuacidn (5.4.6)].

ii) La densidad de energia-impulso de los campos gravitatorio y de
materia cumplen con el principio "local" de conservacidén expresado

en las ecuaciones (5.5.18) y (5.5.22).
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iii) La conservacion de ambas densidades se produce en forma

independiente.

El concepto de conservacidén local empleado en ii) puede entenderse

mas claramente si recordamos que, por definicién de divergencia:

% (

A Ta(i\); Jiowa if‘ge(e\ dsg (5.5.23)

|
r- - v
4 V~o0o 8V q;
T%(e)= Tg (€) + TVg Vg
\Y : escalar de volumen cuadridimensional
bv : frontera de V
€ Py dx dx_ dx
6° 9 oL s %
Especializando (5.5.23) en £ = @, y suponiendo que "Xo" £ V vemos

ds

que, de acuerdo a (5.5.18) y (5.5.22), resulta:

Liwa Lf j(é:\dgem\:o (5.5.24)
V—o V IV (g
Recordando que ([g fAT‘g(éA) representa al cuadrimpulso del
sistema por unidad de volumen tridimensional dSe [ecuacidn
(4.2.4)], la (5.5.24) nos dice que el flujo total de momento a
través de wuna hipersuperficie cerrada que contiene al punto "Xo"
donde la conexidén afin se anula, medido en un sistema de referencia
libremente gravitante, puede considerarse nulo, con tal de tomar
b\l lo suficientemente pequefla (acerca de este principio 1local de

conservacidén ver también [11) capitulo 3, pag.62).

Recordemos que, en este sistema de referencia, se cumple,

ademds, la siguiente propiedad:

S
— (5.5.25)
T (xyy=09

de donde se desprende que la densidad de energia-impulso localmente
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conservada es s6lo la de 1la materia. Observemos que para la
obtencidén de este principio de conservacién 1local han concurrido

dos factores, a saber:

1) E1 sistema donde se mide 1la energia-impulso es libremente

gravitante.

2) Para cualgquie campo de materia contenido en Wm se cumple que:

IWm  _ o (5.5.26)
S g™
a.
condicién, esta 1WUltima, necesaria para la obtencién de |[ver

(5.1.14)1):

V TJAO _ O (5.5.27)

propiedad que ha sido usada para llegar a los resultados expresados

en (5.5.18), (5.5.22) y, en consecuencia, a (5.5.24),

Ahora podemos entender mas claramente el significado fisico de
(5.5.27). Si tenemos en cuenta que T*V no es la densidad de
energia-impulso, puesto que ella viene representada por T'”vgv , la
conservacién del T™Y no puede representar una conservacion de esta
magnitud. En realidad, esta propiedad es la condicidén necesaria
para que al menos exista un sistema de referencia (§A ) respecto

del cual, 1localmente, 1la energia-impulso del sistema resulte

conservada.

Por otro lado, si no se cumple la condicidén 1), entonces, la
(5.5.16) tampoco serd, en general, valida. Luego el teorema de
conservacién local (5.5.24) no se cumplira. La no observancia de
este teorema se interpreta entonces como que, en un sistema de

referencia no-libremente gravitante (acelerado), aparecen fuerzas
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inerciales que perturban 1la conservacidén de la energia e impulso
"genuinos”. De acuerdo a (5.5.17) y a (5.5.23) el flujo de

cuadrimpulso de 1las fuerzas inerciales por unidad de volumen

D+ es:
4, = ; T~ j—A j‘ﬁuo (5.5.28)
Ca

A ] - ] .
e, : versores de un sistema genérico de referencia

para la materia y, el segundo miembro de la ecuacidén (5.5.19) para

la gravitacién.

Por Gltimo, si recordamos que, desde el sistema de referencia
libremente gravitante se cumplen las condiciones (5.4.3), (5.4.4) y
(5.4.6), entonces, la densidad total de energia-momento se

escribira como:

Ou M

( +9 WY, " 9

LT T é““—f (B ~f 9.4,- 1€ ) (5.5.29
E EARR N x

que, expresado en el sitema de referencia de la tétrada 1libremente

gravitante, queda como:

Q
—A , A (] A
N (Cg)= 3w 5&,“-?0 .. b o (5.5.30)
23 O™
O
Puesto que en este sistema, la conexidén de Cartan se anula vy
(5 = 1. La expresién (5.5.30) resulta, en este caso, idéntica al

tensor de enrgia momento de RE [ver (2.1.5)].

Destacamos, como conclusidén del presente capitulo, la utilidad
de nuestro formalismo para plantear con claridad las propiedades de
conservacién de la energia y el impulso (incluyendo a la
energia-impulso del campo gravitatorio) en el marco de la RG. Como

veremos, estas Ultimas, aplicadas por ejemplo al caso del fluido de
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Killing (conforme 6 no), permitiran entender mejor ciertos proceso
cuanticos que involucran al campo gravitatorio (ver Capitulo VII).
Asimismo, 1la discusidn realizada acerca de observadores libremente
gravitantes en RG nos sera de gran importancia en el siguiente
capitulo, donde encararemos el problema andlogo en teorias con

torsiodn.
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CAPITULO VI
ESPACIOS METRICOS CON TORSION

6.1) ALGUNOS ANTECEDENTES

La Teoria de la Relatividad General (RG) se formula en una
variedad cuadridimensional \Y 4 riemanniana. En ella 1los
transportes paralelelos se definen por medio de una conexién afin

va simétrica y métrica:

¢ ° P
S - .=° Ve quv = O (6.1.1)

>V

donde hemos definido a §:como la torsidén (la cual en este caso
resulta nula) vy Vp es la derivacidén covariante definida con la
conexién rl: . En esta variedad siempre serd posible elegir un
sistema de referencia particular que, en un punto cualquiera

Xo & v , tenga la propiedad (ver Apéndice I):

P
x.,\:O q o= (6.1.2)
{—I:\J( J QP /PG’

Estas Ultimas ecuaciones, supuestas validas para cualquier acople
con materia, conducen al principio de equivalencia fuerte. Las
condiciones (6.1.1) implican, ademds, que 1la conexién afin sea

funcidén del tensor métrico y de sus derivadas [13]:

e
s !

—~ P < (6.1.3)
Tl R s T dee) =
wy u) —

donde 36 S es la llamada conexidén de Christoffel.
w)
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con lo que la geometria de V* queda determinada si se conoce al
tensor métrico en cada punto del espacio. Esto Gltimo conduce a
que el namero de grados de libertad que ofrecen estas variedades
sea menor que el permitido por una variedad que posea una conexién
afin genérica. Con el objetivo de evitar esta 1limitacién, muchos
han sido los intentos por introducir modificaciones a la estructura
riemaniana de la variedad. Como dato de valor histérico
mencionamos, por ejemplo, que Weyl en 1922 (ver [15])) propone una
teoria unificada del campo gravitatorio y electromagnético a partir
de la introduccidén de una conexién afin simétrica que difiere de la
de Christoffel en un término aditivo (por cometarios y criticas a
esta teoria ver, por ejemplo, [16]). Pero de todas las
alternativas que se han planteado, las que mds nos van a interesar
son aquellas que permiten que la conexidén afin posea torsidén. Como
veremos mas adelante, la atencidon que 1le prestaremos a esta
magnitud se debe al importante papel que ella juega en las teorias
cuanticas gravitatorias. De no exigir, entonces, que 1la conexidn
afin sea necesariamente simétrica la (6.1.3) ya no sera cierta.
Con ello la geometria adquiere mas grados de 1libertad gque en el
caso riemanniano. Trabajando en este sentido Sciama [17] admite
una conexidén con torsién, vinculando a esta magnitud con el espin
de la materia. Propone que, aun en el espacio-tiempo curvo, las
particulas elementales deben obedecer, al menos localmente, a la
Mecidnica Cuantica (MQ) y a la RE. Entonces, tal como ocurre en
esta ultima teoria, todas las particulas se clasificaran por medio
de representaciones unitarias del grupo de Poincaré y deben
etiquetarse con los autovalores masa y espin. El primero
corresponde a la parte traslacional del grupo y el segundo a la

rotacional. La densidad espacio-temporal de masa-energia y espin

)

se vinculan con los tensores de energia-momento T y momento
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angular M\QVP como corrientes conservadas frente a traslaciones y
transformaciones de Lorentz locales del Lagrangiano de la teoria.
Entonces, de acuerdo con esta formulacidén, ambas magnitudes
resultan necesarias para una descripcidon dinamica completa del

problema.

En el limite macroscépico, la energia-momento contribuye con
valor no nulo debido a su caracter monopolar. El espin, debido a
su caracter dipolar, generalmente se lo promedia a cero. Debido a
ello la dinamica del problema macroscopico se considera
suficientemente bien descripta conociendo sdélo al tensor de
energia-momento de la materia. Como sabemos, este tensor se

vincula con la métrica de la variedad mediante:

« v
W o T (6.1.4)

Wm= accion de la materia
Desde este punto de vista, la introduccidén de una conexidén afin sin
torsién (dependiente s6lo del tensor métrico) se justifica, pues no
es necesario agregar mas grados de libertad a la teoria que los que
otorga la métrica para tener una caracterizacién completa de la

dinamica del problema.

Ahora bien , si nos interesan problemas en los que el espin no
necesariamente se promedia a cero, necesitaremos también poseer
como dato el Mvc79# 0 que representa a esta magnitud. En [18] se
muestra que, de exigir invarianza local del lagrangiano de materia

frente al grupo de Poincaré, no s6lo debe cumplirse (6.1.4), sino
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que ademas:

L SWm - M08 3 fom hf*f (6.1.5)
lg § ke a2y
con: V/ : campo de materia
hvf generador infinitesimal del grupo de Lorentz en la
representacién correspondiente a %’
KC_Pv = 1/2(Sr(,\> +S'?,é -Sp:,} ) :contorsién

De este modo la torsién (6 la contorsidén) es una magnitud que da
cuenta del espin de la materia que no se ha promediado a cero. Su

introduccidén resulta, pues, necesaria.

La expresidn (6.1.5) nos muestra ademads que las ecuaciones de

campo correspondientes a la variable dinamica K(rp‘) nos
permirtiran calcular la evolucién del tensor M“Vf>
Efectivamente, considerando a la accidén total del sistema:
qu—:‘vdg_f'Van (6.1.6)
con Wg: la accidon gravitatoria
obtenemos:
-
SWy = O > SWa - M (6.1.7)

v
5§ Kee S Kep

La evolucién dinamica del tensor densidad de espin de la materia
dependera, entonces, de la eleccidn que se haga para la accién del

campo gravitatorio Wg.
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La accioén gravitatoria de la teoria de
Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK) corresponde a la extensidn mas
natural que puede hacerse de la RG a una teoria con torsiédn. Sus
ecuaciones de campo se deducen a partir de un lagrangiano lineal en
el escalar de curvatura en el que la conexién afin, ahora, admite
torsién (ver, por ejemplo, [14)). Como consecuencia de ello la
torsién no se propaga, quedando 1limitada a aquellas =zonas del
espacio-tiempo donde la densidad de espin de la materia no es nula.
Esto se debe a que el escalar de curvatura puede escribirse como la
suma del escalar de curvatura de los simbolos de Christoffel més
términos cuadraticos en torsidén y una divergencia total (el cdlculo
puede hacerse a partir de las expresiones de la conexidén afin y del
tensor de curvatura dados en [9]), cap.III, secc.3 y 4). El
lagrangiano gravitatorio de ECSK resultara entonces (a menos de una

divergencia):

_ - &2 o 1 o
ii) = V) SURNY :dﬂ A '~1Pi£§q5;'-afcg 2\-%) M

My(Suvp ot P25, 0804,

By P

PN .
- hSps S ,T_q) (6.1.8)

La ecuacidén de campo (6.1.7) nos dice, entonces, que la densidad de
espin de 1la materia es wuna funcidén algebraica y lineal de la
torsidén. Esta (Ultima estara presente tan s6lo en zonas del espacio
donde MG;FQ % 0. En aquellos problemas donde la densidad de espin
sea considerada despreciable, la teoria de ECSK no se distingue de

la RG. En particular en el vacio se cumple que:

SWem  z-M_ Y. 0 (6.1.9)
5K,

y, por (6.1.7/8/9), la torsién es nula. Entonces la teoria de ECSK
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y RG, en ausencia de materia, resultan idénticas.

Aun podemos agregar que, dado el 1lagrangiano 1libre de 1los
campos gravitatorios de esta teoria, si la materia se acopla con la

< c <
geometria (g ., . fiiv ) mediante un acople minimo:

-
du—> Do+ %Wy (6.1.10)

la accién completa de los campos gravitatorios (6.1.8) més la de la

materia serd una funcidén cuadratica de la conexidén que incluird sus

derivadas s6lo a través de wuna divergencia. Por consiguiente,

tomando como variable dinamica a 1la conexidén (formalismo de

Palatini), la ecuacién de campo correspondiente:
‘SLT_ = éﬂ.@. - M = O
S TS s§T.°7 S5

AA

(6.1.11)

resultara, debido a (6.1.8) y a (6.1.10), wuna ecuacién 1lineal vy
algebraica en la conexidén que permitira, en principio, ponerla en
funcién de las restantes variables dinamicas (campo gravitatorio vy

de materia).

Finalmente, de las teorias que se formulan en variedades que
admiten torsidén nos interesara discutir ahora a la Supergravedad
N=1. En esta teoria, como veremos, la aparicidén de la torsidn esta

vinculada a la existencia de un campo de espin 3/2:

\/}’

7]

om

donde: m es un indice espinorial (m= 1,2,3,4) que
corresponde a un espinor de cuatro compo-
nentes.
¢ es un indice tensorial ordinario.

al cual se lo denomina gravitino. A nivel cuantico tanto el tensor
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métrico como el gravitino poseen interpretacion de particula
(gravitén y gravitino). Los calculos de scattering hechos con esta
teoria producen resultados finitos, al menos hasta los primeros
ordenes de su desarrollo en la constante de Plank [6]. Esto Ultimo
constituye un notable adelanto respecto de la RG y ECSK, las cuales
no predicen resultados finitos a estos ordenes de desarrollo (salvo
en el vacio) [19]). Encontramos entonces un poderoso argumento para
introducir torsién en la variedad geométrica donde se formulan 1las
teorias gravitatorias. Ella constituye ahora una necesidad para la
obtencién de resultados cuanticos gravitatorias finitos. Este
argumento se ve reforzado si recordamos que la SG es el limite de
bajas energias de otra teorlia (Supercuerdas), cuyos resultados
podrian ser finitos a todo orden del desarrollo en la constante de

Plank [20].

Existen ain otros puntos de interés que marcan, ademds, una
gran diferencia de SG con ECSK. Si consideramos al lagrangiano de

SG [6]:

A
0

- VNG (L
fHE hfﬂs :zlxl\(jﬂ,,g P 7:353»1)@7’; (6.1.12)

con ‘DP Derivac,on covaridmie para cep’™ A/

.XHE = [gR(M : el lagrangiano de Hilbert-Einstein.

Zas -éwpcﬁ(mbpfe: el lagrangiano de Rarita-Schwinger.

2 -5
G : constante de gravitacidn universal
c : velocidad de la 1uz

su primer caracterisica sobresaliente es que resulta invariante
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frente a la transformacidén local (Supersimetria):

“ - (6.1.13)
¢ VY - - x = D
g v tl- av\e 57::. - &
£ Pors waeliro .M{'\Mi‘t“»"w‘ﬂ
A= 0,1,2,3 : indice vectorial de la
representacion de Lorentz.
que, al transformar gravitino en gravitén, nos permite

considerarlos como un Unico campo fisico. El campo gravitatorio
posee entonces, para la SG, dos tipos de componentes; las
"tradicionales" de espin 2 (g, ) y las de espin 3/2 ( ﬁ:“). O sea

el lagrangiano (6.1.12) es un lagrangiano puramente gravitatorio.

La segunda caracteristica relevante de 1la SG, que la
diferencia de ECSK, es que 1la torsién se propaga fuera de la
materia. AQGn en ausencia de materia esta magnitud puede estar
presente. Efectivamente, si en (6.1.12) consideramos a la conexiédn
de Cartan como un campo independiente (formalismo de Palatini), 1la

ecuacidén de campo que resulta es:

- -
SWee = ¢Wwe + 2Wag - o (6.1.14)
o W, " S Wy © 5\..)“»‘7

donde \L&Vr: es la conexidén de Cartan
lo cual implica (ver [6] ,pagina 208) que:
A A ;gl g A
B.oe’y,-D, e, ==X f ¥, (6.1.15)
2
donde las cantidades e, ” son las dadas en (4.1.3) y se ha definido
a la derivacidn covariante (con la conexién anholdénoma) como:

2
D, et

LA A
V:butvowuoge Vv
La relacidn entre esta derivacidén y la realizada con la conexidn
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holdénoma, para un vector genérico V, viene dada por:

D, vh ety qu" (6.1.16)
v
V) v
con: .V = a3,V 4—’_20.\/0-

en particular para vh - eAF> la (6.1.14) queda:

v
Az el Vs A 6.1.17
fyqt_ oz N V.. ) e - e 1‘—L p (6.1.17)
reemplazando (6.1.17) en (6.1.15):
A —_—_— A 2 - A
A /rl l . .
e AN Ubav T Vo \ = 6M\) = —k ﬁa h (6.1.18)

2

esta Gltima ecuacion nos dice, entonces, que la gravitacién libre:
a) produce torsién no necesariamente nula.
b) esta torsidn es funcidén de una de las componentes del campo
gravitatorio: el gravitino.
c) La torsidon se propaga
Esto Gltimo se debe a que, en la SG, el gravitino cumple con wuna

ecuacidén de campo no algebraica:

'S ~ MVe @ \
OWee -0 = ¢ Xe X, Dpffo_ = O (6.1.19)

Finalmente observamos que las teorias que, como la de ECSK,
admiten torsidén sin ser supersimétricas, pueden ser formuladas como
teorias de gauge del grupo de Poincaré. Esta formulacidén puede
verse en [(21),(22),[23),(24]),(25] y [26]. Por otro lado, SG es
presentada como una teoria de gauge del super-grupo de Poincaré.

Este nuevo grupo se obtiene a partir del de Poincaré agregando
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generadores (™), 1llamados fermidnicos, que cumplen leyes de

anticonmutacidén (ver [27]):

Gauvp o [MA%;M(,D] ~o (S%C MAD SUPER
Pe L Pa ')Mlsc] z 50\5 (") - (SAc p@ GRL PO
Povcag € oe
[P Pel:0 (6.1.20)

.t POINCARE
-— - o
LQM, pA]:O LR 'ﬁ/\Arb-,S’VQ

raQm, Qmi ~ Ya

En este tratamiento de gauge, el campo compensador total depende

del campo gravitatorio (evA, y/“W

¢ y de la conexidén de Cartan

mediante la expresion.

v A (6.1.21)

V\’=e\ApA*'T-3 Q,M‘\'U‘-)“_ MA%

6.2) LA ACCION DE LA MATERIA MODIFICADA

En la seccidén (6.1) vimos que la torsién puede ser incluida
como un una nueva variable. Esta inclusidén puede darse a través de
la conexion afin (ECSK) o, en forma indirecta, mediante otro campo
del <cual 1la torsidén resulte funcidén (SG). Entonces, la totalidad
de los campos que deberemos emplear para describir la dinamica del

sistema sera:

X

N ~
Tr =190, Pav (8 KLY 40 (6.2.1a)
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0 bien:
P, - g Yuv i Fa g()mg (6.2.1b)
con:
P ” ‘2
9t tensor métrico S,.,: torsidn
KMVF: contorsiodn Yi_: 9ravitino

LﬂM: campos de materia

El caso (6.2.1la) corresponde a teorias gravitatorias no
supersimétricas y el (6.2.1b) a la Supergravedad. En esta segunda
situacién debemos elegir wuna accidén que sea supersimétrica,

requerimiento que no es necesario en la primera.

En todos los casos el campo gravitatorio no viene representado
Unicamente, como en RG, por el tensor métrico. La accién de la
materia incluira, por su parte, a 1los términos cinéticos y de
interaccion de 1los campos de materia, debiéndose considerar al

resto como la accidén gravitatoria:

Wt - \”:l"VVm« (6.2.3)
donde:
Wm : es la accidén de la materia
Wg = Wg ( 9., ;SMJp] para el caso no supersimétrico.
6
Wg =Wg [guv i ) =W, + W, ., para la Super-

gravedad.

Respecto del tensor de energia-momento sabemos que, por ejemplo en
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RG, viene dado por:

cH

22 e T (6.2.4)
(73 Q“‘)

cuya reclacién con la densidad de energia-momento del sistema fue

QA

discutida en la seccidn (5.2).

Teniendo en cuenta que, ahora, 1las variables dinadmicas
gravitatorias no son s6lo las componentes del tensor métrico, cabe
preguntarse si, en teorias gravitatorias con torsidn, es posible
definir al tensor de energia-momento del mismo modo que en (6.2.4),
Esta pregunta adquiere especial importancia en la Supergravedad
puesto que, entre estas variables, existen transformaciones de
simetria (ver (6.1.13)] que convierten wunas en otras. No cabe
entonces privilegiar a ninguna de ellas a los efectos de definir la
densidad de energia de la materia. Ademas, 1la aparicién de 1la
torsién no permite tomar como analogia a la RE, definiendo al T“V
como la versidén covariante de Téz’. Esto se debe a que la torsion
(si existe) no se anula localmente, haciendo del principio de
equivalencia una herramienta poco util. Recordemos que no
disponemos de wuna RE con torsidn para aplicarla adecuadamente.
Todo ello pareceria indicar que 1la uUnica manera de establecer
vinculos entre 1las conocidas definiciones de energia e impulso de
RE y las correspondientes a teorias formuladas en variedades con
torsidén, es a través de la definicidén de cuadrimpulso dada en el
Capitulo 1IV. Para estudiar este problema vamos a definir,

primeramente, una accidén de la materia modificada W’'m, que incluya
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dependencia con los campos vinculados a la torsién, de modo que:

. - ) 6.2.5
W We C] W £5 s g 6] 029

donde:
wb : es la accidn del campo g, , , que no incluye los términos
de interaccidén con otros campos, a la cual denominaremos

accién libre del campo g,, . En el caso de SG esa accién

4
fn[{ } 1dX

W'm: es la accidn de 1los campos vinculados a la torsidn

corresponde a:

(Smv” © ¥, ) y de los campos de materia ( $_ ) e incluye
a todos los términos de mutua interaccidén y de interaccién
con g
Esta definicidon se vera justificada posteriormente, puesto que a
partir de ella se podra obtener una versidén muy simple de los
teoremas de conservacién. Ello se debe a que, de acuerdo con
(6.2.5), W'm cumplird con las siguientes ecuaciones de campo:
SWan = W - OWwm (O EWm 40 (6.2.6)
b 5us® S ¥, S Prn Sgu\)
donde el simbolo g 0 debe ser entendido como:
"no necesariamente igual a cero"”
que son las mismas ecuaciones que cumplia la accién de 1la materia

Wm en el caso riemanniano [ver (5.1.5)].

A los efectos de estudiar el comportamiento de la accién W'm
frente a difeomorfismos, consideremos nuevamente a la ecuacidn

(3.1.20), suponiendo que:

W W . Lpfz_ (6.2.7)
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y tengamos en cuenta que la expresién:
¢3
g U, v* = 3. (Vvig) (6.2.8)

con V™ : Componente curvilinea de un vector cualquiera

{

é : derivada covariante definida con la conexién
de Christoffel dada en (6.1.3)

sigue siendo vadlida independientemente de la estructura afin de la

variedad. Por otro lado nada impide que, en variedades con

torsidn, se expresen las derivadas de Lie de cantidades tensoriales

en funcidén de la derivacidn covariante definida con los simbolos de

Christoffel. O sea la ecuacidén (5.1.1) puede aun emplearse con

solo sustituir:

{3
Vv ——» (6.2.9)

En particular, la derivada de Lie del tensor métrico resultara:

(6.2.10)

& 4
L‘ 13
o?i Guv = Vi by + Uy &
puesto que por definicidén la conexidén de Christoffel es métrica,

esto es:

f 3
3 - 6-2'11
Ve fun 2O ( |

Haciendo entonces en (3.1.20) el reemplazo (6.2.7) y empleando las

(6.2.8-11), obtenemos:

E) VV\ _ g % 5VVL~:Zguﬁv +

4
@dr(6.2.12)

\ { |
+$Vi [ | (—BJM f('PJﬁBI:”‘ Z&'Ev _nge):)
@ (_g BBOL():‘ £ Sboﬁ_‘\)

Todos los cadlculos realizados en la seccidén (5.1) pueden ahora ser
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repetidos, encontrandose que el tensor:

)y 1 S, b -
e _1( N L. 5\)) (6.2.13)
AP M p 2

(que es simétrico puesto que por (5.1.11c) la parte antisimétrica

¢
en derivadas de la densidad lagrangiana f,m es nula), cumple con:

Tw' v
2 MW T (6.2.14)
rg 5 (\‘u\_)
3 -
9 T -0 (6.2.15)

Los resultados (6.2.13) a ((6.2.15) justifican la definicidn de W'm
dada previamente. Con ella se obtiene un tensor de energia-momento
con propiedades analogas a 1las del caso riemanniano (ver
(5.1.12)--(5.1.14) ). La diferencia es que en 5(;A no s6lo estan
incluidos los campos de materia, sino que ademd&s estdn presentes
los términos <cinéticos y de interaccidn de las componentes del
campo gravitatorio distintas del tensor métrico. Esto hace que, si
bien 1la derivacidon covariante de Christoffel empleada en la
definicién de T’*Y en (6.2.13) no posee torsién, esta magnitud

]
puede estar presente a través de 5{|w«

Existe un caso particular en el que la analogia con RG es ain
mayor. Se trata de las teorias gravitatorias no supersimétricas en
las que la conexidén afin se puede poner en funcidén de 1los demas
campos fisicos presentes (via ecuacion de campo para la conexién).

En estos casos tendremos que:

(6.2.16)

W o = W LP, ; Juv 5 E:(‘i\uo ',“(’M}:)

Como resultado de este procedimiento, los Gnicos campos dinadmicos

restantes (al igual que en RG), son el g, , ¥y ({) €N Cuyo caso
mMmA
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W'm= Wm. Un ejemplo de esta situacidn es ECSK con acople minimo
con la materia. Otro punto interesante es que las (6.1.13-15)
valen para cualquier representacién en la que estén 1los campos
(fL“ Esta es, aparentemente, una diferencia con el formalismo
de Hehl, quien llega a estos resultados sdlo para el caso escalar
(28]. Ocurre que en este uUltimo formalismo se trabaja con la
accidén Wm en lugar de la W'm. Si, por otro lado, el campo es
escalar y hay acople minimo, 1la torsidén no interviene en W'm y
estamos en las condiciones (6.2.6), a partir de las cuales se llega
a las (6.2.13-15). Esto Gltimo se vera con mayor detalle en el

paragrafo (6.3).

Respecto de la discusidon acerca de <con cual accién debe
definirse, por derivacién funcional respecto de la métrica, un
tensor de energia-momento que, ademds, sea la densidad de
energia-momento, se postergara momentaneamente para ser retomada en

el paragrafo (6.4).

Finalmente recordemos que, si bien hemos mencionado algunas de
las caracteristicas de 1la accidn gravitatoria libre, ella no fue
empleada en la obtencién de los resultados (6.2.13-15). Sin
embargo estos resultados al igual que en el caso riemanniano (ver
seccidén (5.1), le imponen «ciertas restricciones. Efectivamente,

siguiendo el mismo razonamiento, se encuentra que:

iv’ (;Z_ dW i o (6.2.17)
w g 5%\1\)

condicidén que es satisfecha por la teoria de ECSK y por SG.
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6.3) TEOREMAS DE CONSERVACION OBTENIDOS A PARTIR DE LA ACCION DE LA

MATERIA

Si bien en (6.2) hemos obtenido la definicién de un T'~V y
sus teoremas de conservacidn, debemos recordar que éste se obtiene
a partir de wuna accién W'm, gque posee términos cinéticos
correspondientes a 1las componentes del campo gravitatorio que se
vinculan con la torsién. En este sentido no es wuna "verdadera"
accidén de la materia. Esta 0Ultima (Wm) deberda contener, ademas de
los términos cinéticos de los campos de materia q&m , términos de
interaccidn con todas las componentes del campo gravitatorio, pero
no sus términos cinéticos. Estos formaran parte de la accidn libre
del campo gravitatorio. En SG, por ejemplo, ella wviene
representada por la accidén de Hilbert-Einstein mads la accidén de
Rarita-Schwinger. En ECSK esta dada tan sdélo por la accidn de
Hilbert-Einstein. Dado el interés que revisten estas dos Gltimas
teorias gravitatorias, nos dedicaremos en este paragrafo a analizar
los teoremas de conservacién que se obtienen a partir de la
verdadera accidén de la materia Wm. Comenzando con SG, mencionamos
que el acople con la materia puede realizarse de diversos modos,
siendo los mas representativos:

a) Acople minimo, sustituyendo las derivaciones en los términos
cinéticos por derivadas covariantes.

b) Acople supersimétrico mediante multipletes de materia (6],(29],
(40], [46] (acople no minimo).

c) Mediante un lagrangiano de materia cualquiera multiplicado por
un factor que, al final de los calculos, se hace tender a cero.
Este acople se puede emplear para resolver trayectorias de

particulas de prueba en un fondo supersimétrico. Por ejemplo
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en [30]) se define como lagrangiano de interaccidn a:

{;=X /)?.,\, v vy

donde k es el factor que al final de los cadlculos se hace ten-
der a cero, /D es la densidad de energia en reposo de la mate-

ria y U'es es la cuadrivelocidad de las particulas materiales.

En todos 1los casos tendremos que, a ecuaciones de campo

satisfechas, resultara:

SWwm _ 0O . SWm £O OWm 30 (6.3.1)

5 ('Pmn 5 i\)u\) 8 PM.
A fin de calcular, entonces, 1los correspondientes teoremas de
conservacidén partiremos nuevamente de (3.1.20) pero, de acuerdo con

(6.3.1), llamando ahora a:

T T R LN

donde kﬁLA es el gravitino y de:L( representa al resto de los
78 ™m

campos presentes.
[comparar con (6.3.2) ]
Expresando ahora a las derivadas en (3.1.20) ‘en funcidon de 1la
derivacién covariante definida con la conexidén de Christoffel y
procediendo como en 1la seccidon (6.1) obtenemos 1los siguientes
resultados:

¢

v A MV
A TR 3 \) (6.3.3)

wV

T2 | (
fy

(que ahora no es necesariamente simétrico)

) d o
3.y A

<
oW A0 DJW\ (J A
Tt VU (6.3.4)

~£ SW en —[-naf |
I3 29me Bow Gaer 7
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RS (A L < §3 A
VH,T\,\»VK(Q 3 I 7, )*r: 0 W g, f =0 (6.3.5)
U% BBM‘Q,A i

donde vemos que esta Ultima expresién se convertirda en (6.2.15)

para los siguientes casos:

a) ‘4%M no se acopla con el gravitino

b) kem« se acopla con el gravitino y Wm incluye en su expresién
no s6lo a estos eventuales términos de acople sino también al
lagrangiano de Rarita-Schwinger y a los términos que provienen
de extraer la dependencia con el gravitino en la accién de
Hilbert-Einstein. La ecuacién (6.1.8) nos muestra que éstos
provienen de reemplazar a la torsidén por su expresién en fun-

cidén del gravitino dada por (6.1.18).

Estas condiciones llevan a que a ecuaciones de campo satisfechas se
cumpla que:

S Wma :O
R

lo cual es equivalente a considerar Wm= W'm.

Por Ultimo estudiaremos el caso de la accién de la materia en wuna
teoria no supersimétrica con acople genérico con 1la torsidn.
Empleando la (3.1.20) en este caso y teniendo en cuenta que para un

tensor cualquiera de tres indices se cumple:

— ¢« ) PR Pt Pl 8 (6.3.6)
j \ = EP\—/ TA,\)(*'TO\) ka: TTM\) v af*’ Tue Ve
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hallamos que: v
v R
2 ‘/j\UM : TM\)+ —1- f)wm L_) . o + L a\’dm Psa .
Ky .
A $ fuv fy 35ua® (y TS om
v . .
P Y G P % <0 (6.3.7)
o e e e + - ——— o

rg 5->G-ev ré_ Bauﬁgq

% $Se¢”

3 LAY §3 e\ i3 P
A BTN | 8 pOvSas |-L Mmoo T o

siendo T"" el definido en (6.3.3)

Observemos que los teoremas de conservacion correspondientes al
caso particular de acople minimo pueden obtenerse a partir de

(6.3.7/8) con solo hacer:

bf"o‘w\_ - 0O
;:X“_éy3oe
Si, ademas de acople minimo, se trata de materia escalar:
(‘“'\!\_ - O
55,7

las ecuaciones (6.3.7/8) resultan idénticas a las (6.2.14/15), de
acuerdo con lo discutido acerca de la teoria de ECSK con materia
escalar acoplada minimamente [ver final de la seccidn (6.2)]. Si
bien en todos 1los casos los teoremas de conservacién estén
resueltos, queda ain por establecer el vinculo entre los oV,
e 4V y la densidad de energia de 1la materia, problema que

estudiaremos en la seccidn siguiente.
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6.4) DENSIDAD DE ENERGIA E IMPULSO DE LA MATERIA EN TEORIAS CON

TORSION

Como hemos visto en (4.1), la nocidn de energia e impulso es
métrica, resultando independiente de 1la estructura afin de la
teoria. Ambos conceptos se obtienen a partir del generador

infinitesimal definido en (4.1.3):

U Ce 23]+ f n, g&\ "'ia Juo = M;s( jaq)f- c»{Ea)c(s° (6.4.1)

v
Con LP‘* representaremos a todos los campos fisicos distintos del

tensor métrico 9»0 .

Segun se trate de definir una energia o un impulso, aplicaremos las
prescripciones indicadas en (4.1.1b) 6 en (4.1.1¢c). A su vez el
integrando de (6.4.1) representara a la densidad de

energia-impulso:

{;_3 _‘_ 24 f jus 24 ft? I&) (6.4.2)
0—% fa )B QHO 350(‘)

Nuestro interés, en esta seccidén, es vincular a esta densidad con
alguno de los tensores de energia-momento (T“V 6 T'*~'), definidos

en la seccidn anterior.

(A los efectos simplificar las demostraciones, en los calculos que
siguen, vamos a suponer que los campos no métricos se hallan en la
representacion vectorial. No empleamos la representacidén escalar
puesto que , en este caso, los calculos se trivializan. Los
resultados que se obtienen son, de todos modos, independientes de

la representacién empleada)
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Expresando las derivadas de Lie en funcién de la derivacién
Christoffel (por reemplazo de (6.2.9/10) en (5.1.1)], la (6.4.2) se

escribe como:

; 14 438 p iR
Lot } ”WJ‘*% 5,67)<2 3 v denls
w,} ‘; M&”‘]vp
T "fé“(f 2_)
el | (6.4.3)
donde:
T*”: es el tensor de energia momento definido con

los simbolos de Christoffel [ver (6.3.3)].

$4
40
( _ ‘P .+ >_§i__ 13 V; 2/9
2 \““)vé p- 3\!(’
Notemos que toda vez que una accidn escalar cualquiera W cumpla
con:
4
owo . 8 § £ dx . O
A . (6.4.4)
) Qo e
estaremos en condiciones de aplicar la (5.1.11a), con lo que:
TSR L .o = ™ -0 (6.4.5)
bé“@aA ébuqv()

Ahora bien, por su definicidén, la densidad lagrangiana fﬂq

satisfara automaticamente a la (6.4.4) [ver (6.2.6)], no ocurriendo
lo mismo con 5(AV\ [ver (6.3.1)]. Esta ultima densidad
lagrangiana cumplira con esta condicidn s6lo en el caso en el que
no dependa de los campos fisicos vinculados a la torsidn (en decir

/
inn - fnm ). O sea, la densidad de energia-momento de los campos
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distintos del 9.y, Se escribira como:

— A t VA r
Tl ) =T et (6.4.6)
'3
Entonces, a partir de (6.4.6) y de (6.2.14), podemos obtener:

] — . _ — AA ] _— VA r
UBMLZ'ZsJ-J%l (Xw‘g_)dﬁw:j V€ ds,:
’ZS

P \
.,_2jgowm g, d 5 (6.4.7)
‘JJSM\)
magnitud que representara a la energia-momento de 1los campos de

materia y torsidn.

Observamos que, si se emplea como densidad lagrangiana de
materia a AfL“ la analoglia, en cuanto a la definicidén de
energia-momento, con el caso riemanniano es muy grande [recordar
que T'*VY cumple, ademds, con las (6.2.14/15)]). Todo esto es
equivalente a considerar a los campos vinculados a la torsidn como
campos de materia. A pesar de ello recordemos que el tensor T'“v,
a diferencia del caso riemanniano, poseerd dependencia con la
torsion (6 el gravitino) a través de 1la densidad lagrangiana

Lo -

Para finalizar esta seccidn destacamos que el vinculo entre el
tensor de energia-momento en teorias con torsidn y la densidad de
energia-momento, ha sido establecido. Notemos que este resultado
no se obtiene por una analogia con la teoria de la RE, invocando un
principio de equivalencia, sino que a través de un formalismo que
unifica el concepto de densidad de energia para todos los sistemas
que admitan una formulacién lagrangiana. Observemos también que 1la

densidad de energia-momento no es la versién covariante de T4V, en

Re
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la que se sustituyen 1las derivadas por derivadas covariantes
definidas con 1la conexién afin de 1la variedad, como hubiese
sugerido el principio de equivalencia en teorias con torsidén (sobre
este principio ver, por ejemplo, [(26]). En realidad esto no debe
preocuparnos puesto que no poseemos ninguna versién satisfactoria
del principio de equivalencia que nos permita establecer el
comportamiento de particulas libremente gravitantes en teorias con
torsion y en el cual apoyarnos para definir magnitudes fisicas. En
realidad nuestro procedimiento sera el inverso. En 1lugar de
proponer un principio de equivalencia y, a partir de él, definir 1la
densidad de energla en variedades con torsidén, lo gque haremos es
estudiar las propiedades de conservacion locales que se obtienen
mediante nuestro formalismo para, luego, imponer las condiciones
que deberian ser satisfechas por 1los sistemas de referencia
libremente gravitantes. Este tema sera tratado en las secciones

siguientes.

6.5) DENSIDAD DE ENERGIA MOMENTO DEL SISTEMA GRAVEDAD-MATERIA EN

TEORIAS CON TORSION

Si consideramos a la densidad de energia-momento definida en

(6.4.2) y hacemos:

/- ’fT (6.5.1)
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obtenemos:

: 1 uo‘_)j A 3\ _
; - ¢! )Mdface 1% )

! i} 3
--[ o g, m (&Y %fcp“v z(’>+

ig L 2% 4us 336 0y7
L 822 2 Ls £ dus - Ts EBJ =
3303“\,

. ! 14

_A_l ()fuv\ EPU(,CP\:*- J:N\ 86.'. éfG o{gﬁug'jsga-p
baﬁpi ahaﬂu\)

(Afw @* Aﬁ' vgJ (6.5.2)
A & **3\»(

(donde, al igqual que en la seccidn precedente, para simplificar los
calculos hemos supuesto que los campos no métricos se encuentran en

la representacidn vectorial)

Recordando ahora 1la definicién de T'*VY ([ver (6.2.13)] y las

(5.1.11a/b), la Gltima ecuacidn se escribira como:

L u({.‘,'f_): T (6) ¢ TR () (6.5.3)
'S Ty ig
donde:

T (€)= T'™Pgn g

M —_ s-‘fﬁ - ;e
T ey = <>au,\pvf£ﬂpv ‘{55)

La expresidn (6.5.3) representa, entonces, a la densidad de

energia-momento del sistema completo gravedad-materia en teorias
con torsién. Este resultado nos sera de utilidad en 1la seccibn
(6.7), donde analizaremos 1las propiedades de conservacién de
aquellos sistemas de referencia que puedan considerarse como

libremente gravitantes en variedades genéricas.
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6.6) ENERGIA MOMENTO DEL SISTEMA Y PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

En la seccidn (5.4) hemos visto que para la RG existe un sistema de
referencia local desde el <cual la densidad de energia-momento
gravitatoria es nula. Este sistema de referencia se obtiene
mediante la aplicaciér del principio de equivalencia y corresponde
al de observadores libremente gravitantes. En la seccidén (5.5)
mostramos, ademds, que en dicho sistema la densidad de energia de
la materia cumple con un principio local de conservacidén. De este
modo, para tales observadores, la energia total gravitatoria y de
la materia resulta una magnitud localmente conservada. Recordando
que en (6.5.3) obtuvimos la expresidén de la densidad de energia
total del sistema en variedades con torsidén, vemos que estamos en
condiciones de verificar si, en estas variedades, es posible
definir sistemas de referencia con propiedades analogas a las que
poseen 1los libremente gravitantes en la RG. Podemos preguntarnos,
ademas, si existe algin modo de formular el principio de
equivalencia basandonos, por ejemplo, en el estudio de 1las
propiedades de conservacidn local. A los efectos de discutir este
punto, escribamos la expresién mas general de las componentes
lorentzianas de la torsidén, en funcidon de la conexidén de Cartan vy

el corchete de Lie de la tétrada:

~ C C “ c
A
. ¢ J{’
b (041 ?)3 = r-'CA &] - [ ,\Cb] (6.6.1)
Ca
donde:
A - .
ea A= 0,1,2,3 es una tétrada lorentziana

C
MN . < < ¢
AB: Ws Ouwve representa a la conexién afin

del sistema de referencia cuyos versores son

A
los QA'
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M N
WA es la conexidn de Cartan
[
G,nve €S el generador infinitesimal de

espin 1.

En RG la torsidn S(e.,€,) es nula, entonces:

< - <
fZA;bJ :[”¥E~ é;>J (6.6.2)

A
Como hemos visto en la seccién (4.3), ecuaciones (4.3.7-9), en

general, no puede pedirse que el campo GL(X) cumpla con:

A
,{ €ay, = O (6.6.3)

éa
por lo tanto la conexidn anholdnoma lorentziana no es simétrica.
Si, de acuerdo con el principio de equivalencia [ver (6.1.2)],
pedimos ahora que exista un sistema de referencia (campo de

tétradas) tal que en el punto X= Xo cumpla con (ver Apéndice I):
&
L (Xe) =0
la expresidén (6.6.2) nos dice que, en dicho punto, el campo de
tétradas se comporta como una base holdnoma (una discusidén acerca
del vinculo entre la derivada de Lie y las bases holdnomas puede
verse, por ejemplo, en el Apéndice II). Es decir, al menos en RG,
el principio de equivalencia puede formularse exigiendo que la

conexidén se anule en un punto 6, equivalentemente, que la tétrada

sea holdonoma en dicho punto.

En una variedad genérica con torsidn la (6.6.2) no sera ya
valida, debiéndose emplear la expresidon completa (6.6.1). Respecto
del principio de equivalencia en estas variedades, existe de él una
version [26], que puede formularse del siguiente modo: "En el

entorno de cada punto X= Xo de la variedad se puede determinar un
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sistema local de referencia tal que:

C

A —
rl‘b (Xo,) =O (6.6.4a)

A,B,C= 0,1,2,3
Ahora bien, a partir de esta propiedad de 1la conexidon afin,
teniendo en cuenta la (6.6.1), podemos deducir que el campo de

tétradas, en dicho punto, cumplira con:

B “ - A A ¢
[_cﬂ‘.{/\ 34 J ..X,\'-' b(eb,e‘\ (:)C,\ (6.6.4b)
L)

lo cual puede entenderse como otra manera de formular el principio
de equivalencia. Ella nos dice, ademas, que el campo local de
tétradas sera anholénomo en cualquier punto de la variedad donde

haya torsién.

En secciones anteriores mencionamos que, debido a la presencia
de torsion, no resulta posible establecer un principio de
equivalencia que resulte totalmente satisfactorio. Esto nos
permite especular con la posibilidad de que, en lugar de las

(6.6.4), se cumpla, por ejemplo, que en X= Xo:

J AT L
[““ 2 “J )y = O (6.6.5a)

Ademas, de acuerdo con (6.6.1), tendremos que:

—
—

-
. A A
) CA,“:j .Xe\: S (QA,e's) (I.) (6.6.5b)

Esta propiedad alternativa del campo de tétradas puede formularse
diciendo que: "En el entorno de cada punto X= Xo de la variedad,
siempre es posible determinar un campo local de tétradas de modo

qgue, en dicho punto, se constituya en una base holénoma".
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El motivo por el cual consideramos campos de tétradas con esta
propiedad se debe a que, como veremos en la seccidén siguiente,
ellos se pueden vincular a sistemas de referencia que cumplen con
un principio local de conservacién de la energla-momento analogo al
que satisfacen los sistemas de referencia libremente gravitantes en
RG. Observemos que, en ausencia de torsidn, las condiciones

(6.6.4) y las (6.6.5) son idénticas.

Volviendo ahora a (6.6.5a) vemos que la propiedad de holonomia
en X= X0 que ella expresa, nos permite escribir la derivada de Lie
del tensor métrico en dicho punto, en el sistema de referencia

asociado a ese campo de tétradas, como:

- D D
a%é\c ﬁk‘b(xo\-schg*%DbaA@C +ﬁADBbeC =DC ﬂAb (6.6.6)
donde gao, 'g(éaréb)(xo)-”?Arb y se ha usado el hecho que e:- 5:;

Ademas de (6.6.5%) y (4.3.7), resulta que:

v 7 —
Entonces (6.6.6/7) nos dicen que:

de donde concluimos que, en el sistema de referencia cuyos versores
estén constituidos por el campo de tétradas que en X= Xo posea la
propiedad (6.6.5a/b), la conexién de Christoffel se anula.
Resaltamos que 1la (6.6.7) no nos dice que la variedad admita
necesariamente un campo de Killing. Esto se debe a que (6.6.7) no
representa una propiedad global, sino que, para un cierto campo

a -
local qk(x), se cumple s6lo en X= Xo.
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Como Gltima observacidn mencionamos que, asi como el principio
de equivalencia en RG conduce a que las trayectorias sean
localmente rectas, en variedades con torsién parece no existir
ninguna prescripcion para establecer "a priori" las trayectorias de
particulas. En estas teorias el problema se puede resolver
integrando 1la ley de conservacidén del tensor de energia momento de
la materia, expresada en (6.3.5) 6 en (6.3.8). El resultado
variara para cada caso, dependiendo del tipo de acople
materia-métrica-torsion que se emplee (una discusién mas completa
del problema 1la daremos en el Capitulo VII). Si, de todos modos,
fuese posible formular alguna versidon del principio de equivalencia
en teorlias con torsion basandonos en algin critrerio fisico,
entonces estariamos en condiciones de predecir el tipo de
comportamiento local de particulas libres. Este problema se

discutira en la seccidn siguiente.

6.7) PROPIEDADES DE CONSERVACION DE LA DENSIDAD DE ENERGIA-MOMENTO

TOTAL EN VARIEDADES CON TORSION

En esta seccidn nos interesara estudiar las propiedades de
conservacioén mas generales gque puedan exigirse a la densidad de
energia-momento del sistema. Tomaremos, para ello, divergencia

. . )
covariante definida con los simbolos de Christoffel (¢ ) a la
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expresién (6.5.3):

G (g ) S B(TE) ¢ WTE) e

donde hemos usado que:

-

3

VA-L.
Vo

— u\)

= O

%9

(S8

V = A/rA_ Bu(vuﬁs
1%

u v
Vu t% =My o™ F, e
Recordando las propiedades de simetria de T'"f, la

tvector cualquiera

definicién de

derivada de Lie del tensor métrico (6.2.10) y distribuyendo la

derivacién indicada en (6.7.1), obtenemos:

§V}u Q.\—“‘kv(i\/r&) . A’l _.I_'hP

£ e (6.7.2a)
B 4
QA(TGu\NdS:; %iﬁcq‘(sf; )+
3 :5:5-ﬁpc
J. {. u ud
+_é ;J_G_ Au‘ "\E Xp(‘ - £ AM. (_f)_j_c_a_a?{ﬂw (6.7.2b)
3y Y a) 20y €

Si suponemos ahora que el campo E_(x) coincide, en un punto X =Xo

de la variedad, con uno cualquiera de los versores de un campo de
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tétradas definido en el entorno de dicho punto:

P A

podemos analizar los siguientes casos:

c
1) [;; (Xo)= 0 (version del principio de equivalencia presentada

en [26])

En este caso, de acuerdo con (4.3.7) y (6.6.4) resulta:

/ f i o

. . e} z
C\a '\\u\) \A-O): durty Pan T 2?"6 “ $AC -
:(6cy;+$¢u;)ei 674

Reemplazando (6.7.3) y (6.7.4) en (6.7.2a/b) y sumando ambas
expresiones obtenemos:
2i A —t - ; * '
Lol TN TS el 2 g (s )5 e
J rQ» Ry
+§ 2 fe duSgps eix-elau(jeh
é‘bzuﬂPC
_ A 1S 5 A (6.7.5)
Vg

Expresién que no es nula en general. Observemos, sin embargo, que

si la torsidén es nula en todo el espacio, la (6.7.5) se reduce al
caso riemanniano, donde la densidad de energia total se conserva
localmente [ver seccidon (5.5)]. Entonces, esta version del
principio de equivalencia en teorias con torsién no nos conduce,

necesariamente, a una densidad de energia-momento conservada.

Ahora bien, si el campo de tétradas en lugar de cumplir con

(6.6.4a/b) posee la propiedad (6.6.5a/b):

2) »7:{/\ 6\03 (Xo\ = O
Ca
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entonces, de acuerdo con (4.3.7):

2 Auo (ey=0 (6.7.6)

reemplazando (6.7.3) y (6.7.6) en (6.7.2a/b) se obtiene:

S ~ i} o
T (T (OA\/(Q): v(T*®® ea)= O (6.7.7)

U (Th@) /)=t e 3, e ety (4

[_g M. foe ' Fa (6.7.8)
la anulacidén de la expresidn (6.7.8) dependera de la eleccién que
se haga del ofc Empleando, nuevamente, a aquél que se obtiene
de extraer una divergencia a {% . [{ }] (que es el usado en ECSK &
en SG) y recordando que, debido a (6.6.8), tanto 219,5 como como
la conexidén de Christoffel se anulan (en X= Xo), podemos aplicar
los resultados (5.5.21la/b) a éste caso con sb6lo sustituir:

}’1 - %P )s
JURN' - My

y concluir, tal como ocurre en (5.5.22), que:

<l
——
—

(& /1) (x,)= O (6.7.9)

En este caso, ademas, la definicién (6.5.3) nos dice también que:

r.T (£) (k) =0 (6.7.10)
[4

{mencionamos que cualquier [( que cumpla con (6.5.1), es decir
que sea una expresién con todos los indices contraidos construida a
partir de 9 ey y'a 9., + en las condiciones (6.6.8), debe anular su

correspondiente 'ﬁ{[T (€2)1).

fq
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Entonces la (6.7.7), conjuntamente con la (6.7.9), nos dicen
que el segundo tipo de campo de tétradas constituye un sistema de
referencia desde el cual la divergencia del tensor de
energia-momento total es cero. Notemos que los resultados (6.7.7),
(6.7.9) y (6.7.10) son idénticos a los (5.5.18), (5.5.22) y (5.4.6)
respectivamente, obtenidos en sistemas de referencia libremente
gravitantes en RG. Valen entonces en este caso, todas las
conclusiones que a partir de estos resultados se obtuvieron en la
seccidén (5.5). En particular, desde el sistema de referencia que

estamos analizando, se cumple que (ver [5.5.24)]:

i / '\'6('/7’ &) ds, - L ‘(T'egpAdgc’):O (6.7.11)
V —o IV 'y V-0 ¥
propiedad que, al igual que en 1la seccidén (5.5), denominaremos
conservacidén local de la energia-impulso. Esta propiedad que posee
el segundo campo de tétradas (y no el discutido en el primer caso),
permite considerarlo como un plausible sistema de referencia
libremente gravitante en teorias con torsidén. Observemos que no ha
sido demostrado que éste sea el uGnico sistema de referencia desde
el cual se cumpla la (6.7.11]), pero, cabe esperar qgque é&sta se
satisfaga, por ejemplo, desde el sistema de referencia propio de
una particula sometida s6lo a la interaccidn gravitatoria y 1libre

de fuerzas externas [una discusién mas completa sobre el tema se

realizara en la seccidn (7.2)].

Nos interesara ahora discutir las propiedades de conservacién
desde otros sistemas de referencia. Si recordamos la (6.7.2a):

S / Yy

T V=) T (6.7.12)

vemos que todas las propiedades de conservacién de 1los campos de
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Killing 6 Killing conforme (estos Gltimos en teorias con invarianza
conforme), analizados en la seccidén (5.5), pueden ser extendidas a

teorias con torsién haciendo la sustitucién:
MYy T 'mY (6.7.13)

(en variedades con torsidon, la invarianza conforme exigida a la

accién W, , definida en (6.2.5), lleva a que T = 0)

Asimismo, la (6.7.12) nos indica cual es la condicidén necesaria y
suficiente para que exista conservacidn de la energia o impulso de
la materia (incluyendo ahora en ésta uUltima a los campos vinculados
a la torsidn) en forma independiente de la energia-momento asociada

al tensor métrico. Esta es:

Toe i 1
2 au\) = O (6.7.14)

segin sea (6.7.14) una propiedad global del campo & (o del tensor
T'“f) 6 que valga s6lo en un punto, la conservacién resultaré
respectivamente global 6 local, en el sentido dado a éste ultimo
término en 1la seccidén (5.5). La magnitud conservada sera una
energla o un impulso segin sea el vector (& tipo tiempo o
espacial. En los casos en los que la variedad con torsidén admita,
por ejemplo, un campo de Killing temporal, se podra definir una
energia conservada. Notemos gque la existencia de un campo de
Killing temporal no implica que haya, ademds, uno espacial. Por
este motivo, el hecho que sea posible definir observadores de
Killing con energia conservada, no garantiza que el impulso, para

estos observadores, también se conserve.
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CAPITULO VII

APLICACIONES DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

7.1) TEORIAS SEMICLASICAS

El formalismo desarrollado a lo largo de la presente tesis nos ha

permitido definir energia e impulso en cualquier teoria que:
a) admita formulacién lagrangiana
b) las nociones de espacio y tiempo estén bien definidas

Este es el caso de las teorias formuladas en el espacio-tiempo de
Galileo (MC), en el espacio-tiempo de Minkowsky (RE), en variedades
riemannianas (RG) 6 variedades métricas con conexién afin no

-

necesariamente simétrica (ECSK 6 SG).

Si bien este trabajo ha sido realizado en el marco de 1la
mecanica no cuantica, es posible aplicar sus resultados a las
llamadas Teorias Semiclasicas (TS). Estas teorias, como es sabido,
consisten en wuna extension de la RG al campo cuantico en la que
86lo se cuantifican los campos de materia (sobre este tema puede
consultarse, por ejemplo, [12]). Debido a gque parten de una
formulacién lagrangiana y a que el tensor métrico es supuesto como
un campo clasico, ellas cumplen, entonces, con los mencionados

requerimientos a) y b).

Si, de acuerdo con el formalismo empleado en (3], suponemos
que es posible realizar wuna foliacién de la variedad mediante

hipersuperficies espaciales 2>, podemos interpretar a los

generadores ED [E.,Z5 ] como al hamiltoniano O al impulso del
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sistema, medido por aquellos observadores que, a un cierto tiempo,
yacen sobre 2% . Al tratarse ahora de un problema cuantico, el
hamiltoniano y el impulso definidos sobre estas hipersuperficies
deben ser considerados como operadores. Esos GUltimos actian en un
espacio de Hilbert cuyos vectores representan a los estados fisicos
del sistema [8], [12]), (31]). S8i, a un tiempo dado, el estado del
sistema corresponde al de particulas con una cierta energia, el
vector del espacio de Hilbert que lo represente sera un autovector
del operador hamiltoniano a ese tiempo. Al igual que en 1las
Teorias Cuanticas de Campos formuladas en el espacio-tiempo plano
(TCCP), los autovectores se construiran a partir del estado de
vacio del sistema (autovalor cero del operador numero de
particulas) mediante la aplicacién de los operadores de creacion
nate, Recordando que el hamiltoniano es una magnitud dependiente
de 1la hipersuperficie y, en consecuencia, de la foliacién,
concluimos que el conjunto de sus autovectores también lo serda. En
particular el estado vacio y todos los autoestados que a partir de
él se construyan, resultaran también dependientes de la foliaciédn.
Es decir, en las TS, estas magnitudes dependen del fluido de
observadores respecto del cual se construyen 1los operadores
cuanticos. Si es posible determinar una foliacidén para la cual el
hamiltoniano se conserve, entonces, el estado de vacio asociado a

esos observadores, quedara definido de manera tnica a lo largo de

toda la evolucion dinamica del sistema.

En este punto cabe recordar que existen notables diferencias
entre las TCCP y 1las TS en cuanto a la definicidn de estado de
vacio. En TCCP los operadores de creacidén y destruccidn (at,a) se
obtienen de manera tunica a partir del desarrollo en serie de
Fourier de los campos libres, suponiendo que estos toman valores en

el espacio de Minkowsky sobre una carta global plana (lorentziana).
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Esto es equivalente a emplear, para en espacio de Minkowsky,
unicamente foliaciones en hiperplanos espaciales 0,
equivalentemente, s6lo observadores inerciales. En las TS,
cualquier conjunto de observadores es, en principio, aceptable.
Cada uno de ellos posee un vacio caracteristico [32], no existiendo
ninguno que sea privilegiado. Destacamos que esta no unicidad del
vacio aparece también en el espacio-tiempo plano, si se admiten
sistemas de referencia acelerados (el vacio de Rindler es diferente

al de Minkowsky).

Una segunda diferencia radica en que el estado de vacio no
corresponde, en general, a un autovalor cero de la energia. En las
TS, al ser la densidad de energia una fuente, no sdlo su variacidn
posee significado fisico, sino que también su valor mismo lo posee.
Entonces, si bien en el plano se puede exigir que el valor medio
del hamiltoniano para estos estados sea cero, no podemos hacer lo
mismo en el curvo. Esto ha llevado a proponer, por ejemplo, que el
valor medio del hamiltoniano para el estado fundamental sea un
minimo (no necesariamente cero) respecto de su valor medio para

cualquier otro estado [33].
Si tenemos entonces en cuenta que, en las TS:
a) El campo gravitatorio no se cuantifica.

b) E1 vector del espacio de Hilbert que representa al estado de
vacio del sistema para un conjunto de observadores, se debe
determinar en cada hiperesuperficie espacial donde tome valores el

operador hamiltoniano.

c) Si el hamiltoniano no se conserva, el estado de vacio definido a
un cierto tiempo (para wuna cierta hipersuperficie), puede

representar un estado de no-vacio en un tiempo posterior (otra
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hipersuperficie).

concluimos gque, en TS, el vaclio asociado a un sistema de
observadores, quedard bien definido e independiente del tiempo sélo

si:

a’) La evolucién dinamica de la energia gravitatoria es

independiente de la de los campos de materia.

b’) E1 hamiltoniano de 1los campos de materia es un operador

conservado.
c’) Existe un sistema de referencia donde se cumplen a’) y b’).

Planteado el problema de este modo vemos que, para resolverlo,
necesitamos tener definido al hamiltoniano del sistema constituido
por los campos de materia y poder diferenciarlo del correspondiente
al campo gravitatorio. Ello ha sido realizado en los capitulos IV
y V [ver (4.1.1b), (5.2.8) y (5.4.1a) respectivamente]. Entonces
las condiciones a’), b’) y c¢’) seran satisfechas si existe un
sistema de referencia desde el cual, el hamiltoniano de los campos
de materia se conserve independientemente del hamiltoniano del
campo gravitatorio. De acuerdo con (5.5.17) y (6.7.14), el sistema

de referencia donde esto ocurra debera poseer la propiedad global:

MZTW%E Juv = © (7.1.1)

donde & es el vector tangente a la trayectoria de un sistema

continuo de observadores.

Como hemos visto, esta Ultima ecuacidén se satisface para 1los
fluidos de Killing &6 Killing conforme (en este Ultimo caso en
teorias con invarianza conforme). Esto explica porqué, tal como lo

habiamos indicado en la seccién (5.5), el wvacio obtenido
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minimizando la cantidad:

- T Yk _ ds
H flzs ¢ X (7.1.2)

K(X) : Campo de Killing temporal.
z> Hipersuperficie espacial ortogonal al

campo K(X).
llamado vacio de Killing, resulta totalmente satisfactorio.

Otra aplicacion del formalismo puede realizarse, por ejemplo,
en el espacio tiempo de Minkowsky para los llamados observadores
acelerados de Rindler. Como se muestra en [l12]) (pagina 109), el
sistema de coordenadas de Rindler permite definir hipersuperficies
espaciales sobre las cuales el estado de vaclio queda bien definido.
De acuerdo con nuestro tratamiento del problema, ello debe ocurrir
si, en cada punto de estas hipersuperficies, el campo de vectores
temporales ortogonales y el tensor de energia momento satisfacen la
la (7.1.1). A los efectos de comprobarlo consideremos al elemento

de arco desde este sistema de referencia (en dos dimensiones):

2 2‘5 2 2
do, = e " (d7%-437) (7.1.3)

donde: ’7 : vector tangente a la trayectoria de
un observador de Rindler.
E : es un vector tipo-tiempo.
Las coordenadas (} , f) se definen sobre cuatro cartas locales que
cubren M4, 1llamadas "R", "L", "F" y "P". Para la carta "R" la

transformacion que vincula a estas coordenadas con las coordenadas
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lorentzianas (X,t) es:

z—

7
e ‘Sh? (7.1.4a)

1]

X e;ch7 (7.1.4b)

[las otras tres son simetrias y reflexiones de las (7.1.4a/b)]
Ahora bien, la (7.1.3) nos dice que:
3y Juy = O (7.1.5)

es decir ’7 es un campo de Killing temporal:

f buv = o (7.1.6)

!

lo cual garantiza el cumplimiento de la propiedad global (7.1.1),
quedando nuevamente explicado porqué es posible definir un correcto

vacio para estos observadores acelerados.

7.2) PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA EN TEORIAS CON TORSION

En la seccidén (6.6) hemos presentado dos tipos de sistemas de
referencia con propiedades que se vinculaban, respectivamente, a la
posibilidad de anular la conexidén en un punto cualquiera Xo de 1la

variedad (la versidén del principio de equivalencia dada en [26])):

_ .«
(

|A%(>Co\ = O (7.2.1)

6 a la holonomia en el punto Xo del campo local de versores ?;:

C

}- JZQAA@J (o)=0 (7.2.2)

€a -e = JAB
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Luego, en la seccion (6.7), se discutieron las propiedades de
conservacién local de la energia-impulso total desde estos sistemas

de referencia resultando [ver (6.7.5)]:

S iomn —4—[ T_f_(_é’__'._é\*) dsg (Xo\:\-/‘ [Tuuf éa))(K,):T IMU5 ) tT-|-
v—-=0o Y 'y Ty “ q Tarv A
2 AP .
+'— éu 6 _-_’8 2 3 f 6 * °
E ( Sare)7er +‘}_>5f%(r“(6awe*\ *
L4 “‘((o ) /] u\) ’ /—D

donde X, & V

para sistemas con la propiedad (7.2.1) y [ver (6.7.11)]:

: { - © A
Lvm‘o ) S AN de, () = O (7.2.4)

para sistemas de referencia cuyos versores cumplan con la propiedad

(7.2.2).

Estos Ultimos resultados se pueden interpretar diciendo que,
para el primer sistema de referencia, en X= Xo, existen fuentes de
cuadrimpulso, mientras que en dicho punto, para el sistema de
referencia con la propiedad (7.2.2), ellas no existen. Notemos que
en este Ultimo caso la energia-impulso gravitatoria completa (del

tensor métrico y campos relacionados con la torsién) no se anula.

S6lo la energia impulso del tensor métrico se anula en X= Xo.

Ahora bien, si recordamos que el sistema fisico que tratamos
es un sistema cerrado ( j{ = ;4T ), esta variacidn local de
cuadrimpulso puesta de manifiesto en (7.2.3) podria atribuirse, por
ejemplo, a fuerzas inerciales debidas a la aceleraci6n del sistema

de referencia.
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Nos interesara ahora vincular los sistemas de referencia a los
que nos hemos referido con las trayectorias de observadores que
experimentarian las correspondientes propiedades de conservacidn.
Recordemos para ello que, de acuerdo a la seccidén (4.2), un fluido
de observadores define un campo de trayectorias cuyos vectores
tangentes, son de tipo temporal. Estos Ultimos seran unitarios si
las trayectorias se parametrizan con el tiempo propio de 1los
observadores. Llamaremos entonces, sistema de referencia propio
del observador a aquel cuyos versores (vectores unitarios tangentes
a las 1lineas coordenadas) constituyen un campo local de tétradas
tal que, en el punto X= Xo el versor temporal @o(xO) coincide con
el vector tangente a su trayectoria. Entonces, de acuerdo con lo
discutido precedentemente, podemos concluir que, en teorias con

torsién:

a) Aquellos observadores, cuyo sistema de referencia propio puede
definirse de modo que la conexidn afin se anule en un punto de la
variedad, encuentran gque el cuadrimpulso no es una magnitud

localmente conservada.

La ecuacién (7.2.3), escrita como:

Qima LITQ(?{_"'@*\ ds, - j(: - O

V—~0o V1% g
nos indica que s6lo sumando una cantidad de cuadrimpulso por unidad

de volumen equivalente a —,23 podremos lograr que el cuadrimpulso

total se conserve.

b) Aquellos observadores cuyo sistema de referencia propio puede
definirse de modo que la derivada de Lie de los versores de la
tétrada se anule en un punto, no experimentan, en dicho punto,

variacidén del cuadrimpulso del sistema.
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Cabe esperar que, para una particula libre de fuerzas externas, se
pueda siempre definir, en cada punto de su trayectoria, un sistema
de referencia local con estas caracteristicas. Por este motivo
diremos que el sistema de referencia de un observador cuya
trayectoria sea tal que su vector tangente (unitario) en cada punto
y sus vectores ortogonales espaciales posean la propiedad (7.2.2),

la cual puede expresarse también como:
< 4
[V, o 0ea= SUA &) o
constituye un sistema de referencia libremente gravitante. Por
todo lo expuesto consideramos gque esta Gltima propiedad de la
conexidn constituiria una versidn mas plausible del principio de
equivalencia en teorias con torsién que aquella que pide su
anulacién en un punto de 1la variedad. En lo sucesivo nos
referiremos a ella 1llamandola "segunda versidon del principio de

equivalencia”. Notemos gque, para el caso riemanniano, ambas

versiones coinciden.

Destacamos que, si bien 1la propiedades de conservacion
calculadas desde el sistema de referencia b) son las esperables
para un observador (particula de prueba) 1libre de interacciones
externas, no hemos demostrado que éste sea el Unico sistema de
referencia que las cumple. Cabe esperar que el sistema de
referencia propio de cualquier particula en interaccidén con otras
particulas y campos del sistema, cuya trayectoria haya sido
determinada mediante 1las ecuaciones de campo aplicadas a un
lagrangiano que no incluya términos de interaccién con sistemas
fisicos externos posea, también, las propiedades de conservacién

mencionadas. Esto no implica que, ademas, cumpla con la (7.2.2).
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A continuacidén veremos como las condiciones (7.2.1/2) nos
permiten determinar las caracteristicas locales de las trayectorias
de observadores del tipo a) 6 b). Comenzaremos discutiendo el
primer caso. Partiendo de la expresidén para la derivada de Lie del

tensor métrico dada en (4.3.7), es facil ver que:

& r
j@ ﬂu\):eoueeueb’)fé\ec+ek‘°9£e f/\ Cc (7.2.5)
C

e v &p Co

recordando que en estos sistemas de referencia se cumple (6.6.4):

C

4
L JdL e ] k)= S (4, (7.2.6)

y, reemplazando (7.2.6) en (7.2.5), obtenemos:

o{,\ Auv (%0} = [‘SC\, W 5“ V) (Xo) (7.2.7)
€c

teniendo, ademas, en cuenta que:

/ ‘ K
A ‘1u\> = Ve o, v 9 e, . (7.2.8)
ec ¢

de (7.2.7) resulta:

{3 ;5 -
“ . .
€% U, Cue + 2% U € =2 (5o +Senv) (7.2.9)

(e\ Tmoce YN !'' mo :.\)mg‘)

Recordando ahora que GC representa al conjunto de versores
unitarios ortogonales tangentes a las trayectorias en X= Xo,

tendremos que:

“ PRL
e e =4 > €7 9v.e,.=0 (7.2.10)

-

c C i ¢ G

puesto que la conexidn de Christoffel es métrica por definicidn.
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Reemplazando (7.2.10) en (7.2.9) Y usando el hecho que

S (¢w)v = 0, obtenemos:

M § ) c
e . U, @ = e“cec S (7.2.11)

ademas:

A i * -
€ cCe ST\ML: Kuvv“i“‘,_ec (7.2.12)

(3 e G e c .
donde K ., =1/2(SLAv -8y . tS.4 v):, €8 la contorsiodn

Finalmente, de (7.2.12) y (7.2.11) obtenemos:
e“c VA&, evc(xf»‘\: @) (7.2.13)

lo que nos dice que las trayectorias de los observadores del tipo

a) son, localmente, autoparalelas.

Para un observador del tipo b), de acuerdo con (7.2.2) y a

(4.3.7) tendremos:

’{6‘ 4., (XD=0 (7.2.14)

entonces, para un versor e del sistema, la (7.2.14), conjuntamente

con (7.2.8) y (7.2.10), nos dice que:

i1
7.2.15
enc: Vi €ve ()= O ( )

el decir, la trayectoria de estos observadores es una geodésica

(curva que minimiza la distancia).

Si, inversamente, consideramos a un observador cuya
trayectoria es una geodésica, entonces, siempre podra elegir como
sistema de referencia a aquel cuyos versores cumplan con la
prescripcién (7.2.2). Como hemos visto en (7.2.15), ello resulta
compatible con este tipo de trayectoria. Por supuesto que podré

elegir otro sistema de referencia que no cumpla con (7.2.2). Esto
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puede verse del hecho que los tres versores linealmente
independientes al vector tangente a la trayectoria geodésica pueden
elegirse arbitrariamente. ((7.2.2) y (7.2.15) no se implican

biunivocamente].

Observemos que nada de lo discutido hasta aqui nos permite
establecer cual debe ser 1la trayectoria de un observador.
Unicamente se han discutido algunas propiedades que pueden
deducirse a partir de las ecuaciones (7.2.1) y (7.2.2). La
cuestién relativa la determinacidén de la trayectoria real de wuna
particula no ha sido, hasta el momento, tratado. Este problema
puede resolverse s6lo a partir del tratamiento dinamico de 1la
interaccién materia-gravitacién. De su resultado dependera la
posibilidad de que un observador (considerado, por ejemplo, como
una particula de prueba) describa una cierta trayectoria. Recién a
partir de aqui podremos estudiar las propiedades de conservacién
asociadas al sistema de referencia propio del observador. Este

tema sera desarrollado en las secciones siguientes.

7.3) DINAMICA DE TRAYECTORIAS EN LAS TEORIAS DE CAMPOS GRAVITATORIOS

Y DE MATERIA QUE ADMITEN TORSION

Como hemos discutido en los capitulos precedentes, el principio de
equivalencia en RG se fundamenta en que, al ser la variedad
localmente plana, debe poderse definir en cada punto de ella un
sistema de referencia lorentziano respecto del cual, las leyes de
la fisica sean equivalentes a las de la bien conocida RE. Sabiendo
entonces que, para esta teoria, la trayectoria de una particula
libre es una recta en el espacio de cuatro dimensiones podemos,

mediante la aplicacidén del principio de equivalencia, predecir para
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RG una trayectoria geodésica, puesto que ésta es localmente wuna

recta.

Muy diferente es el caso de 1las teorias gravitatorias con
torsion. Si bien, al igual que en RG, las variedades donde ellas
se formulan resultan localmente planas (desde el punto de vista
métrico), no poseemos ninguna teoria fisica formulada en espacios
planos con torsién, que posea el grado de confirmacidén experimental
que tiene la RE. Los unicos principios de equivalencia aceptables
seradn entonces aquellos que, en el 1limite de torsién nula,
coincidan con el de RG. En la seccidén (7.2) hemos presentado dos
versiones de tal principio. Alll vimos que las caracteristicas de
la 1llamada segqgunda versién del principio de equivalencia, le
confieren cierta plausibilidad. De todos modos ninguna de ellas
es, por sl sola, suficiente para predecir qué tipo de trayectoria
seqguira una particula material en presencia de torsién. Deberemos,
entonces, en el marco de las teorias de campos en el que hemos
formulado la presente tesis, recurrir a la resolucidén del problema
dindmico completo de la interaccidén materia-gravitacidén. A partir
de alli, estudiar el limite clasico en el que un campo fisico puede

describir la trayectoria de una particula.

El estudio del comportamiento clasico de teorias con torsién
presenta, ademds, otros motivos de interés. Esto se debe a gue
teorias como, por ejemplo, la de ECSK, al no ser renormalizables,
no resultan predictivas a nivel cuantico. Por tal motivo, y en el
mejor de los casos, deben ser consideradas como el 1limite clasico
de alguna teoria cudantica renormalizable. Sus consecuencias
fenomenoldgicas deberian buscarse, eventualmente, a este nivel. Si
la aparicién de la torsion trae aparejada modificaciones a

trayectorias de objetos materiales, podria implementarse algin
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modelo aplicable, por ejemplo a 1la astrofisica, que esté en
condiciones de confrontar sus resultados con los de la RG en un
modelo andlogo. Trabajando en esta direccién en [34] hallamos que,
si se conoce la estructura de una estrella a un cierto orden de
desarrollo post-newtoniano de sus parametros caracteristicos, las
perturbaciones a trayectorias de particulas de prueba en su entorno
podrian atribuirse al espin no promediado a cero de la materia

constituyente de la estrella, es decir, a la torsién.

Donde el interés del estudio del limite clasico de teorias con
torsidn adquiere mayor importancia, es en SG N=1. Como es sabido,
esta teoria, a diferencia de la de ECSK resulta cuanticamente
predictiva. Efectivamente, al menos 1los primeros oOrdenes de
desarrollo en 1la constante de Planck (H) de 1la matriz de
scattering, son finitos. Esto la diferencia también de RG, la cual
no ofrece resultados conmensurables a ningin orden en h, en =zonas
del espacio donde el escalar de curvatura sea no nulo [19]. De
todos modos las predicciones cuanticas de SG distan mucho de estar
en condiciones de ser corroboradas experimentalmente de manera
directa. Esto se debe a que para producir un scattering que
involucre a pariculas tales como el gravitdn 6 el gravitino, se
requiere una gran cantidad de energia. Al igual que en ECSK
deberemos entonces recurrir al limite clasico a fin de encontrar
eventuales consecuencias observacionales en condiciones de ser
confrontadas con 1la experiencia. La diferencia es que ahora el
limite proviene de una teoria que posee mejor comportamiento
cuantico. Ademas la SG resultaria ser el limite de bajas energias
de Supercuerdas, teoria esta dltima que, tal vez, tenga un
comportamiento cuantico no divergente a todo orden en h [35]. En
esta linea de trabajo, y en el marco de SG N=1, en [36]) se

encuentra que la presencia del gravitino y, en consecuencia de la
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torsidén, se puede vincular con desviaciones en el espectro de
emision de una estrella, respecto del predicho por RG. En cuanto
al problema de las trayectorias de particulas de prueba, en [37],
mediante el estudio del tensor de energia momento de la materia, se

discuten posibles apartamientos de la ley de Newton.

En lo que respecta al tema de la interaccidén con 1la materia,
existe todavia, wuna importante diferencia entre 1las teorias
gravitatorias que, tales como la de ECSK, no son supersimétricas y
la SG. En las primeras no existe ninguna prescripcién especifica
respecto de cémo debe ser el acople materia-gravitacién.
Inspirados en la RE podemos, por ejemplo, emplear el acople minimo.
Esto es, transformar los términos <cinéticos 1libres de RE en
interactuantes con la gravedad, sustituyendo 1las derivadas

parciales por derivadas covariantes.

-
Qw,___-, Y (7.3.1)

Este acople estd basado en la version del principio de equivalencia
dada en [26) [ver secciones (6.6) y (6.7)]. Dadas las dificultades
de interpretacidon que, de acuerdo con lo discutido al comienzo de
la presente seccidon, poseen estos principios, nada impediria
emplear otro tipo de acople en lugar del minimo. Debemos ain notar
que, ademas del acople minimo, existen otros modos de proponer
términos interactivos con la materia que, al igual que aquél, se

anulan en el limite plano. Por ejemplo, el acople conforme:

3 Ryﬁz (7.3.2)

donde 5 es Real
}5 es un campo de materia
R es el escalar de curvatura

cumple con esta prescripcidén para el caso R= 0.
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Por otro lado, y teniendo en cuenta que la supersimetria
podria jugar un papel importante en la formulacién de teorias
cudnticas gravitatorias finitas, parece natural estudiar acoples
materia-gravitacidén que hagan supersimétrico al lagrangiano total.
Recordemos que en supergravedades extendidas N=2,.....,8 [6], la
materia entra en el lagrangiano como multipletes de gauge del grupo
de las supersimetrias. Dada la importancia que, de acuerdo con
[35], podria adquirir SG N=1 frente a las restantes
supergravedades, nos interesara estudiar el problema de las
trayectorias de particulas materiales moviéndose en el campo de
fondo de ésta teoria. De acuerdo con lo discutido , acoplaremos a
la materia mediante un multiplete supersimétrico. Esto es, un
conjunto de campos materiales gque, frente a una supersimetria,
dejan invariante al lagrangiano total del sistema. En particular,
trataremos el caso del multiplete de Wess-Zumino (ver (6] pégina
198). Teniendo en cuenta que a este multiplete es posible darle
masa (mediante mecanismos como 1los descriptos, por ejemplo en
[38)), podemos servirnos de él para describir el comportamiento de
la materia en interaccidn supersimétrica con la gravitacioén. El
tratamiento dindmico del problema nos informara ahora acerca del
tipo de trayectoria descripta por 1las particulas que, a nivel
clasico, representa este multiplete. Entonces, por un lado,
poseemos un sistema de referencia que cumple con un principio de
conservacion de la energia-impulso y que asegura que los
observadores fijos a €l deben sequir geodésicas. Por otro 1lado,
disponemos de un plausible acople supersimétrico, capaz de predecir
trayectorias mediante el correspondiente tratamiento dinamico. Si
las trayectorias geodésicas no son solucidén del problema dindmico,
entonces, las particulas libremente gravitantes en variedades con

torsion, tal como las hemos definido, no aparecerian. El
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multiplete produciria particulas en interaccién a las que no seria
posible considerar como desacopladas unas de otras. Por supuesto
que siempre sera posible postular una trayectoria geodésica (aln
con torsién) y construir el lagrangiano de interaccidn que la
produzca. Pero el acople obtenido por este camino, sera pasible de
las mismas criticas que previamente les hemos hecho a los acoples

minimos.

Por otro lado, puede ocurrir que , de resolver el problema con
acople supersimétrico, hallemos que, en el limite clasico y en
presencia de torsién, existan ciertas particulas que describan
geodésicas. Entonces, dado el resultado (7.2.15), podremos elegir
al sistema de referencia de la particula de modo que se cumpla
(7.2.2). Esto es, que el vector tangente a su trayectoria sea e y

gque el conjunto é; (A= 0,1,2,3) cumpla con:

A
:([« em (X.}) = O (7.3.3)
Ca

verificandose, desde este sistema de referencia, las propiedades de
conservacioén de la energia momento discutidas previamente.
Postergaremos momentaneamente el analisis de esta Qltima
posiblildad, retomandolo en la seccion siguiente, donde las
consecuencias clasicas de 1los acoples supersimétricos serén

tratadas con detalle.

Con esta discusién hemos querido poner en relieve la
insuficiencia de wun principio de equivalencia en teorias con
torsidén para, a partir de él, proponer términos de interaccidén &
trayectorias. En RG, ademdas de proponer gque la variedad sea
localmente plana se necesité del concurso de una teoria bien
fundamentada (como la RE), para hacer del principio de equivalencia

una herramienta atil. En SG, la exigencia de condiciones
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-

geométricas tales como (7.2.1) 6 (7.2.2) sobre posibles sistemas de
referencia libremente gravitantes, s6lo nos informa sobre 1las
propiedades de conservacién que se observarian desde distintos
sistemas de referencia. La pregunta acerca de cudl debe ser la
trayectoria de un observador (particula) real, s6lo lo puede
responder la dindmica de las interacciones de la materia con la
geometria (g, ., %ﬁ,)° No disponiendo de una teoria acabada de
estas interacciones, proponemos como plausible la del acople

supersimétrico.

7.4) TRAYECTORIAS DE PARTICULAS ACOPLADAS SUPERSIMETRICAMENTE EN

SG N=1

De acuerdo con 1lo discutido en 1las secciones precedentes, el
movimiento de particulas materiales no dependera exclusivamente de
la geometria de 1la variedad, sino que dependera, ademas, del
lagrangiano de interaccidén que se emplee. Si la supersimetria ha
de jugar un papel importante en la formulacidén de 1las teorias
cuanticas gravitatorias, entonces, el lagrangiano del sistema
fisico debe incluir a 1la materia como una representacidén del

supergrupo de Poincaré [ver final de la seccidn (6.1)].

La primer representacidén lineal no trivial del supergrupo es
el multiplete <chiral de Wess-Zumino (A,B,N\ ) [6], [39]). Hasta el
primer orden en la constante de acople gravitatoria X@_

( )CZ =8 Gc':> , G= constante de gravitacion universal), el
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correspondiente lagrangiano acoplado supersimétricamente

(supersimetria local) con SG N=1 es:

JM -5 [Du A A ~3, BB ] A“‘L

£ N D@l N - X "/_L(BA s r'-g\éu}\ (7.4.1)

lia
donde: e = ldet g |

A : campo escalar.

o]

campo seudoescalar.
)\ : campo de espin 1/2 en la representacidn

de Majorana.

)\ ] >f K<)
o o 4
8 '(41 c1>>

D(w(e)]): derivada covariante definida con la conexién

espinorial sin torsidn.
donde hemos despreciado las potencias mads altas en . debido a
que, en el posterior tratamiento macroscdpico del problema, las
distancias tipicas seran consideradas mucho m&s grandes que la

longitud de Planck.

El problema dinamico completo se describira, entonces,

mediante:

(jT = y{%Jr ‘fm + o (¥£) (7.4.2)

donde 5{56 es el lagrangiano de 1la Supergravedad N=1, cuya

expresién ha sido dada en (6.1.12).
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Teniendo en cuenta que el comportamiento cuantico del gravitodn
(guy) y del gravitino ( %&/) se manifiesta a muy altas energias,
realizaremos un tratamiento semiclasico del sistema. Esto nos
permitira encarar el problema de particulas moviéndose en una
variedad curva con torsidn (UA), cuya geometria esta provista por
la métrica y el gravitino (ver [40]). Este Ultimo campo, de

acuerdo con (6.1.18), sera el responsable de la torsién:

A r e RV
6UV = eA G‘( PM\) = }—;‘u>:%tx k (7.4.3)

La ecuaciones de campo obtenidas a partir del lagrangiano (7.4.1),

correspondientes a los tres campos de materia A;B;)\, son:

OA-2 L3, 0t )a 2" N+ 578~ EP)\] =0 (7.4.4a)
D - e[, (H‘Vu\ 37¥ B A ‘?%cpb':—)?S“AP)\]:O (7.4.4b)
DX 2 > Arivg n)a™ o (7.4.4c)

Lo que nos muestra que, de acuerdo con lo discutido en 1la seccidn
(7.3), 1las particulas qgque describen estos campos, ademds de
interactuar con 1la geometria (9uy i YL-)' estan en mutua
interaccion. Si consideramos que una particula libremente
gravitante s6lo interactia con 1la geometria, las particulas
A,B, A, en principio, no lo son. Recordemos, de todos modos, que
el problema de 1la trayectoria es completamente <clasico y el
tratamiento desarrollado hasta aquli corresponde al de campos
cuanticos. S806lo el limite clasico de 1las ecuaciones de campo
(7.4.4) nos permitira sacar conclusiones respecto del tipo de

movimiento descripto por estas particulas.
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Procederemos entonces a realizar el tratamiento semiclasico
del problema introduciendo 1la expansién WKB de los campos A,B,)\

(ver, por ejemplo, [40] y ([42]):

g ™M
Ay =exp [(5,00/h]1& GCRYA )4 he. (7.4.5a)
MmO

Bexy .enp [ 5 0N H]Z CERTB (o) + he

w.o

(7.4.5b)

con S,, :fase que consideraremos real

In

Para el campo de espin 1/2, denotaremos al espinor fila AT como
T
A -(AL,,AH, XS'ALe)' donde 1las )\L (-X&) son las componentes

"left" ("right"). En la representacidén de Mayorana, se satisface
p 3

LI

~2(o—£>
PV o

Entonces la expansion WKB del espinor la escribiremos como:

1
la condicidén de vinculo /X R = -6.)\ donde la matriz de Pauli

(;2 vale:

20
N = 2.
R M= O (7.4.5c¢)

20
M - s
(Y A Ky enb (S0 /R) 2_& M N e
" M3
con /\QM - )\n.,\ exp(iS)\(X)/'f{)

S )\ : fase que, al igual que en el caso escalar,

consideraremos real

Ahora estamos en condiciones de encarar el problema del
comportamiento clasico del multiplete. Este se obtiene
sustituyendo las expresiones (7.4.5) en las (7.4.4) y tomando el

limite cuando f ---> 0. El resultado es:

(VY
= (7.4.6a)
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M
¥ 5,5, =0 (7.4.6b)

(3LO\EE>KH-6LL€>X + (¥ %LIAo\bf,bf>€>A?5bt+

-2V, By 60?5(359,‘0“'—_—0 (7.4.6c)
donde Ko = Ao sen(S,(X)/h) Bo= Bo sen(Sg(X)/h)

~ l\l+ ~ 4

)\o = (ARO ' l-o)

Ahora bien, estos campos representaran particulas clasicas si las
fases S, , S,, S» pueden ser consideradas como la funcién principal
de Hamilton de un sistema clasico de particulas. En este caso los
respectivos momentos candnicos resultaran ser:

Q.Mm;“‘BAéNAAA\ 47
Teniendo en cuenta que estamos interesados en el estudio del
movimiento de particulas materiales, necesitaremos que el
multiplete describa particulas masivas. Como es sabido, el
mecanismo gque se emplea para dar masa a los campos supersimétricos
implica una ruptura de supersimetria. Este procedimiento trae

aparejada la aparicidén de términos en el lagrangiano del tipo (ver

(41]) y (38)]:

2 L <~
A v AL ; I me B Lo RPN (7.4.8)
2 R 2 HRr 2 W

que se interpretan, entonces, como términos de masa de los campos
A,B, \ . Este mecanismo de ruptura puede llevarse a cabo de modo
que el comportamiento cuantico finito del sistema no se vea
perturbado (ain en el caso en el que las masas sean diferentes)

(6].
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La inclusién de términos masivos hace que las ecuaciones

(7.4.6) resulten ahora:

M
!
P ay Pay = - iy (7.4.9a)

Py Piay =- Nia (7.4.9b)

/\(,be/%\-mf\<§=v (7.4.9¢c)

-

- . ~
donde: V = V (F, B Po )= -2 Y ( "\\;/VA «C Kv}go%\hw

Antes de continuar, discutiremos brevemente el significado fisico
de las ecuaciones (7.4.9a/b). En primer lugar notamos que estas
ecuaciones se satisfacen si el momento canénico P‘~(A7&) coincide

con el momento ordinario U,, donde U es el

pm,u,(g) =m ALn

cuadrivector temporal ortogonal a las hipersuperficies de fase

S (a,a) CcOnstante (U“UL-—I). Entonces:

{ "
Ju,(A\ _-m‘ p&(k) (7.4.108)

4
Luwy z ~ (5 (7.4.10Db)

e o,

Tomando la derivada covariante de Christoffel de 1las (7.4.10)

obtenemos:

il 3 §3 N 3
=\ v - (7.4.11)
v\) Uu-(bls) b V“\' U\)(A.'ﬁ) - ( v “‘6@15) VME\)g( A,Q))
LTIV
donde hemos usado la (7.4.7). Teniendo en cuenta que 1la conexién

de Christoffel es simétrica y que ?%J\4f- 0, resulta:

¢

\V, U O (7.4.12)

4y iaa) =

(el simbolo [v 4] expresa la anticonmutacidén de los indices).

Cv
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Ademas:
33 w1
W ( \/ -
VJ(U(...,PMW\ =2 Yam) Ve Vuaa) = © (7.4.13)
A
puesto que UlM;\UMMm)-—l
finalmente de las (7.4.13/14), concluimos que:
k}(A'b) vu.u(,'\klg):' (7.4.14)

Este resultado nos dice que 1las particulas escalares A y B,
acopladas supersimétricamente con la SG N=1, describen trayectorias
geodésicas sobre 1la variedad cuya curvatura y torsidén vienen

fijadas por los campos g, , Yy %L_.

En la seccidén (7.2) mostramos que, en aquel sistema de
referencia cuyos versores QA(X) (A=0,1,2,3) cumplen con 1la

condicién [ver (7.2.15)]):

F. éoxn=o0

€a

(7.4.15)

donde e: €un ™ 7A&. y "Xo" es un punto cualquiera de la variedad.

entonces también ocurrira que:

i -
e“C v“-ec -o (7.4.16)

Es decir, la trayectoria (7.4.14) es compatible con 1la eleccién
como sistema de referencia de 1la particula a aquel que cumple

(7.4.15). Bastara para ello hacer:
- A
U(X,) = €, (Xs) (7.4.17)

y al resto de los versores suponerlos como tangentes a geodésicas

espaciales ortogonales a la trayectoria de 1la particula.
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Recordemos que la existencia de tal sistema de referencia no esta
condicionado por ninguna especificacidn sobre el tipo de acople de
la materia con la gravitacidén. Su eleccién es siempre posible,
pero, si la particula describe una geodésica, podrad constitirse en
su sistema propio de referencia. Como sabemos, desde este sistema,
la energia-impulso cumple un principio de conservacién local [ver
(6.7.11)). Esta propiedad es andloga a la que poseen los sistemas
de referencia libremente gravitantes en RG. Ella resulta, ademés,
una propiedad deseable para un sistema de referencia no acelerado
[ver discusién al respecto en la seccidén (7.2)). La posibilidad de
elegir este sistema propio para 1las particulas escalares del
multiplete, nos permite decir que los campos A y B representan, en
el 1limite clasico, a particulas libremente gravitantes. Por
inspeccién del lagrangiano de Wess-Zumino vemos que la interaccidén
de estos campos con la geometria, en el limite clasico, esta dada

unicamente por el término cinético:

)
Jo¢ - ~§2 e /'5 d, D 6“‘) (7.4.18)

¢; : campo escalar o seudo escalar
puesto que, en el limite fi= 0, no existen términos de interaccién
de estos campos con los campos de espin 1/2 ni con el gravitino.
Esto Ultimo se pone de manifiesto en las ecuaciones (7.4.6) donde
las fuentes, para los campos escalares, se han anulado. La
(7.4.18) resulta, pues, la interaccidn correspondiente a particulas

libremente gravitantes en SG N=1.

Volviendo ahora a 1la ecuacién (7.4.9c), vemos que ella
representa la ecuacidon de campo de una particula de espin 1/2, en

presencia de fuentes. Debido al término de interaccién en el
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lagrangiano (7.4.1), cabe esperar que el momento candnico y el
momento ordinario no coincidan (lo mismo ocurre en la mecanica
clasica para el caso de wuna particula cargada en presencia de
campos electromagnéticos). Proponemos, entonces, gque el momento

candnico se descomponga en la suma:

P’*)\ =y Uinm + Z™ (7.4.19)

donde Z “-es una magnitud vectorial que depende del lagrangiano de

interaccién.

(en el Apéndice III se justifica esta descomposicién para el
momento candnico, mostrandose que el limite clasico del lagrangiano
de interaccidn para las particulas de espin 1/2 depende de su

velocidad)

Reemplazando (7.4.19) en (7.4.9c) resulta que:

N (X% mx Wiay - omn +%° B“ZH)T—V (7.4.20)

esta ultima ecuacidn algebraica se satisface para:

;\0 7. V4 (7.4.21)
y:

io C ¥y *™a] =0 (7.4.22)
donde se ha tenido en cuenta que ({ B“}"Xv}- Zg“o. La ecuacién

(7.4.22) tiene la conocida solucién:

—
v

No = L, OV, (P) « G, (X)V, (k) (7.4.23)

donde 3.(p) Y Vl(p) son las dos soluciones linealmente

independientes, en el espacio de los momentos, para los espinores
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de Majorana.

A partir de (7.4.21) podemos obtener la expresidn de z" en

N ——
funcién de XMoo vy del término de interaccién V. Reemplazando el

resultado en (7.4.19) resulta que:

N T M N
P(A\ = M U‘?\) - VK_\‘LXO (7.4.24)
4 X Ae

Partiendo ahora de (7.4.7) y, teniendo en cuenta la (7.2.24) y que

3 [uv]S = 0 obtenemos:

- 5'\/
| e VELT A (7.4.25)

N 4 Xy No

Bu ClvaA\ =

Ademas se cumple la identidad geométrica:
v [ ¥
o M -
dpm Vany U SRR ch Un]u\) Svu UW(A\ Uu)"

Whe ¢
ST O B VLV INTENY (7.4.26)

Estas dos ultimas ecuaciones nos dicen, finalmente, que:

¢
VY N
J (X)) Vi Uy (Ay 7 X L (A \Cuv (7.4.27)

donde hemos definido a la magnitud tensorial (antisimétrica) f,,

como

_ o ) ~ ¢ ~
](u\, = B_CA_- \PU- (Ao Mma UA) - \(5 Bo u“""bxxu]xs/\o”""za)
27)‘;0’)‘( A A A
La ecuacién (7.4.27) nos permite concluir que, en el 1limite
completamente <clasico, las particulas de espin 1/2 del multiplete,
no siguen trayectorias geodésicas. La magnitud tensorial f .y €8/
pues, la responsable de este comportamiento de las particulas
espinoriales. A los efectos de interpretar con mayor «claridad su

dependencia con las variables fisicas macroscopicas de las
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particulas del multiplete, expresaremos a las amplitudes A,, B, Yy
%Y

XN, en funcién de las densidades de masa en reposo ({; 'ﬂb' e\) de
dichas particulas. Para ello emplearemos 1los resultados del

Apéndice III, del cual extraemos las siguientes relaciones:

2 ~
_ A, ot c? ‘5 Mo C - >\°
ﬁ\ ey .- h—z&)p’\ (

que, reemplazadas en (7.4.28) nos permiten obtener:

oM, C (7.4.29)

.:'}yz

NIQ

ST
'gu\) :B[“& ‘(PAL A B)J(M>33]X /\ (7.4.30)

con: VA B= fA B sen(S, (K\/ﬁ)
No debemos creer que el resultado obtenido en (7.4.27) posee un
caracter general, valido para todas las particulas de espin 1/2
moviéndose en una variedad métrica con torsién. Por ejemplo en
[42) se muestra que para el caso de acople minimo con la
gravitacidon, estas particulas deben seguir geodésicas (atn en el
caso de torsidén no nula). El movimiento no geodésico previsto para
las partculas espinoriales debe entenderse, entonces, como una

consecuencia del acople supersimétrico.

De este modo, podemos concluir que, en principio, el sistema
propio de las particulas de espin 1/2 no podra definirse de manera
gque cumpla con (7.4.15). Estas particulas deben, entonces,
considerarse como aceleradas. En la seccidn siguiente ofreceremos
un calculo explicito de la pérdida de energia por unidad de tiempo,

que ellas experimentan desde su sistema propio.

Por Gltimo mencionamos gque el acople supersimétrico, no
predice trayectorias compatibles con sistemas propios de referencia

para los cuales se anule la conexién de Cartan (autoparalelas).
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7.5) BALANCE ENERGETICO EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LAS PARTICULAS

DEL MULTIPLETE

Los resultados del Capitulo VI, conjuntamente con los de la seccidn
precedente, nos permiten encarar el calculo explicito del flujo de
energia medido desde el sistema de referencia propio de la
particulas del multiplete de Wess-Zumino. Efectivamente, de

acuerdo con (5.5.23), esta cantidad puede calcularse a partir de:

$ 3 0
Ve(_‘_Te(a\):hm A T;‘_(e) 45, (7.5.1)
o veoV Y, &
donde f?fb : es la densidad de energia-momento.

5 : es el vector tangente a una linea coordenada
del sistema de referencia.
Si suponemos que & es un vector de tipo temporal, entonces
To(ﬁ )( (g 31 , representara a la energia del sistema por unidad de
volumen tridimensional. Por lo tanto, la integral del lado derecho
de la ecuacién (7.5.1) sera el flujo total de energia a través de
la superficie cerrada ;)V, por unidad de volumen puadridimensional.

O sea:

v (2 T°%ey): bm 28 o d O o= 93 (7.5.2)

6 g W0 AV  gX© E

donde 7 = dE/dv , E: energia, av =dx'dx’ax>/g  Av-dx%w

X% : (i=1,2,3) coordenadas espaciales

X° : coordenada temporal
A partir de su definicidn vemos que las unidades del flujo /<£
son:

72

Co1= 0" /%01l

(
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Para referirnos ahora a las particulas del multiplete, vamos a
suponer que & = U -ao. En este caso, de acuerdo con lo
discutido en la seccidn (7.4), sera posible elegir un sistema de
referencia propio para la particula de modo que se cumpla la
(7.4.15):

A
j,\ eQ :o rlQ=o’L‘2'6
€e

i)
Yy, por (6.7.7) y (6.7.9), hallar que Vevf( 6)/{3}0. Entonces:

Qima Lf Te(Up,g,)\ dsgzo (7.5.3)
v=o VN g

Es decir, el flujo de energia de 1los campos dgravitatorios y de
materia, a través de )V es cero. Ademds, desde este sistema de
referencia, también es cero el flujo de energia de 1los campos de
materia en forma separada del correspondiente a los demds campos.
Esto puede comprobarse facilmente considerando, en la densidad de
energia de los campos de materia y gravitino T::,(U“a)), s6lo a la
contribucién de 1los campos de materia escalar (los cuales,

clasicamente, se desacoplan del campo gravitinico y de espin 1/2):

AL A v
Tese  Cvmm)= Yoo v Vs, (7.5.4)
con: -
T'n\) -_z/rg (S fd¢ A_I
ESC 86 o
;{Q,: La densidad lagrangiana definida en (7.4.18)
y calculando:
g, L vy
VT () S Tee & gu (7.5.5)
v

TXS)

expresion que de acuerdo a (6.7.2a) representa al flujo local de
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energia de 1los campos de materia. Teniendo en cuenta que el
sistema de referencia de las particulas escalares siempre puede

elegirse de modo que:

14 -
/ Juv = ©
PITRS .
concluimos que, desde este sistema local de referencia, la energla
de 1los campos de materia es una magnitud conservada. Observamos
que la propiedad de conservacidén de la energia de cada campo fisico

por separado se producira toda vez que el sistema de referencia

desde el cual se la calcula cumpla con la (7.4.15).

Por otro lado, a partir de nuestro formalismo, estamos en
condiciones de calcular también el flujo de energia del sistema
constituido por las particulas de espin 1/2, medido desde el
sistema de referencia propio de estas particulas. Efectivamente,

si del tensor de energia-momento:

uy
TV o2 cWm Ddu, f AR N] (7.5.6)
Q?} zs@»v
con:
W m= ﬂfs * f&s* Ofm ) Ug d'x
7 - _uv e Cu P ug -
[ver (6.1.8)])
-y
o )‘;\';‘(vDP\{/r [ver (6.1.12)]

d(”n: densidad lagrangiana definida en (7.4.1)

consideramos s6lo la contribucién de 1los campos de espin 1/2

presentes en d( y tomamos el limite clasico (Ver Apéndice II),

v
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el resultado es:

(w™')
vy
—_— p “ ) o
iy = })\ U(A)U(A‘ - = B 0(7-1_ (7.5.7)
(9 ¥ gquo

('t

_ ~ . ~ A, ~
con: "{.L - -Q_XCQ (PP( FAHZ)/(,A\‘FLXF)K 1}/(5)>X’,>\°

Foe Raenlon

lo cual nos permite calcular:

(r7")
) . o ~pow v 2y d (7.5.8)
{/2: e(f‘g iy ) = Ty }U%\ﬂwq_fumum-% 39;]

Si recordamos que el sistema fisico constituido por 1los campos
gravitatorios Y de materia es un sistema cerrado, podemos
interpretar que esta ultima expresién es una medida del intercambio
de energia entre las particulas de espin 1/2 y las restantes

particulas y campos que constituyen el sistema.

Por otro lado:
¢ R

T ju Yo = D% L Vs Yoy vt Ve, T =

(™

£
N (7.5.9)
=V CA) VM Ucr\\\)

en cuya obtencidén se tuvo en cuenta que la conexién de Christoffel

es métrica, que qﬁ:U“h;-l Y que, en consecuencia:
" &3 o
U“\ Vv Uk= (7.5.10)
Reemplazando (7.4.27) en (7.5.9), se halla que:

A
U a'{ Quy = VL Tuv (7.5.11)
U(,\\
f,y: el tensor antisimétrico definido en

(7.4.27)
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Entonces:

H .5.
/; U‘:M u‘j“ }\{A?u\, =X /‘/\ U\:A\U(x) er: O (7.5.12)

debido a la antisimetria del tensor va.

Usando este resultado en (7.5.8) obtenemos:
(h')
92 2 yida) 4

“2 rg_ B Su&\)

Ahora s6lo nos falta calcular la derivada de Lie del tensor

(7.5.13)

métrico. Esto puede hacerse resolviendo 1la ecuacidén de la
trayectoria (7.4.27) de las particulas de espin 1/2 y expresando a
la velocidad Uiny en funcién de los campos g,, Y V%L . Bastara

ahora calcular:

r r P
é{U e\““ = Ui \}Sp ﬁuv* %pvkuucﬁ)*gupkvutm (7.5.14)
()

e introducirlo en (7.5.13), con 1lo cual el problema esta,

formalmente, resuelto.

Si en lugar de interesarnos el resultado exacto de (7.5.13)
s§6lo deseamos obtener oOrdenes de magnitud, la expresidén (7.5.11)
nos puede ser de mucha utilidad. Efectivamente ella nos informa
sobre la "proyeccién" de la componente "4" del tensor de dos
indices%UAgM\) en la direccién del vector tangente a la
trayector;;\ de la particula (U . Definiendo entonces al campo de
tétradas'@A(X) (A= 0,1,2,3), de modo que el versor temporal G;(x)
sea:

A

€ (X)) = Uy 79) (7.5.15)

la (7.5.11) puede escribirse como:

H

., 4

e, f Auv = X €, {— (7.5.16)
LV TRV



176

o bien:

jum%mv - x{-(ow (7.5.17)

donde hemos empleado la notacidon de componentes mixtas (o),\V cuyo
significado es:
(0): componente temporal en el sistema propio de
la particula.
Y : componente curvilinea génerica.

M(o)vy = M(€5,8,), M tensor cualquiera de dos indices

Si suponemos ahora que las cantidades‘f g Y f' tienen el

Uiay uy Uy g(o\\)
mismo orden de magnitud. O sea:

f- ~ j/ (7.5.18)
[)Q\\ 6”\) Ul)\\ 9(0\\)
donde el simbolo ~ significa: "igual orden de magnitud"

Entonces de (7.5.17), (7.5.18) y (7.5.13), concluimos que:
(n“\
;>
,/{12 AV ?:-
9‘ ;) @o\v

En la seccidn siguiente haremos uso de este ultimo resultado para

2 ) 5.
2% 5 .ﬁo\\) (7.5.19)

estimar el intercambio de energia entre las particulas de espin 1/2
del multiplete y el resto del sistema fisico. Como veremos, ello
nos permitirda expresar a las variables dinamicas clasicas de la
materia supersimétrica en funcién de parametros observacionales.

Estos Ultimos podrian relacionarse con sistemas fisicos reales.

7.6) FLUJO DE ENERGIA EN FUNCION DE PARAMETROS OBSERVACIONALES PARA
UN MODELO DE MATERIA SUPERSIMETRICA EN INTERACCION CON SG N=1
En esta Gltima seccidén nos proponemos implementar un modelo para el

cual puedan aplicarse 1los resultados obtenidos precedentemente.
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Supondremos para ello que la fuente de SG N=1 es un cuerpo central
de radio R con wuna distribucién de masa con simetria esférica y

valor no nulo del campo de gravitino en su superficie:

¥ (Ry# O (7.6.1)

de modo que sus soluciones externas generen torsién. Si admitimos
que en el exterior la materia se acopla con SG N=1 mediante el
multiplete de Wess-Zumino, la dinamica del sistema vendra gobernada

por el lagrangiano (7.4.2).

Consideremos ahora a las particulas clasicas de espin 1/2 del
multiplete supersimétrico. De acuerdo con los resultados de la
seccidén (7.4), ellas describiran, en el exterior de la fuente, un
movimiento no geodésico. En la seccidén (7.5) hemos mostrado,
ademas, que estas particulas deberian experimentar una variacidn de
energia por unidad de tiempo equivalente a 1la calculada en
(7.5.13). Lo mismo habra de ocurrir, entonces, con wun cuerpo
macroscopico en cuya constitucidén predomine este tipo de materia.

Haremos a continuacidn las siguientes hipdtesis:

a) las soluciones externas del tensor métrico y del gravitino no
son sensiblemente diferentes de las soluciones externas de SG N=1
libre. Es decir, hacemos la hipotesis que el multiplete es materia

de prueba.

b) el sistema fisico que vamos a describir admite una solucién
externa cuasi-Minkowsky para el tensor métrico y que, siguiendo el
formalismo empleado en [43), cap.9, es posible desarrollar a todas
las magnitudes en funcidén de las cantidades ¥, M y r, las cuales
representan los valores tipicos de velocidad, masa y distancia del
sistema. A la velocidad tipica, considerada mucho menor que la

velocidad de la luz, se la supone del orden de GM/f (G: constante
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de gravitacién universal)

En el marco de estas dos hipotesis impondremos condiciones
iniciales de modo que cuerpo se mueva en en torno a la masa central
a una distancia suficientemente lejana del radio de Schwarzschild
(d>>2MG). Entonces, siguiendo a C. Will ([44]), pag.298), podremos
expresar a la variacion temporal de energia mecanica en funcién del
periodo mediante el empleo de 1la tercera ley de Kepler. E1
resultado es:

JdE L dm VP, 2 g9 4P (7.6.2)

d X, 2 d Xo =z dx,

donde "E" es la energia mecanica del cuerpo orbitante, "m" es su
masa, "P" es el periodo orbital, Xo es la coordenada temporal de un
sistema de cordenadas cuasi-Minkowsky (Xo=cl , "c" es la velocidad

.
t

de la 1luz) vy Vi dx?de, X: vector posicidén espacial. En el
cadlculo precedente se ha tenido en cuenta que, de acuerdo a 1la
hipdtesis a), es posible suponer gque la masa reducida es
aproximadamente igual a "m" y que la hipotesis b) nos autoriza a
emplear el sistema de coordenadas cuasi-Minkowsky. Se ha

considerado, ademas, una posible variacién temporal de "m".

Entonces:

/(3 _ v e gp (7.6.3)
27 sedx, 3¢ d o,

,ﬁf : es el flujo de energia por unidad de
2

cuadrivolumen medido en el sistema de
referenciua local de las particulas
de espin 1/2 [ver (7.5.8)].

x:éi= densidad de energia en reposo de la

materia espinorial

[[1 ] = [T°%) = [energia).[velocidad]/[volumen]



179

Reemplazando (7.5.19) en (7.6.3) se obtiene:

0)
/gi::ﬁ (VA JPLJ'KX)NVPPdf A Qﬁ (7.6.4)
h 5 dX, 2 dx,

X = \,/—;P( N/\“l)/(k) *_l-xs/'iuz}/(%)\ K/)

donde 7& /9 son las componentes de 1la solucién externa de
gravitino y f#v ha sido reemplazado en (7.5.19) por su valor dado
en (7.4.30).

Mediante la expresidon (7.6.4) hemos, entonces, vinculado al
campo de fondo (gyv, f;‘) y a las variables clasicas que describen a
la materia supersimétrica (//DA,BHK ), con los parametros
observacionales P y dP/dXo. Si se supone que las interacciones
gravitatorias de baja energla estan gobernadas por la
supergravedad, esta relacién podria emplearse en la descripcion de
la evolucidn de sistemas fisicos asimilables a un cuerpo de pequeiia
masa orbitando en torno de otro en interaccién gravitatoria. En
estas condiciones, una variacién temporal del periodo orbital
podria atribuirse, eventualmente, a un acople supersimétrico de la

materia con la geometria de fondo.

Con el objeto de obtener un valor estimativo de 1la (7.6.4),

consideremos ahora a 1la expresion de la torsidén en funcidén del

gravitino:
r P
_ 2
S.v XK ¥ E, (7.6.5)
2
Por otro lado, la (7.4.29) puede escribirse como:

>\of5\o - AR (7.6.6)
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Entonces, estas dos Ultimas ecuaciones nos dicen que:
~ l/
— p) ..
LF >\o ~ | SP)\‘% . & Compomemte ge"‘&'\;fé (7.6.7)
ba sy C ) e s Torsiomn S 0
Reemplazando este resultado en (7.6.4) y recordando que las
condiciones iniciales impuestas al movimiento del cuerpo orbitante

permiten consideraar que Ua(i)<<Up(o)~ c, se encuentra que:

_A he g <5_f LV ap Nt APl (.6.e)
A ey dxo\ Ay 3 dxX, 2 X

donde, en forma genérica, hemos 1llamado ‘/C> a la densidad de

energia de la materia escalar.

Esta Ultima expresion puede ser escrita de modo mads conveniente
haciendo uso de la ecuacién de campo (7.4.6c). Ella nos dice gque
el término de interaccion de la materia supersimétrica con la

geometria de fondo no sera despreciable si se cumple que:

~J ~

__AL o~ %°_“ ~, f - M™MA (7.6.9)
(Xo X )7 (RoxoV2  2(F¥)2 wma
Combinando este resultado con (7.4.29), obtenemos:
o~ BN ~ V&N (7.6.10)

we ¥YPEY P S

Reemplazando en (7.6.8) y derivando resulta:

' 2 = (7.6.11)

P d aP\ L v e (w2 ap
4P s dX.\p | 3 dw, 20fd%

A los efectos de estimar la evolucidn temporal de 1la densidad de

materia supersimétrica consideremos nuevamente a la hipétesis b),.

En las condiciones alli especificadas se muestra (ver [36]) que, en

el limite mas bajo del desarrollo en las parametros tipicos del

sistema (limite newtoniano), existe un gauge conveniente

(

(supergauge radial: xlf? =0, X': componentes espaciales,
{
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i=1,2,3), en el cual es posible hallar soluciones estaticas a la

ecuacidén de Rarita Schwinger que no son puro gauge (es decir no son

soluciones que puedan anularse por transformaciones
supersimétricas). Estas son:
v (K JIen)e, o xiyr?® (7.6.12a)
[ = - " l\lk 5
v € (- (7.6.12b)
0 :( c/%ﬂ)h’;x r 0.

"o": componente temporal

K. es un espinor constante.

Entonces, si el sistema fisico se enmarca dentro de los requisitos
indicados en 1las hipdtesis a) y b), y suponemos que estas
soluciones estadticas constituyen una buena aproximacidn para el
campo de gravitino, podremos despreciar las derivadas temporales de

la torsién en (7.6.11) y obtener:

NN d VBaP_ g AP (7.613)
T opoanlp VR & 32 AR

4 dc, Pn | 3¢ X0 2¢®

Como ejemplo de sistema fisico sometido a interaccidn
gravitatoria para el <cual parece presentarse el fendémeno de
disipacion de energia, podemos citar al pulsar binario PSR 1913+16.
Este efecto se manifiesta a través de un decaimiento del periodo
orbital que no puede ser atribuido a disipacién tidal,
transferencia de masa de un cuerpo a otro ni a la presencia de un
tercer cuerpo. Es por este motivo que, en el marco de 1la RG, a
este fendmeno se 1lo considera como una prueba indirecta de la
existencia de radiacidn gravitatoria (ver [44] pag. 306).
Partiendo de esta interpretacién, no es posible calcular 1la

geomentria de fondo del problema mediante 1la aproximacidén de
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particula de prueba. Esto se debe a que el cociente entre la masa
del pulsar (mp) y la de su acompafiante (mc) es estimado como una
cantidad del orden de la unidad. Al no existir una manera directa
de medirlo, la estimacidon se hace recurriendo a la relacidn
funcional que, segin RG, vincula 1la variacién de energia por

radiacidén gravitatoria y el cociente mc/mp.

Ahora bien, si suponemos que 1la teoria que describe las
interacciones gravitatorias no es la RG sino que es la SG N=l
podemos, en principio, hacer otra interpretacidon del problema.
Dentro del marco de esta teoria, la disipacidén de energia podria
atribuirse, por ejemplo, a los efectos de acople supersimétrico
discutidos en este capitulo. A diferencia lo que ocurre para la
RG, esta energia perdida no va exclusivamente al campo 9 uv sino que
se distribuye entre 1la totalidad de 1los campos presentes que,
ademas del métrico, incluye al gravitino y a los campos de materia.
Ademas, nuestra hipdotesis b) nos ha permitido arribar a resultados
que predicen efectos medibles aun a orden newtoniano, no
necesitandose recurrir a efectos post-newtonianos. Todo ello nos
autorizaria, en principio, a suponer que no necesariamente mc/mp es
del orden de la unidad y entonces emplear el modelo de particula de
prueba supersimétrica moviéndose en la geometria de fondo de la SG
N=1. Aclaramos que con este simple modelo (simetria esférica,
soluciones estaticas de gravitino, curvatura casi nula, particula
de prueba...) no se pretende dar una explicacidén alternativa del
fenomeno que compita con la ofrecida por la RG , sino que se desea
ejemplificar sobre el uso de nuestros resultados en situaciones
fisicas concretas (en [45]), trabajando sobre el mismo ejemplo
realizamos un enfoque analogo de este problema, s0lo que esta vez
referido al problema de las trayectorias). Tomando entonces 1los

valores experimentales correspondientes al pulsar binario
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expresados en la siguiente tabla:

Velocidad de Rotacidn (v) 200 Km/s
Periodo Orbital (P) 3.107 s
Derivada del Periodo

-12
Orbital (P) -2.10

(Estos valores han sido extraidos de [44], pagina 284)

la expresidon (7.6.13) nos permite obtener:

-7 -23
f)\ .d_._( ( ) o M0 d P w0 L (7.6.14)

P At pa P dt =

Si tenemos en cuenta que no existen evidencias experimentales de
materia existente entre el pulsar y su compaflero, podemos todavia
suponer que la densidad de materia escalar se mantiene en un valor
constante muy inferior al de la densidad de materia espinorial.

Esto ultimo, conjuntamente con la (7.6.14), nos dice que:

23
LI [))\ no-lo A (7.6.15)
[\ dt S

lo cual puede interpretarse como las condiciones de compatibilidad
entre las variables fisicas clasicas del multiplete supersimétrico

con los datos observacionales del ejemplo.

En este punto debemos recordar que la supersimetria no se
manifiesta actualmente en 1la naturaleza. De todos modos, se
conjetura que el universo primitivo fue supersimétrico. Vestigios
de esta propiedad deberian, entonces, buscarse en sistemas fisicos
que guarden informacidén sobre el universo original. Es, asi,
razonable esperar que la supergravedad pueda proporcionar elementos

de interés a la astrofisica. El simple ejemplo que hemos
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presentado pone de manifiesto que la supergravedad clasica estaria,
en principio, en condiciones de vincular la presencia de materia
supersimétrica con efectos observables. Por todo ello creemos que,
empleando modelos mas completos, seria posible, en principio,
trabajar en 1la busqueda de datos experimentales gque permitan

contrastar la hipotesis de la supersimetria original del universo.
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CAPITULO VIII
OTROS ENFOQUES DEL PROBLEMA.

8.1) FORMALISMO A.D.M. [ 3]

Como hemos visto en el Capitulo III, el generador 1F> (&£ ,ZS]
es una cantidad que se obtiene a partir de la accidn del sistema.
Esta magnitud, que toma valores para superficies tridimensionales
z > de una variedad cualquiera Vl’ (que no necesariamente tiene
definidas métrica ni conexién afin), tiene la propiedad de generar
desplazamientos infinitesimales en la direccién del vector &£ (X)

[ver (3.2.10) y (3.2.11) 1.

Si, como en [ 3] 6 en [ 4] suponemos que:
a) La variedad es métrica.
b) Tiene definida como conexién afin a la de Christoffel.
c) Es posible realizar una foliacidén de v con hipersuper-

3 (formalismo 3 + 1), que definen un

ficies espaciales Z
cierto sistema de coordenadas holdnomo (x[ ;t ) donde las
x[ representan coordenadas espaciales sobre z> y "t" es
el tiempo.

d) La accién gravitatoria es la de Einstein:

Wg-fje dax -f{'g R cll‘x

R: escalar de curvatura

podemos definir al vector temporal N, tangente a 1las curvas
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generadas por X'=cte. Sus componentes en un sistema de coordenadas

genérico, seran:

NS L X (xfE)

t

o/ |

A =1,2,3,4

mientras que en sistema (X! ;t ) resultan:

N= (Nt ;Nt )

con:

Ademds, en este sistema de referencia, las componentes del

métrico se expresan como:

goo= g, N“N = Nt goi= g, N“'xuz
. . Y v
gio gij= 9,y X ix‘f' hij
donde
9Ly componentes del tensor métrico en el
sistema de referencia génerico.
X“. : matriz de cambio de coordenadas del

sistema de referencia (X ,t) al gené-
rico.
.. A A . ’
goo = g(N,N), gij = g(e; ,e;/ ), goi = g(N,e; )

~ A
e

[ = O/yx‘ e =0yt

tensor

Escribiendo entonces al generador ﬂ>[¢£ ,z;] [empleando (3.1.20))

para esta particular variedad y, usando como sistema de referencia
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nuevamente a (x‘ ,t ), obtenemos:

[PCe-~n1,72%) - f(u° AR 1) &x .
oﬁub

/ \Q—fi W O e 7 4o e *{‘3 fdo\gr
7579 hij > g%, o S oo

donde a las derivadas en la direccidén temporal las hemos indicado

con un punto.

Entonces, recordando los valores de las componentes de N en el

sistema de referencia empleado, a partir de (3.1.24) obtenemos:

jN (ﬁ‘l = NPBP%I'J. %'J = L\'l
Eiiu ﬁ° ¢ N Y ‘3; ¢
4“ Qoo .

pdac

Luego:

(:Pl. N, 23] = ,/ 5'/ k._;i-b_fb_ﬂog+:ﬁ- ﬂoo‘je) (8.1.1)
Wi 2 4. 2 Geo
Pero, en el formalismo A.D.M. (ver [3]):
Ao =R = Wi W oNDR - N e (8.1.2)
con:
T 3= 3d6/y hij
3 = Gijkr T T nt2 (3R
Gikkl -1/25Jh(hik hjl + hil hjk - hij hkl)
h =(det hij |
(3)R : escalar de curvatura de la variedad t=cte.
¥ -2V,
N! y N:componentes espaciales y temporales del vector N
en el sistema de referencia (X ;Xo), en donde la

direccién temporal Xo es normal a Z b
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que no resulta funcidén de goi ni de goo, luego:

D Lo _ L, - o (8.1.3)
D4, D Yeo

Reemplazando (8.1.2) y (8.1.3) en (8.1.1) obtenemos:

(A.QM)

PEN('Zf’J:J-(Né-QrN.‘,}Q_;\dSIEH (8.1.4)

magnitud que, en el formalismo A.D.M., se obtiene a partir de wuna
transformada de Legendre del lagrangiano y se interpreta como el
hamiltoniano asociado al sistema de referencia 3 + 1. Sin embargo,
de acuerdo con nuestro enfogque del tema, ella representa,
simplemente, al generador infinitesimal de difeomorfismos en la
direccién N. Para poderla considerar como el hamiltoniano

%

(energia), el vector temporal N deberia ser ortogonal a 2 (ver

Cap.1IV).

Por otro lado, el mismo procedimiento gque empleamos para
hallar el hamiltoniano gravitatorio A.D.M., nos permite hallar el

hamiltoniano A.D.M. de la materia:

(A0, M)

1 T - 8.1.
(I AR I o (8.1.5)

y, a través de nuestro formalismo, poner en evidencia 1la relacién
entre esta Gltima magnitud y el tensor de energia momento de la

materia. A partir de (5.2.7), ésta resulta ser:

(AR MY z (8.1.6)
H = f TN 6%3 d”x

N [AS v
lo cual es un caso paraticular, valido para variedades
riemannianas, de la expresién general (6.4.7) que se satisface en

variedades que pueden poseer torsiodn.
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8.2) FORMALISMO KIJOWSKI-TULCZYJEW

En [47) y (48] se desarrolla a la teoria de campos en el
espacio curvo empleando el formalismo de espacios fibrados [49].
En este formalismo la fibra representa el espacio de configuracién
del campo y el espacio base es el espacio fisico donde el campo
esta definido. Los "momentos historicos" de los estados del campo
vienen dados por secciones del fibrado. En este marco se propone
que, asli como en teoria de campos en espacios planos la energlia es
la transformada de Legendre del lagrangiano, en espacios de
curvatura genérica esta nociodn debe generalizarse a una
"transformada de Legendre parcial", en 1la que las“velocidades'

bkh(e deben ser sustituidas por derivadas de Lie del campo en la
direccidn de cierto vector X. Esto coincide con nuestro resultado
para el generador ﬂ> [ ,ZE'] expresado en (3.1.20), obtenido a
partir del comportamiento de la accién frente a difeomorfismos. Si

i

bien no coincidimos con la interpretacién de Cx,23] como energia
en todos 1los casos (ver cap IV) y que nuestro método de calculo y
de justificacidén difiere del empleado por los mencionados autores,
consideramos que se trata de otro enfoque del mismo problema y gque

ambos pueden complementarse a los efectos de comprender mejor el

tema estudiado.
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APENDICES

Al) PROPIEDADES DEL SISTEMA DE REFERENCIA LORENTZIANO LOCAL

EN VARIEDADES RIEMANNIANAS

Partiendo de la ley de transformacién de la derivacidén covariante

de vectores en componentes curvilineas "y" a lorentzianas"A":
D Vil et v, v (A1.1)
A - Yy A
con:

A o

A A
D, V= J V" w, oV

[ ¥ &
9 v
Vv =3V + mﬁ. v e

wk"b: conexién de Cartan.

v
i . ¢+ conexidn afin.
LG
A,B : indices lorentzianos (A,B=0,1,2,3)

M,V : indices curvilineos holdnomos.

esye /] AB
QA : versores unitarios (tétrada) del sistema
de referencia lorentziano.
la ley de transformacién de 1la conexion afin a 1la de Cartan
resulta:
Mo i eAer.eA(Jf\o ) ° T (AI.2)

Mostraremos ahora que si:
a) La conexidén afin es simétrica

b) En cualquier punto X de la variedad se puede definir un sistema

de referencia 1local lorentziano, en el cual la conexidén de Cartan



191

sea nula.

Entonces:

c) El sistema de referencia lorentziano 1local (de versores ?;),

donde ello ocurre, es holdénomo en el punto X. Esto es (ver

Apéndice II): o
p 46 el e f
LA 5 S» 1 204 €y -a,e, =0

QA
d) la conexidén afin es la de Christoffel:

. " Y
Pu? - %M ¢ gr?i_'{) (B“%w*x/’%v‘;sv 3“”\

Efectivamente, de b) y (AI.2) obtenemos que:
c o ¢ e A

pup (XY = €4 B:u. € I (AI.3)
de a) y (AI.3) resulta:
a J o7 A oA o7 A
. - Ay e e },e 1.8 3¢ .4
P»(' Pmm"" n(dep e “)’ AP
v o A
.M 5 ’ 6 oA - e = CD
PCL«P](X\' 285 (3.8 P 5() u\\ (AI.S)

Dado que en esta ultima ecuacidén el indice "¢/" no estd saturado,

resulta que debe ser:

du

Ademads la expresidn para la conexidén afin dada en (AI.4), se puede

A (AI.6)

D>

- e
D'BP e

escribir como:

-~ ° c A o
W C.:“_?_ zAJ\)( eAvku.e

ok
e r e’Av }W=e L«) -

TV oA o oA o
=1 4 Qh%»p"é,ﬂv[epb»e”‘eu_%ew\} (AL.7)
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Empleando ahora la propiedad (AI.6) en (AI.7), obtenemos:

‘e TV oA o o A )
., =2y (Buo&wrbpc&w-epbv €y - u d,€,p) =

79 c
""“)‘t*. (8“%"9*\6(’9\’&'5\;6()&\: gppl) (AI.8)

con lo que d) queda demostrado. Ademds, por a), la parte

antisimétrica de (AI.2) es cero:

¢ A A n N
- e + W e .
O = C, bE% 0] N E,ec(’ v (AI.9)
O sea: B A A 1Y 5 TN
v . e = -W e - A €
de dénde:
A L A
- W - e e e
O N a) [N N:SCM- e]
Entonces
A A r
-Wiv 31 =€ pdieCny
luego

P - A

~ A
A_A'\Le_/\fé

) . e ~ JE\ N = > N (AI.10)

€q

que no es mias que la conocida expresidon de la parte antisimétrica
de la conexién de Cartan en funcion de la derivada de Lie, en
ausencia de torsién (ver [11], capitulo II). Pero, en el sistema

de referencia lorentziano donde la conexidén de Cartan se anula, la

(AI.10) nos dice que:

S
Gy _] (xy = O (AI.11)
- ~
Co,
con lo que c) queda demostrado.

Demostraremos ahora la inversa, partiendo de c) y d). Si se
[+]
cumple c¢), entonces el sistema de referencia local de versores QA

es, en ese punto, un sistema holdnomo. Esto quiere decir que (ver
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Apéndice II) existen cuatro parametros X A= 0,1,2,3, tales que:

o

N P
EalX)y = 2 (X)
D XA
Entonces, en este punto, y para el sistema local de referencia
9
GA(X) la ley de transformacidén (AI.2) es, simplemente, la
correspondiente a la transformacién de la conexién afin de wun
r-]
A I~ . 2

sistema de coordenadas e a otro e, . En este caso la conexion de
Cartan no se distingue de una conexiodn afin. Entonces,

debido a d):

BD
o 2N /
Bat o0 by gk g b gas) e

o -]
A A
donde 9y, =66 - AYDL

Teniendo en cuenta que la derivada de Lie del tensor métrico g se

puede expresar como (Regla de Leibniz):

- r
N R R N
c

Entonces en el punto donde se cumple c), resulta:

I
& JDE

<

=0 = Baf\DE (AI.14)

condicién que no es trivial pues el tensor métrico puede ser
idéntico al del espacio de Minkowsky en el punto "X", pero sus
derivadas no ser nulas en ese punto. Reemplazando en (AIl2),

hallamos que:

0 (N
) A c: (Xx)y = O (AI.15)

con lo que b) queda demostrado. Finalmente la demostracién de a)
surge inmediatamente del punto d) pues la conexién de Christoffel

es, por definicidén, simétrica.
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Como corolario resulta que, no s6lo la conexién de Cartan
puede anularse en un sistema de referencia lorentziano adecuado,
sino que también la conexidn de Christoffel se puede anular en
dicho punto. Esto se debe a que por (AI.l2) ambas conexiones son
idénticas en el sistema local lorentziano holdénomo. Las variedades
que poseen como conexidén afin a 1la de Christoffel (variedades

riemannianas) son entonces, localmente planas.

La RG es una teorlia que se formula en variedades riemannianas.
Para esta teoria,lpropiedad geométrica que posee la conexidn afin
de anularse en un punto se interpreta, fisicamente, como el

principio de equivalencia.

Por Gltimo, si calculamos la derivada de Lie del tensor

[~}
P . N . » - A
métrico en direccién de un versor lorentziano local holb6nomo e

A
obtenemos, en componentes curvilineas, que:
4 200 °C ° P
o8 = % T e g
f,\ 30\7‘3“(’0"I° Afépveﬂc s € A (AI.16)
Ca B .
Entonces, de acuerdo con (AI.1ll), resulta:
rlio:; - O (AI.17)
Ca

Esto Ultimo no debe interpretarse como que en las variedades
riemannianas existen necesariamente vectores de Killing §4. Ocurre
que los distintos sistemas de referencia holdénomos que, en cada
punto del espacio, pueden definirse de modo que se cumpla (AI.17)
no constituyen, en general, un campo continuo de tétradas holdénomas

o

QA(x).
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AII) DISCUSION CUALITATIVA SOBRE EL SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA

DERIVADA DE LIE

Gran parte de las conclusiones a las que se llega en el capitulo VI
se basan en la relacidén geométrica entre la derivada de Lie del
tensor métrico en las direcciones de versores de un sistema de
referencia dado y la holonomia (o nd6) de este sistema. Suponemos,
por lo tanto, que wuna discusidén sobre este tema resultara de
utilidad para facilitar la lectura de los temas que se exponen en

el citado capitulo.

Consideremos, entonces, dos campos vectoriales X e Y,
definidos sobre una variedad diferenciable V°? cuyas curvas
integrales Cx(\), Cy(\), A& R se cortan en cuatro puntos que
llamaremos respectivamente: O, P, Q y R (ver figura).

Supongamos que al desplazamiento OP sobre
Cx le corresponda un incremento del para-
metro A equivalente a AA‘ , y al despla-
zamiento PQ sobre Cy le corresponda A)\l .
Si ocurre que siempre es posible determinar
un punto R tal que a los desplazamientos

OR sobre Cy y RQ sobre Cx les corresponden

respectivamente los incrementos AAZ_Y

AAA , entonces:

a?"__— = O (AII.1)
< y

Efectivamente, lo anterior puede expresarse (a primer orden) como:

X(O)AN, +Y (PYAN, = Y (©) aX, = X R) AN, (AIL-2)
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o bien _ _ - -

X (o) ~ X (R) Yoy - Yy = O
AXI A*]

donde el primer sumando de 1la ecuacioén anterior, representa el

cociente incremental del vector X en la direccidon del vector Y.
Andlogamente, el sequndo sumando indica al cociente incremental del

vector Y en la direccidon X. Tomando limites para los incrementos

de los parametros tendiendo a cero, se obtiene, entonces, que:
—_— G_ —— —_
CIX _ X'y - = O (AII.3)
=L = A7
donde X’ representa a las compcnentes de un sistema local de

coordenadas.

Si consideramos ahora una funcién escalar cualquiera f(X) sobre V%,

podemos calcular su incremento entre los puntos Q y O como:

£(Qy- fro) = Af - Bf (9) Axg*ﬁ(ﬂ ANy (AII.4)
é /\‘ ? )\1
donde 9/3\1 es la derivada en la direccién Cx vy é/b A,

representa la derivada en 1la direccién Cy. El incremento de la

funcion puede ademas escribirse como:

Af= 2 F (o) &N, (Y AN, (AII.5)
D >\Z. 4
puesto que ambos caminos, de acuerdo con lo exigido

Y
DA

precedentemente, parten de O y 1llegan a Q. Las dos ultimas

ecuaciones nos dicen entonces que:

O=(2F (oy -t \v))dn, ¢ 6_‘{' (0) - }:(_(p) ANy (ar1.6)
A, 2N 2, AN,
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Suponiendo este resultado vdlido para cualquier AN concluimos

5,2 4
que:

Ot oy 2@y ; Yoy . ey
) Ay D )\4 B:\l 2>>\2

Entonces el incremento de cualquier funcién podra expresarse

(AII.7)

mediante sus derivadas parciales en un punto:

Af - S :((o) Ma + OF (o) &Xy (AII.8)
PN NNt
O sea, podremos definir en el punto O a los vectores holdnomos:

A

A AR v
e, = (=2 Q= X R, =Y (AII.9)

S

La posibilidad de expresar el incremento de wuna funcidén escalar

mediante 1los vectores definidos en (AII.9) es, entonces, una
consecuencia de la propiedad (AII.l), Esto ultimo nos muestra el

vinculo entre la derivada de Lie y las bases holénomas.
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AIII) LIMITE CLASICO DEL DESARROLLO WKB

En el presente apéndice estudiaremos el limite clasico del tensor
de energia momento de campos escalares y espinoriales. A partir de
alli expresaremos a los campos fisicos en funcién de variables
clasicas tales como la posicidén la cuadrivelocidad y la densidad de
energia. Ello nos permitira, posteriormente, encontrar una
expresién para el limite clasico del lagrangiano supersiméntrico de
Wess-Zumino en interaccién con el campo de fondo generado por la SG
N=1, El desarrollo del tema se hara siguiendo el formalismo
empleado en [46]. En primer lugar trataremos los casos del campo
escalar y espinorial 1libre para, 1luego, dedicarnos al problema

interactivo que nos interesa.
a)CAMPO ESCALAR

La densidad 1lagrangiana de un campo escalar A(X), al que
supondremos real, 1libre, masivo y definido sobre una variedad con

curvatura genérica es:

. [ z
jA P J,A\\,A~ e Ma A% (AIII.1)
2 v ! 2 hz
donde 9,y es el tensor métrico con signatura (=+++) y

Supondremos que las condiciones fisicas del problema descripto por
el lagrangiano (AIII.1l) son tales que el campo A(X) admite el

siguiente desarrollo en potencias de (-ih) (desarrollo WKB):

A - Z k-(-T\\MAMexb(EM)).,_ h.c. (AIII.2)
Mm~O t

donde S (X) es una fase que consideraremos real.
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En el limite clasico h=0, el campo A(X) representara una particula,
cuya funcién principal de Hamilton viene dada por la fase §dX).
Entonces, su momento candénico resultara:

D‘*(A\ _ bugk(x) (AIII.3)
Reemplazando ahora (AIII.2) en (AIII.l) obtendremos una serie de
Laurent en potencias de (-ih). La contribucidn clasica a las
ecuaciones de campo del lagrangiano obtenido por esta sustitucidn,
proviene de 1los términos de mayor grado negativo de la serie.
Elloirﬁpn, en el caso del campo escalar, los términos en (-ih)~
( ’<A ). A partir de estos términos es posible calcular el
tensor de enrgia momento a ese orden, resultando:
-2 (wt) (")
T __2 SSa | 2 > & (AIII.4)

2 fdw 34y

el cual, en términos del momento definido en (AIII.3), es:
(wd)

TR 4™ 0 (242 P, P‘;A)ee.ﬂ(sk/ﬁ)-?MAAiw:(%))-

2 Wy (AIII.S)
_4 Ao P P Cem 24
t\l (A) (A) =®
Podremos, entonces, obtener 1la densidad de masa propia
calculando 1la componente o0-0 de (AIII.S5), en el sistema de

referencia donde la particula esta en reposo:

1°° :f c - -2/\b2 w = (AIII.6)
REP A T = 9 A
2

donde hemos usado el hecho que, para el caso 1libre, el momento

canénico P coincide con el momento ordinario p“= m U™
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b)CAMPO ESPINORIAL

Consideraremos ahora a un campo espinorial .>\ masivo de espin 1/2
en la representacién de Majorana, El lagrangiano libre, en este

caso, es:

Az -S [ RD@Ncm XN] )
2 A
donde: N @) -C
A L 2.
>\=<1\;) 2(-?2/\":> g ( O)
_ N % o ( Qo A
PNEERPN ¥ © = | O)

Los espinores /\L y ,X‘{ son las componentes "left" y "right",
respectivamente, del campo de Majorana. D(w) es la derivacién

espinorial covariante construida con la conexidn espinorial w.

Teniendo en cuenta que, en 1la representaciéon de Majorana, las
componentes "left" y "right" no son independientes, el desarrolo
WKB de este campo espinorial puede hacerse a partir de, por

ejemplo, sus componentes "left":

éf) 3 M s
, ) /_'R ‘e A(‘\ u AIII.8
)\‘L - = A\LK ¢ \ exp, // ) ( )
Podemos, ahora, reemplazar (AIII.8) en (AIII.7). El resultado es,

nuevamente, una serie de Laurent en potencias de (-ih). Teniendo
en cuenta que la densidad lagrangiana (AIII.7) es de primer orden,

- I3 . ‘l
su contribucion <clasica correspondera al término en (-ih)
wo!
( (i\\ ). Esto Ultimo, en el formalismo de cuatro componentes se

expresa como:

o
o

(’f = g((')\oaha A PAL(A) kmf,‘{(}“{()) (AIII.9)
.W

A 5
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Asimismo, el tensor de energia momento y la masa en reposo,

resultan:

() =
v .~ A A AL
TR = Xod Y5 Xo p"\ (% (AIII.10)
(w') . ~ N
o il
TQEP = (N, KsXOWAUO/-ﬁ (AIII.11)
donde: -y
~o . Qo - ¢
/\oL < >\0L- (€PN e ['QAU:)/;-“] b‘ - .
K
m
P N e Y o
(W _ ~ X . - 4
PO NI %8 Ao Puyy /R S {o -1
Por otro lado, la ecuacidén de campo:
>\ VSN N (AIII.12)
1%

contribuye a orden h™' con:

~ J
XNo - B 855 Mo VU, (AIII.13)

Esta ultima ecuacidén, en el sistema propio de 1la particula,
resulta:

o
~

o . AIII.1l4
ANo = =%° &8¢ AV, ( )
Reemplazando (AIII.14) en (AIII.1ll), obtenemos:
-\
(“ \00 ﬁi '3\
_ : (AIII.1l5)
TDE? -FXC‘:'L—O OM/\
L

Por otro lado, reemplazando (AIII.13) en (AIII.9), resulta:
() .
-— P ra'i
A
1. - e [ Mo¥ 87BN, R

~ o~
: AIII.1
N -<M>\o>\o> ( 6)
2

A)H
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AL
Usando en (AIII.16) las propiedades de las matrices ¥ :

aaa-o bearag 0814

obtenemos:
-\
(w') . o~ o
= 4™ ! ‘ .
Aoz =5 Ao 0 PR 0 MUt L8 oA, (aTIn)
2R ) 27
Sustituyendo (AIII.1l5) en (AIII.17), la densidad lagrangiana queda:
(R
e w, , v
= -5 u“u _ e (AIII.18)
71)\ 2 ()’\ juw) 2 (3/\

Integrando esta uUltima ecuacién, 1la expresidén final

para el
lagrangiano clasico de espin 1/2 es:
(")
_ . c moY A*x _ A AIII.19
L)\ - Z/PAuusweX __M/\ ( )

2C
donde la constante ",x se define como:

3
My = f&ed X
Por Gltimo, sustituyendo (AIII.1l5)

en (AIII.1ll), obtenemos 1la
contribucién clasica para el tensor de energia-momento:

\ (h)
"
LR 2 >4 ) o Y (AIII.20)
<Nl fSURC
dc’u\?

J
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C) LIMITE CLASICO PARA EL TERMINO DE INTERACCION EN EL LAGRANGIANO

DEL MULTIPLETE DE WESS ZUMINO

Si partimos de la densidad lagrangiana de Wess-Zumino definida en
(7.4.1) y suponemos que los campos de materia supersimétrica pueden
ser expresados en funcion de un desarrollo WKB [ver (AIII.2) y

(AI111.8)]), la contribucion clasica del término de interaccidn seré:
(W)

;(I : _% ;(’( ;\VJS“ pumfzxsbo‘s&p“(b\‘)bp)\o (AIII.21)

donde:

Ny - 2ho Sem LR ¥, <28, 52w So %

Nos interesa ahora expresar (AIII.21) en términos de las variables
dinamicas macroscépicas densidad, posicidén y cuadrivelocidad. Si
tenemos en cuenta que el término de mayor grado negativo del
desarrollo en potencias de laA?onstante de Planck del lagrangiano
de interaccién, es de orden(l/h)y que el término cinético clasico
para los campos escalares es de orden(l/hf-, vemos que estos campos
representardn, en el 1limite <clasico, a particulas libres.
Entonces, para estas particulas, el momento candnico coincidira con
el momento ordinario p“= m U”:
x w M
(:,M . g .5(_55)/&\) = )QA.@) (N\Ale’\)(&'%) (AIII.22)

Reemplazando, finalmente esta uUltima ecuacién en (AIII.21), vy
efectuando la sustitucion (AIII.13), obtenemos 1la densidad

lagrangiana de interaccién en funcién de las variables clasicas

deseadas:
-\
my ~ iy

—_- ~ M Y
.Y CO D xh ( M ¥ N\ (AI1r.23)
A, - Ece%(m RVATRIRLY PSR VN S

uq

donde: /OA,B-_f>A,B sen(SAﬁl/ h )
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CONCLUSIONES

A lo largo de la presente tesis hemos desarrollado un formalismo
que nos ha permitido wunificar los procedimientos para definir
energia e impulso en cualquier teoria de campos, independientemente
de la curvatura y de la estructura afin de la variedad donde se la
formule. Comenzamos, para ello, por plantear el problema en el
espacio-tiempo plano a fin de estudiar qué tipo de conceptos
geométricos y fisicos resultan ser definitorios en la
caracterizacién de la energia y el impulso en este caso Yy cudles
de ellos son pasibles de una generalizacidén al curvo. Encontramos
que estos consisten en las nociones de generador infinitesimal, de
espacio y tiempo y de observador. Concluimos que a partir de estos
tres elementos, en toda teoria que admita formulacién lagrangiana,
seria posible establecer 1las definiciones buscadas de wun modo
satisfactorio. Tanto la curvatura como la estructura afin de la
variedad resultarian ser elementos concomitantes Y., en
econsecuencia, el campo de aplicacidén de nuestras definiciones
abarca, salvo sigularidades que comprometan a 1los conceptos
definitorios, a todas sus variaciones posibles. Ellas serén
entonces aplicables para el observadores no inerciales en el
espacio tiempo plano 6 nos permitirdn encarar, por ejemplo, el
problema de la definicidén de energia-impulso gravitatorio en el

espacio curvo con 6 sintorsion.

Para el caso de de la Teoria de la Relatividad General, hemos
mostrado que nuestra definicién de energia-impulso gravitatorio
cumple 1los requerimientos impuestos por el principio de
equivalencia, anulandose en 1los sistemas de referencia donde la
conexién afin lo hace. Sus propiedades de conservacidén desde otros

sistemas de referencia (Killing 06 Killing conforme), nos han
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permitido encontrar una nueva justificacién acerca de porqué en
estos sistemas de referencia es posible realizar un tratamiento

cuantico satisfactorio.

Destacamos ademas que, segin nuestro formalismo, el cardcter
cuadrivectorial de la energia-impulso resulta una peculiaridad de
los sistemas de referencia inerciales no manifestandose, en
general, en el espacio-tiempo curvo ni, en particular, en el plano
para observadores acelerados. Como hemos visto, esto se debe al
caracter de funcional del campo de desplazamientos que poseen los
generadores infinitesimales. S0lo en el caso de desplazamientos

rigidos globales éstos se comportan como cuadrivectores.

Una vez obtenida 1la expresiéon de 1las magnitudes globales
energia e impulso nos fue posible también, hallar las cantidades
locales que representan a las correspondientes densidades Y

establecer el vinculo entre ellas y el tensor de energia-impulso.

Ahora bien, ademas de nuestra preocupacidon por formalizar 1los
conceptos fisicos que son objeto de este trabajo, también nos han
interesado 1las eventuales aplicaciones que "podrian tener 1los
resultados de este proceso de formalizacidon. En este sentido, un
primer ejemplo lo hallamos en el caso de las Teorlias Semiclasicas
de Campos. Segun hemos visto, aquellos sistemas de referencia
desde los cuales la energia de los campos de materia se conserva de
un modo independiente de la gravitatoria, seran los mas adecuados

para definir el estado de vacio cuantico del sistema.

Una segunda aplicacidén surge a partir del estudio de las
propiedades de conservacion que se cumplen desde los sistemas de
referencia libremente gravitantes en la Teoria de 1la Relatividad

General. Estas propiedades nos dicen que, en el entorno de una
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particula libremente gravitante, puede elegirse un sistema de
referencia (sistema de referencia propio), respecto del cual el
flujo de cuadrimpulso total (gravedad + materia) es cero. Es
decir, al menos localmente, este tipo de particulas pueden
considerarse como no aceleradas. A partir de ello, y repitiendo
los calculos para el caso de teorlas con torsidon, comprobamos que,
en el sistema de referencia respecto del <cual 1la conexidén afin
tiene 1la propiedad de anularse, se experimentaria un flujo no nulo
de cuadrimpulso. Tal sistema de referencia no puede ser, entonces,
considerado como localmente inercial. Si desemos definir un
sistema de referencia con propiedades equivalentes al 1las del
libremente gravitante en Relatividad General, hallamos que éste
debe ser definido de modo tal gue sus versores espacio-temporales
constituyan un sistema holénomo en un punto. Esto Ultimo implica
que, en teorias con torsion y para estos sistemas de referencia, la
conexidén afin no se anula. Todo ello nos ha permitido formular una
definicion plausible de sistema de referencia libremente gravitante
que, para el caso de torsidén nula, coincide con el de la

Relatividad General.

Una tercer aplicacion de nuestros resultados consiste en el
calculo del flujo de energia en sistemas de referencia propios para
el caso particular de materia acoplada supersimétricamente con la
Supergravedad N=1. Nos ha interesado tratar este problema debido a
que el satisfactorio comportamiento cudntico de la teoria (al menos
en los primeros 6rdenes del desarrollo en potencias de la constante
de Planck), permite suponer ésta habra de jugar un papel importante
en la interpretacién del problema de la interaccioén de la materia
con la gravitacion. Mencionamos ademas, que ella puede ser
considerada como el 1limite de bajas energias de una teoria que

pareceria estar en condiciones de ofrecer resultados conmensurables
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a todo orden (supercuerdas).

Para realizar el calculo propuesto hemos tenido que resolver,
primeramente, el problema de la determinacién de una trayectoria en
el marco de las teorias de campos. Recordemos que estas teorias
son empleadas, en general, para describir procesos cuanticos
mientras gque la nocidén de trayectoria es completamente clasica. EIl
problema fue encarado a partir del desarrollo WKB de los campos.
El limite clidsico de este desarrollo nos permitié obtener 1las
trayectorias buscadas y expresar los resultados en funcidén de las
variables dinamicas que caracterizan a un sistema clasico
(densidades de masa y cuadrivelocidad de las particulas). Nuestros
resultados indican que, en este limite, las particulas escalares
del multiplete acoplado con la supergravedad, seguirian geodésicas,
experimentando un flujo local de cuadrimpulso nulo. Por otro lado,
las particulas espinoriales describirian una trayectoria no
geodésica. Un calculo del flujo de cuadrimpulso 1local, en el
sistema de referencia propio de estas particulas, indicaria 1la
existencia de intercambio de energia entre ellas y el resto del
sistema. A fin de estudiar este tema en el marco de un modelo
particular hemos propuesto, como fuente de la supergravedad, a un
cuerpo central con simetria esférica y contornos con valores de
torsién no nula. En el exterior la materia se acopla
supersimétricamente. Bajo ciertas condiciones es posible suponer
que este modelo representa a un cuerpo de pequefla masa que se mueve
en torno del un cuerpo central sufriendo un proceso de intercambio
de energia con los restantes constituyentes del sistema. Este
ultimo efecto permite expresar a la evolucidn de las variables
dinamicas que describen al comportamiento clasico de 1la materia
supersimétrica, en funcién de paramtros accesibles a la observacién

(decaimiento del periodo orbital, radio de 1la o&rbita, energia
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cinética de traslacidn). A titulo de ejemplo tomamos los valores
experimentales de estos parametros que provienen del Pulsar Binario
PSR 1913 + 16, mostrando las condiciones de compatibilidad entre
nuestro modelo y el fenémeno observado de decaimiento de energia
del compafiero del pulsar. Todo ello permitiria especular con la
posibilidad de implementar modelos que, poseyendo mayor complejidad
que el ejemplo aqul trabajado, estén en condiciones de incorporar
campos de materia supersimétricos en la descripcidon de sistemas
fisicos a escala astrondmica, de modo que puedan ser empleados, por
ejemplo, en la busqueda de una corroboracidén de la hip6tesis de una

supersimetria original del universo.
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FIGURA 1: Difeomorfismo aplicado a
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los puntos (X;t) del espacio-tiempo.
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FIGURA 2: Difeomorfismo aplicado a

trayectorias T4 del espacio-tiempo.
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FIGURA 3: Difeomorfismo empleado para definir
impulso y energia. Se exige que A t=cte.,

pero es admitido: A X(ty) » A X(t,)
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FIGURA 4: Familia de curvas paramétricas (lF(A)
cuyos vectores tangente.definen al campo E (X,t).
Se les exige que cumplan con:
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FIGURA 5: Péndulo ideal cuyo impulso en la direccién e, se
calcula a partir de la coordenada generalizada © como:

Px=}.l,' 39 - MmO Nios &
29 dx

cif - P(x,T)AVE

FIGURA 6: Particion del espacio tridimensional en elementos
de volumen A Vi. A cada uno de ellos se le asocia la varia-

ble candnica discreta qi.
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FIGURA 7: Espacio-tiempo M4 limitado por las hipersuper-
ficies espaciales Mf Y Mf :

3 3 s

O M =M, UM

Se supone que Mf Y M‘f tienen interseccién no nula.
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FIGURA 8: El movimiento de los puntos de M4 debido al di-

feomorfismo homogéneo generado por el campo £ (t)
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FIGURA 9: M : Hiperplano de tipo espacial.
Co: Campo vectorial ortogonal al espacio tangente a M=

Et: Campo vectorial perteneciente al espacio tangente a M .
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FIGURA 10: V : Variedad diferenciable de cuatro dimensiones.
24: sub-variedad de VY. d 2': Frontera de z%. d& : Elemento

de la hipersuperficie ) 2z*

NS 7 5 P
Z:— P

3
FIGURA 11: J 2'= 2, U 2°
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FIGURA 12: Difeomorfismo en V' generado por el campo vectorial
E (X). E1l punto "O" representa el origen de coordenadas en

una carta local genérica.

FIGURA 13: {xf} i=0,1,2,3: conjunto de sistemas de coordenadas

locales tales que Xo=cte. genera las hipersuperficies 2
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FIGURA 14: f(/\) es la trayectoria de un observador "0", & es

=

su vector tangente. > es unahipersuperficie ortogonal a £

en el punto "X". Los eventos de =_ son simultadneos para "O".
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FIGURA 15: 3son las trayectorias de un conjunto de observa-

dores que para A -)\o , yacen sobre 23 .
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