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INTRODUCCION.

El propésito de este trabajo es estudiar las propiedades geométricas de las érbitas
unitarias de elementos de un dlgebra C*. El principal resultado caracterisa los operadores
B € L(H) para los cuales la érbita unitaria Y(B) es subvariedad diferenciable de L(H), y se
da una condicion suficiente para que la érbita de un elemento tenga estructura diferenciable,
para C*-algebras arbitrarias.

En los casos en que esto sucede, se observa ademds que la accion natural del grupo
unitario sobre la érbita define una estructura de fibrado principal. En los capitulos finales se
introduce una conexién en dicho fibrado, se estudian algunos de sus invariantes, asi como de
Ia conexién lineal inducida sobre la érbita: levantamientos horisontales, 1-forma, transporte
paralelo, geodésicas, tensores de torsién y curvatura, exponencial, etc.

El desarrollo est4 inspirado en el estudio de la geometria de sistemas de proyectores
realizado por Corach, Porta y Recht en [4] y [5]. Ademds, guarda cierto paralelo con Ia
exposicién hecha por Kowalski en [11], capftulo I, para el caso de dimensiér finita.

El trabajo esti organisado en once secciones y una pota preliminar. En la nota preli-
minar se enuncian las nociones bdsicas requeridas para la lectura del trabajo.

Las secciones 1, 2, 3, 7 y 8 contienen los conceptos bdsicos sobre los que se estructura
el trabajo, asf como los resultados conocidos referidos al tema en cuestion. Casi todo el
material allf contenido es cldsico dentro del anilisis funcional y la geometria diferencial.
He querido hacer una exposicion elemental del mismo, incluyendo varias demostraciones de
teoremas bien conocidos.

Los resultados de las secciones 4 y 5 son propios, si bien los teoremas principales de
ambas secciones consienen implicaciones que ya eran conocidas.

Las secciones 6, 9, 10 y 11 contienen resultados que a mi juicio son enteramente ruevos.

Cabe aclarar que en el curso de la exposicién se toca el tema de la geometria de las
drbitas de similaridad conjunta de n-uplas en general, y del par (b,b*) en particular (b es un
elemento de una C*-4lgebra). Esto se hiso ya que las mismas guardan estrecha relacién con
las érbitas unitarias.

Quiero agradecer a mi director Gustavo Corach, por el tiempo, la dedicacién y el afecto
con que guid a su alumno. También a algunos matemdticos con cuyo contacto fui enriquecido
y favorecido, ellos son Demetrio Stojanoff, Lasaro Recht, Domingo Herrero, Angel Larotonda



y Lawrence Fialkow, entre otros. A mi novia y mi familia, por la paciencia con que me
sostuvieron.
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PRELIMINARES.

Si H, y H, son dos espacios de Hilbert complejos, L(H,, H;) denotard el espacio de
Banach de todos los operadores lineales y acotados de H, en H;. En el caso en que H, =
H; = H, este espacio, que con la composicién en un ilgebra de Banach, se notard L(H).

Uno de los conceptos que mas se utilizard en este trabajo es el de C~-ilgebra. En
esta exposicién, una C*-ilgebra sera una subilgebra de Banach de L(H), que contiene a la
identidad, y que ademds es cerrada para la adjuncién. Existe otro concepto, en principio
mds amplio, de dlgebra C*, que no requiere de un espacio de Hilbert para su definicién. No
obstante, la nocién aqui adoptada no importa ninguna restriccién, ya que toda C*-ilgebra
se representa fielmente como subilgebra de operadores sobre un espacio de Hilbert.

En principio, todos los espacios de Hilbert que aqui aparecen, son separables. El lector
advertira que esta restriccién ya no serd necesaria a partir de la seccién 6.

Si R es un subconjunto de una C*-dlgebra 4, con C*(R) denotaremos la C* subdlgebra
de A generada por R, esto es, la menor subalgebra que contiene a R. Con 4~ denotaremos
el grupo de elementos invertibles de 4, que es abierto en 4, y con U el grupo de elementos
unitarios, que es un subgrupo cerrado de 4=!. Un elemento z € A se dice autoadjunto si
T° = z, y positivo, si es de la forma z = y"y, para algin y € 4.

Para la lectura de este trabajo son necesarias algunas nociones bdsicas sobre calculo
funcional holomorfo en un algebra de Banach B. Si denotamos con o(b) = {A € C
b-A.1¢ B~} al espectro de b € B, el cilculo funcional holomorfo es una regla que a cada
funcién holomorfa f definida en un entorno de o(b) a valores en C, asocia un elemento de
B, que suele denotarse f(b). Esta aplicacion goza de diversas propiedades, entre ellas:

i) f(b) conmuta con todo elemento que conmute con b.

ii) la funcién f(z) = A constante, se aplica en el elemento A.1, y la funcién idéntica
g(2) = 2, se aplica en b.
iii) Si f y g son funciones holomorfas en un entorno de o(b), entonces fg(b) = f(b)g(b) y
(f + 9)(b) = f(b) + g(b).
Esta propiedad junto con la anterior dicen que el calculo funcional restringido a los
polinomios es simplemente la especializacién en b.

iv) o(f(b)) = f(a(6))-

v) Si g es una funcién holomorfa en un entorno de ¢(b) y f es otra funcién holomorfa en un



entorno de o(g(b)), entonces tiene sentido la expresién f(g(5)) y coincide con (f o g)(b).

Si el dlgebra en cuestion es una C*-ilgebra y el elemento b es normal (bb* = b~b), se
puede extender el cilculo holomorfo a un calculo continuo. Es decir, se obtiene una aplicacién
que a cada funcién continua en o(b), asocia el elemento f(b), con propiedades anilogas a
las cinco enunciadas, mds una adicional: f(b) = f()". No entraremos en detalles sobre
estos conceptos bien conocidos, que pueden ser consultados en cualquier libro de Anilisis
Funcional (por ejemplo Rudin {18]).

Por iltimo, si el dlgebra es L(H) y B € L(H) es un operador normal, existe una
nocién andloga a los cilculos mencionados, que extiende la clase de funciones que pueden
ser evaluadas en B al espacio (algebra) de funciones borelianas y acotadas sobre o(B). Esta
aplicacién y alguna de sus consecuencias, es lo que configura el teorema espectral para un
operador normal, tal es el nombre con que figura en la literatura.

Estas herramientas del analisis funcional tienen muchas y muy variadas aplicaciones.
Citaremos dos de ellas.

La primera es la descomposicién polar de elementos inversibles de una C*-ilgebra. Sea
z € A~1, z se puede descomponer de manera inica como z = up, donde p es positivo y u es
unitario. Para ello, basta considerar el elemento positivo (y por lo tanto normal) z*z, cuyo
espectro estd contenido en el semieje positivo de los reales, y aplicarle la funcién continua
t — t'/2 (t > 0). Es inmediato que (z°z)!/? es positivo, ademds de inversible. Basta ver
entonces que u = z(z*z)~"/? es unitario:

w'u=(z°z) /2 2*(z(z*2)" /P = (z"2) "3 o z(z"z) " A =1

pues 2z y (z*z)~'/3 conmutan. Anilogamente se ve que uu® = 1.

El calculo funcional proporciona ademds una manera de construir proyectores e idem-
potentes. Llamaremos idempotente a un elemento z tal que z2 = z, y proyector a un
idempotente autoadjunto. Si A € C es un punto aislado en el espectro de b € B, existen
abiertos Uy Ven Ctals que A€ U,o(b) CUUV, o))\ {M}nU =9y UNnV = 4.
Si llamamos ¢ a la funcién que vale 1 en U y 0 en V, o resulta holomorfa en un entorno
de o(b). Como . = @, p(b) es un idempotente, que se conoce con el nombre de idempo-
tente espectral asociado a A. Si el 4lgebra es una C*- ilgebra y el elemento b es normal, el
idempotente (b) es ademds autoadjunto.

La restriccién de que A € o(b) sea aislado suele ser excesiva. Mas en el caso B = L(H)



no es necesaria: si B € L(H) es normal y A € o(B), la funcién Xy dada por

1 siz=)A
, es medible y acotada en o(B),

Kay(z) = {0 S 24

con lo cual siempre tiene sentido hacer Iy} (B), que resulta por supuesto un proyector (el
proyector espectral de B asociado a ).

Hay férmulas que mediante integrales permiten “calcular® los idempotentes y proyec-
tores espectrales. Mas si bien dichas formulas revisten gran importancia en la teoria, son
a menudo incomodas y casi siempre impracticables. No obstante hay casos en que dichos
proyectores pueden obtenerse mediante simples formulas polinomiales.

Por ejemplo si z € B es anulado por un polinomio p de raices simples. En tal caso
o(z) = {ai,...,ak}, donde los a; son raices de p (es decir, o(z) consta tnicamente de
puntos aislados). Si llamamos p, al idempotente espectral asociado a a;,

”‘=H a; —ay
F#

Otra férmula idéntica se tiene cuando z es un elemento normal de espectro finito en una
C*-ilgebra (que por lo tanto resulta anulado también por un polinomio de raices simples).
Nétese que en ambos casos resulta

1:=E Qaips .

=1

Esta dltima observacién indujo a Corach, Porta y Recht en (4] y [5] a estudiar elementos
algebraicos “de raices simples”® de un ilgebra de Banach o una C*-ilgebra, refiriéndolos a
un modelo universal (independiente de las rafces a;) que denominaron espacios de sistemas
de idempotentes y de sistemas de proyectores. Llamaremos sistema de n-idempotentes a
una n-upla (pi1,...,pn) de idempotentes con la propiedad de que p;p; =0sis #£ 7, pi #0,
y Y i1 pi = 1. Anilogamente se define un sistema de n proyectores. I, y P, denotan,
respectivamente, los conjuntos de todos los sistemas de n idempotentes y n proyectores del

dlgebra.

Estos conjuntos, que tienen una estructura muy rica, se revelarin como de singular
importancia para la presente exposicion.



Una de las aplicaciones que tienen, es que permiten visualizar a los elementos del 4dlgebra
como matrices de n x n. Dado z € B y (p;,...,pn) un sistema de idempotentes, es claro que
B se descompone como B = @; ; piBp;, donde las coordenadas de z son p;zp;, 1 <1,j <n.
Podemos disponer estas coordenadas en forma de matriz de manera natural (la entrada (3, 5)
es el elemento p;zp;). Lo notable de esta representacién es que respeta sumas y productos:
8i z,y € B, las matricesde z + y y .y se obtienen sumando y multiplicando (con la suma
y wmultiplicacién usual de las matrices) las matrices de z e y. Es claro ademds que el 1
se representa con la matriz identidad, y que un elemento z = Y"1 a;p; como los de mas
artiba, tiene matriz “diagonal”, con los a; en las entradas. Lo mismo sucede a todo elemento
que conmute con los p,.

Si el dlgebra es L(H) (o L(X) donde X es un espacio de Banach), esta representacién
tiene un significado geométrico: el sistema de idempotentes corresponde a una descom-
posicién del espacio H = @i, Rp:; (que es ortogonal si los p; son proyectores), y las
entradas en la matriz de un operador corresponden a las restricciones y correstricciones del
operador a los subespacios Rp,. Por supuesto, si H = C", el sistema de proyectores no es
otra cosa que una base y las matrices resultan matrices de transformaciones lineales en el

sentido usual.

A lo largo del trabajo nos referiremos a menudo a las relaciones de similaridad y equiva-
lencia unitaria entre elementos. Diremos que dos n-uplas (z,,...,2Za), (y1,...,Yn) € A™ son
similares si existe g € A~! tal que z; = gy;9~', 1 <1 < n, y unitariamente equivalentes si
existe u € U tal que z; = uy;u*, 1 <1 < n. Dada una n-upla (z;,...,2,) € A", lamaremos
6rbita de similaridad de (z,,...,z,) al conjunto

$(z1y---,2Zn) = {(92197},...,92ng ) € A" : g€ 471},
y orbita unitaria de (z;,...,2z,) a
U(z1y. ..y Zn) = {(uz1u*,...,uzau”) € A® : v € U} .
Para finaligar estas notas preliminares, me referiré a los que se conocen como elementos
relativamente invertibles de un 4lgebra. Un elemento z € B se dice relativamente invertible

sl existe y € B tal que zyz = z. Ejemplos de relativamente invertibles son el 0, los invertibles
y los idempotentes. Si 8 = L{H), el concepto equivale al de tener rango cerrado.

Si z es relativamente invertible, se puede encontrar un elemento y € B tal que zyz =z
e yzy = y. Un tal y es una inversa relativa de z. Notese que en tal caso, tanto zy como



yz son proyectores. Si el dlgebra es un dlgebra de operadores, una inversa relativa queda
caracterigada por su rango. Ademds, zy es el idempotente cuyo rango es el rango de z y
cuyo nucleo es el nicleo de y.



§ 1. SUBVARIEDADES DIFERENCIABLES EN ESPACIOS DE BANACH.

En esta seccién se incluyen las definiciones y conceptos bisicos de la geometria dife-
rencial en dimensién infinita. La atencidn estard concentrada en las subvariedades de un
espacio de Banach, con lo cual los espacios tangentes se identificaran con subespacios lineales
cerrados y complementados del espacio de Banach en cuestién. Se omitirdn las pruebas de
las propiedades m4s conocidas, y se incluirin algunas de las que lo son menos. Las princi-
pales referencias a las que puede recurrir el lector son los libros de S. Lang, “Differentiable
Manifolds® [12], de A. R. Larotonda, “Notas sobre Variedades Diferenciables” [13], y un
articulo de I. Raeburn {17].

Definicién 1.1

Sean E'y F espacios de Banach complejos, U un abiertode E'y f : U — F una funcién
continua. Decimos que f es holomorfa en z € U, si existe 1a derivada de Fréchet real de f,
dfz : E - F, df;(V) = lime—o w, y es una aplicacién lineal, compleja y continua
de E en F. Si f es holomorfa en todo z de U, decimos que f es analitica.

La funcién f es C! en U si para cada v € E, existe la derivada direccional gé :U - F,
dada por %(z) = limy_¢ ﬂ‘—“—"tt-ﬂﬂ, y es una funcién continua en U. Diremos que f
es de clase CF, 1 < k < oo, si tiene derivadas direccionales hasta el orden k y son todas

continuas.

Un homeomorfismo A : U — U’ entre dos abiertos U y U’ de sendos espacios de Ba-
nach complejos es un difeomorfismo analitico si tanto A como A~! son analiticas. De manera
aniloga se define difeomorfismo de clase C*.

Definicién 1.2

Sea E un espacio de Banach complejo y sea X C E. X es subvariedad analitica de £
8i para cada zo € X, existen abiertos U y V de E, con 0 € U y zo € V, un difeomorfismo
analitico oy v de U en V y espacios suplementarios complejos Ky T, K® T = E, tal que
eoviUNT)=VnX.

Diremos que X es una subvariedad de clase C* de E, si existen U, V, pyyv, Ky T
como en el parrafo anterior, con la salvedad de que v sea un difeomorfismo de clase Cck
y los espacios K y T sean reales.



En cualquiera de los dos casos, llamaremos espacio tangente a X en zp € X, al espacio
vectorial

da(t)

Xz, = { &

ta:(~e€e) = X, adeclase C! ya(O):zo} :
0

Definicién 1.3

Sean X C E e Y C F dos subvariedades analiticas. Sea f : X — Y una aplicacién
continua. La funcién f es analitica si para cada par de “entornos coordenados® (py.v, U, V)
y (v, U, V') de X e Y respectivamente, con f(V) C V', resulta pyiyi-: foouy :
U — U’ una aplicacidn analitica. De manera aniloga se define el concepto de aplicacién de
clase C* entre variedades de clase C™ (m > k).

En cualquier caso, lamaremos diferencial de f en z € X, a la aplicacién lineal (compleja
en el caso analitico, real en el caso de variedades de clase C*) df, dada por

df: : TXy — TY(r), dfe (:—ta(t)

) = g eal]

Una aplicacidn formal de la regla de la cadena, permite probar que df; estd bien definida
y, usando los entornos coordenados, que T X, es un subespacio complementado de E (com-
plejo o real segiin el tipo de subvariedad).

Teorema 1.4

Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abiertode E'y f : U — F analitica.
Si existe zp € U tal que df;, : E — F es un isomorfismo, entonces existe un entorno V
de zy tal que f(V') es un entorno de f(zo) y ademas f|y : V — f(V) es un difeomorfismo
analitico.

Un resultado anilogo se obtiene para funciones de clase C* (ver [12)).

Definicién 1.5

Sean X C E, Y C F subvariedades analiticas y f : X — Y analitica. Decimos que f
es una sumersion, si para cada z € X se verifica que:

i) ker df, es un subespacio complementado de £

ii) dfz : TX; — TY;(s) es suryectiva.



Con las modificaciones pertinentes, se define sumersién de clase C*.

Teorema 1.6
Sean X C E, Y C F subvariedadesy f : X — Y una sumersién. Entonces se verifica:
i) paracada z € X, f~!(f(z)) es una subvariedad de X
ii) para cada z € X existe un entorno U de f(z) en Y y una aplicacién gy : U — X tal
que fogy = tdy.
El resultado es vilido tanto en el caso analftico como C¥, la aplicacién g;; es analitica
o C* segtin el caso (ver [17]).

Definicién 1.7

Sea G C E un grupo topolégico, que es subvariedad analitica (respectivamente C¥).
Decimos que G es un grupo de Lie-Banach analitico (respectivamente C*) si las aplicaciones

GxG— G, (z,8)—z.7 y

G—G,zr— 1z}

(donde . es la operacién del grupo) son analiticas (respectivamente C¥).

Ejemplos (de grupos de Lie-Banach)

i) Si A es un 4lgebra de Banach, A~! el grupo de elementos invertibles de 4 es un grupo
de Lie-Banach analftico. Es claro ademis que TA[! = 4.

ii) Si 4 es un dlgebra C*, U el grupo de elementos unitarios de 4, es un grupo de Lie-
Banach de clase C'°. Para ello, obsérvese que la aplicacién exponencial de 44, = {a €
A : a* = —a} en U define un difeomortismo local de clase C*®, con lo cual TU; = A,».

Definiciones 1.8

i) Sea G C E un grupo de Lie-Banach y X C F una subvariedad, ambos analfticos (resp.
C¥), decimos que G actiia sobre X si existe una aplicacién (accién) analitica (resp. C*)
GxX—-X,(9,z)—~g*z,9€G, z€ X queverifica gy *x(g3 * z) =(g1.92) Y
1xz=1z,¢; €G, z€ X. Laaccién definida es transitiva si para cada par de puntos z



eyen X,existe ge G talquez =g » y.

ii) Supongamos que G actida transitivamente sobre X (de manera analitica o C*). Si existe
Zo € X tal que nr;, : G — X, 7;,(9) = ¢ * Zo, es una sumersién, decimos entonces
que X es un espacio homogéneo de Banach bajo la accién de G (analitico o C* segiin
el caso).

Obsérvese que 8i 1, es una sumersién, entonces también lo es x, para cualquier z € X.
En particular resulta que es subgrupo {g € G : n;(¢g) = £} = G, C G es una subvariedad
de E, es decir, es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Sea ahora G un grupo de Lie-Banach (analftico o C*), que actiia sobre un espacio de
Banach complejo F. Fijemos z, € F y lamemos X = #,(G) la érbita de z,. Estudiaremos
de ahora en mds las condiciones que la accidn debe satisfacer para que la érbita X sea una
subvariedad de F' y mas aiin, para que sea un espacio homogéneo de Banach bajo la accién
de G. Si bien es posible establecer un resultado general al respecto (ver {17]), he preferido
presentar aqui una versién particular, que es la que requerird el resto de la exposicién.

De aqui en adelante los grupos considerados seran el grupo de unidades o el grupo
unitario de una C*-4lgebra 4 con elemento 1, actuando sobre el espacio de Banach 4" por
conjugacion, esto es

u* (8),...,8,) =(uvaju~! ... ua,u!), uenelgrupoya;€h, i=1,...,n.

Es claro que dicha accién es analitica en el caso de que el grupo considerado sea 4!, y de
clase C™ en el caso unitario. Las 6rbitas se denominan érbitas de similaridad conjunta u
6rbita unitaria conjunta, segin el caso. Fijando la n-upla (a,,...,a,) € A*, llamaremos
b(a,.....sn) @ la derivacidn interior, esto es

blay.....a.)(%) = (281 — a)2,...,7a, — anz),

para zen A o Aan, segiin el caso. Nétese que, de cualquier manera §,, .....a,) = 4(X(a,,....an)) 15
donde para diferenciar a x(q,,.. 4,), 13 suponemos con rango en todo 4".

Teorema 1.9
Con las condiciones y notaciones precedentes, si se verifica ademas que
i) M(a,,..an) G — X es abierta

i) 8(ay,...a,) tiene rango y niicleo complementados



(como subespacios complejos en el caso G = 4™, y reales si G = U, y poniendo X como la
6rbita de (ay,...,a,) de similaridad o unitaria segiin corresponda), entonces la accién de G
sobre X define un espacio homogéneo de Banach (analftico resp. C®). Ademis X resulta
una subvariedad (analitica resp. C®) de 4",

Demostracién: Haremos el caso G = A~}. El otro es completamente andlogo. En vir-
tud de las definiciones dadas, alcanza con probar que X es subvariedad analitica de 4",
con TX(q,....a,) = Rba,...a,)- Sea K un suplemento de ker g, ..a,), 8 decir K &
ker biq,....a.) = A. Sead : A — A, dadaporg(k+y) = ¥V conk € K ey € ker §q,.....q,):
Obsérvese que dgo(z) = z, con lo cual, en virtud del teorema 1.4, ¢ resulta un difeomor-
fismo analitico entre un entorno V de 0 y el entorno ¢(V) de 1. Pongamos ¢ : V — X,
¥(z) = (¢(2)a16(2)71,...,4(z)and(2)"!). Resulta evidente que ¥ es analitica, y que
Y(k+y) = Y(k),si k€ Key € ker b,,.q,)- En efecto, como y € ker b, .. q.),
y conmuta con a;, ¢+ = 1,...,n. Con lo cual e conmuta con a,, es decir, e¥a,e”¥% = ga;,
1 <1< n Como 7(,,... q,) €8 abierta, ¥ también lo es.

Sea ahora L un suplemento de Ré,....a,) L ® R, ..a,) = A". Definimos la
aplicacién analftica ¢ : K x L — A*, p(k,&) = Y(k) + L Notese que dp(o,0)(k,&) =
b(ay.....an) (k) + & con lo que dip(¢ ¢) es un isomorfismo lineal de K x L en 4". Por lo tanto,

existe un entorno W de (0,0) en K x L tal que p|w es un difeomorfismo entre W y (W)
que es un entorno de (a,,...,as) en X. Para concluir que X es subvariedad analitica de 4",
alcanza con componer a ¢ con un isomorfismo lineal de A" en K x L (por ejemplo dP(_bfo))
para que la carta modele a X segin A™, y no K x L, como lo requiere la definicién 1.2.

Para culminar, nétese que ¢|wnk €8 un difeomorfismo de un entorno de 0 en K con un
entorno de (ay,...,a,) en X. Con lo cual TX(q,, . q.) = d¥o(K) = Ré(a,,...a,) ¢

En las condiciones del teorema anterior, 74, . 4,) resulta ser una sumersién, con lo
cual, segiin 1.6, tiene secciones locales analfticas (resp. C*). Expondremos a continuacién
una recfproca de este hecho. De nuevo, G es8 47! o U y X es la 6rbita de un elemento fijo
(a1,...,8,) € 4™,

Teorema 1.10

Supongainos que existe un entorno U de (ay,...,a,) en A™ y una aplicacién analitica



(resp. C®)w : U — G tal que w(a),...,as) = 1y wlunx es una seccién local para
T(a,,....s,)- Entonces X es un espacio homogéneo de Banach analftico (resp. C*) bajo la
accion de G.

Demostracién: De nuevo, probaremos el caso G = 4~! y dejaremos el otro al lector. Nos val-
dremos del teorema anterior. Es inmediato que %4, ,...q,) : G = X es abierta. Probaremos
que

cual

d,
‘S(ru....,a,,) ° dw(ru....,a,‘) o 5(0;.....«,,)(") = ml’r(nl,...,an) owo x(u;.....n,,)(etv)“() .

Si tomamos ¢ pequeno de manera que (g, .... 4, )(€Y) € U N X, resulta
d &) = & vyl = v
I['(alv"-'an) ° u ° t(“lp----an ,( ) = EI'(“I,"'\GN ,(e )] = (al l"'!an ,( ) *
0 0

Por la igualdad probada, vale que é4,....a,) © dW(a,,....a,) ¥ dW(a,.....a,) ©é(a,.....a,) 8OL
idempotentes en L(A") y L(4) respectivamente. El primero tiene como rango a Ré,, ... q,)
y el segundo tiene nicleo igual a ker §(4,,...q,)- Por lo tanto estos espacios son complemen-
tados. ¢

Ejemplos.
i) Si 4 es un 4lgebra C* y p un idempotente de 4, entonces la érbita de similaridad de p,
S(p) = {gpg~! : g€ A~'} es un espacio homogéneo de Banach analitico (ver [5], |17]).

ii) Si p ademds es autoadjunto, entonces la drbita unitaria U(p) = {upu* : u € Y} es un
espacio homogéneo de Banach de clase C™ (ver [5]).



§ 2. C* ALGEBRAS DE DIMENSION FINITA.

En esta seccién caracterizaremos las C*-ilgebras de dimensién finita, que jugaran un
papel importante en lo que sigue de ahora en mds en la exposicién. Para ello seguiremos
casi sin variantes el desarrolio hecho por J.T. Schwarz en el capftulo 1, piginas 1 a 14 de [19].

Definicién 2.1

Una C*-slgebra 4 es un factor si su centro Z4 = {z € A : za = az para todo a € 4}
consiste solo de miltiplos escalares de la unidad.

En lo que sigue, 4 serd una C*-4lgebra de dimensién finita sobre C.

Lema 2.2

Si a € 4, entonces o(a) es finito.

~

Demostracién: Consideremos la transformada de Gelfand A : C(a) — C(X(C(a))), b(v) =
©(b), donde C(a) es el dlgebra generada por a € 4. Es claro que C(a) es conmutativa y
de dimensidn finita. Por otra parte, es inmediato que C(X(C(a))) es isomorfa a C(o(a)).
Identificando a estas dos dlgebras, resulta que C/(a es una subilgebra de C(o(a)), cerrada
(por ser de dimensién finita), que contiene a los polinomios, ya que el polinomio z" es imagen
de a™. Luego, como los polinomios con dominio en o(a) son un 4lgebra de dimensién finita,
o(a) debe ser finito. ¢

Supongamos de ahora en mis, que 4 est4 representada en un espacio de Hilbert H.

Proposicién 2.3

El 4lgebra A se descompone en suma de factores: 4 = @;Z, 4i, con 4; factor. Adem4s,
cada factor A; consiste en 4; = {a|n; : a € A}, donde H = @, H; es una descomposicién
ortogonal de H.

Demostracién: Si £ es un factor, no hay nada que demostrar. Si no, sea a € Z4 y a no es
miiltiplo escalar de 1. En tal caso o bien Re(a) o Im(a) no son miiltiplos escalares de 1.
Luego se puede suponer que el elemento central a es autoadjunto. Como no es multiplo de
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1, o(a), que es finito, debe tener mis de un punto. Pongamos o(a) = {A1,...,Ax}, £ > 2.
Llamemos p;(a) al proyector espectral de a asociado a A;, 1 <t < k. Es claro que p;(a) es
un polinomio en a.

Como a € Z4, pi(a) también. Entonces, si descomponemosa H como H = @le Rpi(a)}
resulta evidente que cada elemento b € A, puede escribirse b = @:;, blrp.(a)- Con lo cual
A se descompone, A = @F_, Alrp.(a)- Si alguna de las C*-lgebras 4|gp.(4) DO €5 un fac-
tor, volvemos a descomponerla mediante el mismo procedimiento, que no puede repetirse
indefinidamente, ya que £ es de dimensién finita. ¢

Definicién 2.4

Un proyector no nulo p € A es minimal, si cada vez que hay otro proyector no nulo
g € A con R(q) C R(p), debe ser p = q.

Proposicién 2.5

Existen proyectores minimales ey, ... e, en A, talesque Y1, &; = 1y eje; = 08i s # ;.

Demostracién: Probemos primero que existe un proyector minimal e € 4. Supongamos que
no. Entonces existe una sucesién {px }xen de proyectores de 4, con la propiedad R{px+) C
R(px)- Luego, es inmediato verificar que el conjunto {px}xenN es linealmente independiente,
lo cual contradice el hecho de que A es de dimensién finita. En efecto, si Zfz L An, Pn, =0,
suponiendo los p,, “ordenados”, tomando z € R(pn,) © Rpn;_,, resulta 0 =3%" A, pn (z) =
An;z, lo que implica que A, =0,1< 7 <k,

Llamemos ¢; al proyector minimal hallado. Si 1 — ¢; es minimal, el resultado queda
probado. Si no, lamemos 4, a la C*-dlgebra A|g(1-¢,). Es claro que A, es de dimensién
finita. En A, hay un proyector minimal e;, que si sumergimos a 4, en A canénicamente
(extendiendo como O en Rf(e;) a sus elementos), sigue siendo un proyector minimal, que
ademads verifica que ¢, e = 0. Si 1 —¢; —e3, que es un proyector, no es minimal, procedemos
de idéntica forma. De nuevo, el proceso no puede continuar indefinidamente. ¢

Lema 2.6

Si p1,...,pn € A son proyectores minimales tales que Y, pi = 1y pip; = 0si 1 #
entonces si a € A conmuta con los p;, 1 <1 < n, implica que a = Y77, Aips, Ai € C.



Demostracién: Si conseguimos probar el resultado para Re(a) e Im(a), lo habremos probado
para a. Por lo cual basta con suponer que a es autoadjunto. Como a tiene aspecto finito,
resulta a = Ef:__l aigi, donde o(a) = {ay,...,ax} y ¢i es el proyector especiral de a
asociado a a;. Como a conmuta con los p;, 1 < j < n, resulta que cada ¢; conmuta
con los p;. Entonces, para cada i y j, ¢;p; es un proyector, cuyo rango estd contenido
en el rango de p;. Debe ser luego ¢;p; = p; o bien ¢;p; = 0. Con lo cual resulta que
a = ngzl a.'q.‘) (E?:x PJ') = Z;zl Ajp;, donde los A; € C son iguales a 0 0 a algin
Qy.

Lema 2.7
Si A es un factor y ey,...,en € A son proyectores minimales tales que S0, e; = 1y
eie; = 0 si ¢ # 7, entonces existen ¢;; € 4, 1 < 1,3 < n, tales que:
1) eijel; =

i) eies; = eije; = &j.

Demostracién: Veamos primero que para cada par de indices 1 y 7 existe a € 4 tal que
e;ae; # 0. Supongamos que no. Sean

S={k:ejbex =0Vbec A} y T={m:enbex =0Vbc 4, ke S}.

Es claro que S y T son no vacios y disjuntos. Llamemos es = ) ,cc iy €T = ) per &5
Ambos son proyectores cuyo producto da 0.

Si es+er = 1, entonces para todo elemento ¢ € 4 autoadjunto, vale que esc(1—es) = 0.
Es decir, esc = esces = ces. Luego es conmuta con todo 4. Como es # 0,1, esto es
absurdo. Por lo tanto debe ser ex + er # 1. O sea, existe e,, con m ¢ SUT. En otras
palabras, hay elementos b y c, este iltimo se puede elegir autoadjunto, tales que ¢;,be,, # 0
Y emcex # 0. para algin kK € §.

Como k € S, e;,(bemc)ex = 0. Con lo cual 0 = e;bem (emcexcem) = eibem(uem), para
algin u € C, pues e, cercey,, conmuta con ¢, 1 < £ < n. Es decir, 0 = ue;, be,,, por lo tanto
u=0. O sea e cexcen, = 0. Como e cexcen, = (encex)(emecer)” = 0, debe ser ep,cex = 0,
contra lo supuesto.

Sea a;; tal que e;d;je; = a5; # 0, 1 < 4,57 < n. Llamemos A,; = a;;aj;. Se veri-



fica que eshi; = hyje; = hyj. Como hy; es autoadjunto y positivo, debe ser h;; = ce; con
¢ > 0. Tomemos entonces e;; = ¢~ '/3a;;. Resulta de inmediato que eijel; = €y que

€ici; = €5¢5 = &5. &

Observaciones 2.8

1) En el lema anterior se puede obtener ademés que e;; = ¢;, 1 <1 < n. En efecto,
como e;; conmuta con ¢;, resulta e;; = Ae;, A € C de médulo 1. Modificando e;; ligeramente
se obtiene lo deseado.

Se puede obtener adem4s, poniendo en la demostracién de 2.7 4;; = @, § > j, que
el = €.

Redefiniendo los ¢;; de la siguiente manera: &; = &;,2,;, 1 < t,5 < n, obtenemos un
nuevo conjunto, {&;}i1<i.j<n que ademds de verificar las propiedades anteriores, satisface
que &;&;x = &x. En efecto, &;8;x = ei1e55€1€1k = €is€1e5k = eite1k = k. Llamaremos
é;; a eatos nuevos elementos hallados.

2)Siac A a=Y7,_, ey, Aij € C. Alcanza con probarlo para elementos autoad-
juntos. Es claro que a =y 7_, e;ae;. Como eji(eiae;) = (ejieiae;)e; = ej(ejieiae;), debe
ser ejie;ae; = Ajjej, Ay € C.

Multiplicando a izquierda por ¢;; resulta
e;ae; = €;5€5i6,ae; = €izAiye; = Ajj€i; .

Se tiene entonces que 4 = {E:".;:, Aijeij 1 A €C, 1<4,5< n}, con lo cual los factores

de dimensién finita tienen una estructura muy simple.

Podemos resumir la informacién obtenida en el siguiente

Teorema 2.9

Si A C L(H) es una C"-4lgebra de dimensién finita, entonces existen espacios de Hilbert
Ki,...,Kp, nimeros enteros positivos n;,...,n, y una isometrfa sobreyectiva J, J : H —
Y_, K7, tal que a pertenece a 4 8i y 86lo si JaJ* es de la forma

JaJ*=A,@...@A,, con A; € L(K*), 1<i<p
A; = (aem Idg )i<tm<n,, am €C.
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Demostracién: Como A es de dimensién finita, tenemos que H = @F., H; de manera
que A = @Y, Aln, y cada A; = A|x, es un factor. Cada factor A; posee ademis una
descomposicién de proyectores minimales ¢},...,e;,. y elementos {ef}i<jk<n,, COMO en
2.8.

Obsérvese que como elyely = €} y ety = ef, e}, transforma isométricamente a Rej
en Re!. Podemos conseguir entonces un espacio de Hilbert K, y una isometria J; : H; =
®;-, Re‘ — K. Por la parte 2) de la observacién 2.8 sabemos que si a, € A,, entonces
g = Z;“k L A% k€% gy A%y € C, con lo cual

n, n,
Ji“iJ." = Z ’\;,k']"e;‘.k‘]: = Z A;.k"’;,k
j.kzl jlk=l

Los J!, son isometrias entre las distintas copias de K; en K['. M4s precisamente, de la
k-ésima copia de la j-ésima.

| Eli_giendo .{.- con cuidado, por ejemplo, poniendo K; = Rel y Ji(z) =
(112, €i23,..., €}, T) se obtiene que

;ik(o,...,o,z,o,...,0)=(0,...,0,z,0,...,0).

La demostracién se termina poniendo J = @f_, Ji. ¢

Corolario 2.10

Si A es una C*-dlgebra de dimensidn finita, existen enteros positivos ny,...,n, y un
*-isomorfismo 7,
T A_’écu.xn;_
=1

Demostracién: La isometria J del teorema 2.9 produce un *-isomorfismo 7, a saber
T(a) = JaJ* .

El isomorfismo buscado se obtiene componiendo 7 con la aplicacién natural

JAJ. 3 @ 1k IdK )l<J k<nmn, —* @(a,kh(:’ k<n, € @Cn.xm . ’

1=1
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§ 3. ORBITAS UNITARIAS CON SECCIONES LOCALES.

En esta seccién entraremos de lleno en el tema central de esta exposicion, el cual es
estudiar la estructura de las 6rbitas unitarias de elementos de una C*-4lgebra. En las piginas
que siguen delinearé sucintamente los resultados conocidos obtenidos por D. Voiculescu, L.
Fialkow y D. Deckard en diversos trabajos (ver por ejemplo (8], [10], {21]) que conciernen
a la topologia de las 6rbitas unitarias. El resultado que mejor resume la informacién es el
teorema 3.1, que es fruto del trabajo de los tres autores mencionados. Fijemos antes alguna
notacion.

H es un espacio de Hilbert complejo, y U(H) su grupo unitario. Fijemos B € L(H),
con U(B) notaremos la 6rbita unitaria de B, U(B) = {UBU* : U € U(H)}, y con Up(H) el
subgrupo estabilizador de B, Up(H) ={V € U(H) : VB = BV}. Diremos que U(B) tiene
secciones locales si la aplicacién

xp : U(H) — U(B), 75(U)=UBU*, UelU(H)

tiene secciones locales continuas, es decir, si para cada C € U(B) existe un entorno W¢ de
C en U(B) (con la topologfa inducida por L(H)) y una aplicacién continua

sC':wC—-*U(H) tal que 8c(C)=I y #posc =idy, .

Es inmediato verificar que para que todo esto suceda, alcanza con que exista una seccién
local de un entorno de B.

La clase de operadores B € L(H) con la propiedad de que su dérbita unitaria tenga
secciones locales puede caracterizarse mediante el siguiente

Teorema 3.1
Sea B € L(H), son equivalentes:
i) U(B) tiene secciones locales
ii) U(B) es cerrada en L(H)
iii) La C*-4igebra C~(B) generada por B y por [ tiene dimensién finita

iv) B es unitariamente equivalente a un operador de la forma a® (b ® 6@ ...), donde a y
b son operadores actuando en espacios de dimensién finita.
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Demostracién: ii) = iii) es un resultado profundo de D. Voiculescu, sobre representaciones
aproximadamente equivalentes de C*-4lgebras, que excede las intenciones de esta exposicién
(ver [21]).

i) = ii) fue demostrado en [10], transcribiremos aquf dicha prueba. Coino U(B) tiene
secciones locales, para cada n > 1, existe un nimero real positivo 6, tal que si ||[UBU* - B|| <
6n, entonces ||sg(UBU*) — I|| < 1/2". Sea X € U[B).X = lim,_ U,BU;. Existe
entonces k, € N, tal que si k > kg, ||Ux BU; - X|| < 6a/2.

Podemos tomar la sucesién k, de manera que sea creciente. Notese que ||Uy,,, BU; -
ne

1
Uk, BUE || = ”Ul:.. Uk BU,;"“U,;“ - B||.
Por otro lado

n+1

|k, BUL,, = Us, BUL || < Uk, ., BUE,,, = XI| + X — Uk, BUE, || < 6.

n4d
Con lo cual tiene sentido tomar sp(Uy, Uk,,, BUf,,,Uk,) = Wa, y se verifica que |W, —I|| <
1/2",y que Wo BW; = Uy Uy, ,, BU; | Us,.

Llamemos V4 = Ui, WoUg . Resulta ||V, — I|| < 1/2" y ademds VU BU; V; =
U Wa BWoUg = Ug, . BUg .. Sustituyendo estas identidades sucesivamente, llegamos
a que

Ur,s BUL,, = (VaVa_1 ... Vi)Us, BUL, (VEVE ... V2) |
Veamos que existe limn_, o [[i=, V" Como ||V;* - I]) < 1/2¢,

n
H n+l

Con lo cual se tiene que II T ve -1, V,-‘ﬂ < Y2at1 1/2%, que tiende a 0 cuando n
tiende a co. Resulta luego que [];=, V;' es de
U(H). Tenemos entonces

n n
e o -, ) o, ) -
= 1=
=VUe,BU;, V*, osea, Xe€U(B).

n+

IERIE

1

SHWasi — 1l < 577 gnel

auchy, y por lo tanto, convergente a V* en

iii) => iv). Como C*(B) es de dimensidn finita, por el teorema 2.9, resulta que existen
enteros positivos ny,...,np, espacios de Hilbert Ky,...,Kp y una isometria J : H —

13



P_, K, de tal modo que B, por pertenecer a C*(B) verifica que JBJ* = 4, ®...® 4p,
donde cada A4; € L(K["') es de la forma A; = (e}, ldk;)i1<j.k<n,. Podemos suponer que los
espacios estin ordenados de manera que K, ..., K, son de dimensién finita y K¢yy,..., Kp
son de dimensién infinita.

Si llamamos m = $°F_, . | n;, existen un espacio de Hilbert K y una isometria sobreyec-
tiva J' : @1 KM = K™ de modo que J'(Aey1 @ ... ® Ap)J" = (bi; Idg)i<i.j<m. Lla-
mando a = A; @...@ A, resulta entonces que B es unitariamente equivalente a a®(b®b®. . .).

Notese que iv) = iii) es evidente.

(cBbtdbd...)) =a"@b"9b*®...,conlocual C*(a ®dDbD...) es una subilgebra
de C*(a) ® C(bt>)). C*(a) es de dimensién finita, y lo mismo para con C*(b!®)) por ser
*.isomorfa a C™(b). Por otra parte, la isometria que conjugaa Bcon a @b b @ ... provee
un *-isomorfismo entre las C*-ilgebras respectivas, con lo cual resulta que C*(B) es de
dimensién finita.

Queda por ver iii) == i). Aqui transcribiremos la demostracién dada en (8], que consiste
en la construccién de una seccién local de x5 en un entorno de B. Varias de las herramientas
definidas en esta demostracidn las volveremos a emplear a lo largo de toda la exposicién.

Como C*(B) es de dimension finita, tenemos n,,...,n,, Ki,...,K, y J como en el caso
anterior. Basta con probar el resultado para JBJ* € L(@}-, K''). En otras palabras,
podemos suponer que B es de la forma B = @f; L Aiy A = (a;"‘k Idk, )i<jk<n, -

Si C € L(@F-, K'), notemos con (Cij)i<i.j<p la matriz de C relativa a la descom-
posicién @P_, Ly, donde Li = K. Sea C; = Cj; y sea (C;k) 1<yk<n, la matriz de C; relativa
a la descomposicién £; = K[**. Llamemos, para s, ry s fijos, 1 <1 <p, 1 <r,s<ny, E},
al operador cuya matriz verifica (E*,);x = 0si j #4¢ 6 k # 1 y (B, )is tiene ceros en todas
las entradas salvo Idg, en la entrada r,s. Nétese que los E}, son los andlogos de los ¢!,
del teorema 2.9. Del corolario 2.10 surge que existen polinomios p{,(X,Y) de dos variables
no conmutativas X e Y, tales que pi,(B,B*) = Ef,. Sea 6 > 0tal quesi C € U(B) y
|IC - BJ| < &, entonces ||p,(C,C") — E%,|| < 1, para1 < r,s <n,, 1 <1< p. Se definira
una seccién local en el entorno

W={CelU(B):|C-B|<6 deBenl(B).

SeaC€WyseaV € U(H)talque VBV* =C.
“VEflv' - Eil” = IIP{I(C)C') - Eil“ < 1. Luego, también ||V‘E’{1V - Eil” <1,



1 <1 < p. Esto muestra que

Ik, = VA(VE)Tl = 1B, - BYL VE},V* By = || B (B, — VB, V®) Byl <
<||Bf, -VE[ V<1,
Anilogamente se prueba que |[Ix, — (V§;)*V{,|| < 1. Luego, resulta que V§, Vi y Virvy,
son inversibles, con lo cual también lo es V;, 1 <1 < p.
Sea V}, = P;X; la descomposicién polar de V|, con X; € U(K;) y P; € L(K;) positivo.

Llamemos Uy al operador cuya matriz en la descomposicién

K1®..0K)0..0K @...0K,)
estd dada por
Uv=(Xj0..0X})8...0(X;8...0 X)),

donde cada X estd repetido n; veces. Es inmediato verificar que Uy conmuta con los E},,
con lo cual Uy € Up(H).

Definimos entonces
sB(C) = sB(VBV') =VUy.

Veamos que sp estd bien definida. Supongamos que C = V'BV’* con lo cual V*V conmuta
con B y con B*,y por lo tanto con los Ef,. Luego su matrig relativa a la descomposicién
dada por los K| es de la forma

vtv=YVe...eY)e...e(Y,8...0Y,),

con Y; € U(K;). Nétese que entonces la descomposicién polar de V|} es Vi = P X,Y; .
Luego
Uy="1Xie...eYiX)e..0(Y,X;0...0Y,X]).

Por lo tanto V'Uy: = V!(V"*V)Uy = VUy. Es claro que sp(B) = I, eligiendo en primer
lugar V = 1. Ademis

Xp ©° SB(C) = SB(C)BSB(C)' = VUvBUf,V' =VBV® = C,

siCeW.

Para completar la prueba, falta ver que sp es continua.
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Sea {Va} C U(H) tal que limp— oo ||Va BV, — B|| = 0. Esto implica que lim,, o ||Vys B—
BV, || = limp~oo ||V B~ BV;}|| = 0. Luego, como los p!, son funciones continuas, se tiene
que

Jim Ve Bz, — E;,Vall = lim ||V E;, - BV, || =0.

Probaremos lo siguiente:

a) lim [|(Va)ijl =0 sil<ij<pei#j.
b) lim [[(Va)i;l =0 sil<jk<m,j#k1<i<p.
) bm {(Va)i, - (Va)iyll =0 sil<rms<m,1<i<p.

&) lim e, - (Va)is(Va)iall = lim [k, - (Va)iu(Va)isl = O,
sBil<s<n,1<1<p.

C

En efecto:
n, n;

< Z; IIE'QVAEI{kII .
=1k=1

a) |[(Va)isll =

) (&

lim [|EVaBlyll =0 sii#j.

Luego alcanga con ver que

|BteVaBlill = | EieVn Bl — EicBLVall < VaBly - ELVall,
que tiende a 0.
b) Se prueba anilogamente, usando que E‘;;kE;'-J- =03s8ij #k.
Para probar c), alcanza con ver que ||(Va)%, — (Va)}, || tiende a cero.

Para estimar la norma de la diferencia entre las entradas (V,,)}, = E5, Vo E3, y (Vo)i, =
E},Va B}, hay que referirlas antes, mediante las isometrfas E}, apropiadas, a una misma
copia de K, por ejemplo, aquella correspondiente a E%,, en la cual actiien los dos operadores.
Esto se hace componiendo a E},V, E%, con Ef, y E, a izquierda y derecha, respectivamente.

”(V'l)ia - (Vn)'il” = IIEf.Ei.VnELEh - E:lVﬂE':lII =
=“E;sVnE:1 - EianEIl” < ”ELVnE:nl - VnE;l”'*'
+ || B} \Va B}, — Va BY, | -
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El segundo sumando tiene a cero, pues
IB,Va By ~ Va B\l < |IET Vi ~ Va By -
Luego hay que estimar
B Va ey = Va Byl = (B3, Ve — Vo BL) B || < | BV Ve — Vo BL I

que tiende a cero.

Por dltimo, d):

"IdK. - (Vn)::(vn):a“ = "E:a - E:aVn'E:aVﬁE:a“ =
=||Eps(Ery — Vo BouVa ) Bl < |y — Vi B Val| <
< |VoE}, — EX,Vy|| que tiende a 0.

El otro limite se prueba de manera aniloga.

La igualdad d) dice que si (V,)i; = P:X. es la descomposicién polar usada en la
definicién de sp, se verifica que P! tiende a Idx, cuando n tiende a infinito. Con lo cual
usando a), b) y c), resulta que las entradas de la matriz de V,,Uy, tienden a las entradas
correspondientes a la matriz de la identidad. Es decir, sp(V,BV,}) tiende a la identidad.
Esto dice que sp es continua en B.

Supongamos ahora que V, BV} — V,BV,}. Luego, V'V, BV *V, tiende a B. Llamando
W, = sp(VyVa BV V4), se tiene que Wy, — I,y que V, BV,) = VoW, BW_V;'.

Por la buena definicion de sp, se puede calcular sp(V,BV,') usando VoW,. Como
VoWn — Vo, (VoWa )i, — (Vo)iy, ¥ resulta

lim s5(VaBV,}) = lim sp(VoWn BW,V5) = 85(VoBVo) ,

con lo cual sg es continna. ¢

En las secciones siguientes, veremos que a las condiciones equivalentes del teorema
precedente, se les pueden agregar otras, concernientes a la estructura diferenciable de U(B).
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§ 4. ESTRUCTURA DIFERENCIABLE DE ORBITAS UNITARIAS DE OPERADORES.

Ya observamos que el grupo unitario de un espacio de Hilbert complejo, U(H), es un
grupo de Lie de clase C®, que es una subvariedad de L( H). Ademds, que su espacio tangente
TU(H); se identifica con Lea(H) = {A € L(H) : A* = —A}.

En esta seccién estudiaremos la geometria de la aplicacién xp : U(H) — U(B). La
primera pregunta que surge es: ; para cuiles operadores B es U(B) subvariedad de L(H)?
La respuesta es bien sencilla y serd delineada en esta seccién. Son precisamente aquellos
operadores que satisfacen cualquiera de las condiciones equivalentes del teorema 3.1.

Para probarlo utilizaremos el teorema 1.9, que estipula que 8i B € L(H) verifica que
xp es abierta y que dp(Lqn(H)) y ker 6 N Lan(H) son espacios reales cmplementados en
L(H) y Lap(H) respectivamente, entonces U(B) resulta un espacio homogéneo de Banach
de clase C*® bajo la accién de U(H).

Nétese que si B est4 en las condiciones del teorema 3.1, queda garantizado el que xp
sea abierta. En esta seccidén probaremos que los otros dos requisitos también se cumplen
y que las condiciones de 3.1 ademds de ser suficientes son necesarias para que U(B) sea

subvariedad de L(H).

Notacién:
Sean a € C**® y H, un espacio de Hilbert. Con a® Idy, notaremos al operador

que actia en H = HP, cuya matriz respecto de esta descomposicién de H es de la forma
(aiy Idw, )1<i.j<n, donde a5, 1 <1,7 < n, son las entradas de la matriz a.

Nétese que un operador de este tipo satisface las condiciones de 3.1. Es inmediato que

la C*-4lgebra generada por él y por la identidad es de dimensidn finita. Mas ain, no es dificil
ver que un operador de la forma a @ (b!®)), con a y b operadores en espacios de dimensién
finita, es unitariamente equivalente (mediante un cambio de orden en la base ortonormal de
H)aa®(b®ldg,), para un cierto Hy. Con lo cual todos los operadores de la clase definida
por 3.1, son unitariamente equivalentes a uno de este tipo, y viceversa.

Proposicién 4.1
Si B € L(H) es tal que C*(B) es de dimensién finita, entonces ker ép N Lyn(H) es
complementado en Lqx(H).
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Demostracién: Como C*(B) es de dimensién finita, existen nimeros enteros n,,...,n,,
espacios de Hilbert Ky,...,K; y una isometria J : H — @!_, K**, como en 2.9. La
isometria J produce un *-isomorfismo w : L(H) — L(@!-, K™), w(X) = JXJ*. Es
inmediato verificar que w transforma el subespacio ker 6g N Lgp(H) en Lgy (@F-, K™ ) N
ker é;p5-. Luego, alcanza con ver que este dltimo es complementado. Recuérdese que
C*(JBJ*) = @'-; Ma.(Ki), donde M, (K;) nota el dlgebra de operadores con matrices
de la forma (a,k Idk,)i<sk<n, para a;x € C arbitrarios. Sea A € L (@F-, KT*), si
6s85+(A) =0, resulta que tanto A como A* conmutan con JBJ*. Es decir que A conmuta
con JBJ* y JB*J" y con toda el dlgebra C*(JBJ*). Luego, debe ser de la forma 4 =
(A1®..04,)0...0(4,8...0 A4,), donde cada A; € Lyn(K;) estd repetido n;-veces. Es
decir

4 4
ker 8557+ N Lap (@K‘) ={(41®..0A,)0..0(4,0...®Ay) € Ly (EBK,-"') :
=1

1=1

=1

4
A, € Lap(Ki), 1<1<p}. Que es claramente complementado en Lgy (@ K:“) K

Lema 4.2

Sean H y H' espacios de Hilbert complejos, H = H}}, H' = H*. Sean A =a®ldy, €
L(H)y B=b®Idy, € L(H'),con a € C**", b € C™*™, Entonces el subespacio complejo
W C L(H,H') x L(H, H') dado por

W ={(C,D)€e L(H,H') x L(H,H') : existe X € L(H,H') con
C=XA-BX y D=XA"-B'X}

es cerrado y complementado.

Demostracién: Las descomposiciones de H y H' determinan un isomorfismo entre los espa-
cios de Banach L(H, H')? y L(H,, Hy)"*™*2, Veremos que el operador a € L(L(H, H')?)
dado por a(X,Y) = (XA - BX, XA* — B~ X), cuyo rango es W, tiene matriz relativa a la
descomposicién mencionada del espacio de Banach L{H, H')?, de la forma

(ask - Idp(m, 12))1<5k<anm
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para ciertos a;x € C.

Veamos, por ejemplo, que el operador elemental (X,Y) — (BX,0) tiene matriz del tipo
descripto. Para ello, indiquemos las coordenadas de las matrices dadas por la representacion
L(H,H')? = L(H,, Hy)"*™*2, de la siguiente manera:

si peL(L(H,H")?), n=(njk rat) 1girgn
13’1&,‘@'5‘

Con esta notacién, es inmediato verificar que el operador g8, f(X,Y) = (BX,0) tiene las
siguientes coordenadas:

0 sik=20t=2
654 0ir Id[,‘uby,) sik=t=1,

ﬂl’.j,k; rst — {

donde b, , son las coordenadas de b (B = b® Idy,).

En forma aniloga se encuentran coordenadas “escalares” para los otros operadores de
multiplicacién a izquierda o derecha, en la primera o segunda coordenada, definidos por
A, A* y B*. Luego, bastard ver que un operador con entradas escalares, tiene rango
complementado.

Sea 5 un tal operador, con coordenadas dadas por una matriz escalar ff € C¥mnrxamn,
Estd claro que existe 3 € C?mnX3mn 3] que 79 = 7 y Y97 = 7. Luego, si ponemos

7 € L(L(H,H")?), 7 = (i, Idp(n,.12))1<i j<amn Tesulta que nyn =gy 797 = 7. Porlo
tanto, (77)? = 97y Rny = Ry. Con lo cual Ry es complementado en L(H, H')2. ¢

Proposicién 4.3

SiT=a®(b® Idy,),cona € C**® be C™*™m y H = C* @ HP, br(Lan(H)) es
complementado en L(H).

Demostracién: Como H = C*@HJ*, L(H) se descompone en L(C*)®L(H{*)®L(C", H*)®
L(H?, C"). Sea A € Lop(H), su matriz relativa a la descomposicién de H es de la forma

Ay Apg
A= , con —A;=A4i 1=12.
—Aj; Az
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Luego
ba(A11) l A(b®Idy,) —aAdy,

ET(A) =

(b® Idy,)Al; — Alza b(b@1ds, ) (Az3)

Por lo tanto, alcanza con probar que:
a) 6a(Lyn{C")) es complementado en L{C").
b) &be1an,)(Lan(HE")) es complementado en L(HJ").
¢) J={(C,D) € L(H,C*)x L(C", H): existe X € L(HJ",C") con C = X(b®ldy,)-
aXyD=(b®ldy,)X* — X*a} es complementado en L(H§*,C") x L(C", H}).
a) es inmediato.

c) se sigue del lema 4.2, poniendo H = H*, H' = C" y aplicando el isomorfismo lineal
real de L{H{*,C")2 en L(HZ',C") x L(C", H*) que transforma a (F,G) en (F,-G*).

Veamos b).

Llamemos A : L(H§*) — L(H{)?,

A(X) = (o1, (X), bugian, (X)) -
Por el lema anterior, poniendo H = H' = Hf® y a = b, resulta que RA es complementado
en L(HT)3.
Sea K un suplemento de ker Spg1ay, M Lan(H{") en Loa(HF?), que existe en virtud de

4.1 (nétese que b ® Id g, satisface las condiciones del teorema 3.1). Entonces , K @ 1K es un
suplemento de:

[ker &,gld,,o N Lah(H(')")] X} [ker 55@1(1"0 N Lah(Hg')] =
=ker Spg1ay, Nker dpg1ay, - = ker A, en L(Hy') .

Luego, RA = A(K) ® sA(K) C L(HE')?, con lo cual A(K) es complementado (real) en
L(H)2. Consideremos p : L{H§')? — L(H{*)? el isomorfismo lineal real dado por

oXY) = (x;}", x—zy-) .

Es evidente que pA(K) = big1ay, (K) X {0}. Con lo cual fyg1ay, (K) = bve1dn, (Lan(HE'))
es complementado en L{HJ). 4
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Resumiendo, tenemos el giguiente

Teorema 4.4

Sea B € L(H). Entonces U(B) es subvariedad diferenciable de L(H) si y sdlo si B
satisface alguna de las condiciones equivalentes del teorema 3.1.

En tal caso, U(B) resulta un espacio homogéneo de Banach de clase C® bajo la accién

de U(H).

Demostracién: Tanto la suficiencia como la observacién precedente son claras y se siguen de
1.9, 3.1, 4.1 y 4.3. Veamos la necesidad. Supongamos que U(B) es subvariedad diferenciable
de clase C?(1 < p < 00) de L(H). Entonces, es claro que existe § > 0 tal que {X € L(H) :
|X — B|| <8} NU(B) es cerrado en L(H) (usando una carta local alrededor de B). Luego

B(UBU*,6):={X € L(H) : |UBU" - X||<8}nlU(B)=
U*B(B,6)U también es cerrado en L(H) para U € U(H) .

Luego, si U,BU; — X, existe ng tal que si n > ng, U, BU; € B(Uy,,BUj;, ,8), que es
cerrado, con lo cual X € B(U,,BU;; ,6) C U(B). Es decir, U(B) es cerrado. 4

Noétese que la aplicacion A que se estudia en la demostracion de 4.3, no es otra cosa que
la ép.p-, es decir, la diferencial en la identidad de la aplicacién rp,g- (ver § 1). Lo que se
probd es que si B es de la forma b®ldg,,, con b una matriz finita, entonces la aplicacién lineal
6p.p+ tiene rango y nicleo complementados. En la siguiente seccion completaremos este
anilisis, que habla de la relacién existente entre las estructuras de U(B) y de §(B, B") :=
{(UBU-Y,UB*U~!) : U € G{H)}, llamada la érbita de similaridad conjunta del par
(B,B").



§ 5. LA ORBITA DE SIMILARIDAD CONJUNTA DEL PAR (B, B)*.

En esta seccién se estudiard la estructura de la aplicacién x5 p- : G4 H) — $(B,B*) =
{(UBU-Y,UB*U-') € L(H) : U € G{H)}, que guarda una relacién estrecha con lo ex-
puesto hasta ahora referido a la érbita unitaria de B. Los operadores para los cuales xp p-
tienen secciones locales continuas coinciden con aquellos tales que §(B, B*) es subvariedad
analitica de L(H)?, y son precisamente los definidos por los condiciones del teorema 3.1. Es
decir que §(B, B*) es subvariedad si y sdlo si Y(B) lo es.

Definicién 5.1

Sea B € L(H) tal que C*(B) es de dimensién finita. Estin definidos entonces los
operadores “elementales” E'.','-,‘ y los polinomios en dos variables no conmutativas p}k(x, Y)
con piy(B,B*) = Ef;, 1< j,k<n,, 1<i<p(ver3.l). Definiremos la aplicacién

P
¢ : L(H)? — L(H)*, con n=) n;, dadapor
p
=1

¢(C) D) = (pil(Ca D),pég(C', D)) e .,p,l“.,“(c, D)’p?l(cn D)) ct)
PL(C D),..., n,,.n,(Cv D))
Observacién 5.2

Nétese que si (C,D) € §(B,B*), entonces ¢(C,D) € I.(H) = {(Q),-.-,Qn) €
LHY @ =Q, QQ;=0sii#j, 1<4j<nyy",Q =1} llamado el
conjunto de sistemas de idempotentes de orden n de L(H). Este conjunto fue estudiado
exhaustivamente en (4] y [5], alli por ejemplo, se demuestra que las componentes conexas de
In(H) (que son abiertas en I,(H)) son subvariedades analiticas de L{H)".

El hecho de que ¢(§(B,B")) C I,(H) es claro, pues $(UBU-L, UBU-') =
U¢(B,B*)U~!. Ademais, como ¢ es continua y §(B, B*) conexo, § manda la érbita conjunta
dentro de una subvariedad analitica de L( H)*. De ahora en mis, pongamos ¢ = ¢js(p.5+)-
Con las notaciones del teorema 3.1, tenemos el siguiente

Teorema 5.3

Sea B € L(H) tal que C*(B) es de dimension finita. Entonces xp g+ tiene secciones
locales continuas.



Demostracién: Via la isometria J, podemos suponer directamente que B actia en H =

v-1 K"y y que es de la forma B = @., A: con A; = (o Idk )i<;ik<n,, 1 <8< p. Es
claro que la aplicacién ¢ de 5.1 es racional. Sea o definida en un entorno W de ¢(B, B*) en
In(H),

o:W— GYH), dadapor 0(Qy,...,Qu)= ZMB. B*)Q,

Como o(¢(B,B~)) = I y o es continua, se puede encontrar un tal entorno W de manera que
o(W) C g¢(H). Pongamos

p:WcCS(B,B)— $(B,B*), p(C,D)=/[04(C,D)(C,D)lo¢(C,D) "

donde W es un entorno de (B, B~) de modo que ¢(W) C W. Veamos que ¢p(C,D) =
¢(B,B*), (C,D)eW.

$p(C, D) = ¢ (lo4(C, D)) (C, D) [04(C, D)|™") = [04(C, D)| ¢(C, D) [04(C, D)]~* .
Alcanza con probar que
lo¢(C, D)} ¢(C, D) = ¢(B, B*)[0¢(C, D)|

lo cual es inmediato, recordando que 0¢(C,D) = Y i, ¢i(B, B*)$i(C, D) y usando las
propiedades que definen a I,( H).

Mediante la aplicacién de esta funcién “racional” p, podemos suponer directamente que
los pares (C, D) cercanos a (B, B*) a los cuales queremos asignarle un operador invertible,
pertenecen a ¢~ (¢( B, B*)).

Sea U € G¢(H) tal que U(B,B*)U-! = (C,D). Como ¢(C,D) = ¢(B, B*), resulta

que U¢(B,B*)U~! = ¢(B, B"). Es decir, U conmuta con E‘;J, 1<j<ny 1<15<p. Por
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lo tanto, la matriz de un tal U en la descomposicion de H es de la forma

[a, 0

a3

0]
0 n,
by 0
by
U=
0] T 0
Iz

| 0 Zn, |

con a; € GU(Ky), 1<i<ny; b € GUKL), 1<i<ny;...;2i € GUKp), 1 <1< my.

Consideremos el operador Vy € G¢(H) que en la descomposicién de H esti dado por
Vi=(e'®ai'®...0a71)®...0(z7' ©...0z7!). Este operador Vi es el andlogo del
operador homénimo introducido en la construccion de sp en 3.1.

Es inmediato que V;y conmuta con B y con B*. Pongamos
K : ¢7'(¢(B,B")) — §YH),

p n
EZP;ICD 1y

K esti bien definida: (C,D) = U(B, B*)U~" con U que conmuta con los E};, con lo cual

resulta
p n « l . p n‘ . . l . .
K(C,D)=U E'-,U‘ E,y=U ELELWUELE|;
;JZI ! 1=1 =1 ? ’

Como U conmuta con Ef,, E{,U-!E}, actda como un isomorfismo en el rango de EY,,
con lo cual B}, B U~ E}{, E}; es un isomorfismo del rango de E}; en sf mismo. Sumando
gobre j y luego gobre 3, resulta entonces un isomorfismo en @f-, K ol
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Ademais, es claro que K(C, D) = UVy. En efecto, basta observar que

E ' IE“EU—GI—IQ...@GTI;
nz

ELEZWUT'ELEY =b' o...obt;

=1

E” EZWU'EN B =z7'®... &1
I=1
p n. . .
es decir, ZZE,‘-,U“E’L-:VU.

1=13=1

Resumiendo, tenemos que K verifica que
K(C,D)(B,B")K(C,D)™* = (C,D) si (C,D)e¢~"(¢(B,B"))
pues Viy conmuta con B y B* y por lo tanto
UViy(B,B*)(UVy) ! =UVy(B,B")V;'U~' =U(B,B*)U~! =(C,D).

Juntando toda la informacién, estamos ahora en condiciones de exhibir una seccién local
“racional” de ¢p.p- en un entorno de (B, B*) en §(B, B"):

w:W— GUH),
4(C, D) = {o4(C, D)} K(4(C, D)), donde
¢(C,D) = (p“(C D),....Pa, (G, D)., PA(C, D), h, 4, (C, D))

4
oQurs@n) = Y 4B BNQ, (@ @) €W (n= ni);

1=1

—

p(C, D) = [0¢(C, D)] (C, D) lo$(C,D)|™", (C,D)e W
= E Ep;l (Xl Y)E;j ) (X,Y) € ¢—l(¢(Bv B.)) ’
=1 =1

En efecto, vimos que p(C, D) € ¢~ (¢(B, B*)), con lo cual

w(C, D)(B, B*)|w(C, D)}~* = [04(C, D)|~'Ko(C, D)(B, B*) (K p(C, D)| ' 4(C, D) =
= [04(C, D)|~'4(C, D)[o4(C, D)| = (C, D) . 4
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Observaciéon 5.4

1) La seccion w de la deinostracién precedente tiene en realidad un aspecto mas sencillo,

a saber
-1
w(C, D) = [EZ %.0%,(C, D) (C,D)eW .
En efecto,
P n
W(C,D) = [04(C, D) Y- Y #ia(09(C, D)(C, D)[o4(C, D)) E;
1=1 =1
=YY " #i,(C, D)log(C, D)}
=1 3=l

Calculemos

w(C, D) z; E},04(C,D)p},(C,D)

n

©

' #33(C, D)igd(C, D)™ - E1,6(C, D) £14(C, D)

l=]

como o¢(C, D)pi,(C, D) = E},p%,(C, D) = E{,04(C, D), resulta que la iltima suma da

n,

ZZPJI CD)pll(C D)leCD EZPJJ(CD —I

i=1j5=1

La demostracién finaliza observando que
E}la¢(01D)P’ij(Cv D) = E;lE{lP'il(C, D)pij(ci D) = E;lplij(ct D) .

2) Es claro que w(C, D) pertenece a la C*-ilgebra generada por C, D, By laidentidad.

Teorema 5.5

Si B € L(H) tal que C~(B) es de dimensién finita, entonces §(B, B*) es un espacio ho-
mogéneo analitico bajo la accién de G¢(H). En particular §(B, B*) resulta una subvariedad
analitica de L(H)2, cuyo espacio tangente en (C, D) es

Réic,p) = {(6c(X), ép(X)) € L(H)* : X € L(H)} .
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Demostracién: De nuevo podemos suponer B = A; @ ... ® A, como en 5.3. Usando el
teorema 1.9, junto con 5.3, para probar el teorema alcanza con ver que § g p-) tiene nicleo
y rango complementados.

Que el niicleo es complementado es inmediato. Basta con observar que los operadores
X € L(H) tales que §p p-)(X) = 0 son aquellos que conmutan con B y con B*, es decir,
que son de la forma

X=(X,90..0X,)0...0(X,6...0X,)
en la descomposicion H = @f_, ' donde cada X; € G K;) ests repetido n,-veces. Este
espacio es claramente complementado.

Para ver que el rango de § g, p+) es complementado, consideremos el isomorfismo real 6 :
L(H)? - L(H)?, 6(X,Y)=(X+Y,X* +Y"). Es inmediato verificar que 0(6p(Lan(H)) x
18p(Lan(H))) = Rb(p.p-), con lo cual es complementado (real) en L(H)? (ver 4.3). Si M
es un suplemento de dp(Lan(H)) en L(H), 0(M x sM) es un suplemento, en principio real,

de RS p p-). Es directo verificar que (M x 1M) es en realidad un subespacio complejo de
L(H). ¢

Observacion 5.6

Si B € L(H) como en el teorema anterior, las subvariedades de L(H)?, U(B) x U(B)
y $(B, B") son C®-localmente difeomorfas. Esto es porque  provee un isomorfismo entre
los respectivos espacios tangentes en (B, B) y (B, B™).

Una aplicacién inmediata de las técnicas usadas en {15} permite dewmostrar ademds que
ambas tienen los mismos grupos de homotopia.

Definicién 5.7

Diremos que § C L(H)" es localmente cerrado si para cada z € §, existen &; > 0,
1 <1< n, tal que
SNn{ye L(H)" : |izi —y]| <&, 1<¢<n} escerradoen L(H)".

Lema 5.8
Sea B € L(H). Si §(B,B*) es localmente cerrado, entonces C~(B) es de dimensién

finita.



Demostracién: Mostraremos que si §{B, B*) es localmente cerrado, Y(B) también lo es, lo
que en virtud de 4.4 y de 3.1 serd suficiente. Sea U(B, B*) = {(UBU*,UB*U*) € L(H)? :
U e lU(H)}.

Veamos que UY(B,B*) = {(C,D) € §(B,B") : D* = C}.

Que U(B,B*) C {(C,D) € §(B,B*) : D" = C} es inmediato.

Al revés, 8i D* = C, sea U € GE(H) tal que UBU~! = C, UB*U~! = C. Entonces
UBU-! = (UB*U-')* = U*~'BU". Luego, U*U conmuta con B, y por ser autoadjunto,
también con B*, con lo cual |U| = (U=U)'/3 conmuta con By B*. Luego

(C, D) = 7p,5+)(U) = m(p.5-)(UU|™') € U(B, B") .

En particular, resulta Y(B, B*) cerrado en §(B,B*). Es inmediato entonces que U(B, B*)
es localmente cerrado.

Dado C € U(B), (C,C*) € U(B, B*), por lo tanto existe € > 0 tal que UY(B,B~)n{X €
L(H)? : X, -C| <¢, |Xy—C"|| <€} es cerrado en L(H)2.

Veamos que U(B) N {X € L(H) : || X — C|j < €} es cerrado.

Sean X, € U(B), || Xn - C|| <¢, Xn — X.

Luego, X; — X* y j|X; - C|| € &, con lo cual (X, X*) € U(B,B"), es decir,
Xel(B). ¢

Podemos resumir la informacién obtenida en el siguiente

Teorema 5.9
Sea B € L(H), las siguientes condiciones son equivalentes:
1) B satisface alguna de las condiciones del teorema 3.1.
2) U(B) es subvariedad diferenciable de L(H).
3) U(B) es subvariedad de clase C® de L(H).
1) U(B) es localmente cerrado.
5) $(B, B*) es localmente cerrado.
6) S(B,B*) es cerrado.
7) $(B,B*) es subvariedad diferenciable de L(H)*.
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8) S(B, B*) es subvariedad analitica de L(H)".

9) xp,g-) : GYH) — S$(B,B") tiene secciones locales continuas.

Demostracién: 1) <= 2) <= 3) <= 4) es el teorema 4.4. 5) => 4) es lema 5.8. 1) = 7)
es el teorema 5.5. 7) => 5) es inmediato, 6) = 5) también. 1) => 6) es un teorema
de R. Curto y D. Herrero que no expondremos aqui (ver [6], Th. 8.4). 8) Es claramente
equivalente a los anteriores. Sélo falta ver que 9) es equivalente al resto.

Que 1) = 9) es el teorema 5.3. Veamos que 9) = 1).

Seas : WC §(B,B*) — G¢(H) una seccién local de xp,5- en un entorno de (B, B).
Llamemos ¢ : Y(B) — U(B,B*) C §(B,B*), i(C) = (C,C*). La aplicacién u, u(C) =
3(1(C))[s(3(C))*s(3(C))) ~*/? definida en i~ !(W) es una seccién local unitaria para xg en un
entorno de B.

En efecto, s(3(C))"s(3(C)) conmuta con B y con B*, por una cuenta similar a la de
la demostracién del lema anterior. Luego u es una seccién unitaria claramente continua. ¢

Corolario 5.10

Sea B € L(H) satisfaciendo alguna de las condiciones equivalentes de 5.9. Sea W como
en 5.4, entonces

o:{Cel(B):(C,C)eW) — UH),

-1 -1/2

n.

p
[Z EJIPIJ C C-)

P n

}: EP};(C, C‘)Eflp'ij'(C, c*)

1=1)= 1=135=1

es una seccién local C® para 7p : U(H) — U(B).

Demostracién: Sea w la seccién de xp_p» obtenida en 5.4. En virtud de la ultima parte de
la demostracién de 5.9, se puede obtener una seccién unitaria & definida en i=!(W) = {C €

U(B) : (C,C*) € W}, poniendo

B(C) = w(C,C*)jw(C,C*) w(C,C*)| "1 /* = )
Ld ! LA . . . -t
=( Pa(C,C7) 1',-) [EZp;a(c,C‘)E:,-E;-l(p;q(c,c?'))‘

=1 i=13=1
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La prueba se termina observando que como (C,C") € U(B, B*),

(P (C,CH)) = (VEL V') = VEV" = P'iJ'(C’ cr). ¢



§ 6. ORBITAS UNITARIAS EN C*-ALGEBRAS.

Las dos secciones locales explicitas de #(p_p.) y de 7p construidas en la seccién anterior
tienen la propiedad de poder ser definidas en la C*-dlgebra generada por B, los argumentos
y la identidad. Ello motiva el estudio de la estructura de las 6rbitas unitarias de elementos
en una C"-dlgebra arbitraria 4.

Comenzaremos definiendo una nueva seccion local explicita unitaria para g (B € L(H)
con C*(B) de dimension finita), inspirada en la seccién local construida por Deckard y
Fialkow, transcripta a esta exposicién en el teorema 3.1.

Primero, observemos que la aplicacién ¢ se puede restringir a §(B), y que en tal caso,
toma valores en P,(H) el conjunto de sistemas de proyectores de orden n de H, esto es

Po(H) = {(P\,...,P.) € I(H) : P*=P;, 1<i<n},

donde como siempre, n = Ef;l n.

En efecto, 8i C € U(B), C = UBU*, con U € U(H), con lo cual §(C) := ¢(C,C") =
U¢(B,B*)U* € P,(H), pues ¢(B,B*) € P,(H) y U es unitario.

El conjunto P,(H) también fue estudiado en [5], y por ejemplo, es una subvariedad de
L(H)" de clase C™.

Definicién 6.1
Llamaremos & : V C P,(H) — L(H) a la aplicacion continua dada por

o(P,...,Pu) = ; $:(B)P; |1 - ($,(B) - P)¥~ 112,

donde V es un entorno de ¢(B) en P,(H), de manera que & esté bien definida (por ejemplo,
sl ”Ql —31(3)” < 1) 1 S : S n para (Qh"':Qn) € Pﬂ(H))

Proposicién 6.2

Para P = (P,,..., P,) en un entorno apropiado V de §(B) en P,(H), o(P) € U(H)y
ademds verifica que (P)P; = §,(B)g(P), 1 <1< n.
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Demostracién: Verifiquemos primero esto dltimo. Para ello observemos que ¢,(B)P; con-
muta (@;(B) — P;)?, lo cual es inmediato. Entonces

o(P)Pi = §(B)P: |1 - (§:(B) - P}/ = §(B) .o(P).

Falta ver que #(P) € U(H).

n

7(P)* = Y U1 - (3(B) - PR3 (B),

=1

pues (§,(B) — P;)? es autoadjunto. Ademds, conmuta con P;§;(B).

g(P)"o(P) { i (I - (;(B) - P~ *P:g( B)} {EJJ )P; (I - )_131.)-1}—1/2}

— P72 P @A B)P I - (§:(B) - R)?|~/2 .

I
=
|
X
&

-
—

Para ver que esto da como resultado I, alcanza con probar que
I = ($(B) - P.)*|"' Pig,(B)Pi = P,

o equivalentemente, que P;§;(B)Pi = [I — (§:(B) — P;)?|P;, lo cual es inmediato, pues
entonces

7(P)a(P) = zn:[l — ($:(B) - P)|7'2P§(B)$,(B)Ril - ($(B) - PiJ|7\/* =

=1
n

= S 1 - (3(B) - Pyl P(B)Pi = Z P=1.

=1

Vale, analogamente, que g(P)z(P)* =1. 4

Obeervacion 6.3
Definiendo 5(C), para C € 3 ' (¥), como 5(C) = #§(C) C[a§(C))*, por la propiedad

anterior resulta que

3pC)=3(B), Cced (V).
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La demostracién es andloga a la de la propiedad similar cumplida por p de la seccién ante-
rior.

Proposicion 6.4

La aplicacién continua @o, definida en ¢ ' (V) (que es un entorno de B en U(B)),
@ : ¢ (V) — U(H), dadapor @y(C) = [3d(C)I"K3(C),

donde K(X) := K(X,X*), X € '(§(B)), es una seccién local C* para 7p.

Demostracién: Es claro que @y(C) € U(H). Que es seccién es consecuencia inmediata de la
demostracién de 5.3 (nétese en este caso, el Uy de 5.3 es el mismo de la demostracién de

31. ¢

Observaciones 6.5
1) Se le puede dar a wy(C) un aspecto mis sencillo,

P n,
wo(C) = ZP;[(C C ) - (Eh Pu(C C‘))Q]—UGPU(C C‘)Eu )

=15=
C €37 (V). Pues

wo(C) = [F§(C))"[K(74(C)Cloé(C]")] =
P n,
= Ph(C,C*)od(C))" Bl = (

=] =1

)

E;lva(c)p’lj(cl c* ))

=1 3=1

Como E}@@(C) = E';l 104 (C,C)T - (B, - P11 (C,C*))2 /3, resulta

»

=1)=1

P n;
wo(C) = ( E;IPU(C Cc)I - ( Pu(C C*)) ]_l/QPU(CaC‘))

de donde se sigue de inmediato lo buscado.

2) wo(C) pertenece a la C~-dlgebra generada por C, By la identidad.
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Definicion 6.6
Sea A una C*-dlgebra, que supondremos contenida en L{H). Llamaremos £~! al grupo
de Lie de elementos invertibles de 4, y U al grupo de Lie de elementos unitarios.

Para b € 4, lamaremos a U(b) = {ubu™ : u € U} la érbita unitaria de b. Sea =, la
aplicacién

mp: U — U(b), mp(u)=ubu", uwel.

Observacién 6.7

Sea b € 4 tal que C"(b) es de dimension finita. Entonces A se representa en ;. , K™,
de manera que C*(b) se identifica con la suma de 4igebras de matrices @F_, Mn, (K;), donde
M. (K;) nota a la C*-dlgebra que consiste de elementos de la forma (aj-kld X, )1<jk<n,, Para

(a;'.k)lsJ',kSn‘ € Cm X" arbitrarios, 1 <1 < p (ver § 2).

Proposicion 6.8

Si b € £ tal que C*(b) es de dimensién finita, entonces m;, tiene secciones locales con-
tinuas.

Demostracién: Podemos trabajar en 4 la imagen de A por la representacién citada en 6.7.
Las aplicaciones 7, ¢, py K tienen sentido en el nuevo contexto (Notar que Ef, € 4).

Es decir, restringidas a A y a U(b) (b la imagen de b) toman valores en 4 o en

Po= {(priopn) € A" i p = p} = pi, pipj =O0sii#jySp,pi=1 1%
t,7 < n}, seglin corresponda. Por lo tanto, la seccién @y restringida a U(b), toma valores en
U=U(Pr-, K) N A. Con lo cual resulta lo deseado. ¢

Teorema 6.9

Si b € A tal que C*(b) es de dimensién finita, entonces U(b) es un espacio homogéneo
de Banach de clase C®, bajo la accién de U. En particular, resulta U(b) una subvariedad
de clase C® de 4, cuyo espacio tangente en ¢ es RS, = {zc — cz: 2 € Aan}.

Demostracién: Podemos suponer que 4 coincide con I, es decir que es suma de C*-ilgebras
de matrices, en el sentido ya expuesto. Para probar el teorema, nos valdremos ahora del
teorema 1.10 que dice que si existe una aplicacién 6§ definida en un entorno W de ben 4, a
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valores en A, de clase C®, con la propiedad de que 6(b) = 1y que 0‘Wnutb) €s una seccién
local unitaria para m, entonces {/(b) resulta un espacio homogéneo de Banach de clase C®
bajo la accién de U.

Para ello veamos que la seccién local @, definida en ¢ ( V) N 4, se puede extender a
una aplicacién C* en un entorno W de b en A. Recordemos que Wo(c) = [o@(c)* Ka(c).

Es claro que ¢ se puede extender a todo A, con valores en A", de manera obvia.
Llamemos ¢ a esa extensién, que es evidentemente C®. Definiremos o de la siguiente

nanera,
5(z1,..-,20) = Y $()2i [1 - ($:(8) - z:) (fi(b) - 23)] /2
=1
para (z;,...,Z,) en un entorno de a(b) en A", de manera que 1 — ($,‘(b) - :c,~)($,'(b) - z})

sea estrictamente positivo. Esta aplicacién también es C*.

Finalmente, K y j se definen extendiendo naturalmente a X y 7, de manera que resultan
aplicaciones de clase C® en un entorno de b en A.

Poniendo §(z) = [56(z)|* Kp(z), ests claro que 6 es C* en un cierto entorno W de b en
A 9((7) 1 y 9‘u(bmw = Uy. ’

Teorema 6.10

Sea b € 4 tal que C*(b) es de dimension finita. Entonces la érbita de similaridad
conjunta del par (b,b*), S(b,0") = {gbg~*,gb*¢g ') € A% . g € A~'}, es un espacio ho-
mogéneo de Banach analitico bajo la accion de A~!. En particular, §(b,5") es una subva-
riedad analitica de A2, cuyo espacio tangente en (c,d) es Ré(..q) = {(éc(z),62(2)) : z € A}.
Ademds, en tal caso, U(b) x U(b) y §(b,6) resultan C-localnente difeomorfas.

Demostracién: La demostracién es completamente andloga a la de 6.9, inclusive mas sencilla,
por contarse con la seccién local mds simple

-1
w(c,d) = [ZZE;lpUcd} (c,d)e Wn A3,
1=1)=

dada en 5.4. La dltima parte es consecuencia inmediata de lo observadoen 5.6. ¢
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Observacion 6.11

La reciproca de ambos resultados es falsa. Basta considerar el contraejemplo dado en
(10j, es decir, 4 = C((0,1],C) y b € A la funcién b(t) = t. C=(b) no es de dimensién finita
(contiene a los polinomios), pero tanto U(b) como §(b,b") se reducen a un punto, por ser 4

conmutativa.



3 7. ECUACIONES DIFERENCIALES EN ESPACIOS DE BANACH.

En esta seccién se presentarin los rudimentos basicos de la teoria de ecuaciones en
espacios de Banach. A saber, los teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones lineales
y el teorema de existencia y unicidad local de una ecuacién no lineal donde el coeficiente
satisface cierta condicién de Lifschitz. La exposicién estara basada en el capitulo del libro
de Ju. L. Daleckil y M. G. Krein (ver [7]).

Ademds agregaremos algunas nociones que en apariencia no estan relacionadas con este
tema, pero que seran requeridas en secciones posteriores.

En esta exposicion nos interesard solamente el problema homogéneo. Esto es, estudiar
la existencia y unicidad de solucién de una ecuacién del tipo

FHt) = A@(t), t€la,p]
{ 1(to) = 2o,

donde zo y y(t) pertenecen a un espacio de Banach X, A(t) € L(X) parat € [a,f), ¥ to

fijo en ja, 8].

El primer caso que consideraremos es el de la ecuacién con coeficiente constante, o sea,
A(t) = AC L(X) para t € [a,f]. El resultado en este caso es bien sencillo. Sea X un
espacio de Banach fijo.

Teorema 7.1
Dado zo € X y A € L(X), existe una tnica solucién a la ecuacién
70 = Alt)(t),  t€op
{ 7(to) = 2o,
y estd dada por q(t) = eAlt=te)(z,).

Demostracién: Que (t) = eAlt=t)(z,) es solucién es inmediato,
d
pril

Para ver la unicidad, alcanza con demostrar que la tnica solucién (diferenciable) de

{ #7(t) = A(t)h(t),

(t) = AeAt =) (o) = A(t) ¥y (te) = A0 (z0) = 20 .

1(te) =0

38



es la curva 7 = 0. Una solucion 4 de este problema, debe satisfacer

1t) = / An(t)de.

Cou lo cual, si |t — ty] < 8, vale que

&1t < il Al sup_ (e
lo cual, si v no es idénticamente cero en it — ¢} < & es una contradiccién, si tomamos § de
manera que 5||4|| < 1. Resulta luego, que una solucién que se anule en iy, se anula también

en
1 1

b -, bt |-
ST O T AT
Tomando como puntos iniciales sucesivos a

n
! =t -
TAT+1 7 T T

th =th-y +

se obtiene que 7 se anula en [a,8]. ¢

Observacion 7.2
Notese que en todos los casos, la solucion diferenciable resulta de clase C'.

El caso de coeficientes no constantes es similar aunque de demostracién un poco mas
complicada. Para resolverlo precisaremos un resultado bien conocido, que vale en un con-
texto mds amplio que el citado aqui, y del que no daremos demostracién (ver (7], pig. 52).

Teorema 7.3

Sea S un operador continuo, no necesariamente lineal, actuando en un cerrado M C X,
con la propiedad de que existe m > 1 tal que S™ es una contraccién, esto es, ||S7* — S*j| <
gilz — yl|, con 0 < g < 1. Entonces, existe en M un dnico punto fijo v de S. Mis aiin, el
punto fijo puede ser obtenido a partir de cualquier z, € M,

v= lim S¥ . ¢
k—oo ™

Introduciremos ademds un lema que sera de utilidad en lo que sigue.
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Lema 7.4

Sea f : [a,B] — R continua, entonces

ta

[/ 52)f(Sn_1) ... £(51)dS,dS, .. dS=—[ (S ds}"

Demostracién: Por induccién en n. Sin =1 es evidente. Sin > 1,

bn-’-l Sn
[ [ [ o F(Saan) (Sa) o (5:)45,4S5 .. dSudSnss =

‘l)

- tﬂf(s,.“) U [ [ F(Sa) .- £(51)dSy .. ds..} dSnsi -

Aplicando la hipétesis inductiva a la integral entre barras, resulta

7L . dS"zni![Lsnhf(S)dS]n

Con lo cual la integral que queriamos calcular queda igual a

5 f( m)u b"“f(S)dSJ dSn,, .

t n+l
I [ z f(S)dS] . Como f es continua, g es derivable

Llamemos ¢(¢) = —l

y vale que
Loy = LT[ 1isies] 1w
dt n! e, |
l [ Sn+1 n
Por otra parte, llamando A(t) = ] f(S,,“) / f(S)dS] dSn+1, s claro
ty to

que también h es derivable, y su derivada es

Ihiy= Ly t)[/f dS]

Como h(ty) = g(to) = 0, resulta g(t) = h(t) para t € {a, ].



Sea A(t) € L(X), t € |a,f], una curva de clase C? de operadores (0 < p < o0). Sean
to € [a,8] ¥y zo € X fijos. Buscamos ahora una curva 4(t) en X diferenciable tal que

d

27 = A(t)r(t)
(o) = Zo.

Nétese que tal solucién debe verificar necesariamente que

1(t) =20 + [‘ A(S)1(S)dS .

to

Teorema 7.5

Con las notaciones precedentes, existe una inica solucién 4 diferenciable de la ecuacién

{%ﬂ0=Awﬂﬂ
‘7(to) = Z9.

Demostracién: Sea C([a, f], X) el espacio de Banach de funciones continuas del intervalo
(@, ] en X, con la norma |||z]|| = 2%, |z(t)||. En este espacio consideraremos el operador

¢
(Sz)(t) = zo +/ A(8)z(s)ds .
to
Est4 bien definido, pues siendo A continua, Sz es claramente continua. Nétese que

¢ t 8
(S72)(t) = 70 + f A(S,)zodS, + / / A(S;) A(S1)=(S,)dS, dS;
to to Jiu
y en general

t t p8
(S”z)(t) = gZo + / A(Sl)zodsl + [ / A(Sg)A(Sl)zodsldSQ-}-
to te Jto

t pSa-1 PSn-3 8,
+...+[ l /: A(Sn_1)A(Sa3)... A(S1)20dS,dS; ... dSu_, +
[{ (]

0 to
t p8, 83
+[[ [ A(S2)A(Sn—1)... A(S1)=(S1)dS,dS; . ..dS, .
[Q 0 O

Luego, se tiene la siguiente relacion
(S"z5)(t) - (S*z,)(t) = [ ' [ . [ " AS)A(Sa_r)... AS)[5a(51) - 5(51)] -
.dS, ...dS, .
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Con lo cual podemos estimar

8% 2)() - (S 2N <M=l [ [ [ NAGSI-. 4SS, .50

En virtud del lema anterior, {enemos que

L7 [ .. acsias,...as0 = 3 [ [ 1acoiae]

B n
Obsérvese que 8si n — 00, %[/ IIA(s)llds] — 0. Sea m tal que ¢ =
1 {? "
— / |A(s)llds| < 1. Resulta entonces que |[|S™z3 — S™z, ||| < ¢|l|za — z1]||-

t
Sea 7 € C(|a, §), X) tal que Sy = 1, es decir y(t) = 7o + / A(8)7(S)dS. Esta 7 es
to

entonces de clase C!, y resuelve la ecuacién:

W) =50, Sa= 2 [ [ A(s)v(a)da] = A(t(t).

Es la inica, puesto que cualquier otra provee un punto fijo en C(|a,S], X) del operador
S. ¢

Obeervaciones 7.6
1) La solucién 7 se puede obtener mediante el limite

A0 = [ Jim (5°2)] (1),

para cualquier z : [a, 8] — X continuo. Por ejemplo, poniendo z(t) = zo, se tiene

7(¢)=xo+[4(s)zoda+f:£: LS " A(S4) .. A(S1)zodS: ....dSn .

n=3 ty

2) Si A(t) es de clase C?, 0 < p < 00, un razonamiento inductivo permite probar que
~ es de clase CP+1,



Nos referiremos ahora al caso no lineal, con un resultado basico que daremos sin de-
mostracién, ya que la misma es muy similar a la de 7.5, pues se basa también en 7.3 (ver

(7}, pég. 276).

Teorema 7.7

Sea f(t, z) una funcién continua de las variables z € X, t € |a, B, que tiene la propiedad
de que en un entorno de (29, 7o) fijo satisface una condicién de Lifschitz en z, esto es

1 /(, 23) — f(t, z1)|| < M]|za — z1]|

para (z;,t), (z3,t) en el citado entorno. Entonces existe un entorno de to en el cual la

ecuacién d
2400 = 1,4()
$(to) = zo

tiene unica solucién diferenciable ¢. ¢

En lo que sigue nos referiremos a dos cuestiones. La primera concierne a la existencia de
curvas integrales de campos vectoriales. La segunda es acerca del levantamiento de curvas
diferenciables en espacios homogéneos de Banach. No haremos esto en el caso general,
sino en los casos particulares de las érbitas unitarias o de similaridad conjunta de n-uplas
(a1,...,0n) € A%, donde A es una C*-ilgebra.

Sea M una subvariedad de clase C? de un espacio de Banach X.

Definicién 7.8

i) Decimos que una aplicacién V definida en un entorno en la variedad M a valores en X
es un campo vectorial, si verifica que V(z) € TM; para cada z en el entorno. Diremos que
el campo V es de clase C¥, si es de clase C* como aplicacién entre subvariedades (k < p).

ii) Dado un campo vectorial diferenciable V, definido en un abierto W C M. Decimos
que una curva 7 : [a, 8] = W es una curva integral de V si verifica que

4=V, telandl.

El siguiente es un resultado bien conocido, que puede ser consultado en [12] o en [13].



Teorema 7.9

Sea V un campo vectorial de clase C* en un entorno W de zo en M. Entonces existe un
nimero € > 0 y una curva integral de clase C**! de V, v:(—¢,¢) = W, con la propiedad
de que v(0) = zo. Adem3s, 8i w es otra curva integral de V con la misma propiedad, definida
en el intervalo (-4, 6), entonces v y w coinciden en la interseccién de log dos intervalos. ¢

Definicién 7.10

i) Dados V y V' campos vectoriales diferenciables en M, notaremos con VV' a la
aplicacién de M en X dada por VV, = %V'(v(t)) K donde v(t) es una curva integral
diferenciable de V con v(0) = z.

ii) Dados V' y V! como en i), llamaremos [V,V’] a la aplicacién de M en X dada por
V,V']z =VV!-V'V,.

Es un hecho bien conocido que en tal caso, [V,V’] es un campo vectorial diferenciable.

Supongamos ahora que G es el grupo de Lie de inversibles o el grupo unitario de una
C*-4lgebra A. Sea b € A® un elemento con la propiedad de que en la érbita M de b bajo
la accién de G sobre A* tiene estructura de espacio homogéneo de Banach (analitico o C*®
segiin el caso). Sea ademis v: (a, §] - M una curva de clase C? (1 < p < ).

Buscaremos una curva I’ : [a, f] — G con la propiedad de que x3(I'(t)) = 7(t), t € [a, A].
Impondremos la condicién adicional de que I'(t5) = go, para & y go € 75,1 (7(t0)) fijos.

El resultado que se enuncia a continuacién puede ser consultado en (20).

Teorema 7.11

Con las notaciones precedentes, y para cada go € x5 !(7(t0)) fijo, existe una curvaI':
[a, ] — G de clase C? con la propiedad de que I'(to) = go y #s(L'(t)) = 1(t), t € [a,f]. ¢

Es inmediato verificar que la curva I' no es Unica. Basta multiplicar a una de ellas por
cualquier curva h : [a, ] — #;71(b) de clase CP para obtener otra.

Para finaligar la seccién, citaremos un ejemplo contenido en [5], en el que se aplican
algunas de las ideas expuestas.



Ejemplo

Sea A una C*-dlgebra con 1, sea P = {p € 4 : p* = p* = p} el conjunto de proyectores
de A. En [5) se probé que este conjunto es unién discreta de espacios homogéneos de Banach
de clase C® bajo la accién de U. Fijemos po € P. La érbita unitaria de po, U(po),
es uno de los espacios homogéneos en que se descompone P. Consideremos una cumva
v : [a,f] = U(po) de clase C? (1 < p < 00). Supongamos ademdis para simplificar la
exposicién, que 7(to) =

Veremos que la inica solucién I de la ecuacién diferencial lineal

{ 70 = {[50] 10 -1 o0} re)
L(to) =
verifica que =, (I'(2)) = 4(t), t€ |a,p].

Es claro que la ecuacién tiene solucién tinica I. El operador que hace las veces de A(?)
es la multiplicacién a izquierda por el factor [i 7(t)] 1(t) - (t)a—t-'y(t).

Veamos que I(9) € U. Gomo 1) € P, 1) = 1)y 03709 + | 770] 79 =

'7(t) Luego I'*(t) verifica que i[[“(t)[‘(t)] =0, con lo cual I'*(¢)['(t) = 1. Observemos
dt
aéemés que tanto I'(¢)I*(¢) como I son soluciones de la ecuacién lineal
d

{ da() = { [%v,u)] 1) - 7(t)dit7(t)} a(t) - 0(t) { [a"(‘)] 2t) - 7(t)§7(t)} ,
Q(to) = 1.

Con lo cual D(t)[*(¢) = 1. Es decir, I'(t) € U, t € [a,]. Por tltimo, verifiquemos que I
“levanta® a 7:

O8] = (F70) 200 + 0 (70) T+

+ (e 30 = 10 { [70] 10 - (8 700 | 10T+

+1() () 1O + 10 | [@0] 10 -1} 10 =
=10 {- [ 20] 8+ 00 [0 10 430 [0 00~

A F0)+ W IO,
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Usando la relacién %7(t)] v(t) + 7(t):—tq(t) = %ﬂt) Yy su consecuencia

1) [ 70 00 +200) 0] 70 = 26) 0] w0

-

es decir, 7(t) [%7(0 ~(t) = 0, resulta que la expresién entre llaves da cero. Con lo que se
]

I*(0)2(8)T(t) = I*(to)r(t)l(t) = po, tE€|[a,fl,

fiene

es decir
o (T(2)) = 1(¢) -



§ 8. CONEXIONES.

En esta seccién serdn introducidas las nociones basicas sobre conexiones. Primero,
considerando conexiones en el espacio homogéneo (y por lo tanto fibrado principal) x; :
G — M, donde G, como en capftulos anteriores, es A~! o U y M es la érbita de una n-upla
fija b € A". Luego nos referiremos a conexiones lineales en la variedad M. No haremos
hincapié en la relacién existente entre estos dos conceptos en esta seccién.

Recordemos que si M es un espacio homogéneo de Banach, resulta x; una sumersién,
con lo cual x;71(b) es un subgrupo de Lie de G.

Llamemos Vg = ker d(xs), = gker &, para g € G. Nétese que por ser M un espacio
homogéneo Vg es un subespacio complementado de TG (TGg es gA 81 G = A~ y ghan si
G=1U).

Definicién 8.1

Una conexién en el fibrado x; : G — M es una aplicacién que a cada g € G le asocia
un subespacio complementado ¥ g de TGy, y satisface las siguientes propiedades:

i) TGg=¥4g® Vg.
i) Para cada v € x5 !(b), ¥g.v = Xgo.
iii) La distribucién g — X g es diferenciable.
Precisaremos el punto iii): Dado un campo vectorial X definido en un entorno en G,
para cada ¢ en su dominio, se tiene Xg =Yg+ Zg, donde Yg€ ¥gy Zg € Vg, con lo que

queda definido un campo vectorial Y; la condicién iii) se traduce en que cada vez que X sea
diferenciable, Y también lo sea.

El espacio )¢ se denomina subespacio horizontal en g. Vg es entonces el subespacio
vertical. Nétese que Vg = g¥,.

Si N es una subvariedad de un espacio de Banach, notaremos con X(N) al espacio
vectorial de campos vectoriales diferenciables sobre N. Si V es un espacio de Banach,
C®(N,V) notard al espacio vectorial de funciones C™ de N en V. Obsérvese que ai
V =C, C®(N,C) es un anillo y X(N) es un C*®(N, C)-médulo.
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Observacién 8.2

Dada una conexién en el espacio homogéneo x : G — M, podemos definir una 1-
forma diferenciable de G a valores en el 4igebra de Lie ker &. Es decir, una aplicacién
8:X(G)— C®(G,ker &), C®(G,C)-lineal, de la siguiente manera:

Dado X € X(G), 6(X), es igual a la parte verticalde "' Xg € TG,. Si Xg=Yg+2Zy¢

con Zg € Vg, 6(X)y = 9~'Zy. La 1-forma § cumple las siguientes propiedades:

~i) Si Z € ker & y si llamamos Zal campo invariante a isquierda definido por Z, esto
es, g=49Z, g€ G, entonces §(2) = Z.

ii) Para cada v € x;7}(b), 8i notamos con r, al difeomorfismo de G que consiste en
multiplicar a derecha por v, para X € X(G),

B0(re 0 Xg) = v 10g9(Xg)v, ¢€G.

iii) @ es diferenciable, es decir, que cuando se aplica a campos diferenciables, efectiva-
mente produce funciones diferenciables de G en ker 6.

Las propiedades i) y iii) son claras. Veamos que se cumple ii). Primero, en el caso
particular en que X € X(G) sea horizontal, es decir, Xg € ¥g, g € G. Es claro que, por
un lado, 6(X) es la funcién nula. Por otra parte, Xg-v € Xg-v = Ky 8i v € x;71(b), con lo
cual g (ry Xg) también es nulo y ii) se cumple en este caso.

Supongamos ahora que X = Z, para Z € ker &. Tenemos que v“ﬂ,(zg)v =v 12y,
g € G. Por otro lado también gy (ry 0 Zg) = v=! Zv, pues r,(Zg) = gZv = gu(v-'Jv), y
como v~! Zv € ker & (v conmuta con b) resulta esto \ltimo igual a (v=1Zv)g,.

Nétese ahora que como la igualdad a probar es puntual (depende del valor de X en
g para cada g solamente), cada campo vertical coincide en un punto go con el valor de un
campo vertical invariante a isquierda, a saber, X coincide en go con (95! Xgo)~. Con lo
que ii) se cumple también para campos verticales. Luego, vale para todo X € X(G).

Es un hecho bien conocido que la 1-forma # con las tres propiedades enunciadas, ca-
racteriga a la conexién. Vale decir que 8i w es una 1-forma a valores en ker & que cumple
i), ii) y iii), se puede definir una conexién en 1, : G — M, tomando ¥g = ker w,.



Definicién 8.3
Sea 7: [a,8] = M una curva C!, sean ¢y € [a,f] y go € x57!(7(t0)) fijos. Llamaremos
levantamiento horisontal de y por go en ¢ a una curva I' : [a, 8] — G de clase C! tal que

i) T(#)eL(¢)~! = m(L(2)) = 1(¢), t€|a, Bl
i) Tlto) = .
i) %I‘(t) € iy tE (@B,

Obsérvese que iii) puede ser sustituido por la condicién
d

El siguiente es un resultado clisico, que puede ser consultado en [14], cap. 2, donde
estd hecho para variedades de dimensién finita. De todas formas, la misma demostracién
con ligeras modificaciones puede aplicarse a nuestro caso.

Teorema 8.4
Dadas 4: [a,8] = M, to y go como en 8.3, existe un dnico levantamiento horizontal de
Tporgoent,. ¢

Definicién 8.6
Sea X € X(M). Llamaremos levantamiento horizontal de X a un campo X € I(G)
con las propiedades:
i) d(m)g(Xy) = Xryi9)s
i) Xge Xg, g€G.
La unicidad y existencia de X son claras, ya que para cada g, d{(#,), es un isomorfismo
de Xg en T My, (y).

Observacién 8.6

Existe una relacién muy clara entre levantamiento horisontal de campos y curvas. Sea
X € X (M) y sea z: (—¢,¢) = M una curva integral de X. Si X es el levantamiento hori-
zontal de X y Z: (—6,6) — G es una curva integral de X con Z{0) € x5 *(z(0)), entonces Z

es el levantamiento horisontal de z por Z(0) en 0. En efecto, primero, es claro que Er(t) =



d d
Xz) € ¥ze)- Segundo, Xeyzqey) = d(m)z(e)(Xze)) = dlmo)eee gf(t)P = Z%(Z(t)),
t € (=4,6). Con lo cual x3(Z(t)) es una curva integral de X, con £4(2(0)) = z(0). Por lo
tanto, x3(Z(t)) y z(t) coinciden en la interseccién de los intervalos (—¢,€) y (-4, 6).

Pasaremos a considerar ahora conexiones lineales en la subvariedad M de A".

Definicién 8.7
Una conexién lineal en la subvariedad M es una regla ¥7 que asigna a cada X € X(M)

una aplicacién lineal yx de X(M) en si mismo, y que satisface las siguientes condiciones,
8i f,g € C®(M,C)ysi X, X; € X(M):
1) Vexi+ex2a = f V%1 +9Vx,
i) Vx,(fXa)=fx, (X3) + (X1 f). X3
donde X, f denota a la funcién C*® de M en C dada por (X, f); = -:—tf(z(t)) K donde z(t)
d

es una curva diferenciable adaptada a X, z, esto es, z(0) = z, Ez(o) = Xiz.

SiXel (M], a la aplicacién 7 x la denominaremos derivada covariante con respecto
a X o~

Observacién 8.8

Si X € X(M) se anula en z € M, entonces Vx también. Este es un hecho bien cono-
cido, que implica que el valor de 7x en z, depende del valor de X,.

Definicién 8.9

Sea X € Y(M) y v: [a,f] = M una curva C%. Por la observacién precedente tiene
sentido considerar la derivada V/(ay/4t)(¢) (extendiendo a la curva diferenciable de vectores

tangentes i’y(t), a un campo vectorial diferenciable en M). Diremos que el campo X es
paralelo a ﬁ)t largo de la curva 7 si se verifica que (V(ay/at)(¢)X)71) =0, t € [a, 8]

Definicién 8.10
Sea v : [a,8] — M de clase C?. Diremos que 7 es geodésica, si para cada & € [a,f],



(V(dv/dt)ito) X)7(to) = 0, donde X e; un campo vectorial en un entorno de 7(fo) en M, que
%extiende” a Eq(t), o sea Xoy) = Et-'y(t) en dicho entorno.

Un resultado general, que aquf no expondremos, establece quedadoz € My V € TM;,
existe una dnica geodésica 7 : (¢,6) — M, con 0 € (¢,5), 1(0) =z, E’y(O) =V.

Definicién 8.11

i) Dados dog campos vectoriales diferenciables X,Y € X' (M), lamaremos torsién de X
e Y al campo vectorial T(X,Y) € (M),

T(X, Y)S = (ny)s - (VYX)s - [X, y]s .

Es inmediato verificar que si f,g € C®(M,C), T(fX,9Y) = fgT(X,Y), y que T es bilineal
en X (M) x X(M). Esto implica que T(X,Y), depende sélo de los valores X, Y.

ii) Dados X,Y y Z € X(M), llamaremos tensor de curvatura de X,Y y Z al nuevo
campo R(X,Y)Z € X(M),

{R(X,Y)Z}: = [Ux(VyZ)|z - [Vy (VX Z): — (Vix.v} €)= -
Es inmediato también que R es C*®(M, C) tri-lineal en I'(M).

Para finalizar esta seccién, volveremos sobre el ejemplo #p, : Y — U(po), donde po € 4
es un proyector fijo. En [5] se introduce una conexién para este fibrado. El espacio horizontal
en u € U estd dado por

Ho = {2 € uhan = Tly : pov"zpo = (1 — po)u*z(1 — po) = 0} .

Con lo cual es inmediato verificar que si v : [a,8] — U(po) es una curva diferenciable,
entonces el levantamiento provisto por la solucién de la ecuacién

{ 0= [gm] 100) - qmgqm} r(e)
['(t) = uo
para ug € x,,1(7(t0)) fijo, es horisontal:

RoR(Y” 50000 = pol()" {8 (0 - (07| T
= 1" 1) { | 310] 10 - 20 g0 } o =

51



y de manera similar (1 — po)I'(¢)* %I‘(t)(l - po)=0.

Esta situacién se puede estudiar con mayor generalidad, considerando la érbita unitaria
de un sistema de proyectores (p1,...,pn) € A®, p? = p! =pi, pip; =081 # 3, 1 <1,5 <n,
y Y ie, pi = L. Ea decir, se estudian descomposiciones ortogonales de un espacio de Hilbert
en n sumandos, en lugar de s6lo dos. En este caso, se puede probar que la aplicacién

Tiprpn) U = U(P1,-..,pn) define en U(py,...,pn) una estructura de espacio homogéneo
de Banach, y que ademds se puede definir una conexién, donde los espacios horizontales son

Ho = {2 € ulap : piv*zp; =0, 1<i<n}.

Ademds, si 7: [a, ] = U(p1,-...,pn) es una curva diferenciable, la levantada horizontal que
en {o pasa por up € 71\ o j(1(to)) fijo, est dada por la iinica solucién de la ecuacién

{ dag =3 0] 0000

1=1

Q(to) = Uy,

donde 7, son las coordenadas de 4.



§ 9. UNA CONEXION EN x : U — U(D).

En esta seccién introduciremos una conexién en el fibrado definido por 3, para un
b € A fijo. Desde ahora supondremos que C*(b) es de dimensién finita, y utilisaremos la
notacién del § 6. Estudiaremos levantadas horisontales de campos y curvas y daremos la
férmula explicita de la 1-forma de la conexién.

Recordemos que Uy = {v € U : vb = bv} = x;7}(b). Veamos la forma explicita de los
subespacios verticales V,, u € U. Ee muy sencillo ver que

Vo =u V) =u{a € Aap : ab = ba}

pues d(xp)u = xy(u) © Fue-

Podemos también utilisar los polinomios p, para describir a V,:

v1={z€.4¢1.:E';'-sz‘u=0 si 1#£¢ o j#k y
E}zE}, = B},zE},, 1<j<n;, 1<k<nm;, 1<4,L<p}.

Con lo cual

Vo = {2 € udlap : plj(ubu®,ub*u*)sEf, =0 i
i#L o j#k y pij(ubu’,ub’u’)2E;, =
=phi(ubu’, wb*u)2E};, 1<j<nm, 1<k<n,, 1<il<p}.

Definiremos ahora la distribucién de subespacios horisontales.

Deflnicién 9.1
Llamaremos X; = {2 € Aqa : Ej;2E}, =0, 1 <1 < p}, y en general, Xy = u¥;, u € U.
Nétese que

He = {2 € udap : p}, (ubu®, ub*u*)zE}, =0, 1<i<p}.



la descomposicion H = @f_, K[, de la forma

'ul 0 ) (0

Uy (0]

x
0 U;
y
tUp 0
Uy 0

0

I 0 up_‘ i ¥ b 3 ]

Proposicién 9.2

La distribucién u — X, u € U, recién definida, es una conexién en el fibrado #; : ¥ —

u(b).

Demostracién: Primero, como TUy = u Aqp, para ver que ¥y y Vs s0n suplementarios,
alcanza con probar que X; @ V; = Az». Para ello, obsérvese que si £ € Aqp

P n,

1=1)=1

El primer sumando esti en V;:

P n.

El Ekok\ =0' ademis

Jo

(ZZEN’:E;J) Jol = ElJoEolelJoE

1=1y=1

= Ef,zE{, .

El segundo sumando est4 en ¥;:

p n‘ . .
Ef, (3— E;'leij) Ef, = Eflefl - Eflelll =0.

1=131=1



Es evidente que ¥; NV, = {0}, puessi z€ X, NV, E{,zE}, =0, i=1,...,p, luego
B eBly = B} BlyoE By = By BhyeBl B,

que es cero, pues z € V.

Ademis, que z esté en V; implica también que E};zEf, =0sit # Lo j # k. En
resumen, resulta que para el sistema de proyectores §(b), es §,(b)z4,(b) =0, 1< 4,5 < n.
Entonces debe ser z = 0.

La descomposicién dada para z, permite calcular explicitamente a Py, y Py, los idem-
potentes en L(u A,a) asociados a la suma directa u Aap = Nu @ Vs:

p n. . .
Py, (z) = uz: E} w'zE};, Py, =1d-Py,.
1=175=1
Con esto, resulta inmediatamente que la distribucién es diferenciable, si X € X'(U) es un
campo vectorial diferenciable, su parte horizontal estd4 dada por el campo vectorial

p n' 0 .
ur— Py (X)) = Xo - “ZZE;'l“‘XuE;,’ )

=1 =1
que es claramente diferenciable.
Lo 1itimo que queda por verificar es que si u € U y v € Us, entonces Xy - v = Hys.

Esta identidad se transforma en u¥; v = uv¥;, que es equivalente a v¥;v* = ¥;. Veamos
esto dltimo.

Como v conmuta con b y es unitario, también conmuta con b*. Luego, conmuta con los
E},. Sea £ € v¥;v*, con lo cual v*zv € ;. Esto dice que 0 = Ef,v*zvE}, = v* B 2B}, v,
y por lo tanto z € ¥;. La otra inclusién es andloga. ¢

Definicién 9.3

i) Llamaremos S : 8,(Aap) — Aqr a la inversa relativa horizontal de &. Esto es, como
6y = d(xp); es un isomorfismo de ¥; (suplemento en Agp de ker &) en &,(Aan) = Rbp, sea
S’ su inversa. S es entonces S’ compuesta con la inclusién de ¥ en Aqp. Nétese que S estd
caracterisada por las relaciones:

S6S=S, 6S8=S y RS=4,.



ii) Para ¢ € U(b), lamaremos X = uX;u*, donde u estd fomado de manera que
m(u) =c.

X¢ est4 bien definido, pues si ' € x;7!(c), u™u € Us, y entonces v u¥;(u"u)* = X,
es decir, u¥,u* = u'} u".

Nétese adem4s que ¥¢ es un suplemento para ker §; en Aqn, pues ker 6. = ker Sgpg+ =
u(ker & )u*.

iii) Llamaremos S, : .(Aar) = RS6: — Aan al operador definido por las relaciones

S.6.S.=S., 6.8.6.=6. y RS.=X°.

iv) Sea M un suplemento, fijo de ahora en mds, de R& en 4. Llamaremos S al operador

lineal y acotado dado por
glﬂ& =S5y SIM =0.

Observacién 9.4
S. es la inversa de &|y-, compuesta con la inclusién de ¥¢ en Az5. Ademds, vale que
S. = ad(u) 0 § 0 ad(u*),
donde u € x;7!(c) y ad(u)(z) = uzu’.
En efecto, es claro que R(ad{u) o S 0 ad(u*)) = X¢; ademds,

ad(u) o S 0 ad(u*) o Syiye 0 ad(u) 0 S 0 ad(u*) =
=ad(u) o So b0 Soad(u*) = ad(u) o S oad(u*).

Anilogamente se verifica que Sypg- © ad(u) 0 S 0 ad(u*) 0 Sgimes = Supue-
Es claroque S, =S§.

Usando esta aplicacién S es muy sencillo computar la levantada horigontal de un campo
vectorial en U(5).

Proposicién 9.6

Sea X un campo vectorial diferenciable definido en un abierto W de l(b). Entonces el
levantamiento horisontal de X, definido en x;"!(W), estd dado por la expresién

X, = uS(ad(u’) o Xey(o)), wE X7 (W).



Demostracién: Calculemos

d(xb)s(Xs) = br, (w1 (Xu - u*) = by, (u)(ad(u) 0 S(ad(v*) 0 Xy, (s)) =
= bry (w1 © Sxy(0)( Xy (v)) -
Como Xy,(u) € TU(b)sy(x) ¥ Oxi(s) © Sxy(s) €8 la identidad de Réy,(q), resulta d(ms)u(Xu) =
Xﬂ(ul'
Ademis, es claro que X es horisontal,

X =uS(ad(u*) o Xpys)) EURS =Xy . ¢

Observacién 9.6

Aplicando lo observado en 8.6, podemos encontrar las ecuaciones diferenciales que sa-
tisfacen las levantadas horisontales de curvas. Al menos localmente son curvas integrales de
las levantadas horizontales de los campos vectoriales diferenciables definidos por las curvas
diferenciables en U(b). Precisando un poco, sea 7 : [a, 8] — U(b) una curva diferenciable

y sea X un campo vectorial que extiende a Eq(t), t € [a,f), es decir, X ) = 377(0'
Entonces la ecuacién

d .

5L (8) = Xr) = T(£)S(ad(T(8)*) o Xey(r(e)))
I'(to) = wo

tiene solucién local alrededor de ty que levanta horizontalmente a 7 por ug en ¢y (ug €

7, 1(7(t0))). Nétese que entonces la ecuacién puede ser llevada a la forma

{ %I‘(t) =T(t)S(I(¢)* [%7(‘)] I'(t))

(9.7)
P(to) = Uy .

Ponemos S en lugar de S, pues la intencién ahora es estudiar la ecuacién 9.7, indepen-
dientemente de que sea inducida por la ecuacién integral de un campo. Ya no sabemos pues

que T levanta a 7, con lo cual no tenemos garantfa de que I'*(¢) [Edt-q(t)] I'(t) pertenesca al
dominio de S, que es Rép.

En (9.7) exigiremos ademds, que la relacién se cumpla no sélo alrededor de ¢,, sino en
todo el intervalo [a, f].
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Teorema 9.8

Sea v : |a,f] — U(}) una curva de clase C?, 7(ty) = uobuy. Entonces la levantada
horizontal de -y por ug en ¢, es la iinica solucién de (9.7).

Demostracién: Veamos primero que la levantada horizontal I' es solucién. Tenemos que
b=T(t)*1(t)I(t), t € |a,B] con lo cual

0= S0 (yvar(e) = [—r'(t)] AHOT(E)+
+I(Y) [Wu)] (0 + T ()05,

0 sea,

()| 2] 10 = = | G0 108 -0 G
[dl“(t)] I()b - br* () S 1) -

Como I'*(t)I'(¢) = 1, [%I“(t)] I(t) + T( t)dtr(t) 0, por lo tanto lo de arriba queda igual

a

(1) ST(e) -6 - 80 (1) S T(t) = (I“(t)%[‘(t))
Con lo cual
5 (I"‘(t) [%I“(t)] I‘(t)) — 54, (I“(t)-:—tl‘(t)) .

Usando que a—tl‘(t) € ¥r(t), es decir I“(t)dtI‘(t) € K1, y como S& es un proyector sobre el
rango de S, que es ¥, resulta

3 (I“(t) [%1@)] I‘(t)) =IO 310

Como ya sabemos que I'(¢y) = uy, esto iiltimo es equivalente a satisfacer (9.7).

Llamemos I’y a esta solucién. Veamos ahora que es la iinica. Para ello mostraremos que
la aplicacién de £ x [a,f] en A que manda (u,t) en uS (u i'1(t)19, cumple localmente
una condicién de Lifschits en cada par (v,t). Esto es, para'cada v € £ fijo, existe £, > 0 tal



<

que si u,u' € {z € 4: ||z — v|| < &}, entonces “ug gu'%q(t)u -u'S (u"c—z—'y(t)u')

Cellu — o'||- Si verificamos esta condicién, en virtud de 7.7, resultard que la ecuacién

{ #10 =108 (10 || 1)
['(s) = To(s)

tiene solucién Wnica en un entorno de s, para cada s € [a, §] fijo, y que por lo tanto coincide
con Iy en dicho entorno. Luego, Iy es la tnica solucién global de (9.7).

Verifiquemos la condicién de Lifschita:
d N . d
ul (u'a'y(t)u) -u'S (u’ Eq(t)u ) uS (u Eq(t)u) -
i u'S (u":—tq(t)u) - 'S (u" %1(t)u’)
d . d 1o d !
< "3 (u"a-'y(t)u) K (u z7(t)u -u d—tfy(t)u )

d
< 81 | (0| P - 1+ 150

<

+

T (u‘ iq(t)u)

llw — w'l] + 1

d ol
u‘Eq(t)u—u d—t7(t)u

! ! » d s d !
P =+ 1 5 (o gt o gy
) < I3 ful?

] d /) ! d
ol I 1 g8 o=+ P11 | 00

Nétese que ||u| < &4 + ||¥]|, y que otro tanto sucede con ||u’|| con lo cual resulta

uS (u‘ %7(t)u) -u'5 (u" %7(t)u’)
< 3IBl(es + ) gy, | (0| -l ¢

<131 |

%’1(*)

+ |l — o'

%1(*)

» d I__ I d !
u a?'y(t)u u I’y(t)u

Jlw = w'l| -

Buscaremos ahora las ecuaciones lineales satisfechas por las levantadas.

Proposicién 9.9
Si v : [, B] — U(b) es de clase C? (1 < p < o), entonces S, (%7) :a, B] — Aan €8
de clase CP1.



Demostracién: Primero veamos que S, %’7 estd bien definida, pues %'70) € TU(b)4(e)

= Rb,4), que es el dominio de S,¢). Sea's : [a, f] — U una levantada de 7 de clase C? (ver

7.11). Sea M el suplemento de Ry considerado en 9.3. Luego, u(t)Mu(t)* es un suplemento

de u(t)R8yu(t)* = RS,(). Definiremos S : A — Aan lineal y acotado de la siguiente forma:
Stlréy, = Syit) ¥ Stluge)mu(e)r =0

Es inmediato que S¢ = ad(u(t)) o 5 0 ad{u(t)*). Resulta entonces evidente que la aplicacién

t — S; de [, B] en L(A4, Aqp) es de clase CP. Entonces t — S %7(t)) es de clase C?~1.

Como 3, (%70)) = Sq(¢) (%70)) , queda probado el resultado. ¢

Teorema 9.10

Sea 7 : [a, ] — U(b) de clase CP. Sean ¢y € [a,f] y uo € x5} (7(f0)) fijos. Entonces la
ecuacién lineal

d d
(9.11) { @t =5y (E’T(‘)) I(t), t€lafl,
P(tO) = Yo,

tiene por fnica solucién a la levantada horizontal (de clase C?) de 7 por ug en t,.

Demostracién: Sea I' 1a solucién de (9.11). Veamos que:
i) P(t) el, t € a,p.
ii) T levanta a 7.

iii) T' es horizontal.

Consideremos la ecuacién lineal

{ 780 = -85 (F10),
A(to) = ua .

que tiene solucién dnica. Como Sy (%‘1&)) € Aan, I es solucién de esta ecuacion.

Luego

.(‘:_t[‘*(t)l‘(t) = [%P‘(t)] I(t) + I“(t)%l‘ )

= I*()S) (%‘7(0) D(t) + T* ()5, ) (%7(0) I(t)=0.



Como I'*(to)I'(to) = 1, resulta I'*($)I'(¢) = 1, ¢t € [a, B].
Consideremos ahora

{ %n(t) = Sy) (%7(0) 0(t) - Q(t)Syge) (%7(‘))

0(to) = 1

que también es lineal, y tiene por soluciones a I'(t)[**(t) y a la curva constantemente igual
a 1. Por lo tanto I'(t)[*(t) = 1, t € [a, B].

Para ver ii) calculemos
F TN = TSy ( F20) A0+
+I() 70| T+ T @0y (10 10 =
=) {80 ( 1) 70+ 10 + 108 (1) 10 =
=00 {10~ S (10) 1)

Como 8,(¢)S4(¢) €8 la identidad en Ré,() y %1“) € Ré,(t), 1a expresién entre Llaves da
cero. Como I (29)7(t0)T(to) = ug7(to)uo = b, resulta I'*(t)4(t)L'(t) = b, t € [a,B).

Por 1ltimo, veamos iii):

G0 =S (7700 0 € RS0 =
= H7OD(t) = T()MT*(O)T(t) = ¥rey . ¢

Veremos a continuacién otra caracterigacién de la levantada horizontal.

Recordemos la definicién de la aplicacién ¢

é:U(b) — w ={(p1,...,pn) EA" P2 =p! =pi, pip; =0 s

i#4, 1<4j<n, y % pi=1}, dadapor
1

3(0) = (P}l(cv C‘)y-"’P}u.nl(—cx c‘)r'“a ll(c’ c.)""lpgp.l,(cl c‘))’
61



asi como la conexién en U(p1,...,pPn), para (pi1,...,pn) € Pa fijo, donde los espacios hori-
zontales son
={z€uhsn:piu'zp;=0, 1<i<n}, uvel.

La levantada horizontal de una curva w = (wy, ..., wn) : |, 8] — U($(b)) por uo en o es la

solucién de la ecuacién
{ da0) = 2 [ Zui(t) ] wilt) . 0(1)
Q(to) = .

Usaremos ademds la aplicacién K : 3—1 ($(b)) — U,

RO =33 Falee) s

=1 3=1

Observacién 9.12

Sea v : [a,B] — U(b) con 7(to) = wobuy. La levantada horizontal I' de y con I'(t) =
coincide con uoI', donde I' es la levantada horizontal de u3yug, con I'(ty) = 1. Es decir, para
conocer las levantadas horizontales de curvas en U(5), alcanza con calcular las levantadas
horizontales por 1 en ¢o, de curvas v con 7y(¢) = b.

Teorema 9.13

Sea 7 : [a, ] — U(b) de clase C? con 7(ty) = b. Sea (p1,...,pn) = $(b) y sea w la curva
w : |a, B] = U($(b)), dada por w(t) = $(7(t)). SiQ: [a,B] — U es la levantada horizontal
de w con Q(to) = 1, entonces I'(t) = Q()K (D (¢)(t)(¢)) es 1a levantada horizontal de y
con I'(¢p) = 1.

Demostracién:

I'(to) = Q(t0) K (B(t0)"1(t)B(0)) = K () = 1
Como §(B(2)*1(4)A(t)) = Q(t)"(2(1))A() = D) w(t)(t) = $(b), Qt)*2(1)(¢)

pertenece a ¢ (#(b)) que es el dominio de K. Asimismo, es inmediato que I'(t) es unitario.
Verifiquemos que levanta a 7. En 6.4 vimos que X es una seccién global de x5 desde

3—1(3(6)), con lo cual
K(0(¢)*1(£)0() s K@) 1()2(2))]* = Q(e)*+(¢)0(¢)



y entonces
T(t)bT(2)* = (1) .

Veamos por iltimo que es horizontal. Para ello alcanza con demostrar que
pi (v(2), 1(2)*) iI‘(t) Ej,=0 1<:Z p, t € |a,f]. Pues como ya sabemos que I'

levanta a 7, vale que pji(7(t), v (t)) = T(6) B3 T(¢)".
Del hecho que ) levanta a w, se deduce que wi;(t) = pi;(7(t), 7(t)*) = B(¢) E,;0(¢)".

4r(0) = [%n(:)] K(0( 1(00(0) + (t) SR 1)0(0)

Como {1} es horigontal, tenemos que
pi(1(8),2(8)°) [ n(t)]E'-,-=o, 1<i<m, 1<i<p, tefnf].

Por otro lado,

R(8(t)* 2(8)0(e) B = y_;zp,, (1 (2(8),2(6)*)0(E) Y By

t=1y=1l

=pi (8(t)* (1(2), 2(t)" JRE) B = (t)"pis (v(8), 2(1)" )R By

=Ejq, 1<ig<p,

con lo cual
7((ﬂ(t) A)A())EY =0, 1<i<p.

Con estas dos dltimas 1dent1dades ge cumple que
JEICORORIE (t)} K@ (OYO0)EL =0, 1<i<p, telaf].
i) pha(r(e)r(t)* )ﬂ(t)a; K@) 1()a(t))ei, =0, 1<i<p, t€la,fl.

Por lo tanto, I' es horisontal. '



§ 10. CONEXION LINEAL EN U(b).

En esta seccién estudiaremos la conexién lineal en U(b) inducida por la conexién definida
en la seccién precedente. A tal efecto, seguiremos suponiendo que el elemento b € £ es tal
que C*(b) es de dimensién finita, y conservaremos las notaciones ya usadas.

Calcularemos el transporte paralelo de vectores, las geodésicas, la exponencial y los
tensores de torsién y curvatura de esta conexién.

El procedimiento para inducir una conexién en U(b) se basa en la ecuacién diferencial

d d
(10.1) { ait 1) =5 (37(‘)) I(t), telap]
r(to) = l)

donde 7 : {a, 8] — U(b) es una curva de clase C'. Esta ecuacién es muy similar a 9.11, y
repitiendo la demostracién de 9.10, es posible demostrar que la solucién I' levanta a 7 en el
siguiente sentido

P (E)°* =(t), t€a,f]

Esta ecuacién diferencial serd llamada la ecuacién de transporte de 4. En general las solu-
ciones de (10.1) no serdn curvas horisontales, aunque podemos relacionarlas con curvas de
este tipo.

Si 4(t9) = wbuy, sea I' la levantada horizontal de ug§yug con I'(tg) = 1, entonces uoI'ug
es solucién de (10.1).

La relacién serfa m4s clara si hubiésemos introducido el fibrado tangente de U(b) como
fibrado asociado a mp : U — U(b) (ver [5]).

Definicién 10.2

Sea 7 : [a, 8] — U(b) de clase C!. Sea ¢, € |a, f] fijo. Para cada t € [a, ], definiremos
la aplicacién lineal

18, (7):: TU(B) (o) — TU(B)4(e) »
1, (N(X) =T()XT(t)*, X €TU(b),),

donde T es la solucién de la ecuacién de transporte de 7, con I'({g) = 1. Esta aplicacién
serd denominada el transporte paralelo a lo largo de la curva 4.



Est4 bien definida, ya que
TU(b)y(e) = Réy(e) = L () Rby0) [ (¢) = T (£)TU(B)eq) I(t)* -

Ahora definiremos la conexién.

Definicién 10.3
i) Sea X € TU(b)e, e Y € X(U(b)), definimos

x), = Jig BOLH0 =% - Zegrgre]

t—to t—to o

donde 7 : (to — &, to +6) — U(b) es una curva C! adaptada a X en ¢ (i.e. q(to) = ¢,
I'y(to) = X) y T es la solucién de la ecuacién de transporte de v, con I'(¢p) = 1.

ii) Si Z(t) es un campo vectorial diferenciable a lo largo de una curva 7 : [a, ] — U(b),
esto es, Z(t) € TU(b),(r), definimos

DZ a
W(to) " (V*"“))'r(fo) .

Est4 bien definido, ya que en el cdlculo de yyx Y sélo se usan los valores de Y a lo largo de
1.

Nétese que (v¥). € TU(b)c ¥ que 3—f(t) € TU(b)y(¢). Esto es pues el transporte
paralelo r verifica que [, (7)]~'Y, () € TU(b). para cada ¢ (en i)).

Es inmediato que 77 asf definida satisface las condiciones requeridas a una conexién
lineal (ver 8.7).

Observacién 10.4
i) Si abreviamos [[z,y]] = zy — yz; z,y € 4, entonces para X,Y € X(U(b)) vale que
(VX)e = (VX )e = XYe + [[Ye, Se(Xo)]]

y para Z(t) un campo diferenciable a lo largo de 7 : [a, f] — U(b) de clase C*,

=320+ [[Z(t Syt ( dtq(t))”
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En efecto, recordemos que XY, = % 7(g)| , donde 7 es una curva adaptada a X, en c. Sea
I' 1a solucién de la ecuacién de transporte ‘Je 7, con I'(¢) = 1.

(Vx.1) = ZI0O" Vo TWlko = [ (0)| KTt} +

. d
+ I (to) RY.,“)

d d d
= =S1(to) I'r(fo)) Yatto) + Yateo)Satto) (3’7(‘0)) + gl

= (XY )e +{[Ye, Se(Xe)]] -

] ['(to) + T*(t0)Y5(¢0) %I‘ (to) =
to

to

La igualdad referida a Z(t) se prueba de manera ansloga.

Ahora podemos calcular las geodésicas de esta conexién. Recordemos que 7 : [a, S| —
U(b) de clase C? es geodésica si poe (%7(0) =0, t-€[a,f).
Teorema 10.56

Sean ¢ € U(b) y X € TU(b).. Entonces la inica geodésica y : R — U(b) tal que ¥(0) = ¢
y %ﬁ(ﬂ) = X est4 dada por $(t) = ¢#5:(X) ¢ e~t5:(X) ¢t €R.

En particular resulta que con esta conexién, la variedad U(b) es completa.

Demostraciép: Primero, supongamos que ¢ : (—¢,€) — U(b) es una geodésica con (0) = ¢
y Ep(ﬂ) = X. Veremos que ¢ coincide con ¢ en (-s,¢).
D /d . .
Como & (-d—tqo(t)) =0, 8i I'y, es la soluci6n de
9 () = Soiey (200 Teat),  te(-
{ ZTe(t) = Soqy (o)) Tult)y  te(-e,0)

Iy, (to) =1

=0.
to

entonces, - [I7,(¢) [%p(t)] r,,,(t)]

Nétese que para cada to € (—¢, €),tenemos que

Soter (1Y) = 24T (8) St 0T, 0) (o) -



Entonces vale que

0= Spt,) (% [P"o(t) (;t' ) P‘°(t)] .o)
-2 {s,,(,o, (I‘,‘o(t) (%p( )) l‘so(t))}

De estas identidades surge que
0= g {edTi, ) oS (%«o(t))} = [ &Ti)] Sot) (ot +
S (o) Fhwlto) + [ oo (20|

to

Como

[%rso (to)] Seito) (%4’(‘0)) +Se) (%P(‘f')) Thlto)=

= —Sp(t0) (gt-go(to))2 + Sp(to) (g,-w(to))2 =0,

resulta entonces
dt w(t) dt .

y vale para cada o € (—¢,¢). Por lo tanto,
S (3500) = 5ot (390 = 830, 1€ (6.0
Calculemos ¢, la solucién de la ecuacién de transporte de ¢, con ¢(0) = 1.

34)= Sty (%p(t)) #(t) = S.(X)4(t), te(-¢,6).

Por lo tanto debe ser ¢(¢) = ¢5:(X), Como ¢ “levanta® a p, resulta

plt) = §(t) c4(t)* = etSX) cetS(X)

Veamos ahora que las curvas y(t) = ¢/5:(X) ce~#5:(X) gon geodésicas con y(0) = c y

;‘_4,(0) X. E;l (m)medxato que 9(0) = c. Ademds ;¢(0) Su(X)c — cSe(X) = 5,5:(X) =
, pues X € TU(b). = R&..



Probemos que ¢(t) = ¢!5<(X) es solucién de la ecuacién de transporte de ¢, con ¢(0) = 1.
Esto es equivalente a mostrar que § = u*$u es el levantamiento horisontal de ¥ = u*yu,
para u € n; ! (c) fijo. Veamos que es horisontal.

F(0* 3300 = v 4(0)* FH(0)u = v 9(t) 5X)4(B)u

Como ¢(t) y Se(X) conmutan, esto es igual a u*S.(X)u, que pertenece a u*¥°u = ¥;. Que
¢ levanta a ¥ es inmediato, pues §(2)bd(t) = u*$(t)cd(t)*u = u*P(t)u = ¥(t).

Por lo tanto,
D /d _d .d _
av (;sb(t))e =3 [¢(t) aw(tmz)”o
= %[e—ts,(x)(etsc()t)sc(x)ce—tsc(x) — etSe(X) ¢Se(X) e—ts,(X)).

S:(X))| = %(6°S°(x))‘o —o.

De manera anéloga se prueba en todos los puntos. ¢

Observacién 10.6
Usando 10.4 se pueden explicitar las ecuaciones diferenciales satisfechas por las geodé-

sicas. Estas son 0= i‘;g,(t) + Had;'/'(‘)’ Se) (%'p(t))” .

Corolario 10.7
La exponencial de la conexién definida en U(b) est4 dada por

exp, : TU(b). — U(D), ce€ U(d),
expc(X) = ¢5<(X) ¢ g=S5e(X) | ¢

Proposicién 10.8

Sean X,Y,Z € X(U(b)). Entonces la torsién T(X,Y) y el tensor de curvatura
R(X,Y)Z de la conexién est4n dados por las siguientes expresiones para ¢ € U(b)

T(X,Y). = [[Ye, Se(Xe)]] — [[Xe, Se(Ye)]] ¥
R(X,Y)Z. = [[Zc, [[Se(Xe), Se(Ye)]] + Se(T(X,Y)e)]] -



Demostracién: Recordemos que T'(X,Y ). = (VxY)c — (Vy X)c - [X,Y]c. Usando (vxY).
= XYc+{[¥e, Sc(X.)]] y la expresién andloga para (Vy X)., resulta de inmediato lo buscado,
sustituyendo.

Para el tensor de curvatura

{R(X,Y)Z}c = (Ux(Vy2)}e — {Vr(Vx2)}e = (Vix,v)Z)ec

un célculo directo muestra que esto es igual a

(12, X(5(Y))e = Y (S(X)e)]| + [ 1Ze, Se(Ye)l, Se(Xe)]|-
— [[[[2, Se(Xe)]l, Se(Y)N - (12, Se(IX, Y]

donde §(X)a = Sa(Xa), S(Y)a = Sa(Ya), d € U(b).
Nétese que

[[1Ze, Se(Ye)lly Se(Xe)] - [[[[Ze, Se(Xe)ll, Se(Ye)]] =
[12e, {[Se(Ye), Se(Xe)]] ] -

Por otro lado,

X(EW)e = g8u0(Fa)| = g OS2 ueyzt)=']]

0

donde z es una curva integral de X, con z(0) = ¢, y ¥ es la solucién de la ecuacién de
transporte de z, con Z{0) = 1. Luego queda

. d d .
X(B ). = |70 S8 + () Fayo(8)], +
+ Su(¥e) S2(0)" = So(X)S(Ye) - So(Ye)Se(Xe )+
+5. (IO Vo O] ) = [15:06), SFo)) + S(9x7)e)-
Volviendo a la expresién original

{R(X,Y)Z). = [[Z,[[S:(Ye), Se( X)) + [[Ze, X(S(Y))e - Y (S(X))e - Se((X, Y1o)]]
= [[Ze, [[Se(Ye), Se(X )] + Se((vxY)e — (Vy X)e = [X,Y]e)]]
= [[Ze,[[Se(Ye), Se(Xe)]] + Se(T(X,Y)o)]] . ¢



Observacién 10.9

i) Nétese que las construcciones de ¥¢, S, y por lo tanto de las ecuaciones de levan-
tamiento, asf como de las geodésicas, etc., no dependen de la forma especffica de X, sino
de las propiedades que lo capacitan para definir una conexién (particularmente delicada es
la invarianza de X, bajo la accién del grupo de isotropfa Us). Por lo tanto, esta maquinaria
puede ser aplicada de manera completamente anéloga, con las modificaciones pertinentes en
cada caso, a érbitas conjuntas unitarias y de similaridad con estructura diferenciable (ver
(1)), cada ves que un tal subespacio invariante ¥, pueda ser encontrado.

Todos los cdlculos hechos en las dos iltimas secciones pueden ser repetidos en el contexto
m4s general.

Sin embargo, la existencia de este espacio ¥; no siempre esti garantisada. Puede
hallirsele en el caso de la érbita de similaridad conjunta del par (b,5*), cuando C*(b) es de
dimensién finita. Lo mismo sucede con érbitas conjuntas unitarias con estructura diferen-
ciable. Pero puede fallar en el caso de la érbita de similaridad de un solo elemento, como
puede verse ficilmente tomando la érbita de similaridad de la celda de Jordan de orden 2,
¢2 € C3%3,

ii) En el caso de la érbita de similaridad de un idempotente q en un 4lgebra de Banach
B, 1a aplicacién lineal Sy coincide con b4, (¢ = ¢'). De manera que la ecuacién 9.11,

20(t) = Sy (-;—it-'y(t)) )

se transforma en

%n(t) = H%'r(t)n(f)” n(t)

que es la obtenida en [5]. Otro tanto sucede con la ecuacién 9.7.



§ 11. APENDICE.

Daremos en esta seccién nuevas caracterisaciones de objetos ya estudiados en secciones
anteriores, como ser los operadores S., ¢ € U(}), las ecuaciones de transporte y levan-
tamiento horisontal y las geodésicas, en términos de los polinomios de dos variables no
conmutativas pfy, 1 <5 k<n;, 1<i<p.

Primero recordemos la expresién de la seccién local Wy definida en un entorno de b en

U(v),

o(e) = 3° Y B (e, ) Bl - (Bly —pla(e ) 2E, ce ().
=1 y=1

Sea ahora z € U(b), z = ubu®, y sea y € ug (V)u*, tiene sentido definir

8:(y) = Xp: i?}"n(% y*)phi (2 2)[1 - (phi(z, 2°) - pLa (9, 9°)) % 2P} (5, 2°) .
1=13=1

Es inmediato verificar que s,(y) est4 bien definido y es unitario. Adem4s, cumple que

82(y)zo=(y)* =y .

En efecto, #5(y)25(3)* = tubus (4)ubt® subms (3)* = ulo(u*yu)u* = y.

Cada ves que uno tiene una distribucién de secciones locales, en cierto sentido uniforme
(todas definidas mediante la misma expresién algebraica, y m4s ain, si los entornos se
tomaran como bolas en U(b), podria elegirse todas del mismo radio), se puede intentar
seguir un procedimiento de *integral multiplicativa® para construir levantamiento de curvas
(ver [4] y [16]).

Dada una curva 7 : [a,8] — U(b) de clase C?, con y(a) = b, y una particién x =
{a=1t <t <...<ty = B} del intervalo [a,f], lo suficientemente fina, de modo
que estén definidos los unitarios a,(¢,_,)(7(ti)), 1 < < m, para cada ¢ € [a,f], sea
x = {a =1 <...<tj <t} una particién de [a,t], donde ¢; es el mayor miembro de la
particién « tal que ¢; < &.

Consideraremos el unitario

Iy, = 8-;(:)('7(*:'))’1(:,-)('7(t1'—l)) . '31(a)(7(tl)) .
1



Es inmediato verificar que I'y, tiene la propiedad
[e b5, =1(t), t€a,f].
El procedimiento informal, sugiere suponer (de hecho, se puede intentar demostrar, ver [4])
que existe el lfmite
I.H'EOI‘I'( = P(t) ’

que por consiguiente satisface que I'(¢)bI'(¢)* = 4(t). A partir de allf, consideremos
L T — r e
h )
8i Ao es suficientemente pequeilo, de modo que ¢; <t < ¢+ A < t;41, esto da aproximada-

mente
8ye)(a(t + :))Ps. ~Ta, _ [oqe)(alt +h")) — 1T,

Calculemos lim %) (7t + h)) - 1
h—0 h ’

Jiy s:,(t)(v(hh+ -1 _ im %{ii,;:, ((t + h),2(t + B)*)pha (4(8), 7(2)°) -

1=13=1

L= (2 (1), 7(8)*) — pha (2 + B), (E + B)*))?) 30 s(v(2), 2(8)*) - 1} =
= im %{;;m‘ma + ), 7064 8)*) - B (v, 1018 - (B (1(0), 7(0)") -

= pia (7t + h), A(t + A)*))3) =1 2p3 i ((8),1(8)") + Ziv}:(1(t), 7(t)*).

=1 y=1

1= (P51 (2(2), 1(2)*) = ph1 (98 + B), (8 + B)*))3] P (a(e), v(8)*) - 1}

El primer sumando tiende a

P n d . .
L GCORCR ORI

1=1y=1

p N
Veamos que el segundo tiende a cero. Escribiendo a 1 como EZ pli(v(t),1(2)*).

=1 g=1

.p15(7(8),7(t)°), alcansa con probar que

YL MCR OO B NG (RN (305 L WP




Usando la expansién en serie de lz 73 Para |g| < 1, si h es pequeilo de modo que

1-
llpts (7(2), 1()*) — Pl (2(t + A), ¥(t + h)*)|| < 1, vale que el limite a estimar es

Jim 3 oy Bl (02047 ot + B ot + AP 1 =
Z (2n — 1) [p, (v(#), 1(8)*) - Pu('r(t +h),2(t+h)°))
T A=0Lw (n+1)129%
Es inmediato verificar que hm [p“('y(t),'y(t) ) pll (7(‘ + h))"(t + h) ))]2 =0, lo cual es

suficiente.

Resumiendo, el levantamiento I’ construido, de existir y ser de clase C!, deberfa cumplir
que

(11.1) { &' = Zz [dtPi'l('r(t), '1(t)‘)] pi;(1(),1(t)) - T(2)

1=1 =1
P(to) =1
Teorema 11.2

Sea 7 : [a,f] — U(b) de clase C!, con y(a) = b. Entonces el levantamiento horisontal
de 7 que pasa por 1 en ¢, es la Winica solucién de (11.1).

Demostracién: Alcansa con probar que el levantamiento horisontal I' de 7 con I'(to) =1 es
solucién de (11.1).

Calculemos
i f: P (1@, )] pi5(7(#),7(8)*)T(t) = Z; [—(I‘(t)E},I‘(t)‘)] I(t)E};
p N

E #P(t) E.lj 3 (t) l [dtr(t) ]P(t)E'lJ

El primer sumando da z E ;I‘(t) - %I‘(t).

=1)=
Veamos que el segundo da cero. Alcansa con probar que

. [d . . ) .
E, [Ir(t)]r(tm,:o, 1<i<n, 1<i<p.



Como I'(t) es unitario, [ l“(t)] I(t) = —l“(t)%l‘(t). Ademis, como T es

horisontal, ST(f) € )lp(t) Dlthh, es decir, ")) ST(H) € M, t € [af]

Por lo tanto, E'{II“(t) I‘(t)l".'{l =0, 1 <3< p. Entonces E}, [EP‘“)] LB, =
. o @
~ELI*(0) ST()BY; = ~BL BLI* () ST By =0. ¢
Corolario 11.3
El operador S, : R6; — Aan, ¢ € U(b), ests dado por la expresién

p n

S = EZ pi,(ec?) ° d(pjl)(e c*) o4
1

t=1y=

donde s : 4 — A3, i(z) = (z,2°).

Demostracién: Sea X € Ré,, sea 7 : (—¢,¢) — U(b) una curva C! adaptada a X en c. Si
¢ = ubu®, sean J = u*qu y I 1a levantada horigontal de % con I'(0) = 1. Entonces

Se(X) = Sy(0) (%’1(0)) =uS (u‘ %q(o)u) u* = uSy() (%7(0)) (o)’ =
Z: = (1(t), ()" )]‘ pi e c*)

P n

4 2 93, (700, 70t )]'

1=19=

Finalmente ip,,(v(t), 10°)o = d(FnJatortor) (%7(0), @0 ¢

Corolario 11.4

Sea 7 : [a, f] — U(b) de clase C?, sean ¢ € [a,B] y uo € 75 (7(to)) fijos. Entonces la
levantada horisontal de 4 por ug en £, es la solucién de la ecuacién

[ 270 = 33 [ 00,10°) st a0.70) 10

=1y=1

T(to)=uw ¢

Corolario 11.6
74



Sean ¢ € U(8) y X € TU(b).. La geodésica ¢ : R — U(8) con $(0) = ¢ y 29(0) = X,
estd dada por la expresién

¢(t) = 'c(c‘nf_lEj_ld(p}l)(,.,o)(X.X’)p'i,'(cvc.)), te R . ‘
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