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INTRODUCCION.

El propósito de este trabajo es estudiar las propiedada geométricas de las órbitas
unitarias de elementos de un álgebra C’. El principal resultado caracteriza los operadores

B e L(H) para los cuala la órbita unitaria 11(3) es submiedad diferenciablede L(H), y se
da una condición suficiente para que la órbita de un elemento tenga estructura diferenciable,

para C’-algebras arbitrarias.

En los casos en que esto sucede, se observa además que la acción natural del grupo

unitario sobre la órbita define una estructura de librado principal. En los capitulos finales se
introduce una conexión en dicho fibrado, se estudian algunos de sus invariants, así como de

la conexión lineal inducida sobre la órbita: levantamientos horizontales, I-forma, transporte
paralelo, geodésicas, tensores de torsión y curvatura, exponencial, etc.

El desarrollo está inspirado en el estudio de la' geometría de sistemas de proyectores

realizado por Corach, Porta y Recht en [4]y Además, guarda cierto paralelo con la
exposición hecha por Kowalslri en [11], capitulo ll, para el caso de dimensión finita.

El trabajo está organizado en once secciona y una nota preliminar. En la nota preli­

minar se enuncian las nociones básicas requeridas para la lectura del trabajo.

Las secciones l, 2, 3, 7 y 8 contienen los conceptos básicos sobre los que se estructura

el trabajo, así como los resultados conocidos referidos al tema en cuatión. Casi todo el

material alli contenido es clásico dentro del análisis funcional y la geometría diferencial.

He querido hacer una exposición elemental del mismo, incluyendo varias demostraciones de
teoremas bien conocidos.

Los resultados de las secciones 4 y 5 son propios, si bien los teoremas principales de
ambas secciones contienen implicaciones que ya eran conocidas.

Las secciona 6, 9, 10y 11 contienen rsultados que a mi juicio son enteramente nuevos.

Cabe aclarar que en el curso de la exposición se toca el tema de la geometría de las

órbitas de similan'dad conjunta de n-uplas en general, y del par (b,b‘) en particular (b a un
elemento de una C‘-álgebra). Esto se hizo ya que las mismas guardan estrecha relación con
las órbitas unitarias.

Quiero agradecer a mi director Gustavo Corach, por el tiempo, la dedicación y el afecto

con que guió a su alumno. También a algunos matemáticos con cuyo contacto fui enriquecido
y favorecido, ellos son Demetrio Stojanofl', Lázaro Recht, Domingo Herrero, Angel Larotonda



y Lawrence Fialkow, entre otros. A mi novia y mi família, por la paciencia con que me
sostuvieron.
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PRELIMINARES.

Si Hl y Hg son dos espacios de Hilbert complejos, L(H¡,Hg) denotará el espacio de

Banach de todos los operadores lineales y acotados de H1 en H2. En el caso en que Hl =

H2 = H, este espacio, que con la composición en un álgebra de Banach, se notará L(H).

Uno de los conceptos que más se utilizará en este trabajo es el de C'-álgebra. En

esta exposición, una C‘-álgebra será. una subalgebra de Banach de L(H), que contiene a la
identidad, y que además es cerrada para la adjunción. Existe otro concepto, en principio
más amplio, de álgebra C‘, que no requiere de un espacio de Hilbert para su definición. No

obstante, la noción aquí adoptada no importa ninguna restricción, ya que toda C'-álgebra
se representa fielmente como subálgebra de operadores sobre un espacio de Hilbert.

En principio, todos los espacios de Hilbert que aquí aparecen, son separables. El lector

advertirá que esta restricción ya no será necesaria a partir de la sección 6.

Si R es un subconjunto de una C'-álgebra Á, con C‘(R) denotaremos la C‘ subálgebra

de .4 generada por R, esto es, la menor subálgebra que contiene a R. Con .4‘1 denotaremos

el grupo de elementos invertibles de A, que es abierto en A, y con U el grupo de elementos

unitarios, que es un subgrupo cerrado de A". Un elemento 1:E fl se dice autoadjunto si

I' = z, y positivo, si es de la forma a:= y'y, para alg'ún y E A.

Para la lectura de este trabajo son necesarias algunas nociones básicas sobre cálculo

funcional holomorlo en un álgebra de Banach B. Si denotamos con a(b) = {A E C

b - A. l GÉ8"} al espectro de b E B, el cálculo funcional holomorfo es una regla que a cada

función holomorfa f definida en un entorno de a(b) a valores en C, asocia un elemento de

B, que suele denotarse f (b). Esta aplicación goza de diversas propiedades, entre ellas:

i) f (b) conmuta con todo elemento que conmute con b.

ii) la función ¡(2) = A constante, se aplica en el elemento A.l, y la función idéntica

g(z) = z, se aplica en b.

iii) Si f y g son funciones holomorías en un entorno de a(b), entonces fg(b) = f(b)g(b) y

(f + 9)(b) = ¡(6) + 51(5).

Esta propiedad junto con la anterior dicen que el cálculo funcional restringido a los

polinomios es simplemente la especialización en b.

ÍV) 0(f(b)) = ¡(67(6))­

v) Si g es una función bolomorfa en un entorno de a(b) y f es otra función holomoría en un



entorno de a(g(b)), entonces tiene sentido la expresión f(g(b)) y coincide con (f o g)(b).

Si el álgebra en cuestión es una C'-álgebra y el elemento b es normal (bb‘ = b'b), se
puede extender el cálculo holomorfo a un cálculo continuo. Es decir, se obtiene una aplicación

que a cada función continua en a(b), asocia el elemento f (b), con propiedades análogas a
las cinco enunciadas, más una adicional: 7(b) = f(b)'. No entraremos en detalles sobre
estos conceptos bien conocidos, que pueden ser consultados en cualquier libro de Análisis

Funcional (por ejemplo Rudin ¡18]).

Por último, si el álgebra es L(H) y B E L(H) es un operador normal, existe una

noción análoga a los cálculos mencionados, que extiende la clase de funciones que pueden

ser evaluadas en B al espacio (álgebra) de funciones borelianas y acotadas sobre (¡(3). Esta

aplicación y alguna de sus consecuencias, es lo que configura el teorema espectral para un

operador normal, tal es el nombre con que figura en la literatura.

Estas herramientas del análisis funcional tienen muchas y muy variadas aplicaciones.
Citaremos dos de ellas.

La primera es la descomposición polar de elementos inversibles de una C‘-álgebra. Sea

z E ll", z se puede descomponer de manera única como z = up, donde p es positivo y u es

unitario. Para ello, basta considerar el elemento positivo (y por lo tanto normal) z'z, cuyo
espectro está contenido en el semieje positivo de los reales, y aplicarle la función continua

t o-r ¿1/2 (t 2 0). Es inmediato que (z'zW’ es positivo, además de inversible. Basta ver

entonces que u = 1:(1:":c)"/2 es unitario:

u‘u = (:1:‘:I:)"/2z’(z(z'z)'l/’) =(1:‘:I:)"/2z‘z(z'z)’1/a :1,

pues z'z y (1:'1:)‘1/g conmutan. Análogamente se ve que uu’ = l.

El cálculo funcional proporciona además una manera de construir proyectores e idem­

potentes. Llamaremos idempotente a un elemento a: tal que :1:2= z, y proyector a un

idempotente autoadjunto. Si A E C es un punto aislado en el espectro de b G B, existen

abiertos Uy V en C tales que AE U, a(b) C UUV, [a(b)\{A}]nU = ¿y UnV = 4:.
Si llamamos «pa la función que vale l en U y 0 en V, «presulta holomorfa en un entorno

de a(b). Como go. p = p, p(b) es un idempotente, que se conoce con el nombre de idempo­

tente espectral asociado a A. Si el álgebra a una C‘- álgebra y el elemento b es normal, el

idempotente p(b) es además autoadjunto.

La restricción de que AE a(b) sea aislado suele ser excesiva. Mas en el caso B = L(H)



no es necaaria: si B E L(H) es normal y AE (¡(3), la función I“; dada por

l si z = Á
, es medible y acotada en a(B),

r{.\}(-’-)={0 s¡ “¿A

con lo cual siempre tiene sentido hacer I{¿}(B), que resulta por supuesto un proyector (el
proyector espectral de B asociado a A).

Hay fórmulas que mediante integrales permiten “calcular” los idempotentes y proyec­

tores espectrales. Mas si bien dichas fórmulas revisten gran importancia en la teoría, son

a menudo incómodas y casi siempre impracticables. No obstante hay casos en que dichos

proyectores pueden obtenerse mediante simples fómmlas polinomiales.

Por ejemplo si a: E B es anulado por un polinomio p de raíces simples. En tal caso

0(I) = {al,...,aK}, donde los (1.-son raíces de p (es decir, a(z) consta únicamente de
puntos aislados). Si llamamos p.-al idempotente espectral asociado a 01.-,

Otra fórmula idéntica se tiene cuando J:es un elemento normal de espectro finito en una

C‘-álgebra (que por lo tanto resulta anulado también por un polinomio de raices simples).
Nótese que en ambos casos resulta

k

17:2 a.-p.-.¡:1

Esta última observaciónindujo a Corach, Porta y Recht en [4]y a estudiar elementos
algebraicos “de raíces simples” de un álgebra de Banach o una C'-álgebra, refiriéndolos a

un modelo universal (independiente de las raíces 0.-) que denominaron espacios de sistemas
de idempotentes y de sistemas de proyectores. Llamaremos sistema de n-idempotentes a

una n-upla (pl, . . . ,pn) de idempotentes con la propiedad de que p¡p,- = 0 si í 96j, p.- 960,

Y 1 Pi = 1. Análogamente se define un sistema de n proyectores. 1,. y P. denotan,
respectivamente, los conjuntos de todos los sistemas de n idempotentes y n proyectores del

álgebra.

Estos conjuntos, que tienen una estructura muy rica, se revelarán como de singular

importancia para la presente exposición.



Una de las aplicaciones que tienen, es que permiten visualizar a los elementos del álgebra

como matrices de n Xn. Dado 1:G B y (pl , . . . ,pn) un sistema de idempotentes, es claro que

B se descompone como 8 = e“ p¡Bp,', donde las coordenadas de 1:son p,-1:p,-,l 5 i, j 5 n.
Podemos disponer estas coordenadas en forma de matriz de manera natural (la entrada (í, j)

es el elemento p¡:|:p,-).Lo notable de esta representación es que respeta sumas y productos:

si z, y E B, las matrices de z + y y z . y se obtienen sumando y multiplicando (con la suma

y multiplicación usual de las matrices) las matrices de 1: e y. Es claro además que el 1

se representa con la matriz identidad, y que un elemento z = Z}; a.-p.-como los de más
arriba, tiene matriz “diagonal”, con los a.-en las entradas. Lo mismo sucede a todo elemento

que conmute con los p¡.

Si el álgebra es L(H) (o L(X) donde X es un espacio de Banach), esta representación
tiene un significado geométrico: el sistema de idempotentes corresponde a una descom­

posición del espacio H = l Rm (que es ortogonal si los p.- son proyectores), y las
entradas en la matriz de un operador corresponden a las restricciones y correstricciones del

operador a los subespacios Rp.-. Por supuesto, si H = C", el sistema de proyectores no es

otra cosa que una base y las matrices resultan matrices de transformaciones lineales en el
sentido usual.

A lo largo del trabajo nos referiremos a menudo alas relaciones de similaridad y equiva­

lencia unitaria entre elementos. Diremos que dos n-uplas (1| , . . . , z"), (yl, . . . , yn) G Á" son

similares si existe g E Jl" tal que 2.-= 931.9“, l 5 i S n, y unitariamente equivalentes si

existe u e U tal que 2.-= uym", l 5 i _<_n. Dada una n-upla (31,. . .,zn) G .4”, llamaremos

órbita de similaridad de (z 1,. . .,1:,.) al conjunto

S(:i:¡,...,zn) = {(gzlg",...,ga:ng‘l) E Á" :9 GÁ’l},

y órbita unitaria de (1:1,. . .,z,.) a

U(z¡,...,z,.) = {(uxlu‘,...,uznu’) GÁ" : u E U}.

Para finalizar estas notas preliminares, me referirá a los que se conocen como elementos

relativamente invertibles de un Álgebra. Un elemento z e B se dice relativamente invertible

si existe y e B tal que zyz = z. Ejemplos de relativamente invertibles son e10, los invertibles

y los idempotentes. Si B = L(H), el concepto equivale al de tener rango cerrado.

Si z es relativamente invertible, se puede encontrar un elemento y E B tal que zyz = z
e yzy = y. Un tal y es una inversa relativa de 1:. Nótese que en tal caso, tanto xy como



ya: son proyectores. Si el álgebra es un álgebra de operadores, una. inversa relativa queda

caracterizada. por su rango. Además, zy es el idempotente cuyo rango es el rango de z y

cuyo núcleo es el núcleo de y.



á l. SUBVARJEDADES DIFERENCIABLES EN ESPACIOS DE BANACH.

En esta sección se incluyen las definiciones y conceptos básicos de la geometría dife­
rencial en dimensión infinita. La atención estará concentrada en las subvariedades de un

espacio de Banach, con lo cual los espacios tangentes se identificarán con subespacios lineales

cerrados y complementados del espacio de Banach en cuestión. Se emitirán las pruebas de

las propiedades más conocidas, y se incluirán algunas de las que lo son menos. Las princi­

pales referencias a las que puede recurrir el lector son los libros de S. Lang, “Difl'erentiable

Manifolds” [12], de A. R. Larotonda, “Notas sobre Variedades Diferenciables” [13], y un

artículo de I. Raeburn [17].

Definición 1.1

Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto de E y f : U —vF una función

continua. Decimos que f es holomorla en z e U, si existe la derivada de Fréchet real de f,

df, : E —-vF, df,(V) = lima...) ¿Mil-¡51, y es una aplicación lineal, compleja y continua
de E en F. Si f es holomoria en todo z de U, decimos que f es analítica.

La función f es CIl en U si para cada. v e E, existe la derivada. direccional gí- : U —’F,

dada por = limbo ¿EH-ama, y es una funcióncontinuaen U. Diremosque f
es de clase C", l S k 5 oo, si tiene derivadas direccionales hasta el orden k y son todas
continuas.

Un homeomorfismo h : U —oU' entre dos abiertos U y U' de sendos espacios de Ba­

nach complejos es un diíeomorfismo analítico si tanto h como h’1 son analíticas. De manera

análoga se define difeomorfismo de clase C".

Definición 1.2

Sea E un espacio de Banach complejo y sea X C E. X es subvariedad analítica de E

si para cada zo e X, existen abiertos U y V de E, con 0 E U y zo e V, un difeomorfismo

analítico SOU‘Vde U en V y espacios suplementarios complejos K y T, K 9 T = E, tal que

lpu.v(Uñ T): V0X.

Diremos que X e una subvariedad de clase C" de E, si existen U, V, pay, K y T
como en el párrafo anterior, con la salvedad de que pay sea un difeomorfismo de clase Ch
y los espacios K y T sean reales.



En cualquiera de los dos casos, llamaremos espacio tangente a X en 1:0e X, al espacio
vectorial

_ daa)“e - lT .a : (—e,e)—oX, adeclaseC‘ya(O)=1:o}.o

Definición 1.3

Sean X C E e Y C F dos subvariedades analíticas. Sea f : X —aY una aplicación

continua. La función f es analíticasi para cada par de “entornos coordenados” (pay, U, V)
y (gonna, U’, V') de X e Y respectivamente, con f(V) C V', resulta (pmyh. [pay :
U —>U' una aplicación analítica. De manera análoga se define el concepto de aplicación de

clase C" entre variedades de clase C'" (m 2 k).

En cualquier caso, llamaremos diferencial de f en z G X, a la aplicación lineal (compleja

en el caso analítico, real en el caso de variedades de clase (7") df, dada por

d

df, t TX, —>TYNI), df, (aaa)

d .

= a lf°a(t)]I.0

Una aplicación formal de la regla de la cadena, permite probar que df, está bien definida

y, usando los entornos coordenados, que TX, es un subespacio complementado de E (com­

plejo o real según el tipo de subvariedad).

Teorema 1.4

Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto de E y f : U —*F analítica.

Si existe zo e U tal que df,” : E —+F es un isomorfismo, entonces existe un entorno V

de zo tal que f(V) es un entorno de f(1:o) y además [Iv : V —>[(V) es un difeomorfismo
analítico.

Un resultado análogo se obtiene para funciones de clase C" (ver [12]).

Definición 1.5

Sean X C E, Y C F subvariedades analíticas y f : X -> Y analítica. Decimos que f

es una sumersión, si para cada a:e X se verifica que:

i) ker df, es un subespacio complementado de E

ii) df, : TX3 —oTij es suryectiva.



Con las modificaciones pertinentes, se define sumersión de clase C".

Teorema 1.6

Sean X C E, Y C F subvariedades y f : X —>Y una sumersión. Entonces se verifica:

i) para cada z e X, f‘l(f(z)) es una subvariedadde X

ii) para cada. 1:e X existe un entorno U de {(1) en Y y una aplicación gy z U —-vX tal

que f o ga = id”.

El resultado es válido tanto en el caso analítico como C", la aplicación g” es analítica

o C" según el caso (ver [17]).

Definición 1.7

Sea G C E un grupo topológico, que es subvariedad analítica (respectivamente Cl“).

Decimos que G es un grupo de Lie-Banach analítico (respectivamente C") si las aplicaciones

GxG-—>G,(z,z')o-—vz.z' y

G——4G,zs—>z"

(donde . es la operación del grupo) son analíticas (respectivamente C").

Ejemplos (de grupos de Lie-Banach)

i) Si Á es un álgebra de Banach, A” el grupo de elementos invertibles de Á es un grupo

de Lie-Banach analítico. Es claro además que Till-1 = A.

ii) Si ,4 es un álgebra C', U el grupo de elementos unitarios de .4, es un grupo de Lie­

Banach de clase C°°. Para ello, obsérvese que la aplicación exponencial de fl“). = {a G

Á : a' = —a} en U define un difeomorfismo local de clase C°°, con lo cual T111= A“.

Definiciones 1.8

i) Sea G C E nn grupo de Lie-Banach y X C F una subvariedad, ambos analíticos (resp.
C"), decimos que G actúa sobre X si existe una aplicación (acción) analítica (resp. C")
GxX-»X,(g,z)v—ogt z,g€G,z€Xqueverificag¡ :(g, atx)=(g¡.gq) t zy
l n=z = z, 9.-G G, a:e X. La acción definida es transitiva si para cada par de puntos z



eyen X,existeg€Gtalquez=g t y.

ii) Supongamos que G actúa transitivamente sobre X (de manera analítica o C"). Si existe

1:0 € X tal que s30 z G —oX, “(.(g) = g ak1:0, es una sumersión, decirnos entonces

que X es un espacio homogéneo de Banach bajo la acción de G (analítico o C" según

el caso).

Obsérvese que si 1:,“ es una sumersión, entonces también lo es tz, para cualquier z e X.

En particular resulta que es subgrupo {g E G : «¡(9) = z} = G, C G es una subvariedad
de E, es decir, es un subgrupo de Lie-Banach de G.

Sea ahora G un grupo de Lie-Banach (analítico o C"), que actúa sobre un espacio de

Banach complejo F. Fijemos zo e F y llamemos X = ¡30(6) la órbita de 1:0. Estudiaremos

de ahora en más las condiciones que la acción debe satisfacer para que la órbita X sea una

subvariedad de F y más aún, para que sea un espacio homogéneo de Banach bajo la acción

de G. Si bien es posible establecer un resultado general al respecto (ver [17]), he preferido

presentar aquí una versión particular, que es la que requerirá el resto de la exposición.

De aquí en adelante los grupos considerados serán el grupo de unidades o el grupo

unitario de una C‘-álgebra A con elemento l, actuando sobre el espacio de Banach Á“ por
conjugación, esto es

lu ak(ah...,a,,)=(ua¡u“ ,...,ua,.u"¡), uen elgrupoy0.-611,í: l,...,n.

Es claro que dicha acción es analítica en el caso de que el grupo considerado sea Á", y de
clase C°° en el caso unitario. Las órbitas se denominan órbitas de similaridad conjunta u

órbita unitaria conjunta, según el caso. Fijando la n-upla (a¡,...,a,.) e .4", llamaremos

6mm“, a la derivacióninterior, esto es

6m“_.’an)(:r)= (sal —alz,...,za,. —ans),

para 1:en Áo AM, según el caso. Nótese que, de cualquier manera ¿(“wlan’ = d(1(a¿l_,_.an,)¡,

donde para diferenciar a ¡(ahmanb la suponemos con rango en todo Á“.

Teorema 1.0

Con las condiciones y notaciones precedentes, si se verifica además que

i) ¡(“Mad : G —»X es abierta

ii) ¿(“mdd tiene rango y núcleo complementados



(como subespacios complejos en el caso G = ll“, y reales si G = U, y poniendo X como la

órbita de (a1,...,a,.) de similaridad o unitaria según corresponda), entonces la acción de G
sobre X define un espacio homogéneo de Banach (analítico resp. C°°). Además X resulta

una subvariedad (analítica resp. C°°) de .4".

Demostración: Haremos el caso G = ,4“. El otro es completamente análogo. En vir­

tud de las definiciones dadas, alcanza con probar que X es subvariedad analítica de A",

con TXtahman) = Rómhman). Sea K un suplemento de ker ¿(“Nam es decir K e

ker ¿(a,__,,'an)= Jl. Seaó : Jl —vll, dada por qi(k+y) = ete" con k E Ke y E ker ¿Mhm'aw
Obsérvese que ¿“30(2) = z, con lo cual, en virtud del teorema 1.4, 95resulta un difeomor­

fismo analítico entre un entorno V de 0 y el entorno MV) de l. Pongamos 42 : V —oX,

Mz) = (43(2)a¡st(z)‘1,...,cfi(z)anqfi(z)’l). Resulta evidente que w es analítica, y que

¡MIC+ y) = flk), si k E K e y e ker ¿(andar En efecto, como y e ker ¿“lhulam
y conmuta con a¿, í = l,...,n. Con lo cual e” conmuta con a¿, es decir, eyam" = a,-,

l 5 í 5 n. Como «MMM, es abierta, w también lo es.

Sea ahora L un suplemento de Ró(a,,,,_lan), L e Róhhman) = A”. Definimos la

aplicación analítica go : K x L —o.4", 50(k,¿) = MIC) + L Nótese que dtp(o'o)(k,¿) =

¿(a,.__,,an)(k)+ i, con lo que átomo) es un isomorfismo lineal de K x L en Á". Por lo tanto,
existe un entorno W de (0,0) en K x L tal que p|w es un difeomorfismo entre W y p(W)

que es un entorno de (al , . . . , a“) en X. Para concluir que X es submiedad analítica de 11",

alcanza con componer a lp con un isomorfismo lineal de A“ en K x L (por ejemplo dgoam)
para que la carta modele a X según A", y no K x L, como lo requiere la definición 1.2.

Para culminar, nótese que úIwnK es un diíeomorfismo de un entorno de 0 en K con un

entorno de (ah. . . ,an) en X. Con lo cual TXÜM'MM,= dqbo(K)= Róhhwad. O

En las condicionesdel teorema anterior, 1th,th resulta ser una sumersión, con lo
cual, según 1.6, tiene secciones locales analíticas (resp. C°°). Expondremos a continuación

una recíproca de este hecho. De nuevo, G es Il" o U y X es la órbita de un elemento fijo

(a¡,...,an) e .4".

Teorema 1.10

Supongamos que existe un entorno U de (ah. . .,a,.) en A" y una aplicación analítica



(resp. C°°) w : U —>G tal que w(a¡,...,a,.) = l y w|unx es una sección local para.

manana"). Entonces X es un espacio homogéneo de Banach analítico (resp. C°°) bajo la
acción de G.

Demostración: De nuevo, probaremos el caso G = A" y dejaremos el otro al lector. Nos val­

dremos del teorema anterior. Es inmediato que MMM“, : G —>X es abierta. Probaremos
que

¿(01...qa...)° ¿“(apuqafl ° 6Qa......a,.) = ¿(“1.-u'an)’

Sea V e Á, 6¡.¡I_.___,.n)(V)= d(x.a¡._ma,_))¡(V). Tomemos a(t) = e‘V, t e (-8,6). Ea claro

que a(0) = l y que ¡fiamlo = V. Luego d(1r.al___,_,.n))¡(V)= %[1r(a¡,____a",(etv)]|o.Con lo
cual

d.
6(n¡....,a,,) ° du(n¡....,a") ° 6(a¡,....an)(V) = alflnHNWan) ° U ° t(u¡.....a,,)(etv)“0 ­

Si tomamos e pequeño de manera que ¡(“Muanfle‘Ü e U n X, resulta

d d

I[Ï(01.---.0n)° U° “(41.--..anl(ew) = ¡[Human ¡(6”)1 = ¿(«1.....anl(V)­o o

Por la. igualdad probada, vale que 60mm.,“ oduhmmafl y duhhwan) 06(a¿‘___,a")son

idempotentes en LM") y LM) respectivamente. El primero tiene como rango a Rómhu‘an)

y el segundo tiene núcleo igual a.ker 60“me Por lo tanto estos espacios son complemen­
tados. O

Ejemplos.

i) Si Á es un álgebra C’ y p un idempotente de A, entonces la órbita de similaridad de p,

5 (p) = {gpg‘l : g E 11"} es un espacio homogéneo de Banach analítico (ver [5], [17]).

ii) Si p además es autoadjunto, entonces la órbita unitaria Zl(p) = {upu‘ : u e U} es un

espaciohomogéneode Banach de clase C°° (ver



fi 2. C‘ ALGEBRAS DE DIMENSION FlNlTA.

En esta sección caracterizaremos las C'-álgebras de dimensión finita, que jugarán un

papel importante en lo que sigue de ahora en más en la exposición. Para ello seguiremos

casi sin variantes el desarrollo hecho por J .T. Schwarz en el capítulo l, páginas l a 14 de [19].

Definición 2.1

Una C’-álgebra A es un factor si su centro 24 = {z E .4 : za = az para todo a E fl}

consiste solo de múltiplos escalares de la unidad.

En lo que sigue, Á será una C’-algebra de dimensión finita sobre C.

Lema 2.2

Si a E Á, entonces 0'(a) es finito.

Demostración: Consideremos la transfomlada de Gelfand A : C(a) —vC(I(C(a))), ¡(M =

cp(b),donde C(a) es el álgebra generada por a e .4. Es claro que C(a) es comnutativa y
de dimensión finita. Por otra parte, es inmediato que C(I(C(a))) es isomorfa a C(a(a)).

ldentificando a estas dos algebras, resulta que ¿(a es una subálgebra de C(a(a)), cerrada

(por ser de dimensión finita), que contiene a los polinomios, ya que el polinomio z" es imagen

de a". Luego, como los polinomios con dominio en 0'(a) son un álgebra de dimensión finita,

a(a) debe ser finito. Ó

Supongamos de ahora en más, que .4está representada en un apacio de Hilbert H.

Proposición 2.3

El álgebra .4se descompone en suma de factores: A = 62:, 1k, con 1h factor. Además,

cada factor A.‘consiste en 4.-= {aim : a E .4}, donde H = 9le H.- es una descomposición
ortogonal de H.

Demostración: Si A es un factor, no hay nada que demostrar. Si no, sea a e Z1 y a no es

múltiplo escalar de l. En tal caso o bien Re(a) o Im(a) no son múltiplos escalares de l.

Luego se puede suponer que el elemento central a es autoadjunto. Como no es múltiple de

7



1, a(a), que es finito, debe tener más de un punto. Pongamos a(a) = {A¡,...,Ak}, k 2 2.
Llamemos p,-(a) al proyector espectral de a asociado a A.-,l 5 i S k. Es claro que p,-(a) es
un polinomio en a.

Comoa e Z4, p¡(a) también. Entonces,si descomponeinosa H comoH = l Rp.-(a),l
resulta evidente que cada elemento b e A, puede escribirse b = l blRM“). Con lo cual
fl se descompone, A = 9L, Ahhh“). Si alguna de las C‘-álgebras ÁIRMa) no es un fac­
tor, volvemos a descomponerla mediante el mismo procedimiento, que no puede repetirse

indefinidamente, ya que A es de dimensión finita. Ó

Definición 2.4

Un proyector no nulo p E ,4 es minimal, si cada vez que hay otro proyector no nulo

q E fl con R(q) C Mp), debe ser p = q.

Proposición 2.6

Existen proyectores minimales el , . . . , en en Á, tales que l e,-= l y qe," = Osi i ;¿ j.

Demostración: Probemos primero que existe un proyector minimal e E .4. Supongamos que

no. Entonces existe una sucesión {pk}keN de proyectores de Jl, con la.propiedad R(pk+¡) C

R(p¡.). Luego, es inmediato verificar que el conjunto {pkheN a linealmente independiente,

lo cual contradice el hecho de que .4 es de dimensión finita. En efecto, si 1 Ampu, = 0,

suponiendo los p", “ordenados”, tomando a:G R(pn¡) e RPM”, resulta 0 = Z: A",pnl(z) =

AnJ-z, lo que implica que A", = 0, l 5 j S k.

Llamemos el nl proyector minimal hallado. Si l —el es minimal, el resultado queda

probado. Si no, llamamos .41 a la C'-álgebra Almhm. Es claro que lll es de dimensión

finita. En ,41 hay un proyector minimal 62, que si sumergimos a lil en A canónicamente

(extendiendo como 0 en R(e¡) a sus elementos), sigue siendo un proyector minimal, que

además verifica que 6132= 0. Si l- e1 —33, que es un proyector, no es minimal, procedemos

de idéntica forma. De nuevo, el proceso no puede continuar indefinidamente. O

Lema 2.6

Si p¡,...,p,. e .4 son proyectores minimales tales que EL, p.-= l y p.-p,-= 0 si i 7€j,

entonces si a E Á conmuta con los p.-, l 5 í 5 n, implica que a = 1 Aun, A.-e C.



Demostración: Si conseguimos probar el resultado para Re(a) e Im(a), lo habremos probado

para a. Por lo cual basta con suponer que a es autoadjunto. Como a tiene aspecto finito,

resulta a = BLI a.-q.-,donde 0'(a) = {a¡,...,ak} y q¡ es el proyector espectral de a
asociado a a,-. Como a conmuta con los pj, l S j S n, resulta que cada q.-conmuta

con los p,-. Entonces, para cada í y j, q.-p,-es un proyector, cuyo rango está contenido

en el rango de pj. Debe ser luego q,-p,-= pj o bien q¡p,- = 0. Con lo cual resulta que

a = SE?“ am) (2?“ pj) = 27:1 Ami, donde los ¡\,-e C son iguales a 0 o a algún(1,3

Lema 2.7

Si .4 es un factor y e1,...,e,. E Á son proyectores minimales tales que 22.4 3.-= l y

e.-e¡-= 0 si i 9€j, entonces existen 3.-1-E Ji, l S i,j Sn, tales que:

i) 6,36;]- = e.­

ii) e¿e.-j= «¡ej = 6,3.

Demostración: Veamos primero que para cada par de índices í y j existe a E A tal que

e.-aeJ-at 0. Supongamos que no. Sean

S={k:e¡bek=0Vb€fl} y T={m:e,,.bek=0Vb€.4, kES}.

Es claro que S y T son no vacíos y disjuntos. Llamemos es = Ema. e,-, er = Eng. ej.
Ambos son proyectores cuyo producto da 0.

Si es+eT = l, entonces para todo elemento c E Áautoadjunto, vale que egc(l —e5)= 0.

Es decir, esc = esces = ces. Luego es conmuta con todo .4. Como es 760,1, esto es

absurdo. Por lo tanto debe ser eg + 37- 9€ l. O sea, existe em con m 5! S U T. En otras

palabras, hay elementos b y c, este último se puede elegir autoadjunto, tales que nabo," a60

y emos;c 96O. para algún k E S.

Como k e S, 6.-0(be,,.c)e¡c= 0. Con lo cual 0 = e¡bem(emcekcem) = e,-bem(uem), para

algún u E C, pues emcckcemconmuta con eg, l S i 5 n. Es decir, 0 = ue.-.,bem,por lo tanto

u = 0. 0 sea emcehce"l = 0. Como emcekcem = (emcek)(emcek)' = 0, debe ser emcek = 0,

contra lo supuesto.

Sea Ei.)-tal que eñüej = a,-_,-7€ 0, l S i,j S n. Llamamos h.)- = afiagj. Se veri­



fica que e,-h.-¡= h,-,-c,-= ha. Como In,- es autoadjunto y positivo, debe ser h.-,-= ce.- con

c > 0. Tomemos entonces eg = c"/’a¿,-. Resulta de inmediato que 6.36.91-= e.- y que
eíeij = eíjej = eij- .

Observaciones 2.8

l) En el lema anterior se puede obtener además que e.-.-= e¡, l S i 5 n. En efecto,

como e,-.-conmuta con ei, resulta e.-.-= lei, Ae C de módulo l. Modificando e.-,-ligeramente
se obtiene lo deseado.

Se puede obtener además, poniendo en la demostración de 2.7 ¡{j = HM í > j, que

¿:1- = e,-,-.

Redefiniendo los e.-,-de la siguiente manera: Zú-= Zulu, l S í, j S n, obtenemos un

nuevo conjunto, {Z¡,-}¡5¡_,-Snque además de verificar las propiedades anteriora, satisface

que Egg-k = 3.1.. En efecto, 3.3211;= caen-meu, = suele”. =_e.-¡euc = 2.1.. Llamaremos
e,-,-a estos nuevos elementos hallados.

2) Si a G Á, a = 221-“ Age“, Mi e C. Alcanza con probarlo para elementos autoad­

juntos. Es claro que a = Baja e.-aej. Como e,-.-(e.-ae¡-)= (c,'¡e.-ae,-)e_,-= e,-(e¡.-e¡ae¡), debe
ser eJ-¡e¿aeJ-= Aúej, z\.-,-E C.

Multiplicando a izquierda por e.)-resulta

emej = e.-_,-e¡.-e¡ae¡ = ¿WM-je,- = Á.-_,-e.-,-.

Se tiene entonces que Ii = Elija ¡gq-1' : A.)-E C, l S i, j 5 n}, con lo cual los factores
de dimensión finita tienen una estructura muy simple.

Podemos resumir la información obtenida en el siguiente

Teorema 2.9

Si .4 C L(H) es una C'-á.lgebra de dimensión finita, entonces existen espacios de Hilbert

K¡,. . ., K9, números enteros positivos n¡,...,n,, y una isometría sobreyectiva J, J : H —»

a)?“ K5“, tal que a pertenece a .4 si y sólo si JaJ" es de la.forma.

JaJ' =A16...9AP, conA¡€L(K¡'"), lSí<p
Á.’= (“Am IdK.-)15z.m5n. . 01m € C .
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Demostración: Como A es de dimensión finita, tenemos que H = e?“ H¡ de manera
que .4 = GL, Alu. y cada .4¡ = AI”. es un factor. Cada factor 1k posee además una

descomposición de proyectores minimales e{,...,e;¡ y elementos {eg-khSJ-lkSm,como en
2.8.

Obsérvese que como che}; = e} y ¿flag-k = ei, egk transforma isométricamente a. Ref=
en Re}. Podemos conseguir entonces un espacio de Hilbert K.-y una isometría J,- : H,- =

e?“ Re} —oKF. Por la parte 2) de la observación 2.8 sabemos que si a.' E 11.-,entonces

a.-= ¡lg-¿agbAj-‘ke C, conlo cual

"unl

JiaíJÍ = Z: A;,kJí€}'.k-¡Ï= Z: “¿Jak­
Lkzl Lk=l

Los JJ‘ÏJCson isometrías entre las distintas copias de K."en Más precisamente, de la
k-ésima copia.de la j-ésima.

Eligiendo J.- con cuidado, por ejemplo, poniendo K.‘ = Rei y J¿(1:) =

(e‘hz, eígz, .. . , e'ímz) se obtiene que

;k(o,...,o,z,o,...,0) = (0,...,0,z,0,...,0).

La demostración se termina poniendo J = 9L, J.-. O

Corolario 2.10

Si A es una C'-á]gebra de dimensión finita, existen enteros positivos n¡,...,n,, y un
“-isomorfismo 1,

p

'r : .4 —> C"""‘".
.519.

Demostración: La isometría. J del teorema. 2.9 produce un *-isomorfismo T, a saber

T(a) = J aJ ’ .

El isomorfismo buscado se obtiene componiendo 1 con la aplicación natural

P P . P

JAJ. a ®(a;.k IdK-llSJlkSn._’ ®(a;k)15jlksní e ® Cnrxnl.. O
í=l ¡:1 ¡:1

ll



g 3. ORBITAS UNITARIAS CON SECCIONES LOCALES.

En esta sección entraremos de lleno en el tema central de esta exposición, el cual es

estudiar la estructura de las órbitas unitarias de elementosde una C'-álgebra. En las paginas
que siguen delinearé sucintamente los resultados conocidos obtenidos por D. Voiculescu, L.

Fialkow y D. Declmrd en diversos trabajos (ver por ejemplo [8], [10], [21]) que conciernen
a la topología de las órbitas unitarias. El resultado que mejor resume la información es el

teorema 3.1, que es fruto del trabajo de los tres autores mencionados. Fijemos antes alguna
notación.

H es un espacio de Hilbert complejo, y U(H) su grupo unitario. Fijemos B E L(H),

con U(B) notaremos la órbita unitaria de B, U(B) = {UBU‘ : U E U(H)}, y con UB(H) el

subgrupo estabilizador de B, U5(H) = {V e U(H) : VB = BV}. Diremos que U(B) tiene
secciones locales si la aplicación

¡B : U(H) _+ 11(3), ww) = UBU‘, U e 11(3)

tiene secciones locales continuas, es decir, si para cada C € MB) existe un entorno WCde

C en 11(3) (con la topología inducida por L(H y una aplicación continua

sczwc—>ll(H) talque 30(C)=I y ¡Bosc=idwo.

Es inmediato verificar que para que todo esto suceda, alcanza con que exista una sección
local de un entorno de B.

La clase de operadores B e L(H) con la propiedad de que su órbita unitaria tenga

secciones locales puede caracterizarse mediante el siguiente

Teorema 3.1

Sea B e L(H), son equivalentes:

i) U(B) tiene secciones locales

ii) MB) es cerrada en L(H)

iii) La C'-álgebra ¿“(3) generada por B y por I tiene dimensión finita

iv) B es unitariamente equivalente a un operador de la forma a o (b e be . . .), donde a y
b son operadores actuando en espacios de dimensión finita.
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Demostración: ii) => iii) es un resultado profundo de D. Voiculescn, sobre representaciones
aproximadamente equivalentes de C‘álgebra, que excede las intenciones de esta exposición

(ver [21]).

i) z ii) fue demostrado en [10],transcribiremos aquí dicha prueba. Como U(B) tiene
secciones locales, para cada n 2 l, existe un número real positivo ón tal que si ||UBU‘ —BII <

ón, entonces ||sB(UBU*) —III < 1/2". Sea X E W.X = lima...” UnBU,;. Existe

entonces kn E N, tal que si lc 2 kn, “UkBU; —XII < ¿Sn/2.

Podemos tomar la sucesión lcnde manera que sea creciente. Nótese que “Uk”+1BU;

Uk” BUE" il = IIUñnUk BUE Uk" - BH­

Por otro lado

n+l

"'l'l “+1

||U¡;,.+,BU,:'_+1 —UknBUínu 5 ||Ukn+lBUgn+1 —X|| + “X - Uk" BUgnII < 6,. .

Con lo cual tiene sentido tomar .«3¡¡(U,:nUkn“ BUin“ Uk") = Wn, y se verifica que “wn-I“ <

1/2“, y que WnBW;= UgnUkmBUngk”.

Llamemos Vn = UknwnUgn. Resulta “Vn —III < 1/2" y además VnUknBUgnvg =

Uk"WnBW; Ugn = Uk"+¡BU,;"l+1. Sustituyendo estas identidades sucesivamente, llegamos
a que

UknflBUg"+1=(VJ/"-1...V¡)Uk,BU;l(V¡'V;...V,:) .

Veamos que existe lima...Jo [Ii-LI V5. Como ||V¡‘ —[II < 1/2‘,

n

flvswnl - I)
l

2n+|'v: - v:
=l

Sil ¿+1-Ili<
=l

Conlo cualse tieneque V,—‘—fl?“ _<_H 1/2‘,que tiendea 0 cuandontiende a oo. Resultaluegoque l V; es de
U(H Tenemosentonces

auchy, y por lo tanto, convergente a V‘ en

n ' n

X= Uk"+lBUi”+‘= HV; UhBUil =¡:1 ¡:1
= VUhBUglV", o sea, X6 U(B).

iii) => iv). Como C‘(B) es de dimensión finita, por el teorema 2.9, resulta que existen

enteros positivos n¡,...,n,,, espacios de Hilbert K1,...,K,, y una isometría J : H ->

13



9?“ IQ“, de tal modo que B, por pertenecer a C'(B) verificaque JBJ‘ = A1e . ..e Ap,

donde cada A."E L(K¿"') es de la forma A,-= (aah Minha-¿9... Podemos suponer que los
espacios están ordenados de manera que K1, . . . , Kg son de dimensión finita y IQ“ , . .. , K,
son de dimensión infinita.

Si llamamos m = Ef; +1m, existen un espacio de Hilbert K y una isometría sobreyec­
tiva J' : 65;“ IQ“ —+K'" de modoque J’(A¿+¡ e 9Ap)J" = (bg Idg).-S.¡J-5m.Lla­
mando a = A1e. . .eAg, resulta entonces que B es unitariamente equivalente a a®(b®b®..

Nótese que iv) => iii) es evidente.

(aebebe...)‘ = a.“eb" eb’ 6..., conlocualC‘(a®b®b®...) esuna subálgebra
de C'(a) e C(b(°°)). C‘(a) es de dimensión finita, y lo mismo para con C'(b‘°°)) por ser
"-isomorfa a C'(b). Por otra parte, la isometría que conjuga a B con a e be be . .. provee

un *-isomorfismo entre las C"-á.lgebras respectivas, con lo cual resulta que C‘(B) es de
dimensión finita.

Queda por ver iii) => i). Aquí transcribiremos la demostración dada en [8],que consiste
en la construcción de una sección local de 1ra en un entorno de B. Varias de las herramientas

definidas en esta demostlación las volveremos a emplear a lo largo de toda la exposición.

Como C“(B) es de dimensión finita, tenemos nl, . . . , np, K1, . . . , K, y J como en el caso

anterior. Basta con probar el resultadopara J BJ * E L( 5:, En otras palabras,

podemos suponer que B es de la forma B = 65:1 A.-,A,-= (Clik IdK.)15¡_k5n..

Si C G L (QLI XI"), notemos con (C¡,-)15¡.,-5, la matriz de C relativa a la descomo

posición a)?“ 2.-, donde 13.-= K5". Sea C} = C¡,-y sea (C'J‘Ïk)¡SJ-¿Sul la matriz de C.-relativa
a la descomposición2.-= Llamemos,para i, r y s fijos, l S i S p, l 5 r,s 5 m, EL
al operador cuya matriz verifica (Elm-k = 0 si j 9kí ó k 76í y (Emb- tiene ceros en todas

las entradas salvo IdKI. en la entrada r,s. Nótese que los El, son los análogos de los egk
del teorema 2.9. Del corolario 2.10 surge que existen polinomios pí,(X, Y) de dos variables

no comnutativas X e Y, tales que pi,(B,B') = EL. Sea ó > 0 tal que si C’ e 21(8) y

HC- B|| < 6, entonces ||pi,(C,C') - EL“ < l, para l 5 r,s g n,-, l g i 5 p. Se definirá
una sección local en el entorno

W={C€U(B) : ||C-B||<6} deBenU(B).

SeaCE WyseaVE U(H) tal que VBV' =C.

l!VEl1V.“ = llpll(c)c‘) " < 1- Luego:tambiénllV.EllV- Eli” < 1,



l 5 i 5 p. Esto muestra que

“1K.-VilWl‘lHl= llEiJ- EllVEllV‘Eilll= - VEilVÜEilllS
É ‘ VEÍLV-ll< l ­

Análogamente se prueba que “IK, —(V{¡)’V¡‘¡|| < l. Luego, resulta que VflVl‘f y Vl‘l‘Vl‘.l

son inversibles, con lo cual también lo es Vl‘l, l 5 1'S p.

Sea Vfl = P.-X.-la descomposición polar de Vl‘l, con X,- E U(K¡) y P.- E L(K.-) positivo.

Llamemos Uv al operador cuya. matriz en la.descomposición

(K,e...e>KQe>...e(K,e...eK,,)

estádadapor
Uv=(x;e...e>X;)e...e>(X;e...ex;),

donde cada X; está repetido n.-veces. Es inmediato verificar que Uv conmuta. con los 5;”

con lo cual Uv e U3(H).

Definimos entonces

33(0) = sB(VBV') = VUv.

Veamosque 33 está bien definida. Supongamos que C = V'BV", con lo cual V"V conmuta

con B y con B‘, y por lo tanto con los EL. Luego su matriz relativa a la.descomposición

dada por los K.-es de la. forma

V"V=(Y¡9...9Yl)e...o(Y,e...oYp),

con l’,- e U(K,-). Nótese que entonces la. descomposición polar de Vfl es Vfi = P,-X,-Y,-'.

Luego

Uf,= (YIXI9...6YlXÏ)®...®(Y,X;@...9Y,X;).

Por lo tanto V'Uv: = V'(V"V)Uv = VUV. Es claro que sB(B) = I, eligiendo en primer
lugar V = l. Además

(B O83(C) = :3¿7(C')BSB(C)t= VUvBUQV' = VBV' = C,

siCEW.

Para completar la prueba, falta ver que sa es continua.
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Sea {Vu} C U(H) tal que Emu...” {IVnBVn'—B|| = 0. Esto implica que lim,;_,0° ||V,¡B­

BVn“ = limnqm IIVn’B—BV;H = 0. Luego, como los pi, son funciones continuas, se tiene
que “VnEii'O_ = _ =0'
Probaremos lo siguiente:

a) lim“(KL-¡“:0 silgí,j5pei7€j.n-ooo

b) "lingollwnxïjn=0 si 1su: Sra-Ja“, 1s s'sp.

c) mmm; —(man = 0 si1s ns s "¡3195 p.

d) ¿ago IIIdx. - (Vu 2104.3.“ = "la, IIIdK.- (Vn)i.(Vn izll = 0,
si1535n¿,15í5p.

En efecto:

a) "(anüll =
"i . "1‘ . "¡ "r . .

(X351)Vn Eh) É “E'anEÏckH­:1 :l :1 =l

“¡Ego IIELVnEikII = o si a'ae j .

Luego alcanza con ver que

¡Iva/wir" = IIEzgvnEik- E'z'inkvnII s IIVnEík—Eihvnu ,

que tiende a 0.

b) Se prueba análogamente, usando que EikEg-J-= 0 si j 7€lr.

Para probar c), alcanza con ver que ¡[(Vn);l —(Vnfllll tiende a cero.

Para estimar la norma de la diferencia entre las entradas (Vu):a = ELVnEf, y (V,.)‘¡'l=

EfanEÍ 1, hay que referirlas antes, mediante las isometrías Ejk apropiadas, a una misma
copia de K.',por ejemplo, aquella correspondiente a 1, en la cual actúen los dos operadores.
Estose hacecomponiendoa ,VnEj, con Ef, y l a izquierday derecha,respectivamente.

"(Vniia’ (Vuiiiii = “EinEiaVnEiaEil - EiivnEii“ =

=iiEiaVnE:1— E'i1VnEi1“S “EiavnEil - VnEilll+

+“Ei1VnEi1 - VnEiili­
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El segundo sumando tiene a cero, pues

llEiiVnEii ‘ VnEiill S “El.an - VnEiill­

Luego hay que estimar

“ELVnEíi - VnEliII= “(Ella - VnEl.)EÍ¡II S NEW» - Val-VL“.

que tiende a cero.

Por último, d):

llldK.- (anlZÍaniaH = "EL - ELVJEÍWnELH =

=llE;s(E:a _ VJE:IV")E:O“ S “EL _ V1:E:uvn“S

S ||VnE{. —E234,“ que tiende a 0 .

El otro límite se prueba de manera análoga.

La igualdad d) dice que si (V,,)‘1'l = P),X}, es la descomposición polar usada en la

definición de 33, se verifica que P}, tiende a Idg, cuando n tiende a infinito. Con lo cual

usando a), b) y c), resulta que las entradas de la matriz de VnUv" tienden a las entradas

correspondientes a la matriz de la identidad. Es decir, sB(V,.BV,,‘) tiende a la identidad.
Esto dice que 83 es continua en B.

Supongamos ahora que VnBV; —>VOBVO‘.Luego, VÜ*V,.BVn‘Vo tiende a B. Llamando

Wn = 33(V0'VnBVJK1), se tiene que Wn -v I, y que VnBVn‘= VoWangVo‘.

Por la buena definición de sp, se puede calcular 35(VnBVn‘) usando VOWn. Como

Vown —’V0; (Vownlii _’ (Volin Y ¡“una

33(VnBVn')= 33(V0WnBWQV0')= 33(VoBVo),

con lo cual 33 es continua. O

En las secciones siguientes, veremos que a las condiciones equivalentes del teorema

precedente, se les pueden agregar otras, concernientes a la estructura diferenciable de U(B).
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fi 4. ESTRUCTURA DIFERENCIABLE DE ORBITAS UNITARIAS DE OPERADORES.

Ya observamos que el grupo unitario de un espacio de Hilbert complejo, U(H), es un

grupo de Lie de clase C°°, que es una subvariedad de L(H Además, que su espacio tangente

TU(H)¡ se identifica con L0,.(H) = {A E L(H) : A‘ = —A}.

En esta sección estudiaremos la geometria de la aplicación 1ra : U(H) —»U La

primera pregunta que surge es: ¿ para cuales operadores B es U(B) subvariedad de L(H)?
La respuesta es bien sencilla y será delineada en esta sección. Son precisamente aquellos

operadores que satisfacen cualquiera de las condiciones equivalentes del teorema 3.1.

Para probarlo utilizaremos el teorema 1.9, que estipula que si B E L(H) verifica que

arg es abierta y que 63(Lah(H y ker 69 n Lah(H) son espacios reales cmplementados en

L(H) y Lah(H) respectivamente, entonces 11(3) resulta un espacio homogéneo de Banach

de clase C°° bajo la acción de U(H).

Nótese que si B está en las condiciones del teorema 3.1, queda garantizado el que 1ra

sea abierta. En ata sección probaremos que los otros dos requisitos también se cumplen

y que las condiciones de 3.1 además de ser suficientes son necesarias para que 11(3) sea
subvariedad de L(H).

Notación:

Sean a e Cn" y H0 un espacio de Hilbert. Con a® IdHOnotaremos al operador

que actúa en H = Hg, cuya matriz respecto de esta descomposición de H es de la forma

(a.-,-Ida”) 194-5", donde ag, l 5 i, j 5 n, son las entradas de la matriz a.

Nótese que un operador de este tipo satisface las condiciones de 3.1. Es inmediato que

la C‘-álgebra generada por él y por la identidad es de dimensión finita. Más aún, no es difícil

ver que un operador de la forma a e (blml), con a y b operadores en espacios de dimensión
finita, es unitariamente equivalente (mediante un cambio de orden en la base ortonormal de

H) a a e (bGldgo), para un cierto H0. Con lo cual todos los operadores de la clase definida
por 3.1, son unitariamente equivalente a.uno de este tipo, y viceversa.

Proposición 4.1

Si B G L(H) es tal que C‘(B) es de dimensión finita, entonces ker 63 ñ Lah(H) es
complementadoen Lah(H
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Demostración: Como C‘(B) es de dimensión finita, existen números enteros n¡,...,n,,,

espacios de Hilbert K1,...,K,, y una isometría J : H —>6:?“ KÏ', como en 2.9. La
isometría J produce un *-isomorfismo w : L(H) —*L(®f=¡ Kf“), w(X) = JXJ'. E6
inmediato verificar que w transforma el subespacio ker 63 n Lah(H) en Lah ( {9:1 n
ker 613.10. Luego, alcanza con ver que este último es complementado. Recuérdese que

¿“(J BJ‘) = e?“ M...(K.-),donde Mn¡(K¡) nota el álgebra de operadores con matrices

de la forma (ay. Idx¡)15,;¡.5,., para aJ-J. e C arbitrarios. Sea A e Lah(®{»’:¡ JCI"), si
¿JM-(A) = 0, resulta que tanto A como A‘ conmutan con JBJ'. Es decir que A conmuta
con JBJ" y JB‘J‘ y con toda el álgebra C‘(JBJ'). Luego, debe ser de la forma A =
(A1 e . . . 63A1) e me (Ap e. ..® Ap), donde cada ¡4.-e Lah(K¡) está repetido n¡-veces. Es
decir

¡:1 ¡:1

p PkerójajonLah = (GKF‘):
p

A. E LahUG), l 5 i 5 p}. Que es claramente complementado en La. 8 K5“) . O¡:1

Lema 4.2

Sean H y H' espacios de Hilbert complejos, H = Hf‘, H' = H5". Sean A = a® Id”l e
L(H) y B = b®IdH, e L(H'), con a E CM", b E me'". Entonces el subespacio complejo
W C L(H, H’) x L(H,H') dado por

W: {(C,D)€L(H,H') XL(H,H') : existeX€L(H,H') con

C=XA—BX y D=XA'-B‘X}

es cerrado y complementado.

Demostración: Las descomposiciones de H y H ' determinan un isomorfismo entre los espa­
cios de Banach L(H,H')2 y L(H¡, Hg)“""'"2. Veremosque el operador a G L(L(H, H')’)
dado por a(X, Y) = (XA —BX, XA‘ - B'X), cuyo rango es W, tiene matriz relativa a la
descomposición mencionada del espacio de Banach L(H , H' )2, de la forma

(01,31:-IdL(H¡.H3 015131421.".
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para ciertosa“ E C.

Veamos,por ejemplo, que el operador elemental (X, Y) H (BX, 0) tiene matriz del tipo
descripto. Para ello, indiquemos las coordenadas de las matrices dadas por la representación

L(H,H')2 = L(H¡,H2)""'""2, de la siguientemanera:

Si 'I E L(L(H,H')2), 'I = (n¿.j,k;r.a,t)1<¿.r<nIC .a<m
13132

Con esta notación, es inmediato verificar que el operador ¡3, fl(X, Y) = (BX,0) tiene las
siguientes coordenadas:

0 Bik=20t=2

6,36.)-Iduybgz) si k = t = l,fliJJc; 134.!= {

donde b.-,,son las coordenadas de b (B = b® Idm).

En forma análoga se encuentran coordenadas “escalares” para los otros operadores de

multiplicación a izquierda o derecha, en la primera o segunda coordenada, definidos por

A, A‘ y B”. Luego, bastará ver que un operador con entradas escalares, tiene rango
complementado.

Sea n un tal operador, con coordenadas dadas por una matriz escalar ï'íe Cz'MX’m".
Está claroqueexisteí e sznxz'm‘ tal que = ñ'y = Luego,si ponemos
7 E L(L(H,H')2). 7 = (5.3,-IdL(H¡.HzI)lgí.j52mn resulta que rm = n y 7'17 = 7- Por lo
tanto, (rn)2 = rn y Rin = Rr). Con lo cual R1;es complementado en L(H, H')“. Ó

Proposición 4.3

Si T = ae ((33 IdH,,), con a e C""", b E C'm‘m y H = C" 63H5", 61(La;,(H)) es
complementadoen L(H

Demostración: Como H = C"®H6", L(H) se descomponeen L(C")G)L(H5")®L(C", H5")e
L(H{,",C"). Sea A E Luka-I), su matriz relativa a la descomposición de H es de la forma

Áu An
A: , con —AÉ,-=A.-.-,í=l,2.

-ÁI2 422
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Luego

¿«(Am I A12(b® Idem) —(¡AmMA) =
(53 IdHoMiz —Áiza ¿(Mlduo)(‘423)

Por lo tanto, alcanza con probar que:

a) 6,.(Lah(C")) es complementado en L(C").

b) ¿(baldnu)(Lah(H6")) es complementado en L(H¿").

c) J = {(C, D) E L(H¿",C")XL(C",H¿"): existeX E L(H¿",C") con C = X(b®IdHO)—

aX y D = (b® IdHu)X* —X‘a} es complementado en L(H¿",C") x L(C", H6").

a) es inmediato.

c) se sigue del lema 4.2, poniendo H = H5“, H’ = C" y aplicando el isomorfismo lineal

real de L(H(',",C")2 en L(H(',",C") x L(C", H5") que transforma a (EG) en (F, —G').

Veamos b).

Llamemos A : L(H¿") -+ L(H¿")2s

Am = (¿Mmmm ¿(mmm-(n) .

Por el lema anterior, poniendo H = H' = H5" y a = b, raulta que RA a complementado

en L(H¿")2.

Sea K un suplemento de ker 659MB”n Lah(H5") en Lah(H¿"), que existe en virtud de
4.1 (nótese que b® IdHOsatisface las condiciones del teorema 3.1). Entonces , K e ¿K es un
suplemento de:

[leer50,314“)n Lah(H¿")] Gi [ker ¿”mua n Lah(H6")] =

=ker filma"o nker ¿”manolo = ker A, en L(H¿") .

Luego, RA = A(K) e ¿A(K) C L(H¿")2, con lo cual A(K) es complementado (real) en

L(H¿")2. Consideremos p : L(H¿")2 -+ L(H(,")2 el isomorfismo lineal real dado porfi,al).
Es evidente que pA(K) = 6mm"0(K) x Con lo cuaJ 65914,,“(K) = 6b®1dH°(Lah(H¿"))
es complementado en L(H6"). O
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Resumiendo, tenemos el siguiente

Teorema 4.4

Sea B e L(H Entonces 21(8) es subvariedad diferenciable de L(H) si y sólo si B
satisface alguna de las condiciones equivalentes del teorema 3.1.

En tal caso, ¿[(3) resulta un espacio homogéneo de Banach de clase C°° bajo la acción

de U(H).

Demostración: Tanto la suficiencia como la observación precedente son claras y se siguen de

1.9, 3.1, 4.1 y 4.3. Veamos la necesidad. Supongamos que 11(3) es subvariedad diferenciable

de clase CPU 5 p 5 oo) de L(H). Entonces, es claro que existe 6 > Otal que {X E L(H) :

“X —BII S 6} n U(B) es cerrado en L(H) (usando una carta local alrededor de B). Luego

B(UBU’,6) := {x e L(H) : ||UBU' - XII s 5} n 21(3)=

U‘B(B,6)U también es cerrado en L(H) para. U e U(H) .

Luego, si UnBU; —oX, existe no tal que si n 2 no, UnBU; G 3(Un,,BU,:0,5), que es

cerrado, con lo cual X e B(U,.OBU,:U,6)C U(B). Es decir, U(B) es cerrado. 6

Nótese que la aplicación A que se estudia en la demostración de 4.3, no es otra cosa que

la 5113-, es decir, la diferencial en la identidad de la aplicación 1ra_¡g- (ver 5 l). Lo que se

probó es que si B es de la forma b®ldg,,, con b una matriz finita, entonces la aplicación lineal

63‘3. tiene rango y núcleo complementados. En la siguiente sección completaremos este

análisis, que habla de la relación existente entre las estructuras de U(B) y de 8 (B, B“) :=

{(UBU“,UB*U’¡) : U e 94H», llamada la órbita de similaridad conjunta del par
(B, B“).



y.g 5. LA ORBITA DE SIMILARIDAD CONJUNTA DEL PAR (B,B)'.

Eneta secciónsestudiará la estructurade la aplicación¡549- : —>S(B, B’) =
{(UBU“,UB*U“) e L(H) : U e 9411)}, que guarda una relación estrecha con lo ex­
puesto hasta ahora referido a la órbita unitaria de B. Los operadores para los cuales 13.9­

tienen secciones locales continuas coinciden con aquellos tales que S(B, B‘) es subvariedad

analítica de L(H)2, y son precisamente los definidos por los condiciones del teorema 3.1. Es

decir que S(B,B‘) es subvariedad si y sólo si 21(3) lo es.

Definición 5.1

Sea B e L(H) tal que C‘(B) es de dimensión finita. Están definidos entonces los

operadores “elementales” Ej-k y los polinomios en dos variables no conmutativas pj.k(X, Y)

con pj.k(B, B') = Eh, l S j,k 5 11.-,l 5 i 5 p (ver 3.1). Definiremos la aplicación
p

45:L(H)2—»L(H)", con 75:21:“ dadapor
¡:1

Mail?) = (pll(CaD)1pá2(CsD)v ' 'Iprll1.n¿(C1D)ipÏl(ClD)” ' 'i

pi,1(CiD)v ' 's n,,.n,(C=0))

Observación 5.2

Nótese que si (C, D) e S(B,B*), entonces 45(0,D) e JAH) = {(Q¡,...,Q,,) e

L(H)" = Q¿, Q¿Q¡ = 0 si í 96 j, l 5 i,j S n y EÏ=¡Q¿ = I}, llamado el
conjunto de sistemas de idempotentes de orden n de L(H). Este conjunto fue estudiado

exhaustivamente en [4]y [5], allí por ejemplo, se demuestra que las componentes conexas de

JAH) (que son abiertas en ¡"(H son subvariedadesanalíticas de L(H)".

El hecho de que d(5(B,B')) C ¡”(H) es claro, pues ¿(UBU‘HUB'U’Ú =
UqS(B,B‘ )U‘1. Además, como 47es continua y S(B, B") conexo, 43manda la órbita conjunta
dentro de una subvariedad analítica de MH)". De ahora en más, pongamos 45= “518.190,.

Con las notaciones del teorema 3.1, tenemos el siguiente

Teorema 5.3

Sea B E L(H) tal que C‘(B) es de dimensión finita. Entonces ¡313o tiene secciones
locales continuas.



Demostración: Via la isometría J, podemos suponer directamente que B actúa en H =

63€; Kf", y que es de la forma B = Gal ¡1.-con A,-= (ag,c“¿hs-¿SM 1 S í 5 p. Es
claro que la aplicación 4)de 5.1 es racional. Sea a definida en un entorno W de 43(8, B‘) en
¡"(3),

n

0' : W—>94H), dada por 0(Q¡,...,Qn) = ZÓ.‘(B,B*)Q¡
¡:1

Como a(d>(B,B')) = I y a es continua, se puede encontrar un tal entorno W de manera que
a(W) C 9411). Pongamos

N

p =WC 5(B,B') -' 5(B,B‘), 17(0,D) = [0440, Di] (C, D) {0440,DN"

donde W es un entorno de (B, B“) de modo que C W. Veamos que 45p(C,D) =
¿(3,3’), (C,D)€ W.

ÓP(CJ =Ó“04(6') (C! [a‘flcrDiiq) = [04(61 “¿(0)Dil-l°

Alcanza con probar que

WW. 0)} MC, D) = MB, B’)[045(C,0)]

lo cual es inmediato, recordando que 0410, D) = E?“ ó.-(B, B")4>.-(C,D) y usando las
propiedadesque definen a ¡"(H

Mediante la aplicación de esta función “racional” p, podemos suponer directamente que
los pares (C, D) cercanos a (B, B‘) a los cuales queremos asignarle un operador invertible,

pertenecen a Ó‘1(4S(B,B*)).

Sea U e 94H) tal que U(B,B“)U‘l = (C,D). Como ¿(0, D) = 448,3"), resulta

que Uq¡S(B,B‘)U’l= ¿(3,8'). Es decir, U conmuta con Ejj, ls j 5 n,-, 15 í S p. Por
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lo tanto, la matriz de un tal U en la.descomposición de H es de la forma

-al 0 q

a:
0

0 a"l
bl 0

be

U =

Ü bn,

.. l
0 Il 0

32

_ 0 IMJ

con (1.-e 94/6), 15 í 5 n.-; b¡ E 9Z(K3), lg i S ng;...;1:.' E gaKp), 15175 np.

Consideremos el operador Vu G 92(H) que en la descomposición de H está dado por

Vu= (afl Gal-19...60f1)©...@(1:f1 9...9 :1"). Este operadorVues el análogodel
operador homónimo introducido en la construcción de 33 en 3.1.

Es inmediato que Vn conmuta con B y con B'. Pongamos

K =ó”(45(3,3‘)) —’ MH),
n.‘

Kw, D) = z: z p31(0,D)Eï',­

P

t=lj=l

K está bien definida: (C, D) = U(B, B')U “l con U que conmuta con los Eb, con lo cual
resulta

p nl . . p n‘ . . . .

¡((0,D)= U{EZE;¡U“E}J-} = U{ZZE}J},U"E}1E}¡}s=IJ=l I=IJ=I

Como U conmuta.con 1, Eï'lU’lEfl actúa como un ¡somorfismoen el rango de 1,

con lo cual l'I'j-¡li'ï'lU‘lEfl {j es un isomorfismodel rango de en sí mismo. Sumando
sobre j y luego sobre i, resulta entonces un isomorfismoen ef“ Kf“ .
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Además, es claro que K(C, D) = UVu. En efecto, basta observar que

n¿ I

EE}! hU"EhE:,-=aï'eau-ear‘;
J'=1
M

zEílEñU'1EïlEï,-=bï‘9...6»? ;
J=1

p

ZE;)|EÏIU_IEY1EÏJ'= ¡Il 9-"931-1;
J'=1

p n.

es decir, E‘ïlU"E{ . = VU.
1;“; 1 J

Resumiendo, tenemos que K verifica que

¡((0,0)(3,B')m0)” = (c,D) si (o,D)e www. 8'»

pues VUconmuta con B y B’ y por lo tanto

UVU(B,B')(UV1¡)_l = UVu(B,B')VU"U‘l = U(B, B")U’l = (C, D) .

Juntando toda la información, estamos ahora en condiciones de exhibir una sección local

“racional” de 453,5. en un entorno de (B, B“) en S(B,B'):

w : ü? ——.gay),

“(0, D) = {04m 1))1-lK(p(0, 0)), donde

¿(0,0) =mmm...,p¿.1,n.(c,D),..., 11(C,D),...,pa,.n,(c,0));

0(Q11---;Qn)=:Ói(3)3’iQn(mueren) e w = p ;
Man) = ¡ama 0)] (C,D)[GW/EDH" , (0,0) e ü?

man =¿pj-¡(XYWÍN um e«¡s-www).

En efecto, vimos que p(C, D) e (¡s-¡(M3, B')), con lo cual

“(Cs D)(B,B')[“(C,D)i—l = [04(0) D)I_1KP(CsD)(B,B')[KP(C. D)]_'04’(C, D) =

= [0Ó(CJD)]_IP(C1D)I09"(C!0)] = (C) D) ' .
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Observación 5.4

l) La sección w de la demostración precedente tiene en realidad un aspecto más sencillo,

a. saber _1
p n. _ 7 N

“(CJ = z EJ'IP‘IÁC) (Cv Ew '¡:1 j=l

En efecto,

p n‘ . .

MC,D) = [ONGDH’I¿EPS'MMQDNC‘D)[0Ó(C,D)I_‘)Eïj
p n' . .

= PIJ-(C,DHUMC,INI-'51; ­
n:11=l

Calculemos

P M _ _

ww,D)z; Emmampïjwm)¿:1 :1

p n' . I . .

= P3-1(C,D)¡045(C,D)!“l 'EÏNNC, D) -P'¡,-(C,D)
a=1j=l

como0440, D)p{¡(C, D) = E{¡p{¡(C, D) = EflafiC, D), resulta que la última.suma da

3P n.l

ZZ P31(C, D)P‘i1(C, D)PÍ¡(C, D) = z
¡:1 :l ¡:LJ:

=I'
l

H

La demostración finaliza observando que

EÉ10Ó(C,D)PÍ¡(C,D) = ELEÍ1Ph(C,D)Pï,-(C,D)= EÉIPÉJ‘W,D) ­

2) Es claro que w(C, D) pertenece a la C’-álgebra generada por C, D, B y la.identidad.

Teorema 5.5

Si B E L(H) tal que C'(B) es de dimensión finita, entonces 5(B, B‘) es un espacio ho­

mogéneoanalítico bajo la.acción de 9€(H En particular S(B, B‘) resulta una subvariedad
analítica de MH)”, cuyo espacio tangente en (C, D) es

R5|C,D}= {(5(;(X), 50(X)) G L(H)2 : X e L(H)}.
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Demostración: De nuevo podemos suponer B = A1 e e A, como en 5.3. Usando el

teorema 1.9, junto con 5.3, para probar el teorema alcanza con ver que ¿(BJ-3.) tiene núcleo
y rango complementados.

Que el núcleo es complementado es inmediato. Basta con observar que los operadores

X e L(H) tales que ¿(B‘B.¡(X) = 0 son aquellos que conmutan con B y con B”, es decir,
que son de la forma

X: (Xle...exl)e...e(xpe...exp)
en la descomposición H = 95:1 K1“ donde cada X.-e 94K.) está repetido tai-veces. Este
espacio es claramente complementado.

Para ver que el rango de ól353.) es complementado, consideremos el isomorfismo real 6 :

L(H)2 —+L(H)2, 0(X,Y) = (X+Y,X‘ + Y'). Es inmediato verificar que 0(63(Lah(H)) x

ióg(Lah(H))) = Ró¡g_g.), con lo cual a complementado (real) en L(H)2 (ver 4.3). Si M
es un suplemento de 63(Lah(H)) en L(H), 9(M x iM) es un suplemento, en principio real,

de Ró¡313.). Es directo verificar que 0(M x ÍM) es en realidad un subespacio complejo de
L(H)3. Ó

Observación 5.6

Si B e L(H) como en el teorema anterior, las subvariedades de L(H)2, U(B) x 11(3)

y S(B, B“) son C°°-localmente difeomorfas. Esto es porque 0 provee un isomorfismo entre

los respectivos espacios tangentes en (B, B) y (B,B').

Una aplicación inmediata de las técnicas usadas en [15}permite demostrar además que

ambas tienen los mismos grupos de homotopía.

Definición 5.7

Diremos que S C L(H)" es localmente cerrado si para cada z e S , existen 5.- > 0,
15i5n,talque

S n {y E L(H)" : “2.-—y¿|| 5 6.-, 15 i S n} es cerrado en L(H)" .

Lema 5.8

Sea B e L(H Si S(B, B’) es localmente cerrado, entonces C'(B) es de dimensión
finita.



Demostración: Mostraremos que si S(3, 3‘) es localmente cerrado, 11(3) también lo es, lo

que en virtud de 4.4 y de 3.1 será suficiente. Sea 11(B,B‘) = {(UBU',U3'U‘) G L(H)2 :
U e U(H)}.

Veamosque 11(3,3') = {(C,D) E 5(3,3‘) : D‘ = C}.

Que 11(3,3‘) C {(C,D) E 5(3,3‘) : D" = C} es inmediato.

Al revés, si D' = C, sea U e 91(3) tal que UBU'l = C, UB'U“l = C. Entonces
UBU‘l = (U3'U")‘ = U"13U‘. Luego,U'U conmutacon B, y por ser autoadjunto,
también con 3‘, con lo cual IUI= (U'U)‘/2 conmuta con B y 3‘. Luego

(CaD) = 7|B.B°.1(Ul= “(8.B'llUlUl_ll G ¿((313').

En particular, resulta 11(3,3’) cerrado en S(3,3’). Es inmediato entonces que 11(3,3‘)
es localmente cerrado.

Dado C E 11(3), (C, C') E 11(3,3‘), por lo tanto existe e > 0 tal que U(B,B')n{X G

11(3)? : “X1 —Cll 5 e, “X2 —C'i S e} es cerrado en L(H)2.

Veamosque 11(3)ñ {X e L(H) : — S e} es cerrado.

Sean Xn e 11(3), “Xn - CH S e, Xn -+ X.

Luego, X; —oX' y (IX; - C'II S a, con lo cual (X, X') G 11(3,3"), es decir,

X e U(B). 0

Podemos resumir la información obtenida en el siguiente

Teorema 5.9

Sea 3 E L(H), las siguientes condiciones son equivalentes:

l) B satisface alguna de las condiciones del teorema 3.1.

2) 11(3) es subvariedad diferenciable de L(H

3) 11(3) es subvariedad de clase C°° de L(H).

4) U(3) es localmente cerrado.

5) S(3 3‘) es localmente cerrado.

6) 5(3,B‘) es cerrado.

7) 5(3,3 ‘) es subvariedad diferenciable de L(H)2.
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8) 5(B, B‘) es subvariedad analítica de L(H)2.

9) 11153., : —>5(B,B') tiene seccioneslocalescontinuas.

Demostración: l) <=> 2) <=> 3) <= 4) es el teorema 4.4. 5) => 4) es lema 5.8. l) => 7)

es el teorema 5.5. 7) :9 5) es inmediato, 6) z 5) también. l) S 6) es un teorema
de R. Curto y D. Herrero que no expondremos aquí (ver [6], Th. 8.4). 8) Es claramente

equivalente a los anteriores. Sólo falta ver que 9) es equivalente al rato.

Que l) => 9) es el teorema 5.3. Veamos que 9) => l).

Sea s : W C S(B,B‘) —o9¿(H) una sección local de n“;- en un entorno de (B, B‘).

Llamemos i : U(B) —vU(B,B') C S(B,B’), i(C) = (0,6“). La aplicación u, u(C) =

.«J(í(C’))[s(i(C))‘s(í(C))]‘1/2 definida en ¡"(10) es una sección local unitaria para 1ra en un
entorno de B.

En efecto, s(i(C))‘3(í(C)) conmuta con B y con B', por una cuenta similar a la de
la demostración del lema anterior. Luego u es una sección unitaria claramente continua. O

Corolario 5.10

Sea B e L(H) satisfaciendo alguna de las condiciones equivalentes de 5.9. Sea W como
en 5.4, entonces

a ; {C€U(B):(c,cr) e 174-. um),

Eilpljlci C.)
1:1 ¡:1 j=l.. ll ...

.Mv

—1 p n‘ —¡/2

es una sección local C°° para 1ra : U(H) —vU(B).

Demostración: Sea w la sección de «BJ;- obtenida en 5.4. En virtud de la última parte de

la demostración de 5.9, se puede obtener una sección unitaria O definida en ¡"(10) = {C 6

21(8) : (C, C") E W}, poniendo

65(6')= u(C, C‘)[w(C, C‘)’w(C, C")|‘1/2 =

=l2P31(C,C')Eï3) lïïpsïuc,C‘)EïJ-E}i(pái(0,c'))*¡:1 i=lJ=l

—1/2
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La prueba se termina observando que como (C, C“) E U(B, B'),

(p;1(0,c*))‘ =(VE;'-1V')' = VEL-V‘ = P‘iJ-(C’C')- ‘



fi 6. ORBITAS UNITARIAS EN C'-ALGEBRAS.

Las dos secciones locales explícitas de 143,5.) y de 1ra construidas en la sección anterior
tienen la propiedad de poder ser definidas en la C‘-álgebra generada por B, los argumentos

y la identidad. Ello motiva el estudio de la estructura de las órbitas unitarias de elementos

en una C'-áJgebra arbitraria Á.

Comenzaremos definiendo una nueva sección local explícita. unitaria para 1ra (B E L(H)

con C'(B) de dimensión finita), inspirada en la sección local construida por Deckamdy

Fialkow, transcripta a esta. exposición en el teorema 3.1.

Primero, observemos que la aplicación 4ase puede restringir a 11(3), y que en tal caso,

toma. valores en Pn(H) el conjunto de sistemas de proyectores de orden n de H, esto es

P,.(H) = {(P¡,...,P,.) e ¡"(11) : P: = 19.-, 1< r g n},

donde como siempre, n = 25;, 11.-.

En efecto,si C E 11(3), C = UBU‘, con U E U(H), con lo cual := 43(C,C') =
UQS(B,B‘)U‘G Pn(H), pues ¿(3,3‘) E Pn(H) y U es unitario.

El conjunto Pn(H) también fue estudiado en [5],y por ejemplo, es una subvariedad de

L(H)" de clase C°°.

Definición 6.1

Llamaremos 6' : V C Pn(H) -v L(H) a la.aplicación continua dada por

v(P1,...,Pn)=Éwm [I—(MB)—ari-"2,

donde l! es un entorno de B) en Pn(H), de manera que Uesté bien definida (por ejemplo,
Si <l) IS Snpa'ra(Qlau'rQn)e

Proposición 6.2

Para P = (P1,. ..,P,,) en un entorno apropiado Ü de en P,¿(H), U(P) E U(H) y
además verifica que U'(P)P.' = 5,-(B)6'(P), 1 S i S n.
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Demostración: Verifiquemos primero esto último. Para ello observemos que 3¡(B)P,- con­

muta —R)”, loc'uaJes inmediato.Entonces

¡(“Pi = 7¿(Bm[1- (MB)- PMP” = NB) WP)­

FaJta ver que U’(P) E U(H).

“Pr = i31143.13) —ari-¡”R-w),

pues - P,-)2es antoadjnnto.Además,conmutaconPJJB).

“Pm” = {ÏII - WB)- arruga-mm} {lila-(Bm ¡I- (MB)- ram-W}

= ¡I —(aa-(B)- Pozl-llzPizt-(Bwi [I —(az-(B)- EPI-“2.

Para ver que esto da como resultado I, alcanza con probar que

{I —WB) —n)21-*P.-a.-(B)P,-= P.­

o equivalentemente, que P.'J¡(B)P¿ = {I — —P¡)2}P.-,lo cual es inmediato, pues
entonces

[I’ “ Ps‘)2]’l/2P¡3¡(B)E¡(B)P¡[I- _ p‘.)2]-1/2=
.Ma

U(P)'zr(P) =
.­ II p.

{I —(MB) —P.-V¡-‘P.—z.-(B)H= P.-= I.|=lM:
C
II

._

Vale, análognmente, que U(P)U'(P)‘ = I. Ó

Observación 6.3

Definiendofi(C), para C e TIN), como ¡í(C) = UNC) C[33(C)]", por la propiedad
anterior resulta que

amo» = 35(3), c e WW).
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La demostración es análoga a la de la propiedad similar cumplida por p de la sección ante­
rior.

Proposición 6.4

La.aplicación continua üa, definida en 34(1)) (que es un entorno de B en U(B)),

¿70: Wii) —,U(H), dadapor ma) = won-m0),

donde ¡'(X) := K(X,X‘), X E ÏI(J(B)), es una secciónlocal C°° para 1ra.

Demostración: Es claro que ÜO(C)E U(H Que es sección es consecuencia inmediata de la
demostración de 5.3 (nótese en este caso, el Uv de 5.3 es el mismo de la demostración de

3.1). o

Observaciones 6.5

l) Se le puede dar a wo(C) un aspecto más sencillo,

nl.P

00(0)= [Epi-mama!- (vn - PL(C,C‘))“]“’°PÍ1(C,C‘)EÏ,-,

c e ¿“(17).Pues

50(0) = [63(0)]‘[K(U¿S(C)C[UJ(C]‘)]=
n. P

= 21’21“):C‘HUÑCH‘EÏJ'=¡= 1 ¡:1 1:1

U

"0 n.

EÍJWCWÏÁCIC,.­

Como Egïla'WC)= E31, {1p{¡(C,C')[I —(Efl —p{,(c,c*))°]-'/9, resulta
i

¡­I=l J:

P m

“70(0)= ( Eg'lp{l(Cn _ " píl(C)Cú))2]-l/2pïj(ca
de donde se sigue de inmediato lo buscado.

2) 00(6‘) pertenece a la C'-á.lgebra generada por C, B y la.identidad.
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Definición 6.6

Sea fl una C’-álgebra, que supondremoscontenida en L(H Llamaremos A" al grupo
de Lie de elementos invertibles de .4, y U al grupo de Lie de elementos unitarios.

Para b € Á, llamaremos a U(b) = {ubu‘ : u 6 U} la órbita unitaria de b. Sea m, la

aplicación

null-tmb), «¿(u)=ubu', uGU.

Observación 0.7

Sea b e .4 tal que C'(b) es de dimensión finita. Entonces .4 se representa en 953:] K,-'“,

de manera que C‘(b) se identificacon la suma de algebras de matrices l M".(IG), donde

M,“ (K.-)nota a la C'-álgebra que consiste de elementos de la.forma (ag-kldx.)15,15,“ para
(ai'.kl151',ksn, E Cn‘xn' arbitraríos, 1 S í É P (Ver 5 2)'

Proposición 6.8

Si b E .4 tal que C‘(b) es de dimensión finita, entonces m, tiene secciones locales con­
tinuas.

Demostración: Podemos trabajar en Í, la imagen de A por la representación citada en 6.7.

Las aplicaciones Ü, a, F y Y tienen sentido en el nuevo contexto (Notar que Ei, E .4).

Es decir, restringidas a Í y a la imagen de b) toman valores en Í o en

P» = {(m,...,p..) e Í" IP? = p: = Pi, 10in= 0 sii #1"? Ü=1pi= l, ls
i, j 5 n}, según corresponda. Por lo tanto, la sección wo restringida a U(b), toma valores en

U= U( 5;! n Á. Con lo cual resulta lo deseado. Ó

Teorema 6.9

Si b E Jl tal que C‘(b) es de dimensión finita, entonces U(b) es un espacio homogéneo

de Banach de clase C°°, bajo la acción de U. En particular, resulta U(b) una subvariedad
de clase C°° de Il, cuyo espacio tangente en c es Rós = {zc - ca: : z e flan}.

Demostración: Podemos suponer que A coincide con Í, es decir que es suma de C‘-álgebras

de matrices, en el sentido ya expuesto. Para probar el teorema, nos valdremos ahora del

teorema 1.10 que dice que si existe una aplicación 0 definida en un entorno W de b en A, a
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valores en Jl, de clase C°°, con la propiedad de que 0(b) = l y que Blwnum es una sección
local unitaria para «b, entonces ¡[(6) resulta un espacio homogéneo de Banach de clase C°°
bajo la acción de U.

Para ello veamos que la sección local UUdefinida en ó-1( il) n fl, se puede extender a

una aplicación C°° en un entorno W de b en Á. Recordemos que wu(c) = [UE(c)l"Kzï(c).

Es claro que 3 se puede extender a todo .4, con valores en fl", de manera obvia.

Llamemos 4) a esa extensión, que es evidentemente C°°. Definiremos 5 de la siguiente

manera,

¿(tu -nm.) = 25(an ll - (¿su?)- Mia“) - mid/2

para (1:1,...,1:,,) en un entorno de en A", de manera que l —(5.-(b)—z,-)(4Ï,-(b)- 2;)
sea atrictamente positivo. Esta aplicación también es C°°.

Finalmente, Í y ¡{sedefinen extendiendo naturalmente a K y ¡1,de manera que resultan

aplicaciones de clase C°° en un entorno de b en Á.

Poniendo 0(:r) = [55(1)]‘Ífi(x), está claro que 6 es C°° en un cierto entorno ñ) de b en

11,0(b): l yülummï _=_UU. O

Teorema 6.10

Sea b E .4 tal que C'(b) es de dimensión finita. Entonces la órbita de similaridad

conjunta del par (b,b‘), S(b,b') = {gbg“,gb'g“) E liz : g E 11"}, es un espacio ho­

mogéneo de Banach analítico bajo la acción de .4“. En particular, 5 (b,b') es una subva­

riedad analítica de .42, cuyo espacio tangente en (c,d) es Rómd) = {(642), 64(2)) : a: E Á}.
Además, en tal caso, U(b) x U(b) y S(b,b‘) resultan C°°-localmente difeomorfas.

Demostración: La demostración es completamente análoga a la de 6.9, inclusive más sencilla,

por contarse con la sección local más simple

¡:1 j=l

-l
p n. . N

“(ci = z E;'lp‘lj(ci (CI e wn A2i

dada en 5.4. La última parte es consecuencia inmediata de lo observado en 5.6. Q
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Observación 6.11

La recíproca de ambos resultados es falsa. Basta considerar el contraejemplo dado en

HO},es decir, Á = C([0,l],C) y b E Á la función b(t) = t. C"(b) no es de dimensión finita

(contiene a los polinomios), pero tanto U(b) como S(b,b") se reducen a un punto, por ser A
conmutativa.



Q 7. ECUACIONES DIFERENCIALES EN ESPACIOS DE BANACH.

En esta sección se presentarán los rudimentos básicos de la teoría de ecuaciones en

espacios de Banach. A saber, los teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones lineales

y el teorema de existencia y unicidad local de una ecuación no lineal donde el coeficiente

satisface cierta condición de Lifschitz. La exposición estará basada en el capítulo del libro

de Ju. L. Daleckiïy M. G. Krein (ver

Además agregaremos algunas nociones que en apariencia no están relacionadas con este

tema, pero que serán requeridas en secciones posteriores.

En esta exposición nos interesará solamente el problema homogéneo. Esto es, estudiar

la existencia y unicidad de solución de una ecuación del tipo

ill“) = ¿(07(0) t e [a,fi]

{ Wan) = 150,

donde zo y '7(t) pertenecen a un espacio de Banach X, A(t) e L(X) para t e {0,5}, y to
fijoen

El primer caso que consideraremos es el de la ecuación con coeficiente constante, o sea,

A(t) —-.A C L(X) para t e [a,fl]. El resultado en este caso es bien sencillo. Sea X un

espacio de Banach fijo.

Teorema 7.1

Dado zo E X y A e L(X), existe una única. solución a la ecuación

á'z’IUl= 40h“), te latfll

{Will = Io,
y está dada por '7(t) = e““‘"l(zo).

Demostración: Que 'y(t) = ¿Mt-“’Kzo) es solución es inmediato,

¿76) = ACA"_"))(30)= MU) Y '7(tol = 3A(‘°""’(20) = zo­

Para ver la unicidad, alcanza con demostrar que la única solución (diferenciable) de

#570) = AUMU).

Wo) = 0
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es la curva 7 E 0. Una solución 7 de este problema, debe satisfacer

t

7m = A7(t)dt­

Con lo cual, si It —to] S ó, vale que

HW)“ s ¿HAM sup Ms)“,
¡Hugo

lo cual, si 7 no es idénticamente cero en {t —to} 5 6 es una contradicción, si tomamos 6 de

manera que ¿“AH < l. Resulta luego, que una solución que se anule en to, se anula también

en l l¿0—n—. 1 t) + 'I—
“All +1 l IiAII+1

Tomando como puntos iniciales sucesivos a

t=t-+— t=t_-.
" '“ ¡IAII+1 y " "1 ¡IAII+1’

se obtiene que 7 se anula en [0,5]. Ó

Observación 7.2

Nótese que en todos los casos, la solución diferenciable resulta de clase C°°.

El caso de coeficientes no constantes es similar aunque de demostración un poco más

complicada. Para resolverlo precisaremos un resultado bien conocido, que vale en un con­

texto más amplio que el citado aquí, y del que no daremos demostración (ver [7], pág. 52).

Teorema 7.3

Sea S un operador continuo, no necesariamente lineal, actuando en un cerrado M C X,

con la propiedad de que existe m 2 l tal que Sm es una. contracción, esto es, "5;" -—Sr“ 5
qilz —y“, con 0 S q S l. Entonces, existe en M un único punto fijo u de S. Más aún, el

punto fijo puede ser obtenido a partir de cualquier 1:0e M,

v = lim S: . O
k—ooo "

Introduciremos además un lema que será de utilidad en lo que sigue.

39



Lema 7.4

Sea f : [01,6] —>R continua, entonces

8,, 53 t n

[tj f(Sn)f(S,._¡)...f(S¡)dS¡dSZ...dS= á Asus]n tu to ' tu

Demostración: Por inducción en n. Si n = l es evidente. Si n > 1,

t S“+l Sn 51

’l; Á Á .../ ¡(Sn+1)f(sn)...f(S¡)dS¡ng...dSndSn+¡=1' 1 (I tu)

=¡(sum f(S,.)...f(Sl)dS¡masa]dsm.
Aplicando la hipótesis inductiva a,la integral entre barras, resulta

Sn“ Su 52 Ñ 1 _1 Sn+l n

Á f(b,,)...f(S¡)dbl...dS,,-n—![Á[mas]tn

Con lo cual la integral que queríamos calcular queda igual a

t sm“ n

á msn“) mas] un“.
g n+l

Llamemos g(t) = fi {f f(S)dS] . Comof es continua,g es derivable' to

y vale que

¿am = á i f(S)dS]nJU)­
t Sra-H. n

Porotraparte,llamando h(t)= f(Sn+¡) f(S)dS] dSnH, esclaro' to t)

que también h es derivable, y su derivada es

ibm = ira) '¡(sids n
dt n! tu

Como Mi") = g(to) = 0, resulta g(t) = h(t) para. t E [0,5]. O



Sea A(t) e L(X), t e [0,13],una curva de clase 0' de operadores (0 5 p 5 oo). Sean
to e [02,5]y zo e X fijos. Buscamos ahora una curva 7(t) en X diferenciable tal que

d
¡un=Amwn
7(‘o) = Io.

Nótese que tal solución debe verificar necesariamente que

7(t) = zo + Á! A(S)'1(S)dS .

Teorema 7.5

Con las notaciones precedentes, existe una única solución 7 diferenciable de la ecuación

{áfl0=AWfl0Wo) = Io­

Demostración: Sea C([a,fi], X) el espacio de Banach de funciones continuas del intervalo

[0,fi]enX, conla norma = tag] Enesteespacioconsideraremoseloperador
t

(Sz)(t) = zo+Í A(s)z(s)ds.to

Está bien definido, pues siendo A continua, Sz es claramente continua. Nótese que

(522)“)= zo+ [t A(S¡)zodsl+ f f” A(S,)A(S¡)z(S¡)dS¡ngto

yen general
t t Sa

(S"z)(t)=zo+ j ¡«50,704.lerf f A(SZ)A(S¡)zodS¡ng+to to to
t SII-l. Sin-3 Si

+...+// ¿(s _¡)A(S,._g)...A(S¡)zodS¡ng...dS,._¡+tu t tu

+f “¿824304.9 -1)...A(sl)z(sl)dslds,...ds,..
Luego, se tiene la siguiente relación

t Sn S;

(suma) —(suma) = Á Á Á A(S,.)A(S,‘_¡)...A(S¡)[zg(S¡)—msn].
.dS¡ ...dS,..
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Con lo cual podemos estimar

II(S"22)(t)- mmm“ s mza- nm ... ¡“(son...¡“(sanas mas. .

En virtud del lema anterior, tenemos que

fi n

Obsérvese que si n —> oo, ||A(3)||ds] —o 0. Sea m tal que q =
1 fl m

Y? f ||A(s)||ds < l. Resultaentoncmque |||szg —S"'a:1|||s q|||zg —z¡|||.
t

Sea 7 e C([a,fi],X) tal que S'y = 7, es decir '1(t) = 1:0+Í A(s)7(S)dS. Esta 7 eslo
entonces de clase Cl, y resuelve la ecuación:

quo)= {pm = ¿e [' A(s)1(a)da]= A(t)7(t)­

Es la única, puesto que cualquier otra provee un punto fijo en C([a,fl],X) del operador
S. Ó

Observaciones 7.6

l) La solución 7 se puede obtener mediante el límite

'10) = [um (3%)] (t) ,n-ooo

para cualquier a: : [a,fi] —oX continuo. Por ejemplo, poniendo z(t) = 1:0,se tiene

l w C 5,, S)

7m= 1:0+/ A(s)zoda+Ef f A(S,.)...A(S¡)zodS¡“us...¡o ¡:2 to lo to

2) Si A(t) e de clase C', OS p 5 oo, un razonamiento inductivo permite probar que
'1es de clase CP“.



Nos referiremos ahora al caso no lineal, con un resultado básico que daremos sin de­

mostración, ya que la misma es muy similar a la de 7.5, pues se basa también en 7.3 (ver

[71,Pá8- 276)­

Teorema 7.7

Sea [(t, z) una función continua de las variables x e X, t E [a, fl], que tiene la propiedad
de que en un entorno de (to,x0) fijo satisface una condición de Liíschitz en z, esto es

Mi, 32)- ¡(ta In)“ S Milla - In“

para (1:1,t), (23,!) en el citado entorno. Entonces existe un entorno de to en el cual la

¿1740)= nt, ¿(0)
Wo) = J10

tiene única solución diferenciable ó. O

ecuación

En lo que sigue nos referiremos a dos cuestiones. La primera concierne a la existencia de

curvas integrales de campos vectoriales. La segunda es acerca del levantamiento de curvas
diferenciables en espacios homogéneos de Banach. No haremos esto en el caso general,

sino en los casos particulares de las órbitas unitarias o de similaridad conjunta de n-uplas

(a¡,...,a,.) E Á“,dondeIl es una ¿“álgebra

Sea M una subvariedad de clase CP de un espacio de Banach X.

Definición 7.8

i) Decimos que una aplicación V definida en un entorno en la variedad M a valores en X

es un campo vectorial, si verifica que V(:I:)E TM, para cada z en el entorno. Diremos que

el campo V es de clase C", si es de clase C'" como aplicación entre subvariedades (k 5 p).

ii) Dado un campo vectorial diferenciable V, definido en un abierto w C M. Decimos

que una curva 7 : [0,5] —ow es una curva integral de V si verifica que

á'flt) = V(1(t))s tE [avfli°

El siguiente e un resultado bien conocido, que puede ser consultado en [12]o en [13].



Teorema 7.9

Sea V un campo vectorial de clase C" en un entorno W de zo en M. Entonces existe un

número e > 0 y una curva integral de clase C’H’l de V, v z(-5,3) -+ W, con la propiedad

de que 11(0)= zo. Además, si w es otra curva integral de V con la misma propiedad, definida

en el intervalo (-5, 6), entonces v y w coinciden en la intersección de los dos intervalos. Ó

Definición 7.10

i) Dados V y V' campos vectoriale diferenciables en M, notaremos con VV' a la

aplicación de M en X dada por VV; = ÉV'WUD o, donde v(t) es una curva integral
diferenciable de V con 11(0)= z.

ii) Dados V y V' como en i), llamaremos [V,V'] a la aplicación de M en X dada por

[V, V']JB = VV,’ —V'Vz.

Es un hecho bien conocido que en tal caso, IV,V'] es un campo vectorial diferenciable.

Supongamos ahora que G es e] grupo de Lie de inversibles o el grupo unitario de una

C’-á.lgebra .4. Sea b 6 .4" un elemento con la propiedad de que en la órbita M de b bajo

la acción de G sobre Jl“ tiene estructura de espacio homogéneo de Banach (analítico o C°°

según el caso). Sea además 7: [a,fl] —>M una curva de clase CP (15 p 5 oo).

Buscaremos una curva I‘ : [a,fl] —>G con la propiedad de que n,(I‘(t)) = 7(t), t e [a,,6].

Impondremos la condición adicional de que I‘(to) = go, para to y go e rb“(7(to)) fijos.

El resultado que se enuncia a continuación puede ser consultado en [20].

Teorema 7.11

Con las notaciones precedentes, y para cada go E 1510100)) fijo, existe una curva I‘ :

[a,fi] -» G de clase C" con la propiedad de que I‘(to) = go y n(I‘(t)) = 7(t), t e [0,fl]. O

Es inmediato verificar que la curva I‘ no es única. Basta multiplicar a una de ellas por

cualquier curva h : [a, fi] -> ¡{10) de clase CP para obtener otra.

Para finalizar la sección, citaremos un ejplo contenido en [5], en el que se aplican
algunas de las ideas expuestas.



Ejemplo

Sea A una C‘-á.lgebra con 1, sea P = {p e .4 : p” = p' = p} el conjunto de proyectores

de ll. En [5]se probó que este conjunto es unión discreta de espacios homogéneos de Banach

de clase C°° bajo la acción de U. Fijemos po G P. La órbita unitaria de po, U(po),

es uno de los espacios homogéneos en que se descompone P. Consideremos una cuifva
'1 : [01,5] —>¡[(170)de clase CP (l 5 p 5 oo). Supongamos además para simplificar la

exposición, que 7(to) = po.

Veremos que la única solución I‘ de la ecuación diferencial lineal
d d d

¡rm = {[3704 w) —ya) 370)}110
I‘(to) = 1

verifica que 1,0(I‘(t)) = 7(t), t E [01,5].

Ea claro que la ecuación tiene solución única I‘. El operador ue hace las veces de A(t)

es la multiplicacióna izquierda.por el factor 7(t) - 7(t)a-'1(t).

veamosque I‘m e u. como 7m e P, '1(t)' = 7m y 1(t)%7(t)+ [fiin] '10) =
i'1(t). LuegoI“(t) verifica que i[I"(t)I‘(t)] = 0, con lo cual I“(t)I‘(t) = l. Observemoe
d a p I 0

emás que tanto I‘(t)I“(t) como 1 son solucnoneade la ecuacnón lineal

{ ¿nm = { [É'ym] 7(t) - 7(t)dit7(t)}nu) —mt) { [gt-10)]7m - vmáwm} ,nao) = 1.

Con lo cual I‘(t)I‘*(t) = l. Es decir, I‘(t) E U, t E [0,5]. Por último, verifiquemoa que I‘
“levanta' a 7:

firmaron = (¿muy vmrtt)+mt) (%1(t))1‘(t)+

+ mnmárm = —r'(t){ ám] 70) —7(‘)3d¡7(‘)«0110+

+mt) (¿100 rm + mmm { gm] 1m- 7(t)%1(t)}I‘m=

=r'(t) {- Emi] wm+w) [37m] 7m+7m [fino] w)­

—7(t)%7(t)+ áw} rm.
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Usandola relación '7(t)+ flag-:1“) = á'flt) y suconsecuencia

ya) [gm] 7m + '10)[5270)]7m = 7a) 3m] 7(t)

es decir,7(t) 7(t) = 0, multa quela expresiónentre llavesda cem. Conlo que setiene

1‘‘ (t)7(t)1‘(t) = I“(to)'7(to)1‘(lto) = po, t E lmfi],

es decir

¡»00(0) = '10) .



5 8. CONEXIONES.

En esta. sección serán introducidas las nociones básicas sobre conexiones. Primero,

considerando conexiones en el espacio homogéneo (y por lo tanto fibrado principal) n, :

G —oM, donde G, como en capitulos anteriores, es .4“ o U y M es la órbita de una n-upla

fija b e .4”. Luego nos referiremoe a conexiones lineales en la variedad M. No haremos

hincapié en la relación existente entre estos dos conceptos en esta sección.

Recordemos que si M es un espacio homogéneo de Banach, resulta n, una sumersión,

con lo cual ¡{‘(b) es un subgrupo de Lie de G.

Llamemos V9 = ker d(n),, = gker 65, para g e G. Nótese que por ser M un espacio

homogéneo v9 es un subespacio complementado de TG (TGg es gil si G = .4‘1 y 9.4.1}.si

G = a).

Definición 8.1

Una conexión en el fibrado n, : G —>M es una aplicación que a cada g E G le asocia

un subespacio complementado X9 de TGg, y satisface las siguientes propiedades:

i) TG'g = X90 Vg.

ii) Para cada v e ¡tb-¡(13),Hgm = X".

iii) La distribución g H llg es diferenciable.

Precisaremos el punto iii): Dado un campo vectorial X definido en un entorno en G,
para cada g en su dominio, se tiene Xg = Yg + Zg, donde Yg E X9 y Zg E V9, con lo que

queda definido un campo vectorial Y; la condición iii) se traduce en que cada vez que X sea
diferenciable, Y también lo sea.

El espacio ¡lg se denomina subespacio horizontal en g. V9 es entonces el subespacio

vertical. Nótese que V9 = 91’1.

Si N es una subvariedad de un espacio de Banach, notaremos con r (N) al espacio
vectorial de campos vectoriales diferenciables sobre N. Si V es un espacio de Banach,

C°°(N,V) notará al espacio vectorial de funciones C°° de N en V. Obsérvese que si
V = C, C°°(N,C) es un anilloy I(N) es un C°°(N,C)-módulo.
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Observación 8.2

Dada una conexión en el espacio homogéneo n, : G —+M, podemos definir una l­

iorma diferenciable de G a valores en el álgebra de Lie ker 65. Es decir, una aplicación

0 : I(G) —>C°'°(G,ker 51.), C°°(G,C)-lineal, de la siguiente manera:

Dado X E HG), 0(X), es igual a la parte vertical de 9’1Xg E TG1. Si Xg = Yg+Zg
con Zg e V9, 0(X), = 9-129. La l-forma 0 cumple las siguientes propiedades:

i) Si Z e ker 6;,y si llamamos Ï al campo invariante a izquierda definido por Z, esto

es, Zg = 92, ge G, entoncm 0(Z) = Z.

ii) Para cada v e 1r¡,'¡(b), si notamos con r. al difeomorfismo de G que consiste en

multiplicar a derecha por v, para X e I (G),

9am. oX9) = v"99(Xa)v, 9 e G'.

iii) 0 es diferenciable, es decir, que cuando se aplica a campos diferenciables, efectiva­

mente pmduce funciones diferenciables de G en ker 65.

Las propiedades i) y iii) son claras. Veamos que se cumple Primero, en el caso

particular en que X E I (G) sea horizontal, es decir, X9 e X9, g E G. Es claro que, por

un lado, 0(X) es la función nula. Por otra parte, Xg°v E ¡(g -v = lla. si v E ¡{‘(b), con lo

cual 0,.(r, Xg) también es nulo y ii) se cumple en este caso.

Supongamosahora que X = Í, para Z e ker 65.Tenemosque v"0,(Ïg)v = v‘IZv,
g e G. Por otro lado también09,(r. o Ïg) = v"Zv, pum r.(Ïg) = ng = gv(v"'Zv), y
como 1)"th e ker 6;,(u conmuta con b) resulta esto último igual a (v"Zv);',.

Nótese ahora que como la igualdad a probar es puntual (depende del valor de X en

g para cada g solamente), cada campo vertical coincide en un punto go con el valor de un

campo vertical invariante a izquierda, a saber, X coincide en go con (95" Xgo)". Con lo

que ii) se cumple también para campos verticales. Luego,vale para todo X G I

Es un hecho bien conocido que la l-forma 0 con las tres propiedades enunciadas, ca­

racteriza a la conexión. Vale decir que si u es una l-forma a valores en ker 6;,que cumple

i), ii) y se puede definir una conexión en fl. : G —»M, tomando Hg = ker wa.



Definición 8.3

Sea 7: [a,fl] -+ M una curva C‘, sean to e [a,fi] y go G 1rfl(7(to)) fijos. Llamaremos

levantamiento horizontal de 7 por go en to a una curva I‘ : [a,fl] —oG de clase Cl tal que

i) mmm-1 = mm» = '10). te lmfll­

ii) I‘(tol = 90.

m) ¿un e Xp"), te [a,fi].
Obséwese que iii) puede ser sustituido por la condición

d

0m) (EPM) E 0'
El siguiente es un resultado clásico, que puede ser consultado en [14], cap. 2, donde

está. hecho para variedades de dimensión finita. De todas formas, la misma demostración

con ligeras modificaciones puede aplicarse a nuestrocaso.

Teorema 8.4

Dadas 7 : [(1,19]-o M, to y go como en 83, existe un único levantamiento horizontal de

7 por go en to. O

Definición 8.5

Sea X E I Llamaremoslevantamientohorizontalde X a un campo X G r (G)
con las propiedades:

i) ¿(175)0(X9):anah

ii) Xgeilg, gEG.

La unicidad y existencia de X son claras, ya que para cada g, ¿(10), es un isomorfismo

de X9 en TMnm.

Observación 8.6

Existe una relación muy clara entre levantamiento horizontal de campos y curvas. Sea

X E IM!) y sea z : (-6,8) -0 M una curva integral de X. Si X es el levantamiento hori­

zontal de X y I: (-6, 6) —->G es una curva integral de X con ¡(0) e x;‘(z(0)), entonces I

es el levantamiento horizontal de z por 15(0)en 0. En efecto, primero, es claro que El“) =



d d

Ïrm e “zur SW“, Xnmtn = d(ïb)z(n(xï(t))= ¿("JIM ¡IMP = ¡“(340),t e (-6,6). Con lo cual n,(I(t)) es una curva integral de X, con “(33(0) = 12(0).Por lo
tanto, n,(r(t)) y z(t) coincidenen la intersecciónde los intervalos (-8,8) y (-6,6).

Pasaremos a considerar ahora conexiones lineales en la subvariedad M de A".

Definición 8.7

Una conexión lineal en la subvariedad M es una regla V que asigna a cada X E I (M)
una aplicaciónlineal Vx de I en si mismo, y que satisface las siguientes condiciones,
si Lg e C°°(M,C) y si X1,X2 6 HM):

VfXH-aXa= fVXr +9VX:

ii) Vx.(fX2)= fo: (X2)+ (le)°X2

donde X1] denota a la funciónC°° de M en C dada por (le), = %f(z(t)) , dondez(t)o

es una curva diferenciable adaptada a X12, esto es, z(0) = 1:, ¿47(0) = X ¡1.

Si X E HM], a la aplicación Vx la denominaremos derivada covariante con respecto
a X. q‘

Observación 8.8

Si X e I(M) se anula en z e M, entonces Vx también. Este es un hecho bien cono­
cido, que implica que el valor de Vx en z, depende del valor de X3.

Definición 8.9

Sea X 6 I y '1 : [a,fi] —rM una curva C’. Por la observaciónprecedente tiene

sentido considerar la derivada mamut) (extendiendo a la curva diferenciablede vectores

tangentes 17(2), a un campo vectorial diferenciableen Diremos que el campo X es

paralelo a ig largo de la curva 7 si se verifica que (V¡¿.,/¿¿N.,X).m) —:—0, te [(1,5].

Definición 8.10

Sea 7 : [a,fi] —+M de clase C7. Diremos que 7 e geodésica, si para cada to e [(1,5],



(V¡¿.,¡¿¿)¡,Ú)X)7(to) = 0, donde X es un campo vectorial en un entorno de 1(to) en M, que

“extiende”a E7“), o sea X1“, = aq“) en dichoentorno.
Un resultado general, que aquí no expondremos, establece que dado z e M y V e TMZ,

existe una única geodésica 7 : (¿,6) -o M, con 0 e (6,6), 7(0) = z, 37(0) = V.

Definición 8.11

i) Dados dos campos vectoriales dilerenciables X, Y e I (M), llamaremos torsión de X
e Y al campo vectorial T(X,Y) E HM),

T(Xiy)s = (VXY): - (VYXL; - [X1Y]: ­

Es inmediato verificar que si f, g G C°°(M,C), T(fX,9Y) = fg T(X, Y), y que T es bilineal
en I (M) x I Esto implicaqueT(X,Y), dependesólode losvaloresX,, Y,

ii) Dados X,Y y Z e [(M), llamaremos tensor de curvatura de X,Y y Z al nuevo
campoR(X,Y)Z E I(M),

{RUCUZ}: = IVX(VYZ)]z- lVY(Vx 3)]: - (V[X.Y]Z)z­

Es inmediatotambiénque R es C°°(M,C) tri-linealen I

Para finalizar esta. sección, volveremos sobre el ejemplo «¡,0 : U -+ U(po), donde po e .4

es un proyector fijo. En [5]se introduce una conexión para este fibrado. El espacio horizontal
en u e U está dado por

X. = {1:E alla. = TU. zpou'zpo = (l —po)u‘a:(l - po) = 0}.

Con lo cual es inmediato verificar que si 7 : [a,fl] -¡ U(po) es una curva diferenciable,
entonces el levantamiento provisto por la solución de la ecuación

{ ¿no = {[áwm] 7m —'1(t)%7(t)}ru)I‘(tol = ua

para ug E r;0¡(7(to)) fijo, es horizontal:

parar ¿mm =parar ¿«(0] 7m- mii-7m mm

= raw) {[gm] 7m- mgm} 7(t)1‘(t)=o
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y de manera similar (1 —po)I‘(t)' ¿una —po) = o.
Esta.situación se puede estudiar con mayor generalidad, considerando la órbita unitaria.

deunsistemadeproyectores(p¡,...,p,.) E Pm? =p: =p.', mp5= Osiiaé j, 15 i,j 5 n,
y E?“ p.-= l. Es decir, se estudian descomposicionesortogonales de un espacio de Hilbert
en n sumandos, en lugar de sólo dos. En este caso, se puede probar que la aplicación

«¡,lw_,,_, : U -+ U(p¡,. . . ,pn) define en U(p¡, . . . ,pn) una. estructura de espacio homogéneo
de Banach, y que además ae puede definir una conexión, donde los espacios horizontales son

X.={z€uflah:p¡u‘zp¡=0, lgign}.

Además, si 7 : [(1,5] —>U(p¡, . . . ,p“) a una curva diferenciable, la levantada horizontal que

en to pasa por uo E ¡6,11Mp" )(7(to)) fijo, está dada por la única solución de la ecuación

{ ditoa)= [52mm]Mi) mi)Quo) = "'01

donde '1¡ son las coordenadas de 7.



g 9. UNA CONEXIÓN EN n z U —-o U(b).

En esta sección introduciremos una conexión en el fibrado definido por tb, para un

b e li fijo. Desde ahora supondremos que C'(b) es de dimensión finita, y utilizaremos la
notación del 5 6. Estudiaremos levantadas horizontales de campos y curvas y daremos la
fórmula explícita de la l-forma de la conexión.

Recordemos que U1,= {v e U : vb = bv} = ¡{‘(b). Veamos la forma explícita de los

subespacios verticales V” u e U. Ea muy sencillo ver que

vg=uv1=u{aEÁu.:ab=ba}

pues ¿(13). = 6M.) o r...

Podemos también utilizar los polinomios pg} para describir a 12.:

v1={z€.4u:E;ï¡zE‘u=0 si ¡au 01'76]: y
Eï'sz;'-¡=E{12E{1,Issa.» 193m, musa}.

Con lo cual

V. = {z G Mi“. :pg-¡(ubu'fib'u’kEfik = 0 si

¡96! o ja“: y p‘í,-(ubu’,ub‘u')=E}¡=

=pï¡(ubu‘,ub‘u‘)zEí1,1519.-. 195m, Issutsp}.

Definiremos ahora la distribución de subespacios horizontales.

Definición 9.1

LlamaremosX1= {zeflquflefl :0, lgigp},yengeneral, il. =u)l¡, uGU.
Nótese que

y: = {z e “Ask¡Pll(ubu‘sub‘ut)3Ell = o) 15 í S p} '



la.descomposiciónH = e}; Kf‘",de la forma

"ul 0 . "
ul O

0

Proposición 0.2

La.distribución u H X., u e U, recién definida, es una conexión en el fibrado tb : U -b

11(1)).

Demggtración: Primero, como TU” = uflah; Para, ver que Jl. y V. son suplementarios,

alcanza con probar que ¡fi e V1= A“. Para. ello, obsérvme que si z G la.

1‘51!)J:

P".

z: E}¡zE'{,-+(1:­
M'c

t 11:1

El primer sumando está. en V1:

P nt

siu rojo aeko, E5040(EEE-MEL) ¿Im =i=lj=l

= EálleffinELnko = 0 ; además

p n' l e t‘ ' t _ e _
Ellab z 213513311 Em - EmEjolelabEJbl ­I=lJ=l

= Eflefr '

El segundo sumando está en N1:

¡:11:

p . o

Ef1(3_zzE;13Eïj)Efl =EfrzEfl‘EÏfiEfr :0.1



Es evidenteque i110 Vl = {0},pues si :c6 X10 V1, Eflefl = 0, i: l,...,p, luego

EszEÉj = EJïiElerhElj = EÉIEÏIÏEÏIEÏJ'a

que es cero, pues :I:E V1.

Además, que z esté en V1 implica también que EÉJ-zEfik = 0 si i 9€ l o j 36 k. En

resumen, resulta que para el sistema de proyectores Hb), es ¡Abba-(li) = 0, l g i, j 5 n.
Entonces debe aer z = 0.

La descomposición dada para z, permite calcular explícitamente a Py_ y PL los idem­

potentes en L(u A“) asociados a la suma directa u 11.1.= X. e V.:

v n.

PM“) = “ZÉEÉMIEÍJ', PX.= Id- Py.­
í=l j=l

Con esto, resulta inmediatamente que la distribución es diferenciable, si X E I (U) es un

campo vectorial diferenciable, su parte horizontal está dada por el campo vectorial

P ni=Xu_u Blu.XnE{',J J
que es clanmente diferenciable.

Lo último que queda por verificar es que si u G U y v e Uh,entonces X. - v = H...

Esta identidad se transforma en uifiv = wifi , que es equivalente a vifiu' = X1. Veamos
esto último.

Como v conmnta con b y es unitario, también conmuta con b'. Luego, conmuta con los

Eh. Sea z e villv‘, conlo cual v’zv e M. Esto diceque 0 = Eflv‘szfl = v‘Eï'leflv,
y por lo tanto z e X1. La otra. inclusión es análoga. O

Definición 9.3

i) Llamaremos S : 55M“) —>¡(ah a la inversa relativa horizontal de 65. Esto es, como

6h = d(1r¡,)1es un isomorfismo de X1 (suplemento en ¡la de ker 65) en 64110).) = R55, sea

S' su inversa. S es entonces S' compuesta con la inclusión de JI] en A“. Nótese que S está.

caracterizada por las relaciones:

SábS=S, ¿bsaps y 35:31,.



ii) Para c E U(b), llamaremos N‘ = ulllu‘, donde u está tomado de manera que

1r¿.(u) = c.

H" está bien definido, pues si u’ E ¡51(c), u”u e U5,y entonces u'*u)l¡(u"u)' = N1,
es decir, uillu‘ = u’ifiu".

Nótese además que X" es un suplemento para ker 6€en A“, pues ker 6.,= ker 6.5.. =

u(ker 65)u‘.

Llamaremos Sc : 64110).)= Róc —>A“). al operador definido por las relaciones

Scócse = Se, ¿escóc = 5., y RSC = No .

iv) Sea M un suplemento, fijo de ahora en más, de R51,en Il. Llamaremos 3' al operador

lineal y acotado dado por

3'35, =S y SIMEO.

Observación 9.4

Se a la inversa de ficha, compuesta con la inclusión de X‘ en flag. Además, vale que

se = ad(u) o s o ad(u‘),

donde u e ¡{‘(c) y ad(u)(z) = uzu‘.

En efecto, es claro que R(ad(u) o S o ad(u’)) = 1V";además,

ad(u) o S o ad(u") o 5,5,- o ad(u) o S o ad(u’) =

:ad(u) o S o 61,o S o ad(u‘) = ad(u) o S o ad(u") .

Análogamente se verifica que 6“... o ad(u) o S o ad(u’) o un. = 6.5...

Es claro que Sb = S .

Usando esta aplicación S es muy sencillo computar la levantada horizontal de un campo

vectorial en ¡[(6).

Proposición 9.5

Sea X un campo vectorial diferenciable definido en un abierto W de U(b). Entonces el

levantamiento horizontal de X, definido en tb“ (W), está dado por la expresión

Xu= “(64W °Xr.¡u;). ue n40”)­



Demostración: Calculemos

dlïblslxc) = ¿nullxu ' “¡l = ¿tolvlladlul° Sladluül° xml-l) =

= “(ul ° Stotu)(xxo(u)) '

ComoKu") E TU(b)n¡.) y ¿“fl 05"“) es la identidadde 126,4.” resulta d(‘b)g(-X') =
Xïolül'

Además, es claro que X es horizontal,

X. = uS(a.d(u‘)oLam) e uRS = Il. . O

Observación 9.6

Aplicando lo observado en 8.6, podemos encontrar las ecuaciones diferenciales que sa­

tisfacen las levantadas horizontales de curvas. Al menos localmente son curvas integrales de

las levantadas horizontales de los campos vectoriales diferenciables definidos por las curvas

diferenciables en U(b). Precisando un poco, sea 7 : [a,fi] —oU(b) una curva diferenciable

y sea X un campo vectorial que extiende a E7“), t e [01,19],es decir, X7“, = 57'10).
Entonces la ecuación

¿no = er = I‘(t)5(ad(P(‘)')°XMWÚ
l‘(to) = uo

tiene solución local alrededor de to que levanta horizontalmente a 7 por no en to (no G

Ib-l("1(to))). Nótese que entonces la ecuación puede ser llevada a la forma

d . d

(9.7) {ar(‘)=1"(t)3'(l"(t) [37(t)]l‘(t))I‘(tol = no .

Ponemos 3' en lugar de S, pues la intención ahora es estudiar la ecuación 9.7, indepen­

dientemente de que sea inducida por la ecuación integral de un campo. Ya no sabemos pues

que P levanta a 7, con lo cual no tenemos garantía de que I"(t) [gt-16)] I‘(t) pertenezca al
dominio de S, que es R65.

En (9.7) exigiremos además, que la relación se cumpla no sólo alrededor de to, sino en

todo el intervalo [0,5].
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Teorema 9.8

Sea '1 : [a,fi] —o11(6)una curva de clase Cl, '1(to) = uobuó. Entonces la levantada

horizontal de '1 por uo en to es la única solución de (9.7).

mm: Veamosprimeroque la levantadahorizontalI‘ es solución. Tenemosque
b = l"(t)'7(t)1‘(t), t E [0,5] con lo cual

o= ¿{Navman = [ár'm] mmm

+ r'u) [gm] ru) + F‘(t)7(t)%7(t),

¡“(o [441m] Pa) = —[ámn] 7(t)1‘(t)- 1"(t)7(t)%1‘(t)

= _ [ár'm] I‘(t)b—angina.

ComoI"(t)I‘(t) = 1, [firm] I‘(t) + I‘(t)%l‘(t) = 0, por lo tanto lo de arriba queda igual

mnáru) .b—bI"(t)¿rm = ab(I‘*(t)%I‘(t))
Con lo cual

3'(ru) [firm] rm) = sal,(r*(t)%r(:)) .

Usando que ¿I‘m e Nm), es decir I"(t)%I‘(t) E X1,y como 3'65es un proyector sobre el
rango de S, que es ¡(1, resulta

3 (1“(t)[á'flfl] rm) =rmám) .

Como ya sabemos que I‘(to) = no, esto último es equivalente a satisfacer (9.7).

Llamemos I‘o a esta solución. Veamos ahora que es la única. Para ello mostraremos que

la aplicación de Jl x [01,fl] en Á que manda (u, t) en us ¡faith , cumple localmente
una condición de Lifschitz en cada par (0,1). Esto es, para cada v e fijo, existe e. > 0 tal



que si u,u’ E {1:E .4: II: —v|| 5 6.}, entonces ug gu’á-fltw - u'S' (d’gt-flflu' i 5C.||u —u'll. Si verificamos esta condición, en virtud e 7.7, res tará que a ecuación

N8) = P00)

tiene solución única.en un entorno de s, para. cada a E [0,5] fijo, y que por lo tanto coincide

con I‘o en dicho entorno. Luego, I‘o es la.única. solución global de (9.7).

{ ¿Fw = TMS(PU) [áqm] I‘m)

Verifiquemos la condición de Lifschitz:

«3' (u‘%7(t)u) —u's' (u’*%7(t)u’) ¡us (u‘%7(t)u) —

—u's' ¡r %7(t)u u's' (¡r 377w) —u's' (¡1"ámw)

5 "3'(u‘%7(t)u) 's' (u‘%7(t)u—u" ámw)

s "su ¿um IIuII’IIu- u’II+ uuu"suu' ¿»mu - ¿mal

llull’llu - u'll + llu'll “SII (

S

+

Ilu- u'll + Ilu'll

. d .1 l
u I'flqu - u #76)“

d

s "su | ¡70)

+ S IIS“ llull2 Ilu - u‘IIgina)u' %7(t)u'- u“¿“mw )

+ uuuuu'u "su "¿wm uu- u'u + nu'u’uSu ¿7m

Nóteseque 5 e. + "v", y que otro tanto sucedecon IIu' con lo cual resulta.

uIS'(u’ %7(t)u) - u'F (¡4"2770):!)
d

[wm IIu-u'll- o

II" - u'll .

5 3us'u(e.+ lleIP‘gffi]

Buscaremos ahora las ecuaciones lineales satisfechas por las levantadas.

Proposición 0.9

Si 7 ; [a,fl] _. uu) e de claseCP (1 s p s oo), entonces51 (¿7) 40’51 -' 4M es
de clase CP".



Demostración: Primero veamos que 5., á'y está bien definida, pues á'flt) e TU(b).,(.¡
= R67"), que es el dominio de S7“). Sea. u z [(1,5] —>U una. levantada. de 7 de clase CP (ver
7.11). Sea M el suplemento de R6,,considerado en 9.3. Luego, u(t)Mu(t)’ es un suplemento

de u(t)RJbu(t)‘ = 361“). Definiremos 3'; : Á —*A“. lineal y acotado de la siguiente forma:

gtllifiqm= 7m Y Elm)qu E 0 ­

Es inmediato que 3'; = ad(u(t)) o3' o ad(u(t)'). Resulta entonces evidente que la aplicación

t r-o3, de [a,fl] en L(Á,A.,¡.) es de clase C“. Entonces t H 3', %7(t)) es de clase CP“.

Como3'; = SW)(3770)), queda.probadoelresultado. Q

Teorema 9.10

Sea 7 : [(1,5] —>¡[(6) de clase CP. Sean to G [(1,fi] y uo E tï'(7(to)) fijos. Entonces la
ecuación lineal

d d

(9.11) { JP“) = 3m) (¡310) I‘(t), te |a,fi],I‘00) = "o,

tiene por única. solución a.la levantada horizontal (de clase C") de 7 por uo en to.

Demostración: Sea I‘ la solución de (9.11). Veamos que:

i) I‘(t) e U, te [a,fi].

ii) I‘ levanta. a. 1.

iii) F es horizontal.

Consideremos la ecuación lineal

{ ¿Am = -A(‘)51(u(gm) ,AUD) = ua .

que tienesoluciónúnica. Como51m E Jl“, I“ es soluciónde esta ecuación.
Luego i

dt

=41051“, (gm) m) +¡"msm (ám) m) =o.

¿mmm = [ámu] ra) +l“(t) PU)



Como I“(to)l‘(to) = l, resulta.I"(t)I‘(t) = l, t E [a,fl|.

Consideremos ahora

{ Ésa) = 87m(áflü) BU)- (¡(0376)(¿Wa0(to) = 1

que también a lineal, y tiene por soluciones a I‘(t)l“ (t) y a la.curva. constantemente igual

a l. Por lo tanto I‘(t)P‘(t) = l, te [61,5].

Para ver ii) calculemos

¿(rumorun = -r' (0511:)(3770))7(t)P(t)+

+mt) [gm] ru)+mmm (%1(t))r(t)=

= mt) {-sm, (¿i-qm)7(t)+ {pm + www, (73(0) }ra) =

= mt) {gm - 511051")(gm) }rm .

Como 6.1“,5'7“, es la identidad en R67“, y i'm) E 86.,(t), la expresión entre llaves da
cero. Como I“(to)7(to)I‘(to) = u37(t0)uo = b, resulta. I“(t)7(t)I‘(t) = b, t E [a,fi].

Porúltimo,veamos

¿I‘m = 51m(577m) ra) e levmlI‘U) =
= www) = F(t))l¡I"(t)I‘(t)= um, . o

Veremos a continuación otra caracterización de la levantada horizontal.

Recordemos la.definición de la aplicación a

a:u(b)_’Pn={(Í’ls"-)pn)€fln2133:11:=p¡, “pjzo

lsi¡an¡y dadapor
¡:1

¡(6) = (PÏÁCM'L-' 'vpulu.m(cs°.)v“'1 ll(clc.)!"'Ip:,,5’(clc.))I
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así comola conexión en U(p¡,...,p,.), para (ph... ,pn) e P. fijo, donde los espacios hori­
zontales son

ik: {zEuflahzm-u‘zmzo,lgign}, uEU.

La.levantadahorizontalde una curvaw= (ul, . . . ,wn) : |a,fi] -o por ua en to es la
solución de la ecuación

{ ¿nm = [gm-(0]“¡(t).nu)mio) = uo.

Usaremos además la aplicación Í : ¿“(Mm —>U,

p n“ . .

no)=z;2p; (c, .
¡:1 1:1

Observación 9.12

Sea 7 : [0,5] —oU(b) con 7(to) = uobua. La. levantada horizontal I‘ de 7 con I‘(to) = no

coincide con uoI', donde 1'Ies la levantada horizontal de 2157110,con N10) = l. Es decir, para.

conocer las levantadas horizontales de curvas en 21(6),alcanza con calcular las levantadas

horizontales por l en to, de curvas 7 con 7(to) = b.

Teorema 9.13

Sea 7: [mfl] —vU(b)de clase CP con 7(t0) = b. Sea (pl, . ..,p,.) = y sea w la curva

w : |a,fi] —oU(3(b)), dada. por w(t) = Si 0 : [a,fi] —-vU es la levantada.horizontal
de w con 0(to) = l, entonces I‘(t) = 0(t)7((0'(t)7(t)0(t)) es la levantada horizontal de 7
con I‘(to) = l.

Demostración:

1‘(to)= n(110)7“000)"1(to)0(to)) = 7((5) = 1

Como¿(“UY'IUWUD = n(t)'35('r(t))0(t) = 0(‘)’w(‘)0(t) = ¡(5). 00)"!(006)
pertenecea. queesel dominiode Y. Asimismo,es inmediatoqueI‘(t) es unitario.
Verifiquemos que levanta a 7. En 6.4 vimos que Í es una sección global de n, desde

3_1(3(b)), con lo cual

ï(0(‘)‘7(t)0(‘)) bW(Ü(t)‘7(t)0(t))l’ = Ü(‘)‘7(‘)0(t)



y entonces

I‘(t)bI‘(t)’ = 7(t) .

Veamos por último que es horizontal. Para. ello alcanza con demostrar que

pjl(7(t),7(t)‘) EFG) EL = 0, l 5 i 5 p, t e [(1,13].Pu como ya sabemos que I‘

levanta a 7, vale que pJ-k('1(t),'7'(t)) = I‘(t)E}kI‘(t)‘.

Del hecho que 0 levanta a.w, se deduce que (aL-(t)= pjj('7(t), 7(t)’) = D(t)E}J-fl(t)*.

¿rm = [Énm] Ï(0(t)'7(t)0(t)) + 0(t)%7ï(0(t)‘7(t)0(t)).

Como 0 es horizontal, tenemos que

P;J'(7(t)17(t)‘) =01 15 ni) IS í SP! te [avfl]'
Por otro lado,

Pm
rmurwmum =z Xp}1(0(t)'(7(t),1(t)’)fl(t))EÍ¡bÏï¡:1J:

=ph(0(t)‘(7(t),1(t)*)0(t))Eíï = 0(t)'p‘¿°¡(7(t),7(t)‘)0(t)EÍï=

=EÍ‘¡. 1 s ¡o s p,

con lo cual d _

a7r(n(t)'7(t)0(t))Eïï = 0» 1 S ¿oS P°

Con estas dos últimas identidades se cumple que

i) mwmur) [ánm]nmthamunsh =o, 15m, tema].
ü) gama),wanna)¿marvmnttneál =o, 195;), telmfll­

Por lo tanto, I‘ es horizontal. '



5 10. CONEXION LINEAL EN U(b).

En esta sección estudiaremos la conexión lineal en U(b)inducida por la conexión definida
en la sección precedente. A tal efecto, seguiremos suponiendo que el elemento b E II es tal

que C‘(b) es de dimensión finita, y conservaremos las notaciones ya usadas.

Calcularemos el transporte paralelo de vectores, las geodésicas, la exponencial y los
teer de torsióny curvaturade esta conexión.

El procedimiento para inducir una. conexión en 11(6)se basa en la ecuación diferencial

d d

(10.1) { (Tira) = SW) (57(0) PU), tela-,19]P00) = la

donde 7 : [a,fl] -> U(b) es una curva de clase C’. Esta ecuación es muy similar a 9.11, y

repitiendo la demostración de 9.10, es posible demostrar que la solución I‘ levanta a 7 en el

siguiente sentido

l‘(‘)'1(to)1‘(t)' = VU), te [0,16]

Esta ecuación diferencial será llamada la ecuación de transporte de 7. En general las solu­

ciones de (10.1) no serán curvas horizontales, aunque podemos relacionarlas con curvas de
este tipo.

Si 7(to) = uobua, sea I' la levantada horizontal de 1457140con P00) = l, entonces uoI'ua

es solución de (10.1).

La relación sería más clara, si hubiésemos introducido el fibmdo tangente de 11(6)como

fibrado asociado a n, : U —vU(b) (ver

Definición 10.2

Sea 7: [a,fl] -> U(b) de clase 0‘. Sea to E [a,fi] fijo. Para cada t e [01,5],definiremos
la aplicación lineal

7:0“): Tu(b)7(to) ’-‘ Tu(b)7(t) i

Tc‘o('7)(X-)= I‘(‘)J‘Ü‘(t)’, X E TU(5)1(to) a

donde l‘ es la solución de la ecuación de transporte de 7, con I‘(to) = l. Esta aplicación

sera denominada el transporte paralelo a lo largo de la curva 7.



Está bien definida, ya que

“¡(1010) = ¡“ym = 1‘(‘)R5-y(to)1"(*)= I‘(‘)TU(5)1(to)P(t)' ­

Ahora definiremos la conexión.

Definición 10.8

i) Sea X e TU(b)e, e Y E I(U(b)), definimos

a -ly —y a_ n C _ _ .
(VxY).,31551.1o—°—-—U—[‘ (mt _ t“;‘ _ ¿[r (oyflnmn ‘o

dÏnde 7 : (to - e, to + s) -o U(b) a una curva Cl adaptada a X en c (i.e. '1(to) = c,
E700) = X) y I‘ es la solución de la.ecuación de transporte de 7, con I‘(to) = l.

ii) Si Z(t) es un campo vectorial diferenciable alo largo de una curva 7 : [a,fi] -’ U(b),

esto es, Z(t) e TU(b).,(.), definimos

DZ __ z
WW) P (V fI"'(‘))'1(to)0

Está bien definido, ya que en el cálculo de VxY sólo se usan los valores de Y alo largo de
7.

Nóteseque (vn 6 Tila!)ey que e TU(b).,(¡).Esto es pues el transporte
paralelo r verificaque [fio(7)]‘1Y.,(g)6 TU(b)cpara cada t (en

Es inmediato que V así definida satisface las condiciones requeridas a una coneción

lineal (ver 8.7).

Observación 10.4

i) Si abreviamos [[z,y]]= ¡y - yz; z,y e Á, entonces para X, Y E I(U(b)) vale que

(VDC = (Vida = Xyc + ¡[Yu-941:)” »

y para Z(t) un campo diferenciable alo largo de '1 : [a,fl] -+ U(b) de clase C‘,

3—f(t)= ¿zm + “zum” (¿1mm .
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En efecto, recordemos que XYe = 1K,“ , donde '1es una.curva adaptada a XCen c. Sea
¿t t

I‘ la solución de la ecuación de transporte de '1, con l‘(to) = l.

(un, =¿[rurnmrunlco=[área] mmm
, d

+P (to) a m)
] I‘(toi + P.(t0)y’1(to)%P(t0) =¡o

= —1"” Y1(to)+Y7(to)s1(to) +á 7“)
= (Xy)c + “ycasc(x€)ii '

¡o

La igualdad referida a Z(t) se prueba de manera análoga.

Ahora podemos calcular las eodáicas de esta conexión. Recordemos que 7 : [a, fi] -o

U(b)de clase 0° es geodaica si a; (%7(t)) E 0, t-e [a,fl].

Teorema 10.5

Sean c e U(b)y X E TU(b)c. Entonces la única geodésica da: R -o U(b) tal que M0) = c

y ¡“0) = X uta dadaporMt)= ése“) 4.345€“), te R.
En particular resulta que con esta conexión, la variedad U(b) es completa.

Demost 'ó : Primero, supongamos que gp: (-3,3) —o11(6)es una. geodüica con p(0) = c

y 59(0) = X. Veremosque p coincidecon daen (-3,3).
D d . .

Como ¿76(3pm) E 0, si Pgoa la solucxónde

¿nom = sm.)(ámo) nou). te (-M)
13030) = l

entonces, 5%[1700) [ápm] nom] to = o.
Nótese que para cada to E (-e, e),tenemos que

sw, (3pm) = amoo» osm o«¿(rzoun(¿440) .



Entonces vale que

o= spa.» (á [ram (¿i-mn) nom] to =

= á {Sv(to)(rut) (fim) r.o(t))}
De estas identidades surge que

o= á {aman o vu)(340)} to= [gram] Suso)(ám) +

+sus) (ámm) ¿nom +%[sm (¿900]

‘o

lo

Como

[álava] Sv(‘o)(¿Woo + Saco)(ÉWÜ) 'ÉP‘J“) =
a 3 d ’

= 490o) (3900)) + SM‘o)(31900)) = 0.
raulta entonces

d d

a [San(390)”
y vale para cada.to e (-6,6). Por lo tanto,

5,“, (¿40) = 3,,(0,(ámm) = s,(X), te (-e,e).

:0,
¡o

Calculemos 43,la solución de la ecuación de transporte de go,con ¿(0) = l.

¿»(0 = sm.)(gm) W)= sama), t e (-e,e).
Por lo tanto debe ser fit) = 63‘“). Comoó “levanta”a lp, multa

p“) = 6‘“). = ¿3.(X)ce-QSJX)_

Veamosahora que las curvas fit) = ése“) cet-‘34“ son geodésicu con ú(0) = c y
1440) = x. Es inmediatoque «¡(0)= c. Además a«¡(0) = Sc(X)c—cS.,(X) = ¿sem =
y, pus X G TU(b)c= Róc.



Probemosque ó(t) = ¿“xl es soluciónde la ecuaciónde transporte de ü, con ¿(0) = l.
Esto a equivalente a mostrar que 3 = u'dm e el levantamiento horizontal de a; = u‘dm,
para u e ¡[‘(c) fijo. Veamosque es horilontal.

¡(tr ¿3m = war ¿una = u‘ó(t)’Se(X)ó(t)u­

Como Mt) y Se(X) conmutan, esto es igual a u‘S,(X)u, que pertenece a u‘X‘u = M. Que
3 levantaa ‘75esinmediato,pues = u'd(t)có(t)'u= u’do(t)u=

Por lo tanto,

D d _ i .1 _
a? (EW): - d, [4m Mmm] o—

= ¿[e-tsdxnetsdm‘gdx)ce-csAx) _ e13.00¿5°(X)¿43,00) .

.e‘s=<x>uo= ¿(wm
:0.

o

De manera análoga se prueba en todos los puntos. Ó

Observación 10.6

Usando 10.4 se pueden explicitar las ecuaciona diferenciales satisfechas por las geodé­

sicas.Estasson o: ¿“o + [[gïflt), Se“) (%W(t))“ .
Coroluio 10.7

La exponencial de la conexión definida en U(b) está dada por

exp, : TU(b)c -—*U(b), c E U(b),

amix) = e3.0K)ce-sAX) , Q

Proposición 10.3

Sean X, Y, Z e I (11(6)). Entonces la torsión T(X, Y) y el tensor de curvatura

R(X, Y)Z de la conexión están dados por las siguientes expresiones para c e U(b)

T(XsY)c = llyessc(xc)ll - llxcase(yo=)ll Y

RUC lee = “Ze: llSc(Xe)sSe(Ye)ll+ Se(T(X, Y)e)]l ­



Demostración: Recordemosque T(X, Y)., = (VxY)., —(VyX), - [X, Y], Usando (VxY).
= XYc+ [[Yc,S,(X,)]] y la ezpreeión análoga para (Vy X).,, resulta de inmediato lo buscado,
sustituyendo.

Para el tensor de curvatura

{RUCY)Z}c = {Vx(VYZ)}c - {VY(VXZ)}c - (VIX.Y]z)c I

un calculo directo muestra que esto es igual a

Manía)» - Y('s'(x)c)u+ ullZe,Se(Ye)ll,Se(Xe)Jl­

- llllZc,Sc(Xc)ll,Sc(Ye)ll - [[Zc,Se([X.Yle)ll .

donde500., = sam), E(Y)¿= San), a e U(b).

Nótese que

llllZe,Se(Ye)ll,Sc(Xc)ll- ll[Iznsaxcnhsmu =

Illa, llSc(Yc),SAL)“ ll ­

Por otro lado,

_% [noscmtrY,(.)r(t))1'(‘)']Io '
0

Mim» = á mmm)

donde x es una curva integral de X, con z(0) = c, y I! es la solución de la ecuación de

transporte de z, con ¡(0) = l. Luego queda

X(5(Y))c= [32(0)]sem + ¿muy mw» o+

+¿(mánor = semanas) - sc(vc)sc(xc)+

+se(¿Intrnmrun = ¡[se(xc),sc(mu+scavmc) .
Volviendo a la expresión original

(Rot,mn = uz“use(Yc).sc(xe)u11+ Manía)» - mame - Se([X.m1]
= [[ch [[Se(yc)ssc(xc)“ + Sc((VXY)c ' (VYX)c ’ IX.Y]c)ll

= ¡[Zn[[Sch), Same)“ + Sc(T(X,me)" - Ó



Observación 10.9

i) Nótese que las construcciones de X‘, Se y por lo tanto de las ecuaciones de levan­

tamiento, asi como de las geodésicas, etc., no dependen de la forma específica de X1, sino

de las propiedades que lo capacitan para definir una conexión (particularmente delicada es
la invarianza de X1bajo la acción del grupo de isotnopía U5). Por lo tanto, eta maquinaria
puede ser aplicada de manera completamente análoga, con las modificacionespertinente en

cada caso, a órbitas conjuntas unitarias y de similaridad con estructura diferenciable (ver
[1]), cada ves que un tal subespacio invariante X1pueda ser encontrado.

Todos los cálculos hechos en las dos últimas secciones pueden ser repetidos en el contexto
más general.

Sin embargo, la existencia de este espacio Jl; no siempre está garantizada. Puede

hallársele en el caso de la órbita de similaridad conjunta del par (b,b'), cuando C'(b) es de
dimensión finita. Lo mismo sucede con órbitas conjuntas unitarias con utructura diferen­

ciable. Pero puede fallar en el caso de la órbita de similaridad de un solo elemento, como

puede verse facilmente tomando la órbita de similaridad de la celda de Jordan de orden 2,

qa e Caxa_

ii) En el caso de la órbita de similaridad de un idempotente q en un algebra de Banach

B, la aplicación lineal 3,: coincide con 6,1, = q'). De manera que la ecuación 9.11,

51-00)= 51m (31(0) no)

se transforma en

ámt) = [[%7(t)n(t)]]0“)
que es la obtenida en Otro tanto sucedecon la ecuación9.7.



s 11. APENDICE.

Daremos en esta sección nuevas caracterisaciona de objetos ya estudiados en secciones

anteriores, como ser los operadores Se, c E 11(6), las ecuaciones de transporte y levan­
tamiento horisontal y las geodésicas, en términos de los polinomios de dos variables no

conmutativas ph, 1 5 ¡,1: 5 n.-, 1 5 i 5 p.

Primero recordemos la expresión de la sección local U0 definida en un entorno de b en

UU’),

“10(6):c‘)Eï'¡[l-(Ei'1-p{1(c,c‘))’l"”E{¡, ce ¡“(9).
I=l 1:

Sea ahora z e u(b), z = ubu', y sea y e nas-WM, tiene sentido definir

P n.­

33(y)= z: ZP}1(y.y')p‘i1(=, z‘)[1 - (PMI. z‘) - Pi1(!lsy.))’]_l/2Pi1‘(3a3')­
¡:1 1:1

Es inmediato verificar que s,(y) está. bien definido y es unitario. Además, cumple que

82(y)zse(y)‘ = y.

En efecto,32(y)“2(9)' = v-b-°(y)ubu‘I-w(v)‘ = Wo(u‘yu)u’ = y­

Cada ves que uno tiene una distribución de secciones locales, en cierto sentido uniforme

(todas definidas mediante la misma expresión algebraica, y más aún, si los entornos se

tomaran como bolas en U(b), podria elegirse todas del mismo radio), se puede intentar

seguir un procedimiento de “integral multiplicativa” para construir levantamiento de curvas

("er [4] Y [16])­

Dada una curva 7 : [(1,5] —¡U(b) de clase C‘, con '1(a) = b, y una. partición I’ =

{a = to < tl < < tm = fi} del intervalo [a,fl], lo suficientemente fina, de modo
que estén definidos los unitarios 3.,(¡¡_¡)('1(t.-)), l S i 5 m, para cada t e [a,fl], sea
t. = {a = to < < t,- < t} una partición de [a,t], donde tj a el mayor miembrode la
partición 1rtal que t,- < t.

Consideraremos el unitario

Pr. = 3‘10)(7(t1'))31(‘¡)(7(tÍ-1))"'31(a)(7(t1)) ­
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FAinmediato verificar que I}, tiene la propiedad

PI.br; :7“): telaafll°

El procedimiento iníormal, sugiere suponer (de hecho, se puede intentar demostrar, ver [4])
que existe el limite

¡3.50 I‘Il = I‘(t) ,

que por consiguiente satisface que I‘(t)bI‘(t)‘ = 7(t). A partir de allí, consideremos

Pista _PI’C’h

si h>o es suficientemente pequeño, de modo que t,- < t < t+ h < tj+1, esto da aproximada­
mente

[81(t)(’1(t+hh)) - 1] Tn _
31(c)('1(t+ ¡IMP-t - I‘m

h

Calculemoslim —u————a"‘ “(t + h» —l
b-oO h O

P M

¿13,3 “x7”: ‘” ’ l = ¿135¿{212141. ('10+ h).7(t + h)')Pi1(7(‘),'1(t)')­

. 11- 'i:(1(t).'1(t)')- ¡»1410+ h).'1(t+ h)’))’l"”r‘i,-(7(t),'1(t)') —1}=

= ¿ig ¿{ggbj'd'Ïa + h),'1(t+ h)') - ¡vi-¡(76),7(t)')][1- (p‘i¡(7(t).7(t)’)­

- p‘í1(7(t+ h). '1r(t+ h)’))’l"’ 2¡”Q-('10).7(t)‘) + É Ïp}1(7(t).7(t)’) ­
s=l 1:1

-ll - (P‘í¡('1(t).'1(t)')- ¡vth + h).'1(t+ h)'))’l"/’p'i,-(7(t). '1(t)‘)- l} ­

El primer sumando tiende a

P 5.- d . .

z [it’iïhÜLflÜÜ] pï,-(7(t),7(t)‘).s=l 1:1

P M

Veamosque el segundo tiende a cero. Escribiendoa l como p;-¡(7(t),7(t)‘).
¡:1 1:1

.p‘i,-('1(t),'1(t)’), ¡lema con probar que

gll- i1('1(t),7(t)’)-pi¡(7lft+h).7(t+h)’))’]“”-l:0,¡QSL



_lz 1 g Pahl'a ISI < l, si h es pequeño de modo que

llpï'1(7(t).7(t)') - p‘i¡(7(t + h). '1(t+ h)‘)l| < l. vale que el limite a estimar es
Usando la expansión en serie de l

mamar)—pi.(w(t+h).v(t+h)*))°"-11=
oo n_ ¡l ’ o _ ¡"l , . g.

=¿3;(¿1 “3%[21ha) 70)) pl (20+).)7(t+h) m

FJinmediato“¿am queP2) lpïmamar) - piiíw + h),'1(t+hr»? = o,¡oml es
suficiente.

Resumiendo, el levantamiento I‘ construido, de existir y ser de clase C‘, debería cumplir
que

d P n.‘ d i . i .

(11.1) {EPM = [39n(7(t),7(t) )]p¡,-('1(t),'7(t)).I‘(t)=l
Teorema 11.2

Sea '1 : [0,19] —oU(b) de clase C‘, con '1(a) = b. Entonces el levantamiento horizontal

de '1 que pasa por l en to es la única solución de (11.1).

mmm: Alcanzacon probarque el levantamientohorizontalI‘ de 1 con I‘(to)= l es
solución de (11.1).

Calculemos

P m

= É z %r(t)E3'-¡Ei,-+z; grama ámr] movi,-­¡:1 1:1 ¡:1 1:1

z [ápiimnmnv] pi,-(»1(t)n(t)*)r(t)= [gruwzïiram] moza

" "" d . a
El primer sumando da —I‘(t)E‘-- = —I‘(t).g; ¿t n ¿t

Veamos que el segundo da cero. Alcanza con probar que

E}.[%r(t)']r(twí,-=o,199.-, lss'sp.



Como I‘(t) es unitario, [ÉP'M] I‘(t) = -I"(t)%I‘(t). Además, como I‘ es

horizontal,¿rm e mt) = ram, es decir, rmám) e x1, t e [a,p].

Por lo tanto, Ej,r‘(t)%r(t)E{, = o, 1 5 i 5 p. Entonca 15';1[ár'm] mm 1.=

-E;ï1r'(t)%r(t)E:,-= -E;,E:1r'(t)%r(tm.Eí,- = o. o

Coroluio 11.8

El operador S, : R6, —v1.1., c e 21(6),está dado por la expresión

'B ni

Se = 'p1¡(c,c°) ° d(?}l)(c.c°) 0‘.
1:1.­

donde í : A -+ 11’, ¡(2) = (2,3‘).

Demostración: Sea X e Róc, sea 7 : (-3,3) -> 11(6)una curva C1 adaptada a X en c. Si

c = ubu’, sean ’7= u‘qu y I‘ la levantada horizontal de ’7con I‘(0) = l. Entonce

84X)=87(0) =uS(u‘%7(0)u)u‘=asno) I‘(0)u‘=

=..É: [ápsïlwamumn En...= [%p}1(7(t)n(t)‘)]¡puma)¡:1 1:1 ¡:1 1:1

. d ¡ a i d d ’
Fmalmente Ep¡¡('1(t),7(t) )Io= d(Pj1)(-1(0).7(0)’)37(0)» 37(0) - .

Corolu'io 11.4

Sea 7 : [(1,5] —oU(b) de clase C‘, sean t E [a,fi] y ug e ¡{‘(7(to)) fijos. Entonces la
levantada horilontal de 7 por no en to es la solución de la ecuación

{ ¿rm = ¿pg-¡(«(0,WH]pL-(wmur).rmPao) = "o Ó

Coroluio 11.5
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Sean c e uu) y x e TU(b),. La geodésica4, : n _. uu) con 10(0)= c y ¿440) = x,
está dada. por la expresión

ú“) = ¡c(¿Ef-¡8;L¡¿(P}n)(c.e°)(va°)PÉ¡(°'°’)), t E R. Ó
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