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Atractor caótico proveniente del modelo de BrUSeiasexcitado por una fuerza
anarmónica, dado por las siguientes ecuaciones:

i -(A-B)X +x2y— X +012

Y=Bx—x2y
i=—mu
ú-wz(1+Bz'¿)

Siendo los parámetros: A = 0.4, B = 1.2. oc = 0.88, 8 = 0.1 y w :1186



Consideraciones generales

La dinámica no lineal (o caótica) es una rama relativamente jóven de la

fisica que esta en continua expansión.

Elprimer descubrimiento fundamental en dinamica no lineal ha sido que

aun sistemas muy simples '31de dimensión muy baja. como un péndulo forzado

con amortiguamiento. pueden exhibir un comportamiento temporal complica

do. Este comportamiento complicado y no periódico fue llamado caos pues su

caracteristica mas importante es la impredictibilidad. Pero el caos no es ruido.

es determiniStico, se produce por la evolución temporal del sistema para valo

res tipicos de sus parametros fisicos de control.

El segundo hito fundamental en dinámica caótica fue la unificación con

ceptual de muchos fenómenos similares observados en sistemas fisicos. quimi

cos y biológicos. Como ejemplo se puede deStacar las relaciones de escala uni

versales para la transición por bifurcación de periodo al caos dada por M. Fei

genbaum (1979. 1980}.

Esto sugiere la idea que el caos en los sistemas complejos puede ser ana

lizado con metodos simples y a veces intuitivos y que, en un sentido real. pue

de construirse a partir de componentes con propiedades universales.

En otras palabras lo mas importante es que la dinámica no lineal ha es

tablecido un mecanismo de aproximación a uno de los grandes problemas no

resueltos: la turbulencia completamentedesarrollada. Un sistema turbulento es

caótico en espacio y tiempo.

De hecho. este enfoque es una nueva manera de concebir los flujos hi

drodinamicos y puede tener consecuencias prácticas importantes si se es capaz



de determinar la dimensión del sistema. Esta nos informa sobre los grados de

libertad efectivos y da un limite inferior al numero de variables que será nece

sario considerar si se desa una descripción simplificada pero realista (un mo

delo) del funcionamiento del sistema en cuestión.

Supongamos que para un flujo dado la dimensión del atractor resulta

muy alta [digamos del orden de cien). esto significa que solamente es posible

una descripcion estadistica que haga intervenir un numero grande de grados

de libertad. Si. por el contrario. se obtiene una dimension reducida. bastará en

tonces un numero limitado de variables para modelar ei sistema. En este caso‘

el problema consiste en analizar correctamente el funcionamiento del sistema

fisico. identificar los mecanismos principales. 'y'efectuar las aproximaciones

adecuadas. Es decir, que una dimensión baja. nos da una herramienta para exa

minar el desorden aparente y poder aisiar las estructuras organizadas subya

centes. En otras palabras. en presencia de un fenomeno caótico es fundamental

determinar la dimensión del atractor que lo caracteriza.

Elestudio de sistemas caóticos de baja dimensionalidad puede brindar

nos ideas para entender la turbulencia ya que nos permite adquirir experien

cias en el tratamiento de situaciones complejas y desordenadas con la configu

ración de estructuras simples subyacentes.

En este trabajo discutiremos los algoritmos mas importantes para la de

terminacion de la dimensionalidad del sistema caótico y lo aplicaremos a un

sistema biológico.

Comomodelo alternativo de la dinámica cardiaca, estudiaremos un osci

lador de relajación sometido a fuerzas impulsivas de amplitud variable . La se



cuencia que aplicaremos no es arbitraria sino que aproxima un irracional (se

cuencia de Fibonacci). el número de oro.

En consecuencia esta tesis está organizada como sigue:

En el capitulo l se resumirán algunos conceptos de dinámica no lineal que se

aplicarán en todo el desarrollo.

Elcapitulo 2 discute los algoritmos y métodos para el análisis de la dimensio

nalidad de los sistemas dinámicos involucrados y se mostrarán resultados ex

perimentales donde se aplican éstos métodos.

En el capitulo 3 se revisará someramente la dinamica del oscilador exactamen

te resoluble y se analizará la formación de burbujas caóticas y su posterior de

saparición al variar la disipación del sistema.

En el capitulo 4 se estudiarán las caracteristicas del oscilador exactamente re

soluble cuando la secuencia de excitación se aproxima un irracional y se discu

tirán los resultados obtenidos comparándolos con los resultados experimenta

les an el tejido cardiaco analizado en el capitulo 2.

Finalmente se darán las conclusiones y se incluirán apéndices que facilitan la

comprension de algunos temas especificos.



Capítulo l: Conceptos de dinámica no lineal

En este capitulo daremos algunos conceptos y del‘iniCionesfundamenta

les en dinámica no lineal usados en el transcurso de este trabajo.

En la sección l describiremos el concepto de sistemas dinámicos, mapas

y se definirá la sección de Poincare.

En la sección 2 se definirán y clasificarán los tipos prinCipales de bifur

caciones, discutiendose ademas los criterios de estabilidad de las soluciones.

Finalmente en la seccion 3 . aclararemos algunas nociones acerca de es

pectros de potencia. entropia. y escenarios. Nos hemos restringido al análisis de

temas que se aplican a sistemas di51pativos, por lo que no se aclarara. que re

sultados son generales para su aplicación en sistemas conservativos y cuáles

son inherentes a sistemas disipativos.



1.1.1 Acerca de sistemas dinámicos

Los sistemas dinámicos pueden ser divididos en dos amplias categorias.

conservativos o disipativos dependiendo de que la energia se conserve o no.

Es de especial interés su comportamiento a tiempos suficientemente lar

gos. En sistemas disipativos, éste está controlado por atractores. lo que significa

que. comenzando con distintas condiciones iniciales. el movimiento evoluciona

en el tiempo hacia un atractor y después de un tiempo suficientemente largo

como para que los transitorios mueran, el movimiento se realizará sobre el

atractor. Los atractores pueden clasificarse en tres categorias a los que nos re

feriremos en el curso de los siguientes capitulos.

l) Punto [170(estable) . Es un punto, como se muestra en la figura.

que atrae hacia si mismo todas las trayectorias que están dentro de ia cuenca

de atracción.
Si

r\\
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Puntofzïo (inestable). Dependiendo del parámetro de control el punto

fijo estable pierde su estabilidad y comienza a repeler todas las trayectorias

cercanas (repulsor). Comopequenos cambios en el parámetro no pueden pro

ducir consecuencias tan drásticas como invertir la dirección de todas las lineas

de flujo en todo el espacio de fases, en la vecindad del punto fijo inestable pue

de llegar a repeler algunas líneas de flujo mientras que permanece atractivo

para regiones mas lejanas.

La repulsion local y la atraccion global del flujo implican la formación de

una curva cerrada alrededor del punto fijo inestable y la curva atrae todas las

trayectorias cercanas. Esta curva es la llamada ciclo limite.

2) Cir/0ÍÍEZJÏE’Iel sistema tiende a evolucionar en una curva cerrada en

el espacio de fases y corresponde al movimiento periodico del sistema.



3) Amador ¿Jim/io término acuñado por Ruelle. también llamado

atractor caótico

Si se considera un mapa del movimiento se encuentra que el atractor

extraño describe un movimiento caótico del sistema en el sentido que la se

cuencia sucesiva de puntos es aleatoria.

Las propiedades que caracterizan a los atractores extraños son:

i) Esta confinado en una region acotada del espacio de fases. Atrapa

las trayectorias del sistema que hayan partido de condiciones iniciales ubica

das en el dominio de atracción ( cuenca de atracción) y puede ser muy compli

cado.

Ademas tiene la propiedad que no puede descomponerse en conjuntos

mas simples pues cualquier trayectoria atrapada por el atractor recorre todos

los puntos dei mismo si se deja pasar suficiente tiempo (es ergodico). Por el

contrario una colecciOnde puntos fijos aislados no constituye un atractor ex

traño pues las trayectorias que parten del dominio de atraccion de uno de los

puntos fijos no recorren los res1antes.

ii) La propiedad principal que hace caótico al atractor es la sensibilidad

a ias condiciones iniciales. Esta se produce porque. a pesar de la contracción

del volumen, las longitudes no se contraen en todas las direcciones sino que

pueden contraerse en una dirección y expandirse en otras. Esto hace que pun

tos arbitrariamente cercanos se separen macroscopicamente para tiempos sufi

cientemente largos.



Atractor extraño proveniente del sistema de ecuaciones de Lorenz
( ver Apéndice l)

iii) Para que corresponda a un sistema fisico real el atractor tiene

que ser estructuralmente estable y generico. En otras palabras, un pequeno

cambio en los parámetros del campo vectorial cambia la estructura del atrac

tor en forma continua (estabilidad estructural), y el conjunto de valores de los

parámetros que generan el atractor extraño no debe ser de medida nula (de lo

contrario seria no generico y por consiguiente sin significado fisico).

iv) Todos los atractores extraños encontrados hasta el presente tie

nen una dimensión de Hausdorf fraccionaria. Comoveremos mas adelante, en

el capitulo 2 no se sabe aun si esa dimensión fraccionaria es consecuencia de

las condiciones i), ii) y iii) o es una propiedad adicional que debe exigirse a un

atractor para considerarselo extraño. Cualquiera que sea el caso. la dimensión

fraccionaria es una caracteristica esencial de los atractores extraños.



Los atractores extraños aparecen típicamente cuando el lluio contrae el

elemento de volumen en algunas direcciones pero lo estira en otras. Para per

manecer confinado dentro de una región cerrada el elemento de volumen se

pliega. Este estiramiento y plegamiento son los responsables de la estructura

compleja que adquiere el atractor.

Un aspecto fundamental es que ahora hay fuerte evidencia de que el

caos en un gran numero de sistemas puede ser descripto por atractores extra

ños de muy baja dimensionalidad. Esto significa que en un sistema de gran (in

clusive infinito) nu mero de grados de libertad sólo algunos pocos se manifies

tan o se mantienen activos. Cómola mayoria de las condiciones iniciales tien

den a colapsar sobre el atractor. muy pocos grados de libertad participan acti

vamente en el caos y el numero de estos puede ser extremadamente pequeno

en comparación con el total. Sin embargo, el caos es real ya que puntos cerca

nos divergen exponencialmente lo que causa que pequeños errores se encuen

tren notablemente amplificados. Esto es lo que se llama extrema sensibilidad a

las condiciones iniciales.

Se debe acotar además que los atractores extraños no solamente se re

fieren a trayectorias en el espacio de las fases. se aplican también a mapas di

sipativos.

Los atractores caóticos tienen dimensión no entera o fractal como se dis

cutirá con mas detalle en los capitulos siguientes.



l.l.2 Mapas

El tiempo es una variable continua. La paradoja de Zenón respecto de

Arquímedes y la tortuga depende de esa continuidad y para Newton. el tiempo

era el primer ejemplo de variable continua. Sin embargo, a veces es útil tratar

el tiempo como variable discreta. Estoes particularmente cierto para sistemas

que son afectados por condiciones que varían periódicamente con el tiempo.

Algunas veces el uso del tiempo como variable discreta no es una mera

cuestión de conveniencia. sino que es obligatorio ya que los datos no pueden

ser obtenidos para todo tiempo como por ejemplo en sistemas biológicos o na

turales. La aproximación de tratar las ecuaciones diferenciales con el tiempo

como variable independiente como una ecuación de diferencias también

requiere que el tiempo sea tratado como variable discreta.

Un sistema de orden n con tiempo discreto está definido por dos propie

dades.

l) Elestado del sistema esta representado por n variables reales

xl ...........xn o una variable vectorial real F de dimensión n. las que pueden ser

consideradas como coordenadas en un espacio n- dimensional abstracto

llamado 6.510261?)de fases

2) El movimiento del sistema está representado por una sucesión de

vectores r¡ que satisfacen la relación:

I'tol 'FÜ'pt) (l)

donde F es una función de r y de t.



ll

Si se considera un sistema autónomo ( F no depende explícitamente del

tiempo l. las ecuaciones de movimiento son :

rm = F (rt) (t=0,:1;2_.....) (2)

donde F es una función vectorial o "mapa" del espacio de fases en si mismo.

En sistemas dinámicos la palabra mapa se usa en un sentido restrngido

que implica aplicación repetitiva.

Por ejemplo de la ecuación (2) se ve que:
a.

r¡ = Flro), r3 = F(F(ro)). r3 = F(F(F(ro))) .etc. (a)

Por conveniencia se usa la notación F‘m)para m iteraciones del mapa.

Asi entonces:

F“)er = Flrl. ............\ F‘m’lr)= RPM-“(rn ( m=2‘3. (4)

El indice m no den0ta diferenciación sino orden de iteración.

Las transformaciones de mapas bidimensionales son los ejemplos mas

sencillos. desde el punto de vista numérico. de los fenómenos que tienen lugar

en sistemas caóticos.

Sin embargo. desde el punto de vista fisico, las oscilaciones de sistemas

no lineales tienen un significado mas claro e inmediato con el inconveniente

numerico de la lentitud e inexactitud que implica integrar un sistema de ecua

ciones diferenciales. Es por lo tanto deseable tratar sistemas nolineales que de

alguna manera puedan resolverse con la rapidez de los mapas para‘ de esta

forma. lograr una visión mas amplia de las caracteristicas cualitativas de sus

respuestas frente a variación en los parametros fisicos del sistema.



1.1.3 Sección de Poincaré

Elestudio de los sistemas dinámicos se ha simplificado mucho por la in

troduccion de la superficie de Poincaré o superficie de sección.

La superficie de Poincare es una superficie acotada (o un plano para sim

plificar) tal que todo el flujo la cruza, pero sólo se registra el paso de aquellos

puntos que ía atraviesan en un sentido definido de antemano como se observa

en la figura siguiente.

Las orbitas del sistema dinámico cruzan eSIe plano en una secuencia de

puntos. Cada uno de estos puntos se transforman en si mismos por el flujo.
7 ')

Podemos definir un mapa bidimensional del plano, Z? RflfiR

que es el mapa de Poincare del flujo:

Pn-rí = 203.1)

o en notación vectorial:

xml = Z (Zn) con xn E(xn . yn)

El mapa de Poincare preserva la esencia de la dinamica del flulo y tiene

las mismas caracteristicas topoiOgicas en el sentido en que el mapa es cantico s1

y solo si el flujo también lo es.
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Las órbitas periódicas corresponden a puntos fijos de ias sucesivas ite

raciones del mapa. El intervalo de tiempo entre dos puntos sucesivos de la sec

ción de Poincare no es constante excepto para sistemas dinamicos forzados con

una fuerza periódica de periodo T. En este caso el intervalo de tiempo entre

secciones sucesivas de la trayectoria con e! plano es el período T de la fuerza

externa.

l.2.Clasificación de las órbitas

Las órbitas en un espacio de fases del sistema dinamico pueden ser

estables o inestables ante pequeñas perturbaciones.

13



Consideremos. como se ve en la figura 1.2. el punto P0 que es la intersec

ción de la órbita periódica con el plano de Poincaré y un punto Pl arbitraria

mente cerca a él. Comenzando con la condicion inicial P¡. dejarnos a la trayec

toria evolucionar bajo la accion del flujo. Si la magnitud del vector 8 que conec

ta P0 y P1 crece con el tiempo. significa que las condiciones iniciales cercanas a

la órbita son repelidas bajo la accion del flujo. Es decir la oribita es .Ilzestab/e

Inversamente si 5 disminuye. la órbita es estable: La estabilidad global de la

órbitas está dada por la teoria de Floquet iver apéndice 2 l.

Si linealizamos el flujo alrededor de la órbita periódica X0. y la pertur

bamos a una nueva condición inicial X0- 5. el punto perturbado sera transfor

mado por el flujo iinealizado y despues de un periodo T de la fuerza externa,

estara en xo + MBdonde M es una matriz de 3x3. La estabilidad de la órbita

periódica se analiza estudiando los autovaiores de la matriz M. La matriz es

una matriz de Floquet 'y'sus autovalores son los multiplicadores característicos

de Floquet. M tiene siempre un autovalor igual a uno. que corresponde al des

plazamiento a lo largo de la órbita. El significado de esto es directo. Una condi

cion inicial sobre la órbita viajará a lo largo de la Orbita y volvera al punto de

partida sin sufrir ninguna desviación; lo que no da ninguna información acerca

de la estabilidad de las órbitas. Para esto necesitamos considerar las direccio

nes perpendiculares a la trayectoria.

Los autovalores de M dependen de la forma de la órbita pero son inde

pendientes de la condición inicial xo.Se ve intuitivamente que si todos los au

tovalores de M caen dentro de un circulo unidad en el plano complejo de los

autovalores, entonces la órbita es estable.



En este caso. la magnitud de todas las componentes del desplazamiento 5

perpendiculares a la órbita se reducen despues de cada período y la solución

periódica es estable linealmente.

Si por ejemplo. al menos uno de los autovalores de M esta fuera del cir

culo unidad. el desplazamiento crece continuamente al menos en una dirección.

Entonces la trayectoria se mueve hacia afuera de la órbita periódica. es decir

que esta es inestable.

Hay diferentes tipos de órbitas periódicas estables e inestables.

En la figura se muestra la sección de Poincare de un nodo estable don

de también se indican los multiplicadores de Floquet que para este caso son

menores que UDO.

VJ

Nodo estable

Mientras que en un foco estable. los multiplicadores son complejos

conjugados y módulo menor que uno



f.
Foco estable

Las flechas de 35105graficos indican el sentido en que las iteraciones su

cesivas se transforman.

Las órbitas inestables son: nodo inestable (todos los autovalores son

reales y mayores que uno).

Nodo inestable



l7

y punto de ensilladura (ambos autovalores son reales. uno mayor que uno

Y OtI'O menor que UIlO

Punto de ensilladura

Las órbitas del punto de ensilladura son particularmente interesantes. Si

linealizamos alrededor de estas órbitas obtenemos dos autoespacios. uno ines

table Ein correspondiente al autovalor mayor que uno 'y'otro estable E“, co

rrespondiente al autovalor menor que uno.

El Teorema de ja Vánbdadfstab/e ( Guckenheimer y Holmes,l984) ga

rantiza la existencia en situaciones no lineales, de variedades locales estables e

inestables en la mismas direcciones que los autoespacios Emy Ees del sistema

linealizado y tangentes a ellos en el punto fijo de ensilladura.

Una variedad localemente estable Wi): (x0) es el conjunto de puntos

que converge asintóticamente a la ensilladura en xo.



fl n

WÏC(XÜ)= x eUIz (x)->xoparan->°yz (x)eUVn>0

donde U es un pequeño entorno del punto fijo de ensilladura en xo.

Similarmente una variedad localmente inestable se define como el con

junto de puntos que convergen asintOticarnente al punto de ensilladura en las

iteraciones inversas

in n n

W10C(;<Ü)= x eUl}: (x)—>;<.3paran—>-°yZ (x)eUVn<0

A medida que cambia el parametro de control la estabilidad de las orbi

tas periódicas pueden cambiar. Pares de órbitas estables e inestables pueden

colisionar y desaparecer. o una Órbita puede llegar a ser inestable en la crea

ción de la órbita de periodo doble. Estos son algunos ejemplos de procesos que

pueden cambiar el comportamiento cualitativo del sistema dinamico.

1.2.2 Clasificación de las bifurcaciones

Una bifurcación implica la perdida de la estabilidad lineal. lo que signifi

ca que uno o mas autovalores tienen parte real nula. En estas condiciones hay

una reducción de la dimensionalidad. El sistema reducido puede llevarse a una

forma normal. lo que significa eliminar mediante un cambio de variable los

términos irrelevantes para la descripcion dinamica.



Debemos distinguir entre bifurcaciones locales y globales. Las primeras

implican un cambio en la topología del flujo en las cercanias de la solución

estacionaria (punto singular) o periódica (ciclo limite)

Las bifurcaciones globales involucran el comportamiento en todo el es

pacio de fases o en regiones que contienen mas de una solución singular. De tal

manera variedades estables e inestables correspondientes a distintas singulari

dades pueden conectarse entre si dando lugar a cambios en la dinamica del sis

terna.

1.2.2.1 Bil'urcaciones globales de puntos de equilibrio

Se clasificaan las bifurcaciones en terminos de las formas normales. Por

forma normal de una bilurcación entendemos al campo vectorial mas simple

solución de una ecuaCion diferencial que caracteriza la dinamica de la bifurca

ción en las cercanias del punto critico bajo una perturbación arbitraria. Las

mas importantes son:

a) Nodo-silla.

á = _Ll — x 3

A medida que aumenta el parametro p un nodo y un punto de ensilladu

ra se acercan hasta que para un valor critico pc se superponen.

Para valores superiores del valor critico pcdesaparecen las dos singulari

dades sin que aparezca una nueva .Eldiagrama de bifurcación puede verse en

la siguiente figura. Las flechas indican la dirección del flujo. la linea llena co

rresponde a la variedad estable. mientras que la punteada a la inestable



b) Transcrítíca

>¿= u}: - x

Pasado el valor crítico gc,dos puntos singulares (uno estable y otro ines

table) intercambian su estabilidad.

20



c) Horquilla (Pitchl'ork)

>¿= LIX - x3

Un nodo estable pierde su estabilidad para el valor critico generándose

x1¿WÍN“
f

dos nuevos nodos estables.

d) Hopf: La forma normales:

>¿=-y+x (u- (x2+y2))
x+y (u- (x2+y2))

cc.

ll

Las podemos clasificar en:
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i) Bifurcación de Hopl‘ subcrítica. Unciclolímite inestable decrece

en amplitud hasta confundirse con un foco estable dando lugar a un foco ines

table (figura a ). Cuando el parámetro u. <0 la solución va como una espiral ha

cia el origen, mientras que ésta se aleja en forma de espiral del orígen cuando

u. >0 y si y. = 0 todas las soluciones son periódicas

Y (a)

J\
N

G 1:

ii) Bifurcación de Hopf supercritica: Unciclolimite estable se gene

ra con la pérdida simultánea de la estabilidad de un foco estable. ( figura b).



1.2.2.2 Bil'urcaciones locales a partir de órbitas peródicas

Las bifurcaciones de flujos continuos a partir de órbitas periódicas se

estudian como bifurcaciones locales (estabilidad lineal) de puntos fijos en el

mapa de Poincare. Puntos fijos de este mapa corresponden a soluciones perió

dicas y las bifurcaciones de estos puntos fijos corresponden a bifurcaciones de

órbitas periódicas.

La pérdida de la estabilidad lineal de un punto fijo se tiene cuando

df
Mi: ld—xlx=x"= 1

Se presentan los siguientes casos:

7x= l conduce a bil urcaciones análogas a las discutidas en la sección an
terior.

23
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i) Nodo-silla: dos órbitas (una estable y otra inestable) colisio

nan aniquilándose en el tratamiento local. Si se tienen en cuenta las conexio

nes globales. la bifurcación nodo - silla puede dar lugar a órbitas periódicas a

partir de puntos fijos. En la figura a se muestra el diagrama de bifurcaciones

en función del parámetro de control y en la figura b el aspecto antes y despues

de la bifurcación en el espacio de fases.

Orbita (a)

Estable

l
JI

¡1¡f
,, d

Inestable
-----"

Parámetro

Diagrama de la bifurcación para nodo - silla
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(b)

L

Diagramapara el flujo antes y después dela bifurcación

ii) Transcrítica. Se intercambia la estabilidad de dos órbitas pe

riódicas (figuras a y b)

(a)
órbita

Diagramade la bifurcación Lranscrítica
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(b)

'“’ 7L " \\*i7 aA!

Diagrama del flujo antes y después de la bifurcación

iii) Horquilla o nodo-silla simétrica. Dosórbitas establesy

una inestable colisiona dando lugar a una estable. Los diagramas correspon

dientes se muestran en las figuras a y b.

(a)órbita

L
7

parámetro

Diagramade la bifurcación horquilla



(b)

—94—\_" :::;.‘ \

Diagrama del flujo antes y después de la bifurcación

Siu Conducea la duplicaciónde período. Una órbita de periodo T0

pierde estabilidad generándose una órbita de periodo ZTo (figuras a y b).

Este proceso puede suceder muchas veces dando lugar a una cascada de

bifurcaciones por duplicación de período, que alcanza un punto de acumulación

más allá del cual la órbita es caótica.



‘iórbita (a)

parámetro

Diagrama de ia bifurcación

(b)

Diagrama cualitativo del flujo an Lesy después de la bifurcación

Para autovalores imaginarios (en espacios donde la dimensionaiidad del

mapa es mayor que l). Si A3_ló M g se tiene las llamadas resonancias fuer

tes que se deben tratar de manera especial (Arnold 1977). Deotra manera te

28
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nemos una bifurcación análoga a la de Hopf ( llamada segunda bifurcación de

Hopf ) que da lugar a la aparición de una nueva frecuencia. EJmovimiento tie

ne lugar sobre un toro. el que se cubre completamente por la trayectoria si las

relaciones de frecuencias son irracionales (movimiento cuasipieriódico) figuras

(ayb)
‘'órbita (a)

parámetro

Diagrama de la segunda bifurcación de Hopf

,Q
wa

Diagrama cualitativo del flujo antes y después de la bifurcación.
Lasflechas indican la dirección del flujo



Para un análisis más detallado sobre el tratamiento de la teoria de bifur

caciones nos remitimos a Guckenheimer y Holmes (1984).

1.2. 3 Estabilidad de las soluciones

¡2.3.3 Estabilidad local

El análisis de la estabilidad local de puntos singulares y ciclos limites se

efectua perturbando el sistema alrededor de una de las soluciones y resolvien

do la ecuación diferencial para la evolución temporal de las perturbaciones

después de haber linealizado la ecuación diferencial original.

Se pueden establecer criterios locales de estabilidad (Lyapunov 1949!.

pues debemos permanecer cerca de la solución no perturbada para que la

aproximación lineal sea VálidaSiguiendo a Lyapunov estos criterios se pueden

definir como:

¿hab/es si las perturbaciones se mantienen acotadas cuando t-aco,

se llaman marginalmente estables.

Asfito’tjcameates Estable; si la perturbación tiende a cero cuanto t—>o

¡asamblea cuando no se cumple ninguna de las anteriores.

Para ciclos límites se define una estabilidad global que consiste en que

puntos cercanos a la órbita cerrada se mantengan próximos a la misma aunque

pueden alejarse entre si. También pueden ser marginal o asintoticamente esta

bles y es un requerimiento más debil ya que soluciones estables son necesaria

mente orbitalmente estables.
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Estudiar la estabilidad para los puntos singulares conduce a un sistema

de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes. El problema en

tonces se reduce ala diagonalizacion de la matriz de los elementos constantes.

Determinar los autovalores y autovectores correspondientes permite estable

cer la estabilidad y la dirección de la variedades correspondiente a cada punto

singular

Los autovalores positivos y negativos corresponden a pendientes positi

vas y negativas respectivamente de las variedades estables e inestables aso

ciadas al punto singular.

Recapitulando lo discutido en las secciones precedentes. se presentan

seis casos:

a) 1L; reales y positivos, nodo inestable

bl lu reales y negativos. nodo estable

c) Enreal y positivo y 12 real y negativo; punto de ensilladura

d) AL;complejos conjugados con parte real positiva; foco inestable

e) ¡L3 complejos conjugados con parte real negativa; foco estable

f l autovaiores nulos o con parte real nula; el análisis lineal no decide

1.2.3.4 Estabilidad global

Para la generalización a estabilidad global hacemos uso de la función

auxiliar de Lyapunov. Resulta un método poderoso que puede extenderse a

espacios mas generales cuando se logra definir esta función.

Consideramos una función escalar V(Í) que satisface:
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l) V(x-) es continua junto a sus derivadas primeras en cierta

región Dalrededor del origen

2) V(0)=0

3) V( ><_)es definida positiva si excluimos el origen

y si además \'/( í) es negativa ó 0 en D. V(x_) es una función de Lyapunov

Teorema de Lyzpunov

Si existe en alguna vecindad del origen D una función de Lyapunov ‘h/'(Í)

entonces el origen es estable. Si además —V(ï) es también definida positiva

en D. entonces el origen es inestable. ‘Ï/(Í) se calcula a lo largo de una

trayectoria

V(Ï)=d¿=%3_vd_n
8x t

1.2.3.5 Estabilidad Estructural

Andronov (1966) postuló la idea de sistemas estructuralmente estables.

que consiste en intentar clasificar los sistemas dinámicos que puedan servir

como modelos de sistemas fisicos reales.

Supuso que tales sistemas debian ser insensibles ante cambios infinitesi

males de las funciones involucradas en su definición. Es decir. que no deben

cambiar sus caracteristicas cualitativas ante pequeñas perturbaciones.

La estabilidad estructural para flujos significa que las propiedades topo

lógica de los mismos no cambian ante perturbaciones. Es importante destacar.
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que si un sistema es estructuralmente estable, entonces todo sistema suficien

temente cercano presenta el mismo comportamiento.

L3,] Espectro de Potencias

El espectro de potencias S(0J)de una serial escalar u(t) esta definido co

mo el módulo del cuadrado de su amplitud Fourier por unidad de tiempo. Mide

la cantidad de energia por unidad de tiempo ( potencia) contenida en 1aseñal

como función de rn.

También se suele definir S(0J)como la transformada de Fourier de la

función de correlación temporal <u(0) , ult) >= promedio sobre r de ult) . uite

1:l. Si las correlaciones de u decaen suficiente mente rapido en el tiempo. las

dos definiciones coinciden y se tiene:

l . l

Sim) ïïlimooï

9

T iot {

f dte uft)
o l

oo . L t l

=L dtem limif d1:’um utM')

Hay que notar que el limite superior de (a) tiene sentido solamente des

pues de promediar sobre pequeños intervalos de tu.

Sin este promediado la cantidad f I I dt e10" u(t)| Z lluctua con51de
0

rablemente (es decir. es muy ruidoso).
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El espectro de potencias indica si el sistema es periódico ó

cuasiperiódico. Si es periódico con frecuencia tu, tiene picos más o menos an

gostos en m y sus armónicas 2m, 3to, ...... En un sistema cuasiperiódico con fre

cuencias basicas cul , cnKtiene picosen estas posicionesy también en to

das las combinaciones lineales con coeficientes enteros. En un espectro de po

tencias experimental los picos no son tan agudos sino que tienen un ancho lla

mado ancho experimental (Zn/T) donde T es la longitud de la serie utilizada.

Sistemas que no sean cuasiperiódicos son habitualmente caóticos (pero

por lo general el espectro de potencia no alcanza para elucidar el caracter caó

tico del sistema). Aunque el espectro de potencias puede contener picos. estos

son bastante anchos ( más alla del ancho experimental). Se presenta un fondo

ruidoso conocidocomo espectro de banda ancha pero que m significa que el

sistema sea infinitamente dimensional.

En general el espectro de potencias es muy bueno para la visualizacion

de sistemas periódicos o cuasiperiódicos. Sin embargo para sistemas caóticos

no tiene mucha utilidad ya que. (debido a que son los cuadrados de los valores

absolutos) se pierde información de la fase, lo que es esencial en este tipo de

sistemas. La dimensión del atractor ya no está relacionada con el número de

frecuencias independientes en el espectro de potencias y el concepto de "nu

mero de modos" debe ser reemplazado por otros conceptos que se discutirán

en el capitulo siguiente. Sin embargo las rutas al caos por bifurcación de peri

odo son facilmente visualizables a través del espectro subarmónico de poten

cias.

La aplicación de estos conceptos se mostrarán en el ejemplo que se desa

rrollará en la sección ( 2.4.2).
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¡3.2 Entropia

Parece natural extender al campo de los sistemas dinámicos el concepto

de entropía introducido por Shannon en teoria de la infor mación. Esto es asi

porque dadas dos condiciones iniciales cercanas l diferentes pero indistingui

bles) dentro de una cierta precisión experimental evolucionará en estados dis

tinguible desp ues de un tiempo finito. Tal concepto determina la ganancia (o

perdida) de información que un observador adquiere al efectuar un experi

mento A que ad mite resultados A¡=l, .......n con probabilidad pj.

Tal ganancia de información está definida por:

n

H(p¡ ,....pn) = - Z Pi lnPi
i-l

En el Apéndicel definimos la medida de probabilidad p. Entonces la en

tropía de una partición 5 respecto de la medida p resulta:

H (s) = - Z 43(5) mms}
ses

Se interpreta entonces a la entropía como la incerteza ligada a la parti

ciOnsobre la ubicación de un punto distribuido en Xsegún el estado p (por ubi

cación de un punto queremos decir en que conjunto de 5 está).

La exactitud limitada en la observación nos obliga a considerar particio

nes del espacio de fases y referir la dinámica a ellas. Es decir que. fijando una

partición 3 . conocer la posición Tnlx) ( el elemento de 5 en que se encuentra)

es conocer la posición de x según la partición T115 .
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La entropía de un sistema dinámico T referida a la partición 5' y escri

biendo para abreviar el conjunto de todas las particiones como:

n-l _ .

y;“r's=T"s vT'Zs v Psl

resulta;
n-l _

hpme) - lim¡ur-"s l v T"S )
11-M- i-0

n-l _ .

V T"S=T"S vT45 v T"s
donde 1-0 se refiere para abreviar a lo que

puede interpretarse como la incerteza promedio de las n primeras iteraciones

de T. En consecuencia definimos la entropía de la transformación T como.

hp (T) = sup hp (TS)
S

Esta es la entropía máx/¡ca 0 612270prde ¿”o/mogomv.

Una definición alternativa de la entropía está relacionada con los

exponentes de Lyapunov ( que se discutirán en el capítulo siguiente), pero so»

lamente es válida para aquellos casos en los que el espacio de fases es un espa

cio métrico. es decir que está dotado de una distancia d.

Teorema ( Ruelle, 1978). Sea f un mapa díferencíable de una variedad

de dimensión finita y p una medida ergódica con soporte compacto. Entonces:

hÍDJS Z m
ano
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Este resultado se conjetura que es válido para dimensión infinita aunque

aún no se ha demostrado rigurosamente.

La entropía local se puede interpretar como la velocidad de crecimiento

de un pequeño volúmen en el espacio de las fases a lo largo de una órbita del

sistema dinámico. Se podría entonces aceptar como definición de caos en un

sistema dinamico. la presencia de entropía positiva. Lo que en numerosos casos

significa sensibilidad a las condiciones iniciales. pero en el caso de sistemas di

sipativos, las medidas invariantes son algo artificiales y convendría más anali

zar los exponentes de Lyapunov.

1.4.3 Escenarios

Elobjetivo de esta sección es llegar a una descripción del comportamien

to no transitorio del sistema dinamico clasificando sus atractores y el movi

miento sobre ellos. En realidad, estamos interesados en describir sucintamente

las diferentes secuencias de bifurcaciones que efectúa un sistema desde un ré

gimen laminar u ordenado a otro turbulento o caótico. Si bien en principio

cualquier secuencia de bifurcaciones es posible, hay algunas pocas que ocurren

mas frecuentemente en los sistemas dinámicos. Estas secuencias de bifurcacio

nes se denominan esc-enanos o rutas ¡1/6305,

Hay tres muy importantes que discutiremos brevemente pero es de es

perar que otros escenarios relevantes puedan encontrarse en el futuro.

El analisis para el establecimiento de un escenario siempre toma la for

ma de 51'alguna cosa le sucede al atractor al variar el parámetro entonces es

probable que otras consecuencias aparezcan. El término probable depende del



38

escenario en cuestión y en general no debe ser interpretado en términos de

medida de probabilidad.

Un sistema dinámico puede tener varios atractores. Por lo tanto. varios

escenarios podrian evolucionar en diferentes regiones del espacio de fases. En

esto no hay ninguna contradicción puesto que la evolución de un sistema diná

mico depende de su estado inicial.

1.4.3.1 Escenario de Landau

El primer intento de describir la turbulencia se debe a Landau (1959).

En este escenario se presupone que al menos para un conjunto de problemas

hay una secuencia de bifurcaciones supercriticas. Después de la primera bifur

cación. el movimiento es generalmente periódico. después de la segunda es ge

neralmente cuasiperiódico a dos frecuencias, y así sucesivamente.

Sin embargo este escenario tiene una deficiencia puntualizada por Ruelle

y Takens. Existe un teorema de Peixoto (1963) en el que se afirma que la exis

tencia de órbitas cuasiperiódicas no es una propiedad genérica de sistemas di

námicos.

Desde el punto de vista fisico. esta afirmación significa que si un deter

minado sistema dinámico posee órbitas cuasiperiódicas. otro sistema que se

obtenga del anterior mediante una perturbación pequeña. no tendrá tales órbi

tas ( en su lugar Peixoto demostró que la propiedad genérica es la de poseer

únicamente puntos fijos u órbitas periódicas como soluciones asintóticas).
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l.4.3-2 Escenario Ruelle - Takens - Newhouse

Comoalternativa. Newhouse y otros (1978). Ruelle y Takens, (1981)

propusieron otro escenario.

Si un sistema evoluciona a través de tres bifurcaciones de Hopf.comen

zando por una solución estacionaria y. a medida que el parametro varia dando

lugar a la existencia de un toro tridimensional, entonces es altamente probable

que el sistema posea un atractor extraño. con sensibilidad a las condiciones ini

ciales después de la tercera bifurcación y que no es destruido por pequeñas

perturbaciones sobre el mismo. Esta condición. que contrasta con la no generi

cidad de los movimientos cuasiperiódicos (teoria de Landau). parece ser uno de

los requisitos minimos para la aparición de la turbulencia.

Sin embargo. pueden aparecer propiedades no genéricas como conse

cuencia de consideraciones de simetría. Por ejemplo. la conservación de la e

nergia no es una propiedad genérica de los sistemas dinámicos.

Elespectro de potencias de tal sistema exhibirá dos y probablemente

tres frecuencias basicas independientes. cuando la tercera frecuencia está por

aparecer simultaneamente se observará un espectro de banda ancha si hay

atractor extraño. Esto se interpreta como una evolución caótica del sistema.

Experimentos como la formación de vórtices de Taylor entre dos cilindros ro

tantes ola convección de Rayleigh - Bernard pueden ser interpretados en este

escenario. La adición de ruido externo no destruye este escenario. en realidad

prácticamente no lo afecta, por ser genérico.



1.4.3.3. Escenario de Peigenbaum

El sistema evoluciona por bifurcaciones horquilla a medida que cambia

el parámetro. Es quizá el más difundido. Después de una cascada de bifurcació

nes se espera más allá del punto de acumulación "nouna cascada inversa de

períodos ruidosos. entonces esta cascada de bifurcaciones conducirá a un flujo

turbulento.

En el espectro de potencias se observan bifurcaciones subar mónicas. En

el punto de acumulación se observa comportamiento aperiódico pero no un es

pectro de banda ancha.

La duplicación de periodo se comprobó tanto experimentalmente como

numéricamente y ocurre en muchos sistemas dinámicos ( mapa de Henon, sis

tema de Lorenz, osciladores forzados con fricción. etc). Experimentos con helio

liquido han confirmado las predicciones.

La adición de ruido provoca la desaparición de las periodicidades más al

tas.



1.4.3.4. Escenario de Pomeau —Maneville

Este escenario es conocido como la transición a la turbulencia a través de

la intermitencia ( Pomeau y Maneville, 1980) y esta asociado ala bifurcación

nodo - silla.

La mayor dificultad de este escenario es que no tiene precursores claros.

Sin embargo. algunos indicios se pueden detectar. se incrementan los transito

rios largos y estos pueden ser observados ( órbitas periódicas) antes que coli

sionen dos puntos fijos. luego aparece una cascada inversa de bifurcaciones

horquilla y al final de esto una transición intermitente hacia la turbulencia.

Se observa. en otras palabras. un flujo laminar interrumpido por aperio

dicidades que se van incrementando hacia la aparición del caos. La teoria pr.

dice que la duración promedio de los intervalos de orden disminuye segun.

l R - Rcl “1’.

Han sido observadas en el sistema de Lorenz y en muchos sistemas fisi

cos Maurer y Libchaber (1980 J, Bergé y otros (1980 J. Pomeau y otros (1981).

Gonzalez (1987).

Una peculiaridad de este escenario es que no hace predicciones sobre el

espectro de potencias. En su lugar, las consecuencias cuantitativas de este mo

delo se pueden verificar en el espa/b real ( terminologia de transiciones de

fase). es decir. en la evolución de las variables de estado del sistema.

En este escenario la adición de ruido externo tiene mucha influencia.

41
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Capítulo 2: Caracterización de sistemas caóticos

En este capitulo se analizarán los atractores caóticos desde el punto de vis

ta de sus dimensiones características. En la sección] daremos una introducción

donde se definirán las caracteristicas básicas del cálculo dimensional. Mientras

que en la sección 2 se definirán rigurosamente y se ejemplificaran las dimensio

nes de información. fractal y de correlación dando. además. algunos conceptos de

entropía métrica. Elcálculo de la dimensión de los atractores sera tratado en la

seccion 3 conjuntamente con un analisis critico de los algoritmos más usuales pa

ra el mismo. Los exponentes de Lyapunov los definiremos en la seccion 4 y final

mente en la sección S se aplicará este l‘ormalismo a series temporales y en parti

cular a un sistema altamente dimensional ( tejido cardiaco)
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2.1 Introducción

La invariancia de escala juega un rol fundamental en muchos fenómenos

naturales y está a menudo relacionada con formas irregulares que no pueden

ser descriptas por la geometria diferencial. Comoconsecuencia aparecio una

nueva clase de objetos geométricos. los fractales.

La idea fundamental consiste en la caracterizaciOn de la estructura de es

cala de un objeto por medio de un indice, la a’jzzzenszün¡”moral Df que da una

idea de la "forma" (topología) de un objeto. En realidad la dimensionalidad de

los objetos puede ser definida de varias maneras . Se puede definir la dimen

sión topológica contando el nu mero de direcciones independientes en la que es

posible moverse alrededor de un determinado punto. Por otro lado. se suele

definir la dimensión fractal como una medida de " capacidad" contando el nu

mero Nlr) de hipercubos de lado r necesario para cubrir un objeto D-jdimen

sional cuando r -> 0 :

N(r) n’. r 'Df

La dimensión fractal es un concepto puramente geometrica. solo depende

de la forma del objeto.

En general. se puede asignar a un objeto fisico una medida de probabilidad

du. . La medida dp esta dada por la longitud de resolucion. lo que permite definir

una probabilidad llamada de "grano grueso":

pilr) - dulr,‘
Ai

como la "masa" de un hipercubo A1de arista r con i = l. 2. Nlrl.

La relación de escala está dada por la ¿11222611512511de ¡iz/branch]: definida

por Balatoni y Renyi (1956).
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Z pi ln (pi) E D1ln (r).

Se puede ver sencillamente que D1SDf donde la igualdad es válida para

una distribución uniforme de probabilidad pi = 1/N(r)tt r Dfpara cada celda Ai.

Dies un indice mas interesante que Df,puesto que tiene características dinámi

cas. mide la frecuencia de visita en cada celda del atractor.

Si definimos los momentos como:

N(r) q” qd
<p¡(r)ql;ï-E E p¡(r) «xr q“ (2.1.1;l

i=l

Las dq son las dimensiones de Renyi las cuales generalizan la dimensión de

información.

01 a d1 y la dimension fractal correponde a Df - do. Si el fractal es homogé

neo, uno puede extraer q del promedio en (2.1.1) y las dimensiones de Renyi son

todas iguales a la dimensión fractal. Por el contrario si las dq no son constantes.

se puede hablar de escala anomala y a medida que el orden q varia, la cantidad

dq’Df da una medida (algo grosera) de la inhomogeneidad de la distrib ucion de

probabilidad.

Tal comportamiento se encuentra en muchos sistemas y el primero en pun

tualizarlo fue Mandelbrot (1974) en turbulencia completamente desarrollada.

Posteriormente Frish y Parisi, (1985), Benziy otros‘ (1984) introdujeron el con

cepto de objeto multifractal en el mismo contexto considerando que los momen

tos de los indices de escala pueden ser relacionados a la escala de la distribución

de probabilidad de las singularidades según Halsey y otros (1986) Yjensen y

otros. (1985). Tambien se puede aplicar al estudio de los momentos de observa

bles genéricas A calculadas con resolución r. A pesar de su nombre, escala anó
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mala, esta es una situación muy común. más aún un mismo objeto puede ser mul

tifractal con respecto a un observable y un fractal homogéneo con respecto a otro.

Hasta ahora se ha analizado la multifractalidad como la manifestación de

fluctuaciones espaciales de los observables. Sin embargo. las caracteristicas de

escala temporal tienen gran importancia en la evolución caótica de sistemas diná

micos deterministicos. En estos casos generalmente se observa una fuerte varia

ción temporal en el grado de caoticidad. Este fenomeno de intermitencia involu

cra una escala anómala con respecto a las " dilataciones temporales" si identifica

mos el parámetro expl-t) con el parámetro r usado para dilataciones espaciales.

Una medida del grado de intermitencia. requicrc la introducción de conjuntos in

finitos de exponentes los cuales son análogos a las dimensiones de Renyi y pue

den ser relacionados a una estructura multifractal por el sistema dinamico en un

espacio de trayectorias

Por otra parte. las caracteristicas espaciales de caos deterministico indican

que los puntos generados por la evolución temporal cubren un conjunto extrano y

complejo con estructura de autosimilaridad Este atractor caótico es generalmente

un objeto fractal en el espacio de fases (Mandelbrot. 1982‘.
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2.2 Dimensiones de atractores

Aqui vamos a discutir atractores de sistemas disipativos pero se puede

aplicar a señales caóticas genéricas, ya que, despues de un transitorio. un sistema

disipativo evoluciona en las proximidades de un conjunto atractor (como se discu

te en el apéndice l. Eckmann y Ruelle,l985).

Elconcepto de dimensión es relevante para la dinámica ya que provee una

manera precisa de estimar el número nf de variables independientes involucra

das en la evolucion.

Explicitamente discutiremos de manera breve, puntos fijos. ciclos limites v

toros en un atractor de dimensión nf.

Un ejemplo sencillo y trivial es el de un sistema dinámico con un punto fijo

(¿enable xa, donde para tiempos suficientemente largos xlt) -> Io. El atractor

tiene dimensión cero es decir nf = 0. Un ciclo limite, por otra parte es un conjunto

unidimensional y nf=l puesto que x(t) evoluciona sobre una linea. Para un movi

miento cuasiperiodico con n frecuencias inconmensuradas el atractor es un toro

n-dimensional y nf = n .

Comoejemplo calculamos a continuación la dimensión fractal para dos

conjuntos simples:

Ejemplo l: ¡[Mierm/o ¿11212;er

Se considera el cálculo de la dimensión para un intervalo real [0,1] .

Tomando r=1/3¡1 como la partición del intervalo resulta N(r)=3n. Hallando el

limite para n -» enresulta:
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n
Do= lim —‘°g3 =1na0

Eiemplo 2: ¿Ycon/1mmde Cantor del tardo central

Se remueve el tercio central de un intervalo unitario dejando los dos in

tervalos [0.1/3]. [2/521].Luego el siguiente el tercio central de cada uno de es

tos dos intervalos dejando los cuatro intervalos y asi sucesivamente hasta infi

nito. El resultado es el llamado con/Uma de Cantor de lara/27ami/w. Tomando

nuevamente una cobertura de r=I/3n resulta Nir)=Zfl por lo cual;

n

Do¡Lima ’—_°32 = 1°3 = 0.6"”?logsfl 08 J

Es decir el conjunto de Cantor es algo mas que un punto ¡"dimension 0) pero

algo menos que un intervalo (dimensión lÏl

2.2.1 Visualización del cálculo de la dimensión [racial de un

conjunto de puntos

Desde un punto cualquiera del conjunto, se traza un circulo (una esfera o

una hiperesfera) de radio r. Comose discutió anteriormente Nír) es el numero

de puntos en el interior del Cli‘CUlOen función del radio r.
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En el caso de una línea (dimensión l): N(r) a: r1.

1'

04'.'.. “0¡rr "‘H.

La siguiente figura representa un conjunto de puntos distribuxdcs en una

superficie (dimensión 2). en consecuencia Nit) o:r2.
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Mientras que en el caso general Nlr,l oc rd.

Que significa en este caso el numero efectivo de grados de libertad (nf)?

La dimensión l'ractal Dfdel atraCtor da una primera eStimacion de nt' ya que se

aproxima a. entero superior mas cercano.

ExiSteuna diferencia entre la llamada dimensión l‘raCtaly la de Haus

dorff Dhya que esta última involucra la evaluacion del extremo entre particio

nes no uniformes diferentes en ‘nipercubos de longitud del orden de r . En rea

lidad Dh s Df aunque para los casos tipicos la igualdad se mantiene.

En lo que sigue discutiremos los distintos procedimientos para el calculo de

Df.

2.2.2 Algoritmos para el cálculo de Df

Se supone que el sistema dinamico es ergódico Y mixing y que no se pueden

extraer las propiedades estadisticas por el promedio temporal de una sola varia

ble.
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Siguiendo la definición de Df . Nl r l et r ' Dfla manera más directa de cal

cular Dfes por el método de "box counting" (Russel y otros]980}. Se genera una

serie xi- xli) con i - l. 2. M >21y se divide la región en donde el movimiento

se desarrolla en hipercubos de lado r. Nlrl es el numero de hipercubos f - dimen

sionales de lado r necesarios para cubrir el atractor (tales que al menos haya un

punto Xi. en cada cubo), en el limite M —>oo:

Nh) ar'Df parar ->0
Con esta definición, Df es en general la dimensión (tcpologica) del atractor.

El algoritmo de " box counting ' es practicamente imposible de aplicar cuando f 23,

puesto que con8ume mucha memoria. Por lo tanto se han desarrollado otros me

todos alternativos para eSIimar la dimensión l‘ractal de los atractores caóticos.

Grassberger y Procaccia l l 983al han definido la alinear/271]Je corre/aah”

considerando la escala de la integral de correlación:

Id lu ,_. \_/ClrII-Nlim Egeo-{morning} ( .
“Z mM“ i ¡:1

donde 9, es la función de Heaviside. Cir) es el porcentaje de los pares l'xi ,xi)

cuya distancia l 11- x] I Sr y en el limite r —>0 se tiene que Clr) se comporta co

mo C(rJ ’ r")

Si cada caja tiene la misma densidad de puntos. v es igual a Df.Dicho de

otra manera si el atractor es uniforme entonces la dimensión de correlación es

igual a la fractal. Sin embargo los atractores caóticos tipicos son fractales inhomo

géneos. entonces se tiene v s Df.

v es una magnitud mas relevante que Dfya que esta relacionada con la probabili

dad de distribución sobre el atractor ( la llamada medida "natural" o "física" . ver

Apéndice l) mientras que Dfno puede tomar en cuenta las eventuales inhomoge
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neidades en la frecuencia de visita. La dimensión de correlación v mide de hecho

las propiedades de escala de la densidad promedio de puntos aunque no da infor

mación sobre la densidad de las fluctuaciones.

Se define el número n¡(r) de puntos en una esfera r-dimensional de radio r

centrada en Xi):

nilr) = lim (INM-1)) E e( r- 3x10.) —x¡(t)!)
M—°° i.j

para escribir la integral de correlación como el promedio de puntos en la esfera:

Cir) = <n(r)>

donde. resulta por ergodicidad que:

=limM-IÏÉmi)
i-l

Por otro lado. las fluctuaciones de ni están reguladas por la distribución de

probabilidad la cual puede ser reconstruida por el conocimiento de los momentos

<nlrlq> ( Paladin y Vulpiani 1984).

Se define entonces. un conjunto completo de exponentes de escala generali

zados.

< nlr)q>= lim (l/M) z n¡(r)qm r Mq) (2.2.2)
M-¡eo

donde ©(1)= v. En un fractal homogéneo 43(q)= Df .q y las desviaciones del

comportamiento lineal son una medida del grado de inhomogeneidad. En la si

guiente figura se muestra (MQ)vs. q calculado para el mapa de Henon (Henon.

1976)
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Gráfico 1a(q)vs. q para el atractor de Henon, a :13. b =0.2

Las dimensiones de Renyi pueden ser calculadas como sigue:

Si consideramos una partición uniforme del espacio de fases en caias de

tamaño r. la probabilidad pk (r) es aquella en que un punto X¡cae en la caja k

ésima.

En este caso, los momentos de pk pueden estimarse sumando sobre las

cajas

Mr)

(p(r)q)- z pk(r)q’l ocrqdqd (2.2.3)
k-l
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Los exponentes dq son las llamadas dimensiones de Renyi. y resulta:

%' dQQl

Por ergodicidad n¡(r) 'v pk (r) si Xipertenece a la caja k- ésima. es lo mis

mo considerar un " ensemble" promedio (pesado sobre las cajas) o un prome

dio "temporal" (sumatoria sobre la evolución temporal).

La dimensión fractal se obtiene para q --1 a partir de la relación (2.2.4)

Df= d0= - M-l)

y la dimensión de correlación. corresponde para q - l

v = dz = (Mi)

Comocblq)es una función convexa de q por un teorema general de la teo

ria de probabilidad iI-‘eller,197l), dq consecuentemente decrece a medida que

q aumenta.

Elcálculo de las dimensiones de Renyi. debe llevarse a cabo siguiendo la

definición dada por la ecuación (2.2.2) en lugar de la correspondiente (2.2.3).

Es bastante sencillo generalizar el metodo de Grassberger y Procaccia con

el de los calculos de los momentos n¡(r). Este procedimiento consume el mismo

tiempo de CPUque el cálculo de la dimensión de correlación v dado por la

ecuación (2.2.1).

Hentschel y Procaccia (1983) introdujeron un conjunto infinito de dimen

siones definiendo:
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Cn(r) = lim ( número de n-uplas de puntos (Jn,x¡:..,..X¡uJcuyas distancias
1 "¡0° . . \

ixh- ¡mi sean menores que r para todo 1001,,J (2.2.5;

y se debe comportar como:

. vn
Cntrj xr

siendo v2 =v . Hay que destacar que el cálculo directo de vn siguiendo la defi

nicion (2.2.5) require un mayor tiempo de CPUpues éste es aumentado por

MB.Sin embargo, se obtiene un espectro completo de dimensiones:

vn-(n-IMQ corta-2.3.4, ...... (2.2.6)

La relación (2.2.6) se obtiene por el hecho que en la i-esima caja la distri

bución es uniforme. lo que implica:

Í t .

Cn(r) =Nlim ( número de n-uplas de puntos (X¡.Ig.....10} contenida ent qm . , . . . . - ,

la i-eSima caja En; xmi <r para todo ¡“,15.I (2.2.! J

por lo que resulta:
i

Cn(r) ocpum" M“ (2.2.3)

La expresión (2.2.6) se obtiene a partir de (2.2.2), r2.2.5ÍiY (2.2.7) pues:
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c () 1' ¡"cin
“ r “Mim”HE n r

2.3 Exponentes de Lyapunov

Comenzaremos con el caso de los mapas unidimensionales x ¡1.1- fix n)

Elexponente de Lyapunov Mxo) se define como:

|
|

{N (x +9) fN( a)_ . 1 ‘0 ’ X

WHR ¿Kw-C’s——¿—— ’Nw N

donde fNsignifica el mapa N veces iterado: o sea
,fN=fofo N ot

nótese que de la definición surge que:

l (XO+ - Ee eNl(X0)

Pero dNes la distancia entre los puntos obtenidos al iterar N veces el ma

pa partiendo de xo y xo + E. Por su parte Ees la distancia entre los puntos

de partida x0 y x0 + E. Es decir que 8 en”) es el factor promedio por el

cual se estira la distancia entre dos puntos muy próximos luego de cada itera

ción.
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Nótese además que el exponente de Lyapunov también mide la pérdida

promedio de información luego de una iteración. Para ver esto aplique mos la

regla de la cadena

xo =:—Xr[r(x)] xo =r' [fixo)]f'(xo) = i'm) fue)...

donde x1=f(xo)

, N-l
1' l d , r l l II

M30) = N‘LmeoÑlog I mr” "XO"= Nin“ Ñ logl nf un] =. i-O

1 N'Ï .
= - ; v . I -. 5

ML N fa 1‘35if (SJ!l

Un exponente de Lyapunov positivo significa que el mapa en cada itera

ción produce en promedio un alejamiento de puntos que inicialmente eran

muy próximos. ESteefecto de sensibilidad de las condiciones iniciales es carac

terístico de los atractores caóticos.

La definición de exponente de Lyapunov puede generalizarse facilmente

a d dimensiones. donde tenemos d exponentes cada uno para una dirección es

pacial.

Sea un mapa d dimensional
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I ,.— EGi

51 al?“ ) - 5X7. es la matriz jacobiana del mapa. los exponentes de

Lyapunov 7.1....... Ad se definen como:

Í eh‘im- 9M“). ------"eh'm‘flu33““) Bii‘eo módulo de los autovalores de
N-l

H 81-91)
i-Ü

El algoritmo desarrollado por Eckman _votros (1986) permite determinar

para cada serie de muestras al menos el mayor de los exponenLes de Lyapunov

del mapa en cuestion.

2.4 Cálculode la dimensión de series temporales.

Dada una serie temporal hay varias preguntas que se deben contestar.

l i La serial mostrada corresponde a un movimiento sobre un atractor

extraño o es ruido aleatorio?

2) Si es caos deterministico. cuál es la dimensión del atractor extraño?

3) Si la señal está contaminada por ruido aleatorio. como se podria

separar el caos deterministico de las componentes aleatorias?

4) Si la señal es caótica: cuán caótica es?

2.4.1 La idea básica

N

Se dispone de una serie temporal Xi de f variables l Xi]¡=¡

con Xi - XÜL)
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Los puntos podrían estar esparcidos en un atractor de dimensión D Í.si es

caótico) o bien llenar el espaciof dimensional ( si es ruido)

Comoen las experiencias habitualmente se mide una sola variable. se

debe proceder de acuerdo a:

Teorema de Embedding (a la Mañé)

Sea S un compacto en un espacio de Banach B y E un subespacio de di

mensión finita tal que, dim E >dimH ( SXS)o sea. S un compacto y entonces:

dimE 22dimk(5)+l.

donde dimH Í o bien dimk ) es la dimensión de Hausdorf (referido como capaci

dad). Entonces el conjunto de particiones H : B ——‘B tal que I'I restringido a S

es inyectiva ( lo que significa relación uno a uno en E) es denso entre todas las

proyecciones B -> E con respecto a la métrica.

Es decir. si S es un conjunto de puntos de dimensión D.Entonces los pun

tos de S pueden ser parametrizados por m coordendas reales tal que m EZD’I

Teorema de Embedding (a la Takens)

Sea x = F (x) generado por un flujo d dimensional. Entonces el vector de

dimensiones n=2d+l dado por:

1 (t) - ( X¡(t). X¡( t + t). 1¡(t + 2 1:).....................X¡(t + ntJ) (2.4.1)

donde X¡(t)es una componente arbitraria del vector x _dando un embedding

suave para el flujo. y las propiedades métricas de ambos espamos. el d- dimen
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sional xlt) y el ( 2d+l) - dimensional ; (t). son las mismas en el sentido que las

distancias en x(t) y en ; (t) tienen entre si la misma relación la cual esta uni

I‘ormente acotada a a medida que nos alejamos de cero.

En la expresión (2.4.1) las coordenadas reales pueden ser coordenadas

temporales retrasadas, siendo n la dimensión de embedding y 't el tiempo de

retardo.

En realidad hay muy pocos argumentos para la elección del tiempo ‘C. No

debe ser muy próximo al periodo propio pues se obtendría correlación tempo

ral en el sistema a analizar ni de masido grande como para que no distorsione

las caracteristicas del atractor que se quiere analizar. En general se elige el pri

mer cruce por cero de la función de autocorrelación o el primer minimo de ia

entropia de información mutua (Ver Apéndice 2 para una mayor discusión). En

nuestra experiencia. cualquiera de estos metodos. han demostrado ser útiles.

En la aplicacion que se detalla en la seccion siguiente se mostraran los resulta

dos.

Para determinar si el movimiento del sistema se produce sobre un atrac

tor extraño se calcula la dimensión de correlación dada por :

C lr) -Nli_’r_nm—2z 20 ( r - l X¡(U - X¡(t)¡)
N í ¡ai

como se describió en la sección [2.2 )

Clr) z r Dz

Se calcula Clr) y se grafica log Clr) vs. log r calculandose por cuadrados

minimos la pendiente Dz
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logctr)

r1 ¡Ügf

10gCír) vs. log r para distintos valores de la dimensión de embedding

Para pequeños r se tiene una gran dispersión debido a ia poca estadisti

ca. hay un "ango (rom) de valores cuyas pendientes son bastante constantes.

Data r mas grandes hay una importante desviación.

Se grafica la pendiente de estas curva en función de la dimensión de

embedding.
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Dimension Embedding

Grafico ilustrativo de la,pendiente Dzen funcion de la dimensión de
embedding para ruido aleatorio lrombos) y para un atracwr caotico
(cuadrados)

Si esta curva no satura. la conclusion es simple: las series medidas co

rresponden a ruido aleatorio. Si eSta satura. el valor asintotico de la pendiente

es la dimensión de correlación que nos permite determinar el minimo de gra

dos de libertad efectivos del sistema.

La entropía métrica es una noción asociada a la evolución caótica del

siStema y da una medida del grado de desorden. La "magnitud" del desorden

no viene dada por la dimension fractal. Esta. en sistemas fuertemente disipatt

vos. puede ser pequena a pesar de estar ligada a sistemas muy desordenados.

Por ejemplo. un comportamiento periódico es totalmente predictible, si se han

efectuado un gran número de medidas podemos predecir el valor en que se

hallará al termino de una nueva medición. No hay información nueva propor

cionada por la evolución del sistema l' su entropía métrica es cero).

Para el regimen caótico. el conocimiento de la evolución pasada no per

mite llevar a cabo una predicción segura. sólo estimar una probabilidad de en
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contrar tal o cual valor. Osea que, cada nueva medición aporta una informa

ción suplementaria. La entropia métrica proporciona una medida de la canti

dad de información nueva proveniente de la evolución del sistema.

El metodo de evaluaciOn de la entropia métrica permite comprender la

relación de esta magnitud con el parecido del sistema consigo mismo.

Consideremos una trayectoria del sistema i llamada central} entre los

inStantes tg y t; y determinemos el numero de otros tramos de la trayectoria

que durante el mismo intervalo se mantienen a una distancia inferior a r de la

primera. Cuando aumenta la longitud de la trayectoria central. ei número de

porciones vecinas. aqueilas situadas a una distancia inferior a r disminuye a

causa de ia divergencia de las trayectorias proximas. La velocidad de divergen

cia de estas trayectorias fuera del :uto de radio r. promediado sobre el atrac

tcr‘ proporciona una cota inferior de la entropia métrica.

Si la serial es muy parecida a si misma. la divergencia de las trayectorias

será lenta y por consiguiente su entropia metrica sera pequena. La divergencia

de las trayecmrias fuera del tubo de radio r, que se traduce como sensibilidad

a las condiciones iniciales es debido a las direcciones de estiramiento del

atractor. Ellopermite establecer que la entropía metrica es menor o igual a la

suma de los exponentes positivos de L.’_-.’3.[3UI'1C-V.

Elgrado de caoticidad del sistema se puede determinar calculando la cota

inferior de la entropía métrica K2dada por:

d..
lim lim Lp C lr! PK?L _

At-bÜf-¡Ú cdr¡(r:¡
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Donde Cd(r) es la correlación que corresponde a la dimension d de

embedding. Teniendo en cuenta que K2=0corresponde a un movimiento orde

nado. K2= en para movimiento aleatorio y K2finito y diStinto de Ü para movi

miento caótico.

Muy recientemente (Albano y otros, 1988"ldesarrollaron un metodo de

estimación de la dimension combinando el metodo de descomposición singular

dado por Broomhead y King‘.1986! con el algoritmo de Grassberger Procaccia,

que evita las ambiguedades y problemas cieambas tecnicas cuando estas se

aplican independientemente.

Brevemente resumiremos este metodo. A.partir de una serie temporal

le se aplica la tecnica de embedding. como se describió anteriormente. para

construir un espacio Ill-dimensional sobre el cual se calcularon las dimensio

nes.

Cualquier matriz A de NIM con N 2 M puede ser expresada por:

A = VSUt

donde Ut es la matriz transpuesta de U. S es una matriz diagonal ÏleM tai que:

S'1_¡=51_¡s(i) i = 1.2. ........... ÏVI

V es una matriz de NXMcon columnas ortogonales.

(Vt V)“ = 5 ¡_¡

y U es una matriz ortogonal de MEM:

(utm U = r U un n = E i,¡

Los.elementos s(i) de la matriz digonal S son conocidos como los valores

singulares de A.

Se construye una matriz A de la trayectoria en cuyas filas estan los

vectores de embedding M- dimensionales provenientes de la seri temporal:
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y(l)=(v(l).v(l+t). ........v(1+(M-l)1)
ylÍZ) = ( v(1+]).v(l+j+t). ........vl 1+JAM-1 h)

WN) - l Vll‘lN-IUÏL ví l+(N-1)]+ti, ........v(1+(N-1"‘]+I'É\'l-lir)

con t como el tiempo de retardo‘ o el número de intervalos de muestreo entre

las componentes sucesivas de un vector de embedding. J es el número de in

tervalos de muestreo (numero de vectores que se usa para comparar las dis

tanciasy.

El tiempo (M - lt, para cada vector de embedding, es la "Longitud de ¡a

ventana" de embedding. t se introduce debido al hecho que en un sistema e3

perimental el intervalo de muestreo se establece sin cono er l s escalas temp0

rales intrinsecas del sistema a estudiar.

Los teore mas debidos a Takens y Marie, que enunciamos previamente.

establecen que si la dimensión de embedding M y la dimension n de la varie

dad que contiene el atractor satisfacen la "desigualdad de Takens" M Znel.

entonces se obtiene una dimensión adecuada para el embedding excepto para

simetrías especiales. En particular, la dimensión del atractor reconstruido es la

misma que la del atractor en el espacio de fases.

El algoritmo de Grassberger - Procaccia que discutimos en la seccion

2.2.2 requiere una cantidad muy grande de datos para que calculos con dimen

siones de embedding suficientemente grandes (> lO) tengan significado dentro

de un rango de confiabilidad de 110%.En sistemas experimentales. donde a ve
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ces el fenómeno a analizar no tiene la duración suficiente para adquirir un

gran número de datos (>20000) y la necesidad de incrementar la dimensión

de embedding para lograr saturación l lo que significa que la zona de escala se

achica y a menudo desaparece! hace necesario obtener un procedimiento que

reduzca el tamano requrido de 1adimensiOn de embedding. El metodo de la

descomposición singular es el que lo logra y pasamos a discutirlo someramen

te.

Con estos vectores la matriz A toma la forma:

Éyil)?
¿vmí
.. I

1 I ;

A= ? ‘ l
VN ! l

I l

I

yI'NJg

Elembedding define un conjunto de puntos en un espacio M dimensional

el cual puede ser descripto por una distribución multivariada cuyas variables

son las .Vlcomponentes de los vectores de embedding.

La transformacion A — A' = AU o bien, Yi -'r y‘¡' se reaiiza con el

objeto de obtener la matriz de los componentes principales con los cuales se

realizan los calculos.

El procedimiento de Grassberger - Procaccia para comprobar la conver

gencia puede oscurecerla pues se necesitas espacios de embedding de dimen

siones bastante altas. Contando ei nu mero de los "mayores" valores singulares

no da una buena estimación de la dimension de la trayectoria reconstruida. Sin

embargo. como las componentes principales de los vectores de embedding for



man un conjunto estadisticamente independiente del conjunto de las variables

y las contrib uciones relativas de esas variables a las distancias usadas en el

calculo de la dimensión de correlación se miden directamente por los autovalo

res hay ventajas ob\rias para combinar ambos metodos.

La combinación se realiza como sigue: Para una dimensión de embedding

dada. se realiza una descomposición de valores singulares que construye la

matriz S de valores singulares y de la matriz ortogonal U. Se rota la matriz de

la trayectoria para obtener la matriz de los componentes principales que son

las que se usan en los calculos de Grassberger- Procaccia.

La co ivergencia de los calculos l esto significa la existencia de valores

que no difieran entre si con un error del 10': en una zona determinada}. no se

ealizan como en el metodo de Grassberger y Procaccia. centrados en una esfe

ra de radio r sino que se nacen en subespacios del espacio de embedding alo

largo de ta dirección con el mayor valor singular. Este procedimiento considera

que la convergencia ha sido exitosa si los calculos no difieren en algunos (po

cosÏlde los mas grandes subespacios considerados.

Las ventajas fundamentales de este metodo son: ai su rapidez de calculo.

Por ejemplo, con el metodo tradicional en una PC de 8MHz.se realizaba la esti

mación de la dimensión _para un caso tipico (el atractor de Lorentz. por ejem

plo) en la; ó 15 horas. mientras que para el mismo sistema y las mismas condi

ciones el tiempo de calculo es a lo sumo 2 horas: bl la seguridad de los resulta

dos. ya que se descartan "a priori" resultados que tengan discrepancias mayo

res a un 10%y no depende de la pericia para determinar las zonas de escala.

La mavor desventaja es que con este procedimiento es muy critica la

elección de la longitud de la ventana (dimensión de embedding y tiempo de re
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tardo 1:).Esta debe ser muy cuidadosa, un criterio sería que (d-l l t debe ser

pocas veces mayor que el tiempo de correlación.

En nuestro trabajo, tomando en cuenta el problema antes mencionado.

hemos contrastado este metodo con los usados previamente (Grassberger y

Procaccia. 1983 . Badii y Politi_l985) y consideramos que su eficiencia es muy

superior por lo que lo adoptamos en todos los analisis de estimaciOn de dimen

sión fractal cuando tenemos datos experimentales a analizar.

2.4.2 Aplicación

Para aclarar estos conceptos mostramos la forma de tratar problemas no

lineales de alta dimensionalidad en el marco de los sistemas dinámicos.

Consideramos el problema tipico de sistemas compuestos por un gran numero

de subsistemas interaCtuantes descriptos por ecuaciones diferenciales no linea

les ordinarias.

Ejemplos de este tipo son marcapasos cardíacos o neuronales que pueden

modelarse por un gran numero de osciladores no-lineales acoplados.

La dinamica del corazon es muy compleja pues involucra millones de ce

lulas de caracteristicas muy diferentes acopladas entre si. que afectan el ritmo

y la intensidad de las contracciones. Para caracterizar el comportamiento elec

trofisiológico irregular del tejido cardíaco se selecciono un modelo experimen

tal simple (ventrículo del sapo) que permite reproducir caracteristicas esen
ciales del tejido cardiaco en condiciones facilmente controlables. Se perturban

los ventrículos con pulsos electricos simples. periódicos o combinaciones de

ambos para obtener diferentes respuestas.
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Se registran en papel y cinta magnética el electrocardiograma de su

perficie (ECG).el potencial de acción monofasico. (PAM) obtenido median

te un electrodo de succión y electrograma ventricular (EGV). En una etapa

posterior se obtUVoun registro intracelular con microelectrodo. La serial

PAM se considera la mas apropiada para ser analizada. puesto que da in

formación de un grupo de fibras cardiacas. tiene una buena relacion serial

ruido y es relativamente fácil de obtener. Más detalles del sistema experi

mental que utilizamos se pueden obtener en Savino ’_v'otros 1989.

En la ligural se muestran ejemplos de algunas seriales temporales ob

tenidas y en la figura 2 el espectro de potencias para cada una de ellas.

Las series temporales A y B muestran comportamientos periodicos de periodos

2 y cuatro respectivamente, los espectros de potencia correspondientes

muestran un maXimo en t‘y 5/2 l para periodo 2.! f. fx'ái,ff: '¿rSf/é l para

periodo 4). mientras que la serial C describe un movimiento irregular, en el

espectro de potencia se observa que los máximos fueron reemplazados por una

banda de ruido en las bajas frecuencias 9'menores que la l'recuencsa del marca

pasos). La aparición de estas frecuencias sugieren una ruta al caos via duplica

ción de periodo.

Para determinar si este comportamiento irregular corresponde a una di

námica deterministica. desarrollamos para cada una de las series temporales

obtenidas experimentalmente los conceptos discutidos en las secciones prece

dentes.
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Se reconstruyó a partir de la serie unidimensional el espacio de fases

mediante el teorema de embedding. En la figura 3 se muestra una proyeccion

en el plano xlt). x(t+€) de la evolución. La figura (a) muestra un atractor de pe

riodo 4. mientras que la figura (b) un atractor caótico. El tiempo de retardo se

eligió considerando el primer cero de la funcion de autocorrelación. Calculos de

las dimensiones con distintos tiempos de retardo no evidenciaron gran sensibi

lidad a su elección. por supuesto manteniéndonos dentro de los limites que

fueron discutidos previamente. Es decir, que este tiempo no fuera muy peque

ño. como para eVitar correlaciones temporales. ni demasiado grande para que

distorsionara la dinamica.

En la tabla l se resumen los resultados obtenidos en el tratamiento pre

vio al calculo de las dimensiones del sistema. Hay que destacar que estas expe

riencias se realizaron con dos tipos de ventrículos. siete de ellos fueron remo

vidos y mantenidos en una solucion fisiologica l peri‘undidos) y las otras expe

riencias fueron realizadas in situ que en la tabla se caracterizan como en vivo.

Se muestra un esquema de las señales PAM obtenidas en cada caso. En ta

columna llamada Espectro de Frecuencia Subarmónico se describen las fre

cuencias observadas en el espectro de potencias como fuera ejemplificado en la

figuras anteriores. También se detalla el comportamiento de la función de au

tocorrelación de la señal zi. se observó que esta no varia para el periodo]. os

cila alrededor de cero para los periodos 2 y 4 y decae rapidamente para el caso

no periódico.

La anteúltima columna detalla el comportamiento de las proyecciones bi

dimensionales en el espacio de fases. Para los casos periodicos se observan las

órbitas separadas. para periodol se observa sólo una. dos en el caso de la pri



(a)
x(t)

4 49K

(b) F

(c)

1....

Figura 1:Se muestran las series temporales obtenidas para: (a) periodo Z.(b)
periodo 4, aqui las Xiseñalan las distintas amplíwdes y (c) comportamiento
caótico.
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Figura 2:Espectros de potencia de las series temporales correspondientes ala
fïg.l las flechas indican la frecuencia fundamental fy las frecuencias subar
manicas.
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(a:
amy-t) - 1000

- O

r- -1000

-1000 o 1000 mx)

(b)
- 1000

r- O

,.

1 A A . ' . . 1 44L._L

'1000 ° 1000

Figura 3: Proyección del atractor en el plano x (br) , IU.)

para dos situaciones; (a) periodo 4 y (b) situación caótica.

En ambos casos el tiempo de retardo fue de r =8 seg.
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Estos procedimientos tambien fueron aplicados a otros sistemas natura

les altamente dimensionales como por ejemplo datos solares (Kurths y Herzel.

1987, Romanelli y otros .l987), geomagneticos (Figliola y Romanelli. 1988). ae

ronómicos ( Romanelli y otros. 1988] y climáticos lNicolis y Nicolis ,1985).

En el sistema teórico que nos ocupa y que se mostrara en el capitulo 3

en la sección correspondiente a burbujas caoticas. que el calculo de las dimen

siones del sistema ha sido de mucha ayuda para comprender su mecanismo de

formación.
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Capitulo 3: Oacilador de relajación forzado

Este capitulo esta dedicado a la descripción de las soluciones del osc11a

dor de Smith (Smith 1961, Gonzalez y Piro 19753.1forzado. cuya peculiaridad

consiste en una ecuación diferencial no lineal de segundo orden con solucion

analirica.

Este modelo ha resultado particularmente interesante en el estudio de

los osciladores de relajacion forzada.

En la sección 3.1 se describe el comportamiento autónomo y luego bajo la

accion de una fuerza externa (sucesion periódica de deltas de Dirac) de la mis

ma intensidad.

La seccion 3.2 trata de ia descripcion de osciladores de relaJacion. La ge

neracion de burbujas caóticas en este tipo de osciladores es discutida en la sec

ciOn3.3 v su posterior desaparición al variar la disipación del sistema consrde

rando a esta el parametro fundamental de ese proceso.
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3.] Oscilador de Smith

El sistema autónomo es una ecuación diferencial de segundo orden.

La forma corresponde a la familia:

.. i ‘ . 2 2x+l(xe+B(x)x+mx=0 (3.1.IJ

con

fix) - (n+2) b x" —221

X

Bix) = X‘lí (y - f (y)! d; = bx" —ao

a. b‘ to son parámetros de la ecuación: a controla las no linealidades, b es un

factor de escala y mes la frecuencia propia del sistema.

Para el caso particular de n=2 la ecuación (3.1.1) toma la forma:

-- 2 . 2 5 3 2 2 ,, .
x+ 4bx-2a x+bx -2abx + ¿“(901-0 l3.l.2!

Las caracteristicas de esta ecuación fueron discutidas ampliamente en

Gonzalez ( 1987) y Piro (1984) y la solución analítica es:

o -1,

Im _ cos“) T ¿mí q e'za‘+ A'(l+a/<p + co ) cos (cp+ m1)((2a/<p + co) cos (tp + un) 1 /"
Í_+2 sen (tp + (01)) - e'23‘( 1+ a / co )cosq3 ([Za/w) c054) + 2 SEH‘Pj
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Las constantes de integración tpy q se determinan a partir de las condi

ciones iniciales:

senq> = (qm/CD) (xo a - x30 b - 20)

sign (cosnp) = sign xo

donde:

q = m3 ¡121m tu? e {X0 a - x3ob- >Á'0¡'-)'l y.

A2: lLb/Zal(1—'a'-’/m3)"

considerando a, ‘o.y tu positivos.Limitare mos nuestro análisis a este caso.

La teoria general de siSLemasdinámicos dice que las unicas singularida

des en dos dimensiones son puntos singulares y ciclos limites. Dada la solucion

analítica se puede determinar simultaneamente el comportamiento asintotico

(t- 0°) lo que resulta:

¡(ti = COSÜP+ mt)(A2( Hat/m) cos(q>+ tutKiZa/mlcosl'zp + mt) +Zsen(<pvmt))))“2

Eliminando el tiempo entre esta expresión y su derivada llegamos a una

nueva expresión algebraica en el espacio de fases ix , 3'}que describe el ciclo

limite hacia el cual tienden las soluciones del sistema de manera independien

te a las condiciones iniciales.

' l . _ «1

y = x = 2ax - bx3 z (a2 v (03) ((Za/bl - Ill) "

Si se excita al sistema autónomo con una sucesión periódica de deltas de

Diraclse preserva la existencia de la solucion exacta del oscilador y entonces el

sistema puede escribirse como :



>¿= y

g - «mz —2a)y + b215 - Zabx3 - (a2 + m2) x —VE Z 8 (t-nTE)

donde VEes la amplitud y TEel periodo de la fuerza externa.

El efecto de cada pulso es producir una discontinuidad en 1aderivada

mientras que la solución analítica es válida entre pulsos. Esta caracteristica ha

ce su estudio muy ventajoso puesto que permite obtener la solución del siste

rna sin error nu merico.

Este oscilador muestra una dinamica extremadamente compleja la cual

debido a las caraCLeristicasde la solución puede ser estudiada detalladamente.

De acuerdo a la variación de sus parametros VEy T5, se presentan regio

nes de sincronización y regiones caóticas (duplicación de periodos, intermiten

cia. ventanas de estabilidad. etc.)

En las siguientes figuras se muestran en el espacio de fase la evolución del sis

tema desde una situación periódica cuando se aumenta el periodo de la fuerza

externa. En todas ellas los parametros utilizados fueron: a= 030=l.5707’-) 'y'

b = 15.7079 en la línea de VE = 1.625 y variando el periodo de la fuerza exter

na 'i'E .

Es interesante notar que estas figuras muestran la aparición de la se

cuencia de duplicación de periodo a medida que aumenta TE. Observamos pe

riodos 2‘ 4 ‘y’alta periodicidad, en las figuras (a). (b) y (c) respectivamente.
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ñ'l

g H4 HZ U .2 .4 _. “4 Wz 3 ‘z l .14

re = 2.3? x Te= 2.45 x

Te 2.48

Superado el punto de acumulación de la cascada de bifurcaciones por duplica

ción de período nos encontramos con soluciones aperiódicas o caóticas.

En la siguiente figura se muestra una solución caótica con el mapa del

primer retorno, xml - [(xn) en la linea de VE- 1.625 y TE- 2.51.
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Es bastante dificil a veces distinguir visualmente entre una situacmn ca

ctica y una aperiodica. en consecuencia para dilucidar eata inconveniente se

buscan otros indicadores.

El espectro de potencias para esta solucion puede "ferse en Lasiguiente

figura. Observamos una banda ancha de ruido que es caracteristica de soiucio

nes caóticas en la zona de bajas frecuencias como se discutiera en el C’inïulo 1.

San) Í
l
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.153 Ï J P “WW! “¡Mail {EN
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1 m

Espectro de potencias para. 1asolucion cautica La flecha
indica la frecuencia externa



Sin embargo un espectro de potencias con estas caracteristicas no es una

demostración concluyente pues lleva a ambiguedades a veces peligrosas en la

interpretación de la dinámica del sistema. Para evitarlo se debe calcular el coe

ficiente de Lvapunov. Este coeficiente se muestra en la siguiente figura calcula

do a lo largo de la misma linea de VE,variando TE. En el punto correspondien

te al atractor de la figura anterior (que se sospecha caotico) TE- 2.51, este se

hace positivo, indicando que las trayectorias vecinas se apartan exponencial

mente. o lo que es lo mismo sensibilidad a las condiciones iniciales. lo que co

rresponde a soluciones caoticas.

0.137079
b.45.7079
cu.{37019

a \/¡-1625 l

I.‘

.25 l I: TE
2 s

Estos elementos son los que nos permiten determinar el caracter de la

solucion.
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3.2 Osciladores de relajación

Cuando la disipación del sistema (en nuestro caso) o la inductancia (en

un circuito electronico) se hacen despreciables frente a una fuerza externa o la

capacidad según sea el sistema que se trate. las ecuaciones diferenciales de

segundo orden que modelan el sistema pueden escribirse como un sistema de

ecuaciones a primer orden.

X] =f1( Kill)

= Ïbïgj

Las ecuaciones de primer orden no pueden poseer soluciones oscilarorias

a menos que las funciones fi que las definen tengan singularidades. Cuando es

to sucede. ei sisrema produce un tipo de soluciones oscilatorias llamadas de re

lajacion (Guckenheimer y Holmes, 19831.

En muchos casos. este sisrema surge de una ecuación diferencial de se

gundo orden, como el oscilador de Van der Pol que responde al siguiente mo

delo:

.. 2 .x=u(x-Ux+x=0
lo que equivale a:

X1= 12

i2=u(x‘-l)33+x¡

El parametro que regula la no linealidad del sistema es JJ.. Cuando u.—:oU

tenemos un oscilador armónico y para p.—>eoun oscilador de relajacxón.
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Otro ejemplo de este tipo de osciladores es aquel que describe las oscila

ciones quimicas. conocido como el modelo de Bruselas (Brusselatori dado por:

- 2

x= oc-(B-ilK-K y
. 2

y=fix+x y

Todos estos osciladores presentan un ciclo limite atractor tjv'obviamente

un punto fijo inestable en su int rior). Debemos hacer notar que cualquier per

turbación no lineal de la l'uerza restauradora en los modelos clasicos de oscila

dores de relajacion traera aparejada. como consecuencia la aparicion de puntos

singulares distinto del trivial para ciertos valores del parametro que ía regula.
—

tComoya luera establecido por Gonzalez(198, i aparentemente existe

universalidad en el comportamiento de los oscilacores ¿ierelajacion forzados

periOdicamente. En consecuencia. en el estudi que se describira a continua

ción se trabajara con el modelo de Smith (desde ahora llamado exactamente

resolublel, descripto en la seccion anterior que tiene la ventaja de poseer solu

cion anaiitica expresada en funciones elementales. lo cual simpiii‘icael proceso

computacional y permite resultados numéricos con menor error.

En el regimen de alta relajación. el retrato de fases para ios modelos es

tudiados presenta dos zonas bien diferenciadas en el espacio de los parame

tros.

a) Zona de sincronización : régimen periódico o cuasiperiodico

b) Zona de comportamiento caótico : aparecen rutas de Feigenbaum al

C2108.
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En la figura siguiente se muestra el retrato de fase para el oscilador ex

actamente resoluble en espacio de los parámetros y es muy similar para los

tres modelos estudiados.

Los números muestran las periodicidades en la zona de sincronización.

mientras que la zona marcada por CHsignifica situacion caótica.

Cuando se disminuye la disipacion las regiones de duplicacion se cierran

sobre si mismas y quedan contenidas en una region de periodo 2.

Posteriores reducciones del valor del parámetro a. producen la desaparicion

sucesiva de la regiones de periodo 2n con n>1 en valores de an. Cuando a es

mas pequeno, no existen regiones de comportamiento caotico.

.VE

-2

CD (D

r] ®
C3)

' 1.

0 Ï i É Ï i Ï á I LI Té
I
I

on lll. 1/3 1/2 2}3 3/1. t/lTE/To
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Disminuir la disipación para cada uno de los modelos estudiados signifi

ca:

Van der Pol disminuir p.

Bruselas aumentar a

Exactamente resoluble disminuir a

3.3 Desaparición de las soluciones caóticas con la velocidad de

relajación

En la sección previa mostramos las caracteristicas del osCilador exacta

mente resoluble. En esta sección y utilizando dichas propiedades se trata parte

del trabajo original realizado

Es interesante observar que muchos sistemas teóricos o experimentales

(Bocko 'y'otros. 1984. Oppo y Politi. 1984. Teitsworth y Westervelt, 1986.

Wegener y Klingshern, 1987 , Knobloch y Weiss. 1981) presentan lenguas de

resonancia que se originan en cada valor racional para la relación de frecuen

cias entre la fuerza externa y la frecuencia propia del oscilador.

Esquemáticamente los resultados preliminares que nos llevaron a inves

tigar los mecanismos de la formación de burbujas caóticas y su posterior desa

parición se muestran en la siguiente figura.



TE

Retrato de fases cualitativo donde se visualiza ie.generación de burbuius camisas.

Enel esquema anterior se observa para un valor de la

como se cierran sobre sí mismas las lenguas de períodicidades. Aumemandc;

levemente la disipacion y la resolución del barrido se iogra que la Lturbuja de

periodicidad 16 muestre periodicidades maycres hasta llegar a la situación c:

ótica.

Para asegurar que los parámetros del sistema fueran coherentes con es

-= COHEun»tos cambios. la variación de! parámetro a fue realizada en la line" 4° V..

tante. Siendo VCdefinido come:

Vc=/\, “a ’CÜO

y para los valores de a = 0.79605. b = 15.7079 y mo = 1.57079 resulta enton

ces VC= 0560637793. No debe perderse de vista que solo ensre caos cuando

VE > VC l. Piro. 1984).



Es interesante destacar Ia desaparición sucesiva de las burbujas comen

zando por las interiores, primero desaparece el caos, luego la región de perio

dicidad 256, iuego la de 128 y asi sucesivamente a medida que disminuye ei

valor de la disipación

Esquemade la desaparición del sans al variar la disipación. Las rangos
de este para metro son: desde 0.70603 {U {121513379559{4)

(TJn la siguienie figura se muestran dos ejemplos de las saiidas numéricas

obtenidas para a= 0.79602 para a= 0.79601
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64 54
64 64 64 64

r"!
Salida.para a: 079602, VEí eje verzical) variando entre (¡72440
y 0.722163 en pasos de 1.536 XIÍL1‘437TE(.eje horizontal 3mire

2,311672y 2.5616 en pasos de 3 41.31134.

64 64: 64 64 64 ná 64 64 64 64 64 54 ¿é ¿si
64 64 54 '34 64 64 64 64 64 64 64 64 54 54 154

6 64 64 64 64 ¿3-1 ¿4 ¿á64 ¿4 ¿»á 64 64 4 6-4 54,
54 64 64

64 64 64
54 54 54
54 64 ss;

2a,. 54 64
z: 64 64

_j 6.4 64

.. se; se;

x tu; 64 54
‘ M 64 64 Si

Desaparición de ía burbuja caótica para los mismos valores de
los parámetros con a =030601. La.zona sombreada indica la
periodicidad de 128rodeada. por la de 64. En el eje vertical se
indica la variación de VEy en el horizontal la.de TEA

La burbuja caótica es la zona indicada por ceros, rodeadas por periodici

dades cada Vez menores como lo 'muestran las zonas sombreadas. Estas se van
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cerrando y a medida que disminuye la disipación desaparece la burbuja caoti

ca como se puede observar en las figuras anteriores quedando una zona

cerrada de periodicidad 128.

Los calculos fueron realizados considerando un error en las comparacio

nes de las periodicidades de10'7. Estos son solo ejemplos tipicos ya que se han

eStudiado muchas situaciones y en todas el comportamiento fue similar.

Hemos comprobado que la burbuja se mantiene estab'e incluso aumen

tando o disminuyendo el error en las comparaciones, no hemos realizado calcu

los con error menor a 10") pues ya influye el error de precision de {a maquina.

3.3.1 Aproximación unidimensionai del mapa estroboscopico

La idea de la aproximación unidimensional se basa en suponer que el

sistema luego de la aplicacion de un pulso vuelve al ciclo lintzte 3::-un tiempo

mucho menor que la separación entre pulsos.

Para un oscilador cualquiera, se puede establecer una recu rencia unidi

mensional que tendra que tendra la fase de oscilación antes de cada pulso co

mo variable y corno parámetros la amplitud y el periodo de ¿afuerza externa.

43m1 = MJ“: Va, Tail (3.3.1.1.2

(bn es la fase antes de la aplicación de la fuerza externa. VEy TEla amplitud 37

el periodo de la fuerza externa. Comoentre pulso y pulso el sistema es regido

por la ecuación autOnoma. se puede separar la dependenci 'emporai de la de

la amplitud.



En el caso del oscilador exactamente resoluble el efecto del pulso, puede

ser considerado como un apartamiento violento del sistema de su ciclo limite.

Dado que la evolucion posterior es rapidamente convergente hacia el ciclo limi

te, ei único el‘ecto dei pulso es la modificacion de la fase. Como la fase no de

pende mas que de las condiciones iniciales es posible calcular el efecto del pul

so en l‘orma exacta si uno conoce la fase como funcion de las condiciones inicia

les y la evoluciOn a lo largo del ciclo limite.

La ventaja de este modelo artificial es que se pueden estudiar las pro

»‘cdesgenerales (que no dependen del tipo de fuerza,l con un grado de compie-.t-__ ,

plejidad que para cualquier siStema requeríria integración numerica. con el co

respondiente aumento- en Lacapacidad de calculo."l

La variación de la fase durante un periodo de la excitación eïterna pue

de escribirse corno ¿Ga = EGfiÏE.Entonces ia ecuacion 3.1.1. resulta:

(Ó'.-n,VE)‘ÜJOTE©0,¡ ¿P

La funcion F H?» ‘le se denomina cart-"¿Icui/¡Jam de ¡naviera-"aaa de

ÍÏIFÉ‘I'PTC)y contiene toda la información dinamica relevante del sistema en

alta relajación.

La iteracion de este mapa permite obtener el retrato de fases. Comoun

cambio en la frecuencia de la fuerza externa no afectan la forma del mapa de

las fases, las propiedades topolOgicasde este se reflejarán sobre las caracteris

ticas globales de la dinamica del sistema modelado.

Sin embargo. la PTC que resulta muy util en el régimen de alta relaja

cion no es Válida al disminuir la disipación. La causa es que ya no puede ase
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gurarse que el sistema se encuentre a una distancia despreciable de! ciclo limi

te al recibir el nuevo impulso. Sin embargo. el hecho que ei retrato de fases

persiste al utilizar fuerzas de tipo senoidai parece apoyar la hipotesis de la

existencia de alguna Otra aproximacion unidimensionai dei mapa estroboscopi

co (Figliola y otros. 1989).

Para comprobar esta conjetura, se efectuc- un muestreo estrcboscapico

del atractor del oscilador exactamente resoiuble para los vai-ares donde no es

vaiida la PTC. Si existiera otro mapa unidimensional el muestreo deberia en

contrarse sobre una variedad unidimensional.

tar que ¡os puntos dei muestreo se encuentran sobre una curva. {oque corro-

bora la hipótesis de trabajo.

0 (DZII

<1)es la fase antes de la deita. CD"la fase posterior. La curva
llena es la PTCpara el oscilador exactamente resolubie.
Los puntos son las iteraciones del mapa exacto para VE=Ü722155.
a. =0.79502, b = 15 7079 y coo =1.57079.



Hemos asimismo calculado el mapa del primer retorno de la burbum

caótica y no muestra apartamiento del mapa unidimensional como se observa

en la figura.

n+1 f’

n 1 ¡j \
. G ¡\

l i

- y Il

II'IIIvA

Mapadel primer retorno de la burbuia marica

3.3.2 Caracterización de la burbuia caótica

Comoya discutimos anL'riormeme es necesario buscar indicadores que

carnetericen el caos del siSLemaa analizar. En e! caso de la burbuja caoiica he

mos calculado las dimensiones que denominamos caracteristicas iii aaa], de in

formación y de correlación] cuyos algoritmos y limitaciones fueron analizados

en el capitulo 2. El método utilizado fue el de Albano y otros (1988 l. Para el
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calculo se tomó N -- 10000 y m ==1000donde N es el número de datos y m el

numero de vectores de referencia para realizar las comparaciones.

Elsiguiente esquema cualitativo resultara util para Visualizar la manera

corno se analizaron los datos que se discutirán a continuación. Los valores del

centro (en el espacio de los parámetros). y de los extremos de la burbuia tipica

analizada son: CE/JII'OVE = 07233918 y TE = 2.60384, aan-2'55 derecho e iz

quierdo para el periodo de la fuerza externa (TE= 2.60672 y 2.6016,l y supe
frior e inferior para la intensidad de la fuerza (VE= 0.724467 0.7221t

VE

cup

CSflÍI‘Ü

inf

izq centro der TB

Esquema cualitativo para indicar los limites de la variación de los
parametros de la burbuja caótica. Centro indica las coordenadas del
centro de la misma. Izq. y der los bordes izquierdo y derecho para la
variación deTE Sup e inf. los bordes superior e inferior de la varia
ción de VE

En el siguiente gráfico se muestra la variación de las dimensiones con la

disipación para el borde de la burbuja. Es de notar que las dimensiones carac

teristicas definen aceptablemente la frontera regular-caótica y que. además

esa definición resulta toralmente clara independientemente de la dimensión

que se mire.



15 _ caóticogi.e¿\Il'll"I
q - u :1 G Ü Ü EJ Ü D C.
g 1.3- o o 0 0 o ° 0 o
w .

5 1.2“
a 11.. ,Pcular ‘ vermr y. "'1,_ - ""o .-. ¿picov / L_J

1.0- I I

l l '—¿ I

Variación de las.dimensiones caracteristicas con ía disipaciun 3.-),
El circulo representa la.dimensión de correlación. ei cuadr..<io
blanco la de informacion j: ei cuadrada negro ¿a dimensífzn ¿fact-.11.
La barra indica 8181‘1’01'¿el caicuiu en todas. ias.dimensienes.

En las siguientes figuras se muesua la variación de ias.dimensmnes a ia

largo de la burbuja. manteniendo el valor de la disipacion consmnie en An)=

0.79602. En ia figura a se varia la amplitud del pulso VEj: el periodo de ¿a

fuerza externa T" en la figura b.

En el centro de la burbuja {VE= 0.723391857'1'3 = 2.50584. e indicado

con una flecha) el valor de la dimensión es levemente mat-¡Grdisminuyendo

hacia los bordes, como es de esperar. Estos valores se señalan con una flecha.
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1.5: (a)

OU

OD

lmensiones

u)

.l. EHII ot:
.I‘JI

ou. ocn
or:

onI
l 2d ,_——‘_

'c 1 Í I srrcr ‘ímco
1.1 4 ‘s "

1.0 r r .

0.723 .72? VE Ü725;

L4- g a (b)
m 4 E I . I É _ I
o 1 ,J _ EJ l g o ‘- ¡y va .J ° g o

1 fi
c: 12 - Ï '° G
E ' ‘

¡a 1.1 . I error 5%;er Ïl

T

’ l ‘ I ' l l l ' I

2.602 2.603 2.504 2.605- 2576 2.507

TE

Dimensiones cractensticas de la burbuja caótica para a =Ü79502.(a; en
función de la intensidad de la.fuerza externa V53:(b) en función del
periodo de la fuerza externa. TE El circulo represenm ia dimensmn de
correlación, el cuadrado blanco la de informacion y e! cuadrado negra la.
dimensión fractal. La barra indica el error del cálculo en todas las dimeu
smnes.
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Para obtener una mayor resolución en los cálculos de las dimensiones

tendriamos que calcular momentos mayores que q = 2 (ver ecuacion 2.1.1). Re

cordemos que q = 0 corresponde a ¡a dimension fractal. q = l a la de informa

cion y q = 2 a la de correlacion. Sin embargo el tiempo de CPUnecesario para

llevarlos a cabo aumenta considerablemente dado que el tiempo requerido

crece como NQ.Comoejemplo basta decir que en una con reloj de MHZcu

o‘a punto para q = ._ requiere '14ns. de CPU'y'obviamente para todos los cálcu

- ara cada parámei o 3' cada dip...
O U) FI (tu LJ ,_. ’-.. l‘u a O (Í) C: :3

1.7 "l 0 (D (3. ,_. C C1. (D o <3 lr ’É Í: LA n
'—O :1 (B (n "xJ

rnension| este tiempo de CPL‘estan Juera. ; or ei momento. de nuestras posibi

üdades

Se calcularon asimismo los CCBÏÍCit‘Q-Zí‘?de Liceycnov ¡,Ll'll disziniss si

tuaciones. Hemos registran-o en {es figuras solamente el primer coeficiente po

moli‘vos de claridad “e la figura SigUiEElEmostramos ei coei‘icienae de Ljsapu. un. v4

nov para los valores que corresponden al centro de la burbuja.

0.027- y u. o.
l

0.017 

5;)cao«i
l

43.003 d
4

43.013 ‘
._ .

Lyapunov

¿ error tipica ‘l.._J
4.033 . r r

0.79585 0.72595 0.79605 A 0.79615

Variación del coeficiente de Lvapunov con la.disipación manteniendo
fijos los valores de TEy VEen la linea de Vc constante.



98

La linea punteada indica el cero del coeficiente de Lyapunov (que co

rresponde para una solución cuasiperiódica}. Los valores encontrados para a

mayores que 0.79601 resultan todos positivos indicando una situación caotica.

mientras que los valores de a menores resultan negativos lÏsoluciónperiódica).

Estos resultados están de acuerdo con los obtenidos en el retrato de fases (ma

pa de estabilidad) mostrado en la sección anterior. Conviene enfatizar la exce

lente resoíuciOn de la frontera regular - caótica dada por el calculo del coefi

ciente de Lyapunov.

En el caso de las figuras siguientes, también hemos calculado ios coefi

cientes de Lyapunov pero manteniendonos en un valor de la disipación que

nos garantizaba una burbuja caOticay variamos la intensidad de la fuerza VEt'

figura a! o'ei periodo de la fuerza externa TEÍ.figura b).

- (a)

4 
b 0.0.
O
G
g s
C
G ..h 0.03 I

y-I

l I error tipico i

I ' I ' fi
0.723 0.724 VE 0.725



0.034 1

1 g (b)
0.032 1 “¡l

i ‘i,

p 0 03 -í 1
É '5 "K n-n i
= 1 \ '
g. Ü023 \
gs ï. i' 3*
I—' g v

0'02“ 1 I I error tipicoJ' "-—-———-—r

ÜGZ" fi . I l . y l
2.602 2 603 1 6C“: 2.5! J Z 5'36 2.5:”?

TE

Variacion dei coeficiente de Lïapunirs' en ei centra de 1-3burbuia con
ao =0.79502.La.interpniación en ambos graficos es por motivos de clarí

dad: (a) corresponde :1ia 'v'ariacmn de 1.75mientras que ('11;correspnnc‘e e.
la variacion a T;

De 1aobservacion tie ias figuras encontramos que ei coeficiente de Ly'a

puncw (positivo en todos ios cases . como era de esperar 1resulta apreciable

mente mayor en ambos casos para los valores. d(TI u O 'n ’{J
TJ’l ¡.1 D¡.1 (I'I 53d ’I'I .0 i (D 1‘; "I v1 "1 (ll U1

I

pcnrien al centr. de ia burbuja.

Recapitttiando, de {oscalculos obtenidos encontrarnos cue ies valores de

las dimensiones para ia situación caótica en ias burbujas es algo inferior ("ire

decíor de 25% Z'que el valor obtenido para ei atractor de mod-aioexactamente

resoluble (cuya dimension fractai es de 2.03), mientras que no se manifiesun

diferencias sustanciales en los coeficientes de Lyapunov (para el oscilador

exactamente resoiubie es de 0.05 en un caso tipico caótico}.Dichode otra

nera, los ccei'icientes de Ly'apunov son sumamente utiles para determinar ei

carácter regular o caótico de una trayectoria. mientras que ias dimensiones ca
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racteristicas constituyen una sonda mas sensible al entorno considerado en ‘l

espacio de los parametros. La conjetura que surje de este resultado es que la

burbuja "guarda memoria" de las periodicidades que la originaron y su dimen

sionalidad bata en consecuencia. El analisis mas detallado de esta conietura

plantea un problema abierto que va mas alla de los objetivos de este trabajo y

es tema actual de investigación.

Hemos observado mecanismos de formacion de burbujas cuoticas en los

modelos anteriormente mencionados (Van der Pol y Bruselas! al variar el pa

rametro que regula la disipacion irelajacionl del sistema. con resultados muy

similares alos expuestos anteriormente» Un ejemplo ilustrativo del mecanismo

de formacion para el oscilador de Van der Pol se muestra en la siguiente figura

para un valor del parametro tt.

“le Van der Pol ¡“'1
2.6

Caos

2" 2A 2.96ï



Estos calculos conjuntamente con ias evidencias experimentales anterior

mente mencionadas nos permite corroborar la hipótesis de universalidad del

mecanismo de formacion de las burbujas y su posterior desaparición.
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Capitulo 4: Oscilador forzado con excitación variable

En este capitulo discutiremos qué le sucede al oscilador exactamente re

soluble forzado. que se analizo en el capítulo 3, cuando la amplitud de la delta

es variable. La aplicacion mas inmediata de este sistema es en el tejido cardia

co cuando los pulsos del marcapasos no mantienen una altura constante.

Conel objeto de analizar este comportamiento. se excitó el oscilador con

distintas secuencias que fueron elegidas de acuerdo a la secuencia de Fibona

cci. La elecciOn de eSta secuencia no es arbitraria. sino que esta es la mejor

aproximación al numero irracional 'Ï - l) / 2 Inumer i de oro). De manera val

que se observo y analizo el comportamiento para dos deltas. tres. cinco. ocho.

trece. veintiuna y cincuenta y cinco. También se excito al oscilador con una se

cuencia de incuenta y tres deltas dada por el desarrollo binario de los pm...

ros dieciseis digitos del número pi ( TLl.

En la seccion l se describe el método utilizado y se analizan los resulta

dos obtenidos. Mientras que en la sección 2 se comparan con los obtenido para

el oscilador común y se discuten los resultados.



4.1 Forzado con deltas de amplitud variable

Eloscilador parte de ciertas condiciones iniciales y evoluciona siguiendo

una trayectoria (en el espacio de fases tridimensional} la cual es solución del

sistema. Estudiar directamente la trayectoria resulta en general complejo pues

el espacio es tridimensional. No obstante. se puede simplificar el estudio efe-c

tuando un mapa de Poincare (estroboscopico). en intervalos de tiempo dados

por el periodo de la l'uerza externa.

Partiendo de una condicion arbitraria e iterando el mapa CSUL‘mOSC-Oplü;

hasta que decaiga el transitorio, se puede determinar la periodicidad de las SU

luciones en función de la amplitud y el periodo de la fuerza externa. Elgrafico

asi obtenido se denomina retrato de fase.

El retrato de fase (mapa de estabilidad) para el oscilador exactamente

resoluble excitado con una delta fue obtenido por Piro i 198-1)y Gonzalez

(1987) se muestra en la siguiente figura (ver capitulo 3).

M%®®e
fi I 1

1 i 2 E ' IÏ Te

on 1/4113 1/2 2/3 3/1. l/lTE/To
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El mismo procedimiento se llevó a cabo cuando el oscilador es excitado

por una secuencia de deltas de amplitud variable. Este analisis se llevo a cabo

con distintas secuencias. con el objeto de determinar si el comportamiento de

pende o no del tipo de excitaciOn.

Llamamos A la amplitud de una delta que mantendremos fija ipara nu

estro analisis A toma el valor de 1.317, que corresponde a una solución perio

dica en el caso del oscilador excitado con una delta). mientras B toma valores

variables. Ademas la secuencias de estas deltas la hemos pensado para que se

aproximen al nuinero de oro i'Ï - ll / 2). Para ello elegimos la secuencia dc

Fibonacci. que se detalla en el Apendice 3 .

Para el caso de dos deltas : la secuencia utilizada es ABAB...... Para tres

deltas, ABAABA....,etc.. Los mapas de estabilidad para cada secuencia de deltas

fueron realizados con barri-das que cubrian amplias variaciones de los parame

tros. Las corridas tipicas incluyen valores de TEvariando desde 0.5 hasta 14

mientras que la variación de VEfue desde 0.5 hasta 4 ambos en pasos de

2:10'3. Elerror de las comparaciones de los periodos como en todos los

calculos es de 10'7.

Para tener idea de la magnitud de los archivos. basta decir que para ca

da secuencia de deltas calculadas se barrieron 12:105 puntos v el tiempo de

CPUrequerido fue de 60 hs. en una PCcon reloj de 32 MHZ(equivalente en

capacidad de calculo a una VAX 11/780).



VE Periodicidade:

Ü 1
3 - E!

m
E
%

E
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Figura. 2: Mapa de estabilidad en el es .acío de los
arametms ia secuencia,¿e 3deltascuyasampiímdes

varian (ieacuario a ¿asecuencia de Fíbouacci, Las ¿ganados í:
se miden en terminos de! periodo de la secuencia de dei
Laszonas.1.2y 3se mostrarán ampliadasy en particuiar

esta esa; dentro de ía zona caótica

’L)

l"n.)

m rn (-4 (D E3 S.) .,J {.3 LA. FD fD ’l) H 3..) LT :‘2‘ .. f¿LJ {3. iJ.k (5‘ E m (1 O Q. e manera cuafiiaïíva es un ¡3333me

deiasotrassecuencias. muestran símílares.más:
este mapa se repiïe exactamente a lo largo de! eje TE.Esta caracterísúca {que

ios diagramas se repitan a si mismos en una cantidad ¿guzzia! periodo propio

dTo = 23/030 Í!se debe a que e! ecaimíemo del ciclo es muy rapida de manera

que Líene lugar en ¿mer-¡“alosmenores que un período pmpía o ¿e la fuerza

ezza na una vez en e}dci-QIimíte, el sistema no puede distinguir situaciones.

que ¿engan lugar en intervalos mucho menores que un period) propio a de ¿a

fuerza amen a.
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Las zonas sombreadas corresponden a ias periodicidades encontradas.

como se indica en la figura. mientras que las zonas no sombreadas correspon

den a periodo l. Posteriores ampliaciones de algunas zonas moSLraronque este

comportamiento es autosimiiar. caracteristica de ia fractalidad dei atractor. A

continuacion se muestran para ejemplificar algunas ampíiaciones obtenidas del

retrato de fases.

Las ampliaciones referidas son salidas de ios calcuios realizados cuando

se aplicó una secuencia ABA.Elcero indica caos mientras que las otras periodi

cidades se muestran en modulo LI'ESya que eSLees el periodo de ezciiacion de

que ias periodicidades estan en unidades de secuenczas ¿e ¿eii-.15}.Ss.asr que

en las siguientes figuras. la periodicidad seis. es en reaíida-zï periodicidad

dos, a doce le corresponde cuatro. a veinticuatro ocLo as: i "CESÉÉ'SZHEDLE.La

figura 3 representa una ampliacionen ia zonai señala-¿ia figura Z.
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Figura 3 : Ampliación para VE1'eje vertical) variando desde 1'7-!a en
pasos de 5 53:10‘5 TE ‘ eie horizonml) desde 28-3 e. 235 ez: Flat-¿USvie 72-11-11'-‘

OOODOÜC‘

Figura. 3a VE( eje vertical) variando desde 1.7754318} en pasos de
1.52110'3yTE (eje horizontal) desde 2.9128 a 2.9243 en pasos de l 2:110‘3
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La figura 3a corresponde a una ampliacion del rectángulo marcado en la
figura 2, es interesante observar la repetición de la estructura, Jo que es in
dicio de fractalidad iautosimiiaridad i.

Las figuras 4 y S son ampliaciones de las zonas 2 y 3 de la figura 2

respectiva mente.

.''.'.:2"

¿actuará)

0.:0crio'D.‘O,D'Cl'D.'D’nogal/0211101015

’Ij'.CI'D'D.Ü0'.DD'D'J

Figura 4 : VE( eje vertical)variando desde 1.3144a 1.348en pasas de 1.6“):10‘5 y
TE(eje horizontal) desde 2.4392 a 2.4534en pasos de 9.59x10'1
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¡monoch-.' QZW'WSZ‘“..

¿n13

-IAA
F' ’UI‘Z'.5 VL:="eje vertical; variando desde 1.303: .1

pasos de l 439x10‘5 37TE ( eje horizontal) desde 2.9344 a 2 94'88

l '15)? un4..- v..

en pasos de 1.439x10‘5

Saiidas como estas realizadas en gran cantidad pero. en bien de la sinte

sis no se muestran. Sin embargo han comprobado ampliamente las hipótesis de

autosimilaridad.

4.2 Resultados obtenidos

En la figura 6 se muestra para ejemplificar el atractor. obtenido de una

solución caoúca para una secuencia de 13 deitas. Los parámetros utiiizados

son: Va = 1.31," y Vgl = 1.4 con TE = 2.9



/\
l \

:-z f ¡”fix
f f 1.‘ 1

.Í t *
f ‘ 1'

:. a f j E,
r "¿Í I

(.19)

t

a

rá «1...3»: «1 n ..1 .z ‘a .u .5

Figura 5 . (a) Atractor correspondiente a una secuencia de '23.delas.
b) Mapa del primer retorno para ei ¡11151113¿tractor

Comparando con el osciiac‘or

Luacion caotica. {que no corresponden a ECSgarza-91mm '

.,. ..._._ I. | -.—"‘ . a. -. a al. :‘A: 1.-“ ‘.! -.-. . 'Sims ¿S ¡cgUu‘J‘! vemos que ¡10 1121}¿1153!BHLIJS :USIu!!L.«1.L: e}? “le. Lai authür

cas del atraczor. sin embargo el mapa del primer retorno mera“ su CZITECIEF

(2. e dos deltas. Esta caracterisaica se ha podido comprobar 2:22los.cams dei le

jido cardíaco del corazon del sapo discuudo en el camtuio 2. En circunstan

cia e! mapa obtenido también presenta perdida del car-¿caerunidimensíonal

(Savino y otros. 1989) hecho que se detail-ara en las conciusíones del trabajo.
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Figura 7 ¿tractor del (¡senador exactamente resoluble excn'zdt;con una
1 325 y T1;=2 31 conjuntamente con el ¡napa ¿el prime.Pdem de 31:1:m VE =

tem rno

Hemos calculado las dimensiones caractensticas de los atracmres. en la

sííuación caótica 3:el máximo exponente de Lyapunov con las técnicas analiza

das en el capnulo 2.



Los resultados se resumen en la tabla siguiente:

Cantidad de deltas Dimensión Lyapunov
Fractal

l 2.03 t .0005 0.45

2 2.02 1.0006 0.32

3 2.05 .+..0007 0.41

5 2.07 1.0004 0.43

8 2.07 t .0002 0.42

13 2.06 t .0003 0.48

21 2.06 2.0003 0.5

55 2.07 i .0002 0.49

P163) 2.07 t .0002 0.48

Comose puede observar los resultados son muy similares no demostran

do diferencias apreciables ni en la dimensión ni en el coeficiente de Lyapunov.

Hemos incluido un secuencia del número pi (obviamente irracional) para com

probar la independencia de la conducta del oscilador con respecto a los detalles

finos de la excitación. La descomposición de pi en números binarios con una

precisión de 16 digitos es equivalente a una secuencia de cincuenta y tres

fuerzas impulsivas.

A partir de resultados preliminares encontrados por Gonzálezy Piro

(1985) donde se analizaba la respuesta del oscilador exactamente resoluble

cuando se lo excitaba con una secuencia de deltas de signo alternado encontra



mos que la bidimensionalidad del mapa del prime" retorno también se mani

fiesta en este caso como se observa en la figura 8.
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Figura S:Mapa del primer rcLorno del oscilador excitado con una
secuencm de delms de Signo aiternado

De todo lo expuesto en este capitulo podem-osobservar caramerisaicas

cuaiiiativas dependientes e independientes de ia secuencia de deltas utilizada.

obtenidos con secuencias de deiras de amplitud variable. que llamaremos sim

plemente varias deltas.

El mapa del primer retorno para una deita es unidimensional mientras

que para varias deltas es bidimensional.

La dimensionalidad es similar en todos ios casos asxcomo los cceficientes

de Lyapunov. Conestos indicadores no se pueden distinguir la perdida '* "'lue;ug'

rácter unidimensional. Una posible alternativa seria. como discutimos en.e! cu
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pitulo 3. calcular los momentos superiores a q = 2 lo que como ya se dijo esta

fuera de nuestras posibilidades por el tiempo de CPUrequerido.

Los retratos de fase (mapas de estabilidad) son diferentes ya sea si 1ra

tamos con una delta (l‘ig.l)Icomo si analizamos varias deltas {liga} aunque am

bos presentan autosimilaridad y similares rutas al caos Ibil‘urcacionde perio

do. cuasiperiodicidad).

Comoconclusión general encontramos que este oscilador presenta una

conducta estable frente a cualquier tipo de excitación ímpulsiva evidenciando

solamente diferencias en el mapa del przrner retorno. Esra estabilidad no signi

fica que se mantenga ante otra excitación no impulsiva pues la respuesta es

diStinta.
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Conclusiones

Se observo la generación de burbujas caóticas en el oscilador excnado

con una delta y su posterior desaparicion cuando se disminuye e! parametro

que regula la disipación del siSIema.

Se confirmo que este comportamiento es universal para oscfladores de

i‘EÍajñCiCll.Siendo vaiida la aproximacion unidiinensionai. cuando sc-io excita

con una sola fuerza impulsiïa. Tambien se encontro que las dimenSiones carac

ieristicas constiiut’en una sonda mas delicada que e! primer coeficiente de

Se espectiia con ¿HiSPHCÍZIde una aparente "memoria" en las zonas de

caos en ias.burbujas proteniente de ¡a curvatura de ias ienguas periodicas que

las originan. En cunsecuencia surgen algunas preguntas reiacmnacïas. por eiem

pio:si ¿ie-pendela dimensionaiidad dei orcen de pericdici iades ei entor

no de la burbuja. si es función dei "espesor" de cada zona periodica que la ro

dea. etc. La comprobamón del efecto de la aparente histeresis Y las cuestiones

asociadas es un probiema aun abierto y escapa a los alcan‘es de este trabajo.

Se anaiiza el oscilador exactamente resolubie cuando la amplituo de la

fuerza impuisiva es variable. Elegimos la secuencia de Fibonacci porque es la

que meso-raproxima ai numero de oro ¡que es ei que esta mas lejos de algUn
1

I
Aracional}. ambien se lo excito con una secuencia definida por ei numero pi y

se obtuvo que su comportamiento en terminos generales es independiente de!

tipo de ezcitacion.

Se enc ntrarcn caracteristicas fractaies {autosimilaridadi independiente

dei tipo de secuencia utilizada.
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Se encontro apartamiento del comportamiento unidimensional del mapa

del primer retorno. que es e que se observa cuando la excitación es de magni

tud constante 'y'este aspecto no se refleja en ninguna de las dimensiones ca

racterasucas. quedando abierta la investigación si las dimensiones Dqpara

c; ï 2 clan algun indicio al respecto.

El :omportamiento pidimensional del . apa del primer retorno se obser

va ya cuando la excitacion periódica corresponde a una secuencia AB de dell-as,

indicando con A 3:3 dos amplitudes disrintas de la fueza externa. tambien

cuando se mantiene la misma amplitu ‘ pero ios signos se alternan. Íeszo C"

rrespc-nderia a las señales nerviosas de los marcapasos que involucran meca

nismos de polarización denolarización l .

tie comprobo este efeczo experimentalmente con los datos del :ejido car

diaco-cïelvenaricuio dei puesto que. un sister-1aautonomo no oscilatorio
.‘,.. .—..' n- . . I ' - - . ‘ . ....".. , ' "-- .. -' ..
(LCÜILÏ:1 '-:=:Í'111'.C¿10SEFÍUDGIUC.‘ C LT! smc-ma Oatilaloi'lü l. .EflLi'lCulí) ln 3.11“v l

pueden ser inc-dejados por ei oscilador exactamente resoluble.

'1-os analizadosmuestran que aparecen zonasde sincron1-acíonlen

gancn: de fase; tranSiczon2 caos por duplicación de periodo descriptos por

ese siszema3:el map-ade contra maximoI.ll-‘l vs Mi . que es quiva

lente al mapa del primer retorno en los sistemas experimentales. mostro un

comportamiento tambien bidimensional avalando de esta manera las conclusio

nes cuaiitatívas Sïül‘uldüsdel oscilador exacta ¿ente resolubler
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Apéndice l

La topología diferencial generaliza las nociones familiares del calculo

vectorial en espacios mas abstractos con el objeto de separar la esencia de las

estructuras investigadas a partir de las coordenadas utilizadas para describir

las. Se necesita para describir la evolución de los sistemas dinámicos de mane

ra mas natural. A continuación dare mos definiciones mas rigurosas y enuncia

dos de teoremas que se utilizaron en el desarrollo de esta tesis.

A.l- Definiciones :

Dadoun ordenamiento que permita determinar la magnitud relativa de

dos elementos de un conjunto, se define supra/not sui:-l como el elemento

maximo del mismo. mientras que el elemento minimo se llama ¡kz/iwal ini" .I.

Si los elementos de un conjunto se pueden designar por enteros. el

conjunto es nuzzzerzbe.

¡marsecdonz X n Y es { x I x e X, y x e Y}

una”; XuYes{xlxeX.óxeY}

Panic/ón de un conjunto es una colección de subconjuntos no nulos 3’

disjuntos de un conjunto cuya unión es el conjunto.

¡nrerseccfin de dos particiones A V B.es el conjunto de todas las inter

secciones de los elementos de una partición.

C‘ozzzp/ezzzemadeun conjunto X C Y , es el conjunto de todos los puntos

en Y contenidos en X.

Prom/ao d/recto de dos conjuntos Xe Y se define como:
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XxY={(x.y)lxe X;er}

Dados dos conjuntos Xe Y, se define entre ellos una vans/brmaa'o'n f : X —uY

que asocia cada elemento de :t que pertenece a Xcon un único elemento

determinado y que pertenece a Y.

Una transformacion f: X —-Y es linea] si f (ct x +B y) - et [(1) +8 fly). 'v' x. y e X

y o: y Bconstantes.

Si para cada y e HX)existe un único Xtal que y = HI). entonces se dice

que es una transformación una a una ó ¡Jura/Ha

Si f es inyectiva entonces tiene una transformación Inversa f '1 definida

obviamente como: si ftxi = y entonces f 'liï) = x.

Si e! rango de f es todo el espacio entonces es una transformacion so

0m ó sumen/tae, y se escribe HX) =Y.

Si f es inyectiva y sobre entonces es búfer/m.

¿97736/27mar/'60 es un conjunto para el cual esta definida una medida de

distancia entre los puntos y se puede definir el entorno de los puntos.

La función distancia (métrica) d‘ no necesariamente debe estar relaciona

da con la distancia eucltdea. debe satisfacer que:

d (xy) 2 0
d(x.y)-0 siixey
d (xy) = d (yx)
d (1.2) s d (x.y)+ d (yz)

Una transformacion f : X—.¡Y entre dos espacios métricos es com/2202 en

I aX si para un entorno N de fix) contenido en Y. (N c Y ) existe un entorno M

C x de X .

Un 1Lr0/zzorf13'm0es una transformación biyectiva.
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Un úoazeomor/szo es una transformación biyectiva y bicontinua (f y

l'l son continuas): cada elemento de Xestá asociado a un elemento de Yy no

hay saltos en la asociacion

Se llama var/"edad m - dimensional a una superficie m - dimensional en

Rn definida por n-m relaciones entre las coordenadas.

Mamas/012ropa/agita de una variedad es la que corresponde al espacio

real y se denota por dim (Mi.

Un subconjunto tiene med/da cerosi posee un cubrimiento nu merable de

esferas de volúmen arbitrariamente pequeno.

A es un armar/r si existe un abierto tal que en un entorno u de A

5:1)—.i. cuando t- 0°

[Je/mafia operaabna/

Existe un conjunto en el que los puntos fix se acumulan para tgrandes.

a) Puma ¡7/27atraer/tro

Sea P un punto fijo en el sistema dinamico ¿t ¿3 = 1:.V t

La derivada Dp fi = f1 en el punto fijo es una matriz de m x m o un operador

en el espacio de Hilbert. Si su espectro esta en un disco (¡zizi < a} con a<1

entonces P es un punto fijo atractivo.

Cuando la evolución temporal eStá definida por ecuaciones defini

das en Rm.la condicion de atracción es que los autovaiores de DDfm tengan to

dos parte real negativa.

b i 017312.75per/27'altas {dt/05 ¡jm/tes;

Si existe un punto A y un T>0 tal que [TA = A pero l“tA r-‘ A para
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0< t -:T, entonces A es un punto periódico de período T y R ={ft A:0 S t< T}

es la órbita cerrada correspondiente.

La derivada DAfTtiene autovaior l correspondiente a la dirección tan

gente a T en A.

ci .4Iraczor was/perfid/co

Una Órbita periódica es un sistema continuo en un circuito y el

movimiento puede ser escrito como:

(pm = 4mm tur (maní;

donde tu: 2n/t

Si se consideran los osciladores de frecuencias (12;. .an (sin

que haya una relación racionalentre los el movimientode los oscilado

res puede ser descripto por:

Ógít) = ÓÁO)+ mit (rriodün) 1:1, ..k

y su movimiento da lugar a k circulos (k >l) lo que corresponde a un toro k-di

mensional Tk. Si Tk está contenido en Rmm 2 k. entonces Tï es un atractor

cuasiperiódico.

A.2 - Sistema de Lorenz
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Este sistema asi conocido es uno de los primeros conjuntos encontrados

de ecuaciones diferenciales que presenta sensibilidad alas condiciones inicia

les ( Lorenz. 1963). y puede escribirse como:

i=oW-x)
V='XZ*PX'Y
Z=Xy-Bz

con o, B, p como parametros. En el espacio de fases l ver capitulo l ; se observa

que la evolucion temporal del sistema se efectúa en un subconjunto bien defi

nido del espacio tridimensional i atractori. con un comportamiento aleatorio

que proviene de la manera particular en que el sistema cont-‘ergesobre el

atractor.

En la figura mencionada se muesrra esra evolucion en el plano y-z con

o = 10, [3= 8/3 y p = 28 como valores de los parametros

A.3 - Medidas de Probabilidad Invariantes

La medida de probabilidad p sobre A describe cuan frecuentemente

varias partes de A son visitadas por la órbita xlt) que describe el sistema.

Operacionalmente p se define como el promedio temporal de la delta de

Dirac en los puntos xlti
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l T

{3- lim 1-. Idt Ex (t)
Ü

T-‘CD

Si Cbes una función continua entonces se define

dt tb tati)
baba

. t 1,.» l

sie); J;(dx)<bixi= ¿“e -T
lF

Esta medida ¿3es invariante en una evolucion temporal isiswma dinami

co). Para todo CDse tiene

:8th o r1) = pr.ch

Una propiedad de ¿3es que no es posible descomponerla. es decir que es

ergódica.

Las medidas invariantes ILergódicas) estan definidas por promedios tem

perales.

AA - Medidas S R B

Los conjuntos atractivos. son uniones de variedades inestables. Transver

salmente a ellas. a menudo se encuentra una estructura discontinua que co

rresponde a un plegado complicado de la variedad inestable sobre si mismas.

EStoevidentemente sugiere que las medidas invariantes pueden dar una de

terminación grosera de las densidades en las direcciones que son transversales

a dichos pliegues.



126

Por otra parte, debido al estirameinto en la dirección inestable la medida

es suavizada en esa dirección.

Se llamara medida SRB (por Sinai. Ruelle y Bowcenia las medidas que

son suaves en las direcciones inestables.

La existencia de medidas SRB tiene consecuencias muy importantes ya

que la mayoria de las relaciones entre entropía. dimensiones '_v'exponentes ca

racterísticos se realizan a traves de ellas.

A veces no existen medidas SRB. pero es poco claro cuan frecuentemente

esro sucede. Por otra parte no se conocen ejemplos de siSIemas fisicamente re

levantes sin medidas SRB.

lntuitivamente. dei‘iniremos las medidas SRB como medidas con den

sidades suaves en la dirección de estiramiento o inestables del sistema dina

mico definido por la transformación f.

Vamos a ' aclarar algunos conceptos:

l. En la Teoría Ergodica de sistemas dinámicos diferenciales no

hay distinciOnesencial entre sistemas de tiempo discreto y los de tiempo con

tinuo. Es decir. que cualesquiera que sean los sistemas (continuos o discretos!

que se traten, los exponentes característicos. las dimensiones, las variedades

estables e inestables y la entropia permanecen invariantes.

2. Si f es un difeomorfismo (es decir un mapa diferenciable con

inversa diferenciable) entonces nuestro sistema dinamico está definido para

tiempos positivos y negativos. Si f además es dos veces diferenciable entonces

la inversa también lo es. Para lo que nos interesa es suficiente suponer que f

es dos veces diferenciable y es un dzfeomarlemzo o al menos que f y Df sean
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inyectivas (lo que significa que si fx = fy lo que implica x = y y Dgfu = Dgfv en

tonces u = v).

En los sistemas fisicos. se puede de mostrar, en un gran número de casos

que los promedios ergódicos

tienden ala medida SRBcuando naco.
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Apéndice 2

Teoría de Floquet y estabilidad de las órbitas periódicas.

Consideremos una pequeña perturbación de una solución periódica en

un sistema de ecuaciones dado por:

dx r- ‘.—=F íX Lt:
dt La Ü - (AJ)

donde Fu.E (F¡. F2) es periódica. x E (x. y) y y. es el parámetro de control del sis

tema

Si :(tll -—,mi - fixíQt).Reemplazando en (A1) tenemos

¿gb? - Fp.(x(t)v 53(1).t)- m (x (0+ 1 (a z)

para 5x -> O

d(53) s— =At bx ' - '

con

A(t)= [x(t),6x0); =Él-er. (x + 3x) - Fu.(10}Yi.

como Fu.es periódica Mt) = A( 1+ T)
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Si consideramos dos soluciones linealmente independiente 5h y"833, en

tonces cualquier solución general (A2), Gxtendrá dada por una combinacion li

neal de fix] y 532.

Por otra parte Mes una matriz independiente del tiempo que transforma

Exit) en Sxit + T).

Gx (tlt + T) = MEX (t)

Sustituyendo en (A2)

díóx(t+
dt =M

tiró}: t 7 . - 1
L (Law) MLóxfi); ¡A3.

dt ' ‘ '

tal que si Exit) es solución de A2 entonces 81 it +Ti tambien lo es.

Si (Í) = [6x ¡.ExzI es una matriz cuyas columnas son las correspondientes a las

soluciones linealmente independientes de (A2). La matriz se llama matriz fun

damental de la solución.

A partir de (A3) resulta que también (Di t+T)es tambien matriz

fundamental de la solución.

Consideremos (Í) (t). esta matriz con valores iniciales iguales a la matriz

unidad

d) (0) =I y por lo tanto CMT) = M.

(Í) (T) se llama la matriz de monodromia y se tiene :

‘1’(t+T)= (bl t) ¿Ill T) ;

(Di nT) = (Dnl T) (AA)

Los autovalores A de la matriz de monodromia son llamados multiplicadores

de Floquet que satisfacen las ecuación de autovalores

(INT)? =A(T)‘Ï’



con ‘f' un autovector de CMt) .

De (AA) se tiene

¡t (nT) Y - (Dr.nT) Y - dani Tl‘i' -?tn( Tl‘i’

tal que 7L(nT) = NW T).

Si definimos el parámetro de Floquet o como:

o = €+ in

relacionado con el multiplicador de Floquet por :

A (TI = eUT

y por lo tanto:

(INT) ‘i’ = eOT‘i’

Es importante destacar que la parte real de los exit-(mentes de Fíoqttet se

conoce como el exponente de Lyapunov.

Si c es un exponente de Floquet que pertenece 3.3.1"?entonces también

o flZttik/T) con k entero, es un exponente de Floquet a quien ie corresponde el

mismo autovalor MT).

Conel conocimiento de los multiplicadores de Floquet y de los exponen

tes podemos caracterizar la estabilidad de la órbitas periódicas de nuestro sis

tema dinamico forzado.

Si Ett) es una perturbación de la orbita periódica :(tl entonces si la órbi

ta es estable Ex decrecera con el tiempo. Mientras que si la órbita es inestable

aumentará.

8! -> 0 cuando t —>0° solo si:

¡mn =etT <1

para todos los multiplicadores de Floquet del espectro ‘ÏJlTl y por lo tanto:

¿=Rel7tml<o
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Esto implica que en un sistema dinámico bidimensional una órbita es es

table si los dos multiplicadores de Floquet correspondientes a direcciones per

pendiculares de la trayectoria tienen módulo menores que uno |Í‘y'acendentro

del circulo unidad en el plano complejo de los multiplicadores de FloqueU.

Por otra parte. la orbita es inestable si al menos uno de los multiplicado

res tiene modulo menor que uno ( fuera del circulo unidad).

El proceso de desestabilización de una órbita se produce en el cruce del

Circulo unidad. La manera en que el multiplicador de Floquet cruza el Circulo

unidad indica el tipo de bifurcacion involucrada en el proceso de desesmbiliza

ción de la órbita.

Si el multiplicador de Floquet cruza el circulo unidad pasan-do por el va

lor -1 tenemos una bifurcación nodo - 517/21. Si pasa a traves del valor -l tene

mos biiurcacíc-n por (¡up/Jamon de pena/iz como se describió en el Capitulo 1.

Las implicancias de la estabilidad de los multiplicadores de Floquet. se

representan en la figura A en el plano complejo de los multiplicadores de Flo

quet.



132

Inestable

Estable

__*
Re l

l

Figura A. Plano complejode los multiplicadores de
Floquet. Las órbitas periódicas que tienen todos los
multiplicadores de Floquet dentro del circulo unidad
son estables. Si al menos un multiplicador de Floquet
esta afuera del circulo unidad la órbita es inestable.
Esta pierde estabilidad cuando el multiplicador cruza
el circulo unidad. En esta figura se muestra el cruce
en -l que corresponde a una bifurcación de periodo.

Es interesante verificar los exponentes de Floquet y los multiplicadores

para bifurcación por duplicación de período.

En el valor critico de la bifurcación u‘. el módulo del multiplicador de

Flóquet es igual a l.

1 muy (T)I=e’¿T

lo que significa que á = 0.

Por lo tanto:
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ku, (T) _ e iin _ emoT

con Thu - mo,

Si consideramos

0 < coo < Zn/T

El multiplicador de Floquet es univaluado. Si tenemos let) = e. ¡“0TVlt),

y la solución es en nT entonces:

e WM” Vit+nT) =e MOTvu)

y como Vit) = V(t+nT) por lo tanto;

e ¡“WT = l ; monT =-2am y mo = (m/n) (Zn/T)

En el caso de duplicación de periodo (m/n) = 1/2 entonces coo= IL/Ty

por lo tanto

Puri.(T) -e ¡“T - -1

Lo que nos indica que una bifurcación de duplicación está caracterizada

por el pasaje de un multiplicador de Floquet de valor -l.
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Apéndice 3

Información mutua

En este apéndice las definiciones se dan en términos de sistemas discre

tos por simplicidad, pero pueden generalizarse a variables continuas.

Consideramos sistemas S y Q que consisten en conjuntos discretos de po

sibles mensajes (5152......,sn) y (q1.qg.......qn)con las probabilidades asociadas

(Psl'sl‘l.......Ps(snï)Y(Pq(q1) .......Pq(qn)).

La entropía Hi8}es la cantidad promedio de información ganada en una

medición de S

Hi8) - - ipsum ln Pslsil

y HlQ) se define análogamente.

La información mutua de los sistemas S y Q se denotan como IlQS). Dada

una medición de S. “0.8) es el número de bits de q, en promedio, que puede

ser predicho

I(Q,S)= H(Q) + H(S) - HlS.Q)

donde Hi0] y HlS) son las entropias de los sistemas Qy S respectivamente.

HlQ.S)es la función entropía conjunta y es la cantidad promedio de informa

ción ganada cuando se miden los pares (5.0) donde la función distribución de la

probabilidad conjunta Psq(s¡.q¡) es la probabilidad que s - si y q = qj



n m

¡“5.0) =‘ z z psq(Si,qj) lnPsqlqu)
Í J

y como ¡{(5.0) = HlQ.S) entonces I(O.S) = IlS.QIl

Supongamos una variable u que es investigada y tiene un tiempo de

muestreo Ts. En el contexto descripto anteriormente de sistema S y sistema Q,

s es la medición de u en el tiempo t y q la medición en un tiempo posterior

t + Ts

Usando estas mediciones para definir los sistemas S y Q se puede calcu

lar la información mutua IILS,Q).Es decir que esta es función de Ts. Para este

problema, la información mutua sera el número de bits de uit 4 Tsl que pue

dan ser predichos. en promedio cuando ult) es conocido.

Lo deseable es elegir Ts tal que se pueda obtener la máxima cantidad de

nueva información en cada medición. Por lo tanto Ts debe ser tal que vita-:Ts)

sea lo más impredictible posible.

La máxima impredictibilidad ocurre en un minimo de predictibilidad.

esto es en un minimo de información mutua. Debido a 1adivergencia exponen

cial de las trayectorias caóticas. el primer minimo de I ( mas que algún minimo

posterior) . seria probablemente la elección más adecuada para el intervalo de

muestreo.
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Apéndice 4

Secuencias de Fibonacci

En 1202 Fibonacci (conocido como Leonardo de Pisa) formuló un proble

ma muy" simple.

Supongamos que se tiene una pareja de conejos. que cuando procrean ge

neran otro par de conejos. Este nuevo par dara origen a otro parDe manera tal

que al principio se tenia un par. luego dos pares y despues tres pares de cone

jos. La pregunta es cómo continuara esta secuencia suponiendo que cada nuevo

par. despues de una temporada dara origen a un nuevo par. Para simplificar el

problema se supone que los conejos no mueren.

Obviamente, el número de pares de conejos en la enésima temporada, se

ra igual al numero de pares de la temporada anterior l ya que no mueren) ma;

el número de conejos de dos temporadas anteriores puesto que todos aquellos

están en condiciones de producir un nuevo par.

La fórmula de la secuencia es:

Fn- Fn-l+Fn-2 (A3.!)

Si FI - l y 2 - l, se tiene la siguiente secuencia:

l. l. 2. 3. 5. 8‘ 13. 21. 34. 55.......

donde cada numero es la suma de sus dos predecesores.

Esta secuencia aparentemente trivial. tiene gran contacto con las mate

máticas y se usa en las mas diversas aplicaciones. Por ejemplo, la‘relación de

números sucesivos tiende al número de oro g - 1.618.... , y juega un rol muy

importante en caos deterministico ya que g se lo considera como el número

"mas irracional".
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Secuencias de Fibonacci

En 1202 Fibonacci (conocido como Leonardo de Pisa) formuló un proble

ma muy simple.

Supongamos que se tiene una pareja de conejos. que cuando procrean ge

neran otro par de conejos. Este nuevo par dara origen a otro parDe manera tal

que al principio se tenia un par. luego dos pares y despues tres pares de cone

jos. La pregunta es cómo continuara esta secuencia suponiendo que cada nuevo

par. despues de una temporada dará origen a un nuevo par. Para simplificar el

problema se supone que los conejos no mueren.

Obviamente, el número de pares de conejos en la enésima temporada. se

rá igual al número de pares de la temporada anterior t ya que no mueren) mas

el número de conejos de dos temporadas anteriores puesto que todos aquellos

están en condiciones de producir un nuevo par.

La fórmula de la secuencia es:

Fn - Fri-1+ Fri-2 (A3.!)

Si FI - l y F2 - 1. se tiene la siguiente secuencia:

l, 1,2,3. 5. 8, 13.21. 34. 55.......

donde cada número es la suma de sus dos predecesores.

Esta secuencia aparentemente trivial, tiene gran contacto con las mate

máticas y se usa en las más diversas aplicaciones. Por ejemplo. la relacion de

números sucesivos tiende al número de oro g - 1.618.... . y juega un rol muy

importante en caos deterministico ya que g se lo considera como el nu mero

"más irracional".
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La relación de nu mero de Fibonacci sucesivos. da un desarrollo en frac

ciones continuas involucrando exclusivamente al entero l, en el sentido que es

el irracional más " alejado " de los racionales.

Ejemplo:

l es el primero de lo números de Fibonacci

1+1/1 =2, es la relación entre los dos siguientes

l/(l+1/1)= 3/2 es el resultado de los otros dos y asi

sucesivamente este proceso de: 5/3, 8/5, 13/8 etc. convergiendo al número

de oro g de la ecuacion A.3.2.
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