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INTRODUCCION

El objeto del presente trabajo es estudiar ciertos aspec
tos de las ecuaciones de campo a las que da lugar una teorfa
de gauge arbitraria si se la acopla con un campo gravitacional,
MSs explfcitamente, si consideramos una variedad espacio-tiem-
Po con tensor métrico gij y una conexifn sobre un fibrado prin
cipal con forma de curvatura F, entonces dicho tensor y dicha

forma deben satisfacer las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills:

i 1 i3 5 _ ai FﬁJk _ % gl F¥hk Fﬁ )

hk

constituyendo el segundo grupo de ecuaciones las ecuaciones

de Yang-Mills propiamente dichas,

Es sabido que, al igual que en el caso de la teorfa de
Einstein-Maxwell, dichas ecuaciones se pueden obtener a par

tir de un principio variacional de la siguiente manera:

Si
-— aiis ﬁ
= v + 3
L g R+ Bg F Fiso
entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange EIJ(L) = 0,
i
Ea(L) =0,
donde
ij L d L 22 L
Bij  9x 8ij,h dx Ox Bij,hk



- 2 2,2
EEL) = p - o (5,
aa, axd 9a, .
1 1,]

siendo Az los potenciales de gauge a partir de los cuales
se construye la forma de curvatura, son las indicadas,

Es fidcil ver que las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills
tienen unu doble tipo de '"covariancia'": por un lado tienen
carfcter tensorial frente a un cambio de coordenadas, lo
cual asegura que el hecho de que se cumplan o no es indepen
diente del sistema elegido. Por otra parte, por un cambio de
gauge (que significa, como definimos mi&s adelante, un cambio
de seccifn en el fibrado principal) tienen una propiedad de
homogeneidad, apareciendo los coeficientes de la transforma
da adjunta como factores. Nuevamente, esto asegura que si las
ecuaciones se cumplen para un gauge, entonces se cumplen para
cualquiera.

Estas dos propiedades de covariancia son entonces obli-
gatorias por razones ffsicas naturales, Se puede verificar
tambifn que el Lagrangiano que da lugar a dichas ecuaciones
tiene similares propiedades de covariancia, Esto no parece,
en principio, obligatorio ya que el Lagrangiano no tiene, en
general, una interpretaciéfn fisica. De hecho, es ffcil conse-
guir un Lagrangiano que d€ las mismas ecuaciones y que nho sea
covariante suprimiendo la parte de las derivadas de la conexién

de Levi-Civita en L,



Estf claro que la aparente diversidad de Lagrangianos
posibles se reduce a un conjunto de clases de equivalencia,
siendo dos Lagrangianos equivalentes sf y s6lo sf dan lugar
a las mismas expresiones de Euler- Lagrange. AGn asf, en un
contexto de justificacifn de la teorfa (el otro contexto
serfa el de la experimentacifn) parecerfa haber demasiados
Lagrangianos posibles que den lugar a ecuaciones de campo
covariantes., En este trabajo mostraremos cfmo se reduce esa
cantidad de Lagrangianos de manera tal que las ecuaciones de
Einstein-Yang-Mills sean las Gnicas compatibles con ciertas
hip8tesis razonables. Como vamos a trabajar con objetos geo~-
métricos concomitantes del tensor métrico y la forma de cur-
vatura, definiremos con precisién en el Capftulo 2 lo que
significa dicha nocién de concomitancia en este caso. La prin
cipal dificultad estf en definir la nocifn de concomitante
covariante por cambios de gauge,

En el Capftulo 3 mostraremos que, si las ecuaciones de
campo tienen covariancia de gauge y se obtienen a partir de
una densidad escalar, entonces también se pueden obtener a
partir de una densidad escalar con covariancia de gauge, En
segundo lugar veremos que la hip8ftesis de que el Lagrangiano
sea una densidad escalar puede ser suprimida, en el sentido
de que, si hay covariancia de las ecuaciones de campo obteni
das a partir de una funcifn cualquiera, que depende de la mé
trica y la forma de curvatura, entonces dichas ecuaciones pue

den ser obtenidas a partir de una densidad escalar. Desde un



punto de vista matemdtico esto significa la solucifn por
la afirmativa del problema equivariante inverso en el Cél
culo de Variaciones correspondiente a las variables de cam
po utilizadas.

Estos dos resultados muestran que, cualesquiera sean
las ecuaciones de campo, mientras sean covariantes, siempre
hay una densidad escalar con covariancia de gauge que de lu
gar a ellas, limit4ndose asf notablemente un n@imero de ecua
ciones de campo l6gicamente posibles, Esto se hace en el
Capftulo 4,

Dada la hip6tesis de mfnimo acoplamiento del campo gra
vitacional con el campo de gauge, suponiendo principios va-
riacionales para las ecuaciones y que &stas provienen de un
tensor m€étrico y de una forma de curvatura, mostraremos des
pué€s (ver Capftulo 5) que las ecuaciones de Einstein-Yang-
Mills son las inicas posibles de conseguir en esas condicio
nes, Este resultado puede considerase como un anflogo natu-
ral del resultado de E, Cartan acerca de la unicidad de las
ecuaciones de Einstein en el vacfo. Esto muestra que, dentro
del contexto matemftico en el que se trabaja, la forma de di

chas ecuaciones es inevitablemente la usual,.



1. PRELIMINARES

1,1, Si G es un grupo de Lie de dimensifn r, a es un elemento
de Gy LG es el Slgebra de Lie de G,la representacién

adjunta Ad(a):LG + LG se define como:

Ad(a) = (Lo R )
a
donde La y Ra son las traslaciones a izquierda y a dere

cha respectivamente y e es el elemento neutro del grupo,.

~
Asociado a Ad(a) se tiene el endomorfismo de LG*:Ad(a),

dado por:
~ -1
Ad(a) (M) (X ) = n(Ad(a ") (X))

con X campo vectorial sobre G,

Si U es un entorno de cero en LG, tal que exp:U + V es
difeomorfismo, tomando z = ¢°exp_1:V + RT (¢ es la iden
tificacifén de LG con Rr), (z,V) resulta ser una carta
local en G alrededor de e,

Asociadas a la base {el,...,er} de LG se tienen las cons
tantes de estructura de grupo: Cg7 (1 <a,B,y < 1), que
se vinculan con la representacifn adjunta de la siguiente

manera:

Si Ad(a)(ea) = Adg(a)eﬁ, entonces:

B
dAd, 8

= C
827 e
e

Si {71,...,7r} es la base dual de {el,...,er}, queda de-

] QY . . . .
terminada ¥ , la l-forma invariante a izquierda generada

o
por Y .



En un entorno de e en G, se tiene que

7 - Rg dzP (1 € a,f < 1)
a(zaoL )
donde Qg = [————————ﬂ:i—]
azﬁ a

y se verifican las siguientes propiedades:

2% ae®
. B v a € o0
1) - ———— = [ Q
327 328 ed "B v

ii) Si I:G6 +» G estf dada por I(a) = a—l, entonces:

(14
a(AdE o 1) B

€

a

= Cﬁ@ (a-l)

0
R (a) Ad
327 a v

Si se considera a LG como el conjunto de campos inva-
riantes a izquierda definidos en G, a partir de X € LG
queda definida la 1-forma natural 0 a valores en G,

mediante la relacién

6 (X)(a) = X(e) para cada a € G,

Sean P y M variedades diferenciables de dimensifn m y n
respectivamente y sea G un grupo de Lie de dimensién r,
Si P(M,G) denota el fibrado principal sobre M con espa
eio total P, grupo estructural G y proyeccidn m:P + M,
a cada seccifn local 0:U C M > P (meo = idU), de dicho
fibrado, se le asigna una l-forma « , llamada forma de

conexidén, definida sobre U y a valores en LG que verifica



la siguiente condicién:

Si 0':U' C M+ P es otra seccibn local, con U N U'

entonces:

-1
1 (P) (X)) = AdC(H(R)) ™) (& () (X)) +

N ]
+ 0550 () (X)) Vpeunu

donde ¥:U N U' - G est3 dada por 0 '(p)

t g,

o(p) e« ¥(p),

e es la accibn de G sobre P, OUU' = Y* y 0 es la l-forma

natural,

Si 0:U C M+ P es una seccibn local del fibrado,

el par

(U,0) se dice un gauge o una eleccidbdn de gauge, Un campo

de gauge es una forma de conexién,

Si (x,V) es una carta local en My {el,...,er} es una

. a .
base de LG, las funciones Ai:U Nv-+R(l €£i<n,

l € a € )

definidas por W, = (A? dxl)ea son los potenciales de

gauge respecto de (U,0), (x,V) y {el,...,er}.

Dados los gauges (U,0) y (U',0') tales que existe p

con O0(p) = 0'(p), entonces:

B awﬁ

(Adﬁ°¢ YA, + (2 .w) “T en U N U'

A"
i

donde Y1 = Io¥, o sea que wbl(p) = ('1/(13))-1

a
5i ¥ = Tg(LG) = {T:LG* x...x LG* x LG x...x LG + R,

— — ~ -

o [

R-multilineales}

se define p:G =+ GL(V) como:

€U Nu’



) 8...8 Ad(a~l) 8 Ad(a) ©...8 Ad(a)

~ ’ ~ v
- —

o B

0 sea:

p(a) (MW, X, .., %) =

- (AW, R T W, adG) ()L ade) (%))

si € L6* (1 € j < a), X, € L6 (1 < i <§)

Un campo tensorial de gauge de tipo(W;r,s,w) es la asig
nacifn que a cada gauge (U,0) le hace corresponder un
campo tensorial relativo To de tipo (r,s) y peso W defi
nido en U y a valores en Y. Vale decir que si T es un tal
campo, para cada gauge (U,0), cada carta local (x,V) en M
tal que U NV # @ y cada base {el,...,er} de LG se tienen
las funciones

inoni

.1 TsunNnv s V¥ dadas por

Jpeedg

i, i iLeed_pyop v, v
7.} T - 1 T vl v“ e ©...0e ©O7 0...97 p

Jpeedy Jpeerdg Vyeedlp Ky Mo

que resultan ser densidades tensoriales de tipo (r,s)

y peso w.

Un campo tensorial de gauge de tipo (P;r,s,w) es un campo
tensorial de gauge de tipo (V3;r,s,w) tal que si (U,0) y

(U',0') son gauges, con U N U' # @,

Tgr = pow'l(Ta)



Vale decir que si T es un campo tensorial de gauge de

tipo (p;r,s,w) se tiene que:

RN S TTAN ' n n 6
1 r 1 « 1 -1 o -1 1
T'. . = (Ad_"e¥ 7),..(Ad_" ey ") (Ad, °*¥)
Jl...JSvl...vﬁ El Ea Ul
6 i, ..1i € €
.. (Advﬁ°w) T l 'r 01 0 »
ﬂ 1 ..J 1... ﬁ

donde se tuvo en cuenta que

Ad(a)r” = Adf{(a‘l)vﬁ

Dado el gauge (U,0) se define la forma de curvatura F,
como la 2-forma a valores en LC que localmente se expre

sa como

- o i j
Fo = (Fij dx~ 0 dx )ea
donde (x,V) es una carta local en M tal que U N V # §

a .
y las funciones Fij:U NV > R estfn definidas por

o a a a B v ..
= . - . .+ . . < < < o <
i3 AJ.’1 Al’J CM AL AJ (1 i,J n, 1 B, r)
a
o A,
(A. . indica la derivada ——i)
J,1 axl

La forma de curvatura resulta ser un campo tensorial de
gauge de tipo (Ad;0,2,0),
Si se tiene una mé€trica Lorentziana 853 definida en M,

. . o
la derivada covariante de gauge de Fii es:
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a o o k (ad k
. = F,. - . < F, T -
FlJ"h F1J,h FkJ ih Flk jh + FlJ Cﬁ7 A

p

Y
Ah

(s 44
F.. . + Fl. C
ij|h ij B

donde la barra vertical indica la derivada covariante
k

usual y los Fij son los sfmbolos de Christoffel de
] (o

primera especie, Fijﬂh son las componentes de un ten

sor de gauge de tipo (Ad;0,3,0).
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ESCALARES Y TENSORES INVARIANTES POR CAMBIOS DE GAUGE

Sea G un grupo de Lie de dimensifn r,

2,1, Definicién:

2
nxr n xr

L:R xR + R es un escalar invariante por cambios

de gauge si para todo abierto U de G tal que e € U y

exp es difeomorfismo se tiene que:

ly

a, -1..0 a . a - -1 Y B
Ladg ahwd + 2§ v b adferez T za v ] 4
a, -1 B a -1 Y a -
O O R N A A YEIC LA A O AN
= L(Hz; ng), para todo a € U, wg e RO°T y
B 25 o a
wij e R" *T, Donde z, I, Qﬁ(a) y Adﬁ(a) son los defini

dos en el capftulo anterior.

2.2, Definicibn:

2
«
Las (nZXr) funciones Li.:RnXIXRn *T 4 R son las componen

tes de un tensor de gauge si satisfacen las siguientes

condiciones:

-1
a) Para todo abierto U de G tal que e € U y exp y s

difeomorfismo



sz(Adg(a-l)Hﬁ + Qg(a)wﬁ; D7(AdZo1oz’l)(z(a))wZ Hi +

+ AdZ(a‘l)Hﬁk + Dv(QZ-z'l)(z(a))wz wi + QZ(a)wﬁk) =

a, -1, P 0 ,
= Adﬁ(a )Lij(H Hhk)’ cualquiera sea a € U,

2
‘VgeRnxryuﬂ-eRnxr

b) Para toda matriz inversible B: y para Bic arbitrario,

salvo por la simetrfa en b,c, se tiene que:

a h B h B h _k B
. +
LrS(Bi H Bij Hh B, Bj Hhk)
£ m .« B B
= M H
Br Bs LmQ(Hi’ ij)

2,3, A fin de ejemplificar el uso de las definiciones anterio

. L« a , B B
res, demostraremos que si Lij = Lij(Hh' Hhk) es un tensor
de gauge, entonces
=%t oW+ @ Wy
i) B i ij 6e i i7°

a o
donde b, son nGmeros reales y COE son las constantes de

p

o
estructura del grupo, En efecto, como Lij satisface la

definicién 2,2, a),
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B
90 (Ad,°1) ,y 0
a ﬁ° 6 g 0. (] v
Lij((AdO I)Hh + 20 wh’ __;:7___ " Hh +
+ (AdﬁoI)Ha + iig Wp wa + EB wa
6 hk © 77 Tk 'h 0 Yhk) =
B B8

a Y )
= (AdveI)Lij (Hh, hk) (2.3.1)

. 5
Derivando (2.3.1) respecto de HQm y notando

aLY
LQ.;hk = ij obtenemos:
ij B 21
hk
o 'Qm ﬁ 0 ﬁ 9 a(Adg°I) ¥ 0
Lij e ((AdooI)Hh + 20 wh' 7 wk Hh +
B .6 ang vy 0 B 8 e
+ (AdgeDH,, + a7 Vie ¥ + Bg Vi) (AdgeD) =
+2m B B

aﬂ ’y [
(Ad7 I)Lij 5 (Hh, Hhk)

Teniendo en cuenta que:

NGe) = 5y

6 -
(adfery (adl o1ty o ad
6 A
a :hk . .
demostramos que Li' A satisface 2.2, a), vale decir

que

@ thk a, Be -1,.7 ;hk
Lij A (Ad7 I)(Adh I )Lij P (2,3,2)

Del hecho de que L?j satisface 2,2, b), facilmente se

concluye que
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o :hk

t P t B t _u
Lij 4 (B_H ;B K + B B H_ )=
- 8t B2 (a7hyP (pmlyk (@ smv B By (2.3.3)
i 7] m v tf v r rs

Por lo tanto, (2.3.2) y (2.3.3) nos permiten asegurar

que L:j;:k es un tensor de gauge,
. a _ a a _
Si tomamos B x5b (M#0) vy By = 0, de (2.3.3),

obtenemos que, para cada «,Y fijos, es:

B

- B - Ld ;hk(Hﬁ. Hﬁ )
1] 7Y

rs ij v r’° rs

y haciendo tender A a cero:

a ;hk, B B a ;hk
L] .H = ..D
Lij v (Hr, rs) L1J y (0,0)
. . a :hk
Esto prueba que, para cada «,y fijos, Lij ¥y es un

tensor isotrfpico constante, Luego ([ 1]) existen nfme

a a
ros a b, tales que:

v’ Y
(@ ihkBogB oy g gh gk L @ gk gh (2.3.4)
i1j v r rs Y 1 ] Y 1 ]

Integrando (2.3.4) obtenemos:

a a B o B
L. ag H.. + bﬂ Hji + Mij(Hh) (2.3.5)

o .
Si ahora tenemos en cuenta que Lij satisface 2,2 b)

y (2.3.5), deducimos que:



h _k, « B
By Bj(ag Hyy + bg Hy + M, (H)) =
a p h a B _h B k
= B
ag Hyy By By + ag B Bl 4+ by W, BS B
+ 2w 8" 4 ¥ T WP (2.3.6)
B "h Tji i h 'r T

Derivando (2.3,6) respecto de B;c eg:

1 . B,.b cc c b a a
3 Ha(6i 5j + 8i 8j)(aﬁ + bp) =0

y, como los Ha son arbitrarios, obtenemos que:

o (s 4
aﬁ +bﬁ = 0 (2.3'7)

Reemplazando (2.,3.,7) en (2,3.,5) resulta

o o B B o B
L,. = by(H,. - H,.) + M, .(H 2.,3.8
ij ﬁ( ji 1J) 1J( h) (2.3.8)
a a
Como L,. y b (Hé. - Hé.) son concomitantes tensoria
1] B 5i i3] bl
a
les, (2,3.8) muestra que Mij es concomitante tenso-
rial, para cada @ fijo., Luego, si tomamos B; = A 5;
(N £ 0), Bgc = 0 y hacemos tender A a cero, se ve que

. a
existen n@meros dﬁ7 tales que:

a a, p i a B 7
Lij bﬁ(ﬂji - Hij) + d67 Hi Hj (2.3.9)

Si tenemos en cuenta que se verifica (2,3,l1) y usamos

o
aAdﬁ"I)

R

= Ca Qo(a) Adv(a—l), de (2,3.9) obtene
2z a vé v 8 -

que

mos:
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6
30
o« 0 € v v .B 0 g B v
be[Cve Qy(Adﬁ I)wi Hj + (AdﬁoI)Hji + ;:7 wi w@ +
0 €, U v B 6 B an Y ¢ﬂ
- Cye 97(Adﬁ.1)wj H, - (AdﬁoI)Hij - 5 wj i]+

o B 0 g 0 07 € Y ,€
+ dﬁ7[(Ade°I)Hi + 90 wi] . [(AdeoI)Hj + QE wj

o ] 0 .. B o g6 7
= I)(H.,., - H,. + ol H, H. 2.,3.10
3 . ) .
Si derivamos (2,3.,10) respecto de Hhk y luego tomamos h = i

y k = j, para n # 1, resulta:
o 0 B o
by (AdgeI) = by (AdgeT) (2.3.11)

Y si por otra parte derivamos sucesivamente (2,3.10) respec

€

o3 es:

b)
to de HQ y H

@ = ae ﬁo —1 ulc —1 €
d07 (Ade I)(Ada I )(Ad7 I )dﬁu (2,3,12)

Reemplazamos (2,3.11) y (2.3.12) en (2,3,10) y luego deriva

mos respecto de Hg y wz, para h # k. Obtenemos entonces:

& = p2 Pl (2.3.13)

Esta Gltima identidad, junto con (2.3.9))nos permite concluir

que:



[ 4 (4 4
L.. = by (H
ij ﬁ(

B

ji T Tij fe i

Observacidn:

Si P y M son variedades diferenciables de dimensifn m y n
respectivamente, G es un grupo de Lie de dimensifn r y
P(M,G) es el fibrado principal sobre M con espacio total
P, grupo estructural G y proyeccifn 7, el ejemplo anterior
demuestra el resultado que afirma que la forma de curvatu-
ra es tal que sus coeficientes son, esencialmente, los Gni
cos concomitantes de los potenciales de gauge y sus prime-
ras derivadas parciales ([2]), teniendo en cuenta que del
Teorema 2,1 del capftulo 2 de la referencia [3] y de su de
mostracifn se deduce que los potenciales de gauge son arbi
trarios y que lo mismo ocurre para las primeras derivadas
a

a
parciales, con lo cual, en particular, Ai =0y Ai j =
’

estin en el dominio de concomitancia.
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3. INVARIANCIA POR CAMBIOS DE GAUGE DE LAS EXPRESIONES DE

EULER-LAGRANGE EN LA TEQRIA DE CAMPO DE EINSTEIN-YANG-MILLS

3.1, Introducecié8n

En la teorfa de campo de Einstein-~Yang-Mills, el
Lagrangiano que, a travE8s de un principio variacional,

da lugar a las ecuaciones de campo es:

—_ o [ 4
= - « A, A, . 1.1
L /g R + Ll(gij, A Al’J) (3 )
donde:
Lo(e.. . 2% a% )y = /o, p*, pFPid
18557 %47 %4 5 B Paf “ij ’

Baﬁ son las componentes de una forma bilineal sim&tri
: ) 0 Y

ca Ad G-invariante (esto es: Baﬁ = Ada(a) Adﬁ(a) 870,

¥ a € G) sobre el dlgebra de Lie LG del grupo estruc

tural G, g = Idet(gij)l, (glJ) es la inversga de la

ois . . o
matriz (gi.), Fd = glh ng Fhk y R es el escalar de

J

curvatura,

Las expresiones de Euler-Lagrange correspondientes a

L son:
L ) L a2 L
Bij ox €ij,h Ix  dx Bij,hk
(3.1,2)
y
i 0 0 0
Ea(L) = ko - 2o (22 (3.1.3)
aA, axJ aa, .
1 1,)]
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Las ecuaciones EJ(L) = 0 y E;(L) = 0 son las ecua

ciones de campo de Einstein-Yang-Mills, o sea:

ij 1 ij _ aih _Bj 1 ij _ahk _B
R - 78 R ZBap(F Foy -7 8 F Fhk)
(3.1.4)
y
Bij
B . = 3.1.,5
af F I 0 ( )

(la doble barra vertical indica derivada covariante
de gauge),

Se observa que L, Eij(L) y Ei(L) son invariantes por
cambios de gauge, En la seccifn 3.3 probaremos que,
cuando la dimensifn de la variedad subyacente es par
y se trabaja con el Lagrangiano de la forma general
1%-= -/g R + L(gij; A:; A?’j), la hipftesis de inva-
riancia por cambios de gauge para Eij(z;) y Ei(%é)
implica la existencia de un Lagrangiano invariante
por gauges que da lugar a las mismas ecuaciones de
campo que3¢ . (Esto es una forma del problema equiva
riante inverso en el Cflculo de Variaciones ([4]).)

Tambi&n mostraremos que el resultado no es valido

si la dimensi8n de la variedad es impar,

3.2, Caracterizacibn de algunas densidades escalares

. . o o
3.2.1., Densidades escalares concomitantes de Ai X—Ai J.:
14

. 14 o . .
Si L = L(A;; Ai’j),(l <Sa<r;1<i,j<n), es

una densidad escalar, tomando el cambio de
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coordenadas x— = Ax? (A > 0) obtenemos

o o _ n d. o
LAA;; A Ai,j) = ANL(AL Ai,j) (3.2.1.,1)

Derivando (3.2.1.1) n-veces respecto de A y

luego tomando 1lfmite para A teniendo a cero

por la derecha, deducimos que:

k L300 % %
L = Z ad o 6 ¥ p v € Ai J- “oe i J-
h=0 X1 %P ha1Thel Pk 1071 h*Jh
(3.2.1,2)
B ¥ B, v
o bk Tk sin = 2k
i J 1 3. °
h+l  Jh+l K Ik
y
k iljl"'i j. r a, @
L= Z 4 B g € k7k A" . L., A .,
heo @10 %P her P 1143 103y
(3.2.1.3)
B v g, v, ¢
BTN VLS sin = 2k+l
'htl  Thtl e e T

donde €'°° son los sfmbolos de permutacién de
Levi-Civita,

Tanto para n = 2k como para n = 2k+l, para demos
trar lo afirmado, usamos la earacterizacién de

las densidades tensoriales isotrfpicas ([1]).



3 - a
3,2.2, Densidades escalares concomitantes de Fij—

a
Si partimos de la densidad escalar L = L(Fij)
y consideramos el cambio de coordenadas

xt = AXT (A > 0) para cada A > 0 obtenemos:

L% ¥y = A" L(rY)) (3.2.2.1)

Derivando (3.2.2.l1) n-veces respecto de A y
luego haciendo tender A a cero por la derecha,

probamos que:

L = constante, si n = 2k+l (3.2.2.2)
y - - 3 3
P IRITE S I o
L = a € 1 k .
al'l.ak Fi j * e Fi j [ sl
171 k 'k
n = 2k

Invariancia por cambios de gauge de las expresiones

de Euler-Lagrange

3.3.1, Teorema 1:

— @
3 = - 3 . . . < 4
St L Yg R + Ll(gij ;4 '/'1,,‘7)’ (1 €a < p;

1 <17,j <£n) es una densidad escalar tal que

E*9 (L) es invariante por cambios de gauge y n

es par, entonces:

L = -YgR + A, + L

donde A, = Al(gij‘ Fij) es invariante por gauges

1



Demostracién:

Como /E R no depende de los potenciales de gauge, suponer

ij . . .
que E J(L) es 1nvarliante por gauges es equivalente a decir

. oL .
ij 1 1j . . .
que E J(Ll) = 5;;; = LlJ es invariante por cambios de gauge.

Luego, por el Teorema de reemplazo ([5]):

ij . ao « = ij . . l «

a
(3.3.1.1) nos permite afirmar que Ll(gij;Ai;Az,j) -
o .
ij) no depende de gyj0 con lo cual existe

s A j) tal que:

(3.3.1.2)

. a .
Si A(gij,rij) = Ll(g. ,0,-7 Fij)’ A resulta una densidad

oA
agij
Vamos a probar que A se descompone como suma de un Lagran

es invariante por cambios de gauge,

escalar y Atd

giano invariante por gauges y de un Lagrangiano que s&lo
a

depende de las Fij' En efecto, sea, para cada a € G,

o (o4 ij . . .

Rﬁ(a) = Adﬁ(a). Como A es invariante por cambios de

gauge:

Aij(ghk;xg(a)Fﬁk) - A ey i)

a [¢] o .
con lo cual A(gij' Xp(a)Fhk) - A(gij, Fij) es concomitan-

te s8lo de sz para cada a € Gy, si n = 2k, por (3.2.2.2),

resulta:
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24
Ag; s Ng(a)Fs.) - Alg 5 7)) =
i j lOOi j (24 o
i e tide % k
= by o (8) € Fiog. wee Fios (3.3.1.3)
1 k 1°1 k-k

Si derivamos (3.3.1.3) sucesivamente respecto de

| “x
i syees,F. . , obtenemos:
171 kK
i3, ...1.73 iydy8eeesdipd
171 k- k 1 1°1 'TkUk «x
b a = [A .. 3\, (a FQ.
al...ork( ) € K B, ﬁk(glJ pla)Fyy)
B B S O I &
1 k 1°1° *"k-k o
. A_"(a)rh_ T (a) - A .. 3A. )] 3.3.1.4)
dl dk al ak(glJ 1] (
Como el primer miembro de (3,3.1.4) no depende de las
F:j, el derecho tampoco,
o
Luego, tomando Fij = 0, es:
b U DS S b U, DR IS B B
171 k-k 1 171 k'k 1 k
b (a) ¢ = (A (g..30A “(a)...A "(a)
a0 k! B\ B 1] a, a
1.3, 00002313
1-1 k- k
- A @, ak(gij,O)] (3.3.1,5)

y multiplicando (3.3.1.5) por e, . .ot
R Il B

13 seeesiyd
(2K)! b, (@ = o7 le A lﬁi kﬁt(gij;O)

1...dk iljl...ika

L R RERRRE Y

a a

. .. (g..:0)] (3.3.1.6)
1 k 13 ek 1 Kk
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1,3,3¢0031 3
1°1 "k k
o o (g--.o)’ Para

Si C = g€, i
kK 1 Kk 13

Do 113

cada eleccibn de a,...,«

l.li

y C es un escalar conco
k al.'lak

mitante de 855 luego C, o ©S constante (fel).

loook

. ~ 1
51 aal...ak T kT (2k) ]! Cal...ak y

i j .« e ni j a o
A, = A(g,.3F5.) - a e 71 kk g 1 gk
1 ij’ ij al...ak 1131 1ka
(3.3.1.7)

Veamos que Al es invariante por cambios de gauge., Usando

(3.3.1.3) y (3.3.1.6):

p B

o [ 4
Al(gij.xﬁ(a)Fij) = A(gij,kﬁ(a)Fij) -
i, ...1,73 B B a a
cay o e PR R LR E @) g ) -
1%k 171 kIk "1 Kk
i3 eeei g, @ o«
= A(g..; FQ.) + b (a) € 171 K7k F.l. ...F. . -
1) 1j al"'ak 1131 1ka
ijyeeeip i, B B o o
T AL SR xﬁl(a)...xﬁ“(a) -
1%k 171 kIk F1 k
i, j W3 o, @ ﬁl ﬁk
= Alg..; FQ.) + ag g € 171 k7k Fi SRRES P xa a).. Ka (a)
p 1Pk 191 Kk 4 k
. R S R ST Sk
Xy e 119 Tk
i3, 00013 B ﬁk a o
P P T S CORR VI E R
1%k 119 kJk 1 K
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i j nooij a a
1-°1 k 'k 1 k
= . - F looF -
A(gij’FiJ) aal"'ak € i3, i3,
a
= Ay iF; )
Luego, de (3.3.1,7) deducimos que:
iJ olnij al ak
Ag..; F¥.) = A (g..; Fru) + a L T T
ij’ ij 1'%4ij ij al"'ak i3, 1,3,
con A1 invariante por cambios de gauge,
Reemplazando en (3.3,1.2) obtenemos que:
- - a
1,7,4001, 3
o o 1'1 k'k _ 1
tAL3A, L) = .3 F..) + . - eeeF.
Ll(gij'A1'A1,J) Al(giJ’ FqJ) 3, . a € F, ; F
1 k 1-1
o a
+ Lz(Ai’ Ai,j)
y tomando
ij,e..1,3 & dk d a
Ly(AA] ) = s, o € P17k p 1 G+ Ly (A AL L)
i,j 1% 1L Ik 1,]
resulta L = -Yg R+ A_ + L
a 3

con Al invariante por gauges y

a
.

3 3 (A A5 5)

3.3.2., Teorema 2:

Si el Lagrangiano L = -Yg R + L,(g, £.£

1§ %%,
es tal que E*J (L) y E;(L) son invariagntes por
cambios de gauge y n es par, entonces L es equt
valente (en el sentido que tiene las mismas expre

stones de Euler-Lagrange) a un Lagrangiano inva-

riante por gauges minimamente acoplado.
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Vale decir que:

-Yg R + AL
L~ g R Al(giJ’AL’Az,j)

y A1 es invariante por cambios de gauge.

Demostracién:

Por el Teorema 1l:

L = -/g R + Al + L, (3.3.2.1)

donde A1 es una densidad escalar invariante por cambios

de gauge vy L3 = L3(Aq;Aa )

i’i, ]
Como L y Al son densidades escalares, L3 resulta ser una

densidad escalar y por lo tanto, usando (3.2.1.,2) de la

seccifn anterior

k n,
L, = )} A si n = 2k (3.3.2.2)
3 h
h=0
donde
x .. Elljl"'lka
h SRR N Y PRI e o8
a o B v ] Y
al oA, oAbl gl kK (3.3.2.3)
1100 eIk Thel  JTn+l e Ik
i 4"
Es f8cil probar que Ea(Ak) = 0, en efecto:
Kk . EllJl"'lka A“l A“k
R WA
al...ak 11’31 lk’Jk

luego:



+ A. . . .. . . .. AL .
12732 13vJ3J 149]4 lk’Jk
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a o « o4
1 A 3 LA k-1 k

- - - 3 ) +'..+
11’31 13'33

+".+A - - - 3 .
g1tk o dgd

o . . o o [ 4
vo et sl ot oA att
Ip I 110313 1303, g1 Tee
o [ 4 o
+ A.l . ...A.k‘2 . A.k‘1 . )] o=
1103 232 k-173k-1d
1315301 0 % 53 %y
= a,, a € (Ai o AT v e A, .+
2% 2’J2J 31J3 lk'Jk
[ 4 o a
N VA VL A ALK ) 4
1203, Teort k-1 T3
. P35 fa®d % %2 *k-1
a, o o € (Ai 53 Ai [RRRLH . +
1°* k-1 1°71° 2712 k-1"Ik-1
(4 4 a a
+,..+ A.l ....A.k‘z ) A_k'1 ) .)
1103y e23k-2 Tk-1'3k-1d
Usando que Az 3k es sim€ftrico en j,k y €"°' es antisimé
]
3 N
trico en cada par de fndices, conclufmos que E;(Ak) =0,

. i . . .
Estamos suponiendo que Ea(L) es invariante por cambios
i . .
de gauge, entonces, como Ea(Al) es invariante por gauges
i . . .
por serlo Al’ Ea(L3) resulta invariante por cambios de

gauge,
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E (L,) = E_( A) E (A
a3 h=0 heo ¢ P

PR a .
E;(Ah) (0 € h € k-1) es nulo cuando Ai = 0, teniendo
en cuenta (3,3,2.3), y, por el teorema de reemplazo
p 1 _B

B i
b A ) = Ea(L3)(0; -~ F

h,k 7 Fpy) » Por lo

(51, Ex(Ly) (A
tanto:
i Ko i

Ea(hzo A = Ey(Ly) =0,

con lo cual
E;(L) - E;(Al) y E*J() = E*I(-Vg R) + ElJ(Al)

siendo Al una densidad escalar invariante por cambios

de gauge,

3.3.3, Mostraremos, en esta seccifn, que el Teorema 2
no es vflido si la dimensifn de la variedad sub
yacente es impar,

Sea n = 3 y consideremos el Lagrangiano

- ijh o B
L = ay € Ay 5 B

Y
donde 3y e Y 3y Cgo 0 para todo «,f,0,
Las expresiones de Euler-Lagrange correspondien

tes a L son:

ij i ijk _B
E'd(L) =0 y E;(L) = -a,5 € ik (3.3,3.1)

y resultan ser invariantes por gauges,



Si valiera el Teorema 2, existirfa una densidad
B

escalar A (Aﬁ; A ) invariante por cambios de
18475 Bk

gauge tal que
ij ij i i
EVV(A) = EVN(L)  y Eg(A)) = Eg(L)
Por el teorema de reemplazo, ([5]),

B B 1 B
Af(aps A ) = A(0; -5 Fi

h,k K

y por (3.2.2.2) de 1la secci6n(3.2.2)

Al = cte (n = 3)

Por lo tanto E;(L) = E;(Al) = 0 que contradice

(3.3.3.1).

30.



PROBLEMA EQUIVARIANTE INVERSO EN TEOPIA DE GAUGE

Probaremos que si la variedad subyacente tiene dimensién 4,

el prupo estructural dimensién r = 3 y L es una funcidn del
. o i ij .

tipo L = L(gij;Fij) tal que Ea(L) y E"“ (L) son densidades

tensoriales invariantes por cambios de gauge, existe una

densidad escalar ﬂ, invariante por gauges, tal que:
E*J(L) = ETI(L) y  Ei(L) = Ey(L)

(Todos los fndices griegos varfan de 1 a r y los latinos de

1 a 4),

4,1, Preliminares

Antes de encarar la resolucién del problema equivarian
te inverso daremos algunas definiciones y propiedades
que se desprenden de ellas.

Usaremos la gsiguiente notacién:

ijhk _«

Frk

*Faij -1

ijhk _ % py~t eiibk ijhk

donde 17 g = Idet(gij)l y €

son los sfmbolos de permutacién de Levi-Civita.

Un cflculo directo permite afirmar que:

pfd wpfik L pBI ik L i of (4.1,1)
|3 k 2
«j _ _jh o i : 4
donde F K g Fhk’ (g”") es la inversa de (gij)



Definimos

¢aﬁuv7 - Fai Fﬁs, P T
s j r

que satisface las propiedades:

¢aﬁvuv . ¢B7uva - gYHvob

¢aﬁ7uv - _¢vmﬁa - _¢Mﬁav

y adem&s, ([7])

S A
+ 2¢aﬁ7vﬂ}
donde ¢aﬁ = Faij FQ. ¢Uﬁ# = Fa

ij’
goBy _opei fs i
s j i
si
o ) .
gy F‘“S Fﬁsj F"Jt gt

Obtenemos que

waﬁ e B uBoay

y,por la referencia [7), resulta

k

i

k

prk

i

AL 7

Fﬁs

*F

Tk

4% grm  goBu yry | uaBury

h

i

(4

(4.

(4.

(4,

(4.

(4.

.1.2)

1.6)

1.7)



L wﬂuﬁ

Por otra parte:

vaqaﬂ L pbi

Bs *Fajl)

- F .
J

Luego:

wvnwaﬁ _Logomy waﬁ _ wvaﬁa
2

De (4.1,1) obtenemos que:

ka‘ *Fﬁlg + Fﬁk. *FV1Q . L .
i i 2

Multiplicando la identidad anterior por Bre Y al resultado

F7h Fos

h < 9 conclufmos que:

por I-‘"'t

w”#ﬂ“ﬁ - L ogmre wﬂﬁ _ wﬁuvav

2

. .. 04 ne v . .
Si multiplicamos por F hk F i F 2 ; la identidad

(4.1.8)

(por (4.1.1))

(4.1.9)

(4.1,10)
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a1j hk 1 o 1h ik ik i h
xp¥1i Pk _ 5 B(gl gl - g g
+ 2Famk *FﬂJ glh _ 2Fn’mh *FﬁJ glk
m m
+ 2Fozkm *Fﬁl th _ 2Fahm *Fﬁl ng
m m
+ 2pO0E L pPid
resulta:

grrvaB _ ypvyal % g By L vy jab

-y VP (4.1.11)

De (4.1.8) deducimos que

¢7aﬁ“y - _wﬂp7va _ % wﬁyy ¢av _ % wﬁpv ¢7a

% ¢Bua 4

y aplicando (4.1.9):

wvaﬁuy - wﬂp7av + 1 ¢ﬁu7 gL wﬂuv g
2 8

_lz HY ¢’7C¥ _ 1 ¢ﬁua w‘YV (4,1.12)

~f

Por dltimo:
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d,uv'ﬂ!ﬁ - _JﬁV'YQ'P- _ _]2; ¢V')’C¥ wﬂqa (por (4.1.10))

o e TBu zeh® e (por (4.1.7))
o MR LR gk L et W (por (4.1.10))
- _yymvBa % el 0% 4 % SHTY wﬂa

% g ¢vﬁ _ % ¢7vﬁ sOF % el wﬂﬁ

donde en esta Gltima igualdad se hizo uso de (4.1,11)

O sea que obtuvimos:

wuvvaﬁ - _¢7uﬂﬁa N %_wuvﬁ L 1 SHTY wﬂa
T2

v Loy grf Lgm e L1 B s

. Teorema 1:

Si1 la variedad subyacente tiene dimensidn 4, el grupo
estructural dimensién r 2 3 y [ = L(gij;sz) es una
funecidn tal que E*Y (L) es una densidad tensorial, en-

tonces
L =L.(q..5F%) + (tn gy . 3°F 4 (7% (4,2.1)
189547 9% ap oF o

donde L, es una densidad escalar, Qaﬁ(l < a,f < r) son

nimeros reales y

Q;aﬁ - Vg waﬁ
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Demostracifn:

. . a > .
ElJ(L) - - L - LlJ
thJk

Si estf definido por:

/g thJk - L1Jghk _ leth _ Lthk1 + Lhkglj’ (4.2.2)

regsulta que thJk es antisimétrico en i, h y en j,k,

Esto nos permite afirmar, ([7]), que:

yihik _ , ceih FﬁJk

aih *Fﬁjk
of

]
+ baﬁ F
(4.2,3)
+ c

aih Fﬁjk xpih *Fﬁjk

*
af F + daﬁ

donde los coeficientes son escalares (e invariantes

. ihjk
por cambios de gauge, en caso de gerlo thJ )
1 <a,p <3,

ihjk _ ,jkih

Teniendo en cuenta que H (por (4.2.,2)) de

(4.,2,3), obtenemos:

' aih _Bijk ' aih , PBjk x¥ih _B ik
808 F F + baﬁ F F + o p F F +
aih , fjk ajk _fih ajk Bih
* * = ! ]
+ daﬁ F F 3,8 F F + baﬁ F *F
ajk Bih ajk Bih
* * *
+ Cop F F + daﬁ F F

Cambiando @ por B en el segundo miembro de la igualdad

anterior y teniendo en cuenta la independencia lineal de
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1 2 3 1 2 3
* *F.., *F.. 7 1
Fij’ Fij’ Fij' Fij' FiJ' FlJ’ (7)), (y que los

productos tensoriales de tensores linealmente indepen

dientes son linealmente independientes), obtenemos:

Sap = o dap = 40 Y Pap = Cgq (4.2.4)

Reemplazando (4.2,4) en (4.2.,3) y haciendo uso de

(4,2,2), resulta:

_l_(Lnghk _ leth _ Lthlk + LhkglJ) _ a&p pih FﬂJk
3

. b&ﬂ(Faih wpbik | ik ypBihy

+ 4, «p2ih Bk (4.2.5)

of
Multiplicando ahora (4.2.,5) por B oS¢
. . hk ij .
L1 Loy 8 b a1 poi pBik . oai xppIky
’g ’s
aj Bik - 5 S Bik
+ F K F ) + daﬁ F K F (4.2,6)
Si en (4.2.6) hacemos uso de la identidad
wpi *FﬁJk . 1 glJ ¢aﬁ + poJ Fﬁlk (4.2.7)
k 2 k
donde ¢aﬁ = 1 Faij’ podemos escribir
ij . . .
- L = a' glJ + 23 ﬁ Fal FﬁkJ
'/E o k
, ai L Bik oj L. Bik
+ baﬁ(F K F + F K F ) (4.2.8)



con a,g = agy
Si llamamos Saﬁ y Aaﬁ a las partes simétrica y anti-

sim8trica (respectivamente) de b&ﬁ:

v o1 Pk o GPiky _
%m(F K Fﬂ +F 7 Fﬂ ) Sa
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(Faik Bk Fajk LN

ai |, Bik oj L Bik
+-%m(F rﬂ + F K Fﬂ )

k

Por la simetrfa en i,j del segundo miembro de la iden

tidad (4.1,1) resulta

oi Bik Bi ajk 1 ij ,ap
* * = =
F & *F + F 7 *F 7 8 2

con lo cual, teniendo en cuenta que Saﬁ = Sﬂa’ obtene

mos que

spB ik pad  epBiky % gid yob

ai
Saﬂ(F k k Saﬁ

y entonces

v ooi Bk aj GpBiky 1 ij
bag (F ) *F +F S *FT) = 58

i LBk , caj o Bik

o
*oAgp (F 7y k )

Reemplazando (4.,2,9) en (4,2,8) es

ai l:ﬁsj

L' = /g{a g*? + Zaaﬁ Foo

i, pPRy | pd Py,

v o
+ baﬁ(F K K

(4.2.,9)
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o~

donde a,3,3 Y baﬁ son escalares tales que agp = aﬁa

A" Y]
y bOlﬁ = _bﬁa
En definitiva resulta que:
ij _ = ij af ij v affiij .
L /glag™™ + ap T + baﬁ S J

N
donde a, g Y baﬁ son escalares (invariantes por

cambios de gauge bajo la hipBtesis de que ElJ(L) =1

es invariante por gauges) tales que B = 3Py

" " oB i . . o
baﬁ = -b y T 313, S(xﬁlJ estfn definidos por:

fa

TaﬁlJ _ Fals FﬁSJ + FaJS Fﬁ31

N

(1l <a,fp 3)

e L g .
2P _ g " LA I spPsi

de donde se deduce que To{ﬁ1J es sim&trico en @ ,f y

.. ; aff 14 ..
en i,j, mientras que S Bij lo es solamente en i,j.
aBij

Si descomponemos S es sus partes simftrica y anti

sim&trica (respecto de a,f); esto es, escribimos:

ofij 1, afij Boaij 1, afij Baij
S = 5(s + S ) + (s - S )

4V
y usamos la antisimBtria de baﬁ' llegamos a

v afij 1 o afij Baij, _ afij
baﬁ S Vi baﬁ(s - S ) = baﬁ R
y por lo tanto podemos escribir:
ij _ = _ij B ij &B i
L = vgla g + 358 T + baﬁ R } (4.2,

10)
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donde a, ang Y baﬁ son escalares (invariantes por

gauges si E'(L) = LY 1o es) con la propiedad de

que a,g = ag,, baﬁ = _bﬁa y

r®Pii _ p“ls gPsi o F“Js pPei (4.2.11)
g¥P13 | ped pBsi | pad G Bsi B e8]
S ] S
o pPI apasi (1 < a,f < 3) (4.2,12)

S

La identidad (4.2.10) (que es v8lida para todo tensor

. . ij . ij
sim€trico L*J) muestra que los diez tensores g J,

b i3 oB i
T ﬁlJ, R Bij (1l <a,f <3, i,j fijos) generan el espa
cio de las matrices simétricas que, por ser n = 4, tie
.. of i of 14

ij poBij  gobij

ne dimensifn diez., Por lo tanto, g ,

(1 €, € 3) son linealmente independientes para cada
par (i,j) fijo.

Es sabido (ver referencia [8]) que los coeficientes

a, ayg ¥ baB' que en principio dependen de la mé€trica
y de la forma de curvatura, se pueden pensar como fun

4
y ¢“

. My
ciones de ¢ , O sea:

a=a@"" W) a g - aaﬁ(¢uv;wuv)

o

bag = Pag (®* M) (1 <ap <3) (4.2.13)

en un subconjunto denso del conjunto de las variables



. . . . 1 2 3
de concomitancia (vale decir, mientras F ', F, F~,

*Fl, *Fz, *F3 son linealmente independientes, ([ 7]

y [8])). Entonces, derivando (4.2,10) respecto de

Ehk
piiehk _ 1 oohk i g @Bii by aBi]
Z/g
af af .
00 98, oV 28,

93,8 oWy oBii

14
38, 20" ag,, W ary,
‘. aTaﬁij N (abaﬁ a¢FV N abaﬁ awnu)Raﬁ
af w nv
CLINN 007" dgy, OV dgy,y
gr®P 13
+ b == }
of 3
Bhk
i3 L Ci b
o8 " . —%( BEoghd 4 gt gy
3811
Tl _ LBk
98y
el . L ghk gaf
7
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aTaﬁiJ g

I8k

1 _ih Taﬁjk

1 ik _aBijh
7 & -78 T

1 ih afki
-3 LA Bki

1 jk Taﬁhl

ajh ki
-3 g 3 Fﬁ

- %(F + podk pAhi

+ Falh FﬁkJ + l:,t:!uk F,Gh_])

ni = :
y teniendo en cuenta que 358 Aot

ar®P i

1
aaﬁ aghk = - 2 aaﬁ

!
N

o
R
w

] —
o
R
o

. podk pPhi, (4.2.18)

3 i ] h asj
ﬁks apsdy 4 iR pah  agfed _ pFh g,

: i i jk ,_ah i
_gdhpok apfsi | Pk pasiy IR (E xpf ot

_ pPh apesiy) (4.2.19)
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Reemplazando (4,2,15) hasta (4.2.19) en (4.2.14)

se obtiene:

Lij;hk

1
= > /g g

hk

.. o
(a glJ + a 8 T

1 hi ki hj
7 alg " g T+ gt g
da ..
1 «f hk ,uv _afij
7 v 8 4 T

v
1 ik ,aBjh 1
7 35 8 T - 7 3
1 jk _afhi
7 85 8 T - aaﬁ(F
abaﬁ prhk affiij

T R

Y Yo
1 %%pB hk ur _aBij
7w VR

ov

Bsj

ak *F _

ih
2 “af (F s

[y

+

1
3

24

N —

afij
+ baﬁ R )
(- % hk ,aﬁ)gij

aaaﬁ Tuvhk Taﬁij
o

g1h TaﬁJk

aaﬁ

th Taﬁkl

jh Fﬁkl _ FaJk Fﬁhl

hk _afij
baﬁ g R

Bk, posiy

)
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+ glk(Fah *Fﬁsj _ FBh *Fasj)
s s
+ gjh(Fak *Fﬁsi _ Fﬁks *FaSi)
+ ng(Fahs 7kl:,ﬁsl _ Fﬁhs *FQSi)]}
y como Llj;hk = Lhk;ij, resulta:
da 9348 up. _aBij hk
(aaﬁ - 2 ap - ML \lf ) T g +
Y v
Jda . .
+ (-ay5 + 2 a;ﬁ + aﬁ Py P hk gtd +
¢ avt
da da ..
+ 2 ( af LY Taﬁlj pHvhk
Y Y
ob .. ob ..
+ 2 of Tuvhk RaﬁlJ _ aﬁ wuv RaﬁlJ ghk .
2o av*
ob .. ob . .
_ 2 %ﬁ THvii Raﬁhk 4 ae S Raﬁhk g1 4
aet” ayt
+ ih (p@j  upfsk _ pok pBsiy

Zbaﬁg

) )
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oi Bsk ak *Fﬁsi

+ 2 * -

ik, _aj B sh ah Bsj
+ 2b * - * J
af 8 (F g ¥F F o *F ) +

jhog@¥i upfsh _ pah o Bsi

+ 2
baﬁ g s s

) =0 (4.2,20)

Multiplicando (4.2,20) por gij th y teniendo en cuen
ta la simetrfa de TaﬁlJ, RaﬁlJ

Y

y la antisimetrfa de

Fij en(i,j)obtenemos:
93, aapv afij _uwhk Y
( o T aﬁ) T T 8k F.h +
¢ ¢ T
abaﬁ uvhk _afij urij _afhk ¥
+ —— (T R - T R )8y Foo +
My jk "ih
09
ai Bsh ah Bsi, v -
+ 6 baﬁ(F F -F _*F ")F., =0 (4.2.21)

A fin de expresar el primer t&rmino de (4.,2,21) en

affyur

funcifn de ¢ usaremos la siguiente notacifn

da oa
ap pr (4.2.22)

c = -
af uv a¢uv a¢a5

Apelando a la definicign de T°P1J og,
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ofij _uvhk y ai s Ik r vt
C T . o = - .
of v g &5k Fin OlﬂMVFsFBkFrF“tFl
oi s k »r _rvt
-caﬂ"strﬂkF”rF P
h yr a3 s Tt
+C046qu"erFsFﬂch
vh t Q] s Tk
F
+ca5”thF"j sFEth
- ¢aﬁw.'7 _ ¢aﬁuv7
of py off pv
pvapy vpofy
Si usamos (4,1,4) y el hecho de que Caﬁuv es simé@trico
en @,f y en u,v obtenemos:
(Baaﬁ ) aapp) 013 quvhk e P = _4c sOPV Y
a¢pv a¢aﬁ jk “ih af pv
(4.2.23)

Con respecto al segundo t€rmino, si llamamos

3b g

b e ——

af uv a¢uv
como baﬁ = _bﬁa’ baﬁpv resulta antisim8trico en «,f
siendo, adem&s, sim&trico en g,v,

Luego, teniendo en cuenta (4,2,11), (4.2,12), (4,1.6)

y (4.1.7) es:
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ob .. . .
af il RaﬁlJ _ pkvij Raﬁhk)g. LA
a¢pp jk " ih
yuvap v pyof
= SbQﬁ[lV(w - Uf ) (4'2'24)

Ahora bien,

b (pYved _ ppvaby (pYved o uvyol

af uv af uv

4+ Logvra ¢ﬁ7

: ¢vu7 waﬁ

1
t3

s LV (por (4.1.11))

Yvvap uvyaf
baﬁup(w -V )

_ Yuvap YurBo
= baﬁpv(w + ¢’

1
N —
<2
=
-
©
R
]
N —
S
b~
2
<
2

PR LS (por (4.1.13))

+
o —

yuvap YuvpBa
= baﬁpu v - bﬁauu 4
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1 f  va 1 ol vp
+ i'bﬁapv IR 6™ i'baﬂpv ¢

1 B gt 1 rya
+3 by, o7 P T e

nip o ap
= baﬁ}lv ¢ \lf

y por lo tanto:

ab o .
adﬁ (i (@13 wij Raﬁhk)gjk Fl, = By v 6P (4 2.25)

Suponemos que r = dim G = 3

Para que b ¢7vﬁ sea distinto de cero deben ser

afpv
YEVEB Y, YtV ity Y EutB £y yT #UFa #y, Siendo
que r = 3, de las dos primeras condiciones para garantizar

que baﬁny ¢7Vﬁ # 0 se desprende que @ = f, En tal caso:

YvB YvB
baﬁuv ¢ B baaﬂv ¢
Pero como baauv = 0 resulta que si r = 3 siempre es
B _
baﬁuv ¢ =0

Concluimos entonces que

ab . ..
i ;:f) R RaﬁlJ _ pHvij Raﬁhk)gjk FZh =0 si r=3 (4.2.26)
¢

Analizamos, a continuacifn, el Gltimo t&rmino de (4.2,21):



6baﬁ

vh ai
6baﬁ(-F i F

_12b_, TP

ap

Reemplazando (4.2.23),

obtenemos:

afvuy
Caﬁuv ¢

(Fai *Fﬁsh _
s

+ 3baﬁ

49,

ah Bsi,_ v
* =
F s F )Fih

(4.2.27)

(4.2.26) y (4.2,27) en (4.2.,21)

LU (4.2.28)

Multiplicando (4.2.20) por g, *th resulta

J

da da ..
(i - —ap 1 P 8k *Fin *
09 a9
abaﬁ urhk _ofij urij _afhk Y
+ (T R - T R )g., *F. +
pv jk ih
99
Y ai B sh ah si
* * - * = 4.,2.29
+ 6baﬁ Fin (F " *F Fo Fﬂ ) 0 ( )
Vale decir:
aBfij _pvhk xr? prhk _afij
Caﬁpv T T gjk Fih + baﬁpv(T R
uvij _afhk we? ai , Bsh
- T R 8 ik Fip + 6baﬁ(F s *F
_ g@h *Fﬁsi)*F7 =0 (4.2.30)

s ih
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A continuacifn trabajaremos con cada t€rmino de
(4.2.30):

Teniendo en cuenta (4.2,11) y (4.,1,6)

Taﬁlj Tuvhk «p7 -

afvuy
Cap uy 8ix “Fin = ~Capuy ¥ -G

affpry
af v 4

+C prrebr o yrReBy

afuv af pv

y usando en el tercero y cuarto t€rmino, de la igual
dad anterior, la identidad (4,1.7) y las simetrfas

de C obtenemos:

afuy’

ofij phvhk «pY waﬁvuy

8Bik “Fin = ~4Coppr (4.2.31)

Caﬁuv T

Por (4.2.11), (4.2,12), la simetrfa de b en M,v

af ur

y la antisimetrfa en «a,f

(Tpvhk Raﬁlj _ pAr il Raﬁhk)g .

Pof sk i T

(xF7 i *Fﬁsj Fuh p¥ Tk

afpy Bjk* " in s r
+ xpY  poi *FﬁSJ Fpk 1:.urh + xpY 3 *Fﬁ51 Puh erk
ih s r ih s T
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Coapl D afsk i iy gk G fshomi g
ih s r ih s r

- *FT p“k *Fﬁsh Fuj Furi) 4.2.32)
ih s r

De la identidad

wp i3 wpyhk _ % (0% (gih g3k _ ik iny
4 2p¥sk pYi  gih L oopohs pv§ o ik
8 8
+ 2§00k pYid | o pks FyiS gJh
+ 25 7T g3k
deducimos
*th «pBs3 _ _ % ¢7ﬁ(8§ 5ﬂ ) 82 8:)
_ g™ Fﬁpm 5 Bnp - pYsm FﬁPm 5 -
_ pred FBtp Bic Ehp gYim Fﬁtm Bs -
- B Fﬁtm 8% Bit (4.2,33)

y ademis
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T ugBsi L st 476 vs pBtk, (4.2,34)

X = —
Fin Bhe (7 8

Reemplazando (4.2.33) y (4.2,34) en (4.2,32) se llega
a que

K . . ..
(Tuvh Raﬁlj _ pMvi] Raﬁhk) *F7 _

b
of py Bik “ih

¢7ﬁ ¢auv 2b (¢a7ﬁuv _ ¢ﬁyv7a +

+

4b

af uv af uv

¢auv76 + ¥YBru ¢6vp7a + ghYBar oV Bu

+

¢va76u + ¢pa7ﬁv ¢7ﬁauv + ¢nvavﬁ + ¢uVﬁa7

+

_ ¢pvaﬁ7 + ¢ﬁ7auv

8 vay
bdﬁpv ¢ ¢ + b

78 vap
-9 T + 4548 up

y usando propiedades de simetrfa y antisimetrfa junto

con (4.1.3) y (4.1.4) resulta:

phvhk afij _ omurij Raﬁhk) xp? o

( R Bik " ih

baﬁpv

uryaf Yurfa L, A
= -12 baBuv(¢ + ¢ ) (4.2,35)
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De (4.1.5) se deduce
¢uu7dﬁ + ¢7pvﬁa _1 wpua wyﬁ _ % ¢uvﬁ ¢7a
LT F

que junto con (4,2.35) nos permite concluir que

uvhk _afij urij _aBfhk xY
baﬁuu(T R - T R )gjk Fip =0 (4.2.36)

Por otra parte, usando (4.2.34),

6b,g *Fih(Fais xfsh _ Fahs *ngi)
L IC L N Y

= -12b $*7P

= 12b,, $7%P .

Reemplazando (4.2,31), (4.2,36) y (4.2.37) en (4.,2,30)

deducimos que:

afopy | . yaB _
~Cot v v + 3b, 0 =0 (4.2,38)

Con (4.2,28) y (4.,2.38) obtuvimos las ecuaciones:

wvaﬁ

I
o

¢aﬁv#7 + 3baﬁ

Capr
(4.2,39)

¢7aﬁ

[
o

waﬁvﬂ7 + 3b

‘Caﬁuv ap



Si usamos (4,1.12), (4,1.9), (4,1.10), nuevamente

(4.1.9) y (4.1.11) resulta

yBvwy __pbevy | % Prv ogov L Bpe gy

(%]

. _1f Pprr o %d,ﬁ#a A % phay w8

Lt T L YLk By

N

_ % e ¢orﬁ _ % ¢vul3 oo
y por lo tanto:
afvuy avy 1 pyYy ,av
Capuv ¥ = Copuv a 2 Caﬁpv g
1 pay vp
+ 7 Caﬂ;w ¢ \’/
Pero:
¢#50V7 vapf uy ( 4.1.7)
Caﬁpu = _Caﬁnv v por 4.1,
- vBopy
= ~Copp v
pBoyy
= ‘Caﬁuv ¥ ,
luego

Bavy _
Corf v e 0
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y reemplazando en (4.,2,40) resulta:

waﬁvp7

Caﬁpv

1 py o poy | vB
Y Capuy (PHT 6% 4 677 )

usando la simetrfa de C

que puede escribirse, afpr?
como:
Cappy VT = 3 g VR 6T 4 P N w2
Por otra parte
c govHBY _ o SPHPEY yepida (4.1.4))
of o ~Cappp ebido a I
apvfy
= _Caﬂp.v ¢
_ apufy
‘Caﬁpv ¢ '

lo cual nos permite

oavupy
CUBHV ¢ =

y entonces

af vy
Cop uv ¢ =

afirmar que

0
af vpuy avufy
Cag o (4 + p0VHT)
c (@YOBVE L GYOVHBy L 4 1.3))
af up po A,
Cag o TSFVE + gT0E,
1 ,yav u 1 ,yap ,Bv
- Copp (g VO P 58T

L ¢7aﬁ ¢“") (habiéndose usado (4,1.5))

(N
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O sea que

afvpy _ 1 yav fp 1 ey Bp
Cappv ¢ 8 Caﬁpv v \1)@ T2 CaBp.v ¢ ¢

(4.2.,42)

o . e .
Para que C ¢ Bvuy sea distinto de cero (teniendo

of uv
en cuenta el segundo miembro de (4.,2.42)) deben ser

Y Fa v #£7,7 #B FVv Edy, Y Fadpitdyy
Y #B ¢ p # 7. Como estamos suponiendo que r = 3, de
las dos primeras condiciones para garantizar que

afyyuy -
Caﬁuv ¢ # 0 se desprende que « B y de la segun

da y de la cuarte que » = p, En tal caso:

¢aﬁvu7 - C PO BRY

Caﬁﬂv aaup

1122y 1133y

= 2{C ¢ + C

1122 1133 ¢

2233y
+ Cppay 0 } (4.2.43)

Razonando de la misma forma con (4.,2.41) obtenemos

o ) : .
que para que C_4 v Byuy sea distinto de cero, siendo

af uy
r = 3, debe ser « = y p=v y en tal caso:

1122y 1133y

VPYRY _ e +C v

¥

Cap v 1122 1133

+c 22331, (4.2.44)

2233 v

Tomando ¥ = 3 en (4.2,43) y (4.2.44), las ecuacio-

nes (4.2.39) son:



11223 + 3b12 ¢312

Ci122 @

(4,2.45)

11223 312
+ 3b12 ¢

“Ci122 ¥

en

Consideremos un sistema de coordenadas tal que,

un punto,

-~ O O o
[}
O —~ N O
| |
—_—
'
~~
—
o
(<
et

Entonces

—~ O O O
[}
© N O O
M O &N O
] 1
S M O -

| [
e e —— e

['}

~

)

o

o~

fxy

N’

-
—
O N O O
N O O ©O
I
—~ O O W~
) [
o ~ N O
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O O ~ ©

O O O ~

o O O O

o O O ©
—

(xpiidy o

Por lo tanto:

-2
0
0

-4
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6 =50 0 o]
pl1223 _ 15 -12 0 0| _
-10 =24 0 0
l 12 =20 0 0
[o 0 2 -30
glizas _ 0 9 -8| _ _g
0 0 -6 =16
0 0 4 -12J

y reemplazando en (4,2,45) conclufmos que 01122 =0
yb12=0.

Anflogamente, tomando 7 = 2, y ¥ = 1 en (4.2.43) y

(4.2,44), obtenemos b13 = b23 = 0,

Luego baB = 0 (1 €, € 3) en un subconjunto denso

del conjunto de las variables de concomitancia y por

continuidad es

b, =0 (1 €a,B < 3)

of

Si reemplazamos en (4,2,20) resulta:

da -
da af v afij hk
(aaﬁ 2 a¢av - awuu ¢ ) T g +
3a . °%p v, _afhk ij
+ (‘aaﬁ + 2 a¢“ﬁ + T Vo) T g +
+ Z(aaaﬁ _ aaﬂy) Taﬁij Tuvhk - 0
IS T

y teniendo en cuenta la independencia lineal, dedu-

cimos que:
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da
Jda af v o_ 4 6
y
aa aa
LY (4.2.47)
2ok 09%F

La identidad (4.2.47) nos permite afirmar que existe

ﬁ; waﬁ

f = f(¢a ) tal que

df
g " 3oap (4.2.48)

con lo cual reescribimos (4.,2.,46) de la siguiente

manera:
] of Wy
(f - 2a - LYY =0
24°8 a ayH
. . af
Por lo tanto, existe una funcifén h = h(y ") que
satisface:
n(o°P) = £ - 2a - 2L W
ayt
lo que implica que
1 Of  up 1 af
R A R AR AL
-1 - giﬁg o+ B (4.2.49)

Reemplazando (4.2.48), (4.2.49) y baﬁ = 0 en

(4.2,10) obtenemos:
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of

by
] add

L v e - Wy ¢ e v®

+ 2f pofid, (4.2.50)
3¢ %P
La identidad (4.2.48) y el hecho de que ayp s un

escalar concomitante hacen posible elegir f de modo

tal que

Lo=v/gf

sea una densidad escalar, En tal caso

0f _afij 1 of af  ij
2B 2 5% Ve )

i Lz i e
L0 5 /g g f + /g (

nos permite reescribir (4.2,50) en la forma

. . o o '\' o o
Rt - LSJ + Vg h(waﬁ) gtd (4.,2.51)

Es importante notar que el dominio donde se mueven

of

a

las variables (¢ B; ¢ ") incluye a las de la forma
a

(¢ ﬁ; 0) para todo @, f a consecuencia de la hipStesis

de independencia lineal de Fl, FZ, F3, *Fl, *FZ, *F3.

En efecto, consideremos un sistema de coordenadas tal

[-1 0 0 0
o1 0 of,
que, en un punto, (glJ) =10 0 1 o0
0 0 0 1
b6t 6% o525t r2 -6 83 83 5! y
1] 1 ] i ) 1j i jJ i 3

F3. = 8! 8% _ 5% s
ij i ] i 3
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Entonces:
0 O 0 0 0 0 O
2 0 O -1
(*,rty = |0 0 ol , (*ri) -
ij 0 0 -1 1] 0 o0 0
0 o 0 0 1 0
0 0 O
(«ply = [0 0 1O
1J 0-1 0 0
0O 0 0 O
y por lo tanto
af 1 ijhk _a _B
ASEEX Fis Fhe = © (1 < a,p < 3)
. . af
Consideremos ahora la funcifn k(¥ ) dada por:
aff v.ooaf v aﬁ af
k(") = h(¢y ") - h(0) - (0) ¥ (4.2,52)

ay*P
De la definicifn se deduce que

k(0) = 0 y 9k 5y =0

ay*B

y esto implica (ver referencia [9])

U I I Cas i i

Consecuentemente:

1 af af uy b
5 k) < a0 Wy (4.2.53)

A
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Sea

1
v = v - -J RN ASED
0 A

Se tiene entonces:

ov aff
.2.54
2% v (4 )

k = v -

En efecto:

1
kP yan + J 71( 33755 Aty o*Pa

[
v - = = - —
oY b 0 A 0

1

1
- -f )\lz kP an + L eoug®)
0

A 0
P oy an
+ ;7 ( )d
uy .
= k(v ) (teniendo en cuenta (4.2.53))
(4.2,52) y (4,2,54) implican que
n
~vooaf af dv aff ~ oh aoff
h(v ") = v(y ") - 2 + h(0) + (0 . vy
ay®P ayP

Reemplazando en (4.2,51):



) R LSJ + /E glJ(v - —_—

il s g vty @ gaoni 4 g ;

0

ah
donde Aa” = SEEF(O)

O sea que obtuvimos:

ij _ .ij - ij af
L L7+ /g g laﬁ V

= Llij + [ (2n g)kaa W’]ij

Siendo L, una densidad escalar, los xaﬁ nfmeros rea-

Tl

les y maﬁ = /g
Hemos probado (4.2.55) para dim G = r = 3,

Veremos que tambi®n es vflido cuando r > 3,

64 .,

(4,2.,55)

Supongamos, entonces, r > 3 y consideremos el conjunto:

AS(4) = (A € R4 < a®y

. NPT x4 .
Sea (gij) una matriz simétrica de R con signatura

2 _3

(1,3) y sean FI,F ,F~ elementos de AS(4) tales que

F",F ,F~ ,&F" *F" y *F3 son linealmente independientes,

Definimos:

1 2

3 o
t - . . o .
A' = {aa(gij,F...F..,Fij)Fhk + ba(gij,F

1 1]

1 <a<3;a,

y b, escalares concomitantes}
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Como dim AS(4) = 6, {FI,FZ,F3,*F1,*F2,*F3} es una

base de AS(4) y como los nfimeros reales son escala
res concomitantes, resulta AS(4) C A', Claramente
A' C AS(4), con lo cual queda probado que A' = AS(4).,

- . . .
Por lo tanto, si Fij es una matriz antisim&trica

4x4
de R , arbitraria pero fija, existen escalares con
. 1 2 3 1 2 3
t t s F L. 3F L 3F L. FEPEED M I
comitantes aa(glJ,FlJ,FIJ,FlJ) y bd(g1J’F13’F13 FlJ)

(1l € a € 3) tales que:

4 o
= *
Fij aa Fij + ba FlJ
Entonces:
/
4 .. .. ..
oP4 o pPiI g4, pBid pa L pFid e
1] o 1) o 1]
Ba o
= a, ¢ + ba wﬁ}(l <8 < 3) (4.,2,56)
44 _ F41_] F?.
1]

= (a F2) o4 by xF% Iy (a PP, 4+ b FB,
« g ii g ij

= (aa aﬁ + % b, bﬁ)¢“ﬁ + 2 aa bg waﬁ(por (4.3.34))

(4.2,57)
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Bij a Bij _«
= aa F *FiJ + ba F Fij
ca VP iy 4 1< <3 (4.2.58)
o [ 4
ALTILES B
ij
aij aij i ]
=a, F + ba *F )(aB *Fij + b‘3 Fij)
= (2, a5 + b, bﬁ)-f“3 + 2 a by 0P (4.2.59)

Como consecuencia de las identidades (4.2,56) hasta

(4.,2,59) y de la referencia [8], si

3 4 .
j;Fij;Fij;Fij;Fij) es un escalar concomlitan

4 .
te, para F fija, en un subconjunto denso de las va-

a = a(gi

riables de concomitancia se cumple que:

af af

a=a 0”9 a<ep <y
F
Ademfs:
a 0 ) - a0 (4.2.60)

F F

siendo F4 el transformado de F4 por un cambio de
coordenadas.,
Los coeficientes a, agg ¥ baﬁ de (4.2,10) satisfa-

cen la relacién (4.2,60), por lo tanto podemos repetir
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la demostracifn que nos permite afirmar (4.,2.51) y
asf llegar a probar que (4.2,55) es vdlida para todo
r # 3,

Integrando (4.2,55) obtenemos que:

af «a
L= L, + (fn g)hg v+ T(Fy;) (1 <a,f < 3)
siendo L, = Yg(f + 2 v + 2 ﬁ(O)) una densidad es-
calar,
0 sea:
a3 a
L=1L + (Gnglt(y ") + T(Fij)

-+ e @)+ 10l e <

(4.2.61)
~/ ~
donde f = f + 2(v + h(0))

Si variamos Fa, de (4.2.61), deducimos que:

S R A v af af
L(g..,Fij,Fij,Fij,Fij) /g'fF4(¢ W) + (2n g)cF4(39ﬁ)

o
+ TF4(Fij) (1 <a,f < 3) (4.2.82)

A continuacifn vamos a mostrar que

v a « v o o
ELo W = F 0w
4 =4
F F
-4 4
donde, como antes, F es el transformado de F por un

cambio de coordenadas,
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En efecto:

N 1

h = a - 7( awﬁv

1 h - h (recordando que f es tal que /g f es
uego 4 »

F
den31dad escalar) o sea que h define un escalar con-

1 2 3 4
i .3F . sF, . 3F, . F. ..,
comitante de 8iJ’FlJ'F1J'F1J' ij

vy,

Si
uFA(w“ﬁ) (0) ¥
entonces
o TPy < u
F F

1 : 4

y resulta que u = u(F..;F?.;F?.;F..) es un escalar
ij*ijti ij

concomitante,

De las consideraciones anteriores se deduce que
o a
k = h - h(0) - u

] . 1
define un escalar concomitante de g..;F..;F..;F..:F?.
1] 1] 1] 1] 1]

y por lo tanto

1 3
v = -J L xa vy an

0 A
. v af af
tambi&n, Queda probado entonces que vg f s (07 )
F 1 2 3 4
es una densidad escalar concomitante de g..:F ;F":F :F

1]
Si

af dh af
L) aF (0 ¥
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resulta que

t 4 (Ffy - Bt RO
F

F
ax?t
donde B = dEt(T) .
9%xJ
1 2 3 4 .
Luego t = t(F,.;F,.;F,.;F..) es una densidad escalar
1] 1] 1) 1]

de la que interesa conocer su forma,

De las identidades de invariancia, ([10]), obtenemos

que

ijshky 1 5 22 5 03 _

gidshk gl g2 g3 g4

a f ijrijij
Tomando 1fmite para A tendiendo a cero por la derecha
y usando, luego, la caracterizacifn de los tensores

isotr8picos, ([1]), resulta que existen nfmeros reales

Qaﬁ tales que

ijshk 1 2 03 4, ijhk
ty 8 (Fij ,Fij ’Fij ,Fij) op € (4.2.,63)
Integrando (4.2.,63) obtenemos que:
_ ijhk _a B _ Yo B
t= Qg e Fis Fre = Yag ¥ (1 < a,f < 4)

(4.2,62) y todas las consideraciones hechas nos permi

ten deducir que
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1 2 3 4 1 2 3 4
L(g..;F..,F..,F..,F.j) = Ll(gij,Fij,F..,F. sF . .)

+ (n g) kaﬁ waﬁ

+ T(ng) (1 <a,f < 4) (4.2.64)

donde L, es densidad escalar y Qaﬁ son n@meros reales,

1
Un razonamiento similar permite probar este resulta-
do para l € a,f < r) (r > 4),

Esto concluye la demostracif8n del Teorema 1,

4,3, Observacifn

No existe una densidad escalar cuyas expresiones de

Euler-Lagrange coincidan con las de

L= Qng) 2y, yep

= 3 (n g) Qaﬁethk Fy P (1 <a,f < 3)

donde los Qaﬁ son nimeros reales.

En efecto, supongamos que existe una densidad escalar

L tal que ElJ(L) = ElJ(ﬁ). En tal caso podemos encontrar
una funci8n f = f(¢aﬁ;¢gﬁ) tal que
¥ - vy £6°f 0P (1 <a,p <3)
y resulta entonces que:
ij vy o oy L of aff ij of afij

(por (4.2,16) y (4.2.17))



Ahora bien,
ij g ¢ ij ,aB
E (L) = < af g v '

.. ceon,
luego, al ser ElJ(L) = ElJ(L), se deduce que

1 of af 1 af . ij 0f  afij
g {f (f - EEEF v -3 Qaﬁ 2D ¥ + ggaﬁ I } =0
La independencia lineal de gij y T Bij nos permite
afirmar que
0 f
=0
3¢p%B
y
of af 1 of
oo » v = 7 Qaﬁ v (4.3.1)
Entonces
) 1 af 1 ap df 1 v s
A £ = f(- A - - =
ax ¢ (x ¥ 7)) (x V) o+ aw“ﬂ Y v ( k?)
1 ,af of 1 ,pv 1 af
= f— —
(£ v ) 37 (x ¥ v
of
1
=3 Qaﬁ EX— (por (4.3,1))
0O sea:
2 op
AN T A DREIE S JA (4.3.2)

Por lo tanto, integrando (4.3.2) entre 1 y p respecto

de A, es

1 ,af af 1 af
poEG V) - ) = 2 2 v na
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a a
Cambiando, en esta Gltima igualdad, V¥ P por p,w p

resulta que

ﬁ) 1o

-1 wv® en oy (4.3.3.)

w e - ew v o8

v
Derivando sucesivamente (4.3.3) respecto de W7

y de wﬂe se llega a:

als af 3¢ af
Wy - (r¥T)Y =0
207 agf° M 207" a0 c »

Tomando lfmite para ﬁ,tendiendo a cero por la derecha

2
0° ¢ af
w7 e 0O

lo cual nos lleva a deducir que existen nGmeros rea-

les b y baﬁ tales que:

af
Entonces
0
£ S (4.3.4)

- 3%

Reemplazando (4,3.4) en (4,3,1):

1 af
b-z—ﬂaﬁw , (4.3.5)

B

o
para toda ¢ .

o
Por lo tanto, tomando V¥ b . 0, es

b =0,

luego, por (4.3.5),
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1 aff
7 ¥V =0

B

o
para toda V ,

waf

Esto muestra que L = (fn g) Qaﬁ'w no es equivalente

a una densidad escalar,

Teorema 2

Si la variedad subyacente tiene dimensidén 4, el
grupo estructural tiene dimensidén r 2 3 y

o . ij
L .L(giJ’Fij) es una funcidn tal que E Y (L)
y E;(L) son dengidades tensortiales invartantes
por cambios de gauge, entonces existe una denst

N
dad escalar L invariante por gauges tal que

By - By ELy = (D)

Demostracifn:

ElJ(L) es densidad tensorial, por lo tanto el Teorema 1

de la seccifn 4.2 nos parmite afirmar que

L(gij;F(:j) = Ll(gij;szH(Qn g)ﬂaﬁ W + T(F:J.)(1<Ot,l3 <r)
(4,4,1)

donde L, es una densidad escalar, Qaﬁ son nfimero rea-

les y waﬁ = vg waﬁ.Un largo c8lculo muestra que, al

i . . . .
ser Ea(L) densidad escalar invariante por cambios de

gauge,

i . ,ij;hk
Ea(L)' Ly 8 Fikllj (4.4.,2)



(la doble barra vertical indica derivada covariante

de gauge),

Si

of
L, = @n &), ¥V,

entonces

. . oL . .
1] = 2 = o [ Q * 1]
Ly =30 =278 A e)ly ¢
ij

y por lo tanto

ijshk 5 = 2 ijhk
Ly y g =278 (hn g)¥ g
Luego:
L2 v B 2 /g (2n g) vB /]

= -2 /g (n 3)273 n

ij;hk
RN

la cual implica que

ij;hk

ikshj
2a g *tlL

L 2 a f

Desarrollando (4.4.2) obtenemos:

i _ Lijihk t
Eq(L) = L75° g (Fﬂk,j - Fﬁtk s

y deducimos que

ijhk

g t
- F I‘kj+F

Y

ht hk

(4.4.3)
B a
co[7 AJ.)
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i
9E, (L) . idishk _ ik;hj
aaf o « F
h,kj

Esta Gltima igualdad prueba que

ij;hk
La’ g « B

es densidad tensorial,

A partir de (4.4.1) y (4.4.3) se obtiene la relacién:

ij;hk ik;hj _ . ij;hk ik ;hj ij;hk ik ;hj
IR A IR TR A SR Plovir SE S SRR I S
(4.4,4)

la que a su vez permite afirmar que la expresibn

ij;hk
i1jshk ik;hj
1 & B + L1 a B lo es

por ser L1 una dengsidad escalar,

Para cada par («,f) consideremos la densidad escalar

es densidad tensorial ya que L

- ijshk ikshj, r+1 _r+l
Cop (T8 8 + Ty p)FiJ Fii (4.4.5)
donde Fr+1 y Fr+2 son tensores antisimé€tricos lineal
mente independientes y arbitrarios.
En el Apé€ndice de este Capftulo probaremos que:
Coug = Capys ¥ (4.4.6)

siendo Caﬁy& nGmeros reales (1 < a,f < r, 1 < 7,6 € r+2)

+
Derivando (4.,4,6) sucesivamente respecto de FZZI y F;mz

y teniendo en cuenta (4,4.5) obtenemos:
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sf :mt tsfm
+ T’ g = 8 Cafr+l r+2 (4.4.7)

Intercambiando m y t en (4,4.,7) resulta:

ms;ft mt;fs st;%m mf sts
sf;tm msf t
t+ T, g - 8 Caﬁr+1 r+2 (4.4.8)

Sumando (4.,4.7) con (4,4,8) y teniendo en cuenta

las antisimetrfas correspondientes

5 Tmz;gg + 5 th‘gg - Tti‘mﬁ - T”i‘“; -0 (4.4.9)

Intercambiando £ y s en (4,4,9) obtenemos:

tl ;sm ts;ml ms;tl 0 (4.4,10)

2:st
" a f ° T o g - T o i}

5T o« B + 5T

El sistema formado por las ecuaciones (4.,4.9) y

(4.4,10) se puede escribir en la forma:

S5A - B =0

A -5B =0
siendo A = T"Si%C 4 ptsilo

° « B @ B

. 2.
y B = Tmi'tz + Tta'mg,
Por lo tanto
ts;fm ms;ft
To' g *Ta g=09 (4.,4,11)



De lo que se deduce que la contribuci6én de T a la

identidad (4.4.4) es nula,

ijihk ..
Por su parte (4.,4,11) muestra que T i’ g es antisimé
trico en todos los fndices latinos, luego existen

funciones

_ Y
daﬁ = daﬁ(Fij)
tales que

ijihk _

ijhk
a ﬁ = daﬁ E (404012)

T
Derivando (4.,3.12) respecto de Fls obtenemos

. . d ..
ijihkjyrs _ daﬁ ethk (4.4,13)
a B g7 e

s

T

ijshk;rs
@ f v

fndices latinos y siendo que estamos trabajando en

Ahora bien, T es antisimétrico en todos los

un espacio de dimensifn 4, resulta que
Tij;hk;rs -0
a [ v
Se deduce entonces de (4.,4,13) que los daﬁ son nd-
meros reales,

Integrando (4.4.12) es
T=da, v ki 4 (4.4.14)
aﬁ o ij . .
donde tanto los K;J como C son nfimeros reales,

Reemplazando (4.4.14) en (4,4.1) se obtiene:

L =1+ Ly + C (4.,4,15)
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% = L1 + daB maﬂ una densidad escalar

J g

n .
L. = (n g)gaﬁ waﬁ + K; i

3

Entonces
i i,2 i
Ea(L) = Ea(L) + Ea(L3)

Aplicando el teorema de reemplazo ([5]) y recordando

_ ij
que L3 L2 + Ka Fij

i» AT Y i cAY . AY
Eq (L) (g sApiAp ) Ea(L3)(3hk'Ah'Ah,k)

= i " . . i 7 i . . 1 'Y

- Ei(L .0.-L FY i 0L FY
EG(L)(ghk’o’-f ng) + Ea(LZ)(ghk.O.-'z- Fhk)

ya que el hecho de ser

i _ i, hj ih B 0
Ea(L3—L2) = Ea(KB Fﬁ.) = 2 Kﬁ Co o Ah

3 3 i . . 1 7 =
obliga a concluir que Ea(L3_L2)(ghk‘0'_7 Fhk) = 0.

Luego, obtuvimos que:

i L3 . 1 7 = i 4 7
B (1) (81, 305-7 Fpy) = Eq (L) (py 0,1

2 hk)

i 0. 1 vy
+ Ea(LZ)(ghk'o"i Fhk) (4.4.16)
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De lo que se deduce que E;((Qn g)Q7ﬁ 375) es densi
dad tensorial,

Como

VP nk

i 18 i VB
Ex((@n )2 o V1) = (o @) E (R 5 P7) + 2, S E g

i,]
(4.4.17)
tomando un sistema de coordenadas tal que, en un
punto,
-1 0 0 ]
i axt) = =
(g*Y) °© 1 00 , det(—év) Loy 8ij,h 0,
0 0 1 0 3%
0 0 o0 1
se obtiene que
i Y8
E ' R =0
o (U0 )2 g V')

en dicho sistema, y siendo que es densidad tensorial

resulta
. 3B
(2n g)E;(975 L 2.8 gla—— gk Bhi,; = O (4.4.18)
A, . '
1,]

en todo sistema de coordenadas.
Si ahora consideramos un sistema de coordenadas tal

que, en un punto,

hk
g=1 v & g, 570,

reemplazando en (4.4.18) obtenemos
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8
) iy___.= 0 (4.4.19)
18 3.%

i,3

0
Derivando (4.4,19) respecto de Ah K 8¢

22378

= 0 4.,4,20
v 3 ( )
i

v
aAh K

Reemplazando

azzvﬁ

— _ijhk ;7 &P B &7
. 5 = -4 Vg1 (Ba 50 + 8& 80)
A, . OA
i,] h,k

en (4.4.20) se llega a que

itk g

af ga) = O

Entonces, teniendo en cuenta la simetrfa de an((4.4.1)3,
ijhk _
€ an =0
y por lo tanto
L =0,
con lo cual
n
af
Lz = (Qn g)Qaﬁ d’ = 0
Luego, reemplazando en (4,4,15),

= T ij a
L L + K, Fij + C (4.6.21)



donde i es una densidad escalar con el mismo dominio
que L ya que al satisfacer las identidades de inva-
riancia en un subconjunto denso de las variables de
concomitancia, las satisface en todo el conjunto.

En virtud de (4.4.21),

i,  hj _ ij B 6
Ea(l(ﬁ F‘;j) zxﬁ Cou Aj

es densidad tensorial. Por lo tanto, considerando el

cambio de coordenadas xt = AX: (A > 0) resulta

ij B 6 4 ij 0
21(ﬁ Coa Aj = 2A Kﬁ cga Aj

y tomando lfmite para A tendiendo a cero por la dere

cha es

i, hy B ., ij 6
Bq (Kg? Fy o) = 2K c‘; A, = 0

Se deduce entonces que

L + K (4.,6,22)

o
]

donde El(K) = 0,
o
ij

Ka

Como K

(] ij 2
Fij + C, E'd(K) = 0 y resulta

; i ;5 i
E, (L) = E;(L), E'J) = Y (L)

a

Entonces, L es una densidad escalar cuyas expresiones

de Euler-Lagrange son invariantes por cambios de gauge,

El Teorema 2 del Capftulo 3 garantiza la existencia de
o

una densidad escalar L invariante por cambios de gauge

tal que
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B -y D -,

lo cual concluye la demostracién del teorema.

Apéndice

S1 (hﬁ(sz) (I <a,B < r) es densidad escalar,
entonces existen numeros reales (aﬂuv(l < U, ¥ < r+2)

tales que

En efecto, razonando en forma anfloga a la que nos
permitiéf deducir (4,2,64) a partir de (4,2,55) en el

Teorema 1 de este capftulo, llegamos a que

c /8 G W) (x < py < re2) (A.1)

af

(Ahora suponemos que Fr, Fr+1, Fr+2, *Fr, *Fr+1

r+2 . , .
*F son linealmente independientes),

Derivando (A.l) respecto de gij:

.. 0G .. 0G
1 = ij - aff _uvij 1 af  ij v,
7 /g g Gaﬁ + Jg (5;E7 T -5 g;—_ g wﬂ )y = 0
o sea
.. 0G 3G
1 ij af 1z af _urij _
787 (6 - + — T =0

ayM aoH”

Entonces, por la independencia lineal de glJ y M’ I
para cada par (i,j), en un subconjunto denso del con

junto de las variables de concomitancia se tiene:



if—— 0 G aGaB
= y =
29" @ oy

U’MV

Pe (A.2) se deduce que

Cap Ay =\ 6,5 9

Derivando (A.4) respecto de A obtenemos

96
Cag W) = —20 gy

- Nald
y tomando A = 0
9G
af v
Gg W) = s (@ o

para completar la demostracién,

83.

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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5. UNICIDAD DE LAS ECUACIONES DE YANG-MILLS

5,1, Intoduccién

Si se considera el Lagrangiano

- aij B

donde Baﬁ son los coeficientes de una forma bilineal

simétrica AdG-invariante sobre el &lgebra de Lie LG,

las expresiones de Euler-Lagrange asociadas a L son:

i _ - @i j
Ea(L) = 2 /g Baﬁ F nj
y
ij - - ai jk 1 ij _abhk
E - (L) 2 Vg Baﬁ(F K Fﬁ -7 8 F F‘;k)
Las ecuaciones E;(L) = 0, siendo L el Lagrangiano dado

por (5.1,1), son las ecuaciones de Yang-Mills, esto es:

aij
B F hj
Se observa que L, E;(L) y EIJ(L) son invariantes por
cambios de gauge, Pero aunque las expresiones de Euler-

Lagrange sean invariantes por gauges, esto no tiene por

qué€ pasarle al Lagrangiano que les dio origen.

5.2, Unicidad de las ecuaciones de Yang-Mills

St la dimensidn de la varitedad subyacente es cuatro,

la dimensidén del grupo estructural es r 2 3y
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L = L(gij;F:j) es una funcidén tal que Ei(L) y
Eij(L) son densidades tensoriales tnvariantes
por cambios de gauge, el Teorema 2 del cap?ltu
lo 4 garantiza la existencia de una densidad

escalar L invariante por cambios de gauge tal
que EL(D) = EXc) y EY9 (D) = BV (D).

Si se supone ademds que

*.ij
L, g - 0 [6.2.1)

resulta entonces

oxzg

7 —
E"(L) = 2V F .
« g u&ﬁ ¥

donde Bop SOT los coeficientes de una forma bilineal
simétrica Ad G-invariante sobre LG, Vale decir que

E;(L) = (0 proporeciona las ecuaciones de Yang-Mills,

En efecto:

Llamemos
1j _ i
Ha La

ij . .
sabemos entonces que HaJ es una densidad tensorial

invariante por cambios de gauge que verifica

g, =0

a bj

Luego, tomando un sistema de coordenadas tal que,

en un punto, gij h = 0 (1 €«i,j,h € 4) y un cambio
’

de gauge tal que:
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¢ _ . & = _l o & = - l F(,Y_ + Fo.{ .)
A i 03 i,j 2 Fij y A i,jh 3( 1Jnh ihtj

a .
(siendo A'z el transformado de Ai por el cambio del

gauge), deducimos que

auij
L a
—_— . 0 (5.2.2.)
hk
v
Derivando (5.2,2) regpecto de Ar ot obtenemos
»
it;sr isgtr itsrs isjrt, _
Hy 'y + Hy 'oT = (Hy 0%+ H BT =0

y teniendo en cuenta la antisimetrfa en s,r y en t,r:

ijhk

ihjik
Ho''g

+ H g 0 (5.2.3)

hk

De (5.2.3) se sigue que H;Jzﬁ es antisimétrico en

todos los fndices latinos, por lo tanto

Hij;hk Y ijhk

a p - baﬁ(grs;Frs)n (5.2.4)

con baﬁ una densidad escalar concomitante del tensor
m€trico y la forma de curvatura,

Derivando (5,2.4) respecto de FZS es:

. ob .
ij;hk;rs af _ijhk

H ~’. " = —— 1 (5.2.5)
a f v aFY

rs
Pero

Hij;hk;rs - HlJ;rS;hk = -le;Js;hk (por (5.2.3))

a f 7 a v B a v B

Hij;hk;rs
B 7

(o'

ces latinos, con lo cual

entonces es antisim€trico en todos los fndi
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ijshksrs _ 0

Be" ' 'y

ya que estamos trabajando en un espacio de dimen-

sifn 4,

Reemplazando en (5.2.5) deducimos que

%
ap)

F
rs

Luego baﬁ es una densidad escalar concomitante de

gij’ entonces

con hup constante para cada par (a,8), y por lo

tanto:

ijshk _ — ijhk
Hy''g = Y8 Pop 0 (5.2.6)
de (5.2.6) se deduce que

ijshk - hksij
Al ser Ha 8 Hﬁ 'a

Phﬁ = Pﬁa'

Integrando (5.,2,6) resulta

B
hk

ij ijhk
Ha

F

/E-Faﬁ xpPi3 x;j(ghk)

ij . .
Esto muestra que AaJ(ghk) es una densidad tensorial
antisimé&trica.

Luego

1] i
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por un resultado de la referencia [6].

Entonces

ij _ = Bij
H,® = /g Mg *xF (5.2.7)

Esta relacifn y el hecho de que H;J es invariante

por cambios de gauge permiten deducir que

0 _-1 Yy -1
Fop = (Ady°l ") (Adgel "M g,

esto es que'ﬂda son los coeficientes de una forma
bilineal Ad-G invariante sobre LG,
Multiplicando (5.2.7) por nijhk y recordando que

1j _ 413 .
Ha La obtenemos:

wtid _ o wxcB i
Tijhk  Ca Y8 Mug M spi *F
O sea:
ijrs ~m _ ijrs B 2m
17ijhk n 8.0 Bon Ly = /E-”Uﬁ nijhk n 8.0 Bop T
(5.2,8)
Reemplazando la siguiente identidad
8 o 8. M ntirs o 1 - )
rf ®sm "ijhk 7 'Bhe Bknm Bx2 Bhm

en (5.2.8), resulta

yPem

Multiplicando la identidad anterior por ghr gks es:

AQm
(80 8xm ~ 81 Bpm)lw = ’/E*‘_aa 8o Bxm ~ 8kR Bhm

-

{rs _ i‘zr - "E,"aﬁ(l'ﬂrs _ Fﬂsr)

o



89,

o sea
— rs (5.2.9)
Integrando (5.2.9) se llega a

L= VB gy 0 v e VR (5.2.10)

en cuyo caso

o P 13
L Z/g’baﬁl-ﬁ T (5.2,11)

Entonces

in ~ i
Ea(L) 2 Vg ”&ﬁ Fﬁ T (ver [11])

-

i3
= LaJﬂj (por (5.,2.11))

y conclufmos que

Bij

i —
E (L) = 2 /g Bop F T

vale decir que, al plantear E;(L) = 0, recuperamos

las ecuaciones usuales de Yang-Mills,
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