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INTRODUCCIOE

E1 objeto del presente trabajo es estudiar ciertos aspeí
tos de las ecuaciones de campo a las que da lugar una teoría

de gauge arbitraria si se la acopla con un campogravitacional.

Másexplícitamente, si consideramos una variedad espacio-tiem­

po con tensor métrico gij y una conexión sobre un fibrado prin
cipal con forma de curvatura F, entonces dicho tensor y dicha

forma deben satisfacer las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills:

i fijk ij ahk fl
F - F Fhk)k bl)­

.. 1 ..
R13 — glJ R = Bafi(Faï 8

constituyendo el segundo grupo de ecuaciones las eCuaciones

de Yang-Mills propiamente dichas.

Es sabido que, al igual que en el caso de 1a teoría de

Einstein-Maxwell, dichas ecuaciones se pueden obtener a pag
tir de un principio variacional de la siguiente manera:

Si

L = JE R + Ban Faij Fíj,

entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange Eij(L) = 0,

EÉ(L) = o,

donde

Eij(L) = 6L - —ï— ( aL-—) + ———3Ï——<¡—ÏE———>agij axh agij,h axh axk gij,hk



1 L a 3LE (L)=—-—v( ),
°‘ a“ axJ aA°f

1 1.3

siendo A: los potenciales de gauge a partir de los cuales
se construye la forma de curvatura, son las indicadas.

Es fácil ver que las ecuaciones de Einstein-Yang-Mills

tienen un doble tipo de "covariancia": por un lado tienen

carácter tensorial frente a un cambio de coordenadas, lo

cual asegura que el hecho de que se cumplan o no es indepen

diente del sistema elegido. Por otra parte, por un cambio de

gauge (que significa, como definimos más adelante, un cambio

de sección en el fibrado principal) tienen una propiedad de

homogeneidad, apareciendo los coeficientes de 1a transforma

da adjunta como factores. Nuevamente, esto asegura que si las

ecuaciones se cumplen para un gauge, entonces se Cumplen para

cualquiera.

Estas dos propiedades de covariancia son entonces obli­

gatorias por razones físicas naturales. Se puede verificar

también que el Lagrangiano que da lugar a dichas ecuaciones

tiene similares propiedades de covariancia. Esto no parece,

en principio, obligatorio ya que el Lagrangiano no tiene, en

general, una interpretación fisica. Dehecho, es fácil conse­

guir un Lagrangiano que dé las mismas ecuaciones y que no sea

covariante suprimiendo la parte de las derivadas de la conexión

de Levi-Civita en L.



Está claro que la aparente diversidad de Lagrangianos

posibles se reduce a un conjunto de clases de equivalencia,

siendo dos Lagrangianos equivalentes sI y sólo sí dan lugar

a las mismas expresiones de Euler- Lagrange. Aún así, en un

contexto de justificación de la teoría (el otro contexto

sería el de la experimentación) parecería haber demasiados

Lagrangianos posibles que den lugar a ecuaciones de campo

covariantes. En este trabajo mostraremos cómo se reduce esa

cantidad de Lagrangianos de manera tal que las ecuaciones de

Einstein-Yang-Mills sean las Gnicas compatibles con ciertas

hipótesis razonables. Comovamos a trabajar con objetos geo­

métricos concomitantes del tensor métrico y la forma de cur­

vatura, definiremos con precisión en el Capítulo 2 lo que

significa dicha noción de concomitancia en este caso. La prin
cipal dificultad está en definir la noción de concomitante

covariante por cambios de gauge.

En el Capítulo 3 mostraremos que, si las ecuaciones de

campo tienen covariancia de gauge y se obtienen a partir de

una densidad escalar, entonces también se pueden obtener a

partir de una densidad escalar con covariancia de gauge. En

segundo lugar veremos que la hipótesis de que el Lagrangiano

sea una densidad escalar puede ser suprimida, en el sentido

de que, si hay covariancia de las ecuaciones de campo obteni

das a partir de una función cualquiera, que depende de 1a mi

trica y la forma de curvatura, entonces dichas ecuaciones pue

den ser obtenidas a partir de una densidad escalar. Desde un



punto de vista matemático esto significa la soluci6n por

la afirmativa del problema equivariante inverso en el Cál

culo de Variaciones correSpondiente a las variables de cam

po utilizadas.

Estos dos resultados muestran que, Cualesquiera sean

las ecuaciones de campo, mientras sean covariantes, siempre

hay una densidad escalar con covariancia de gauge que de lu

gar a ellas, limitándose así notablemente un número de ecuí

ciones de campo lógicamente posibles. Esto se hace en el

Capitulo 4.

Dada la hipótesis de mínimo acoplamiento del campo grí

vitacional con el campode gauge, suponiendo principios va­

riacionales para las ecuaciones y que éstas provienen de un

tensor métrico y de una forma de curvatura, mostraremos dei

pués (ver Capítulo 5) que las ecuaciones de Einstein-Yang­

Mills son las únicas posibles de conseguir en esas condicig

nes. Este resultado puede considerase comoun análogo natu­

ral del resultado de E. Cartan acerca de la unicidad de las

ecuaciones de Einstein en el vacío. Esto muestra que, dentro

del contexto matemático en el que se trabaja, la forma de di
chas ecuaciones es inevitablemente la usual.



1. PRELIMINARES

1.1. Si G es un grupo de Lie de dimensión r, a es un elemento

de G y LG es el álgebra de Lie de Glla representación

adjunta Ad(a):LG + LG se define como:

Ad(a) = (La e R _1)a *e

donde La y Ra son las traslaciones a izquierda y a derg
cha respectivamente y e es el elemento neutro del grupo.

lv
Asociado a Ad(a) se tiene el endomorfismo de LG*:Ad(a),

dado por:

ÁÉ<a)(n)(xe> = n(Ad(a'1)(Xe))

con X campo vectorial sobre G.

Si U es un entorno de cero en LG, tal que exsz + V es
. . -1

difeomorfismo, tomando z = Ó°exp :V + Rr (Ó es la iden

tificación de LGcon Rr), (z,V) resulta ser una carta

local en G alrededor de e.

Asociadas a la base {e1,...,er} de LC se tienen las cons

tantes de estructura de grupo: CS7 (1 < a,B,7 < r), que
se vinculan con la representación adjunta de 1a siguiente
manera:

Si Ad(a)(ea) = Adg(a)ep, entonces:

¿Adg a
7a827

e

Si (71,...,7r} es la base dual de {e1,...,er}, queda de­
la l-forma invariante a izquierda generada. materminada 7 ,

a
por 7 .



En un entorno de e en G, se tiene que

ya = 9; dzfl (1 < a,fi < r)

¿(zaoL_)
donde BS = [________fl_l_]azB a

y se verifican las siguientes propiedades:

az“ an“
. B 7 a e 01) -—-——-C 9 Q

¿Z7 ¿za ¿0 B 7

ii) Si I:G + G está dada por I(a) = a_1, entonces:

aa(Ad“ o I)

—-—-ÉL—-——- = cpa 93(3) Ad€(a_l)827 a

Si se considera a LG como el conjunto de campos inva­

riantes a izquierda definidos en C, a partir de X € LG

queda definida 1a l-forma natural 9 a valores en Ge
mediante la relación

x(e) para cada a 6 G.0(X)(a) =

Sean P y Mvariedades diferenciables de dimensión m y n

respectivamente y sea G un grupo de Lie de dimensión r.

Si P(M,G) denota el fibrado principal sobre Mcon espg

cio total P, grupo estructural G y proyección flsP + M,

a cada sección local 0:U C M + P (n00 = idU), de dicho

fibrado, se le asigna una l-forma a%, llamada forma de
conexión, definida sobre U y a valores en LG que verifica



1a siguiente condición:

Si 0':U' C M+ P es otra sección local, con U n U’ # a,

entonces:

-1
og.(p)(xP) = Ad<<w<p)> >(a5(p)(xp>) +

n Í

donde wgu ñ U' + c está dada por 0'(p) = 0(p) - W(p),

o es la acción de G sobre P, ÜUU, = W*0 y 0 es la l-forma
natural.

Si 0:U C M+ P es una sección local del fibrado, el par

(U,a) se dice un gauge o una elección de gauge. Un campo

de gauge es una forma de conexión.

Si (x,V) es una carta local en My {e1,...,er} es una

base de LC, las funciones AïzU n V + R (l < í < n, 1 < a < r)

definidas por ab = (A? dxi)ea son los potenciales de

gauge respecto de (U,o), (z,V) y {e1,...,er}.
Dados los gauges (U,0) y (U',0') tales que existe p 6 U ñ U'

con 0(p) = 0'(p), entonces:

fi awp
A'Ï = (AdSoW‘1)Ai + (9;.W) en u n u'

x

donde W-l = 10W, o sea que W-1(p) = (W(p))-1.

Si w = Tg(Lc) = {TgLG* x...x Lc* x LG x...x LG + R,
‘___ÏÏ—___J &_—_ÏÏ__—J

R-multilineales}

se define p:G + GL(V) como:



P(a) = fi(a'1)e...9 ¡25(51) e Ad(a) 9...9 Ad(a)
x 1 . Ir ' 4

C!

0 sea:

l a
p(a)(T)(w ,...,w , X1,...,xfi) =

= T<Á“d’(a'1)<wl>,....Á‘á<a‘1)<w°‘),Ad(a)<x1>,....Ad(a)(xfi>)

si arJELG*(1<_-j<or),xieLC(l<i<B)
Uncampo tensorial de gauge de tipo(W:r,s,w) es la asií

nación que a cada gauge (U,0) le hace corresponder un

campo tensoríal relativo TOde tipo (r,s) y peso Wdefi
nido en U y a valores en w. Vale decir que si T es un tal

campo, para cada gauge (U,0), cada carta local (x,V) en M

tal que U Ñ V # a y cada base {e1,...,er} de LG se tienen
las funciones

ionoi
.1 .rzU n V + W dadas porJl' 'Js

. . . . . v11...1r _ 11...1r nl...pa 1 vB
T. . — T. . U v e . e 8 7 9.. 9 7J1"'Jr J1"“35 1'“fi “1 “a

que resultan ser densidades tensoriales de tipo (r,s)

y peso w.

Un campo tensorial de gauge de tipo (p;r,s,w) es un campo

tensorial de gauge de tipo (v;r,s,w) tal que si (U,O) y

(U',0') son gauges, con U n U' # 0,

Ta. = now-1(Ta)



Vale decir que si T es un campo tensorial de gauge de

tipo (P;r,s,w) se tiene que:

i ...i u ...u n, _ y _ 9
T.jl jrvl Ud = (Ad€1°wl)“l(AdEa°w 1)(Adv1.'p)10.- s 1001 fi 1 a 1

0 i ...i e ...e
(AdvfioW)17.1 .r al o“,Jlaole loco a

donde se tuvo en cuenta que

23(a)7a = Adz(a-1)7B

Dado el gauge (U,0) se define la forma de curvatura Fa

como 1a 2-forma a valores en LC que localmente se exprg

sa como

_ °‘ Í j
F0 - (Fij dx G dx )ea

donde (x,V) es una carta local en M tal que U n V # fl
a

y las funciones Fí.:U n V + R están definidas por

Ira-Aa A“ +c°‘ ABA7(1<1'<n1<afiy<r)ij j.i 1.1 fivij 'J ' "
a

a 8A.
(A. . indica 1a derivada ——¿)

J’l 8x1

La forma de curvatura resulta ser un campo tensorial de

gauge de tipo (Ad;0,2,0).

Si se tiene una métrica Lorentziana gij definida en M,
. . a

la derivada covarzante de gauge de Fii es:



10.

a a 7F.. = .. - .l‘. -. ..
13Hh F1J,h FkJ 1h Flk jh + F13 C57 A

Fcn'íjlh + F15 (’37 A?!

donde la barra vertical indica la derivada covariante

usual y los FÏj son los símbolos de Christoffel de

primera especie. Fïjuh son las componentes de un tea
sor de gauge de tipo (Ad;0,3,0).



2. ESCALARES Y TENSORES INVARIANTES POR CAMBIOS DE GAUGE

Sea G un grupo de Lie de dimensión r.

2.1. Definición:

nxr nzxr . . .L:R XR + R es un escalar znvarzante por cambzos

de gauge si para todo abierto U de G tal que e 6 U y

exp-1|U es difeomorfismo se tiene que:

a -1 B a a -1 7 B
L(Adfi(a )Hi + 25(8)WÏ, D7(AdB°I°z )(z(a))\l/j Hi +

a —1 fi a —1 7 aQ . + 2- _. =
Ad6(a ) Híj + D7( ¿oz >(z<a))wj wï fica)wïJ>

a ' nxr
= L(Hi, Híj), para todo a e U, WE E R y

B nzxr a a . .
Wij e R . Donde z, I, 96(3) y AdB(a) son los definí
dos en el capítulo anterior.

, Definición:
2a

Las (nzxr) funciones Lijanxern xt + R son las componen

tes de un tensor de gauge si satisfacen las siguientes

condiciones:

. -l
a) Para todo abierto U de G tal que e 6 U y exp U es

difeomorfismo



LÏj(AdZ(a_1)Hí + 92(3)W€; D7(AdZ°I°z_1)(z(a))Wz Hi +

+ Adg(a_1)Hík + D7(onz-1)(z(a))wz Wi + 93(3)Wfik) =

— 0

= Adg(a 1)LÏj(H ° H0 ), cualquiera sea a e U,

Wi E R y ig. E R

b) Para toda matriz inversible B: y para BECarbitrario,
salvo por 1a simetría en b,c, se tiene que:

a h fi h B h k fi- +
Lrs(Bi Hh, Bij Hh Bi Bj Hhk)

= B2 Bm LaQ(H9; H9.)r s m 1 13

2.3. A fin de ejemplificar el uso de las definiciones anterig
. a a B

res, demostraremos que 51 Lij = Líj(Hh, Hhk) es un tensor
de gauge, entonces

B a 0 e.. - b H.. - H.. + C H, HL1] fi( Jl 1] 0€ 1 )'

a a
donde bB son números reales y C08 son las constantes de

a
estructura del grupo. En efecto, comoLij satisface 1a
definiciSn 2,2. a),



13.

¿(Adg°I) l¡,7 0a B 0 B 0.
Líj((AdaoI)Hh + 20 wh, 827 k Hh +

+ (Adfi°I)H0 + aga w” wo + 25 wa ) =
0 hk ¿27 k h 0 hk

a 7 B B
= (Ad7°I)Lij (Hh; Hhk) (2.3.1)

. 8

Der1vando (2.3.1) respecto de HQmy notando
aaL..

Lq.;hk = lJ obtenemos:
13 B aH hk

a _Qm B 0 a 0 a(Adg°I) 7 0

Líj E ((AdaoI)Hh + 20 Wh3 327 wk Hh +

p o “g 7 o p a e
+ (Ad0°I)Hhk + 5:? wk wh + 20 th)(Ad5°I) =

a. 7 ;9m 5. B
= (Ad7 I)Lij 5 (Hh, Hhk)

Teniendo en cuenta que:

6 _
(Adg.1)(Adx.I 1): Adg(e) g ¿g

demostramosque Lïj;;k satisface 2.2. a), vale decir
que

,a;hk e a 0 —1 7 ;hkLij (Ad7°I)(Ad¡-I )Lij 0 (2.3.2)

Del hecho de que LÏj satisface 2.2. b), fácilmente se
concluye que



14.

a ;hk t fl t B fi
Lij 7 (Br Ht. Brs Ht + B B Htu) =

t Q -l h -1 k a ;mv fi fi
si Bj (B >m (B )v Ltg 7 (Hr, Hrs) (2.3.3)

Por lo tanto, (2.3.2) y (2.3.3) nos permiten asegurar
a o

que Lij’2k es un tensor de gauge.
. a = 8 A a =81 tomamos Bb Rob ( i 0) y Bbc 0, de (2.3.3),

obtenemos que, para cada a,7 fijos, es:

a :hk B 2 fi g a ;hk fl, B
ij 7 A H L (H H )

(A H ; .. ,r rs 13 7 r rsL

y haciendo tender A a cero:

a 'hk B fi a 'hk’ ' H = L..’ 0
Líj 7 (Hr’ rs 1J 7 ( '0)

.. a :hk
Esto prueba que, para cada “,7 ÍIJOS, Lij 7 es un
tensor isotrópico constante. Luego ([1]) existen name

a a
ros 37, b tales que:7

L?.’hk(H”; HB ) = a“ a? ¿F + b“ 65 a? (2.3.4)
13 7 r rs 7 1 J 7 1 J

Integrando (2.3.4) obtenemos:

a B
+ M.j(Hh) (2.3.5)

a
Si ahora tenemos en cuenta que LÍj satisface 2.2 b)
y (2.3.5), deducímos que:



a: sana:nik+ha zh+ =

= a; nik B: B + ag Hi Bïj + bg nik BÏ B

+ bg Hi Bgi + MÏj(B; ná) (2.3.6)

Derivando (2.3.6) respecto de BSCes:

1 fi b c c b a a5 =Hawi ¿j + i 5j)(afi + ba) 0NI

y, como los Ha son arbitrarios, obtenemos que:

CY

36 + bfi = ° (2.3.7)

Reemplazando(2.3.7) en (2.3.5) resulta

a _ a B fi a B
Lij —bB(Hji - Híj) + Mij(Hh) (2.3.8)

5a a fi . .ComoL.. y b (H.. - H..) son concomltantes tensorla
1J fi Jl 13 —

a
les, (2.3.8) muestra que Mij es concomitante tenso­

rial, para cada a fijo. Luego, si tomamos B: —A 6:

(Á f 0), BEC = 0 y hacemos tender A a cero, se ve que
. a

ex1sten ndmeros da? tales que:

a a fl fi a 5 7
Líj = bB(Hji - Hij) + dp7 Hi Hj (2.3.9)

Si tenemos en cuenta que se verifica (2.3.1) y usamos

aAdÉoI) a 0 v _1
que ____7__ . cua 27(3) Adp(a ), de (2.3.9) obteníaz a

mos:



16.

6a9
a 0 e v° 7 fi 0 B 5 7

bÜICUE 27(Adfi Imi Hj + (AdBoI)Hji + 627 wi w? +

0 e v 7 fi 0 B eng 7 ¿fi
_ cvE 97(Adp.I)Wj H. - (AdBoI)Hij —327 wi í1+

a fl 0 B 0 7 e 7 e
+ dB7[(Ad6°I)Hi + 90 wi] . [(AdEoI)Hj + QE wj

a 0 0 fi a B 0 7
= (AdfioI)(Hji - Hij)b6 + (Adfi°I)d07 Hi Hj (2.3.10)

Si derivamos (2.3.10) respecto de Hfik y luego tomamos h = i

y k = j, para n fi 1, resulta:

a 0 B a
b0(Ad¿°I) = b¿(AdB°I) (2.3.11)

Y si por otra parte derivamos sucesivamente (2.3.10) respeE
5 e

to de HQ y Hs; es:

a g ae 5° —1 u3 -1 e
da7 (Ade I)(Ad6 I )(Ad7 1 )dfin (2.3.12)

Reemplazamos(2.3.11) y (2.3.12) en (2.3.10) y luego deriví

mos respecto de H: y WI, para h f k. Obtenemos entonces:

°‘ °‘ 0 (2.3.13)

Esta última identidad, junto con (2.3.9))nos permite concluir
que:



a a fi fl.. = .. - .. +
L1J bfi(HJl HIJ C6e H

Observación:

Si P y M son variedades diferenciables de dimensión m y n

respectivamente, G es un grupo de Lie de dimensión r y

P(M,G) es el fibrado principal sobre Mcon espacio total

P, grupo estructural G y proyección fl, el ejemplo anterior

demuestra el resultado que afirma que la forma de curvatu­

ra es tal que sus coeficientes son, esencialmente, los Gni
cos concomitantes de los potenciales de gauge y sus prime­

ras derivadas parciales ([2]), teniendo en cuenta que del

Teorema 2.1 del capítulo 2 de la referencia [3] y de su de

mostración se deduce que los potenciales de gauge son arbi

trarios y que lo mismoocurre para las primeras derivadas
aa

parciales, con lo cual, en particular, Ai = 0 y Ai j = 09

están en el dominio de concomitancia.



3. INVARIANCIA POR CAMBIOS DE GAUGE DE LAS EXPRESIONES DE

EULER-LAGRANGE EN LA TEORIA DE CAMPO DE EINSTEIN-YANG-MILLS

3 .1 O Introducción

En la teoría de campode Einstein-Yang-Mills, el

Lagrangiano que, a través de un principio variacional,

da lugar a las ecuaciones de campo es:

=-/’ - °.‘- ‘Ï‘. 3.1.1
L g R + L1(gij, A1. A1,J) ( )

donde:

L ( - Aa' A“ ) = /"B F“ Ffiij1 gij’ i’ i,j g a6 ij '

Bag son las componentes de una forma bilineal simétrí
0

ca Ad G-invariante (esto es: Bag = Ada(a) Adg(a) B70,

V a e G) sobre el álgebra de Lie LG del grupo estrug

tural G, g = Idet(gíj)l, (glJ) es 1a inversa de la

matriz (gij), FalJ = glh ng Fñk y R es el escalar de
curvatura.

Las expresiones de Euler-Lagrange correspondientes a

L son:

aL a aL 32 aL
ij<L> = ———<a———)+——¡< >

E agij axh gij,h axh ax gij,hk

(3.1.2)

y

a a a
E;(L) = -L¡ - —-+ á (3.1.3)

axJ 6A1.5



Las ecuaciones ElJ(L) = 0 y E;(L) = 0 son las ecuí

ciones de campo de Einstein-Yang-Mills, o sea:

ij 1 ij = aih fij 1 ij ahk fi
R —ï g R ZBafi(F F h - I g F Fhk)

(3.1.4)

y

filj = o (3.1.5)B F .
afi "J

(la doble barra vertical indica derivada covariante

de gauge).

Se observa que L, ElJ(L) y E;(L) son invariantes por
cambios de gauge. En 1a sección 3.3 probaremos que,

cuando la dimensi6n de 1a variedad subyacente es par

y se trabaja con el Lagrangiano de 1a forma general
- — CY CX

Z} —/g R + L(gíj, Ai, Aí’j),

riancia por cambios de gauge para ElJ(Z;) y Eá(áz)

1a hipótesis de inva­

implica la existencia de un Lagrangiano invariante

por gauges que da lugar a las mismas ecuaciones de

campo queïfi . (Esto es una forma del problema equiví

riante inverso en el Cálculo de Variaciones ([4]).)

También mostraremos que el resultado no es válido

si la dimensión de 1a variedad es impar.

3.2. Caracterización de algunas densidades escalares
(X. . a

3.2.1. Den51dades escalares concomitantes de Ai Z_Ai J.:I

_ a a . .

51 L = L(Ai; Aí,j),(1 < a < r; 1 < 1,3 < n), es
una densidad escalar, tomando el cambio de
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coordenadas x1 = Aïl (A > 0) obtenemos

a 2 a _ n a. aA "A (3.2.1.1)
Derivando (3.2.1.1) n-veces respecto de A y

luego tomando límite para A teniendo a cero

por la derecha, deducimos que:

k 1131'”1ka “1 “h
L = Z aa a B 7 B 7 e Ai . ...Ai .h=O 1'°' h h+1 h+l"' k k 1'31 h’Jh

(3.2.1.2)

fi 7 fi 7
A Ü+1 A É+1 ... A.k A_k si n = 2k

1h+1 Jh+1 1k Jk

y

L = E a €1131“'1kar AÉ1 Í h
h=0 o'1°“°‘hfih+17’h+1“"3k7k6 11'31 1h'Jh

(3 .2.1 .3)

B 7 fi 7 0
A h+1 A “+1 k A k A , “si n = 2k+1

ih+1 jh+1 ik jk r

donde e"' son los símbolos de permutación de

Levi-Civita.

Tanto para n = 2k como para n = 2k+1, para demos

trar lo afirmado, usamos 1a caracterización de

las densidades tensoriales isotrópicas ([1]).



a
3.2.2. Densidades escalares concomitantes de Fij_

a
Si partimos de la densidad escalar L = L(Fij)
y consideramos el cambio de coordenadas

x1 = Áïl (Á > O) para cada A > 0 obtenemos:

2 a n a
L(A Fíj) = A L(Fij) (3.2.2.1)

Derivando (3.2.2.1) n-veces respecto de X y

luego haciendo tender A a cero por la derecha,

probamos que:

L = constante, si n = 2k+1 (3.2.2.2)

y v n I I1 J ...1 J1 1 k k a a

L - aa1,,,ak e F.1. .. F.k. , si1131 lka
n = 2k

3.3. Invariancia por cambios de gauge de las expresiones

de Euler-Lagrange

3.3.1. Teorema 1:

_ a a
. = _ o _ I l. _ < a < 'S7, L /g R + L1(g¿j ,AL ,/1,J), (1 r,

1 < i,j S n) es una densidad escalar tal que

ElJ(L) es invariante por cambios de gauge y n

es par, entonces:

L=—/gR+/\1+L3

donde A1 = A1(gij; Fij) es znvarzante por gauges



Demostración:

Como/E R no depende de los potenciales de gauge, suponer
ij . . . .que E (L) es 1nvarlante por gauges es equlvalente a dec1r

que Eij(L ) = 1 = Lij es invariante or cambi s de e
1 ¡EIT 1 p o gaug .

Luego, por el Teorema de reemplazo ([5]):

ij o a. a = c o 1 a

(3 3 1 1) n s e 't f' e L ( -Aa-Aa. . . o p rm1 e a 1rmar qu 1 gíj, i, i,j
1 a .

L1(gij,0,—ï Fij) no depende de gij, con lo cual ex1ste
a a

L2 L2(Ai,Ai’j) tal que:

L ( A A ) L ( 0 1 F ) + L (A A )1 g 9 r 1 9’ï 2 v ,j

(3.3.1.2)

Si A(g °Fa ) = L (g '0--l Fa ) A resulta una densidadij'ij 1 13"2 ij'
ij aA . . .

escalar y A = 5E——es 1nvar1ante por camblos de gauge.íj
Vamos a probar que A se descompone como suma de un Lagran

giano invariante por gauges y de un Lagrangiano que 5610
a

depende de las Fij. En efecto, sea, para cada a e G,
a a ij . . .

Xfi(a) = Adp(a). ComoA es 1nvarlante por camblos de
gauge:

Aíj<ghk;kg(a)Fík) = Aíj<8hk;F:k)’

a fl a
A - A - o , ' _con lo cual (gij, p(a)Fhk) A(gij, FiJ) es concomltan

te sólo de FÏj para cada a € G y, si n = 2k, por (3.2.2.2).
resulta:
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oz a

A(gij. Apun‘íj) - A(gij; Fij) =

í j l o oi j a a
= ba a (a) e 1 1 k k’ F.1 ... F.k . (3 .3.1 .3)

1' °° k k k

Si derivamos (3.3.1.3) sucesivamente respecto de
o‘1 “kF. . ,...,F. . , obtenemos:
1131 lka

iJoolj 1J’ ‘íJ
1 1 k k l 1 1 ’ k k a= A lba ...a (a) e ET l B (gij’AB(a)FÍj)1 k k

a a ij' 'ij1 k l 1""’ k k a
. Ra1(a)kak(a) —A al ak(gíj.Aij)l (3.3.1.4)

Comoel primer miembro de(3.3.1.4) no depende de las
a

Fij, el derecho tampoco.
a

Luego, tomando Fij = 0, es:

i j ..U j i j ;.“;i j B 5l l k k 1 1 1 k k l kb (a) e =TT (g.. ao¡A
al.nak l“ 61 5k 13 al ak

í j:...ú j
- A.la1 k¿k(g..;0)l (3.3.1.5)

1 k 13

y multiplicando (3.3.1.5) por E. . . . z1131"'1k3k
i j '.“°i j

1 1’ ’ k k '01(2k)! b (a) = le. . . .
al...ak k! 1131...1k3k fil k

1131‘°"‘1ka
a ak

. . . (g..:0)] (3.3 .1.6)
131"’1k3k 1 13

fi 51 k

s ooIxak - ei
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ij ;...-ij
A 1 1 ’ k kSi C = e. . . . (g..;0), para

al...ak 1131...1k3k al ak 13

cada elección de a1,,,.,ak, Carl-“otk es un escalar concg

mitante de gij, luego Call...“k es constante ([6]).

Sl a = 1 C yal ..ak k. 2k . al...ak

ij onoíj a a
Al = A(gi.;Fi ) - aa a e 1 1 k k F11. F k ,J J 1"' k 131 lka

(3.3.1.7)

Veamos que A1 es invaríante por cambios de gauge. Usando
(3.3.1.3) y (3.3.1.6):

a fi _ . a fi

1 J . i j p fi ak
- aa a E 1 1 k k F11- .Fl (a). (a) =1' k 131 kJ

i j ...i j a aa k 1 k
= A(g1 : F1 ) + ba a (a) e l 1 k Fi . . F1 ­J J 1'°' k 1 1 ka

iljl...íkjk 51 5k al ak
- aa a e Fi . ... i . fi (a)...Áfi (a) =1"' k 131 ka k

ij O.ij a aa 1 k k
= .A(g..; Fi.) + a5 B e 1 l k k Fí J . .Fï . a (a)...¡a (a)13 J °" k 1 1 ka 1 k

_ a ¿1131"'1k3k “1 “k _
“1 "ak 1131 lka

11j1°"1k3k al pk “1 ak
- aa a - u 1 J a (a)oooxfi (a) =1000 k k k 1 k
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i j ¡noi-j
=A(g...;FÏ.)-aa a 11 “‘12”. mv“1] J l... k 1 1 k k

a
= A1(gij’Fij)

Luego, de (3.3.1.7) deducimos que:

1] oooíj
A(g_.;F‘Ï‘.)=A(g..;F°f.)+a e“ kkF. . ...F..

13 13 1 13 13 al...“ 1131 Ika

con Al invariante por cambios de gauge.
Reemplazando en (3.3.1.2) obtenemos que:

a a llJl"'íkjk 1 ak
L1(gi.;Ai;Ai .) = A1(gi.; #Ï.) + aa a e Fí . ...Fi .J ¡J J J 1‘°° k 131 ka

C! C!

+ L2(Aí, Ai J.)

y tomando

1J...ij a a a a
L3(AÏ;AÏ .) = aa a e 1 1 k k F.1. ...Fik. + L2(Ai;A. .)'J 1"' k 1131 ka 1'3

resulta L = -/E R + Aa + L3

con A1 invariante por gauges y
C! C!

L3 —L3(Aí,Ai,j

3.3.2. Teorema 2:

S‘Lel Lagrangzano L = —/gR + L1(g¿j;g;A:’J)

es tal que E¿J(L) y E;(L) son invariantes por

cambios de gauge y n es par, entonces L es equi

valente (en el sentido que tiene las mismas expre

siones de Euler-Lagrange) a un Lagrangiano inva­

riante por gauges mínimamente acoplado.
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Vale decir que:

—/- + .- go q .
L m g R A1(giJ,At,At,J)

y A1 es invariante por cambios de gauge.

Demostración:

Por el Teorema 1:

L = —/E R + A1 + L3 (3.3.2.1)

donde A1 es una densidad escalar invariante por cambios
oz C!

de gauge y L3 —L3(Ai,Aí,j)

ComoL y Al son densidades escalares, L3 resulta ser una
densidad escalar y por lo tanto, usando (3.2.1.2) de 1a
sección anterior

k '\.¡

L = z A si n = 2k (3.3.2.2)3 hh=0

donde

X g a €11J1"'1ka
h al"'ahph+17h+l"'fik7k

a a B 7 fi 7
.1 . ...A.h . A.h+1 A.h+1...A.k A.k (3.3.2.3)
11'31 1k’Jk 1h+1 Jh+1 1k Jk

í '\I
Es fácil probar que Ea(Ak) = 0, en efecto:

N iljl. .ikjk al ak
AR g aa a E í j ' Ai j ’1"' k 1' 1 k’ k

luego:



i N a—1-:( >=- + —( )=
a Ak aA? BxJ 3A? .

1 1.3

í J -Íj . a
= aa a e 1 1 a 81 .2 . o .k .1"' k ax 11 J1 12'32 1k'Jk

0! 0! . . a+.l 626%69A.3.. .k.
lllJl 12 JZ 139J3 1k’Jk

a a a . .

+...+ A.1 . ...A.k'1 . ¿ak 5% 59]11'31 1k-1’Jk-1 1k Jk

ij ...íj 01 . . Ol (X a
=aa a ell kklóoll‘S: 5? (A12. .AÍ3....Aik.1"' k 1 J1 2'32J 3’33 k’Jk

a a a a
A 2 3 A 4 A k +
12'J2 13IJ3J lthó 1k9Jk

a a a
+...+ A.2 . ...A.k_1 . A.k . .) +

12'32 lk-l’Jk-l lk’JkJ

01. . . a a a

+ ¿al 5? 63 A 1 A 3 A k +12 jz ilelJ 13vJ3 1kak

al a3 a4 ak
i . A. . .A. . ...A. .1’31 13lJ3J 149.14 1k9Jk
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a a a a
1 3 k-l k ) +...++...+ A. . A. . ...A. . A. . .

11'31 13'33 lk-I’Jk-l lk’JkJ

¿ak i j "1 “2 “k_1
+ a ¿i 8, (Ai . . A. . ... i . + +k Jk 10.11] 129.12 k_19Jk_1 ...

C! a C!

+ A11 . ...A.k‘2 . A.k’1 . . ]1'31 lk-Z’Jk-Z 1k.1'3k.1J

JLJl232°“1k3k “2 “3 “k
= aaa a e i j j Ai j "°Ai j2"' k 2’ 2 3’ 3 k’ k

(X C! C!

+...+ A.2 . ... ¿k'l . A.k . .) +...+
12'32 1k_1'Jk—1 lk’JkJ

i j ...i. j _ ij a a a
+ aa a a e11 J-l k1 A.1. . A.2 . ...A.k-1. +1"° k-l 11'31J 12'32 1¡(40101

a a CY

+...+ A.1 . ... .k'z . A.k'1 . .
11'31 lk-Z’Jk-Z 1k_1'3k_1J

Usando que A: jk es simétrico en j,k y e"' es antisimg
9

' 'b

trico en cada par de Indices, concluímos que E;(Ak) = 0.
. í . . .

Estamos suponlendo que Ea(L) es 1nvarlante por camb1os
i . .

de gauge, entonces, como Ea(A1) es 1nvar1ante por gauges
i . . .

por serlo A1, Ea(L3) resulta 1nvar1ante por camblos de
gauge.
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Ei(L > = EHÏ X) = kZ-l Eioï)
a 3 a h=0 h h=0 a h

Eá(xh) (G < h < k-l) es nulo cuando A: = 0, teniendo
en cuenta (3.3.2.3), y, por el teorema de reemplazo

([51), ECÍ(L3)(AÏI;Ai,“ = Eá<L3)(0; -% ng). Por lo
tanto:

con lo cual

E;(L) . E;(A1) y E13(L) = 213(-/g R) + E1J(A1)

siendo A1 una densidad escalar invaríante por cambios
de gauge.

3.3.3. Mostraremos, en esta sección, que el Teorema 2

no es válido si la dimensión de la variedad suk

yacente es impar.

Sea n = 3 y conSideremos el Lagrangiano

.. a
eth A Ap

L = aafi i,j h

7
donde aaa aaa y aa7 cae 0 para todo 0,5,0.
Las expresiones de Euler-Lagrange correspondieB
tes a L son:

Eij(L) = o Ei(L) = -a eijk Pp (3 3 3 1)y a ap a g o

y resultan ser invaríantes por gauges.
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Si valiera el Teorema2, existiría una densidad

escalar A (Aa; AB ) invariante por cambios de1 h h,k

gauge tal que

ij = íj i = í
E (A1) E (L) y Ea(A1) Ea(L)

Por el teorema de reemplazo, ([5]),

fi fi 1 B

A1(Ah‘ Ah,k) ‘ A1(°= ‘ï Fhk)

y por (3.2.2.2) de la sección(3.2,2)

A1 = cte (n = 3)

Por lo tanto Eá(L) = E;(A1) = 0 que contradice
(3.3.3.1),



PROBLEMA EQUIVARIANTE INVERSO EN TEORIA DE GAUGE

Próbaremos que si la variedad subyacente tiene dimensión 4,

el grupo estructural dimensión r > 3 y L es una funciGn del
. a i ij .

tipo L = L(gij;Fij) tal que Ea(L) y E (L) son den51dades
tensoriales invariantes por cambios de gauge, existe una

densidad escalar Í, invariante por gauges, tal que:

ElJ(L) = E13(L) y E;(L) = E;(L)

(Todos loa Indices griegos varían de 1 a r y los latinos de

1 a 4).

4.1. Preliminares

Antes de encarar 1a resolución del problema equivariag

te inverso daremos algunas definiciones y propiedades

que se desprenden de ellas.

Usaremosla siguiente notación:

*Faij = nijhk sz

ijhk
donde nljhk = á (/í)-1 ethk’ = t ..g Ide (21])I y e
son los símbolos de permutación de Levi-Civita.

Un cálculo directo permite afirmar que:

Fa] walk + FflJ walk = l g” Wan (4.1.1)k k 2

“j _ jh a ii - d
donde F k g Fhk, (g ) es la inversa e (gíj)

y wgfl = Fa1] *Fíj



Definimos

oafiflv7 = pal Ffis. F"J F”r F7k. (4.1.2)
s J I' k 1

que satisface las propiedades:

¿afivpv E Ófi7uva e ¿7""a5 E ¿”"57F (4.1.3)

¿afiyuv = _Óvu76a = _Ófl75av (4.1.4)

y además, ([7])

¿#7 wafiv g ¿{Óafi7 ÓvA,+ ¿afiA.ó"7 + zoafiuv7

+ www“ (4.1.5)

a ..
a = FalJ p9.,

13

wafi7 = Pal Ffis. *F7J.
s J 1

donde o wap”'= Pais Ffish Fnhi y

Sí

WM” = pal rpg. r“ p“ w”. (4.1.6)
s J t k 1

Obtenemos que

w043qu = _wvufia7 (4.1.7)

y)por 1a referencia [7], resulta



g¿vw WBM = ¿{ww 4,70! + ¿fina ww

+ MW“ + ZWWBW} (4.1.8)

Por otra parte:

¿,vmafl a v1 FAR F'rhs Fast “Mi

y. FN'k Fyh (-á gSi wafi —Fst *Fají) (por(4.1J))

¿Gym w043_ wvmfla

Luego:

¿vmafi g __:_Óvm ¿015 _ ¿"WW (4.1.9)

De (4.1.1) obtenemos que:

kai 612 + FBki *FViR = _% ng wvfi.

Multiplicando 1a identidad anterior por gkt y al resultado
F7h as

spor Puth F Q concluImos que:

“¡man E 1 ¿ma w116 _ WBF'YCVV (4.1.10)'ï
FAR. . . 7 V . .

Sl mu1t1p11camos por F hk i F Qj la 1dent1dad



*Faij Fflhk á {wafi(gíh gjk _ gík gjh)

+ 2Famk *FfiJm glh _ 21¡,Olmh*F

2Fakm *F51 th
m

2Fahk *F613}

resulta:

wvn7afi = wnv7afi _ é wvna ¿B7 _ L ¿vam wafi2

1 vrfi a7
"7 W Ó

De (4.1.8) deducímos que

l[Ju/¿11131111= _wflpyua _ á wfigy Óav _ á s05,111)¿ya

é ¿fina wvv

y aplicando (4.1.9):

anfiuy E wflnvav + L Ófipv wva _ L wfln7 ¿av
2 8

1 uu 7a 1 fina 7V11/6 es -ïo w

Por filtimo:

Bi
rn

_ 2Fahm *Ffi1
m

34.

ik

jk

(4.1.11)

(4.1.12)
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wM7016 g _wflv7ag _ á ÓMa wufi (por (4.1.10))

= wa'YVBI-L_ á ¿”7a (por (4.1.7))

_ _wuvúfia _ é Ó7913wau _ É ¿"7a w”fi(por (4.1.10))

yuyfia 1 7B (1V 1 #7” a
-4! + '2- w”, Ó + ï Ó “[3

1 a v 1 v a 1 v a
_ ¿M7 o B _ _ ¿7 fi Ó u _ _ Ó 7 ¿AB2 2 2

donde en esta Gltima igualdad se hizo uso de (4.1.11)

0 sea que obtuvimos:

wuv7afl E _w7uflfia + % wnvfi ¿va + L ¿uvv wfiau 2

a a 1 a
+ é wu7 Óvfi _ á ÓWB w u _ ï Óv7 w#fi (4.1.13)

. Teorema 1:

Si Za variedad subyacente tiene dimensión 4, eZ grupo

estructural dimensión r > 3 y L = L(gij;F:j) es una
función tal que EtJ(L) es una densidad tensorial, en­
tonces

._ C! Nafi a

L = L1(gij;Fij) + (En g)9afi W + T(Fij) (4,2.1)

donde L1 es una densidad escalar, 9aB(1 < a,fi < r) son
números reales y

W - /g‘ wa”
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Demostración:

Eij(L) = a8L = Lijíj
Si thJk está definido por:

¡E Hthk = Lljghk _ leth _ Lthki + Lhkglj’ (4.2.2)

ihjkresulta que H es antisimétrico en i, h y en j,k.

Esto nos permite afirmar, ([7]), que:

ihjk , aih fijk , aih * fijk
H aan F F + bela F F

(4.2.3)
+ c *Faíh ijk + d *Faih *ijk

afl a6

donde los coeficientes son escalares (e invariantes

por cambios de gauge, en caso de serlo thJk)

1 < a,fi < 3.

Teniendo en cuenta que thJk = HJklh (por (4.2.2)) de

(4.2.3), ohtenemos:

, aih Bjk , aih * Bjk * aih Bjk
aaa F F + han F F + cap F F +

aih fijk ajk fiih ajk fiihi * = I v *
+ daa F F aaa F F + bafl F F

ajk fiih ajk fiiht * *
+ can F F + daa F F

Cambiando a por fi en el segundo miembro de la igualdad

anterior y teniendo en cuenta la independencia lineal de
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3.1.4.,n a, nsJ 1J 1J 1J ij, ([7]), (y que los.. *F
13’

productos tensoriales de tensores linealmente indepen

dientes son linealmente independientes), obtenemos:

I = v
a 6 aaa , dalfi ‘ daa y báp = °5a (4.2.4)

Reemplazando (4.2.4) en (4.2.3) y haciendo uso de

(4.2.2), resulta:

1 ij__u, g/_ hk_ leth
g

Lthlk + LhkgiJ) = a, FOlihFflJk

+ b¿B(Faih *#Bjk + Fajk *Ffiih)

+ d *Fa1h *FfiJk (4 .2.5)a6

Multiplicando ahora (4.2.5) por ghk es­

.. hk ij .
LlJ L ghk g , ai 63k , ai *FflJk)

_ ——— + a F F + b (F
'/E ¡g- afi k a6

aj * fiik * ai * Bjk
+ F k F ) + daa F F (4.2.6)

Si en (4.2.6) hacemos uso de 1a identidad

*F“1 *FBJk - á gl] ¿“a + FaJk Falk (4.2.7)

donde daa = Fai] Ffilj' podemos escribir

ij .. . .
_ L a' glJ + 2a Fal FpkJ

/- GB k8

‘ ai * Bjk aj * Bik
+ baB(F k F + F k F )

(4.2.8)
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conaaa a
Sl llamamos Safi y Aaa a las partes Slmétrica y anti­

simétrica (respectivamente) de báaz

' ai * jk aj * ik = ai * jk aj * ik
¡%fi(r k rfi -+F k FB ) %m(F k pp -+F k y” )

+ * + *

Por la simetría en i,j del segundo miembro de la ideB
tidad (4.1.1) resulta

Faik *FfiJk + Ffiik *FaJk = á glJ wafi

con lo cual, teniendo en cuenta que San = Sau, obten:
mos que

ai * Bjk aj * flik = 1 ij a6
SaB(F k F + F k F ) ï g w sua

y entonces

fijk gij wa”+ Fajk *Ffiik) n
Nh­

n ai *
bafi(F k F San

í *Ffijk + Faj *Fa Bik
+ Aafi(F k k ) (4.2.9)

Reemplazando (4.2.9) en (4.2.8) es

ai Ffisj
LlJ = /g{a glJ + Zaafi F s

W ai Bkj aj fiki* *
+ baB(F k F + F k F )}
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N
donde a,aafi y bap son escalares tales que aaa = aga

'b '\¡

y '=-bfia
En definitiva resulta que:

ij g — ij afiij N aflíj‘
L /g{ag + aaa T + bap S ¡

'b

donde a, aaa y han son escalares (invariantes por
cambios de gauge bajo la hipótesis de que ElJ(L) = L1J

es invariante por gauges) tales que aaa = aaa,
m ,b .. ..
bafi . -bfia y Tafi“, San“ están definidos por:

TafiiJ = Fais FHSJ + FaJs Ffisi

.. . . a. .
SafiiJ = Fais *FBSJ + F JS *F651

de donde se deduce que TafilJ es simétrico en a,B y
fi. . . a i' , _en 1.Jo mlentras que S J lo es solamente en 1,3.

afiijSi descomponemosS es sus partes simétrica y anti

simétrica (respecto de a,fi); esto es, escribimos:

aflij 1 aBij flaij 1 aflij fiaij
s = ï(s + s ) + ï(s - s )

N

y usamos la antisimétria de bafi, llegamos a

W aBij 1 N afiij fiaij afiij
ban S ï baB(S — S ) - bafi R

y por lo tanto podemos escribir:

1.13 = ¿{a g“ + aaa TafilJ + bag Rafi“! (4.2.10)
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donde a, aaa y ban son escalares (invariantes por
gauges si ElJ(L) = LlJ lo es) con la propiedad de

que aan = aaa, = -bfia y

T043lJ Fals F553 + FaJs F681 (4.2.11)

01.. a. . a. . . .
Rfl1J=F1 *FBSJ+FJS*F551-FBIS*FaSJS

_ Ffljs *F°(Si (1 < a,a < 3) (4.2.12)

La identidad (4.2.10) (que es válida para todo tensor

simétrico Lij) muestra que los diez tensores gij,

Taflíj, Rafiij (1 < 0,5 < 3, i,j fijos) generan el espa

cio de las matrices simétricas que, por ser n = 4, tie
ne dimensión diez. Por lo tanto, gij, Tafiíj, Rafiij

(1 < a,fi < 3) son linealmente independientes para cada

par (i,j) fijo.
Es sabido (ver referencia [8]) que los coeficientes

a, aaa y bag, que en principio dependen de la métrica

y de la forma de curvatura, se pueden pensar como fun

w“”
. MVCiones de Ó y , o sea:

a = a(45,w:!llw}): aaa = aafiwuvfl/W)

bafi = bap(o”";w"”> <1 < «,6 < 3) (4.2.13)

en un subconjunto denso del conjunto de las variables



de concomitancia (vale decir, mientras F1, F2, F3

*F1, *F2, *F3 son linealmente independientes, ([7]

y [8])). Entonces, derivando (4.2.10) respecto de

ghk’

ijzhk 1 hk ij afiij afiij
L = ——: g g (a g + aaa T + bafi RZ/g

+ / { aa aoafi aa awafl ijg (-—B-a—— + —B-a —)g +

ij aa ¡w aa V . .+aa_5__+(lL+._aÉ.QL)TaB1-Ï +
0”” a aún”aghk a ghk aghk

+ a QÏÏEíí + (abafi ÉÏÏ: + ÏÏÏE ÏÉÏï)RaB
“a ag ao” ag av“ aghk hk hk

aRafiij
b ——————}

a6 a ghk

ij . . . .
38 = _l hi k3 + k1 hJ)
aghk 2(g g g g

fi = Tafihk
aghk

a6
aw E _¿ ghk wafi
aghk N
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aïafilJ 1 ih aBjk 1 ik afijh 1 jh afiki
-?--—'= ‘— 8 T - 7 8 T - ï 8 Toghk

aJh Ffikl + FaJk FBhl1 83k Tth1 1ï _

+ Falh FfikJ + Fa1k FfihJ)

y tenlendo en cuenta que aap = aaa:

aflij . .
8T 1 glh TaBJk

ik afljh
Tí 'ïaafi 8 TNh—aaB aafi

1 'h afiki 1 'k thí
7 gJ T ' ï aafi gJ T

—aafi(Fajh FBki _ Fajk thi) (4.2.18)

hk Rafiij l 1h(Fak *FBSJ1‘ag—"ïg ‘ï‘g s

. . . h a '

fiks *F“SJ) + g1k(Fahs *FBSJ Fa s *F SJ)

Bsi 5k - 'k ah si
*F — F *Fa51) J B_th(Fak + g (F *F

_ FB“ *p“si)] (4.2.19)



Reemplazando

se obtiene:

Líj;hk =

+

43.

(4.2.15) hasta (4.2.19) en (4.2.14)

1 — hk i' aBi' afií'
ï Íg g (a g J + aaa T J + bafi R J)

— a afihk ij aa 1 hk a6 ij
v/g {-LB-a T g +—-B-a (2-78 k" )8

345 a!!!

1 hi kj ki hj aaafi uvhk aBij
ï a(g g_ + g g )+ T ‘T Taó

aa .. . .

1 2€ hk wav TaBlJ _ É aaa 81h TaBJkaw

1 ik afijh 1 jh afiki
ï aafl g T ' ï aafi g T

1 jk afihi ajh fiki ajk Bhi
ï aaa g T - aaB(F F — F F )

abafl uvhk afiij
———— T R

Bou”

1 abafi hk ur afiij 1 hk afiij
_ _ w R — — ba g R

2 aw"" 2

fik * así_ _ F
2 aBÍg s F s )
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+ g1k(Fah *FBSJ _ Ffih *FaSJ)5 s

+ th(Fak *Ffial _ Ffik *Fa51)s s

+ ng<FahS *F531 _ Fflhs *Fa51)]}

y comoLlj;hk = Lhk:íj, resulta:

(a _ 2 aa aaafi ¿uv) Tafiij ghk +
Ola awfll’

aa ..aa afi uu afihk 13
+ (-a + 2 + w ) T g +

ap aoaü aw””

aa aa ..a5 nu afilJ uvhk
— T +

+ 2 (aó"” aaa!) T

ab .. ab ..
+ 2 2€ TWhk Rafi“ — W“) Rafi” ghk +

ad aw

ab .. ab ..
_ 2 a6 TuvlJ Rafihk + a5 WMVRafihk 813 +

ao”” aw“”

. . ak .
+ 2 han glh (FaJ 55k - F *FBSJ) +S S
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'h ai fisk ak fi i+ 2 J * * S
ban g (F S F F F )

- +
S

'k a’ fish ah 6 '+ 2 1 J ü _ * SJ
bag g (F s F F s F ) +

jk ai fish ah fisí
+ 2 bafi g (F S *F — F S *F ) = 0 (4.2.20)

Multiplicando (4.2.20) por gíj th y teniendo en cuen
I a .. a ..

ta la Slmetría de T 613, R al] y 1a antisimetría de

Fij en(i,j)obtenemos:

(aaafi aapv) Tafiij Tuphk
¿Óuv ¿ÓaB 35k ih

ab .. ..
+ a5 (Tuvhk RUBI] _ TuulJ Rafihk )g. F? +v

aÓN Jk 1h

ai * Bsh ah * flsí 7 =
+ 6 bafi(F s F - F S F )Fih 0 (4.2.21)

A fín de expresar el primer término de (4.2.21) en

función de oafi7pv usaremos la siguiente notación

aa aa
a6 yvC = ————- (4.2.22)

afiuv aouv aÓaB

Apelando a 1a definición de Tale es:
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7 ai s vk r 7t
C . . = - .
afluv 83k Flh afiuv F s Pp k F r Py t F 1

ai s k vr 7t
'afinvF sFBkFflrF tF í

h
+ qfiuv F"

a.WT.FJ ps Ñt
r J s t h

vh t aj s 7kF+ qupr' ti“ j s Hsk F h

Www Www
o -—cafiuv og ' afluv

¿wnfi7
un

uvafi7
uv Ó

Si usamos (4.1.4) y el hecho de que C es simétriCOafiuv
en a,fi y en p,v obtenemos:

8a aa ..
a5 pu afilJ uuhk 7 = afivu7

(33;; - SJEF) T T gjk Fih _ 4Cafiflp o
(4.2.23)

Con reapecto al segundo término, si llamamos

abap

bafipv = aonv ’

como bafi = -bfia, baBFVresulta antlslmétrlco en 0,5
siendo, además, simétrica en u,v,

Luego, teniendo en cuenta (4.2.11), (4.2.12), (4.1.6)

y (4.1.7) es:



47.

ab .. ..
a5 (Tnvhk Rafi13 _ Tuv13 Rafihk)g' F7 =ao” Jk 1h

e 7uvafi vuvafi
Sbafluv(w - W ) (4.2.24)

Ahora bien,

(w7uvafi _ ¿vu7a6) #p(w7uvafi _ wuv7afibafiuv bafi

á vaa Ófi7 + á Óvuy wafi

+ —w”“” óaY) (por (4.1.11))
NH

(¿vuvafi_ wuv7afl)bafiuv

(¿vuvafi + wvuvfiabafipv

l 7B ua 1 p7p a
— ï w” w - ï o w”

1 27a vB 1 7vB ap
7 w‘ Ó + 7 o w

NIH

¿”7” w”5) (por <4.1.13))

¿vuvafi _ bfiauv wvuvfia= baflpv



1 B va 1 vfi
+12—bfiow\l/wycb 71M”on

1 7143 om 1 ¡2701
+7515“ 45 w 7%“ 42 uf'fi

'WB un= Ó lll
y por lo tanto:

ab . .. ..

Mi (Tpvhk Ram; _ Tuna Rofihk)gjk ¡flíh = 31,016”07”” wa” (4 .2.25)

Suponemos que r = dim G = 3

Para que b Ó7vfi sea distinto de cero deben serafipv
7149945147,79“ #a#7,7#u#5 #7y714lbf01fi7'. Siendo
que r = 3, de las dos primeras condiciones para garantizar

que bunny Ó7Vp fi 0 se desprende que a = fi. En tal caso:

795 _ vvfi
bafipv o _ baquv Ó

Pero como baauy = 0 resulta que s1 r = 3 siempre es
ó7vfi = obafiuu

Concluimos entonces que

ab .. H

a 3€ (Tuvhk RgfilJ _ THVIJ Rozfihk)gjk th = o si r = 3 (4 ,2_26)
45

Analizamos, a continuación, el Gltimo término de (4.2.21):
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ai sh ah fisi 7*Ffi _ * _6b fi(F F F )F1

= _7h ai * S _ 71 ah * s
6bafi( F i F s FB h F h F s Ffi i)

7afi
—12bafi w (4.2.27)

Reemplazando(4.2.23), (4.2.26) y (4.2.27) en (4.2.21)

obtenemos:

abvu7 7GB
Cafiuv Ó + 3bafi W 0 (4.2.28)

. . 7*
Mu1t1p11cando (4.2.20) por gjk Fih resulta

aa aa ..
( a5 _ :v)Ta513 Tpvhk gík *th +
ao” ao J

abafi uvhk afii' pvij afihk 7
+ ————(T R J — T R )g. *F. +pu Jk 1h

¿Ó

7 ai fish ah si
* * - * = . .2

+ óbafi Fih (F s F F s Ffl ) 0 (4 2 9)

Vale decir:

afiij uvhk * 7 pvhk afiij
cafipp T T gjk Fih + bapr(T R

fishuvij thk * 7 ai *
- T R gjk Fih + 6baB(F s F

_ Fah *F551)*F7 = 0 (4.2.30)s 1h
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A continuación trabajaremos con cada término de

(4.2.30):

Teniendo en cuenta (4.2.11) y (4.1.6)

aflij uvhk * 7 = anu7 afiuvv
cafiuv T T gjk Fih _Cafipv w ' Cafiyv w

uvafiv vpafiv
+ caga” w — cafluv w

y usando en el tercero y cuarto término, de la igual

dad anterior, 1a identidad (4.1.7) y las simetrIas

de Cafiyu, obtenemos:

afiij nvhk * 7 = afivuv
cuan” T T gjk Fíh -40afiyv w (4.2.31)

Por (4.2.11), (4.2.12), la simetría de bafiflv en M,V
y la antisimetría en 0,5

pvhk aflij uij afihk * 7 =
baauy(T R —T” R )gjk Fij

7 ai st ph urk= * * F
Zbafipv gjk< Fih F s F F r

+ *F7 Fal *Ffls3 Fpk erh + *F7 Fa] *F651 Pub erk
1h s r 1h s r

+ *FÏ FaJ *r351 F"k erh - *FÏ Fah *FpSk F"1 erJ
1h s r 1h S r
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“.7 Fozh 1“:fisk Fuj eri “,7 Fark ¡”fish Fui erj- ' r _ íh s r

-*1=7. F“ ups“ F“ H”) (4.2.32)1h s r

De la identidad

*Faij *F7hk = É {Óa7(gih gjk gík gjh)

+ 2Pask F7] g1h 2Fabs F738 1k+
s 8

21rathk F713 + 2Forks F71 3h+ s 8

+ 2Fash F715 gjk}

deducimos

“1h *Fflsj = _ ¿45759: 513;_ ¿si 6:)

_ F7mj Ffip ¿s g _ F78m FBP ¿j g
m í hp m 1 hp

783' Btp _ 7jm t s
' F F git ghp F FB m 5h git

7ms t j a-1: rfimah git (.2.33)

y además
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*Ffisi (á gst 475 73 Ffi‘k) (4.2.34)* =Fih 3h:

Reemplazando (4.2.33) y (4.2.34) en (4.2.32) se llega

a que

_ 75 auv avfiuv B uva
_ 4bafiuv o o 2bafipv(Ó - o F +

+ ¿auv7fi + ¿a7fivu _ Óva7a + ¿flvfiav + ovavfiu +

ova7fiu + Ó#047542 93Www + ¿nvavfi + Óyvfiav+

_ ¿uvafiv + ¿BYGpv + ¿a7fiuv + Ó0:75:44) +

475 4”“u + b (47” wav" + 47” 4“””+
bafipu afiuv

75 4 4

- 4 4’“"> + 4ba5#p(—4"‘ 4a7fi + 4”" 476“)

y usando propiedades de simetría y antisímetría junto

con (4.1.3) y (4.1.4) resulta:

yvhk aflij .uvij afihk * 7 =
bava(T R —1 R )gjk Fih

= -12 bafiuy(o”"7“fi + 47””5“) (4.2.35)
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De (4.1.5) se deduce

¿#V7afi + Ó7unfia = % wpva w7fi _ á Óuvfl Ó7a

1 v a
ï ¿u 7 o B

que junto con (4.2.35) nos permite concluir que

puhk afiij pvij afihk *.7 _
bafiuv(T R - T R )gjk Fih - O (4.2.36)

Por otra parte, usando (4.2.34),

* ai *.Bsh ah * asi
óbafi Fih(F S r - F s F )

ai 75 5k ah 75 Bk
6bafi(—F s F k F i — F S F k F h)

076
= -12ba5 o

= 12b 07afi (4 2 37)
a” O .

Reemplazando(4.2.31), (4.2.36) y (4.2.37) en (4.2.30)

deducimos que:

wafi”“7 + 3bap 07GB = o (4.2.38)'Caflflv

Con (4.2.28) y (4.2.38) obtuvimos las ecuaciones:

ÓanM7 w706 = oCual“) +
(4.2.39)

afiv 7 7afi
¿ahy w P + 3bafi o = o



Si usamos (4.1.12), (4.1.9), (4.1.10), nuevamente

(4.1.9) y (4.1.11) resulta

wafivm E _w¡/bav7 + á ¿[3M 9,017 + é 4,131101w722

+ ¿í #3117 ¿av _ ¿4,61401 ¿flv + lï ¿M7 wvfi

_ é 4,9140!¿[37 + lïóvpa f7 _. á ww! ¿57

1 a 1 v a_wvu7ófi__oufi w?
2 2

y por lo tanto:

ww =-c ww +; CW ww wCafiyv afiuv

+ á Cafiyv Óua7 wvfi

Pero:

C wflpav7 = C WVÜÜMW (por 4.1.7)
afipv ’ afin»

_ vfiap7
— ¿(muy k1!

¡AMM
= “Cafiuv w

luego

Bmw
Cana» Wu = o
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y reemplazando en (4.2.40) resulta:

w““"”7 1 (wp”7 oa” + ¿”a7 w”fi)Cafiuv = ï Cafiuv

que puede escribirse, usando la simetría de Capup’
como:

w“5””7 = 1 (w6“7 oa” + o”fi7 w”“) (4.2.41)
Cübyv ï Cafiuv

Por otra parte

¿avyfiv = _C ófi“”“7 (debido a (4.1.4))
Cafipu afiyv

¿auvfi7
'Caflpv

Óavufi7
'Cafipv

lo cual nos permite afirmar que

¿avyfl7
Cuna” = 0

y entonces

GBVAW afivn7 avgfiy
Cafiuv ó = ca6”v(ó + Ó )

= CGH#V(Ó7an# + Ó7avflu) (por (4.1.3))

_ 7afiv# 7auv6
— Cafi#p(0 + o )

1 7au u 1 7a“ flv
=CaB#V(-8-W J/B “'ZÓ Ó

_ á Ó7afi 0”") (habiéndose usado (4,1.5))



56.

0 sea que

¿aflvu7 1 w7av wpfl _ á c 07a” ÓfiFC = É Cafiyuafin» afipv
(4.2.42)

Para que Can Óafivy7 sea distinto de cero (teniendouv

en cuenta el segundo miembro de (4.2.42)) deben ser

7 fi a # v fi 7, 7 # fi # v fi 7, 7 f a í p—# 7 y

7 fi 5 fi P * 7. Como estamos suponiendo que r = 3, de

las dos primeras condiciones para garantizar que

Cafluv Óabvy7 # O se desprende que a = B y de la segun

da y de la cuarte que v = P. En tal caso:

aflvu7 = aauu7
Cafiflv Ó Caauu o

11227 11337
= 2{C Ó + c1122 1133 Ó

22337
+ c2233 o 1 (4.2.43)

Razonando de 1a misma forma con (4.2.41) Obtenemos

a , . Hque Para que C ' Wfivfiy sea distinto de cero, Siendoafiuv
r = 3, debe ser a = B y #.= v y en tal caso:

11227 11337
W + C wc w“5”"7 = 2{C11afipv 22 1133

+ 2233*} (4.2.44)C2233 w

Tomando7 = 3 en (4.2.43) y (4.2.44), las ecuacio­

nes (4.2.39) son:



11223 312
C1122 Ó + 3b12 Ó ‘ o

(4.2.45)
11223 312

’C1122 w + 3b12 Ó ‘ °

enConsideremos un sistema de coordenadas tal que,

un punto,

J0001001001001000

(ahí
l

0 —2

\J000000001000

Entonces

[lt

=)
.J

.12
F(’

‘l'J

02002000

_

1002
__

0120

—1
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0

-2

1

0

Por lo tanto:



S9.

6 -50 o o]
¿11223 = traza 15 -12 o o = _6

-10 -24 o o

l 12 -20 o 0

o o 2 -30

W11223 g traza o o 9 -8 = _18
0 0 —6 ;16

o o 4 -12]

y reemplazando en (4.2.45) conclufmos que C1122 = 0

y b12 = 0.

Análogamente, tomando 7 = 2, y 7 = l en (4.2.43) y

(4.2.44), obtenemos b13 = b = 0.23

Luego bag = 0 (1 < a,fi < 3) en un subconjunto denso
del conjunto de las variables de concomitancia y por

continuidad es

b s o (1 < «,5 < 3)

Si reemplazamos en (4.2.20) resulta:

aa ¿aan wn») Tafiij ghk +( - 2 _aaa W aw
aa ..

aa + afi wpv) Tafihk 813 ++ (-aafi + 2 aoafi awyv

a 3 ..
+ 2( aafi _ 3M”) TafiiJ Tuvhk E o

ao"" Boa“

y teniendo en cuenta la independencia lineal, dedu­

cimos que:
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aa
3a afi v- = 0 (4.2.46)

a5 aóap awuv

y

aa aa
“5 _ __Eï = o (4.2.47)

ao“” boa”

La identidad (4.2.47) nos permite afirmar que existe

6: Wanf = f(Óa ) tal que

ar
aaB = 60a” (4.2.48)

con lo cual reescribimos (4.2.46) de la siguiente
manera:

a af uu
-aí (f - 23 - ——ïï . W ) = oao BW

. . a6Por lo tanto, ex1ste una func16n h = h(w ) que

satisface:

h(w“”) = f - 2a ——Ïíï w“”
aw“

lo que implica que

1 af uv 1 afl
= _ — h

a ï (f awuv W ) 7 (W )

= á (r ——Ííï w“”) + Écwafi) (4.2.49)
aux“

Reemplazando (4.2.48), (4.2.49) y ban = o en
(4.2.10) obtenemos:
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o. —1 a v " "J a
LlJ = /g{¡ (r — f, w“ ) gl] + h<w a)

aw”

+ 6+ TafilJ} (4 ,2.50)
84:5

La identidad (4.2.48) y el hecho de que aan es un
escalar concomitante hacen posible elegir f de modo

tal que

L0=v/gf

sea una densidad escalar. En tal caso

ij l — ij — af afiij 1 af a6 ijL -_/gg f+/g(-—T ————.wllg)
o 2 ¿00113 264,015

nos permite reescribir (4.2.50) en la forma

n. o. _'\¡ 0­
LlJ e LÉJ + «g h<w“5) glJ (4.2.51)

Es importante notar que el dominio donde se mueven
a a

las variables (Ó a; f fi) incluye a las de la forma

(oafi ; 0) para todo a, Ba consecuencia de 1a hipótesis

de independencia lineal de F1, F2, F3, *F1, *F2, *F3,

En efecto, consideremos un sistema de coordenadas tal

[-1 o o o
0 1 0 0 ,

que, en un punto, (gij) = o o 1 0
0 0 0 1

F!_. 5%6? -5? 5%, F?.- 6%6? —8? 6% y
lJ 1 J 1 J lJ 1 J 1 J

F?. = a? a? _ a? 6%
1J 1 J 1 J
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Entonces:

0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 —1(*FÏ.)= o o o o . (*F )=
1J o o 0_1 13 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0

(*F?) = ° ° 1 °
13 o -1 o o

0 0 0 0

y por lo tanto

afi 1 ijhk a B
w . ï e Fij Fhk o (1 < a,fi < 3)

Consideremos ahora la función k(WaB) dada por:
N

N tu a
mi“) = hay“) —11(0) - 2 (o) wa” (4.2.52)

aw fi

De la definición se deduce que

k(o) = o y _EE_(0) . o
awafi

y esto implica (ver referencia [9])

uf") = aflveawa") W wea

ConseCuentemente:

1 afi afi flv ¿0
ïï B(AW ) = anyea(¡w ) W W (4.2.53)
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1

v = v(w“”) . -I _%.k(lwgfl)dk
o A

Se tiene entonces:

av a5 ,2.54
awafl W (4 2

k = v ­

En efecto:

av afl 1 1 afi 1 1 3k u dB

- _———-W = -I ïï k(AW )dA + I X SEEB-(AWF ) W dk0awafi o

1 1 afi 1 u 1

= -I _ï k(xw )dx + _ k<Aw“ )A A 00

1 1 afi

+ J -ï k(AW )dXA

uu .= k(w ) (ten1endo en cuenta (q.2.53))

(4.2.52) y (4.2.54) implican que
'\I

N afl afl av afi N ah aa
h(W ) = (W ) - W + h(0) + (0) . W

V awaB awaB

Reemplazando en (4.2.51):
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av (IB

awafi '

N

L“ = L3] + G ¿“(v _ + ¡(0) + Ej1%(0) wa”)

= Láj + (2 /E v)ij + (2 /g ¡“konij + J; Aaa wap gij

añ

donde Rafi = awafi(o)

0 sea que obtuvimos:

íj ij — ij a6
L = L1 + v/g g Aaa ‘Í’

g LÍj + ¡(en g)xafl lgplíj (4.2.55)

Siendo L1 una densidad escalar, los Rafi números rea­
les y map = ¡E Waa.

Hemos probado (4.2.55) para dim G = r = 3.

Veremos que también es válido cuando r > 3.

Supongamos, entonces, r > 3 y conSideremos el conjunto:

4
AS(4) = {A e R X4:A = -At}

. . , . 4x4 .
Sea (gíj) una matrlz Slmetrlca de R con Slgnatura
(1,3) y sean F1,F2,F3 elementos de AS(4) tales que

1 F2,F3,*F1,*F2 y *F3 son linealmente independientes.

Definimos:

1 2 3 a 1 a
5' _- .F .1: .F F + b .1: .F .F *F{aa(gij’ ij' ij’ ij) hk a(gij' ij‘ "’ ") hk/

1 < a < 3; a y ba escalares concomitantes}C!
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Como dim As(4) = 6, {F1,F2,F3,*Fl,*F2,*F3} es una

base de AS(4) y como los números reales son escalí

res concomitantes, resulta AS(4) C A'. Claramente

A' C AS(4), con lo cual queda probado que A' = AS(4).
. 4 . . . .

Por lo tanto, 91 Fij es una matrlz ant1s1métr1ca
4 4

de R x arbitraria pero fija, existen escalares con
. l 2 3 1 2 3

comltantesaa(gíj,Fij,Fij,Fij) y ba(gíj,Fíj, íj. ij)
(1 < a < 3) tales que:

a a
= *

FlJ aa Fij + ba Fij

Entonces:
¡

4 .. .. ..
o” = FBIJ Fé. = FfilJ F9. + b FfilJ *F?.

1J a 1J a lJ

a a
= aa Ófi + ba wp¡(1 < B < 3) (4.2.56)

4 o O

Ó 4 = F41] Fé.lJ

(a Pal] + ba *Fa1J)(a F9. + b *F@.)
a 1J fl 1JB

b bfi)q5°‘6+ 2 aa bg wafi(por (4.3.310)
(4.2.57)
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¿P4 = F515 *F?.
13

- F515 *Fa + b Ffiij Fa
’ aa ij a 15

= aa wgfi + ba ¿“B (1 < fl < 3) (4.2.58)

w44 = F‘íj *F?.
13

g aii * aij . B a
aa F + ba F )(afi Fij + ba Fij)

a6 ab
= (aa afi + ba bp)W + 2 aa ba Ó (4.2.59)

Comoconsecuencia de las identidades (4.2.56) hasta

(4.2.59) y de la referencia [8], si
3 4 .a - a(g..;F%.;F?.:F..;F..) es un escalar concomltan

1J 1J 13 13 13 _
4 .te, para F fija, en un subconjunto denso de las va­

riables de concomitancía se cumple que:

a5
a = a ¿(aaa w > <1 < a.6 < 3)

F

Además:

B afi a5 afia (0“ ¡w ) = a (o ;w ) (4.2.60)
F“ r4

siendo F4 el transformado de F4 por un cambio de

coordenadas.

Los coeficientes a, aaa y bag de (4.2.10) satisfa­
cen la relación (4.2.60), por lo tanto podemosrepetir
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1a demostración que nos permite afirmar (4.2.51) y

asi llegar a probar que (4.2.55) es válida para todo

r > 3.

Integrando (4.2.55) obtenemos que:

a6 a
L = L1 + (Qn g)Aafi W. + T(Fij) (1 < a,p < 3)

siendo L1 = /E(f + 2 v + 2 fi(0)) una densidad es­
calar.
0 sea:

L = L
Nafi a

1 + (Qn g)t(w ) + T(Fíj)

= J; hoafiwafi) + (Qn ¿and/ap) + T(p°i‘j) (1< «,5 < 3)

(4.2.61)
«J w

donde f = f + 2(v + h(0))

Si variamos F4, de (4.2.61), deducimos que:

.1 .2 .3 .4 B N afiOaB wfi

a
+ TF4(Fíj) (1 “,6 < 3) (4 .2.52)

A continuación vamos a mostrar que

= fN a5 a6 N a5 a5

f ¿(Ó :W ) F4(Ó :W )

4donde, como antes, FAes el transformado de F por un

cambio de coordenadas.
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En efecto:

N 1 af wn»h=a-ï(f -——v ),
aur"

N N _
luego h 4 = h_4 (recordando que f es tal que /g f es

F F N
densidad escalar) o sea que h define un escalar con­

1 2 3 4

comitantede gíj;Fij;Fij;Fíj; ij.
Si

a ak a6
u4<w°‘>=—g¡¡<o>5v.

F cul!

entonces

a
muy“) = u ¿(4/ B)

F F

y resulta que u = u(F%.;F?.;F?.;Fé.) es un escalarlJ 1J 1J lJ
concomitante.

De las consideraciones anteriores se deduce que

N fl;
k = h - h(0) - u

F1..;F..;F3 :Fdefine un escalar concomitante de g..; .. ..
1J 13 1] 13 13

y por lo tanto

1 1

v = -J ¿21:0 WÜBMA
o A _"' a

también. Queda probado entonces que lg f 4 (Ó
F

. . 1

es una densidad escalar concomitante de gisz ;F2;F3:F4

fi W015)

Si

a6 _ 3K a5
tF4(Ü ) - EEE (o) W
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resulta que

til. (TB) e Bt 4(ri/cm)
F

ax1dondeB= .
8x3

1 2 3 4 .Luego t = t(F..;F..;F..;F..) es una den51dadescalar
13 13 13 13

de la que interesa conocer su forma.

De las identidades de invariancia, ([10]), obtenemos

que

IJ‘hk(A F%.;Á F?.:A F?.:A Fé.) =
fl 1J 13 13 lJ

ijghkl 2 3 4
. o C .Fta a (Fij'Fij'Fij' ij)

Tomando limite para A tendiendo a cero por la derecha

y usando, luego, 1a caracterización de los tensores

isotericos, ([1]), resulta que existen númerosreales

QaB tales que

c13;“k(p .F? ;F?.,F?.> = 2 ethk (4.2.63)
13 13 13 a

Integrando (4.2.63) obtenemos que:

= ijhk a fi = Nafi
t Rafi e Fij Fhk ¡Zap w (1 < 01,5 < 4)

(4.2.62) y todas las consideraciones hechas nos permi
ten deducir que
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1 2 3 4 1 2 3 _ 4L(g ;F. ,Fij,Fij,Fíj) a L1(gij,Fij,Fíj,F..,F..)

+ (En g) uan Wafl

+ T(F:j) (1 <-a,a < 4) (4.2.64)

donde L es densidad escalar y 9da son números reales.1

Un razonamiento similar permite probar este resulta­

do para 1 < a,fl < r) (r > 4).

Esto concluye la demostración del Teorema 1.

Observacion

No existe una densidad escalar cuyas expresiones de

Euler-Lagrange coincidan con las de

Nafi
L = (Qn g) Rap W

Ethk a fi
Fij Fhk (1 < a,p < 3)

1

= .2. (En g) Rafi

donde los Rafi son números reales.

En efecto, supongamos que existe una densidad escalar

Ï tal que E1J(L) = E1J(Ï). En tal caso podemos encontrar

una función f = f(Óa5;Wafi) tal que

E = «E f<o“”;w“”) (1 < «,9 < 3)

y resulta entonces que:

ij m — 1 af a6 ij af aflij
E (L) = /g {ï (f - SEEH w ) g + 3355 T }

(por (4.2.16) y (4.2.17))



Ahora bien,

i' /_ i' a6
E J(L) = 1% Qafi g J ..

.. .. m
luego, al ser ElJ(L) = ElJ(L), se deduce que

af a6 1 a6 i' af afii'
J; {1 (f - ————w - — 2 w )g J + ————T J} = o

7 af" 2 “B acta"

La independenc1a lineal de gíj y T015íj nos permite

afirmar que

af
= 0

awafi

y

af a6 1 a5
f_mw gïflafiw (4.3.1)

Entonces

a 1 aa 1 ah af 1 UV WanA = _ _ _ __
ar( f(x W )) f(A W ) + A awap (A W )( A?)

= l 015 af l Iv 1 0:5
“¡w )—BW (XM “¡41)

05

g á 2a” ix. (por (4.3.1))

0 sea:

a5
5%-(A f(% Wafi)) = á Rafi ÉX— (403-2)

Por lo tanto, integrando (4.3.2) entre 1 y y reapecto

de A, es

1 afi a6 1 a5
P f(¡ W ) - f(W ) = ï 9da W 9h fl
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a aB
Cambiando, en esta última igualdad, Wfl por p,w

resulta que

u ropa") - rm wap) = ¿Rafi w“ En u (4.3.3.)

Derivando sucesivamente (4.3.3) respecto de W7v
0€

y de W se llega a:

azf aa azf aa(w>- (w>=o
aw7v—3;Fï ÍLawvv awüe fi

Tomandolímite para fl,tendiendo a cero por la derecha

2
a f afi

szïï-SEF: (W ) O,

lo cual nos lleva a deducir que existen números rea­

les b y han tales que:

afi

Entonces

f ——Ï¿-. wa” = b (4.3.4)
awafi

Reemplazando (4.3.4) en (4.3.1):

1 ab
b - 5 Rafi W . (4.3.5)

para toda Wan.
a

Por lo tanto, tomando Wfi = 0, es

b = o,

luego, por (4.3.5),
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1 ab
ï'nafi w ‘ °

a
para toda WB.

.Nafi .
Esto muestra que L - (gn g) Rafi W no es equivalente
a una densidad escalar.

Teorema 2

Si la variedad subyacente tiene dimensión 4, el

grupo estructural tiene dimensión r > 3 y

iJ’ ig
y E;(L) son densidades tensoriales invariantes

L = L(g ?F?.) ea una función tal que E1J(L)

por cambios de gauge, entonces existe una densi
N

dad escalar L invariante por gauges tal que

EiJ<L) = E¿J(Ï) y EÉ<L) - 53(3)

Demostración:

ElJ(L) es densidad tensorial, por lo tanto el Teorema 1

de la sección 4.2 nos permite afirmar que

a
L(gíj,Fij ) - L1(gij;1=°'ij)+(2n map Wap+ T(FÏj)(1<a,fi <r)

(4,4,1)

donde L1 es una densidad escalar, Rafi son número rea­
les y las = VEwaB.Unlargo cálculo muestra que, al

ser E;(L) densidad escalar invariante por cambios de
gaugeo

í J ij;hk
Ea(L) La a ¡fihkflj

(4.4.2)



(la doble barra vertical ínüica derivada

de gauge).

Si

aB
L2 = (2m me“, 9? ,

entonces

a
L2

7
aFij 2 lg (nn g)275 *rfl

y por lo tanto

2 g ( n g) 7B n

2 8 ( n g) 7p fl

ijhk_ _ Q
2 /g ( n g)27fi n

la cual implica que

ij;hk ik;hj2aB+L2 a B e o
L

Desarrollando (4.4.2) obtenemos:

t(¿md-Pp ¡"j-Ftk h
ij;hki

Ea(L) = L a B

y deducimos que

covariante

fi
ht

t
ij + F

7
hk

(4.4.3)

fi a
CM AJ.)



i
aEa(L) _ _Lij;hk _ Lik;hj
¿Ap a fi a Bh.kj

Esta Gltima igualdad prueba que

ikghjij'hk
L a' fi

es densidad tensorial.

A partir de (4.4.1) y (4.4.3) se obtiene 1a relaci6n:

ij;hk ikghj _ ij;hk ik;hj ij;hk ik;hj
L a fi + L a fl L1 a B + L1 a p + T a fi + T a fi

(4.4.4)

la que a su vez permite afirmar que la expresión

iJ-hk ik'hJT + T ’
a B fi

. . ij;hk ik;hj
es den51dad tensorial ya que L1 a fi + L1 a B lo es

por ser Ll una densidad escalar.
Para cada par (G.5) consideremos la densidad escalar

g ij;hk ik;hj r+1 r+1
cap (T a B + T a ¡3)FiJ hk (4.4.5)

donde Fr+1 y Fr+2 son tensores antisimétricos lineaí

mente independientes y arbitrarios.

En el Apéndice de este Capítulo probaremos que:

78
cm3 = cm,715 W (4.156)

6 números reales (l < 0,5 < r, 1 < 7,5 < r+2)a67
+

Derivando (4.4.6) sucesivamente respecto de F::1 y Fímz

siendo C

y teniendo en cuenta (4.4.5) obtenemos:
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tSme tmgís sm;2t _ t2;ms

sR;mt tsflm
+ T a fi E 8 Cafir+1 r+2 e (4'4'7)

Intercambiando m y t en (4.4.7) resulta:

msgflt mtgfls st;2m m9;ts
4 T a a + T a p - T a B - T a

sflgtm msflt
+ T a a .= a caflfll Hz e (4.4.8)

Sumando (4.4.7) con (4.4.8) y teniendo en cuenta

las entisimetrfas correspondientes

ms;Qt ts;9m t9;ms m9°ts5Tafi+5TaB-Tafi-Ta’fl=0 (4.4.9)
Intercambiando Q y s en (4.4.9) obtenemos:

m9;st tQ;sm ms;t9STaB+5Tafi-Tafi—TaB o (4.4.10)
El sistema formado por las ecuaciones (4.4.9) y

(4.4.10) se puede escribir en la forma:

5A - B = 0

A - 5B = 0

Siendo A = Tmz;2t

m2;ts
y B T a

Por lo tanto

ts;2m ms-Qt
T a +T a’ (4.4.11)



De lo que se deduce que la contribución de T a 1a

identidad (4.4.4) es nula.
"-hk . .

Por su parte (4.4.11) muestra que Tlá’ fl es antisimg
trico en todos los Indices latinos, luego existen
funciones

_ 7
daa _ dafi(Fij)

tales que

ij;hk = d Eijhk (4.4.12)
T a fi a6

Derivando (4.3.12) respecto de F18 obtenemos

.. a ..
13:hk;rs = dafi ethk (4 4 13)T
a fi 7 ¿F7

I'S

Ahora bien,T es antisimétrico en todos losij;hk;rs
a {3 7

Indices latinos y siendo que estamos trabajando en

un espacio de dimensión 4, resulta que

Tijghkgrs =0:67
Se deduce entonces de (4.4.13) que los daa son nG­
meros reales.

Integrando (4.4.12) es

T=d 3afi+1<ijra +c (4411.)
a6 a o o

donde tanto los KÉJ como C son números reales.

Reemplazando (4.4.14) en (4.4.1) se obtiene:

L=Ï.+L3+C (4.4.15)
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siendo:

É = L1 + daa ma“ una densidad escalar

L = (Qn g)2ap Ea”
ij a+ ..

3 Ka F13

Entonces

i i ‘ i
Ea(L) = Ea(L) + Ea(L3)

Aplicando el teorema de reemplazo ([5]) y recordando
g iia

que L3 L2 + Ka Fij

i * , 7, 7 i . 7. 7 =
Ea(L)(ghk.Ah.Ah;k) + Ea(L3)(ghk.Ah.Ah k)

= i ‘ _ ' 1 7 í . o 1 7Ea(L)(8hk,0.-ï Fhk)+ Ea(L3)(8hk.0.-ï

= i A a o 1 7 i 0 U 1 7noy‘ï ng)+¡00"2-
ya que el hecho de ser

i _ i hj ih fi 6
Ea(L3-L2) - Ea(KB Fij) 2 xp coa Ah

. . i . . 1 7 _obllga a conc1u1r que Ea(L3—L2)(ghk.0,-ï Fhk) - 0.
Luego, obtuvimos que:

i , , 1 7 g i ‘ 7
Ea(L)(3hk'°"ï Fhk) Ea(L)(ghk;0;-% Fhk)

í o . l 7+ Ea(L2)(ghk,O,-ï Fhk) (4.4.16)
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De lo que se deduce que E;((9n g)Q7fi 376) es densi
dad tensorial.

Como

. fi' a hk

Eá((9n ¿ww Wa) = (Qn g) E;(R7B WB) + 276 “TW g ghk,jí.j

(4.4.17)

tomando un sistema de coordenadas tal que, en un

punto,

-l 0 0 0

ij o 1 o o axi) = 1 y g.. = o,(8 ) , det(-:j- 1J,h
o o 1 o 6x3

0 0 0 1

se obtiene que

i “75 _
Ea((9n g)97a W ) - 0

en dicho sistema, y siendo que es densidad tensorial
resulta

. awvfi hk2 1 2 75 2 _____ =
( n g)Ea( 76 a ) + _qfl 8A“ g ghk'j 0 (4.4.18)Í.j

en todo sistema de coordenadas.

Si ahora consideramos un sistema de coordenadas tal

que, en un punto,

hk8-1y8
reemplazando en (4.4.18) obtenemos
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a WW___._ = o 4.4.19
7B ¿Aa ( )i.j

Derivando (4.4.19) respecto de AZk es:
9

2'»

Q B a wvfi = o7 C! Ü

aAi,j aAh k

(4.4.20)

Reemplazando

2‘75 ..
a w — ljhk 7 B B 7

8A. . 6A1,3 h,k

en (4.4.20) se llega a que

eíjhk(2 + 2 = oa0 9a)

Entonces, teniendo en cuenta 1a simetría de 2a0((4.4.1)),

ijhk _
e Que - 0

y por lo tanto

Rafi = o,

con lo cual

'ba
w fi

L2 = (Qn g)520t‘3 = 0

Luego, reemplazando en (4.4.15),

= A a
L L + Ka Fij + C (4.4.21)



donde L es una densidad escalar con el mismo dominio

que L ya que al satisfacer las identidades de inva­

riancia en un subconjunto denso de las variables de

concomitancia, las satisface en todo el conjunto.

En virtud de (4.4.21),

23(ng fu.) = 2 ¡(55 cg“ AZ.

es densidad tensorial. Por lo tanto, considerando el

cambio de coordenadas xi = Xïi (A > 0) resulta

ijfi0_4ij a
ZKB coa Aj — 2A KB cga Aj

y tomando límite para A tendiendo a cero por la ders
cha es

ihjfi
Ea(KB th)

Se deduce entonces que

L = L + K (4.4.22)

donde E;(K) = 0.
A " a "A

Como K = KáJ Fij + C, ElJ(K) = 0 y resultai _. i.
Ea(L) = E;(L). E J(L) = EIJ(L)

A

Entonces, L es una densidad escalar cuyas expresiones

de Euler-Lagrange son invariantes por cambios de gauge.

El Teorema 2 del Capítulo 3 garantiza la existencia de
o M a - auna den51dad escalar L invariante por cambios de gauge

tal que
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(í) = 52(5) y Eij<ï) = Eij<í),
i

Ea

lo cual concluye la demostración del teorema.

Apéndice

. 7 .
Sz (LB(F¿j) (1 < a,B < r) es densidad escalar,

entonces existen números reales (afiuv(1 < pau < r+2)
tales que

En efecto, razonando en forma análoga a la que nos

permitió deducir (4.2.64) a partir de (4.2.55) en el

Teorema 1 de este capítulo, llegamos a que

can = v’gcafiwmw'“) (r < ¡ev < r+2) (A.1)

(Ahora suponemos que Fr, Fr+1, Fr+2, *Fr, *Fr+1
r+2*F son linealmente independientes).

Derivando (A.l) reSpecto de gij:
.. ac .. ac

l — 13 — afi pulg 1 afi ij v

ï"88 Caa+/g(WT - -—g V>=0ï 34/“
O sea

í gij (c - aca” "' LG“ TW“ = o
2 a6 awny afin”

Entonces, por 1a independencia lineal de glJ y T'“PlJ

para cada par (i,j), en un subconjunto denso del con
junto de las variables de concomitancia se tiene:
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acafi
aGaB Wu"

a “VÓ

= o y c = ——— (A.2)

De (A.2) se deduce que

can = /í ca5(w””) (A.3)

caP<Aw””> = A capcw“”) (A.4)

Derivando (A.4) respecto de A obtenemos

ac
uu afi 50 v

qw(w ) ¿ww aw ).M

y tomando A = 0

c (w“”> = aca” (o) wF”
a6 awuv

En virtud de (A.3) basta entonces definir

BGa
= —É- (o)

au,“Cora IW

para completar la demostración.
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UNICIDAD DE LAS ECUACIONES DE YANG-MILLS

5.1. Intoducci6n

Si se considera el Lagrangiano

_ aij 6 5 1 1

donde Bag son los coeficientes de una forma bilineal
simétrica AdG-invariante sobre e1 álgebra de Lie LG,

las expresiones de Euler-Lagrange asociadas a L son:

2 «E ¡sap Faljn.
i

Eau) = J

" ahk
1.2,1J F Ffik)bli­Eij(L) = -2 /E Bafi(Faik ijk _

Las ecuaciones E;(L) = 0, siendo L el Lagrangiano dado

por (5.1.1), son las ecuaciones de Yang-Mills, esto es:

aij
F ¡jBafl

Se observa que L, E;(L) y ElJ(L) son invariantes por
cambios de gauge. Pero aunque las expresiones de Euler­

Lagrange sean invariantes por gauges, esto no tiene por

qué pasarle a1 Lagrangiano que les dio origen.

Unicidad de las ecuaciones de Yang-Mills

Si la dimensión de la variedad subyacente es cuatro,

la dimensión del grupo estructural es r > 3 y
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L = L(g¿j;F:j) es una función tal que E:(L) y
Eij(L) son densidades tensoriales invariantes

por cambios de gauge, el Teorema 2 del capita

lo 4 garantiza la existencia de una densidad

escalar B invariante por cambios de gauge tal

que EÉ(E) = EÉ(L) y Eij(2) = Eij(L).

Si se supone además que

*.ij 1
La "j = 0 (5.2. )

resulta entonces

. _ a..
E‘(L) =2 v’glL FMI.a a6 J

donde una son Zoe coeficientes de una forma bilineal
simétrica Ad G-invariante sobre LG. Vale decir que

E;(L) = 0 proporciona las ecuaciones de Yang-Mills.

En efecto:

Llamemos

ii = (ii
Ha La

i' . .
sabemos entonces que HaJ es una den51dad tensorlal

invariante por cambios de gauge que verifica
ij _ o
a ¡j

Luego, tamando un sistema de coordenadas tal que,

H

en un punto, gíj h = 0 (l < i,j,h < 4) y un cambio,

de gauge tal que:
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¡a —- . 'a I: _— a 'a = - 1.- Fa + .
A i ‘ 0' A 1,5 2 Fij y i,jh 3( ijlh 1hIJ)

a .
(siendo A'Ï el transformado de Ai por el cambio del
gauge), deducimos que

BHíJL r” = o (5.2.2.)
h

7
Derivando (5.2.2) respecto de Ar st obtenemosi

itgsr is;tr itgrs is;rt =
Ha 7 + Ha 7 - (Ha 7 + Ha 7 ) 0

y teniendo en cuenta la antisimetría en s,r y en t,r:

HáJ;Ek + Háh‘gk = o (5.2.3)

De (5.2.3) se sigue que Hángk es antisimétrico en
todos los índices latinos, por lo tanto

ij-hk ijhko g . 7Ha B bafi(grs’Frs)n (5'2‘4)

con ba” una densidad escalar concomitante del tensor
métrico y 1a forma de curvatura.

Derivando (5.2.4) respecto de F19 es:
ab

ij;hk;rs = QE ijhk
“a B 7 rpm, 77 (5.2.5)rs

Pero

Hij;hk;rs = HiJ;rs;hk = _H1r;Js;hk (por (5.203))
a fi 7 a 7 6 a 7 fi

es antisimétrico en todos los Indientonces H1];gk;;sa
ces latinos, con lo cual
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íj;hk;rs =
Ha fi 7 0

ya que estamos trabajando en un espacio de dimen­

sión 4.

Reemplazando en (5.2.5) deducimos que

abafi
BFiIS

= 0

Luego bap es una densidad escalar concomitante de
.. entonces813.

con hufi constante para cada par (a,5), y por lo
tanto:

ijghk _ — ijhk

3:2k = Hgk:;3, de (5.2.6) se deduce que
i

A1 ser Ha

Phfl = Pba'
Integrando (5.2.6) resulta

ijhk B ij
Fhk + ¡a (ghk)

ij _ —
Ha — v/g “al; n

v’E¡w un” + mg“)
i' . .

Esto muestra que ÁaJ(ghk) es una densldad tensorlal
antisimétrica.

Luego

Íj _
Aa (ghk) _ o
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por un resultado de 1a referencia [6].
Entonces

ij _ — Bij
Ha —/g naa *F (5.2.7)

íJ'
o:

Esta relación y el hecho de que H es invariante

por cambios de gauge permiten deducir que

= (Ad0o1'1)(Ad7oI‘1)M#hp a p 7g.

esto es quelflúfi son los coeficientes de una forma
bilineal Ad-Ginvariante sobre LG.

Multiplicando (5.2.7) por fl.ljhk y recordando que
ii = *‘ií .Ha La obtenemos.

*“ij = — * Bij
nijhk La Jg nba nijhk F

0 sea:

ijrs “Rm_ ijrs 59m
flijhk n grQ gsm La _ “E-"üfi nijhk n grQ gsm F

(5.2.8)

Reemplazandola siguiente identidad

g g n nijrs = - l( - )
r9 sm ijhk 2 ghQ gkm ng ghm

en (5.2.8), resulta

‘Qm 9m

(ghg 8km - Sky ghm)1h = “E'flbfi(sh9 8km - Ekg ghm>Ffi

Multiplicando la identidad anterior por ghr gks es:

irs _ isr = ¡iPapuflrs _ Fflsr)a a
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0 sea

“rs (5.2.9)_ rs

Integrando (5.2.9) se llega a

i= Jah” oa” + c ¡g (5.2.10)

en cuyo caso

‘ij = - ij
La "j 2 /g php Ffi ¡j (5.2.11)

Entonces

i * _ — ij
Ea(L) - 2 Íg ph” FB “j (ver [11])

A i.
= LaJuj (por (5.2.11))

y concluímos que

fiiji _
Ea(L) = 2 /g ya” F "j

vale decir que, a1 plantear E;(L) = 0, recuperamos
las ecuaciones usuales de Yang-Mills.
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