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P R E S E N T A C I 0 N

Expongo aqui algunos aspectos de las Formas Hormitianas

sobre anillos semilocales. Entre lo- logros pueden nombrar

se la prueba de la existencia de una base ortogonal de un

espacio hermitiano regular (Proposición 2.1.4) y, de la rev

lación entre una forma hermitiana regular y su forma cuadré
tica asociada (Proposición 2.2.1).

En el Capítulo I se desarrollan didácticamente las relg

ciones que existen entre una forma hermitiana sobre un módg

lo libre y su matriz asociada, asi comolas principales pro
piedades de módulos hermitianos, con el objeto de definir

el anillo de Witt hermitiano de un anillo. Se prueba además

que mutforma hermitiana regular admite una base ortogonal

independientemente de 1a característica del cuerpo y se des
criben algunos ejemplos de anillos de Witt hermitiano. En

el Capítulo II se prueban las proposiciones citadas al ini
cio de esta presentación y se hace notar, mediante un ejem

plo, que estas proposiciones no val.n en anillos mas genera
les.

Esta ocasión es propicia para expresar mi mas sincero

reconocimiento a mi asesor, el Ing. Orlando E. Villamayor,

quién con su paciente y atinada dirección hizo posible la

realización del presente trabajo. Reitero a él mi imperece
dera gratitud,



El periodo de estudios del Doctorado, así comola elabg

ración de esta Tesis fué posible gracias a una beca de CON;

CETy a la Licencia otorgada por la Universidad Nacional Ma

yor de San Marcos de Lima, desde Agosto de 1984 hasta Octu

bre de 1986.

Setiembre 1987.

C. Chávez V.



CAPITULO O

INTRODUCCION!

0.1 ANILLOS CON INVOLUCION

Con A se denotará a un anillo conmutativo con unidad.

Una involución sobre A, es un homomorfismo J: A-+ A tal

que JoJ = l. En este caso diremos que A es un anillo con in

volución ydenotaremós con (A,J), por comodidad, usaremos tam
bién la notación J(a) = 3 V-a e A;

Los elementos de A, invariantes por J, al que denotare

mos con A9, esto es:

A = {a s A / É = a}
D

constituyen un subanillo de A.

Abundanlos anillos con involución, entre los que pode
mos citar:

Ejempio 0.1.1.

A = Z[ /E'], m e Z - Z2 y a + b JH = a - b fiï

Ejemplo 0.1.2.

A = C x C, donde C es un anillo conmutativo con unidad

e involución J(c,d) = (d,c), c,d e C.

Existe una aplicación natural llamada "norma" de A en

A , definida por N(a) = a5, V a e A
O



Esta aplicación tiene las siguientes propiedades:

i) Es multiplicativa

ii) u e A es unidad si y sólo si N(u) es unidad en Ao.

0-2 MODULOS

En lo que sigue de este trabajo (A,J) se mantendrá fijo

y todo A. módulo P, se considerará proyectivo y de tipo fin;

to. Además a P* = HomA(P,A)daremos la estructura de módulo
con la operación externa

(af)(x) = á.f(x) V'a e A, f e P*, x c P .

Lema 0.2.1.

Sea P proyectivo y de tipo finito, x f 0, x e P, enton

ces existe f e P* tal que f(x) # 0

DemoAInación.

Existe L libre de tipo finito tal que P C)P' = L, para

algún módulo P'. Sea {e¡,..., en} una base de L y

fj: L-* A, j = 1,..., n, los elementos de la base dual
(f.(e ) .).

J l
6.

13

Como x = X ajej # 0, existe ai # 0, entonces

fi(x) = ai # 0 .

f = filP, verifica el lema.”



D)

Lema 0.2.2.

Sea P proyectivo y de tipo finito, entonces existen fun

ciones fj e P*, j = 1,..., n y elementos xj e P, j = 1,..
., n tal que todo x c P puede escribirse en la forma

Demobtnación.

Sea L libre de tipo finito tal que L = P<3 P', donde

P' es algún A- módulo.

Sea {el,..., en} una base de L y {f¡,..., fn} , su

correspondiente base dual. Entonces ei = xi + xí c P<3 P'

Por otro lado, todo x e P se escribe en la forma

x = E a.e,jJJ
í a_x_ + 2 a_x! .

j 3 J j J 3

Como X ajx, e P y la escritura de x = x + 0, es úni

ca resulta E ajxá = 0. Luego x = Z a.xj

Por otro lado, fi(x) = fi(l ajej) = ai, i = 1,..., n.

En consecuencia x = X
j

Dado un A- módulo. U, Sea ob: U + U** la aplicación

natural definida por [ ob(x) ](f) = f(x) V x e U, f e U*



De¿¿n¿c¿ón.

Un A- módulo U es reflexivo si ob es un isomorfismo.

PnopOAición 0.2.3

Todo A- módulo U, proyectivo y de tipo finito es reflev
xivo.

DQMOAIRGCÁÓH.

Sea U libre y {e¡,..., en} una base. Entonces

{ob(e¡),..., ob(en)} , es una base AU**. En efecto:

Sea {f¡,..., En} la base dual de {o¡,...,cn}
entonces

Ea]. %(ej) = o —>( 2 aj OI'U(ej))(fk) = o

Luego, ak = 0 -Vk = l,..., n. (1)

Por otro lado, sea g e U** y ak = g(fk), entonces

0%(e.). (2)

(1) y (2) prueban la afirmación.

El caso general¡como U es proyectivo, existe U1 tal

que U<3Ul = L es libre de tipo finito. Entonces

. ** ** es de la forma
OcL.U®Ul——>U ®Ul I

= + . Como es un isomorfismo lo es también u010505, 01 I °Í1

PROPOAÁCÁÜH0.2.4.

Sea CL un ideal de A, P un A- módulo, entonces

Ñ t ' -" —
A/Q, ® AP 1; (A/Q ® AP) , (isomoriismo de A/Q módulos) LL



C A P l T U L 0 I

MODULOS HERMITIANOS

1.1 DEFINICIONES:

Este capítulo está dedicado a exponer los conceptos bá
sicos de módulos hermitianos y definir el anillo de Witt her
mitiano.

Fijemos un anillo con involución (A,J).

Defiánición.

Un módulo hermitiano sobre (A,J) es un par (P,©), donde

P es un A- módulo proyectivo y de tipo finito y, o: P x P—+A,

es una aplicación que verifica:

i) Ó( ,y): P-* A es A—lineal, para cada y E P.

ii) 67ï7;7 = o(y.x) V x,y e P .

o se llama forma hermitiana sobre P. Por comodidad, se

usará indistintamente (P,o), o o P, para denotar un módu
lo hermitiano o una forma hermitiana.

Ejempio i.

mzAx A + A, ¿(a,b) = ag, V a, b e A, es una forma her

mitiana.

Ejemplo Li.



entonces
r E y

0(x,y) = tx.o.9 = (x1 , x2)[ ] ‘C t

define una forma hermitiana sobre A2. 1/.

Dado (P,o), do: P-» P* definida por

[ dó(y)](x) = Ó(x,y) 9- x,y e P, es un homomorfismo. En e—

fecto:

[d®(ay)](x) = ©(x,ay) = áo(x,y)

- [ a.d¿(y)](x)

Luego d (ay) = a.d (y) H- a e A
o o ’ Y e P

De6¿n¿c¿ón.

Un módulo hermitiano (P,©) es regular (o no singular) si

dé es un isomorfismo.

El concepto de isometrïa (o isomorfismo) en módulos her

mitianos es idéntico al de formas cuadráticas y, en ese sen

tido diremos que (P,Q) es isométrico a (P',Q') si existe un

isomorfismo o: P-# P' tal que o'(o(x),o(y)) = Q(x,y) ,

v-x,y e P .

En este caso se denotará o m Q', o P y P'

1-2 MATRIZ ASOCIADA A UNA FORMA HERMITIANA

Sea (L, Ó) un módulo hermitianoh donde L es un A- módu

lo libre de rango n.



Si {e¡,...,en} es una base de L, entonces los elev

mentos o(e_,e ) = a , 1 s i, j s n, determinan una ma l J ij
trlz D = [ a..], llamada Matriz Asociada a o.Ó lJ “"—*

ObóenvaCLÓn 1.2.1.

. . _ t _ .La matrlz D verlflca D* - a,. = D es dec1r D
o o [ 13] q>’ o

es una matriz hermitiana //

Obóenvación 1.2.2.

La matriz Do caracteriza a la forma a. En efecto:

Si u = Í. xiei , v = Z. yjej e L y
1 J

Ï‘I [ Yl
x = : y = í

xn L Yn

entonces
t _ _xAY= X.a..y.=4>(uv)

cb 1 13 J ’

Luego, la forma o puede obtenerse a yartir de la matriz D®¿¿

Si {e;,...,e¿} es otra base de L, entonces los ele

mentos = ©(ei,e5) determinan una nueva matrizalij

D¿ = [ a'ij] asociada a o.

Obóenuación 1.2.3

Las matrices D y D¿ son semejantesÓ

En efecto:

S n e' = c e C = c entoncesea i 2k kikY [ki],



I = l l = " a
aij 0(ei.ej) E r Ckicrj o(ek,er) , de conde

l _ t 
D - CD C .

Ó Ó

t
Denotando con U = C' se tiene D¿ = UDÓU*//.

Pnop04¿c¿ón 1.2.4.

Dos formas hermitianas o y Q' son isométricas, si y sólo

si sus correspondientes matrices asociadas son semejantes.

DemOÓIAación.

—+) Sean o: L'-+ L la isometrïa entre 0' y o , y

{ei,...,e¿ } y {e¡,...,en} , baSes de L' y L, respectiva

mente. Entonces 0(ei) = 2 ckiek define la matriz

C = [oki] , luego

!.='r,e'.)= (3),('.))=Y
alJ Q (el J Q(o el o eJ É

de donde Do, = CDÓE = UÓÓU* , tomando U = C .

Además, U es una matriz inversible, puesto que C es ma
triz de cambio de base.

t
- = t - ‘ = =

+—) 81 Ad)I U AÓU , pongamos C I cki ] U .

Ahora definimos o: L' + L, tal que sobre la base

1"{e' ..,eh} , está dada por la fórmula

= I i =l'O‘o,no



o es un isomorfismo desde cue c . es una matriz inversik1

ble. De 1a relación a3.‘=,2 c .ak E . se tiene:13 kir ki r r3

l U = '7 1

o(0(ei) , 0(ej)) E r critrj o(ek,er)I

_ I

Q

y por linealidad de o,

o(0(x'),o(y'))= o'(x', y') V x', y' e L'

Luego o es una isometría entre o' y o ¿f

Pnop0¿¿c¿6n 1.2.5.

Dado (L,o), con L libre. Entonces o es regular <==u> D
Ó

es inversible.

Demoatnación.

Si {e1,...,en} es una base de L, entonces las aplica 

ciones lineales fj: L-* A, j = 1,..., n, que sobre elemen 

tos de la base tienen el valor fj(ei) = 61j, i = 1,..., n,
forman una base de L*. Para verificar esta afirmación basta

notar que si f e L* y f(ei) = ai , entonces f = Z Ei.fi.l

-9 ) Si (L,o) es regular, entonces para cada fj e L*

existe e; e L'tai que do(e3) = fj. (Nótese que {e;,...,e¿}

es una base de L, llamada base dna] de {el,...,en} . Es 

tas bases están caracterizadas por la relación
, = . .

©(ej,ei) Gij, -V1,3).
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La ecuación

e' = X cki k , 1 = 1,. ., n, oki r A
K

define una matriz inversible C = [ oki] , .además,
= ' = _.Ó(ejlei) Ó(ej.lek)_ o

Luego DOC= I. Y aplicando *, se tiene C*DÓ= I, pues*=D.
Do cb

En consecuencia Do es inversible.

+—)Recïprocamente. Si C = aki] es la inversa de

D = a.. entonces a. c . = .. ' '
o [ iJ]' ac 3k ki 631 V 1']

Sea ahora ei = X ckiek , i = l,..., n. Entonces
K

{e;,..., eá} es base de L, pues C s inversible y además

o(ej,ei) = óij V i,j. Por tanto {e;,... eá} es la base

dual de {el,...,en}

Los fi = d (ei), i = 1,..., n, conforman una base de L*,Ó

Luego la asignación ei-* fi define un isomorfismo entre L

y L* (vía do). Por tanto o es regular. ¿/.

Ejenpio:

Sea L = Ae un A- módulo libre de rango 1. o una forma

hermitiana. ú = o(e,e) e Ao. Entonces o es regular si sólo

si u es una unidad en Ao.
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La forma o se denota con < u >. Si {e'} es otra base

de L, entonces e' = t e, con t unidad en A.

Luego u' = Q(e',e') = tïo(e,e) = N(t)u.

En consecuencia

< u > = <u'> = <u N(t) > V- t unidad en A.

1-3 PROPIEDADES BASICAS

Se expone en esta sección las principales propiedades de

móduloshermitianos con el propósito de definir el anillo de
Witt hermitiano.

La suma ortogonal de dos módulos hermitianos (P¡,o1) y

(P2,©2), es por definición:

(Pl, o!) .L (P2, (pz) = (P1®P2,- 01+ oz)
donde

(o, + <9sz1 + x2, yl + yz) = 91(x¡,y1) + ©(ley2)

xhyl g P1, xz,y2 e P2

Dado (U,%9) arbitrario, M(U) = (U<3 U*, m),

W(x + f, Y + 9) = ‘P(x,y) + g(x) + ÏÏÉÏ ,

es un módulo hermitiano.

Lema 1.3.1.

Para todo (U,%9), M(U) es regular.

vem0ótnación.

M(U)será regular si logramos probar que
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dszGDU" '=> (U®U*)*Z\_JU*®U**
es un isomorfismo.

[dw(u+f)](v+g) =Lp(v+g,u+f)
= lp(v,u) + flv) + 3757

Por otro lado

[dp(u) + f + 0?J(u)](v + g) = ‘Ptv,u) + f(v) + 977)

Luego

W

Fórmula que permite verificar que dw es un isomorfismo /%

d (u + f) = (1‘P (u) + f + ab(u)

Deáinición.

Un módulo hermitiano (P,m) se llama metabólico si es isg

métrico a algún M(U).

Si (P = 0, M(U) se llama módulo hiperbólico. En este

caso, w(x + f, y +'g) = g(x) + ÏÏYÏ, -Vx,y e U, f,g e U*.

Los módulos metabólicos en formas hermitianas desempeñan

el mismorol que los mósulos hiperbólicos en formas cuadráti
cas.

Un submódulo Pl C P es un submóy¿¿9 de (P,Q) si Pl es
sumando directo de P.

La siguiente proposición es una caracterización de los

módulos metabólicos.

Lema 1.3.2.

Unespacio regular (P, o) es metabólico si sólo si exiíi
te un subespacio V’c P tal que v = V

.L(V = {xeP/'<b(x,y)=0 VYEV})
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Demo¿tnac¿ón.

c+ ) supongamos (P,Q) = M(U) = (UiO U*, W)

Entonces V = U* verificá:

vl {(x,f) e P / w((x,f), U*) = 0}

{(x,f) e p /\P(x,0) + g(x) + No) = 0 V g e U*}

{(x,f) e P / g(x) = 0 V-g e U* }

{(0,f) / f e P} , por 0.2.1

=U*=V.

(<==) Recíprocamente, supongamos que P = U C)V y

v-L=V

Sea e: V-+ U*, donde, e(v) = dÓ(v)/U .

e es un isomorfismo. En efecto:

La inyectividad es inmediata. Para ver que es sobreyec
. N f en Utlva, tomemos un f e U* y sea f = , entonces

U en V

f e P*. Comodo es regular,existe u + v e P tal que

dÓ(u + v) = Ï . Se ve en seguida que u = 0. Luego

6(v) = do(v)/U = f.

El isomorfismo e permite definir la aplicación

que es una isometria. Esto prueba que (P,©) es metabólico/Á

Pnopaóicáón 1.3.3.
n
n

Si (U,Ó) es regular, entonces M(U) y U L - U



DemOótnación.

ComodÓ es un isomorfismo (por hipótesis) todo x e M(U)

se escribe en forma única como x = u + dÓ(v), u,v e U .

Esto permite definir e: M(U) -+ U ¿.v U

u + d (v) -+ (u + v, v)
Ó

que es una isometría. En efecto:

(o l - Ó)[(u + v,v), (u' +-v3v'[] = @(u+ v,u' + v') 

®(v,v')

o(u,u') + ©(u,V') + ®(v,u')

Por otro lado

w(u + dQ(v), u' + dÓ(v')) = o(u,u') + o(u,v') + o(v,u') .

Luego w 2 o l - o ¿Á

Pnopo¿¿c¿0n 1.3.4.

Si U = Ul C)U2, enponces M(Ul €>U2) N M(Ul) l M(Uz)

Dem04tnacáón.

t
Por el isomorfismo natural (U1 C>U2)* E Uï<® U2 . Puede

escribirse:

M(U) = (U1 + U2 + uf + 0:, w), donde

v + v + g + g )
w(u¡ + uz + f1 + fz' 1 2 1_ 2

q>(ul + uz, v1 + v2) + g¡(u¡) + gz(u2) + f¡(vl)

+ f2(v2) .
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Por otro lado, sea

e: U2-* U: , (0(u2))(ul) = Mu], uz) .
Entonces

M(Ul) L M(Uz) -ÏL9 M(U), definida por:

(ul + fl) L (u2 + f2)_:E> ul + u2 + (f1 - 0(u2)) + f2

es una isometrïa, comose comprueba inmediatamente.¿/

El producto tonsorial de dos módulos hermitianos (P¡,Q¡)

y (P2, oz) se define como:

[4a,® Mm] esbxwy1 o yz) = o,(x1,yl).4>2<x2,y2)

y¡,x1 e Pl , x2,y2 g P2 .

El producto tensorial es compatible con la relación defÉ'
sometrías de módulos hermitianos. Ademásel isomorfismo

(Pl ® P2)* L" P1:® P: , permite afirmar que

d = d d . Lue o P P es re ular si sólo si
ol ® Óz 4>1® oz g 1® 2 g

cada Pi es regular.

Paopoaáción 1.3.5.

Sea (P,Q), regular y (U,(p) cualquiera, entonces

P ®)M(U) 2 M(P 8)U)

DemOAtnación.

* * .. ‘lV=P®UCP®U®P®U ,ver1f1caV=V.

Luego por 1.3.2, P x M(U) es metabólico. Más aún
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por el proceso de prueba de 1.3.2, tomandoen consideración

V = P ® U* a P* ® U* (pues P es regular).

Se tiene:

P®M(U)3P®U®(P®U)*=M(P®U)U.

1-4 EL ANILLO DE WITT HERMITIANO

Consideremos en esta sección solamente formas hermitia

nas regulares. Notamosen primer lugar que la isometrïa (3),

definida en formashermitianas es una relación de equivalencia,

compatible con la sumaortogonal,y elproducto tensorial.Seu

K(A,J) el conjunto total de clases de isometrïa de formas

hermitianas. É(A,J) con la operación .l (suma ortogonal), es

un semigrupo.

Por otro lado diremos que dos módulos hermitianos

(P¡,Ql) y (P2,Qz) son gguivalentes (m) si existen módu

los metabólicos M(U¡) y M(U2) tai que

P1 l M(U1) y P2 l M(U2)

En este caso denotaremos también con Pl-w P2 o mi m Q2 ,

La relación "N" es de equivalencia en virtud de 1.3.4.

y además compatible con la isometrïa (y). Lo que permite

considerar a "N" comouna relación sobre M(A,J)., u u
= ——ïr——es un grupo, pues el ceroEl conjunto W(A,J)

lo forma la clase de equivalencia de los espacios metabólicos

y el opuesto de (P,Q) es (P,v®) en virtud de 1.3.3. Además

el producto tensorial es compatible con la relación de equi
valencia “m“. en virtud de 1.3.5. Luego el producto tenso 
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rial induCe un prodücto sobre W(A,¿;, compatible con la suma

( L), de modo que W(A,J) en un anillo conmutativo con unidad

( l = (A,Y’), lP(a,b) = a5), llamado el anillo de Witt_her

misieng. Hemosprobado asi el teorema.

Teonema 1.4.].

Con las hipótesis y operaciones precedentes, w(A,J) es

un anillo conmutativo con unidad. ¿A

Antes de exponer algunos ejemplos conviene tratar la dig
gonalización de módulos hermitianos.

1.5 BASE ORTOGONAL SOBRE UN CUERPO

En esta sección se probará que un espacio hermitiano so

bre un cuerpo, admite una base ortogonal independiente de la
característica de este.

Lema 1.5

Sea (P,o) un módulo hermitiano y I?1 un submódulo de P

tal que (P¡,©/P¿) es regular, entonces Pl es un submóduloi
de (P,m) y P = P¿.L Pl .

DemoatnacLón
l

Sean p1 = { x e P / ©(x,Pl) a o } y wi = «p/pl

_ l
Sl y c Pl 0 P1 , entonces ®¡(y,P,) = O

Como y e P1 Y QI es regular, entonces y - 0l
Luego Pl fl Pl = 0 .



Por otro lado, para cada x e P, definimos

9x: P1—+ A , por: ox(y) = ®(Y,X) V Y E Pl

ox e P? , y como (Pl, ol) es regular, existe z e P1 ,

tal que dÓ(z) = ox . De donde, ®(y,z) = ©(y,x) 9- y e P1.i
Entonces x - z e Pl .

J.

Asi, x = z + x - z e Pl L Pl

l .
Además, como o = ol + o: , (Ó; = o/Pl), se tiene

lP=Pl-LP1

Dado (L,o), donde L es libre; se dice que una base

{e¡,...,en} es ortogonal para (L,ó) si ¿(ei,ej) = o

V i # j o

Pnopo¿¿c¿ón 1.5

Si A es un cuerpo, entonces toda forma hermitiana regu 

lar admite una base ortogonal.

Dem0ótnación.

La demostración se hará en varios pasos.

i) Existe c e A, tal que c + E Á 0. En efecto:

Si C(A)# 2, (característica), c = l, verifica lo pg
dido

Si C(A) = 2, c e A - Ao verifica c + E f O

Vii Sea (P,Q) una forma regular. Entonces existe x1 e P tal

o(x¡,x1)7‘ o



En efecto: Dado x e P , x f 0 , existe f e P* tal
O O

que f(x°) = c

Como d 2 P-w P* es un isomorfismo, existe yo e P tal
Ó

que d®(y°) = f, Luego o(x°,y°) = [do(y°)](x°) = f(x°)=c

y por tanto: o(x°,y°) + Q(y°,x°) = c'+ E # 0

Ahora bien, si suponemos que o(x,x) = 0 V-x e P , en 

tonces Q(x + y, x + y) = 0 .V x, y e P

De donde o(x,y) + ©(y,x) = 0 V x, y e P y en particu

lar 0(x°,y°) + Ó(Yurxo) = 0

Lo cual es falso. Luego existe a ¡ c P tal que

Ó(x¡¡xl) f 0

iii) Por 1.5.1, se tiene P = (Axl) €)(Ax¡)il
Como (Ax!) es regular, aplicando inducción sobre la

dimensión de P se tiene la proposición.¿/

Si x¡,...,xn es una base ortogonal de una forma regular

(P,o); la descomposición P = Ax¡¿...J.Axn, usualmente
se denota con:

o = < u¡,...,un > = < u1 >-L... l-< un > , donde

u. = x.” x.) i = 1 ... n .l Ó( l, l I , I

Unmódulo hermitiano posee base ortogonal en situaciones

mas generales, comose verá en el ¡'óximo capítulo.
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1-6 EJEMPLOS

Si un representante o de un elemento de W(A,J), tiene

una baSe que la diagonaliza, entonces

o = < u1,|no'un >

= < ul >J. ... i < un > , uj E Ao unidad, j = 1,...,n.

Conviene por tanto, estudiar una forma de dimensión uno,

digamos (Ae,o), o(e,e) = u, u unid l de Ao.

Si e' es otra base de Ae, entonces e' = te, con t una uv

nidad en A y ®(e',e') = u' . Luego u' = ttu. Pero como

< u > = < u' > resulta < u > = < N(t)u >

Lo que significa que las normas N(t) puedan suprimirse

en la representación diagonal de las formas hermitianas (en

formas cuadráticas se suprimen los cuadrados:

< u > = < azu > , a # 0) .

Ejemplo 7.6.1.

Sea A = C, Ao = R y la involución es el conjugado com 

plejo, si a e R , a f 0 -» N(a) = a2

Como a =
{Nh/3') si a>0-N(/:3) si a < 0

Comotoda forma hermitiana regular o tiene la forma

o = < a1,...,an> , aj e R — { 0}
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resulta o = < z 1 > L ',_., l < i 1 >

Cancelando los planos hiperbólicos se tiene

o m r < 1 > 0 r < -1 > con r s n .

Aplicando los mismos argumentos que para formas cuadráti

cas sobre R, se tiene w(C J) 2 Z .

Ejempto 1.6.2.

Sea K un cuerpo finito de característica p f 2, F c K

el subcuerpo invariante por la involución.

O _ 02 02 02Como F - F U sF con s fi F , entonces podemos

tomar K = F(/€ ) .

Comolos cuadrados de F son normas, es suficiente exami

nar 1as formas cuadráticas no isótropas.

0 , < 1 > , < s > , < 1,5 > Si P ’ 1(4)
(ver [P], pág. 19)

o , < 1 > , <—1 > , <1,l > Si P 3(4)

(que son no equivalentes y conforman el anillo de Witt(F)).

Pero < s > = < N(/E) s > = < - s2 > = < - 1 > .

Comoen=F todo elemento es suma de dos cuadrados, exis 

ten a,b e E / s = a2 + b2 .

Entonces t = a + J? , verifica N(t) = - b2

===> < —1 > = < - b2 > = < N(t) > = < 1 >

Luego las únicas formas no equivalentes son: 0 y < 1 >

= a!ZZo
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Ejempio 1.6.3.

([K - R - w], páé. 1.6) .

Sea A = Ao x Ao, donde Ao es un anillo conmutativo con

unidad y J(a,b) = (b,a).

Sea (P,®) un A- módulo hermitiano regular, entonces

P = elP e eZP , donde el = (1,0), e2 = (0,1) .

ComoQ(elx,e¡9) = e1e2o(x,y) = 0 V x,y e P
J. .L

resulta elP C (elP) . Sea elx + ezy e (el?)

===> ®(elz)elx + ezy) = 0 V z e P .

==9_ Ó(e12, ezy) = 0

O sea o(z,e2y) = 0 V z e P

===> ezy = 0 , pues o es regular
.L

Luego (elP) = elP .

Esto prueba que (P,o) es metabólico, por 1.3.2. En
conclusión, todo módulohermitiano regular es metabólico.

Por tanto W(A,J) ; o .



C A P I T U L O II

RELACION ENTRE FORMAS HERMITIANAS Y FORMAS CUADRATICAS

Este capítulo está dedicado a establecer las relaciones

que existen entre el anillo de Witt hermitiano y el anillo
de Witt de formas cuadráticas sobre un anillo semilocal. Co

moesta relación depende fuertemente de la existencia de ele
mentos x e P tales que o(x,x) e A° es una unidad. para o re

gular, probaremos un caso más general e importante y que es

todo módulohermitiano regular (P,o), sobre un anillo semi 

local, admite una base ortogonal.

2.1 BASE URTOGONAL SOBRE UN ANILLO

PAOPOAÁCÁÓH2.1.1.

Sea A = Ao x Ao y (a,b) = (a,b). Si (P,@), es regular,

entonces P N (elP) €)(e¿P)*,(donde el = (1,0) y

e2 = (0,1) e A, es decir P es metabtlico). Si además elP
es A;libre, entonces (P,o) admite una base ortogonal.

Demoaxnacáón.

Es claro que P = elP(® ezP (suma directa de Ao- módu 
los).

ComoP es Ao- proyectivo, lo aultambién eiP, i = 1,2 .

Sea d: ezP-+ (elP)* ,((e1P)* = HomA°(elP,A°)) , defini

da por [d(ezy)](e1x) = o(e¡x,e2y) = e¡©(x,y), entonces d

es un isomorfismo; en efecto:



24

d(e2y) = 0 , implica Q(elx, ezy) = 0 , o sea

o(x, ezy) = 0 'V x e P. Comoo es regular; se tiene

ezy = 0. Esto prueba que d es inyectiva.

Por otro lado, si f e (elP)*, entonces

N { f en e P
f = 1

0 en ezP

es un elemento de P*.

Nuevamentepor regularidad de o, existe y e P tal que

Ó(X'Y) = f(x) v x c P

En particular ¿(e¡x,y) = f(e¡x) -V x e P

Pero o(elx, ely + ezy) = o(elx, ezy) ,

entonces ©(elx, ezy) = f(elx) V x e P.

Luego d(e2y) = f. Esto prueba que d es sobreyectivo,

y por lo dicho lineas arriba, d es un isomorfismo de Ao- mg
finos;

Por otro lado, elP x (elP)* es un A- módulo con la o

peración producto definida por:

(a,b)(elx,f) = (aelx,bf), -v , x e P, f e (elP)*, a,b E Ao

La aplicación o: P -+ elP x (elP)* dada por

o(elx + ezy) = (eIX, d(e2y))

es una isometrÍa entre o y w; En efecto: o es un isomorfig
moen virtud de su definición.
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Además:

W(o(e1x+ ezy), o(e¡u + e20)) = W((elx,d(e2y)),

(elu,d(e2v))

= o(elx, ezv) + o(e¡u, ezy)

o(e¡x + ezy, elu + ezv)

Queda así probada que o es metabólico.

Por otra parte, si x¡,...,x es una Ao- base de e¡P ,r

y si fl,...,fr E (elP)* son tales que fi(xj) = Gij, en 

tonces {f¡,...,fr} es una base de (eIP)* .

Como A = Ao x Ao opera coordenada a coordenada sobre
r

eIP x (elP)* , la relación 2 l (ai, bi)(xi, f ) = 0 im. i1:

plica ( 2 aixi , 2 bifi) = o , de donde
l. .

Es decir, los (xi, fi) son linealmente independientes.
Ahora bién si (elx,f) e elP x (elP)* , entonces

(elx,f) = (2. aixi , X. bifi) = Z. (ai,bi)(xi,fi)
1 1 1

finalmente w((xi,fi), (xj,fj)) = fj(xi) + fi(xj)

='0 v i # j

Lo que prueba que {(xi,fi), 1 < i < r'} es una base

ortogonal de elP x (elP)* ¿Z
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Pnopo¿¿c¿ón 2.1.2.

Dado (A,J), sea r(A) el Radical de Jacobsonde A. Enton 

- A
ces J(a + r(A)) = a + r(A), define una involución de E773-.

Dem04tnación.

Solamente haca falta probar 1a buena definición de J .

En primer término es verdadero que a_e r(A)<:==>á'€ r(A)
En efecto:

acr(A) 4:9 l-abesunidad V'beA

.c===9 1 - Ec es unidad v c e A(c ='B)

<===> á e r(A) .

Ahora bien, si a + r(A) = b + r(A), entonces

a - b e r(A), de donde á - B e r(A).

Luego, E + r(A) = B + r(A) ¿j

Sea n: la aplicación canónica, y si (P,Ó) es_¿í__
r(A)

una (A,J)- forma, entonces denotamos también con

n: P —# -;T%ïE-, la aplicación canónica correspondiente. En
estas condiciones

o: r(A)? x r(A)P -* r(A) , «aiinida por

Ó("(X); n(y)) = Ho(x,y) V x,y e P , es una

J)- forma hermitiana.(_JL__r(A)'
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De¿¿n¿c¿6n.

Un morfismo f entre (A,J) y (A',J'), es un homomorfismo

f: A + A' tal que Jáf = foJ.

Pnap04¿c¿ón 2.1.3.

([ K - R - W] , Lema 1.11). Con las notaciones prece

dentes, sea o una forma hermitiana regular, entonces:

i) o es regular

ii) Si {zl,...,zn} es una base ortogonal de (n(P), o), enton

ces existe una base ortogonal {x1,...,xn} de (P,©) tal
que “(xi) = zi , i = l,2,...,n.

Dem04tnación.

i) Resulta del isomorfismo ¿- ® P* m ( L ® P)*r(A) A ’ r(A) A

(proposición 0.2.4) y de la regularidad de (P,®).

ii) Sea x1 e P tal que n(x1) = 2,, entonces

nó(x1,x¡) = Q(n(x¡),o(x¡)) = o'z¡,zl), es una unidad,
por tanto o(x¡,x¡) es una unidad.Como cada x e P, puede
escribirse en la forma

©(x,x l Ó(x,x )
x = --—-¿-— x + x - —————¿—-x e Ax k5 (Axl)Lo(x¡,x¡) 1 0(x¡,xl) 1 1

L
Se tiene P = Ax1 ©(Ax1).

Aplicando fl, n(P) = ;T%T-z¡t9 "[(Ax¡)L]
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Luego razonando por inducción sobre n, se tiene la pro

posición ü.

PAOPOALCÁÓH2.1.4.

(Comparar con Lema 1.12, [K - R - WJ) .

Dado (A J), donde A es semi-local. Todo módulo hermitia

no regular (P,o) posee base ortogon.1. En particular P es li
bre.

vemOAtnaCLÓH.

Por 2.1.3, es suficiente realizar la prueba cuando
r(A) = 0.

Sean Ml,...,Mr, todos los ideales maximales de A. Por
un corolario del Teorema Chino del RestoL se tiene

m= A X.....X AA __.._
M¡ ur

Ahora bien J(Mi) es un ideal maximal de A y por tanto
se presentan dos alternativas:

J(M.) = M. 5 J(M.) =M.¡ i 7‘ji 1 l J

A . . . .

M. ,—¡— es un cuerpo con involuCión induCiSi J(Mi) l

da por J.

. _ -_ N ..¿; .5.SlJ(Mi)-M-[l7¿jc Ij

5(a + Mi) = á + Mj es un isomorfismo que permite

. . . A _ A _ _
identificar Ñ. —ñ_ - K (K —un cuerpo).i j
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J induce sobre K x K la involución: 5(u,v) = (v,u)

V u,v e K. Lo que se ve del siguiente modo:

Dado (a + Mi, b + Mj) , sea c e A tal que c e a e M,l

y c - b e Mj , entonces E — a e Mj y E r b e Mi

Luego Ï(a + Mi, b + Mj) = (B + Mi, 5 + Mj). Pero por

la identificación de p?—con 39- , se tienei j
¡(a + M_, b + M_) = (b + M , a + M.)l J j l

Agrupando convenientemente se p ade escribir
’b

(A,J) = (A¡,J¡)x.....x(As,Js)x.....x(At,Jt), t < r

donde Ai, i = l,..., s es un cuerpo con involución

As+j,j = 1,..., t v s, es de la forma K x K, donde K es

un cuerpo y su involución (a,b) = (b,a).

JSi (P,o) es una (A,J)—forma hermitiana regular y ei la

identidad de Ai, i = l,..., t. (1 = el + ... + et), deno

tando Pi = eiP y oi = o/Pi, se tiene

N
(Put) = (PIIÓ1)-Lv-v°v-L(Ptr (bt)

En donde (Pi,@i) es una (Ai,Ji)— forma hermitiana re

gular, el isomorfismo es de A- módulos (pues A É Alx...x At
'L

opera componente a componente sobre P Plx,...,x Pt) .
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Por (1.5.2), (Pi, mi), i = 1,..., s, admite una base or

togonal, pues Ai es un cuerpo y, por (2.1.1), (ps+j,Qs+j) I

j = 1,..., t - s posee una base ortogonal, pues As+j es

de la forma K'x K, donde K es un cuerpo.

La colección de todas estas bases es una base ortogonal

de (P,Q). ¿Z

2.2 RELACION ENTRE FORMAS HERMITIANAS Y FORMAS CUADRATICAS

Dadoun (A.J)- módulo (P,o), existe asociado a este, u

na A,- forma cuadrática qÓ(x) = o(x,x) V x e P , cuya bi

lineal es BÓ(x,y) = ®(x,y) + ®(y,X) V‘ XIY e P

(Bo es Ao- bilineal).

Cuando A es un cuerpo con involución, un resultado de

Jacobson ([M - J] , pág. 115) establece que dos formas her

mitianas regulares o y 0' son isométricas si y sólo si sus
correspondientes formas cuadráticas q y q , son isométri

Ó Ó

cas. Establecemos en seguida un resultado similar para ani 
llos semi-locales.

Paopobición 2.2.1.

Sea A un anillo semi local. (P,o) y (P',o') dos

(A,J)- formas hermitianas regulares, entonces

Ó g Ó' q===> go 2 qm|
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DemOAtnación.

'bN

Si o = 9‘, entonces es obvio que qo _ qo, _

Recïprocamente.

Sea o: P—+P' una Ao- isometría entre qw y qm. , es

decir qo.(o(x)) = qo(x) V x e P

Existe xl e P tal que Q(x1,xl) = qÓ(xl) = ul es una

unidad de Ao (por 2.1.4, P posee base ortogonal).

Sea yl = 0(x¡) e P' , entonces_

'©'(Y¡:Yl) = d’Ü‘llxl) = 1.1|l

i l
Por 4.1, P = Ax1 L (Axl) y P' = Ayl i (Ayl)

. . . .L ,Se ve en seguida que o restringido a (Axl) induce una
L l

isometrïa entre (Axl) y (Ayl) como formas cuadráticas.
Razonando por inducción sobre el rañgo de P (P es libre y de

.L .L

(Axl) 2 (Ayl)tipo finito por 2.1.4) podemosasumir que
J.

comoespacios hermitianos, además,-(Ax¡) y (Ayl) son re
gulares.

Por otro lado o: Axl -* Ayl , Ó(ax¡) = ay1 V-a c A ,‘
es una isometria de espacios hermitianas. En consecuencia

l m 1
Ax1 i (Ax!) = Ayl J_(Ay1)

Comoespacios hermitianos.

Luego o 2 0' ¿fi
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La asignación Q-# qÓ que hace corresponder a cada forma
hermitiana o su forma cuadrática asociada, es una función de

finida en las (A,J)- formas hermitianas,y con valores en las

Ao- formas cuadráticas. Cuando A es semi-local (mas aún si

es un cuerpo o un anillo local) esta asignación precerva las

clases de isometria (Proposición 2.“.1). Luegotambién res 

peta 1a equivalencia "N", Esto significa que existe una

función e: W(A,J) -+ Wq(A°)del anillo de Witt hermitiano
de (A_J), en el anillo de Witt cuadrático de Ao. c es aditi
va e inyectiva (2.2.1) y no es un homomorfismo.deanillos,
pues el "l" (= < 1 >) de W(A,J), es enviado en el "2"

(= < 1,1 >) de wq(A°). Pero en cambio e es un homomorfismo
de W(A°)—módulos, donde W(A°) es el anillo de Witt de las

AJ-formasbilineales simétricas. Esta última afirmación re

quiere algo mas de explicación.

Si (V,B) es un Ao“ módulo bilineal simétrico y (P,Q)

es un (A,J)v módulo hermitiano, entonces (V ®)A P) es un0

A- módulo, con el producto

a(v 8)x) = Vt® ax V-a e A, y e V , x e P .

Además (V €>A P, B €>Ó) es un 'A,J)- módulo hermitiano,
0

donde

(B ® <1))[(v® x, v' ®x')] = B(v,_v')4>(x,x'), que es regu

lar cuando B y-o son regulares.

Luego, la operación
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(VIB)-(PIÓ) = (V €>A P r B<® Ó)0

define una estructura de W(A°)-módulo sobre el grupo aditi
vo W(A,J).

Análogamente, si (Q,q) es un on espacio cuadrático, el

producto

(v,B).<Q,q) = (V®A°Q, B 03(1)

(B®q)(v®x) = B(v,v)q(x), v e V , x e P

define una estructura de W(A°)—móflulo sobre wq(A°). Hu

mos probado asI la

PAOpOóLCÁÓn2.2u2.

CuandoA es semi—1ocal, la aplicación natural,

W(A,J) —5 wq(A°)

es un monomorfismo de W(A)—módulos.¿%

Es interesante observar que la inyectividad de e, más

aún, su existencia, no puede garantizarse si A no es un ani

llo semi-local. Veamosel siguiente

Ejemplo 2.2.3.

Sea d un entero libre de cuadrados y de la forma

d = u2 + 1, u e Z .

Z[ /É'] es un anillo con invol tión

a + b/É'= a - b/E‘, a,b e Z
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Si suponemos que existe e:

w<z[/á‘],-J)-ïwq(z) 3 z

[o] -> [go]

Tomemos t = u + JÉ'E Z[/ÉÜ , t es una unidad y verifica

N(t)=u2-d=-l
Luego < 1 > =-< N(t) > = < -1 > .

Es decir < 1 > + < 1 > = 0 en W(z,[fiï],J)

Pero la imagen mediante e sería:

EÍ< 1,1 > ) Ï.< 1,1,1,1 > f 0 en wq(z)

Lo que significa que en este cas: la función e no exis
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