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INTRODUCCION.

El propésito principal de este trabajo es caracterizar los operadores en L{H), para
H un espacic de Hilbert complejo separable, tales que su érbita de similaridad, S(T), es
subvariedad analitica (que son aquellos cuya érbita tiene una estructura diferenciable de
cualquier tipo). Esto ocurre siempre, cuando H = C", pero otro es el caso cuando dim H =
0. En el Teorema 8.11 se demuestra que tales operadores son exactamente los que son
similares a un operador de tipo "nice Jordan”(ver definiciones 2.1). Esta clase fue estudiada
por Fialkow y Herrero en [6], [14] y [15], y estén caracterizados como la clase de operadores
T € L(H) tales que la aplicacién

mr:G(H)—- S(T) ; =r(U)=UTU"!, UeG(H)

tiene secciones locales continuas ( [6, Teorema 16.1] ).

Otro problema tratado en el presente trabajo es el de averiguar los puntos de continuidad
de la aplicacién ¢, definida asignando a cada operador nilpotente de orden n en L(H), el
sistema de proyectores asociado a su descomposicién canénica (ver 1.12 y 4.1):

¢: N.(H) > PH) ;

SO(T) = (PkerTJPkerT’ekerT) .o ~1P(kerrn—1);).

En el teorema 5.5 se demuestra que el conjunto de puntos de continuidad de ¢ es la unién
de las 6rbitas de similaridad de los operadores ¢; @ q,(,°°) ,para0 < j < n-1, que es un
subconjunto abierto y denso de N,(H).

La aplicacién ¢ se utiliza mas adelante para obtener, en forma explicita, secciones locales
C para 7r, cuando T es un nilpotente nice Jordan (Proposicién 9.8).

El método de pasar de una érbita (unitaria o de similaridad) de uno o varios operadores a
los sistemas de proyectores, mediante una aplicacién similar a ¢, ha demostrdo su utilidad,
gobre todo para el célculo explicito de secciones locales, levantadas de curvas y funciones
en general, que permiten obtener mayor informacién acerca de la érbita en cuestién (ver,
por ejemplo, los resultados de [1] para érbitas de varios operadores o (3] y [4] para érbitas
unitarias).

Los trabajos de Corach, Porta y Recht sobre geometria en los conjuntos de ceros de un
polinomio de raices simples en un algebra de Banach, a través de la identificacién con los

gistemas de idempotentes y de proyectores, y, particularmente, sobre la geometria de estos
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sistemas, sugiere el estudio, al menos en L{ H), de los operadores algebraicos cuyo polinomio
minimal tiene rafces miiltiples. Este estudio se reduce, esencialmente, a los operadores nilpo-
tentes, que se relacionan con los sistemas de proyectores a través de la aplicacién ¢.

Por otra parte, los resultados de Fialkow y Herrero sobre propiedades topoldgicas de las
érbias de similaridad de operadores nilpotentes, dan el contexto natural para el estudio de
las propiedades geométricas de dichos operadores.

El presente trabajo estd dividido en nueve secciones. En la segunda y la séptima aparecen,
en su mayoria con demostracién, resultados conocidos anteriormente. Muchos de ellos tienen
cambios, en los enunciados o las demostraciones, para adecuarlos a su utilizacién posterior.
La gran excepcién es el Teorema 7.12, ya que una demostracién completa ocupa.rfa. la misma
extensién que el resto del trabajo.

En la seccién 2. se incluyen resultados sobre las propiedades de los operadores nilpotentes
de tipo ?Jordan” y "nice Jordan”, necesarios para las tres secciones siguientes.

En la seccion 3. se define una forma de ortogonalizacién de sistemas de idempotentes ( la
funcién de Gram-Schmidt , GS, ) que permite definir una accién de G(H) sobre los sistemas
se proyectores.

En la seccién 4. se introduce la aplicacion ¢ y se la relaciona con la accién anterior mediante
el diagrama conmutativo 4.7 .

En la seccién 5. se enfoca el problema de la continuidad de ¢, tanto desde el conjunto de
nilpotentes de orden n , N,(H), como desde la érbita de similaridad de un nilpotente dado.
En la seccién 6. se estudia el problema anélogo, en el dlgebra de Calkin. Se define una apli-
cacién ¢ desde una clase restringida de nilpotentes (con buenas propiedades especrtales),
ya que no puede definirse, en forma consistente, desde N,(A(H)). Se calculan, ademis, los
puntos de continuidad de .

En la seccién 7. se incluyen una serie de resultados (en su mayorfa de Fialkow y Herrero)
que conducen al Teorema 7.14, necesario en la seccién siguiente.

En la seccién 8. se llega a la caracterizacién de los operadores cuya érbita de similaridad es
subvariedad de L(H). Se considera, en principio, el caso nilpotente y luego se generaliza al
caso general.

En la seccién 9. se estudia la diferenciabilidad de la aplicacién ¢ (cuando es continua es
C®). Con la ayuda de ella se exhiben expresiones explicitas de secciones para xr cuando
T es un nilpotente nice Jordan. Estas generalizan la férmula obtenida por Fialkow en {12]

para T = q,(,°°). Se estudia, también, el problema de la continuidad de ¢ desde las érbitas



de similaridad de nilpotentes en general y, finalmente, se construyen levantadas explicitas
para curvas C® con valores en S(T'), para T similar a q,(.°°).

Es mi deseo agradecer especialmente a mi director de tesis, Gustavo Corach, por haberme
guiado en estos afios, por la ayuda y todas las gauchadas recibidas.

Tambien deseo agradecer a los matemaéticos que aportaron ideas, sugerencias y largas con-
versaciones en este tiempo, en especial a Domingo Herrero, L. Fialkow, L. Recht y, muy
especialmente a Esteban Andruchow, sin cuya presencia, muy poco de esto podria haberse
hecho. Un agradecimiento final para mi esposa Inés.



1. PRELIMINARES Y NOTACIONES.

(1.1) Sea H un espacio de Hilbert complejo separable y sea L(H) el 4lgebra de ope-
radores lineales acotados que actian en H.
Sean G(H), el grupo de operadores inversibles de L(H) y U(H) = {U € G(H) : U~! = U*}
el grupo unitario. Es bien sabido que si U € U(H), entonces Yz € H se verifica que
WUl = =l

Dada una particién del espacio H en suma directa (no necesariamente ortogonal) de
subespacios cerrados H = M; &® M; y dados A € L(M,) y B € L(M:), se llamari A® B €
L(H) al siguiente operador: Dado z € H,sea z =z, + 72 con z; € M; , t+ = 1,2 , entonces

(1.2) A® B(z) = A(z,) + B(z3).

Se definen andlogamente sumas directas de varios operadores.
Si M es un subespacio cerrado de H, llamaremos Py al proyector sobre M, es decir que
Py =Pu=Pyy

(1.3) Py/m = 1dy Pyl =0.

Dados A, B € L(H), diremos que A es similar a B, y notaremos :

(1.4) A~B & 3UeG(H): A=UBU!

y que A es unitariamente equivalente a B : A ~ B, si existe U € U( H) tal que A = UBU*.
Dado T € L(H), lamaremos érbita de similaridad de T' a

(1.5) S(T)={UTU~!':U € G(H)}

y 6rbita unitariade T a

(1.6) UT)={UTU*:UeU(H)}.

Llamaremos ¢, al operador de L(C") que actda sobre la base canénica e,,...,e, por
0 st 1=1

(L.7) an{e) = { ei_, 81 2<i<nm,



usualmente conocido por "celda de Jordan” en L(C") .

En el presente trabajo jugard un importante papel, dado n € N, el operador q,‘,°°) que
definiremos a continuacién (en realidad, la definicién se hard "médulo” equivalencia uni-
taria): Sea (e, )neN uUna base ortonormal de H. Entonces

0 s m=1(n)
em-1 S8 mE1(n)

(18) () (em) = {

donde m = k(n) si existe h€ Z tal que m — k=n.h.

Una definicién equivalente para q,(,°°) podria ser :

Sea K un subespacio cerrado de H tal que H = K("), es decir que existe una isometrfa
suryectiva V : K(#) — H que pensaremos como una identificacién. Es claro, entonces, que

las n copias de K en H son ortogonales 2 a 2. Dado z = (z,,...,2,) € H, definimos
(1.9) gi®)(z) = (23, 23,...,2a,0) .

Dados subespacios cerrados M, N C H talesque N=M' = {z € H :< z,y >=0Vy € M},
entonces se sabe que H = M © M, pero en este caso escribiremos H = M LN (suma directa
ortogonal). Anilogamente para particiones en varios subespacios ortogonales 2 a 2.

Dada una particién ortogonal de H :

H= Hl.l..Hzl.-olHn )

se puede representar a los operadores de L( H) como matrices de nx n de la siguiente manera:
Dado T € L(H) #

n n n
T= (EPH-)T(EPH,) = Z PH.'TPH,- )
=1 =1 =1
entonces la matriz de T serd :
T Tin\ H,
(1.10) T= ) T.'_,' = PH'-TPH!. .
Tnl Tnn Hn

Es facil ver que esta representacién es compatible con el producto usual de matrices, es decir,
dados T,T; € L(H), la matriz de T}.T3 se consigue "multiplicando”, en la forma usual,
las matrices de ambos. También se obtienen representaciones matriciales con particiones no
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ortogonales, definiendo adecuadamente los idempotentes asociados a la particién.
La descomposicién matricial de gt en la particién H = K®) dada en (19) es:

0 I 0 K
o I K
(1.11) {o0) = ‘ :
0 I]| :
0/ K
donde I = Idg .

Dado T € L(H) nilpotente de orden n, es decir, T = 0, T"~! # 0, se define la ®descom-
posicién candnica”(que abreviaremos DC), como la particién de H :

(1.12) H=H1..1H, , Hj=kerT?'OkerT’™!,1<j<n

donde, para M, N subespacios de H, MO N = M n N1, En (1.12) se puede observar que
Hy =kerTSkerT® =kerT yaque T® = Iy H, = kerT* © ker T"*~! = (ker T~ ') ya
que T =0.

(1.13) Es f4cil ver que, en su DC, la matriz de T es estrictamente triangular superior, ya
que, § > j = Py, TPy, =0. Por ¢jemplo, la descomposicién H = K(") de (1.9) es la DC
de ¢,

Dado T € L(H), es bien conocida la descomposicién ”polar® de T :

(1.14) T=U|T| ; |T|=(T*T)'/

donde U es una isometrfa parcial unfvocamente definida, si se pone la condicién de que
U/xerr =0. (Ver [24], Teorema 12.35).

Proposicién 1.16 : Sean T € L(H), n € N y supongamos que dim H = oo. En tal caso
son equivalentes :

1) T~gt.

2) Existe una particién (no necesariamente ortogonal) H = M) & ... ® M, tal que
dimM; =00, 1 <1< n, T(M;) = {0} y TM; - M;_, es un isomorfismo (es decir,
T(M;) = (Mj-1 ), para j > 1.



Demostracién : 1) — 2) Dado U € G(H) tal que T = Ugi™®)U~! , basta tomar M; = U(K;),
donde K; es la j-ésima copia de K en la DC de gt Es ficil ver esta particién verifica 2).
2) — 1) Sea H = K(® la DC de ¢{) como en (1.11), entonces dimK = oo y, para
1 <t < n, existen isomorfismos U; : K — M; (K y los M; son espacios de Hilbert de la
misma dimensién).

Sea U € G(H) dado por : U(z) = U(zy,...,2s) = Y o=, Ui(z:) y sea @ = U~'TU.
Entonces la matriz de Q en H = K() es:

0 Q 0 \ K
0 Q: :

Q= i3 @Q€EGK),1<i<n-1
0 Qn—i | ¢
0 /K

Sea V € G(H), dado por su matriz en la misma descomposicién :

Q1...Qn-1 \
QZ---Qn—l 0

0 Qn—l

1)
Por simple cdlculo matricial se concluye, usando (1.11), que V-1QV = q$;°°) ¥, por lo tanto,

T=(UV)g{®(UV)™ ~ g™ o



2. NILPOTENTES JORDAN Y NICE JORDAN.

En esta seccion se demostrardn algunas propiedades de ciertos operadores nilpotentes,
mds precisamente los de tipo "Jordan” y ”nice Jordan” que definiremos a continuacién :

Definicién 2.1 :

1) Llamaremos Ni(H) = {Q € L(H) : @* =0, @*—! # 0}, al conjunto de los operadores
nilpotentes de orden k.

2) Dado J € Ni(H) diremos que J es ®Jordan”, si J es unitariamente equivalente a algo

de la forma @)=, gi**) | donde 1 < m < 00, 0 < ax < 00 y gk es la celda de Jordan

en L(C"). (1.8)

3) Dado J € L(H) diremos que J es "Jordan” (no necesariamente nilpotente), si J es
unitariamente equivalente a algo de la forma @;Ll(z\,- + Q;), donde Aq,...A, son
niimeros complejos distintos, 1 < n < 0o y los Q; son nilpotentes de Jordan, 1 <1 < n.

4) Llamaremos JNy(H) = {Q € Ni(H) : Q es similar a un Jordan } al conjunto de los
nilpotentes de orden k similares a nilpotentes Jordan.

5) Diremos que un operador J € J Ni(H) es "nice Jordan” si en la férmula J ~ @;; 1 q}“")
se verifica que a; < oo para fodo j, salvo, a lo sumo, para uno solo.
6) Llamaremos NJNy(H) = {T € JNi(H) : T ~ J con J nice Jordan }.

7) Dado J € L(H) diremos que J es "nice Jordan” (no necesariamente nilpotente) si es
Jordan y en la férmula J ~ @_’,‘: 1(Aj + @;), se verifica que log Q; son nilpotentes nice
Jordan.

Lema 2.2 : Sea Q € Nix(H). Supongamos que M C H es un subespacio cerrado estable
por @ tal que Q/M ~ q}f') para 1 < a < oo, entonces existe un suplemento N de M ,
cerrado y estable por @ ,esdecir NOM=HyQ(N)CN.

Demostracién: Sea M; = M Nker Q7 . Construiremos inductivamente subespacios N; con
las siguientes propiedades:

1) N;nM; = {0}.
2) N; + M; = ker Q.
3) Q(N;)CN; .



4) NJCMIL.

Para j = 1 tomamos N; = ker @ © M; , claramente N, verifica 1, 2, 3 y 4. Supongamos
ahora que tenemos definido N; para cierto 5 < k, entonces

Q~}(N;,)NM=Mnker Q =M,

ya que si z € Q7}(N;) N M, Q(z) € Nj, pero como Q~(N;) C ker @*! y z € M,
Q(z) Eker @ NM = M; luego Q(z) =0 y z€ M Nker Q . Definamos entonces

Njt1= [Q_I(NJ') S (Nj + Ml)] ® NJ"

En principio , como @!(N;)©(N; + M1) C N} y es cerrado, es claro que Nj4; es un sub-
espacio (cerrado). Como Q(Nj+1) C Nj C Nj;,, se verifica 3). Por construccién

Nj4y1 C Mi (ambos sumandos lo estdn) y por lo tanto N;4+1 N M = {0} ya que, como
Nji1 C Q@ Y(N;) se tiene que N;1, N M C M; n Mt = {0} (1 y 4).

Falta ver que Nj;; + My, = ker Q7+!. Sea z € ker Q7%!,Q(z) = y; + 2; con y, € N;,

2 € M;. Como Q/p ~ q,(f') es facil ver que @Q(Mj41) = M;, por lo tanto sea y;41 € M4
tal que Q(y;+1) = y;- Entonces z — y;41 € Q~!(N;) C Nj41 + M, y finalmente tenemos
que £ € M;j4+1 + Njy1 + My = My + Njyy (2).

Para terminar la demostracién basta tomar N = N que verifica lo pedido e

Lema 2.3 : Sea Q € Nx(H) y sea (Qi;)1<i,5<k 5u representacién canénica. Si R(Q*~!) es
cerrado, entonces existe un subespacio cerrado R (dim R = kdim R(Q*!)) tal que :

i) R es estable por Q .
i) Q/r ~ g% (o =dim R(Q*)).

ili) Si N es un suplemento de R , la compresién de @ a N es nilpotente de orden menor o
igual que k£ — 1.

Demostracién: Sea Rg—; = ker (Q*—!)L. Como R(Q*~!) es cerrado,
Q%! : Rk_y —.R(Q*!) es un isomorfismo. Si pensamos al operador

Qjj+1 :ker Q71 Oker @' s ker Q7 Oker @ 1< <k~1,

es facil ver que Q¥ = Q1,2Q2,3...Qk—1,x ¥ que cada Q,;+1 es inyectivo, pero més aiin,
como Q*~! es isomorfismo (desde Rk—1) es acotado inferiormente y, por lo tanto, también
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lo son los operadores Q;,5+1Qj+1,5+2 .- Qk—1,k -

Es f4cil ver entonces que @7 /g, _, es acotado inferiormente, con lo que Q?( Rk, ) es cerrado
para0<j)<k-1.

Sean S; = Qj41,j42-+- Q-1 k(Br—1)0< < k—2,8x1 = Ry, y R; = Q*'1—3(Ry_,)
0<j<k—1

Es claro que S; y R; son cerrados 0 < j < k — 1, pero ademds si 1 # j, entonces S; 1S;, ya
que S; C ker Q7 © ker Q7~! = H;. Entonces S = Sp.L... 1Sk, es cerrado.

Si llamamos R = V;‘; » R, se puede exhibir un operador v € L(S, H) tal que 7 es acotado
inferiormente y 4(S;) = R; , 0 <t < k- 1. Por lo tanto R = @f;é R; es un subespacio
cerrado. En efecto,siz€ S, £ =120+...+2x—) con z; € S; , sean yo,...,Yr—1 los elementos
de Ry, de los que provienen y definimos entonces 7(z) = Y b2 Q*¥—1—¢(y,). Es ficil ver
que 7 verifica lo pedido.

Es claro que R es estable por Q y que la accién de Q en R est4 dada por Q : RY — R} |
que es un isomorfismo, y = k— 1,k —2,...,1y Q(Ro) = {0}, por la proposicién 1.5,

Q/r ~ ¢\ (¢ =dim R(Q* ') =dim R; 0<j<k-1).

Sea N un suplemento de R y sea

@[3 q] v
donde ¢; = @/r y Q2 es la compresién de @ a N,

o [QF o+
Qk [ 0 Qg—l ]

pero como R(Q*~!) = Ry = R(Q%!), resulta R(Q%5~!) = {0} y entonces @5~ =0 o

Teorema 2.4 : Sea Q € Ni(H). Entonces Q es similar a un Jordan (es decir @ € JNx(H))
si y s6lo si R(Q7) es cerradoparal <j<k-—1.

Demostracién : Si Q es un nilpotente Jordan, es claro por la definicién que R(Q7) es
cerradoparal1 <7< k—1. Si T = WQW~! con W € G(H), entonces R(T?) = W R(Q’)
que también es cerrado.

Si Q € Nx(H) y R(Q7) es cerrado, 1 < j < k — 1, entonces, en particular, R(Q*~!) es
cerrado. Aplicando el Lema 2.3, tenemos un subespacio cerrado Rk, invariante por @ tal

que Q/r, ~ q,(;m) Pero entonces, por el Lema 2.2 obtenemos Nk, un suplemento cerrado
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de Ry tal que Q(Ni) C Ni. Por el Lema 2.3, Q/n, tiene orden menor o igual que k — 1.
Razonando inductivamente se llega a que

k
Q~J=Pg*) o

Observacién : Se puede probar ficilmente que R(Q7) = Ry N R(Q?) ® Nx N R(Q), luego
R([Q/n.])’) = Nx N R(Q?) resulta cerrado .

Corolario 2.5 : Dado T € L(H), algebraico, entonces T' ~ J con J Jordan sii R(q(T)) es
cerrado para todo g|p, donde p es el polinomio minimal de T.

El préximo paso es probar que los nilpotentes Jordan son densos en los nilpotentes (también
fijando el orden).Usando el Teorema 2.4, bastard con aproximar a un nilpotente con ope-
radores tales que los rangos de sus potencias sean cerrados. Para ello necesitamos el si-
guiente Lema:

Lema 2.6 : Sea @ € Nx(H) y (Qij)1<i,j<k su reprecentacién canénica (1.10). Entonces
R(Q7) es cerrado para 1 < j < k— 1 sii R(Q;,j+1) escerrado, 1 <j<k-1.

Demostracién : Sea Qmm+; = @mm+1 -+ @m+5—1,m+5- S1 Qi i1 es acotado inferiormente
en su dominio con la misma cota inferior § para 1 <1 < k — 1, luego @ m4; €8 acotado
inferiormente en su dominio por §7. Veamos entonces que en ker(Q’)L, Q7 es acotado
inferiormente. En efecto, pongamos

ker (Q7)L =ker @'t ©kerQ’ | kerQ’t2 g ker@’t' 1 ... 1 ker(Q* 1)L .

Sean z" € ker(Q7)L, z" = 2%, +2%, ,+...+2} con z € ker@Q'OkerQ*!, i =j+1,...,k
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tales que ||z%|| = 1, n € N y ademés Q?(z") —» 0 (n — o0). Si observamos que

0 0 Q141 1 ( 0 \
0 Q25+3 * :
0 0
. Qk . k z;!+1

(2.7) Q= —1-1k-1 . =z"

0 Qr—jk :
0 0 :

0 j\ o)

y lamamos P; = Py, entonces es ficil ver que Pi_;(Q?(z")) = Qk—;x(z}) 2==0. Pero
como ||z3]| < (671)|@k—j.k(zR)|| 2=20, tenemos que z} 2==0. Razonando en forma sim-
ilar, usando la férmula (2.7), se obtiene que z? =20, para j + 1 <t < k lo que contradice
que ||z*|| = 1, n € N. Luego R(Q?) es cerrado.

Recfprocamente, si @’ /xer(qs)+ €s acotado inferiormente, entonces Q’/ [ker Qi+1@ker Qi]
también lo s, pero Q7 /xer gi+1oker @] = @1,5+1 = @1.2Q2.3... Q5541 (ver (2.7)). En par-
ticular @541 es acotado inferiormente en su dominio, con lo que R(@;,5+1) es cerrado, para
1<j<k-1 o

Teorema 2.8 : JNi(H) es denso en Nx(H) .

Demostracién : Sea Q € Ni(H), construiremos una sucesién (Qn)nen C JNi(H) tal que
|@ — @nl| = 0 (n — 00). Para ello, sea (Qij)1<i,j<k la descomposicién canénica de Q y sea
Qj-1,; = V; | @j-1,; | la descomposicién polar de Q;1,5, 1 =2,...,k. Como Q;_; ; es in-
yectivo (desde su dominio H; = ker Q! ©ker Q7—!), tenemos que ker | Q1,5 |= ker@;_,,; =
HJ-L. Definamos @, en su descomposicién canénica, igual que Q, pero reemplazando Q;_; ;
por

@\, 5 =V,(| Qi—ri | +1/nP;).

Donde Pj = Py, de la descomposicién canénica. Es ficil ver que Q;-'i)l’j es acotado infe-
riormente en H;. Aplicando, ahora, el Lema 2.6, vemos que R(Q?,) es cerrado, 1 < j < k—1.
Pero entonces, por el Teorema 2.4, tenemos que @, € JNi(H), n € N. Finalmente, mi-

rando la construccién de los @, es claro que ||@, — Q]| =0 (n — 00) o
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A continuacién probaremos algunos resultados de operadores en dimensién finita :
Definicién 2.9 : Dados 4, B € L(H) notaremos A__. B si se verifica que B € S(4)~

Lema 2.10 : Sea T € L(C¢) un operador nilpotente de orden k. Entonces para
A€ L(C%), T AsiidimR(A%) <dimR(T7), paral<j<k.
Demostracién : Ver [16, Lema 2.5].

Corolario 2.11 : Si k € N se verifican :
i) g% gk, (en L(CHA-1)).
i) Sik>1,q @q“‘ iqk Y (en L(Ck-1)?%)).
Demostracién : Para probar (i) basta observar que
dmR[g® P =k(k—1-7) =k —k—kj <
<K —k—kj+j=(k=1)(k-j) =dimR[g* "},

para 1 < j < k—1. Para j = k la desigualdad es evidente. Con una cuenta andloga se

demuestra (ii). o

Observacién 2.12 : Por la unicidad de la forma de Jordan en L(C?), dado T € L(C?)

nilpotente, entonces 0 = ¢i*) € S(T)~ (T ~ €T).

A continuacién aplicaremos estos resultados a problemas de aproximacion de operadores de

tipo "nice Jordan” (definidos en 2.1).

Proposicién 2.13 : Sean Q; = ¢; @™ 0<j <k—1y Qu = ¢!{® & ¢{®). Entonces

se verifican :
i) Q. —2Qu, 0<j<k-1.

7 um
ii) 8i T € JNix(H) pero T ¢ NJNi(H), entonces @ . T.
Demostracién : De la observacién 2.12 deducimos que para todo 5 € N,
0 =q{? € S(¢;)~ ¢ L(C7), por lo tanto, como
Q=404 =g 0q™ 0 g™
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y 4™ =g{) @ ¢\ € S(q; ® ¢{™')~ tenemos probado (i).

Para probar (ii) haremos algunos pasos intermedios. De 2.11 (i) uno deduce que si r < k,
entonces q(°°) () En efecto, gi™) = [gF_,](=) y ¢{*) = [q{*~V](*). Aplicando 2.11 (i),
se verifica lo anterior para r = k — 1. Para valores menores de r, se aplica un argumento
inductivo. Con esto es fécil ver que

R=¢"0¢d®o...04™ €5(Qw)".

Sea J = 6? _1q(°’) tal que existen al menos dos indices j; < #5 tales que a;, = a;, = 0.
Como q( Qq}a’“) €S q( )) para 1 < 5 < k—1, es facil deducir que

k
i o Do) e S(R)™.
J=2

Pero si r < 8, r,s € N, por 2.11 (ii) es ficil ver que gr () ¢ S(q () g gi®)~ (se usa que
¢i® @ ¢l = (g @q(' 2))(), entonces ¢!} € S(q{™ ® q(°°)) y luego se baja hasta

q( ) como antes ).

Para terminar, como j; < jq,

y, por lo tanto, 8i T ~ J, como J € S(R)~ C S(Qx )~ , entonces T € S(Qwo)™ ©

Observacién 2.14 : Anslogamente se puede probar que Q. € S(T)~, por lo tanto, si dos
nilpotentes T, T3 son similares a un Jordan no nice Jordan, entonces

T —-—»TQ ’ T —-—bT]

1 sasm 3 sim

Observar que esto puede ocurrir aunque Ty y T3 no sean similares entre sf.

Lema 2.16 : Sea Q € Nx(H). Son equivalentes :

) @~gl™
i) Q7+ Q** 7 cGH)paral < j< k-1

iii) @1+ Q* € G(H).
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Demostracién : i) — ii) Es f4cil ver que R([g{™}7) = ker(|gi®]¥~7), por lo tanto, si
Q ~ g\ tenemos que R(Q7) = ker(Q*~7) y R(Q* 7) = ker(Q* 7).

Entonces, como ker @7 = [R(Q* 7)]* = [ker @* *~7]L y R(Q) = [ker@*9)]L =

= [R(Q* ¥-9)]1, se deduce en forma directa que Q7 + Q* ¥~7 es inversible.

ii) —» iii) Es trivial.

iii) — i) Como R(Q*)~ = [ker Q]1, R(Q*!) C kerQ y Q*—! + Q* es suryectivo, podemos
deducir que R(Q*~!) = ker Q. Luego R(Q*~!) es cerrado, y por los lemas 2.2 y 2.3 ( como
en 2.4 ) podemos obtener subespacios cerrados N y M, estables por @, tales que H = NoM
(no ortogonal), @; = Q/n ~ q,(¢°°) Y Q2 = Q/n verifica Q51 = 0.

Pero ker@ = R(Q*!) = R(Q%~1) C N, luego ker@ N M = ker Q; = {0}. Entonces, como
Q3 es nilpotente, resulta que M ={0}, N=HyQ ~ q,(c°°’ o

Recordemos que p : L(H) — A(H) es la proyeccién sobre el 4lgebra de Calkin y escribamos,
para B € L(H), B = p(B).

Corolario 2.16 : Sea Q € L(H) tal que Q* = 0. entonces son equivalentes :
i) Q%1 +Q* c G(A(H)).
i) Q7 + Q* ¥ € G(A(H)) para todo j, 1< j < k—1.
Demostracién : i)—ii) Sea p : A(H) — L(K) una representacién de A(H), donde K es un
espacio de Hilbert separable.
Sea T = p(Q). Por hipétesis T* = 0y T*—! + T* € G(K), luego, por (2.14), T ~ ¢\,
T7 + T**%-7 € G(K) y como p(A(H)) es una C*- subslgebra de L(K), entonces
(T9 + T**-7)~1 € p(A(H)). Por lo tanto

Q' +Q** T €GA(H)), 1<j<k-1 o

Proposicién 2.17 : Sea Q € Niy(H) y supongamos que Q¥ = 0y QF—! + Q* es inversible
para cierto k < m. Entonces Q es similar a un nice Jordan si y sélo si dim R(Q*) < co. En
tal caso Q@ ~ @1, q}a"), con aj = 00.

Demostracién : Es claro que si Q es similar a un nice Jordan, entonces R(Q*) es cerrado, y
como Q* = 0 debe ser dim R(Q*) < co.

Supongamos que dim R(Q*) < oo, luego dim R(Q?) < o0 k < j y, por lo tanto, R(Q7) es
cerrado para k < j.
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Aplicando (2.2) y (2.3) como en (2.4) obtenemos que Q se descompone como Q = Q; & Q2
(suma no ortogonal) tales que Q1 ~ @Pj- ;) q}a’") con L™, 1ja; < 0oy Q5 = 0. Si
pensamos a los Q; extendidos en forma natural a L(H) , entonces Q = Q; + @4, Q%! =
= Q14+ Qk1y OF-1 4 Q* =QF 1 +Qt + Q%! + Q3 = Q%! + Q2 que es inversible.
Se puede suponer entonces que QF = 0 . Como é"‘l + é‘ es inversible, por el corolario
2.16, @7 + Q* ¥~7 es inversible.

Analizando cada caso es ficil ver que R(Q?) debe ser cerrado para1 < § < k-1

(Q7 : [ker @]+ — R(Q7)~ es de Fredholm, 1 < j < k—1) y por lo tanto Q ~ J para cierto
J de Jordan. Luego @ ~ J en A(H). Como Q%! + Q* es inversible, si p : A(H) — L(K) es
una representacién de A(H) con K Hilbert, resulta que p(Q) ~ qL°°) en L(K)y p(é) ~p(J )
en L(K) , por lo tanto,p(J)*~1 +p(J)* es inversible en L(K). Entonces J¥—1 +J € G(A(H)).
Como J es Jordan y verifica lo anterior, es ficil ver que debe ser nice Jordan e

Sea N = {Q € L(H): @*! + §* € G(A(H))}.

Corolario 2.18 : Sea T un nilpotente nice Jordan, T € N y sea A € §(T)~ N N (H).
Entonces A es similar a un nice Jordan.

Demostracién : Sea (Trm)men C S(T) tal que T, = A (m — 00).

Como T es nice Jordan y T € N (H) es f4cil ver que T* = 0 (los a; de su descomposicién
son finitos si j > k + 1). Por lo tanto, T% ~ T* =0y AF = limy,_,00 T% = 0.

Por otro lado, A es nilpotente. Como Tk =0 y T es nice Jordan, se tiene que d =
dim(R(T*)) < oo y dim(R(TE)) = d para todo m € N. Luego, dim(R(A*)) <

< lim infpm— 00 dim(R(TE)) = d < 00. Entonces, por la proposicién 2.17, A es similar a un
nice Jordan. e

Lema 2.19 : Sea A€ L(H) y H = H, ® H,, descomposicién no ortogonal tal que

4_[4 O] H [4 B] &
“|lo 4| H' |0 cf Bt

entonces A ~ C, es decir que existe W : H; — Hi- tal que C = WA; W1,

Demostracién : La verificacién es directa.

Lema 2.20 : Sean Q,,@Q € L(H) nilpotentes nice Jordan tales que Qn ~ q}cm) ®F,y
Q = ¢\ ® F, donde F, € L(C™) y F € L(Cr) son nilpotentes en su forma de Jordan.
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Entonces son equivalentes :
i) Existen operadores W, € G(H) tales que ||W,Qn,W,; ! — Q|| — 0 (n — 00).

ii) Existe un natural p, y para n > p, a,, fn € Ny tales que kf, +r = ka, + 1, y
@) @ F € S(gi*) @ Fa)~ paran > p.

Demostracién : Es claro que ii) — i)

i) (:; ii) S:::)Q =q\® @ F,, H{™ el subespacio asociado a (™ , H{™ el asociado a F, y
P Py’ j=1,2.

Se define analogamente H;, P j=1,2paraQ = q(°°) ®F.

(2.21) Sean : a) Q, = WoQ,.W; !,

b) X=H o6Q(H)=H®© ker[(Q/H;)k"I] ;

) X, ={zeX:P"W;!(z) =0},

d) Yo =Xa+Q(Xn)+...+ Q5 ' (Xa) y

e) Zﬂ, = Xn + Qn(Xn) + cee + an l(Xn).
Como los espacios @’(X,), 0 < j < k —1 son ortogonales dos a dos y Q7/x,, es una isome-
trfa, Y, es cerrado y las sumas que lo definen son directas. Lo mismo ocurre con Z,, ya
que si definimos V,, : Y, — Z, dada por : para z € Y, sean zy,...zx_; € X, tales que
=1+ Q(z,) +...+ Q5 !(zk—1), entonces

Vn(z) =1Zo+ Q;(zl) +...+ Q;k—l(zk—l) €2,.

Es ficil ver que Vy, € L(Yn, Xs), que es sobre y acotada inferiormente, para valores grandes

de n. Luego Z, es cerrado y las sumas son directas.

Mis aiin, se tiene que ||Py, — Pz,|| = 0 (n — o), ya que si extendemos V,, a L(H) por

Va/ys =0, podemos ver que [|(1 - V,)Py, || = 0 (n — oo) puesto quesiz €Y, , ||z|| =1

yz=20+Q(z1) +... +Q’°’l(zk_ ) con z; € X, tenemos que [|z;|| <1 0<i<k-1y
k-1

1= Va2l < Z = Q)@ < ) 11Q° - @]l ===%o0.

1=1

Ané.logamente siaV;!:2Z, > Y, laextendemos como 0 a Z;, se verifica que
(1 = V;;72) Pz, || =20 . Es ficil ver ademds que V, By, = Pz, Vy, luego

Pz, Py, = Pr,|| < ||Pz, (1= Va)Py, || + 1Pz, Va Py, — Py, ||
<1 = V) Py, || + [I(Va — 1) Py, || *==0
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y andlogamente ||Py, Pz, — Pz, || 2=%0. Luego

(P, Pz, — Pz,)*|| = || Pz, Py, — Pz,|| ==%0.

Por lo tanto es claro que ||Py, — Pz, || 2==0 (2.22).

Como Wa P W1 (Xa) = {0} y W' (Xa) C H{™), luego Q,*(Xa) = {0} y entonces
Z,, es invariante bajo Q,, y, para n grande, Q,,/z, ~ q}:"). Mis ain, como R(Pz(")) = Hé")
tiene dimensién finita, es ficil ver que dim(X © X;;) < o0, n € N y, por lo tanto
dim(H; ©Yn) < 00, n € N = dim(H 6Y;,) < 00, luego, por (2.22), dim(H6 Z,) < 00, n €
N.

Como Q,, y Q,, son similares via Wy, y W1(Y,) C H™, podemos aplicar los lemas 2.2
y 2.3 para encontrar espacios R, C Hl"), estables por @, tales que H}") =R,oW;1(Z,).
Entonces

q'(coo) ~ Qn/an) = Qn/W—l(Zn) ® Qﬂ/Rn ~ q)(cm) ® Q“/R"'

Como R[(@n/r,)F ] = ker(Qn/r.,), s facil ver que existe a, € Ny tal que

@Qn/r, ~ q}:""’. Por otro lado Y, e Y;L son estables por Q, luego existe f, € Ny tal que
Qfvs=PrpQPra=gf) oF.

Como ||Pz, — Py, || — 0 (n — 00), para n grande se pueden encontrar operadores unitartos
Un que verifican : ||Up — I|| # 0(n — 00) y Pz, = Un Py, Up.

Entonces |Up Py 1QPy Us — Py Q',,Pz'%H — 0 (n — 00). Por el lema 2.19 , tenemos que

PanQ;PZ’_'L ~ Q“/R..QH§") ~ q}:’n) ®F,.

Podemos deducir entonces que, para n grande existen operadores S, € L{C*art7n) tales

que
15(") @ F, )8! - glP~) @ F|j = 0 (n = o0).

Por ello, para j fijo, se puede encontrar no(s) tal que si n > no(j),
() dim(R((g") @ F))] < dim(R((g}*" @ Fa))]

Pero como (q,(,ﬁ") @® F)™ = 0, para cierto m > 0 y para n grande, entonces existe p € N
tal que si n > p, se cumple (%) para todo j € N. Usando nuevamente el lema 2.9, tenemos
finalmente que ka, +r, = kfn +ry

W eoFcS(g™ oF) Vn>p e
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Observacién 2.23 : Como la aplicacién T — T*-14T* s continua y G(A(H)) es abierto,
es claro que N (H) es abierto y por lo tanto Nif (H) N Nyn(H) es abierta en Nyy(H) para
tordoM>k(sim<kesvacfa).

Proposicién 2.24 : Sea T € N,,(H) N N7 (H) similar a un nice Jordan

m m
Ji = q,(c“’) ® @ q}"') con dj, = Z 375 < 00.
J=ly#k I=13#k

Entonces A € S(T)~ NN;F(H)-siy sblo si A es similar a un nice Jordan

m m
h=¢e &b ¢\®), con dy, = jaj < 0o
J=15#k =177k

que verifica i) dj, = ds, (k)
ii) Dados 7 , ax € Ng tales que d = kn: + dj, = kag + d, , entonces

of, ¢ € S(oF, ¢)~ c L(CY)

Observacién 2.26 : Es facil ver que la condicién (ii) es equivalente a la existencia de un
par 7, , ax € Ng con las mismas propiedades .

Demostracién de (2.24) : Es directo que si A ~ J; con tales caracterfsticas, entonces
AeS(T).

Recfprocamente, si A € S(T)~ = A€ §(J;)~ . Como A€ NF(H)n S(J;)~ , porel
corolario 2.18, A es similar a un nice Jordan

h=¢"e P

m
=1,k

qJ(ai)

con dj, < 00y Jy € §(J1)~. Podemos aplicar el lema 2.20 (para @, = J; Vny Q = J3)
y deducir la existencia de enteros no negativos 7 y ax que verifican las condiciones de (ii).
Por 1a observacién 2.25 concluimos que (ii) es cierta o

Corolario 2.26 : Sea @; = ¢; ® q,(,°°), para cierto 0 < 7 < k — 1. Sea T similar a un nice

Jordan
k-1

k—1
J = g{™) 6@ ¢d*) con dy= Eia.- < 00.

=1 1=1
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Entonces T € §(Q;)~ ¢ dy = j (k) (es decir, existe un entero no negativo s tal que
dy=ks+) )

Demostracién (=) Es claro por la proposicién 2.24 .

(<=) Bastar4 con probar que @¥=} ¢!* e S (¢;®4L”))~ o lo que es equivalente, por el lema
2.9,

dim(R((&%2{ ¢!*")*)] < dim(R((g; ® ¢.)*)]
para 1 < h < k-1, lo que se puede verificar sin dificultad )

Teorema 2.27 : Sea T € N, (H) similar a un nice Jordan, entonces S(T') es abierta en
S(T)~.

Demostracién : Como T ~ J es claro que S(T) = S(J) y S(T)- = S(J)~, por lo
tanto se puede suponer que T = J. M4s aiin, es suficiente probar que si (Bp)nen C
S(J)~ tal que ||B, — J|| 2=%0, entonces existe p € N tal que si n > p, B, € S(J). En
efecto, si §(J) no es abierta en S(J)~, se podrfa encontrar (Bn)aen C S(J)~ — S(J) tal
que ||B, — WJW~1|| 2220 para cierto W € G(H), entonces ||W—!B,W — J|| 2==0 y
W-B,W € S(J)~ — §(J), lo que contradice lo anterior.

Sea entonces (Bp)nen C S(J)~ tales que ||B, — J|| 2=20. Sea

m
J=¢>e @ o)

=137k
entonces J € Nt (H) N Nyy(H) que es abierto en Ny,(H) (por 2.23).
Como B, € S(J)~, B, € Npo(H) , n € N y por lo tanto existe n, € N tal que, paran > n,;
y Bn € Ny (H)N N} (H), luego B, € N (H)N S(J)~. Por el corolario 2.18, B, ~ J,, con
Jn nice Jordan y ”

h=g¢~e @

i=1i#k
Aplicando el lema 2.20 para @, = J, y @ = J, podemos encontrar p > n; tal quesin > p
existen fn, , 7n,, enteros no negativos tales que Y 71, 7n; = k7n, + 3 70; j2k J75 ¥

m
(228) dimRiig™ & () o)< dim Ri(@F,g)" )]
J.=lvj#k

parar > 1y n > p. Por otro lado, como J, € S(J)~ N Nt (H), por la proposicién 2.24 las
desigualdades de (2.28) valen en el sentido inverso y son, por lo tanto, igualdades. Es facil
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ver, entonces, que si n > p, fn. = 7; para todo j # k, luego B, € S(J) °

Corolario 2.29 : Si Q; =¢; ®¢(® 0<j<k-1yU= U%Z4 5(Q5), entonces S(Q;) es
abierta en Nx(H) y U es abierta y densa en Ni(H).
Demostracién :Del corolario 2.26 deducimos que todo operador T nilpotente nice Jordan
pertenece a S{Q,)~, para cierto 0 < j§ < k— 1. Combinando esto con la proposicién
2.13, obtenemos que 8i T' € JN(H) (es decir T' es similar a un Jordan), entonces T €
UXZ$8(Q,)~ = U~, luego JNi(H) C U~. Por el teorema 2.8 sabemos que JNi(H) es
denso en Ni(H) y por lo tanto U es densa en Ni(H).
En otras palabras Ni(H) = U] 5(Q;)".

Para ver que S(Q;) es abierta, sea T € S(Q;). Por el corolario 2.26, T ¢ S(Q;) para
i # j luego existe &; > 0 tal que si N € Nx(H) y ||[N — T|| < €1 entonces N € S(Q;)~
y como por el teorema 2.27, §(Q;) es abierta en S(Q;)~, existe 0 < € < ¢, tal que
B(T,e)N Ni(H) C S(Q,). Es claro que U es también abierta o

Definicién :Diremos que X C L(H) es localmente cerrado (en L(H) ) si para todo T € X,
existe € > 0 tal que
B(T,e) " NnX={LeX:||L-T|<¢}

es cerrada en L(H).

Teorema 2.30 : Sea T € N,(H) tal que T es similar a un nice Jordan, entonces S(T) es
localmente cerrada.

Demostracién : Por el teorema 2.27, S(T') es abierta en S(T)~ . Dado A € S(T), sea
e > 0 tal que S(T)~ N B(4,¢) C S(T), luego

S(T)" nB(A,e/2)~ C S(T)n B(A,¢/2)".
Veamos que S(T') N B(A,€/2)~ es cerrada en L(H). En efecto
[S(T)N B(A,e/2)~ |~ C S(T)" nB(A,e/2)~ C S(T)NNB(A,e/2)"

y por lo tanto S(T') es localmente cerrada en L(H) .
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Observacién :No es muy dificil extender este resultado al caso de los nice Jordan no nilpo-

‘tentes. Sin embargo omitiremos una demostracién, ya que se obtendrd como corolario de
resultados de m4s adelante (ver teorema 8.11).
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3. ORTOGONALIZACION DE IDEMPOTENTES.

Sea I(H) = {P € L(H) : P? = P} el conjunto de todos los idempotentes de L(H) y sea
P(H) = {P € I(H) : P* = P}, los proyectores, es decir, los idempotentes autoadjuntos.
Dado P € I(H), se tiene una férmula para calcular el proyector cuyo rango es el mismo que
el de P, que llamaremos Pp(p):

(31) Pa(p) = PP*(I - (P - P*)3)1.

En efecto, si descomponemos H = R(P)LR(P)L, en las representaciones matriciales con
respecto a esta descomposicién, tenemos que

I A . (1 ©
~oo)  m(e)
luego

. (I+44* 0 . [0 4 s (A& 0
PP_( 0 o) ’ P'P—(-A* o) y (P P)‘( 0 —A'A)

finalmente

I_(P_P,)2=(I+AA* 0 )

V] I+ A*A

luego es claro que I — (P — P*)? es inversible. La validez de (3.1) se sigue inmediatamente
de las representaciones matriciales anteriores.

Con esto podemos definir la aplicacién (suryectiva y continua) :
GS; : I(H) — P(H) dada por GS3(P) = Pr(p) = PP*(I - (P — P*)?)~! para P € I(H).

Mi4s generalmente definamos, paran € N :

1) I(H)={P=(P,...,Pa) €EI(H)™) : P;P;=0sii#jy Y, P = I}. los sistemas
de idempotentes,

ii) Po(H)={P=(P,...,Pn) € I.(H) : P! = P;} los sistemas de proyectores
y la aplicacién, que llamaremos de ” Gram-Schmidt” :

(3.2) GS, : I,(H) — P,(H)
dada por : si P = (Py,...,P,) € I,(H), entonces
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1) GS.(P), = GS3(Py)
2) GSa(P); = GSa(Ti., P) - GS:(TiZ| P), para 1< j < .,

Observacién 3.3 : i) Se sigue de las definiciones que GS,(P) € P,(H) si P € I,(H) y
adem4s que

R(Pi+...4+ P;)=R(GSa(P)1 + ...+ GSn(P);) 1<j<n.

ii) Usando la continuidad de GS; dada por la férmula (3.1) es claro que GS, es continua .
iii} Usando (3.1) también se deduce que, para 1 <1 < n, GSa(P); € C*(Py,..., F).

Proposicién 3.4 : Sean P = (Pl,...,P,.) y Q@ =(Q1,...,@Qn) € In(H) tales que
RP+...+P)=R(Q:+...+ Qi) 1<1i<n. Entonces

U=Y"PQ; €G(H)

y ademids Py = UQ,;U~! 1<j<n. Mésain,si N=3, PiQ; entonces N* =0, U =
I-NyU-'=(I+N+N?+...+N~1),

Demostracién : Primero probaremos que si 1 < 7, entonces
(3.5) P;Q; =Q,;F;=0.

En efecto,sii=1, P;Q; = P;PiQ, =0 (R(P)=R(Q)=>PiQ:1=@Q1).Sij>i>1
entonces, aplicando induccién en 1 , se tiene

i—1 i i i
PiQi=PiQi+P; Y Q=P ) Q=P P)() Qu)=0.
h=1 h=1 h=1 h=1
Anélogamente Q;P; =0si1 < j . Pero como
I=nP.'n.'=nP P;Q;
(Z_; )(;Q ) ; th+'Z_; Q;

tenemos que I = U+ N y U =1 - N. Para ver que N® = 0 se aplica (3.5) reiteradas
veces. Es ficil ver, de tal manera que

n—1
Nl = P1Q2P2Q3P3 .o -Pn—QQn—lP -1Qn = H PiQiv1
=1
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y por lo tanto N® = N*~! N = 0. Es claro entonces que tomando V =TI+ N+ N3 +... +
Nr=1 severifica VU=UV =T yluegoV=U"1 &

Corolario 3.6 : Sea P = (P,...,P,) € I,(H) y sea GSa(P) = @ = (Q1,-..,Qn),

entonces
n

U=Y RQ€GH) y P=UQU" 1<j<n.

=1

Demostracién : Es consecuencia de la observacién 3.3 y la proposicién 3.4 e

Corolario 3.7 : La aplicacién GSy, : In(H) — Ps(H) es una equivalencia homotépica .
Demostracién : Sea P = (Py,...,Pn) € I,(H), GSa(P) = Q = (Q1,...,@n).
Sea v:(0,1] —» I,(H) dada por:

n(t)=tPh+(1-t)@: te|o,1].

3(8) = (T, B) + (1 - ) T, Q)] - (22 )+ (1 - (5322 Qi)

Es ficil ver que 1(t) € I,(H) y que R(YL, %(t)) = R(TL_, P;) , por ejemplo
(tPi+(1-8)@1) = (3 +t(1-t))P + ((1 - t)% + (1 - t))Q,
=P +(1-8)Q1);

Pl(tpl + (l —t)Ql) =tPi + (1 —t)Ql y (tPl + (1 - t)Q1)P1 =tP +(1 - t)P1 = P;. Luego,
por la proposicién 3.4

W)=Y wOP €CH) , 0<t<1

y si definimos F(t, P) = ($(&)Piy(t)~, .., ¥(t) Pay(t) ")
es claro que F da la homotopfa requerida °

Corolario 3.8 : El inversible U = Y7, P;Q; que conjuga P con GS,(P) pertenece a la
C*-4lgebra generada porlos P; 1<1<n e

Definamos ahora acciones del grupo G(H) sobre I,(H) y Po(H). Fijado P = (Py,...,Ps) €
I,(H), se define la aplicacién
rp:G(H) > L(H) , xp(V)=(VRV~!,....VP,V-Y) , VeG(H).
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Claramente 7p es continua. Es sabido que la érbita de similaridad de P , S(P) =
xp(G(H)) es la componente conexa de P en I,(H) (ver [9] y [10] ). M4s atin, dado P’ €
S(P), se puede encontrar un entorno Up: de P’ en I,(H) tal quesi @ = (Q,,...,Qy,) € Up/,
entonces Y i, @iP! € G(H) (porque est4 cerca de I).

Proposicién 3.9 : Sea P € I,(H), entonces para todo P! € S(P) existe un entorno
Up: C I,(H) y una seccién local sp: : Up: — G(H) de xp, es decir que xp 0 3p» = Idy,, .

Demostracién : Si P! = P, definimos, para un Yp conveniente :

n

sp:Up - G(H) , 8P(Q)=ZQ.'P.‘.

=1

Si P’ # P, sea U € G(H) tal que P’ = xp(U). Tomemos Up: = UUpU-'y
3p/(Q) = Usp(Q)U—!. Es directa la verificacién de que es seccién local, bien definida y
continua e

Si P € P,(H) y U € G(H) entonces np(U) € I,(H) pero no necesariamente a P, (H). Sin
embargo, via la aplicacién GS, podemos definir §p : G(H) — P,(H) , por

(3.10) $p(V)=GS,omp(V) , V €G(H).

Es fécil ver que Sp est4 bien definida, es continua y es una accién (es decir Sp(VW) =

Sspw)(V)) y ademis
(3.11) sp : Up: N Pp(H) — G(H) es una seccién local de Sp para todo
P' € Sp(G(H)). Adem4s se prueba sin dificultad que

$p(G(H)) = U(P) = {UPU* : U € U(H)}

la érbita unitaria de P, que es también la componente conexa de P en P,(H).



4. LA DESCOMPOSICION CANONICA.

Dado T € N,(H), la descomposicién canénica (DC) de T es una particién del espacio
H en subespacios ortogonales H = Hy 1 ... LH, con la propiedad de que la matriz de T en
dicha descomposicién es estrictamente triangular superior. La DC est4 dada por :

(4.0) H, =kerT ; Hipy =kerT*tH gkerT¥ 1<s<n-1.

Esto motiva la definicién de la aplicacién :

p: Nn(H) - Pn(H) ) P(T) = (PkerT)PkerT’ekerT)“ . sP(kerT"“)-L)

(4.1) = (Pa,,..., Pu,)

Observacién 4.2 i) Aplicando teorfa espectral, se obtiene que si A € L(H), entonces
Pera = R{()}(A'.’A)

(por el célculo Boreliano para operadores autoadjuntos, ver |24, 12.29] ).
ii) Si P = (P1,...,Ps) € Po(H) y T € No(H) es tal que p(T) = P, entonces

dim R(P1) > dim R(P;) > ... > dim R(P,) #0.

En efecto, 8i T} j+1 = P;TP;4+1 se piensa como operador en L(Hj4y,H;) paral <5 < n,
entonces Tj ;4 es inyectivo y por lo tanto

dim R(Pj4;) =dim Hj4, > dimH; =dimP; , 1<j<n-1

y como T*~1 #£0, P, #0.

Definamos entonces
Pl (H)={(P:,...,Pn) € Po(H) : dim R(Pi41) < dimR(P;),1<i<n—-1; P, #0}.
Con las observaciones anteriores no es dificil probar que :
Proposicién 4.3 : La imagen de ¢ es igual a P} (H) e
D;do T € Nn(H) fijo, podemos definir :
(4.3) 77 :G(H) > N.(H) ; #nr(V)=VIV~!,VeGH).
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Combinando esta aplicacién con ¢ obtenemos, para T fijo y ¢(T) = P € P}(H), la apli-
cacién

(4.5) Srp:G(H) - PI(H) ; Srp(V)=pomp(V),VeGH).
En principio esta aplicacién depende s6lo de T y la mencién de P es redundante, sin em-

bargo:

Proposicién 4.6 : La aplicacién $1,p coincide con Sp de (3.10), por lo tanto es continua
y no depende de T, sino solamente de p(T') = P, es decir que el siguiente diagrama es
conmutativo :

Na.(H)
kY (7]
Sp=Sr.p
(4.7) G(H) —\ P+(H)
Ly Sn
L,(H)

Demostracién : Fijemos, en principio, V € G(H). Dado A € L(H) es f4cil ver que, para
U € G(H), se verifica R{UAU') = U(R(A)) y ker(UAU—!) = U(ker A).

Por otro lado, 8i P,Q € P,(H)y R(P1+...+ P;) = R(Q:+...4+Q;) V1 <1< n,entonces
P = Q. Por lo tanto, si observamos que

RSz p(V)i+...+ 81,p(V)i) =ker(VTV~') =VkerT* = V[R(P, + ...+ P))]

para 1 <1 < ny ademés, por (3.3) i)

R(Sp(V)i+...+8p(V)i)=R(zp(V)1 + ...+ 7p(V):)
=RV(P, +...+ P)V}
=VIR(P,+...4+P)] , 1<i<n,

podemos concluir que S, p(V) = Sp(V)VV € G(H).
La continuidad de St p se deduce de lade §p o
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Corolario 4.8 : Dado P € P}(H) y T € Na(H) tales que p(T) = P, entonces existe
un entorno Vp de P en P}(H) y una seccién local tp : Vp — Nn(H) de ¢ (es decir que
potp =Idy, ) tal que tp(P) =Ty tp(Vp) C S(T) .

Demostracién : Basta definir {p = 1 o sp , donde sp : Vp — G(H) es la seccién local
definida en (3.11). Es claro que ¢p es continuay poxrosp = Sy posp = Sposp = Idy,.
Por iltimo, se sigue de las definiciones que tp(P) =T y tp(Vp) C S(T) o



5.PUNTOS DE CONTINUIDAD DE ¢.

La aplicacién ¢ definida en el parrafo 4 tiene una desventaja lamentable: no es continua.
En efecto, sea K un espacio de Hilbert separable dim K = 0o . Sea K € L(K) un operador
compacto e inyectivo ( por ejemplo, K(e,) = e,/n para cierta base ortonormal {e,}neN
de K ) y sean {Fn}nen C L(K) operadores de rango finito tales que ||F, — K|| 2==0. Si
tomamos H =K & Ky

T(zy y) = (K(y),O) ’ Tn(z’ y) = (Fﬂ(y)ro) T,y € K )

es claroque Ty T, , n € N estin en N3(H) y que ||T, — T'|| =20, pero como
kerF, {0} VneNy

kerT=K® {0} C K®kerF,, =kerT, VneN,

tenemos que |1 (Tn) — @1(T)|| = ||P(o}gker .|| =1 Vn € Ny por lo tanto ¢ no es con-
tinua en el punto T € Ny(H).

Esto plantea el problema de caracterizar los puntos de continuidad de ¢ en Nyp(H) .

El primer paso es observar que ser punto de continuidad de ¢ es invariante por similaridad.

Proposicién 5.1 : Sea T' € N,(H) tal que ¢ es continua en T . Entonces si S ~ T, ¢ es
también continua en S.
Demostracién : Sea (Sk)e<1 C Na(H) tal que || Sk — S| k=,
Si § = UTU-! con U € G(H), entonces es claro que ||[U~1S,U — T|| 5220 y por lo tanto
o(U-185:D) k=% ,(T). Por otra parte, usando que

©(Sk) = GSu (Up(U-1S,UUY) ,

p(S) = GSu(Up(T)U-)
y el hecho de que GS, es continua, concluimos que @(Sk) 22 ¢(S) y por lo tanto ¢ es
continuaen S o

De esto deducimos que los puntos de continuidad de ¢ serdn una unién de érbitas de
similaridad y se plantea naturalmente la pregunta: ; Cuiles son los T € Ny (H) tales que
/s(r) es continua?
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Por una cuenta aniloga a la anterior basta ver que ¢/s(r) es continua en T.

Proposicién 5.2 : Sea T € Nn(H) tal que x7 : G(H) — S(T) es abierta. Entonces ¢/s(r)
es continua.

Demostracion : Usando el diagrama (4.7) sabemos que ponr es continua. Si U es un abierto
en P (H), como nr es abierta

e/ s~ (U) = %2([p o 2] ~")(U)

es un abierto con lo cual ¢/s(r) es continua o

Corolario 5.8 : Si T € N,(H), 71 es abierta y S(T') es abierta en N,,(H), entonces ¢ es
continua en T y por lo tanto en toda S(T').

Demostracién : Es claro por lo anterior e

En los péarrafos posteriores (8 y 9) se demostrara que para T € N,(H) , mr es abierta siy
sélo si T es similar a un nice Jordan. M4s adelante volveremos al problema de caracterizar
los T € Ny (H) tales que p/s(t) (9.17) .

Corolario 5.4 : SiT € N,(H) y T es similar a un nice Jordan, entonces ¢/s(r) es continua.

Demostracién : Ver las proposiciones 8.4y 5.2 o

El teorema siguiente caracteriza los puntos de continuidad de ¢ : N,(H) — P} (H) :

Teorema 5.5 : Sea T' € Ny,(H). Entonces ¢ es continua en T siy sélo si
Trgi®g™ ; 0<j<n-1
Por lo tanto, los puntos de continuidad de ¢ forman el conjunto
n—1
U= 8¢ 0
§=0
que es abierto y denso en Ny(H).
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Demostracién : Notaremos @; = ¢; ® q$.°°). SiT ~ Q, para cieto0 < j < n-—1, porel
corolario 2.29, se tiene que S(T') es abierta y, por el corolario 5.4, ¢/s(t) es continua, luego
@ es continua en T'.

Para probar la reciproca consideraremos tres casos:

Caso 1 : Supongamos que T € Np(H) y T ¢ JNn(H) (es decir que T no es similar a un
Jordan). Por el teorema 2.4 existe 1 < j < n—1 tal que R(Q?) no es cerrado, y por el lema
2.6 existe 1 < h < n— 1 tal que si (Ty;)1<4,j<n €8 la representacién matricial de T en la DC,
entonces R(Th p+1) no es cerrado. Sea H; = R(p(T);) = ker ¥ © ker T7-1

1<7<ny Thpys = VaFp la descomposicién polar de T}, 441, con Vj isometrfa parcial y
Fu = (T} p+1Th,n+1)"/3, pensado como operador en L(Hp+.1).

ComoR(Th n+1) Do es cerrado, entonces 0 es punto de acumulacién de o(Fp) — {0}. Por
otra parte, como Fj = Fj, podemos definir f(Fj) para f € B(R) una funcién Boreliana.
Sea, entonces, Px = R[1/k,00)(F), k € N, pensado en L(Hp4;) y extendido luego a L(H)
anuldndose en Hy.,,.

Entonces Px es un proyector y ker Px N Hp 41 # {0} V k € N. Definamos T,ff,) +1=VoFp Py
¥ T reemplazando, en la representacién matricial de T', a T 441 por T,(,k,z 1

Es facil ver que si z € ker Px N Hh41, entonces TP(z) = 0. En efecto, si y € Hpyy =
ker Th+1 g ker Th, se tiene que

THy) = TiaTas ... TN, 1 (v)

y si € ker Py N Hp1 luego TR (z) = 0.
Tenemos entonces que

ker T C ker T* L (ker P, N Hj, ;) C ker T

y por lo tanto ||Pyer s — Peerrpll =1V k € N. Entonces o(Tk) k2%0(T) en L(H)". Por
otra parte,
It = tell = [1Tn pes = TR
= |[VaFu(I - By
< [|FaRpo,4)(Fn)ll < 1/k &0

y tenemos que ¢ no es continua en T'.

Caso2 : Supongamos que T' € Np(H) y T ~ J con J nilpotente de Jordan pero no nice

Jordan. Recordemos que si llamamos Qo = ¢\™) @ ¢{™, por la proposicién 2.13 ii), se
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tiene que J € S(Qx)~. Por la proposicién 5.1, para ver que ¢ no es continua en T basta
probarlo para J.

Sean (Wi)ken C G(H) tales que W;;QO‘,W,:1 B2, Sea H, el subespacio de H asociado
a gl y H; el asociado a ¢4 en Quo.

Definamos, entonces, los operadores Ry, = -,i—‘qgw) @ ¢t donde -,’;qgw) actiaen Hy y ¢
en Hj. Si fijamos k € N, es claro que

(c0)
n

WiRmW, ' P2 W Qoo Wi .

Sean Ji = Wi R, Wit para my tal que ||Jk — WeQooWi!|| < -
Es f4cil ver que kaJ . Pero ker Ji C ker(Wx Qoo Wy !) con codimensién infinita V k € N.
Entonces

| Prerwi@uwyt) = Frerail| =1 VEEN.

Ahora, como WxQoW,, thom , pueden pasar dos cosas :
a) Si ||Prerwi@owy1) — Frerd|| k=290, entonces ||Prers, — Prers|| 5221 y ¢ no serfa
continua en J ( ya que ka )-
b) Si Prer(wiQowyt) DO tiende a FPyers entonces o tampoco puede ser continua en J.

Concluimos que ¢ no puede ser continua en J .

Si T € NJN,(H) es tal que dim R(J"~!) < oo es ficil ver ( en forma anéloga a la de-
mostracién de 2.13 ii) ) que J € §(Qo )~ y en este caso se repite la demostracién anterior
para ver que ¢ no es continua en T

Caso 3 : Supongamos que T' € NJN,(H) yseaT ~ J con

n—1 ’ n—1

J=¢{® @ q_s-ai) , djzz:ja,-(oo.

=1 1=1
Supongamos, ademds, que J no es similar a ningin @, 0 < r < n—1. Tendremos, entonces,
que a; > 1 para cierto 1 < 5 < n —1 o que hay dos o mis a; > 0.
Por 5.1 basta probar que ¢ no es continua en J en este caso. Sea dy = nk+rpara0< k
y 0 < r < n. Por el corolario 2.26 J € S(Q,)~ y més ain, si llamamos J; = e;!z—llq;_aj)’
entonces J; € S(gr ® ¢F))~ C L(C%).

Supongamos que k # 0 :
Sea (Rm)meN C S(gr ® q,(;k)) una sucesién tal que Ry, 2=%J,. Como JP~1 =0y
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dim ker[ R%~!] = d; — k, tenemos que
(B @ ()] =2y ker[(Bm @ g{)*"] C kerJ*!
con codimensién k, Vm € N y por lo tanto
”Pker[(Rmeq,‘.“’)"-l] —PBrgn-1f|=1 , YVmeN.

Entonces ¢ no puede ser continua en J.

Sik=0, J, €S5(¢) ya; =0para j > r— 1. Una repeticién del argumento
anterior demuestra que

IPreri(rn@at)r-1) — Frerar-all=1 , YmeN

y nuevamemte ¢ no puede ser continua en J.
Con todos estos casos probamos que si ¢ es continua en T, entonces T ~ Q; = ¢; @ i)

paracierto0 <7 <n-1.
Para terminar la demostracién, si aplicamos el corolario 2.29, obtenemos que

v=1J 5@
J=0

es abierta y densa en N,(H) .



6.LA DESCOMPOSICION CANONICA EN EL ALGEBRA DE CALKIN..

Sea A(H) el 4lgebra de Calkin de H y p : L(H) — A(H) la proyeccién. Usaremos
indistintamente, para T € L(H), la notacién p(T) = T. La intencién de esta seccién es
asignar una n-ipla de idempotentes autoadjuntos y "ortogonales” a los nilpotentes de orden
n de A(H). Se definen, en forma an4loga que en L{ H), los conjuntos Np(A(H))y Pn(A(H)).

El problema es que dicha asignacién no se puede definir en la forma *natural”. Enun-
ciemos, en principio, el siguiente resultado de Catherine Olsen (ver [20]) :

Teorema 6.0 : Sean ¢t € A(H), P(X) € C|[X] tales que P(t) = 0y P es el polinomio
minimal de ¢ ( 81 Q(¢) =0 => Q@ = PR con R € C[X] ), entonces existe T € L(H) tal que
T =t, P(T)=0y P es el polinomio minimal de T.

Con este resultado uno querrfa, dado t € No(A(H)) y T € No(H) tal que T = ¢, definir
(6.1) #(t) = p(T) € Pa(A(H))
El problema es que la definicién no es buena. Sea, por ejemplo, K un espacio de Hilbert
separabley H=K & K & K ® K. Sea K € L(K) un operador compacto e inyectivo,
TeL(Hd) , Ti(zy,z2w) =(K(y),0w0) y
T; € L(H) , Ti(z,y,2,w)= (0,0,w,0).
Claramente T; € Ny(H) , i = 1,2y Ty = Ty =t € N;(A(H)) pero

kerTy = {0} K®{0}dK y kerT;={0}0{0}o® {0} K,

por lo tanto §(T1) # @(Ts) en A(H)2. Si aplicamos 6.1 tendrfamos 2 definiciones para ().
Sin embargo, si nos restringimos a ciertos nilpotentes con buenas propiedades espectrales,

podremos dar un definicién consistente. Necesitamos, antes, un resultado de L.Fialkow y
D.A.Herrero :

(6.2)

Proposicién 6.3 : Seat € N,(A(H)) tal que, para 1 < k < n—1, se verifica que 0 es punto
aislado de o(t**t*) sii se puede encontrar T € N, (H) tal que T = ¢ y,para 1 < k<1,
0 es punto aislado de o(T**TF), es decir, existe T € JN,(H) tal que T =1t.

Por el cilculo boreliano para operadores autoadjuntos se tiene, como en 4.2 i), que si
T € N,(H) entonces

(6.4) Prerre = Ro)(T**T*) ; 1<k<n-1
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Si adem4s suponemos que 0 es punto aislado en o(T**T*) para 1 < k < n — 1, entonces si
€ > 0 es tal que B(0,¢) No(T*<T*) = {0}, 1 < k < n— 1 se tiene que

1
6o5 P er = — A - T‘ka —1 dA
(6.5) ke 7 2mﬁmw5 )

Sea JN,(A(H)) = {t € No(A(H)) : 0 es aislado en o(t**tF) , 1 <k <n-1}.
La proposicién 6.3 dice que JN,(A(H)) = P(JNn(H)). Entonces si nos restringimos a
JN,(A(H)) podemos definir

1

- _ ¢rkyky—1 . -
(6.6) M(t) = 5 L B(o’e)(x tktk)=1d) ; 1<k<n-1

para t € JN,(A(H)) y € > 0 tal que B(0,¢) No(t*Ft*) = {0}, 1 <k < n — 1y finalmente
(6.7) @ : JNu(A(H)) — Pa(A(H)) ;

P(t) = (1), 1(t) = 1), - .y Wa-1(t) = Ya-3(t), 1 — Yn-1(?) ).

Si observamos que en el ejemplo 6.2 tenemos que t = p(Ty) = p(T3) y t € JN,(A(H)), en
ese caso se verifica que p(t) = p(T2) y més en general :

Proposicién 6.8 : Sea t € JNn(A(H)) y sea ( por 6.3 ) T € JN.(H) tal que T =t,
entonces o(t) = o(T).

Demostracién : Sea € > 0 tal que B(0,¢) N a(t**tF) = {0} = B(0,¢) N o(T**T*) para todo
1 < k < n — 1 entonces, por las fémulas (6.5) y (6.6), tenemos que p(Pyer7+) = k(1)
(como p es continua se mete en la integral) y por la definicién de ¢ en (6.7), se deduce que
B(t) = o(T) o

En otras palabras, la proposicién 6.8 dice que ¢ coincide con la definicién dada en (6.1),
siempre que se elija un nilpotente similar a un Jordan en p~!({t}) N N,(H).

Observacién 6.9 : i) De las férmulas (6.5) y (6.6) se deduce que s8i T € JN,(H) entonces
9i(T) € C*(T) para 1 <1 < n y, andlogamente, para ¢t € JN,(A(H)), i(t) € C*(t) para
1<1<n.

2) En el caso de A(H), es indispensable usar métodos viables en una C*-4lgebra, ya que

A(H) misma no es dlgebra de Von Newman y no se puede dar un definicién similar a (6.4)
en N,(A(H)). Ademissit € N,(A(H)) y 0 no es aislado en o{t**t¥) para cierto 1 < k < n,
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entonces para cualquier T' € N,(H) tal que T = t, existe 1 < j < ntal que 0 no es aislado en
o(T*kT*) ( proposicién 6.3 ) y en tal caso no se verifica, en general, que Py, r» € C*(T) para
1 < h < n-1. Por ejemplo, dado un tal T € N, (H), no es diffcil encontrar idempotentes
ortogonales 2 a 2, P, , P, , P3 con dim R(F;) = oo,1 = 1,2,3, tales que, para cierto
1<k<n-1, P+ P+ Py = Pepn-s PJ'PkerT""‘ = PkerT""‘PJ' (J = 1)2)3) y
P;T*kT* y T**T*P; son operadores compactos para j = 1,2. Claramente no hay forma de
definir ¢ en este caso.

Abordaremos ahora el problema de caracterizar las puntos de continuidad de §. Prime-
ramente :

Proposicién 6.10 : Sea t € JN,(A(H)), tal que t"~! +¢* ¢ G(A(H)). Entonces & no es
continua en {.

Demostracién : Sea T € JN, (H) tal que T = t. Sabemos que o(t) = p(p(T)) y ademds que
Tk-1 4 T* ¢ G(A(H)). Es f4cil, entonces, ver que T ¢ NJN,(H) ( por el mismo tipo de
argumento que en la proposicién 2.17 y el corolario 2.18 ). Entonces por la proposicién 2.13
ii), 81 Qoo = ¢{° @ ¢{™, tenemos que T € S(Qew)~. Aplicando el mismo razonamiento
que en la demostracién del teorema 5.5 Caso 2 y luego proyectando a A(H), vemos que
@ no es continua en ¢, ya que se obtiene (Jik)keN C JNu(H) v (Wik)ken C G(H) tales
que WiQuo W, oy yJi T pero ker J C ker(WxQooW;!) con codimensién infinita,
luego

“p(Pker(WkaWk'l)) - P(Pker Jk)”A(H) =1 VkeN

y la demostracién sigue igual que la de (5.5) Caso 2, teniendo en cuenta que

~

o) = e(Jk) v o(P(WiQuWi?)) = plp(WiQuoWi 1))

por la proposicién 6.8 e

Proposicién 6.11 : Sea T € JN,,(H), entonces R(T7) escerrado 1< j<ny
PR(T"—") = Tn—kT-m—k[(Tn—k + Ttk)(Ttn—k + Tk) + P]—l

donde P = PkerT"eR(T""‘)-
Demostracién : Sea A = (T"* 4 T*¥)(T*"—* 4 T*). Es claro que A es autoadjunto y
que R(A) es cerrado. En efecto A = T"—*T*»—* 4 T**¥T* cuyos rangos son ortogonales y
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cerrados ya que T € JN,(H) y también T* € JN,(H) (o(T*T**) = o(T**T*)) y es f4cil
ver que R(A) = R(T™—*T*n—k) L R(T**T*) es cerrado. Adem4s podemos ver que

ker A = ker T* Nker(T*"~*) = ker T¥ © R(T"*)
y que A+ Pera € G(H). Entonces P = Byers y
I=(A+P)(A+P) ! =T**T***(A+ P)~! + T**T*(A+ P)~! + P(A+ P)™.

Es ficil ver que TP—*T*n—kpP = PTn—kTen—k — o | T*TkP = PT**T*k = 0y que

Tr—kT*n—k y T*kT* conmutan con A. Tenemos entonces que
T*kT*" %A+ P)' + T*THA+ P) '+ P=1
donde los tres sumandos son ortogonales y el producto de dos diferentes da cero.
Se concluye que T"*T*"~*(A + P)~! es el proyector sobre R(T"~*) e
Corolario 6.12 : Si T € N,(H) y T ~ ¢'®), entonces, para 1 < k< n—1,
PkerT“ — Tn-—thn—k(Ttn—k + Tk)—l(Tn—k + T‘k)—l ,

y por lo tanto se tienen férmulas explicitas para ¢/ $(a$*))

Demostracién : Si T ~ gt™), entonces para1< k< n—1, kerT% = R(T™—*) y se aplica
la proposicién 6.11 e

Recordemos (2.18) que N} = {Q € L(H) : Q' + @* € G(A(H))}. Llamaremos
NJIN} = NJN,(H)NN;}. Es ficil ver que NJN} consiste de aquellos operadores que son
similares a nilpotentes nice Jordan de la forma :

n—1 n—1
J=q\® o @ qJ("") con Z a; < 0.
=1 J=1

Lema 6.13 : Sea Q = ¢i™, entonces
A={te N.(A(H)):t"! + " € G(A(H))} =p(NIN}) = 5(Q),
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donde S(Q) es la érbita de similaridad de @ en A(H). Més aiin, p=! (A) N (H) = NIN}.

Demostracién : Sea t € A, por el teorema 6.1 existe T' € N,(H) tal que T = t. Como
T™ =0, por la proposicién 2.17, T € NJN,} y tenemos que A C p(NJN;}). Por otra parte
es ficil ver que si T € NJN;}, entonces Te A, con lo cual tenemos una igualdad.

Si ¢t € S(Q), entonces si w € G(A(H)) es tal que t = wQu~' y p : A(H) - L(K) es
una re- presentacién fiel unital para cierto espacio de Hilbert separable K, tenemos que
p(t) ~ p(Q) en L(K) y, como Q™! + Q@* € G(H) , p(Q)*~! + p(Q)* € G(K) y por el lema
2.15, p(t) ~ p(é) ~gi®) en L(K) y por lo tanto, usando nuevamente el lema 2.15, tenemos
que t € 4.

Por tltimo, seat = T con T€ NJN} , T~Jcon J =g ®F con F € L(C?) para
cierto d < 00 y F en su forma de Jordan. Luego ¢ ~ J en A(H); veamos que Je S(é)
Sea H, donde actia ¢\ de J y H; donde actia F. Sea U : H, — H una isometrfa
suryectiva y V : H;y — H la inclusién. Es claro que UV*JVU* ~ Q, pero p(UV*) €
U(A(H)) ya que dim H; = d < 00, luego p(J) ~ p(Q) ¥ Je S(é)

El hecho de que p~!(4) N N,(H) = NJN,} es consecuencia directa de la

proposicién 2.17 e

De la proposicién 6.10 y el lema 6.13 deducimos que si t € JN,(A(H)) y t ¢ S(p(¢i™))
entonces @ no es continua en ¢. Probaremos a continuacién que S (p(q,(;°°))) es exactamente
el conjunto de puntos de continuidad de @ :

Lema 6.14: Site S (p(q,(,“))), entonces si recordamos las aplicaciones 7 de 6.6, se tiene
que
'7k(t) = tn—kt#n—k(ttn—k + tk)—l(tn—k + tt)—l i 1< k<n-1.

Demostracién : En principio, por el lema 2.15 y representando al 4lgebra de Calkin en un
4lgebra de operadores en un espacio de Hilbert como en la demostracién del lema 6.13, se
tiene que, para 1 < k< n—1, ¢*»* + t* es inversible en A(H). Por otra parte, por el lema
6.13, podemos tomar T € NJN,} tal que T = t. Mirando la demostracién de la proposicién
6.11, como T+ T** es de Fredholm, lo mismo ocurre con 4 = (T"»~* 4 T*¥)(T*n—k + Tk)
y por lo tanto P = Pyer 4 = Pyer T*oR(Tn-*) tiene rango finito, para 1 < k < n—1. Entonces

'7k(t) = p(Pker T*)
— p(P) + tn—kttn—kp(A)-—l
= tn—kt*n—k(t#n—k + tk)—l(tn—k + ttk)—l °
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Teorema 6.15 : El conjunto de puntos de continuidad de @ : JN,(A(H)) — P,(A(H))
es igual a la érbita de similaridad de p(qs.“’)) en A(H), que es un subconjunto abierto y
denso de N, (A(H)). Ademis, si t € S(p(¢i™)), entonces G(t) = p(¢(T)) para cualquier
T € N.(H)np~'({t}).

Demostracién : Sea g = p(q&“’)) y t € S(q), por el lema 6.13, t"~! + t* € G(A(H)) y
ademds p~!({t}) N Np.(H) C NJNF C JN,(H). Luego, por la proposicién 6.8, si T €
p=1({¢}) N Na(H), entonces & = p(p(T))

Como por (6.13) S(q) = {t € Nao(A(H)) : t*~1+t* € G(A(H))} que es abierto en N, (A(H))
y, por lo tanto, también en JN,(A(H)), si t € S(g), se puede encontrar un entorno de ¢ en
JN,.(A(H)) tal que la férmula de 4% , 1 < k < n—1 es como en el lema 6.14 para s en dicho
entorno, y por lo tanto, 4% es continua en t, 1 < k < n — 1. Finalmente, por la férmula
(6.7), ¢ es continua en ¢. Por la proposicién 6.10, se tiene que los puntos de continuidad de
 son exactamente los ¢ € S(q).

Ya vimos que S(g) es abierta en N,(A(H)), para ver que es densa, basta aplicar el lema
6.13 y el hecho de que NJN,} es denso en N,(H) o



7. PROPIEDADES GEOMETRICAS Y TOPOLOGICAS DE LAS ORBITAS DE SIMILARIDAD.

En esta seccién aparecerdn algunos resultados previos necesarios para el teorema de
caracterizacién de las érbitas de similaridad que son subvariedades de L(H).
Primeramente, resultados y definiciones de geometrfa diferencial en dimensién infinita. Para
definiciones més precisas y demostraciones, se refiere al lector a [17],(23],(18].

Dados E y F espacios de Banach complejos, U abierto en E'y f : U — F continua,
entonces f es analitica si para cada z € § y V € E existe el limite

dfz(V) = lim f(I + ZV) — f(I)

z—0 t

df, € L(E, F) .

Dado X C FE diremos que X es subvariedad analitica de E si para cada 7o € X, existen
abiertos Uy V de E, con 0 € U, 79 € V, un difeomorfismo analitico pyy : Y — V tal que
wuv(0) = zo y subespacios cerrados complementarios S y T' de E, S @ T = E tales que
ouv/unt :UNT - VYN X es un homeomorfismo, considerando en X la topologfa inducida
por E. El espacio tangente a X en zo , T X, se define por

da(t)

TX,, ={ 3t

le=o/ a:(—¢€,6) = X, a€ C®, af0) = 2o}

que se identifica naturalmente, con las notaciones anteriores, con d(pyy)z,(T). De lo ante-
rior se deduce que T'X;, es un subespacio cerrado y complementado de £, V 7 € X.

En forma aniloga al caso de dimensién finita se definen funciones analfticas entre subva-
riedades, el teorema de la funcién inversa sigue siendo valido en estos casos y, en la definicién
de sumersién, adem4s de que el rango de la diferencial sea sobre en todo punto, se pide que
el niicleo de la diferencial sea complementado :

Definicién : Si E y F espacios de Banach y X e Y subvariedades analiticas, entonces una
funcién analftica f : X — Y es una sumersién si V z € X se verifican :

i) kerdf; es complementado en TX,
ii) df; es sobreyectiva.

Un Grupo de Lie-Banach es un grupo topolégico G, contenido en un espacio de Banach E,
quei G es subvariedad analftica de E tal que las aplicaciones

GxG-G ’ (.’L’l,zg) — Z1.T

G-G ; zm—z!
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son analiticas. El ejemplo principal de grupo de Lie-Banach que utilizaremos aqui es el grupo
de elementos inversibles de un 4lgebra de Banach y, més especificamente, G(H) C L(H).

Dado un grupo de Lie-Banach G y una subvariedad X de un espacio de Banach E, una
accién

+:GxX—-X ; (¢g,z)—g*xz , g€G,z€X
(que verifica gy * (g3 *z) = (91 * g2) * z y 1 * z = z) es analitica si lo es como funcién entre
dichas variedades. Se llamar4 transitiva si, dados z e y en X, existe g € G tal que z = g*y.
Definicién : Dados G y X como antes, diremos que X es un espacio homogéneo bajo la
accién de G, si existe una accién analftica y transitiva « : G x X — X y existe zo € X tal
que la aplicacién
Tzo G X ; g gxzp

es una sumersion.

Es bien conocido que si X es un espacio homogéneo bajo G, entonces x,, : G — X tiene
secciones locales analiticas y, por lo tanto, es abierta. Por las definiciones de subvariedad y de
sumersién deducimos que ker d(#z, )1 y R(d(7z,)1) = T X, son subespacios complementados
de los espacios ambientes. Usando el teorema de la funcién implicita se puede obtener la
reciproca, que enunciaremos solo en el contexto que nos interesa :

Sean A un dlgebra de Banach compleja, A~! el grupo de Lie-Banach analitico de elementos
inversibles de A y a € A. Dada una accién analftica de A=! sobre A definimos

S(a) ={g*a:g€ A1}, la 6rbita de a,
%s: A~! = S(a) , dada por 7,(9) = g*a
y llamemos 8, = d(75); , 65 € L(A). Entonces

Teorema 7.1 : S(a) es subvariedad analitica de A y adem4s es un espacio homogéneo bajo
la accién de A~? si y solo si se verifican :

i) x4 es una aplicacién abierta
ii) kerd, es complementado en A
iii) R(6a) es complementado en A.

Demostracién : En los pirrafos anteriores vimos que las condiciones i),ii) y iii) son necesarias.
Para una demostracién completa de la suficiencia ver [23] o

Agregaremos, a continuacién, otra condicién equivalente al hecho de ser S(a) espacio
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homogéneo bajo la accién de A~! :

Proposicién 7.2 : Dado a € A, 4lgebra de Banach y una accién * de A~! sobre A, son
equivalentes :

1) S(a) es subvariedad analftica de A y espacio homogéneo bajo 1a accién de A1

2) existe un entorno U, de a y una aplicacién analftica w, : Us — A™! tal que wg(a) =1
Y Wa/u,ns(a) €8 una seccién local para #,.

Demostracién : 1)—2) Por el teorema 7.1 podemos tomar E; suplemento de kerd, y E; de
R(8,) ambos en A. Sea pu: E, @ E; — A dada por

p(e1, €3) = Ta(exper) + €3 .

Es ficil ver que duo(ey,e3) = 84(e1) + €2 , y como 65 : Ey — R(6) es un isomorfismo, por
el teorema de la funcién inversa, existen abiertos Y C E, ® E; ,con0€ Uy V C A, con
a €V tales que p: U — V es un difeomorfismo y p(U N Ey) =V N S(a).
Por otra parte, si ¢ € U N E, entonces p(c) = Ta(exp¢). Sea w: U — A~ | w(er,ed) =
expe; y

we: Vo A7 we(b) =w(pmi(b), be V.

Es claro que w, verifica las condiciones de 2).

2)—1) Probaremos las condiciones i), ii) y iii) del teorema 7.1. La condicién i) es clara por
la existencia de secciones locales.

Verifiquemos que §, o d(wg),q © 0 = 6, 0, equivalentemente, ( recordemos que § = d(,)s)

d(%a © Wa)a/r(5.) = IR(64)-

Fijado b € A, sea a(t) = mg(1 +tb) , t € (—¢,¢), para € > 0 tal que 1 +tb € A~! para
t € (—¢,€). Entonces a'(0) = 8,(b) , a(0) =a y a(t) € S(a), t €(—¢,¢€). Por lo tanto

(e © Wa)a(8a(b)) = & (e 0 o 0 a{t))limo = o'(0) = ba(b).
Luego 6 0 d(wa)a ¥ d(wa)a © 84 son operadores idempotentes en L(A) que verifican
ker§; = ker(d(wa)a 0 8s] ; R(8) = R|6s o d(ws)a)
que, por lo tanto, resultan ser cerrados y complementados e
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Estos resultados se aplicarin para la accién de A~ sobre A dada por
gxa=gag~! y la érbita S(a) coincidira con la 6rbita de similaridad de a en A.

A continuacién una serie de resultados que conciernen més espcfficamente a la topologfa
de S(a) y més explicitamente a la propiedad de que 7, sea abierta.

Proposicién 7.3 : Sea A un 4lgebra de Banach,a € 4, §, € L(A) dada por 6,(b) = ab—ba.
Si la aplicacién x, : A=! — S(a) ( dada por 75(u) = uau™! , u € A~! ) es abierta, entonces
R(é,) es cerrado en A.

Demostracién : Llamemos E(a) = keré, = {b € A : ba = ab} . E(a) es un subespacio
cerrado, sea por lo tanto p : A — A/g(q) la proyeccién canénica, notaremos b = p(b) y
||Bl| = inf{||b — ¢|| : ¢ € E(a)}, |2 norma en A/g(q). Definamos

ba: A/E(a) —A ; 8(@E)=6(c)=ac—ca , c€ A/E(a)

Es claro que la definicién es buena y que R(8;) = R(6,). Por lo tanto basta probar que 4,
es acotada inferiormente.
Sea (cn)nen C A tal que ||Ga]l = 1y 6a(Cn) = Sa(cn) 2=20. Sea (bn)nen C 4 tal que
bn=Cn ¥ ||bnll <2,VnEN. Sead € Ctalque|A|>2. Entoncesb,—A€ A~!,¥neN
J b

[1(6n = 2)~H 1 = A HI(1 = )7

<iapa- Ll
= (A1 =IBaly

<(Ar|-2)t.

Por lo tanto
lit = (b = A)t(ba — A)* (| < 11€albn = Ml (bn = A)~H I S {(| A | =2)7*]l[8a(cn)ll =20

Como suponemos que 7, €8 abierta, podemos encontrar una sucesién (wp)pen C A7? tal
que 74(b, — A) = 7, (w,) y ademis ||w, — 1|| 2==0. entonces w, (b, — ) € E(a), VRnEN
y por lo tanto

1= [ba|| = B — Al
<l(ba = ) — wi ' (ba — A
< bn = Allllwn™ - 1]
<@+ A wg! - 1) 2==0
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lo que es absurdo. Luego &, es acotado inferiormente y R(6,) es cerrado o

Introduciremos, ahora, el médulo mfnimo reducido de C. Apostol:
Sea X espacio de Banach, T' € L(X). Definimos

_ [ inf{||T(z)|| : d(z,kerT) =1} T #0
1) = { 0 T=0.

Observacién 7.6 : 4(T) > 0 & R(T) es cerrado .

Demostracién : 4(T) > 0 sii inf)z)=1 ||T'(Z)|| > 0, donde T : X/xerr — X est4 definida por
T(z) = T(z) para cierto z € X tal que [z]xer7 = Z. Por lo tanto (T') > 0sii T es acotado
inferiormente sii R(T) = R(T) es cerrado o

Lema 7.6 : i) ', = {A € L(X) : 79(A) > €} es cerrado en L(X)
ii) SiU € G(H), A € L(H) entonces y({UAU~!) > ||U||=H|UY||~2y(T)-
Demostracién : Para probar i), dado A € L(H), consideremos A* € L(X*), donde X* es el
dual de X y A* el operador adjunto de A, A*(p)(z) = p(A(z)), paraz € X, p € X*.
Es facil ver que (4) = 7(A4*). Por lo tanto, dada una sucesién (An)nen C [e(X) tal que
||A — Aq]| 2=20, probaremos que 7(A*) > e.
Sea p € X* y (n)neN C X* tales que p—p, € ker 4;, y |lp|| < 2t1d((p, ker A};). Tenemos
entonces que

145 (o)l > ed(p, ker A7) > == lpull

Como V n € N ||| < 2||¢||, usando que la bola en X* es débilmente compacta, existe
¥ € X* y una subsucesién (in, JkeN tal que pn, (2) £229(2), ¥ 2 € X. Por lo tanto

14* (@)l = lim [143, (o)l
= Jim 143, (pn.)l

. EN
> it
> lim = el
=elly|l.

Ademis, una simple cuenta prueba que ¢ — ¢ € ker A* y entonces
IA* ()l 2 €l|¥]| = ed(¢, ker A*) = ed(¢p, ker A*).

Esto pasa para toda ¢ € X*, luego y(4*) > e.
Para probar ii), dado U € G(H), veremos que y(UT) > ||[U~!||"'4(T) VT € L(H). En
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efecto, ker UT = ker T, si d(z,ker T') = d(z,ker UT) = 1, entonces
|UT=|| > U~ U~ T4

Por otra parte VV € G(H) , 4(TV) > ||V~-1||~24(T) ya que como ker TV = V—!(ker T), si
d(z,V—' kerT) = 1, entonces d(Vz,ker T) > |V ~!||~! y por lo tanto
|ITVz|| > ||V~ *4(T). Con ambas desigualdades obtenemos ii) e

Definicién 7.7 : Dados r€ R>; y T € L(H), llamaremos :
i) Gr(H)={UeG(H): |UIIU~"|| <r}

it) S,(T) = #r(G.(H))={UTU-*:U€G,(H)}

iif) Sap(T) = Urery, Sr(T)~

iv) [T]={A€L(H):A_TyT_A}.

am

Lema 7.8 : Sea T € L(H) y L € 8,,(T), entonces si R(ér) es cerrado, R(6) es también
cerrado.

Demostracién : Supongamos que L € S (T')~ para cierto r > 1 y sea (W,)nen C G (H)
tal que ||L — W,TW!|| 2=20. Definamos, para W € G(H) adw : L(H) — L(H) dada
por adw (A) = WAW~1. Se tiene que adw € G(L(H)) , bw,rw-1 = ddw, obroadw-1y
ladw || = ||W]|||W=1||. Por el lema 7.6 ii),

or) 5 (1)

-1} 2
Wowwi) 2 [og Tadwa] 2 12

ya que W, € G,(H) para todo n € N.

Si R(6r) es cerrado, por la observacién 7.5, v(ér) > 0. Pongamos 7(ér) = &, entonces
bw,tw-1 € T 5 (L(H)) y por el lema 7.6 i), resulta que 6, € ' (L(H)), luego R(6L) es
cerrado o

Lema 7.9: SeaT€ L(H)yT®T € L(H @ H) , entences y(67) > 0= y(brer) > 0.

Demostracién : El resultado se obtiene ficilmente teniendo en cuenta la observacién 7.5 y
que, si representamos matricialmente los operadores de L(H & H), tenemos qur

5or (2 5)~ (s 5) 7
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Proposicién 7.10 : Sea T € L(H). Si R(67) es cerrado, entonces Vr > 1, > 0 se
verifica que S,(T)~ C Sr+.(T).

Demostracién : Sea r > 1 fijo, L € S,(T)~ y (Wn)neN C G,(H) tales que

|L — WaTW, || 2=20 y ademds ||Wy|| < /r, |[Wa ]| < /F ( esto se otiene multiplicando
a W, por escalares complejos ) . Sea € > 0.

Como T ® L € S,p(T @ T), por los lemas 7.8 y 7.9, sabemos que como 7(T') > 0 entonces
YT & L) > 0. Sea (Mp)nen C L(H & H) dada por

(0 W ! (0 TW WL
M,.—(O 0) > mL(M,.)—(O ; )

Y limp— o0 16702 (Ma)|| < V/Flimp oo [WaTW; ! — Lf| = 0.
Como Y(érgL) > 0, tenemos que d(M,, E(T @ L)) ®==0 y podemos tomar R, € E(T @ L)
tales que || M, — R, || 2==0.

Si R, = : *" , como R, € E(T @ L), se tiene que TB, — B,L = 0 y ademids

||[Bn — W; 1| 22%0. Por lo tanto, para n suficientemente grande, B, € G(H) y mis
atin, como || B, — W;1|| 2220y |W,| < /rVn €N se tiene que ||B;! — W,|| 2=20y se
puede obtener n, € N tal que,sin > n, , B,, € G, . (H). Luego L € S;+.(T) o

Teorema 7.11 : Sea T € L(H) tal que #7 : G(H) — S(T') es abierta, enonces [T| = S(T).
Demostracién : Supongamos que existe B € [T] — S(T). Sea (Bp)aen C S(B) tal que
IT — Bg|| ®=%0. Sea (Tn.x)keN.aenN C S(T) tal que [|B, — Tok|| 2220 Vn € N y sea
(Wa,k)neNkeN C G(H) tal que Ty x = Wn,kTW,:,t.

Como B, ~ B, B, ¢ S(T), por las proposiciones 7.3 y 7.10, tenemos que B, ¢ S,(T)~
paraninginr>1,neN.

En particular B, ¢ S,(T)~. Por lo tanto podemos encontrar k, € N tal que k > k, =
Tpx & Sa(T). Sean hy, > k, tales que ||By — Ty 4|l < L si h > hy, entonces

1o
IT = Tanol| S IT - Ball+ 5 2=

Pero G3(H) es un entorno de I en G(H) y Tup, ¢ #r(G2(H)) para n > 2. En tal caso #r
no serfa abierta o
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El teorema que sigue, del que se omite demostracién, es el que permite restringirse a

los operadores similares a nice Jordans para el estudio de las propiedades geométricas de la
érbita de similaridad.

Teorema 7.12 : Sea T € L(H) tal que [T] = S(T'), entonces T es similar a un nice Jordan.

Remitimos a [6, Corolario 9.37 | para ver una demostracién. El camino utilizado es el de
aplicar los teoremas centrales de caracterizacién de las clausuras de érbitas de similaridad
de operadores en base a propiedades espectrales, de {ndice y algebriicas o espaciales y la
construccién sistematica de contraejemplos a la igualdad [T] = S(T') en todos los casos des-
favorables. Primero para operadores no esencialmente algebréicos y luego los distintos tipos
de operadores esencialmente nilpotentes ([6, Apéndice 2.19). Por ejemplo, en la observacién
2.14 se observa que este es el caso para los nilpotentes de Jordan, pero no nice Jordan.

Este resultado fue obtenido por L.Fialkow y D.A.Herrero y solamente est4 publicado
en el libro mencionado. Omitiremos la demostracién por ser ésta demasiado extensa para
este trabajo.

Proposicién 7.13 : Sea T € L(H), si S(T') es localmente cerrada, entonces [T] = S(T).

Demostracién : Sea € > 0 tal que B(T,e)~NS(T)~ C S(T). Sean A € S(T)~ y (An)nen C
S(A) tales que |4, — T|| 2220. Como Vn € N, A, € S(T)~; para n suficientemente
grande, A, € S(T'), luego A € S(T) y [T] C S(T). La otra inclusién es clara e



Teorema 7.14 : Dado T' € L(H) y #r : G(H) — S(T) dada por nr(U) =UTU-!, U €
G(H), entonces cada una de las propiedades :

SV) S(T) es subvariedad analftica de L(H) y nr define un espacio homogéneo.
SL) #r tiene secciones locales continuas.
AB) 77 es abierta.
LC) S(T') es localmente cerrada.
[P)) [T] = S(T).
Implica :
BJ) T es similar a un operador nice Jordan.
Ademis SV) implica todas las dem4s.

Demostracién : Es claro que SV — SL — AB.

El teorema 7.11 dice que AB — [P] y la proposicién 7.13 dice que LC — [P] . Aplicando el
teorema 7.12 vemos que todas implican NJ.

Lo tnico que falta ver entonces, es que SV — LC, lo que es claro o

En la seccién siguiente se probard que NJ — SV, con lo que quedard establecido el

teorema principal de este trabajo, que es la equivalencia entre todas las propiedades que
aparecen en (7.14).



8. OPERADORES NICE JORDAN.

El propésito de esta seccién es probar que si T' € L(H) es similar a un nice Jordan,
entonces S(T') es subvariedad analftica de L(H) y nr : G(H) — S(T') define un espacio
homogéneo. Para ello se utilzardn las proposiciones 7.1 y 7.2 ; la primera para el caso T
nilpotente y la segunda para el caso general.

Proposicién 8.1: Sea J € L(H) un nilpotente Jordan de orden n, entonces si §; : L(H) —
L(H), dada por 6;(X) = XJ-JX, X € L(H), se verifica que ker§; y R, son subespacios
cerrados y complementados.

Demostracién : Sea J = ¢{*) 0¢de... og®),0< a; < 00. Lamaremos J; = q‘(-a") y
H; al subespacio de H asociado a Ji, 1< i < n. Sea Hij =kerJ! 0kerJ! ™!, 1<j<i.
Es claro que fijado 1 <1 < n, para cada j se tiene dim H;; = a;. Podemos suponer entonces
que todos los H;; son iguales a un espacio K; con dim K; = a; y H; = K}‘). Sea P ; = Py,;
y P; = Py,. Entonces P;jJP;;_ = PijJiPij_1 = Idg,, 2 < 3<4,1<1<ny
PijJPhr=0sis#os=hyk#j5-1

Con estas descomposiciones podemos representar a los elementos de L(H) como matrices
de dos tipos :

Usando que H = @}, H; obtenemos, dado A € L(H), la representacién
A = (AT,O)::le con Ar" S L(H‘, Hf)

y usado que H = ®?=1K}‘) , obtenemos

n r 8

A=(Ar.k;a.h)r8=1 k=1 h=1
)

con  Ark.en € L(K,, K,).

Por cilculo matricial directo se observa que, dado B € L(H) y si C = §;(B), entonces cada
entrada C, , depende sélo de las entradas del bloque B, ,. Entonces bastari estudiar cada
bloque (r,s) de R(6;) y probar que P,[R(6;)]P, es complementado en L(H,, H,)

Para ilustrar la situacién, mostraremos como ejemplo el caso n = 3.
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Si J =gl® @ ¢l® ¢l y Be L(H), entonces la matriz de 67(B) es de la forma :

[0 0 =B 0 —Byy.a1 —B) ;32
B32.11 | Bazai  Baagasz — Baian| Bazar Bagiaa — Bajsar  Baajas — Bayjas
sB =] © 0 —Ba3;21 0 —Ba2;a1 —Ba2;32
J(B) =
B3g;11 | Baaar  Bazjaz — Bajjar| Bagai Bagaz — Barair Baaas — Bagag
Baa:ny | Baa;az1 Bsa;aaBagar | Baa;an  Bsajza — Baaai Biazs — Baagag
| 0 0 —Ba3;a1 0 —Bj3;31 —Bs3;32

Fijemos r,s, 1 <r,s < ny sea m = minr,s. Los operadores Cy,, € P,[R(6;)|P, se pueden
caracterizar por las siguientes "ecuaciones lineales” :
Cr,ris1 =0
Crr—1;61+Crr;52=0
Crir—2;61 + Crr—1;6,2 + Crris,0 =0

Cr,r—m+l;o,1 + Cr,r—m+2;a,2 +...+ Cr,r;a,m =0

y las entradas C; x;, » pueden elegirse libremente si k < h+r—-moseak—h <r—-m,
Estas m ecuaciones significan que las m primeras diagonales de C, ,, empezando desde
abajo, tienen traza nula. Se puede, por lo tanto, exhibir un suplemento M; para R(5;) :
D = (D, x.s,) € My si y 8blo si, para cada r, s se tiene que

a) Drgon=0s8ik—h<r—-m y

b) Dr,r—i;o,l =Dy r—it+1;63=...= Drrait1 paratodo0<s <m—1.
Por otra parte, no es dificil verificar que si « : L(H) — L(H) estd dada por *(4) = A*
( si bien * no es C-lineal, es un isomorfismo R-lineal y continuo y ademés manda C-

subespacios en C-subespacios ), entonces *(M;) = keré; y por lo tanto *(R(6;)) es el
suplemento buscado para keré; e

Corolario 8.2 : Dado T' € JN,(H), entonces R(6r) es cerrado.

Demostracién : Si T ~ J con J de Jordan, por la proposicién 8.1 se tiene que R(6;) es
cerrado y por lo tanto 4(6;) > 0 ( por la observacién 7.5 ). Si T = UJU™! para cierto U €
G(H), entonces, como en la demostracién de (7.8), sabemos quey(é7) > mﬁﬁ}-’_—rﬂ, > 0,
luego R(67) es cerrado o
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Lema 8.3 : Sea T € NJN,(H), entonces S (T) = {UTU! : ||U|||U|| < r, U € G(H)}

es un entorno de T en S(T'), para r € R suficientemente grande.

Demostracién : Aplicando el teorema 2.30, como T es similar a un operador nilpotente nice
Jordan, entonces S(T') es localmente cerrada. Sea € > 0 tal que B = S(T) N B(0,£)~ es
cerrado en L(H). Entonces B es un espacio métrico completo. Sea By = S(T) N B(0,¢) =
{A € S(T):||A-T|| < €}. Definamos, para 4,C € B,

f(4) = [d(A,S(T) - Bo)]™' y u(A4,C)=|lA-C|+|f(4)-f(C).

Por el teorema de Alexandroff, s es una métrica completa en By ( si A, se acerca al 3B,
entonces f(A,) 2=%00 y luego A, no puede ser de Cauchy ; es ficil ver que 4 define una
métrica ) y la identidad es un homeomorfismo con las topologfas de las dos métricas.
Como S(T') = UnenSa(T) , tenemos que

By = nyN(Bo N Sn(T)).

Siendo By p-completo, podemos aplicar el teorema de Baire y entonces existe m € N tal que
[Bo N Sm—1(T)],; tiene interior no vacfo ( y por lo tanto contiene una bola con la norma de
L(H), pues las topologias coinciden ). Sea Lo € By y ro > 0 tales que B(Lo,ro) C B(T,¢)
y

U={Le€Bo:|L- Lo|| <ro} C[BoNSm-1(T)]; -

Por otra parte [ByNSm—1(T)]; C BoNSpm—1(T)~ ( clausura en L(H) con la norma ). Como
T es similar a un nice Jordan, aplicando el corolario 8.2 y la proposicién 7.10, sabemos que
Sm—1(T)~ C Sm(T) y por lo tanto, U C By N Sy (T). Como, en particular, Ly € Sm(T),
sea Wy € G (H) tal que Lo = WoTW;'! yseaV={L€S(T):||L-T| < 2}. Es ficil
ver que WoVW;! C Uy porende V C Spa(T), luego V C S¢(T) Vr>m? o

Proposicién 8.4 : Sea T € NJN,(H), entonces la aplicacién xr : G(H) — S(T) es
abierta.

Demostracién : Se probard que dada una sucesién (Wy,),en en G(H) tal que np (W, ) =T,
entonces se puede encontrar otra sucesion (Un)nen en G(H) tal que #r(Uy,) = #r(W,) v
Up, 2=2]. Claramente, esto implica que 71 es abierta.

Dada la sucesién (Wp)nen C G(H), por el lema 8.3, existe m € N y una sucesién (V,)nen C
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G(H)ms tal que, para cierto ng € N, nr(W,) = nr(V,) si n > no . Podemos suponer
ademis que ||V|| < my ||V, ]| £ m, Ym € N, luego si n > ny,

|TVa ~ VaT|| £ m||T = VTV M| = m[T — xp(W,)|| 2==0.

Como por el corolario 8.2, 4(67) > 0y é7(Vn) =20, se puede encontrar otra sucesién
(Ya)nen C L(H) tal que Y, T =TY, Vn e Ny ||Y, — V,,|| =20y, por lo tanto

IYaVa! — Il < m|Yo - V|| 2=%0 = Y,V.' € G(H)

para n grande. Si llamamos U, = (Y,V;!)~! es claro que U, 2=%1I y que np(U,) =
7r(Wa) . ( Para formalizar, se puede definir U, = W, para los valores de n tales que
Yn¢G(H)) o

Este resultado es el que se utilizé en la seccidn 5 ( corolario 5.4 ) y es el que faltaba

para dotar a S(T') de una estructura de subvariedad analitica de L(H) cuando
Te NJN,(H):

Teorema 8.5 : Dado T' € NJN,,(H), se verifica que S(T') es subvariedad analitica de L(H)
y 7 : G(H) — S(T') es una sumersién.

Demostracién : Es consecuencia del teorema 7.1 y las proposiciones 8.1 y 8.4 o

Observacién 8.8: 1) Del hecho de que #r sea una sumersién podemos deducir que el
espacio tangente a S(T') en T es

T[S(T)|r = Rld(xc)i] = R(6r) = {XT - TX : X € L(H))

con la identificacién natural que hace que T'[S(T)|r C L(H).
2) Si fijamos n € N y tomamos N, (H)={T € L(H):T" =0; T*~! # 0} y

n—1
Va(H) = | ] S(¢; ®¢5™)
o
entonces, por el corolario 2.29 y el teorema 8.5, tenemos que V,(H) es subvariedad anlitica

de L(H) y es adem3s, abierto y denso en Np(H) .
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Sea ahora J un operador nice Jordan no necesariamente nilpotente. Sea a(J) =
{My.. A}, €> 0 tal que B(Ai,e)NB(Aj,e)=¢sit#£5y

U={TeL(H):0(T)C LrJ B(};,¢)}.
3=1

Es claro que U es abierto. Para T € U podemos definir

(8.7.1) P(T) = -~ (A=T)'dx ; 1<i<r,
218 JaB ()i e)

el proyector epectral de T' en B();,€). Es claro que las aplicaciones P; : Y — L(H) son
analiticas. Como $;_, P;(J) = I, si definimos
r

(8.7.2) I(T)=) RUAT) , Tel,

=1

podemos encontrar un abierto ¥ C U tal que J € ¥V y I'(V) C G(H). Luego I': ¥ — G(H)
est4 nice definida y es analitica.

Lema 8.8 : Con las notaciones anteriores se tiene que si T € V, entonces
P(N(T)IT(T) ) =P(J) , 1<i<r,
Demostracién : Por la definicién de I' deducimos que
L(T)A(T)=P(J)I(T) , 1<i<r.

Si observamos que dado W € G(H) y T € U, P(WTW!) = WP,(T)W~!, obtenemos la
igualdad buscada e

Observacién 8.9 : Con las notaciones anteriores, dado T € S(J) tal que F;(T) = Pi(J)
y dado U € G(H) tal que T = UJU !, entonces U es "diagonal® respecto a los P;(J), es

decir,
Pi(J)=P(T)=PUJUY)Y=UP(JWU~! , 1<i<r,

y por lo tanto UP;(J) = Py(J)U ,1<i<r o
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Teorema 8.10 : Sea J un operador nice Jordan, entonces S(J) es subvariedad analftica
de L(H) y =7 define un espacio homogéneo sobre S(J).

Demostracién : Sea

7 =@ +Q)

=1

donde Q; = ®;-‘_i_1q§“") y, para cada 1, 1 <1 < r se tiene que 0 < a; < oo para todo j salvo,
a lo sumo, para uno sélo.

Sea, con las notaciones anteriores, P; = Pi(J), H; = R(P), el abierto V y la funcién I' de
(8.7.2). Pomgamos (T} = I(T)TT(T)~!, para T € V. Por el lema 8.8,

PW(T) = P(J), 1<i <.

Como cada Q; es nice Jordan y nilpotente en L{H;), por el teorema 8.5 y la proposicién 7.2 ,
se pueden encontrar abiertos U; en L( H;) con @; € U; y funciones analiticas 7; : U; — G(H;),
tales que la restriccién de 7; a S(Q;) N U; resulta ser una seccién local para rg,. Achicando
algo el abierto V podemos definir las funciones analiticas

0i:v—'Ui 3 9.(T)=P,¢(T)P.—A;P|,IS'IST,TGv,

donde se identifica L(H;) con P;L(H)F;.
Consideremos w; : V — L(H) la composicién

0, 5 ]
Yy — U — G(H) < L(H)
N N ’
L(H) L(H;)

Es claro que las aplicaciones w; son analfticas y, por lo tanto, lo serd

w:VY— L(H) ; G(T)=iw.'(T) , TeV.

t=1

Como VT € V, w(T) es "diagonal® respecto de Py,..., P, y cada entrada de la diagonal
wi(T) € G(H;), tenemos que w(V) C G(H).
Dado C € YN S(J), entonces J, $(C) y w(C) son diagonales respecto de los P;, con lo que

55



las operaciones entre ellos pueden hacerse cordenada a cordenada. Entonces
r; ow(C) = w(C)Jw(C)™!

_ z';w.-(C)(Q.- £ AiPwi(C) ™

=1

r

=) (wi(C)Qiwi(C)™!) + NP

Si recordamos que $(C) = I'(C)CT(C)~! y definimos
w:V->GH) ; wlC)=T(C)'&(C),CeV,

obtenemos que es analitica y que w/yns(Js) es seccién local para #;. Aplicando la proposicién
7.2 se tiene lo buscado o

Con este teorema tenemos finalmente demostrado el resultado principal de este trabajo :

Teorema 8.11 : Dado T € L(H), son equivalentes :

SV) S(T) es subvariedad analftica de L(H) y #r define un espacio homogéneo.
SL) 7r tiene secciones locales continuas.

AB) 7t es abierta.

LC) S(T) es localmente cerrada.

[P}) [T] = S(T).

BJ) T es similar a un operador nice Jordan.

Demostracién : Utilizar los teoremas 7.14 y 8.10 . Lo tnico que habrfa que observar es que
sabemos que si J es nice Jordan, enteonces J verifica SV, y por lo tanto es claro que si
T =VJV-! para V € G(H), entonces T también verifica SV o

Observacién 8.12 : Sea A(H) el digebra de Calkin de H. En [6, Cap. 16| se demuestra que
si t € A(H), entonces 7y : G(A(H)) — S(t), dada por m(u) = utu™!, u € G(A(H)) tiene
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secciones locales sii ¢ es similar a T con T € L(H) nice Jordan. Ragonando an4logamente
a como hicimos en L(H), se puede demostrar que S(t) es subvariedad analftica de A(H)
gii t ~ T con T nice Jordan y, m4s atin, es equivalente a cada una de las condiciones del
teorema 8.11, traducidas a A(H).
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9. ALGUNAS CONSTRUCCIONES EXPLICITAS.

Estudiaremos, en principio, la diferenciabilidad de la aplicacién ¢ introducida en la
seccion 4.
Recordamos las definiciomes de N, (H), NJNy(H) (2.1), ¢ (4.1), P} (H) (4.3) y el médulo
minimo de Apostol, v (7.4).
Sabemos ahora que 8i T € NJ N, (H), entonces S(T') es un espacio homogéneo bajo la accién
de G(H). Por otro lado, P}(H) es una unién disjunta de componentes conexas abiertas de
P,(H), que tiene una rica estructura geométrica estudiada en {9} y {10]. Enunciemos, ahora,
el siguiente resultado de C.Apdstol :

Lema 9.1 : Si B,C € L(H), entonces
[7(B) = 7(C)| £ || Prer B = Prer c||- max{7(B),7(C)} + [|B - C

Demostracién : Ver [5, Prop 1.1 (iii)] .

Proposicién 9.2 : Sea T € NJN,(H), entonces
o/s(r) : §(T) - P (H)

es una funcién C* .

Demostracién : Sea A € S(T'). Por el teorema 8.5 existe un entorno abierto U4 de A en
S(T) y una seccién local analftica s4 : U4 — G(H) para x4. Recordando la proposicién
4.6, si P = p(A), vemos que

gaop=84=GS,oxp:G(H)— P}(H),
que es C® por las férmulas que la definen (3.2). Entonces, desde U4, como
p=8p0Tg0p=8408,,
tenemos que p es C® o

Observacién 9.8 : La aplicacion ¢ estd definida por una cuestion espacial. La de-
mostracién de que es C™ invoca a una seccién local s4 no explicita. Como utilizaremos a ¢,
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justamente, para construir secciones locales explicitas definidas, en realidad, en un entorno
global ( en L(H) ) de cada punto, haremos la siguiente construccién :

Se busca construir, dados T € NJN,(H) y Q € S(T), un abierto de L(H), Uq tal
que @ € Ug y una funcién C*® :

@Q : UQ — L(H)"’
que satisfaga que

Pe/s(T)nuq = ®/s(T)nUq -
Es claro que 7(Q) > 0. Sea p(Q*Q) el radio espectral de @Q*Q y pongamos

Uiq={N€eL(H):0(N*N)C{z€C:|z2|< @}u

2 .
Uz €C: 2(Q) < I < 2@ Q)}).
Uy,q es abiertoen L(H) y Q € Us,o. Tomemos Usg =U; o:1<i<n—1y

n-1
vQ = m U.',Q .

=1

Usando el lema 9.1 y la continuidad de ¢/s(r) podemos ver que existe un abierto Uy C Vg
tal que si N € Ug N S(T), entonces 42(N°¥) > 3—2-(39—1 yparal1 <1< n—1. Sea, para A € Ug
yl<i<n-1:

1

(9.4) nh(A) = o (A — A" A1

./;zEC=IzI='1’(Q")/3}
nt, estd bien definida y es C™ en Uq. Ademds, si N € §(T) nlq, entonces

o(N) =Ro}(N*N') = Pyerys , 1<i<n—1

ya que o(N*Ni)n {z € C : |2| < &1} = {0}.
Podemos, entonces, definir :

(9.5) ®q = (14,18 — NGy ng L — 1% 4L T—n371) .
Claramente, g es C*® en Ug y
®q/s(T)nug = ©/s(T)nug ©
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Esto brinda otra demostracién de que ¢ es C® en S(T) si T € NJN,(H), pero,
ademis, las férmulas (9.4) y (9.5) dan una expresién més explicita que la definicién (4.1).

A continuacién construiremos una expresién "explicita” de una seccién local C* para
#r : G(H) — S(T), siempre que T € NJN,(H) ( no es analitica por no serlo ¢, ya que
en su definicién aprece la aplicacién A — A*, y ademis P,(H) es subvariedad C*® y no
analitica ). Teniendo en cuenta la demostracién del teorema 8.10, esto brindard expresiones
explicitas para operadores nice Jordan no nilpotentes.

Sea J € JN,(H), més ain, J de Jordan:
J= q{a‘) @qéa’) @...0q\%) ; 0<a;<o.
Usaremos las mismas notaciones que en la demostracién de la peoposicién 8.1 : J; , H;,
H;;, Pj, P;.
Se tiene que J(H; ;) = Hij—1,1<1<n,1<j3<4. DadoT € L(H), sea
U(T) =Py, + P2a + TPy 3J* +
+Py3+TPy3J* + T2 Py 3J* 2+

(9‘6) + Pn—l,n—l +...+ Tn—2Pn—l,n—1Jlm—l+
4+ Pon+...+ TP, 0 =

n 1—1 ) '
=ZET’P.'“'J" .
=1 3=0
Esta férmula puede reescribirse en forma algo més corta :
n 1—1
U(T)= TP J*
(T) ;;
n—-1 n

= T/ P;iJ*

Il
3
s
v
g
3

9.7)

I
3
=

=

-
~
<



En efecto, R(J) = H;,1®H31©H320.. ©Hp1®...©Hp a1 luego R(J)L = R(3(, Pii).
Por otra parte, R(J*?) = (ker J9)L y entonces, si 1 < j, P;;J* = 0. Por dltimo, como J
es de Jordan, entonces JJ* = Pp(y) y por lo tanto, Pp(yyr = 1 - JJ*.

Proposicién 9.8 : Con las notaciones anteriores, si J € JN,(H) es de Jordan, T € S(J)
y ©(T) = ¢(J), entonces

U(T).J =T.U(T).
Ademds U(J) = I'y por lo tanto, si T estd cerca de J, se tiene que U(T) € G(H).
Demostracién : Calculemos T.U(T) :

n s—1

(9.9) T.U(T) = Z ZTjP;,gJ'j_l
1=1 =1
ya que R(P;;) C H; CkerJ* =kerT* = T*P;; = 0; 1 <1 < n. Por otro lado,
n -1
(9.10) U(T).J = [E Z TIP; i J* 1 J*J

1=1 =1

ya que R(P;;) C R(J)* = P;;J =0, 1 <1< n. Por otra parte
n
J*J =Pp(ys) =1~ Pers =I—ZP;'.1 ’

=1

entonces
(9.11) i>1=>P;J*J=P;,1<i<n.

Veamos que P; ;J** = P; ;J**P;;_, para 0 < h <1—1. En efecto :

0 st 7<h
hiH: )= =
J* (i) {H."J'_h st h<j<i-1 =

. Hijon 88 h<i—j
Jh(H"")z{ 3+ s h>i—j.

Luego J**(Hii_n) = Hi y J**(Hrx) C H; en cualquier otro caso. Deducimos que

P;;J** = P;;J "‘(E; P.x) = PiiJ**Piip
r,
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si0<h<i-1,0sea sit—h>1 Usando (9.11),sit—h > 2, entonces
PiiJ*h = PiiJ** Pii_p = PiiJ** Pii_pJ*J = PigJ**J*J .

Si observamos que en la igualdad (9.10), los exponentes de J* no son, en ningin sumando,
mayores que 1 — 2, llegamos a que (9.9) es igual que (9.10) y por lo tanto, T.U(T) = U(T).J.
El hecho de que U(J) = I es de verificacién directa o

Observaciones 9.11 : 1) En el caso de que J = q$L°'°) , entonces
n—l . .
UT)=) Toa(J)J*.

Mirando la demostracién de la proposicién 9.8, es claro que, en este caso, la hipdtesis
©(T) = ¢(J) no es necesaria para que T.U(T) = U(T').J. Luego, en este caso, U define una
seccién local polindmica para 7y, muy similar a la obtenida por L.Fialkow en [13].

2) Si seguimos suponiendo que J = q$,°°) , 8¢ puede demostrar por simple cilculo que si
o(T)=e(J) = (Pr,...,Ps) = P, entonces U(T) € G(H).

Pongamos Gp = {V € G(H) : V(kerJ¥) = kerJ*, k = 1,...,n — 1} . Es claro que
U(T) e Gp.

Gp es un grupo de Lie-Banach y actda sobre ¢~!(P), que es una subvariedad C®. Luego
el fibrado ( y espacio homogéneo C™ )

%1/Ge : Gp — p~'(P)

tiene una seccién global C™.

Volviendo al caso de J nice Jordan nilpotente de orden n, sabemos que ¢ : S(J) —
P;}(H) es C® y podemos definir, para T € S(J) :

n

a(T) = i(T)eilJ) ,

=1

de tal forma que si T' estd cerca de J, entonces aT') € G(H).
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Lema 9.12 : Si J € N,, y es nice Jordan, T € S(J) y a(T) € G(H), entonces
p(a(T)™'T(T)) = p(J) .

Demostracién : Considerando el diagrama conmutativo (4.6), podemos ver que

p(a(T)'Ta(T)) = p(rr(a(T)™1))
= GSn(rp(a(T)™"))
= GSp(a(T) i (T)AT), ..., a(T) " o (T)a(T))
= GSa(p1(J), .., n(J))
=p(J) o

Ahora podemos computar secciones locales para #; cuando J es un nilpotente nice
Jordan de orden n :

Sea V un abierto en L(H), con J € V , tal que ®; ( de (9.5) ) est4 bien definida y es C*®
en V,y tal quesi T € V, entonces

n

(9-13) &(T) = ) (2,)i(T)(2,)i(J) € G(H)

1=1

y si U es la aplicacién definida en (9.6),
U(a(T)"*.T.a(T)) € G(H) .

Teorema 9.14 : Sea J € N,(H) y mis aiin, J nice Jordan, entonces, con las definiciones
anteriores, la funcién w : V — G(H) dada por: dado T € V,
w(T) = &(T).U[&(T)~".T-&(T)]
= E TJ[Z (®5)i(T)es(J)|(I = JJ*)J*
es C® y verifica que
w/vns(s): VN S(J) - G(H)
es seccién local para 7y : G(H) — S(J), my(V)=VJIV-L
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Demostracién : Que la definicién es buena surge de la eleccién del abierto V. Que w es C®
resulta de que en (9.3) vimos que @ lo es, luego también @, por (9.13) y el hecho de que U
es polinémica. La verificacién de que si T € ¥ N S(J), entonces

w(w(T) =T
ge reduce a tener en cuenta el lema 9.12, 1a proposicién 9.8 y el hecho de que en V N S(J),
w(T) = a(T).U[e(T)*.T.a(T)

por la observacién 9.3 e

Observacién 9.15 : En la observacién 8.12 vimos que en el dlgebra de Calkin A(H), dado
t € A(H), existe T € L(H) nice Jordan con T =t si y sélo si x : G(A(H)) — S(t) define
un espacio homogéneo analitico, y en tal caso tiene secciones polinémicas. Si ¢ es también
nilpotente, en (6.7) se definié

51 S(t) — Pa(A(H))
la andloga a p en A(H) y podemos definir también, si p(t) = P,
GSp : I(A(H)) - Pa(A(H)) y

Sp : G(A(H)) — Pa(A(H))

en forma natural ( GS,, se puede definir con las mismas férmulas que en (3.2) ). Se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo, andlogo a (4.7), entre espacios homogéneos :




donde m¢ y 7p son analiticos y @, GS., y SF son C® ( el hecho de que ¢ sea C*™ se deduce
de las férmulas (6.14) y (6.7) ).

Corolario 9.16 : Sea J € N,(H) tal que J es Jordan pero no es similar a un nice Jordan,
entonces

p: 5(J) — P (H)

no es continua.

Demostracién : En la construccién de la seccién local w del teorema 9.14, solo se usé que
J fuese Jordan ( proposicién 9.8 ) y que ¢ : S(J) — P} (H) es continua. Por lo tanto, si
suponemos esto ltimo, se podrfa construir una seccién local, al menos continua, para J no
similar a un nice Jordan, lo que contradice el teorema 8.11 e

En la seccién 5. se planted el problema de caracterizar los T' € Ny (H) tales que ¢/s(T)
es continua. El resultado anterior y el corolario 5.4 (T € NJN,(H) = ¢/ s(T) s continua)
sugieren la siguiente :

Conjetura 9.17 : Dado T € N,(H), son equivalentes :
i) ¢:S(T) — Pf(H) es continua .
ii) Te NJN.(H) .

El problema es el caso T € Nn(H) — J N (H) donde no he conseguido contraejemplos
salvoenelcason=2:

Proposicién 9.18 : Sea T € N3(H) — JN3(H). Entonces ¢/s(r) no es continua.

Demostracién : Por el teorema 2.4, se tiene que T ¢ JN2(H) < R(T) no es cerrado.

Sea, entonces, T € Ny(H) tal que R(T') no es cerrdo. Sean o(T) = P = (P, R), H, =
kerT = R(P,) y Hy = ker T+ = R(P,).

Como R(T') no es cerrado, se tiene que cero es punto de acumulacién de o(|T'|)— {0} (|T| =
(T*T)% ). Sean, para n € N, Qn = N(g,1/n)(|T|). Es fAcil ver que dim H, = dim Hz = o0
y ademés, Vn € N, dim R(Qn) = 00.
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Sean, entonces, V,, , Wy, subespacios cerrados tales que dimV,, = dimW, =00y V,, LW, =
R(Qn) Vn € N. Como |T| es acotado inferiormente en H; © R(Q,), deducimos que
T(Hz © R(Qy)) es cerrado y es facil ver que dim[H, © T(H2 6 R(Q,))] = oo.

Sean, finalmente, U, € U(H) ( es decir, unitarios ) tales que
i) Un/1(#:0R(Qn) =14 (= U3/1(t.0R(Q.) = 1d).

ii) Un[Hi© T(H2 0 R(Qr))) = |Hi © T(H2 © R(Q1))] ® Va
(= Us([H1© T(H2 © R(Qn))| ®Va) = Hi © T(H: © R(Q4)) ).

i) Un(R(Qn) =Wa (= Us(Wa) = Wa LVa = R(Qu) ).
iv) Un/Hs0r(Q.) =1d (= Uz/H,0r(Q.) =1d).
Veremos que

a) U, .T.U} "==T.

b) Vn € N, kerT C ker(U,.T.U3), pero no son iguales.

En efecto,dadoz € H con ||z]| = 1,sea z = 21 +z2+Z3+z4conz; € Hy, 220 €V, , 23 €W,
Y 24 € H; © R(Qn).

Es claro que Vn € N, T(z;) = Up,TUj(z;) =0 ya que U:(H,) C H,.

Sea T = U|T| la descomposicién polar, entonces ||T(y)|| = |||T|(y)|| Yy € H. Luego si
y € R(Qn) v ||y|| £ 1, se tiene que

ITWI = 1UITIQn (W)l < [1T1Qn(w)ll < HT1Qall = || £ (1T
donde fn : 0(|T]) — R esta dada por fn(a) = a.R(o,1/n)(a). Entonces

S|

IT(y)li < sup{|fn(a)| : @ €0(|T])} <
Ahora, como Uy (V,) C H, y ||z2]] £ 1, tenemos que
| . | 1
0T; - D))l = 1T} < 2
Ademis ||z3]| < 1y, como U (Wy) C R(Qn), tenemos
* . 2
I(UnTUR = T)(za)l| < IT(Un(za )l + IT(23)ll < -
Finalmente, como Uy /#,er(Q,) = Id y 24 € Hy © R(Qy),
|(UnTUp — T)(z4)ll = IUnT(24) — T(z4)ll = ||(Un - I)T(z4)|| = 0
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ya que T(z4) € T(H2 © R(Qn)) y la condicién (i).
Resumiendo, 8i z € H y ||z|| = 1, entonces

IO ~TYI < 5 = UaTU; - T 2280

y tenemos (a). Para terminar, por la definicién de los Uy,
y por lo tanto,
”PkerU,.TU,‘1| - PkerT” = ”PV,,” =1, VneN
y entonces ¢ : S(T) — P (H) no puede ser continua e
Para finalizar este trabajo, enfocaremos el problema del levantamiento ”explicito” de
curvas C*®

(9.19) p:[0,1] = S(T) ; p(0)=T

para T ~ J = ¢4, en el sentido de encontrar I': [0,1] = G(H) C* tal que
srol' = p, es decir, P()TT'(t)~! = p(t), t€[0,1] y I'(0)=1I.
La existencia de levantamiento est4d garantizada por ser

7r : G(H) - S(T)

un espacio homogéneo analitico. Lo que se hari es tratar de computar una levantada a
curvas de tipo (9.19), aplicando los resultados de Corach-Porta-Recht sobre conexiones en
el fibrado

wp : U(H) — P,(H)

donde P € Po(H) y np(U) = UPU* = (UR,U*,...,UP,U*).
Sea, entonces, p : (0,1] — S(T') como en (9.19). Sea

(9-20) a:(0,1] — Pa(H) , aft)=¢(p(t)), t€[0,1].

Es claro que a es también C®. Sea I' la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

I'= (z": a;a;)T

(o) =1.

(9.21)
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Entonces I' verifica (ver [9] o [10])

1) T(t)ar(O)T'(t)t =ar(t) , 1<k<n.

2) Para todo t €(0,1], I'(t)* =T'(t)~!, es decir, I'(t) € U(H) .
Sea Q € U(J) = {UJU* : U € U(H)}, o sea Q ~ g&™) tal que p(Q) = o(T) ( es facil ver
que un tal Q se puede encontrar ) y sea g : [0,1] — S(J) dada por

(9-22) plt) =T()QT(t)* = 7o(T(t)) ; te(o,1].

Entonces ([0, 1]) C U(J) , es decir, p(t) ~ @>' vielo, 1]. Luego

(p(t)) = (rq(T(t)) = Sp(T(t)) = T()a(0)T($)™" = a(t) = p(p(t))

y, aplicando la observacién 9.11 (2), se tiene que
n—1

Upa(t) = ) p(t) aa(t)p(t)* € G(H) Vte(o,1] y
k=0

Upa()8(t)U,q(8)~" = p(t) -
Es claro, ademads, que U, ¢ : [0,1] - G(H) es C®. Definamos R : [0,1] — G(H) dada por
(9.23) R(t) = Upo(t)T(1)VUp0(0)™" , te[0,1].
Claramente R es C® y

ROTR(E)™ = U, @(t)T()QT(t)~' Upo(t)™
= U, o(t)p(t)U,e(t)™"
=p(t) .

Es decir que R es una levantada C* de p hacia G(H) y
R(0) = Up,o(0)T(0)U,,0(0)~! = 1.

El problema es que R depende de la eleccién de Q ~ ¢4™) tal que ¢(Q) = ¢(T) = a(0).

Veremos a continuacién que, en realidad, R no depende de la eleccién de Q. Lo haremos
viendo que en cada término de la férmula (9.23), las cosas que dependen de Q desaparecen,
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con lo cual R solo dependera de los valores de p . En efecto, p(t) = I'(t)QT(t)* = p(t)* =
T(t)Q*T(t)* = p(t)* =T(t)Q"'T(¢)* , i €N, t € [0,1]. Luego

n

Up(t) = ) _ o(t)an(t)p(t)"

|
P

S -,
[l
-~ O

=3 pt) en(t)T(H)Q T ()" .

1=0

Entonces
n—1

Up()T(8) =) p(t)an(®T()Q* , te[0,1].

1=0
Por otro lado, por la definicién de I , a, (¢)I'(t) = I'(t)a,(0), entonces

|
-

n

Up(t)T(t) = Y p(t)T(t)an(0)Q*,

1=0
y por lo tanto,

n-1

(0:24) R{) = Y At/ T()an(0)@" Uy q(0)

1=0
Llamemos P; = a,(0). Para ver que R no depende de @ bastaria ver que cada término
P.Q*U,q(0)~!, 0 <1< n—1(queno depende de ¢ ) es independiente del Q elegido.
Sea UQ,T = ::01 Q‘P,,T“ = ?;01 (T‘PnQ‘i)* = Up‘Q(O)'. Luego UQ,T (S G(H)
Por un razonamiento similar a varios anteriores se llega a que P,Q*'Q? #0 & i =jyen
tal caso Q*'Q* = Pyergijr = PaQ**Q* = P, para 0 <1 < n — 1. Entonces

n—1 n-—-1
U, o0).Ugr =S TP,Q“. N QP T*
, ; ,;

n-1

= Y TP.Q*QIP.T*
5,=0
n—1 .

=Y T'RT" €G(H)
=0

y, claramente, no depende de Q. Sea, entonces Vr = [y 7' T* P, T*|~1. Tenemos que

(Up.e(0))" =Uqr.Vr .
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Volviendo a lo anterior, P,@*U,, ¢(0)~! = P,Q*Uq,rVr y bastarfa ver que P,Q**Ug,r no
depende de @ ( Vr depende solo de T' = p(0) ). En efecto,

n-1
PnQ"UQ,T = PnQ" Z QJ-PnT.,' ___anQﬂ’QiPnTu' = PnTti

3=0

y, finalmente, podemos decir que la levantada

R(t) = Up,q(t)T(1)Up,q(0)~"

n—1 n—1
= [} () T@)PAT*].(} ToPaT*) ™
=0 =0

es C® y no depende del Q elegido o
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