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INTRODUCCION.

El propósito principal de este trabajo es caracterizar los operadores en L(H), para

H un espacio de Hilbert complejo separable, tales que su órbita de similaridad, S (T), es
subvariedad analítica (que son aquellos cuya órbita tiene una estructura diferenciable de

cualquier tipo). Esto ocurre siempre, cuando H = C", pero otro es el caso cuando dim H =
oo. En el Teorema 8.11 se demuestra que tales operadores son exactamente los que son

similares a un operador de tipo "nice Jordan” (ver definiciones 2.1). Esta clase fue estudiada

por Fialkow y Herrero en [6], [14]y [15], y están caracterizados como la clase de operadores

T E L(H) tales que la aplicación

1rT:G(H) -> S(T) ; «T(U) = UTU", U e G(H)

tiene secciones locales continuas ( [6, Teorema 16.1]
Otro problema tratado en el presente trabajo es el de averiguar los puntos de continuidad

de la aplicación go,definida asignando a cada operador nilpotente de orden n en L(H), el

sistema de proyectores asociado a su descomposición canónica (ver 1.12 y 4.1):

¿o : Nn(H) —’P(H) ;

io(T) = (PierTiPkerT’ekerT; -' °JP(kerT"-1)¿)'

En el teorema 5.5 se demuestra que el conjunto de puntos de continuidad de goes la.unión

de las órbitas de similaridad de los operadores qj e q,(.°°), para 0 5 j 5 n —l, que es un

subconjunto abierto y denso de Nn(H
La aplicación [p se utiliza más adelante para obtener, en forma explícita, secciones locales

C°° para «T, cuando T es un nilpotente nice Jordan (Proposición 9.8).
El método de pasar de una órbita (unitaria o de similaridad) de uno o varios operadores a
los sistemas de proyectores, mediante una aplicación similar a p, ha demostrdo su utilidad,
sobre todo para el cálculo explicito de secciones locales, levantadas de curvas y funciones

en general, que permiten obtener mayor información acerca de la órbita en cuestión (ver,

por ejemplo, los resultados de [1]para órbitas de varios operadores o [3] y [4] para órbitas
unitarias).
Los trabajos de Corach, Porta y Recht sobre geometría en los conjuntos de ceros de un

polinomio de raíces simples en un álgebra de Banach, a través de la identificación con los

sistemas de idempotentes y de proyectores, y, particularmente, sobre la geometría de estos
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sistemas, sugiere el estudio, al menos en L(H), de los operadores algebraicos cuyo polinomio

minimal tiene raíces múltiples. Este estudio se reduce, esencialmente, a los operadores nilpo
tentes, que se relacionan con los sistemas de proyectores a través de la aplicación lp.

Por otra parte, los resultados de Fialkow y Herrero sobre propiedades topológicas de las

órbias de similaridad de operadores nilpotentes, dan el contexto natural para el estudio de
las propiedades geométricas de dichos operadores.

El presente trabajo está dividido en nueve secciones. En la segunda y la séptima aparecen,
en su mayoría con demostración, resultados conocidos anteriormente. Muchos de ellos tienen

cambios, en los enunciados o las demostraciones, para adecuarlos a su utilización posterior.

La gran excepción es el Teorema 7.12, ya que una demostración completa ocuparia la misma

extensión que el resto del trabajo.
En la sección 2. se incluyen resultados sobre las propiedades de los operadores nilpotentes

de tipo "Jordan" y "nice Jordan”, necesarios para las tres secciones siguientes.

En la seccion 3. se define una forma de ortogonalización de sistemas de idempotentes ( la

función de Gram-Schmidt , GS" ) que permite definir una acción de G(H) sobre los sistemas
se proyectores.

En la sección 4. se introduce la aplicación lpy se la relaciona con la acción anterior mediante

el diagrama conmutativo 4.7 .

En la sección 5. se enfoca el problema de la continuidad de go,tanto desde el conjunto de

nilpotentes de orden n , Nn(H), como desde la órbita de similaridad de un nilpotente dado.
En la sección 6. se estudia el problema análogo, en el álgebra de Calkin. Se define una apli

cación 5 desde una clase restringida de nilpotentes (con buenas propiedades especrtales),

ya que no puede definirse, en forma consistente, desde Nn(A(H Se calculan, además, los
puntos de continuidadde
En la sección 7. se incluyen una serie de resultados (en su mayoría de Fialkow y Herrero)
que conducen al Teorema 7.14, necesario en la sección siguiente.

En la sección 8. se llega a la caracterización de los operadores cuya órbita de similaridad es

subvariedad de L(H Se considera, en principio, el caso nilpotente y luego se generaliza al
caso general.

En la sección 9. se estudia la diferenciabilidad de la aplicación go(cuando es continua es

C°°). Con la ayuda de ella se exhiben expresiones explícitas de secciones para 1rTcuando

T es un nilpotente nice Jordan. Estas generalizan la fórmula obtenida por Fialkow en [12]
para T = gif”). Se estudia, también, el problema de la continuidad de godesde las órbitas



de similaridad de nilpotentes en general y, finalmente, se construyen levantadas explícitas

para curvas C°° con valores en S (T), para T similar a q,(.°°).

Es mi deseo agradecer especialmente a mi director de tesis, Gustavo Corach, por haberme

guiado en estos años, por la ayuda y todas las gauchadas recibidas.

Tambien deseo agradecer a los matemáticos que aportaron ideas, sugerencias y largas con

versaciones en este tiempo, en especial a Domingo Herrero, L. Fialkow, L. Recht y, muy

especialmente a Esteban Andruchow, sin cuya presencia, muy poco de esto podría haberse
hecho. Un agradecimiento final para mi esposa Inés.



l. PRELIMINARES Y NOTACIONES.

(1.1) Sea H un espacio de Hilbert complejo separable y sea L(H) el álgebra de ope
radores lineales acotados que actúan en H.

Sean G(H), el grupo de operadores inversiblesde L(H) y U(H) = {U E G(H) :U'1 = U‘}
el grupo unitario. Es bien sabido que si U e U(H), entonces Va: e H se verifica que

“(lo)” = “zu.

Dada una partición del espacio H en suma directa (no necesariamente ortogonal) de

subespacios cerrados H = M1 e M2 y dados A e L(Ml) y B e L(Mg), se llamará A e B E
L(H) al siguiente operador: Dado z e H, sea 1:= 1:1+ 22 con 2.-e M.", i = 1,2 , entonces

(1.2) Ae su) = ¿(m + B(z,) .

Se definen análogamente sumas directas de varios operadores.

Si M es un subespacio cerrado de H, llamaremos PM al proyector sobre M, es decir que

PM = PM = Pit Y

(1.3) PM/M = Id“ PM/MJ. E 0.

Dados A, B e L(H), diremos que A es similar a B, y notaremos :

(1.4) AMB t> 3U€G(H) : A=UBU'l

y que A es unitariamente equivalente a B : A z B, si existe U e U(H) tal que A = UBU‘.

Dado T e L(H), llamaremos órbita de similaridad de T a

(1.5) S(T) = {UTU‘l : U e G(H)}

y órbita unitaria de T a

(1.6) U(T)={UTU‘ :UGU(H)}.

Llamaremos qn al operador de L(C") que actúa sobre la base canónica el, . . . , en por

0 si i: 1

(L7) qnm) ‘ {e,-_¡ si 2 5 i 5 n,



usualmente conocido por ’celda de Jordan” en L(C") .
En el presente trabajo jugará. un importante papel, dado n E N, el operador qa”) que
definiremos a continuación (en realidad, la definición se hará ”módulo” equivalencia uni

taria): Sea (¿unen una base ortonorma] de H. Entonces

0 si mEl(n)
em-1 si mil“)(1.8) gasten.) = {

donde m E k(n.) si existe h G Z tal que m- k = n.h .
Una definición equivalente para q,(¡°°)podría ser :

Sea K un subespacio cerrado de H tal que H = K ('Ú, es decir que existe una isometría

suryectiva V : K ("l —vH que pensaremos como una identificación. Es claro, entonces, que

las n copias de K en H son ortogonales 2 a 2. Dado 1:= (1:1,. . . , 2,.) e H, definimos

(L9) qiioo)(z)=(3931733-"izmm'

DadossubespacioscerradosM,N C H tales que N = Ml = {z e H :< z,y >= 0 Vy e M},
entonces se sabe que H = M e M, pero en este caso escribiremos H = M _LN(suma directa

ortogonal). Análogamente para particiones en varios subespacios ortogonales 2 a 2.
Dada una partición ortogonal de H :

H: Hlngl...J_H,.,

se puede representar a los operadores de L(H) como matrices de n x n de la siguiente manera:
Dado T 6 L(H)

n

T: (XPH¡)T(ÉPH¡) = É PH.-TPH,"
í=l í,j=l

entonces la matriz de T será :

Tn Tln H1

T = ; Tú"= PH¡TPHJ..
Tn! Tnn Hn

Es fácil ver que esta representación es compatible con el producto usual de matrices, es decir,

dados T¡,T2 e L(H), la matriz de T1.T2 se consigue “multiplicando”, en la forma usual,
las matrices de ambos. También se obtienen representaciones matriciales con particiones no
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ortogonales, definiendo adecuadamente los idempotentes asociados a la partición.

La descomposición matricial de gif”) en la partición H = K ("l dada en (1.9) es :

0 I 0 K
0 I K

(1.11) (153°)= ' ï

0 I :

0 K

donde I = Idx .

Dado T e L(H) nilpotente de orden n, es decir, T" = 0 , T"‘1 760, se define la ”descom

posición canónica”(que abreviaremos DC), como la partición de H :

(1.12) H=E¡L...LH,. , H,.=kerTíekerTï-1,15jgn

donde, para M,N subespacios de H , M e N = M n N1. En (1.12) se puede observar que
H1 = kerT e kerT° = kerT ya que T° = I y H = kerT" e kerT'“l = (kerT"“)l ya
que T" = 0.

(1.13) Es fácil ver que, en su DC, la matriz de T es estrictamente triangular superior, ya

que, i 2 j => PETng = 0. Por ejemplo, la descomposiciónH = K ("l de (1.9) es la DC
de (153°).

Dado T e L(H), es bien conocida la descomposición "polar’" de T :

(1.14) T=U|T| ; |T|=(T‘T)‘/’

donde U es una isometrfa parcial unívocamente definida, si se pone la condición de que

UAmr E 0. (Ver [24], Teorema 12.35).

Proposición 1.15 : Sean T E L(H), n e N y supongamos que dimH = oo. En tal caso
son equivalentes :

l) T N gif”).

2) Existe una partición (no necesariamenteortogonal) H = M1 o e Mn tal que
dimM.- = oo, l 5 í 5 n, T(M1) = {0} y TMj —>Mj_1 es un isomorfismo (es decir,

TlMJ') = (Mí-1 la Para J. > 1



Demostración: l) -+ 2) Dado U e G’(H)tal que T = Uq,(.°")U‘l,basta tomar = U(K,-),
donde K,‘ es la j-ésima copia de K en la DC de gif”) . Es fácil ver esta partición verifica 2).

2) —>l) Sea H = KW la DC de qa”) como en (1.11), entonces dimK = oo y, para

l S i 5 n, existen isomorfismos U.- : K —>M.- (K y los M.- son espacios de Hilbert de la

misma dimensión).

Sea U E G(H) dado por: U(z) = U(z¡,...,z,.) = Bala-(zm) y sea Q = U‘lTU.
Entonces la matriz de Q en H = K (n) es :

0 Q1 0 K

0 Q2 '

Q: ; Q¡€G(K),15i5n-l
o Qu-l '

0 K

Sea V E G(H), dado por su matriz en la misma descomposición :

QI -v-Qn—l

Q2---Qn—l 0

0 Qu- l
I

Por simple cálculo matricial se concluye, usando (1.11), que V’IQV = qa”) y, por lo tanto,

T =(UV)<1.‘.°°’(UV)‘l N 953°) °



2. NILPOTENTES JORDAN Y NICE JORDAN.

En esta sección se demostrarán algunas propiedades de ciertos operadores nilpotentes,
más precisamente los de tipo ”Jordan” y "nice Jordan” que definiremos a continuación :

Definición 2.1 :

l) Llamaremos Nk(H) = {Q 6 L(H) : Q" = 0, Q’°‘l 9€0}, al conjunto de los operadores
nilpotentes de orden k.

2) Dado J G Nk(H) diremos que J es ’Jordan”, si J es unitariamente equivalente a algo

de la forma 9:; gif") , donde l 5 m < oo, 0 S ak 5 oo y qk es la celda de Jordan
en L(C"). (1.8)

3) Dado J e L(H) diremos que J es l’Jordan” (no necesariamente nilpotente), si J es

unitariamente equivalente a algo de la forma ®?=1(1\,- + Qj), donde A1,...An son
números complejos distintos, l s n < oo y los Q.-son nilpotentes de Jordan, l 5 i S n.

4) Llamaremos JNk(H) = {Q e Nk(H) : Q es similar a un Jordan } al conjunto de los
nilpotentes de orden k similares a nilpotentes Jordan.

5) Diremosqueun operador J e J Nk(H) es"nice Jordan" si en la fórmulaJ z e?“ q?" )
se verifica que aj < oo para todo j , salvo, a lo sumo, para uno solo.

6) LlamaremosNJNk(H) = {T e JNh(H) : T N J con J niceJordan

7) Dado J e L(H) diremos que J es “nice Jordan” (no necesariamente nilpotente) si es

Jordan y en la fórmula J z ¡(ÁJ- + Qj), se verificaque los QJ-son nilpotentes nice
Jordan.

Lema 2.2 z Sea Q e Nk(H). Supongamos que M C H es un subespacio cerrado estable

por Q tal que Q/M N ql“) para l 5 a 5 oo, entonces existe un suplemento N de M ,
cerrado y estable por Q , es decir NeM= H y Q(N) C N.

Demostración: Sea MJ-= M n ker Q1. . Construiremos inductivamente subespacios NJ-con
las siguientes propiedades:

1) NJ-n M,- = {0}.

2) NJ'+ = kerQÏ.

3) Q(Nj) C Ni 



4) NJ' C MÍL.

Para j = l tomamos N1 = ker Q e M1 , claramente N1 verifica 1, 2, 3 y 4. Supongamos

ahora que tenemos definido NJ-para cierto j < k, entonces

q-1(N,-)nM: Mnker Q = M1

ya que si z e Q’1(N,-) n M , Q(:I:) e Nj, pero como Q-1(N,-) C ker Q1"H y z E M,

Q(z) e ker Qj n M = Mj luego Q(a:) = 0 y a:G M n ker Q . Definamos entonces

N141 = [Q—1(Nj)9 (Ni + Mlll G3Ni

En principio , como Q_1(Nj)9(Nj+ M1) C N14y es cerrado, es claro que ¡VJ-+1es un sub
espacio (cerrado). Como Q(NJ-+¡) C NJ-C Nj+1, se verifica 3). Por construcción

NH; C M1l (ambos sumandos lo están) y por lo tanto Nj+1 n M = {O}ya que, como
N12“ C Q’1(N,-) se tiene que Ni“ n M C M1n M1l ={0} (ly 4).
Falta ver que NHI + Mj+1 = ker QÏ'“. Sea a:G ker QJ'+1,Q(z) = yj + 21-con yJ-E NJ-,

z,' e Mj. Como Q/M N ql") es fácil ver que Q(M,-+¡) = Mj, por lo tanto sea yj+1 e M1.“

tal que Q(y,-+1) = yj. Entonces z —¡JJ-+1e Q“‘(NJ-) C ¡VJ-+1+ M1 y finalmente tenemos

que I E Mj+1+ Nj+1+ M1 = Mj+1+ Nj+1 (2).
Para terminar la demostración basta tomar N = Nh que verifica lo pedido o

Lema 2.3 : Sea Q e Nk(H) y sea (Q,-_¡)15,-,¡5ksu representación canónica. Si R(Q"‘1) es
cerrado, entonces existe un subespacio cerrado R (dim R = kdim R(Q"_1)) tal que :

i) R es estable por Q .

ii) Q/R N al“) (a = dim Rar-1)).

iii) Si N es un suplemento de R , la compresión de Q a N es nilpotente de orden menor o
igual que k —l.

Demostración:Sea RFI = ker(Q"’1)¿. Como R(Q"") es cerrado,
Q'°’l : Rk_1 —>.R(Q‘°'1) es un isomorfismo. Si pensamos al operador

QMH :ker Q"+1e ker Q" —>ker Q" e ker Q1"l 13 j g k -1,

es fácil ver que Qk’l = Qng‘a . . . Qk_1,k y que cada QJ-¿H es inyectivo, pero más aún,
como Q'“l es isomorfismo (desde Rk_1) es acotado inferiormente y, por lo tanto, también
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lo son los operadores Qj.j+lQJ'+l,j+2 . ..Qk_1_k .

Es fácil ver entonces que Q1./ R,“ l es acotado inferiormente, con lo que Qj (Ric-1) es cerrado
para 0 S j S k —l.

Sean Si = Qj+1.j+2---Qk-1,k(Rk—1) 0 S j S k —2,Sk—1= Ric-l Y R" = Qk—l-j(Rk—1)
05j5k-L
Es claro que Sj y RJ-son cerrados 0 S j 5 k —l, pero además si i 7€j, entonces S.-J_S¡,ya

que SJ-C ker Q1.e ker Q1"l = Hj. Entonces S = Soi . ..LS;,_1 es cerrado.

Si llamamos R = V5; RJ-se puede exhibir un operador '1 e L(S, H) tal que 7 es acotado

inferiormente y '1(S¡) = R¡ , 0 S i 5 k —l. Por lo tanto R = 929;; RJ-es un subespacio
cerrado. En efecto, si z e S, a:= 30+. . .+z¡._¡ con 2.-G S.-, sean 310,.. . ,yk_1 los elementos

de R1,-1 de los que provienen y definimos entonces '1(z) = ¿:3 Qk’l"(y¿). Es fácil ver
que 'y verifica lo pedido.

Es claro que R es estable por Q y que la acción de Q en R está. dada por Q : RJ. —>1‘21"l ,

que es un isomorfismo, j = k —1,1:- 2,. . .,l y Q(Ro) = {0}, por la proposición 1.5,

Q/R N ql“) (a = dim R(Q'=-l) = dim R,- o gj 5 k —1).
Sea N un suplemento de R y sea

Q1 1: R

Q = l l N0 Q2

donde ql = Q/R y Q2 es la compresión de Q a N,

_ _ Q“ t
ql: 1_[10 Q;_l]

pero como R(Q""1) = Ro = R(Q’f"), resulta R(Q2’1) = {0} y entonces Qf‘ = 0 o

Teorema 2.4 : Sea Q e Nk(H). Entonces Q es similar a un Jordan (es decir Q e JNk(H))
si y sólo si R(Q1') es cerrado para l 51' 5 k —l.

Demostración : Si Q es un nilpotente Jordan, es claro por la definición que R(Q-") es

cerrado para l 5 j _<_k —l. Si T = WQW‘1 con W G G(H), entonces R(T-7')= WR(QJ')
que también es cerrado.

Si Q e Nk(H) y R(Qï) es cerrado, l 5 j 5 k —1, entonces, en particular, R(Q'°“) es
cerrado. Aplicando el Lema 2.3, tenemos un subespacio cerrado Rk, invariante por Q tal

que Q/Rk N ql”). Pero entonces, por el Lema 2.2 obtenemos Nh, un suplemento cerrado
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de Rk tal que Q(Nk) C Nh. Por el Lema 2.3, Q/Nk tiene orden menor o igual que k —l.

Razonando inductivamente se llega a que

k

qm]: (¡(aí) .

Observación : Se puede probar fácilmente que R(Q-7')= Rk n R(Q-‘Ï)e N1,n R(QÏ), luego

R([Q/Nk]ï) = Nh n R(Qï) resulta cerrado .

Coí‘olario 2.5 : Dado T e L(H), algebraico, entonces T N J con J Jordan sii R(q(T)) es
cerrado para todo qlp, donde p es el polinomio minimal de T.

El próximo paso es probar que los nilpotentes Jordan son densos en los nilpotentes (también
fijando el orden).Usando el Teorema 2.4, bastará con aproximar a un nilpotente con ope
radores tales que los rangos de sus potencias sean cerrados. Para ello necesitamos el si

guiente Lema:

Lema 2.6 : Sea Q e Nk(H) y (Qu) ¡94-51. su reprecentación canónica (1.10). Entonces
R(QJ') es cerrado para l 51' S k - l sii R(Qj,,-+1) es cerrado, l 51' g k - 1 .

Demostración : Sea Qm,m+¡ = Qm‘m+] ...Qm+,-_¡,m+,-. Si Q.-,.-+¡es acotado inferiormente

en su dominio con la misma cota inferior 6 para l 5 í 5 lc—l, luego Qmflnh- es acotado
inferiormente en su dominio por 61'. Veamos entonces que en ker(Qï)¿, Q1.es acotado
inferiormente. En efecto, pongamos

“’(Q’V=1%er e kerqïL kerer“ e kercr'+u..¿wok-1)l .

Seanz" e ker(Qï)J-,z" = z;-‘+¡+z;-‘+,+...+zïcon z? e kerQ‘ekerQ¡“, i: j+l,...,k

ll



tales que ||z"|| = l, n e N y además Q1'(z") —o0 (n —>oo). Si observamos que

'0 o «eu-+1 * { 9 i
0 Q2J+g 1k Z

o 0

‘ QI: ' lc z?“(2.7) 0’: _’-l‘ 4 _ :2"
0 Qk-J'J:

o o ;

. 0 . UH

y llamamos P,- = PH” entonces es fácil ver que Pk_,-(Qï(z“)) = Qk_,;k(zï) '-"’—°90.Pero

como“zz” 5 (6“)||Qk_,-'k(zï)|| m0, tenemosque zz m0. Razonandoen formasim
ilar, usando la fórmula (2.7), se obtiene que 1:?"¿‘30, para j + 1 5 i S k lo que contradice

que “2"” = l, n e N. Luego R(Qï) es cerrado.

Recíprocamente, si Q1.bmw”; es acotado inferiormente, entonces Q1./ [ker(¿n-+19“,0,1

lOes,peroQj/[keer-f-lekerqj]= Ql’j.“ = Q1‘2Q2‘3. . .QJ'J‘.“(ver Enpar
ticular QJ'J'+1es acotado inferiormente en su dominio, con lo que R(Q,-,,-+1)es cerrado, para
lngk-l o

Teorema 2.8 z JNk(H) es denso en Nk(H) .

Demostración : Sea Q e Nk(H), construiremos una sucesión (Qn)nEN C J Nk(H ) tal que

||Q —Qu“ —v0 (n —’oo). Para ello, sea (Q.-J-)¡S.-,¡5k la descomposición canónica de Q y sea

Q_,-_¡'J-= | QJ-_¡'J-| la.descomposición polar de Q_,-_¡,,-,j: 2,. .. ,k. Como Qj-¡_¡ es in

yectivo (desde su dominio Hj = ker Qïeker Q1" ), tenemos que ker | (JJ--1,1' |= ker Q,-_1'_,-=

HÍL. Definamos Q" en su descomposición canónica, igual que Q, pero reemplazando QJ-_1,,
por

(2,01)“,-= Vj(| Qj-m' | +1/"leo

Donde Pj = PH}.de la descomposición canónica. Es fácil ver que Qg-Ï)” es acotado infe
riormenteen H1-.Aplicando,ahora,el Lema2.6,vemosque es cerrado, l 5 j S k- l.
Pero entonces, por el Teorema 2.4, tenemos que Qu e J Nk(H ), n E N. Finalmente, mi

rando la construcción de los Qu, es claro que “Q,l —Q|| —>0 (n —>oo) o
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A continuación probaremos algunos resultados de operadores en dimensión finita :

Definición 2.9 : Dados A, B e L(H) notaremos A_._.B si se verifica que B e S(A)’nm

Lema 2.10 : Sea T e L(Cd) un operador nilpotente de orden k. Entonces para
A e MC“), T__.A sii dim R(A-")5 dim R(Tï), para 1 51' S k.um

Demostración : Ver [16, Lema 2.5].

Corolario 2.11 : Si k e N se verifican z

i) «¡t-¿35.354 (en L(C'°"°"’))

ii) Si h > 1, ql o qïk‘fïnqiïï” (en L(C(k-1)°)).
Demostración: Para probar basta observarque

dimR[q,(:°_)¡]j= k(k— 1-1“) = k” —k— ki s

5 k2—k —kj +j = (k —1)(k—j) = díleqik’1’1’,

para l 5 j 5 k —l. Para j = lc la desigualdad es evidente. Con una cuenta análoga se

demuestra (ii). o

Observación 2.12 : Por la unicidad de la forma de Jordan en L(Cd), dado T e L(Cd)
nilpotente, entonces 0 = qíd) E S(T)‘ (T N 6T).

A continuación aplicaremos estos resultados a problemas de aproximación de operadores de

tipo l’nice Jordan” (definidos en 2.1).

Proposición 2.13 : Sean Q,- = q,-GBq¡(,°°) 0 5 j _<_k —1 y Q“, = qí”) ea gi”). Entonces
se verifican :

i)QJ'mQW!
ii) Si T e JNk(H) pero T é NJNAH), entonces QooWT.

Demostración : De la observación 2.12 deducimos que para todo j E N,

0 = qí’) e S(q,-)’ C L(Cï), por lo tanto, como

Qj = qj 69qt”) = qj 699L”) 69(12”)
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y al”) = qi’.)e gi”) GS(qj e qlw’)‘ tenemosprobado
Para probar (ii) haremos algunos pasos intermedios. De 2.11 uno deduce que si r < k,

entonces qi%qi°°). En efecto,gif} = [qL 1](°°)y ql”) = [gif-“Hui. Aplicando2.11 (i),
se verifica lo anterior para r = k —l. Para valores menores de r, se aplica un argumento
inductivo. Con esto es fácil ver que

R = 45°“e qá°°’e e qt°°’e S(Qm)'

Sea J = (ak qS-GÍ)tal que existen al menos dos índices j; < jg tales que ah = a,-, = oo .oo
J'=l

Como q} 63girl“) G S (q1(°+°¡))’para 1 5 j 5 k —l, es fácil deducir que

k

ql”)9 636°” ES(R)'.
1-2

Pero si r < 3, r,s e N, por 2.11 (ii) es fácil ver que ql”) e S(q}°'°’e gym)“ (se usa que

qim) 63qim) = (ql e qi'_2))(°°), entonces q,Ï°¡) e S(q{°°) e) qiml)‘, y luego se baja hasta

qi‘” comoantes
Para terminar, comojl < ja,

qia" e «JS-I”)e qÁ-Ï’e S (qim’ <9gif” e gif”)

y, por lo tanto, si T N J, como J e S(R)_ C S(Qoo)_ , entonces T e S(Qm)’ o

Observación 2.14 : Análogamente se puede probar que Qooe S(T)", por lo tanto, si dos
nilpotentes T1,T2 son similares a un Jordan no nice Jordan, entonces

T —-.—0T2 , T -v-DT10l um 2 um

Observar que esto puede ocurrir aunque T1 y T3 no sean similares entre sí.

Lema 2.15 z Sea Q G Nk(H). Son equivalentes :

i) Q N al”)

ii) QJ'+Q*'°-J'eG(H)para1sgh-1

iii) Qh" + Q" GG(H).



Demostración : i) —>ii) Es fácil ver que R([q,(c°°)]ï) = ker([q,(,°°l]'°‘¡), por lo tanto, si

Q N ql”) tenemos que R(QJ') = ker(Q’°‘-7')y R(Q* JA)= ker(Q* k’ï).

Entonces, como ker Q1.= [R(Q* 1')]-L= [kerQ" k‘ÏH y R(Q¡) = [kerQ“ Ï)]¿ =
= [R(Q"k".)]l, se deduce en forma directa que QÏ + Q" k" es inversible.
ii) _. iii) Es trivial.

iii) —+i) Como R(Q")’ = [kerQ]-L, R(Q'°'l) C kerQ y Qk‘1 + Q" es suryectivo, podemos

deducir que R(Q'°") = ker Q. Luego R(Q’°‘1) es cerrado, y por los lemas 2.2 y 2.3 ( como
en 2.4 ) podemos obtener subespacios cerrados N y M, estables por Q, tales que H = N GM
(no ortogonal), QI = Q/N N qt”) y Qz = Q/u verifica 05-1 = .
PerokerQ = R(Q'°"l) = R(Q'f’l) C N, luegokerQ n M = keng = Entonces,como
03 es nilpotente, resulta que M = {0}, N = H y Q N ql”) o

Recordemos que p : L(H) —>A(H) es la proyección sobre el álgebra de Calkin y escribamos,

para B e L(H), 'B = p(B).

Corolario 2.16 : Sea Q e L(H) tal que Q" = 0. entonces son equivalentes :

i) ók-l + 6* e G(A(H)).

ii) 61' + 6* k-J' e G(A(H)) para todo j, 1g j g k —1.

Demostración : i)—+ii)Sea p : A(H) -> L(K) una representación de A(H), donde K es un
espacio de Hilbert separable.

Sea T = p(Q). Por hipótesis T" = 0 y T'°‘1 + T‘ e G(K), luego, por (2.14), T N ql“),
TJ.+ T‘ FJ. e G(K) y como p(A(H es una.C‘- subálgebra de L(K), entonces
(T1.+ T‘ ""J')‘1 e p(A(H)). Por lo tanto

Ó’+Ó"‘"’eG(A(H)),199-1 o

Proposición 2.17 : Sea Q e Nm(H) y supongamos que Q" = 0 y Qk“ + Q‘ es inversible
para cierto k 5 m. Entonces Q es similar a un nice Jordan si y sólo si dim R(Q'°) < oo. En

tal casoQ N qjlaíl,conak = oo.
Demostración: Es claro que si Q es similar a un nice Jordan, entonces es cerrado,y
como Q" = 0 debe ser dim R(Q'°) < oo.

Supongamos que dim R(Q’°) < oo, luego dim R(Q1') < oo k 5 j y, por lo tanto, R(Qï) es
cerrado para k 5 j.
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Aplicando (2.2) y (2.3) como en (2.4) obtenemos que Q se descompone como Q = Q1 e Q2

(suma no ortogonal) tales que Q1 N ngfiqS-a’") con 2;":¡H4jaj < oo y Q'; = 0. Si
pensamos a los Q; extendidos en forma natural a L(H) , entonces Q = Q1 + Q2, Qk-l =
= Ql‘“ + Q5“ y Ó“ + ¿5*= 51°" + Ó: + 55“ + 52';= 5%“ + Ó; que es invemible
Se puede suponer entonces que Q" = 0 . Como Qk‘l + Q" es inversible, por el corolario

2.16, Q1.+ Q‘ k”. es inversible.

Analizando cada caso es fácil ver que R(Qï) debe ser cerrado para l 5 j g k —1

(Q1.: [keerl'L —»R(QÏ)— es de Fredholm, l 51' 5 k —l) y por lo tanto Q N J para cierto

J de Jordan. Luego Q N Ïen A(H). Como Qk" +Q" es inversible, si p : A(H) —>LOC)es
una representaciónde A(H)conK Hilbert,resultaque N qt”) en LUC)y N p(Ï)
en L(K) , por lo tanto,p(Ï)k_l+p(Ï)" es inversibleen L(K). EntoncesÏk‘1+Ïe G(A(H)).
Como J es Jordan y verifica lo anterior, es fácil ver que debe ser nice Jordan o

Sea N; = {Qe L(H) zók-l + 6* e G(A(H))}.

Corolario 2.18 : Sea T un nilpotenteniceJordan, T e N; y sea A e S(T)’ n NflH
Entonces A es similar a un nice Jordan.

Demostración : Sea (Tm)meN C S(T) tal que Tm —->A (m —>oo).

Como T es nice Jordan y T e N,,+(H) es fácil ver que T" = 0 (los a,- de su descomposición

son finitos si j 2 k +1). Por lo tanto, N T" = 0 y Á“ = limmnm T};= 0.
Por otro lado, A es nilpotente. Como T" = 0 y T es nice Jordan, se tiene que d =

dim(R(T’°)) < oo y dim(R(T,’,°,))= d para todo m e N. Luego, dim(R(Ak)) 5

5 liminfm_.oo dim(R(T,‘,‘,))= d < oo. Entonces, por la proposición 2.17, A es similar a un
nice Jordan. o

Lema 2.19 : Sea A e L(H) y H = H1 e H2, descomposición no ortogonal tal que

A _ A1 0 H1 A1 B H1
’ o A, H2, o C H}

entonces Ag N C, es decir que existe W : H2 —>H,l tal que C = WAgW“.

Demostración : La verificación es directa.

Lema 2.20 : Sean QmQ G L(H) nilpotentes nice Jordan tales que Q" z gi”) e Fu y
Q = gi“) e F, donde Fn E L(C'") y F e L(C') son nilpotentes en su forma de Jordan.
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Entonces son equivalentes :

i) Existen operadores Wn e G(H) tales que ||W,.Q,.W,ïl —Q“ —v0 (n —>oo).

ii) Existe un natural p, y para n 2 p, an, fin e No tales que k/Sn+ r = kan + rn y
qáp")e F e S(q,(c°")an)‘ para n 2 p.

Demostración : Es claro que ii) —>i) .

i) —->ii) Sea Qu = q,(,°°)63Fu, Hi") el subespacio asociado a.qt”) , á") el asociado a Fn y

191W:Pg.) j: 1,2.
Se define análogamente H,‘ , PJ- j = 1,2 para. Q = q,(,°°)e F.

(2.21) Sean : a) Q; = WnQan‘l ,

b) X = HI 9 Q(H1) = H1 9 kerl(Q/H1)"“‘l»

c) X = {zGXzPé")W;l(z) = 0},

d) Y"= X“ + Q(X,,)+ ...+ oli-1m.) y
e)Zn=X",+ +...+

Como los espacios Q1'(Xn), 0 5 j 5 k —l son ortogonales dos a dos y Qï/xn es una isome
tría, Yn es cerrado y las sumas que lo definen son directas. Lo mismo ocurre con Zn, ya

que si definimos V” : Y" —>Zn dada por : para. z e Y" sean 20,...zk_1 e Xn tales que

z = zo + Q(z¡) + + Q""1(z¡,_¡), entonces

Vn(z)= zo + Quzl) + . . . + QQk’l(zk_¡) e Zn.

Es fácil ver que Vn G L(Y,., Xn), que es sobre y acotada. inferiormente, para valores grandes
de n. Luego Zn es cerrado y las sumas son directas.

Más aún, se tiene que ||Pyn - Pzn“ -> 0 (n —¡oo), ya que si extendemos Vu a. L(H) por

Vn/YñLE 0, podemos ver que —Vn)Pyn" —>0 (n —>oo) puesto que si a:G Yn , = 1
y z = zo + Q(zl) + + Q"“(zk_1) con zz.-€ Xn, tenemosque 51 0 5 í _<_k- l y

k-l k-l

Ill—no)“ s zar - emm)“ s z: IIQ‘- Qn'llmm.¡:1 ¡:1

Análogamente si a. V;l : Zn —>Y" la extendemos como 0 a. Z,;L,se verifica que

||(l —Vn’1)Pzn|| m0 . Es fácil ver además que VnPyn = Pzn Vn, luego

IIPznPY, - Pr" IIS IIPz..(1- Vn)PY..II+ IIPznVnPYn- Pull

S ||(1- Vn)PYnll+ “(Vu-1)PYnll"—_'30
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y análogamente "Py"Pzn —Pzn m0. Luego

||(PY..PZ..- Pznl‘ll = IIPznPYn- Pznllm0.

Por lo tanto es claro que “Py” —Pzn || m0 (2.22).

Como WnPÁ")W;1(X,.) = {0} y W,;'1(X,.) C El"), luego QLHXn) = {0} y entonces

Zn es invariante bajo Q; y, para n grande, Quzn N'qu). Más aún, como R(P2(“))= Hg“
tiene dimensión finita, es facil ver que dim(X e X") < oo, n e N y, por lo tanto
dim(H1e Y“)< oo, n E N á dim(HeY,.) < oo, luego,por (2.22),dim(HeZn) < oo, n e
N.

Como Q; y Qu son similares vía W", y W,;'1(Y,.) C HIW, podemos aplicar los lemas 2.2

y 2.3 para encontrar espacios R” C H1“), estables por Q" tales que El") = Ru e W;1(Z,.).
Entonces

qt”) N Qn/Hí") = Qn/w-1(z,.) e Qn/Rn N (him)e Qn/Rn'

Como R[(Qn/Rn)'°"] = ker(Q,,/R,_), es fácil ver que existe a" e No tal que

Qn/R,l N gía“). Por otro lado Y“ e Y,¡Lson estables por Q, luego existe fin e No tal que

qm = Py";QPynx= ql!“ e F.
Como “Pzn —Py" —o0 (n —>oo), para n grande se pueden encontrar operadores unitarios

Un que verifican: “Un —I|| —>0 (n —>oo) y Pzn = UnPyn U;

Entonces “UnA/"¿QE? U; —Pzn¿QLPzñL“ —v0 (n —>oo). Por el lema 2.19 , tenemos que

NQn/Rnonán)NqLGn)e Fn

Podemos deducir entonces que, para n grande existen operadores Sn e L(C"“n+'") tales
que

usada") e Fn)s;1— gif") e F|| —.0 (n —.oo).

Por ello, para j fijo, se puede encontrar no(j) tal que si n 2 no(j),

(vs) dim[R((q}f"’ e Fm] 5 dim[R((q,(:'"’ o Fn)")]

Pero como (999")e F )'" = 0, para cierto m 2 0 y para n grande, entonces existe p e N
tal que si n 2 p, se cumple (ak)para todo j e N. Usando nuevamente el lema 2.9, tenemos
finalmente que kan + rn = kfln + Ty

(1,23")e F e S(q,(,°‘")e Fn)’ Vn 2 p °
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Observación 2.23 : Comola aplicaciónT H Ïk‘l + Ï' es continuay G(A(H es abierto,
es claro que NflH) es abierto y por lo tanto N¿'(H) n Nm(H) es abierta en Nm(H) para
todoMZk(sim<kesvacía).

Proposición 2.24 : Sea T e Nm(H) n N; (H) similar a un nice Jordan

m m

Jl = ,9”) e Q ql”) con d,“ = Z: 1'13-< oo .J'=l,1'# J'=1.J#

Entonces A e S(T)‘ n NÉ(H)Isi y sólo si A es similar a un nice Jordan

m m

J2 = ql”) e G) (1531"),con d], = E ja,- < oo
.1'=1..1'?¿lc JI=LJFH°

que verifica i) dh E dj, (k)

ii) Dados n; , ak e No tales que d = ¡rnG+ d;1 = Ica;e+ dj, , entonces

693-":1ala" G S (63311tú“)- C MC")

Observación 2.25 : Es fácil ver que la condición (ii) es equivalente a la existencia de un
par 77e, ak E No con las mismas propiedades .

Demostración de (2.24) : Es directo que si A N Jg con tales características, entonces
Ae S(T)".

Recíprocamente, si A G S(T)‘ =>A e S(J¡)“ . Como A G Nk+(H)n S(J¡)‘ , por el
corolario 2.18, A es similar a un nice Jordan

con dJ, < oo y Jg E S(J¡)‘. Podemos aplicar el lema 2.20 (para Qn = Jl Vn y Q = Jg)
y deducir la existencia de enteros no negativos n; y ak que verifican las condiciones de (ii).
Por la observación 2.25 concluimos que (ii) es cierta o

Corolario 2.26 : Sea Qj = q,-e (1,2”),para cierto 0 5 j 5 k - l. Sea T similar a un nice
Jordan k-lk-l

J=qlc°°) 6363 ql“) con d; = Zion < oo.í=l |=l
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Entonces T e S(Qj)- h d; E j (k) (es decir, existe un entero no negativo s tal que
dj = k8+j
Demostración (=>) Es claro por la proposición 2.24 .

(4:) Bastará con probar que 61:11 qsa‘")e S (qJ-edo)‘ o lo que es equivalente, por el lema
2.9,

d¡m[R((®Ï='1‘ <1."‘))")] S d¡m[R((9j G9¿"VN

para 1 5 h 5 k —l , lo que se puede verificar sin dificultad o

Teorema 2.27 : Sea T e Nm(H) similar a un nice Jordan, entonces S(T) es abierta en
S(T)‘.

Demostración : Como T N J es claro que S(T) = S(J) y S(T)’ = S(J)‘ , por lo
tanto se puede suponer que T = J. Más aún, es suficiente probar que si (Bn)neN C
S(J)‘ tal que ||Bn - J|| m0, entoncesexistep e N tal que sin 2 p, Bn E S(J). En
efecto, si S(J) no es abierta.en S(J)’, se podría encontrar (Bn)neN C S(J)“ —S(J) tal
que “En —WJW—1|| 91’30 para cierto W e G(H), entonces ||W_lB,.W —J|| m0 y
W'anW E S(J )‘ —S(J), l_oque contradice lo anterior.

Seaentonces(Baker; C S(J)’ talesque “Bn- J|| m0. Sea
m

J = (120°)e G (11W)
151,15“:

entonces J e N,Ï(H) n Nm(H) que es abierto en Nm(H) (por 2.23).
Como Bu G S(J)‘, Bu G Nm(H), n E N y por lo tanto existe nl GN tal que, para n 2 nl
, Bn e Nm(H) n NQ‘(H), luego Bu e Ng'U-I) n S(J)‘. Por el corolario 2.18, B” N Jn con

Jn nice Jordan y m

Jn = ql”) e G) 9,03”)
J'=lqí#k

Aplicando el lema 2.20 para Qn = Jn y Q = J, podemos encontrar p 2 nl tal que si n 2 p

existenfi,“ , 1,.“ enterosno negativostales que 1 jfin, = k1,“ + 2:11. #k j 'rj y

(2.28) dimR[(qt'"*’e EB 45'”)?EdimRKefiiqifi”))'l
J'=l,.#k

para r 2 l y n 2 p. Por otro lado, como Jn e S(J)’ n Ni"(H), por la proposición 2.24 las
desigualdades de (2.28) valen en el sentido inverso y son, por lo tanto, igualdades. Es fácil
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ver, entonces, que si n 2 p, fin}.= Tj para todo j 76k, luego Bn e S (J) o

Corolario 2.29 z Si Qj = qj e q,(c°°)O 5 j 5 k —l y U = Uf;¿S(Q,-), entonces S(Qj) es
abierta en Nk(H) y U es abierta y densa en Nk(H).

Demostración :Del corolario 2.26 deducimos que todo operador T nilpotente nice Jordan
pertenece a S(Q,-)‘, para cierto 0 5 j 5 k —l. Combinando esto con la proposición
2.13, obtenemos que si T e JNk(H) (es decir T es similar a un Jordan), entonces T e

UÏ;¿S(Q¡)‘ = U‘, luego JNk(H) C U‘. Por el teorema 2.8 sabemos que JNk(H) es
denso en Nk(H) y por lo tanto U es densa en Nk(H).

En otras palabras Nk(H) = Uf;¿S(Q,-)‘.

Para ver que S(Q,-) es abierta, sea T e S(Qj). Por el corolario 2.26, T Q S(Q.-) para.

í 76j luego existe el > 0 tal que si N E Nk(H) y ||N —T|| < el entonces N e S(Qj)_

y como por el teorema 2.27, S(Q,-) es abierta en S(Q,-)‘, existe 0 < e < el tal que
B(T,e) n Nk(H) C S(QJ). Es claro que U es también abierta o

Definición :Diremos que X C L(H) es localmente cerrado (en L(H) ) si para todo T e X,
existe e > 0 tal que

B(T,e)’OX: {LGXzIIL-T” 5 e}

es cerradaen L(H

Teorema 2.30 : Sea T e Nm(H) tal que T es similar a un nice Jordan, entonces S(T) es
localmente cerrada.

Demostración : Por el teorema 2.27, S (T) es abierta en S (T)‘ . Dado A G S (T), sea
e > 0 tal que S(T)‘ ñ B(A,e) C S(T), luego

S(T)‘ n B(A,e/2)‘ C S(T) n B(A,e/2)".

Veamosque S(T) n B(A,e/2)’ es cerrada en L(H). En efecto

[S(T)n B(A,e/2)‘ ]' C S(T)‘ n B(A,e/2)‘ C S(T) n nB(A,e/2)‘

y por lo tanto S(T) es localmente cerrada en L(H) o
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Observación :No es muy difícil extender este resultado al caso de los nice Jordan no nilpo
'tentes. Sin embargo omitiremoa una demostración, ya. que se obtendrá como corolario de

resultados de más adelante (ver teorema 8.11).
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3. ORTOGONALIZACIÓN DE IDEMPOTENTES.

Sea I (H) = {P G L(H) : P2 = P} el conjunto de todos los idempotentes de L(H) y sea
P(H) = {P E I(H) : P‘ = P}, los proyectores, es decir, los idempotentes autoadjuntos.
Dado P G I (H ), se tiene una fórmula para calcular el proyector cuyo rango es el mismo que

el de P, que llamaremos PMP):

(3.1) PM) =PP*(I-(P—P*)2)-1.

En efecto, si descomponemos H = R(P)_LR(P)-L, en las representaciones matriciales con
respecto a esta descomposición, tenemos que

I A ¡_ I 0
P-(o o) P -(m o)

luego

,__ I+AA’ o ,_ o A ,,_ -AA’ o
PP’( o o) ’ P P_(—A* o) y“) P)_( o -A*A)
finalmente

0 I + A‘A

luego es claro que I —(P —P" )3 es inversible. La validez de (3.1) se sigue inmediatamente
de las representaciones matriciales anteriores.

I_(P_P_)2=(I+AA‘ o ) i

Con esto podemos definir la aplicación (suryectiva y continua) :

GS; : I(H) —>P(H) dada por GSg(P) = PMP) = PP‘(I— (P - P")")‘l para P e I(H).

Más generalmente definamos, para n G N :

i) In(H) = {P = (P¡,...,P,.) e I(H)(”l :P¡P,' = 0 si i 75j y E?“ P,' = I}. los sistemas
de idempotentes,

ii) Pn(H) = {P = (P1, . . . , Pn) E 1,.(H) : P: = P.-} los sistemas de proyectores
y la aplicación, que llamaremos de ”Gram-Schmidt” :

(3.2) GS" : IAE) —>Pn(H)

dada por: si P = (P1,...,P,.) e 1,.(H), entonces
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1) Gs,.(P)l = G54191)

2) GSn(P),- = 6'34ng P.-)—GSAEQÍ 19.-),para 1 < j g n.

Observación 3.3 : i) Se sigue de las definiciones que GSn(P) e Pn(H) si P e IAE) y
además que

R(P¡ + .. . + Pj) = R(GS,.(P)¡+ + GSn(P),-) 151’5 n.

ii) Usando la continuidad de GS; dada por la fórmula (3.1) es claro que GS" es continua .

iii) Usando (3.1) también se deduce que, para l 5 i S n , GSn(P)¡ e 0*(P1, .. .,P.-).

Proposición 3.4 : SeanP =(P1,...,Pn)y Q =(Q1,.. .,Q,.) G¡"(LU talesque
R(P¡ + ...+P.-) = R(Q1+...+Q¡) ls i 5 n. Entonces

U= ÉPiQi €G(H)¡:1

y además Pj = UQJ-U‘l l 51' 5 n. Más aún, si N = ZKJ- P¡Q,-,entonces N” :0, U =
I-NyU-l =(I+N+N’+...+N"-1).
Demostración : Primero probaremos que si i < j , entonces

(3.5) PJ-Q.-= Q,-P¡ = 0 .

Enefecto,sii=l,PjQ1=PjP1Q1:0 =Q1
entonces, aplicando inducción en i , se tiene

i-l i í í

PJ’Qi= PJ'Qs'+ Pj Z Qh= P12 Qh= PAZ ¡“(Z Qh)= 0
h=l h=1 h=l h=l

Análogamente QjPi = 0 si í < j . Pero como

I = (:PMÉ Q¡)= 2:: 1°th +zPs'Qj¡:1 ¡<J'

tenemos que I = U + N y U = I —N. Para ver que N“ = 0 se aplica (3.5) reiteradas
veces. Es fácil ver, de tal manera que

n-l
Nn_l = P1Q2P2Q3P3. . .Pn_2Qn_1P —1Qn= H PiQH-l

¡":1
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y por lo tanto N" = N"“N = 0. Es claro entoncesque tomando V = I+ N+ N2 + . . . +
Nn'l, se verificaVU = UV = Iy luegoV = U‘l o

Corolario 3.6 : Sea P = (P¡,...,P,.) G ¡"(H) y sea GSn(P) = Q = (Q¡,...,Q,.),
entonces

n

U=ZP.-Q.-eG(H) y P,‘=UQ,-U“ l_<_j5n.l=l

Demostración : Es consecuencia de la observación 3.3 y la proposición 3.4 o

Corolario 3.7 : La aplicación GSn : 1,.(H ) —>Pn(H) es una equivalencia homotópica .

Demostración: SeaP = (P1,...,P,.) e JAH), GSn(P) = Q = (Q1,. ..,Q,.).
Sea 7 : [0,1] -> 1,.(H) dada por :

71(t) =tP1 + (1 - t)Q1 te [0,1].

mt) = lt( 2;1R)+(1-t)zí=lc.-n- m :::m+(1-t)(zz';:c2.-)1.

Es fácil ver que "¡(t)e I..(H) y que R( 7.-(t))= IZQ?=l P.-) , por ejemplo

(tPl + (1- 0‘21)2= (ta+t(1-t))P1 +((1-t)2 +t(1-t))Q1
=(tP1+(1-t)ol);

P1(tP1+(l-Í)Q1) =tP1 + (l -t)Q1 y (tpl +(l-t)Q1)P1=tP1+(l-t)P1= P1.Luego,
por la proposición 3.4

w(t)=É7.-(t)n-ea(m , 0931¡:1

ysidefinimosF(t,P)= Mmm-1,...mmm-1)
es claro que F da la homotopía requerida o

Corolario 3.8 : El inversible U = Z?“ P.'Q.'que conjuga P con GSn(P) pertenece a la
C"-álgebra generada por los P.- l 5 í 5 n o

Definamosahora accionesdel grupo G(H) sobre 1,.(H) y Pn(H). Fijado P = (P1, . . . ,Pn) e
¡"(EL se define la aplicación

tp :G(H) —>¡"(H) , arp(V)= (VPlV‘l, ,VPnV“) , V e G(H).
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Claramente tp es continua. Es sabido que la órbita de similaridad de P , S(P) =
xp(G(H)) es la componente conexa de P en 14H) (ver [9]y [10] Más aún, dado P' e
S(P), se puede encontrar un entorno Up! de P' en ¡”(H) tal que si Q = (Q1, . . . , Q") e UPI,
entonces1 Q.-P¡'e G(H) (porqueestá.cercade

Proposición 3.9 : Sea P G 1,.(H), entonces para todo P' e S(P) existe un entorno

Up! C ¡"(11) y una sección local 8p! :Upo —>G(H) de ‘R’p,es decir que fl'p o spa = IduP, .

Demostración : Si P' = P, definimos, para un Up conveniente :

8p :Up -¡ G(H) , 3P(Q) = EQJ’,‘ .

Si P' 36P, sea U E G'(H) tal que P' = 1rP(U). Tomemos Up, = UUpU’l y

sp¡(Q) = Usp(Q)U ‘1. Es directa la verificación de que es sección local, bien definida y
continua o

Si P E Pn(H) y U e G(H) entonces fl’p(U) e ¡"(11) pero no necesariamente a Pn(H). Sin
embargo, vía la aplicación GSn podemos definir Sp : G(H) —>Pn(H) , por

(3.10) 5pm = asu o«¡,(V) , v e G(H).

Es fácil ver que Sp está bien definida, es continua y es una acción (es decir Sp(VW) =

35,.(w) y además
(3.11) 3p! : Up! n Pn(H) —>G(H) es una. sección local de Sp para todo

P' e Sp(G(H Ademásse prueba sin dificultad que

3p(G(H)) = U(P) = {UPU’ : U e U(H)}

la órbita unitaria de P, que es también la componente conexa de P en Pn(H



4. LA DESCOMPOSICION CANONICA.

Dado T e Nn(H), la descomposición canónica (DC) de T es una partición del espacio
H en subespacios ortogonales H = H¡_L. . . .LHn con la propiedad de que la matriz de T en

dicha descomposición es estrictamente triangular superior. La DC está dada por z

(4.0) H1=kerT ; H.-+¡=lqrerT"+1ekerT‘ 1Sign-l.

Esto motiva la definición de la aplicación :

(41) P 3 _’ i P(T)= (PkerTapkerT’ekerT)--'1P(kerT"")-L)
= (PH1)°")PHn)

Observación 4.2 i) Aplicando teoría espectral, se obtiene que si A E L(H), entonces

PierA = R{0}(AÚA)

(por el cálculo Boreliano para operadores autoadjuntos, ver [24, 12.29]
ii) Si P = (P1,...,P,.) e P..(H) y T E Nn(H) es tal que go(T)= P, entonces

dimR(P1) 2 dimR(P3) 2 2 dimR(P,.) 76o.

En efecto, si I‘m-+1= PJ-TPJ'H se piensa como operador en L(H,-+¡,H¡) para l 5 j 5 n,
entonces TM“ es inyectivo y por lo tanto

dimR(PJ-+¡)=dimH¡+¡ZdÍmH'=dimP,- , 15j5n—1

y como T"‘1 960, P" 760.

Definamos entonces

HHH) = {(P¡,...,P,.) e Pn(H) :dimR(P.-+1)5 dimR(P.-), l 51's n -1;Pn 9€0} .

Con las observaciones anteriores no es difícil probar que :

Proposición 4.3 : La imagen de goes igual a HHH) o

Dado T e Nn(H) fijo, podemos definir :

(4.3) ¡"T :G(H) —>Nn(H) ; 1rT(V) = VTV’l , V e G(H) .
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Combinando esta aplicación con (p obtenemos, para T fijo y go(T)= P e HHH), la apli
cación

(4.5) su :G(H) —.ma) ; suní) = p omV) , v e G(H).

En principio esta aplicación depende sólo de T y la. mención de P es redundante, sin em

bargo:

Proposición 4.6 z La aplicación 5m: coincide con Sp de (3.10), por lo tanto es continua.
y no depende de T, sino solamente de go(T) = P, es decir que el siguiente diagrama es
conmutativo :

Nn(H)

fr ‘P

SP= StarGUI)“ HHH)

HH)

Demostración : Fijemos, en principio, V e G(H Dado A e L(H) es fácil ver que, para
U e G(H), se verificaR(UAU“) = U(R(A)) y ker(UAU’1)= U(kerA).
Por otro lado, si P,Q E Pn(H) y R(P¡ +. ..+P,-) = R(Q¡ +...+Q.-) V1 51's n, entonces
P = Q. Por lo tanto, si observamos que

1.Iz(sT,p(V)l+ . .. + ST,p(V)¿)= ker(Vrv-l)" = v kerT‘ = V[R(P¡ + + P.-)]

para l 5 i 5 n y además, por (3.3) i)

R(SP(V)1 + . . . + Sp(V).') = R(fl’p(V)1 + . . . + 1rp(V).')

= R[V(P¡ + . . . + P,-)V“]

=V[R(P¡+...+P¡)] , lgig n,

podemos concluir que ST,p(V) = Sp(V) VV e G(H
La continuidad de 81,}: se deduce de la de Sp o
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Corolnrio 4.8 : Dado P e HHH) y T e Nn(H) tales que p(T) = P, entonces existe
un entorno Vp de P en HHH) y una. sección local tp : VP —>Nn(H) de (p (es decir que
potp = Idy, ) tal que tp(P) = T y tp(Vp) C S(T) .

Demostración : Basta definir tp = 1T o 3p , donde sp : Vp —>G(H) es la sección local

definida en (3.11). Es claro que tp es continua y pon. osp = 87,}:o sp = Sp o sp = Idyp.
Por último, se sigue de las definiciones que tp(P) = T y tp(Vp) C S (T) o



5.PUNTOS DE CONTINUIDAD DE tp.

La aplicación godefinida en el párrafo 4 tiene una desventaja lamentable: no es continua.

En efecto, sea K un espacio de Hilbert separable dim K = oo . Sea K G L(K) un operador

compacto e inyectivo ( por ejemplo, K (en) = en/n para cierta. base ortonormal {cube};
de K ) y sean {Fn}neN C L(K) operadores de rango finito tales que ||Fn - K|| m0. Si
tomamosH=K®Ky

TMS/l = (Ku/L0) 1 Tn(z!y) = (Fn(y)10) zay e K;

es claro que T y Tn , n e N están en N2(H) y que ||T,. —T|| m0 , pero como
keanaé {0}Vn€Ny

kerT=K®{0}CK©kean=kerTn VnGN,

tenemos que ||p¡(Tn) —p¡(T)|| = “P{0}0ker¡‘n“= l Vn e N y por lo tanto p no es con
tinua(enel punto T e N2(H
Esto plantea el problema de caracterizar los puntos de continuidad de goen Nn(H) .

El primer paso es observar que ser punto de continuidad de goes invariante por similaridad.

Proposición 5.1 2 Sea T e Nn(H) tal que goes continua en T . Entonces si S N T, goes
también continua en S.

Demostración : Sea (Sk)k5¡ C Nn(H) tal que IIS;c—SHm0.
Si S = UTU’l con U e G(H), entonces es claro que ||U‘ISkU —T||'-°1°90 y por lo tanto

lp(U‘ISkU) '—°‘*—°930(T).Por otra parte, usando que

90(Sk)= Gsnwsow-ISkUw-l) ,

MS) = GSn(UP(T)Ü")

y el hecho de que GS” es continua, concluimos que 50(Sk)mp6) y por lo tanto goes
continua en S o

De esto deducimos que los puntos de continuidad de tp serán una unión de órbitas de
similaridad y se plantea naturalmente la pregunta: ¿ Cuáles son los T e N..(H) tales que

«¡o/su!) es continua?
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Por una cuenta análoga a la anterior basta ver que ica/S(T)es continua en T.

Proposición 5.2 z Sea T e Nn(H) tal que «T : G(H) —>S(T) es abierta. Entonces go/sp)
es continua.

Demostración : Usando el diagrama (4.7) sabemos que (pony es continua. Si U es un abierto
en HHH), como IT es abierta

[P/s(r)l"(U) = ITU? ° frl_1)(U)

es un abierto con lo cual (¡a/S(T)es continua o

Corolario 5.3 z Si T e Nn(H) , ¡"Tes abierta y S(T) es abierta en Nn(H), entonces p es
continuaen T y por lo tanto en toda S

Demostración : Es claro por lo anterior o

En los párrafos posteriores (8 y 9) se demostrará que para T E Nn(H) , 1rTes abierta si y
sólo si T es similar a un nice Jordan. Más adelante volveremos al problema de caracterizar

los T E Nn(H) tales que gta/S(T)(9.17) .

Corolario 5.4 z Si T e Nn(H) y T es similar a un nice Jordan, entonces 50/5”) es continua.

Demostración : Ver las proposiciones 8.4 y 5.2 o

El teorema siguiente caracteriza los puntos de continuidad de go: Nn(H) —»PJ”(H) :

Teorema 5.5 : Sea T e Nn(H Entonces goes continua en T si y sólo si

TNqJ-eqlf"); 0519-1.

Por lo tanto, los puntos de continuidad de goforman el conjunto

n-l

U = U S(qJ'GQÁm’)
J'=0

que es abierto y denso en Nn(H
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Demostración : Notaremos Q,- = q,-e qa”). Si T N Q,- para cierto 0 5 j 5 n —l, por el

corolario 2.29, se tiene que S (T) es abierta y, por el corolario 5.4, 40/5”) es continua, luego
p es continua en T.

Para probar la recíproca consideraremos tres casos:

C+asol : Supongamos que T e Nn(H) y T fi JNn(H) (es decir que T no es similar a un
Jordan). Por el teorema 2.4 existe l 5 j 5 n —l tal que R(Qï) no es cerrado, y por el lema
2.6 existe l 5 h 5 n- 1 tal que si (T¡,-)¡5.-‘¡5,.es la representación matricial de T en la DC,
entonces B(Th,h+¡) no es cerrado. Sea H,- = R(cp(T),-) = ker TJ.e ker TÍ-l
l 5 j 5 n y TM.“ = VhFh la.descomposición polar de Th,“ 1, con V}.isometría parcial y

F1,= (Ti’h+¡Th,h+¡)1/2, pensado como operador en L(Hh+¡).
ComoR(Th‘¡.+1) no es cerrado, entonces 0 es punto de acumulación de a(Fh) — Por
otra parte, como F; = Fh podemos definir f (Fh) para f e B(R) una función Boreliana.

Sea, entonces, Ph = N[1¡k,m)(Fh), k E N, pensado en L(HhH) y extendido luego a L(H)
anulándose en H¡{+1.

EntoncesPh es un proyectory kerPkn HH; 9€ Vk e N. Definamos+1 = VhFth
y Threemplazando,en la representaciónmatricial de T, a TM.“ por +1.
Es fácil ver que si z e kerP¡cn Eh“, entonces Tux) = 0. En efecto, si y e Hp.“ =
ker T"+1 e ker Th, se tiene que

Tuy) = mas .-.Tlfl+1(y)

y si z e kerPh n HM; luego Tux) = 0.
Tenemos entonces que

kerT" g ker Th.L(kerPh n Hb“) C kerTfi‘

y por lo tanto “Pm.” —Phru.“ = l Vk e N. Entoncesgo(T¡,)www) en L(H)". Por
otra parte,

llt - tk“ = "Th,h+l _ Tilllinll

= IIVhFhU-Pk)I|

S IIFhN[o.¿)(Fh)IIS l/lc m0

y tenemos que gono es continua en T.

CasoZ : Supongamos que T e Nn(H) y T N J con J nilpotente de Jordan pero no nice

Jordan. Recordemos que si llamamos Quo = qím) o gif”), por la proposición 2.13 ii), se
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tiene que J G S(Q°o)‘. Por la proposición 5.1, para ver que gono es continua en T basta
probarlo para J.
Sean (WHEN C G(H) tales que ¡"v’kaWk-l MJ. Sea H1 el subespaciode H asociado
a ql”) y H2 el asociado a mi”) en Quo.

Definamos, entonca, los operadores Rm = #qám) aga”) donde #qá”) actúa en Hl y q,(.°°)
en H2. Si fijamos k e N, es claro que

WkRka'l“Wacom-1 .

Sean Jk = WkRmka-l para. mk tal que ||J¡c—WonoWk‘III <

Es fácil ver que Jk'm J. Pero ker Jk C ker(WkQ°oWk-‘)con codimensión infinita Vk e N.
Entonces

"PkeflWkaWk‘H - Pier-h.” =1 V k G N

Ahora, como WkQOÜWElMJ, pueden pasar dos cosas :

a.)Si IIPker(kamw;1)- Pkerjllmo, entonces“Ph”, - Pkeuflml y gono sería
continuaenJ ( ya queJk'mJ

b) Si Pkedwkqmwín) no tiende a Pm; entonces gptampoco puede ser continua en J.

Concluimos que gono puede ser continua en J .

Si T e NJNn(H) es tal que dim R(J"’1) < oo es fácil ver ( en forma análoga a la de
mostración de 2.13 ii) ) que J E S(Qo.°)’ y en este caso se repite la demostración anterior
para ver que (p no es continua en T.

Caso 3 : Supongamos que T 6 NJNn(H) y sea T N J con
n-l n-l

J=qi°°’ 969d”) , d: = Zion- < 0°
j=1 ¡:1

Supongamos, además, que J no es similar a ningún Q.- 0 5 r 5 n- l. Tendremos, entonces,
quea,-> l paraciertol 5j5n—loque haydosomás 0.->0.
Por 5.1 basta probar que «pno es continua en J en este caso. Sea d; = nk + r para 0 5 k

y 0 5 r < n . Por el corolario 2.26 J e S(Q,)- y más aún, si llamamos Jl = eggllqgai),
entoncesJl e S(qr e gw)- C L(Cd-').

Supongamos que k 760 :

Sea(Radmen C S(qre gw) una sucesióntal que Rmmk. ComoJf‘“ = 0 y
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dim ker[R,';,"] = d; —k, tenemos que

[Rm69GW] MJ y kerKRm63(153°))""l C Imp"

con codimensión k, Vm e N y por lo tanto

“Phrunmoqgwnndl —Ph, 1..-1“ = l , Vm e N.

Entonces (p no puede ser continua en J.

Si k = 0 , Jl e S(q,)‘ y a,- = 0 para j 2 r —l. Una repetición del argumento
anterior demuestra que

IIPkerl(Rm0qS.°°’)'-‘l‘ Piar-"I = 1 ’ V"‘ e N

y nuevamemte lp no puede ser continua en J.

Con todos estos casos probamos que si goes continua en T, entonces T N Q,- = qj e qa”)
paraciertoOSan-l.
Para terminar la demostración, si aplicamos el corolario 2.29, obtenemos que

n-l

U= S(QJ')1:0

es abierta y densa en Nn(H) o.



6.LA DESCOMPOSICIÓN CANONICA EN EL ALGEBRA DE CALKIN..

Sea A(H) el álgebra de Calkin de H y p : L(H) —>A(H) la proyección. Usaremos
indistintamente, para T e L(H), la notación p(T) = T. La intención de esta sección es
asignar una n-úpla de idempotentes autoadjuntos y ’ortogonales” a los nilpotentes de orden

n de A(H). Se definen, en forma análoga que en L(H), los conjuntos Nn(A(H)) y Pn(A(H)).

El problema es que dicha asignación no se puede definir en la forma ”natural”. Enun

ciemos, en principio, el siguiente resultado de Catherine Olsen (ver [20]) :

Teorema 6.0 z Sean t e A(H), P(X) e C[X] tales que P(t) = 0 y P es el polinomio
minimal de t ( si Q(t) = 0 => Q = PR con R e C[X] ), entonces existe T G L(H) tal que
T = t, P(T) = 0 y P es el polinomio minimal de T.

Con este resultado uno querría, dado t e Nn(A(H)) y T e Nn(H) tal que T = t, definir

(6-1) GU) = MT) G Pn(Á(H))

El problema es que la definición no es buena. Sea, por ejemplo, K un espacio de Hilbert

separable y H = K e K o K o K. Sea K E L(K) un operador compacto e inyectivo,

T1e L(H) s Tl(zly)ziw) = (K(y)301w10) y

T2 e L(H) a T2(z!y)z)w) = (0,01 w)o) '

Claramente T,-E N2(H) , í: 1,2 y T1: T2= t G N2(A(H)) pero

kerT1= {0}6K6{0}9K y kerTg= {0}o{0}e{o}eK,

por lo tanto G(T¡) 96¿(Tú en MH)”. Si aplicamos6.1 tendríamos 2 definicionespara
Sin embargo, si nos restringimos a ciertos nilpotentes con buenas propiedades espectrales,
podremos dar un definición consistente. Necesitamos, antes, un resultado de L.Fialkow y
D.A.Herrero :

(6.2)

Proposición 0.3 z Seat G Nn(A(H tal que, para l 5 k 5 n- l, se verificaque Oes punto
aislado de a(t*"t’°) sii se puede encontrar T E Nn(H) tal que T = t y, para l S k g n —1,

0 es punto aislado de 0(T*'°T"), es decir, existe T e JNn(H) tal que T = t. “

Por el cálculo boreliano para operadores autoadjuntos se tiene, como en 4.2 i), que si
T G Nn(H) entonces

(6.4) Ph”. = R{0}(T"°T") ; 1 5 k 5 n —1.
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Si además suponemos que 0 es punto aislado en a(T*’°T’°)para l 5 k 5 n - l, entonces si

e > 0 es tal que B(0,s) n a(T*"T'°) = {0}, l 5 k 5 n —l se tiene que

1
6.5 P el. k = —. Á—Tika _l dÁ

( ) k T 2'“ [68(0.e)( )

Sea JNn(A(H)) = {t E Nn(A(H)) :0 es aislado en a(t"‘t") , l 5 k 5 n —l}.
La proposición 6.3 dice que JNn(A(H = P(JN,.(H)). Entonces si nos restringimos a
JNn(A(H podemosdefinir

l
(6.6) mt) = —. (A—t‘ktkrl ¿A ; 15 k 5 n- 1

21" 88(0,e)

para t e JNn(A(H)) y e > 0 tal que B(0,s) n a(t"°t'°) = {0}, l _<_k 5 n —ly finalmente

(6.7) {5: JNn(A(H)) —rPn(A(H)) ;

ia“) = (71“): '72“) _ '71“)!°°47'64“) _ 7n-2(t)i l _ 7n—1(t)

Si observamos que en el ejemplo 6.2 tenemos que t = p(T1) = p(T3) y t G J Nn(A(H )), enN
ese caso se verifica que fit) = P(T2) y más en general :

Proposición 6.8; Sea t e JNn(A(H)) y sea ( por 6.3 ) T e JNn(H) tal que Ï = t,
entonces = <p(T).

Demostración z Sea e > 0 tal que B(0,e) n a(t"'°t") = {0} = B(0,e) n 0(T*’°T'°)para todo

l S k 5 n - l entonces, por las fómulas (6.5) y (6.6), tenemos que p(P¡e¡T:.) = 7;,(t)

(como p es continua se mete en la integral) y por la definición de {5en (6.7), se deduce que

s5“) = so(T) °

En otras palabras, la proposición 6.8 dice que 6 coincide con la definición dada en (6.1),
siempre que se elija un nilpotente similar a un Jordan en p‘1({t}) n Nn(H

Observación 6.9 : i) De las fórmulas (6.5) y (6.6) se deduce que si T e J Nn(H ) entonces
30.-(T)e C*(T) para l 5 i 5 n y, análogamente, para t G JNn(A(H)) , 6.“) G C‘(t) para
l 5 i 5 n.
2) En el caso de A(H), es indispensable usar métodos viables en una C"-álgebra, ya que
A(H) misma no es álgebra de Von Newman y no se puede dar un definición similar a (6.4)
en Nn(A(H)). Además si t G Nn(A(H)) y 0 no es aislado en a(t"°t'°) para cierto l 5 k 5 n,
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entonces para cualquier T e Nn(H) tal que T = t, existe l 5 j S n tal que 0 no es aislado en

0(T*'°T'°) ( proposición 6.3 ) y en tal caso no se verifica, en general, que Pm. Tn G C*(T) para
l 5 h 5 n - l. Por ejemplo, dado un tal T e Nn(H), no es difícil encontrar idempotentes

ortogonales 2 a 2, P1 , P3 , P3 con dim R(P.-) = oo,i = 1,2,3, tales que, para cierto

IS k S n " lv P1+P2 +P3 = PkerT"-* y PJ'PkerT"-*= PkerT"-*PJ' = 1,213) y
P,-T*'°T‘°y T‘kaPJ- son operadores compactos para j = 1,2. Claramente no hay forma de
definir (¡5en este caso.

Abordaremosahora el problema de caracterizar las puntos de continuidad de Prime
ramente :

Proposición 6.10 : Sea t e JNn(A(H)), tal que t"'l + t" QEG(A(H)). Entonces 55no es
continua en t.

Demostración : Sea T E J Nn(H ) tal que T = t. Sabemos que fit) = p(go(T))y además que

Tk’l + T" G G(A(H)). Es fácil, entonces, ver que T í NJNJH) ( por el mismo tipo de
argumento que en la proposición 2.17 y el corolario 2.18 Entonces por la proposición 2.13

ii), si Qu, = gi”) e gif”), tenemos que T e S(Qm)‘. Aplicando el mismo razonamiento
que en la demostración del teorema 5.5 Caso 2 y luego proyectando a A(H), vemos que

ñ no es continua en t, ya gue se obtiene (Jk)keN C JNn(H) y (Wk)kEN C G(H) tales
queWonoWk-1MT y JkïzT perokerJk C ker(WkaW;1) concodimensióninfinita,
luego

llp(Pker(WkaWk-1))- P(Pker1k)“A(H) = 1 V k E N

y la demostración sig-ueigual que la de (5.5) Caso 2 , teniendo en cuenta que

¿(pum = «am y ¿(NWonoWL-lll= pacman/¡In

por la proposición 6.8 o

Proposición 6.11 : Sea T e J Nn(H), entoncesR(T¡) es cerrado l 5 j 5 n y

PMTM") = Tn-kTm—k[(Tn—k+ TthTnn-k + Tic)+ Pl-l

donde P = PkeereR(Tn-h).

Demostración : Sea A = (T""‘ + T‘k)(T"""° + T"). Es claro que A es autoadjunto y
que R(A) es cerrado. En efecto A = T""°T"‘"‘ + T‘kT" cuyos rangos son ortogonales y
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cerrados ya que T e JNn(H) y también T‘ e JNn(H) (a(T’°T"'") = a(T*’°T'°)) y es fácil
ver que R(A) = R(T""‘T"‘"°)_LR(T*"T‘°) es cerrado. Además podemos ver que

kerA = kerT" n ker(T"‘“'°) = kerT" e R(T""°)

y que A + PkerA6 G(H). Entonces P = PMA y

I = (A+ P)(A+ P)“ = T""‘T*""‘(A + P)-l + T"°T’°(A+ P)“ + P(A + P)-l.

Es fácil ver que T""’°T"‘-kP = PT””°T*""'° = 0 , T‘kaP = PT‘kT" = 0 y que
T""‘T*"“" y T‘kT" conmutan con A. Tenemos entonces que

Tn-kTin-k(A +P)—l + Túka(A + P)—l+ P = I

donde los tres sumandos son ortogonales y el producto de dos diferentes da cero.

Se concluyeque T""‘T"""°(A + P)"l es el proyector sobre R(T""‘) o

Corolerio 6.12 : Si T e Nn(H) y T N q,(.°°),entonces, para. l 5 k 5 n —1,

Pkeer = Tn-kyun-kaun-k + Tk)—l(Tn-k + Tük)—l,

y por lo tanto se tienen fórmulas explícitas para go/Su'gm”

Demostración : Si T N qa”), entonces para. l 5 k 5 n —l , ker T" = R(T""‘) y se aplica

la proposición 6.11 o

Recordemos(2.18) que N: = {Q E L(H) : 6"" + 6‘ E G(A(H))}. Llamaremos
NJ N"+= NJ Nn(H) nNJ. Es fácil ver que NJ NJ consiste de aquellosoperadores que son
similares a nilpotentes nice Jordan de la.forma :

n-l n-l
J = (¡5.00)e G6”) con z: oq < oo.

J'=1 J'=l

Lema 6.13 : Sea Q = gi”), entonces

A= {t € Nn(Á(H)) it'H + t’ GG(Á(H))} = ¡JUV-WI)= Sá) ,
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donde su?) es la órbita de similaridadde ó en ¿(5). Más aún, p-l (A)nNn(H) = NJN,,+.

Demostración : Sea t 6 .4, por el teorema 6.1 existe T G Nn(H) tal que T = t. Como

T" = 0, por la proposición 2.17, T e NJ N: y tenemos que .4 C 11(NJIV;L Por otra parte
es fácil ver que si T e N J N: , entonces T e .4, con lo cual tenemos una igualdad.

Si t e 516), entonces si w e G(A(H)) es tal que t = wCÏw‘l y p : A(H) —>L(K) es
una re- presentación fiel unital para cierto espacio de Hilbert separable K, tenemos que

p(t) N 17(5)en ¿(/0 y, como Q"-1 + Q" G G(H) , 17(6)“ + 11(5)‘ G GU‘) y por el lema
2.15, p(t) N N gif”) en L(K) y por lo tanto, usando nuevamenteel lema 2.15, tenemos
que t e .4.

Por último, sea t = T con T e NJNJ , T N J con J = ,(.°°)GF con F e L(Cd) para
cierto d < ooy F en su formade Jordan. Luegot N Ï en A(H); veamosque .ÏE
Sea H1 donde actúa qa”) de J y H2 donde actúa F. Sea U : H1 —>H una isometría

suryectiva y V : H1 ‘—oH la inclusión. Es claro que UV‘JVU” z Q, pero p(UV‘) e
U(A(H))ya quedimHg= d < oo,luegop(J) z p(Q)y ÏE
El hecho de que p“(.4) n N"(H) = NJ NJ es consecuenciadirecta de la
proposición 2.17 o

De la proposición 6.10 y el lema 6.13 deducimos que si t e JNn(A(H)) y t e S(p(ql.°°)))

entonces 55no es continua en t. Probaremos a continuación que S (p(q,(¡°'° es exactamente
el conjunto de puntos de continuidad de 5 :

Lema 6.14 : Si t e S (p(q,(.°°))),entonces si recordamos las aplicaciones 7k de 6.6, se tiene
que

7k“) = tn-kttn—k(tún—k+ tk)—l(tn-k + tú)-l ; l S k S n _ l .

Demostración : En principio, por el lema 2.15 y representando al álgebra de Calkin en un

álgebra de operadores en un espacio de Hilbert como en la demostración del lema 6.13, se

tiene que, para l 5 k 5 n —l , t‘"”‘ +t" es inversibleen A(H Por otra parte, por el lema
6.13, podemos tomar T e NJ NJ tal que T = t. Mirando la demostración de la proposición

6.11,comoT""‘+T*“ es de I'i'edholm,lo mismoocurre con A = (Tn-k +T"°)(T"""° +T")
y por lo tanto P = Ph“ = PkerTheRU'n-h)tiene rango finito,para l 5 k 5 n- l. Entonces

7k“) = p(PkerT")

= pan) + tn-kttn—kp(A)-—l

= tn-kttn—k(trm—k+ tk)—l(tn-Ic + tak)—l .
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Teorema 6.15 z El conjunto de puntos de continuidad de 5 z JNn(A(H —>Pn(A(H))
es igual a la órbita de similaridad de p(q,(.°°))en A(H), que es un subconjunto abierto y
denso de Nn(A(H)). Además, si t e S (p(q,(.°°’)),entonces fit) = p((p(T)) para cualquier
T e Nn(H) n¡II-WM)

Demostración z Sea q = p(q,l°°)) y t e S(q), por el lema 6.13, tn‘l + t‘ e G(A(H)) y
además p’1({t}) n Nn(H) C NJNJ C JNn(H). Luego, por la proposición 6.8, si T e
p-lum n MH), entoncesa = pw».
Como por (6.13) S(q) = {t e Nn(A(H)) : tn-1+t* e G(A(H))} que es abierto en Nn(A(H))
y, por lo tanto, también en JNn(A(H)), si t e S(q), se puede encontrar un entorno de t en
JNn(A(H)) tal que la fórmula de 7k , l _<_k 5 n-l es como en el lema 6.14 para s en dicho
entorno, y por lo tanto, 7;, es continua en t , l 5 k 5 n - l. Finalmente, por la fórmula

(6.7), ñ es continua en t. Por la proposición 6.10, se tiene que los puntos de continuidad de
goson exactamentelos t GS
Ya vimos que S(q) es abierta en Nn(A(H)), para ver que es densa, basta aplicar el lema
6.13 y el hecho de que NJNJ es denso en Nn(H) o



7. PROPIEDADES GEOMETRICAS Y TOPOLOGICAS DE LAS ORBITAS DE SIMILARIDAD.

En esta sección aparecerán algunos resultados previos necesarios para el teorema de

caracterización de las órbitas de similaridad que son subvariedades de L(H
Primeramente, resultados y definiciones de geometría diferencial en dimensión infinita. Para

definiciones más precisas y demostraciones, se refiere al lector a [17],[23],[18].

Dados E y F espacios de Banach complejos, U abierto en E y f : U —vF continua,

entonces f es analítica si para cada z E U y V G E existe el límite

df,(V)=¿13W y df,eL(E,F).

Dado X C E diremos que X es subvariedad analítica de E si para. cada 1:0G X, existen

abiertos U y V de E, con 0 G U , zo e V, un difeomorfismo analítico (pu‘v : U -> V tal que

gouy(0) = zo y subespacios cerrados complementarios S y T de E , S e T = E tales que
601w/UnT : Un T —-vV n X es un homeomorfismo, considerando en X la topologia inducida

por E. El espacio tangente a X en zo , TXzo se define por

da(t)
dtTXzo ={ It=0/ a z(-5,5) _’ X) a e Cao) 01(0): 170}

que se identifica naturalmente, con las notaciones anteriores, con d(<puy),o(T). De lo ante
rior se deduce que TX;noes un subespacio cerrado y complementado de E , V zo G X.

En forma análoga al caso de dimensión finita se definen funciones analíticas entre subva

riedades, el teorema de la función inversa sigue siendo válido en estos casos y, en la definición

de sumersión, además de que el rango de la diferencial sea sobre en todo punto, se pide que
el núcleo de la diferencial sea complementado :

kfinición : Si E y F espacios de Banach y X e Y subvariedades analíticas, entonces una
función analítica f : X —>Y es una sumersión si V z e X se verifican :

i) ker df, es complementado en TX,

ii) dj}Ees sobreyectiva.

Un Grupo de Lie-Banach es un grupo topológico G, contenido en un espacio de Banach E,

quei G es subvariedad analítica de E tal que las aplicaciones

GX G-v G ; (21,23) H21.22

G—->G' ; zur-+3"
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son analíticas. El ejemplo principal de grupo de Lie-Banach que utilizaremos aquí es el grupo

de elementos inversibles de un álgebra de Banach y, más específicamente, G(H) C L(H

Dado un grupo de Lie-Banach G y una subvariedad X de un espacio de Banach E, una
acción

t:GXX-»X; (g,z)Hg*z , geG, zeX

(que verifica gl at(gg * z) = (gl * gg) s z y l * 1:= 1:) es analítica si lo es como función entre
dichas variedades. Se llamará transitiva si, dados a:e y en X, existe g e G tal que a:= g t y.

Definición : Dados G y X como antes, diremos que X es un espacio homogéneo bajo la

acción de G, si existe una acción analítica y transitiva ak: G x X —>X y existe 1:0G X tal

que la aplicación

Ilao i gHg’kIO
es una sumersión.

Es bien conocido que si X es un espacio homogéneo bajo G, entonces ¡'30 : G —>X tiene

secciones locales analíticas y, por lo tanto, es abierta. Por las definiciones de subvariedad y de

sumersión deducimos que ker d(1r,o)1y R(d(rzo)1) = TX,0 son subespacios complementados
de los espacios ambientes. Usando el teorema de la función implícita se puede obtener la

recíproca, que enunciaremos sólo en el contexto que nos interesa :

Sean A un álgebra de Banach compleja, A“ el grupo de Lie-Banach analítico de elementos

inversibles de A y a e A. Dada una acción analítica de A-l sobre A definimos

S(a) = {g *a : g e A‘l} , la órbita de a,

1ra:A"l —rS(a) , dada por xa(g) = g aka

y llamemos 6a = ¿(«ah , óa e L(A). Entonces

Teorema 7.1 z S (a) es subvariedad analítica de A y además es un espacio homogéneo bajo
la acción de A“ si y solo si se verifican :

i) 1raes una aplicación abierta

ii) ker 6a es complementado en A

iii) R(óa) es complementado en A.

Demostración : En los párrafos anteriores vimos que las condiciones i),ii) y iii) son necesarias.

Para una demostración completa de la suficiencia ver [23] o

Agregaremos, a continuación, otra condición equivalente al hecho de ser S (a) espacio
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homogéneo bajo la acción de A“ :

Proposición 7.2 : Dado a e A, álgebra de Banach y una acción t de A" sobre A, son
equivalentes :

l) S (a) es subvariedad analítica de A y espacio homogéneo bajo la acción de A"

2) existe un entorno Ua de a y una aplicación analítica wa : Ua —>A“ tal que wa(a) = 1

y wa/uflnsm es una sección local para. 1ra.

Demostración : l)—‘2) Por el teorema 7.1 podemos tomar E1 suplemento de ker 6., y E2 de

R(5.¡) ambos en A. Sea p : E1 e Ea —»A dada por

#(61, 82) = 1ra(<’-XP€1)+€2

Es fácil ver que dpo(e¡,eg) = ¿“(431)+ 62 , y como 6., : E1 —v12(6) es un isomorfismo, por

el teorema. de la función inversa, existen abiertos U C E1 G)E9 , con 0 e U y V C A, con

a G V tales que p : U —>V es un difeomorfismo y MU n El) = V n S(a).

Por otra. parte, si c e U n E1, entonces p(c) = ¡“(exp c). Sea w : U —vA“ , w(e¡,e2) =
exp el y

Wa=V -> A" ; WaU’)= "¡Ou-10)), 6€ V.

Es claro que wa verifica las condiciones de 2).

2)—>l)Probaremos las condiciones i), ii) y iii) del teorema 7.1. La condición i) es clara por
la existencia. de secciones locales.

Verifiquemos que ¿a o ¿(wa)a o a = ¿a o, equivalentemente, ( recordemos que 60 = ¿(wa)a)

¿(1ra° “¡ah/RM.) = 13(5a)'

Fijado b e A, sea a(t) = ¡“(l + tb) , t e (-6,6), para e > 0 tal que 1+ tb e A-l para
te (-e, e). Entonces a'(0) = 6.,(b), 01(0)= a y a(t) e S(a) , t G (-6,6). Por lo tanto

¿(«ao«mom» = ¿(«a owaoa(t))le=o= a'm) = Mb)

Luego ¿a o ¿(wa)a y cima)“ o 6., son operadores idempotentes en L(A) que verifican

ker óa = ker[d(wa)a o 64] ; R(6a) = Rlóa o d(wa)a]

que, por lo tanto, resultan ser cerrados y complementados o

43



Estos resultados se aplicarán para la acción de A“l sobre A dada por

g 1ka = gag‘l y la órbita S (a) coincidirá con la órbita de similaridad de a en A.

A continuación una serie de resultados que conciernen más espcíficamente a la topología

de S (a) y más explícitamente a la propiedad de que 1rasea abierta.

Proposición 7.3 : Sea A un álgebra de Banach, a e A , ¿a e L(A) dada por 6a(b)= ab-ba.
Si la aplicación ¡a : A“ —>S(a) ( dada por raw) = uau‘1 , u e A“ ) es abierta, entonces
E(óa) es cerrado en A.

Demostración : Llamemos E(a) = ker 5,. = {b e A : ba = ab} . E(a) es un subespacio

cerrado, sea por lo tanto p : A —+A/EM la proyección canónica, notaremos 5 = p(b) y

= inf{||b —c|| : c e E(a)}, la norma en 11/50,). Definamos

SazA/E(a)—>A ; 54(E)=óa(c)=ac—ca , ceA/EM.

Es claro que la definición es buena y que 12(50)= E(óa). Por lo tanto basta probar que 5‘,
es acotada inferiormente.

Sea (cn)neN C A tal que ||E,.|| = l y 5405,.)= 60(cn) m0. Sea (bn),.eN C A tal que
Enzñny ||an| <2, VnEN. SeaAGCtalque I1\|> 2. Entonceslan-AGA" , VnGN

y b

"(bn- A)'1||=|)‘| “(1- 7")"‘Il
bull 1Il _

SIAI(1- IA
= (I A I -IIanI)‘1

<(|A|—2)-1.
Por lo tanto

llt - (bn- AW»; - ¡Y'II S |I5a(bn- 1‘)Illl(bn- ¿WII S [(l1‘| -2)"1I|5a(6n)|| m0

Corno suponemos que 1raes abierta, podemos encontrar una sucesión (wn)neN C A“ tal
que «¿(13n—Á)= raw”) y además “wn—1||m0. entonces w;1(b,. —Á)G E(a) , Vn e N
y por lo tanto

1= IIEnII= IIS» —¡II

É “(bn- A)_ w510»-
s Ilbn- AIIIIwJ‘-1II

s (2+ I A I)IIw.:l —III me0
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lo que es absurdo. Luego 54 es acotado inferiormente y R(óa) es cerrado o

Introduciremos, ahora, el módulo mínimo reducido de C. Apostol:

Sea X espacio de Banach, T G L(X). Definimos

_ iní{||T(:I:)|| : d(z,kerT) = l} T 960

7m ‘ { o T = o.

Observación 7.5 : '1(T) > 0 <=>R(T) es cerrado .

Demostración: '1(T) > 0 sii inf"¿Hd > 0, donde T : X/¡"T —>X está.definida por
T(í) = T(z) para. cierto z G X tal que [211m1= EE.Por lo tanto '1(T) > 0 sii T es acotado

inferiormente sii R(T) = R(T) es cerrado o

Lema 7.6 z i) 1‘, = {A E L(X) :7(A) 2 e} es cerrado en L(X)
ii) Si U e G(H), A G L(H) entonces7(UAU‘1)ZIIUII’1||U_1||‘1'1(T).

Demostración : Para probar i), dado A E L(H), consideremos A‘ E L(X*), donde X * es el

dual de X y A’ el operador adjunto de A, A*(<p)(z)= go(A(a:)),para z e X , soe X".

Es fácil ver que 7(A) = 7(A*). Por lo tanto, dada una sucesión (An)nEN C PAX) tal que

||A —An“ "¿990, probaremos que '7(A‘) 2 e.

Seap E X‘ y (panes: C X" talesqueso-pn e kerA; y 5 tft-1d“),ker21;).Tenemos
entonces que

"Am" 2 eduomema)2 finger”.
Como V n e N “son” S 2||cp||, usando que la bola en X" es débilmente compacta, existe
d;e X" y una subsucesión(gonna: tal que gonk(z)mtflz) , Vz e X. Por lo tanto

IIÁ‘(s0)II= lïm IlÁákW)"k-voo

=¿"emanan
2 lim 5"“

k-ooo n]; + l

= SIM“.

Además, una simple cuenta prueba. que go—'li E ker A" y entonces

“Sony.”

IIA‘(so)II2 sw" = “(www = edo»,kern

Esto pasa para toda gpE X", luego '7(A*) 2 e.

Para probar ii), dado U e G(H), veremos que '1(UT) 2 ||U“||“'1(T) V T G L(H). En
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efecto, ker UT = ker T, si ¿(3, ker T) = d(a:,ker UT) = l, entonces

IIUTZII2 ¡IU-III’IIIU'1T2H

Por otra parte VV e G’(H) , '7(TV) 2 ||V‘1||“17(T) ya que como ker TV = V“1(ker T), si
d(:z:,V’l ker T) = l, entonces d(V1:,kerT) 2 III/"1”"l y por lo tanto
||TV1=||2 ||V'1||_17(T). Con ambas desigualdades obtenemos ii) o

Definición 7.7 : Dados r G R_>_¡y T e L(H), llamaremos :

i) (MH) = {U G GUI) =IIUIIIIU"|| < r}

S..(T) = ‘KT(G,-(H))= {UTU"l : U G G..(H)}

Sap(T)= UrEszsr(T)_

iv [T] = {A E L(H) : A_._.T y T__.Aum nm

ii)

111)

)

Lema 7.8 : Sea T e L(H) y L E Sa,,(T), entonces si R(ór) es cerrado, R(6L) es también
cerrado.

Demostración : Supongamos que L G S,(T)‘ para cierto r > l y sea (Wn)neN C G,(H)

tal que ||L —WnTW;‘|| m0. Definamos, para W e G(H) adw : L(H) —>L(H) dada

por adn/(A) = WAW". Se tiene que adw e G(L(H)) , ównTwnq = adwn o 6T o dawn-1y
||adw||= Porellema7.6ii),

7051) '1(5T)

“MNK” 2 Hadwnlllladwfl“Z r2

ya que Wu e G,(H) para todo n E N.
Si R(6T) es cerrado, por la observación 7.5, '1(6T) > 0. Pongamos 7(óT) = e, entonces

¿wnTw'ïl e Pá(L(H)) y por el lema 7.6 i), resulta que 6L E Pá(L(H)), luego R(6L) es
cerrado o

Lema 7.9: Sea T e L(H) y T e T G L(H e H) , entences '7(6T)> 0 =>7(6T0T) > 0.

Demostración : El resultado se obtiene fácilmente teniendo en cuenta la observación 7.5 y

que, si representamos matricialmente los operadores de L(H e H), tenemos qur

:>=(:::2;2:83):
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Proposición 7.10 z Sea T e L(H). Si R(6T) es cerrado, entonces V r 2 l, e > 0 se
verifica que S,(T)‘ C Sr+,(T).

Demostración : Sea r Z l fijo, L E Sr(T)’ y (Wn)neN C Gr(H) tales que

||L —WnTWn‘lllm0 y además “Wu” 5 JF, ||W,,—1||5 fi ( esto se otiene multiplicando
a W" por escalares complejos ) . Sea e > 0.

Como T e) L e Sap(T e T), por los lemas 7.8 y 7.9, sabemos que como '1(T) > 0 entonces

'1(T e) L) > 0. Sea (Mgmt-N C L(H eaH) dada por

0 W;l _ 0 TW;l - Wn'lL

Ylima-roollóTeban)” 5 filimn-wo lanTWn-l ’ L“ = 0
Como 7(6T9L) > 0, tenemos que ¿(Mm E(T 63L)) "¿'30 y podemos tomar R" E E(T 63L)
tales que HM“—Ru” m0.

Si R" = : ik" , como Rfl e E(T 63 L), se tiene que TB" —BnL = 0 y además

“Bu —W; "" 0. Por lo tanto, para n suficientemente grande, Bu e G(H) y más

aún, como HB"—Wn‘lllm0 y “Wu” S fiVn e N se tiene que “3,71 - Wu” “¿990 y se
puede obtener nl e N tal que, si n 2 nl , B,u e G,+¿(H). Luego L e S,+¿(T) o

Teorema 7.11 : Sea T e L(H) tal que FT : G(H) —oS(T) es abierta, enonces [T] = S(T).

Demostración : Supongamos que existe B E [T] —S Sea.(Bafles: C S(B) tal que
HT - Bull m0. Sea (Tn,k)keN.nEN C S(T) tal que “Bu —TMC“'H—°°v0Vn e N y sea

(Wn'k)nen,keN C G(H) tal que ka = WnlkTWn-‘¡lr
Como Bn N B, Bn e S(T), por las proposiciones 7.3 y 7.10, tenemos que Bn é S,(T)_
paraningúnr21,n€N.
En particular B" í SAT)“. Por lo tanto podemos encontrar kn G N tal que k Z kn á

Tn‘k 9€5,.(T). Sean hn 2 kn tales que ||B,. —Tn'hll < í si h 2 hn, entonces

IIT—TN." IIs IIT—Bull + me.
l
n

Pero G2(H) es un entorno de I en G(H) y Tn‘hn gÉ1rT(Gg(H)) para n Z 2. En tal caso r1
no sería abierta o

47



El teorema que sigue, del que se omite demostración, es el que permite restringirse a

los operadores similares a nice Jordans para el estudio de las propiedades geométricas de la
órbita de similaridad.

Teorema 7.12 : Sea T e L(H) tal que [T] = S(T), entonces T es similar a un nice Jordan.

Remitimos a [6, Corolario 9.37 ] para ver una demostración. El camino utilizado es el de
aplicar los teoremas centrales de caracterización de las clausuras de órbitas de similaridad
de operadores en base a propiedades espectrales, de indice y algebráicas o espaciales y la

construcción sistemática de contraejemplos a la igualdad [T] = .S'(T) en todos los casos des
favorables. Primero para operadores no esencialmente algebráicos y luego los distintos tipos

de operadores esencialmente nilpotentes ([6, Apéndice 2.19). Por ejemplo, en la observación
2.14 se observa que este es el caso para los nilpotentes de Jordan, pero no nice Jordan.

Este resultado fue obtenido por L.Fialkow y D.A.Herrero y solamente está publicado

en el libro mencionado. Omitiremos la demostración por ser ésta demasiado extensa para
este trabajo.

Proposición 7.13 z Sea T e L(H), si S(T) es localmente cerrada, entonces [T]= S(T).

Demostración: Seae > 0 tal que B(T,e)’ nS(T)- C S(T). SeanA GS(T)‘ y (Afina: C
S(A) tales que “An - TI] m0. Como Vn G N, An G S(T)‘; para n suficientemente
grande, An e S(T), luego A e S(T) y [T]C S La otra inclusiónes clara. o



Teorema 7.14 : Dado T e L(H) y FT zG(H) —>S(T) dada por 1rT(U)= UTU’1 , U e
G(H), entonces cada una de las propiedades :

SV) S (T) es subvariedad analítica de L(H) y 1rTdefine un espacio homogéneo.

SL) ‘KTtiene secciones locales continuas.

AB) «T es abierta.

LC) S (T) es localmente cerrada.

IPI) IT]= sm.

Implica :

BJ) T es similar a un operador nice Jordan.

Además SV) implica todas las demás.

Demostración : Es claro que SV —>SL —>AB.

El teorema 7.11 dice que AB —>[P] y la proposición 7.13 dice que LC -—v[P] . Aplicando el

teorema 7.12 vemos que todas implican NJ.

Lo único que falta ver entonces, es que SV —>LC, lo que es claro o

En la sección siguiente se probará. que NJ —>SV, con lo que quedará establecido el

teorema principal de este trabajo, que es la equivalencia entre todas las propiedades que

aparecen en (7.14).



8. OPERADORES NICE JORDAN.

El propósito de esta sección es probar que si T e L(H) es similar a un nice Jordan,

entonces S (T) es subvariedad analítica de L(H) y 1T : G(H) —iS(T) define un espacio
homogéneo. Para ello se utilzarán las proposiciones 7.1 y 7.2 ; la primera para el caso T
nilpotente y la segunda para el caso general.

Proposición 8.1 : Sea J e L(H) un nilpotente Jordan de orden n, entonces si ¿J : L(H) —>
L(H), dada por 6J(X) = XJ —JX, X e L(H), se verifica que ker 61 y R61 son subespacios
cerrados y complementados.

Demostración : Sea J = qla‘) eqla” 6) .. . e qlf'") , 0 _<_a,- 5 oo. Lamaremos J.- = q‘la" y

H¿ al subespacio de H asociado a J¡, l 5 1'5 n. Sea Hg = ker Jfl e kerJfl'l, l 51' 5 1'.
Es claro que fijado l 5 i 5 n, para cada j se tiene dim H.-_,-= a,°. Podemos suponer entonces

que todos los H.-,-son iguales a un espacio K,- con dim K,- = oz,-y H,- = KF). Sea P,-,_.,-= PHÜ.

y = PH... Entonces P."'JPi’j_1 = H,jJ¡P¡,j_1 = Idm, 2 S S ‘Í, l S í S n y
P¡,¡JPh,k=Osiíaéoi=hyk76j-l.
Con estas descomposiciones podemos representar a los elementos de L(H) como matrices
de dos tipos :

Usando que H = Gallin- obtenemos, dado A e L(H), la representación

A = (A,,.){.",=¡ con An. e L(H., H,)

y usado que H = 63111€“) , obtenemos

T 8

=1 h=1 “m Ár.k;a,h€L(K.,Kr).
n

A =(Arah;51h)r s _ l k, _

Por cálculo matricial directo se observa que, dado B e L(H) y si C = 6J(B), entonces cada
entrada Cn, depende sólo de las entradas del bloque Bm. Entonces bastará estudiar cada
bloque (r, s) de 12(61)y probar que P,[R(6J)]P, es complementado en L(H,,Hr)
Para ilustrar la situación, mostraremos como ejemplo el caso n = 3.
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Si J = gía" 9 qáa’) 9 gy") y B e L(H), entonces la matriz de 6J(B) es de la forma :

' 0 0 -Bn;21 0 -Bu;31 -Bu;32

322;“ B22;21 32232 - 321m B22;31 3:12:32- B21;31 32233 - 32132
0 0 — . 0 —B . —B .

61(3) = 322,21 22,31 22,32

332m 33mm 332m - 331m 332;:51 33232 - 331m 332553- Bansz
3:53:11 333m 3339233231 333m 333m - 332m Bss;33 - Ba2;32

0 0 -Bss;21 0 -Bsa;31 -Bas;32

Fijemos r, 3, l g r,s 5 n y sea m = min r, s. Los operadores Cn. e P,[R(5J)]P. se pueden
caracterizar por las siguientes "ecuaciones lineales” :

Cr,r;s,l = 0

Cr,r—l;s,l + Cr,r;s,2 = 0

Cr,r-2;s,l + Cr,r—l;s,2 + 013110.3= o

Cr,r-m+l;s,l + Cr,r—m+2;s,2+ e-- + Cr,r;s,m = 0

y las entradas anw. pueden elegirse libremente si k < h + r —m o sea k —h < r —m.

Estas m ecuaciones significan que las m primeras diagonales de Cm, empezando desde

abajo, tienen traza nula. Se puede, por lo tanto, exhibir un suplemento MJ para R(6J) :
D = (anmh) e MJ si y sólo si, para cada r,3 se tiene que

a) D,,k;,'h=08ik—h<r—m y

b) Dr,r—i;s,l = Dr,r—í+l;a,2 = -- - = Dr,r;a,í+l Pam tOdO0 S S m _ 1'

Por otra parte, no es difícil verificar que si at : L(H) —+L(H) está dada por *(A) = A‘

( si bien * no es C-ljneal, es un isomorfismo R-lineal y continuo y además manda C

subespacios en C-subespacios ), entonces *(MJ) = ker 6.; y por lo tanto *(R(6J)) es el
suplemento buscado para ker 61 o

Corolario 8.2 2 Dado T e J Nn(H ), entonces R(6T) es cerrado.

Demostración : Si T N J con J de Jordan, por la proposición 8.1 se tiene que R(6J) es
cerrado y por lo tanto 7(6_¡)> 0 ( por la observación 7.5 Si T = UJ U‘1 para cierto U e

G(H), entonces, como en la demostración de (7.8), sabemos que7(61') Z Whó'd'JJ'Hy> 0,
luego 12(61) es cerrado o
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Lema 8.3: SeaT E NJNn(H), entoncesS,(T) = {UTU‘l :||U||||U“|| 5 r, U e G(H)}
es un entorno de T en S(T), para r E R suficientemente grande.

Demostración : Aplicando el teorema 2.30, como T es similar a un operador nilpotente nice

Jordan, entonces S(T) es localmente cerrada. Sea e > 0 tal que B = S(T) n B(0,s)‘ es
cerrado en L(H Entonces B es un espacio métrico completo. Sea Bo = S(T) n B(0,e] =
{A e S(T) : “A —TII < e}. Definamos, para A,C G Bo

f(«4)= Id“, S(T) - li‘oH’l y #(A,C) = IIÁ- C|| + |f(Á) - f(C)l

Por el teorema de Alexandroff, p es una métrica completa en Bo ( si An se acerca al BBO,

entonces f (An) '-"’—°'iooy luego An no puede ser de Cauchy ; es fácil ver que p define una

métrica ) y la identidad es un homeomorfismo con las topologías de las dos métricas.

Como S (T) = UneNSn(T) , tenemos que

Bo = U (Bon SAT”.
nEN

Siendo Bo p-completo, podemos aplicar el teorema de Baire y entonces existe m e N tal que

[Bon S -¡(T)]; tiene interior no vacío ( y por lo tanto contiene una bola con la norma de
L(H), pues las topologías coinciden ). Sea Lo e Bo y ro > 0 tales que B(Lo, ro) C B(T,s)

Y

U = {L e Bo : ||L —Loll < ro} c [Bon S _¡(T)];.

Por otra parte [Bons _¡(T)]; C Bons _¡(T)' (clausura en L(H) conla norma Como
T es similar a un nice Jordan, aplicando el corolario 8.2 y la proposición 7.10, sabemos que

Sm_1(T)‘ C Sm(T) y por lo tanto, U C Bo n Sm(T). Como, en particular, Lo E Sm(T),

sea Woe Gm(H) tal que Lo = WOTWC,‘ly sea V = {L e S(T) : ||L - T|| < Es fácil
ver que WolÍWO‘1C U y por ende V C Sma(T), luego V C S,(T) Vr > m2 o

Proposición 8.4 : Sea T e NJNn(H), entonces la aplicación «T : G(H) —oS(T) es
abierta.

Demostración: Seprobará que dada una sucesión(Wn)neNen G(H) tal que 17(Wn) MT,
entonces se puede encontrar otra sucesión (Un),,€N en G(H) tal que wT(Un) = rT(W,,) y
Unm1 . Claramente, esto implica que 1T es abierta.

Dada la sucesión (Wn)neN C G(H), por el lema 8.3, existe m e N y una sucesión (Vn)neN C
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G(H)ma tal que, para cierto no e N, arg-(Wu)= 1r1-(Vn)si n Z no . Podemos suponer

además que ||Vn|| 5 m y "Vu-1“5 m, Vm e N, luego si n 2 no,

"Tv"- mu s muT- vam-lu = mlIT- MM)“ me.

Como por el corolario 8.2, '7(6T) > 0 y 6T(V,.) "¿'30, se puede encontrar otra sucesión

(Yn)nENC MH) tal que YnT = Ty» Vn E N y “Y”- Vallm0 y, por lo tanto

“YnVn‘l—I|| 5 muy" —vn“ mo => ynvn-l e G(H)

para n grande. Si llamamos U = (Y,.V,f‘)‘l es claro que Un ml y que 1rT(U,.)=
1rT(Wn) . ( Para formalizar, se puede definir Un = W" para los valores de n tales que

Yu 5€G(H) ) °

Este resultado es el que se utilizó en la sección 5 ( corolario 5.4 ) y es el que faltaba

para dotar a S(T) de una estructura de subvariedad analítica de L(H) cuando
T e NJ Nn(H) :

Teorema 8.5 : Dado T e NJ Nn(H ), se verifica que S(T) es subvariedad analítica de L(H)
y «T : G(H) —>S(T) es una sumersión.

Demostración : Es consecuencia del teorema 7.1 y las proposiciones 8.1 y 8.4 o

Observación 8.6: l) Del hecho de que 1ra-sea una sumersión podemos deducir que el

espacio tangente a S (T) en T es

T[S(T)lr = Rldbrrhl = Mar) = {XT —TX =x e Lun}

con la identificaciónnatural que hace que T[S(T)]T C L(H
2) Si fijamos n e N y tomamos Nn(H) = {T e L(H) : T" = 0; T"’l 960} y

n-l

Vn(H)= U S(qjeqám’) ,
J'=0

entonces, por el corolario 2.29 y el teorema 8.5, tenemos que Vn(H) es subvariedad anlítica

de L(H) y es además, abierto y denso en Nn(H) o .
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Sea ahora J un operador nice Jordan no necesariamente nilpotente. Sea a(J) =
{A¡,...,A,} , e > 0 tal que B(Á¡,e)nB(AJ-,e) = 43si í aéj y

U= {T E L(H) :a(T) C ÚB(/\j,e)}.
J'=1

Es claro que U es abierto. Para T E U podemos definir

l .8.7.1 P.-T=—. A-T‘Hu ; 15 g ,( ) () “¿MJ ) a r
el proyector epectral de T en B(Á,-,e). Es claro que las aplicaciones P.- : U —>L(H) son

analíticas. Como 22:1 P¿(J) = I , si definimos

r

(8.7.2) I‘(T) = z: P.-(J)P.-(T) , T e u ,¡:1

podemos encontrar un abierto V C U tal que J e v y I‘(V) C G(H). Luego I‘ : V —vG(H)

está. nice definida. y es analítica.

Lema 8.8 : Con las notaciones anteriores se tiene que si T e V, entonces

P.-(I‘(T)TI‘(T)“) = P.-(J) , 1 5 i 5 r.

Demostración z Por la definición de I‘ deducimos que

I‘(T)P.-(T) = P,-(J)I‘(T) , l 5 í _<_r .

Si observamos que dado W E G(H) y T e U, P,-(WTW“1) = WP.-(T)W", obtenemos la
igualdad buscada o

Observación 8.9 z Con las notaciones anteriores, dado T e S (J) tal que P.-(T) = P.-(J)
y dado U e G(H) tal que T = UJU“, entonces U es ”diagonal” respecto a los P.-(J), es
decir,

P.-(J)= P.-(T)= P¿(UJU") = UP.-(J)U“l , 151'5 r,

y porlotantoUR“) = P,-(J)U,15í5 r o
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Teorema 8.10 : Sea J un operador nice Jordan, entonces S(J) es subvariedad analítica
de L(H) y ¡"Tdefine un espacio homogéneosobre S(J

Demostración : Sea

J = ¿Boi + Qí)
¡:1

donde Q¡ = egin?” y, para cada i, l _<_í 5 r se tiene que O5 aj < oo para todoj salvo,
a lo sumo, para uno sólo.

Sea, con las notaciones anteriores, P¡ = P.-(J), H.-= R(P.-), el abierto V y la función I‘ de

(8.7.2). Pomgamos 1P(T)= I‘(T)TI‘(T)’1, para T G V. Por el lema 8.8,

P¡(qp(T))= P.-(J), 15 i g r.
Como cada Q.-es nice Jordan y nilpotente en L(H.-), por el teorema 8.5 y la proposición 7.2 ,

se pueden encontrar abiertos 11.-en L(H.-) con Q.- G 11.-y funciones analíticas ‘r¡ : Ui —>G (11.-),

tales que la restricción de 1.-a S(Q.-) n U.-resulta ser una sección local para 1rq‘.. Achicando

algo el abierto V podemos definir las funciones analíticas

0.-:V-vu.‘ ; 9¡(T)=P.'ú(T)P¡-A¡Pi,lSíSr, TEV,

donde se identifica L(H.-) con P.-L(H)P.-.

Consideremos un : V —>L(H) la composición

0.- 7.- í

V —> 11.- —> G(Hi) H L(H)
n n '

MH) ¿(Hd

Es claro que las aplicaciones un son analíticas y, por lo tanto, lo será

83:V—+L(H) ; ü(T)=Zw¡(T) , TeV.¡:1

Como VT e V , G(T) es ”diagonal’ respecto de P1, . . .,P, y cada entrada de la diagonal
¿Th-(T)E G(H.-), tenemos que G(V) C G(H).

Dado C e Vn S(J), entonces J , MC) y 65(0) son diagonales respecto de los P.', con lo que
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las operaciones entre ellos pueden hacerse cordenada a cordenada. Entonces

U °a(C)=mmm)“

= Z “¡(CXQi+ Ail’ilws'WT'|=l

=Éwcmmcr‘) +MP.¡:1

= +AiPl'
¡:1

= ¿(0).

Si recordamos que 30(0) = I'(C)CI‘(C’)‘l y definimos

w : V -b G(H) ; w(C) = I‘(C)"Ü(C’) , C G V,

obtenemos que es analítica y que w/ynsm es secciónlocalpara n. Aplicando la proposición
7.2 se tiene lo buscado o

Con este teorema tenemos finalmente demostrado el resultado principal de este trabajo :

Teorema 8.11 : Dado T e L(H), son equivalentes :

SV) S (T) es subvariedad analítica de L(H) y ¡"Tdefine un espacio homogéneo.

SL) KT tiene secciones locales continuas.

AB) «T es abierta.

LC) S (T) es localmente cerrada.

[PD [TI = S(T).

)BJ T es similar a un operador nice Jordan.

Demostración : Utilizar los teoremas 7.14 y 8.10 . Lo único que habría que observar es que

sabemos que si J es nice Jordan, enteonces J verifica SV, y por lo tanto es claro que si
T = VJ V‘l para V e G(H), entonces T también verifica SV o

Observación 8.12 z Sea A(H) el álgebra de Calkin de H. En [6, Cap. 16]se demuestra que

si t e A(H), entonces art : G(A(H)) —>S(t), dada por «¿(u) = utu‘l , u e G(A(H)) tiene
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secciones locales sii t es similar a Ï con T E L(H) nice Jordan. Razonando análogamente
a.como hicimos en L(H), se puede demostrar que S(t) es subvariedad analítica de A(H)
sii t N Ï con T nice Jordan y, más aún, es equivalente a. cada una. de las condiciones del

teorema. 8.11, traducidas a.A(H).
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9. ALGUNAS CONSTRUCCIONES EXPLICITAS.

Estudiaremos, en principio, la diferenciabilidad de la aplicación gointroducida en la
sección 4.

Recordamos las definiciomesde Nn(H), NJNn(H) (2.1), go(4.1), P,Ï(H) (4.3) y el módulo

mínimo de Apostol, 7 (7.4).

Sabemos ahora que si T E N J Nn(H ), entonces S (T) es un espacio homogéneo bajo la acción

de G(H Por otro lado, PJ (H) es una unión disjunta de componentes conexas abiertas de
Pn(H), que tiene una rica estructura geométrica estudiada en y [10]. Enunciemos, ahora,
el siguiente resultado de C.Apóstol :

Lema 9.1 z Si B, C e L(H), entonces

I'7(B)- '1(C')lS IIPkerB- fiercII-max{7(3),7(c)} + HB- CII

Demostración : Ver [5, Prop 1.1 (iii)] .

Proposición 9.2 : Sea T G NJNn(H), entonces

so/sm =S(T) -+ HHH)

es una función C°° .

Demostración : Sea A e S Por el teorema 8.5 existe un entorno abierto UA de A en

S (T) y una sección local analítica 3A : UA —>G(H) para «A. Recordando la proposición

4.6, si P = go(A),vemos que

1409: SA=GSnowp :G(H) —>P,Ï(H),

que es C°° por las fórmulas que la definen (3.2). Entonces, desde UA,como

P=3A°1VA°SO=34°SAi

tenemos que goes C°° o

Observación 9.3 : La aplicación go está definida. por una cuestión espacial. La de

mostración de que es C°° invoca a una sección local 3A no explícita. Como utilizaremos a cp,
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justamente, para construir secciones locales explícitas definidas, en realidad, en un entorno

global ( en L(H) ) de cada punto, haremos la siguiente construcción :

Se busca construir, dados T e NJNn(H) y Q e S(T), un abierto de L(H), UQ tal
que Q E UQ y una función C°° :

0QIUQ-’

que satisfaga que

(PQ/S(T)an = 80/S(T)nuq 

Es claro que '1(Q) > 0. Sea p(Q"Q) el radio espectral de Q‘Q y pongamos

Um = {Ne L(H):a(N*N)c {ze C: |z| < #w

2 t
U{ze C: ¿12(0) < Izl < 2p(Q Q)}}

Ul‘Q es abierto en L(H) y Q e 111,0. Tomemos U¡,Q = UI‘QI'l 5 í S n —l y

n-l

vo = m U.',Q.¡:1

Usando el lema 9.1 y la continuidad de gti/S(T) podemos ver que existe un abierto UQ C VQ

tal quesi N e UQñS(T), entonces72(N‘)> ,para l 5 i 5 n- l. Sea,para A GUQ
ylSíSn-l:

lI' __ _ si i-l
(9.4) nQ(A)_2m. A A A) dA.Á=€C=|=|=7’(Q‘)/3}(

ná? está. bien definida y es C°° en Uq. Además, si N e S (T) ñ UQ, entonces

"¿(N) = R{0}(N“.Ni)= PkerN‘ i IS í S "-1

yaquea(N*‘N‘)n{zEC: |z|< =
Podemos, entonces, definir :

(9.5) <I>q= (ná, ná - "¿w-,06" - '73-“ —'15”)

Claramente, <I>Qes C°° en UQ y

Qq/sumuq = So/S(T)an 0
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Esto brinda otra demostración de que (p es C"lo en S(T) si T G NJNn(H), pero,

además, las fórmulas (9.4) y (9.5) dan una. expresión más explícita. que la definición (4.1).

A continuación construiremos una expresión "explícita" de una sección local C°° para

«T : G(H) —¡S(T), siempre que T e NJNn(H) ( no es analítica por no serlo p, ya que
en su definición aprece la aplicación A H A", y además Pn(H) es subvariedad C°° y no

analítica Teniendo en cuenta la.demostración del teorema 8.10, esto brindará expresiones
explícitas para. operadores nice Jordan no nilpotentes.

Sea J E JNn(H), más aún, J de Jordan:

J=ai°" 634%”)Glued“) ; 05 ai s oo.
Usaremos las mismas notaciones que en la.demostración de la peoposición 8.1 : J.- , H¡ ,

Hifi; Pia", 
Se tiene que J(H.-‘J-)= H.-,J-_1,1 S í g n, l< j S i. Dado T e L(H), sea

=P¡'¡ + P23+ TPg'gJ‘l-i
+ P3.3+ TPa‘aJ“ + TQP3'3Jú'i'

(9'6) + Pn-l,n—l + --- + Tn—2Pn-l.n—lJlm_l+

+ Pn’n + o.a + Tn_1Pn’nJ*n_1-=
n i-l

= z: TJ'Pi‘iJn'.
¡:1 j=0

Esta fórmula puede reescribirse en forma algo más corta :
n {-1

U(T)= Tij-J“
t; j=0

___z TjR'thí

(9.7) = Tï( P.-.-)J*J'’



En efecto, R(J) = H2,1@H3‘19H3,29oo.GHMGB.. oeHnm-1 luego R(J)'L = R(E?=1PÍJ)'
Por otra parte, R(J*1') = (ker JJ')-L y entonces, si í 5 j , P.-,.-J"'J'= 0. Por último, como J

es de Jordan, entoncesJJ” = PR“) y por lo tanto, PR“); = I —JJ".

Proposición 9.8 : Con las notaciones anteriores, si J e J Nn(H ) es de Jordan, T G S(J)
y p(T) = p(J), entonces

U(T).J = T.U(T).

Además U(J) = I y por lo tanto, si T está cerca de J, se tiene que U(T) G G(H).

Demostración : Calculemos T.U(T) :

n i-l

(9.9) T.U(T) = z z TJ'P.-,.-J*1'-1í=lj=l

ya que R(P.-,.') C H.- C kerJ‘ = ker T‘ => T‘Pm- = 0 ; l 5 i 5 n. Por otro lado,

i la

(9.10) U(T).J = [ TJ'P¿,.-J*J'-1]J*J
2:1o. ¡

ya que R(P.-,,-)C RU)l =>P,-,,-J= 0, 1 5 i 5 n. Por otra parte

n

J*J=PR(J-)=I-Pk J=I— Pi,“er g
entonces

(9.11) j > 1=>P.-¿J*J = pu, 1g í 5 n.

Veamos que P.-¿J"‘ = P.¡.-J“"P,-,,-_hpara 0 S h S i —l. En efecto :

0 si j<hhH..= —
J( "1) {HM-h si h<j5i—l =>

H.‘ ' h si h < Í —jJlth _ = ,J'i' _
(M) { o si h>i—j.

Luego J “(IL-¿4) = H“ y J *h(H,,k) C Hfi en cualquier otro caso. Deducimosque

Peor" = Pur”; Pch)= PiJJ‘hPiJ-hr)
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siOShSi-l,osea,sii-h21. Usando(9.11),sií—h22,entonces

Pai-¡"h= PiJ-thiJ-h = P¡.¡J"‘Pi.i—hJ‘-Ï= Pis-¡“JV 

Si observamos que en la igualdad (9.10), los exponentes de J * no son, en ningún sumando,
mayores que i- 2, llegamos a que (9.9) es igual que (9.10) y por lo tanto, T.U(T) = U(T).J.
El hecho de que U(J ) = I es de verificación directa o

Observaciones 9.11 z l) En el caso de que J = gif”) , entonces

n-l ‘ _
U(T) = TJ<¡;vn(J)J‘J .

Mirando la demostración de la proposición 9.8, es claro que, en este caso, la hipótesis

go(T)= go(J) no es necesaria para que T.U(T) = U(T).J . Luego, en este caso, U define una

sección local polinómica para 1m, muy similar a la obtenida por L.Fialkow en [13].

2) Si seguimos suponiendo que J = gif”), se puede demostrar por simple cálculo que si

90(T)= p(J) = (P¡,...,Pn) = P , entoncesU(T) e G(H).
PongamosGp = {V e G(H) : V(kerJ’°) = kerJ", k = l,...,n- l} . Es claro que
U(T) E Gp.

Gp es un grupo de Lie-Banach y actúa sobre go"(P), que es una subvariedad C°°. Luego

el fibrado ( y espacio homogéneo C°° )

fJ/Gp ¡GP -' WIU’)

tiene una sección global C°°.

Volviendo al caso de J nice Jordan nilpotente de orden n, sabemos que go: S (J) —>

HHH) es C°° y podemos definir, para T e S(J) :

a(T)=)::soi(T)soi(J) ,

de tal forma que si T está. cerca de J, entonces a(T) 6 G(H).
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Lema 9.12 : Si J e Nu y es nice Jordan, T e S(J) y a(T) e G(H), entonces

P(a(T)_’T°t(T)) = PU) 

Demostración : Considerando el diagrama conmutativo (4.6), podemos ver que

90(0(T)-1T0(T)) = P(FT(0(T)_1))

= GSn(TP(°t(T)_l))

= GSn(a(T)"íPi(T)a(T), --'!a(T)—lion(T)a(T))

= GSn(iol(J)! ' ' ' sWW”

= go“) o

Ahora podemos computar secciones locales para 1m cuando J es un nilpotente nice
Jordan de orden n z

Sea. v un abierto en L(H), con J e V , tal que (DJ ( de (9.5) ) está bien definida y es C°°
en V, y tal que si T e V, entonces

a

(9-13) MT) = (QJ)i(T)(‘I>J)i(J) 6 G(H)
.

y si U es la aplicación definida en (9.6),

U(E(T)’¡.T.5(T)) G G(H) .

Teorema 9.14 z Sea J e Nn(H) y más aún, J nice Jordan, entonces, con las definiciones
anteriores, la función w : V —+G(H) dada por : dado T e V,

w(T) = 5(T).U[5(T)‘1.T.5(T)]
n-l n

= z T’[Z(‘I>J)i(T)soi(J)l(I—ww"
¡:0 .=1

es C°° y verifica que

U/yns(1):v05(J)->

es secciónlocal para «J :G(H) —+S(J), «J(V) = VJV“.
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Demostración : Que la definición es buena surge de la.elección del abierto V. Que w es C°°

resulta de que en (9.3) vimos que (DJlo es, luego también 5, por (9.13) y el hecho de que U

es polinómica. La verificación de que si T e v ñ S (J), entonces

n(w(T)) = T

se reduce a tener en cuenta el lema.9.12, la.proposición 9.8 y el hecho de que en v n S(J ),

w(T) = a(T).U[a(T)‘1.T.a(T)]

por la.observación 9.3 o

Observación 9.15 : En la observación 8.12 vimos que en el álgebra de Calkin A(H), dado

t E A(H), existe T e L(H) nice Jordan con T = t si y sólo si 11'.:G(A(H)) —>S(t) define
un espacio homogéneo analítico, y en tal caso tiene secciones polinómicas. Si t es también

nilpotente, en (6.7) se definió

es=sm -»ww»

la análoga. a goen A(H) y podemos definir también, si GU) = P,

¿En =1mm» —»¿(«En y

í; : G(A(H)) _. P..(A(H))

en forma. natural ( 61:97,se puede definir con las mismas fórmulas que en (3.2) Se obtiene

el siguiente diagrama conmutativo, análogo a (4.7), entre espacios homogéneos :

(t)S/
G(A(H)) SA; r Pn(A(H))

1rp 557,

'62

In(A(H))
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donde n y 1rp son analíticos y «Z, 6'79; y 3; son C°° ( el hecho de que {5sea C°° se deduce

de las fórmulas (6.14) y (6.7) ).

Corolario 9.16 : Sea J e Nn(H) tal que J es Jordan pero no es similar a un nice Jordan,
entonces

s0=S(J) —+PMI)

no es continua.

Demostración : En la construcción de la sección local w del teorema 9.14, solo se usó que

J fuese Jordan ( proposición 9.8 ) y que go: S (J) —>PJ (H) es continua. Por lo tanto, si
suponemos esto último, se podría construir una sección local, al menos continua, para J no
similar a un nice Jordan, lo que contradice el teorema 8.11 o

En la sección 5. se planteó el problema de caracterizar los T e Nn(H) tales que sea/S(T)

es continua. El resultado anterior y el corolario 5.4 (T e N J Nn(H ) :> 10/S(T) es continua)
sugieren la siguiente :

Corúetura 9.17 : Dado T G Nn(H), son equivalentes :

i) go: S(T) —>P,‘,"(H) es continua .

ii) T e NJN,.(H) .

El problema es el caso T e Nn(H) —J Nn(H ) donde no he conseguido contraejemplos
salvo en el caso n = 2:

Proposición 9.18 : Sea T e N2(H) - JN2(H). Entonces9/5”) no es continua.

Demostración : Por el teorema 2.4, se tiene que T 5€J N2(H ) 4-; R(T) no es cerrado.

Sea, entonces, T E N2(H) tal que R(T) no es cerrdo. Sean 30(T) = P = (P¡,P2), H1 =
kerT = R(P1)y H2 = kerTL = R(Pz).
Como R(T) no es cerrado, se tiene que cero es punto de acumulación de a(|T|) —{0} ( |T| =

(T‘T)5 Sean, para n e N , Q" = R(o‘l/n)(|T|). Es fácil ver que dimH1 = dim H2 = oo
y además, Vn e N , dim R(Qn) = oo.
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Sean, entonces, Vn , Wn subespacios cerrados tales que dimVn = dimW = oo y VnLW =

R(Qn) Vn e N. Como |T| es acotado inferiormente en H2 e R(Qn), deducimos que
T(H2 e R(Q,,)) es cerrado y es fácil ver que dim[H¡ e T(H2 e R(Qn))] = oo.

Sean, finalmente, Un e U(H) ( es decir, unitarios ) tales que

i) Un/nazenmnn = ¡d (á Uá/Twzemenn = 1d ).

UnÍHle T(H26 = [H19 T(H2e GBVn
(á U;([H1 9 T(H2 9 R(Qn))] 69Vu) = H1 9 T(H2 9 R(Qn)) ).

iii) Un(R(Qn)) = Wn (=>U;(W,,) = WnLVn = R(Q,.)

iv) Un/Hzemn) = Id (=>Uá/HzeRmn) = 1d).

Veremos que

a) Un.T.U,'{ ""—°9T.

b) Vn E N , kerT C ker(U,,.T.U,:), pero no son iguales.

En efecto, dado z E Hcon = l, sea z = 171+22+23+I4 con 1:1e H1, 2:2G Vn, 23 e Wn
yZ4EH2e
Es claro que Vn e N, T(zl) = UnTU;(zl) = 0 ya que U,",'(H1)C H1.
SeaT = U|T| la descomposiciónpolar,entonces = Vye H. Luegosi
y e Rm") y IIyIIs 1, se tiene que

HTM“ = IIUITIQn(!/)|I S HITIQn(y)|I S IlITIQn” = “fn(ITI)“

donde fn :0(|T|) —>R esta dada por f,,(a) = a.R(0'¡/,,)(a). Entonces

1

||T(y)II S suP{Ifn(a)| =a G 0(ITI)} S ;.

Ahora, como U;(Vn) C H1 y “1:2” 5 1, tenemos que

. ,, . 1

“(UnTUn - T)(22)|| = ||T(22)|I S 5 

Además ||z3|| 5 1 y, como U;(Wn) C R(Qn), tenemos

Ü Ü 2

“(UnTUn- T)(23)|| S ||T(Un(Ia))|| + ||T(Ia)|| S 5 

Finalmente, como U;/,,,eR(Qn) = Id y 24 G H2 e R(Q,,),

“(UnTUJ - T)(I4)|I = IIUnT(24)- T(174)||= “(Un - 1)T(24)I| = 0
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ya que T(z4) e T(H2 9 R(Qn)) y la condición
Resumiendo,si a:e H y = l, entonces

II(UnTU:.—mz)“ s É á IIUnTU:—Tu me

y tenemos (a). Para terminar, por la definición de los Un,

ker UnTU; = Un(kerT) = Un(H1) = H1 9V"

y por lo tanto,

IIPkerUan; - Pkerrll = lvanII =1 , Vn GN

y entonces p : S(T) —>P; (H) no puede ser continua o

Para finalizar este trabajo, enfocaremos el problema del levantamiento "explícito” de
curvas C°'°

(9.19) p =[0,1] -* S (T) ; p(0) = T

para T N J = gif”) , en el sentido de encontrar I‘ : [0,1] —>G(H) C°° tal que

fl’To I‘ = p , es decir, I‘(t)TI‘(t)’l = p(t) , te [0,1] y I‘(0) = I.
La existencia de levantamiento está garantizada por ser

1rT :G(H) —>S(T)

un espacio homogéneo analítico. Lo que se hará es tratar de computar una levantada a

curvas de tipo (9.19), aplicando los resultados de Corach-Porta-Recht sobre conexiones en
el fibrado

‘I’p : U(H) —>P,,(H)

donde P e Pn(H) y wp(U)= UPU" = (UP1U*,...,UP,.U*).
Sea, entonces, p : [0,1] —vS(T) como en (9.19). Sea

(9-20) a =[0,1] -> Pn(H) , a“) = s0(p(t)), te [0,1]

Es claro que a es también C°'°. Sea I‘ la solución del sistema de ecuaciones diferenciales

. n

P = ( á.-a.-)I‘
:1

me):1.
(9.21)
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Entonces I‘ verifica (ver [9] o [10])

l) I‘(t)c:zk(0)I‘(t)‘1= ak(t) , 1 5 k 5 n.

2) Para todo t e [0,1] , I‘(t)* = I‘(t)“l , es decir, I‘(t) e U(H) .

Sea Q 6 U(J) = {UJU‘ : U e U(H)}, o sea Q z (133°)tal que 90(Q) = go(T) ( es fácil ver

que un tal Q se puede encontrar ) y sea 3: [0,1] —>S (J) dada por

(9.22) mt)= rumor = mart» ; te [0,1].

Entonces ïí([0, 1]) C U(J) , es decir, EU) '_Vqa”) Vt e [0,1]. Luego

90070)) = S0(1TQ(Ï‘(Í)))= 5P(Ï‘(t)) = I‘(t)0!(0)Ï‘(t)'l = G(t) = s0(P(t))

y, aplicando la observación 9.11 (2), se tiene que

Up.o(t)=2P(t)kan(t)ï(t)‘k€G(H) Wenn y
k=0

Um(tlíoltlUmcz(t)’l = PU) 

Es claro, además, que Up'q : [0,1] —>G(H) es C°°. Definamos R : [0,1] —>G(H) dada por

(9-23) RU)=Up,o(t)1‘(t)Üp.o(0)" , t€[0,1]'

Claramente R es C°° y

¡“WWW-l = Up.o(t)P(t)QÏ‘tl'lUp.C.)(t)'1

= mQUWUWmdfl-l

= p(t) .

Es decir que R es una levantada C°° de p hacia G(H) y

12(0)= Up.o(o)r(o)vp.q(o)-‘ = I.

El problema es que R depende de la elección de Q z gif”) tal que <p(Q)= p(T) = 01(0).

Veremos a continuación que, en realidad, R no depende de la elección de Q. Lo haremos

viendo que en cada término de la fórmula (9.23), las cosas que dependen de Q desaparecen,
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con lo cual R solo dependerá de los valores de p . En efecto, = I‘_(t)QI‘(t)"=>HU)" =
PltlQTÜY á 50)“ = P(t)Q"Ï‘(t)' , í e N , te [0,1].Luego

Uma) = p paranuw)“
aI

ac.|Hb-O

p(t)‘an(t)T(t)Q"I‘(t)‘ 

Entonces Mi

=Z p(t)ian(t)r(t)q*í) te lo! '
Por otro lado, por la definición de I‘ , an(t)I‘(t) = I‘(t)an(0), entonces

mama) = p(t)‘r<t)an(o)c2**,

y por lo tanto,

(9.24) Ra) =Ï:P(t)‘1‘(t)an(0)Q“Up.a(0)"

Llamemos P.- = a.-(0). Para ver que R no depende de Q bastaría ver que cada término

PRQ“ p‘Q(O)‘1 , 0 S í 5 n —l ( que no depende de t ) es independiente del Q elegido.

SeaUM = ¡:3 Q‘PnT“ = zyggmpnqu = Up,Q(0)*.LuegoUm e G(H).
Por un razonamiento similar a varios anteriores se llega a que PnQ""Q" 960 4=>i = j y en

tal caso Q*‘Q‘= Puno); =>PnQ"Q" = Pn para 0 5 i 5 n —l. Entonces

n-l ‘ ‘ n-l . .

Up’Q(0).UQ,T= Z T‘PnQ“. Z: Qi'PnT"J¡:0 1:0
n-l . u u n

= Z T'P,,Q“Q1P,,T‘J
i,j=0
n-l _ .

= z T‘PnT“ e G(H)¡:0

y, claramente, no depende de Q. Sea, entonces VT= [22:01 T‘Pn T“]‘1. Tenemos que

(Up.cz(0))’l = UQ.T-VT 
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Volviendo a lo anterior, P,.Q"‘U,,.g;(0)"l = PnQ‘¡UQ,TVTy bastaría ver que PnQ*‘Uq,T no
depende de Q ( VT depende solo _deT = p(0) En efecto,

n-l
PthÍUQJ.= anu' z: ijnToj =-PthíqunTtí = PnTet'

1:0

y, finalmente, podemos decir que la levantada

RU) = Up.o(t)P(t)Up,o(0)"

= [uz-3p(t)‘I‘(t)P,.T“].(Ï TJ'PnT‘J')‘l¡:0 1:0

es C°° y no depende del Q elegido o
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