
Di r ecci ó n:Di r ecci ó n:  Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :Co nta cto :  digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Objetos inyectivos en álgebras deObjetos inyectivos en álgebras de
la lógicala lógica

Gluschankof, Daniel A.

1989

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Gluschankof, Daniel A.. (1989). Objetos inyectivos en álgebras de la lógica. Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2189_Gluschankof.pdf

Cita tipo Chicago:
Gluschankof, Daniel A.. "Objetos inyectivos en álgebras de la lógica". Tesis de Doctor. Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1989.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2189_Gluschankof.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2189_Gluschankof.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2189_Gluschankof.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


UHÍVCI'SÍLIZKIdc Bucnus Aircs

lïzu'ullud dv (‘icncius Íïxuclus y Nulurulcs

Título

OBJI'É'I‘OSINYI‘ÍCI'IVUS liN ALGEBRAS Dlí LA l,()(il(‘/\

Aulur: ,‘unicl A. (¡1115111101ka

Dirccmr: Rubcrm l..().( 'llgnuli

Lugar (k' 'l'rubujo: Deparlmm'ulo dc Malwmílícus, Facultad du (.‘¡cm'iusI;'.\'aclus_\'
Natura/av, Univw'xulmldc Buenos A¡rex

'l'csis pum upmr por cl lílulu dc Doctor cn Ciencias Malcmzizicus

3.159

¿dsp?
Mar/.0

¡989



INDICE

l. lníruducrión l

2. De! teorema de Ilathinnuch nl ¡mimna ¡Ecelccria’m

2.! Enuncindm y l‘ucrm rclulim dc Im Icmrnnx‘ h'

2.2 El lcorcmu dc llulln-Bunuch pum gl tipos ' ' 7

2.3 lil tcorcmu dc cxlcnsión dc Siktfl’nkiy Lainlcgrul hunlc'm'l |.‘.

3. lnyccliviclud y cl Icnrcmn dcl ¡(lcul primo ......... Ih

ll Lógicac|;í.\i\.|:cl (¿no dc las ¡ilgrlmu (lc Hnulc |7

.12 lógica intuicinnixhl: ¿ílychrus(lcduclímx) dc llilhcrl I.\'
3.2.1 DcÍuuciuncs IN

3.2.2 ¡Ellcnl'cnm (ch sislcmu tluiuyliwn nrn'im'll ¿(I

3.2.3 Ohjclus in_\ccli\n.\ ..... 3h

3.3 Lógica pnlimlcnlc .7"

3.3.] Ruulludus pura los msm linilu-vulcnlcs: ¡ilgchrns dc I’m! y dc Lukusicwiu ............... .3"
3.3.2 ( lun illÍilliln vnlcnlc: las :¡lgchrns (lc Wujshcrg H

Dvlinicinnn .¡1
3.32.2 líl lcurcmu dcl aislcmu dcduclivu muximul..................

3.3.2.}Uhjclm inwrlivm
3.3.3 Alyclnus ¡lc I'usl ¿:cuuulimdns

3.4 Resumen y t'UllCllhiulH‘x

4. Rcfcrvnciw ..............

¡YIndice dc umnhrc.‘



INTRODUCCION

l IN'I'R()I)U(‘(ÏI()N

lil algebra de la logica se puede considerar que eornien/a con el lrabajo de 'l";u>ki de 1935 |5o|_
donde .se inlroduee, por primera vez el algebra de las fórmulas la que, considerando el eoeienle por medio de
la relación de equivalencia ener enunciados dani orian a la llamada álgebra de Lindeuhaum o |.imlenhaum
Tahiti del ealeulo proposicional.

lïl mecanismo empleado por 'I‘arski produce. para el easo del uileulo pmposieioual elairaeo. las
algehrus de Boole. Se pueden delernrinar diversos tipos de lógicas que admilen una (al algehri/aeion (ver [9| y
|40|). Sin embargo, en esle lrabajo eousideraremos lan sólo la lógica clásica. la iuluieionisla y eierlas lógicas
polivaleules y, a partir de ellas, sus nlgebriraeiones: ¡ílgebras de Boole para el primer cam. ¡ilgehras de
lleylíng, Hilbert. Tarskí. ele., para el segundo y álgebras de Luknsiewiez. Post, Wajsberg y MV
lmullivaleulus) para el lereero.

lin las ¡ilgebras de Hoole, analoganienle al easo de los anillos, se eonoee un teorema de exlenx'ion de
ideales (leorema del ideal primo - TIP) (ver |55|). así como la earaelerivaeic'm de los objelos iuyeelivos (ver
|54|). Uno de los ohjelivos de este lrahajo es el eneomrar los Ieoreruas análogos para las :ilgehras
eorrespondienles u las lógicas no clásicas arriha mencionadas.

Por olru parlc. es conocido que. en general. los leoremas de exleusion son imlependienles de los
axiomas (wnslruelivos) de la leoríu de conjuntos, por ejemplo la de Zerme.o-l'-'raenkel (ZF) (ver [7]). Más
espeCÍÍiCíHllcnlC,se conoee una jerarquía de leoremas de extensión: Axioma de eleneióu (AE), Teorema de
exleusión de Sikorski (TES), Tll’. Teorema de Hahn-Banueh (HB). Considerando que TES y TIP se
corresponden, la el caso de las álgelrras de Boolc con lu caraeleri'lgu'ión de los uhjclus iuyeelivos y la
cxlcnhión de ideales respeelivumcnle. se consideró como fundamenlal, en este lruhajo. delermiuar cuales
eran los.leoremas análogos en las clases de álgebras de lógicas no clásicas aludiadas y :surelacion eon los dos
leoremas clasicos arriba mencionados. la respuesla, que es el núcleo de esla 'l'esix‘y apareee en é 3 es que.
en el mareo de XF. ambas lernas de leoreuras análogos son equivalentes.

líu 5 2 se enuncian los leoreulas y se prueba una versión para grupos ordenados del Ieorema de
l '¡ahn-ilanaeh. demostrada originalmenle por Collar (ver |20|), pero dependiendo de AE. lïn nuesua version
xe prueba que dicho leorema es eslrielameule equivalenle a HI3. Por eoruplelirud. se incluye una
demostración de TES de forma análoga a la de HB para grupos ordenados. Ambas demm‘lraeiones fueron
elaboradas por el aulor de CMClruhajo eonjunlamenle eou M.Til|i (ver |20|. |7-| y |32|)

lïu 5 J. donde se eaeueulra el cuerpo principal de esta Tesis. además de los resultados arriba
mencionados .se incluyen -sin prelensión alguna de originalidad- lodas las definiciones" necesarias. así como
rel'ormulaeioues de rusullados conocidos sobre inyeelividad en ¿ilgehras de lleyliug y de. Lukasieuiet. aunque
usando una axiomáliea Chll’lCllllllClllCnm debil que en las pruebas originales.

¡{u la misma seccion, se inlrodueen lo.\grupos ahelianos relieuladm eou unidad de orden, ealegoria
equivalenle a la de las :ílgehras de Wajsherg a fin de, por medio de un preeedimienlo de "lransl'ereueia'.
ohleuer una primera earnelerivaeión de los ohjelos inyeelims para estas álgebra: aunque rezandoel mareo
axiomalieo ZF+ AE.



l’uuz linnlimr dicha .wcch'm, ac ¡uuu-nm unn utrm‘lui/M'iún dc los vhjclm' inycuivos pum Lls
aunk-bmxdc Wujshcrg (cn c! murcu :uiumúlicu 7.F+'I‘F.S) como unn ¡:rncruli/ncióu ¡uniblc «lc las :ilgchrus dc
I’ml, disculiúndmc las mms gcnclnIi/M'innu dc dichas álgebra» qm: upnu cun cn LIHICIJHILL

Durunlc cl csludio dc ¡un:ilgchrus dc Wujshcrg iny'clivus sc ohlicnc además Imu curuclcrímción dc
l;-..x¡ilgchnn‘ urquímcdcunuh ¡nycclívus :m’ como unn curuclvrinlchïn 'lupulógím' dr lzl dil'crcnciu (y
¿:n.:!u¡:1'us)cnlrc las álgchrus dc Wujshcrg :uquinu'dumus y las scmisimplczc.

Unu purlc dc Im. ¡Csullndus cxpucslm cn un: lruhuju yn habían sidu ¡"(acumulan cu l'urmu parcial,
n) lux reuniones dc lu Unión Mulcmzílicu Argcnlinu dc los años [035, [930 y 1987. Quicru ucslucur uqlu’ mi

:¡grmltcimicnlu ¡l Ruhcrlu (‘ígnuli y u lmlus los inlcgrunlcs dcl grupu dc lógica dc lu Fuculmd dc (‘icucius
luxuclus y Numrulcs dc lu UBA y. unnun rclulivauncnlc iudcpcmlicnlc dc dicho gl upu. u Miguel 'lïlli con
quicncs pudc ¡nlcruunhiur idcus Írucll'fcrumcmc y cuyas sugerencias y ohncnwecínmts mc ayudaron cn lu
clulmrución dc cslu Taxis.
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2 DEL TEÜREHA DE HAHN-BANACH AL AXIOHA DE ELECCION

En ul transcurso du cfitu trabajo los rfipuvios vectorlulus serán R-cspu
(' lt)1, \/(:(:t.()1' lil ltzts . lths ¡{I‘\J¡)()s; :;«:l‘¡ïr¡ ¡{I't¡¡)<):; ¿¡!):'l l¡¡r¡()s; (>1'(l(*:):!tl:):; ('tlrl tlllÍ(I(l(i (it!
orden, us chlr. un Hlstumu U =<C.4, .0.u,s> donde <G.+, ,0) es un grupo nbe
lluno, u un elemento dc G (llamado unldud du orden) y s una rulnción de orden
sobre C, tal que su uumphn

i) Vx.y.z (x S y w> x+z 5 yiz):
ii) Vx,y (x s y <4 ymx z 0) y

¡ill VX (3“ c N)(nu 2 x) donde ug Hiunlficu sumar g n Vucuz.

. .0 .- . . .
Notarumou L y L u los conjuntos (x E b / x z U} y (g w / g 5 U} rus

pvcllvumuntu. Sc obuurvu que G us totulmcnte ordenado si y solamente sl
n 1' uL : b U L

Un cono cn un cspaclo vcctorlul o grupo ordenado os un conjunto convexo y
cvrrudo por lu multlpllcuclón por cualqulcr entero positivo. El orden queda
tllllVUCiLlllUlltl.‘dutcrmlmulo por t-l (.‘Ullu(vrr proplvdud li, ¡ll'l'lb¡1). ul que resul
lu nur. exactamente ul ronjunlo dr rlvmwntos positivos dvl empurio vertorlnl o
grup“ ordunudo.

llzl l't’l ll‘ll l.1(l() (rs: :.l '.l|'lHïl - ll. \/, wz" (Ítf l i ¡-4) (2%.Z’ l (lllt' t Lunv;\l«l l;\:; 3:} ¡{:Ii ¡‘ll
lz'ï. n-(:u:¡(.‘¡(¡Iu.-:.:

l) xvy = yvx l') XAy = yAx
ii) xvtyvz) = (xvylvz ll') XA(yAz) = (XAy)Az

'El (XAylvy = y lll'l XA(xvy) = x

Unrutluuludo se dirá dixtribulivo si cumploademas cualqulcra de las si
uuivntus ccuuulonus cquiw¿hun«nn

iv; xvtyAz) (xvy)A(xvxl iv') xA(yv¿) (NAY)V(XAH)

Cualquiuru du las dos opnruuiuncs determina unlvocumvntc un orden sobre Rfïuun por x _ y si y solamente sl xvy = y (o xay = x).

Un rcticulado se dlcu romplrto si existo ln mvnorcolu superior (supremo)
(lv l odo subconjunto.

Un rcticuludo distrlbutlvo su dlrá además, won primor (últimul element
nnludo por el simbolo dc constante 0 (1) sl cumple:
v; Vx(0 s x) (Vx(x s llt

Unrcticuludo distributivo con primer y últlmo elemento su dirá álgebra
(h'lhr Morgan (álgebra cuasihoolcana según lu denomlnución do ['KII y [50]) sl
livnvLMCmm;umlopmumlmlunmfiu"(la ¡mgmflón)tal(nm WH”:
v1) nnx = x; vll) 1(va) = 1XAwy; vll’) wtxny) = WXVWy.

Ungrupo (abelluno) reticulado será un Sistema (Ü,',".V,A,O> donde
<G,4,U,U> os un grupo y <G,v,A> es un rcticuludo, vale que se lo pJvde dar uuu
unlructuru de grupo ordenado para cl orden lnducldo por lu estructura de reti
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(Hindu y ndumnusu cumplen lnn Hluuiuntus lcyun dlstribnllvns:

i} x*(yvz) = (X*y)VÍX°Z);
ii) X1(YAZ) (x+y)A(x+z).

I-In[u] tn.-demuestra (¡lll' todo tnl grupo ms. como rullvnlndo, diuli‘ibutlvo.

Un álgebra dv Boolu será un algebra dc De Morgan, tal que lu negación de
Chun elemento es su negación, es decir que vnle la fórmula
Vxlenx = O ü vax : 1).

lll :¡l ¡;¡:l.|'2x (¡(2 li()<) lt: 2% 1:13] fl (el (:«)11\j\1¡1t«) 22- ( (), l ) (:()r\ till n:¡‘<iA:I1 ¡naxt Lll'LIÍ )/ [:1
:u definición posible de sus operaciones compatible con luïinmknn

Un ¡dm! sobre un reticuludo con cero B :zorá un conjunto l (le quu:
i) 0 e I;
:1) x,y e i no xvy e l;Hi) x5y&yel—>xel.

El ¡don! se dirá propio nl nn volnrldc von tndn ul niguhru. Primo si vs
propio y ademas vale XAyG I > x e l o y e I. lrrvduviblc ni no ou la inter
uuuclón propia de dos ldHhIPS propios. MaximJl nl es propio y nu esta conteni
du pr'hpihnwnlv más; (¡un un 4.-] ldI-nl improplo (todo o] ¡M '1-.:nl;ulu) (1:23observa
qm: un cl cn: '1 particular du Im; (¡Inc-bratz (h.- Hnolr: lns; tres: (¡Ita-Am: nocionos
«'unnflthrn). llllullllclllu (vnmhlundo luz; A por v , Int; 1' por ï' y im: Ü ¡mr 10:: l)
-_,:-(¡n-F):ch Russnociones l'I'HPlK'l‘Ví‘J. du l'iltnl (“(rplo, prim». Ll'!'(!;‘.Llí?Íl‘l(ry
lu: n2-:l ¿nul ) .

lin ulx; (HLL(1;OI‘Í:¡ U, UI] o!¿jnt<; L) :u‘ (¡irán ¡[IYLW'I¡r<) :zl l)ulï\ :11<k\ lm)n«un01“
l';:;ln¿) 1': .4 > -u---> ¡3 (311 (i 5/ (::\«j:: i‘lmr<:l¡:t ¿1: .1 > (3, 12>:l 3;L L: ¡111:1 l‘lu‘ttlrzx 31‘ : !) --> (J

nal que g'o! = g. Dc manera dun], sc duflnc ln noción dv proyrrlivu.

Si w un un cnunclndo dc clnrln teoría, dlrwmns que w vulo un KF (o KF'TIP
u ZF+THS o ZF+AE) y lo nolnrumon XF} m (o con cl prefijo que corresponda)
vunndo, Lrnbnjando con cl lenguaje f = (G) de lu loorin de conjuntos dicho
ununciudo w ns demostrublc cn el marco nxiomhtlco ZF (o ZF*T1P u ZF*TESo
ZF*AH) mas los axiomas especificos de ln teoria de la que su Lrn'c. Si bien a
lo largo du este trabajo usaremos un lenguaje Informal para loa enunciados y
Inn drmoutrncloncs, uicmpru Su vadv traducir todo (con mucho l\umpo_ trubnjo
y pnpcl) al lenguaje de ln teoria du COHJUHUNL

2.1 Enunciados y fuerza relativa de los Looremns

Tvorumu 2.1: (Hahn-Bannch) Sea V un espacio vectorial. S un subospuclo, f unn
funcional lineal definida sobre S y p una funcional sublincal dufinlda sobre
todo V qUu acota a f. Existe una extensión de f, definida sobre todo V, aCUta
dn por p.

[ggggmn 2.2: (Idea! primo) Sea B un álgebra de Boole, I un ¡dual proplo so
bre B. Existe un ideal primo F tal que I S P.

ESL” LCOI'ÜÍHU SU ’)U(.‘(=(.' \.'IllHlC‘¡ll', (.‘qUi Vil IUÍH umunl l.‘ CÜJIÜ un ¡L‘IÏH‘CMH (lx: (7):"l I

¡('“35lo“ di: “Ulllomorfi SmOS (Ver l )Í
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Sen H un álgebra de Boule, A S B unn subálgebrn, [:5 > 2 un nnmumorfis"
LXiSLu un nomomorrismo f:H -) 2 que extiende u f.

ngnymu 2z9¿ (Sikorskl) Seu U un algebra de Bnole, A S H unw uunuzuebru. Q un
niqehru de Huele completa y 12A ; Q un hnmomorfinmo. Exiske Ln homomorfísmn
¡zh uu» Q que extiende a f.

lenrïmgm2.4¿ (Axiomude eieeelón) Hen F una familia no vuetu de canunLou no
v: EOS. Existe un conjunto E que Contiene exneinmrnle un eïemenio de cada uno
Uv los miembros de J.

Este teorema admite numerosas formulaciones equivale
Jn: euules enunciaremos una debida u G.Kiim0vsky (ver [35
renultu el unúiogo del teorema del iduul primo para retlcu

nLus (ver [53]), de
l y (6]). ya que re
ludos diulribulivos:

Seu k un reticuludn distribuiiVO con primer elrm(nto, I un ¡deal propio
nobre R. Existe un ideal maxima] N tu! que I S H.

Segun lo comentado (n: la introducción, HOLiVKWmnñe ios .uumn'h_rcs teore
¡rol' HU, 'I'H‘, TES y ML respecti‘mmente.

Lou cuatro ieoremun enunciados son enuncinimenle 1‘ ennanuciivns y, por
ie lento, independientes; (El. la teoria (h.- rronjuntns: de Efi'r¡u.ri\.:—Fr.:nkel (XF)
\ver [7]). Fe puede Verifieur, «un! trivinlnenie y u puvli" de low enuneiudOG.
Zi' I ¡Ji 4 iiiS —;'fil’ e lHi. ih:s¡nu Lo n han im;ú ÍCJu'iO!ïTS !n2ei¡:ro\úxu. s;e :HJbe
qun HUes estrictamente mas debil OUUTIP (ver ldfil). qrr WEP n» ¡quiicn AE
(ver [33]) ni TES (ver [4]). pero no está todavia ¡ennei'u ui PrOLlUmJde si
Zi I TES AE o no.

2.2 El teorema de Hahn-Runach para grupos ordenados

En (39] H.A.J.Luxemburg probo, umnndotécnicas de anüsisls no standard.
e: teorema de Hahn-Bunuchsin usar el axioma de elección y u.ntrundo un enun
C.ndu equivalente u HBen la teoria de la medida. En [26] probamos que ci Leo
remu de huhn-Unnuch para espacios vectoriales ordenados (ver [21]) en CSLPÍC"
tamente equivalente a FHy si bien lu idea de la demostraci- era análoga u lu
de Luxemburg,no aparecían ¿un tecnicas de análisis no standard..rednc1endene
e unn demostración perfectamente El] alcance de un alumno num; ¿de de la licen
ciatura de matemáticas.

En esta sección se anunciará y probará una versión mas gene-ai. aunque
vquiva ente, de dicho teorema. adaptada esencialmente a ¡AGneresidades de ia
Leoria de los grupos aLeíiunos ordenados. Para eso será necesario enunciar una
eudrnu de Leoremas equivalentes.

Teoromg_a¿fi¿ (Krein) Sea K ci cono de un espacio vectorial V. S LH uubespaciu
y j una funcional lineai definida sobre S tai que f(y) a U pure todo y E KnS.
Si H contiene un punto ¡ntcrnnl de K (es decir un punto z la! que pava todo
v e F\K, el segmento abierto (z.v) interseca a K). existe entonces unn funcio
nui lineal f definida sobre V tu! que extiende a f y cumpie V7 e K
(fix) a 0).
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'l_'¿-r_)_I_-._-fi_:__.’¿f_.!_jr_Seu X un conjunto, HX) su conjunto (h: partes; l: l un 1mm! propio
mflw0(fl úlmfluu m:lmohrT(XL Exhnc umxmodkmfhntnmnne ¡KHLru\u(hf1
“¡du ucbrn T(X) con vulurcs un ul intorvuln [0.1] que cumpïe “(J)=U s} a e L

1¿gggmg 2.l¿ (Collar) Sun U = <G,+,0,5> vn Hrmlgrupo ubcliiuo nrdunado. v un

uicmcnto dc G, C(e) el subsemigrupo definida por:

C(u) = {x e C/ 3n,m,r e N, 32,w e G (r>0 fi nu 5 rxtz & g i vaWJ).

Scan S S G(c) La] quu e e S. R el grupo aditivo ordenado de los reales.

pzü a R monótona y subudillvu y [:8 a R monótonn y uditivn lnl que:

Para todo (x ,...x ,y ,..,y )c S, z e C , su cumple
i n l un

z xl s X ys+z &o 2 {(xl) S 2 ¡(y’)+p(z) (')
hxiuLu entonces una extensión f dc j definida sobre todo G(v) Lul que

LHLÍSÏHCO(‘) para (x ,...x ,y ,...y .2) c C(c).
l n 1 rn

UhggyygglguggL En [39] Luxemburg demostró, un XF. lu quÍVthHÜÉu de HBcon cl
(ucrumu 2.6. En lo quu sigue. rcnuliuru csu uquivulcnciu du ln cadena dc re
Hulludos a demostrar. El tuorumu 2.7 fue enunciado y dcmuutrudú por Collar en
[20] uunqun- ¡mundo Mi. por lu (¡un present.:u'vmos; nqui vn deluHas 12-.demostra
cion (il: 2.6) -> 2.7) (:ll 7.)".

! ¿rwI: s'- ¡3.15.111! ¿225

r 5
P
rls'l; —:-1?..‘2: 1.21prueba u:-.u:1l (VIH‘, ¡nor (:Jcmplo |2ll) su ¡'wnlizu (¿entre r. .

uvvir sin uuur AE), por lo qua lu omlliromos I

r“2.1 4 2.6: Seu A un conJunLo. En cl espacio vectorial cnnsldcrumos el cono
[05'12 ¡Vo A

K = (x E IR / x ': 0 pum! todo n e A)
fl

lduntií'lqucnos loz; conjuntos; HA) y 72A.(mln (all mr) vonïvnlclo un RA. y

llamamos ¡Y a la funcion cururtcristlcu de Y S A. Sou l un ideal propio dc
“A.
. \ generado por l)

. . l ..- l
pues, s1 x pertenec12ru a <I>. resultaría x = ïhlx con (rl s m\{0? y x e I

[(A); entonacs 2Ano portunncc n <1) (el suhuspucío de

(¡:1,..,n).
lh:!knicndo sop(x) = (a E A/ xa2 0}, tenemos que sop({}lx¡) Q U sop(xl) 3 A

(pues 1 es un ideal propio).

Ucflnumos la funcional llnual f sobre el subcspuclc S = <1>@<1A9según la
l'urmu l u:

_ f0 si x G <l>
Lc si x = c-ZA (c c R;

¡(XJ

(¿omox, es un punta interna! de K, del enunciado de ¡maquila que exisl

to una chcnsibn lineal f dc j tal que fé ) 2 0 para todo 2 e K.
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buflnumow p:T(A) "o (0.1l por u(Y):=f(xvl. Veamosque u FJ una msdidn
Y nilumcntu udltlvu: ‘

- “(0) a ¡(10) = f(0) = 0 pUUS0 e <1);
— : :: - 1

“(AJ UIA) [(1 1A) ..
Si X.Y S A, XnY = o, tenemos que

¡f ' = r: . . = , 1 V‘,..qu) HIM) ¡(“ug ¡(thfhg “(mw
- Además, por definición du j y porque f cxtlundu u j, qnu si

X c l, untonn-u u(X) U n

H.n v 2.7: Proburcmos, al igual que en ln dcmoslruclón usuní de HU, esta im
plicación un dos pasos. Primero. usando solamente XF. para nada punto
g e C(u)\S construimos una extensión de f definida sobre €u{g) que cumple con
(“3. Luego. utilizando el enunciado del teorema 2.6. construirns una extensión
¿lpi'inidzx sobro todo Gia). La demostración dci primc-r prnm está adaptada (ie
ILHJJy lu inciuimos aquí por razones du complutilud.

50h H c G(e)\S, dufinimon

X mi) 3;ny!) smz)‘(F):-nu)
I" 2, l k

supra-m0 Sl.’ Lulu:- sul)“: Ludoz; 10:: lx]... ..\: y .. '- ‘ -.': 14
(x rLundu n y m sobre los nulurulun). z G G. 5 y A E N lu!

z x i X y +kg#su
l

mem;qm:j(gJUSunlmmwoáWMlm üm0¿jeühfi, luwmmzmw
U

rg+z' y y 5 mu+w.untonucu, por definición de j (g). rusuiln quu
q

j {x} 2 (nj(c)-p(z'))/r > -m, udumú" cudu von que X xl E Z y’!k3+sx se

1

prupírdudufi cu la j que X {(xl) S X I(yJ)+kmf(e)+sp(z)+kp(v7 Ju ¿a quu
duuuCu que

l {(x.)—2 ¡(P )"3p(z)
1 4.— .<.::1]'((')+p(w).

“utundru lu desigualdad X x i X yj+57+kmn*kw.la que implica. pñr las

lu quo melicu que [(g) i mf(v)+p(w) < m.

La definición de j (g) nos garantiza que, poniendo f lx):=f(x] p‘rn
q u

J :Su(g} _—qR cumplu con (').
u

ngiliundu cl proccdlmlunio de arriba. podcmos Cnnstruir (tu 2V}. para

ruda sucvuión finita x n (gl....gn) S G(c), (ordcnn1n ¡or lo; Hubinüiccs) una
vxtunfilOn ITZSUX —_0 R.
San X (x = (11,...5 )¡’ ¿7 ...1' r; (Jiu) ).

l n l
. . 1 ' 'I ‘xHuïnhlnuu una lunclón P:h(e) o B poniendo:
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Ï (u) si g e Sux
. _ x

[(“)(X)' 0 ul g e 5:}

Para cndu g e G(u). dufinimnu H(x)=(x e X/ g a SUK) (T‘.

H(fll l el ldLHll (h: ï’(X) unuxvlï¡d<) prn' 1:1 íïnmi lizx (|l(;1)3 .I
- ¡y-‘(Aul

! no f'uu'u propio. existiría un ell-mento de X, :<=-(¿:1,..gn), lu! que

U “(fi )=K y por lo LunLo tendriamos que x e "(gl) para algún ¡1

ruulrudlclundo ¡u definición de "(H‘L
Podemos vntonces hpilcuv el enunciado del teorema 2.6 y eblenvr unn medi»

du u tu] quu p(X)=1 y ytu}=0 cada vez que a G !.

Si g y g' e G(c). tenemos que (x e X/ f(g+g‘)(x) w F(g)(x)+F(g')íx)} S

F “anuH(g')UH(g+g'), cuya mudldn es cero. Entonces F es uditïvu en casi todo

punlo (con respecto u u).

1nmbion sabemos quu, dudo y e H(U). como g s 04x, anto“,

}”();} 1 J(())+[)(g). d(r lo ¿¡u(- FCEHIll¡l(]ULPvnlqr }1¡')():Y=IH(¡;) z 52(5) zzi
glc Hua. Por otra parte, sabemou QUenxiulen n,r e N y un 2 2 U 2a! que

:. 1'¡_{+z(run IU que LL-hr'mot; J (1:) r nHv) 'I.‘(7._) t; - ¡o (¡no '¡uïlJl'H‘h que J'K‘JI)q r q

(>i-::«r¡-\/:! 1¡L1\: c- í (fá'llkglliïl l)

{2 e X/ F(g)íx) > p(g)>e(x e X/ F(fi)(x) < sq} esta contenido 01 “(3).

vnln tambíen ncotudu inferlnrmontu ni x E SUK. Se

FHnmwmuwncmh¡zcfihfl.ludmimmHMd SEIWny)5pufl vnh
q

lx;u«) plkiLU.

manera análoga su verlfica que la relación (') también vale en casi
lodu punto.

Cuna Fig) es. para Cudu g e G. una función acotada. definida sobre X. se

prudu construir explicltamonte (en KF) una sucesión de Yuncisnes si pies [fun

ciunus "escu}eru") (gi)jew :X a) R que convergen unlfnrmemunte a F(g).

hntnnces, para cada g e G(v), podemosdefinir unn integral tlpo Lebesgue

IyF(g)(x)du z: llm ng¡(x)du
‘ ¡em

Lu in;egral de lu derecha se debe interpvetur, cuando gi cs la función 0.1“
¡\Y E X, c e m, como IxC'Vfdp = c-p(Y).

Tenemos entonces las funciones C(e) wie 2‘(X,T(X).u.fi) "1% R y la compo
¡.“¡cion va = IWF( )(x)dp es una extensión de f n todo Gíe) qrc satinfuce (‘):

A n ISe: (x ,...: ,y ,...ym) c C(el. z e G tu} que X xk 5 E yJ+z. que

10
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- _-¡u,-.. ‘ ___ r - -. ., .- . , = - i . i, -- .Jxl\“A lixldu JX\YP(LA)(“}du + Ivilix )(A)du Ixxyf(2x‘,(xliu dondL

VH(X¡hÁfH(yJ)UHÍÏXI)UH(EyJ),el que resulta, por (f), un conjunto ¿e medi

Luxnula. bimiiauwnente. probamos que f“F(2y,)(x)dp Ix\YF(ïyJ)(x)Ju y. COMO

para cada x en X\Y vaio la desigualdad F(Exl)(x) s F(Zy_)ïx}+r(2). obtenemos
J

une Lambienvuie lu desigualdad IXF(Xxl)(x)du s IïF(ÏyJ)(x)duip(xi I

2.7 o HH: Consideremos al (semi)grupo aditivo subyacente a} espacio V con el
urdvh trivial: g a g' si y sólo si g = g'. Obviamente V(0) = V. Estamos entonü
rre; hay) luz; hipótesis-s del teorema 2.7, por lo qUe podemos oir-«:ner una exten
uion LU la funcional j que es un homomorfismo de grupos. La iunuiona] subadi
Livu y lineal p. define una topología localmente convexa sobre V, para la cual
ia eKLensiou I de f es coniinua y, por lo tanto. iineui u

{agllgaglgg: Si G(c) er un espacio vectorial. resulta que i; función F defini
du rn (") es lineal, comoademás ia integral construida preserva ia acción de
R. entonces ia extensiOn resultante también es lineal. Esto dn una prueba di
ruriu de 2.6 4 HB(en XF) sin pasar por 2.7.

Con ¡o anterior. P(HUILHque los cuatro teoremnn son equivaienins (en MF)
¿::)r' i c) i.ix!li.(), ¡35;i,r'!<:i.:¡ln. lii.¡> ¡ntí:¡ (ifri)i ll :: «¡11131'l i‘

¿iirermm12.7:uMíh'unu¡wnu1Himuflonzilos mamusl"flicuhuh5 divhn
h:as y completos, aunque u costa de fortalecer las hipotrflifi Ïnru demorlraria
IuruuHermmx;unlema;nwvio

ÉÁHÉLZASZSi G es un grupo reiiculado, divisibie y rom_icin. Se purde definir
:uflnwr el una estructura de R-espncio vectorial.
hcuuyirnrjou: Por SPVun grupo nbeliano, es un 2-moduio. la d viuibiliJad im

p.ica quu existe una acción de los racionales sobre G. es drei“ que admite una
eestructura de Ü-espucio VecLoriai. Para ccfinir ia acción de É sobre G, apela"

mou a ia eompietitud. Sen r e R. r será limite de alguna suersiOH de Cauchy

:‘)¡_N contenida en 0, la que podemos elegir cleoienie y la} que u (l/n. Ue—l (.L n

finímos entonces. para g e G, rg = supirlg (i e Ni). Para la buena definición.
Swan (r ) . y (s ) T domsucesiones crecientes en las condiciones de arriba.1 icïx i ¡eu

u a "

que convergen a r e R. [enemos que lr¡g«slgl<1/n (donde ihl vale h Sl heb y
n mi th J, por lo que ambas sucesiones en G Lifnen el mismo limite I

LJJJHELLLJLL (2F+AE Sea (G.4,0.=> un semigrupo abeiinno ordenado, e un ele

menLode G, Gi-i ei subsemigrupo definido por:

Girlüig e G/ 3n,m.r e N. 32,w e C (r>0 & ne ñ rg*z a g 1 mv+w)}.

Sra“ S C Cía) tal que e E S, o un grupo reticulado, divisihie. completo y con
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t:¡.i(1:.<l (>l'tl(:ll 41 3/ 1:11, f’\i|i(: i(lilt!12. 3;: (J a t). In()12=ïi.c‘ illlllittil t l \I¡i 5'

p O aditiva y monólona tal que: Para todo (31,.._¿ ,y ,..,y ie fi, z e n,C". "z:j ; El

i. xl = z ij. >ï. Jul) X¡(nm-¿J ri
Si pie} = Iir) = u, entonces rxinie una exteaqion f de f definida sobre todo

(¡ari tel que :satisfl‘ace (') para “(1,. .,x ,y “ny L' r. ' 1 m

Hrmestración: La primera parte de la demostración del teorera 2.7, en decir ia
cxtcnnlón de ¡a funcion a un punto mas se hace enteramente dflhtrn de ZF y sólo
me una ia divisibliidud y eompieiitud de R, propiedades eeepnrtidar por Q, por
io tanto podemosrepetir aqui dicha demostracion.

ea segunda parte mia construcción de la integral» se puede repetir de h
nel-2..análoga al caso real. Utilizando que (j admite una estructura de R-espaeie
Veetoriai ordenado y completo, no puede. rara cada función 32X un») Q, acotada
por p, encontrar una familia de funciones "escalera" que tlendnn uniformemente
a y. Sin embargo, y a diferencia del caso real. al no ser O, en general. to
talmente ordenado, no existe una forma eanónica de deterainar esa familia de
lJHC;UnCH,por lo que, para cada función g habria que elegil una Jueesion de
i lll;(' ¡‘11,«21; i.|3í)tll (Elli.(: ¡L a: i i :1 Irlll.['l' llll ('(lll‘llilll.1) (l«‘ tilll'I'Si i4>|:n-s:. |-:: t;1:¡¡«-I‘;: 1 lít) litA'
i..\:l'á¿i)i(.'. nLo“ cu vemoa la necesidad de aplicar AHpara probar “nlu Peeremn en
rl CSHLQ uiüiulïll.

itniielxiu «:n (rdeixt:.«¿Ue In: ¡unlruuni eviiair l til iz u‘ Ai” e;rt ñúulvlït nun; sun:
rilia (y trad¡eionei) de probar la Segunda parte del ¡(orema es CJHRÏGNPHFei
euujnnto de todas las extensiones posibles de j, Verifirar que eü indaetiVo
superiormrntu y utilizar dirvetnmrnte oi lema de Korn (¡quiknlente a AE) para
UnVOhLFHPuna extension maxima] I

¿.3 EL teorcuu de extensión de Sikorski y la integral tooleanu

i541, R.Sikorski expone este teorema de extension de una manera analo
ua a la forma canonica dr demostrar HH,es decir. extendiendo primero lu fun
cion a ua punto más y luego. usando el axioma de eleccion en su forma de Lema
ee ¿ora para obtener una extensión muximni que cumpla con lo pedido. En [32]
presentamos una demostración de TES análoga a la CKPUeSïaea ü 2.2 para el
teorema de Cotlar de extensión de morfismos de semigrupos.

En

th defhnrla mxüón de húegral boolmnuique(nmple ¡Lipwpeisnnfliarru
de la medida eon valores en el intervalo [0.1] del teorema 1.6. Fïth demostra
cion, si bie: ao descansa directamente en el axioma de elección descansa en ¡a
existencia de una integra! booleana lo que, si bien es implicado por AEno na
bemou, hasta la fechL si »s o no estrictamente más débii que dicho axioma.

[mijniciOa 2.g¿ Seu X un conjunto, U un álgebra de Hoole, una medida H-valna
de sobre X es en homomorfismo u:T(X) ) B.

Si tenemos un conjunto X y un algebra de Boolc Ü. todo hemomorïiSmu

q1HÁm—_—)B define unn medida B-valuada sobre TiX). poniendo “(6):: m(z‘)
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U1qnhjg¿y ug Ekulu mláhwbn\duiknhn XLEYnouwntm. kymnmmnfhmm
_.x X _ .

y.f J b su denomina B-homomnrflxmo sl y solamente w(hAh) = haq(h)

(h c Ii, h c HA) (idenLH'luundo u b ("un lu función (:()lltil'.¡\llt(‘.n'-"'h‘t:¡gun! .‘12;).

[vnqufi¿jl¿ :u X un conjunto, H un álgebra de Boole compiota, pzhx )H H

¡i-Lu,¡:¡muori'1smc, entonces; ¿,n(h) P. bgrwamh'übm Para tcalzv.n é'. ¡Ex4;an? H
¡u mudldh inducida por p. Adumús. ul h(X) es finito. vale Eh tyuuldud

¡Funk-:5:‘m'ióu: Sun h L UX, podulnm: 1-:;n,'l'll)l¡. “(JU L:V “MI (1“.
hGIl ' -¡h (h)

¡Ji ' 7:31; ,- :I ' 2 . = Y ."l .I “¡K 'rl(ü\c{u(l)/\x_l' ¡’gliqflbhl "1 ) bg"(h[\h(” (nn),
.‘s (b) h (n)

hvfiglgjgn 2.12: Con ias notaclonos de 2.11, diremos que un H-hovnmorfïsmo
x . , .

¡th a H es unn B-¡ntegra! al n,‘\1=0 y “(a)=ú implican qUHwíh)TU. Nature“| \¡

úkfiozmrfismm sluolmyambhflmhdsmhv clmhmo.nmmjfw yaamfihhw
:n-n. 11.116“ pu!“ (MH).

,_í;¿í_iz_Elva I‘duzhh > Ii ¡mu .‘i-intom'ui. Si X = Xlïl y Yin Kun o venom

l'hdn = f U1 Jdu v 1 (l: )du donde I (h! (i 1,2) es lu restriccióh
x x lx ‘1 x lx 2 x '1

1 i :1 2 |

:l-r f (lp ¡1 {h f: ¡3/ i: ‘-—'0}
x lx3¡

[Iv/.105;ración: Escribinos h!'= hAXx (1'=1_?.). Xïntnnccs h ==ht‘l ly, ‘m que iml'.
1

p}lcu que f hdp = f h du v I h du, y Como I h du coincide con I {h )dp
x x l x 2 x 1 x lx. |

I u

(523.2). resulta probado ul enunciado I

Lgmgmz;lfi¿TESes cquivvícnic a lu conJuncíón de TlP y lu afirmacicn "toda n.
gubru du ¿ooic completa es rchucto dc sus ultrapotencías".

Lu demostración (hecha en XF) puede encontrarse en [38].

E! siguiente loma, adaptado de otro publicado en {15] par R.Cignoll será
nncuuurlo para lu domos&ración du lu equlvalennla entre TES y el Locruma2.16:

Lgfiï ? 1Q¿ Sun j:A -—oB una función entre rcLlculndos distributlvos ncoLudos

Lul quu pre urva el 0 y al l. f será un norflsmo si y salamnnic sk

vx ,...x .y_,..,y e A,
2 I-'l

x A.,nx 1 y v..vy un ¡(x_)A..Af(x ) 5 [íyl)v..vf(y ). Además, si 4 y H sonl I'll .' II ¡u

úigchrps dc Boole, prcservarú también la negación.
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¡tr 1a.)::4 ;'¡z(:í (>11: -—->) 'I(J(l() rnc>r'1'l:;1n<) «J(: ¡"q-l l<:\¡l :¡{!<»:; ¡Jl'l‘ií(!l'V:l (al ():-IJ<311.

< ) XA; z (xny)v0 ua jíx)Af(y) 5 ¡(XAy)v[(0)=ï(fAy). Ademas (Yny)A1 s va =w
> j(xny) z J(x), de lu mlumumanera resulta que ¡(KAyJ s j(y). con lo que se

ohlíem: lu igualdad ](XAy)=](.vr),\jl)'). Anúlognmenlv se obtiene que {(xvy) —"

= J(x)v[(y). Lu igualdad {(1x)=fif(x) resulta de lo anLerlor v de que I(O)=O y
](!)=I I

A eontluunción probaremou (en XF) lo equlvulenclu de TLS y el slguicnle

lggïyu¿_¿¿lfi; Sea X un conJunlo, U un álgebra de Boole completa e I un Ideal

propio SCUFUT(X). Entonces existe una Ü-integral fxdp definida Sobre HXtal

que pil= 0.

TES L» 2.16: Seu D un álgebra de Boole completa. X un conjunto e l un Ideal

propio sobre T(X). Por TIP podemos extender I a un ideal prime P. cuyo comple

mrnio c3 un ultrnfillro U. ComoBx/Ues un ultraproducto de 5, por E 14. exls"

h- unu retracción {HUK/Un r H. M'il‘mnmoz;que lu función raul)" -->[Rx/U, donde

:1 (-2; ¡:¿ g:1'«;3/‘r«-«:iC)I1 (fixllCIlli (211 Il: 11x i [ix/'ll, LE; lax i Ill ¡"5:1':¡ l l’:'(]lll:l'í ;!2¡:

Pzru euuiquie: u í X. tenemos lu medida !nduvldu H(J);TP0H(1“]. ComoU es un

uïlrofíitro, para cudu a S X, tenemos que a e U o X\a G U, por Fo (anto n(x|)=
l o U, rccpvutivumcntu. Comor es un rutrueto. se tiene que “(3) = 0 implica

ni; J = U y, equivalentementu, {x e X/ zü(x) 1) = n E P. Si, ademas. h e BX

y ul¡\d= 0, vale que u(h) = U y de alli rou(h) = 0. Que “Il: 0 resulta de que
n(¡ ) = U pura todo a E P 2 I I

2.iú TES: análogumentu u lu demostración de 2.6 >2.7, prínure. extendore

meu (un XF) el morflsmo a un punto mas (adaptando u este casa purllculnr la

demostración oe Clgnoli en (15]) y luego usaremos 2.18 para extender el mor

!”¡uno :1 Lodz. el {Algebra B.

Seu b e U\A, definimos uz: UUp(I(Xl)A..A}(Xn)Af(1y‘)A..AIÍfly“)} donde e! su

promo ge Lomusobre todos los {xl...,xn,y¡,...ym) (al que

x1A..Axn S yïv..vymvb. Y definimos. análogamente.

H2: luf{¡(nx;2v..v[(1x;')vf(y;)v..f(y;’)} dondeel infímc se tomasobre los
{x . .,x' v’,..y' ) ial que X;A..AX;'AÓs y;v,.vy;'1 I n""'-. m'

Por lema 2.15 se puede ver que si definimos szfiU(b) ) G c

Hua-¿{HH SÍ x E A . < (H
'u Lc ul x = b (conde c e 0. a 5 c —fi)
resuanrá ser un "homomorfismo"sobre su dominio de definición.

Sulumou que u y B existen ya que 0 es completa. Veamos que a s H:
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Ï:"¡-..I|.‘í,..,.\',,.., ..\",..,x',",..,' ' 3 ' ‘z'
4 n y] ym i n, j! ym_ tdi qm v‘ilsg.

" A. AX 5 v..v vbAl n yl ym
y X'A. .,\.." Ab S y'v. .vy’ (7’)l n’ l m' v

A partir de (2) Ubtwnumou(x'A..Ax' Ab)VYv..vy s y'v..vy' (ZM
l n' i m i m'

y de (l) resulta x A..AXax'n..Ax' 5 (y v..vy vble'A..Ax’
l n l n ' l ln l n

((y.v..vy )Ax'A..Ax' )v(be‘A..Ax'
a un l n ' i n' ) 1'- (X'A..Ax' AL)V)’ V. .V)’.

l Ill l .:I

hntonCeu (3} implica que X'A..AX AK;A..AX'H n’ 5 y v..vy vy'v..vy'
I m i m

Uvesta desigualdad se obtiene que

(x A. .AX AX'A. .Ax'_)v-u(x'A. .Ax' ) :3 y v. .vy vy'v. .vy' VwiX'mmy’ )
l n l u 1 n' i n i m' l n'
'JL'CÍI‘ que x A..Ax -‘- (x A. .AX )v-v(x'.«..\x' ) =

l n i n i n'
lx A..AX A2'A..Ax' ’VWÍX'A..AX

3 n l n’ l r' l s ytv..vy vyiv..vy'IVw[x'A..AX' Lm IT. \ o

Luto implica que (x A.,AX lawiy v..vy ) s
l n i m

(y v..vy vy‘v..vy' thz‘A..Ax' linw(y v..vy ) =
(:1 l m ' l x ' l ml

ly’v..vy' V1(x'A..Ax’ l)Aw(y v..vy ) I y'v. vy’ V1(X.A..Ah' L
2 m' ‘l n' i In l m' l n'

Con lo que obtenemos que x A..AX AflyA..A1y S y'v..vy' Vux'v..V1x' lu quu
l n l rn l rr.‘ ‘i n‘

impllcu que a 5 {3. Para ¡nwuurur lu constructividzui (le esta: parte dc- l:.\ demas;

iruciOn, elegimos el r du ln definición (+) de fl rumw u. Podemos entonl

uuu, ul igual que en li: (i4rl!lt)1;ll'2\(tl(lhdu 2.6 a 2.7. definir, para czidrt subcon

Juuto finito totalmente (MWh-nudo x S UML un immomort‘issln"; ¡“_:b‘Jï-t 9 U que 4.:):
. . n . x

(1022210u i. ¡le! lnimoen entonces una aplicación [:8 > Q

por F(b)(x) = fxib) si b G Aux
0 si b L Aux

y uonce w¿x¡ ci ideal propio I generado por los conJuntos

Hilo) '—'(>16 x / b e .«uxilb E B. x
Aplicando ahora 2.16, sabemos que existe una Q-integrai dep definida sobre Q
que me anula sobre l. AE inuul que en la demostración du 2.6 -a 9.7, se verl

ficu que deyoF:B U es un morfismo y que extiende u f I

nggiynciOn; En [42] A.Honteiro prueba (usando AE) unn generalización de TES
pura morfismos acotados y en [15] R.Cignoli hnce lo prOpic para el caso en que
B es un reticulado distributivo cualquiera y Aun subretículado. P.D.Bacsich
proLa en [1] que los teoremus de Monteiro y de Sikorskí son equivalentes y en
[31] mostramos que ambos son equivalentes al teorema de Cignoli. La prueba se
pued: hacer via el circuito [153 ua [42) =wTESv4 2.18 r» [15] idonde la úl
timu implicación se demuestra de forma similar a 2.18 :4 TFSL

Dichas demostraciones no se incluyen en este trabuJo por no hacer parte
vuullcíhl del tema del mismo.



INWEUTÍVIUAU Y EL TEÚHLHJ “EL IDEAL PRIJJ

d idïECTIVIDAÜ Y EL TEOREHA DEL IDEAL PRIMO

Si ne piensa a las álgebrau de Hoole rome inn conllapa azgebraicuu
iv ‘uu ¿opinan prepnsieionaieu elnuie; inn Filtros se (nrlurpcnden Can iHJ

leurzau, ion filtran naximalvn con las {COPiHflmnximnies y ies riiirmn primas
'on las teorias completan, es; decir laz; teorias; 'l' ia] que para toih. Fórmula ql

iv) iennuaje con que trabajemos, vale ¡TW 0 Iïnw. Comopara inn algebras de
¿quin filtros primou y filtros maximaies son lo minmo,resuitn que teorias
Humplriuh y teorias maximules coinciden. Para el case dr otras lógicas -no
clasicas tenemos que en las álgebrps correspondientes las neginnes de primi
dnd y maximalidad no coinciden para los filtros. La contrapartida lógica (en
¡es casos de las lógicas intuicionista y polivalente) de ia noción de Fiitro
maxima! sigue siendo ia de teoria maximal. sin embargo la de filtro primo yn

hu puudv ser la de teoria completa en el Sentido Clásico. ya que en general.

remo no para Lodo elemento a del algebra vaie a v 1a = i. no podemos afirmar

unr. ui F :5 un filtro prime, valdrá. para cada elemento a que a e F o «a e F

H¡n (MHHH7U).veremon (un: todo fiillw) primo 11%:ulta ilfluwhu‘ibie (3-Iïnriplocau

r.n-:;! 4: l ))(;l' l () (¡lil! l()ii {'i i |,|'\):¿ [il'i u1c>e; ( i i'l'«)ri\i( i i)| (*:: ) :;«: (Ï()l‘2’L'Éi!)()l¡(it'l'f\li kit f‘ iíit;

v-¿nilu:ii)iln;.

La existencia de filtros (o ideales) primos está, en lau algebran de
inuit, .ntimamenLerelacionada pon una caracterización (parciai) de los obje
ion inyectivos de ia categoria correspondiente (ver formulación equivaiente
uu) teorema 2.2). Por lo tanto, asi comose busca generalizar ei teorema del
iduh] primo a las otras clases de algebras de la logica, tiene sentido procu"
nur analogamente con el teorema de extensión de Sikorski y ia caracterización
Lv ¡un objetos inyectivos.

En esta sección eonsideraremos algebras <A.->.a_1> de tip) <2,i,0>. Di
Chauaigebras serán in contrapartida ulgebraicu de los caicuion impiicatives
VUJLuuaeion los que. dependiendo du [es axiomas elegidos. se trataran del
caieuio clasico. del intuicionista o del infinito-valente de Lukasiewicz.

En ci caso particular de la lógica Clásica y teniendo en cuenta que ias
operaciones V,A y 0 de un algebra de Booie se pueden definir a partir de —a,n
y l, con un abuso de notación podremos considerar a ias álgebra; de Booie como
algebras de tipo (2.1.0) definidas por las siguientes: I

!.-(.":==.\1¿20_nu:_3_-
a) x v» (y —o x) = i.
(s) (x > (y —3 2)) «a ((x «o y) «+ (x -+ 2)) = 1.
3) ix no y) —+ ((y —o z) no (x k 2)) = i.

l ix —o y) —+ y = (j —4 x) -+ x.
l ¿1x —a ny) v9 (y no x) = i.

.) (J -> 1x) —) 1x = L



Lim.luu:nnomu;no:muuhnn thnuMimnvu,IwnuHu mnwcnhnflunqmnmfios
dv uniu munvrna fin dv resultar lun uimililudwn y difurunclnx con ias otras
:1 lggt:t>¡':is; (¡t1«- :¡¡»21I'(:(:13¡‘€1!\ :1 i() lan: 5¿() (ÍI' (32;? :1 :;(:<:<1 i<5|1.

(Lomaconvención noiurumos 0 por '11.

)hnynyngigyg Estas áignbrnn npurcvun un [49] Lujo ci nombra dc Algrbrus dv im
p!¡UJrÍUu runlrnpnsiriunulmvnlv complvmrnlnáus.

p [inigipg_fi EL Un subconjunto U do un úluuhrn A se llamará u glutemn deducm
Iivn u ¡litro implicalivo si cumple:
3m; 1 e n y
HDR) Si x, x a y e D entonces y e D (modus pouvns).

Un sistema deductivo se dirá propio si no coincide con todo A y se dirá
¡lrvducíble si no resulta sor la intersección de dos sistemas deducilvos pvc
yiuu y distintos.

3.1 Logicu clásica: cl caso de las álgebras de ïoole

i \)5; l'l':;ljl l 1L(Í()1i (in- n':;i.:1 :;(:(:<:i ()I) :;()I) t(i(i(¡:: (?\DII()(‘i<i<x:; 3/ s;\: \;l*'nl!¡T¡Ill! iis:«s:1

,-1 :¡1 h:l:li\ u: ¡):¡x-:x (:()¡n¡)¡1|'znl- (Jl)ll l<ws; a)l¡'<1:; (i():: (‘il'i()13 :n })l't‘::(31|l :::'1;n: (:¡¡ ¡:>>; z; 15111in :n 
lqn. :Q'Hl'Lü<h)S. (Jonu) Iïtïïfl‘elhïiil y Ïlhrhl(3 (kr (h:h(u;l11\ci\n1u:., su: íÏUUKH xÏOiüïuiiilF
ul lru'uujo cinuico du I(.Slkor::ki sobre (al toma lliiil.

[n {251, aunque rc{iricndosc u caso dc las nigubrvs de Mujïbcrg, se
pruuhn que Li vulcn los axiomas 3.1 y), ó), c) y L), cniunccs sobra '
puunu definirse una cuiructuru du reticulndo distributiVQ dando 9 supremo
quwnu definido por x V y := (x > y) >a y mientras quo el iníiuo resulta d;
upnicnr lu Icy du Dc Morgan. x A y 1((wx > wy) )-1yL

En Lulus cagas su puñdc observar que todo sistemw deducñiVU es un filtro
qiv. por sur currado por modus pnnvns recibe cl adjetivo de impiicwtivo. En cl
ruth particular de las algebrus du Boolc los sistemas duduclivos y ¡ns filtros
coinciden.

Uiru propiedad distintiva de los filLros de las álgebrus uu Emule, a dim
Yvrvn“iu del caso de los rcticuindos disiribulivos ncoLndos en gcnerzl. es que
¡su nncionuu de primidad y muximulldud coln:idcn para los filLrgs. La mismo
vu;u ¡uva En noción dual de idea! y resulta además que cl ccmplcmuntu conjunw
Limia de un filtro primo es un ideal primo y recíprocamente.

Traducido a la formulación implicativa. TIP afirm:
En un álgebra do Boole todo sistema deductivo propio extender
uno primo y l

bj EL un üigcbra de Booin todo sistema daductivo propio su puede extender a
uno maxima].

ReapocLo a inyectividnd tenemos dos teoro
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L) (TE?) Las algebrus dv Boole completas y utómlcn5 son objetos ?etivos en
ju categoría de las álgebrus de Hoolc [ver [55] y ¡{it

(TES) Lun álgebras de Booie completas son objrtos inyectívñs en la catego
ria de ¡ns álgehrus de Hnole.

Ademas, en [55] se pruebu que si un álgebra de Boole es lnynwtivu, chau:
completa, por lo que unn formulneion ns cerrada de TESseria:

Los obJetou inyeelivos en la categoria de las álgebrna ie
ulgvurus de Boole completas.

En lo que sigue. sc expondrán los lesultndou obtenidos pu‘u los casos de
don lógicas no clásicas: lu intuiclonistn y las polivalenten.

3.3 Lógica intulcloniuta: úlgcbras oeductivas y dc Hilbert

La lógica intuicioulutn. formulada originalmente por L.F.J.Brouucr y
nmiomutizuduy formalizadu posteriormente por A.Hryting, admito varias aluc
m'izucionez;, dependiendo de los; axiomas: y «.>¡wrnrionr:; elogidc". para lu misma:
ulgehrns dr Heyting, de Hilbert, drducttvns. du anuki. En purticuinr, tuntr
¡un de Hilbert como las dchPLthS son. en general. álguhrns no reticulubirs.
¡mr Eo que xr aJustan exactamente ul tigo de algebra <2,1,0> que pretendemos
estudiar. En ldii y [JA], A.Honteiro y en [22]. A.Diego desuïrniluron la teo
r:u de dichas algebrun y de uuu sistemas dedurltvos, unnquu coufiiderundo el
run“ sin regueton. Si bien rutr ruso permite unn buena trnrlu de Ldfi sistemas
fiqurtivou, permite obtener rrsultndon sobre extensión y sobre ¡nyectivldnd
muaque peru casos particulares, por lo que preferimos trabajar considerando
¿lanus alambres con negación (y, rn consecuencia, con primer o:emertol.

Si bien las áigcbras de Heyting. tienen más estructura. yu que se las
pUUdUconsiderar comoálgebrus de Hinnt rcticuiadns. Ion resultados obteni
uou ¡1ra cotas últimas se pueden purticuinriznr directamente J las primeras y
muu todavía. los teoremus sobre extensión de nistemns deductivou y sobre in
yeclividud son exactamente equivalentes para ambas clases de álgebrns.

3.2.1 Definiciones

yvï¿n;glph_g¿3z Un úlurhru (A, >,1,i) se llamará álgrhrd d'ductiva con cero
¿quv iameremosde aqui en más álgebra deductivn) si satisfusn las ecuaciones
1-;.La}, (i), .Ï“) y además; lu cuasieouación:

1) Si i «o x = l entonces x = 1.

Si satisface, ademas, la cuasiecueeión:
ii) 5;; x ->;/ = ly y «ox =10ntonce5x= y
se .u denominará álgebra de Hilbert con cero (que linmarcmou de aqui en más
¡“lumbre (11'!Hilbert).

Un algebra de Heytlng es un sistema <A,v,A,n».w,i> de tipo <2,2.2.1,0>
Lul que <A,»o.1.1> es un álgebra de Hilbert con cero. <A,v.n.1.11> es un reti
culadc distributlvo con cero y uno, tal que para todo x, y E A vale XAym x
mii xvy = y sii x «o y = 1. (En [40] y (50] se denomina a estas úlgebrus álge
I'n.¡:; psmuiohoolranusi.
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Unuprimera obscrvurlún a haver es que cn :stus álgebrnü al igual que en
¡un {tran clases con las qua lruhujomou" la implicación dvfínu un orden sobre
r] conjunto subyacente por x 5 y sl y solumunlo sl x no y l.

En los próximos dos Lcorcmus anunclnnos. ur: referencia flüJ’UPÍOP, n!qu
una rcsullucos sobre álgcnrns deductivas y dc H_lbarL, nuyaa ñomnntracïoncs qc
puudu. obtener con facilidad u parti." dc las {l'Opltï-(ÍJKIOCEcleLm'unhxuius en i113,9
I_g-9_¡_‘¿¿;u:_x"IL-¿gl-In toda. úïlggcbru dvduct lvn valen

lm: unmlcmim mmm-iones:
l) X —-) 'nx = í;
51) -..\' ---) fl'rfix —' ly 11'11" >-> 1X :1;
¡11) (x «o y) no {(2 no x) z -o y‘) l;

\
W

lv) {x «ú (x no y¡) n) (x o y) = l
v) (x —+ (y wo 2)} o (y m) (x «4
vi) x me 1 = 1;
vil) (1—-)x) max-:1;
vil!) ((x w+ y) , z) ) (w > (y > 2)) L
lx) x —» x = 1.

;)) = l:

1)) 1.:;ccunción 1.7.

‘_¡'.j(_I_'u_r_r:¿g¿_;fi._}j_:_En lodzx algebra dc: Hilbert. VuI«-:., ¡uimnúsz
Í} 'IC = 1 y
i!) 1 > x = x (3.1.c).

¿gyg;1üglgu¿ Lu clase de las álgebrns dedUrLivns no cs von nicna. ya que nu cs
gra-Prada por imágenes; l;omnmórí‘icu:;. En cmnh'o, Diego probó en 1121-5 qua las 2'11
gubrus du Hilbert (en sentido estricto) si forman una variedad, du lo que se
Higuu que ¡us álgebras dc Hilbert (con ceso) también foruun una vn Ecdad. ya
que uslún definidas por una opuruvión y rnn asunción mas.

;555L¿L}3¿ San A un álgebra deductivu, h un vistemu dcduciivo pPCpÍO sobre A\

lu relación sobre A notuda con ar y de lnldu por xnny Ci y solamente si
x n> y. y —ox e D. resulta Svr una eqngrucmth

Urmuuiracíón: Que «Uun una relación dc equivalencia resulta do upElcur lu dL’
finición. 3.4.lx) y 3.1.3) para probwr, rcnpcctívnmcnle, ruflexívidad, sime
Lrlu y trunuïtlvldud.

Veamosque preserva la impll‘ación:

Swan x,x’,y,y’ e A tal que x un x’ y y -u y'. Por 3.1.3) tenemos qu.
(x'—> x) w) {(x —» y) «o [x' w y)) = 1 y que

(x , x') no ((x’—a y) "a (x —»y)) = .. Como (anto x'nq x). (x —+x') CU!

i u H, LunumnS, por modus ponens que (x‘u) y) —9 (x —+y) y también

(x -» y) v+ (x’—oy) están en n. De murcra análoga, y usando 3.4.\¡l).

probamos que tanto (x "a y) m; (x —»y') como (x wa y') ) (x y) están en

19
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l'u‘ lo Lunlo podnmuz; concluir qm- vuln (x v y) l"(.vt' ,- y' J.
Ahora, como 3.1.11). Ii). A) nun cf‘lli:‘.7Í().’l"f:,vulnn (:n el :‘Em-Drn ¡“oclcnic

I‘ I’ma; 3.1!. l) l-.:n«‘m<>n(¡Iu' 4x! (dvmh: (run I\J'.1Ui:‘)131:1 (ZïilLÏ-C

.n-I :4 por lu relación -- )) untunt'ws, ('mm ¡1] coincido (‘nn 11‘ _(=\‘::‘¿Il-Jam pouunv,

x (Áuln;1:1:1‘un elemento (h.- li y dz: an '—'-U =

Hats mm. A/wn es, un álgebra (lu "¡HMH'L pues. 5:1 >|_\-'| 1| y |y]--)|x|=
resulta que x -) y y y > .\' uuu-.11 un D. pnl" lo qm: un": ‘JLLÏÜHÜ qm:

(:1;(lucir que = lyl u

¡ku-u la recíproca: «lu 3.6 I'ormulumos;el siguiente

i_._j_u¡:\¿7: Seu A un álgebra deduchu y w una congruencia :obu: ollu. El con

junto DN :=4.:-:E A/ x m 1) es un sistema deducho.

Uvumstracíón: SDI) vuic ya qm.- x n x para todo x on :1. Vwsz 5112):

rjuun x, -'; y G D i-Ïnimutus: lx --) yl = p-JI'D

z ¿xl ---) ¡yl (por ser unn congrucnclu) y unls-ncut; hrncnnn

[1! > iv] = y. por 3.13.1) = (¡e lu que ¡'(‘mzl-‘u(;a:-‘y -3 I

Puro (r2;-gcnm'uí 1:0 (rs. :‘lol'tn que .J/P coincida En ¡»3:4hrulm‘,I

luna 3.6, sabana-17'squa A!“ uz. un J'xH'fihl'u de Hi l?:«-.'i. y 1V ¡"I'm-T m) su

ln." «jumplo, si .-'¡(‘13duductlvu pero ¡m d-n llilbm-t y lu relación N cs la

idvut idud, tenemos; "rntonccs que ¡VD =—'2V“) t A —‘:1/__. 7.:) (¡L-r: 5;“. se puvdc

urirmur c: c} siguiente r quitado:

l_}*l¿_l_l_‘s.._¡_ïg_Sea A un álgebra duductiva y D un sistema deductuvo son“: ella. El
anunLo parcialmente ordenado du congr-ucncias: a sobre A tu! que l)“. = D, tiene

“U ccmo su clemenio máximo.
¡Sunny!ración: Sea. -.-una congruencia tu! que D n. Si ï tendremos que

Lauro x -—>y como y »---)x están cn D, pero ¿sto es lo mismo que decir que



¡Am! cmnndunmmszuahyhnndleoh-Z mu15u«nurwiurh¿mbwfiaml2<k'aup
cubra dvducL l vu).

'jun: 1) Resulta du aplicar lo nbfinvvudn en c! inn» 3.0. pünlcnde
o.

¡1) Sun U un sistema doductivo propio, definimor

ix c A/ 1x G H). Si U es muxlmal [unomos que, para ¡sin G A\U, el

.iulumn drductlvo U(x), “cncrudo por U U (2). culnvidu own A.

¿n [44, ¡vurumu ¡.3.S A.Hontulru probó que vals D(z) {x G > x E U)

‘me u c fi = U(z); rusu!tu quu un = z > 0 e N. Entonyus. y} n u, "wziuul, hr

uumouque A =ID U fl”. Uu io untcríur. rcsuitu que el morflïmo dníxvidc sobre J

y con vulurus en 2 es
I si x e D

[(x) = _O si x u 1D-.

La recíproca PuBUlïb dal huchn du que H y «n son níumprc disjuntor.

funu.durundu ¡a conQPUcnciu gunurudu por D = f ‘(l). ur vo nur D} = 1D. pur

:l/l¡ S 2 :sl y :;ol::nu-ntt- :sl (ü51::l(41 ::ólc) (ü)3 url:¡sau: u'1uí v:.|clm:l:\ vr

I'. sudamunh: Si! Ü \.I "¡II I

¿yingQL Sea á una ChLegnriu y fi unn subcategoriu de J.Ihnjnur,num-lnzfun—

Lur FzJ —-u—»fl es r3ÏIUC!ÉVO si cada vvz qu“ A ; HL‘JI, H G 0b(3) 5

1 u Hcm¡(ú,5). existu uwu unica flucha f e Hamfl(Ffi.BJ ¡11 qua el siguicnb'l

:¡ugruma cunmuta:

Á .1 1'!

I-‘l ,xí
J. - 

. /'
Í‘ ¡1

c.cu además quu prusvrvu monomcrflxmos si cuflu vu“ que tenemos

¿.5 E thfi), j e HnmJ(A,B), monomorfísmo, POSHÉLHque ln Flccnu

I] G Lom5(Ffi FB) es también un munomorflsmc. (Para más utalío. ver [2. ¡IL

Jgpïtmü_fi.30¿ El fJntor H de la ancgcria P de élgvb?13 aaductlvns sobrú l;

vaLuyoriu R uu algebra; de HilberL dada por Há = A/,1) ¡ara low objetos y porx

F}Í¡¿:¿ = ÉI(J)| para ¡as ficchus, es reflectivo y proselva mnnomarfïsnms.

bumuslrución: Sean ñ, E’ sistemas dcductivos scbre A e G“(D) La! quo D 2 D',
tenemos entonces unn úricu facmoriruclón cnnónlca



y thumOB, yor i a uhnorvuclón del loma 3.8 que fl/n es :icwpre un álgebra dc
. , . . ,.n . ml. .H;luu:L. LniunCus, duen fzfi »»a B, con B E Cb\fll‘ si lr: f ii) y U = 11),

nuicnumos cl diagrama

l

A > A/í-l(¡) > B
\\l /»

A/ il)

¡l

lt quu dd lu refleclividud. Veamosque prescrva monomorfhuurm

Hrhn A y H uígcbrus deduciivus y 1:1 > B un monomolfiumo.

Muichiv diagrama conmuluiivo

¡fi "f ‘y(¡ii

Hi nnLumou «un fï:C HF ul morfisme asocipdo con N (ur decir que hc es in

p uyucción CLRÓHÍCBui cocinntc C/(1}), tencmnn que si Hf(hAla)l L HfihA(b)).
unicnccs ¡u(j(¿)) = hb(I¡b)). o seu que fin) > Iib) fib) « I(u} = l. du lo
quv resulta que ¡(a —»b) = Jlb > a) = 1

bi suponemos que j es un moaomorfismo, resuiLa entonces que - b a b na a =

l, con lo que hlia) = h}(b) y. por lo tanto HI también es un monomurfismo I

., 1

¡duniíuzd fiwa = a. Ei conjunto de los Clemente“ rcguiurcu de A se uoiurá RA.

nEl siguiente teürcuu zuc enunciado, aunque sin demostración. por A.
¿irc en ¡411.

__n___ .v (Montelro-Géivcnko) Sea A un álgebra de Hilbert. sobre RApuede
durss una cquLciura oe úlgchru de Boole, definiendo las operaciones de reti
cnindo por:

ligrüma 3."

a A b := wia —9 1h)

a ‘J ll :== -1'\(1¿1 -—) 1‘)

UvmnxiraciOn: Por regularidad y pcr 3.1.; sc puede ver que si x, y e RA, cn

ionu s x «o ny = y —91x, por ic que las operaciones definidas resultan conmu
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Lutivus. Veamosahora que efectivamente x v y es el supremo de {x,y) para el

orden dado por ia implicación:

Supongamos x --) 2 = 1. Usando que tanto x como :5 {ron reguis-res ,I ir. propiedad

L.l.3 obtenemos que 1: u» 1x = i y entonces, pnr 3.i.u"B. reúuitn que

i = {12 no (1x -» 0)) m+ ((12 no wx) me (17 -+ 0)) = (12 wz y.

aplicando du: veces 3.1.3, eso implica ww(wz ) x) unir que
x v z a» z = i.

Eli y > ze =- E . 11:;¡x11(ic) 1:12; g:1‘()¡>i m'(l;n«i«-:: Z). ll. i i i ) y Z). II. i ) , <)¡ai tzlil'Hlíu'

l = (y 1 z) w» ((wx r y) > (fix > 2)) y

((nx «o y) —» (ax > 2)) —a (1w(—x r» y) > 11(‘r i 2)) de lo que

(x v y ) —o(x v 2) = i. Entonces, si x s z y y s z. resulta que

(x v y) = (x v 2) 5 2.

Tenemos, por 3.1.a. que y no (1x —»y) = l y, por 3.4.i

("x ma y) "e 11(1x —»y) = 1 cntonccs. or 3.1.3 y —>nwtnx mo y) = i.

annlugamente para x. entonces x V y es ei supremo del conjunto {x,y).

Como 1 es -en RA- un untiisomorfismo de orden, x A y debe svr wwix v ny)

y este en eKLctumcntc 111(11x wa ny) ¡o quu, por regularidad y 3.4.ii) coinvi
de con 1(x —ony).

Para ver que RAen un álgebra de Heyting hasta vñr que x A y 5 z si y

uolo si y s x -e z o, escrito en notación implicativu wix n» wy) »4 z = i si

y solo si y "a (x —+z) = l. (Ver {22] y (56)).

Tenemoslas siguientes identidades:
w(x «o ay) -a z = 12 mo (x -a ny) = (3.1.7 y ¡Igulnridnd)

= x —+ (wz no 1y) = (3.4.v)

= x —u(y -o z) = (3.:.1 y regulariuud)

= y «q (x o z) (3.4.v).

Entoneea RAresulta ser un álgebra de Hnyiing. pero come además todas su.

elementos son regulares, resulta un álgebra de Hoole (ver [50!) u

QggggxgngQLLa doble negación en la definición de x v y es teensnria ya que.
en gencrai, ax —ay no es "aguiar. Un haen ejemplo e: el álgebra de Hoyting
0(R) ue ios conjuntos abiertos de la Poeta real. En PÜ(R) 1x -+ y coincide con
ci supremo entre x c y del álgebra de Huytkng que es diferente del supremo
del álgebra de Booie de sus elcmanOS regulares (ahiertos regulares). Por
ejemplo si x L (0,1) e y = (2,2). tencmns que x v y H (0,2) (en el álgebra de
Duele), pero nz —+y = (G.1)U(1,2).

Teorema QLLZLLa categoria de as aigcbrns d: Boole cs unn ¿ubruiogoria re
fleclivu de la categoria de las álgebras de Hiihqrt y e) rnrlcr 3 R preserva
21:01¡omcri' i smos.
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UHWOSITRÍÍÓL:Como En r! kcorcna 3.30. dvïwmh' grabar ¡me Cunlnpquivru sean A
¿¡¿cbra d; hlibert, B álgebra d anule y ¡:3 una r un h\mvmnrfiïmu (du álge

i
e n‘

Vrns de Hllknrtl, uxistc un ún cv hümomorflsnfl fzfln u«) h la! qua el diagrama

RA

A

Nutcuo: rnzá —"+Ru nl Murfinno inducida ;>r F. a: chir 1fi(a) = 11H, y

uuï.uumus f\r¡(d)) '(a . Que f cfilh bien dellnidn renuitu du: hccun dc qUu.
u. rl(¿) = 15(b) CÜLJJH 11a = 11D. lu que implica que fáawal {(1wh: que.
por regularidad de los elementos dal ál¿obra dc Movie y pwr (l ‘ cho dc que I

es un morfïsmo de álgubvns de Hí‘berL, ns lo mlsra que afinmnr ajo ¡(2) = J(b)

Sean entonces A y B al .brus de Fi bert y J:A u-a B un muqomorfïsmv, tenemos

ul díag'umt conmutut1.v

Píír (a?) = R {:'(h)) cuannccn r ( (ai) 4 r (¿(bi}, ¡o me im ¡Ica (ue
A f u u ' p

ww'(n) = uz-¿b). de lu una "(113) = '51 nl. Lane es mona, 19 clidn se uivuc, . . s)

fi'u u wwi zo que dnnuü_ïrn que f es también un munnm=rr'fimo I

[555L5¿¿3¿;1;ï;; Lu aztegsrin ie las álgebrat ¿ü Boalo es una suBCuluHurxnre
'fnuLl"u (e la CELU'ÚV’Jdu las úlfiübrns dcüwutlvua L "'ü:)r DPHSUPVH

mCZGHOPÏ!3floü.

"CMOLÏÏüCÍÓÚJÏOÜÜln qTÜ c5 “cauSJrín veriflca" GWQu“ lu Jumpnsiciún dc rr“
ficctorLS Que Drum '¡un Loncwurfismoq ou un rnïluc cr q 3 prusurvu monomorris
TUSy Juega uLIJÍZtï ¡ns ¡«crcmufi 3.10 y 3.1i y

.h Zr" {itr- equivalenïrrs:

J En uxuïqu‘cr álgebra de Boulc Lain fílLrn p“up10 pucdü ser exten
diJo a un uiLrafíllrr <1.P cr farmulantón dun )

ii) tr clixh¡uitu'.:ng:bxa -x- ¡chi:a ¡JNE ‘?21¿5w1dvductivú propio puc
un (Eiü.'3."n'1(:!'3f: a unn ¡r-ax‘n:

hn¿oniruc!an: 1 :4 ii) D: :uucrdu cua ‘c (usas His mi comaen24 dul cnpxtulo,
'FIZ' l‘ÜtnllLki crujlvrllm;l,0 n la :\f¡¡!r1uia>n "ÉL-2 ái-;:Plz ” (L3 lknjlufi (uunpltïta1= y
utumzcus son objetos inyncfiïvou L: ¡A haïegcriu de las \¡gnhrns du Bucle” (ver
155 ). Usandc cl leo una I.15.ü du {2] que aiiunu que si A y Wson categorias
con un rurísctov de + 3 qu; preserva EOHCfiTf! han, cutnncux iodu objeto

J

(I

"n

n

4|.Enycctivo cn 1 también JJ ná en u . Prohlrumos que las Ü'LHLPJC du E0010 vom
pi,tus y atómicas "un pnPLlnulur el algeurn de Ezofi 3- Süu ¡nycvtlvas un la
(:alluzrtu'in du las; '-‘ '- ‘zu‘us: dedurzlix'1).:=..
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Sea ahora A un algebra deduotiva y ü un sistema dcductivo prüpio en.L

existe entonces una función p:fi > A/n y 2 É A/ eu una sutúigehra. Sea B laD
. . -i e.suraigebrn de A definida como B = p (2). Tenemon entonces un homemoriinmo

j:b «o 2 que. por la inyeetividud de 2 puede extenderse n un homomorfismo
e ._ . . .4];A un) 2. Lntonees, por el teorema 3.9.il). f (l) resulta nur un Histema de
dueiivo maximai que contiene a D.

li ;> I) Resulta del hecho dv que en la categoria de las algebras de
huele. los filtros y los sistemas deduriivou coinciden I

Ln l22] A.Diego probó un teorema de representación para álgebras de Hil
bert usando la existencia de sistemas deductivos muxlmales. aunque empleando.
un la demostración. AE. Del teorema 3.14 resulta el siguiente:

¿grglario 3L15¿ Los teoremas de representación, de Stone para a gcbras de
lhuih- y de Diego para algehrus de Hilbert son equivalentes.

kn contraste con los resultados expuoslow mas arriba tenemos:

a En ZF el axioma de eleccion (AE) y la afirmación de ¡1 existen
eiu de sistemas deduetivos irreduribien minimaien en algebra: de Hilbert son
lrfllil v:l ¡irritc::;:

qumaflJQ

HUMJHtrüClÓH:En [22] A.Diego probó, usando AH. la uKiHienCia de sistemas de"
dudurtívos irreduclbles minimaies en toda álgebra de Hilbert.

Para la recíproca, observamos que primero G.Klimovsky (ver [35]) y luego
J.L.Hell y D.Frcmlin (ver [6]) demostraron que la existencia de filtros pro
pinJ maximales en todo reticulado con cero implica AE. En ambos trabajos. a
purlir de una familia no vacia de conjuntos no vacios SCconstruye un reticu
lado que. en el caso de Hell y Fremiin es un algebra de Brouwer. El resultado
dual (y equivalente) afirma "la existencia de ideales maximale: en álgebras de
Heyting implica AE" pero. como el complemento de un ideal maximal propio es
siempre un filtro irreducible minimal, podemosenunciar " a existencia de fii
tros minimales irreducihles en cualquier álgebra de Heyting implica nl axioma
de eleccion" y como las álgebras de Heyting son casos particulares ue las ál
uehrus de Hilbert y alli las nociones de filtro y de sistema deductivo coinci
den, el resultado queda probado I

gpggryacion¿ Los resultados que mencionamos de A.Diego en 3.15 y 3.16 se
refieren a las álgebras de Hilbert en el sentido estricto, es decir sin conte
ner necesariamente un primer elemento. A.Monteiro trabajo también en la teoria
general de las álgebras deductivas (sin presuponer la existencia de un
primer elemento). Dada un álgebra de tal tipo sin minimo eiemento. se lo
phdumoh agregar y convertirla en un algebra deduetlva con cero (algebra de
Hilbert con cero). Más aún, en [22] y en [44] se prueba que todo sistema dc
ductivo completamente irreducible (y por lo tanto maximal) dehe ser maximai en
ei conjunto de los sistemas deductivos que no contienen un punto-fiJo del ál
gebra. Entonces. para el trabajo consecuente. se puede rebautízar comocero a
ese punto y olvidarse de todos los elementos del algebra que ne son mayores o
iguales que el.

N L".



3.2.3 Objetos inyectivos

Ue lu demostración dei teorema 3.14 resulta que asumiendo TiP- las ¿lut
bruu de Boole completas y atómicas son objetos inyectivos en la categoria de
las úlgebras deductivus. En io que sigue refinuremos este resultado. Una pri
mera versión del mismo fue expuesta en [27]. '

Observación: Asumicndo el teorema de extensión de Sikorski (TES) y usando el
teorema i.i8.5 de [2] y ei eoroiurio 3.13, pndemosconcluir que las algebrus
de Hooie completas son objetos inyeetivos en la categoria de las úlgebrns de
duetivuu. De hecho. como las álgebrus de Hooie son casos particulares de las
algebrus deductivas. esta última afirmación es equivalente a TES.

Lumu3.17: La categoria de las álgebras de Hcyting es una subcategoria plena
de la categoria de las algebras de Hilbert.

Ucmoslración: Sean A y B álgebrns de Heyting y Izfi v— o B un morfismo de álge

aigebras de Hilbert. Seu D el núcleo de f. entonces f puede ser factoriznda
según el siguiente diagrama:

I
A w) B\

/f
./
A."

conde p es la proyección canónica y f es el morfismo inducido.

Comosistemas deductivos y filtros coinciden en las álgebras de Heyting,

tenemos que A/D tiene una estructura natural de álgebra de tai clase y p re
sulta ser un homomorfismode la categoria. La flecha f es una inclusión de un

álgebra de Heyting en otra álgebra de la mismacategoria y. como es un mono

morfismo de algebras de Hilbert, resulta Ser un isomorfismo de orden (por res
petar lu implicación) y por lo tanto un monomorfismo de algebras de Heyting.

Entonces f = fop es un homomorfismode áigebrns de Heyting I

leorema 3.18: Si A es un álgebra de Hilbert inyectiva, entonces es un álgebra
de Booie completa.

bemostracíón: En [22] A.Diego probó que todn álgebra de Hilbert puede ser su

mergida en un álgebra de Heyting completa, lo mismovale pura álgebras deduc
tives. La demostración está hecha enteramente en ZF.

Sea A un álgebra de Hilbert inyectiva, C un álgebra de Heyting completa y

J:A -—-ü C un monomorfismo. Entonces. por inyectividad, existe un morfismo

¡su —————» A tal que ¡of = idA. De la observación hecha en la demostración del
lemn 3.17 y del hecho de que I es un epimorfismo resulta que A es un álgebra
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a; Hoyting y. por el lema 2.1 de [3]. cnmplcln. Para probar que A es un álge

bru de Boole basta con mostrar que cl único elemento dci conjunto de sus elc
munLos densos D(A) = {a E A/ na = 0) es cl i.

Seu A’ el conjunto D(A)u(0}, veamos que A' es una Subúigcbra (deductlvu)

dc A: Scan a y b E D(A). Por 3.4.líi) ícnemos que

((4 no b) "o 0) -a ((h —o(a —»b)) -o (b » 0)) = l. pero como

0 > (a » h) = 1 por 3.1.u y b ) U = G por h!p0tcsls, obtencmon

(A > b) no 0 = 0 y entonces a o h e fl(A)

Seu ahora 8 ei conjunto A'Uía). donde a cs un elemento que no pertenece u

A. Vamosu darle unn estructura de álgebra de Hilbert que lo transforme en una

cxtonsión dc A' definiendo a "o a = 1; 0 m» a = 1: a m4 0 n 0; a —»u = a y

u ; u = 1 para todo a e DM)

Verlfiqucmos la validez, on B, dc los axiomas para ¡un álgebrus de
Hi I'rw-I'L:

Scam .‘¡.b E DNI).

3.1.a) u —> (a —o a) = u + l = h

u ) (a "a u) = a no u = h

n r» (a —o a) = a —) 1 = L

0-—->(a —+0) =0—-)0= l;

u m» (0 "a u) = a mo l = l;

1;. 1.13) {a —> (a -—-)a.)) ---) ((a r) a) —->(a ---—)a))=1 «91:1;

(a —a (a —o a)) > [(a > a) o (a -o a)) = 1 -) l = h

(u «a (a -o b)) No ((a w» a) “o (a > b)) =

(a «o b) »o (a -o b) = l —+ l = 1;

(o: ---) (a —> ¿JH --> ((a. m) a) me (a —--)cd) =

(a wo l) va (l —) l) = 1 n) l = l:

(a n9(a w)oJ) —&((a-n>aJ--)(a-uaa))=
(a --r>l) —->(a--<>a)=1-«->l=l:

(a —+(a -» b)) no ((a -o a) -o (a ) b)) =

(a —o 1) "J (a no (a «a b)) = l 9 l = l;

\a -—> (b —-) 41)) —-> ((a ---> b) —-->(a -»--)a)) =

(a no a) -+ ((a me h) -+ a) = a o a K 1;

(a -+ (0 —aa)) —+((a -+ 0) o» (a -» a)) = 0 «o 1 = l:

(a —> (0 -—)0)) -) ((a --> O) -—)(a —+0)) ==0 --->0 r!

(a --) (a —> 0)) ——)((a -—>a) —.\ (a ——>0]) =

(a —» 0) mo (1 —+ 0) = 0 —o O = 1:
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(U w+ (u > u)) ) ((0 > a) ) (0 > a)) =

l ï (1 > 1) = l >l

(L u) (a > 0)) > ((0 > u) ) (U -())) l > l = l;

(C «o (0 > a!) ) ((0 > O) > (0 a u)) x 1 ) 1.: h

(u —o (a —» 0)) ) ((a > a) J (a ) 0)) =

(a ) 0) ) (1 o O) L 0 > 0 l,

(u —» (0 no a)) ) ((a > 0) > (a > n)) =

(a r» l) > (0 > l) = l no l

(u -o (a > 0)) > ((a > a) o (n > 0)) =

(a v) 0) > (n —>()) = 1;

(U -+ (a m) a)) no ((0 no a) -o (0 > 3)) =

1 > (t ) 1) = l ) 1 = l;

(a —o (0 F) o ((4 > O) > (a ) u)) =

(a > 1) ) (0 ) a) = l » 1 L l;

(0 me (u «o u)) > ((0 > a) > (0 > 0)) =

(O wo a) ) (1 ) l) = l > 1 = l.

3.1.A) G r» a = 1 vale pues uni lo hemos pedido.

3.3.i) l —+a = a a 1.

3.3.ii) Si a —»a = 1 entonces a = a ó a = 0, pero en ente úitlmo caso no

puede valer a -o a = 1.

Tenemos. entonces, que A' es subálgebrn tanto de A como de n. Por la in

yuctividad de A, existe un homomorftsmo [:I) > A tu] que I A. = ifl, (la ln
elusión de A’ en A). Como 1a = 0, tenemos que ¡(wa) = nI(a) = 0. por lo que

f(a) e 9(A). Sea entonces x e D(A) ta] que x = f(a). De alli resulta que

x «a f(a) = 1, pero x —»{(a) = ¡(x wo a) = f(a). por lo que ¡(a1 = l. Como

u -; a = 1 era todo a e D(A). obtenemos que I(a) m» J = l. Esto implica que

1 -o u = i. Entonces. por 3.3.1). a debe ser 1. con io que resulta que
D(A) = (1} I

ObservaciÓQL En [3] Ualbes y Horn probaron que todo objeto lnycctlvo en la
categoría de las álgebrus de Heyting es un álgebra de Boole completa. Para la
prueba utilizaron, de forma esencial, el lema de Zorn. Nuestra demostración
del teorema 3.18 esta hecha totalmente en ZF y generallza el resultado a una
superclasc de la álgebras de Heytlng.

Corolgylo g¿¿g¿ .Las úlgebras de Bocle completas son (en ZF+TES) los objetos
inyectivos en la categoria de las álgebras de Hilbert.
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5.3 Lógica polivalente

La lógica polivalente. generalización de la lógica trivnlen: . variante
ur in logica modal, ya mollvuda por Aristó!cius, a5 formulada u romienxos de
(r5;i\- ¿siglo por Jan lnk‘;s;iewl<:z lïl'l] y ¡or lí.!..l"o.;l lll'll. l"o-.:lcriornwnt-r M.
'..’uj:.'l)el'g (ver ISS!) formula por primera vez una axion;.n.i.zación dx las: lóglcrn‘.
ÏIÁIíÜÍLO‘VíLlUHLCS,las; que se corresponden con el rulculo infinito-"miente ¿le
Lukamiewlcz. l-Ín 19'58 C.C.Clmng (ver lll! y llï’ll presenLn a ln': hiV-hlgebr 3
como la contrapartida ulgcbraiea de dicha lógica, aunque de una manera por
“unan, wxquelaS(nwrmflomu;bchusrm mwdmï mflmihufiealimqumKMQmm
lógluou. Este problema es solucionado a comirnzos de esta decada por los mate"
maiiuuu españoles J.Foni, A.R0driuuez y A.lo¡rnns (Ver 25! y lSli) quienes
reioimn el trabajo de MJIaJHi-oergy presentan las; algebra? (lc Hajna-r8 donle
EOSoperadores básicos se corresponden a los cunectlvos lógiCus de implicación
y ue negación.

.3.1 Resultados para los casos finito-volantes: álgebras de Post y de
Lukasicuicz

Para las demostraciones y mayor abundanclw sobre el lema, ver [2]. [iñl y
lan}.

l’arucuda n22. un ."ilrrhm (iv ¡.ukdnia-wicz n-rale'nt." cz: un gusten-.2

<L.V,fi,fi,hl,..,n 1,l.0> Lal que <L.v,A,1.i.O* es un nigcbra dc Dc MorganyH"

ltHSln(1 = l,...n-l) ¿un coneciivos unnrios tu! que valen inc ni¿uiuntns eeuu
(' ¡(run-S:

i Ullxvy) = D¡(x) v D'iy) (i = 1....n-ll;

l? D¡(x) v nDl(x) = 1 (l = l...,n_l):

13 Dlüixx) = lu(x) (1.1 = l, .,n-l);
l D 11x) = nD (x3 (1 = 1...,n El:

É l ¡"fl

L_ Dlix) v U|'I(x) = Blix) (i z 1...,n-Í};
lF x v bl(xl = 01(x) y

ly (x A 1¡)|l(x)/\lll(y))vy ==y (1' ==1...,n-2).
En lo que sigue si se hace referencia a las algebras de Lukauiewicz sin

hacer menciona la valencia se sobrocntendcrn que el resultado o la afirmación
es valido para cualquier n a 2. la mismaconvención se aplicara para las otras
élgcbras a definir en cute apartado.

En liúl se definen estas álgebras bajo el nombrede algebras de Moisil.
Ln trabaJos posteriores se definen con una operación adicional (lu implicación
intuicionista). aunque :e demuestra que esa operación no es independiente de
las demas. Para esta implicación se verifica que todos las Filtros son sibtc
mas deductlvos. Sin embargo no todos los filtros se corresponden con congruen
cias. por lo que se define la siguiente noción:

UnD-[íltro F es un filtro Lal que:
x e F u-a u (xl r: Fn-l

29
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Se comprueba que las congruencias de luv úlgebrns de Lukuniewicz coinci"
den con los D-filtros.

A.Rose probó que las álgebrus de Lukunieuicz n Valentus, peru n a 5 no
nou las contrapartidas uigebraicus del cálculo de Luka;iewicz n-valente. en
perLicuiuv, a partir de las operaciones del lenguaje. no ¿e puede definir con
elias lu implicación de Lukasiewicz. En (18] y (19) R.Cignoli presenta las d'
gubras de Lukaslewlcz propias comouna suhclnse de las de Luknsiewicz, apli
cándolas. en 119]. a un enfoque dei tipo du Rusioun al estudio de las teorias
elementales.

Un algebra A de tui clase (para n t S) se define como un sistema
<L,v,A,1,{F") ,D ,...D .1,0> donde los F” son conectivos binarios,

a; H.J)€S 1 n-i 1)

Sn==((1,J) esiNx N: 3 s i s n-2. is J s 11-4. J <1). <L,V,A,fl,D1,...Dn_l,1,0>
es J“ algebra de Lukusiewicz y valen las siguientes ecuaciones adicionales:

h 0 si k 5 I-j
IJ(F'|'(x.y))= (k=l...,n-i)

k J Jlixl A JJU’) si k > 1-1.

donde Jiix) es lu abreviatura de n|(x) A 10 (XL

Pura los casos n = 2,3,0. las álgnhrns de Lukasiewicz pvopins y las im
propias n-vaientes coinciden.

Uncaso particular de dichas álgebras. aunque pro entadas Independiente
mente, son las álgebrns de Post:

Para cada n z 2. un álgebra de Post n-valentc es un sistema
<P,V,A.W.U,...D .e ,..,e ,1,0> ini que los v (i = 1,...n-1) son constan

‘i h-‘l O n-i i

tes. <P,V,A,w,D¡,..,D 1,1,0> es un álgebra de Lukasieuicz n-vaiente y valenn
ademas las siguientes ecuaciones:

fisijSJ . .
p1 D¡(LJ) u 1 o Si j > j (1 u 1,...n-1, J n 0....nni) J
p x = (U (x) A e ) v..v (U (x) A e l.2 1 1 n-i n-I

Se verifica que toda álgebra de Post n-valente P en el coproducto (en la
categoria de los reticuludos distributivos ConO y 1) de un álgebra de Boole
(el subconjunto de sus elementos complementados. notado W(P)) con la cadena de
n elementos. la que será notado. de ahora en más, como LH

La relación ente estas álgebras y las de Lukasieuicz fue establecida por
R.Cignoli en [14].

Se comprueba que un álgebra de Post P será completa si y sólo si lo es el
álgebra de Boole 3(P).

Otra forma equivalente de definir un álgebra de Post nmvaiente P es decir

30



:¿sy' eu.- uaLu ¡le un algebra (lr: De Ml-r'nguaque (amic:

Eïmu-W) memuo dnfllnwfldn 0.4oar ,,ïr: n H uu ¡pm un”n-l
u-E

ulcmuhto x dnl nluvbru su vuúrlbc de una thüïï única x - V (J A r ) donde los
* : l l

al LOE elemenLus de J(P) y

.u f5! x e. :lïaP) y ¡mclf cl i par-:1 maní“ I. 1 2’ í .5 n-l "html/rca; '-‘-0.

En lu: úlfichras de Lukuslüwicz propíïs (y n Inrtáorí un las de POHL! lu
nmplicuciúh de Lukuuiculuz es dcflnlbln y, rurn cctn implicuniun_ las noclonus
dL filtro implicativo y de U-fllLrn coinciden.

El siguiuntu teorema ouLá thruídu de [49]:

quggmg_3¿gg; Para cada n-fíltro F de un algebra du Past n-vuivntv P las si
qiguícntns condiciones son oqnlvalcntus:
i) F es maxima]:

¡il F es irrcduviblu;

iii; F un primo;
rlv; l‘m'u ¿ruda elmunn‘o x G. l‘, r»xzn<:lnm-’rnh:uno de los ululwhics: n xx).

“"1
"D (X) tELá un yI-‘.. ;

ïSLu Lcuvemu vulu, min cn genvrul, pnrw las ¿ILÜUPHS du Lukuslnwlcz
“valenlus.

En íld] R.Cignoli prueba los sigulentnc rusultadcn para las algebruu de
{Alk"uiít?wi(32:

Eggpgmu3.21‘ Si L es un álgebra de Luknuicuicz n-valunit ndtoncuu cada flitro
primo está contenido en exactamente una cadena muximul de u lo sumo n-l fl!
filLros primo; de L. Si L es dc Post entonces [ue cadenas tendran exuctamunte
u—2elementus.

{su} Q.Z¿¿ Seu A un álgebru da Luknsinwlcr nnvulunln, fl(A) la subálgeb‘u de

sus elümonLnñ complomonfadofi, U un ultruïiltrv sobre e? álgebra du Boolc B(A),

cutances. para cada una de los conectivüs D|(I u 1...,u"1), c! conjunto
Ui = D:I(H) cr un filtro primo de ¡

n

.

El tnorcma 3.21 lu permito al mismoautor cu ¡163 representar u las
algebrvs de Lukasltuicr n-valcnles comoálgebrnu de secciones globales du ha
ca. de cudunas sobre espacios boolounos y, cn e! c:no particular de las álge
brgü dc Post, como las álgebrus de todas las funciones definidas sobre espa
cio; hauleanos y valoren en la cadena de n ulumnntnu. El Inma 3.22 permitirá
caraütnríznr la cxisLencia de D-filtrcs maximaïuu(y a forliori pPÏmOb).

Ï39L2E3_g¿LL (TIP) Todo D-filLro en un álgebra de Iukasiüwicz está contenido
en un n*filtro primo.
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Ucmusiruvión: Sea F un D-flltro propio de A, notando con D‘(Fl a la imagen de

F por U‘ (i = 1, ..n-l), deiF) S F será un filtro del álgebra de Boole B(A).
el que por TIP se podrá extender n un ultrafiltro U. Tenemosentonces las re“

luciones de inclusión thl(F) S U S Un_l. El filtro primo Un_ es D-fiitro ya

que si x e Uml vale que Dn_l(x) y, en consecuencia D|(x) (i = l,..,n—l) eSLaw

ran en U, el que está contenido en Und. Sea ahora an el D-filtro generado
por F y de. Este filtro es propio pues, sl no lo fuera cxistiriun x e F e
ill la") tui que x A y = 0. Podemos considerar x G lk_¡(Fl. y e ll!l(Uu_‘) = U
de lo que resulta que x,y e U, lo que contradice el que U sea propio I

gggglurio 3.24: En ZF, para cada n z 2. TIP implica las siguientes afirmacio"
nes:

i) En toda algebra de Lukuslewiez n—valente todo filtro propio está conteni
do en uno maximal;

ii) En toda álgebra de Lukusleuicz propia n-vulente todo filtro propio está
contenido en uno maximul;

iii) En toda álgebra de Post n-vulente todo filtro propio está contenido en
uno muximal;

iv) En toda álgebra de Lukasiewlez n-vulcnte todo Dufiltro propio está conte
nido en uno maximal;

V) En toda álgebra de Lukasieuicz propia n-vnicntc todo D-filtro propio está
contenido en uno maximal;

vi) En toda álgebra de Post n-valente todo D-fiitro propio está contenido en
uno muximal;

Demostracion: ComoTIP implica que en todo reticulado distributivo todo filtro
propio está contenido en uno primo, tenemos que. por el teorema 3.23. dado un
filtro F en un álgebra de Lukusieuicz A existe un filtro primo P 2 F.
Sea 9 = {G : G 2 P y G es D-filtro}, es fácil verificar que, U3 es un D-flltro
que contiene a F y maxima] por construcción I

Observación: Teniendo en cuenta que toda álgebra de Booie puede pensarse como
un álgebra de Lukasieuicz (propia) para todo n z 2, tenemos que las afirmacio
nes i). ii). iv) y v) de 3.24 implican TIP.

Los resultados sobre inyectlvidad para estas categorias de álgebras son
también debidos a R.Clgnoll (ver [16]) y se pueden enunciar de la siguiente
manera:

Iggremn 3.25: Un álgebra de Lukasiewiez (de Post, de Lukasiewicz propia)
n-vulente sera inyectiva en la categoria respectiva si y solamente si es un
álgebra de Post completa n-valente.

En la demostración original de dicho teorema el autor emplea, aunque sin
mencionurlo explicitamente. el teorema de extensión de Sikornki. En 3.3.2.3
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mostraremos explicitamente para el caso de las nlgebras de Hujsherg ia equiva
lencia del resultado principal de inyeetividad en la categoria con TES. el que
resulta análogo al demostrado por Cignoii para el caso n-vaiente.

3.3.2 Caso infinito-valente: las álgebras de Hajsberg

Comecontrapartida algebraica dci calculo infinito-vaiente de Lukasieuícz
se han propuesto varios modelos aigebrnleos: varias Versienes de algebras de
Post generalizadas (ver |13|. [23]. [24] y |58|). las álgebrns de Lukasiewicz
u-valcntcs, las MV-algcbras (ver (lil y [12]) y las álgebra: de Hajsberg (ver
[25}, [Si] y [57]) siendo las últimas dos equivalentes -móduio ienguaJe- y las
unicas que resultan ser exactamente ia contrapartida algebraica del mencionado
calculo.

3.3.2.1 Definiciones

Un algebra de Uajsberg es un sistema (A, >,1,i> que satisface las ecua
ciones y), ó), c) y L) de 3.1. Escribiendo (cemoen el case de las otras álge
bras del mismotipo de similaridad vistas anteriormente) n := nl. resulta que
un algebra de HaJsberg es un algebra de Dc Morgan donde el supremo está defi
nido por x v y := (x mo y) m» y (Ver (25]).

Entonces, por tener una estructura subyacente de reticuindo, en una tal
algebra la noción de filtro tiene sentido aunque, ul igual que en el caso de
las algebras de Lukasiewicz, dichos subconjuntos no se corresponden con ias
eongruencias (ver [11] y [25]). Análogamentc al caso de las algebras de Luka
sicuicz. las congruencias de las algebras de UaJsberg se corresponden con los
sistemas deductivos o filtros impiicativos.

En forma paralela a la noción dc álgebras dc HaJsberg se define una
MV-nlgebracomoun sistema <A,m,°.1.0.i> de tipo de similuridad (2,2_I.0.0)
tal que valen las ecuaciones:

m1 xwy = yex m; x.y = y‘x

m? xo(yoz) = (x0y)®z m; x°(y‘z) = (x'y)‘z
m x01x = i m’ x’wx = 0

3 a
m x61 = 1 m' x*0 = 0

4 4

mr er = x m; x01 = x

mr w(xoy) = (1x)o(ny) mg 1(xvy) = (1x)o(1y)
m 11x x x m 40 = i

7 a

mu xvy = yvx mg xay = y\ï

mlo xv(yvz) = xv(yvz) m;0 XA(YAZ) = (XAy)AZ

mH x®(yAz) = (xoy)A(x®z) m;¡ x°(yvz) = (2-:oy)v(x'z)
(definiendo XAy:= (xowy)°y y xvy := (xtwy)oy)

En [25] se prueba que a toda algebra de HaJshcrg se le puede dar una cs
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lructuru de MV-algebra definiendo xey := 1x ) y (l, 0 ' e coinciden y ' se
luede escribir en función de f-IY de 1: :v)‘ :==1(-1>:¿,-1)'l).

Analoguunente ¡i toda MV-alw-lnru:ze le puedo: (lar unn estructura de algebra
ue Hquberg definiendo x ; y :1 wxwy.

l’or lo tanto, si bien pn:l'«.-rlr1.-mo:;la notación implica! Wu, en los c:
que resulte conveniente, utilizaremos la nulución aditivn.

Lm;mïmmdommstM ha Mgflwmim'lhymmmioiWJ maymeKNMS
epr ici tamente, se pueden enconi rnr demonlrndne; en (ill, í 121. [2'13], {Si} y
lüVl.

El ejemplo canónlco de álgebrus de Hajnberg (o HV-hlgebrnvl es el que re*
uullu de lo siguiente:

Definición: Un grupo abeiiuno rctícuiado con unidad dr orden (CARO) G es un
sistema (G.+.-,0,V,A,U> donde <G,+,—.0,V.A>es un grupo nbeiiuno reticulado
(GAR)y u es una constante, llamada unidad de orden tal que ne cumple:
Vx(3ncW)(nu a x).

Observación: Dado un CARG no trivial cualquiera, podemos obtener un CARU,de
clarando unidad de orden a cualquier u G G tal que 0 < u y tomando como nuevo
grupo al generado por el intervalo l0.ul. De aqui resulta que por cada GARse
puede definir al menos una cantidad numerable de GARHsdistintos.

En la clase de los CAHUslas congruencinn están dudan por los Ï-ideales,
ufl decir los subgrupos convexos cerrados por las operaciones del reticuiado,
en decir aquellos subgrupos-subreticulados S S G tai que. si x e S, U 5 y 5 x
entonces y G S. Se verifica que la congruencia sera propia si y Solo si la
unidad de orden no pertenece a S. (Para mas detalles sobre la teoria de estos
grupos, ver (8]).

Dado un GARUG, definimos en Cl0.ul=(x e G / 0 5 x 2 ul una estructura de
MV-aigebra poniendo xey := UA(x+y); 1x := unx y x-y :=1(1x + ny).

Sobre el mismoconJunto se puede definir una estructura du algebra de
Mugaberg poniendo x m» y := UA(u+y-x) y 1x:=u—x. (Ver [?5] y [45]). En lo que
sigue. y abusando lu notación. hablaremos de "el algebra de Hujsberg Gl0,ul" o
oe "la MV-úlgebraGl0,ul" dando por sobreentendldas las operaciones inducidas
en dicho conJunto. Es de hacer notar que la matriz de Lukasiewicz para el
calculo infinito-valente coincide con el algebra 0l0.il.

En [36] (ver tambien |25|). como lo observamos al comienzo de la sección.
se pruubu (en ZF+AElia equivalencia entre las categorias de las MV-álgebras y
de las algebras de Hujsberg. Si bien no lo demostraremos aqui. vale la pena
observar que dicha equivalencia es válida en ZF+TIP. En el mismotraano arri
ba mencionado, se da una manera canónica de construir (en 2?) un CARUlineal G
a partir de cualquier álgebra de HaJsberg lineal L tai que L S Gl0,ul. Poste
riormente se invoca AEpara demostrar que en toda álgebra de HaJsberg A exis"
ten sistemas deductivos primos, lo que permitira. utilizando implícitamente el
teorema de representación dc Blrkhoff. encontrar un GARUG tai que A E Gl0,ul.
En el apartado 3.3.2.2 veremos que la afirmación de la existencia de sistemas
deduetivos primos en toda algebra de Uajsberg es equivalente a TIP.
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Un ejemplo que será muy utilizado en lo que sigue de este trabaj
construye de la siguiente manera:

Sea G un grupo abeliano totalmente ordenado, u e G. u ) U, X un espacio
topológico. Es un resultado clasico que el espacio de funciones continuas
UlX,G) puede verse como un grupo con la estructura inducida por C. Por lo tan"
to, como ia función constantemente igual a u (que notarenns igualmente u) es
estrictamente mayor que cero, podemos considerar el algebra de Hajsberg
UiX.G)l0.u], la que notaremos C(X,C[0,ul) y coincide (comoconjunto) exacta
mente con las funciones continuas de X en Gl0,u].

3.3.2.2 El teorema dei sistema deductivo mathll

ComoTIP es equivalente a la afirmación "en todo reticulado distributivo
een elementos máximoy minimo todo filtro propio puede ser extendido a uno
prime" y considerando que no todos los filtros en un álgebra de HaJsberg son.
en general. impiicativos. una primera cuestión es determinar en que condicio
nes Se puede garantizar la existencia de sistemas deductivos primos. Tanto en
llil comoen [25] se demuestra que todo sistema deductivo propio se puede ex
tender a uno primo, aunque usando ei axioma de eleccion. En [30] probamos que
dicha afirmación es en realidad equivalente a TIP, lo que se sigue de los si
fluirhtus resultados:

i¿gm¿_3.26: (ZF + TIP) En las algebras de Wajsberg no triviales existen siste
mas deductivos primos (N.G.Martinez, [40]). En particular. todo filtro (de re
ticulado) primo contiene un sistema deductivo primo.

Demostración: Sea A un algebra de Najsherg no trivial. Por ser de De Morgan.

TIP implica que existe un filtro primo P c A. Notemos con Pc a su complemento

conjuntista en A y definamos

P := n {x x —» y e PL}
C

yEP
Este conjunto resulta ser un sistema deductivo:
Si y e If entonces l —oy = y tambien esta en ¡fi de lo que resulta que l e r.

Si x, x —a2 e i. sea un y e I} Por definición de i tenemos que x -» y e Pc

y. por io tanto, también (x -a 2) o (x a yl e ¡F

En [25] se prueba que (x me z) ha (x —»y) = (x A z) wa y. de lo que resulta

que también (x A z) r» y está en Pc. Comola implicación es antítona (es decir
un antiisomorfismo de orden) para la primera coordenada. se obtiene la desi
gualdad z —ay 5 (x A z) —ay y. como FF es decreciente, resulta que

z —oy e PC, lo que implica que z e E. con lo que tenemos que en ; vale la

regla del modusponens, por lo que resulta ser un sistema deduetivo.
Veamos que É s P: Sea y e PF. como y —+y = 1 e P. por ia propia defini

ción de i resulta que y e i, lo que implica, además, que dicho sistema deduc

tivo es propio.
A

Finalmente. para ver que es primo sea xvz e P, con x, z e P, existirian
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entonces y, w e ¡f tales que (x ) y). (z w» w) e P. Como la implicación es un

morfismo monótono para la segunda coordenada, tenemos que x x y fi x o va de

¡o que, por ser P creciente, resulta que x w va y z >wvy estan en P, de lo

que se sigue que (x «a va)A(z ; wvy) e P. En todo algebra de Hajsberg vale

la igualdad (x -9 uvy)A(z —+wvy) = xvz > wvy. Como ademas P es primo y tanto

y como w estan en 1*, wvy tambien pertenece a PC. lo que implica, por defini

cion de ;, que xvz no pertenece a B, lo que contradice la hipótesis I

Lema 3.27: Sea A un algebra de Hajsberg, P un sistema dcductivn primo de A y D
un sistema deduetivo propio de A. Si P S D entonces D es primo.

Demostración: Sean a.b e A tales que avb e D. como en toda algebra de NaJsberg

siempre vale (a —»b)v(b —+a) = i, tenemos que (a —+b)v(b —» al e P. Como P

es primo. por eJemplo a —»b e P S D. Por otra parte (a > b) o b = avb e D

y, por modus ponens se obtiene que b e U. que resulta entonces primo I

Unaconsecuencia directa del lema anterior es el resultado de A.Rodriguez
(ver 151, lil.6.131) que el conjunto de los sistemas dednrtivos primos que
contienen a un sistema deduetivo primo forman una cadena para la inclusión.

Teniendo en cuenta que toda algebra de UaJsberg es de n: Morgan, el re
sultado anterior equivale a que los sistemas deductivos primos aparecen en ra
denas disJuntas.

Vale la pena destacar el hecho de que si bien los sistemas deduetivos
primos aparecen en cadenas. existen algebras de Wajsberg donde este no se Cum
ple para el conjunto de todos los filtros primos:

En [43} A.Monteiro demuestra que, para un reticulado distributivo son
equivalentes las condiciones de que los filtros primos que contienen un filtro
primo dado forman una cadena y que. dados elementos x,y,z tales que x.y s z
existen x',y' tales que x'Ay = xny' = xay y x'vy’= z.

Veamosun eJemplo debido a N.G.Hartincz donde estas condiciones no se

cumplen: sea el algebra A = C(Rl0.1).R[0,i]) {,g e A, {(x) r g(x) = i-x
(x e Rl0,1l). Sean f',g'E A tales que f'Ag = [Ag' = Ing. entonces f'ix) = x si
x S 1/2 y g'(x) = l-x si x a 1/2. por lo tanto, como las funciones deben ser

continuas. existe un u > 0 tal que si x E (1/2nc.i/2+c). í'(x)vg'(x) < 3/4,
por lo tanto no se cumple que f'vg'= I y. en consecuencia. los filtros primos
no aparecen en cadenas disJuntas.

leorema 3.28: (ZF + TIP) En toda algebra de HaJsberg cualquier sistema deduc
tivo propio puede ser extendido a uno primo.

Demostración: Sea A un algebra de HaJsberg y F c A un sistema deductivo propio

el que. usando TIP, puede ser extendido a un filtro (de reticulado) primo P.
Por el lema 3.26 podemos construir un sistema deduetlvo primo P tal que P S P.
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Sea ahora F} el filtro implicatlvo generado por F y P. Veamos, que esta
Cunlvnido en P:

Supongamos que a € i}. (tenemos entonces que existen Kl.. ,x E F yA H

y ,..,y e P tal que x m+(... »(x >(y >(... >(y >u)...) = l). Si a e F o
l A m 1 n l - m

a e P entonCes a e P. Supongamos a 1 F y a 1 P. Apllcando n veces modus ponens

resulta que y‘—a(..—+(ynnoa)...) esta en F. a su vez contenido en P. Si a e P.
como y G P. vaidria que y han 1 P, y como y E F, también y »>(y won) e P.

m m m- l m- l m

Aunsiguiendo, llegariamos a que yl o(...—+(y >a)...) e P, absurdo.n

Conciuimos. entonces. que F S FPS P. Como P es primo y PS PL tenemos que.

pnr el lema 3.27, FP es primo, lo que prueba lo afirmado en el enunciado del
teorema I

gpsvrvaclon: El teorema 3.23 se podria haber demostrado anúlogumente al 3.28

considerando la implicación debil definida por x ) y := wn“4(x) v y. En este

caso tendríamos que x E i 'si y sólo si anfl(x) V y e P para todo y e P, Si y

:u)h¡mente si 1D"_1(x) í P si y solamente si IKPlÍX) E P ui y solamente si

x e 1¿1¡(r) = D;ÏI(U) donde U = B(A)nP. Entonces tenemos que ¡ai (P) = Uml y
por lo tanto estamos en la mismademostracion que se obtiene de los resultados
de Cignoli.

Teorema 3.29: (ZF + TiP) En toda álgebra de HaJsberg cualquier sistema deduc
tivo propio puede ser extendido a uno maxima].

Demostración: Sea A un álgebra de Hajsberg y F S A un sistema dedactivo pro

pio. Por el teorema 3.28, existe un sistema deductivo primo P 2 F y, por ei

lema 3.27, el conJunto 9 = {C : P S G S A y G es un sistema deiuctivo propio)

esta ordenado linealmente por la inclusión de conJuntos.

U5 es un filtro impiicatlvo ya que si x, x —ay e tU. existen entonces Gl

y 62 en 3 tai que x e GI, x —oy e 62. Como9 está linealmente ordenado. tene

mos que GIS 62 o cz; Gl por lo que tanto x como x «a y y, en consecuencia y.
pertenecen al mayor de los dos y. por lo tanto, a LH. De ia forma análoga. si

xvy G U5. existe un C E 3 tal que xvy e G y. como G es primo, tenemos que x o

y estan en dicho filtro y. por lo tanto, en U3, el que resulta entoncos primo.
UJ es un filtro propio ya que 0 no pertenece a ninguno de los G e 9. La maxi

malidad de U} resulta de la propia construcción s

Comolas álgebras de Booie son casos particulares de las álgebras de
Hquberg y en aquéllas los filtros y los sistemas deductivos coinciden. tene"
mos que la existencia de distemas deductivos primos (maximales) en las alge
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bruu de Hquberg implica lu existencia de filtros primos (mdïimnlcs) en las
niuehruu de Hooic. Podemosentoncvn concluir el npurtudo con e! siguiente:

[alfiïgil3m HIKFlmzfluMUMruvmmMumm{mncmflwúuflwn
il En toda álgebra de Boole cualquier filtro propio puede ser extendido a

uno primo (TIP);

ii) En todu álgebra de NaJsberg cualquier filtro impiicativo propio puede ser
extendido a uno primo;

lili En todu álgebra de HuJfibcrgcualquier filtro implicativo propio puede ser
extendido u uno muximul;

ivl En toda álgebra de Boolu cualquier filtro propio puede ser extendido a
uno maxima! (TIP).

3.3.2.3 Objetos inyectivos

Una primera formulación de los resultados dc esta sección fue presentada
en E28].

lggrgmu 3.31: (En ZF*TlPl
l) El algebra R[0.11 es inyectivn en ln categoria dr lun nlgebrus de Hquherg

ii) 1.0:; retruct08 dc: pruductoc; (ilr RIO,il son inyvctivw: un lu categoria Liu la":
ulgubrus de HaJsberg. i

Demostración: i) Si A es un álgebra de HaJsberg y D c A vs un sistema deducti
vo, entonces A/Dsera isomorfa a una subálgebru de Ri0,ll si y solamente si D
es muximul. lo que resulta inmediatamente de verificar que las Unicas algebrus
du Hujsberg simples son las isomorfas a las subálgebras de RiO.il. Ver, por
ejemplo, [11] y [25]. Sea A subálgebra de A' y fsfi n- i R[0.il un morfismo de
úlgebrus de Hajsbcrg. el núcleo de j es un sistema deductivo maximui D de A.
Teniendo en cuenta que en [Si] se demuestra que el sistema deductivo inducido
en un algebra por un sistema deductivo de una subálgebra es el filtro genera
do, ue tiene que el sistema deductivo D’ inducido por D en A' resulta propio.
aplicando entonces el teorema 3.29, se lo puede extender a un sistema deduc
tivo muxlmel H que cumple HnA= D y, por lo tanto, induce un homomorfismo
f A'"—9Ri0.ll que extiende a f.
li) Resulta dc l) aplicando un resultado general de teoria de cwtcgorias a

Obsvrvación: En la sección 3.3.3 veremos que los segmentos í0_ui de los GARUS
divislbles y completos con unidad de orden u son exactamente los retructos de
productos del álgebra de Hquberg Ri0.il.

En lo que sigue del apartado demostraremos que no existen otres objetos
inyectlvos en la categoria.

Lvmu3.32: Sea A un obJeto inyectivo en la categoria de las álgebrns de
Hujsberg. entonces A contiene una subálgebra isomorfa a Ri0,l].
Hunmstracjón: Consideremos al álgebra dc Beole 2 como álgebra de HaJsberg y
uva el diagrama
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Rl0,i]

dundu las dos Flechas son las lneluuiones naturales. Como, [mr h polesis, A es
inyectlva, existe un morfismo I:Rl0,ll >A y, comoRl0,l] es simple (Vease
IZSII. tenemos que f tiene que ser inyectiva y entonces [(R[0,lll G A resulta
la uubúlgebra buscada I

Como, por lo mencionado mas arriba, todas las algebra: de Hajsberg sim
pleu son isomorfas a subalgebran de RIO.i]_ podemosenunciar el siguiente:

igug)chlp 3.33: Rl0,l] es la Unica algebra de WaJsbergsimple e inyectiva.

Otra consecuencia (trivial) del lemaanterior es que no existen algebras
dv NaJsberg inyectivas finitas.

Lema3.34: Sea C un algebra de HaJsberg lineal. F S C un filtro implicativo.
Notando «F al conjunto {x e C: ax e F). puede definirse sobre "F una estructu
ra de semigrupo abeiiano, lineal y naturalmente ordenado, positive y cancela
tivo.

Demostración: Sean x, y e «F, definimos x+y:= 1x ) y.

- x‘y = ax > y e NF porque .F (3:; un ideal lmplicativo (ver [12])
("F es cerrado para la suma).

La runmutatividad y asociatividad asi como la propiedad de que el U en el
nvutro para la suma resultan de las propiedades m ,m2 y mr de las NV-algebras.¡I1

- Si x s y entonces y = y v x = (y «o x) > x = wiy u) x)0x
(está naturalmente ordenado).

- Si x+y = x+z. supongamos que y s z. entonces z = (z-aylnoy, de lo que
1x -o y = 1x —+z = 1x »» ((z n» y) «a y) = (z->y)«+(nx->y) io que
implica que (ax qy)->(1x*;y) = ((2 > y) > (1x ) yi) ) (1x ) yL
Ue alli 1 = (z —oy)v(1x -# y). de lo que resulta que 2 no y = i
porque 1x -o y e «F, entonces z s y. concluyendose que x = y (cance
latividad).

NA- ' es positivo pues todos sus elementos son mayores o iguales que el
cero I

Hutatis mutandi, de la prueba del lema 3.34 se obtiene el resultado de
que el filtro F puede ser equipado con una estructura de semigrupo abeliano
lineal y naturalmente ordenado, cancelativo y negativo, donde i es ei elemento
neutro y ia operación se define por xoy := «(1x+1y). donde + es la adición de
finida para el semigrupo «F.

Este resultado y ia cancelatividad de las operaciones + y - dan como
consecuencia inmediata el siguiente

Lema 3.36: En las condiciones del lema anterior, notemos por G = FChFa la su
ma ordinal de F y «F (es decir Fo-F = (F U -F)/z donde = identifica los eie
mentos neutros de ambos semigrupos. con el orden dado por:

- si x e y es an ambos en F (»F). x S y si y solamente si x s y en F (en «Fl.
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ui x e F, y e «F, entonces x 1 y.

Sobre G se puede definir una estructura de grupo abeiiano natural y iinL
aimente ordenado.

hrmostración: Definamos la operación del grupo + porc
X°y si x, y e F
x+y si x. y E «F

x+_y:= 0 :¡ix=wy
o

1(x mo ay) si x e NF. y e F, x > «y
1x —» y si x e NF. y E F. x < ay

Todo io que hay que verificar es la compatibilidad de ambas Operaciones,
io quu resulta de la definición de - en función de + y de ia canculatividad de
las mismas I

Lema3.36: Sea C un álgebra de HaJsberg lineal, G un grupo abeiiano natura] y

linealmente ordenado. notando respectivamente con G. y 6- a sus semigrupos po

sitivo y negativo, podemos darle a la suma ordinal ¡8€ G| donde GO: {0)xG’.

(a = {llxu_ y G‘ = (ile (0 < i < i) . una estructura de algebra de HaJsberg
definiendo las operaciones comoO =(0,0); 1:=(i,0) y

(1.0) si i < j (i)
(i.x) p (j.y) := (i,min(0,y—x)) si i = j (2)

(i ij,y x) si i > j (3)

Unmostración: Veamosprimero que el orden de la suma ordinal coincide con el
orden dado por la implicación definida:

Sea (i,x) S (J,y). comoel caso (3) no es posible, tenemos que verificar
solo los casos (i) y (2) y resulta inmediato que en ambosvale (í.x} «> (j.y):
= (1,0).
Vurifiquemos ahora que las ecuaciones y), ó). n) e L) de la definición 3.! se
satisfacen en los tres casos posibles:

L) Tenemos que son posibles sólo los casos (2) y (3): _
(1,0) —+( ,yl = (i.min{0,y-Ol) = (1.7) (pues y e G l y si j < i
(1.0) vo (j.y) = (i-oj,yw0) = (j.y).
Veamosprimeramente que la implicación definida es antitónica para ia pri
mera coordenada: sea (i.x) S (j.y). tenemos que probar entonces que
((J.y) -a (k.z)) 5 ((i,x) -9 (k.z)) para todo (k,z) en el álgebra.
- Si (i,x) s (k,z), tenemosentonces ((j,y) wo (k.z)) -) ((1,x) "a (k.z)) =
= ((j.y) —»(k.z)) —4(1.0) = (1,0).
- Si (k.z) < (í,x) entonces, en caso de que k=i. (i,xl No (k,z)

= (i,min{0.z-xl), que es mayorque (j.y) a» (k.zl == (l.min(0,:"yll (o
(j ha k,z»y)). En caso de que ¡>k. tenemos que (i.x) —o(k.z) =

= (1 —ok.z-x) B (J —ok,z—y) = (j.y) -» (k.z)
Anúlogamente, se puede probar la monotonía de la implicación con respecto
al segundo lugar.
La observación de arriba nos da 1) para el caso en que (l.x) S (j.y).
Veamosei caso cuando (i.x) > (j.y):
Si (J.y) 5 (k,z), tenemos que
((i,x) —o(J.y)) —a(j.y) —a(k,z)) —+((¡,x) «a (k,z))) =

V7
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= l(1,xl me (J.yl) w» (((l.0) > ((¡,x) > (k,zl)l =
= ((1,X) m» (J.y)) "a ((I.xl _0 (k,z)l) = (1.0) pues la implicación es mo
notona en la segunda coordenada.
Si (J.y) > (k.zl tenemos, (((j,y) ) (k,z)) ) ((l,x) - (k.z)ll =
= (J»»k,z-y) m» (juqk.z-x) Z (i >A,y-x) = (¡,x) -) (J.Vl.
Si (k.zl 2 (1.x), entonces (J,x) "o (K.z) H (1,0) lo que implica que
i(l.xl —»(j.y)l —+(((J.yl -> (k,zll no ((i,x) ) (k,7))l = (1,0).
Si (j.yl < (K.z) < (l,x) resulta que (((J.yl -o (k.z)l -+ ((i.x) -> (k,z)))
L (Í,x) —a(k.zl y, por monotonia en la segunda coordenada, tenemos que
((i,x) «o (J,y)) —0((¡.x) a (k,zl) = (1.0). con lo que quedan verificados
todos los casos posibles.

bl Para est< axioma lo único que tenemos que ver es que máx((i,xl,(j,y)l =
= ((1,xl —+(J.y)) —+(J.y):

i) (l,x) 5 (J.y). entonces (I.xl “a (J.y) = (1,0) en los tres casos y.
aplicando 3.1.L). resulta que ((l,xl w»(j.y)) "a (J.yl = (J.y).
il) (¡.xl > (j.y), entonces si 1:]. (i,x) o (j.y) = (i.min(0,y-x)) y
(l,min(0,y-x)) —o(J.y) = (j.y-(y—x)) = (i.x) y. si i>j. (i.xl > (j,y) =

(í—;j,y-xl y (¡w+j,y*xl o (j.y) ((1 >j) >j,y<(y-xll (¡.x).
:l Observemosprimero que 1(i.x) = (i.x) ) (0,0) vale siempre (1Í.-Xl.

entonces (1(i,x) a wij.yl) = (1¡.»xl i (wj. y) que vale (1.0) si 1i<1j
(j<¡l; (l,min(0,-y-(-xlll si i=j y (wi >1j.-y-(ux)l si 1i>1j (i<j), pero
este resulta ser exactamente (j.v) > (¡,xl I

La siguiente propiedad, es una generalización de un insultado presentado
por A.Homanowskay T.Traczyk en [52]. La demostración de la misma, asi como
las de los lemas previos estan basadas esencialmente en las exposiciones de R.
Cignolí en un curso durante el primer cuatrimestre de 1987 en la Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales de la UBA.

Proposición 3.37: Sea C’un algebra de Hajsberg lineal, F S C un sistema deduc
tivo. Notemgs G = G 90 al grupo abeliano construido como en el lema 3.35.
donde F = G y «F = C (como conjuntos). entonces C a ¡gl C| con L = C/F.

Lema3.38: En todo álgebra de Hajsberg valen las siguientes identidades:

i) (x —e y) —o (x ) z) = XAy r» z
2) x°(x -+ y) = XAy
3) x’y —a z = x —» (y —+ z) = y vo (x "J z)
4) x —+ xty = «xvy

donde, como siempre, x'y es una abreviatura de n(x —any).
Demostración:

1) (x —a y) -9 (x —a z) = 1((1y —a 1x) —o 1x) —+z = 12 —9 ((1y —+ 1x) _a 1x)
= 12 —9 (lx "a y) —a 1x) = (x "a y) «a (12 no 1x) = XAy > z.

2} xvix —o y) = 1(x —+1(x —+y)) = 1((x -+ y) «a 1x) = w(wy «o 1x) «a 1x =
=XAy.

3) xty —+ z = 1(x —» wy) —a z = 12 m» (x —a ny) = x —» [12 -» flY) 
= x —a (y -o z) = y -+ (x —a z).

4) x —9 x‘y = x —+ 1(x —a ny) = (x —» ny) —» ax = (y —a 1x) —a wx = yV1x I

Lema3.39: Un algebra <A.—a,1,1> será un álgebra de HaJsberg si y solo cumple
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1:12;siguientes; lgllaldndestz

L; 1 w) x = x

ó) (x > y) wo y = (y , x) v x
e) (-wx---->1y) 77-) (y > :1.) 1
q!) x --> x = 1

w) x «o (y m» z) = y o (x > 2).

Humustracíon: Sl A es de Hajsberg entonces. por definición, verificará luv
(res primeras (gunldudeu. Las nlruu dos están probadas, por njemlo, en [25).

Seu nhm'n A un álgebra que Verifica las; (:lncn (gunldndeí: enuncimlns, para
ver qUe es de NaJsberg huy que verificar que cumple
3) (x «> y) m9 ((y “o 2) m» (x > 2)) = 1
Como (x -fi 1) ha l = (1 m» x) ; x = x »o x = l. entonces x > 1 =
= x -v ((x «e l) —a 1) = (x wo l) "a (x —a 1) = l. con lo que x -+ 1 = L
Por otra parte x —o (y -» x) = y «9 (x wo x) = y —) 1 = l. entonces
(x >y) mo((y —+z) —o(x m+z))= (x-n)y) ma(x ->((y'-az) maz) =

x ; ((x -> y) -o ((y "o z) o 2)) = x o ((x ) y) > ((2 -) y) v» y)) =
x ; ((2 > y) —» ((x mo y) ) yl) = x ) ((2 > y) > ((v ) x) > x)) =
(2 > y) » (x —a ((y -» x) > x)) = (2 a y) > 1 = l. de lo que

rvuultu que (x —oy) n» ((y a 2) > (x > 2)) = l I

En los lemas 3.40-3.43 se supondrá que se trabaja con elementos de un ál
¡y-M'n de Hquan‘g lineal .Í,‘y que I-' «'1; un :¡(stemu dedu(‘( lvo (le (7.

I.¿‘-fl.:¿_11._1_1_(5_Seu s E I", j S 1' í F, entonces (s -o i) :-j = ¿"(2' ) j).

Ih-muutración: (i ——)j) -r-) ((5 -> 1') L) j) ==(s > i) >((1' w) j) —-)j) =

L (s -a i) 1 ¡VJ = (5 -o i) -o í 2 sv) = s.

Ademas ((s _+ j) -+ j) —+(j o j) = i ) (((s -> i) ) j) -> j) =

= i u) (s wo 1)vj = (i a» (s no 1))V(¡ no j) = l.

Entonces tenemos que (s m> I) no j es equivalente con (i > j) módulo F.

Ademas vale que (s «a Í) w» j S (i o J). Se sube que, cuando a Erb y a s b.
poniendo t = b -+ a, resulta que n = b't, de lo que, sl

l = (i —+j) —o((s no i) mo j), se obtiene que (s -o i) > j = sv(i a) j) l

Lema3.41: Sean t.u e F, j 5 i e F, u s t, entonces (t n) i) u) (u "a j) =
= (l —a u) v) (1 —+ j).

Demostración: Como u s t entonces u = uAt = [.(t > u) (por 3.38, 2)). Sea
s = t me u. Entonces (t -» i) —o(u —+j) = (t no i) »o ((t’s) —»j) =
= (t —o1) —a (t -+ (s —»1)) (por 3.38, 3)). lo que es igual (por 3.38, 1))
u IA) -+ (s —»j) = 1 "a (s —oJ) = s —o (1 «a J) = (t vo u) ma (I -4 j) I

Lema 3.dg¿ Sean t,u e F. j s i e F. u a t, entonces (t —+I) wo (u —9j) =
(u o t)°(1 —+j).

Demostración: Por 3.38, 2) tenemos que t = ¿Au = u'(u —»t). Sea s = u -o t,
entonces vale que (t —+1) —»(u —oj) = (u-s no i) -9 (u —oj) (por 3.38. 3))
(u > (s —o 1)) -+ (u —a J) = (UA(S —o1)) e j (por 3.38, 1))
Sabemos que s —+l e F pues s e F pero í e F. entonces UA(S no í) = s ma L
Por lo tanto (UA(S —e 1)) —»j = (s "o l) -+ j = 5°(i —»j) (por e) lema 3.40)
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qu, por definición de u, vnle lo pedido I

[gym 15.43: Sean Lu e l", () <‘ j :1 i e l". j e nf". entonrrez; (I » é) > u'j =
= li mo j)'1HL

hemostración: Como J S i entonces l > j s t ) i, de io que
(l »» i)°((l no í) -» (t —)j)) = t o j (por 3.38. 2)).
Por utru parte (t m» i) —»(t > j) = (Ai > j (por 3.38 1)) io que es igual n
i ; j. de lo que resulta que l —aj = (t »» 1)°(i a) j). Hntonees j = tAj =
= l'lt ) j) (por 3.38, 2)) es; iuuu] u f-(t ) “'(i ) j). Por lo tanto vulc
(l y ii ; uoj = (l > I) > ((l y i)°(1 > ji-t'u) =

1(l r) i)V((j -fi J)°t'u) (1) (por 3.38, 4)). Notemos s = u't. Comews e vF
y j a! al“, vale que (Í j) ) 1:: 1'- (¡ > j) >j = ivj = i. UL lt) que
(j a) ji'uot = 1((i no j) no ws) z ni. Ademásni 2 «(t > 1). de lo que
resulta 1(( m» 1) S ((1 -» J)°t.u). con lo que (Í) es igual u (1 wo j)*€vu. lo
que prueba el lema I

NUMOSlrüCÍOnde la proposición 3.37 : Para cada i E L-(O.l), elijamos (usando

AE) un xi en C tal qUe n(x¡) = i. donde n cs la proyección cunóniea

nzv o C/F y definamos x0: 0 y xl: i. Llamamos Ai a n Hi) puru cada i e L,

¡1: = (x G A]: .ï 2 x) y .4: = {x c ¡liz .\' S x). Veamos que, pum (ruda x G (I. si

1-:u .‘i. exit.tn: un únieo t r-_I-' tnl quv x = xl't (dfllhh! ' ez; lu 1)}II‘I'5'CÉÜH

definida en el comentario Siguiente ul lema 3.34) si x c A; y t -» xl si
x \' ¡1.:

i

Para ei caso x < xl definimos l z= xl-> x; t estará en ei filtro F por defini
cion de equivalencia módulo F: Además;x1°t = x por cl lcmu 3.238, ¡2). La unici
dnd resulta de que si tenemos t definido más arriba y otro t' tal que

x = xl'l’, se sigue que t = xlw» x = xl—»xl't’= x|-) 1(.\'l > 1I')

= x|w+ 1([’—o 1x!) = (i'm; 1x|) «o wxl = t’v 1Xl = t' ya que t'G F y x|€ F (y
ei algebra es iineai).

i

moutrucion de la unicidad es análoga a ia del caso anterior.
Si x > x; definimos t := x —+ xl; t —o x = (x me x!) ha x‘ = xvxl x. La dc

Ademas tenemos que, x = t w» i si y solamente si wx = wi't. Que x e A; si y

Solo si 1x e fi-l es inmediato y «(t —+í) = 1í°t resulta de la definición de'l
lu mmPMHOn'.

Üefínumos ahora una función I: C —-"»¡8LG¡

(i.-t) si x > x)x h-a
(i.t) si x s xl

y veamos que es un isomorfismo de álgebras de Najsbcrg.

Preservu la negación ya que si x e A; . entonces f(x) = ¡(t no i) = (l,—t) y.
por otro lado, [(1x) = [(nlst) = (1Í,C) = 1(1.t) = 1I(x). Si x e 3:, definimos
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y = 1x y repetimos. en sentido invvruo lu demostración del cano anterior.

Veamos;nhoru que j preserva lu impllcuclón:

x.y c A. Si x s y entonces; x i y = l. por lo que ¡(x > y) [(1) =

U). Comof preserva el orden lenemos que {(x) á [(y) lo que

—o¡(yJ = (1,0).

uhoru x>y

l) 1 = J, es decir que x,y e Al

Caso 1.1) x.y E A;. x = l a 1. y = n -o 1, entonces u > r e i < l.
Podemos hPIICüP entonces el lemu 3.41, de nhi resulta que [(x v) y) =

=}((l —+i) -a (u —»1)) = [((u -o t)'(1 m» j) = ¡(u > L) = (1.o

= (1.m1n(0.t—u)). Por otro ¡ado [(x) —+[(y) = (j. t) «o (l.—u) =

o y) = [(x) > {(y).

como 0 <

m.) =

= (1.mín(0,t—u)), de lo que resulta [(x

Caso 1.2) x e AI, y E Aí, OnLOHCuS x = l > i, y = ul). j < 1
podemos usar el lema 3.43 y tenemos ¡(x ) y) = [((t w) j) «> u‘i) =

= f(l°(°u) = (l,t-u) = (1,LH¡L
Por el otro lado [(x) > J(y) = (i.«f) ) (i.u) (l,m¡n{Ü,u+()). Con lo
que, para este caso se preserva también la implicacion.

Caso 1.3) x,y e Aí. Comosabemos que j preserva lu negación. En reducimos

al cuso 1.1, con 1x,fiy e A}
2) ¡>j.

y = u «e j. l>i>j.

Por el lema 3.4i ¡(x —»y) =
Caso 2.1) x e AI. y e A'. x = t _+ i,

Cusu 2.1.1) u 5 L

= J((t -+ i) -4 (u «ü j)) = ¡((t —+u) —+(i

(í mo J.—min(0,u—t}). Por otro

,) j} =

= (j -+ j. flit —»u)) = ladn

j(x) -a [(y) = (i —9j,—u+t) y como u s t, resulta que —min(0,u—t) =

= t-u. con lo que Se cumple lo pedido.
Caso 2.1.2) u > t.

= ¡((t —+i) -ü (u w; j)) = ¡((u »e t)'(1

= (1 —+j,mín{0.t-u}) = (i —oj t—u). Por otra parLe ¡(x -o y) =

Aplicando el lema 3.42. tenemos que ¡(x "a y) =

no j)) = (1 -o j.u —+t) =

= (1 —aj,t-u).

Cano 2.2) x e AI, y e A}, l>1>J>0. z = t y = jvu.
Por el lema 3.43 tenemos {(x mo y) = [((t no j) w» j'u) =

«e i.

= [((1 -a jl°tvu) = (i —+J.t°u) = (I "a j,t+u). Por el otro lado
flx) —a¡(yï = (1.-!) «a (j.u) = (1 moJ,u+tL

tv), y = u no j, entonces, aplicando dos
Caso 2.3) x e AÍ. y E A; . x =
veces el lema 3.42. tenemos que ¡(x -o y) = [(t'i «o (u «o j}) a
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—[(t w» (i no (u wa j)ll = Jtt > (u ) (l > jlll = ¡(t'u -) (í -» jll=
= (1' ---')j. —(l'u)) '—'(1' ) j,-l7u). Por el otro lado [(x) y [(yl =
= ¡(1.1) —a[(j. ul = (i >j. u t).

Caso 2.4) x G A:
— O G

. y e A , entonces 1x e A ny e A y estamos en el cn
J '1l W]

so 2.1.

l‘or construcción se Ve lnrnedlntnmente que f ez; hlyccllvu, por ¡o que resulta
:n-r un ltzmnurt'lumo de (¡Igehrun «le Hajna)“; I

.Í.._I_juil_3.¡l(_l_1_Scan G y I! grupos :¡lurllnnos llnrnl y naturalmente orrluntulos tula.

qee U es subgrupo de H. San L un álgebra dc Hanherg llneul, entonces

A = .o G será lsomorfa a Una subálgcbra de B = o H donde los C y los H
¡EL l [EL 1 l l

: entlenden en el sentldo dado en el lema 3.38.

l)<'Im):.'lr.'¡Cjón:Lu contención de A en ll resulta lnmrdlutnmrntv de la contencion
ue (i cn ll. Dc la mlsmu manera, de acuerdo con la del'lniclón de las operaclones
du las nuevas álgebras deflnldas (ver el enunclndo del lemu 3.38). resulta que
laa; operaciones de B restringidas; u :l coinciden ('on luz; de :l I

l_.|'_ll_lí_l__ Scu A un álgebra de HanlÏm-u. .l r: .-'l, zzon i‘(|lllV:ll4!llt\::i:

i) Para todo n e N. n-a i 18 (donde con n-x notamos xo...ox n veces);

ll) Para todo n e N, a 5 (1a)" (donde con x" notamos x’...’x n veces);

lll) Para todo producto l'Il.l de álgebras lineales: tnl que exlf-tte una ln

mcrslón Izfi C——»HL]. V l e l y todo n e N vale 0 s n-({(a))l< 1.
hrmostrnclón: De las dcflnlclones de las ope‘ncloncs de las Mvwálgcbrns
tiene que 1(n'a) = (18)“ de lo que resulta la equivalencia l) <->il).

Seu ahora A lsomorfa u una subálncbra de un producto fiLl y a e A que cumple

l). entonces. para todo i e I se cumple 0 5 n'(I(a)}|S 1-(Ita))l< l. Sl
(Itnlll> 0 entonces 0 s n-(I(al)l< l. sl (f(a))l= 0 las desigualdades se cum
plen Lrlvlulmente. Para la recíproca observemos que, si para í e I se cumple

U z n-(Jla))‘< l entonces n-(f(a))‘+ (f(a))¡= (n+l)-(f(n))¡< 1, de lo que
U s u'(I(a))l= l - (Italll. con lo que se concluye que sl la desigualdad vale
en todas las coordenadas se cumple que n-n s 13 para todo n e N I

Definlclón 3.46: Sea A un álgebra de HaJsherg. Se dlce que x e A, es infinita
simal o Infinltéslmo sl cumple cualqulera de las condlclones equivalentes del
lema 3.45 y cscrlblrcmos x = 0. Dualmente, x es casi-máximo, unidad o pejrcea
no sl ax z O y lo escrlblremos x z 1.

Ambasdeflnlclones son debidas a A.Rodrlguez (ver [51!) así como las ca
racterizaclones 3.45 1) y ll). la tercera caracterización es nuestra.

La slgulente definición es una adaptación de la que da Torrens en [S7],
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:;:o<ilí'lc¿ulu u i‘in de que lu noción de elemento urquimedenno (TWIN-711.1?!en grupos
l i l)(:il l n|(:lnl.(: <)I'(Jl:I¡11<J«):s 3/ (:r) (¡l ¡;(:l)1':tt; (lt! ll:1.]s;l>(:r';; l l [lt?¡l 1132;. l,'L liCï(' ¡|51| kit? fl] ¿¿c-l)('21
de HuJuberg urquimedeunn coincide para la definielón de Torrent y la nuestra.

l¿;j¿g¿jgn 3.47: Seu A un álgebra de wLflflxnjy Se dice que x e A, es urquíme
deauo si existe un número nuturul n tal que 1x v (-1.1:n> 0) H 1, donde se Jeri“

ne xU----)y := y y xnu -> y := x —»-)(xn- -> y) (n z l). Un algebra de iMJsberg esc

dira arqujmedeüna si todos sus elementos lo non.

Para el caso en que Aes un álgebra lineal. se verifica que los elementos

infinlteslmules son exactamente los no nrqulmedeunos distintos del cero, yo
qee estos ultimos pueden eurocterlzurse comoaquellos x tales que existe un n
e N tal que n'x = l. Si A no es lineal puede tener elementos que no son nl nr

qulmedeunos ni lnfinlteslmales: Sea A = mlo,1)“. el elemento x = (l/n)ncm en
lxul en esa categoria.

Si U es un grupo ubelinno linealmente ordenado con unïdnd de orden u. dl

rvmon que x E C es infinjteximnl si le 0 Comoelemento Jul álgebra de Hoja

herp ClU.ul (con le notamos el elemento positivo x v x), en tol caso nature

mou, al ¡uuu! que en el euso de los algehrnn de Hnjuherg x 0 (x 3 0 si x es

positiVo y x s 0 si x es negativo). Comoen el caso de lun algebrus de Hajs

Levy lineales, tendremos que G será arquimedvano si y solamente si no contiene
elementos lnflniteslmules distintos del cero. Tenemosentonces que un álgebra

de Hujsberg llneul sera arquimedeana si y solamente si es el segmento ¡0,u] de
un grupo ubellano linealmente ordenado con unidad de orden u urquimedeano. si

y solamente si es isomorïu u unn subálgebru de Rl0.ll.

Se observa, además, QUepara un álgebra lineal. el subconjunto {x zx z l}
UUun sistema deduetivo.

gggggïgción: Teniendo en cuenta lo demostrado en (25] en el sentido que un ál
gebra de Hujsberg es simple si y solamente es una subálgebra del álgebra li
neu] Rí0,!], resulta que un álgebra es semisímple si y solamente si es lsomor
fu u una subálgebra de un producto de álgebras arqulmedeanas lineales.

yro)ouíelon 3.48: Toda algebra de Hajsberg lineal inyectíva es urquimedeana.

Demostración: Sea A es un álgebra de UaJsberg. Deflnnmcs los conjuntos

NF = {x E A: x = 0} y F = {x e A: x = l). F es un sistema deductivo y «F es un

ideal lmplicativo (contiene al 0 y es cerrado para +). además F es maximal
como sistema deductlvo. ya que sl y e A\F. existe n e Wtal que n(1y) = l o.

lo que es lo mismo y -+ (y —+(...-+ ny)..) = 1 e F, entonces, aplicando modus

ponens n-l veces. tenemos que ny pertenece al sistema deductivo generado por F
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y, een lo que resulta que ese sistema deductivo no en propio.
Ssgulendo la construcción de ln proposición 3.37, pod.mos identificar u A

een ¡ELO! donde L = A/F es urquimedeunn (no tiene ningún sistema doductlvo no

¡J iviul). ¡LJFinamos I! =ZÉZUZ(sauna ordirnil). rknuie Ut: (7)»{L
A li se le puede dar unn estructura: cnnónlcu (le grup.) ¡ibelinno natural y

linealmente ordenado definiendo (z.x)*(w.y) (z+w.x+yl (haciendo abuso de

notuciOn con el simbolo de lu suma). Más nun, se puede ver que Go: G es un
subgrupo propio de H.

i'or los; lemas; 3.36 y 3.411, tenemos; que Il fiscal/1‘ «:2:unn extensión propia de ri.
A se identifica con la nubálgebru de B cuyos elementos tienen la forma

(O.(l.xll. Consideremos el elemento (O.(i.0)) de B. Para todo n e N vale que
niO,(i,0)) = (O.(n.0)) < (l,(0,0)l entonces. para cualquier morfismo {:8 —naA
y cualquier n e N. tenemos que nfiÜ.(i.0)) = {(0.(n,0)l < (1,0). con lo que
¡(0,(1.0)l = (G.x) para algún x e G ya que, como L es nrquimedennu, si i e L,

i > U, existe un n e N tal que ni = i y. Entonces, si I(O,(1,U)) = (í.xl, ru
uulluriu que "[(O,(i.0)) (l,(0,0)).

Si suponemos que f es una retraccion, tendremos que f(0.l0,x)) = (O.x) =
JlU,(l_0)l. Entonces resulta quo (0.(l,0)) > (0.(G,xl) pertenece al núcleo

de ji que es un filtro implicativo. Por ln definicion de la implicación en B.
tenemosque (U.(i,0)) —a(0.(0.x)) = (l,min(0.((0,x)-(i,0))}) = (l.i"l.x)l.
Entonccs, para todo a en B tal que a s w(l,(-i,x)). tenemos que ¡(al = O. Pero
1(1.(’1,X)l = (0.(i.-xl) > (0,(0,x)). con lo que, comof preserva el orden va

le que f(0.(i,0)) = 0. Pero, como para todo b e GO. b < (0.(i.0)), tenemos que

JlCO} = {0}. ComoG0 coincidia con «F, resulta que el único infiniteslmal en A
es el 0, con io que se concluye la urquimcdeunldud de A I

Coroinrio 3¿gg¿ La única álgebra de HaJsherg inyectlvn y lineal es Ri0.il.

Teniendo en cuentu que la proposición 3.48 y el corolario 3.69 dependen
ambos de la proposición 3.37, a su vez dependiente del Axlcmade elección. es
interesante encontrar una demostración alternativa que no dependa de dicho
axioma. El siguiente lema permitirá tal demostración.

Lema3.50: Sea G un grupo ubelinno linealmente ordenado con unidad de orden u.
Puede entonces ser sumergido en un grupo abeliano linealmente ordenado Hi0)
con la misma unidad de orden u tal que existe un elemento infinitesimai c(G)
en "(Cl mayor que todos los lnfinitesimales de G. Más aún. H es un endofuntor
de la categoria de los GARUStotalmente ordenados.

Demostración: Consideremos el grupo HiG) = le y sea el conJunto K S "(Cl de
finido por K = ((a,0): a a 0)u((a.z): a S 0 y z > 0}Ui(a.z): a 3 0 y z z 0)U

47



¡NHXJÏVEHAÜÏ'ELTIUKFïl(NJ.IDFALIïdHU

qlia,' u>0, a urqulncdcano y z G Z}u{{0,x): z 2 D}.
kuum»n que k es un Cúnuz San n e N, vn c'wrn que s! (a.¿) cumpïv niguna de lun
CUEJHCÍLIHUSSque dct'lncu K. "mhz-naná: Mina; = (num?) tnmhiún la Pumph‘. .‘ïcml
r1“.111 (¿4.IB}.(-l¡.2:).(t',\:). (a, x) e !í l:ul q!“
<¿> d huqnnmeAnoL

a — J. h F H. x > U, r r 0, w F b.

í) (a,0)*("b,z) = (a-b,z). recultnndo n-b20 y arqulmnduuLupor lo 1u0
cumple lu cuarta condición o n-b U y z>0 cumpliéwdh:w ¡l Lcrccru o
.n-b) * 0 por la que se cumplo lu uvuuruh.

ll} (a,0)+(c,w) L (aic,w), cumplióndnuunuchruntu lu Larcc?a 0 la cu.r"
La».condlclóu.

11;} (u,0)+(d,x) = (¿+d.x), cumpíe la cuav9a Condición.

iv) x-b,z)+(c,w) u (-h+c,z+w), wb+c=Üo nh+cf0 y zrw>0, er lo que se
cunplc o la tercera o la segunda condición.
i-u,:)*(d.x) u ("b+d,2+x). -hJPG y es nrquimrdnnno, enmplióndnsc la
cuarta condicion.

v!) (c.w)+(d,x) = (0+1.fo). C+d>0y Is 1rqulmvdcano. por lo que también
un este caso se cumple l» cun La condiciór

Con lo unterlor humos probado que K es efectxvvmvnlu un cono. EnLonces v1
arden dc "(GE estará dado por (n.2) 5 íb_w} si y nnlamvnlt H‘ la diferencia
íb,w)"(a.z) c K.

Voxan; que su (ruta dc un orden l‘nnnl: Si tcncmns que (a.z) y h_w) es
LH”vn H(GF, sea h w (n,z}-lb.w) = (a b,z«w) con los ;usxblur cu3us

1) u-b > U y arqulmedcnno, nntoncou h fi L y dc :{lí (“,21 2 {h.w)
?- u-h e C unLonccs 31h puniblus los s!gulnntvs sulcuncx;

2.1) z-w t 0. entonvvb h e K y (0,2) z b,w).
¿.2) z-w 4 0, entonces -h c K y (",2) u (h,w)_

LOS3‘guïunLAn casos non los duales de 1) y 2) respnctívununto:

J; a-b C U y “(a-b) us nrqulucdcuno.
d) ü"h E Ü.

Coniídcrumos uhura la inmersión f: G n»»—+"(0;
an—--4 (3,0)

r Ident!f¡qu\Mus a C con su {magunGN{C)en "(5). Por otro lado. en "(6) (u.0)
os una unidau de orden ya que. si (¿,2) E K, xomou es una unidad ce orden de
G, cxích un n e H Lnl que nu>¿. por lu que (n+1)u > a+u run lu que (n+1)u-1 >
>u, es dccir que no en ln injtesimal. entonces (n‘11(u.0) = í(n*1)u.0)> (a,z).
A-ZÏCIMIL;c] (demunto 12(0) = (0,1) c1; un infinita-¡inem en "(CJ tu] que. ¡zum todo
inflnchsiu¿1 a e G vale ¡3,0) ñ (0.1) ya que ("3,1) a K. Can lo que queda
probado c1 enunciado. Vale la pena observar que. en el caso de que G us arqui
neduano, cl grupo “(6) Cnnstruldo coincide con el producto luxlcogruflco du G
y 2.

Para varlfluur que es un funLor, sl tenemos f: U -u "o C’. definimos el
norfíano N(f): H(G) —-4M(G') dado por Hí!)(a.z) = (¡(a).z) I

Du! lema anterior resulta inmediatanunle el siguicz.

guroluyigwg;jl¿ Para Lodu álgebra dc WaJshcrg lineal L uïlsLe un álgohra ll
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uuu! UiL) Lul que L es snbúigchra de H(IÏ y existe un elemento infinitounmai
Uh ülL) muyor que todos los infinitos mn‘ns de L.

!_':'L-¡_)_h:;ic_iún3.52: Shun (1.1)”! una i'umiii-‘x du Much: 11‘; Eiw‘uE-zts: y xl una small

gubru dei producto HLi. Si A es inycciivu, unioncug es sumisimpie.

üvmonl‘ücidn: Sea A como en la hipótesis. Para cada j e I Luncmos in inmersión

cunonica Llímnm——»"(Lli conslrtiau cn ci corolario 3.El, LiumomusB al úige"

uru vhiL1) y w u ia inmersión wzá i > R. Par ser A in‘.uLivu cxinte una re“

Lruccion [:3 ——miA. Si notamos con f} (i e I) ui siuicgu doductivo de las

unidadeu dc ü. veremos que FF! está contenido vn ci núcleo dc f.

San ui elemento x e B dado por x¡ = ciL‘}‘ según la construcción del ‘emu
5.50 y considcremos el cicmcnto [(x) G A. Si {(x) fuern nn nulo, existiría un

j G 1 Lai quo (¡(10)J > Ü. Si dichc elemento fuera arquimudcuno tendriamos

que cxistc un n e N Lul que n-(J'ixiiJ = (Hu-Xi)J = 1. lo quo implica que

lflífín-x})l = iI(-1(n'ï))iJ : 0. Noinmos con xJ ni olnmcnlo du R dudo por:

- v, s i
K) = ‘(h Y!) Si 1 7 “ , como x es infiniicsimul. truomna

| x_ si 1 L J 1
J

J

U < x win-x) por ic que Mix,“J = 0, pero como, por otra parte x < xJ

CULcFuimcuqua (HXHi = Ü, io que contradice nuestra hipcinuiu. Tenemos, un"
Lunar; que, para cufn 1 e 1, (HM)l k 0. Por ser f retracción qabumos quv
jij(x}) = fix). Por las propiedades dci funiur H y por cnnstrucción sabemos
que para todo u e Mvale que n-Iix) < x. por lo que. fix) a ¡(leiis ¡(2'fixii
= 2-fix) 1 f(x), io que implica que fix) = 0. yu que f preserva ci orden.

Tenemosentonces que qfliF‘) está contenido cn ei uúcico dc f. por le qu

"ecuorsza por (PH[L¡))/9F’ a UH(Ll)/F|. Por lo tanto la composiciónl .

A <_-f > guill) —-E-4 (9H(Ll))/?F’ v1—oA resulta la idenLidad de A, donde n
A

cs in y.)y ¿cion canonica y I = Ion. Este implica que ia función How es un

monon "Sigma y por lo tanto induce unn inmersión de A en ul producto ¡[UHLIJIFl
du aigcnrns lineales arquimudennaq. cs chir que A resulta sumisimpiu I

UsuLucn! Lcorumade rcprcscntqción de Birihof? (cqulvalcntv a TIP para

al crso de las algebras d- ¿Jsborgi que dice que toca álgebra es isomorfa a
ur producio uubdirectc de uigebras iiuealmcut: ordenadas. ia proposición ante
rior nos dw directamente ul

u "n13rigm3.Ffi¿ .h. TIP) Toda álgebra dm Hanberg inycci‘va w. semisimple.
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Ursurvumos que un coroiario os lu proposición 3.48. FL du huáur notar quu
no sólo no te :uco uso dci nxicmn de elección nino que, [oriundo en cuenta que
se trata dc un álgubru linuai. tampoco race (hitn utilizar vi LCCIUMHdel ide"
Laiprimo (uLilizado en la prueba de 3.2.3 para representar .1 v‘n álgebra cual“
Quim-u como i’n‘oducLosubdireclo du lineales). I'm- 1:) tanto in czu'¿chL-rizaciou
du ¡us Ligebras de Hqubcrg iircuies inyeniivas vaio en ZF, "n decir, es pura
munLeconstructiva.

Corninrio 3.54: (ZF + TIP) Un ál¿obrn de Hanbcrg en inyuutiva s' y columcnte
Si un un rchacLo de una potencia de Rlü,i!.
Dvmostravión: Una dirección es el teorema 3.31.11). Pgra la otra. rLcordemos

ci narcim dc que todu álgebra. du.-H¡=.Js:burp,e}; produulo suisdinrcto de áigebr'us

:incuies. Por la proposición 3.52 toda álgebra inycutiva puede 30‘ sumergida
un un producto dc álgebras lineales arquincdnnnns. Sea entonces A inyectivu y

A Sig‘l.1 donde las Li son arquimedoanas y no triviules y por ln tanto isomor
fns a subalgcbras de fliÜ.il, tenemos entonces ln inmersión

1

hzñ —-——aH L|—n—«+ R [0.1]¡El
i'

que, por ser A inyectivu, inducu unn retracción I:R20.ll > A u

'i‘un'zcmio en cuenta (-i hecho du que im: «:utt-gor'ínt; (¡o ala/'hz‘ni; de Nu.¿-;burg
y dq grupos abciianos ruiicuindos con unidad de orden son equivalentes (en
Zi.T:P), y que los CALdsinyacilvos scu divisibles podemos definir la noción
cv aiycbra dc HaJsbcrg divisiblc.

QJ"_Q¿JÁEL3.55: Un algebra de Hquburg se diCP divisiblc si para cada eicmm
Lo x cn cl áïgebra y cada n E N (n>0) exich UJ elemento xne A Lai que:
i) x = miniy G n'y = x). (Donde n-y está definida inductivamentc por

n

CJ-y :'-‘ 0, (.-¡+l)')’ := “¡y M) n-y).

iii) Si x 1 y entonccs r á y (rara todo n>0).
H Il

iv) S' n á u entonces x < x (0<x<1L
¡D Il

firc¿g3¿ i(. 3.56: (TIP) Unálgebra dc Najsberg A es divisible si y solamente
si n b;4:;3 donde G es un GARUdivisibie con unidad de orden u.

ÜcunSi avión: Sea G un GARUdivisibic. en el álgebra de Hquberg A = GlG,u]

Lencmosque, pura cada x e A y cada n>0. si definimos x12: x/n (cn ci sentidol

de ¡a divisibiiidad dc G), se cumplen las cuatro condiciones dc la definición

Rcuíprccamcnte. sea A un álgebra de NaJsberg divisible. Por lo observado
ri comiunzo de la Seurión anterior 1“istc un CARDC tai que A x G[0.u], veamos

que C us uivisiblc:

Hua y e G, existen y¡.y2 e G. tales que y = y - yz. Por ser u unidad du orden
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existen .'¡.' ,I - ' " 1 ‘ ‘ =-‘ I ' "‘ ' - " “ ' > " ‘ " '
1 "2 c N y 1.1.1.2 c (,|(),.I] .1 tale, qm. ,‘-- “¡u 4 el (. -- 1.:2). I‘ma

Vt'l' \¡lJt? j' (ft: (il \I ls; il) iu: l):¡:;l 2| (-<)¡¡ Vnrl' c¡t¡«: 0:, a: \/ DE lt) :;rvI¡. tíl>e t l'ill‘(‘l1k)‘; (lll1 ' :2 h "

“¡MCL-1;qur, pura (ruda x c A. n.\' ==n'x (como rlrmrntnz; (¡el rrupui Sabemos: quen n V

x :I-x =- uMnx J, entoncm; nx ¡rx 1 nx - uMnx ) = (m: u)v(1:.\' m: ) '—'
ll II ll Il Il n l. Il n

= lux“ u)v0. Entonces, si nx 1 u, tenemos que nx n-x l)II l Íl

divisibie en cl sentido del grupo.
por lo que x es

Si “x” no es: menor c [unul que u, podemos: suponer que (n--l).\:p_lfi u y que

.‘22, yu que por 3.55 H) y iii). por ser x :- n, resulta que x”: u2 y por lo
tanto 2x25 2MB = u. H

Como uxn= xn+ (n-ilxns 2m. se obtiene que u z nxnm u. con lo que vale

0 < nxh- n-xn s u por lo que nxnn n-xne A. Llamemos a a ese elemento. Tenemos

entonces que nxu- a = n°xn= x. Por divisibilidnd de a saoemos que existe aIf
Como nx = x +(n-1)x = x +(n-1)'x entonces x - a = x - (KY v n'x i =

II II ll II Il Il Il (I Il

x - (x +(n-l)°x - n-x )
I H Il Íl

x (n-1)'x > 0. lo que implica que a < x < x por
II li

io que un = a +(n---l).‘1 S a * .1 1 .I 4 .\' f- Z/Zx:L (n HX < .\.' u, de lo que resul
H Il Il n Il

La que u'a = na = a.
l) II

Consideremos el eicmenio (x w n ) e A. Tenemos que n-(x
n I! H

níx a lAu = (ux a na Jnu = (nx ¿Jan = XAU x.
ll ll n n n

hn consecuencia existo un elemento en A y = (x n ) tnl que y < x y además
n Il I)

J-y 1 x, contradiciendo la condición i) de 3.55 I

Lgmg_3.b(¿ Lu divisihilidnd se preserva por imágenes homomorfica; y productos.
Demostración: Resulta de la proposición 3.58 y cl resultado nnálogo para la
teoria de ¡os grupos abelianos I

Ïgggoma3.58; Toda álgebra de Najsbcrg inyectiva es divisihie y completa.
Demostración: suite del coroiario 3.54 ya que si A es inyectivu es un re
tracto de una potencia de Rl0.l]. Sea entonces x e A S RIO,“l para algún con
Junto de índices i. Para cada n e á (n>0) tenemos que x/n (con la división

considerndu punto a punto) cumple n(x/n) = n-(x/n) = x y es cl menor elemento

con esa propiedad. Si f:R[0.llI——oA es la retracción. tenemcu que [lx/n) tic

ne ¡u misma propiedad en A, por lo que A resulta también divisihle. La Comple

Litud resulta del hecho de ser retracto de un álgebra completa I

ggfiervacigg¿ Vale la pena notar que. en cierto sentido. las úlgebras de Hajs
berg. son la intersecaión de las categorias de los grupos abelianos y de las
estructuras ordenadas y, que los ochtos inyectivos para las uigebrus de HaJs—
berg son los inyectivos a la vez para los grupos abelianos (grupos divisiblcs)
y eeructurus ordenadas (órdenes completos).
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3.3.3 Algebras de Post generalizadas

Si fiJamos un n 2 2, resulta que la categoria de las algebras de Lukasie"
wicz propias n-vaientes es equivalente a una subcategoria propia de las algo“
bratz de Ha‘isberg. las que podrian ser llamadas álgebras de IJ¿¡Jsber¿;n-valentca.
Es un resultado de R.Cignoli que los objetos inyectivos en dichas categorias
son las algebras de Post completas n-valenies (ver [16]). Es interesante. en
tonces, explorar las generalizaciones posibles de este resultado al caso infi
nito-valente (ver exposicion preliminar en [29]). El desarrollo de este tema
nos permitira dar una nueva caracterización de las algebras de HaJsberg inyec
tivas con el interés adicional de realizarse en el marco axiomátíco ZF+SET
(analogamente a ios caso booleano y de Hilbert).

Entre las varias generalizaciones de las algebras de Post, vamosa consi
derar aquellas introducidas por T.Traczyk (ver [58]) y C.C.Chang y A.Horn (ver
i131). Para nuestro propósito estas son las generalizaciones mas adecuadas de
las algebras de Post finito-vaientes ya que el "retieulado de constantes" esta
totalmente ordenado mientras que en otras generalizaciones este reticulado es
arbitrario y creemos que. en el caso de buscarse una generalización de las Io
uicas finlto-valentes. comointerpretación posible de las modales. es convo
níente considerar al conjunto de los valores de verdad (el "reticulado de
constantes“) como totalmente ordenado.

En [13] un álgebra de Post generalizada se define comoel reticulado de
toda; las funciones continuas desde un espacio booleano X en una cadena arbi"

traria C con la topologia discreta y se nota U(X.Cd). En este caso el álgebra
CiX,C_) resulta el coprodueto (en D01) del álgebra de Boole DCI(X)con la cau

duna C, generalizando dicha propiedad de las algebras de Post.

[in [E58]un algebra de i’osst ¡generalizada se define como el conjunto de to

das las funciones antitónicas desde una cadena C sobre un algebra de Doole B y

Su nota iBlC. En este caso, el algebra [B]C coincide con el álgebra de todas

lun "series formales" UblAcl donde los cl recorren toda la cadena C y vale que

l

el sentido de tener esta última propiedad.
b 2 bJ si y solamente si C’s cl. Estas álgebras generalizan a las de Post en

En el caso de que C sea una cadena finita de n elementos, y si X = Ypiül

(el espacio de Stone de B), resulta que C(X.Cd) = [B]c= CuB (el coproducto en
la categoría de reticuiados distributivos acotados entre C y B), lo que es un
algebra de Post n-valente. Sin embargo. en el caso de que C sea infinita, am
bas nociones en general no coinciden.

Lo que sigue, si bien se sigue del resultado general expuesto en [10.
LemalV.5.2 p.141]. vale la pena expiicitarlo para nuestro caso particular.

Consideremos primero el caso C(X.C;). Es obvio que podremos definir so



INYHHÏVIDADÏ'ELÏIUHEMAIHJ.{HEALIWIHU

hru' un Lul retlculado unn estructura (le álgebrn de Nanberg szi y solo si ln

(Ïtultfllilde constantes; C admite unn estructura de álgebra de Hujsiwrg lineal. En

lui caso, si {.8 E E(X,Ud), definimos (f >yltx) := f(x) u) ¿(xl para todo
X. Tenemou que verificar que t >g es unn función continua:

Seu u e C, queremos que mostrar que el conjunto (1' >¿H-lta) es abierto en X.

Si a = l, tenemos que (í «a ul-l(l) = (x E X: {(x) > g(x) = ll =

tx e X: [(x) s gtxll =CEL(3—1(r)n (“yrf-‘(dlll que es abierto 31 que ¿{ltcl
-1 '

y t td) lo son.

Si a < l, tenemos que (f - >¡H-‘(ul = (x e X: ftx) > ¿(xl = al =

=cgütg-l(c)rd:l(a -+ 0)). Comog y f son continuas, conclulmos que
tt a gl_l(a) es abierto.

ComoX es compacto y C tiene la topología discreta. tenemos que. si

l c CtX,Cd). el conjunto [(Xl es finito. Entonres de este mnncrn no podemos
vnrncteriznr las álgebras lnyeetivus. Por eJemplo RIO,”N no puede ser repre
sentada de esta forma. Sin embargo, purn lu elune de lnu álgebras de Nujsberg

urqulmedennus, las algebrns de lu Formn htX,Fd) unn inyeetivnn un el cago en
que X Sun un espacio extremadamente dluconexo, lo que resultará de En sig len

te uerle de resultad 5, antes de los que daremos una definicion de álgebra
univursul qUesera útil para el tratamiento de cierta clase de álgebrus de
unjsberg (ver (10, lV.8.1]).

UngnielOn 3.Qg¿ Un producto booleana de una fnmillu indexndu (Axlxex .(X = o)

dr nlgebrns del mismotipo de similuridnd es un álgebra notudn Futx.(dx)xexh
producto subdirecto de dicha familia donde X puede ser dotado de una topología

de espacio de Boole o booieuno (esto es, un espacio compacto de Hausdorff to

totalmanc disconexo) que cumple:

i) la = h] = (x G X : nx(a) = nx(b)l es abierto y cerrado para todos los

&,b e Td(X.(Ax)xex) y

ill Si a,b e rd(X,(Ax)xex) y N es un abierto-cerrado de X entonces

aINu blx\N es también elemento de Fd(X,(Ax)x€x) (con a=N notamos la pro

yeccion de a en la subálgcbra “NAxde flxAxL

Proposición 3.60: Para un álgebra de HaJsberg A son equivalentes las siguien"
tes afirmaciones:

i) A es urquimedeana;

El) A es lsomorfa a un producto booleano de unn familia de álgebras lineales
arquimedeanas;
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¡l (:1; (:ï: l::()n|()1‘i'ii :1 tlliíl :;i1iJ:il ¡1iriii ¡i (lt? t!( JK.F?!t), 1 I ) (Í()il(l’3 ii (:2; Lil] (;s;¡)ii(: i<>
Looleuno. d

Ih-mub'lrmrjo'n: Lu equivalencia entre i) e ii) i'ue demostrada por A.'l':
i {Si} l.

iii} u» i) Se verifica haciendo las cuentan.

ii) > iii) Seu A producto boolenno de (Lx)xGxdonde cada l.x es unn cadena ar
quimeeeunu y por lo tanto subáluehrn de Rl0.l]. Entonces tenemos, canónicumen"

nie una inmersión A ‘—---)C(X.Rl(),l]‘) n

Resulta entonces que, si A es producto subdirecto de úlgebras lineales
finitas, resultará urqnimedeanu, por lo tanto. para cualquier n 2 2, las alge
brus de Lukasiewiez propias n-vulentes son álgebras de HaJsberg arqnimedeanas.

Vulu lu pena mencionar el reunitndo de A.Rodriguez (ver |51|) de que las

nigebrus de Nquberg urquimedeunus no forman unn variedad yu que no son cerra
N .dun por el producto. siendo Rl0,il el contrnejvmplo cunónico.

Lgmg_3.fil¿ Sea A un álgebra de Hquherg inyeviivn, entonces el álgebra de
Huele de sus elementos complementados, fl(A) es inyeciivu en in categoria de
1:11.:iigebrus. de Boole y, por lo tanto, completa.

Demostración: Sea el diagrama Bl I a A donde lll y B” son álgeurus de Boole.

JI i es un monomorfismo y f e i son
B

?

morfismos de álgebras de HaJsherg. Por inyectividad de A. existe una extensión

f de f definida sobre B? tal que hace conmutativo al diagrama. Pero como ias
imagenes de los elementos complementados son complementndus, tenemos que pode

mos repetir ei diagrama como

B "-70 3(A)

¡T1 I donde f’ y I' son. respectivamente las
i f' cerestricciones de f y I a B(A).
U

2

Se concluye, entonces. que B(A) resulta inyectiva y. por lo tanto, completa I

ghpvrvuciOn: Teniendo en cuenta que las álgebras de Booie son, como álgebras
de Hqubcrg. urquimedeanas. el lema precedente vale igual restringiéndose a ia
categoria de las álgebras de HaJsberg arquimedeanas.

Proposición 3.62: El álgebra €(X.R[O,i]d) con X espacio booieano será un reti
cuiudo completo y a fortiori un álgebra de Hquberg completa si y solamente si

X es un espacio finito, es decir CiX.R[0,1]d) = RIO.“n para algún n natural.
IMLyUF que CCPO.
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Demostración: La parte "si" es el teorema 3.3] ilL

Para la parte "sólo si", supongamosa X infinito, por definición espacio
booleano cada punto tiene una base de entornos abiertoswccrradOü y existe ai
gun punto a e X cuya base resuita una sucesión estrictamente decreciente

X = X13X23...) Xn>.. de abiertos-cerrados. l.

Sr; ' " ' f ' z : ' 'v‘ S ' - J .
.(1 ahora la sucesión (fuluewS ((X,Rl0,ild) dld\ por ¡“,“, eY‘iíi i/¡)xxl)

I e C(X,R(0,lld) una función cualquiera tal que f z j para todo n. SeanIl

r = múx{j(X)\1) (que existe ya que la imagen de f es finita) y U = f l(1). Se

ve sin dificultad que si n > i/(l-r) entonces X S U.
n

Seu m = mínin / n > i/(i-rll. Definamos entonces una nueva función I' por

{(x) si x e X \X
I,(x) = m ¡Ml

l-(l/m) si x G X \k _
|'I\ "lo.

observamos que es continua, menor estricta que f y mayora a En sucesión. de lo

que resuita que UlX,RlO,lI1) no es completa como reticulado y, por lo tanto.
lumpoco como algebra de Hajnberu I

De esta última proposición y del teorema 3.58 se concluye el siguiente:

Coroiario 3.63: Ei álgebra C(X,Rl0,lld) con X espacio bcoieuno sera inyectiva
si y solamente si X es un espacio finito.

Proposición 3.64: Sea A un conJunto cualquiera. El algebra de NaJsberg RIO,“A

es ínomorfa u Ú(Yp(2Al.Rl0,ll) (donde a RIO,1] se le da la topología usual).
Demostración: La igualdad conjuntista es un resultado clásico de M.Stone. Por
io observado al comienzo de la sección 3.3.2.1 sabemos que C(3b(2‘),fi[0,ll)
admite una estructura de álgebra de HaJsberg, mientras que la correspondiente
estructura en R10,“A se define punto a punto. Todo lo que hay que probar, en
tonces, es que la biyccción conJuntista es, en realidad, un homomorfismode
algebrus dc HaJsberg:

Seu w: Ut?p(2A).R[0,ll) ———»RIO.“A dada por la restricción (es la bi
yección cenónica). Noexiste ninguna dificultad en verificar que w preserva la
implicación, la negación y ei l y, en consecuencia, es un homomarflsmoI

Lema 3.85: (ZF + TIP) Sea A = C(X,Ri0,1]) o A a C(X.R[O.1ld) con X un espacio
booleano, entonces X es homeomorfoa Yp(3(A)).

Demostración: Resulta de las identidades fl(€(X.Rl0,lldll = B(C(X,R[O,ll)) =
= W(C(X.2)) = ÉtX.2) y del teorema de representación de Stone (equivalente a
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iin qUe afirma que porn X booieuno vnie ei homeomorfismoX 3 ïpiïíx.¿)) I

[orolurio 3.QQ¿ Un algebra de HnJoberg A es semiuimple si y solamente si exis
te un espacio booleana X tai que A es inomorfa u unn subáigebra de
CiX,RlU,1l).

Demostración: Si A es semisimpie existe un vonJunto de indices l La] que A es

¡nomorfn n una uubúlgebru de RI0,1II= C(Yp(2¡i.Rl0,liL

iiec¡prociunentm si ¡i es: subaigein'u de C(.\'.!‘Ï[t),ll) tenemos; ize; Íli)’(.‘(.'(.f|()lll.‘5

A ‘ n) C(X.Rl0.li)(m-fi Ri0,lllxl I

Ei coroiurio anterior contrasta con ei resultado de A.Torrens (ver {57] y
proposición 3.60) que dice que un álgebra de Hanberg es nrquimedeana si y so
lumente si existe un espacio boolenno X tai que A es isomorfa a una subáigebra

de U(X.R(0,1ld). Queda claro entonces que, si bien tanto las úlgebras urquime"
dvnnus como las Semisimpies SP penden representar eomo uigebrus de funciones
reuies, lu diferencia entre nmbuu cinu‘s de úigehrnn reside en lu lopoiogln
que ue du u ios reales.

trgfigsición_g¿51¿ Un álgebra de ansberg nrquimedennn A será inyectivn si y
solamente si es de ia forma RIO.“n (n>0).

Demostración: La parte “si” es la primera parte de 3.63.
Para ia parte "sólo si", tenemos que por la proposición 3.60 A es isomorfa a

unn Lubnlgebru de U(Mp(A),Rl0,ild) y, por ser inyectivu exisLe una retruceïán

j:C(Sp(A),R[O,1]d) m) A. Por otra parte sabemos que B(A) = U(?p(A),BJ 3

u fitU(5p(A).Rl0.lld)) y, como los morfismos entre álgebras arquimedennas que“
dun determinados por su restricción a los elementos booleanos, se concluye que

ei núcleo de f es {1). por lo tanto A es isomorfn a C(Yp(d),3l0,lld) que. por
ser inyectivu y el corolario 3.63 resulta de in Forma R{0,11" para algún n
l'inil.o I

Veremos ahora que, restringiendonos a la categoria de ias álgebras de
Nujuberg urquimcdeanas, obtenemos un resultado de inyectividad en un todo aná
logo ui correspondiente para álgebras de Lukasiewicz.

t522_sieión 3.68: (ZF + TES) Si Y es un espacio extremadamente disconexo cn

entenees el álgebra €(Y,Ri0,1]d] cs inyectiva en la categoria de las úlgebrns
de Hquberg arquimedcunas.

Demostración: Sean A y A’ álgebras arquimedeanas y el siguiente diagrama
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zi - > C(Y.Ri0,1l1)

donde g es un monomorfismo. Por la proposición 3.60 tenemos que e isten espam

espacios booieunos X y X' y familias de áigebrus arquiweúnunns lineales

(1.)(¡1Exy (L!)‘€x_ tai que A a F(A,((Lx)xex) y A u F(X'.{(L’ixcx_). Tenemos
entonces que I y g inducen funcionen ïp(f) y Yp(g) según el ríguiente diagrama

X <, mw Y

y (I) 3P(I) donde Ypig) es
P L suryeetiva

xl

Por el teorema de extensión de Sikorski en su formulación dual (“en ia catego
ria de los espacios de Hoole son proyectivos los espacios extremadamente dis

ennvxos (los espacios booleanos correspondientes a algebras de Boole compte
las)" (Ver, por eJemplo ISI, [34, p.103! y [48]) tenemos qbo existe pzï ) X'

que hace eonmutativo el diagrama.

¡hrrlnimon entonces I:F(X',((L') ) >UtY.Rl0,il ix xEX' d

o n o (x. > U(w(x))) ia que extiende a f y

hace, por lo tanto, eonmutativo al primer diagrama I

[Lonesiclgn_g¿gg¿ Sea A un algebra inyectiva en la categoria de las álgebras
de NuJuberg arquimedeanas. Existe entonces un espacio extremadamente disconexo

X ta] que A = Ú(X.Ri0,lldL
Demostración: Primero, por la observación que sigue ai lema 3.61 tenemos que

Bin) es completa y por io tanto X = ?p(B(A)) es extremadamente disconexo. Por

ln tanto, existe una familia de álgebras arquimedcanas lineales (inxGx tai
que A u FtX.((Lx)xEX) ¿-—"»+C(X.Rl0,i]d). Por ser A inyectiva, existe una re
tracción I CtX.R[0,ii ) -—-w "a F(X.((L ) ). Como B(I) = id (donde B =d x xex B

= fl(C(X,RlO,ild))) tenemos que Ker(I) = (1}, por io que dicha retracción
resulta un isomorfismo n

Coroiario 3.70: (ZF + TES) Los objetos inyectivos en ia categoria de las álge

brus de Hquberg arquimedeanas son las álgebras de la forma É(X,R[0,lld) donde
X es extremadamente diseonexo.

Coroiurio 3.71: (ZF + TES) La categoria de las álgebras arquimedeanas tiene
suficientes inyectivos.
Demostracion: Resulta inmediatamente dc ia proposición 3.60 I
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Ue los resultados anteriores podemos concluir que la generalización de
Changy Horn de las algebras de Post flnito-valcntes es adecuada para la cate
uuriu dc las algebras arquimedeanan ya que se obtiene la Siguiente serle de
propiedades análogas:

u) Las algebras de Post n"vulenles (Honorallzadan) son cl coproduclo un
bo] de un álgebra de Boole y una cadena de n elementos (arquímedeana);

u} Los obJe'ns lnyectivos en la categoría de las algebran de Lukuslewlcz
n-valentes (de HaJsberg arqulmedeanas) son las algebras de Pont n-valen"
Len (generalizadas) tales que ei conJunto de sus elementos complementados
forman un algebra de Hoole completa (en el caso de law urqcimedeanas se
agrega que la cadena sea IRIO.11‘);

a) Las imagenes homomórficas de un algebra de Luknqiewicz n-valente (de
HaJsbePg arquimedeanu) quedan determinadas por las imageneu homomórficas
de su conJunLo de elementos complementados;

ó} Toda algebra A de Lukaslewicz n-valente (de HaJsberg arqulmedeanu) tiene
su capsula inyectiva, a saber C(fp(A),Ln] (C(9h(Al.Rl0,ll‘lh

r) La categoria de las algebras de Lukasicwicz n*valcnte3 (du Najsberg ar
qulmedeanas) tiene suficienteu UchtOH inyectivou.

Esta última propiedad vale tambien para las algebras scmlslmplcs según
resulta dv la siguiente

;_'¿w_;¡¿9_:_:l_<_:i_(¿n3.72: La subcatepm‘ia de luz: :‘¡lgvhrus (iv Hnjzzbn-l'y, :;e.'.-.‘::;implc:; lle-
nu suficientes inyectlvos.
hemostrución: Lo único que hay que observar es que las algebras de Hajsberg
lnyectivas son siempre semisimples y que cualquier algebra de Hajslmrg Semi
Semlslmple (producto subdirecto de subalgebras de RIO,1]) se puede sumergir en
una potencia adecuada de copias de Rl0,1], que es lnyectiva n

Ahora, volviendo a las generalizaciones de las álgebras de Post. tenemos
que en el caso finito-valento las topologias discreta y de los intervalos para

5a cadena L" coinciden, por lo tanto, si C es una cadena infíLita, habria dos

maneras naturales de pensar el algebra C(X,C) comogeneralización de C(X.Lnl
la primera es la de Chang y Horn. quienes consideran ln topología discreta so
bre C, ¡a otra es considerar la topología de los intervalos. Veremosque se
puede llegar a esta generalización mediante una leve modificación de la cons
trucción de Traczyk.

Sea C un algebra de HaJsberg lineal, B un álgebra de Boole y sea A =lBlc

(kum: U es un álgebra de De Morgan, tenemos que [B]C es isomorfn a DOIIC,BI
(el conjunto de morflsmos de reticulados distributivos anotados de C en B).
conjunto isomorfo. por dualidad de Pricstley a C(Tn(fl).TQ(CJ) donde TatD) es
el espacio de Prlcstley del reticulado D.

Si notamos L al álgebra de Lukasieuicz lineal de n clementos tenemos que
h
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Juli“) (¡.“_l.dÍSC) (la Cadena l.“_l (lote'la rie la topologia <‘lis:cr'v.3l.;.l.lïntmr

Jw(L") puede ser dotada de una entrurtura de algebra de POHL inn particu

.ar la de !h_1). Sin embargo, cuando U ee un algebra lineal irriniiu. la topo
inuiu de WH(C) no es discreta. por lo que [lilt U(Tn(B),Tn(Uil no es de la

forma ClX,Ld). Entonces la generalización de Traezyk no sólo ne coincide con
la dr Chang y Horn. sino que en general no admite una estructura de álgebra de

Hajuberu. Sin embargo, restringlendonos a cadenas arquimedeanas. podemos, mo
uifieando levemente la construcción de Traezyk. obtener algebras de Hajsberg
quu, al igual que en los casos finito-valuados seran, cuando e.up|etas, exac
tamente las algebras inyectivas.

observacion: Seu el álgebra de HaJsberg lineal Rl0,!]. Sobre su espacio de

Privntiey Ta(Rl0.1]) podemosdefinir una relación de equivalencia a generada
por la familia de pares de intervalos (((a,ll.[d_ll) a c Rl0,1il. La biyecrion
conjuntista Tn(Rl0,ll)/N»- r Rl0.il se verifica inmediatamenteja que el con
SthdHLUsubyacente a T4(Rl0,ll) en ((a,il,la.ll: a e Rl0,ili. Comela topolo
“la de los intervalos sobre RIU,il es mas debil que la toinugta cociente

l‘ulfiifl),lll/N (una basa.-de ahh-rios (le esta ultima son los inutrvalus de ia
lorma (a,b) y (a,bl con a t b e RIO,1]). tenemos entonces que ¡a composicion

las aplicaciones Tu(Rl0.ll) n >7W(Ri0.ll)/‘ l) >Ri0.ll us Continua.
(ruta composición puede pensarse como la forma canónica de napear T1(Rl0.il)
en Wi0,i)).

Podemosentonces considerar al conjunto U(T1(B).R[0.ili (donde Rí0.!l en

a dotado de la topologia de los intervalos y las operaciones definidas punto
a punto) comoel algebra de Hajsberg obtenida a partir del conjunto [Blmlo'll=

(iTuih),Ta(Rl0.ll)) por la aplicación pon. Es de huecr notar que el algebra

CíTu(b)_RlU,ll) resulta distinta del algebra U(Tn(B).RlO.ild) debido a que las
topologzas consideradas sobre Rl0,il son esoncialmente distintas.

Mencía-ion 3.73: El álgebra de HaJsberg C(7"1(B).Rl0,il). ccn B un álgebra de
Hooie completa, es el coproducto de los reticulados B y Rl0.il en la categoria
cuyos objetos son los reticulados distributlvos completos y cu3os merfismo:
unn los morfismos de rcticulados que respetan supremos arbitrarias.
Uvmoxtración: De forma análoga a la demostración de que el álgebra de Post

ClTulfi},Ln) es el coproducto de B y Ln (ver por ejemplo [2]) se observa que B
y Elü,i] son subálgebras de C(Ta(8).RlO.ll). Comotodo elemento de
ClTnih).Rl0.1l) se puede escribir comolimite de funciones de rango finito, es

decir de la forma Vb‘AC¡(n<u), con b|e B y c‘e Ri0.1l. Entonces. si existe unI'l
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relieuiudo A y morfismou completos f y n de B y Rl0,i] respeCLivumunte en A.

definimos h:U(Ta(B),R!U,il) > A por h(iim VhiAC‘) = iim V{(b|)m¿(:¡). De ion n

que resulta que U(Tu(H),R[O,i]) es el coproducio en la categoria u

De lu proposición anterior reueutumos para esta generalizurihn de las al"
“(bros de Post una de las propiedades que tenian en el caso finito-vuiente.

Lu siguiente proposición permitirá caracterizar, en ci marce nxiomático
XF * TES ius álgebrus inyectivns en la categoria de las álgebrus de Wquberg.

[13)ngzicion 3.74: (ZF + TES) Si X es un espacio extremadamente disconexo. en
entonces ei álgebra de Hajsberg C(X.Rl0.ll) es inyectiva.
Demostración: Sea cual fuere X tenemos la inmersión canónica

C(X.Rl0,il) L————»Rl0,l]x. lo que induce un monomorfismo de álgebras de Booie

w;w0!(X)>---- —+2x. ComoTES implica que DO¡(X) es inyectiva en ¡a categoría de

las aigebrus de Booie. existe entonces unn retracción w' de 2x en DulíX) de lo
que tenemos. por dualidad, ia siguiente sucesión exacta corta:

X —"ïe(w-l- a ïh(2x) IPÉWJ )X que define lu sucesion

(:(XJNIU.m»- -) cmazxmlo, 11; . (:(x,mu,1|)
te» (xv-u»¡(Í/71(1)(x)))

X' > (X' ) fiiïpiw')(x))L
Uv lc que resulta que U(X,R[0,il) es retrncto de U(Yp(2x),R[0.ll), a su vez
inomorfu u RIO,“x por in proposición 3.64. Entonces. por 3.31. ii) que vule

en XF + TIP (implicado por ZF + TES). resulta que U(X.Rl0,ll) es inyectiva I

i¿gm¿¿jfl5: Sean X un espacio topoiógico y C un álgebra de NaJsberg lineal. El
nigebru CtX.C). donde la topología de C es ia discreta o la de los intervalos.
es divisible si y solamente si C lo es.
Demostración: Sea C divisible, definiendo para cada función I c F(X.C), n e W,

J (x) a (j(x))n = (¡(xii/n (enel sentido de la división dei grupo linealmente
oruenudo cuyo segmento unitario coincide con C) se observa sin dificultad que

las j. cumplen las propiedades de la definición 3.55. Tenemos. además. que

th) =ln'fnix) = nf"(x). Veamosque cada [n es continua:
.¡Si lu topologia de b es la discreta la demostración es inmediata.

bupongamosentonces a C dotada de la topologia de los intervalos. una

subouse de abiertos será (i0,a).(a,il}o<a<l, veamossus imágenes inversas:
J;1(l0,a)) = (x E X / 0 s In(x) < a) = (x e X / 0 S (I(x))/n < a), resultando
dos casos posirles: i) n'a < l. entonces f;‘([0.a)) = I 1(i0.n'aJ) y

ii) n'a = l. entonces f;1(i0.a)) = I-‘([0,1]) = X, siendo.
en umhos casos, tu] imagen inversa, un abierto de X.
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f;1((a,1]) n {x e X / a < ¡“(x) s l) = {x e X / a < (I(x))/n s l). resultando
nuevamentedos casos posibles: i) n'a < 1, entonces f;1((a,1]) = f;1((n°a,ll)

ii) n-a = 1. entonces f;1((a.1]) = o, con lo que
concluimos que la imagen inversa de cualquier abierto de la subbase es un

abierto lo que implica que fn es continua y, por lo tanto. pertenece a €(X,C).
Para la recíproca, comoC es isomorfa a la subalgebra de las cantantes de

€(X.C) y para cada f e €(X.C) y n e N, si f es constante, entonces fn también
io es, se concluye que C es una subálgebra dlvisible a

En [25, Teo.23. Cor.1] A.Rodriguez demuestra que un algebra de Wajsberg
es somisimple si y sólo si su único infinitesimal es el cero. Este resultado
permitirá demostrar el siguiente lema debido a R.Clgnoli:

ggmghg¿1fi¿Toda algebra de Wajsberg completa es semisimple.

Demostración: Sea A completa. a e A. a z 0 y sea b = X(na), como por 3.45 vale
que na s ua para todo n e N. tenemos que b s wa s 1. Como (n+1)a s b. se tiene

que b -e a s fn+l)a —+a = (1(na) —+a) -+ a = 1(nalva = 1(naAwa) = ana. Por
lo tanto na S/n(b —+a) para todo n e N.

Por otro lado, ab = b —a0 s b -a a o, lo que es lo mismo. 1(b -a a) s h.

Por ser b el supremo del conjunto (na / n E N) se cumple entonces que

w(b _a a) = b y. en particular b s «(b —ea) o, lo que es io mismo

b -o w(b -» a) = la Pero b —+1(b -a a) = (b —a a) -e wb = (1a -a wb) —onb =

= annb = W(3Ab) = 1a. Con lo que concluimos que 1a = 1 o sea a = 0 y por

lo tanto A no tiene elementos ínfinitesimales no nulos. por lo que resulta
semisímple u

Conocorolarios inmediato del lema anterior resulta que toda algebra sub
directauente irreducible y completa es simple y que toda álgebra completa es
iscmorfa a una subálgebra de un álgebra de funciones con valores en RIO.1].

La siguiente serie de resultados llevará a la demostración de un teorema
análogo al de Stone-Weierstrass para álgebras de HaJsberg:

¿QEÉ_Q;ZZ¿ Sean A una subálgebra de €(X.R[0.l]) para X un espacio extremadu
mente disconexo, B S A un álgebra de Boole completa que es subalgebra (de
Najsanrg) de A. Si A es completa y contiene a todas las constantes, entoncas
5(9p(3),R[0,l]) es isomorfa a una subálgebra de A.
Demostración: Tenemos que C(Yp(B),2) 3 B S A, lo que induce una inyección p de

C(ïp(ü),2) en A. Sea f e €(9p(B),Rl0,1]d). como Im(f) = (r1....rl) S [0,1Ll

tenemos f =l91rlAw(I1) donde definiendo Xl = f-1(r1), cada f}: zx pertenece a
1

B, y cada r, (pensada como función constante) pertenece u A, lo que induce una
A

inyección de G(Yp(B).R[O,1]d) en A.
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Sea ahora f e Ü(fp(B),R[0,ll). Observemos que si [a,b] S RIO,1].

I-1(la,bl) es abierto-cerrado y c e (a,b). entonces, notando X1: (I l([a.c)))
X2: (f-1((c.b]))_ y Xa = (f-1([a.b]))\(X1UX2). como fp(B) es extremadamente
disconexo, tenemos que podemosescribir a (f-l(la,bl)) comola unión disJunta

de los conjuntos X1, X2y X3 (el último de ellos, eventualmente vacio). ('l
Construyamos ahora inductivamente la sucesión de particiones (PIJIEUde

Tp(B) con las siguientes propiedades:

i) Si C: e P1 entonces es un abierto-cerrado no vacio;

ii) Dados C3, C; e Pl, si j t k, entonces los intervalos I; = [min 0;,max Ci]
y I; = [min 0:,máx 0;] coinciden a lo sumo en un extremo.

pl = {50mm} (c1: mm) ;
—Sea Pi una partición que cumple con las hipótesis, dado Cl e Pl tal que el

intervalo I; tiene mas de un elemento, sea c el punto medio de 1;. Partimos
entonces a G; en dos o tres abiertos-cerrados disjuntos según lo visto en
('). [1*1estará formada por todos los nuevos abiertos-cerrados así defini

dos más los eventuales C: e Pl tales que Il tiene un solo elemento.
efinamos ahora dos sucesiones (fl)¡ew .(f;)iew S C(fp(B).R[O.1]d) dadas

por ¡{(x) = mini!1 / x e 6:) y f;(x) = máx{I: / x e 0;}. Se verifica sin
dificultad que f1(x) 5 {(x) s f;(x) (x e Yp(B)l y que para cada x e ?p(B).
igflf;(xl - Il(x)}‘= 0, lo que implica, por c0mpletitud, que Vil: AI}: f e A.
Concluimos entonces que existe una inmersión É(Tp(B),Rí0,]]) L——+A l

gggglagjo 3.zg¿ Sean A un algebra completa y divisible. B S A un álgcb‘a de
Boole completa que es subálgebra (de HaJsberg) de A. Si A es completa y divi
sible, entonces Ú(9b(B),R[0.1]) es isomorfa a una subálgebra de A.
Demostración: Por ser A completa tenemos que, del lema 3.75 y sin perder genes

ralidad, A se puede considerar como subalgebra de €(X.R[O,ll), para un X ex

tremadamente disconexo. Por divisibilidad de A sabemos que. para cada n e N

exiscen en el algebra funciones 1n que cumplen con las condiciones de la defim
nición 3.55. Es sencillo verificar que valen las identidades n'1¿ = nin = l
(donde el segundo producto se considera en el sentido del grupo Ú(X,R)). Tene

mos entonces que 1n coincide con la función constantemente igual a l/n. De
aquí p>demosconcluir que, para cada número r e 0[0,l]. ln función constante
mente igual a r pertenece a A. Usando ahora que toda función constante a un

real puede pensarse como el supremo y el infimo de sucesiones monótonas de

funciones constantes a racionales, vale por completitud de A. que todas las
conszantes están en dicha algebra, por lo que cabe aplicar el teorema 3.77 n
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Láufiim;.79: Sean A un álgebra completa, subálgebra de RIO.”l que contiene a
todas las constantes, B S A un álgebra de Boolc que es suhálgebra de A y t c A
tal que f e É(9hIB),R[0,1]J. entonces B = 3(A).
Demostración: Como B S 8(A) S 2‘. por el teorema 3.77 vale la contención

U(Yp(5).R[0,ll) S A S €(Yp(21).R[0,1]) = RIO,”I y, por dualidad, existe una
suryección continua Q:Yp(21) —-»?p(B).

Sea entonces f e A\€(9p(B).R[0,1]), existen por lo tanto un x e Yp(B) y

elementos y3,y2 e 9-1(x) tal que f(y1) t {(sz. Veamosque existe f’e A tal
que f’(y1) = 0 y f'(y2) > 0 (o f’(y2) = 0 y f'(y1) > 0): podemos suponer en

tonces que C < {(yl) < fíy,) < 1. Construyamos ahora las sucesiones (a J .G 1 ¡su

(blïlmU definidas recursivamente por:

m a0= ((yl); bo= {(yz);

m Dados al y bt, si al> 0 sean nl= máx(n e W/ nal< 1). ¿3*1= máx{0.1-n_bl} yl

b = máx{0,1-n-a J y si a = 0, entonces a = 0 y b J= b.
.-.+1 i l i hi 1+1 i

Es facil verificar que a¡< bx para todo i e N. Además, si a.) 0 tenemos quel

a < n ya que, si a 2 a , como n a < n b y a s a
1+1 1, / 1+1 1 1 1 1 i 1 ¡+1

¡Hal+ai= (nl+1)a¡< 1, contradiciendo la maximalidad de nl. Además. si ai> 0
entonces b -a 2 b -a ya que b

1+1 ¡#1 1 1

último, sabemos que la sucesión (aIJIEw

c > 0, sean ne= máx{n e N / nc < 1} y sea j el mínimo i tal que l= nc (el que

= 1-nlbl se tiene que

-a = lwn a -1+n b = n (b -a ). Por
151 1+1 1 l l 1 l i 1

, tiene punto de acumulación e 2 0. Si

existe por ser e punto de acumulación). Sabemos que e < 31.1: l-anJ y además

¡Se < anJ. por lo que (nJ+1)e < 1, lo que contradice la maximalidad de npnnf
Por lo tanto el limite de la sucesión (al)¡ew es el cero. Másaún, existe un
í e N tal que al= 0: sea 0 < r = bo-ao y sea n el primer ni mayor que l/r.

entonces n o 2 nJ(aJ+ r) = n a + n r > (nj+ 1)aj 2 1. lo que implica queJ J J J J

¿l = náx{0.1-n b } = 0. Definiendo la succsión finita (If) S A dada por
1+1 J J x cálsj

f0= f y fk+1= Infl. y llamando f'= A{f_ / O s i S j e J es par}, tenemos quel

0 = [’(yl) < f'(y2). Sea la sucesión (g!)IGNS A donde gl: i-f'. Por completiv
tud de A existe un supremo h. Veamosque h debe ser un elemento booleano (es

decir que h(?p(21)) S 2). Sabemosque si ['(y) > 0 entonces h(y) á 1 y, evi

dentemente, si f’(y)= 0 entonces h(y) Z 0. De esto resulta que gls hth s h
(i e W), lo que implica que h = hth, ya que h era la minima cota superior de

las gi. de lo que se sigue que h es booleano. Observemos que el elemento noüf

es mayor que todos los gi, por lo que h(y) S 15°f(y) para todo y e 9p(2[L

por lo que h(yl) = 0. Como. por otro lado h(y2) = 1, vale que h no puede
considerarse un elemento de Ú(Yp(B).R[0,1])= con lo que concluinos qt;
h e B(A)\B I
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El siguiente lema resulta de reformular, en terminología de álgebras de
Hajsourg, el resultado expuesto en [16] para álgebras e Post.

Lgmg_fi¿fig¿ Sean X un espacio booleano y C un álgebra de WaJsbnrg lineal y fi
nita. El álgebra C(X,C) sera completa si y solamente si X es extremadamente
disconexo.

El resultado análogo para el caso infinito se obtiene de los lemas aute
riores y del siguiente resultado clásico.

Lgmg_g¿fil¿ Sean X un espacio booleano extremadamente disconexo, entonces el
álgebra Ü(X.R[O.1]) es completa.

La siguiente proposición es el análogo al teorema de Stone-Heierstrass:

xtremadamente disconexo que contiene todas las constantes. Si A en con"
pista, entonces es isomorfa a Ü(9p(3(fi)).Rl0,il).
Demostración: Por el corolario 3.78 sabemos que €(Yp(3(A)).R[0,1]) S A.
Para la otra contención, por el lema 3.79 tenemos que la mayor álgebra divisi"
bie (o que contiene las constantes) y completa cuyo álgebra de elementos com
plementados es isomorfa a 8(A) es €(yp(3(A)),R[0,1]) que por lo tanto coincide
con A l '

(il-U

rgpgsiglon 3.gg¿ Sea A un algebra divisible o unn subálgubra de Ú(X.Pi3.ilï
-n X

gggglggig_g.83: Sean X un espacio booleano y C un álgebra de WaJsberg lineal.
El álgebra Ú(X,C) es divisible y completa si y solamente si C = RIO,1] y X es
extremadamente discorexo.

ggggigglg_g¿fig¿ un álgebra de WaJsberg A es divisible y completa si y solamen
te si es isomorfa a €(X,R[O.1]) donde A es extremadamente disconexo.

Tenemosentonces que esta segunda generalización de las álgebras de Pcsu
cumple, para el caso Semisimple las propiedades análogas a las a). B) y e) de
la ohnervscion posterior al corolario 3.71 del caso arquimedeano. Sin embargo
para al caso semisimple no arquimedeano no se cumplen las propiedades y) y e).
En consecuencia podemosconcluir que ambas generalizacicnes de las álgebras de
Post finito—valentes resultan adecuadas para el estudio de las propiedades de
inyectivldad en las algebras de Wajsberg.

De los resultados anteriores se obtiene el siguiente

Qggg¿ggigng.85: (ZF 4 TES) Sea A un algebra de Hajsberg, son equivalentes

i) A es inyectiva;
ii) A es divisible y completa;

iii) A a €(X,R[0,1]) con X extremadamente disc

1'
mación de que las algebras de Hajsberg completas y divisinies son inyectivas.
Qggngqig_P QQL El teorema de extensión de Sikorski :2 aquivnlente a i afir

Bemcstracion: Acabamos de ver en 3.85 que TES implica que las algebra"
É(I,RIO,1]), con X extremadamente disconexo. son las div'sibles y completas.

Para la recíproca, sean B, B'. D algebras de BOOlL,tal que b es sucal¿e«
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bra de B’, D es completa y existe un morfísmo f:B _—eD. Tenemos e] álgekra JL
Wajsberg inducida A = €(Yp(D).R[0.ll). Por la preposición 3.65 3(A) = U: por
lo que podemos considerar que el codominio de f es n. ComoA es divisible y
completa, resulta inyectiva por hipótesis. por lo que existe un morflsno
.:E’_n—» D que extiende a f. Comola imagen de un elemento complementado es
complementada, podemos pensar a f comosu correstricción a D. con lo que pro
bames que el álgebra de Boole completa D es inyective, es decir que vale TESn

3.4 Resumeny conclusiones

De lo visto a lo largo de este capitulo se puede concluir que, si bien
fuera del caso de las álgebras de Boole, es decir tanto para las álgebras de
Hilbert como las de Hajeberg (incluyendo las de Lukasiewicz propias navalenm
tes), no todc sistema deductivo irreducible es maxima, las afirmaciones de la
existencia de sistemas deductivos irreduclbles y maximalesson equivn entes
(en EF) para las varias clases de álgebras tratadas, lo cue se puede crunciir
de la siguiente manera:

Iggggmg;g.82¿ En ZP son equivalentes las siguientes afirmaciones:
ii En toda álgebra de Boole todo filtro propio SOpuede extender a un

filtro primo;
ii} En toda álgebra de Boole todo filtro propio Se puede extender a un

ultrafiltro;
iii} En toda álgebra de Boole todo ideal propio se puede extender a un

ideal primo;
i?) En toda álgebra de Boole todo ideal propio se puede extender a un

ideal máximal;

v) En toda álgebra deductiva con cero todo sistema deductivo prvzio
puede extender a uno maximal;

Cvvil En toda álgebra deductlva ccn cero todo sistcun deductivo pro;io s
puede extender a uno irreducible;

vii) En toda álgebra de Hilbert con cero todo sistema deductivo propio se
puede extender a uno maximal;

viii) En toda álgebra de Hilbert con cero todo sistvna doductivu propia s
puede extender a una írreduclble;

u)

x1) En toda álgebra de Heyting todo sistema deductivo propio se puede
extender a une maximal;

x) En toda álgebra de Heyting todo sisteua deductívo propio se puede
extender a uno irreducible;

xi) En toda álgebra de uajsberg todo filtro propio se puede extender a
un filtro primo;

x11} En toda álgebra de Wajsberg todo filtro ¡ro>io se puede extenier a
un ultrafíltro;
Ln toda álgebra de Wajsberg todo ideal prcpiu ue puede extender a un
í dee-.3. primo;
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En toda álgebra de WaJsberg todo ideal propio se puede extender a un
ideal maximal;

xv) En toda álgebra de HaJsberg todo Sistema deductivo propio se puede
extender a uno maximal;

En toda álgebra de Hajsberg todo sistema dnductivo propio ;e pu<de
extender a uno irreducible;

xvii) En toda álgebra de Lukasiewicz propia n-valunte todo filtro propio
se puede extender a un filtro primo;

xviii) En toda álgebra de Lukasiewicz propia n-vuleete todo filtra propio
se puede extender a un ultrafiltro;

xix) En toda álgebra de Lukasiewinz propia nuvalente ¡odo ideal prOpio se
puede extender a un ideal primo;L

xx) En toda álgebra de Lukasiewicz propia navaiente todo ideal rcpio se
puede extender a un ideal maxima};

xxi] En toda álgebra de Lukasiewicz propia n-valunte todo sistema deduc
tivo propio se puede extender a uno maxima];

xxi ) En toda álgebra de Lukaslewicz propia n-valente todo sistema deduc
tivo propio se puede extender a uno irreducible;

xxiii) Las álgebras de Boole completas y atómicas son inyectivas en las ca
tegorías de

a) álgebras de Boole;
b) álgebras de Heyting;
c) álgebras de Hilbert con cero
d) álgebras dcductivas con ccro

I

Mientras que los análogos de los enunciados xvii)...,xxii), para las ul
gebr;s de Post n-valentes resultan impiicados (en 2P) por TïP.

De la misma manera se pueden caracterizar con precisión los objetos .n—
yectívcs en las categorías estudiadas, comprobandosrque e: teorema que la di
cha caracterización (TESen el caso de las álgebrus de Boole} es equivalente
en cada una de las categorías y puede enunciarsc de la siguiente manera:

Iggggmghg¿gg¿En ZF son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) Las áigebras de Boole completas son los objetos inyectivos en h

tegorias de
a) álgebras de Boole (TES);
b) álgebras de Heyting;
c) álgebras de Hilbert con CCHC;
d) álgebras deductivas con cero;

il) Los objetos inyectivos en la categoria d: Las ÉILQLPahde Lukasiexi
r-vaientes (para todo n > 2) son las álgebras de Por! n-valentes compieiu ;

iii) ios objetos inyectivos en la categoria de 115 ilgebras de er95.e—
wicz propias n-valences (para todo n > 2) son las ulpeoras de Post n-vnlenreg
completas;

iv) Los objetos inyectivos en la cutegorím ie 11€ á.gebras de hajsc:rg
son ¿as álgebras de Post generalizadas completas.
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Mientras que el enunciado análogo a ll) pura las algebras de Post n-va
lentos (para todo n a 3) es implicado por TES.

De lo anterior podemosconcluir que para las lógicas inplicatívas con no
gacion vale:

i) Para las lógicas (de orden cero) intuicionista y multivaiente (finito
valente o infinito-valente). la afirmación de la existencia (en ZF) de teorías
irreduclbles y/o maximalespara cualquiera de ellas es equivalente a la afir
maciónanáloga para cualquier otra.

2) La inyectlvldad de las lógicas (de orden cero) infinitarlas es equiva
lente entre los casos clásico, intuicionlsta e infinito-vale te. Con la pru
píedad adicional que las lógicas lnyectívas lntuiclonlstas resultan ser cias:
cas infinitarías y que las inyectlvas inflníto-valentes tienen siempre una
subloulca clásica lnflnítaria.
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