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INTRODUCCION

En la teoria clédsica de formas cuadrdticas sobre un cuerpo K con Car(X) # 2 sc
asocian a cada médulo cuadridtico (V,q) tres invariantes, a saber: su paridad, i.e.
dinVEZ/Z ; y si dimV = 0 , su discriminante A(q) € K# /K2 y su dlgebra de
Clifford C(p,q) €Br,(K). Estos invariantes no son suficientes para clasificar las
formas cuadrdticas, es decir, pueden existir (V,q) vy (W,qz) no isomorfas y que
tengan los mismos invariantes (e.g. K = R,q] = <1,1,1,1 > Q) =<=1,-1,~1,=1>.
En 1962, A. Delzant utiliza la idea de las clases de Stiefel-Whitney -proveniente

de la topologia- para definir nuevos invariantes

\Y

SW. (V,q) € H*(G,z/22) n

donde G es el grupo de Galois de la clausura separable de K ([De]). (La bGsqueda
de invariantes en los H' (G, Z/2Z) es natural en virtud de los isomorfismos
H'(G,Z/2Z) = K*/K¥% y WP(G,Z/Z) = Br,(X). W. Scharlau estudi6 la efectividad
de tales clases caracteristicas en 1969 [Sgh | . En 1970 J. Milnor se interesd cn cl
tema dentro del marco de la teoria K, obteniendo un diagrama conmutativo

SW'
L(K) > K (K)

SW : ¥

H#* (G,Z/2Z)

donde: H**(G,Z/2Z) es el grupo de unidades del anillo de cohomologia de G con coe-

ficientes en Z/2ZL

- SW(V,q) =1+ 2; SW (V,q)
n=

- kex(K): es el grupo de unidades del anillo II kn(K) y (kn indica Teoria K de

nzl

Milnor.
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- L(K): es el grupo de Witt-Grothendieck de K .

A partir de este trabajo se han iniciado diversas lineas de investigacifén. En primer
lugar, ;qué se puede decir si se reemplaza el grupo de Witt-Grothendieck por el gru-.
po de Witt? Es evidente que no se puede copiar la misma construccién, la idea consis-
2 }
>

te en definir invariantes con la ayuda de la filtracidén cldsica W(K) > I > 1

Se trata de definir invariantes

W™ s WGz 6k (©) .

El teorema deMercuriev afirma que w, estd bien definida y es un isomorfismo. De w

P

(93]

se tienen algunos resultados y no se sabe casi nada de Wy o

Otra linea de trabajo, con el grupo de Witt, es el caso char K=2. K. Kato- [K ] ha
estudiado el problema para formas bilineales simétricas, pero en el caso de formas

cuadrdticas s6lo se tienen resultados parciales ([Aral).

Hay finalmente otro tipo de problemas que es la que nos interesa aqui; la pregunta
es qué pasa si se cambia K por un anillo R cualquiera. E. Hornix [H }definid

clases de Stiefel-Whitney con valeres en los kn de Milnor de R cuando R es
un anillo local, en 1973. En 1979, Micali y Revoy [M-R] extendieron la teoria de

Hornix al caso en que R es semilocal.

El objetivo de este trabajo es definir clases de Stiefel-Whitney para mddulos cua-
drdticos sobre anillos R con 2 € UR pero con espectro mds complicado que el de
los anillos locales y semilocales. En todos los trabaios que hemos mencionado, el
caso 2 € UR es relativamente sencillo. Ello se debe a que, si R es_scmilocal;

se tiene una sucesidn exacta

2
0—>I —Z [URWUR] — LRy —m . 0

donde I =<{a +b - (c+ d): <a,b>, =<c,d>}>. 1 . =0 de anillos mds generales sc
N
complica notoriamente al no tener una tal sucesidn ¢ -ta. En otras palabras, no to-

do modulo cuadratico de rango constante, (P,q) admit na descomposicion ortogonal
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III.

de rango 1, mis aln, en caso de existir, dos de tales descomposiciones no necesa-

riamente son contiguas.

Se plantea entonces el problema de encontrar una R-dlgebra S tal que (p,q) & S
admita una tal descomposicidn ortogonal, sin que se pierda demasiada informacién al
pasar de R a S (lo que sucederia si localizdramos). Una condicién natural es pe-
dir S/R fielmente playa. Si miramos el problema desde el punto de vista de esque-
mas, el trabajo de Grothendieck ([G] , sugiere tratar de imitar la construccitn del
fibrado bandera, en el caso cuadritico. Este es el problema de tesis que me planted

el profesor O.E. Villamayor.

Otro punto de vista posible es tratar de explotar el buen comportamiento local de las
fomas cuadriticas; i.e. estudiar el prehaz definido por el funtor L sobre X=Spec R.
En términos de extensiones, la tarea consiste en definir un dlgebra A= A(R) - que

tenga todas las propiedades de las localizaciones, pero que sea fielmente playa sobre

I R
p € SpecR

I

R, pero atencidn, no es Gtil tomar A , Como se ve en seguida*Este

punto de vista me fue sugerido por C. Weibel (U. Rutgers ) » B. Khan (U. Paris VII).
Este trabajo se divide de dos partes. En la primera parte se da una revisidn de los
resultados de formas cuadraticas y cohomologia que serin usados luego. lLa segunda par-
te comienza por un § 0 en el cual se fijan las notaciones a utilizar. E1 *§1 estd
dedicado a la construccién y propiedades del dlgebra A(teo. 1.3.). En 32 se da
una primera definicidn de las clases caracteristicas con valores en hnfx,A,uz)(n =0),
cuando SpecR es localmente conexo (2.4.). Inel § se define el fibrado bandera
cuadridtico. Cracias a esta construccifn, y a los resultados de §2. se obtienen cla-
ses caracteristicas con valores en H° (X,?P(Y,R,pz)) (X = SpecR). In el apéndice se
estudia el caso en que R es ordenado, obteniéndose un resultado (A ) que da la
pauta de que se pueden utilizar las construcciones de este trabajo en la teoria de

signaturas.

Deseo agradecer particularmente a O.E. Villamayor -quien me planted el problema de

tesis- por la confianza y el apoyo que siempre me otorgd. Agradezco también a las nu-

* Ver T.Y. Lam. Serre's Conjecture. LNM 635, ppl4
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merosas personas que han tenido la paciencia de dejar que les contara los problemas
de mi tesis, en especial a C. Weibel, B. Khan, L. Caniglia, G. Martinez y M.E. D'Al-
fonso. No olvido tampoco a todos aquellos amigos sin cuyo apoyc no me habria sido
posible llegar hasta aqui.

Agradezco finalmente al Sefior Carlos Medrano, por la excelente impresidn.

Guillermo H. Cortifias
Buenos Aires, 25/10/88
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PRELIMINARES

1. Formas cuadraticas

Consideramos fijo, a lo largo de todo este trabajo, un anillo de base R,
que suponemos conmutativo y con unidad. Todo modulo sobre R se entendera
unitario. Los productos tensoriales se entenderédn sobre R, salvo expresa
mencion.

Dado un R-médulo M, una forma cuadrdtica sobre M es una aplicacion

q: M-=R
que verifica

q7) a(ax) = % q(x) (¥Yx€ M, A€ R)
L 11 ion . : MxM =
q,) La aplicacion b R

@ (xy) = qlxty) - q(x) - qly) X,y €M

es bilineal.
Si ademas se verifica

q3) E1 morfismo

es un isomorfismo
diremos que q es regular.

Solo consideraremos el caso en que M es proyectivoy q - es regular. Asi,
un médulo cuadrdtico sobre R serd un par (M,q) donde-M es un R-mddulo

proyectivo finitamente generado y q : M+ R es una forma cuadratica regular.
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Un morfismo ortogonal entre dos modulos cuadraticos (M,q) v (M',q') es

un isomorfismo « : M- M' que hace commutativo al diagrama

E1 rango de un médulo cuadrdtico (M,q) es el rango del mddulo subyacente

M . Denotamos el rango de (M,q) por rk(M,q).

La swna ortogonal de dos médulos cuadrdaticos (M,q) y (M',q') es el médulo

cuadratico cuyo médulo subyacente es M@M' provisto de la forma cuadrdtica

regular dada por la aplicacién:
qlq' : MeM =R
(g1q') (x+x') = q(x) + q'(x")
Denotamos por (M,q)i(M',q') a la suma ortogonal de (M,q) y (M',q').
Si 2 es inversible en R el producto tenserial de (M,q) y (M',q') es el

modulo cuadrdtico cuyo médulo subyacente es M@M' vy cuya forma cuadratica

qgeq' viene dada por la formula
(aeq')(x) =

donde

=9 o0 + MaM' =R .

Sea Q'R (respectivamente QR) la categoria cuyos objetos son los médulos

cuadraticos sobre R (resp. médulos cuadraticos de rango constante) y cuyos

morfismos son los morfismos ortogonales.

'S SED BEN OB DNN I W By Sy G BN BN ay AN Gy By ) B BN BN S BN .
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Entonces (Q'R,1)(resp. (g&,l) es un grupoide con producto en el sentido de
Bass [ Bal ; 1lamamos grupo de Witt-Grothendieck de R (respectivamente grupo de
Witt-Grothendieck de rango constante) al grupo Ko(géi’i) (resp. Ko(gi,i)) que
(R)).

Si ademds 2 es inversible en R, el producto tensorial dota a los grupos L(R)

denotamos por L(R) (resp. Lega
y Lcte(R) de una estructura de anillo conmutativo.
Si PeSpec R y (P,q) €Q'R podemos definir una forma cuadratica q, sobre

P ,=Pe RP’ por la formula
P 1 -
g {=). = =5 qlp) (t ¢ P)
¢ tf

Observemos que q_ esta bien definida. En efecto, si p/t=p'/t'=

is¢ P con st'p = stp'. Aplicando q se tiene

2

g2y

q(p) = sPt%q(p') = a,(p/t) = ap(p'/t')

. s

Es claro que ademas q, es regular; (Pp’qf) se 1lama la localizacidn en

de (P,q). Andlogamente podemos definir la localizacidon de (P,q) en cual-
quier abierto afin. De esta forma, podemos pensar a (P,q) como un haz
coherente localmente trivial provisto localmente de formas cuadrdticas que se
pegan bien. Como veremos a continuacion las formas cuadraticas sobre anillos
locales tienen una estructura mas sencilla que sobre anillos en general. De

manera que la filosofia mas adecuada va a ser ver a (P,q) como haz coherente.

1.1. Defimicion. Sea R un anillo, (P,q) un R-médulo cuadratico. Si

v,w € P, direnos que v y w son ortogonales, viw si @®(v,w) = 0.

Una base B de P se dice ortogonal si B = {vl,...,vn} es tal que

v ¥ (¥i # j). Una base B = {Vll’VIZ’VZI’VZZ"'"Vrl’VrZ} se dice
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simpléetica Si

Vigl Vi (Vi #Q) vy (b(vjl’VJZ) =1 (¥j).

1.2. Proposicion. [ M-V-1] . Si (R,¥) es un anillo local y (P,q) es un mddulo

cuadratico sobre R, se verifican
i) Si 2¢mM (P,q) tiene una base ortogonal

ii) Si 2€M (P,q) tiene una base simpléctica.

1.3. Corolario. Si R es una anillo no necesariamente local, y 2 no es inver-

sible en R, se verifica

Si (P,q) € Q(R)=: rk(P,q) es par.

1.4. Definicién. Dos bases ortogonales B,B' de un médulo cuadrdatico (P,q)

se dicen contiguas Si existe una sucesidn finita de bases ortogonales

B = Bn,B

0" 1

tales que B, , difiere de B, en a lo sumo dos elementos (0<i<k-1).

Dada una base simpléctica B = {Vll’VIZ’VZI’VZZ"'"Vrl’vr2} formemos é =
{(vll,vlz),(VZI,vzz),...,(yrl,vrz)}. Si B' es otra base simpléctica, deci-

mos que B y B' son contiguas si existe una sucesidon finita de bases sim-
plécticas

donde Bi+1 difiere de Bi en a lo sumo dos elementos (0 <i<k-1).

1.5. Proposicion [M-Rl . Sea (R,¥) wun anillo local, (P,q) ¢ R-mddulo

cuadratico. Se verifican

gy wEg NN G NN N N MU ED AN En BN . - oy By ) B G B B B S
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i) Si 2 & M , dos bases ortogonales de (P,q) son contiguas

ii) Si 2 € M , dos bases simplécticas de (P,q) son contiguas.

Dado un anillo R, consideremos los siguientes conjuntos

(clases de isomorfismo de mGdulos cuadrdticos de rango 1}

=]
—
e
~

I

m
—
Eel
~
[

{clases de isomorfismo de modulos cuadraticos de rango 2}

De las proposicicnes anteriores se deduce inmediatamente el

1.6. Teorema. Sea (R,) wun anillo Tlocal, si 2 & u (resp, 2 €M), sea F

el grupo abeliano libre generado por «(R) (resp. E(R)) se tiene la sucesion

exacta de grupos abelianos
0-1->F~->L(R)~>0

Donde 1 esta generado por el conjunto

1

€ a(R) vy B11B, ﬁilﬁé}

(respectivamente

xEl + E2 - (Ei + Eé) + Ez € E(R) y El lE2 — Ei*-Eé}), =

Como veremos mds acelante, este resultado permite definir clases caracteristi-
cas para modulos cuadraticos sobre anillos locales, con 2 ¢ ¥, en forma inme-
diata. Se obtiene asi una generalizacidn de la tecria de clases caracteristi-

cas dada por Delzant (D] para el casc de cuerpos.

Los invariantes clasicos.

A o largo de esta seccion, consideraremos un anillo R, fijo, no necesaria-
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mente Tlocal:
Observemos en primer lugar que el conjunto «a(R) definido en la seccidn ante-
rior, provisto con la operacion =" resulta un grupo abeliano. Si ahora (P,q)

- @i * o .
es un modulo cuadratico de rango constante n,y @ 8 P—=P es el isomorfismo

1'\&0 *
natural, se tiene que det 0q Alp —38 (A"P)"  cefine univocamente una forma
cuadratica A"q sobre A"P . ET par (A"P,A”q) se 1lama el determinante de
(P,q) y se denota det(P,q). Las propiedades de la potencia exterior A" nos

permiten demostrar la

1.7. Proposicion. Supongamos que 2 es inversible en R. Se tiene un (uUnico)

morfismo de grupos

7 ¢ Lege(R) > a(R)

tal que +(P,q) = det(P,q) ¥(P,q) € Q(R). v se llamard la aplicacidn determi-

nante de L _, (R) en «{R). Por abuso de notacidon escribiremos "det" en lu-

cte

gar de vy, de ahora en adelante. ®

1.8. Definicion-Proposicion. Sea (P,q) un R-médulo cuadratico; el di-elra
de Clifford de (P,q) es una R-algebra C(P,q) Jjunto con un morfismo de R-

modulos

¥y ¢ (Pyq) = C(P,q)

(v(p))? = q(p) (vp € 7).

tal gue si (D,0) es un objeto de la misma especie, existe un Gnico morfisme

de &lgebras &, que hace conmutar el diagrama:
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Observemos que ura tal algebra siempre existe. En efecto, si T(P) es el

algebra tensorial asociada a P, basta tomar C(P,q) = T(P)/I, donde I es

1

ei ideal bilatero generado por los elementos de la forma {xgx - q(x): x € P}.

1.2. Observacion. De la construccion explicita que acabamos de dar para
C(P,q) se deduce que ésta es un 3lgebra Z/2Z-graduada.

Tenemos asi aue C = C(P,q) se descompone de la forma

y se verifican

Notacion. Dada una R-algebra C denotamos su centro por ZC.

1.10. Proposicion IM-V;l]. Sean (P,q) un R-modulo cuadrdtico de rango cons

tante n = rk(P,q); y C(P,q) su dlgebra de Clifford. Se verifican
i) Si n es par ZC =R

ii) Si n es impar €, = R.
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1.11. Definicion. Sea A wuna R-3lgebra, y considérese la sucesidn exacta:
0 = I(A[R) =A% 5A —0 (1.12)

donde:
AS = A@hAOp es el dlgebra envolvente de A.
plaeb) = a.b es la multiplicacion de A.

I(A[R) = Ker u.

Podemos entonces considerar (1.12) como sucesion de AS-médulos. Diremos aue
A es separable si la sucesién de AS-mbdulos (1.12) se escinde, o equivalen-
temente si A es un AS-mddulo proyectivo. Si ademds A es central, proyec-

tivo y fiel como R-moédulo, diremos que A es de Azuraya.

1.13. Proposicion [ Bal. Sean A y B R-adlgebras de Azumaya. Se verifican
i) A°? y A ®p B son algebras de Azumaya

ii) A ®n A% = EndR(A), el anillo de endomorfismos del R-modulo

proyectivo A. Si P es un R-mGdulo proyectivo, finito y fiel, End,(P) es

ol
de Azumaya.

iii) Diremos que A es equivalente a B si existen modulos proyecti-

vos finitos y fieles, P y Q tales que
A ep EndR(P) =B @p EndR(Q).

E1 conjunto de clases de isomorfismo de dlgebras de Azumaya dividido por la re-

lacion de equivalencia precedente forma un grupo para la operacion "2". Este
grupo se denomina el grupo de Brauer de R, Br(R): su 2-torsién se denota por
B)Z(R).
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Tenemos ahora todo lo necesario para enunciar el

1.14. Teorema [ M-V-1]. Sea (P,q) un mbédulo cuadratico de rango n; C =

C(P,q) su algebra de Clifford. Se tienen
i) C es separable proyectiva y de rango o

ii) Si n es par, C es de Azumaya. M&s aln, C EBrz(R) y

ZCO es separable y proyectiva de rango 2.

iii) Si n es impar, C, es de Azumaya y C € Bry(R). Ademas

Z{C) es separable y proyectiva de rango 2.

Dado un modulo cuadratico de rango par, (P,q) tenemos ahora un nuevo inva-
riante, v.g. su algebra de Clifford, C(P,q) € Brz(R). Observemos sin embar-
go que la aplicacion (P,g) = C{P,q) no respeta la suma. En efecto, se tiene

la
1.15. Proposicion. Sean (P,q), (P',q') mddulos cuadraticos. Se verifica

C((P,gq)L(P',q")) = C(P,q) & C(P',q') =

E1 sequndo miembro de la igualdad anterior es la R-dlgebra cuyo modulo subya-

cente es C(P,q) ® C(P',q') y cuyo producto estd definido por la formula

a.b=(-1)"aeb

Y
m

C.(P,q)

Cj(Plaq')

o
m

Por otro lado el teorema 1.14 nos permite asociar a cada (P,q) € QR de rango
par un algebra separable de rango 2, ZCO. Si 2 es inversible, podemos repre-

sentar localmente a (P,q) en forma diagonal (cf.1.2): <a1,...,an> 2n = rk P.




P.10

2

Si escribimos A = (—1)n I a; = (~1)n det(P,q) es un elemento inversible
i=1

definido médulo cuadrados. Se tiene entonces un isomorfismo

IC_= R[4

A se denomina el discriminante de (P,q) vy ZCO es el Znvariante de Arf
de (P,q). ET discriminante es mas Gtil que el determinante cuando se esta
interesado en estudiar formas cuadraticas médulo isotropia. Por otra parte,
el invariante de Arf estd definido también en el caso en que 2 no es inversi-

ble. Si- (R,s) es un anillo local con 2€ M, y rk(P,q) = 2, sea {el,ez}

una basesimplécticade (P,q). Si a = q(el)'q(ez) se tiene el isomorfismo

ZC = — R.L.X.]...__.,._

0
( ¢ - X + a

Por otro lado, se tiene la relacion 1 - 4a = A= -det(P,q); de manera que

0 0

l1-4a¢&M Si RR=1{r€R/1-4r & '} vemos que a € R ; podemos
. & ‘ - ) »
construir un grupo a partir de R®  como sigue. Dados r,s € R™ se define

una operacion
res =r+s - 4r . s

;o0 . o 0
Con esta operacion RO resulta grupo abeliano. Definimos sobre R~ wuna

relacion de equivalencia

r~s sii @x €R)/s =r - (xz—x)(l-dr)

E1 grupo abeliano (R%/~, o) se denota por G(R) [M-v-1l; a = a(q) estd bien
definido como elemento de G(R). Si R es ahora un anillo no necesariamente
local tenemos definido un invariante a(P,q) € I'(Spec R,¢). Se puede verifi-

car que en el caso en que 2 es inversible ambas definici =es coinciden. Cuando

-

—
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veamos extensiones de Galois volveremos sobre este tema. All71 se vera como es
posible dar una definicion completamente global del grupc de extensiones cuadra-

ticas de rango 2.

Nota historica. Hemos visto que la aplicacion que asigna a cada modulo cuadra-
tico de rango par su algebra de Clifford como elemento del grupo de Brauer
no es aditiva. Este problema se puede arreglar cambiando Br R por el grupo

de algebras de Azumaya graduadas, cuyo producto es el producto graduado &. EI
resultado es lo que se conoce como grupo de Erauer—-iWall, BW(R). H. Bass estudié
el BW(R) para el caso en que 2 es inversible ([Ba]), utilizando métodos de teo-
ria K obtuvo una sucesion exacta larga que relaciona BW(R), L(R) y el grupo
ortogonal. A. Micali y 0. E. Villamayor estudiaron el subgrupo de BW(R) gene-
rado por las algebras de Clifford, JQ}R)([M~V~1,2,3]). De los resultados que ob-
tienen se desprende, grosso medo, que tener el invariante én 3%(R) es como te-
ner el discriminante y algebra de Ciifford en Br R. Tales invariantes no son
suficientes en genera?; por ejemplo las formas <(1,1,1,1) y (-1,-1,-1,-1) so-
bre el cuerpo de los nimeros reales, tienen los mismos invariantes clasicos, y
sin-embargo no son isomorfas. Este problema motiva la blsqueda de nuevos inva-
riantes; se han hecho numerosos trabajos en tal sentido. Destacamos aqui el tra
bajo fundamental de J. Milnor [Mil], en el cual se definen clases de Stieffel-
Whitney para modulos cuadraticos, sobre un cuerpoc R con char R # 2. E. Hornix
generalizd la teoria para R Tlocal [H], que luego extendieron A. Micali y P.
Revoy para R semilocal [M-R].

Los invariantes definidos por Micali y Revoy se pueden definir con no mucho mas
que los elementos que hemos dado en la seccidn precedente. La obra citada es tam
bién una buena referencia para los resultados bdsicos sobre formas cuadriticas en
anillos locales y semilocales. Otro tratado en este sentido es el libro de Baeza

[Bael .
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2. Teoria de Galois

2.1. Extensiones de Galois

2.1.1. Definicion. Sea T un anilio conmutativo con 1, R wun subanillo (con la
misma unidad). Entonces T se dice una extensidn de CGalois de R con grupo G
si G es un grupo finito de automorfismos de T tal que R = TG (i.e. R es el
conjunto de elementos de T invariantes bajo la accion de G).

Se sigue que T es un médulo finitamente generado sobre R ([V-Z-1]).

2.1.2. Ejemplo. Extensiones cuadrdticas

Caso local. Sean (R, local con 2 &M y a €R tal que a £u . La exten-

sion T=—RX o (/8] es separable. En efecto e = 17 Ao (1/4)

: ETeT
{(X° =~ a) 2

es su idempotente de separabilidad.

Ademds, si definimos o : T - T como el Gnico morfismo de R-algebras tal que

o(va) = -va, vemos que 7Y = R. Por tanto, T es de Galois con grupe G =
{1,0} = ZZ' Si ahora T E:AutR(T), i.e. T es un R-automorfismo de T, se
tiene que |[7 (/5)12 = a. Escribimos 7(va) = x +y va, se tienen las ecua-
ciones

Por cdlculo directo se verifica que las (nicas soluciones posibles son (0,1),
(0,-1) y (x,0) con x2 = a. En los dos primeros casos se obtiene que 7 € {l,¢}
mientras que el tercero se descarta pues contradice la hipétesi§ o= AutR(T).
Hemos probado entonces que si T es de la forma R [+, para (R,%) Tlocal

con 2 £M, T es de Galois con grupc G = {l,0} = AUL' “}. Reciprocamente,

—
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s

si T es separable sobre R y {1l,x} es base de T, xZ se escribe de Unica

forma como combinacion lineal de 1 y x, de donde se obtiene que T es de la

RIX] 2

+ bx + ¢

forma 5 Es claro que si A=b

{x

- 4c £ M , podemos reemplazar
2 2 ;i . s ;
xS+ bx + ¢ por x° - A, obteniéndose asi una extensidn del tipo R[ V4] como

R
M

rable de k = R/M apelando ahora a [DeM-Math 7.1.], resulta que T no es sepa-

antes. Si en cambio AE€pM | %-IXI/ es una extension puramente insepa-
rable sobre R, To que contradice nuestra hipétesis. Hemos probado que toda ex-
tension separable y proyectiva T, de rango 2 sobre un anillo local (R,4) con

2 £ es de Galois, con grupo G = AutR(T)z Z,. E1 mismo resultado es valido
aunque 2 € M ; en efecto, todo polinomio monico de grado dos y discriminante
inversible se puede llevar a-1a forma X2 - x + m; independientemente de si 2

esta o no en M. La demostracion se sigue como en el caso 2 £ M.

Caso global. Si T es una extension separable de R y T es proyectivo con
rk T =2, sea 0© €5AutR(T). Considérese la aplicacion

1 si o # id.

f.(P) = P

0 si Up = id.

(Aqui denotamos por Up la localizacion de ¢ en P). Es claro que Tg €8
continua, es decir podemos ver a f ~ como un elemento idempotente de R. Se
tiene asi una funcidn

f 2
T) — - = (= = 1
AutR(.) IpR {eER/e e}

0> f
Yo

"que claramente es inyectiva. Gracias al isomorfismo local entre AutR(T) y

~

Zz se obtiene que, dotando a IpR de la suma booleana +; (e; e' = e+e' -2ee'),
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f resulta un monomorfismo. Es claro que si X = Spec R es conexo, i.e. Si
IpR = ZZ; f es isomorfismo. Al efecto de estudiar f en general, observe-
mos que en virtud de [y-Z-1) se tiene T =R& P con P un R-médulo proyectivo
de rango 1. Vamos a suponer por simplicidad que 2 es inversible en R, i.e.

2 € UR = {unidades de R'}. Sea U un cubrimiento finito por abiertos afines

de X, U= {Ui : i€ 1} tal que P{Ui es libre (¥i€1). Entonces T;Ui es
el cociente de R}U_[X ! por algdn polinomio ménico de grado 2; sea Ai su
discriminante. Ent;nces Ai es una unidad - lo es en cada punto de Ui = Y
podemos pensar a T}Ui en la forma REU. [VA] . Si e € Ip(U;) = Ip(R|Ui)

;
o TEU 5 TiU definido por o(vA) = (1-2e) VA es un automorfismo. Si ahora
i i

e € IpR , e define un automorfismc o sobre cada Ui’ i€ 1, de forma tal

que 0.| =0, , luego un automorfismo o € Aut,(T). Asi, f es so-
i U].ﬁUf J UiﬂUj R

breyectiva, y por tanto f es un isomorfismo. En particular hay un {nico
o € AutR(T) tq Op # id (¥p € X). Es claro que T Y= Ry luego T es Galois

sobre R con grupo Z/2 Z. Resumimos lo probado en el siguiente

2.1.3. Teorema. Sea T wuna extension separable de R, proyectiva y de rango

N

como R-médulo. Entonces T es Galois con grupo Z/2 Z.

2.1.4. Corolario. Si S y T son extensiones cuadraticas con grupos G1 =
{1, ¥} 62 = {1, 7} respectivamente,

)(Jf-: T

S*T = (SaT

es también cuadratica. E1 conjunto de clases de isomorfismo de extensiones cua-
draticas provisto de la operacion * resulta ser ur grupo abeliano, B(R). Si

2 € UR, B(R) = «a(R).
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2.1.5. Observaciones. i) Ahora podemos definir la invariante de Arf en forma

global, i.e. si (P,q) € Q(R), Arf(P,q) = ZC [P,q) € B (R).

. G1x G2 .

ii) De 2.1.4 se concluye que (S@T) = R. En efecto, si

GixG
xe (SeT) 1 2=: XeS *T yes fijado por ool y ler . Localmente,
si S = R[fA"ll A T=RIA =S *T=RVAA,] . Luego, o:-:l[s*T = 7o llcer

- . - . - e
es el Unico automorfismo que corresponde al idempotente 1. Asi, (S*T)

GleZ

luego (S eT) = R, como se queria. Concluimos que si S,T€EB(R), SeT

es de Galois con grupo sz ZZ

En el caso en que R y S no tienen idempotentes no triviales, el teorema
Fundamental de la teoria de Galois para cuerpos vale sin modificaciones. Tal
teorema se debe a Chase-Harrison y Rosenberg [CH-R]; Villamayor y Zelinsky
([vl, [VZ 1y 2]) extendieron los resultados, con las debidas modificacionés

al caso general. Enunciamos aqui el caso mds sencillo. Una demostracion puede

encontrarse en [DeMe-In].

Teorema. Sea T DR de Galois con grupo G = AutR(T) y supongamos que T no

tiene idempotentes no triviales, i.e. IpR =7Z/2 7. Entonces

1) G es finitoy [G : 1] = rkpT

2) Hay una correspondencia biyectiva

TR S = {0 €6/0(x) = x ¥x €S}

entre los subgrupos de G y las subextensiones de T. El subgrupo H es nor-

mal en B si y sélo si la subextension correspondiente S 1o es, i.e. si y solo

AutR(S)
si S = R.
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2.2. Cohomologia de Galois

2.2.1. Definiciéon. Sea G wun grupo; A un grupo abeliano. Diremos que A es

un G-mddulo si estd provisto de una accidn

GxA — A
(g,a) =~ g.a
que verifica
(g.h).a = g.(h.a)
g.(a+b) = g.a + g.b
l.a = a

2.2.2. Ejemplos. i) Sea S una extension de Galois de un anillo R, con grupo

G. Se consideran los grupos

US: el grupo de unidades - elementos inversibles - de S.
oSt el grupo de raices cuadradas de la unidad en S.

IpS: el grupo de idempotentes de S (con la suma booleana).
UZS: {uz/u € US} 'y SN

s

Observemos que todos ellos son G-médulos por la accidn (o,x) + a(x).

ii) Sea Pic S el grupo de Picard de S, es decir, el grupo
de clases de isomorfismo de S-mddulos de rango 1 (con la operacion "&"). Si
X € Pic S definimos o.X = i; , donde x_ es isomorfo a x como R-mdulo

y si x € Xo’ s €S entonces s.x = o(s)X =m

2.2.3. Observacion. Observemos que de la definiciér de G-modulo se deduce que
es lo mismo que A sea un G-médulo a que sea un :z :]J-médulo. En particular,

el morfismo
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ZiGl—™Z

g—1 (g €G)

dota a Z de una estructura de G-modulo. Tiene entonces sentido considerar los

grupos ExggleZ,A). Definimos

n _ n \
H'(G,A) = EXQZ[G](Z,A/

Decimos que H'(G,A) es el n-Zsimo grupo de cohomologia del grupo G con coefi
cientes en A.

: n . ;
Es un hecho conocido ([Mcl]) que los H'(G,A) pueden definirse equivalentemente

como los grupos de cohomologia del complejo de cocadenas

; %) 0 d 0 ) )
(2.2.4) Co—w~» Cl-»~> CZ — L., Cn e Cn+1 e
donde
Cn = {f : 6" = A} es el conjunto de funciones de G en A.
C I ta definida por
n ‘n+l 0 2
(af)(al,...,uh+l) = al(f(GZ""’($+l)) +
Fs (1) (e sk o+ - g 5 )
1:1 e (1’1,...,L\]-.L\_i+1,...,(ln+1 - Ql,-..,un 3
2.2.5. Ejemplos. i) Si S DR es una extensidon de Galois y S,R son cuerpos,

el Teorema 90 de Hilbert asegura que Hl(Ga1(S/R),US) = 0.

ii) S,R como en i) sea Br(S/R) = Ker(Br(R) = Br(S)), enton-
ces, si G = Gal(S/R)
H2(G,US) = Br(S/R). (cf. [Sel)

iii) Sea R wun cuerpo, E su clausura separable. Entonces

(lgal ) Br(E/R) = Br(R). Ademds si G =___ 1im ___ Gal{S/R) se tiene que
S de Galois
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H2(

6,UE) = _ 1im__ H%(Gal(S/R),US) = Br(R).
S Galois
iv) Sean R,E y G como antes, con char R # 2. Considérese la suce-
sion exacta de G-modulos
A
0—>Z/221=u2E—>UE - Ut =1

donde el simbolo "2" representa la flecha x — x2. La definicion de cohomologia

implica la existencia de una sucesion exacta larga. Nos interesan sus primeros

términos:
0 0 2 0 1 1 2 1
0 - H(G,Z/2Z) = H(G,UE) = H (G,U_E) - H (G, ZZ) -+ H*(G,UE) = H*(G,UE) =
2

S H2(6,2/2 Z) - H2(G,UE) - H2(G,UE)

Dado que para cualquier G-médulo A (y cualquier G) H°(G,A) = AS en virtud

de i) y de la sucesidn exacta anterior se tienen:

zZ HO(G,UE) = UR

2

Y .
H(G, Z 5

UR/UZR 5 H

2)
Hl(q, z

2) G; Z/2 Z) = Bry(R)

2.2.6. Producto cup. Consideremos el producto "cup" (ver [McL, VIII-9 )

U : H(G,A) ® H(G,B) = H"™(G,A @, B).

Z
Nos interesa en especial el caso en que A =B = 12 y la accion de G es la

trivial; damos la férmula explicita en términos del complejo (2.2.4)

v . Y e . ‘ ) =
f UG (ogyenestyd = flogacomdalag oo o) FELL 9 €0,
a, €6, 1<is<ntm.
Es inmediato que (3f)Ug = f Uadg = a(f Ug) lo que permite pasar a los UL
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2.2.7. Clases caracteristicas de Delzant.

Gracias a 2.2.5, en el caso en que R es un cuerpo con char R # 2, la sucesion

exacta de 1.6 puede reescribirse, si G es como en 2.2.5, de la siguiente manera
0~ 1 -Z [HG, Z,)~ L(R) ~ 0 .

Sea AC(G, ZZ) = 1l Hn(G, 12); provisto con la multiplicacidon dada por el produc-
n=0

to "cup" (2.2.6), se convierte en un anillo.
Sea AC el grupo de unidades de AC = AC(G, Z,).

Hay un Gnico morfismo

z (il z/2 7)) - B

D(a) = 1+a (acHi(s,Z,)

Para ver que D define un morfismo desde L[(R), debemos ver que D se anula en

los generadores de I. En virtud de 1.6 ello equivale a verificar que el producto

~

(1+a)(1+b) = 1 +(a+b) + a b € AC a,b e Hi(G, z/2 7)

no depende mas que de la clase de isomorfismo de la forma cuadrdtica ( a,b ) (re-

cuérdese el isomorfismo Hl(G, 12) = UR/UZR).

Ahora bien, se tienen las formulas

a+b =3abs=det¢a,b)€E UR/UZR ;

aub

I

C{a,b?) € Brz(R).

La primera de ellas es inmediata, la segunda se probarad en un contexto algo més
general, en el § 2.

Quedan asi definidas las clases de Delzant (cf. [Del); que han sido estudiadas
entre otros por Scharlau.

Si deseamos construir una teoria de invariantes semejante en el caso general de
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anillos necesitamos dar alguna interpretacion cohomoldégica al grupo de Brauer.

E1 teorema siguiente ilustra la situaciodn.

2.2.8. Teorema (Chase-Harrison-Rosenberg). Sea R un
una extension de Galois de R con grupo G = AutR(S)

natural

1 > H(G,US) = Pic R > Pic S - H2(G,US) — Br(S/R)

2.2.9. Corolario (Teorema 90 de Hilbert). Si Pic R

1

2.2.10. Corolario. Si Pic S =1 entonces Br(S/R)

anillo conmutativoy S

Hay una sucesion exacta

= H(6,Pic )

1= Hl(e,us) = 1. -

He(G,US).

La version del teorema de Chase-Harrison y Rosenberg que acabamos de dar es la

que esta en el curso de [DeMe-In] Su version original se encuentra en [ C-H-R|.

E1 teorema anterior restringe bastante el tipo de extension que podemos tomar.

Ahora bien, si queremos obtener una sucesion exacta como la de 2.2.8 para una

)

extension mds general, necesitamos cambiar la cohomologia de Galois por otra

que se pueda definir en tal caso. Sobre ese tema trata la seccion siguiente.

SN BN 0NN BB N s AN Gy BN e By G Ay By B B BE A B B B . -
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3. Cohomologia de Amitsur

Sea S/R un algebra conmutativa con unidad. Se considera el complejo simplicial

de R algebras

Mo
Ko “ My
e—e‘(\.‘ 4——(_ — —_—
_— R >
S — o S5SeS_&1  _SeS®S____ ...
€, €y )

2 n B ats s s .
Donde, si denotamos por $® 13 n-ésima potencia tensorial de S, se tiene

&N . S@(n'{"l)

€5 S
Sp @ @S, 7 S1@ ...85;¢ 1 ) S5419 @S-
& (n+l oN
st ( ) i
5
S, €...9® > ®eee® S:@ S ® S. @D
. Tl BB 193441 °142° %443 @ Spa)

Los morfismos € son las caras y 10s M las degeneraciones del complejo.

Nuestro interés se centrard en los €50 Dado un funtor covariante F, de ani-

¢

1los en grupos abelianos,se obtiene un complejo de cocadenas {C(S/R,F),d}

donde

¢ = C(S/R,F), = F(s®MD)) w5 0
J Cn - Cn+1

n+l j
3= T (=1) F(ci)

i=0

Es decir, el complejo de cocadenas asociado a todo complejo simplicial de grupos

abelianos. La cchomologia de tal complejo se denomina la ceromologfa de F rela

e

tiva a S/R. El n-ésimo grupo de la cohomologia relativa se dencta por Hn(S/R,F).
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3.1. Ejemplo. En el caso en que S es de Galois sob}e R con grupo G, podemos
también considerar funtores con valores en la categoria de G-médulos, y por ende
el complejo C(G,F(S)) 2.2.4. En el casoenque R y S son cuerpos y F =
Us4y,Ip Amitsur probé que ambos complejos son isomorfos [Aml . En [C-H-R ] se ex-
tiende el resultado a extensiones galoisianas de anillos con G = AutR(S). La de-
mostracion de Amitsur es completamente general y sus morfismos son naturales. El
punto crucial es el lema 6.2 (pp.98); este lema no es valido para extensiones de

Galois generales.

3.2. Teorema [V-Z-3]. Para toda extension de anillos conmutativos S/R hay una

sucesion exacta natural

0 = Hi(s/R,U) = HY(9) = HO(S/R,Pic) — ...

n-l( n+l(

= HY(s/R,U) = HYJ) = H"H(S/R,Pic) = H"TH(S/R,U) ..

Mads alGn, si S es fiel proyectivo y finito como R médulo s

H2(J3) = Br(S/R) 'y HY(J) = Pic R.

Aqui el Hn(J) es complicado de definir. So6lo diremos que es un cierto subco-
5 :

an 5

jc sentl

©

ciente del K_ de Bass relativo al funtor de borde Pic S

(@) —

Dado un anillo R, se consideran la categoria X' =X'(R) cuyos objetos son las
dlgebras separables, conmutativas y proyectivas como médulo; las flechas de X'

son los morfismos separables. En virtud de la

3.3. Proposicion [DeMedn]. Supongamos que se tiene un diagrama tonmutativo

G N NN B EN Iy BN A BN e v B B By e B A B G B e B e
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de anillos conmutativos con unidad. Se satisfacen:
i) Si S/R es separable = A/R es separable
ii) Si S/A y R/A son separables = S/R es separable

iii) Si T/R es otra extension separable == S®T/R es separable =

Se tiene entonces que X' =X'(R) satisface los axiomas de una categoria con suma
o . - - ! B

directa. E1 lector informado observara que la categoria opuesta X op constituye

una topologia de Grothendieck. Por abuso de notacién llamaremos a X' la topolo-

ta separable de R. Andlogamente se define X = X(R), la topologta separable di

7

1

rango constante.

Si G es un funtor covariante de anillos en grupos abelianos podemos definir,
dado A€ X'(R)(8 X(R)), los grupos de cohomologia Hn(A/R,G), como al principio
de este §.

Dado un diagrama conmutativo como en 3.3 con S €X'(6 €x) la funtorialidad de

G produce un morfismo natural de grupos Hn(A/R,G) -+Hn(S/R,G) n>0. Si G es
exacto a izquierda, en virtud de 3.3 iii) y de [Ar-Prop.3.4] los Hn(A/R,G)

(A eX' (6 €x)) forman un sistema dirigido. E1 T1imite se denota por Hn(XLR,G)

-

L1 T 2 . , . s s B o
(resp. H'(X,R,G)) y se denomina el n-dsimo grupo de cohomologia de Cech de G

b

sobre X'(R) (resp. X(R)).

i

La proposicidn siguiente asegura la funtorialidad de HN (X, . ,6) (y de H

3.4. Proposicion [ DeMe-In]. Sean S1 ¥ S, dlgebras conmutativas sobre R.
Sean Al/S1 y A2/S2 extensiones separables. Entonces A15>A2 es naturalmente

separable sobre Sl @:SZ -
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Observemos que la proposicion anterior nos permite también considerar

li@. H”(X‘,Ri,G)‘ dado un sistema directo de anillos {Ry : i €1}

gs%és propiedades se explotaran en el pardgrafo siguiente.

Si deseamos definir clases caracteristicas para modulos cuadrdticos sobre un
anillo R con 2 € UR, 1los grupos ﬁn(xLR,Ip) = ﬁn(th,uz) parecen ser una
traduccion adecuada al caso general, de la cohomologia Hn(G, 12) para el caso
de cuerpos (ver 2.2.7). Necesitamos un producto cup, para completar la enalegia
Es claro que basta definirlo para los grupos relativos Hn(S/R), con S E€X'SX.

La aplicacion

, U g
Ip(S®n+1) xIp(S®m+1 v___+1p(sa(n+m+1))

),
(x,y) —— (M).(£,)(y),

donde € =

€ 0 € OO € verifica la férmula
n n+m n+m-1 m+l’

Xuay=aXxuyY=aXxuy)

y define por tanto un producto cup en la cohomologia. En el caso en que S es

una extension de Galois finita con grupo G, el isomorfismo de Amitsur 1leva el

producto cup de la cohomologia de G en el producto cup que acabamos de definir.

Esto puede verificarse por calculo directo o bien aplicando el teorema de unici-

dad de Eilenberg-Zilber {McL |.

GEN OGNS GNS N By N I T e B G AN BN BN D B By Em A A am e
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§0. NOTACIONES Y DEFINICIONES BASICAS.

0.1. Todos los anillos que consideraremos en este trabajo se entenderdn conmutativos
y con unidad. Sea entonces R un anillo, consideraremos las siguientes topologias

de Grothendieck:

X'=x'R): la topologia de las dlgebras separables sobre R que son pro- -
yectivas (por tanto finitas) como R-mddulos.
x = X(R) € x " la topologia de las dlgebras en x' que tienen rango cons-
tante.
Observemos que x'= x sii R no posece idempotentes no triviales. Si ahora G es un

haz de grupos sobre x' (respectivamente sobre X ) denotamos por
)
Ill t \ I - 9
HY(xIR,6) (resp H'(¥,R;G)) 1n=10

, :
al n-ésimo grupo de cohomologia de Cech de G . Si ademds G es un haz de anillos,

escribiremos
AC(X,R,G) = I H' (x,R,G)
i=0)

AC(X,R,G) resulta entonces un anillo, provisto del producto cup, que denotarenos,

como es usual, por el simbolo "U'. Estudiamos especialmente los haces:
Mot raices cuadradas de la unidad
U : elementos inversibles

Ip: elementos idempotentes

Observemos que IpR tiene estructura de anillo y cuando 2 € UR, “ZR es isomorfo

como grupo a IpR. Por tanto, cuando 2 € UR , consideramos W, como haz de anillos.

.
0.2. Sea P un R-mddulo; una forma cuadrdtica sobre P .es una funcién

q:sRPi=' R

que verifica




5
q) al) = Nq(x) ¥ €R, x €P .
qQ,) ‘bq: Pl Pl . = R
(x,y) = qx+y) - q(x) - q(x)
es bilineal.

Si ademds se satisface que

qs) ‘Pq:l’ = P

X - <Igl(x,-) es un isomorfismo

Decimos que q es regular. Un R-mddulo cuadriatico es un par (P,q) donde

(P,q)]): P es un R-médulo proyectivo finitamente generado.

(P,q)z): q:P »R es una forma cuadratica regular.
El rango de (P,q) -rk(P,q) es por definicidén el rango de P.

Sean las categorias:

a
]

= P(R): la categoria de los mbdulos proyectivos finitamente generados

de rango constante sobre R .

Q = Q(R): la categoria de los médulos cuadrdticos (P,q) con P €P(R).
es claro que P con la suma directa, @ , y Q con la suma ortogonal L son ca-

tegorias con producto. £ particular, si P y 0 denotan respectivamente el con-
junto de clases de isumerfismo de P y Q , se tiene que P y Q son funtores

= 2

de la categoria de anillos en la categoria de monoides abeliznos.

o
v

3. Si (P,q)€ QR y P es libre, una -se ortogonal de (P,q) es una base de P

B={Vez 1 si < ni} con (bq(\!i’y_ =100 .83 1l E 3.

L------------
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Si TKP = 2n una base simpléctica de (P,q) es wma sucesidn

B = {(VH . VZi): 1 <is<n} con B= {V -1 <i <n} base

10 V2i
de P1 que verifica

B,: Si1<i# j< n los submédulos <V

1 "\"Zi> y <V,., V,.> son ortogonales.

11 “ 1) 2_]

BZ: ‘Ia(vu’\’?.i) =1 F 1<1<n).

Dos bases ortogonales (resp. simplécticas) de (P,q) se dicen contiguas si
existe una familia finita de bases ortogonales (resp. simplécticas)

= = ' - 3 117 a 8 -~ ~ -
BO B, B1""’Bk B tales que bk+1 difiere de Bk en a lo sumo dos ele

mentos.

§1. EL ANILLO A(R); CONSTRUCCION Y PROPTEDADES.

1.0. En esta seccidn se considera un anillo fijo, conmutativo, con unidad, que
denotaremos por R . Sea X = SpecR el esquema afin asociado a R, supondremos
que X es localmente, conexo. Esta hipdtesis se verifica, por ejemplo, cuando X
es noetheriano. Consideremos la clase de todos los cubrimientos finitos de X,
cuyos elementos son abiertos, afines y conexos, que denominaremos E1 - C1(x).
Acada Z ={U;:i €I} € C; 1le asociamos el esquema afin X ;= X U, e
ig
el espectro del anillo R, = .gll‘(Ui,Ox). (2 representa unidn disjunta,

i

2l g
l\

-,OX) es el funtor de secciones del haz estructural OX)‘ Sea CZ(X) =

= U C1(X ) , Y en general, Cn+1(X) = U C](X7) . Sea DO(X) = (X}
Z&,(X) vec ' °
ydado n€N, D X)={X,:Z€C. (X))} , bX) = 2 D (X),. ydados YE D_,
n Z n n> D n
= I VA = 7 - ws: N
Z el%wﬂ , ponemos D(Z,Y) = {(Z,Y si 4 Cn+1(y) tal que Z =Y,

# en otro caso.
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Donde, si V = {Vi : JEIE 4 es la suma sobre j de las inclusiones
L

Uy
Z,Y

j
Ve Y, i.e.
j

t -/ B Y )

Z,Y

Si ahora Z,Y EDn(X) ponemos D(Z,Y) =@ y si Z EDm(X), e YE Dn(X) con

m >n, los elementos de D(Z,Y) son todas las composiciones de flechas sobre
todos los caminos que unen Z con Y . Es fdcil ver entonces que D es un
sistema filtrante inverso, i.e. que podemos tomar limite inverso sobre D en

la categoria de esquemas afines. En efecto, si reemplazamos Dn(X) por

En(X) = {F(X7,6‘ ) . (= Dn(X)} e inclusiones por restricciones, obtenemos ~
L7 Ay 4 : - TOREA
< INHS
un sistema directo de anillos, denotamos su limite por A = AR), si M = SpecA, -
lim - ;
es claro que M = 5 XZ en la categoria de esquemas afines.

Proposicién 1.1. Sea F un funtor contravariante de la categoria esquemas afi-

nes en la categoria de monoides abelianos, y supongamos que

)

1) ¥ 2€eCX) = X Cn(X) 7= {Ui 1 € I}  hay un diagrama conmutativo na-
n=l

tural (¥*)

75
e @,F) ——— F,o= I T(U,,F)
N i € 1 *
R .
o N
N
77 N
~N
S E )

ii) F(1lim X;) = lim F(X,) = F@)
D D

Se tiene entoiices un diagra: conmutativo:

(*) Consideramos a F comc =haz de grupos abeliui... sobre X

P e
‘II" L A B N A N B B By B Oh G BN B O BN BE B BE B .
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F(d) y
F(X) — F(
o///?
H® (X, F)
En particular, si denotamos por F) = 1im F@U), (p € X), se tiene
P pay
Ker F(¢) = 0 Ker (F(X) = F))
pEX I
Demostracion:

Sea L € CX), 1= (U.:i € I)

i ;  H°(,F) es el nGcleo del par (so,c]), donde

O = . s P X . 5 .
€, ©S la cara i-ésima en el complejo simplicial de Cech asociado a 7 en nivel

1,k = 0,1, es decir, la siguiente es una sucesidn exacta:

Yz s()

H°{ZF) -+ 1§ Y(Ui,F) = I l‘(U.l A U.,F)
i€] e, 1,j€1 2

Es claro entonces que el morfismo de restriccién, 8;, se factoriza a través de

H° (,F), i.e. se tiene un diagrama conmutativo :

7 o

F(X) & s I (U, T)

\ 7 i€r *

\

\

\

Y
RY, 7
rLne
Por hipdtesis, v, se factoriza a través de ( 2 lﬁ)‘ Ahora pasamos al 1i-
i€l '

mite; se obtiene el diagrama conmutativo:
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0 hip
EX)——— 1 F (Gl = F(i)
o0 7
5

¥

lim H° (Z,F) = H°(X,F)

cX)

S6lo resta aclarar la igualdad en el nivel inferior del tridngulo anterior. En
primer lugar observemos que, si U es un abierto cualquiera en SpecR, podemos
definir F(U) = F(SpecP(U,OX)), sea U afin o no, y esta definicifn nos permi-
te mirar a F como prehaz sobre SpecR, aunque F no esté definido para esque-
mas no afines. Hecha esta observacidn, es claro que, en virtud de las hipdtesis
sobre X, podemos tomar limite sobre la coleccidn, F, de todos los cubrimientos
afines, conexos y finitos, ordenada parcialmente por la relacidn ''ser mis fino
que'. Por otro lado, todo 7 € C(X) puede mirarse como cubrimiento de X, y si
IV en C(X), V es mids fino que Z como cubrimiento de X, luego, se tiene
un morfismo candnico:

L=1im H°(Z,F) - L' = 1im lI°(Z,F)
CX)

Para definir una flecha en sentido contrario, basta observar que si Z,V €F, son

tales que V es mis fino que Z, cl siguiente diagrama es comnutativo:

L &— He (V,F)

Ny e

H°(z,F)

Pero tal conmutatividad se deduce inmediatamen de la propiedad filtrante de <.

La verificacidén de que ambas composiciones dan . identidad es trivial. ® .

I N R BN B B B B B G oy B o GE BE B BE B BE BN B EE .
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Corolario 1.2.

Sea F un funtor contravariante de esquemas afines en grupos abelianos y n = 0.

Se tiene
HY(X,E) = 1 iz, B) )
7 €C08 e
Demostracion. .

Hi
o

Es andloga a la dada mds arriba para el caso n

Teorema 1.3.:
Sea R un anillo en las hipdtesis enunciadas al comienzo de esta seccién. Con to-
das las notaciones y definiciones anteriores se tiene que A = A (R) verifica las

siguientes propiedades:

i) A es una R-algebra fielmente playa.

ii) Todo A-mbédulo proyectivo finitamente generado de rango constante es libre.

iii) Sea (P,q) un A-mddulo cuadritico de rango constante. Si 2 €UR (resp. si
2 €RadR) (P,q) tiene una base ortogonal (resp. simpléctica) y dos de tales
bases son contiguas.

iv) Los funtores F] = P y F,=0 definidos en 0.1 verifican las hipGte-

&

sis de la proposicidn anterior. En particular,

Ker(E(R) > F;(A)) = N Ker (E (R) —F, (R N i= 1,2
P &€ SpecR % L
V) Sea x el funtor que asigna a cada anillo la topologia de las extensiones
separables que son proyectivas como modulos. S1 = U, S5 = 35, Ss = Ip Tos
V4 L S

haces sobre X de unidades, raices cuadradas de 1 e idempotentes respecti-

vamente ¥ n =0 , el funtor

i (X, »5;) i=1,2,3

verifica las hipbtesis de la proposicidén anterior. En particular




LX)

a veo

Ker (' (x,R,S.) = H'(¥%,A,S.)) = 0 Ker(H(x,R,S.) - H'(¥,R,S.)
1 1 1 pr 1
PESpecR

Demostracion:

i)

ii)

i11)

Que A es playo se deduce de que cada R, lo es, en vista de la exactitud

Z
del limite directo y de la conmutatividad entre este (ltimo y m. Sea M 1i-

deal maximal en R, M® = MA su extensién en A, debemos ver M€ #(1). Supdn-

: : e
gase que 1 €M , existen entonces mo (1 <1< ) m, €m con

1T = 2 m o Cada m; es a suvez una combinacidn lineal finita de ele-
=1

n ™Mun

i

mentos de m con coeficientes en A ; m, =
j=1
aij son finitos existe un R, tal que todo aij puede mirarse como ele-
mento de R '

aij mij . Dado que los

Dado que b a..m.. =1 en A, existe V >7 tal que la igual-

dad vale en Ry,; pero R es fielmente playo, contradiccidn.
v

Sea P un A-mddulo proyectivo finitamente generado, entonces P es su-
. n - 5
mando directo de A" para algim n = 1. Si Il es un proyector con
Im I = P, , y sea M lamatriz de IT en la base candnica, podemos mi-

rar a M en algim R, donde se verifica M® = M. Es decir que M define

< oIl n ; :
un proyector UZ:RZ =% RZ a cuya imagen denominamos PZ; es claro que

PZ = I =P. §i ahora P tiene rango constante 1, resulta que
Z .

rk P, =T, pues como vimos en la demostracitén de i), A es fielmente
playo como Rz—élgebra. Ahora basta tomar un V € C(X) con V >2Z tal

que Py =P, @, R, sea Iibre.
7

Supongamos 2 € UR; la demostracidén para 2 € RadR es idéntica. Sea q
i n : i
una forma cuadrdtica regular sobre A7, -“iva matriz en la base canénica

es M. Como en 11) podemos tomar R, ‘1 que los coeficientes de M

“

 EE B I N N N B N g O e




A

iv)

estén en RZ v que detM EURZ . Ixiste entonces, [(M-R)] un ¢ €CX)
talquey >7 y CE€ Gln(RU) con CM C—1 diagonal, lo que prueba la
existencia de una base ortogonal para q

Si ahora B y B' son dos bases ortogonales de (An,q), podemos pensar-

las como bases de (R;qZ ) para algGn 7, y podemos repetir el procedi-
>

miento anterior [ M-R].

Veamos el caso cuadrdtico en primer lugar. Un elemento de H°(Z,Q) es, a

través de v, » wa I-upla ((Pi,qil) i€l tal que (P;,q;) = (Pj,qj)

sobre Ui F\Ui . Entonces (P,q) = @ (Pi,qi) es un moédulo cuadratico
- i€l
de rango constante sobre R, , con lo que se obtiene la factorizacidn de-

seada, y la misma demostracion vale para P . Vamos entonces a la segunda
hipbtesis, y comencemos nuevamente por el caso cuadridtico. '
Sea (P,q) un mddulo cuadratico sobre A de rango constante, segln la
demostracidén de iii) (3 z €CX)) vy (Pz,qz) modulo cuadriatico so-
bre R7 con (P,q) = (P7,q7) wp A . Esto prueba que la aplicacidn natu-
ral S Z

lim Q(RZ) s 0(A) (1.3.1)

E(X)

es sobreyectiva. Para ver la inyectividad, observemos que dos elementos
del miembro izquierdo de (1.3.1) siempre se pueden mirar como médulos
cuadraticos libres sobre un mismo. RZ € E(X). Sean entonces (P,q) y
(P',q') mddulos cuadridticos libres sobre Ry supongamos que se tiene

. . ~J . 4 - -
un isomorfismo « :(P,q) 8, A > (P,q') sp A Entonces « estid re-
7

o

presentado por una matriz finita y razonando como en ii) e iii) se en-

Z
cuentra V =>7Z con (P,q) o RV = (P',q") N RV lo que prueba la
. :

inyectividad. Is claro que la misma demostracién vale para el funtor P
S6lo resta observar que la fibra del prehaz F; en un punto p €X, coin-

: o P
cide con Fi(hp) (1 T2
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Es claro que cada uno de los haces en cuestidn preserva productos finitos,
es decir, si G es uno de ellos y B1,B2 son dos_anillos, resulta que
G(B1 X Bz) = G(B,) x G(BZ). Verificaremos la hipdtesis 1) de la proposi-
cidén 1.1. para Hn(x,-,G) cuando G preserva productos finitos. Sea

Ry =1“(Ui,ex) (i € I); un elemento de iéir(Ui, hn(x,Ui,G)) se puede mi-

rar como una I-upla ¢ = (5}) donde cada E& es la clase de un n-co-

1€l
ciclo en G(Bi QRin+1). En consecuencia ¢  define un cociclo en
n+1 n+1l
R: on. . .
G(HBi 1) = IIG(Bi 1 ); es un hecho trivial que el complejo simplicial

n+1
: . R . . .
evidente que tiene a IlBi 1 en el lugar n es isomorfo al complejo sim-

plicial de Amitsur asociado a la {Z-ﬁlgebra I Bi . Hemos definido enton-
=
i

ces un morfismo

m HY(x,R.,G) > HY (IR, ,G) (1.3.2]
i€l ! :

donde X' es la topplogia de las dlgebras separables y provectivas tal como

fue definida en 0.1. Pero es facil de ver que x(Rz) es cofinal en X(R, ),

asi que en el miembro derecho de (1.3.2) podemos reemplazar X' por x,_y

ahora es claro que (1.3.2) es la inversa del morfismo natural en sentido o-

puesto. Hemos demostrado entonces que ﬁn(Y,RZ,G) es naturalmente isomorfo

a I ﬁn(Y,Ri,G), y en particular se verifica la hipdtesis i) de la pro-
i€l

posicidn.

La verificacidn de la hipdtesis 1ii) es consecuencia trivial de la parte a)

de la proposicién 1.4. S6lo nos resta ver entonces que, para i=1,2,3, la

fibra del prehaz n“(x,-,Si) sobre cada punto p € X coincide con

yn ) ’

If‘(x,RD,Si). Es claro que si B €x (X), Si(B) define un haz sobre X cuya
fibra en cada p €X es Si(BP). Sea G un funtor con tal propiedad. Dado

EEHn(x,Rp,(‘.) 1o podemos mirar en Hn(B/Rp,G) para igtn BE ,\'(Rp'). Como

S EEA NN AN N N N R R BN B BN g G EE B mE EE B O EE B Emc
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1

se ve en la demostracidon de a) existe U entorno afin y conexo de p

y B_U € x(f‘(ll,(\)), tales que, si ponemos R(U) = I‘ZU,OK), se tiene que
= n+1 ‘ n+1
B = Bl ®, R, , Yy que hay un c¢' €G(B SRy ) cuya imagen en G(B& P )
] I\U I 8] ? ~

n+1
es ¢ . Entonces jc' € G(_BUQRU ) coincide con 0 (el elemento neutro -
de G) en el punto p, y por tanto hay un V entorno de p con V €U

y o' = 0. Asi, la aplicacidn natural

lim HYOGRU),G) Hn(_x,l‘\),(:) (1.3:3)
pEU ’
es sobreyectiva. Un elemento del miembro izquierdo de 1.3.3. es de la forma

c E Hn(B/R(U),(}); supongamos que su imagen es cero. Existe entonces
n
B' € x(Rp) que extiende a B m RP y tal que ¢ = 9dc' , con c' € (B')NRP

Podemos encontrar V CU entorno de p y B" €x(R(V)) extensidn de

/

¥ 7 - 11 i > = R r o~ ) : A ~ I3 S 7
B ER(U)R(\) tal que B NR(\") ]P I y c,c' estén definidos en V

Dado que ¢ - dc' coincide con 0 en p, podemos tomar ahora un W CV
sobre el cual c

coincida con dc' , y entonces c = 0€ Hn(Y,I{(W),G) ]

Proposici6n 1.4.

Sea X el funtor definido en 1.3.v), G un funtor de anillos en grupos abelianos
tal que para todo anillo S, el prehaz definido por G sobre SpecS es un haz vy

G preserva productos finitos.

i) X (A) = 1im~x (R_/,)
EX) *©
ii) Sea n>1, el funtor F = Il'l(_x,-,(ﬂ]) satisface las hipOtesis de la proposi-
cidén 1.1.
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Demostracidn.
La parte ii) fue probada en la demostracién de la parte v) del teorema anterior

Veamos entonces la parte 1). Sea B €X(A); como vimos en 1.3.i) B es un A-mddulo

P e e—

A A % n .
libre. Por tanto podemos mirar a B c¢omo el A-médulo A", (n = rkB) con una multi-

plicacidén conmutativa y asociativa

S~
(]

n n
A&A A

n )
< A -

y dos elementos distinguidos, 1l = (X1,...,Xn)62 Ay e = (Yij)1€i,j61 =

2
el =g A® que satisfacen:
ueg 11 = y(flm o) =a Va €7"
(1.4, 1.} ; . 5
e"=¢e, ye)= 11 (emll)e=(llaa)e VYVae A
T 7 e AR A 1 'n ; 2 1 = s IAE n
Sea [\i)leiéh la base candnica de A, y pongamos Oij v(\l ] \J)<f A

£1,3€ . g S ar £ € C(X . sy . .
1 i,j< n . Podemos tomar C(X) donde 1,e v (hlj)1<L,J<n

dos. En virtud de la inyectividad del morfismo candnico R, 7 A(1.3(1)) 1las pro-

estén defini-
piedades (1.4.1.) se verifican en R, , para la definicibn evidente de RZ . Resul-

ta asi wmn B'€ x(R.) con B = B' mp A. Si ahora f:B »C es un morfismo en x(A),
= 7
“

con las identificaciones anteriores, si M es la matriz de £ en la base candnica

(m = rkC) se tiene el diagrama conmutativo (' es la multiplicacidn de C) -
n MM m m
A Al > AT 5 A
} ut
m 4 m
3
A 7 A

Como antes, podemos encontrar Z€ C(X) con M, B' y C' definidos sobre 7,

y la conmutatividad (1.1.1) se verifica por la inyectividad del morfismo

RZ = A. Hemos probado que el morfismo candnico

|
|
|



1im x (R,) — X(A)
E(X) -

es sobreyectivo. La demostracidon de la inyectividad es completamente anidloga. ®
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§2. CLASES-CARACTERISTICAS.
Del teorema 1.3. se deduce una sucesidén exacta:
01 ~Z- UAUA - L.(A - 0
cte

donde
y/4 [UA/UZA] es el anillo de grupo

%te(A) es el grupo de Grothendieck de la categoria de mddulos cuadriaticos
de rango constante sobre A .

I es el ideal generado -como grupo- por los elementos de la forma
a+b-c-d con <ab>=<c,d>.

v 1
Observemos ademds que UA/UZA = H (X,A,n).

Istas propiedades nos van a permitir dar una teoria de clases caracteristicas para,
" 2o P - .
R-médulos cuadraticos con valores en la cohomologia H (X,A,u,). S6lo necesitamos

el siguiente

Teorema 2.1.
Sean S un anillo conmutativo con unidad y 2 €US;(P,q) un S-médulo cuadritico

de rango n , junto con una descomposicidén ortogonal

(P,q) = 1<;<n (P:,4;) rk(Pi,qi) =1 (1<1ix<n)

Sea, para cada 1, ¢4 la clase de (Pi,qi) en h](x,S,uz). Entonces:

=

¢
i) La suma 'E| 4 € Il] (X,S,uz) coincide con la imagen de det(P,q) = (a\nl’,,f\nq),
i= .

n

el determinante de (P,q). (A es la forma cuadrdtica asociada a /\n‘,,q, don-

de ¢h:P‘* P* es el isomorfismo asociado a q).

_ g
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i) @@ e Ker('(65,1) ~ 0 (4B,,)) = 11 8/5,4)

Mis atn, (P,q) coincide, a través de la identificacién ii) con la clase del

1-cociclo

£f: Z/2Z - LLZB
£(1) = -1 £(0) =1

Demostracidn:

. » ; 2
B es evidentemente un mdédulo proyectivo, y es localmente de la forma Sn[x]/(x -a)
con P €SpecS y a € USP. Por tanto B es separable y localmente de Galois con
generador % definido por la férmula un(i) = -x. Podemos tomar un cubrimiento
finito por abiertos afines conexos -en virtud de la hipStesis sobre S- tales que

denotando por Bi v Si las respectivas restricciones a ”i (i €I) se tiene

(2.2.1) By = Si[x]

1 ) I
—_—— (ni € Us;)
<xX"=a.> '
i
Se ve entonces que
o ¢ Bi o Eﬁ es el (nico automorfismo
a.
- l -—
X =+ =X de Bi/si distinto de la identidad

En efecto, oi(i) debe ser de la forma s+tx con t # 0; si P EEUi , resulta

i,D 4

entonces que g . (X) = -x, luego t=-1 y s=0. Siahora P €u; Ny,
> 5 >
por tanto o; | U.N Uj = 01] Us fWUi es decir que la I-upla

J. 6 308
J,P 1,D

{05} 51 determina un tnico automorfismo de B/S, o digamos. Es claro entonces
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que 02 =1 y ademas B = S. Fn efecto, si 7B = P es el proyector de
ntcleo S y b € B, la igualdad b =b implica que 7b es lo-
calmente nulo, y por ende lo es globalmente, es decir que b € S. Hemos probado asi

la parte 1i). Veamos ahora ii).

En su trabajo [A]l Amitsur da un isomorfismo entre los complejos de cocadenas res—~

pectivos. Se observa que el punto crucial consiste en probar la siguiente propiedad:

Sea e €Brm B el idempotente de separabilidad de B,
e, = (c m1) e 5 e, = e
entonces

1= ey v e_
g

En nuestro caso tal propiedad se satisface en cada localizacidén de S, y por cons-

truccidén ello implica que se satisface globalmente. En cuanto a i1ii) la primera

afirmacién es facil de ver ([MV-III]); se obtiene un isomorfismo
g:(P,q) @ B — (B,1)

donde el miembro de la derecha es la forma cuadratica trivial de rango 1 sobyre B,
la imagen de (P,q) en ﬁ1(B/S,U7) es la clase de cociclo (519 . 509-1)(1m1) =
=t € B m B. Ahora bien, en virtud de lo anterior

t = tes + te

1 o

En cada P € SpecS B= S [Jhp] segln vimos mis arriba; con esa identificacibn
se tiene

tp = Jﬁp a 1/ an

-
[
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1 t)
e = _———L
10"
1 - t)
S 5 el
g,p 4

Por tanto resulta que t = e, - ¢ y, siguiendo [A] se obtiene el cociclo

pedido. ®

Demostracion de 2.1.i1): Sean By ¥y B, las S-dlgebras del lema anterior pa-
ra (P,q) = 0)1#11) 1 = 1,2 respectivamente.
Se tiene entonces que B = B, ;g B, es de Galois con grupo G = Z/2Z @ Z/2Z [ DeMe-1n

Con el lema anterior obtenemos dos cociclos:

|
—_—

f](a,ﬁ) =

1 en otro caso

"1 si B o=

—~—

fz(a;ﬁ) =

1 en otro caso
Sea ahora
f: G xG - u.B

f(“])ﬁ])“Z)BZ) - { i N
1 en otro caso.

2
Es claro que la clase de f en H"(B/S,u,) coincide con el producto cup U c,.
La imagen de f en Br(B/S) es el B-mdédulo libre A con generadores fu a € G}

y multiplicacion definida por

(bua)(cug) =b «a (c) “aﬁ a,fp € G .
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Para ver que A es el dlgebra de Clifford de (P,q) necesitamos un S-morfismo
g:P—~> A con O(p)z = q(p). Un tal 6 se define identificando P "con el S-sub-

modulo

P 1y ® % .09

La universalidad se deduce immediatamente. =2

Corolario 2.3.: El anillo A =A (R) satisface i) y 1ii) del teorema anterior

Demostracion:

Solo es necesario probar ii). Por 1.3. se tiene que (P,q), (P ,q]) y (Pz,qz) se

/

pueden mirar sobre algin R, . Dado que SpecR, es localmente conexo, 1ii) se

satisface para R,;

&

el resultado se sigue ahora por naturalidad de los morfismo

en 1i). =

Definicidén 2.4.

S

Sea (P,q) un R-médulo cuadrdtico de rango n, {(Pi’qi): i=1,...,n } una descom-

posicidn ortogonal de (P,q) @ A es decir

n
D C A = C ) =
(E 2‘{) RA ll=] (I)l’ql) r}\(})l’ql) 1.

Sea AC (A) el anillo de cohomologia del haz 1, sobre la topologia x-definid

en 0.1.-**La clase total de (P,q) es*®

n

C(P,q) = I (1 + (P,a;)) € AC(x,A,n,) = UAC(X,A,u5))
i=1 i 5
Analogamente la clase i-ésima de (P,q) es la coordenada Ci(P’Q) de c¢(P,q)
Hl(K,A,pz).

Observacidn 2.5.

Del teorema 1.3. y la definicidn anterior se tiene un diagrama conmutativo

* : 1 denota el elemento neutro para el producto = °°

i
*%: Cohomologia de Cech

b ol

a

en
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0 x,0)

/ \
(2.6) Q(R) ////////

N £
ACE A ,)

Observemos ademids que la aplicacion c¢ en 2.4. verifica

i) Si rk(P,q) = n, ci(P,q) =0 ¥ i=>n .

ii) co(Pyq) = -1 € uA |

1i1) Si (P,q) se descompone como suma ortogonal (P,q) = (PT,q1) 1 (Pz,q7)
se tiene

c(P,q) = c(Py,q;) Yc(P,),Q)

loc
‘cte
diagrama 2.6. nos da, en virtud de iii) un diagrama conmutativo

Llamando 1 (R) al grupo de Grothendieck asociado al monoide HO(XSZ), el

loc,
7Lcte(R)

~—~
SN]
.
(o))

~
—

4

oteR) > L)

4

b J’\‘C ("\f.,/'\ s z)

Observaciodn 2.0.

Dado un mdédulo cuadriatico (P,q) con rtk(P,q) = n , podemos encontrar Z € C(X)

tal que (P,q) o, RZ tenga una base ortogonal. ¢(P,q) queda entonces definido
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en AC(x,RZ,uz). Otra descomposicidén ortogonal sobre R; nos dara un
c''€ AE(Y,RZ,UO); Cy ¢' van a coincidir enun V >7 que es en particular

un cubrimiento de X, = SpecR Resulta entonces que para cada mi=> 0 ,

74
Y Ci dan el mismo elemento en HO(XZ.hl(x,RZ,uz)). Se tiene entonces que,
en principio, para cada (P,q), las clases caracteristicas estan bien definidas
en 0 Hx iR
. n=0

completamente determinado por aquél. Sin embargo, con el mismo razonamiento vemos

Z’“Z)) para un Z que depende de (P,q), pero que no estd

que si (P,q) admite una descomposicidén como suma ortogonal de R-médulos cuadra-

ticos de rango 1, c(P,q) estd bien definido en Il HO(X,hn(X,R,uz)).
n=0 -

Observacidén 2.7.

Las clases caracteristicas que acabamos de definir verifican la versién cuadrédtica
natural de los axiomas de Grothendieck ([G], 3.1.). En efecto, los axiomas 1ii) vy
iii) son consecuencia directa de la definicién, i) es immediata a partir de la

obvia funtorialidad de la construccidon R —=AR.

Observacion 2.8.

Del diagrama 2.6.', se sigue que las clases caracteristicas no distinguen entre for-
mas localmente isomorfas. En particular, si (P,q) es una forma de rango n local-
mente trivial, i.e. localmente isomorfa a la forma trivial de rango n, reﬁulta
c(P,q) = 1. Interesa entonces estudiar el tipo de anillos S tales que existe un
S-médulo cuadratico no trivial pero localmente trivial. Un ejemplo de tal situacién

es el siguiente:

Sea R un anillo sin idempotentes no triviales, 2 €UR y a€UR tal que

1da € UR/UZR; y consideremos la R-dlgebra

ol R{g,Y,Z] -
<mxay,a&+ﬂ‘ﬂ“>

Es evidente que a es localmente un cuadrado en S: =2s decir que la forma de rango

o 2 2 3
1 definida por la formula qfs) = as“(s € S) es lo 'nte trivial. Veamos que q

-

N ) N B N N BN EE N D G D S BN BE BR B D BN R BN =
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(9]

no es trivial; i.e. a no es un cuadrado. En efecto, sean R' =R [Va ] , S' = SgR';

si s&$S es tal que sg = a, su imagen en S' serd de la forma uJa, con
€ pyS'.  Se afima que ;2(8‘) = {1,-1} ; es claro que de ser cierta la afirma-
cién, no puede existir tal s; en efecto, ¢l conjunto {1,Ja} S' es linealmen-
te independiente sobre S .

Probemos entonces la afirmacién. Observemos en primer lugar que el espectro de S'
es de la forma: (%)

(2.9) SpecS' = (V(VaX-Y)U V(VaX+Y)) N (V(a(X+1)-2Z) N V(Za(X+1)+2))

2 b

Como 2 €U S', basta ver que IpS' = {0,1} ; sea entonces e € IpS' vy suponga-

mos e # 1. Existe por tanto P € SpecS' con e€€P ., Por (2.9.) P contiene a

alguno de los ideales

Ly = <VaX-y , VYa(X+1) - Z >
I, = <VaX-Y , Vva(X+1) + Z >
13 = <JaX+Y , Ja(X+1) - Z>
Iy = <VaX+Y , Ja(X+1) + 2>
: . : ; 1
Sea 1< jy< 4 tal que P€ I.; como S'/I. = R'[X] , se sigue que .14
0 J . 1'\ e d
eie Ij . Ahora, cada Ij representa una recta en Ag(R'); evaluando e en
0 : E
las intersecciones se sigue que e € N Ij . Luego e es nilpotente e
j=1

idempotente, por tanto e = 0.

Hemos probado la

Proposicion 2.10.:

5 -
Sea R tal que UR/UR # (1) y IpR = {0,1}. Existe un R-dlgebra de tipo finito,

S y un S-médulo cuadratico localmente trivial que no es trivial.

I TN B I B S ED B OGN By En B N BN B B B S = ;| N e e ,

(*) Usamos la notacidn de Atiyah-MacDonald: Algebra Conmutativa.




Demostracidn: ver observacidén 2.8.

§3. Fibrado bandera cuadridtico y clases caracteristicas.

3.1. Sea (P,q) un R-mddulo cuadrdtico de rango n, S(P) el algebra simétrica
asociada a P, ¢ 1la forma bilineal asociada a q vy P —=P*¥ el isomorfis-

mo definido por ¢ . Consideremos la cadena de isomorfismos

) ] o a ¢—1
Hom(P & P,R)" Pow R = Pim P,
Con P° = Hom(P,R), el dual de P .
¢ define un morfismo $:p o P >Ry a través de las identificaciones prece-

dentes define también un elemento en P & P, pasando al cociente obtenemos un

elemento Q € SZ(P). Observemos que, localmente, () es el polinomio homogéneo

X

definido por q. En efecto, si P es libre con base B = {Vv.:1<i<n} y po-

. S ;i = A. . . . E . “Z (]) - R - 1{ ) : \/ \/ hl ac
nemos M (AIJ)1<1,]<H la matriz de ) B (74 1<1<n} 1la bqée dual,
entonces la imagen de ¢ en P* @ P¥ serd Z as vy ®Ys Sea B' =
1<i,jsan M ’
- Y_I(B*), y escribamos B' = {X.:1 € I} . Entonces Q = b a..X.X. €S,(PXS(P)
4 I ; > e 13715 A ,
1<1,j=n

donde identificamos S(P) con el anillo de polinomios R[X1,...,Xn] mediante la

base B'.

~

Consideremos ahora el esquema Z = Proj(S(P)) vy dentro de éste el abierto afin
D(Q) = {P € Proj(S(P)):p £Q} . Si 0., es el haz estructural sobre

7 Z, sea
s(,q) = TOWQ0,).

ml
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Proposicidn 3.2.

Sea (P,q) un R-mdédulo cuadritico de rango n S=S(P,q) 1la R-algcbra definida

<

en 1.1. Se tiene una descomposicién ortogonal
(P,q) m S = (L1 (;1:) L= 5(Pv gt )
>

donde Tk L

1

Demostracidn:

Con las notaciones de 1.1., si f:Z > X es la proyeccién natural hay un epimor-

fismo
Fx(P) > 0. (1)

Restringiendo a D(Q) y tomando duales se tiene un monomorfismo

L { “"J‘ L
0(-1))| - F(P) | - P as. 3 (F
IDQ ID(Q)
Sea L1 la imagen de la composicién v ' . i ; entonces rk(L1) = 1.+ Basta
entonces verificar que 4 =qa S!I es una forma cuadratica regular. Dado el

cardcter local de esa propiedad, podemos suponer que P es libre; sea B =
= {ghl < i <n} una base de P, By B' como en 1.1., e identifiquemos

S(P) = R[Xy,-
gebra (R[X1""’XHJO)O , donde el subindice ''0" indica la parte de grado 0

..,X“] mediante la base B'. Intonces S se identifica con la R-al-

en la graduacidn natural de R[X],...,ano , i.e. todo elcmento de S es una frac-
A

i f ; - ; ; : 5z
cibn — con deg f = 2n. Im Y = D(Q) = Spc * consideramos el cubrimiento

a




X1 xn
= N :\T-’ o) 55is ,Y‘i—- I 0 donde

{Y. = D(Q) N l)(_'.\'.l): i=1,...,nl ; tenemos que S.l = l‘(\'i,()
, , Y

y/

Qi es la deshomogeneizacién de Q en Xi . Supongamos, sin pérdida de generalidad,
Xy Xn

i=1; resulta Q] = Q(I’Y:""’Y_ . Ahora qw H](Ys = Q] , que es inversible
) X,

en 51 , Y por tanto q, es regular, como queriamos.

1

Observacidn 3.3.

Aplicando iteradamente el procedimicnto de [.1. se obtiene, en el paso n-1, una R-4l-

gebra T y una descomposicidén ortogonal

—

1
P, q) &« T = L

donde cada (Li,qj] es un T-médulo cuadrdtico de rango 1

Proposicidn 3.4.:

Sea S como en 1.1. se tiene:

1) S es una R-dlgebra fielmente playa; si ademds R es noetheriano,
Y = SpecS es localmente conexo.

Si ahora R es noetheriano se tiene ademis

- . o yn yn A~ . .
1) La aplicacién natural I (¢,AR,u,) - lf(x,*»,;7) es inyectiva para
. L ~

todo n> 1.

1i1) El diagrama:

X GR )Y~ P OGAR )
4 }
HOO I 00S,0,))  » HGAS, )

€S cartesiano.

S M M N N BN NN SN S A BN BN e

‘ o B BN BN . e
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Demostracidn:
i) Basta verificarlo localmente; sea Si como en 3.3.,Si es una localizacién de

wn anillo de polinomios sobre R, luego es playo. Ahora tomemos por ejemplo

Xis, X
, " - - 2 n . =
i=1, y sea P € SpecR; P su extensidn en K{Y“"""Y_J . Es claro que P es un
= Za)
ideal primo, afirmo que Q, P . Si tal afirmacidn es cierta, resulta que la
= X, X
contraccion de P =D 54 en R[T:"""Y—ICS P v por tanto la contraccién
| 1

de P en R coincide con P, 1lo que prueba que Sy es fielmente playo sobre R.

Andlogamente se ve que Si es fielmente playo para cada 1 y concluimos que S

lo es.

Probemos entonces la afimmacién. Dado que q es regular, det q € UR, pero segin
vimos en 3.1. Q tiene la forma 2 a.: X.X; donde (a::),_. ... €s la
i S 1] 1) 1)71<1,)=n
i, <

matriz de q en una base. Se concluye que el ideal generado por los coeficientes

de  Q, contienc una unidad, luego Q]Q P para ningin P € SpecR. Si ademids R

es noetheriano, es claro que S 1lo es y por tanto Y es localmente conexo.

ii) Sea Z €CX), Z = {Ui:iEI}; notaremos por Ri el anillo de secciones del
haz estructural sobre Ui’ i.e. R.l = F(Ui’o\)' Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad que U es diagonalizante, es decir que (P,q) = Ri tiene una base or-

togonal (% i € I), y fijemos una eleccién de tales bases para cada i € I. Sea

Z¥ ¢l cubrimiento de Y = SpecS obtenido por imagen inversa de Z . Si
AIE iR -, % 3 - :
c € ﬁn(Y,R7,n2) = ﬂl(iiRZ,uz) (c£.1.3.2.) va a cero en IH(X,AS,HZ), existe

V>Z7x UV €C(Y) tal que ¢ pertenece al nicleo de la composicién:
ol o B s » L N
}'r‘ (Y,I‘Z"*'z) Ed “] (X"SZ:&)"-"Z) “] (X,SV:UZ)

Por otro lado, dado que hemos fijado una descomposicién ortogonal de (P,q) = Ri 5




2%
tenemos una identificacién I(Y,Q.) = (R; [Xy,...,X ] 5) = SR (c.f. 3.1.).
1 1 n Qi 0 1
Si 2—1 = {SpccS(Rj)j : j=1,...,n} (con la notacidon de 3.1.) se tiene que 3
1=32 Z—i es un cubrimiento de Yz ; podemos suponer entonces que V> Z . Por
tanto SV es de la forma
s, = 0 I 0 (SR,).) [-fll (3.5.)
€1 Ki<n k& J &
% Xn % 2
en i 1 N .. _ " iy o i A ,
con f; ER; [ L ’X.] Si q; (Xg,.-.,X) 2z a;Xj , tenemos que
J ] J=1
(SR | —1---] es un dlgebra aumentada sobre R.[ 1 1 ] = R.[ e ]
T34 fl’ ) S 10 a : i‘kiO) 1 (0)
lLuego ¢ va a cero sobre cada Ril l (())] k € Kj 1< j< n . Obtenemos asi,

para cada 1, un cubrimiento de lJ.L sobre el cual ¢ e¢s cero; por tanto ¢ -va

' N s g T e ; ; £
a cero en I X,Au,). In virtud de (5.1.) lo anterior concluye la demostracidn
de ii).

iii) Sean Z y Z* como arriba, c Grln(x,l{z:uz) = T'In(x,RZ,uz) c I](XR R 7)

I
1€l
tal que existe V> Z* con c EHO('./,H“(X,', w), es decir, 81 K ={V,,L€L

c pertenece al nGcleo del morfismo de borde

n Wov,,w) & 0 1y, NV )

2&, i Ve ﬂ\ Y

Como antes, podemos suponer que V >7. In virtud de (3.5.) se tiene que

7 <V, ={ Spec R. : i c . 0, yn
& =& 90 1 [}'}?(0)] ; &I Kikn , k Cr\j Y c €H (J,H’ fx,',vz) lo

que completa la demostracidn

T--------‘--'--d‘
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Uniendo los resultados de la seccidn anterior con los de la proposicién 2.4., se

obtiene el

Sea R noetheriano, 2 € UR, S y A las R-dlgebras definidas respectivamente

en 1.0., ¢ la aplicacibn natural en 3: 1.

Se tiene un diagrama conmutativo

loc ., loc
I R) >, R) - 20 (L)
ctcl'\; cto( P ctet &
N

\‘\ \\
5% 1 N D I b.‘('l)
- oas { "N P & \
| cke CEE
|
| | {
| 1 !
‘ {
a ‘ |
\ | |
SN b | - W
2 C { ) 2
‘(“(\, \y ..:’ R \\!, Xignk 5 ) C
o Vv v
\( \ \:, ) | ’.\\.(\“I’ ,7)
Donde ¢ viene dada por 3.4. 1ii).

Demostracion:

Es inmediata a partir de 2.4.

En virtud de este teorema podemos dar una meva definicidn de clases caracteristicas.

3.6. Definicibén 2.4.'

1gen por C  en

La clase caracteristica total de un elemento de Lct“(“J es su i
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iﬁo(x,R,uZ) = ] HO(X,Hn(x,R,p,)). lLa 1-ésima clase caracteristica es la coorde-
=0 =

nada i1-ésima de la clase total.

Observacién 3.7.

. a . loc : -
Como vimos en 2.8., la aplicacidn natural ¢ (R) — Lctc(R) no es inyectiva, y por
tanto ¢ no distingue entre formas cuadriticas localmente isomorfas. Sin embargo,

dado (P,q)€Q(R) si T =T(P,q) podemos asociar a (P,q) un elemento d(P,q)

en AC(X,T,uZ) por la flecha natural. En virtud de la conmutatividad del diagrama

;\C(x,l},;z) = >:\C0(x,{{,u2) A\

Y

Ks) ‘—' ? ’\Eo(\( y'l‘::fz)

Tenemos que d(P,q) € AE(x,T,;,) se aplica sobre c(P,q) en Xﬁo(v;rﬁgj);l

es decir que, en algin sentido, d(P,q) es mids fino que c(P,q). Es posible que
este hecho permita definit una teoria de invariantes mis fina que la antes expues-
ta. Quizas sea necesaria una construccidn similar a la de AR, reemplazando la to-
pologia de SpecR por la topologia de Grothendieck generada por las dlgebras del
tipo S(P,q) para (P,q) € Q(R).

Observacidon 3.8.

Si 2 ¢ UR 1la construccién de S(P,q) puede hacerse cambiando el espacio proyec-
tivo por la Grassmaniana GZ(P,q). Por otro lado las propiedades de A(R) siguen
valiendo en ese caso, reemplazando ny por Ip. Vemos asi que el problema de de-

finir clases caracteristicas se reduce al caso en que R es local.
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APENDICE: CASO ORDENADO

I'n la presente seccidon se utilizan las definiciones y resultados bdsicos del traba-

jo de Marshall y Walters [ M-W].

Proposicion:
Sea R conmutativo, con unidad, Z € UR, y X=SpecR localmente conexo (1). Sean
(P,q) un R-médulo cuadrdatico, rkP = n, A= AR@E1) y S =S5(P,q) §2), Kk un ni-

mero entero positivo par. Se verifican

1) A tiene muchas unidades.

14) Si R admite un preorden de nivel k, A admite un preorden de nivel k.
Mas aln, si Fk es el funtor que asigna a cada anillo su espacio de o6rde-
nes de nivel k, se tiene lfk(:\) = 1im Fk(Rtr‘)

LEC(X)
1ii) Si R admite un preorden de nivel Kk, S admite un preorden de nivel k .

Demostracidn:
- ~ - . » - - n
Sea f un polinomio en A [k] S B "\n]’ y para todo primo PEM = SpecA, x € A

tal que al)f(xp) £P . El conjunto g = { ap: PE M D } genera entonces el ideal (1);

luego existen a_ €g , b € A A s con 1 =Xa_ b . Sea le CX
& P; P; x Pi® Py ()

tal que f€ R [X , b €R (; - Como los ap generan
]
el ideal (1), se tiene que V {XU g 1 €31 <¥} és wi cubrimiento de X (=
! ‘1)'1

(1) La hipbtesis de conexidad local no es necesaria para iii).




= Spec R - Sea V' €CX), V'>l, entonces V'>U Yy ap es inversible en

RV' (¥#i), 1o que concluye la demostracidn.

ii) In virtud de [M-W] (1.1.) 1la primera parte consiste en probar que si

-1 GXSR}‘ = -1 &X A}\ . In efecto si Ayyenn,d € A son tales que

r
-1=_21 a podemos tomar LE C(X) con ay € R L En particular,
1:
r K r K
-1€X R ¥p€X, luego -1€ I (R/P)” ¥ p € X. Entonces el preorden
g=y 1 j51
T = ‘ERk no admite ninglin primo compatible, lo que es absurdo en virtud de [M-W]
th.1.6.

Veamos ahora la segunda parte de la afirmacidén. Fn virtud de la funtorialidad de

Fo(IM-W] (1.9.)ii1)), se tiene una aplicacién F, (A) = 1im F_ (R ) = Il | Recipro-
k k wEc ok u

camente, un elemento T €Il es un par (T,P) donde P es una sucesién coherente

de primos P = {P} con P ,EX, y T= {F} es una suce-

LE CX) ' LU ECX)
sién coherente con TU orden en el cuerpo de fracciones del dominio R, /P . Por
tanto P determina univocamente un elemento de Spec A = 1jm X . Si denotamos

L (X)
por K vy KL a los respectivos cuerpos de fracciones de A/P y R P, se tiene

que T determina univocamente un orden en K = lim K .

LECX) U
iii) Sea L un cubrimiento de X, L = {Uj:iGT } tal que (¥i€I) (P,q) admite una
base ortogonal sobre U, . Si Y = SpecS sen Ui la preimagen de U; en Y,

e " W [ T - - .
(i € 1) entonces & l(Ui,()Y) 2 ((l\(.\l,...,an)([)O

"------------
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¢ 5(1)
~

e,

en R[X],...,Xr] , Se obtiene una ecuacidn del tipo:
1

£
Sea 1 fijo y supongamos -1 =
1

; como Q no es divisor de cero

4=

1 ! i

n 3 :
Ahora bien, Q= X a.XE ; especializando Cj = O
j=

obtiene ecuaciones

k

s,k .
Rl = r(Ul’OX) - (aJ) = le

1=1

Como ?j€5 UR,, se sigue que -1 €X R? . Usando ahora el principio local-global

([M-W] (1.6)) Yy el hecho de que U es un cubrimiento de X, se llega a que -

-1 €IR” . =

Observacidn:

Los items 1) y 1ii) de la proposicibn anterior sugieren la posibilidad de utilizar
nuestros métodos para la teoria de signaturas de nivel Kk, lo mismo que la parte

iii) en el caso k = 2.
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