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lNTRODUCCION

En la teoría clásica de formas cuadráticas sobre un cuerpo K con CarCK)# 2 sc
asocian a cada módulocuadrático (V,q) tres invariantes, a saber: su paridad, i.e.
_dimv e zm: ; y si “dim = o , su discriminante A(q) e ¡ok/¡ok2 y su álgebra de

Clifford Cip,q) EBr2(K). Estos invariantes no son suficientes para clasificar las
formas cuadráticas, es decir, pueden existir (V,q) y (W,q2) no isomorfas y que
tengan los mismos invariantes (e.g. K = R,q1 = <1,l,l,1 > qz =«<-1,—1,—l,—l>.
En 1962, A, Delzant utiliza la idea de las clases de Stiefel-Whitney —proveniente
de la topología- para definir nuevos invariantes

SWiCJ,q) e rwr"(G,2/zzz) n >1

donde G es el grupo de Galois de la clausura separable de K ([De1). (La búsqueda
de invariantes en los Hn (G, Z/ZZ) es natural en virtud de los isomorfismos

“wei/22) a vaz y “Zag/222) z Br7(I(). w. Scharlau estudió la efectividad
de tales clases características en 1969 (82h J. En 1970J. Milnor se interesó en el
tema dentro del marco de la teoría K, obteniendo un diagrama conmutativo

SW'

L(K) _—'__""‘_> ke2k

sw ’ 7
l

H“ (6,2/22)

donde: H**(G,Z/ZZ) es el grupo de unidades del anillo de cohomologia de G con coe
ficientes en Z/ZZ

— SW(V,q) = 1 + 2 53€ CV,q)
n24

—k**(K): es el grupo de unidades del anillo H kn(K) y (kn indica Teoría K dex.n7'

Mílnor.



II.

- L(K): es el grupo de Witt-Grothendieck de K .

A partir de este trabajo se han iniciado diversas líneas de investigación. En primer

lugar, ¿que se puede decir si se reemplaza el grupo de Witt-Grothendieck por el gru—'
po de Witt? Es evidente que no se puede copiar la mismaconstrucción, la idea consis

2 >te en definir invariantes con la ayuda de la filtración clásica W(K)> I > I
Se trata de definir invariantes

wnzln/In+1 —> ¡fica/ZZ) ó knm).

lEl teorema deMercuriev afirma que w7 está bien definida y es un isomorfismo. De w
U) e tienen algunos resultados y no se sabe casi nada de w4

Otra línea de trabajo, con el grupo de Witt, es el caso char K=2. K. Kato- [K 1 ha

estudiado el problema para formas bilineales simétricas, pero en el caso de formas
cuadráticas sólo se tienen resultados parciales ([Aral).

Hay finalmente otro tipo de problemas que es la que nos interesa aqui; la pregunta
es que pasa si se cambia K por un anillo R cualquiera. E. Hornix [Illdefinió

clases de Stiefel-Whitney con valores en los kn de Milnor de R cuando R es
un anillo local, en 1973. En 1979, Miceli y Revoy [M-R] extendieron la teoría de

Hornix al caso en que R es semilocal.

El objetivo de este trabajo es definir clases de Stiefel-Wbitney para móduloscuna
dráticos sobre anillos R con 2 E R pero con eSpectro más complicado que el de
los anillos locales y semilocales. En todos los trabajos que hemosmencionado, el
caso 2 E UR es relativamente sencillo. Ello se debe a que, si R es‘semilocal,
se tiene una sucesión exacta

a 2 t .o ->I ‘H’.[UR/UR 1 mw") MR) . o

donde I =<ï{á + b - (é + d): <a,b>bsa<c,d>R}>. N1 » to de anillos más generales se\

complica notoriamente al no tener una tal sucesión e 'ta. En otras palabras, no to
do módulo cuadrático de rango constante, (P,q) ndmit na descomposición ortogonal
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de rango 1, mas aún, en caso de existir, dos de tales descomposiciones no necesa
riamente son contiguas.

Se plantea entonces el problema de encontrar una R-álgebra S tal que (p,q) a S
admita una tal descomposición ortogonal, sin que se pierda demasiada información al
pasar de R a S (lo que sucedería si localizáramos). Una condición natural es pe
dir S/R fielmente playa. Si miramos el problema desde el punto de vista de esque
mas, el trabajo de Grothendieck {G}, sugiere tratar de imitar la construcción del
fibrado bandera, en el caso cuadrático. Este es el problema de tesis que me planteó
el profesor O.E. Villamayor.

Otro punto de vista posible es tratar de explotar el buen comportamientolocal de las
fomas cuadráticas; i.e. estudiar el prehaz definido por el funtor L sobre X=SpecR.

A= Am) -que

tenga todas las propiedades de las localizaciones, pero que sea fielmente playa sobre
En términos de extensiones, 1a tarea consiste en definir un álgebra

R, pero atención, no es útil tomar A = ÏÏ RF p , como se ve en. seguida*Este
p ’CSpecR

punto de vista me fue sugerido por C. Weibel (U. Rutgers ) y B. Khan (U, París VII).

Este trabajo se divide de dos partes. En la primera parte se da una revisión de los
resultados de formas cuadráticas y cohomologia que serán usados luego. La segunda par
te comienzapor un é 0 en el cual se fijan las notaciones a utilizar. El Pgl esta
dedicado a la construcción y propiedades del álgebra A(teo. 1.3.). En ¿2 se da

una primera definición de las clases caracteristicas con valores en hn{x,Á,p2)(n a O),
cuando SpecR es localmente conexo (2.4.). En el 53 se define el fibrado bandera
cuadratico. Gracias a esta construccion, y a los resultados de 52. se obtienen cla

ses características con valores en H° (X,ïP(x,R,p2)) (X = SpecR). En el apéndice se
estudia el caso en que R es ordenado, obteniéndose un resultado ( A ) que da la
pauta de que se pueden utilizar las construcciones de este trabajo en la teoría de
signaturas.

Deseo agradecer particularmente a O.E. Villamayor —quienme planteó el problema de

tesis- por la coafirnza y el apoyo que siempre me otorgó. Agradezco también a las nu

* Ver T.Y. Lam. Serre‘s Conjecture. ll51635, ppl4
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merosas personas que han tenido la paciencia de dejar que les contara los problemas
de mi tesis, en especial a C. Weibel, B. Khan, L. Caniglia, G. Martínez y M.E. D'Al

fonso. No olvido tampoco a todos aquellos amigos sin cuyo apoyo no me habría sido

posible llegar hasta aquí.

Agradezco finalmente al Señor Carlos Medrano, por la excelente impresión.

Guillermo H. Cortiñas

Buenos Aires, 25/10/88
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PRELIMINARES

1. Formqswgyadráticas

Consideramos fijo, a 1o Wargode todo este trabajo, Un anilïo de base R,

que suponemos conmutativo y con unidad. Todo móduïo sobre R se entenderá

unitario. Los productos tensoríaïes se entenderán sobre R, saïvo expresa

mención.

Dado un R—módu10M, una forma cuadrática sobre M es una apïícación

q : M —?R

que verifica

ql) q(hx) = A2 q(x) (Vxéï M, A E R)

qz) La apïicación (pq : Mx M ->R

‘Ï’q(x,y) = C;(x+.v) - q(x) - qu} xd EM
es bíïineaï.

.Si además se verifica

q3) E1 morfísmo
‘k

pq : M '+ M

r\ = Q) 1 ‘ E \Vq q(‘<,)’),(MY
es un isomorfismo

diremos que q es regular.

Sóïo consideraremos eï caso en que M es proyectivo y q ‘es reguïar. Así,

un módulo cuadrááico sobre R será un par (M,q) donde- M es un R-móduïo

proyectívo finitamente generado y q : M+ R es una forma cuadrátíca reguïar.
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Unmorfïsmo ortogonal entre dos módulos cuadrátícos (M,q) y (.',q') es

un isomorfísmo a : M-+ M‘ que hace commutatívo a] diagrama

0’
M ____r.M'

S\\\ //á'
R/

E1 rango de un móduïo cuadrátíco (M,q) es e] rango deï móduïo subyacente

AM. Denotamos e] rango de (M,q) por rk(M,q).

La suma ¿rtogonaz de dos móduïos cuadráticos (M,q) .y (M',qf) es e] módulo

cuadrático cuyo móduïo subyacente es M<DM' provisto de 1a forma cuadrática

reguïar dada por 1a apïícación:

q 1 q’ : MeaM'-+ R .

(qlq’) (x+x') = q(x) + q'(x')

Denotamos por (M,q)l(M',q') a 1a suma ortogona] de (M,q) y (M',q').

Si 2 es inuersible en R e] producto tensoriaí de (M,q) y (M',q') es e]

móduïo cuadrátíco cuyo módulo subyacente es M<%M'y cuya forma cuadrática

q ®q viene dada por 1a fórmuïa

I l _1 H(Wq )\x) - —'»9(XMX)
2

donde

H : m l 1M®Mia R .
w wq 4,wq

Sea .Q'R (respectivamente QR) la categoría cuyos objetos son 105 módulos

cuadrátícos sobre R (resp. móduïos cuadráticos de rango constante) y cuyos

morfismos son 105 morfísmos ortogonaïes.

kn‘-.-----_-.----v---*
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Entonces (Q¿B¿1)(resp.'(gg,1) es un grupoide con producto en e] sentido de

Bassi 8d ; llamamos grupo de Witt-Grotkendieck de R (respectivamente grupo de

Witt-Grothendieck de rango constante) a] grupo KO(Q_'__R_,1)(resp. KO(Q_R,1))que

denotamos por L(R) (resp. Lcte(R)).

Si además 2 es inversibïe en R, e] producto tensoria] dota a ios grupos L(R)

y Lcte

Si P ESpec R

(R) de una estructura de aniiio conmutativo.

y (P,q) EEQfR podemos definir una forma cuadrática ql) sobre

PTJ= P 8 RP, por 1a fórmuia

A fi. m ’x
\_/

Mi)¿equ
4 t t¿ P

Observemosque q? está bien definida. En efecto, si p/t = p'/t';áf
35 e F con st'p = stp‘. Apiicando q se tiene

2C} \ l ¡1‘

q(p) = s‘t q(p')=> qp(p/t) = qp<p /t)

Es ciaro que además iq? es regular; (Pp,qP) se iiama ia localización en P

de (P,q). Anáiogamente podemosdefinir 1a iocaiización de (P,q) en cua]

quier abierto afin. De esta forma, podemos pensar a (P,q) como un haz

coherente iocaimente triviai provisto iocaimente de formas cuadráticas que se

pegan bien. Comoveremos a continuación ias formas cuadráticas sobre aniiios

locales tienen una estructura más senciiia que sobre aniiios en genera]. De

manera que ia fiiosofia más adecuada va a ser ver a (P,q) como haz coherente.

1.1. Definición. Sea R un aniilo, (P,q) un R-móduiocuadrático. Si

v,w E P, diremos que v y w son ortovonales, v1.w si ©(v,w) = O.

Una base B de P se dice ortogcnaz si B = {v1,..,,vn} es tai que

viivj (Vi # j). Unabase B = {v11,v12,v21,v22,... 1 _,vr1,vr2J se dice
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simplécti'ca Si

V21! ii Y (I)(VJ'1>VJ'2)=

1.2. Proposición. [M-V-l]. Si (R,M) es un aniiio loca] y (P,q) es un módulo

cuadrático sobre R, se verifican

i) Si 2 e M (P,q) tiene una base ortogonai

ii) Si 2 e M (P,q) tiene una base simpiéctica.

1.3. Coroiario. Si R es una anillo no necesariamente Toca], y 2 no es inver

sibie en R, se verifica

Si (P,q) E Q(R)=: rk(P,q) es par.

1.4. Definición. Dos bases ortogonaies B,B' de un móduio cuadrático (P,q)

se dicen contiguas si existe una sucesión finita de bases ortogonaies

B = BO,Bl,...,Bk_i,Bk = B'

taies que Bi+1 difiere de B.1 en a io sumo dos eiementos (0=íi=€k—l).

Dada una base simpiéctica B = {v11,v12,v21,v22,...,vr1,vr2} formemos É =

{(v11,v12),(v21,v22),...,(Yr1,vr2)}. Si B' es otra base simpiéctica, deci
mos que B y B' son contiguas si existe una sucesión finita de bases sim
piécticas

donde Éi+1 difiere de Éí en a io sumo dos eiementos (Q=<i=%k—1).

1.5. Proposición [M-RJ. Sea (R,M) un aniiio iocai, (P,q) L R-móduio

cuadrático; Se verifican

II!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIllÍIIIIIIVIII_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlllr
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i) Si 2 € M , dos bases ortogonaies de (P,q) son contiguas'

A4, dos bases simpiécticas de (P,q) son contiguas._-I -—J V
m _Iu N m \_

Dado un aniiio R, consideremos los siguientes conjuntos

a(R\ = {ciases de isomorfismo de módulos cuadráticos de rango 1}

E(R) = {ciases de isomorfismo de módulos cuadráticos de rango 2}

De ias proposiciones anteriores se deduce inmediatamente ei

1.6. Teorema. Sea (R,M) un anillo iocai, si 2 í H (resp, 2v€ M), sea F

ei grupo abeiiano ]ibre generado por o(R) (resp. E(R)) se tiene ia sucesión

exacta de grupos abeiianos

O—>I->F—>L(R)->O

Donde I está generado por ei conjunto

EQKR) y 311522 Bíifié}

Comoveremosmás aoeiante, este resuitado permite definir ciases caracteristi

cas para móduios cuadráticos sobre aniiios ioeaies, con 2 í M, en forma inme

diata. Se obtiene así una generaiización de ia teoria de ciases característie

cas dada por Deizant [D] para ei caso de cuerpos.

Los invariantes Ciásicos.

A ¡o iargo de esta sección, consideraremos un aniiio R, fijo, no necesaria



P.6

mente loca]:

Observemos en primer iugar que e] conjunto a(R) definido en ia sección ante

rior, provisto con ia operaCión “e” resuita un grupo abeïiano. Si ahora (P,q)
e a . * . .

es un modulo cuadratico de rango constante n,y po : P-+ P es e] isomorfismo

. A n AÏÍQ n * . .
natura], se tiene que det pq : A.P- (A P) oefine univocamente una forma

cuadrática Anq sobre AnP . Ei par (A”P,Aoq) se iiama ei determinante de

(P,q) y se denota det(P,q). Las propiedades de 1a potencia exterior An nos

permiten demostrar ia

1.7. Proposición. Supongamosque 2 es inversibie en R. Se tiene un (único)

morfismo de grupos

7 : Lcte(R) —*C\'(R)

ta] que 7(P,q) = det(P,q) V(P,q) E QKR).7 se iiamará 1a aplicación determi

nante de L (R) en a(R). Por abuso de notación escribiremos "det" ‘en lu;cte

gar de 7, de ahora en adeiante. I

1.8. Definición-Proposición. Sea (P,q) un R-móduiocuadrático; e] áL ¿ira

de Cliffbrd de (P,q) es una R-áigebra C(P,q) junto con un morfismo de R

móduios

‘2’: (P,q) ->C(P,q)

(i-(p))2 = q(p) (Vp E P).

tai que si (0,0) es un objeto de ia misma especie, existe un único morfismo

de álgebras É, que hace conmutar ei diagrama:

. ,....
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Observemos que una tai áigebra siempre existe. En efecto, si T(P) es e]

áigebra tensoriai asociada a P, basta tomar C(P,q) = T(P)/I, donde I es

ei idea] biiátero generado por ios elementos de ia forma {x ®x - q(x): x e P}.

1.9. Observación. De ia construcción expiicita que acabamos de dar para

C(P,q) se deduce que ésta es un álgebra Z/ZZ-graduada.

Tenemos asi que C = C(P,q) se descompone de ia forma

= e)
C CO C1

y se verifican

Notación. Dada una R-áigebra C denotamos su centro por ZC.

1.10. Proposición [M-Veli. Sean (P,q) on R-móduio cuadrático de rango cons

tante n = rk(P,Q); y C(PaQ) su álgebra de Ciifford. Se verifican

i) Si n es par ZC = R

ii) Si n es impar ZCO = R.
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1.11. Definición. Sea A una R-áigebra, y considérese ia sucesión exacta:‘

0"I(AIR)'*Aeí-1*A’*0 (1.12)

donde:

Ae = thAOD es e] álgebra envolvente de A.

p(a<ab) = a.b es 1a multiplicación de A.

I(A]R) = Ker y.

Podemos entonces considerar (1.12) como sucesión de Ae-móduios. Diremos que

A es separable si 1a sucesión de Ae-móduios (1.12) se escinde, o equivalen

temente si A es un Ae—móduioproyectivo. Si además A es centra], proyec

tivo y fiei como R-móduio, diremos que A es de Azuraya.

1.13. Proposición [Ba]. Sean A y B R-áigebras de Azuneya. Se verifican

- op ' — A

i) A y A ®R B son aigebias de Azumaya

ii) A ®RAOpE EndQ(A), e] aniiio de endomorfismos de] R-móduio

proyectivo A. Si P es un R-móduioproyectivo, finito y fiei, End (P) es
R

de Azumaya.

iii) Diremos que A es equivalente a B si existen módulos proyecti

vos finitos y fieles, P y Q taies que

A ®R EndR(P) e B ®R EndR(Q).

E1 conjunto de clases de isomorfismo de áigebras de Azumayadividido por ia re

iación de equivaiencia precedenteforma un grupo para ia operación “e”. Este

grupo se denomina ei grupo de Brauer de R, Br(R): su 2-torsión se denota por

Br2(R).



Tenemosahora todo io necesario para enunciar ei

1.14. Teorema[ M-V-l]. Sea (P,q) un módulo cuadrático de rango n; C =

C(P,q) su álgebra de Clifford. Se tienen

i) C es separabie proyectiva y de rango Zn.

ii) Si n es par, C es de Azumaya. Más aún, C EBr2(R) y

ZCo es separabie y proyectiva de rango 2.

iii) Si n es impar, CO es de Azumaya y Co E Br2(R)- Además

Z(C) es separabie y proyectiva de rango 2.

Dado un móduio cuadrático de rango par, (P,q) tenemos ahora un nuevo inva

riante, v.g. su álgebra de Ciifford, C(P,q) E Br2(R). Observemossin embar

go que ia aplicación (P,q)H C(P,q) no respeta ia suma. En efecto, se tiene

1a

1.15. Proposición. Sean (P,q), (P‘,q') móduioscuadráticos. Se verifica

C((P,q)i(P',q')) = C(P,q) 3 C(P‘,q‘) l

E1 segundo miembro de ia igualdad anterior es 1a R—áigebra cuyo móduio subya

Icente es C(P,o) 3 C(P‘,q‘) y cuyo produtto está definido por ia fórmula

Por otro 1ado ei teorema 1.14 nos permite asociar a cada (P,q) G QR de rango

par un áigebra separabie de rango 2, ZCO. Si 2 es inversibie, podemos repreu

sentar iocaimente a (P,q) en forma diagonai (cf.1.2):< a1,...,an> Zn = rk P.
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Si escribimos A = (—1)n H a. = (—1)n det(P,q) es un elemento inversibïe

definido móduio cuadrados. Se tiene entonces un isomorfismo

A se denomina e] discriminante de (P,q) y ZCO es e] invariante de Arf

de (P,q). E1 discriminante es más ütii que e] determinante cuando se está

interesado en estudiar formas cuadráticas móduioisOtropia. Por otra parte,

e] invariante de Arf está definido también en ei caso en que 2 no es inversi

bie. Si' (R,M) es un aniiio loca] con 2 e M, y rk(P,q) = 2, sea {e1,e2}

una basesimpiéctica de (P,q). Si a = q(e1)'q(e2) se tiene ei isomorfismo

H R[X] _ZC 2
o < xá - x + a)

Por otro 1ado, Se tiene ia reiación l - 4a = A = -det(P,q); de manera que
0

1 — 4a E M. Si R = {r E R / 1 — 4r E H } vemos que a E RO; podemos

O Oconstruir un grupo a partir de R como sigue. Dados r,s E R se define

una operación

r os = r + s — 4r .s

OCon esta operación Ro resulta grupo abeiiano. Definimos sobre R una

reiación de equivaiencia

2riws sii (3x €ER)/s = r - (x -x)(ï—4r)

IE1 grupo abeiiano (RO/‘g o) se denota por G(R) lM-V-l]; a = aíq) está bien

definido como elemento de G(R). Si R es ahora un aniiio no necesariamente

iocai tenemos definido un invariante a(P,q) E Y(Spec R,G). se puede verifi

car que en e] caso en que 2 es inversibie ambas definicï‘ñes coinciden. Cuando

IY. “á ‘IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII,IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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veamos extensiones de Galois volveremos sobre este tema. Alli se verá como es

posible dar una definición completamente global del grupo de extensiones cuadra

ticas de rango 2.

Nota histórica. Hemosvisto que la aplicación que asigna a cada módulo cuadrá

tico de rango par su álgebra de Clifford comoelemento del grupo de Brauer

no es aditiva. Este problema se puede arreglar cambiando Br R por el grupo

de álgebras de Azumayagraduadas, cuyo producto es el producto graduado é. El

resultado es lo que se conoce como grupo de Brduer—WaZZ,BW(R). H. Bass estudió

el Bw(R) para el caso en que 2 es inversible (lBaJ), utilizando métodos de teo

ria K obtuvo una sucesión exacta larga que relaciona BN(R), L(R) y el grupo

ortogonal. A. Micali y O. E. Villamayor estudiaron el subgrupo de BN{R) gene

rado por las álgebras de Clifford, JQJR)({M-V—1,2,3J). De los resultados que ob

tienen se desprende, grosso modo. que tener el invariante en MÓ(R) es como te

ner el discriminante y álgebra de Clifford en Br R. Tales invariantes no son

suficientes en general; por ejemplo las formas <1,1,l,1> y <-1,—1,n1,-1) so

bre el cuerpo de los números reales, tienen los mismos invariantes clásicos, y

sin-embargo no son isomorfas. Este problema motiva la búsqueda de nuevos inva

riantes; se han hecho numerosos trabajos en tal sentido. Destacamos aquí el tra

bajo fundamental de J. Milnor [Mil], en el cual se definen clases de Stieffel

Whitney para módulos cuadráticos, sobre un cuerpo R con char R % 2. E. Hornix

generalizó la teoria para R local [H], que luego extendieron A. Micali y P.

Revoy para R semilocal [M-Rl.

Los invariantes definidos por Micali y Revoy se pueden definir con no mucho más

que los elementos que hemos dado en la sección precedente. La obra citada es tam

bién una buena referencia para los resultados básicos sobre formas cuadráticas en

anillos locales y semilocales. Otro tratado en este sentido es el libro de Baeza

lBael.
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2. Teoria de GaTois

2.1. Extensiones de GaTois

2.1.1. Definición“ Sea T .un aniTTo conmutativo con 1, R un subaniTTo (con Ta

misma unidad). Entonces T se dice una extensión de GaZois de R con grupo G

si G es un grupo finito de automorfismos de T taT que R = TG (i.e. R es eT

conjunto de eTementos de T invariantes bajo Ta acción de G).

Se sigue que T es un móduTofinitamente generado sobre R ([V-Z-ll).

2.1.2. Ejempïo. Extensiones cuadráticas

Caso Toca]. Sean (R,A0 Toca] con 2 E M .y a E R tai que a E My. La exten

sión T = ——%LXL——= R [/5] es separabTe. En efecto e = ;—i—lá;g—ílllgl E T5;T- a) 2

es su idempotente de separabiiidad.

'Además, si definimos o : T —>T como eT único morfismo de R-áigebras tai que

o(w5) = —v€, vemos que TO = R. Por tanto, T es de GaTois con grupo G =

{1,0} 3 ZZ. Si ahora T E AutR(T), i.e. T es un R-automorfismo de T, se

tiene que [T (/5)JZ = a. Escribimos r(%5) = x + y v5, se tienen Tas ecua

ciones

x2 + yza = a

ny = O

Por cáTcuTodirecto se verifica que Tas únicas soTuciones posibies son (0,1),

(O,-1) y (x,O) con x2 = a. En Tos dos primeros casos se obtiene que r ez{l,¿}

mientras que eT tercero se descarta pues contradice Ta hipótesis o e AutR(T).

Hemos probado entonces que si T es de Ta forma R [-ïï, para (R,¿Ü Tocai

con 2 E M, T es de Gaiois con grupo G = {1,0} = AULI Reciprocamente,

‘-------“
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. 2 . - .
Si T es separabTe sobre R y {1,x} es base de T, x se escribe de unica

forma como combinación TineaT de 1 y x, de donde se obtiene que T es de Ta

forma ————JíL¿Lfie————. Es cTaro que si A = b
(x2 + bx + c)

2 - 4C E M , podemos reempTazar

x2 + bx + c por x2 - A, obteniéndose asi una extensión de] tipo Rlvfifl como

antes. Si en cambio A E M , É-{XI/ g- es una extensión puramente insepa:

rabTe de k = R/M apeTando ahora a {DeM-Math7.1.], resuTta que T no es sepa

rabTe sobre É, To que contradice nuestra hipótesis. Hemosprobado que toda ex

tensión separabTe y proyectiva T, de rango 2 sobre un aniTTo TocaT (R,h0 con

2 E M es de GaTois, con grupo G = Aut T): ZZ. ET mismo resuTtado es váTidoR(

aunque 2 e M ; en efecto, todo poTinomio mónico de grado dos y discriminante

inversibTe se puede TTevar a Ta forma X2 —x + m; independientemente de si 2

está o no en NL La demostración se sigue como en eT caso 2 E M.

gasp dTobaT. Si T es una extensión separabTe de R y T es proyectivo con

rk T = 2, sea U G AutR(T). Considérese Ta apTicación

1 si Up # id.
f0( P) =

O si U = id.
P

(Aqui denotamos por 0p Ta TocaTización de 0 en Ei. Es cTaro que f0 es

continua, es decir podemos ver a fo como un eTemento idempotente de R. Se

tiene asi una función

f 2
AutR(T) **"““+ IDR = {eéïR/e = e}

U T-«wü »——->
T O

'que cTaramente es inyectiva. Gracias aT isomorfismo TocaT entre AutR(T) y

ZZ se obtiene que, dotando a IpR de Ta suma booTeana ;; (e+ e‘ = e +e‘ -2ee’),í"
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f resuita un monomorfismo. Es ciaro que si X = Spec R es conexo, i.e. si

IpR = 22; f es isomorfismo. ATefecto de estudiar f en generaT, observe

mos que en virtud de [V-Z-llse tiene T = Re P con P un R-móduio proyectivo

de rango 1. Vamosa suponer por simpTicidad que 2 es inversibie en R, i.e.

2 e UR= {unidades de R }. Sea U un cubrimiento finito por abiertos afines

de X, U = {Ui i G I } tai que PTU es Tibre (ViEEI). Entonces TTU es
1 i

eT cociente de Riu [X í por aTgún poTinomio mónico de grado 2; sea Ai su
i

discriminante. Entonces Ai es una unidad —To es en cada punto de Ui - y

podemos pensar a TTU en Ta forma Riu [[3].
1' i

o : TiU'“> TIU' definido por o(%Á) = (1-2e) JK
i i

e E IpR , e define un automorfismo o1 sobre cada U1, i E I, de forma taT

Si ee Ip(u¿) = Ip(R{ü_)
T

es un automorfismo. Si ahora

que o.| = 0.! , Tuego un automorfismo o E Aut (T). Asi, f es sou
i UÍÑUf J UiñUj e R .

breyectiva, y por tanto f es un isomorfismo. En particuiar hay un único

o G AutR(T) tq 0p # id (Vp G X). Es cTaro que T o: R; Tuego T es GaTois

sobre R con grupo 2/2 Z. Resumimos To probado en eT siguiente

2.1.3. Teorema. Sea T una extensión separabTe de R, proyectiva y de rango

2 como R-móduTo. Entonces T es GaTois con grupo 2/2 Z.

2.1.4.'Cor01ario. Si S y T son extensiones cuadráticas con grupos G1 =

{1, 0} y G2 = {1, T} respectivamente,

)Ui-Ï; TS*T =(SwT

es también cuadrática. ET conjunto de cTases de isomorfismo de extensiones cua

dráticas provisto de Ta operación * resuTta ser un grupo abeTiano, B(R). Si

2 e UR, B (R) E <N(R).

T--—--—--g-_-----—-"



IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIJ

P.15

2.1.5. Observaciones. i) Ahora podemosdefinir Ta invaríante de Arf en forma

gTobaT, í.e. si (P,q) E g(R), Arf(P,q) = ZCOTP,q5E B(R).
.. (31sz .
11) De 2.1.4 se concTuye que (SéïT)‘ = R. En efecto, 51

.Glez ..
x e (SzeT) :2 X e S * T y es fTJaÓO por 05:1 y ¿gar . LocaTmente,

si s = RÍv/K11A T = RMSZPS * T = R MÁÏÁEI. Luego, amis” = Talisfl

es e] único automorfismo que corresponde a] idempotente 1. Así, (S*T)061 R; '
GleZ

Tuego (S ®T) R, como se quería. ConcTuïmos que si S,T€EB (R), S eT

es de GaTois con grupo 12x ZZ

En eT caso en que R y S no tienen ídempotentes no trivíaTes, eT teorema

Fundamenta] de Ta teoría de GaTois para cuerpos vaTe sin modificaciones. TaT

teorema se debe a Chase-Harrison y Rosenberg [CH-R]; VíTTamayor y ZeTínsky

({V], [VZ 1 y 2]) extendieron Tos resuTtados, con Tas debidas modificaciones

aT caso genera]; Enuncíamos aquí eT caso más sencíTTo. Una demostración puede

encontrarse en [DeMe‘In].

Teorema. Sea T :>R de GaToís con grupo G = AutR(T) y supongamos que T no

biene idempotentes no tríviaTes, í.e. IpR Sil/2 Z. Entonces

1) G es finito y [G : 1} = rkRT

2) Hay una correspondencia bíyectíva

Li
H HTl S —*{0 E G/O(x) = x Vx E S}

entre Tos subgrupos de G y las subextensíones de T. ET subgrupo H es nor

ma] en B si y sóTo si Ta subextensión correspondiente S To es, í.e. si y 5610
AutR(S)

si S = R.
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2.2. Cohomologïa de Galois

2.2.1. Definición. Sea G un grupo; A un grupo abeliano. Biremos que A es

un G-módulo si está provisto de una acción

G xA «+ A

(g,a)++ g.a

que verifica

(g.h).a : g.(h.a)

g.(a+b) = 9.a + g.b

1.a = a .

_2.2.2. Ejemplos. í) Sea S una extensión de Gaïois de un anillo) R, con grupo

G. Se consideran 105 grupos

US: e] grupo de unidades —elementos inversibïes —de S.

pZS: e] grupo de raíces cuadradas de 1a unidad en S.

IpS: e] grupo de ídempotentes de

uzs: {UZ/u e US} -‘y J}.
u s

S (con 1a suma booïeana).

Observemos que todos eïïos son G-móduïos por 1a acción (o,x) Ho(x).

ii) Sea Pic S e] grupo de Picard de S, es decir, e] grupo

de clases de isomorfísmo de S-módulos de rango 1 (con 1a operación “®”). Si

X e Pic S definimos 0.2 = ïg', donde xa es isomorfo a x como R—módu10

y si x E X0, s e S entonces s.x = a(s)X I

2.2 3. Observación. Observemos que de 1a definición de G-móduïo se deduce que

es 1o mismo que A sea un G-módu10 a que sea un 2 21-móduïo. En partícuïar,

e] morfismo
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dota a Z de una estructura de G-móduio. Tiene entonces sentido considerar ïos

grupos ExtngfZ,A). Definimos

H“(G,A) = MEM (LA)

. . n , . . q — H
DeCimos que H (G,Á) es e] n-estmo grupo de comemOLOQtadel grupo G con coefi

cientes en A.

Es un hecho conocido (íMcL}) que los Hn(G,A) pueden definirse equivaientemente

como Tos grupos de cohomoiogia dei compiejo de cocadenas

, a a 8 ' a a a
9 —> m» —-wz+ —‘—> —--«=r -———>t 2.4) co c1 c2 cn en“

donde

Cn := {f : Gn ->A} es e] conjunto de funciones de G en A.

a - . .

Cn —“—*Ln+1 esta definida por

a2,...,an+1)) +
1= i 1 n-l

+ L (el) fka1,...,aí.aí+1,...,un+1) + (-1)4:1
l .L

1C(O¿13--'30(n)x

2.2.5. Ejempïos. i) Si S :)R es una extensión de Gaïois y S,R son cuerpos,

e? Teorema 90_de Hilbert asegura que H1(Ga1(S/R),US) = O.

ii) S,R como en i) sea Br(S/R) = Ker(Br(R) “>Br(S)), enton

ces, si G = Gai(S/R)

2<H G,US) E Br(S/R). (cf. {Sel)'

iii) Sea R un cuerpo, E su cïausura separabie. Entonces

(tBaJ) Br(E/R) = Br(R). Además si G = ,lím__.__Gai(S/R) se tiene que4-—————

S de Gaiois
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H2( H2(Gai(S/R),US) = Br(R).G,UE) = __iim
S Gaiois

iv) Sean R,E y G como antes, con char R # 2. Considérese 1a suce

sión exacta de G-móduios

2

O ->Z/2 Z = uZE-9 UE 6- UE<+ 1

donde e] simboio "2” representa ia flecha x<+ x2. La definición de cohomoiogia

implica la existencia de una sucesión exacta iarga. Nos interesan sus primeros

términos:

2 2

o e HO(G,Z/2 Z)«+ HO(G,UE) a HO(G,UE) e H1(G, zz)-+ H1(G,UE) e H1(G,UE)—+
2 _

->H2(G,Z/2 Z) e-H2(G,UE)—+H2(G,UE)

Dado que para cualquier G-móduio A (y cuaiquier G) HO(G,A) = AG en virtud

de i) y de 1a sucesión exacta anterior se tienen:

H°(G, z = z HO(G,UE) = UR2) 2;

H1(G, ZZ) = UR/UZR ; H2(G; 2/2 Z) = Br2(R)

2.2.6. Producto cup. Consideremos ei producto “cup” (ver [McL, VIII-9 )

u : H”(G,A) e Hm(G,B) *>Hn+m(G,A<nz B),

Nos interesa en especial e] caso en que A = B = ZZ y 1a acción de G es ia

trivial; damos 1a fórmuia expiicita en términOS'dei compïejo (2.2.4)

f U g (a = f(a l""’an)g(an+1""’an+m)v \ e

1,...,on+m, f C Cn, g E Cm

aÍ G G,

Es inmediato que (af)Lfg = f U ag = a(f U g) io que permite pasar a ios Hn.

lái <n+m.

i IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII,III_Ili IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII‘ll IIIilli‘
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2.2.7, Clases caracteristicas de Deizant.

Gracias a 2.2.5, en e] caso en que R es un cuerpo con char R f 2, 1a sucesión

exacta de 1.6 puede reescribirse, si G es comoen 2.2.5, de 1a siguiente manera

oaïezifim,@netm)eo.

Sea AC(G, ZZ) = H Hn(G, ZZ); provisto con 1a multipïicación dada por e] prodUcn30

to “cup” (2.2.6), se convierte en un aniiio.

Sea KE e] grupo de unidades de AC = AC(G, Z7).

Hay un único morfismo

z [H1(G, 1/2 2)}Ne9ee-fií

D<a>1+ a (a e: H1(G,Z¿))

Para ver que D define un morfismo desde L(R), debemos ver que D se anuïa en

Yios generadores de 1. En virtud de 1.6 eiio equivaie a verificar que ei producto

h
(l+a)(l+b) = 1 +(a+b) + a b e AE a,b e Hïás, 1/2 z)

no depende más que de ia ciase de isomorfismo de ia forma cuadrática < 5,5 >(re
,

cuerdese e] isomorfismo HL(G, Z?) E UR/UZR).

Ahora bien, se tienen ias fórmuias

a + b = á B = det< a,b >E UR/UZR .

aLJb = CUa,bU Ein¿(RL

La primera de eiias es inmediata, 1a segunda se probará en un contexto aïgo más

genera], en e] é 2. _ .

Quedanasi definidas ias ciases de Deizant (cf. (Dei); que han sido estudiadas

entre otros por Schariau.

Si deseamos construir una teoria de invariantes semejante en ei caso genera] de
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aniiïos necesitamos dar aiguna interpretación cohomoïógica a1 grupo de Brauer.

E1 teorema siguiente ilustra 1a situación.

2.2.8. Teorema (Chase-Harrison-Rosenberg). Sea R un aniïïo conmutativo y S

una extensión de Gaiois de R con grupo G = AutR(S) Hay una sucesión exacta

natura]

1->H1(G,US) ->P1'c R —+Pic s e H2(G,US) —>Br(S/R) —>H1(G,P1c s)

2.2.9. Coroiario (Teorema 90 de Hiïbert). Si Pic R = 1== H1(G,US) = 1.

2.2.10. Corolario. Si Pic S = 1 entonces Br(S/R) = H2(G,US).

La versión de] teorema de Chase-Harrison y Rosenberg que acabamos de dar es 1a

que está en e] curso de meMe—In] Su versión origina] se encuentra en [C-H-Rl.

E1 teorema anterior restringe bastante e] tipo de extensión que podemos tomar.

Ahora bien, si queremos obtener una sucesión exacta como 1a de 2.2.8 para una

extensión más genera], necesitamos cambiar 1a cohomoïogia de Gaiois por otra

que se pueda definir en ta] caso. Sobre ese tema trata 1a sección siguiente.

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII,IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII"J
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3. Cohomoïogïa de Amítsur

Sea S/R un áïgebra conmutatíva con unidad. Se considera e] compïejo simpïiciaï

de R áïgebras
‘19

¡“o y] “N
«Éx\ e -— ———Arwv>
—"“*-—«v —a ——A»——A>s emm, se s f4“: s s a s_.__e_;. .

el -H __W_HW+ _

. n — . . . .
Donde, 51 denotamos por S® 1a n-eswma potenc1a tensor1a1 de S, se t1ene

s®n __,S®(n+1)
61'

< .1 rá S ... , . ®1 \ . . . .8 .51%) ®Sn 1® 35.1 €251+l® Sn

®ln+l -n
#1 S \ )__¡, S8

S <o... ® r+ y. ..3 . = - S, , y ‘. ...f13“ Sn+1 S1G 51“ 3m ¿+20 51+3 e ”3 Sn+1

.,

Los morfísmos si son 1as caras y 1os ui 1as aegeneracíones de] complejo“

Nuestro interés se centrará en 105 si. Dado un funtor covaríante F, de ani

]105 en grupos abeïíanbs,se obtiene un compïejo de cocadenas {C(S/R,F),a}

donde

_ t ®\n+13
Cn - C(S/R,F)n — F(S ) n > O

a Cn‘a Cn+1

n+1 1
a = E (-1) F(e¡)i=0

Es decir, e] compïejo de cocadenas asociado a todo compïejo simpïíciaï de grupos

abeïíanos. La cohomoïogïa de ta] complejo se denomina la cahcmoZogía de F ne”g

tiva a S/R. Eïxn-ésimo grupo de 1a cohomoïogïa reïativa se denota por Hn(S/R,F)
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3.1. Ejempio. En e] caso en que S es de Gaiois sobre R con grupo G, podemos

también considerar funtores con vaïores en 1a categoria de G-móduios, y por ende

e] complejo C(G,F(S)) 2.2.4. En e] caso en que R y S son cuerpos y F =

U,#Z,Ip Amitsur probó que ambos compiejos son isomorfos [Aml. En [C-H-R Ise ex

tiende ei resuitado a extensiones gaioisianas de aniiïos con G = AutR(S). La de-p

mostración de Amitsur es compietamente genera] y sus morfismos son naturales. E1

punto cruciai es ei lema 6.2 (pp.98); este iema no es váiido para extensiones de

Gaiois generaies.

3.2. Teorema {V-Z-3]. Para toda extensión de aniiios conmutativos S/R hay una

sucesión exacta natura]

o -*H1(S/R,U) ‘*H1(J) —’HO(S/R,Pic) e .H

—*Hn(S/R,U) ‘*Hn(J) —>H““1(S/R,Pic) *’Hn+1(S/R,U) -*...

Más aún, si S es fiel proyectivo y finito como R móduio s

H2(J) = Br(S/R) ‘y H1(J) = Pic R.

Aqui e] Hn(J) es compïicado de definir. Sóio diremos que es un cierto subco
d

de Bass reiativo a1 funtor de borde Pic Sgn ——‘*_ciente dei KO ®n+1.ng:

Dado un aniiïo R, se consideran 1a categoria X' =X'(R) cuyos objetos son ias

áigebras separabies, conmutativas y proyectivas comomóduio; ias fiechas de X'

son ios morfismos separabies. En virtud de 1a

3.3. Proposición {Deweih]. Supongamos que se tiene un diagrama Conmutativo

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII_IIIIIIIIIIIIIII!IIIIIIIIIII‘IIIIIIIIIIIIlIII“‘
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I//

S/ï
A E

‘ í

"R

de aniiios conmutativos con unidad. Se satisfacen:

i) Si S/R es separabie É-A/R es separabie

ii) Si S/A y R/A son separabies :>S/R es separabïe

iii) Si T/R es otra extensión separabie e ScaT/R es separabie I

Se tiene entonces que X' =X¡(R) satisface ios axiomas de una categoria con suma

directa. E1 iector informado observará que ia categoria opuesta X'Op constituye

una topoiogia de Grothendieck. Por abuso de notación iiamaremos a X' ia topolo

“la separable de R. Anáiogamente se define X = X(R), ia topolo

rango constante.

Si G es un funtor covariante de aniiios en grupos abeïianos podemosdefinir,
/ \ \

dado AEEX'(R)(ó XQR}, ios grupos de cohomoiogia Hn(A/R,G), como ai principio

de este é.

Dado un diagrama conmutativo como en.3.3 con S E X‘(o EZX) 1a funtoriaiidad de

G produce un morfismo naturai de grupos Hn(A/R,G) —>Hn(S/R,G) n 2 O. Si G es

exacto a iunierda, en virtud de 3.3 m) y de [Ar-Prop.3.4} ios H”('A/R,G)

{A EEX' (ó EEX)) forman un sistema dirigido. Ei limite se denota por ÉnÍXLR,G)

.Vl n 4 ‘ . . ‘ ,(resp. h (X,R,G)) y se denomina ei n-csamo
U‘
QG

"UQ L.CK QFx 3‘ E:‘i Q {xx O
Q1 QA ¿N El4Cb (Í)( UC

(\ .3 D.(Ü CD

sobre X'(R) (resp. X(R)).

La proposición siguiente asegura ia funtoriaiidad de Hn(XL.,G) (y de Hn(x,.,G))

3.4. Proposición [DeMe-In]. Sean S1 y 32 álgebras Conmutativas sobre R.

Sean Al/S1 y Az/S2 extensiones separabies. Entonces AÏR‘AZ es naturaimente

separabie sobre Sl case '
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Observemosque 1a proposición anterior nos permite también considerar

12g, Hn(X',Rí,G). dado un sistema directo de aniiios {Rí i E I}.
Estás propiedades se explotarán en e] parágrafo siguiente. '

Si deseamosdefinir ciases caracteristicas para móduios cuadráticos sobre un

aniiio R con 2 E UR, ios grupos Én(xLR,Ip) 2 Én(xïR,u2) parecen ser una

traducción adecuada a1 caso genera], de 1a cohomoïogia Hn(G, ZZ) para e] caso

de cuerpos (ver 2.2.7). Necesitamos un producto cup, para completar 1a anaiogia

Es claro que basta definirio para ios grupos reiativos Hn(S/R), con S E X'ó X.

La aplicación

U f

Ip(5®n+1) xIp(S®m+1 'Ip(S&(n+m+1)))

62x).(z )(y),n(x,y) *-*---> (

donde e = e on n+m , verifica la fórmuiaOe o... e
n+m-1 m+1

X LJaY = aX LJY = a(X LÍY)

y define por tanto un producto cup en ia cohomoiogia. En ei caso en que S es

una extensión de Gaïois finita con grupo G, e] isomorfismo de Amitsur ïieva e]

producto cup de 1a cohomoiogia de

Esto puede verificarse por cáicuio directo o bien aplicando el teorema de unici

dad de EiTenberg-Ziiber LMCLJ.

¿mapeepewmmee

G en ei producto cup que acabamos de definir.

a»
,rïv'fé.’t

._%ü%,f

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII?IIIII'llI'llIII'I'll¡lllI'llIIIIIIIIIII'llIIIIIIII“‘
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50. NOTACIONES Y DEFINICIONES BASICAS.

0.1. Todos los anillos que consideraremos en este trabajo se entenderán conmutativos
y con unidad. Sea entonces Rc un anillo, consideraremos las siguientes topologías
de Grothendieck:

><
H XTR): la topología de las álgebras'separables sobre R que son pro-—

yectivas (por tanto finitas) comoR»módulos.
x = X(R) C x E la topología de las álgebras en x' que tienen rango cons

tante .

Observemos que x’= x sii R no posee idempotcntes no triviales. Si ahora G es un

ha: de grupos sobre x' (respectivamente sobre X) denotanms por _
l

flv , K 11 , xI (x,R,G¡ (resp H (x,R,G)) n y O

v .

al n-ésimo grupo de cohomología de Cech de G . Sl además G es un haz de anillos,
escribiremos

AC(X,R,G)= n nl mms)
¿so

AC(X,R,G)resulta entonces un anillo, provisto del producto cup, que denotaremos,
comoes usual, por el símbolo “L”. Estudiamos especialmente los haces:

uz: raíces cuadradas de la unidad
U : elementos inversibles

Ip: elementos ídempotentes

Observemosque IpR tiene estructura de anillo y cuando 2 E UR, ng es isomorfo
cono grupo a IpR. Por tanto, cuando 2 E UR , consideramos uz como ha: de anillos.

. n . _

0.2. Sea P un R-modulo; una forma cuadrát1ca_sobre P ces una funCión

q:I7'-> R

que verifica



Q1) MAX) = Azqm V eR , x ep.

(I) : P x P —> R gql) q .A
(XJ) —’ CIC-Kw) - (ICN) - q(x)

es bílineal.

Si además se satisface que

qs) ‘qup -> 13*
x Jr

(Igl(x,-) es un isomorfismo

Decimos que q es regular. Un R-módulo cuadrático es un par (P,q) donde

(P,q)1): P es un R-móduloproyectívo finitamontc generado.
(P,q)2): qu ->R es una foma cuadrática regular.

El rango de (P,q) -rk(P,q} es por definición el rango de P.

Sean las categorías:
y

1:)= 1:)(R): la categoría de los módulos proyectivos finitamcnte generados
de rango constante sobre R .

Q = Q(R): la categoría de los módulos cuadráticos (P,q) con P EEUU.

es claro que g con la 512mdirecta, G) , y Q con la suma ortogonal l son ca-tegorías con producto. 13;!particular, si P y O denotan respectivamente el conx

junto de clases de igomorfismo de y Q , so tich que P y Q son funtores
de la Categoría de anillos en la categoría de monoides abel issnos.

0.3. Si (P,q)€ QR y P es libre, una "se ortogonal de (P,q} es una base de P

B={V.:1<i<n} con <I>q(Vi,\-':0 si i#j.

L.
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Si TkP = Zn una base shwléctici de (P,q) es una sucesión

V7- :‘l <1 <n} baseB: {(VHL,VZi):1<1<n} con B=1\ mL
de P1 que verifica

I'.11’

B1]: Si 1<i 74já n los submódulos <V1i,\/’2i> y <V1j, V2j> son ortogonales.

' 7 7 = r "
B2. (121011321) 1 Ge1<1<n).

Dosbases ortogonales (resp. simpléctícas) de (P,q) se dicen contigugs si
existe una familia finita de.bases ortogonales (resp. simplécticas)

= : '
BO B, 81,...,Bk B
mentos.

tales que 13k+1difiere de en a lo sumodos ele

51. EL ANILLO AHI); CONSTRUCCION Y PROPÏEDADRS.

1.0. En esta sección se considera un anillo fijo, corunutativo, con unidad; que
denotaremos por R . Sea X = SpecR el esquema afín asociado a R, supondremos

que X es localmente conexo. Esta hipótesis se verifica, por ejemplo, cuando X
es noetheriano. Consideremosla clase de todos los cubrímientos finitos de X,

cuyos elementos son abiertos, afines y conexos, que denominaremos C] = C100.
Acada Z={U1.:iEI}€C V1 le asociamos el esquema afín Xz= a U i.e.. í’

1€I

el espectro del anillo RX= I'I 1‘(lJi,O\_). (E representa unión disjunta,
iGI ‘

I‘(-,OX) es el funtor de secciones del hoz estructural OX). Sea C2(X) =

= U C1(X ) , y en general, C, (x) = U C (X7)

ZEC1 (X) 11+? 1

Sea D000 = {X}
E CnCX) h

<

, L. ,=¿¿_,_W .zzvq í __
) dado n CN, Dan) kkz. Z: LHC‘U} , MX) n>1 I)n,()\),. y dados Y C Un ,

* v - v e - A z ,

ED +1 , ponemos D(Z,Y] = {L2} 51 :1 CnHÜ/J tal que Z XVn Ü en otro caso.
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Donde, si V = {Vi : j €.J} , L7 Y es 1a suma sobre j de las inclusionesL. - “a
J

' VK: Y, i.e.
J

E L,jEJ’
. —> r

LZ’Y . Z X

Si ahora Z,Y €3Dn(X) ponemos D(Z,Y) = G y si Z e3Dm(X), e Y E Dn(X) con

m >n, los elementos de D(Z,Y) son todas las composiciones de flechas sobre

todos los caminos que unen Z con Y . Es fácil ver entonces que D es un

sistema filtrante inverso, i.e. que podemostomar límite inverso sobre D en

la categoría de esquemas afines. En efecto, si reomplazamos Dn(X) por
En(X) = {F(XZ,8X ) : Xz G Dn(X)} e inclusiones por restricciones, obtenemos_

un sistema directo de anillos, denotamos su límite por A = ACR), si M= SpecA,

es claro que M= ¿ÉE kz en la categoría de esquemas afines.

Progosición 1.1. Sea F un funtor contravariante do la categoría esquemas afi
nes en la categoría de monoides abelianos, y supongamosque

i) V- Z E C(X) == X Cn(X) Z = {Ui i E I} hay un diagrama conmutativo nan;fl

tural(*)

72

H°(Z,F) C—- F2 - H F(Ui,F)\ _\ fly
_ \ \
'72 \

.>¡ r
F(XZ)

ii) F(i¿m 'XZ) = Lim F(XZ) = Ffií)
D D

Se tiene entonces un diagra' conmutativo:

(*) Consideramos a F como 'ehai de grupos abelíunnu sobre X .

(3‘)

.".k
¿w

J‘r
J

>í

-.e;

.--‘

'II'FWIIIIIIIIII‘IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII.IIIWIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

n




/

FCL) HFCO-“4 FP“)\/
H°(X,F)

En particular, si denotamos por Pp = lïm FCU), (p e X), se tiene
R3}

Ker F(L) = ñ Ker(F{X)-+ F )
pEX p

Demostración:

Sea Z G C(X), Z: {Uizi E 1} ; H°GÏ,F) es el núcleo del par (€0,c1), donde
.,. . . .. X . * .

8k es la cara 1—e51maen el complejo Simp11c1al de tech asoc1ado a z en nivel

1,k = 0,1, es decir, la siguiente es una sucesión exacta:

'YZ E:0

H°(Z,F) 4 n I‘(U.,F) Z r1 I‘m. n UHF)
n l . . 1 I

iET F] 1,3 E I J

Es claro entonces que‘el morfismode restricción, 97, se factoriza a través de
H°(Z,F), i.e. se tiene un diagrama conmutativoï

0., 1 _ H

IÍ(X)____L___> u ¡(uinq
\ iEI
\
\

\ ,

AI yz
H°(Z,F)

Por hipótesis, 72 se factoriza a través de ( E LH). Ahora pasamos al líiEÏ 7' .

mite; se obtiene el diagrama conmutativo:
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Q v hip
FCX)————%1ím F (X7) = FCH)

coo ‘

7,

‘1im H° (zm) =n°(x,1:)
coo

Sólo resta aclarar la igualdad en el nivel inferior del triángulo anterior. En
primer lugar observemos que, si U es un abierto cualquiera en SpecR, podemos

definir F(U) = F(SpecF(U,OX)), sea U afin o no, y esta definición nos permi
te mirar a F comoprehaz sobre SpecR, aunque F no esté definido para esque
mas no afines. Hecha esta observación, es claro que, en Virtud de las hipótesis
sobre X, podemostomar límite sobre la colección,F , de todos los cubrimientos
afines, conexos y finitos, ordenada parcialmente por la relación “ser más Fino

z e C(X)

V es más fino que Z

que”. Por otro lado, todo
COU,

un morfismo canónico:

puede mirarse como cubrimiento de X, y si
Z 4<íl en como cubrimiento de X, luego, se tiene

L = lím u°(z,1=) a L’ = 11m H° 'z,1r)

Para definir una flecha en sentido contrario, hasta observar que si Z,V e F, son
tales que V es más fino que Z, el siguiente diagrama es conmutativo:

L (i———————-——H°(u ,r)\
Pero tal conmutatividad se deduce inmediatamen de la propiedad filtrante de <<.
La verificación de que ambascomposiciones dan e identidad es trívial.‘ u

,.¿

FIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII'IIIIIIII
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Corolarío 1.2.

Sea F un funtor contravarieite de eSquemasafines en grupos abelianos y n >-O.
Se tiene

{Pam = lím unan?) , ,
zeca) ."H

Demostración. ' .‘

Es análoga a la dada más arriba para el caso n = O.

O'l.

Teorema 1.3.:
Sea un anillo en las hipótesis enuncindns al comienzo de esta sección. Con to
das las notaciones y definiciones anteriores se tiene que A= A(R) verifica las
siguientes propiedades:

1.)

11)

iii]

iv)

V)

A es una R-álgebra fielmente playa.
Todo ,A-móduloproyectivo finitamente generado de rango constante es libre.
Sea (P,q) un AFmódulocuadrático do rango constante. Si 2 EEUR(resp. si

2 (ERadR)(P,q) tiene una base ortogonal (resp. simpléctica) y dos de tales
bases son contiguas.
Los funtores F = P y F = Q definidos en 0.1 verifican las hipóte

1 2

sis de la proposición anterior. Enparticular,

Ker(%fiR)-* F10\)) = n
I"E SpecR

Sea X el funtor que asigna a cada anillo la topología de las extensiOnes

K\ JK‘ R e1?. z)u‘(i U lüp)

separablos que son proyectivas como módulos. S1 = U, 82 = uz, S3 = Ip los
haces sobre X de unidades, raíces cuadradas de 1 e idempotentes reSpecti
vamente V-n 230 , el funtor

verifica las hipótesis de la proposición anterior. Enparticular
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Ker(}1n(x,R,S.)—> Hn(‘(,A,S.)) = o s.)l l l
PESpeC

Ker(Hn(x,R,S.) —>Hn(v(,R ,
R 1 p

Demostración:

í)

ii)

iii)

Que A es playo se deduoe de que cada R lo es, en vista de la exactiüxï
Z

del límite directo y de la conmutatividad entre este último y a. Sea M i
deal maximal en R,

1 E M

Me = MAsu extensión en A, debemos ver Me #(1). Supon
. . e

gase que , eX1Sten entonces mi (1 <:L<; r) mi E m con

= Z UL
1 1

Cada m.
1:1 1

es a su vez una combinación lineal finita de ele

Si
m con coeficientes en A ; HL= E a.. m..

1 jzï 13 13
mentos de , Dado que los

a.. son finitos existe un R7 tal que todo a..
L 11 puede mirarse como ele

_J k

mento de R7 .

[41
r¡W 3.. m.. = 1

Dudo que l] 13 en A, existe V >>Z tal que 1a igual
J

dad vale en Ru; pero RV es fielmente playo, contradicción.

ul

i
1H,

H
_.A

Sea P

mando directo de An

Im Ü

rar a M

un Á-móduloproyectivo finitamente generado, entonces P es su
para algún n > 1. Si Ü es un proyector con

= P1 , y sea M la matriz de U en la base canóníca, podemos mi- v
, . . 2 . e .

en algun R7 donde se verlflca M = M. Es dEClÏ que M oeflne
L

n
. ) .

112.112 7,

QR Z = P. Si ahora P tiene rango constante r, resulta que
Z .

rk P7 = r,
L

n . .
un proyector 4+ R7 a cuya 1magen denomlnamos I es claro que

PZ

pues comovimos en la demostración de A es fielmentei),

playo como Rz—álgebra. Ahora basta tomar un V E C(X) con V >>Z tal

que PV = PZ ERZ RV sea libre.

2 G UR; la demostración para 2 E Ra Q
, - Üuna forma cuadrntlca regular sobre A‘,

Supongamos es idéntica. Sea q
uya matriz en la base canóníca

es M . Comoen ii) podemos tomar R7 ‘1 que los coeficientes de M
s.



sx'

iv)

estén en R y que detlí Elfli7 . Ériste entonces, [(M-R] un V €3C(X)

tal que v :> z y C G GlflCRv) con C M C-1 diagonal, 10 que prueba la
existencia de una base ortogonal para q
Si ahora B y B‘

las comobases de [R;qz ) para algún z, y podemosrepetir el procediï

‘l nson aos bases ortogonales de (A ,q), podemos pensar

miento anterior[ M-R}.

Veamosel caso cuadrático en primer lugar. Un elemento de H°(Z,Q) es, a

> una l’upla ((Píyqi3) ia tal que (Pí’Qi) = (Pquj)

. Entonces (P,q) = en (Pí,qí) es un módulo cuadrático
iGI

través de 72
sobre U. FWU.

l J

de rango constante sobre RZ , con lo que se obtiene la factorización de
seada, y la misma demostración vale para 17 . Vamos entonces a la segunda

hipótesis, y comencemosnuevamente por el caso cuadrático.
Sea (P,q) un módulo cuadrático sobre ¡k de rango constante, según la

demostración de iii) (El Z EEC(X)) y (Pz,qz) módulo cuadrático so
bre R . Esto prueba que la aplicación'natu—

Z con (P,q) = (Pz,qz) nRZ Aral

11331 2022) e (zoo (1.3.1)
E(X)

x

es sobreyectiva. Para ver la inyectividad, observemos que dos elementos
del miembro izquierdo de (1.3.1) siempre se pueden mirar comomódulos

(P,q) ycuadráticos libres sobre un mismo_ RZE E(X). Sean entonces
módulos cuadráticos libres sobre R y supongamosque se tiene(P',q')

N
un isomorfismo a :(P,q) QR A —*(P',q‘) ER Á Entonces a está re

Z 7

presentado por una matriz finita y razonando comoen ii) e iii) se en
/ j ‘\ ) E l v
Lí,q; MR ku (P ,q ) MR RV

Z Z

inyectividad. Es claro que la mismademostración vale para el funtor P

cuentra V>Z con lo que prueba la

Sólo resta observar que la fibra del prehaz ’Fí en un punto p 62X, coin
' » < 1 ' = 2

Cide con Ti(lp) (1 1,



V) Es claro que cada uno de los haces en cuestión preserva productos finitos,

es decir, si G es uno de ellos y B BZ1’ .

G(B1x B2) = G(B.) x G(Bz). Verificaremos la hipótesis i) de la proposi

son dos anillos, resulta que

ción 1.1. para Hn(x,-,G) .cuando G preserva prodúctos finitos. Sea
R. =I‘(U.,8v) (i e I); un elemento de IIF(U., Ün(x,U.,G)) se puede mi

l i A ¿EX l l

es la clase de un n-corar como una Inupla c = (Si) donde cada SííEI
. e 1..+ . r .

Ciclo en G(Bi Ehln 1). En consecuenc1a c define un coc1clo en
n+1 n+7

. HR. R. . . , . . . . .

GtHBi l ) = IIG(Bí 1 ); es un hecho triVial que ei complejo Simplic1al
n+1

¡SI
_ . R- . . .

eVidente que tiene a IïBi l en el lugar n es isomorfo al complego Sim

plicial de Amitsur asociado a la Rz—á1gebra I; Bí . Hemosdefinido entoni I

ces un morfismo

II ir“ (x315) —> Hn(\’;RZ ,(3)iEI

donde X' es la topología de las álgebras separables y proyectivas tal como

fue definida en 0.1. Pero es fácil de ver que K(RZ) es cofinal en X(R7),
así que en el miembro derecho de (1.3.2) podemos reemplazar X' por X, y
ahora es claro que (1.3.2) es la inversa del morfismonatural en sentido o

Vin J_ . n

puesto. Hemosdemostrado entonces que h (Y,RZ,G) es naruralmente isomorïo

y en particular Se verifica la hipótesis i) de la pro—a H íP(x',Ri,G),¿a
posición:
La verificación de la hipótesis ii) es consecúencia.trivial de la parte a)
de la proposición 1.4. Sólo nos resta ver entonces que, para i=1,2,3, la

o 1 T1 V .. . . .

fibra del prenaz Ñ (x,',Si) sobre cada punto p e Á c01nCide con

Ün(igRD,Sí). Es claro que si B Eïx(X), S¿(B) define un haz sobre X cuya

fibra en cada p ¿EX es Si(BÜ). Sea G un funtor con tal propiedad. Dado
Í A

V
"'- w —- 0 “A I I ‘

CCHI 0:,Rp,b) io podemos mirar en hn(B/RP,G) para ¿gun BÉEx(Rp}. Como
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se ve en la demostración de a) existe U entorno afín y conexo de p

y BUE x(I‘(U,Oï)), tales que,‘ si ponemos R(U) = PfU,Ox), se tiene que
n+ +1

B = BU ER RP , y que hay un c' E G(BU ERU ) cuya imagen en G(BflfiP )

U | flnH
es c . Entonces ac' G G(BURU ) coincide con 0 (el elemento neutro g

de G) en el punto p, y por tanto hay un V entorno de p con V EU

y ac’ = O. Asi, 1a aplicación natural

lim ïï“(7<,R(U),C) -> ï¡n(x,12 ,c) (1.3.3)
r r ppa)

es sobreyectiva. Un elemento del miembroizquierdo de1.3.3. es de la forma
a .' 1 ‘ . V c E HI(IS/NULL); supongamos que su mugen es cero. baste entonces

n

B' e XERP) que extiende a B n Rp y tal que C = ac! , con C. te (B,)mkp .

Podemos encontrar V CU entomo i de p y BH GXCRWD extensión de

a 2 H n 3 __. y l, ¡ ‘ 1,. _c . _. 3 l .
B ER(U)RWJ “1 que B “ROO I‘p B ) C,C esten definidos cn \

Dado que c — ac' coincide con O en p, podemos tomar ahora un W CV

sobre el cual c coincida con Üc' , y entonces É = 0 E Hn(Y,R(W),G)n

imposición LA.

Sea X el funtor definido en 1.3.V) , G un funtor de anillos en grupos abelianos

tal que para todo anillo S, el prehaz definido por G sobre Specs es un haz y
G preserva productos finitos.

i) x (A) = limx (Rz)
1300

V

ii) Sea n > 1 , el funtor 1?= H”(x,.,G) satisface las hipótesis de la preposi
ción 1.1.
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Demostración.

La parte ii) fue probada en 1a demostración de 1a parte v) del teorema anterior
Veamos entonces la parte i). Sea B GEXQA);como vimos en 1.3.1) B es un A-módulo

libre. Por tanto podemOSInirar a B como el A¡módulo An, (n = rkB) con una multi
plicación conmutativa y asociativa

A mA #1 i. N1 , '

, n
1,...,kn)éí A yy dos elementos dlStlngu1dOS, H = (x e = (Yíj)1€í,j61 e

n2 n n
e A s A n A que satisfacen:

mam11=pmm a)=a Va EN]
(1.4.1.) { 2 ' n

e = e, u(e) = 11 (a E11)e = (11m a) e V a e A

Sea (Vi)ïeíEh la base canonica de A“, y pongamos bij = u(Vi a V1)E; Ang,

1 <iJ< n. Rfimmstmmr 2€(Xm cbmk 1,e v eméndefinbr Gyij)1<i,jsn

dos. En Virtud de la inyectividad del morfismo Canónico ly “* Á(1.3(i)) las pro

piedades (1.4.1.) se verifican en RZ , para la definición evidente de Rz Resul

ta así 1n1 ENe X(R7) coan = B‘ ER A. Si ahora sz ->C es un morfismo en x{A),- . 7

con las identificaciones anteriores, si M es la matriz de f en la base canónica
(m = rkC) se tiene el diagrama conmutativo (u' es la multiplicación de C)>

¡n M n M m m
A E An 7‘ A QA

Mi, li'
m M

A 7 A

Conmantes, podemos encontrar 263 C(X)

se verifica por Ea inyectividad del morfísmo

RZ 'r A. Hemos probado que el morfismo canónico

con M, B' y C‘ definidos sobre z,
y la conmutatividad (1.1.i)

--—í

.\

ÍIII’-II'IIIIII‘IIIIIIIIÍIIIIIIIIIIII.III.IIIIIIIIIIIIIIIIIII



lín x (Rfi) M+ XGÏW
MX) Á

\es sobreyoctivo. La demostración de la inyectívidnd es completamente análoga. 5
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52. CLASES/CARACTERISTICAS.

Del teorema 1.3. se deduce una sucesión exacta:

0+1 —>2z—>UA/U2A ——> L A‘ O
cte( J _+

donde

Z [UA/UZA]es el anillo de grupo

láte(A) es el grupo de Grothendieck de la categoria de módulos cuadráticos
de rango constante sobre A . ' _

I es el ideal generado —comogrupo- por los elementos de la forma

51+ 15 —6 - El con <a,b>’í <c,d>.

, 2 v1
Observemos ademas que UA/U A E }I(X,A,p2).

Estas propiedades nos van a permitir dar una teoria de clases caracteristicas parar
Vz } - } ne ‘/ o

R-modulos cuadraticos con valores en la cohomologia H (x,A,u7). Solo nece51tamos
¿.4

el siguiente

Teorema 2.1. ,

y Z EUS; (PA)

de rango n , junto con una descomposición ortOgonal

Sean S un anillo conmutativo con unidad un S-módulo cuadrático

KK;(P,Q) = l (Pí,qi) rk(Pi,qi) = 1 (1 g i g n]
1 .

Sea, para cada i, ci 1a Clase de (Pi,qi) en h1(x,8,uz). Entonces:

.‘ V

ci E H1(X,S,uz) coincide con la imagende detí?,q) = (in,qu),l":i) La suma
Hl

el determinante de (P,q). (Ap es la forma cuadrática asociada a meq, don“

de wth't P* es el isomorfismo asociado a q).

;i
lll
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iii) (me Ke-ravflrx,s,u2) —>É1(X’B>UZ})=IYÏ1(B/S’U2).

Másaún, (P,q) coincide, a través de la identificación ii) con la clase del
l-cociclo

f:.Z/ZZ '+ LÏB
f(1) = —1 {(0) =1

Demostración:

B es evidentemente un módulo proyectivo, y es localmente de la forma SD[X]/(x2—a)

con P E Specs y .a E US”. Por tanto b es separable y localmente de Gelois con

generador op definido por la fórmula op(i) = —í. Podemos tomar un cubrimiento

finito por abiertos afines conexos —envirtud de la hipótesis sobre S- _tales que

denotando por Bi y Si las respectivas restricciones a Uí (i E I) se tiene

es el único automorfismo

X —> -X de Bi/Si distinto de la identidad

.,

hn efecto, oiCi) debe ser de la forma s+tí con t # 0; si P EÉUi , resulta

entonces que g¿ D(i) = -í , luego t = —1 y s = O. Si ahora P El}. riUí ,
. 5‘. z" . .0 . 3: J . r] . » w‘ \ C _

oj’p ol,p por tinto qL l Ul UJ (Ü¡ U1 UJ es dec1r_quc 11 I upla

o. . determina un único automorfismo de B/S o di amos. Es claro entonces1 151 ’
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que oz = 1 y además BG = S. En efecto, si WB '* P es el proyector de

núcleo S y b E B , la igualdad Tb = b implica que 1Tb es lo

calmente nulo, y por ende lo es globalmente, es decir que b E S. Hemosprobado asi

la parte i). Veamosahora ii).

En su trabajo [A] Amitsur da un isomorfismo entre los complejos de cocadenas res«

pectivos. Se obServa que el punto crucial consiste en probar la siguiente propiedad:

Sea e e B m B el idempotente de separabilidad de B)

e(7 = (U m 1) e , e = e

entonces

1 = e1 + eU

En nuestro caso tal propiedad se satisface en cada localización de S, y por conSÁ
trucción ello implica que se satisface globalmente. En cuanto a iii) la primera
afirmación es fácil de ver ([MV-III]); se obtiene un isomorfismo

810%) mB r (BJ)

donde el miembro de la derecha es la fonna
V

la imagen de (P,q) en H1[B/S,U2) es la

cuadrática trivial de rango 1 sobre B,

clase de cociclo (519 . 509-1)(131) =

= t e U7 B m B. Ahora bien, en virtud de lo anterior

t = te + te
1 o

En cada P E Specs B 2 S [dep] según vimos más arriba; con esa identificación
se tiene

— Jn n 1/ Jn
P I 1

g
III
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1 + t
e — ___..lZ

Lp z

1 - t
e = _i___ll
o,p Z

Por tanto resulta que t = e1 - e y, siguiendo [ A] se obtiene el cocicloO

pedido. I

Demostración de 2.1.ii): Sean B1 y B2 las S-álgebras del lema anterior pa
ra (P,q) = (Pí¿qí) i = 1,2 respectivamente.
Se tiene entonces que B = B1 as B2 es de Galois con grupo G É Z/ZZ 9 2/22 [DeMo-Inï
Con el lema anterior obtenemos dos cociclos:

l en otro caso

'—1 si i? = 1

fzüïafi) = { 1 en otro caso

Sea ahora

f: G x G -+ uzB

-l sii a1 = 52 = l
f(a1761’a2:62) = { h1 en otro caso.

7. . . '
Es claro que la clase de f en H“(B/S,u7) c01nc1de con el producto cup c1LJ c2.

La imagen de f en Br(B/S) es el B-módulo libre A con generadores {uaza G G}
y multiplicación definida por

(bua)(cu5) = b a (c) mas a,6 e G .
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Para ver que A es el álgebra de Clifford de
e:P-+ A
módulo

(P,q) necesitamos un S-morfismo

con 6(p)2 = q(p). Un tal e se define identificando P 'con el S-sub—

Pïuíofll e quom '

La universalidad se deduce inmediatamente. I

Corolarío 2.3.: El anillo A =A(R) satisface i) y ii) del teorema anterior.
Demostración:

Solo es necesario probar ii). Por 1.3. se tiene que (P,q), (P ,q1) Y (P2,q2) se

pueden mirar sobre algún R7 . Dado que SpecRZ es localmente conexo, ii) se

satisface para RZ; el resultado se sigue ahora por naturalidad de los morfismos
en ii). I

Definición 2¿í.

Sea (P,q) un R-módulocuadrático de rango n, {(Pi,qi): i=l,...,n } una descom
posición ortogonal de (P,q) m A es decir

n 4

. :1 ._ . ' ' . :'
(P,q) EA 1:} (Pl,ql) rk(P1,q1) ¡

Sea AC(A) el anillo de cohomología del ha: n? sobre la topología x-definida
en Ü.1.-**La clase total de (P,q) es*

ll N

C(P,q) = _I‘I1(1 + (ngagï) e AC(X¡A,u2) = U(AC(x,A,u2))1: _

Análogamente la clase i-ésima de es la coordenada

Him/mz).
(P,q) de c(P,q) encí(P,q)

Observación 2.5.

Del teorema 1.3. y la definición anterior se tiene un diagrama conmutativo

* : l denota el elemento neutro para el producto "'”
v

**: Cohomología de Cech

' _

At

J



í
71/

| ‘
20.

7n°<x,Q)/ \\s
(2.6) Q(R) >C(A)

\\\\\\\\\\3 K///////
ALÓC,A,uz)

Observemosademás que la aplicación c en 2.4. verifica

i) Si rk(P,q) = n , ci(P,q) = 0 V i > n .

ii) CO(P,q) = —1 E uZA .

iii) Si (P,q) se descompone como suma ortogonal (P,q) = (P1,q1) L (Pz,q2)
se tiene

C(P,q) = C(P¡,q]) U C(1’2,Qz) 

loc
Llamando Lcte(R) al grupo de Grothendieck asociado al monoide H0(X;2), el
diagrama 2.6. nos da, en virtud de iii) un diagrama conmutativo

loc
7'cte(

/
(2.6.') Lctem) (A)

g r cte

l
“ AÉCKZAmz)

Observación 2.6.

Dado un módulo cuadrático (P,q) con rk(P,q) = n , podemos encontrar _Z G C(X)

tal que tenga una base ortogonal. C[P,q) queda entonces definido
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en ACCX,Rz,u2).

c' E ÁÉ(X,Rz,u7); C y C' van a coincidir en un

Otra descomposición ortogonal sobre Rz nos dará un
V 2>Z que es en particular

un cubrimiento de X7 = SpecRZ . Resulta entonces que para cada m i;z 0 ,

Ci y Cí dan el mismo elemento en HO(XZ,Ñ1(X,RZ,MZ)).Se tiene entonces que,

en principio, para cada (P,q), las clases caracteristicas están bien definidas

en ¡:0 HO(X,Ñn(x,Rz,p2)) para un Z que depende de (P,q), pero que no están

completamente determinado por aquél. Sin embargo, con el mismo razonamiento vemos
(PA)

ticos de rango 1, C(P,q) está bien-definido en II HO(X,Én(X,R,u2)).
n>0 >

que si admite una descomposición como suma ortegonal de R-módulos cuadra

Observación 2.7.

Las clases características que acabamosde definir verifican la versión cuadrática
natural de los axiomas de Grothendieck ([G], 3.1.). En efecto, los axiomas ii) y
iii) son consecuencia directa de la definición, i) es inmediata a partir de 1a
obvia funtorialidad de la construcción R —+AR.

Observación 2.8.

Del diagrama 2.6.', se sigue que las clases caracteristicas no distinguen entre for
(PM)

mente trivial, i.e. localmente isomorfa a la forma trivial de rango n, resulta
mas localmente isomorfas. En particular, si es una forma de rango n local

c(P,q) = 1. Interesa entonces estudiar el tipo de anillos S tales que existe un
S-módulocuadrático no trivial pero localmente trivial. Unejemplo de tal situación
es el siguiente:

Sea R un anillo sin idempotentes no triviales, 2 ¿EUR y aEEUR tal que
l # á E UR/UZR; y consideremos la R-álgebra

_ R[X,Y Z]
S “ 2' "‘2“ "”‘2“"2"

<ax —y ,a(x+l) —z >

Es evidente que a es localmente un cuadrado en S: es decir que la forma de rango
1 . . , 2 hi . . '

l definida por la formula q(s) = a5 (s E b) es lo inte triVial. Veamosque q

-—-Q
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no es trivial; 1.8. a no es un cuadrado. hn efecto, sean R' = R [Ja l , S' = SnR';

. ,. 2 _ . H Ñ ,Sl s e S es tdl que s = a, su imagen en b sera de la forma uJa, con

n E 158‘. Se afinna que 12(8‘) = {l,—1} ; es claro que de ser cierta la afirma
ción, no puede existir tal s; en efecto, el conjunto {1,Ja} S' es linealmen
te independiente sobre S .
Probemosentonces la afirmación. Observemos en primer lugar que el espectro de S'
es de la forma: (*) y

p

(2.9) SpecS' = (V(Jax-Y)U Wax-+33) o (V(Ja()(+1)—2) o V(Ja(x+1)+2))

Como 2 E U S', basta ver que IpS' = {0,1} ; sea entonces e E IpS' y suponga

mos e # 1. Existe por tanto P E SpecS‘ con e E P . Por (2.9.) P contiene a

alguno de los ideales

I = <UáX-Y , Jn(X+l) — Z >

1, = <v’aX-Y, han) + z >

VI" = <vra_\'+Y , J3(X+]) — Z

I = <kM+Y, kfiX+U +’7>

° — ' 7 ‘ w!‘

Sea l <‘JO á 4 tal que P e lj; cone S'/Ii E R'Ík] , se Sigue que »«¿O
, >O .

e E Ij . Ahora, cada Ii representa una recta en A3(R'); evaluando e en
O . r

las intersecciones se sigue que e E ñ Ij . Luego e es nilpotente e
j=1

idempotente, por tanto e = 0.
Hemos probado la

Progosición 2.10.: _ A
7

Sea R tal que UR/U“R# (1) y IpR = {0,1}. Existe un R-álgebra de tipo finito,

S y un S-módulocuadrático localmente trivial que no es trivial.

(*) Usamosla notación de Atiyah-Machonald: Algebra Conmutativa.
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Demostración: ver observación 2.8.

53. Pibrado bandera cuadrático y clases características.

3.1. Sea (P,q) un R-módulocuadrático de rango n, S(P) el álgebra simétrica
asociada a P, m la forma bilineal asociada a q y WP ->P* el isomorfis
mo definido por Ó . Consideremos la cadena de isomorfismos

-1 —1

v v so up
Hom(P a P,R)' P o P E P a P .

Con Pv = Hom(P,R), el dual de P .

d) define un morfismo ÍtP o P'* R y a través de las identificaciones prece
dentes define también un elemento en P n P, pasando al cociente obtenemos un

elemento Q E SZCP). Observcmos que, localmente, Q es el polinomio homogéneo

definido por q. En efecto, si P es libre con base B = {Vj21 < i < n} y po.r= .. .. “¡AU! *=('\<‘
nemos M (A13)1<¿,J<n la matriu de l ) B L71.1 < 1 n 1 la bese dual,
entonces la imagen de 4’ en P* m P* será É 3.. 7. e 7. . Sea B' =

. . . 13 1 J .1<1,J<n

= 7 1(W), y escribamos B‘ = {X :i E l) . Entonces 0 = X a.,X.X. € S (P}ZS(P)
1 h \ . . 1) 1 J 2 ,1<1,]<h

donde identificamos S(P) con el anillo de polinomiosi RIX1,...,Xn] mediante la
base B'.

Consideremos ahora el esquema Z = Proj(S(P)) y dentro de éste el abierto-afín

D(Q) = {P 5 Proj(S(P)):P QÉQ}. Si OZ es el haz estructural sobre Z, sea

sonq) = F(D(Q),Ozl- '

(Y

‘IIIIIIII

L
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Proposicion 3.2.
Sea (P,q) un R—módulocuadrñtico dc rango n S=S(P,q) la R-álgobra definida

en 1.1. SC tiene una descomposición ortogonnl

(Pycü fi S Z (L1 CH) l' (Inyqq)

donde rk L = 1.
1

Demostración:

Con las notacioncs de 1.1., si I:Z'* X es la proyección natural hay un epinmr
físmo

WP) M» 07m
L

Restringicndo a D(Q) y tomando duales se tiene un monomorfismo

o(-o? m
MQ)

e . . ., —1 . '

Sea L1 la 1magen de la comp051c1on o o 1 entonces rk(L1) = 1.“ Basta

es una forma cuadrática regular. Dado c1entonces verificar que q1 = q m S{¡
¡1,1

carácter local de esa pTOpiedad, podemos suponer que P es libre; sea B =

= {8111 á i S n} una baso de P, B y B‘ como en 1.1., e identifíquemos

S(P) g R[X1,.

gebra (R[X1,...
..,Xn] mediante la base B'. Entonces S se identifica con la R-á]—

,J ] ) , donde-el Subíndice “O” indica la parte de rado O
Q O g

en la graduación natural de R[X],...,Xn] todo elemento de S es una fracQ , í.o.

con dog f = 31.131 3’: D(Q) = SPL consideramos el cubrimiento
<
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X X

,11} ; tenemos que Si = l‘(\"j,(),) = N ——J donde
. Y 1 i

’°"’X. 0.
‘1 ‘1

{Yi = MQ) o no ): i=1,...‘i

Qi es la deshomogeneización de Q en Xi Supongamos, sin pérdida de generalidad,
J A-7

i = 1; resulta Q1 = Q(1,Ï13...,:EJ. Ahora q o 81(V) = Q1 , que es inversible
. ‘ -1 - n

en S1 , y por tanto Q1 es regular, como querímnos.

stervación 3.3.
Aplicando iteradamente el procedimiento de 1.]. se obtiene, en el paso n-ï, una R-ál
gebra T y una descomposición ortogonal

1

(IZQ) m T = i
1:1

¡.4

donde cada (Li,qi) es un T-módulo cuadrático de rango 1

Proposición 3.4.
Sea S como en 1.1. se tiene:

i) S es una R-álgebra fielmente playa; si además R es noetheriano,

Y = Specs es localmente conexo.

Si ahora R es noetheriano se tiene ademas

h _ ‘A A V . ñ O . .

ii) - La aplicac1on natural HnCX,AR,p7)_ -+ hn(x,Áo,uz)’ es inyectiva para
todo n;> 1.

iii) El diagrama:

n°(x,ï-r“(y,R,u2)) —> if“(y,;\ia,u2)
l J,

noo,ïrn(x,s,u7n —> musmq)

es cartesiano.

FIIIIIIIIIIII,IIIIII

u“4.1i A
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Demostración:

i] Basta verificnrlo localmente; son Si comoen.3.2. Si es una localización de,l.
un anillo de polinomios sobre R, luego es pluyo. Ahora tomemos por ejemplo\' \'

A») ‘. r ., . e '31 ‘ —
-l=l, y sea P E SpecR; r su extension en R[Ï——,...,ïfl . Ls claro que P es Lül

. «l .' 1 "

ideal primo, afirmo que Q1í F'. Si tal afirmación es cierta, resulta que la
., :- . y n —-— .,.

contracc1on de P = F'51 en Ï—-,...,Y—J es P y por tanto la contraCCLon1
l l

de F. en R coincide con P, lo que prueba que S¡ es fielmente playo sobre R.

Análogamente se ve que Si es fielmente playo para cada i y concluimos que S
lo es.

Probemos entonces la afirmación. Dado que q es regular, det q E UR, pero según

VlmOSen 3.1. Q tiene la forma É n.. XiX¿ donde (' es laJH e l} “lij) Fil jsñi
Ki ,j'sgn ‘ ’ ‘

matriz de q en una base. Se concluye que el ideal generado por los coeficientes

de Q1 contiene una unidad, luego QIQ FA para ningún P E SpecR. Si además R

es noetheriano, es clnto que S lo es y por tanto Y es localmente conexo.

ii) Sea Z E C(X), Z = {UíziEI}; notaremos por Ri el anillo de secciones del

haz estructural sobre Ui, i.e. Ri = F(Ui,OX). Podemossuponer, sin pérdida de

generalidad que U es diagonallzante, es decir que (P,q) n Ri tiene una base or

togOnal 0%i E l), y fijemos una elección de tales bases para cada i E I. Sea

2* el cubrimiento de Y = SpecS obtenido por imagen inversa de Z . Si

c E Ün(x,Rz,M2) = ÉnCKLRZ,u2) (cf.1.3.2.) va a cero en nn(X,AS,m2), existe

VÏ>JZ* V EE(XY) tal que c pertenece nl núcleo de la conmosición:

hnCrsza‘r‘lz) ñ nnCLSZi-Hiz) h) nnbíysí/I’Uz)

Por otro lado, dado que hemos fijado una descomposición ortogonal de (P,q) a Rí ,
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' ’-" -" ‘ ’ = l. ’ , = . - ". . 'Ï‘.
tenemos una identificacion I O ,OY) (1l [X1,...,‘(n] Qí)o 80(1) (c.f. a 1 ). “I

Si Ïí = {SpecS(Rj)j : j = 1,...,n} (con la notación de 3.1.) se tiene que 13,';

ÏV= É Ïí es un cubrimiento de Y; ; podemos suponer entonces que V>’Ï . Por*
1

tanto SV es de la forma

su = H H H (3021),) [fl] (3.5.)
iGI 1<j<n Lex]. J k

X1 Xn g 7Q e — .J- I r " = ( 1 u v
con fk Rií X. ,...,X.] . Si qi (A1,...,Xn) I_ 11X) , tenemos que

J J J“1

(S(R.).) [ j—] es un álvebrn aumentada sobre R.[ ÁL- 1 ] = R [-l— ]
i J fk ‘ ° ' 1 aí ’ tkiO) i fy(0)

- . - 1 — ’ ’< ' < . {A r

Luego c va a cero sobie cada R11 ïk(0)] L E kj 1 x J x n . Obten-mos aSi,

para cada i, un cubrimiento de Ui sobre el cual c es cero; por tanto c 4va
'n x ‘ . ' — Y . .,

a cero en h ((,Á,U7). hn Virtud de (>.¡.) lo anterior concluye 1a demostrac1on
de ii) .

iii) Sean z y 2* comoarriba, c eïfïxmfi?) = Ïïn(x,Rz,'u7) c n Hn('x,Ri,u2)
“ “ iEI .

tal que existe V2» 2* con c EEHO(V,}{HX,-,LÏ), es decir, si V ={ V¿,K E L }

c pertenece al núcleo del morfismo de borde

n Ï{n(x,v¿,pz) 3 n h“ (X,V¿Ñ VIVUZ)
(EL xkonfl/I ‘

Comoantes, podemos suponer que V >>Ï. En virtud de (3.5.) se tiene que

l = ) 1 , .

Z<\/* {Spec ; , C Y, y CE Lv’r_{l(x,.’UZ) ¡.4 O

que completa la demostración
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1Uniendolos resultados ue la sección anterior con 105 je Ju proposición 2.4., [f1 O

obtiene el

3 . 5. ¿(3013111112

Seu R noetheriuno, Z E UR, S y ,\ las Rfiálgebrus definidas respectivamente

en 1.0. , c 1a aplicación natural en e 3.1
Se tiene un diagrama conmutntívo

“e”, loc ___ _ ¡y 1in
¡'¿teklx‘J LCqu Ittc 1]

Í \“I x f'‘R‘ ’ ‘I \J’ U“
C 3 'Cte*" J "”ct6ï’ )

a z =

\ I g

1 1 %

N3; ,7 ' ‘ Q, ¡“mí ,7 , í 
(,ÜLXJHNZÉ ELR LDI\\,É< ÉÏ LT

‘\ Ï ‘\\L.¡v
:.\(‘ Í"\ _,Mi , 7 " " "wm-wm» 3\(.Ï(X’,ÁT, u 7)

donde EA viene dada por 3.4. iii).

Demostración:

Es inmediata a partir de 3.4., 1.3. v 3.4; l

En Virtud de este teorema podemosdar una nLeva definición de Clases características.

3.6. Definición 2.4.‘

La clase ceracterística total de un elemento de LCÏC(R) es su imagen por E' en
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ÁÉO(X,R,u2) H H0(X,Hn(x,R,u2)). La i-ésima clase caracteristica es la coorde
n>0 ' »

nada i-ésima de la clase total.

Observación 3.7. 
loc

Comovimos en 2.8., la aplicación natural Q(R) A LctC(R) no es inyectiva, y por

l
‘I

l
l
l
l
|
l

tanto É no distingue entre formas cuadráticas localmente isomorfas. Sin embargo, I
dado (PA) e Q(R) si T = T(P,q) podemos asociar a

en AE(X,T,U2) por la flecha natural. En virtud de la conmutatividad del diagrama,

(P,q) un elemento d(P,q)

/\/‘r
ñás¡\C(X,Ill,u2) ' 4 /\CO(\<,R,u2)

6

t

Í

Nh

ALO (X , I ,322)

I

lmi
AC(X,T;y2)

Tenemosque d(P,q) E AE(x,T,n?) se aplica sobre

MPA)
este hecho permita definir una teoria de invariantes más fina que la antes expues—

30’41)

es decir que, en algún sentido, es más fino que c(P,q). Es posible que

ta. Quizás sea necesaria una construcción similar a la de AR, reemplazando la to«

SpecR por la topología de Grothcndieck generada por las álgebras del
(PAU E QUU

pología de
tipo S(P,q) para

Observación 3.8.

Si S(P,q) puede hacerse cambiando el espacio proyec

tivo por la Grassmaniana 62(P,q). Por otro lado las propiedades de Á(R) siguen
valiendo en ese caso, reemplazando uz IP .
finir clases caracteristicas se reduce al caso en que

2 í UR la construcción de

por Vemosasí que el problema de de
R es local.

en ¡TCO(Y!rI‘:.H‘2); PIM.)

r-.--_-
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ÁPENDICE: CASO ORDENADO

hn la presente sección se utilizan las definiciones y resultados básicos del traba
jo de Marshall y Walters [M-W].

Proposición:
Sea R' conmutativo, con unidad, Z E UR, y X=SpecR localmente conexo (1). Sean

(P,q) un R—módulocuadrático, tk? = n, A = AR(@1) y S = S(P,q) (éZ), k un nú

mero entero positivo par. Se verifican

i)' A tiene muchas unidades.

ii) Si R amnite un preorden de nivel k, A admite un preorden de niVel k.

Más aún, si Fk es el funtor que asigna a cada anillo su espacio de órde
nes de nivel k, se tiene Fk(A) = lim Fk(RU)

LEC(X)

iii) Si R admite un preorden de nivel k, S admite un preorden de nivel" k .

Demostración:

Sea f un polinomio en A [X1,...,Xr], y para todo primo F’E M = SpecA, xp‘E A“

tal que apf(xp) ESP . El conjunto e = {apz I’E Bíp } genera entonces el ideal (1);

luego existen ap e e , b _ E A l g i g r con l =Zla .b _ . Sea (¿e C(X)

tal que ÍÉE R [X1,...,Xn ] , X _ E RÏJ, a , b . E Rli. Comolos ap generanpi pl i

el ideal (1), se tiene que V{XUq : 1 á i á r } es un cubrimiento de X U:
.(pi

(l) La hipótesis de conexidad local no es necesaria para iii).



.,Jl.

= Spec R{¡. Sea U' E C(X), Ll'3>u , entonces V'ï>(1 y ap es inversible en
1 i

RV,G%i), lo que concluye la demostración.

ii) En virtud de lM-W] (1.1.) ln primero parte consiste en probar que Si

-1 ¿ZÏZRk :3 —1613 AL . En efecto si 31,...,ar E A son tales que a

r .

-1= É ai , podemos tomar ¿AECCX) con ai E R¿J. En particular,i=l

r k r k
—l€ïZ Rp V-p G X, luego -1 E É (R/P) v-I) E X. Entonces el preordeni=1 1:1

T = ZR\ no admite ningún primo compatible, lo que es absurdo en virtud de [M-W]
th.l.6.

Veamosahora la segunda parte de la afirmación. En Virtud de la funtorialidad de

Fk(lM*W](l.9.)iii)), se tiene una aplicación Fk(A) * lim Fk(R l = H . Recipro
u-¿ec (X) u

camente, un elemento T E M es un par (T;F] donde F. es una sucesión coherente'

17={1>}
de primos L. con., FUE X“ y

UEtïX) " ¿1€C1X)

sión coherente con Ti] orden en el cuerpo de fracciones del dominio RU/PL¿ Por

tanto F. determina unívocamente un elemento de Spec Á = lim Xl'. Si denotamos
L€C(X)

por K y KL a los respectivos cuerpos de fracciones de Á/F' y RL/P U se tiene

que T' detennina unívocamente un orden en K = lim K .
tét(X) u

iii) Sea L; un cubrnniento de X, L = {UiziEI} tal que (ViEI) (P,q) admite una

base ortogonal sobre Ui . Si Y = Specs son Ü; la preimagen de Ui en Y,

(i e 1) entonces s(1) = F(Uí,()Y) z ((ulx},...,xn1)q)0

4L} es una suce-V

üIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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kr f ,.
Sea i fijo Y supongamos “1 3 Ï Pg-E- SEI); como Q no es divisor de cero

l=l QZ

en R[X1,...,Xn] , se obtiene una ecuación del tipo:

, Y 1,

o“: z ge“ R[X1,...,.\'n]
1:1 '

. n 2 . . ' 3

Ahorabien, Q = É anj , espec1alizando ej = (O,...,l,0...0) l í j < n, se
j=1

obtiene ecuaciones

. S k r r
= , —- _ = . g . g

Ri F(Ul,OX) (a3) 1:1 le (l J n).

Como ejéí URi, se sigue que «1 E É RÏ . Usando ahora el principio local-global
[[M-W](l.6)) y el hecho de que LI es un cubrimiento de X, se llega a que ¿j

- ‘ k
-1 <EER . '_

Observación:

Los items i) y ii) de la prOposiciónanterior sugieren la posibilidad de utilizar
nuestros métodos para la teoría de signaturas de nivel k, lo mismoque la parte
iii) en el caso k = 2.
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