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Esta Tesis esta referida al estudio de Teorias Gravitatorias con
torsidn. El fundamento fisico para la incorporacién de esta
variable geométrica debe buscarse, fundamentalmente, en la exis-
tencia de grados de libertad en la materia, que la Relatividad
General en su formulacion no tiene en cuenta. A su vez la torsion
aparece como una variable necesaria toda vez que se pretendan
encontrar simetrias locales de los lagrangianos frente al Grupo de
Foincard (extension de las simetrias externas globales de la
Relatividad Especial), como asi tambien supersimetrias entre

. ’
bosones y fermiones respecto del Supergrupo de FPoincare.

En este trabajo analizamos el comportamiento de dos de las teorias
mas importantes que incorporan la torsion a su formalismo: la
Teor{a de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble y la Supergravedad N=1.
Nuestro principal interés reside en establecer en qué medida estas
teorias se apartan de las predicciones de la Relatividad General,
teniendo esta Gltima un limite de bajas energ{as bien preciso: la
Mecanica de Newton. Nuestro analisis se realiza para el caso de
sistemas cuyos componentes poseen un mavimiento no relativista. En
el primer caso debe realizarse una aproximacion post-newtoniana,
dado que a los ordenes m3s bajos de aproximacion existen coinci-
dencias con los resultados de la Relatividad General. Otro es el
caso de la Supergravedad N=1 libre, donde hemos establecido dife-

rencias con la Relatividad General ya a orden newtoniano.

En el caso de la Teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble se
realiza la aproximacién post-newtoniana completa para una partf—
cula de prueba no relativista, hasta cuarto orden en potencias de
la velocidad caracteristica (pequena) del sistema ffsico; y hasta

{ . . . .
tercer orden para una particula relativista sometida a los mismos



campos gravitatorios. Dado que es necesario conocer la evolucion
de 1las fuentes con vistas a establecer los potenciales gravitato-
rios, también se desarrollan las leyes de conservacioan que rigen
su evolucion. Que el espacio-tiempo de los fendmenos f{sicos posea
torsién, trae como consecuencia la necesidad de redefinir las
trayectorias clésicas correspondientes a los constituyentes de las
fuentes. Existe aqui, por 1lo tanto, un interes adicional en
establecer las caracteristicas de su movimiento. Para el caso de
un fluido ideal con esp{n se establecen todas las magnitudes,
tanto fisicas como geométricas; quedando explicitadas, en su forma
mas general, las ecuaciones diferenciales necesarias para resolver
situaciones fisicas con propiedades particulares: determinadas

polarizaciones de espin, simetri{as, etc.

Obtenidas las relaciones fundamentales, es posible dar una estima-
cion de 1la densidad de fuentes que pueden provocar correcciones
relevantes a la meétrica del espacio—-tiempo; analizar el caso de
espines alineados vy tambien estudiar, por medio de un segundo
desarrollo, esta vez en multipolos, el comportamiento de la

geometr{a lejos de las fuentes.

En esta Tesis también se estudian consecuencias clasicas de la
Supergravedad. En 1la aproximacién newtoniana de esta teoria se
desarrolla, para el caso mds general, su ecuacion de campo del
tipo de la de Einstein. Se encuentra una solucion no trivial para
el gravitino, 1la cual puede servir de fuente para determinados
campos gravitatorios. Esto da como resultado que ya en este nivel
de aproximacién, sean posibles dispersiones entre la Supergravedad
y la Mecanica de Newton. El corrimiento al rojo gravitatorio nos
permite establecer una cota superior para una torsion con origen

- 4
en supersi metrias.



También se estudia 1la incorporacién de campos de materia. Se
analiza el caso de un multiplete acoplado supersimétricamente a la
gravedad, estableciendose las ecuaciones de campo correspondien-
tes vy halléndose su comportamiento clasico via un desarrollo WKB.
Las trayectorias newtonianas indican dispersiones respecto de la
Relatividad General para el caso de particulas con espin 1/2.
Haciendo uso de un background conformado por gravitones y gra-
vitinos, nos es posible encontrar condiciones que hagan factible
un  comportamiento no geodésico de la materia. Los resultados
obtenidos también permiten el estudio del caso de particulas

relativistas.
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INTRODUCCION

IDEAS GENERALES

La Teoria de la Relatividad General (R.G.) enunciada por Einstein en
1916 es una teoria de la gravitacién, muchas de cuyas hipétesis fun-
damentales e basan en su Teoria de la Relatividad Especial (R.E.) de
1905. Esta Ultima teoria entra en el contexto de la R.B. como vélida,
en regiones lejanas respecto de las fuentes que producen los campos

gravitatorios y en sistemas de referencia libremente gravitantes.

Einstein postulé el Principio de 1la Relatividad General (PRG) que
afirma que las ecuaciones que expresan las leyes de la naturaleza deben
ser covariantes con respecto a todas las transformaciones continuas de
coordenadas (1). Introdujo ademas el postul ado fundamental que permite
el pasaje de la Relatividad Especial a la General: el Principio de
Equivalencia (FE), el cual se refiere, fundamentalmente, a la indis-
tinguibilidad entre sistemas inerciales y gistemas en caida libre. El
postular covariancia para todas las ecuaciones de la ffsica, implica
incorporar el FRG en su forma de Principio General de Covariancia
(FGC), que {ntimamente asociado al FE, da las prescripciones necesarias

para escribir las ecuaciones de la R.G., conocidas las correspondientes

de R.E.

La R.B. necesita formularse de forma tal que, localmente, se
corresponda con la R.E. Esto es asi{. debido al hecho de que la R.E. es
la teoria que verdaderamente conocemos a nivel experimental. Dado que
la R.E. posee, a su vez, como limite la mecanica de Newton, la R.G. fue
elaborada de forma tal de coincidir, para el caso de velocidades no
relativista y de campos gravitatorios débiles, con los resultados de la
mecanica de Newton. Sin embargo, aln en este limite, ambas teorias son

. » ’ (3
conceptualmente diferentes: mientras que en la mecanica de Newton se



trabaja en un espacio plano en donde las fuerzas gravitatorias
son entendidas como manifestaciones de una interaccion més, en R.G. la
accién de la gravedad se traduce en una modi ficacion del espacio-tiempo
mismo, mientras que la fuerza gravitatoria queda diluida como tal,
afectando a todas la particulas por igual, a trave% de un fondo geomé—

. ’
trico comun a todas ellas.

Dado que el formalismo de la R.G. exige la utilizacion de coordenadas
curvilineas con vistas a describir sistemas de referencia globales,
surge 1la necesidad de definir el paralelismo entre vectores y, en
consecuencia, se vuelve imprescindible la incorporacién de una conexidn
afin gque de cuenta de como las diferentes magni tudes de tipo tensorial,
se transportan paralelamente. La de%inicién de paralelismo es fundamen-
tal en la comparacién de los valores que asumen las componentes de los
tensores, ya que en puntos diferentes del espacio-tiempo, parte de la
variacion de estas componentes se debe a su nueva orientacid% con
respecto a los versores que representan las lineas coordenadas en el

punto hacia donde éstos han sido transportados.

En la Relatividad General de Einstein los transportes paralelos se
definen a traves de una conexion simetrica. Esta constituye la eleccion
natural para determinada enunciacion del Frincipio de Equivalencia y
conduce al hecho de que la tnica variable geométrica independiente, es
la métrica. Ello es asi, debido a gue una conexion simetrica y una
metrica cuya derivada covariante sea nula, conducen necesariamente a
una expresién de la conexién, de la que participan exclusivamente las
distintas componentes del tensor metrico. En consecuencia, la dnica

. / . . . / .
variable geometrica independiente es la metrica.

Otra consecuencia importante de los postulados empleados en R.G. es la
. . ’ ; loo.
exxistencia de un tensor energira-impulso simetrico. Este tensor repre-

senta a las fuentes del campo gravitatorio, determinando a partir de



una ecuacién de campo no lineal, la geometr{a del espacio-tiempo. Pero
a su vez la materia al "vivir" en un espacio-tiempo curvo, "padece" la
geometria de forma tal que su comportamiento debe ser compatible con el
fondo geométrico.que ella misma crea. La ley de conservacion del tensor

(4 . .7
energia-impulso es la que establece la evolucion de las fuentes.

Sin embargo, la existencia de un mayor nimero de grados de libertad en
la materia, debidas fundamentalmente a su parte espinorial, indujo a
suponer que la descripcién propia de la R.G., resultaba insuficiente. A
partir de 1la Teoria de Campos la descripcién de la materia asume una
forma cualitativamente diferente de aquella que la supone como com—
puesta, simplemente, de particulas puntuales. El intento de dar cuenta
de todos los grados de libertad de la materia y de hallar simetrias, de
forma tal de llegar a una formulacion invariante de la fisica, esta
relacionado, en muchas teorias, con una incorporacién natural de la
torsién: parte antisimetrica de 1la conexidn. Ella, entonces, se
constituye en un elemento independiente del espacio-tiempo, ligado a
nuevas particulas o a grados de libertad espinoriales. En todos los
casos serd necesaria una reformulacion del Frincipio de Equivalencia en
donde el concepto de localidad sea mas restrictivo y el mecanismo de

{ . - . : :
acople minimo se refiera, esencialmente, a los lagrangianos de materia.

La teoria ECSEK constituye un caso particular de una teoria con torsion
en la que se da cuenta de mayores grados de libertad en la materia.
Constituye 1la extensidn mas natural de la R.G., dado gque sus ecuaciones
de campo se deducen, como alli, a partir de un lagrangiano lineal en la
curvatura escalar (esta vez funcion tambien de la torsidn). La conse-
cuencia mas importante de esta eleccién, lo constituye el hecho de que
la torsion no se propaga, quedando limitada a aquellos puntos del
espacio—tiempo donde existen particulas con espin. Esta teoria puede
ser presentada como un caso particular de una teoria de gauge de la

gravitacién mas general. Este hecho le otorga una gran confiabilidad,



dado gque la base de la teoria lo constituye la exigencia de inva-
riancias frente al Grupo Generalizado de Poincaré, extension natural de

las transformaciones globales de KR.E.

La importancia actual del estudio de este tipo de teorias estad muy
relacionada con posibles extensiones del Grupo de FPoincare al Super -
grupo de Poincare. La Supergravedad (SG) es una teoria gravitatoria
cuéntica, cuyo resultado mas relevante ha sido el de incorporar
simetrias de gauge entre bosones vy fermiones. Estas simetr{as solo
pueden ser implementadas en el marco de un espacio—tiempo curvo, esto
es,; si la gravedad esté'presente. Dada la existencia de simetr{as entre
bosones y fermiones, debe existir un companero fermidnico para el campo
bosonico gravitacional: el gravitino; el cual constituye un campo de
espin 3/2 que puede adquirir masa por medio de una ruptura esponténea
de la simetria. La S6 mds sencilla es aquella en la que el gfavitdn
posee un dnico companero supersimétrico, esto es, un solo gravitino y

se la denomina Supergravedad N=1 (56 N=1).

La teoria de la Supergravedad ofrece buenas perspectivas para cuantifi-
car el campo gravitatorio, dando como resultado una teoria que hasta
los primeros drdenes en sus correcciones cuénticas, resulta finita. Una
especial atencion debe ofrecerse a la SG N=1, dado que ella constituye
el limite de bajas energias de la teor{a de Supercuerdas (2), que hoy

/ . . . . .
parece ser la mas promisoria teor{a de campo unificado.

En Supergravedad, 1la incnrporacién de la torsion se vuelve necesaria,
apareciendo la misma cuando determinadas invariancias son exigidas. En
SG N=1, ella depende cuadréticamente del gravitino y esto trae apareja-
do el hecho de gue, a nivel clésico, una eventual existencia de este
campo implicaria, autométicamente, una geometr{a del ecspacio-tiempo con

[ . [ .
conexion no simetrica.
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Tanto la teoria ECSKE como la Supergravedad clésica pueden ser estudia-
das en el limite de bajas velocidades de las fuentes de campo y para el
caso de que ellas satisfagan determinadas condiciones. A cada orden de
desarrollo, 1la qeometr{a del espacio-tiempo posee una estructura bien
determinada. Asi la aproximacién mas baja corresponde a un espacio-
tiempo plano de MHMinkowski, 1o que implica que en coordenadas car-
tesianas globales, 1la conexion es nula, y, por ende, tambien lo es la
torsion. El orden de apronimacién siguiente es el denominado newtonia-
no. La Aproximacioh Newtoniana (AN) es la mas baja en un espacio—tiempo
curvo vy, para el caso de la R.G. coincide, de acuerdo con lo ya expre-
sado, con los resultados conocidos de 1la mecanica de Newton. La
Aproximacidn Fost-Newtoniana (AFN) se dirige a establecer el comporta-
miento de los sistemas fisicos mas alla de un segundo orden en las

velocidades de los constituyentes de las fuentes.

La existencia de torsidn en la geometria propia de las teor{as a ser
estudiadas, trae aparejadas importantes discrepancias con respecto a
aquellas teorias que se desarrollan en una geometria de tipo rieman-
niana. La signi*icacién, el alcance y el peso de estas discrepancias,
puede ser interpretada y evaluada, en consecuencia, en relacion con las
diferencias cualitativas vy en funcion del grado de dispersion de cada

’ .
teoria respecto de la mecanica de Mewton.

RESENA HISTORICA

. . # - . .o, .
A continuacion hacemos una breve reseiia historica a propés1to de los
4 . .
origenes de muchas de las ideas que han sido tenidas en cuenta en este

trabajo, e indicamos las referencias de aquellos textos que hemos

consul tado.



Ya en 1922 Eddington menciono la posibilidad de utilizar conexiones
.0, . . .

asimetricas al discutir probables extensiones de la R.G. (3) e incluso

. . ’ s . . .

insinuo que ello podria tener aplicaciones en microfi{sica. Fue Cartan

en 1922 quien introdujo la torsidn como la parte antisimétrica de la
. ! . . ./

conexion, tambien en el contexto de estudio de la R.G. Reconocio su

’ . . I3

caracter tensorial y supuso que la misma pod{a estar relacionada con el

. . 4 . ’ .

impulso angular intrinseco de la materia, anulandose, en consecuencia,

en el vacio.

En los afos cuarenta, a partir de articulos debidos a Costa de
Beauregard, Weyssenhoff, vy Fapapetrou, se vuelve paulatinamente claro
el hecho de gue el tensor energfa—impulsn de partfculas masivas con
espfn debe ser asimetrico. Esto mostraba que la ecuacion de Einstein
resultaba inadecuada para los campos con esp{n. La primera teoria
gravitatoria propiamente dicha, en el marco de un espacio-tiempo con
torsién, Ua, es introducida casi simultaneamente por Kibble (4) vy
=

Sciama (S). Ambos llegaron al mismo conjunto de ecuaciones de campo

4
en el contexto de una teoria de gauge.

A partir de 1965 hubo avances importantes en el desarrollo e interpre-
tacion de esta teoria: Hehl y Kroner lograron partir el tensor energia—
impulso total vy llegaron a una ecuacion combinada que facilitd la
comparacion de la teorfa Us con la R.G. Kopczynski en 1972 trabajo en
un modelo cosmolégicn sencillo con torsidn (6) vy Trautman en 1973
sugiere que el comportamiento de Ua en la singularidad difiere de
aquel de R.G. (7). Posteriores desarrollos fueron hechos tambien por
Hehl en colaboracién con von der Heyde y Kerlick (8). Estos autores

junto a Nester exponen vy discuten todo 1o conocido para esta teoria

hasta 1976 (9).

La teoria ECSK como teoria de gauge del Grupo de Foincare fue presen—

tada en su forma completa por Hehl (10). Recié% en 1987 Ray y Smalley



(11) logran establecer en una geometrfa con torsidﬁ, la forma de un

lagrangiano correspondiente a un fluido ideal con espin.

Las supersimetrfas fueron descubiertas en 1971 por Golfand y Likhtman
(12). El1 primer modelo cuadri-dimensional de supersimetrias fue

introducido por Wess vy Zumino en 1974 (13). En 19746 Freedman, van
Nieuwenhuizen vy Ferrara construyen el modelo mas sencillo de Supergra-—
vedad con invariancia local de Foincare Yy supersimetrfas locales,
introduciendo un gravitdh de egp{n 2 y un gravitino de espin 3/2 (14).
Ese mismo ano se desarrolla la primera de las supergravedades extendi-
das, la N=2, que unifica gravedad con electomagnetismo (15) y se
obtienen 1los primeros resultados finitos para algunas de las correc-
ciones cuanticas de la teorfa (16). En 1981 Hieuwenhuizen expone los
aspectos mas importantes de la Supergravedad en sus versiones clasica Yy

cuéntica (17).

Las primeras parametrizaciones de la Aproximacién Fost-Newtoniana, esto
es, la elaboracidn de un formalismo comun a distintas teor{as gravita-
torias conteniendo un conjunto de paraﬁetros arbitrarios, fueron
realizadas por Eddington en 1922 y muy posteriormente por Robertson y
Schiff en 1962. Sin embargo ellas solo se referfan al campo gravita-
torio exterior al sol, tomado &ste como una fuente con simetria
esferica. Chandrasekhar en 1965 (18) (19) realiza la AFN para un flufdo
ideal vy para cuerpos rotantes. En 1968 Nordtvedt desarrolla el primer
formalismo de Farametrizacion Fost—Newtoniana (FFN) capaz de tratar
todos 1los aspectos del sistema solar (20) mientras que Will expone el

formalismo mas completo para teorias sin torsidﬁ en 1981 (21).



MOTIVACIONES DEL TRABAJO

Nuestro trabajo estd esencialmente dirigido al empleo del farmalismo
post—-newtoniano para el estudio de determinadas teor{as con torsion. La
Aproximacién Fost—-Newtoniana (AFPN) fue introducida en el marco de la
R.G. vy constituye un mecanismo poderoso para resolver, cuando se dan
determinadas condiciones en el sistema f{sico que asi lo permitan, el
problema de la no linealidad de las ecuaciones de campo. Las hipotesis
centrales que bhacen factible una APN estan en correspondencia con los
datos que poseemos de nuestro sistema solar, vy, en general, son
adecuadas para todos aquellos sistemas en donde las velocidades de las

fuentes no sean relativistas.

. ! .
Una teoria con torsion como la ECS5K, elaborada a partir de la R.G.,
/ . - .
posee, como es lagico, su misma estructura conceptual. Sin embargo, la
[4 . . .
geometria vy el rol que juegan las fuentes de los campos gravitatorios
son distintos. Resulta interesante, entonces, comparar el comportamien-
to de ambas teorias en aquellos casos en que podamos determinar sus

. . .
evoluciones con un grado de aproximacion tal que puedan manifestarse

diferencias.

Una de 1las motivaciones principales de este trabajo lo constituyé el
intento por responder a la prequnta:d como se ve afectado el movimiento
de una particula de prueba en una geometria con torsidn? Ello trajo
aparejado, entonces, la necesidad de especificar qué se entiende por
particula de prueba. La gran dificultad en este punto consiste en la
imposibilidad de determinar a priori cudl es la forma de la trayectoria
de una particula en un fondo geométrico con torsion. A diferencia de
R.B., aqui no disponemos de una prescripcién para saber, en general,
qué curva sigue una part{cula en una regién en la que los efectos de la
curvatura del espacio se hagan despreciables. Ello es asi debido al

. ! [4
hecho de que 1la nocion de recta es diferente en una geometria con
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torsién respecto de una sin torsion. El problema no se resuelve si la
particula de prueba no se acopla a la torsioh, como ser{a el caso de la
materia escalar, dado que la métrica que si la afecta, posee vinculos
con esta magnitud a través de las ecuaciones de campo. PFor otro lado
las {nentes, por hipétesis, deben acoplarse con la torsion atendiendo
al hecho de que ellas mismas la producen, con lo que su evolucion soélo
miede ser determinada una vez integradas las leyes de conservacion que
las rigen. En consecuencia, la torsién influye decisivamente tanto en
la evolucion de las fuentes, como asi tambiéh, en el comportamiento de
cualquier particula considerada de prueba. La cuestion mas importante
es establecer hasta qué punto estas modificaciones se apartgn de las

predicciones de la R.G.

Un modelo sumamente completo de fuente con espin lo constituye el del
fluido ideal con espin, el cual resulta interesante desarrollar y
comparar con el correspondiente de R.G. También la posibilidad de
estudiar aquellos casos en que las fuentes cumplen con determinadas
condiciones -como ser la de poseer espines alineados- o el estudio del
comportamiento de 1la geometr{a lejos de las fuentes, ofrece buenas

perspectivas para obtener ciertas predicciones.

Estas fueron las motivaciones principales para que abordemos la AFN de
la teoria ECSE La "virtud" de esta teoria consiste en su extraordi-
nario parecido formal con la R.G., debido principalmente al hecho de
que en ella, la torsidn no se propaga. Hemos intentado aprovechar al
maximo esto Gltimo, apuntando nuestro estudio a aquella parte de la
teoria que es descripta por los simbolos de Christoffel y que corrige
el tensor energ{a—impulso incorporando el espin de las fuentes. El
atractivo de esta posible "reduccion" de la teoria ECSK, proviene de
que todo el formalismo AFN de la R.G. le puede ser adaptado:; obviamente
toda vez que se tengan en cuenta, en cada paso, las diferencias entre

ambas teorias. Estas diferencias aparecen, entonces, en forma muy



transparente vy era de preveer posibles comparaciones, algunas de ellas

inmediatas, entre los comportamientos de las dos teorias.

En un comienzo, hemos tratado de establecer si existian diapersiones ya
a orden newtoniano. Estas dispersiones no aparecieron, lo gue condujo a
estudiar el problema a drdenes mayores en las ecuaciones de la teoria.
Una hipétesis fundamental fue incorporada al conjunto de suposicianes
que hemos usado: la eupansién de las componentes de la metrica en ECSK
es similar a la que se realiza en R.G., lo cual se establece a partir
de la estructura de las fuentes. Esto constituye, por lo demés, un
requisito altamente razonable toda vez que trabajemos con fuentes que &
nivel macroscdpico se desarrollen en potencias de magnitudes tales como
la densidad, la presidn, la energia interna o la velocidad. El caso mas
claro de esto lo constituye, precisamente, el fluido ideal, tema de

estudio en una de las partes del trabajo.

Sin embargo, otro es el casoc de SG. Si nos atenemos a la SG libre vemos
que 1la torsion es dinémica; esto es, se propaga. S1 los gravitinos son
nulos, claro esté, ella es simultaneamente nula. Fero el precio gque hay
que pagar para esto ultimo es la trivializacion de las supersimetr{as
que constituyen la base de la teor{a. Esto seria anélogo a suponer, en

la teoria ECSE, particulas sin espfn.

Fara el caso de la Supergravedad no se han hecho hipétesis acerca del
desarrollo de la metrica. Ello responde a dos hechos . En primer lugar
no nos es posible, como si 10 es en el caso de la teor{a ECSE, suponer
"a priori" una determinada forma para los potenciales gravitatorios
dependientes del gravitino, como funciones de densidades, velocidades,
etc, y por ende, tampoco una particular expansién de las componentes de
la metrica al orden mas bajo. For otro lado, una aproximacién newtonia-
na de la 56, como se veré, conduce a resultados gque de hecho, difieren

. ‘. . .
de los predichos por la mecanica de Newton, y hace innecesario para



nuestros obietivos, calcular componentes de la meétrica que no sea la
0-0 a segundo orden. Es de destacar que ambas teor{as se encuentran muy
relacionadas: la S6 N=1 libre posee importantes parecidos con la teor{a
ECSK con fuentes, y la ecuacion de campo de la 56 MN=1 puede llevarse a

3 - ’ 3 I}
una forma particularmente parecida a la ecuacion unificada de ECSH.

El estudio de 1la Supergravedad clasica es, de por =i, relevante. A
pesar de la consistente descripcién clasica del fendmeno gravitatorio
por parte de la R.G. y de su correspondencia con los resul tados experi--
mentales, existen importantes problemas cuando se intenta su cuantifi-
cacion. Estos problemas se vuelven criticos en el caso de acoples de
materia, dado que aparecen divergencias adn  a primer orden en el
desarrollo en la constante de Flanck th (65). Precisamente, la Super-—
gravedad, teoria gravitatoria con un mejor comportamiento cuéntico,
finita en 1los primeros ordenes de i, no ha sido lo suficientemente
estudiada en su limite clasice. For otro lado, no existe ninguna prueba
uperimental de 1la existencia de una particula correspondiente al
gravitino (campo que conjuntamente con 1la metrica describe la gra-
vedad), dado que su scattering requiere de enormes Energ{as. Ecstos
hechos, en si mismos le dan interéds a una aproximacién clasica de la S6
M=1 con vistas a encontrar efectos de bajas energfas que puedan

. . . . - [4
distinguirla de otras teorias de la gravitacion.

Es en virtud de todos estos aspectos que hemos elegido estudiar la
Supergravedad, adaptando en lo posible todo el formalismo y tratando de
establecer algunas diferencias importantes entre esta teoria, la ECSK Y
R.G. La eventual dispersidn de la S6G N=1 de la mecanica de Newton
depende de las caracteristicas de las fuentes y, obviamente, de la
validez de la teoria. Creemos que dar predicciones para un compor-
tamiento no coincidente ya a este nivel, representa un aspecto im-
portante en el estudio del comportamiento clasico de una teor{a, cuyo

. 'd . . . 74
origen esta tan intimamente 1ligado con la fisica de particulas.



ESTRUCTURA DEL TRABAJO
El Trabajo esta dividido en cuatro Capitulos.

En el Capitulo I titulade "Geometria del Espacio-Tiempo con Torsidén" se
incorporan 1los elementos geométricos necesarios para el desarrollo de
los temas centrales de la Tesis. Si bien en algunos casos se trabaja
con conceptos gue son conocidos en el marco de la R.G., hemos coneide-
rado necesario detenernos un tanto en su andlisis coen el fin de
establecer las novedades e implicancias que trae consigo aparejadas la
incorporacion de la torsidn. Fara este capf{tulo hemos tomado algunos
elementos de un trabaio anterior (22).

En la seccidn 1.1. se estudia el formalismo holdnomo. Nos detenemos en
el andlisis del concepto de transporte paralelo (1.1.2.) y luego
introducimos la derivacion covariante (1.1.3.), y los tensores de la
torsion y curvatura (1.1.4.). En (1.1.5.) se define la métriga y el
tensor de no metricidad, se establecen los distintos espacios metricos
que pueden considerarse y se definen tensores que han de utilizarce
posteriormente en el trabajo. En (1.1.64) se establece la no coinciden-
cia entre curvas autoparalelas y geodésicas.

En la sequnda seccidn 1.2. introducimos sistemas de referencia
anholénomos; esto permite, replantear vy redefinir lo visto en la
primera seccion con vistas a su utilizacidn en el estudio del compor-
tamiento de materia espinorial. En 1.2.27. se estudia la derivada de
Lieu discutiendose en 1.2.3. un ejemplo para versores anholdnomos que
sera de utilidad, mas adelante, en la interpretacion geometrica de la
torsidn. En 1.2.4. se introducen las tétradas como sistemas de
referencia anholénomos, estableciendose el caracter del campo que ellas
producen vy el significado de sus orientaciones relativas. En 1.2.5.
incorporamos una nueva derivada covariante que opera sobre las
componentes anholonomas de los tensores.

La tercera seccién (1.3.) esta dedicada a dar un significado geométrico
a la torsidn. Fara ello resulta necesario establecer el significado de
las distintas derivadas covariantes de la tétrada, e incorporar el
ohjeto de - anholomia como aquel que mide su no conmutatividad (1.3.1).
En (1.3.2.) se da una interpretacidn gecmétrica de la magnitud.

El Capitulo II se titula "Teor{as Gravitatorias con Torsiodn" v esté

dividido en dos partees.

La Frimera Farte se titula "La Teoria ECSKE" y para su el aboracioh hemos
seguido, en muchos de sus puntos, el contenido de los artfculos (9) y
(10). En la seccicon 2.2. discutimos las caracteristicas del Frincipio
de Equivalencia en R.G. (2.2.1.) y en Us (2.2.2.). Alli vemos que es
necesario una redefinicidén de este principio que sea acorde con la
caracterizacion que se hace de la materia en la Teoria de Campos. El
"nuevo" P.E. da prescripciones sobre los lagrangianos de materia, pero
no sobre las trayectorias de particulas que componen {fuentes o
particulas de prueba, lo que traera aparejado dificultades en el
posterior tratamiento de este prohlema.

[ — . . ¢ . .
En la seccion 2.3. se estudian las simetrias propias de Ma asociadas
. . s 4 ~ o
con transformaciones globales del Grupo de Foincare (2.3Z.1.), las que
. . —_ .
conducen a conocidas leyes de conservacion (2.3.2.). Se discute las
razones por las gque la R.E. no es una teoria de gauge local.

Es asi que en la seccion 2.4. vemos que las simetrias frente al grupo
local de Foincaré deben ser, en su forma mds general, simetrias en un
espacio—~tiempo curvo vy con torsidn Uas (2.4.1.). Esto conduce a nuevas
leyes de conservacidn, las cuales sdlo en algunos limites coinciden con



aquellas de R.G. (2.4.2.). Las ecuaciones de campo de la Teorfa ECSkK
surgen de una particular eleccidn del lagrangiano de los campos de
gauge (2.4.3%.) y e®ellas nos muestran que la torsidn no constituye un
campo que se propague. Estas ecuaciones pueden llevarse a una forma
holonama, resul tando sumamente interesante su comparacion con la
correspondiente ecuacion de campo de R.G. (2.4.4.), y en general, de
ambas teorias en su conjunto. En este ultimo paragrafc xponemos gran

parte de 1las relaciones y ecuaciones que habran de dpsarrollarqe mas
adelante en el trabajo.

La Segunda Farte se titula "bLa Supergravedad N=1" y para su euposicién
hemos tomado muchos aspectos contenidos en (17) v (22). A lo largo de
su desarrollo 1nrorporamos lo que consideramos lo mis relevante de esta
teor{a en relacion con los objetivos de nuestro trabajo.

En la seccidn 2.5. discutimos el cardcter de las supersimetrias
globales 2.5. 1) y las 1locales (2.5.2.). En el primero de estos
pardgrafos se describen, con algo de detenimiento, las caracteristicas
que debe poseer el parémetro de la supersimetrf{a; mientras que en el
segundo estudiamos las sucesivas correcciones que deben operarse sobre
la accion, con el fin de mantener determinadas invariancias y esta-
blecer las supersimetrias para el graviton y el gravitino. En 2.5.3. se

presentan los conmutadores y anticonmutadores que dan lugar al super-

R ’ ’ . .

grupo de Foincare, grupo este que contiene 1las traslaciones, las
. . 4

rotaciones y las supersimetrias.

En la seccion 2.6. nos centramo en el estudio de la qupergravedwd N=1.
En 2.6.1. se establece cual debe ser la accidn de gauge y, luego de
estudiar sus variaciones respecto del graviton y del gravitino, se
obtienen, en 2.6.2., las ecuaciones de campo para la 86 N=1 libre. La
torsion aparece como una variable geometrica intimamente ligada con el
gravitino, vy su incorpcracién al espacio-tiempo trae apareijadas muchas
de las consecuencias discutidas en la Frimera Farte de este mismo
Capitulo.

En la seccion 2.7. se realiza un analicis de la incorporacién de campos
de materia no masivos a partir de multipletes conteniendo campos
escalares vy EQpinDrlalps, de forma tal de preservar la supersimetria
local. En la seccion 2.7.1. se introducen los campos auxiliares para el
caso mas sencillo de supersimetria global sin gravedad. Se discute la
clausura del quperalgehra de Foincare y las nuevas reglas de trans-—
formacioqea super=1metr1ca . Finalmente se expone un lagrangiano
supersimetrico del orden de la constante gravitatoria 6.

£l Capitulo III se titula "La Aproximacidn Fost-Newtoniana de la Teoria
ECSK". Es original y para su redaccidn hemos tenido en cuenta, en
muchos de sus puntos, nuestros trabajos (23) (24) (29) vy (26).

En la seccion 3.1. se estudian las caracteristicas de una AFN. En
F.1.1. ellas se discuten para el caso del sistema solar fijandose las
hipétesis mds relevantes d1rig1das a establecer cull debe ser la
xpansiébn de 1la metrica vy cudles los ordenes de magnxtud de las
derivadas parciales temporales y espaciales. Nuestro interés es el de
fundamentar la incorporacidn de determinadas h1potps1s en el caso de
trabajar con fuentes que producen torsidn. En 3.1.2. se establece el
movimiento gPDdESlFO para la materia escalar y para cuerpos exteriores
a las fuentes. Se hace una exhaustiva discusidn acerca del carécter de
los cuerpos de prueba y de las causas que hacen imposible establecer a
priori la forma de las trayectorias de partficulas dotadas de espip. En
F.1.Z72. se encuentra la ecuacion, de la geodesica, Fstablpriendose
entonces, que componentes de los simbolos de Christoffel y a que orden
son necesarions para la APN de una particula no relativista. En 3.1. 4.
se plantean 1las ecuaciones de campo orden a orden, cuya resolucion



permite establecer el valor de las diferentes incdognitas qeométricas.
Haciendo uso de determinada libertad ,para fijar un gauge recspecto de la
métrica, elegimos coordenadas arménicas, de manera de simplificar la
forma de las ecuaciones de campo. En 3.1.5. nos es posible determinar
la geodésica de una particula no relativista hasta cuarto orden en la
velocidad tipica del sistema, y en 3.1.6. hasta tercer orden para el
caso de una particula relativista. En 3.1.7. se establecen los diferen-
tes ordenes para 1la ley de conservacion del tensor energia-impulso
combhinado, para el caso mas general de materia dotada con esp{n.

En la seccidn 3.2. se realiza la AFN para el caso de un fluido ideal
con espin. Frimero se establecen las caracteristicas del modelo
(Z.2.1.) y luego se fijan condiciones y vinculos para diferentes
componentes del tensor energia-impulso metrico (3.2.2.). En Z.2.3. se
explicita la 1ley de conservacion a distintos ordenes, lo que permite
calcular lqs potenciales gravitatorios. 8e discute cdmo resolver el
problema mas complicado que corresponde a un fluido donde la tem-
peratura es una variable independiente, para lo cual hace falta, en
primer término, desarrollar la ley de conservacion hasta un orden mayor
con el objeto de obtener una nueva ecuacidn. En segundo término y con
el  fin 'de hallar todas las 1incognitas, debe desarrollarse una ley
termodinamica:

En la seccion 3Z.3. se exponen resultados relevantes de nuestra
aproximacion. En 3.3.1. se calculan densidades de fuentes con espin de
origen cuénticoy pudiéhdose establecer valores mas realistas para
estrellas neutronicas, que aquellas provistas por la literatura. En
Z.%7.2. se realiza un desarrollo multipolar y se estudia el caso de
fuentes con simetria esférica, llegandose a una solucidn que posee su
correspondiente en la de Schwarzschild de R.G. En el pardgrafo 3.3.3.
se establecen ordenes de magnitud para particulas de prueba cuando las
velocidades tipicas del sistema f{sico son del orden de aquellas de
nuestro sistema solar. En 3.3.4. se hallan soluczones para el caso de
fuentes con espines alineados y se establece que solo el potencial de

cuarto orden difiere en su forma, del correspondiente a R.G.

El Capitulo IV se titula: "Aprnximacidh Newtoniana de la Supergravedad
N=1". Es original vy en su redaccion se han tenido en cuenta aspectos
contenidos en nuestros trabajos (27) (28) (29) y (30),

En la seccion 4.1. realizamos la AN de la Supergravedad libre. En
primer lugar se diﬁcuten las caracteristicas de la torsicon en el marco
de esta teoria (4.1.1.) y lueqo se establecen las ecuaciones de campo
en este ordpn de aprox 1mac1nn, en su EYperan mas general (4.1.2.). La
nxpan51on de la metrica posee, en principio, caracter{sticas diferentes
a la considerada en la teoria ECSE.

En la seccion 4.2. se estudian las consecuenc:as experimentales de la
AN. En 4.2.1. se encuentra una solucion para el gravitino que es la que
mas se acerca a la simetr{a esferica. En esta deduccion se tiene en
cuenta los efectos del back-reaction en la ecuacion de FRarita-
Schwinger, 10 cual en nuestro caso posee analogias con la resolucion de
esta ecuacion en el plano. Se prueba que la solucidn hallada no es
trivial, lo que significa que no existe ninguna transformacidn super-
simétrica que nos conduzca a R.G. Los datos experimentales del corri-—
miento al rojo gravitatorio para diferentes fuentes estelares, nos
permite en 4.2.2. establecer cotas maximas para los 6rd9nes de magni tud
de una torsidn, cuyo origen es grav1t1n1co. Esto es adn posible sin
integrar la solucidn para la componente gnn de la mdtrica, debido a
que estamos en condiciones de establecer h1pates1s respecto de la

estructura de las fuentes incorporando condiciones de contorno alta-
mente razonables.



En la seccion 4.7%. se estudia el acople supersimétrico de materia con
vistas a determinar la forma que asumen las trayectorias de particulas
en la SG N=1. En el paridgrafo 4.3%.1. se realiza un desarrollo WEB de
los campos de materia de un multiplete de Wess—Zumino. Se hallan las
ecuaciones de campo y se encuentra su limite clésico; esto conduce a un
movimiento geoddésico para la materia escalar con masa. En 4.3.2. se
estudia el movimiento de particulas de espin 1/2, estableciéndose la
presencia de una fuerza debido al acople de los campos escalares con el
gravitino, lo que implica trayectorias no geod€sicas. Finalmente, en
4.7.3. se realiza una AN de estas trayectorias, lo gue resulta com-
patible con el lagrangiano que caracteriza al multiplete empleado para
hallar las ecuaciones de campo. Se fijan relaciones numeéricas entre los
campos, se discute la forma de darles masa y se indica la aplicacion de
los resultados al caso de campos no masivos.



CAPITULO I

GEOMETRIA DEL ESPACIO-TIEMPO CON TORSION

En este cap{tulo introduciremos algunos elementos de Geometria
Diferencial, fijaremos 1la notacion y estableceremos gran parte del

formalismo que servira de base para el desarrollo del +trabajo.

Hemos dividido el capitulo en tres secciones. En la primera y en la
. . o 4

segunda, trabajaremos en sistemas de referencia holdnomos y anholonomos
. . 4 . . I3 3 0]

respectivamente. En la tercera seccion discutiremos el significado

’ . ./
geometrico de la torsion.

1.1. SISTEMAS DE _REFERENCIA HOLONOMOS

1.1.1. Introduccion

Una base {%;(P{} en el punto P de un espacio tangente es holdnoma si Yy
’ . -» nd

solo si se anula el conmutador [ 34, g’] entre dos vectores cuales-

quiera que la companen (31). (n,V=1,2....n = dimension del espacio). A

tal conmutador se lo denomina derivada de Lie y se lo representa

—> ’ . N
d?_9 e, For 1o tanto los elementos de una base holonoma verifican:
€
A

afé» é;/ = [:éi~léi,:] = 0O

e (1.1)

4 . . . ’
En la seccion 1.2.2. se explicara esta notacion vy en 1.2.3% se dara una
. .0 . ’
interpretacion de esta derivada, tanto para el caso holonomo como para
[4
el anholonomo.
. L.
Si la condicion (1.1) se cumple entonces:
-
e = 2
M -
ax# (1.2)

’,
Se pasa a otra base holonoma en el punto, de acuerdo con:

e -3 X > X 2
o XM ox ™ XY ax M/ (1.3)

I .
Las bases holonomas, se denominan frecuentemente bases coordenadas (ver

/ . . 4
paragrafo 1.2.3.). Euxisten otras bases que se dicen anholonomas.



1.1.2. Transporte Faralelo

Sea un espacio euclideano tridimensional y transportemos paralelamente
un vector ¥V desde el punto P de coordenadas % , a un punto vecino @ de
coordenadas x+A %. S5i ;, (x+A %) es el vector resultante de esta
Dperacién, y teniendo en cuenta que en un espacio euclideano lo natural
es elegir el transportado paralelamente de un vector a aquel gue
mantiene las mismas componentes cartesianas, tenemos que:

V2 (x+ax) = Y*(x)

My V yeue=1,2,3 (1.4)

Lo cual es cierto si el sistema de coordenadas es cartesiano. Fero para
representar los puntos de un espacio euclideano también es posible
utilizar otro tipo de coordenadas. Si tomamos coordenadas curvilfneas,
entonces para el mismo vector -\—/: (+ax) tenemos (32):

V* (x+ax) = (R)AV VY (x)

/7 (1.5)
donde 1la matriz R de 3%3 corresponde a la rotacién necesaria para
orientar los vectores que componen la base en el punto x+t4x , de forma
tal que sus direcciones cdncidan con aquellos en el punto . El trans-—
porte paralelo puede ser infinitesimal, en consecuencia:

R-T = Ax” A
- (1.6)
donde I es la matriz unitaria. La matriz Qu-’ l1lamada matriz del campo
de gauge, es funcién del punto y depende del particular sistema de

coordenadas elegido. Fodemos escribir
N A 4
Vi(x+ax) = (T +Aax>A, )7, V()

= VA(x) -ax* %, x) Viix)

(1.7)

yrs
donde las AV,(x) son las componentes de la llamada conexion afin.

. N 7
Debido a que 1l1la forma funcional de les @‘ esta dada, en este caso,
. 4 .
exclusivamente por 1la elecclion del sistema de coordenadas a ser

4 - . s
empleado, los QP no nulos en cierta region del espacio no implican,



necesariamente, la existencia de un genuino campo de gauge en dicha
regiédn. De hecho en un espacio plano todos 1o QM se pueden anular en
todos los puntos tomando coordenadas cartesianas. Es por lo diche, que
un. campo de gauge genuino debe corresponder a un espacio no plano. Si
el espacio es no euclideano los Qﬂ deben ser determinados no sdlo en
relacion con el sistema de coordenadas empleado, sino tambien a partir
de una particular definicion de "paralelismo". Ello es debido al hecho
de que la natural definicion de paralelismo (entre vectores) se pierde
en wun tal espacio. En este caso no se puede tomar, en forma global, un
sistema de coordenadas cartesiano: en otras palabras, no existe una
transformacion (1.3) que para todos los puntos del espacio conduza a un
sistema cartesiano global (ver parégrafo 1.1.4.), y siempre
VA (x+ax) = VX0 -ax* T, ) v (x)
" (1.8)

En Relatividad se trabaja con puntos pertenecientes a un espacio
cuadridimensional llamado espacio—-tiempo. Toda vez que en las ex-
presiones relativistas nos refiramos a sistemas de coordenadas
curvilineas utilizraremos los indices holdnomos:

MaVaAaao = 0,1,2,73

o . ’ .
Denotaremos Sv“ a la wvariacion producida en las componentes de un
- ./
vector v al ser este transportado paralelamente. For extension de (1.8)

tenemos:

_ Vo
§ V¥ = VA, (xtax) - V¥ (x) = - AX I—‘V,\ V3 (x) (1.9)

1.1.3. Diferenciaciogn Covariante

En un espacio—-tiempo plano nos es posible trabajar globalmente con
coordenadas cartesianas (tal es el caso del espacio de Minkowski de la
Relatividad Especial). Las componentes cartesianas del diferencial de

-»> .
un  vector v son las componentes de un vector, mientras que las



. v
derivadas v/ 2uY forman un tensor.

Sin embargo cuando trabajamos en coordenadas curvilfneas, las dv* no
son las componentes de un vector y las 3v*/ 2:Y no son las componentes
de un tensor. Al pasar de unas coordenadas curvilineas a otras, en la
ley de transformacion para vectores
vA - axr v
Sx? (1.10)

los coeficientes 9 xM 7/ ¥u” dependen del punto. Fara obtener la
diferencial de un vector es necesario que los dos vectores que hay que
restar esten aplicados al mismo punto del espacio. O sea, debemos
transportar paralelamente uwuno de 1los dos vectores al punto infi-
n{tamente cercano en donde esta localizado el otro, hecho lo cual
determinaremos la diferencia de ambos. Cuando trabajamos con com--
ponentes cartesianas un vector transportado paralelamente conserva el
valor de sus componentes, lo qgue no sucede con sus componentes

. {
curvilineas.

For 1lo tanto definiremos la derivada covariante de la componente v* de

.i
. . !
un vector en la direccion del vector €, como:

V, VA AXM O SXM . VA (xax) - VH, (x+ox)
dxy JX” A/(J—90 Axl/
(1.11)
En CDnSE‘CL(E’\Cia:
V, v* = oxM YA
g Y ' ,—1")~ (1.12)

que se transforma como un tensor ante Cambios Generales de Coordenadas
(CGC) y por 1lo tanto adopta la miema forma en todos los sistemas de
coordenadas. For lo tanto la diferenciacién covariante implica tener en
cuenta no solo las variaciones punto a punto del campo vectorial, sino
también las variaciones de las componentes de los vectores al ser

transportados paralelamente. En general, tratandose de tensores,



tendremos:

v, =2, + [ #
v T % Y A
(1.13)
con {A% el generador del grupo de las rotaciones para la correspon-
diente representacidn del campo tensorial. Si el espacio—-tiempo es de
Minkowski, entonces resulta siempre posible obtener globalmente,
utilizando las coordenadas adecuadas:

v, VA oV

- (1.14)

De la exigencia de que VL v# sea un tensor, obtenemos la ley de

. .
transformacion de la conexion afin:

M = 2 2% 2xe [T - 2 2%, 2
e ax, dxh OF X 9Xe X, X

(1.1%5)
?
El segundo sumando nos muestra que la conexion afin no es un tensor.
. 3 4 . 4
Utilizando esta ley de transformacion se puede probar que la torsion,

definida por

S/“_V —_ - (F - r‘ = C)(VJ
(1.16)

es un tensor. (El simbolo L] define la parte antisimétrica).

Otro tensor importante, cuyas componentes se obtienen a partir de la

‘ [{ <
conexion afin y sus derivadas, es el tensor de curvatura:

o d g
R.,.7 = 2 E%PO

o §
T oo Fc/ué [_1

A Iv]A

(1.17)

Al ser las BMMAG- las componentes de un tensor, su dependencia de

muestra que en un ecspacio-tiempo plano todas ellas son nulas en todos



/ o .
los puntos. (Esto es asi1 porque en coordenadas cartesianas P = 0 en

todo el espacio).

Si se quiere transportar paralelamente un vector 7 desde un punto A a
otro B, se necesita conocer la curva ¥ alo largo de la cual se ha de
realizar el desplazamiento. El resultado final, en general, dependera
del camino. Es posible demostrar que la condicion necesaria y sufi-
ciente para que el pararalelismo gea independiente del camino es que

sea nulo el tensor de curvatura (33%). A un espacio—-tiempo que cumpla

con esto se lo denomina con Teleparalelismo.

Por otro lado si la torsidn es nula se cumple:
r-x _ I"\,\
MV V pr

. ! . . . ., !
En tal caso la conexion afin es simétrica. Siendo la torsion un tensor,

(1.18)

/
si (1.18) se satisface en algun sistema de coordenadas, se satisface en
todos. Un teorema prueba que para cada punto de un espacio—-tiempo de
. . / . : .
conexion afin simetrica, existe un sistema de coordenadas tal que todas
las componentes de r1 s anulan en dicho punto (33). For lo tanto si
en el punto Fs; se cumple (1.18), existe un sistema de coordenadas tal
e
que en el:

rﬂ'A

PV ©

P, (1.19)

. . ‘.
Este sistema de coordenadas se denomina geodesico, y al punto Fo, su
origen. En tal sistema, las derivadas covariantes tomadas en su origen,

coinciden con las derivadas ordinarias.

1.1.5. Espacio-Tiempo Con Metrica

Si en el espacio-tiempo definimos una distancia y, por lo tanto, por

- ] / I3 . .

integracion, la longitud de una curva cualquiera, obtenemos un espacio-
[

tiempo con metrica. La distancia ds elemental entre dos puntos se

define a partir de :



ds> = (é; Axﬂ), (5, dx“) = 4. A A 5
(1.20)

3 ' 0 . .
Las qu son simetricas y funciones de las coordenadas, siendo las

’ -
compaonentes del tensor metrico g.

Se define el tensor de no metricidad @ como aquel cuyas componentes

valen:

Q = —V/‘ v

MY N
(1.21)

Fartiendo de (1.21) nos es posible llegar a la siquiente identidad:

A £eo
P = 87 AT° (42 §e0 - §oz Sp" + 4 Gpeo)
(1.22

donde el tensor Zﬁ vale:

Alee - 8F 85 87+ 858585 - 8LS0 ST

Vua

(1.23)

Si ahora requerimos que todas las Qﬂyx sean nulas, lo que significa

que las componentes sean 'Y"covariantemente constantes'", estaremos

preservando las longitudes y los énqulos ante transportes paralelos (9)
!
Esto implica dar algun vinculo entre la metrica y 1la conexidn. BEajo

. . , !
estas condiciones la conexion afin vale:

F;v = {X f B k/ﬂf/l\

v (1.24)

donde
Ao - S S
K + S,

Y
(1.25)

es el llamado tensor de contorsién, el cual depende de la torsidn y de
A
s

ny
. . 4
segunda especie. De acuerdo con (1.22), exista o no torsion, ellos

la métrica. A los { } se los denomina simbolos de Christoffel de

dependen solo de la métrica y valen:



- 4 )\F ‘)31*17 _aa.;}) >9,.
w12 TS v S 2]

(1.26)
Resul tan simétricns y son las dnicas componentes de la conexidn afin en
el caso de que ella =ea totalmente simétrica. En consecuerncia para los
simbolos de Christoffel, en algdn sistema de coordenadas, se cumple
(1.19). Notemos que  de acuerdn con (1.24) y (1.28), existe una parte

. / 4
> . - . Y4
simetrica de la conexion aque tambien depende de 1a contorsion.

Diremos que un vector os covariante cuando su ley de transformac’

ante cambios generales de coordenadas es:

V.,

M
= X"y,
oX (1.27)

Contravariante si:

Vs x v
dx "

’
En un espacio-tiempo dotado de metrica, dado un vector cuyas com-

(1.:28)

ponentes  contravariantes son v, se pueden obtener sus componentes

covariantes comno sigue:
yL
v, =4,V ,
M (1.29)

Fara un tensor con componentes cnvariantes v contravariantes, como por

’
ejemplo @1 T *, me cumplira:
My

) A v
Tt dup 8 70T

4 . . .
donde las componentes contravariantes g#f del tensor metrico verifican

%,w 2)/4'0 = &f (1.731)

P4 — y
.A un espacio-tiempo con torsion y curvatura v 0 = 0 se lo llama de

Riemann - Cartan y lo denominamos Ua.
estamos en

.91 el espacio-tiempo posee tensor de curvatura nula,

presencia de un Ta (eapacio-tiempo con teleparalelismo).
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.51 el espacio-tiempo posee torsién nula, se trata de un V4 o espacio-
tiempo de Riemann. (La teoria de la Relatividad General de Einstein
(R.B.) se desarrolla en una geometr{ia de este tipo).
.51 el espacio-tiempo tiene torsion y curvatura nulas se llama de
Minkowski y se denomina M,.
Q=0
s Ta [74

g
Ua Ma

L;U'J SO R)p/% =

. 3 . . . 4 13
Finalmente definiremos el tensor de Ricci, el cual resulta ser la unica
L
contraccion del tensor de curvatura (9)
R Ry 2
3 Ay (1.32)
. . .

Este tensor es en general no simetrico, pero simetrico en Va,.

Definiremos tambien el tensor de Einstein:

6., = R, -4 4. R

El escalar R que figura en la definicion de QAV se denomina escalar de

{

(1.33)

curvatura o curvatura escalar y vale RAA

Los tensores de curvatura, de Riceci vy de Einstein y la curvatura
escalar son definidos en forma similar en Va. En Ua, la parte de
estos tensores v del escalar de curvatura dependendientes solo de los
s{mbolos de Christoffel, se denotan R#V;f ({}) ’ Rﬁy({}), QAJ(”) %
R({} ) respectivamente. Los tensores R#V({i) v qﬂ/({}) resultan

. [ N
simetricos.

1.1.6. Autoparalelas vy Bendesicas

Sea una curva del espacio-tiempo que denotamos por P(A) donde A es un
parémetro. Su  vector tangente 3 en el punto Pg = PA=X ) viene

dado por:



—~29.-

.6 = CiP = Aluw F)(*o'fle) - F>(Xc)
a—)\ '\:'\o AN - O AN

(1.34)
(Ver Figura 1.1.). Se puede representar al vector 3 como un operador
derivada direccional a lo largo de la curva (31):
G = a-. = ii
v A\ (1.35)
Fodemos escribir 1t como funcion de sus componentes y de los vectores de

-
una base correspondientes a un sistema de coordenadas é&lz éyéx}l

=2 -
U . M
= Ve (1.36)
Ademés, como Eﬂ_ representa a un sistema de referencia holénomo,
tenemos
AL
U,z U}La = f& = é@&. jé/k
- AN AN X (1.37)
por lo que
yra
u* - AX
AN (1.38)

Se define como autoparalela a aquella curva a lo largo de la cual un

vector es transportado paralelamente a si mismo, de acuerdo con la

conexion afin rﬂ:/ definida en la variedad. Tomando como base la

definicidn (1.3%) podemos, a su vez, definir el operador derivada

covariante a lo largo de la curva F(XA) que denotamos VG

Frecisamente VE1WF%0)) zlime'”-[T(P(ﬁ))tr.n,.p-w.- P(o> — T(P(O)ﬂ
-0

For lo tanto una autoparalela cumple:

-
VGU:_O
(1.39)
Escrita en componentes, esta Wltima ecuacion se expresa
2 A o 4
d)(}b+ rlvr ZQS & =0
AN AN AN
(1.40)

! A S . ! .
Vemos que solo la parte simetrica de la conexion afin, dependiente

| . !
tambien de la torsion



\

M o
” = { % + Q—‘S (va)

(Vo) Va
(1.41)

entra en la ecuacion de la autopararalela. (El simbolo ( ) define la

. .
parte simetrica).

Se definen como geodésicas a las lineas extremales de la longitud. For
lo tanto, la ecuacion diferencial de la geodésica gque pasa por los

puntos A y B puede ser derivada de la condicion:

S8 ds = Sf(g,*., Do dx? Ve _ o

(1.42)
con A un parémetro. Llamando
F - ( v 0Lk“'6£k?/)‘%l
= (dx A% AN (1.43)

Ax*_ M

2{1 = (1.44)
vemos que la condicién (1.42) implica que se cumplen las ecuaciones de
Euler:

A F - 2F o

A) Jx+ oX”* (1.45)
Esto nos lleva a la ecuacién diferencial que define las geudésicas en

Uag:

A2x y {/J— g_dj_)ﬁ.v Ax”
A va ) dx AN

Lol ./ .
que es identica a su expresion en Va4 ya que soclamente incluye los

(1.46)

simbolos de Christoffel. For lo tanto las gecdésicas no dependen de la
torsidn. Geodésicas y autoparalelas coincidiran si la torsion es total-

’
mente antisimetrica, esto es, si se cumple

< S

wy AT LuvA]

dado que entonces en (1.41) st = 1/2(8
(Vo Vo Ty



1.2. SISTEMAS DE REFERENCIA_ ANHOLONOMOS

1.2.1. Introduccion

Fara describir el espacio-tiempo podemos introducir bases ortonormales
. R ’

de vectores en cada punto como sistemas de referencias anholonomos.

Varias razones justifican el uso de estos sistemas de referencia en

’ . 4
teorias de la gravitacion.

En primer lugar si existe torsién, dado su caracter tensorial y debido
al hecho de que ella constituye toda la parte antisimétrica de la
conexién, no existe ningﬁn sistema de coordenadas holonomo donde la
conexidon afin se anule. Esto dificulta la incorporaciaﬁ de un Principio
de Equivalencia al modo de la Relatividad General, dado que el mismo se
inspira, bésicamente, en la posibilidad de tomar localmente un sistema
de coordenadas geodésicu en donde la conexion afin se anule (ver parég.
1.1.4.). La condicion para que ello sea posible es que la conexion sea
totalmente simétrica e implica que, localmente, es posible adoptar un
sistema de referencia holdnomo cartesiano en el que los transportes
paralelos no modifiquen 1las componentes de los tensores. En conse-
cuencia en un tal sistema, la fisica viene regida por las leyes de la
Relatividad Especial. (En el Cap{tulo 1] estudiaremos todo ésto con

mayor detenimiento).

En segundo lugar, los sistemas de referencia holonomos son adecuados
para describir el comportamiento de tensores; fundamentalmente en lo
que hace a la covariancia frente a cambios generales de coordenadas de
las ecuaciones que los incluyen. Un Frincipio de Equivalencia adecuado
permitir{a, en principio, establecer la forma de las leyes de la fisica
en un espacio-tiempo curvo, conocida la fisica en el espacio-tiempo
plano. El problema se plantea en términos de cdmo incorporar espinores
cuando se trabaja en un espacio-tiempo curvo, dado que los mismos no
son directamente ‘'sensibles" a cambios generales de coordenadas o, en

general, a transformaciones que se realicen sobre coordenadas ho-



1onomas. El comportamiento de los espinores es conocido en el marco de
la geometr{ia M., esto es, teniendo como "fondo" sistemas de re-
ferencia ortonormales. En consecuencia, toda vez que sea necesario
incorporar en el formalismo, campos de materia con caracteri{sticas
espinoriales e imponer simetr{as, deberd establecerse un nexo entre sus

. . 7 .
espacios de representacion y el espacio-tiempo.
s . ’
En tercer lugar, la incorporacion de sistemas de referencia anholonomos
sy ! . . . .
permitira deducir ecuaciones para el campo gravitatorio en el marco de

4
una teoria de gauge de la gravitacion.

1.2.2. Derivada de Lie

- . . . ’ . 3

Fara visualizar mejor el caracter que asume esta derivada y con el fin
» 4 - 4

de estudiar posteriormente su {ntima relacion con la torsion y con la

anholomia de sistemas de referencia, trabajaremos, por el momento, en

un espacio-tiempo plano.

. > —»
Sean dos campos vectoriales gque denotaremos por uwy v , y calculemos en

el punto Po 1la derivada de Lie del vector 3 respecto del vector'ﬁ v
definida como (31):
—> -2 >
L+V=L[U,V]= 33V-23,0
v

-
: v (1.47)

En la Figura 1.2. hemos dibujado los vectores.ﬁ(Poi Y v(PQ), y los
N
puntos F, (situado en el "extremo" del vector uw(Fg) ), y Fz (en
>
el "extremo" del vector v(Fg) ). Las curvas dibujadas representan

-> - .
aquellas a las cuales son tangentes los vectores u y v respectivamente.

-
Tomemos ahora 1los vectores v(Py) vy t(Fz). Hasta primer orden, la
derivada de Lie resulta ser el vector punteado que, en la Figura 1.3.,
va de Px a Fa. 0 sea, si los puntos en cuestion son infinitamente

‘
cercanos, se cumpllra como veremos:



EJ,\_/’J-L: i}:”(Po) + \7(P,4) - \7('90) - B(Pa.)

=LO®)-0(e)] + LV (Py-V ()]

(1.48)

En efecto, comparemos 3(P°) y G(Pz). El vector j(Pz) esta a-

plicado en un punto de aquella curva respecto de la cual 3(Pn) y
3(Pz) son tangentes (este WUltimo vector no se ha dibujado en la
Figura 1.3.). Utilizando la notacion del parégrafo 1.1.6., la variacidn
hasta primer orden de 3 regspecto de 1la curva a la cual el campo

-
representado por v es tangente podemos escribirla:

-2 - -
V(P )-u (P = 2> U
(%) (Po) v (1.49)
En una base holonoma ;’ j = con E? =9 Entonces tenemos
. L /‘. ] - /“ /“'— /“ -
> =
v = 33 = U a/u (1.50)
For lo tanto
-a
> -> _ D= (uMe ) - Vo (v*e.)
U (P) -V (R) = vivie.) - £y 77 (lsn
Desarrollando (1.51) y haciendo lo propio con qjjaobtenemos=
- - \/V aLy* é§> \/F)L)}t ébé?
u(?a,)"u(?o\ = ” /*} T —_
B)( o XY P
(1.52)
-~ - \/av,u. - Vi, M -
V(R) -V (R) = V72X e |+ U Vv*oe.
oX Fo sx” le, (1.53)
For lo tanto (1.48) queda
oo M v o M v 3
[UIV]: V,VU . - U)V\/ S (1.54)

. . . . . . . -
que es la derivada de Lie (1.47). (La coma indica derivacion ordinaria
g - /
y debemos recordar que las componentes de de u y v son holonomas). Como
. . . ‘., ’
el mismo razonamiento a primer orden es valido aun cuando los vectores

g . . ! loo
no ecsten sobre el mismo plano, la interpretacion geometrica de la



derivada de Lie en un espacio-tiempo curvo, es similar. En tal caso, el

extremo de cada vector '"no se encuentra" en la variedad.

1.2.3. Derivada de Lie Para Bases Anholénomas. Un Ejemplo

i - - 1
Fara cualquier par de elementos %u y €_ de una base holonoma se

verifica:
- G

[ ] = d 5 - 3,3, =o

’ /
Fara el caso de una base anholonoma sera, para por lo menos un par de

(1.55)

versores,

[ 22

A LA

e '6‘,,#0
donde diferenciamos con una tilde el {ndice anholdnomo del hol dnomo.

- -
Esta notacion se justifica cuando %ﬁ // %A .

Fara visualizar el hecho de que la derivada de Lie para el caso de

versores anholonomos no es nula, estudiaremos, en un espacio euclideano

de tres dimensiones, 1o que sucede en la superficie bidimensional de

una esfera. La esfera posee un radio a . Utilizaremos los vectores de
-

la base holonoma ey Y ;; referidos a las coordenadas esférlcas 6 y'¢

. - -
respectivamente. Recordando que g = e .e,, tenemos:
MY M

%6¢ =0 Jee = a* g¢¢ = a® Lo (1.57)

o)
Si tomamos ;g y E% de forma tal de que sean paralelos a gé \V 3;
_ ' 2
respectivamente, vy exigimos ortonormalidad, esto es ganan = 54 A
v Ay
tenemos:
> - e =
4 e = __’(_ (=4
E{é = 2 é?6> ) &
a Q Sew © (1.58a,b)
-
Calculemos [ g ’ ea]
Y - - M D v 2
[ €4 en] =2 A e¢) (eg) c,. -
) 9 XY A ewo
> (1.59)

-5%(./ ( 7:7 ge)/u (Cq )V € 1



Trabajando un poco llegamos a:

(€5 5]- - <t8° E3
a

(1.60)
’ . ¢ ‘. -

Veamos como puede interpretarse esto graficamente. En un punto Fgq

. . > -2 ¢ n "
dibujamos 1los vectores ey v eﬁ holonomos. Estos vectores "se salen" de
. : . P4

la variedad (en el pardgrafo anterior ya se discutio este hecho). Los
=2 . g . -

vectores 8y SON tangentes a los meridianos, mientras que los e

[

a los paralelos. Vemos en la Figura 1.4. que los meridianos no guardan

lo son

siempre la misma distancia entre si, contrariamente a lo que sucede
con los paralelos. Por ejemplo, a la altura de F; y P2 los meridia-

. z <
nos representados en la figura se encuentran mas cerca entre si que

cuando se encuentran a la altura de F, y Fx . Ademds se puede ver
qQue '_e’ (Fo)l < l_é (F’,)l vya que B (Ps)d © (Fy) Yy e = a sene BA
@ @ & PA
-» . ot g ,
con IE3’= 1 3 en cambio ’ga(Po)|=|q9(F2)\.
—
Veamos ahora qué sucede con eé y.gé . En la Figura 1.5. vemos que los

’ .
versores anholonomos, al ser unitarios, no logran "cerrar'" el

. ! :
"cuadrilatero”. 6S6i se va desde FPo a Fa a lo largo de una curva,

2

cuyo vector tangente es 5

y cierta longitud ai hasta el punto F=,
y de alli{ cierta longitud az hasta el punto F= a 1o largo de la

-> .
curva cuyo vector tangente es ea y No se llega al mismo punto si se

recorre, en cambin, una longitud an desde Fo a 1lo largo de la
-

curva cuyo vector tangente es e, y luego a, hasta un punto a lo
e

largo de 1la curva cuyo vector tangente es ga . Esto se ilustra en la

Figura 1.6. (En esta figura Fx y Px. parecerian coincidir, pero hay

que tener en cuenta que en realidad estamos representando en un plano,

la superficie de una esfera). La situacion aquf expuesta se puede
visualizar en la Figura 1.7. (idéntica a la Figura 1.4., pero sin los
versores) donde 1> 1,.

- -

Concluimos que las curvas a las cuales eé vy e. son tangentes se
e

<> -
suporponen a aquellas a las cuales son tangentes e¢ y e res-—

=]
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pectivamente; pero ambos tipos de curvas estan parametrizadas en forma

s . - . — e
distinta. Fodemos afirmar que las curvas a las cuales g Y € _son
4 3
tangentes, estan ‘'"coordinadas". No as{ las ‘“curvas anholdnomas".

-
Eé pueden ser utilizados como versores

de un sistema de coordenadas, si en nuestro ejemplo, el radio a es lo

-*
Notemos que localmente, e, vy
e

suficientemente grande o la zona considerada tiene una variacidﬁ de la
coordenada 6 lo suficientemente pequena (lo que implica tomar una
regién lo suficientemente reducida). Lo dicho esta {ntimamente ligado a
la posibilidad de tomar localmente sistemas de referencia inerciales,
adoptando, en particular, coordenadas cartesianas con una métrica

minkowskiana.

1.2.4. Tétradas Ortonormales Como Sistemas de Referencia Anholénomos

En este parégrafo definiremos el campo de tetradas (o vierbein) y una

nueva conexion.
Usaremns las primeras letras del alfabeto griego para indicar indices
anholdnomos: ud,P,B’...=0,1,2,3 s, utilizando el resto del alfabeto para

. . . ’ —
indicar indices holonomoslﬁ,u,k ce.=0,1,2,3,

i) Campos de tétrada Eijx): En cada punto del espacio—-tiempo

introducimos wuna base ortonormal de cuatro vectores que llamamos
tetrada:

P
e, (x) = el (x) 3,

(1.61)
donde e}; representa la componente contravariante u de un elemento de
la base ;; respecto de una base holdnaoma. Tambien definimos el dual

8+ e, “(x) dx*
= 4
€% (x) T X (1.62)

Fara estos vectores se cumple



(1.63)

0, lo que es equivalente:

Quv 7w €% = Vg

donde las ?;P son las componentes del tensor métrico de Minkowski

(1.64)

YOO:—:{- X/‘-d :‘5‘__3 Yd(b-_—o S oLF

¥
De la (1.64), vy teniendo en cuenta que Y Yﬁ = 5K , obtenemos
dﬁ ol

[+1
A X
e e =
o T g°< (1.65)

La distancia infinitesimal ds entre los puntos » y x+dx , viene dada

por:

ds = (7&{5 Ax* Axp )V~
(1.66)

siendo dx¥ = e % dux’*,
e

*

Si bien las QAM(H) dependen del sistema de coordenadas #*, el campo e,
-'

es totalmente independiente de é1. Tomemos por ejemplo un vector A con

ol 4
componentes A en una base anholonoma y notemos que

o< oL M '.4 o’
A - éi“- F\ - 6:/* /% (1.67)

donde x* y %** son dos sistemas de coordenadas distintos.

ii) _Orientacion relativa de las tetradas: FPara cada punto x €Uas ,
es posible construir respecto de cada direccidn dx4y, una tetrada
E;(H,dx) que definiremos como la paralela a Q‘(x+dx). (Ver Figura
1.8.). Esta notacién la hemos tomado de (34). Para ello se define un
transporte paralelo de la tétrada con respecto a una direccion holdnoma

’
,
M . Las componentes de la conexion gue llamaremos "conexion mixta" uti-

lizada en este transporte paralelo, se denotan r;4¢P‘ En consecuencia
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_ M
€ (xdx) = €, ,00 + [, V) ata dx
(1.68)
Esta conexion nos permite definir, entonces, una tetrada paralela a la

correspondiente al punto x+dx, en el punto De la condicidn
-3 - - >
(e/:ue/}b )(x,dx) = (eoc.e(&)(surdbg) :%'
/$ (1.69)

obtenemos

[ =o

M (oLfs) (1.70)
El paralelo a un vector, en principio, puede definirse en forma
arbitraria. En nuestra definicion de paralelismo hemos impuesto con-
servacidn de la norma (ecuac. (1.69) ), que es lo que se exige en
Relatividad Especial, en el correspondiente transporte paralelo en el

espacio de Minkowsk'

1.2.5. Derivadas Covariantes

/
Fara expresar las componentes anholonomas de un tensor en componentes
I . . . - -
holonomas vy viceversa, se utilizan las distintas componentes de la

tetrada y de su dual. Asi, por ejemplo, para un tensor de cuarto rango:

g

vVa ¥ _v ) - S\

M (1.74)
Fara vectores tenemos
d A AL ol
(1.75a,b)

. / 3 . . ’

Obtengamos 1la expresion de la derivada covariante en una direccion
rd

coordenada de un vector expresado en una base anholonoma. Sabemos que:

V, V4 2V, (e V™) = VU 4 €,%7, ™

1.76)

Ademés

V,eut = U, (€4, =2, (€7%) - l“‘f; (),

(1.77)



(1.78)

Entonces

V, VT o Vi (6/4 “)‘f En" V=, (e, v*)

(1.79)

Lo que implica que
ol ol
v, VT= 9V (1.80)
Resul tado que se podia haber obtenido sin més que pensar que v°‘, al no
poseer indices hold%omos, es un escalar para la base coordenada.
Fodemos extender este resultado vy afirmar que toda componente de un

/
tensor referida a una tetrada, se comporta como un escalar en la base

7
holonoma.

L ./ .
Definiremos a continuacion la derivada covariante con respecto a una

’ 7
direccion coordenada, respecto de las componentes anholonomas de un

vector:

D VT = e,V v

(1.81)
Como de acuerdo con (1.68) debe ser
vV 7 rS |
Vel = Lu e (xHrpxr) -2 &) _ P‘e"F
oL
- Ax? s o AXM -
(1.82)
y dado que tambiéh se cumple que
v v
v.er, = 2€« + ef,
a)(;« /AF (1.83)
obtenemos
X ol N P oy A
= 62 e [1 + 62 éZv/
r‘,uu/ v (s fpm (1.84)

y
Esta expresion relaciona ambas conexiones. Haciendo uso de (1.81) y

(1.84) tenemos que
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N vt 2>, Vi+T “ P

‘'

(1.85)
w _ OV
bv \/ —_— 4
X (1.86)

’ .
resultado este ultimo que expresa que respecto de esta derivacich
covariante, las componentes holdnomas de un vector (en general de un
tensor) se comportan como escalares. A su vez esta derivada covariante

aplicada a la tétrada vale

LBV é%u‘l = éy’ 6;4°< * [j<f>°L 63;4/5

(1.87)
Existe, a su vez, una relacion importante, que se verifica para
tensores de cualquier rango, y es la siquiente (10):
) NN A
ol . o
V» A V... eV /> M Aac... (1.89)

/
que nos da la prescripcion para pasar de una derivada covariante a

otra.

Digamos, finalmente, que tambien es posible definir esta derivada con

s (4
respecto a 7las direcciones de los versores anholonomos. El operador D,

gue la representa viene dado por

D, = X D,

(1.90)



-41 -

1.3, SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA TORSION

1.2.1. Relacidn entre la Torsion y las Derivadas Covariantes de las

Bases

/
FPara los vectores de una base holonoma, tenemos:

- -
[6. 8 ]=26 -35€& =o0

(1.91)
donde hemos tenido en cuenta que e, = 2 /ax™ . En consecuencia
(1.92)
Agrupando, obtenemos:
>
/*e‘/ vve/u - T ([—‘V/A— /—1/“¢>C/\=°2[z,.a€,\ (1.93)

Por 1o tanto

-

S
PN
Y7Q# Ezvj - :;;LV ez,x (1.94)
Esta uGltima relacion nos indica que la torsidn mide la no conmutativi-

. . /
dad de las derivadas covariantes de los vectores holonomos.

4
Tomando la parte antisimetrica de (1.84) obtenemos la torsion en

] ' L.
terminos de la tetrada y la conexion mixta:

o
:i*v> = 63%; ‘at;u.eavj t 63[3/"* éleB [—1 a

1pT (1.95)
Sabemos que
ol ol A o<
(1.96)
<3 L f1 A o
vVe/" = 9 Cu Y e" (1.96")

Restando miembro a miembra (1.96) y (1.96°) obtenemos

A
Vc,u.evJ“< = ‘9:}4 QVJGL‘ I_‘ eAOL

QuJJ 1.97)

Se define el objetoc de anholom{a como



4

—-Q-,u../"4 = 9[}& evJ

(1.98)
que mide la no conmutatividad de las tétradas. La conexion totalmente

anoholdnoma viene dada por:
B e*, [’
fo 4

pY = MRY (1.99)
Fuede probarse que (10):

_—QMPK +__()_P.‘0L -__CLK%—SMP‘—SBYOL +_S

YL B (4. 100)

F"‘PK:
con
¥ M v | 4
Qo' =’ e L,
(1.101)
Multiplicando ambos miembros de (1.97) por eﬁ* y agrupando, vemos que
¢ € > = e o
S,uv = C'x C/hev.j = eoﬂv’-’ﬁ ST (1.102)
Teniendo en cuenta (1.82) y que la derivada covariante de la métrica es
nulas
“ _ 7 el~) - Vet =Pt
V/*e" = ’“(3{“’ ) 8f" & “}—‘% e/s%,,,; (1.103)

llegando a

S

/*Vf = fi.(eb*éz“.“'é?Vf3 [140%3‘ e%/ :;4°"+<:;‘F,fi,dFZ)C3€x
= _Q../M,lo-f egﬁ,/ﬁ F,,J > ef . (1.104)

de donde

e?o,_ DE/* €_VJ°L - S

eald (1.105)

Resulta interesante comparar esta Ultima relacion con la (1.94).

[
For otro lado, si la torsion es nula entonces:

oL
D =0
L €3 (1.106)
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Y de acuerdo con (1.94), para los vectores de 1la base holdnoma

tendremos:

-
Ve €3 = 0O (1.107)

. ¢ . .
1.3.2. Interpretacion Geometrica de la Torsion

Nos es posible ahora dar una interpretacion geometrica de la torsion.

De (1.54) vemos qgue

[3 VT - (v‘;r O - U(jc—V“) é’(

(1.108)

e g1y)e 2y
+(Pf_veus o Mo vIve)e,
Por lo que
S = o - ce\ g3 prg
CovVI- (vl _of/.rvf)e(:gmeu v efu_m,

(Se ha tenido en cuenta la antisimetr{a de la torsidn). Notemos que en
el miembro izquierdo de (1.109) estdn restadas las derivadas covarian-

-
tes y 1las derivadas parciales de los vectores u y Vs por lo que el

L]

. . - >
mismo representa la diferencia entre los transportes paralelos de u vy v
a lo largo de las curvas reciprocas. En consecuencia, el significado de

./ . . -» -2

la torsion es el siguiente: sean en un punto los vectores u y v. Cada

vector es transportado paralelamente (empleando la conexidn), respecto

de la curva a la cual el otro es tangente. Se obtiene as{ un "paralelo-
- 4 . . ./

gramo" que no cierra. La torsion da cuenta de la magnitud vy direccion

-> .
del vector w que representa esta diferencia. For lo tanto:

M M cé |
W = So-e V="V (1.110)

Esto puede visualizarse con la ayuda de la Figura 1.9

Finalmente, en un espacio V,a:

[BVI- vV -VsU

v

y el '"paralelogramo" clausura.
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CAPITULO II

TEORIAS GRAVITATORIAS CON TORSION

.
En este capftulo expondremos las motivaciones como asi tambien las
. . . . ./
ideas principales, contenidas en teorias de la gravitacion donde los
resul tados fundamentales provienen de exigir a) invariancias frente al

- / . . ’ .
Grupo de Foincare o bien b) supersimetrias en el lagrangiano.

En la Frimera Farte estudiaremos la necesidad de incorporar potenciales
de gauge traslacionales y rotacionales, toda vez que se exijan trans-
formaciones de Foincare dependientes del punto. Una nueva variable
geométrica dinamica debe ser incorporada: l1la torsion. Su incorporacién
se justifica, a su vez, en la necesidad de dar cuenta de un mayor
nimero de grados de libertad en la materia, que aquellos considerados
en R.G. A su vez, la incorporacién de la torsidn trae aparejada la

necesidad de redefinir el Frincipio de Equivalencia.

En forma particular, estudiaremos la teor{a denominada de Einstein-
Cartan-Sciama-Kibble (ECSK). Lo que bdsicamente la distingue, es la
eleccion de un lagrangiano para los campos gravitatorios libres del
tipo de Hilbert-Einstein. Una de las dos ecuaciones de campo que se
obtienen indica que la torsidn no se propaga, lo que permite reunir en
una sola ecuacién, de la del tipo de Einstein, a todas las variables
del problema. La eliminacidn de la torsion en la ecuacion restante,
reemplazéndola por las componentes del tensor impulso angular intrin-
seco, hnos lleva a una ecuacidn combinada. Esto conduce a profundas

similitudes entre las teorias ECSK y R.G.

En la Segunda Parte introducimos las supersimetrfas y discutimos el
hecho de cdmo aquellas dependientes del punto, hacen necesaria la
existencia de gravedad. Desde muchos puntos de vista la Supergravedad

r . ’ . . .
N=1 aparece como la teoria supersimetrica mas sencilla debido, fun-
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damentalmente, al hecho de que incluye solo un gravitino, particula
supersimétrica del gravitdh. En este modelo la torsion aparece como
{ntimamente ligada al campo gravitinico. Las teor{as ECSK y la Super-
gravedad N=1 son similares en muchos aspectos, particularmente en
el caso de Supergravedad libre, lo que conduce a ciertas conse-

. 4 . . N
cuencias geometricas conceptualmente coincidentes.

PRIMERA PARTE: LA TEORIA ECSK

2.1. INTRODUCCION

Resulta interesante indagar en algunas de las suposiciones que realizo
Einstein para elaborar una teor{a de la gravitacién en el marco de una
geometr{a sin torsion. Establecido el cardcter curvo del espacio, una
de sus preocupaciones fundamentales consistid en determinar la forma de
la trayectoria de partfculas puntuales en un fondo geométrico no plano,

. . « 2 N .
exigiendo que la expresion de la misma fuera covariante.

En el espacio-tiempo plano de la R.E. las trayectorias de las parti-
culas libres son rectas. En el plano la recta posee la doble condicion
de ser, por un lado, la distancia mds corta entre dos puntos y, por el
otro, la de constituir una curva que, una vez parametrizada, puede
caracterizarse por medio vectores tangentes que resultan paralelos
entre si. Por otro lado, en R.E. no existe ninguna restriccion en
relacidn con el tipo de coordenadas a ser empleadas en sus ecuaciones,
siempre vy cuando las mismas posean un buen comportamiento en aquellas
regiones del espacio donde se pretenda utilizarlas, esto es, que no
existan singularidades. S{, en cambio, existe una restriccion para la
métrica, la cual debe corresponder a la de un espacio plano en todo los
puntos del espacio-tiempo: precisamente el tensor que la representa en

coordenadas cartesianas debe ser Q .

De acuerdo con 1lo ya discutido en 1.1.2., al utilizar coordenadas
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distintas a 1las cartesianas vy, debido al hecho de gque los versores
tangentes a las lineas coordenadas no son va paralelos entre si, en la
ecuacion de la recta deben incluirse las componentes de una conexidn
afin r’ que "corrija" en su expresidn el no paralelismo entre ver-
sores. La expresién de una recta considerada como una curva autopara-

lela conduce, de acuerdo con (1.40) a:

Exr o [ AT o
AN ver  gx JdX T

(2.1)
- / 3
donde A\ parametriza la curva. Esta ecuacion es covariante y la in-
A ’ . . !
clusion de 1la conexion responde exclusivamente .a una eleccion de un

sistema de coordenadas no cartesiano. Si estamos en un espacio-tiempo

de Minkowski, al vwpresarse la recta en coordenadas cartesianas, las
. /

componentes de dicha conexion son de hecho nulas. Esto se relaciona con

el comportamiento no tensorial de 1la conexion ( ver (1.15) ).

Al pasar a un espacio—-tiempo curvo, esto es, a un espacio donde 1a
curvatura es no nula, la utilizacion de coordenadas curvilineas se hace
necesaria toda vez que se pretenda presar en forma global las
ecuaciones de la f{sica. La eleccion de un conveniente sistema de
coordenadas depende del particular problema fisico. El Principio de
Equivalencia Debil (FED), basado en 1la equivalencia entre la masa
inercial y 1la gravitatoria, permite establecer que en cada punto del
espacio una particula de prueba no cargada y sometida sblo a fuerzas
gravitatorias, describe una travectoria independiente de su estructura
Yy composicién. En consecuencia, al escribir la expresién de la tra-
vectoria de un cuetrpo, las componentecs de la conexidn af{n estaran
representando wun verdadero campo: el campo gravitatorio; por lo que
todas ellas no podrén anul arse globalmente en forma simultanea. Sin
embargo, en el caso de que 1la conexién sea simétrica, esto si es
posible en forma local, adoptando, de acuerdo con (1.1%9), un con-

veniente sistema de referencia inercial en el punto. Frecisamente en



estos casos, las coordenadas curvil{neas indican la presencia de un
campo qgue curva el espacio y ya no una mera eleccion de coordenadas,
como lo seria en R.E. En consecuencia, la expresién para la trayectoria
sigue siendo (2.1), pero ahora las componentes de la conexion estan
indicando 1la presencia de un campo gravitatorio (un genuino campo de
gauge) que 5610 localmente es anulable. Esto, a su vez, se relaciona
con el Principio de Eguivalencia Fuerte (FEF), que establece que en
presencia de una campo gravitatorio, cualquier experimento realizado en
un sistema libremente gravitante es independiente de la velocidad de
aquel, como asi tambien del instante y lugar en que se lleve a cabo. EIl
FED esta contenido en el FEF, de forma tal que cuando estudiamos la
curva de partfculas libremente gravitantes en forma local, el campo

N
gravitatorio puede =zer anulado (todos los r;w =

0 ), y estas part{culas
describen rectas, independientemente de sus masas, tal cual sucede con

las particulas libres. (Todo esto se discutira con mayor detenimiento

en 2.2.1.)

Esta es fundamentalmente la razon por la cual Einstein adopté una
conexidn simetrica para describir el espacio—-tiempo curvo. Estd claro
entonces que en el esqguema por el empleado, 1los potenciales que
representan al campo gravitatorio no pueden estar asociados a las

componetdtes de un tensor y, por lo tanto, la parte antisimétrica de 1a
conexién, el tensor de 1la torsidn, debe anularse. For otro lado, de
acuerdo con 1lo visto en 1.1.5., la hipétesis de no metricidad nula, o
sea va; =0 4 v la no existencia de torsién, trae aparejado el hecho
de que existira una dGnica conexion compatible con la métrica cuyas
componentes son, precisamente, los simboleos de Christoffel de segunda
especie ( ver (1.22-3) vy (1.26) ). Como ésta es la conexion elegida
para la R.G. y teniendo en cuenta que estos simbolos, de acuerdo con su
definicién, dependen exclusivamente de la metrica y de sus derivadas,

] N / . . / . . s
en esta teoria existe una unica variable geometrica independiente: la

4 .
metrica.
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De acuerdo con las ecuaciones (1.40) y (1.46), que representan las
. ’ . .

expresiones para las autoparalelas y geodesicas recspectivamente,

observamos que en R.G. estas curvas coinciden. Einstein consideraba

. . 4

que, por medio de 1a coneu16n, no solo se podia llevar a una forma

covariante 1la trayectoria de particulas libremente gravitantes, sino,
.

tambien, toda la fisica de la R.E. Esto lo condujo a postular un

- k3 . ’ s 4
Frincipio de Equivalencia mas general.

Como primera conclusidn vemos que en el caso de que exista alguna razon
poderosa para establecer una teoria alternativa a R.G. que incluya una
conexion no simétrica, ella debera dar cuenta de la forma de las
trayectorias de las particulas de prueba por algﬁn medio que no sea el
FED. Y esto en virtud del hecho de que la extension de la nocidn de
recta de Mas a Ua no es aplicable, como si lo es, en cambio, para el
caso de Vas. For otro lado, teniendo en cuenta que la fisica conocida
es aquella de la R.E., sera necesario un Frincipio de Equivalencia que
de una prescripcién acerca de cdmo expresar las funciones de aquella

. « . !
teor{a, cuando se trabaja en un espacio-tiempo con torsion.

Fundamentalmente, la incorporacién de 1la parte antisimetrica en la
conexion agregaré una variable no dependiente de la métrica, indicando
este hecho que se esta trabajando con un numero mavor de grados de -
libertad geométricos. Si siguiendo el esp{ritu de la R.G., se formula
una teor{a donde la geometria y la materia se determinen m&tuamente, la
incorporacidn de la torsion como nueva variable geométrica debera traer
aparejada 1la xigtencia de fuentes para las cuales la materia posea

nuevos grados de libertad respecto de los considerados en R.G.

7 . «
Macroscopicamente, la masa de los cuerpos extendidos es consecuencia de
. 1 ‘ .
una suma (de una integracion); ello es asl, debido a que la masa posee

/ /
un caracter monopolar. For otro lado el espin, cuyo caracter es



dipolar, por 1lo qgeneral conduce, en su evaluacion macroscépica, a un
promedio nulo. Entre otras razones es esta importante distinciéﬁ entre
las caracteristicas masivas y ecspinoriales de la materia lo que conduce
al hecho de que R.G. posea un buen comportamiento clasico. En efecto,
en esta teor{q lo senalado se traduce en tomar como fuente de los
campos gravitatorios 1la parte de la materia asociada con las dis-
tribuciones de energia e impulso, como as{ tambien la debida a ciertos
campos, que como el electromagnéticn, dan como resultado una dis-

. . ! N ’
tribucion no nula a nivel macroscopico.

Sin embargo una argumentacién de importancia en favor de la incor-
poracién de la torsidn se puede presentar a partir del siguiente
analisis:

La materia puede ser descripta por campos de materia Y G y tal cual
se 1o hace en Teoria de Campos, cuyo comportamiento es bien conocido en
R.E. Estos campos "viven" en las tétradas g#‘(x) y se transforman
como tensores—-espinores con respecto al grupo de Puincaré, el cual
incluye traslaciones y rotaciones. Esta descripcidn de 1la materia
permite, en consecuencia, establecer su comportamiento espinorial.
Fero, a la vez, en esta teorfa, las nociones de trayectoria y de
particula (en el sentido clésico), pierden su sentido original. A
diferencia de 1la masa de una particula de prueba, que en R.G. es una
cantidad que surge de una integracién de una distribucion de energfia-
impulso xtendida a una regién del espacio, gl campo de materia es
claramente, tal cual afirma Hehl, un "objeto" mas localizado (10). El
pasaje a un espacio- tiempo con torsion y curvatura, hace que la co-
nexion tenga un significado, en principio, diferente a aguel de R.G., vy
solo en el 1limite macroscépico, donde, sin embargo, es posible que
queden '"residuos" de los efectos espinoriales, la nocion de trayectoria

recobra el sentido que posee en aquella teoria.

N . . L
Esta es una objecion de importancia que puede formularse a la eleccion



. . ; L
"a priori" de una conexion simetrica.

Finalmente digamos que como en R.G. la energfia y el impulso se acoplan
4 . . . . 7 ’

a la metrica del espacio-tiempo y su ley de conservacion esta asociada

a invariancias del lagrangiano de materia ante traslaciones, es de

esperar que el espin se acople a la parte rotacional del grupo de

. [
Foincare.

2.2. EL PRINCIFIO DE EQUIVALENCIA

2.2.1. El Frincipio de Equivalencia en R.G.

El Frincipio de Equivalencia Debil (PED) esta inspirado en el conocido
ejemplo del "ascensor de Einstein" y se basa en la equivalencia entre
las masas inercial y gravitatoria de los cuerpos.
Si un observador en un recinto cerrado, verifica que todo cuerpo libre
de fuerzas se mueve con movimiento rectil{neo uniforme (o permanece en
reposo), puede suponer dos cosas igualmente validas (35):
a) su sistema es libremente gravitante, o sea, el se encuentra en
el campo gravitatorio de, por ejemplo, una estrella, y en caida
libre.
b) su sistema es un sistema de referencia inercial (esto es, muy
alejado de toda distribucion de materia).
El PED se puede enunciar como sigue: "Si un cuerpo de prueba no cargado
esta situado en un evento inicial del espacio—-tiempo poseyendo una
determinada velocidad, entonces, su trayectoria sera independiente de
su composicién y de su estructura interna" (21). Se trata, en conse-
cuencia, de cuerpos elédctricamente neutros. Estos cuerpos deben ser lo
suficientemente pequenos como para hacer despreciables los efectos de

las inhomogeneidades de los campos exteriores.
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Esto lo podemos expresar matemdaticamente haciendo uso de leyes de
mecanica elemental. Supongamos una partfcula con masa inercial m,
moviéndose a velocidad no relativista y sometida a un campo gravita-
torio exterior en una regién del espacio lo suficientemente pequena
como para que el campo pueda ser representado por el valor constante g.
En algdn sistema de referencia inercial tendremos:
wdx = mg

dt* (2.2)
donde la aceleracion 3 es valida para todos los cuerpos, independiente-
mente de cudl sea la masa m. Hagamos la transformacion (no galileana)
(36):

[
X X-2 3t t=¢

<2 (2.3a,b)
que pasa al sistema no inercial (x',t"). En tal caso el efecto del
campo sera cancelado por una fuerza no inercial y la ecuacion de
movimiento sera:

m Q&ij?'::tg
ade* (2.4)

Con respecto a esta ley mecénica que describe el movimiento de la
particula, observadores 0 y @' no percibirén ninguna diferencia,
excepto por el hecho de que O afirmara que ve la accion de un campo
gravitatorio, mientras que 0O’ afirmaré que no "siente" tal campo. Las
ecuaciones (2.2) y (2.4) seran vélidas en la medida en que la velocidad
de la particula sea pequena. Esto implica un campo gravitatorio débil
de forma tal que la particula no -sea acelerada hacia velocidades

relativistas.

Veamos qué relacion tiene lo dicho con las trayectorias geodesicas. En
(2.1) podemos parametrizar las curvas x* utilizando el diferencial de
tiempo propio de la particula, d& , gue es un invariante, ya que viene

dado por:



de*=_d<2 = - 3 Ax*™ A x¥

(2.5
donde hemos tomado 1la velocidad de la luz igual a uno (c=1). Como la
partfcula es no relativista:

| A de
A% (2.6a,b)
, [‘1'\ A
En R.G., (2.1) representa una geodesicay esto es, = .
AV
}.u)
Entonces:
2,4 A 2
d3x + 4.4 ~ o A3 ~ 0
A+> oo Az™>
(2.7a,b)

A
Calcul ando {oos y teniendo en cuenta

que el campo es estacionario, lo

que 1implica que todas las derivadas de 9, respecto del tiempo son
nulas, obtenemos:
dx* 4+ 4 g~ °FPo A~ o
dé> = ox3 (2.8)
Dado que el campo gravitatorio es débil, nos es posible elegir un
sistema de coordenadas cuasi cartesiano donde la metrica valga:
<< 4
vV + l’\ “\ V'
3 ?’“" MY > (2.9)
Consecuentemente
A%+~ 4 2hoo
2L - — .
At - oX* (2.10)
Comparando este resultado con (2.2), podemos escribir:
L a
= oo =
L 8 8 (2.11)
>
Como g = —‘7¢, donde ¢'es es el campo gravitatorio, tenemos, entonces,
que
N L L4
(600 - i‘ ;255 55 3 = é;
(2.12a,b)
Tambien podemos interpretar que en (2.4) los simbolos de Christoffel



son todos nulos, por lo que este sistema libremente gravitante funciona
para el observador 0’, en relacion con el movimiento de los cuerpos,
como un sistema 1inercial. En consecuencia, 1l que en la mecanica
newtoniana representa un sistema no inercial en caida libre, corres-
ponde, en el l{mite newtoniano de R.G., a un sistema inercial donde se

cumplen las leyes de movimiento de Newton.

Calculemos el valor de 1la componente Roio? del tensor de curvatura.
Haciendo uso de su definicion (1.17) y eliminando 1las derivadas

temporales, obtenemos

. . a
R .3 _ o [l = 2%
°ro T o4 N xS
oo A
X X+ X (2.13)
Dado que existe por 1o menos una componente no nula, el espacio-tiempo
es curvo; esto es, las componentes de la conexion estan indicando la
presencia de un genuino campo de gauge. Esto nos indica que, si bien

nos es posible anular localmente los potenciales gravitatorios, no nos

es posible anular todas sus derivadas.

Localmente, la trayectoria de una particula libremente gravitante en
alg&n sistema en caida libre es aquella de la R.E. Teniendo en cuenta
ademés, que la inclusion de la conexion afin es lo que garantiza la
covariancia de las ecuaciones, toda wvezx que en ellas aparezcan
derivadas, es razonable postular el Frincipio de Equivalencia Fuerte
(FEF) : "En presencia de un campo gravitatorio arbitrario, en cualqguier
punto del espacio-tiempo, es posible elegir localmente un sistema
inercial de coordenadas de forma tal de que en una regidh lo sufi-
cientemente pequena en torno al punto en cuestién, las leyes de la
naturaleza toman 1a misma forma que en los sistemas de coordenadas no
acelerados en ausencia de gravedad" (346). (Hagamos notar gque muchos
autores, por razones que aquf{ no vamos a discutir, distinguen dos FEFs

uno incluyendo todas las leyes y otro, mas débil, que excluye las leyes



gravitacionales). La diferencia importante entre el FPED y el FEF, es
que este Ultimo se refiere a todas las leyes fisicas y no exclusiva-

mente a las leyes de movimiento de las particulas de prueba.

Se puede inferir del PEF un Principio General de Covariancia (PGC). El
mismo indica que las ecuaciones fisicas en los sistemas globales de
coordenadas deben cumplir las siquientes tres condiciones:
a) La ecuacidn se cumple en ausencia de gravedad; esto es, satisface
las leyes de R.E. cuando g = ? Yy {A & = 0.
3% MV o
b) La ecuacion es covariante; esto es, preserva su forma bajo una
transformacién general de coordenadas.
€) En relacion con la métrica, en la ecuacion solamente pueden aparecer
g}“/ y sus derivadas primeras.
La condicién c) es necesaria vya que, en general, existen muchas
ecuaciones covariantes que se reducen a la correaspondiente de R.E. en
ausencia de gravedad. Dado que el PGC se hace uso a una escala peqguena
comparada con la escala del campo gravitatorie, debemos esperar que,
luego de su aplicacién a las leyes de 1la R.E., las ecuaciones expre-
sadas en coordenadas generalizadas, contengén solo a qﬂv y sus
derivadas primeras (provenientes de derivadas parciales transformadas
en covariantes). Ecuaciones conteniendo derivadas mayores, no podréﬁ
provenir de la utilizacion de este principio. Haciendo uso del PGC no
es posible, por ejemplo, que en alguna ecuacion aparezca el tensor de

curvatura, el cual depende de las derivadas segundas de la metrica Yy no

es anulable localmente.

En consecuencia, la prescripcién para conocer las leyes en el espacio-
tiempo curvo es el acople minimo que consiste, para ecuaciones de hasta
primer orden, en tomar las leyes de R.E. escritas en coordenadas
cartesianas y realizar las sustituciones:

1 % >— v

(2.14a,b)



Schiff ha conjeturado que toda teoria de la gravedad autoconsistente y

completa que incluya el PED, necesariamente debe contener el FEF (21).

2.2.2. El Frincipio de Equivalencia en Us . El Acople Minimo

En R.G. el acople minimo se obtiene tomando las ecuaciones de R.E.
expresadas en un sistema de coordenadas inercial y haciendo las

sustituciones:

A M

—_— d. —> 9, T §§
Y"‘f* Q wr >t # MV ) oA (2.15)
Esto es, por medio de una conexion simétrica, que localmente puede
anularse. Este acople es sin duda restrictivo dado que debe entenderse

como referido a una clase particular de sistemas de referencia. Freci-

/ L
samente a los holonomos, cuya ley de transformacion:

(2.16)
debe ser integrable. Esto implica
M, = ax**
- (2.17)
>X ™

Los campos de materia que se comportan en R.E. como espinores frente al

Grupo de Lorentz, poseen indices espinoriales que se relacionan, de
/7 :

acuerdo con su representacion, con los indices de un sistema de

. ’ . ! ’ .
referencia, cuya unica condicion es que posea una metrica Zﬁ En otras

palabras, "viven" en tetradas (36). FPor lo tanto y siguiendo las ideas
expuestas en (37), digamos que a nivel de Teoria de Campos la res-—
triccion (2.17) no es necesaria, Yy nada impide que los sistemas de

i
referencia locales esten rotados independientemente unos de los otros.
. ’ .
Ahdra bien, un campo de tetradas no posee los vinculos de los sistemas
. ’ . .
de referencia holonomos de R.G., 1o que a su vez permite la existencia

’ . ’ .
de un mayor numero de grados de libertad geometricos.

PR (4 ’ 4 .
Ya en Ma nosotros podemos utilizar tetradas. Mas aun, nos es posible
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trivializar sus coeficientes, orientandolas paralelamente a las lineas

coordenadas del sistema global cartestiano:

e, * = 45°* e = 5)4
. M r f (2.18a,b)
En tal cama, aobtenomoams
ol
M 2P _o (2.19)

# ——

Veamos qué sucede en el espacio-tiempo curvo. En el marco de la Teor{a
de Campos, es posible enunciar un Frincipio de Equivalencia como sigue:
"Localmente las propiedades de 1la materia de R.E. en un sistema de
referencia no inercial, son indistinguibles de sus propiedades en el
correspondiente campo gravitatorio” (37). Esto esta {ntimamente ligado
a la posibilidad de anular la conexidn localmente. Observando (1.100),
notamos que es posible anular las componentes anholdnomas de la
conexién, sin que ello implique que la torsidn sea nula. La anulacion
en cada punto, obviamente, dependeré de la eleccion del campo de
tétradas. En efecto, tal cual 1o probado en (10), en Us es siempre

posible obtener en todo punto:

= | % cCcot oLh 3 5y
>
e, ()( = X ) = CS r1 Fl(x'=)<o ) =0
- o gt M N
(2.20a,b)
donde % significa nvalido para un sistema de coordenadas adecuado y

tétradas espec{ficas". Esto nos indica que el espacio-tiempo, es en
este sentido, localmente minkowskiano, y que a pesar de la existencia
de torsién, las componentes de la conexion referida a las tétradas son
anulables en cada punto, con tal de tomar un campo de tétradas con-

veniente.

La existencia en Ua de las igualdades (2.20a,b), nos permite escribir
el lagrangiano correspondiente a los campos de materia por medio de un

[] . . . ’
acople minimo. Las sustituciones seri1an:
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(2.21a,b)
Lo que es posible dado que las (2.20a,b) se cumplen en todos los puntos
para una adecuada tétrada. 0O sea, el lagrangiano debe tener la pro-
piedad:

L = oL (¥, 0, € TL7F)E (4 2¢)

/
(2.22)

donde L corresponde al lagrangiano de la R.E. (Notemos que las deri-

vadas de gud Y r;dF no aparecen). Como vemos, (2.22) se constituye en

un genuino PEF dado que de L obtendremos toda la fisica en forma
“
. For 1o
vy T,

tanto, en el contexto de Us,, puede adoptarse un Principio de Equi-

covariante é‘partir del empleo de los potenciales ;;
valencia referido no a "objetos" directamente observables (como la masa
de 1los cuerpos) v que "viven" en los entornos de los or{genes de
sistemas de coordenadas, sino a campos asociados a las tétradas. La
igualdad (2.22) - basada a su vez en la existencia de las (2.20a,b) -
se restringe a puntos. FPrecisamente, a aquellos puntos en donde las
tétradas han sido aplicadas vy en donde los campos de materia estan
aplicados. En estas tetradas las componentes de la métrica son
minkowskianas, y sus orientaciones relativas son, en principio, ar-
bitrarias; no hallandose restringidas como s{ lo estdn entre sf las
orientaciones de 1os sistemas de coordenadas inerciales empleados en
R.G. A su vez, 1la conexion mixta puede ser anulada y no obstante 1la
torsion permanecer no nula. Todo esto estad en total acuerdo con lo ya
senalado acerca de los grados de libertad que poseen tanto las tétradas
como la conexidn. En K.G., en cambio, los sistemas libremente gravi-
tantes son considerados sistemas de coordenadas y la anulacidn de la
conexion se supone, de hecho, en una localidad de forma tal de per-
mitir, por ejemplo, dar cuenta del movimiento de particulas que poseen
una masa, cuyo valor se obtiene por integracién en el espacio. Clara-
mente, tambien es posible emplear tétradas en R.G., pero la imposiciéﬁ

de que 1la conexidn sea simétrica le quita grados de libertad a la
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geometria, y como veremos, tambien a la materia.

Forr otro 1lado, si bien 1os potenciales gravitatorios (tétrada Yy
conexion) son localmente medibles, no 1o son ni la curvatura ni la
torsién, dado que ellas incluyen sus derivadas (esto se vera claramente
mas adelante, a traves de las relaciones (2.67) y (2.68), las que

muestran explicitamente 1la dependencia de estos tensores respecto de

las derivadas de la tétrada y la conexidn). En emte sentido, al cardc-

ter riemanniano ©o no riemanniano del espacio—-tiempo, no puede ser

"descubierto" localmente (10).

El hecho de que solo se haya enfocado la atencion hacia sistemas
holénomos, ha hecho pensar por mucho tiempo que una geometr{a con
torsién era incompatible con el Principio de Equivalencia. Sin embargo
la Teoria de Campos, que permite incorporar campos de materia asociados
con las tétradas, también permite esta redefinicion del FEF, necesaria

para la formulacidn de una teor{a de gauvge de 1la gravitacién.

Resulta interesante observar qué sucede en Ta y en Va con los
potenciales de gauge. En Ta tenemos:
ot LB x ot ¥ o

v =0 v = e (2.23)

Si tenemos presente (1.84), que nos da la expresid% de la conexion como
’ r’ i ‘. )
funcion de [ , ’ 9/4* y sus derivadas, vemos que la unica variable

gravitatoria independiente es 1la tétrada. For otro lado, en Va:

I

S,U.VOL O Fapb’:'—Q"LF“”"—Qan‘—Q YR

R}LV@LF: 92' a/‘g —(LVQLP +... (2.248)

Teniendo en cuenta (1.98), reconocemos el hecho bien sabido de que en
una geometr{a riemanniana la Unica variable gravitatoria independiente

! - . . !
es la tetrada. En consecuencia, tanto en T4 como en Va, la conexion



es una variable dependiente. Dado que las componentes de la t:cmtalxit:;nr:u.,al,3
se relacionan con grados de libertad de la materia - mas concretamente,
y tal cueal se vera en la seccion 2.%.4 con su parte rotacional -,
notamos, entonces, gque existen coincidencias fisicas importantes cuando
se trabaja en un espacio-tiempo sin curvatura y con torsién, O en uno
gque posea torsion nula y curvatura no nula. En este sentido, solo en un
espacio—-tiempo U, y donde aun existiendo torsioh nos es posible
definir un Frincipio de Equivalencia, puede formularse una teoria
gravitatoria que de cuenta de todos los grados de libertad que posee la

materia espinorial.

Fara ejemplificar las implicancias del acople m{nimo utilizando una
4 ,
conexion que posea torsion, escribamos en forma covariante y referida a

4 ./ .
las tetradas, la ecuacion de Dirac:

(3D, +4im ) ¥ (x) =0

(2.29)
donde 1las U’ corresponden a las matrices de Dirac,fi = 1 y el operador
D viene dado por (1.90), valiendo:

i1 ¥
seH (o + LR )
by = o - * BY (2.26)

La ecuacion (2.25) proviene, precisamente, de un lagrangiano de materia
minimamente acoplado. De acuerdo con (2.20a,b), en las tétradas
inerciales, esta ecuacidn se puede escribir como
(8" ELL + AWM ) ¥ -0
(2.27)
que es la ecuacion de Dirac libre ordinaria. For lo tanto, ella misma
puede ser extendida, minimamente, a un espacio—-tiempo donde el operador

D, dependa de la torsion.



2.3. SIMETRIAS EN Mas

- - ’
2.3.1. Transformaciones de Foincare en Ma

En Teoria de Campos la materia estd asociada a "campos de materia'.
Estos campos poseen infinitos grados de libertad y la dindmica de un
sistema esta descripta por ecuaciones que relacionan entre si los
valores del campo en los distintos puntos. Al requerirse macrocausali-
dad la determinacicon del campo y de su derivada en un instante dado
determina al campo en todos los puntos y en todos los instantes pos-—
teriores (38). En consecuencia, las ecuaciones de campo deben ser
ecuaciones diferenciales. A su vez, la existencia de ciertas simetrias
conducen a restricciones en la forma de estas ecuaciones y a leyes de

'
conservaclion.

En el esgspacio-tiempo plano la simetr{a fundamental es la invariancia
frente al grupo de Poincare. Consideremos, en primer lugar, una
transformacién global infinitesimal de las coordenadas cartesianas en
el espacio de Minkowski:
' -0 o
M M M MY
X" — X = X+ w, X" +&e M
(2.28)

o 4 o# ,
donde U)F,, ="‘OE);VJ Y E son los &6 y 4 parametros infinitesimales
constantes de las rotaciones y de las traslaciones, respectivamente. La
transformacién (2.28) puede ser entendida como una traslacién seguida

de una rotacién. El campo de materia transformado y visto en %’ debe

ser el mismo campo sin transformar en x:
(—)' &>
‘“\‘)(K') = \‘P(K)

Las componentes del campo de materia W (%) respecto de la base coor-

-3
denada e, qQue es, en nuestro caso, ortonormal, se transforma de

acuerdo con:

Vix) —s ¥ix) = (A+ D070 ¥in

(2.30)

donde las cantidades f =

av L pev3 son l1os generadores del qgrupo de
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Lorentz asociados al campo Y . En todos 1los casos omitiremos los

{ndices espinoriales y tensoriales.

Sabemos que la {fi{sica, localmente es la de la R.E., lo que supone
metricas minkowskianas en todo el espacio-tiempo. La orientacidn
relativa de los sistemas que poseen estas métricas son en principio ar-
bitrarias, dado que 1o que realmente se observa son invariancias

’
locales de Foincare.

Supongamos, entonces, qgque realizamos una transformacid% de las coor-
denadas con parémetros infinitesimales, ahora, dependientes del punto:
X s X4 = XM+ W, ) X+ EH (k)
(2.31)
Sin embargo, ahora podemos entender (2.31) como una transformacion con
solo 4 paréﬁetrosIindependientes E}%x), que absorven en si mismos los

a~
parametros (Lil(x) y E (1)

EX (x) = W, *x) x¥ + &€*(x)

con

-a_)i,u. = 5)*4' o€

4
4 %
oX X (2.33)
pa ’
En este caso U%,(x)x"estarfa representando una parte de la traslacion

total E# (x). La definicion (2.32) nos permite redefinir EMG0 y

entonces pensar a

Xy XM o XM EM (X))

como un cambio general de coordenadas (CGC). Esto no implica un
inconveniente desde el punto de vista matematico. Sin embargo, si lo
que se pretende al desarrollar una teoria f{sica es que ella posea
ecuaciones invariantes ante transformaciones de gauge locales, y se
supone la existencia de magnitudes fisicas que, asociadas a las

traslaciones y rotaciones, sean independientes entre si, entonces las



rotaciones UJ no deben reducirse a traslaciones. En particular, los
fermiones poseen una representacién espinorial del grupo de Lorent:z,
mientras que los CGC no la poseen. En consecuencia, si han de incluirse
los efectos de los espinores, y ha de suponerse que existe un impulso
angul ar intrinseco o espin no reductible a un impulsoc asociado a las

traslaciones, W ) debe poseer un status independiente de & .

Nos es posible erigir en cada punto del espacio-tiempo un campo de
tetradas respecto de las cuales se realicen todas las mediciones de las

—
s, las bases e de

componentes de 1os campos. Como trabajamos en Ma .

{
las tetradas y las correspondientes a las bases cartesianas del sistema

glabal ;:u pueden tomarse paralelas. En tal caso tenemos:

S - 5 e En - S EH

o = Yot Sm > = Opm (2.35a,b)
Definiremos 1la P—transformacién del campa Y (%) en x, como aquella
transformacion activa consistente en: 1) llevar paralelamente el
campo evaluado en wM - g al punto My 2) aplicarle una
transformacion en x M que sea la asociada a una rotacion W en la

/7
tetrada situada en x*

Trabajaremos primero con P-transformaciones globales. Tenemobs en primer
./ % é’ﬂ
lugar una traslacion con parametro :

v (" er) ’)\f"' = ¥(x*) - S Y (&) (2.36)

. ! . N
(La transformacion activa (2.36) tiene su correlato en la

transformacion pasiva que se denota ‘P’(xﬂ) (Z8):
/! s ‘
kf/ (x -5)‘),)(# = V¥ (XA)

donde %"(x“) debe entenderse como el valor del campo sin trasladar en
el punto %#* en un sistema trasladado -€* . En otras palabras, la
notacion ¥ (2*) tiene sentido en el caso en que se traslada el sistema

de coordenadas y se deja el campo fijo al espacio).
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Aplicando una rotacion con parametro W a (2.36), obtenemos:

PP(x) = (4 +0*P fpu €40 - D X8 ) Yo

ooL o-L
donde ahora & , W (o y las componentes tensoriales de Y (x) estan

M
referidas a la tétrada, v Qz = &4 %u s Corresponden a las (2.35a,b).

Los generadores fup y %1 cumplen las relaciones de conmutacidn del

grupo de Poincaré (Z9):

L f*,qb, stj = Y&cocf(us - gécecf/n ¥

(2.38)
Eh‘!’/ bb'j = va b{3-7 (2.39)
[a.,L, stj: O (2. 20)

Dado que en el espacio de Minkowski las tetradas 3; se toman todas
paralelas, los generadores g de las traslaciones no producen ninguna
rotacion de los ¥ . Lo gue se ha ganado con (2.37) es que los generado-
res O Yy f sean independientes entre si, esto es, no reductibles unos

’
a otros; hecho que vendra asociado con nuevos grados de libertad en la

materia. En 2.4.1. analizaremos el caso de las transformaciones de

/
Poincare locales.

2aFeRe uu-_.ﬁln._mnnn-cuuén_nn_m»

El lagrangiano de la R.E. puede ser escrito como

LGk a%) = L 8L, Np, 0% )

(2.41)
Obviamente, excepto por 1los campos de materia, todas las demds mag-
nitudes son invariantes ante P-transformaciones. Dado que la dis-

. 4 R .
tribucion de los campos, luego de producirse las F—-transformaciones,
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debe ser equivalente en sus propiedades fisicas a la distribucion
original, 1la accion W debe permanecer invariante ante FP-transforma-
ciones. Esto significa que, luego de trasladar y rotar los campos de
materia que conforman el lagrangiano L, vy hacer lo propio con los
elementos de volumen, la integracién de L en todo el espacio—tiempo

4
debe coincidir con 1la integracion original. Esto lo expresamos de la

siguiente manera:

3\[1: FDuU - \MJZ:C):J[ L~ (F\P a}~f>%b d X \[Z_(%Jéka{hﬂq
P

(2.42
donde FJL es el volumen N F-transformado. Implementando lo postulado

en (2.42), en cada elemento d“x , obtenemos:

az_
SRR RNy

JORY
+ (E*+ DOy*8) X“) 5:: I A

(2.43)
Exigiremos que 4) satisfaga las ecuaciones de campo:
é_.L: oL - é/- oL = O
S¢ ¥ 3(3,-)
(2.44)

For 1o tanto el primer paréhtesis de (2.432) se anula. Como el inte-
grando debe ser nulo independientemente del punto, y teniendo en cuenta

que 5%’= PY -y , Oobtenemos:

. p
D _2L £xy,p - L WeTS XTIy W
2 (55 OF fou ¥ . 2V sne f ~

yE=SA L tuWp 8P x5 L) o

At

Esta Ultima relacion puede escribirse como:
- Y, ok 3, )W
[.( aakﬂj FPA- SP )(V45¢ [~ + SF,lekab/&P ol ) ‘]

A3 3, ¥)EX
-a}"[(éa{uL‘ :;};JP \P) ..]

(2.46)
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Se definen las corrientes canonicas de impulso angular y de energia-

impulso respectivamente, como sigue:

Cupt =z - 2= fep

29 N (2.47)
M oL >, WP
A - = -3
Zoz. = 5"’- L aa#Y/ (2.48)

Teniendo en cuenta que las derivadas %“, de los coeficientes de los
{ Dy £ - i
parametros constantes w y £ deben anularse en forma independiente,
’,
llegamos a la siquiente ley de conservacion para 2: (correspondiente a
. 4 o
la traslacion £ ):
2. %
(2.49)
/ - - I Y o 3 ’ .
Dado el caracter antisimetrico de W la derivada %L del termino que
le corresponde en (2.46) puede escribirse:

L2 p,u O f ] -3 [x, (856705 L -

v L ) “ﬂ] -5
(2.50)
cp 3. Y
Teniendo en cuenta las definiciones (2.47) y (2.48), llegamos a la otra
ley de conservacion

ubup” = S oupa

(2.51)

donde

i M ] 5 o&
Z[.,LPD - 5/,., ()(y écﬁ Z.LJ ) = e/,. 7r cp <] 5o
De (2.51) se desprende que la parte antisimetrica del tensor asociado
al pargmetro traslacional é , s la divergencia del tensor asociado con
el parémetro rotacional JJ. Es importante senalar el hecho de que si
4’(x) es un campo escalar,; entonces €1 resulta insensible a las

. . ¥_ .
rotaciones , dado que para este caso = 0 , obteniendose ¢ = 0

0 <

. 4 . . /
el tensor energfa—lmpulso es simetrico. Esto esta de acuerdo con la

posibilidad de simetrizar el tensor energia-impulsc en R.E. (40).



2.4, SIMETRIAS EN Ua

4
2.4.1. Jransformaciones locales de Foincare

Supongamos ahora que los parémetros de las traslaciones y de las rota-—

ciones dependen del punto: £4 = 8’7x> Yy “JdP= U)dP(x) . En tal caso

Ou £ 20

(2.53)
B}Lu)"‘(b + O (2.54)
Los campos se transforman de acuerdo con
(x) ap £¥2) ¢
Y — Py()= (41+wW 7£paL+ Oy R

. . ./ /
La variacion SUJ de la accion valdra

W= [ [(e*-wp* 81)F "+ (3w ) 200" T i

(2.56)
donde & yz_ estan dados por (2.47) y (2.48), respectivamente. Clara-
mente, bajo estas condiciones una P—transfcrmacién,que dependa del
punto no darda como resultado una nueva distribucio% de los campos de
materia que resulte equivalente a 1la distribucion original. Para
obtener invariancia de Poincaré, debemos introducir en el lagrangiano 2
campos de gauge de forma tal de compensar los terminos de (2.56) Yy

lograr asi que Sw = 0 .

Lt o¢) — L (F W, Fﬂdﬁ/e/nd)

En consecuencia, acoplamos los 4 potenciales de gauge traslacionales

Lol
e/““' () vy los 6 potenciales de gauge rotacionales F}:‘/) =[;[ PI (ver

(1.70) ), tal que sus respectivas P-transformaciones anulen los ter-

minos sohrantes de SWJ. En consecuencia

5L _ dp M
fex e =TS
/A 4 (2.57)

con



(2.358)

For otro lado

oL  _ 2f

LYV Z.p
S or

(2.59)
con
oL L
PO = §1,P = - 5w
(2.60)
Esto garantizar{a que en (2.56) fuese Sw = 0 . Sin embargo, las leyes

(2.49) vy (2.51) vya no seran vélidas, dado que ellas han sido obtenidas
suponiendo &£ vy W constantes. En consecuencia, las verdaderas defini-
ciones de los tensores energ{a-impulsoc e impulso angular (y sus corres-

. 4 ’ . . ¢
pondientes leyes de conservacion) no seran las mismas que las recien

consideradas para (2.56).

Fara ver por qué no resulta suficiente incorporar los campos de
gauge, veamos qué sucede cuando aplicamos una F-transformacion al
producto ecscalar entre ) Y’ y un campo vectorial infinitesimal i’(w)=
‘ M
5% o . 4
ot i :2) (?). Si se trata de una transformacion global de gauge,
obtenemos 1la condicidn "rigida” de conservacion del producto escalarsy
/u.
M = (?D 41) cB é (f)%/)
P(@ b/,.‘/’) 5 < T (2.61)
lo que nos indica que es equivalente comparar las 2 magnitudes y luego
F-transformar el resultado, a comparar las magnitudes ya P-transforma-
das. Sin embargo, si la transformacion P depende del punto, teniendo en
cuenta (2.58) y (2.60), tendremos:
Y
3 F) (57 +se’u)( "o ) (P
P(s ou\t) =~ (P? (5,4 roe’y)(ut 5]1‘ U(/:.sz)FLP
lo gque implica que la equivalencia y la "rigidez" han sido perdidas.
Esto sugiere que, en realidad, deben hacerse las sustituciones

(2.21a,b)



ot ot
—_— —_— = é
5}4 > 6/4 (x) O s b,u o T r‘/a DL{}(K)
que definen el acople minimo. En consecuencia, la FP-transformacion de
un campo de materia deberé escribirse:

o ol

Pv(x)= (4+W P‘((‘o’- - €% Dy ) W (<) (2.63)

Las reglas de conmutacidn entre los generadores del nuevo grupo estén
deducidas en (10) y valen:

E#ﬂt’l, D" .] = YZ&'C-I. DP;

(2. 64)

[ W(dp, ](xéj = Ylffot FpJS - yg[,z F/sg g (2.65)

S
[D,L, ’5‘3] = - ELPKDK L Ecrév ;50’ (2.66)

donde

¥ ¥
F;4y' =X (’3L;H.62V;,K 1"_2/L0L]’62,¢j FS?LfJ).: L DC/‘C?VJ

(2.67)

o S
PP =2 (dcn M2+ T KFVJP y*ﬁ)

M (2.68)

/ : 's .22} -
Veamos a que corresponden los campos de gauge ﬁﬁw Yy ﬁuw . Com

parando (2.67) con (1.105) vemos que F ¥ representa la tcrsidh,
AV

salvo por un factor 1/2:
A A ol
S = few F/-u.v
L (2.69)
For otro lado, comparando (2.68) con (1.17) vemos que las ﬁuwuz- no
son otra cosa que las componentes del tensor de curvatura. El valor del

conmutador (2.66) nos indica que las traslaciones no conmutan entre sijg

esto es, conforman un grupo no abeliano.

A partir de las sustituciones propias del acople minimo, vemos que

(2.62) debera escribirse



PSD,p) = (P§*) (€7 + §€7) (B # ST [y ) (PY)

70)
cumpliéndnse ahora la condicidn de "rigidez" siempre que las P-trans-

formaciones de los potenciales de gauge valgan:

TP = - D wiP o £FFy, =P

(2.71)

56}«0‘-: wKOL e,b:( = D/u QQL ~£K FK/A > (2.72)
de forma tal que (2.70) coincida con
M <L M

F(? D/*\P) = (P? )(6 o< D/u) Py (2.773)

Notemos entonces, que 1la invariancia local de gauge exige que el

- . 13 4
espacio-tiempo sea Ua? curvo y con torsion no nula.

Fara el caso de Ma , vemos que (2.71) y (2.72) conducen a (2.60) vy
(2.58), respectivamente, ahora en forma exacta; pero no obstante ello,
la "deformaciodn" (2.62) subsiste. En este sentide, R.E. no constituye
una teoria con invariancia local de Foincaré, dado que ello implicar{a
incorporar transformaciones cuyo resultado final habr{a de ser
distribuciones no equivalentes de materia. Es necesario, en conse-
cuenhcia, establecer una independencia entre los potenciales de gauge e

% r'; los que en el caso de R.E. resultan, por lo dicho, dependientes.

2.4.2. Leves de conservacién en Us

- ’ . - 4 .
La accion de la materia se expresa en funcion de un lagrangiano
obtenido por acople minimo. El Frincipio de Equivalencia discutido en
. 7 .
2.2.2., nos da la prescripcion de como expresar covariantemente la
I'd . , 4 .
fisica de 1la R.E. en Us. En relacion con los campos ff51cos, toda ve:z
. . . 4
que se realice un tratamiento que involucre una teoria de gauge, es
s K3 K3 » 4 .
posible establecer una distincion entre campos de materia y campos o
potenciales de gauge. Los campos de materia q’(x), que pueden poseer

I . . .
tanto 1indicecs tensoriales como espinoriales, se corresponden con los de



R.E., por 1lo que los mismos, originariamente, poseen sdlo indices
anholdnomos. La tétrada es la que relaciona las componentes anhol énomas
con las propias del espacio-tiempo. En el espiritu de una teoria de
gauge, por definicién, un campo poseyendo originariamente un indice
holénomn, no puede ser un campo de materia (10). Tal es el caso de los

potenciales de gauge gravitatorios, o del potencial electromagnético A

/‘ .

. ! . .
Fara obtener las leves de conservacion en Ua, pediremos que la accion
de la materia sea invariante ante P-transformaciones de los campos de

materia, de 1los potenciales de gauge y de los elementos de volumen:

Swzfmae (P¥ 3. PY Pe. pr =) gux

—i{bof (F 0¥, en T, P) ax

(2.74)

donde

W = [{LeL (\+, €. D, P) 29X :‘_/(Lof(*le/A‘-(je)d”)(

(2.73)
que incluye e = det(gﬂ*) de forma tal que el integrando czf sea una
densidad escalar. Fodemos escribir (2.74) de 1la siguiente manera:

8L $2  Se.t+ SE S P
[ng%P++§E* Togrep Ol R (€L

e e

+2£  Pw)J d'% =
CRPA o ) =9 (2.76)

Dado que se cumplen las ecuaciones de campo provenientes de é&f@ﬂ,= O,
teniendo en cuenta que Q_ puede cser reemplazado por Q“ debido al hecho
de que en el paréhtesis no existen {ndices anholdnomos libres (ver

(1.86) ) y que 1la eupresid% entre corchetes debe ser valida para

cualquier elemento de volumen, obtenemos:



.
8L T-N £ tw*e .- £5F = SE A e
]iaud‘[: 2 + ¥ T :] + g?iffljiilu) F’

_ESF =P gt L+ (g% “f Yy J=o
€ FV/A- J*b'“l: 33/3#’(6 Do+ ‘(F"‘) (2.77)

donde se han reemplazado §e vy XA por lo que ellos valen de acuerdo
con (2.71) y (2.72), respectivamente. Luego de agrupar, se obtienen los
coeficientes de &% vy Do £ , U)d.(b v D/_‘U_)“F s los cuales deben
anularse independientemente, obteniendose as{ las siguientes 2 leyes de
conservacién:

D/-‘- (ezo(/*) = F,,%/écfzp'ﬁr Fiﬁﬁb’e Z{bx#

(2.78)
D 2 2. = O
5Zo( - €& Col -
~ /b r3 (2.79)
con las correspondientes definiciones de los tensores impulso angular y

energf{a-impulso:

= = e & = éé -
5&&{!’ d(B aa/’\*/‘ﬁ’(/b

(2.80)

_5_°.£ E@Zdﬂ:eﬂdo{—% DYV
56}3,_ 23, ¥ (2.81)

A la derecha de la ecuacidn (2.78) aparecen dos densidades de fuer:za.
La que multiplica a ZPK)‘ posee su anélnga en R.G.: es la llamada

fuerza de Matthisson y consiste en una fuerza aplicada sobre part{culas

con espin (10).

Observemos que (2.78) no coincide con la respectiva ley de conservacion
de R.E., dado que la torsidn y la curvatura son tensores. Con esto, el
FPrincipio de Equivalencia no ce ve contradicho, dado que el mismo,
entendido como Frincipio General de Covariancia, involucra sdlo leyes
que posean hasta derivadas primeras (ver pardgrafo 2.2.1.). En efecto,

en la divergencia de e M hay un termino de la forma D s esto
ol ol

D
M



es, una derivada sequnda del campo de materia. Sin embargo, las leyes

,
de conservacion para M, emergen, como es de esperar, si tomamos

globalmente (2.18) y (2.19) vy, simulténeamente, curvatura y torsidn

nulas:

Tbg £Z=¥_U = O

b ¥ = ~ x
e ng _ch/)j o (2.83)

Resulta importante analizar el caso particular de materia escalar. Ella

no posee propiedades que privilegien alguna direccion del espacio y

viene representada por campos de materia que no se acoplan a la
./ [1 uﬁ .

conexion % For 1o tanto, para este tipo de materia, de acuerdo

con (2.80) y siendo f“P = 0 , tenemos

Zaglslu = O

(2.84)
De esta Gltima condicion y de (2.79), se obtiene:

5 =0

Cet 53 (2.85)
gue nos indica que el tensor energia-impulso es simetrico. Llamando a
este tensor U, (2.78) gqueda:

b, (e o~ FoYe 0"

v (& Uy = e V¥

~<V (2.86)

For 1lo tanto, comparado con el caso general, en (2.78) sélo un tipo de

fuerza permanece.

FPero ademés, se puede mostrar que (2.86) conduce a la ley de conser-

vacion del tensor energf{a-impulso de R.G. {41):

{}
‘a* CT; # = C)

(2.87)
{5

(E1 simbolo VZ‘ representa la derivada covariante respecto de los



I
simbolos de Christoffel). La ecuacion (2.87) implica que el movimiento

. ! _ .
de la materia escalar es geodesico, por lo que para ella formalmente,

es indistinto "vivir" en Us o en Va.

Algo andlogo sucede en el caso de materia cuyo espin se promedie
macroscopicamente a cero (43), o se lo tome igual a cero haciendo fi»0.
Volvamos sobre la ecuacion de Dirac (2.25). En el limite h —-» 0, esta
ecuacid% se transforma en la ecuacion (1.46) de una geodésica (S9).
Esto significa que las particulas de espin 1/2 que solo interactuan con
el campo gravitatorio, son macroscopicamente "insensibles” a la
torsion. For otro lado, vimos que, sin necesidad de buscar un 1{mite
macrosc&pico, la materia escalar sigue geode€sicas. Dado que, cudnti-
camente el espin de las particulas se mide en unidades fi, es razonable
que al tomarse i = 0 , materia que cudnticamente es espinorial, se
comporte macroscébicamente como escalar (esp{n cero). Volveremos mas
adelante sobre este punto cuando discutamos 1la diferencia entre
part{culas de prueba (con o sin espin), y fuentes del campo gravi-
tatorio con espin (Capitulo 1II1I, paragrafo Z.1.2.). For otro lado,
tambien Qeremos, en el Capf{tulo 1V, seccion 4.%., que en el limite
clasico de 1la Supergravedad, la particula de espin 1/2 no sigue una
trayectoria geodésica, lo que es debido, fundamentalmente, al hecho de
que en aquella teoria, resulta necesario introducir interacciones que

en la ecuacion de campo libre (2.25) ho estan presentes.

2.4.3. Las Ecuaciones de Campo de la Teoria ECSKE

Fara obtener las ecuaciones de campo debemos establecer la accion total

Wy , que ha ser invariante ante F-transformaciones. Esta accion

debera estar constituida por la accidn de la materia Wm y la accidn

We correspondiente a los campos (potenciales) gravitatorios e vy [j;
A

Wy = W+ W, = [2 (F 2%, e ) dix Jlr(c,ae/ r‘,ar(;)ae)x

El lagrangiano V depende tanto de los potenciales de gauge como de sus



derivadas primeras. Ello es as{ debido a que estos constituyen sus

. . / .
variables dinamicas.

La teoria de Einstein-Cartan—Sciama-kKibble surge a partir de la si-

guiente eleccion de V:

N 2 X

donde I es una constante de acople, cuyo valor coincide con el

(2.89)

correspondiente al de R.G. De esta manera se obtiene un adecuado l{mite
newtoniano. Frecisamente, la opci&ﬁ (2.89) es la correspondiente a R.G.
para un espacio-tiempo Us: la curvatura escalar, Unico término que
compone este 1agrangiano, estd definida a partir de una conexion con
torsion no nula. En esta particular eleccidn del l agrangiano corres-—
pondiente a los campos gravitatorios, vemos que no existe dependencia
respecto de o e :

’U—‘: U— (e’ ’_') o r‘) (2.90)
El principio de accion requiere que:

8L _ 8L _

(&)
89/ 5({'/ (2.91)

5 T = 549 + éily_ = O
IVl 5/"#“(5 5 [ju"‘/" (2.93)

De las dos (ltimas ecuaciones y de (2.80) Y (2.81), obtenemos:

(2.94)



é_‘l.)— :-Q_Zi#
ST, f

(2.95)
Fartiendo de (2.90) tenemos que
SU - U
. 3
56’/,'* ae/« (2.96)

U 2T .3 VU
STL* Y i >(2,T.*F) (2.97)

Luego de desarrollar (2.96), 1la ecuacion (2.94) puede escribirse:

Fea?® - 4@ Fog®¥ 2 G672 B 5~

=1 (2.98)

Por otro lado, el resultado de desarrollar B'J/a[L*P conduce a:

CA J 5%
ov . e € p e’y FA Yed(
2h.f R
(2.99)
mientras que e ropio de & av o a
i t q 1 prop d o /éQQ/KLF9
3, 2V = 4 tr, e’ e’

Agrupando ((2.99), vy (2.100), 1la ecuacidn de campo (2.95) queda:

AF M - ¥ .
A + & L M (2.101)
2 =P Lot F}b]b’ = & Gup

Las ecuaciones (2.98) y (2.101) fueron obtenidas por kKibble y Sciama a
partir de otro tipo de consideraciones. Kibble partié del espacio de
Minkowski vy de una interpretacién pasiva de 1la transformacion de
Foincareé (ver abajo de (2.36) )(4). Al pasar a una transformacion

local, 1la traslaci&ﬁ total E* de (2.34) fue interpretada como un CGC,

acoplandosele a ella una rotacion activa independiente del campo de

materia:

XM s XM - x P EM(x) ; b )z (A WP a, ) Fix)



En (9) se analiza el hecho de gue en esta formulacidﬁ, gkﬂ- no aparece
en forma obvia como constituyéndose en un potencial de gauge. Ana-
lizando 1las transformaciones anteriores, se puede ver que R.E. no es
invariante ante una transformacion E = 0 Yy W = ctes( 0 . Por otro

lado, interpretando esta transformaciéﬁ como activa,
g’ (4 +wf #
(x) = 4 ,{pci - E 6/4 ) q)(kj

no se describe una rotacidn independiente de una traslacién, debido a
que la rotacidn del campo Y se compone de wW y de la rotacidn de la
tétrada E.M. La transformacidn de kKibble debe ser interpretada

formalmente como compuesta por una rotacian
ot
WP s WP e f

e interpretando a las E# como parémetros de traslaciones pasivas.
Dado que 1la teorfa que resulta es invariante ante rotaciones, ella
coincide con la que surge a partir de (2.37), donde rotaciones y
traslaciones son independientes. En consecuencia, la invariacia ante

F-transformaciones implica la invariancia ante CGC.

Sciama partid de la R.G. y supuso que una corriente independiente
proveniente de mayores grados de libertad de la materia, correspond{a a
un potencial de gauge independiente (5). Reemplazando en el lagran-
giano total 1la conexidn de K.G. por esta nueva conexidﬁ, obtuvo las

ecuaciones (2.98) y (2.101).

2.4.4. Las Ecuaciones de la Teorf{a ECSK en_Componentes Holodnomas.

Coincidencias entre las Teorias ECSKE y R.G.

En Us 1la razon para postular un acople minimo para el lagrangiano de
materia surge, de acuerdo con lo discutido en el parébrafo 2.2.2., a
partir de la posibilidad de establecer un FP.E. cuando se trabaja en una
geometria con torsion. Si se trabaja en un sistema global de coorde-

nadas, este acople se traduce en las sustituciones:



r
'y —> QS d —> WV

(2.102a,b)

Yy ©en consecuencia, el lagrangiano de 1los campos de materia debe

escribirse:
L =Ly, vy, q) = (}o¥8,3,5)

El significado fisico de este acople es el siguiente: Al existir
gravedad el lagrangiano de los campos de materia es aquel de la R.E.
escrito en forma covariante, por lo que debe incluir toda la conexion
afin. De esta forma el lagrangianoc puede ser expresado en todos los
puntos del espacio-tiempo por medio de una dnica funcidn. Este
espacio—tiempo contiene curvatura vy torsion: al existir gravedad,
curvatura vy torsion "aparecen" simul taneamente. Ahora bien, en cada
punto 1bos campos de materia no deben ser asociados a siséemas de
referencia holdnomos, sino a tétradas. Y estas tétradas estan orien-
tadas de forma tal que su "paralelismo" depende de 1la torsién,

magnitud, como la curvatura, no local.

A partir de (2.103) nos es posible definir dos tensores asociados
respectivamente, a 1los tensores independientes de la meétrica y de la

/
torsion:

g . 2 S8
€ Sfu

(2.104)

/u'ﬂu:‘ + ok

- M
e 55}‘, (2.105)

El tensor energ{a—impulso "metrico"” 0  es simétrico.

El espfn estg acoplado a la contorsion y no a la torsion. Esto puede

establecerse facilmente teniendo en cuenta el transporte paralelo de

[}
una tetrada:
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-> g -
dew = (- g €.F dX*) E
(2.106)
A partir de (1.100), que expresa las componentes de la conexion en cada
vierbein, vemos que la rotacidn sufrida por 1la tdtrada en su transporte
paralelo esta compuesta por una rotacion asociada a la parte rieman-

. ./ . / .
niana )l , v otra proporcional a la contorsion ¥ (Los dltimos tres

términos de (1.100) corresponden, de acuerdo con (1.25) a - Hgﬂu’)' Se
define, entonces, el tensor momento angular de espfn como
Z 4PN - A 5,@
- T e sy M
e
SM'W (2.107)
pudiéﬁdose comprobar fécilmente, a partir de 1la relacion entre la
torsion y la contorsidn (1.25), que
MV A JIRVABN VA ,&*LV
) SR S M
(2.108)
La accion de la materia
W, = L (¥, 2 3% ¢ ) A"k
™ j , 9%, 3, 99, ) (2.109)

/’
debe ser invariante ante transformaciones del grupo de FPoincare.

Trabajando como en el paré@rafo 2.4.2., esto es, teniendo en cuenta la
independencia de los parémetros de las traslaciones y de las rota-
ciones, Yy considerando, ademés, que los campos verifican (2.44), se
llega a las 2 leyes de conservaciodn:

x
v 4 X g v
VV Zﬂ, = <2 Z,\ \SAV T ZV,\

AT (2.110)

bN — )
‘%A Z/‘“’ - ZC}WJ (2.111)

»

con §7/\ = V)‘ + 2 SAra— y donde

QZ v = 085/ - 2k (V=
“ 7 o(d,¥) ~ (2.112)




., =
e a(anp( Y

(2.113)
El tensor asimétrico de energfa—impulso total 2{ se relaciona con los
tensores definidos en (2.104), (2.105) y (2.107) a través de:
v v ® *© VA \ MV
ZA _ o* \V4 MV O—"N‘I'V (Z#VA A ML gMMY)
B )\/LL - A (2.114)
Las definiciones (2.112) y (2.113) coinciden con las (2.81) y (2.80),
respectivamente, y se constituyen en las transcripciones covariantes de

las correspondientes definiciones de R.E.

Es posible escribir las ecuaciones de campo de la teoria ECSK en
, .

componentes holonomas, partiendo de las correspondiente escritas en
l4 . . .

componentes anholonomas. Fara ello debemos multiplicar ambos miembros

de (2.98) por e ot

ny/w ‘ﬁ_ 5,? anr: Az,

v (2.115)

Lo que podemos escribir

C M H oA M
vV - ;g‘(gy F; - = (3,, = jk_;gjv'/4

(2.116)
For otro lado, multiplicando ambos miembros de (2.101) por eu“'e;p,
obtenemos
A Fj M A’/‘ X P
-~ + = R &
=2 YA v Tazy e (2.117)

Recordando (2.68), (2.6%9), (1.17) y reordenando los fndices, llegamos a

. 7 . . .
que las dos ecuaciones de campo de la teoria ECSK pueden escribirse:

Cal NN Eand

(2.118)

AN 52 SaeT Z
v T2 Cp —V3 T = R Sk (2.119)
De hecho, estas ecuaciones se pueden obtener considerando, a menos de

. . . : / . . !
una divergencia, la variacion de 1la correspondiente accion de los



campos gravitatorios para el lagrangiano

V- &
SQP\(%/B?LF/&F)

que es la forma hol dnoma del lagrangiano (2.89); vy realizando las

(2.120)

. . ./ 4 . . 7
variaciones de la accion total respecto de la metrica y la torsion.

Resulta importante detenerse a analizar las caracteristicas de las dos
ecuaciones de campo (2.118) vy (2.119). La primera de ellas es la
ecuacion de Einstein, pero incluyendo un tensor de Einstein que depende
de la torsion y que es, por lo tanto, asimétrico. La segunda ecuacion
es algebraica {(no incluye derivadas parciales), y nos indica que en
ausencia de espin, 1la torsion se anula. For lo tanto, la teoria ECSE
predice una torsidn que no se propaga y que s0lo no es nula en aquellas
regiones del espacio donde existe materia dotada de esp{n. En conse-
cuencia, en el vac{c, el espacio-tiempo de esta teoria corresponde a

/
una geometria V,.

Dado el caracter algebraico de la segunda ecuacion de campo, resulta
siempre posible reemplazar, a la izquierda de la primera ecuacién, la
parte del tensor de Einstein que depende de 1la torsién, por las
correspondientes componentes del espfn. Se obtiene la siguiente

’
ecuacion combinada

é,uv ({S') = & o:/ul/

donde el tensor energia-impulso combinado vale
A~ LV AV VIp v o ALNG » V
G~ = O~ +h£“k7/é CU’Z 2] —:QZ Z Ao t

2 “ AT
+87 2+ 4 V(’?’Zr*:rz(’ru +87 8excl 2. 122

Toda la parte no riemanniana se ha "transformado”" en fuente. Dado que

L U v
debe verificarse ‘;‘G ()= © , tenemos



 —

‘a* O’}*lj = O

(2. 123)

Y ahora la conexion afin puede escribirse
M R (BT r T 80 e
R amy = Py T O uy + O Pve -

- }éAG' )
3uu o (2.124)

Las ecuaciones (2.121) y (2.123) son identicas a las correspondientes a
R.G., con la salvedad que el tensor energia-impulso contiene el espin
de las fuentes. &8i bien el espacio-tiempo es de tipo Ua, claramente,

. . / . . 4
estas relaciones incluyen solo la parte riemanniana de la geometria.

La "eliminacién" de 1la tDrsién trae aparejado el hecho de que la
sustitucion (2.102b), conduce, en definitiva, a un acople minimo con
conexion (2.124): respecto de {3 , esta sustitucién, claramente, no
corresponde a un acople minimo. Se ha probado que para cualquier
lagrangiano de materia de Ms minimamente acoplado tconexidn total) de
la teoria ECSK, existe un correspondiente lagrangiano mi{nimamente
acoplado (simbolos de Christoffel) para R.G., que produce las mismas
ecuécianes de campo (44). La inversa también es cierta (45). Ello es
asi, bésicamente, debido a que en la teoria ECSE, el tensor energ{a—
impulso que aparece a la derecha de la ecuacidn de Einstein, puede ser,
o bien el tensor energ{a"impulso candnico (2.112), o bien el tensor
energla-impulso combinado (2.122), dependiendo ello de que uno haga uso
del tensor de Einstein con conexion total (2.118), o de aquel definido
sdlo por medio de los simbolos de Christoffel (2.121). El primer caso
puede entenderse como una teoria gravitatoria desarrollada en un
espacio—-tiempo con torsién; el segundo caso puede pensarse Ccomo una
teoria gravitatoria desarrollada en una geometrfa Va, aunque

N s [4
producida por fuentes que contienen espin.



SEGUNDA PARTE: LA SUPERGRAVEDAD N=1

2.5. SUFERSIMETRIAS

2.9.1. Transformaciones Supersimétricas Globales

La Supergravedad (SG) es la teoria de gauge de las supersimetrias. La
. / . s ‘. A
supersimetria es la simetria entre los campos bosonicos y fermionicos

para determinados modelos de lagrangiano.

El modelo mas sencillo con supersimetr{a global es el de Wess—-Zumino
(13). Supongamos tener un escalar A un pseudoescalar B y un campo de
esp{n 1/72 que 1lamamos A y todos sin masa y reales. Definamos el
siguiente lagrangiano, suma de dos lagrangianos de Klein-Gordon y uno

de Dirac:

2 2 ~
L= - 4 (A7 - 4 (8uB)T - LABN
=2 =2 (2.125)
AL
con b =9 a/,_,,.yel conjugado de A vale:
/
< Y
>\:/\+6
(2.126)
donde + significa "transpuesto conjugado". El espinor A es de
Mayorana. Los espinores de Mayorana son reales y corresponden a una

representacién irreductible del grupo de Lorentz, poseyendo la mitad de
componentes independientes que los espinores de Dirac. En consecuencia
verifican:
) VAP
= ol

% (2.127)
. . . o 1
Tomaremos todas las representaciones de las matrices de Dirac 'K . K v

3 Y Y
él v U como reales, y definimos ‘6 tal que U =1 ¥° s por lo que

resulta ser una matriz imaginaria pura.

. . S S ./
lagrangiano (2.125) <se dice supersimetrico dado que la accion
‘/df d2yu es invariante ante las siguientes transformaciones

globales (esto es a paréﬁetro £ constante):



5 - ég/\ (2.128)
OB - L € TN (2.129)
o I
oA = 4 @/(A'/“EDKS‘)F— (2. 130)
oL
donde
£ = £7xY
(2.131)
siendo a su ve:z
Yo = ¥ ¥3Y7
(2. 132)
matriz que resulta imaginaria. Este modelo es invariante, a&n
eliminando B. A su vez vemos que
=\ & < oL [y Mot oL < _ £
(EX) = 2 = (N (E)p (P = - £P(x), ()" = €4

Y ¢ ’
dado que X es antisimetrica en la representacion real, con lo que las
./ .
reglas de transformacion de los campos resultan reales. (Se ha tenido
4
en cuenta que & y )M\ son espinores de Grassmann, esto es, "numeros"

que anticonmutan).

s . L
Es f4cil probar que la accion S permanece invariante ante las
N - . . 7
transformaciones (2.128-%30). Estudiemos una transformacion super-

simétrica de (2.125). Considerando (2.128) y (2.130), obtenemos

-1 (3.A)] = - 4 5070 A3 AT -
= ‘g‘?'wﬁa/ (5/*)3)“}4 +3, A2u (§R) T -
-é (b#A)b/_‘ (£)) (2.134)

\l

A4S BN - AXE(BN) =

3 2
4
4

E (BA)($N) - ABBAE

§(-4 X BN) =

4
=Y

(2.139)

—_— ‘ry
donde se ha tenido en cuenta que 5A = A&U g . Para B el calculo es



muy similar a aquel que corresponde a A. Como E/\r—/\e Y £6

XKS&. y S€ llega a

6L = & K”

(2.136)
donde
" .
K=< -4 CFA-4TeB) 1A
V (2.137)
/
La relacion (2.136), muestra que la variacidn del lagrangiano es una

divergencia.

Dado que )ﬁ-y,AP anticonmutan, el lagrangiano es hermitico. A su vez,
la lev general que transforma un fermidn F en un bosén D debe darse a
través del parémetro supersimétrico:
§h = £F
15 é; Fj 2.138)

Debemos exigir que ambos lados de la igualdad (2.138) posean las mismas
propiedades. En consecuencia, haremos las siquientes consideraciones
(17):

i) Dado que los fermiones por su propia estadf{stica deben anticonmutar,
los £r( deben ser paréﬁetros anticonmutantes. Se puede probar que las

relaciones de conmutacion Yy anticonmutacion entre €, F y D valen:
(eerl = {e=énf={e=rFj=[eXb] = {F F} =0

. . ol -
Esto implica que EP‘ v >\ cumplen con un élqebra de Grassmann.

(2.139)

ii) Dado que 1los bosones poseen espfn entero y los fermiones semi-
entero, el espin de los parémetros 8°L deben ser semienteros.
Supondremos el caso mas simple: £ es de espin 1/2.

iii) Como & es de esp{n 1/2, entonces la representacién irreductible
debe poseer como minimo un boson y un fermion. En el modelo de Wess-
Zumino, existen dos representaciones irredectibles: los dobletes

(A+iB, U+Y Ny (A-iE, (1=

. ‘. . ./ . 7. . . !
iv) Los campos bosonicos poseen dimension | v los fermionicos dimension



3/2 en unidades 4 = c¢c = 1 3 de esta forma la accioa no tiene unidades.
(De acuerdo con (2.138) las dimensiones de £ son —-1/2). En con-
secuencia, 1la transformacion inversa debe ser
§F = (D) &
(2.140)

v) Consideremos 2 transformaciones supersimétricas globales conse-
cutivas de un bosdn D. A partir de (2.128) o (2.129), vemos que la
primera transforma a D en F; pero a partir de (2.130) vemos que F se
transforma en %“I) Sahemos de Teoria de Campos que un operador

traslacional F, cumple (38):

AEY LR, Wil =3 fu &7

(P . v / ./
para todo campo ol y siendo £ el parametro de traslacion. Dado que
§C,) 0(6.)ID - 4 (g x~
E ) ey (5,25 EA) b/»(b (2.141)
podemos entender a la supersimetr{a global, como la "raiz cuadrada" del
operador de las traslaciones. (El resultado (2.141) también es valido

R . s oq s ’ /
para F si es que existen campos auxiliares. Esto se vera en el para-

grafo 2.5.3.)

2.9.2. Supersimetrias Locales y Supergravedad

Estudiemos ahora el caso de una supersimetr{a local, lo que implica
£°" =£°‘(:<). Ahora definimos:

Sh= A ¥ (A- 1% B)] &¢x)

<L (2.142)

Como se supone que las derivadas de los parémetros sdlo entran en las
leyes de transformacién.de los campos de gauge, en (2.142) no existen
términos Que, dado que esta transformacion involucra campos de materia
(17). Dado que la accion correspondiente a (2.125) es invariante ante
transformaciones supersimétricas globales, la variacidon de esta accion
respecto de un parémetro £ dependiente del punto, deberé ser pro-

porcional a b E(x). Fara el caso global tenemos
In
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0L = 28 B3P & L SP - 3 K™
3, ¢ S

. . . 7 ol
Fara los campos de materia debe satisfacerse la ecuacion (2.44). Fara &;:

(2.1473)

= EG) podemos seguir el mismo procedimiento que en la seccion 2.4.

Tendremos

5,5:(%% ] a,ug%%) 5L = QKM (5, E)N"

(2.144)

At 08 8¢ L KM - L4 g [HA+i%e BT YN
LY 4 Q (2.145)

En consecuencia
— Y ") e
55-[4 x (3.8 )4
(2.146)
Dado que los campos de gauge se obtienen "agreqando" {ndices holdnomos
al parémetro,_ el campo de gauge de 1la superﬁimetrfa debe ser un campo
. . . a . . .
vectorial espinorial 9§4 (con a {ndice espinorial), llamado
gravitino. Su esp{n debe ser 3Z/2. En consecuencia, la accion corres-
pondiente a (2.125) tendra un término adicional:
. M
5‘:ja?“)< (-x . 1)
2.147)
donde X = (8T G)*“= es una constante de acople. Las dimensiocnes de
esta constante nos indica, como es bien sabido, que las supersimatr{as

locales requieren de la existencia de gravedad.

/
Ahora bien, si uno considera la variacion de §° , encontrara nuevos

términos debidos a S;x, S'B Y S)\. Fara los terminos cuadriticos en

A v B tendremos:

5(<ts') = Jd’“'x L (E.%) (T +T77®))

(2.148)

donde, por ejemplo,

E/ (A) = a,uﬁaxﬂq °i 5/-0/ (e’/\A)l (2.149)



[ . .
es el tensor energia-impulso correspondiente al campo escalar A. Fero
. 4.
ahora es necesario cancelar estos terminos vy por lo tanto debe a-
gregarse el acople de un nuevo campo: el qﬂd y requiriendo que su

4 Y
transformacion supersimetrica sea:

89us = -2 ¥, 5, € -2 P,¥, €
3 o~ = Ty O
. (2.150)
La idea seré, en consecuencia, aquella expuesta en el parégrafo 2.4.4.;
esto es, debemons covariantizar respecto de la gravedad haciendo las
sustituciones del tipo (2.13), e incluyendo e en la accion. For
ejemplo, para el caso del termino cuadritico de A en (2.125) debemos

escribir:
- A mv
2 < % e;* A'BP’/l

/ /
cuya variacion dara:

£ 83ur T (R)
ol -

Claramente, el campo %“J puede ser identificado con la métrica. Dado
que trabajamos con fermiones, el campo gravitatorio debe expresarse en
4uncio% de la téetrada gud-, cuya transformacion supersimétrica, a su
vez, vale:
§6,% - 4 XXy,
Sl (2.151)

Dado que ahora trabajamos en un espacio-tiempo curvo, tamhiéﬁ deberé
covariantizarse 1la trans&ormacién supersimétrica correspondiente al

N

gravitino. Ella vale:

/(

5%, - 4 D&

con

= - Oéfa (2.153)

|

ol ’
siendo (L&L P la conexion espinorial y denotando ahora con q: al

.3



generador de las transformaciones de Lorentz. (Empleamos aquf esta
notacioﬁ, que es la habitual en Supergravedad. El operador derivada

covariante empleado en (2.153) es, obviamente, equivalente al (1.13)).

En resumen: Con la incorporacidn de los campos de gauge %La Y E;:‘, Yy
sus correspondientes transformaciones supersimétricas, se ha conse-—
guido, aunque parcialmente, invariancia supersimétrica local para la
accion S + §¢ Esto es, se ha logrado cancelar los términos pro-—
venientes de la variacion de la accién original de Wess—-Zumino (por
medio de la incorporacién del gravitino) y los nuevos términos cuadra-
ticos en A B (por medio de la incmrporacién de la métrica). Los
o
primeros son de orden (I), mientras los segundos lo son de orden X .
En 1la seccién 2.7. volveremos sobre la supersimetrizacién local del

lagrangiano de Wess—Zumino, discutiendo el problema de la cancelacidﬁ

’ ‘ .
de todos los terminos a ordenes superiores en X .

Por todo lo dicho, vemos que las supersimetr{as locales hacen necesaria
la existencia de l1la gravedad, la que a su vez "covariantiza" las
supersimetrfas. De alli que el nombre de esta teoria que estamos
tratando sea el de "éupergravedad“. A su vez, en este caso en par-
ticular se habla de Supergravedad N=1, ya que la misma contiene un solo

gravitino. g

8]

’,
.5.3. Superagruwpo de Foincare

. . - L4 -
Definamos para los campos A, B y A las transformaciones supersimetricas’

. . I'I
de forma tal que, por ejemplo para A, su correspondiente transformacion

pueda expresarse como:
- o 93
§g(8)A = LA 2, o]
For otro lado, definamos 1los generadores del Grupo de Poincaré como

e (§)h = 3, A = LA P,



SOPIN = LN Paup) e N =[N A NP M ]

oL \o(lb / . L. .

donde i y 7 son los parametros infinitesimales de las traslaciones
. . ‘ - dF) /

y rotaciones, recpectivamente, (analogos a los £y w del paragrafo

2.4.1.), vy ﬁx % M“ﬂ son los generadores de las traslaciones y

. . /
rotaciones, respectivamente. luego de mucho algebra, se puede llegar,

/ . . A .4
cuando se actua sobre A o B, a las siguientes relaciones de conmutacion

v anticonmutacidn (17):

[Mep Mys 1= Bpw Myg +-o-
[P‘,L,MFUJ = 2 burp Pis
[e. Pl =LQ% 7] =0
La*Mpr] = (Tpv)” @ o

(0%} = & (v c) R,

donde C es la matri=z de Conjugacién de Carga que cumple Cab(C")bi= é;

(2.161)

Cc = - € . Las relaciones (2.157-61) constituyen el Superélqebra de
Foincard. Notemos, ademés, que los resultados (2.157-8) y =1 primero de

(2.159) son anélogos a los del Algebra de Foincare (ver (2.38-40) ).

Es importante aclarar que las relaciones (2.157-61) son vdlidas cuando
se aplicaban a 1os campos escalares A y B, pero no al espinorial A .
Tanto en el caso del modelo de Wess—Zumino con supersimetria global,
como en @l caso de la S8Bupergravedad, para que el Euperélgehra de

. 4 . . . - . . (4
Foincare clerre, deben 1ncorporarse campos auxiliares. A continuacion

analizaremos estos hechos.

El lagrangiano (13):



o8 2 a

Lo AL A) + (3 B)T e ABA - F2- 67
oL (2.162)

£s invariante frente a las transformaciones —-con para%etro constante-:
AE e N SF=4€ 2\

(2.16F a,b,c)

5A::—§_é/\ 55:

qllx

-4
-

St=2iEX BN SNALPA-4XB)(e +4 (F+£Yc6)e

A
3
(2.16% d,e)
donde F v G <=on campos bosdnicos auxiliares. (F no debe confundirse
con aquel de Z.5.1. que denotaba un campo fermidnico). Notemos que
ahora se tiene igual ndmero de componeﬁtes hosdnicas (los cuatro campos
A,B,F v G) que fermidnicas (las cuatro componentes de A\ ). Fara poner

o . s s 4
de manifiesto la accion de los campos auxiliares en el superalgebra de

. / . ,. . /
Foincare, recordemos (2.141), la cual es valida para un boson. En

cambio, para el :aso de A s VvV sin F ni G - o sea, suponiendo que la
supersimetria de A es (R.130) obtendr{amos:
- = ~e
[§(e),8(e0] A = 2 (6,5%¢,) 3. 1 -2 (E587,) (8P A)
(2.164)

En ‘consecuencia, sdlo on shell, esto es, con ;5A== 0O, (2.164) coincide
con (2.141). Ahora bien, de acuerdo con las (2.16% c,d,e) para

[5(2,)’5(5_,)],\ tendriamos un término entra:

yi(gj BN £, + é (6, 5¢BN) i€, = e

que precicesamente cancela el segundo sumando a la derecha de (1.164),

obteniendose (2.141) tambiea para A , y por lo tanto, cerrando el

’
algebra. A su vez, las ecuaciones de campo para F y G resultan F = G =

= 0, con lo que on shell, (2.162) coincide con el lagrangiano original

. . . 4 . . 4 .
El procedimiento recien referido, tambien puede =er implemetado cuando

. , . . ’
las supercsimetrias son locales, lo que se discutira brevemente en el

[}
paragrafo 2.6.%2.
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2.6. LA SUFERGRAVEDAD N=1 LIEBRE

2.6.1. La Accidn de Gauge

For todo 1o ya visto, deberan existir 3 campos en la accion de gauge:
la tétrada q#f' 1] amada gravitén, el gravitino ‘ﬁua y la conexion
espinorial u%;“ﬁ . GBraviton v gravitino ya forman un doblete boson--
fermion de helicidades adyvacentes +2 y +3/2. For simplicidad, se
postula la no existencia de mas campos bosénicos, ademds de la tétrada;
por lo que en esta teorfa 1la conexion espinorial surge comn una
variable dependiente. Dado que la torsion se relaciona con la parte de
la conexion independiente de la métrica, veremns mas abhaio, que esto

. . . ./ . .
implica una dependencia de 1la torsion respecto del gravitino.

’ . - . ’
La manera de establecer como debe ser la accion de la S6G libre, esta
. . [4 - -
muy inspirada en los resultados de la teoria ECSE. De acuerdo con lo
. 4 -
visto en el paragrafo 2.4.3%. en aquella teoria se parte de los campos

independientes %M“ ru*“ﬁ contenidos en el lagrangiano v =

o A

A . . 7 .
e/2k ey e A ﬁnJP . La variacion de este lagrangiano respecto de FA
. ! - . .
nos conduce a la ecuacion de campo (2.101) gue resulta algebraica,

oot ./
indicandonos que la torsion no se propaga. A su vez, en el caso de qgue

no exista materia r’k = {Wx ( io i 1
nista ate m = . éL La ecuacion combinada de la teoria

ECSE 2.121) v 1la expresién para la conexidn (2.124) muestra que, de

hecho [F 2l 2 f ién de 1 5. E -
2cho, | u se puede poner en uncion e g y el campo - En con

(‘L

secuencia, si han de buscarse soluFiones para las cuales Faui no se
propage vy pueda ser eliminado algebraicamente, la eleccion adecuada
debe ser la de adoptar el lagrangiano de Hilbert-Einstein. Tomaremos
entonces la parte bosonica de la accion como funcion del lagrangiano

(= - L eR(ew)

QX (2.165)

. U 4 . .
Entonces si resolvemos la ecuacion de campo sin fuentes, esto es sin
’ 4 ’

. . P4 . 7
lagrangiano de materia, para el caso de la conexion, suponiendola en
principio una variable independiente, llegaremos finalmente a gque ella,

/
on shell", depende del campo de tetradas y es entonces: (Dkfﬂ’(e);



./ . 7 . . .
esto es, la conexion no posee torsion. 5i existe materia, uno puede
. . . . . 6‘ ulj?
eliminar la conexion espinorial resolviendo S/&(L&* = y Y
4
escribir, como vya vimos, la ecuacion de tipo de la de Einstein en
’ . . Iy .
funcion de 1la conexion dependiente de 1la metrica vy de la fuente

3 I3 o ’ - ’ . 3
espinorial, con lo gque la torsion, formalmente, tambien es eliminada.

. ./ . /
Sin embargo, claramente (2.1653) no es supersimetrico. Habra que agregar
. /. 4 . . . .
una parte fermionica que compense los terminos adicionales debidos a
8 A

(2.151) cuando se haga eR . Fara la parte fermiconica se propone un
0 . / . . . 3 4

lJagrangiano linealizado, cuadratico en el gravitineo y conteniendo solo
. - 4 . .

una derivada. Fuede probarse que existe un unico lagrangiano con estas
/ . I3 cogs . .

caracteristicas que conduce a energlas positivas, y es el de Rarita-

Schwinger:

LT NN ot

) (2.166)
que en el espacio-tiempo curvo debe escribirse:
of = -4 EXMT @ g
= L V/‘* < % bf’ \Pcr (2.167)
con
a _ o A ol a b
o * (2. 168)

donde hemos escrito explicitamente las componentes espinoriales del

Yoo
gravitino. Dado que E}Lp

es una densidad, no s necesario incluir e
en este lagrangiano. Obviamente, el lagrangiano (2.167) tampoco es

Ly . . . o
supersimetrico. Sin embargo, la suma de los lagrangianos de Rarita-

Schwinger y de Hilbert-Einstein s{ lo es.

Haciendo las variaciones de (2.165) v (2.167) respecto de UJ, ohte-
nemos, por un lado
vpo
I xS
0L, = & Eupxs (Mee.*)e, P S,

az> (2.169)

donde se ha tenido en cuenta que

£PV(O’Q.¢{LK5 e"/‘u eb, = .,)_e,(&v(’eaﬁ‘_ eb,Tegf/



Por el otro lado

58y = - 4 EPVIT Lupvs (o P )es, Sw,PT

Oalaa

2.170)
Comparando (2.16%9) y (2.170), vemos que debe cumplirse
ot _ p2 (W o
LD e”1 =2 (W ¥*Y,)
2 (2.171)
Fero de acuerdo con (1.105) D_ e* = 8 “, esto es, la torsion. For
Cmx VI MV
lo tanto:
ol a 7 o
S, % - X (tu ¥" %)
P Y
(2.172)

Esta importante ecuacidn relaciona la torsion con el gravitino, su
"nueva"” fuente. En consecuencia, con (2.172) llegamos a una situacidn
similar para la torsidn  a aguella que se registra en la teori{a ECSE
libre: on shell la torsién es una variable dependiente. (En particular,

en la ECSE libre, vale cero)

En este punto podemos hacer una interesante comparaciéﬁ entre las
teorias F.G., S6G N=1 y ECSK. En esta dltima existe una "simetria® baio
la transformacién
ol ol ol
Wy =P Wy P ep (2.173)

que cumple

f dx eR (e, +38) :fdf"xe[R(e, Mée)) - Guvp 877 4
+ (B*ax)™] (2.174)

proveniente de la descomposicidn (2.124). En SG N=1 existe algo
equivalente (46):
fi (e,wle,¥)+ & ) + 2 (et Wle, ¥)+r3)= L (e e )+
+'u42_ (e,q»)u){e, \//))i?é"[é""//’ 3V (B"\/‘)"l]—{— una defivade total
(2.175)
Si tomamos 'éu"‘/3 = —u)/,."‘P e ,¥) , podemos escribir la accion de gauge

sin que aparezca la curvatura escalar:



_(?4_
Sz [dix -4 €271 Pule ¥, ¥ - 4R e -

(VA
- R/woc R. # +c—;—(_ Ray,\x]

(2.176)

donde R/u”,_ = 2 bcf-uuj*' X7z ‘f;*{d.% . De acuerdo con (1.97) v
(2.172 % =2 * 2.1 s indi 0 es :
172), ﬁu, Z%eﬂ La (2.176) nos indica que en este caso, en la

!
. . M / .
accion de la Supergravedad libre: desaparecerfa la accioh de Hilbert-
. . Y 42 4 . .
Einstein, la accion del gravitino no contendria la conexidn espinorial,
’ —_ / . , . !
y aparecerian % terminos dependientes de la torsion. Dado que entonces
. N UJ alP_ - ) . - " - —
puede considerarse 2 = 0, uno puede reinterpretar a la 56 N=1 como

. /
una teoria con teleparalelismo (ver pardgrafos 1.1.5. y 2

~
Il

.y Y las

relaciones (2.23) que 1la definen). En (41) se indica bajo qué condi —
ciones en un espacio-tiempo on teleparalelismo T,4, una accién con-—

/ / . ’
teniendo terminos cuadraticos en la torsion como los de la accion
(2.176), conducen a una teor{a indistinguible de la R.G. For otro lado,
en 2.4.4. vya hemos sehalado y discutido las coincidencias entre las
teorias R.G. y ECSE, e indicado baio qué condiciones una teor{a conduce
a la otra. Fodemos sintetizar todo esto diciendo que la R.G. se
"conecta” con la S6G N=1 para algunos casos en que U, se transforma en
Ta, y con la ECSE cuando Ua se tranforma en Vs, . Debemos tener

presente que la 58 N=1 es la R.G. en el gauge 4’ = 0, mientras que la

ECSKE es la R.G. cuando 6 = O .

2.6.2. Las Ecuaciones de Campo de la §5G N=1 Libre

Las ecuaciones de campo para la S6 N=1 libre se obtienen variando la

accién S correspondiente a ,fz + Ji_ y respecto de la tétrada y los

gravitinos. For todo 1lo vya discutido, 1la conexidn espinorial seré

dependiente de estas dos variables. Tenemos entonces:
é‘g ‘-‘-&é“ﬂ—-}q},\KS\c’Lq}'\#:o
8¢, !

~ V|
donde lf)'w = 2 5A f‘rbc?\’)
ol

-Xé‘: = —5"”(7[(( v, Do Yo +4 T (D, ed’/}:‘:o(?.na)
6 >

(2.177)



LA / .
Fuede probarse que el ultimo termino de (2.178) es nulo (17). En
consecuencia, las ecuaciones de campo son:

é'd}‘: A \'P/\KJ KOLEA,‘/)TBCS’ \Pcr_'J

e (2.179)

MV - O
& ¥s 8 Dp to (2.180)
Comparando (2.179) con (2.98) (y su version holdnoma (2.116) ) de la
teoria ECSE, vemos que el miembro de la derecha de esta primera
ecuacion de campo libre, hace las veces de tensor energia~impu150
total. Si no existe torsién, en virtud de (2.16%) ello significa que
los gravitinos son nulos y (2.179) y su correspondiente (2.98) de ECSK
coinciden, siendo a su vez equivalentes a la de R.G. libre de fuentes.
La ecuacion de campo (2.180) comparada con la (2.101) (y su version
holonoma (2.119) ) de la teoria ECSE, nos muestra que en S6 N=1 la

- / . - .
torsion se propaga, a diferencia de lo que sucede en ECSE

En la seccion siguiente analizaremos el acople de materia en Super-—
gravedad. Es importante senalar en este punto que, tal cual lo que
sucede en el caso de supersimetr{ias globales, la incorporacién de
campos auxiliares es necesaria para clausurar el superdlgebra. N su
vez, en Supergravedad los campos auxiliares cumplen otra funcion
adicional vya que su incorporacién permite que las reglas de transfor-
macion supersimétricas de los campos de gauge (gravitcﬁ y gravitino),

no dependan de los campos de materia.

! -
En el modelo mas usual de 8SG N=1 libre con campos auxiliares, se
incorporan tres de estos campos: un vector axial A , un escalar S vy

un pseuvdoescal ar P (47). A los lagranglanos (2.165) y (2.167) debe

sumarsele el lagrangiano
a 2 a2
-_e?; (s*+P anL)

por lo que estos campos auxiliares no se propagan.



2.7. ACOFLE DE MATERIA EN SUFERGRAVEDAD N=1

2.7.1. El Modelo de Wess—Zumino con Supersimetria Local

. N / - .
Con vistas a estudiar en el Capitulo IV el comportamiento newtonianc de

/
. . . [ 4
materia supersimetrica en el marco de la 856 N=1, retomamos aqul lo

4
tratado en el paragrafo 2.5.2.

Teniendo en cuenta las transformaciones supersimétricas locales de los
campos de materia 2.128-30) vy de los campos de gauge (2.151-2), la
aparicién del nuevo teérmino (2.143), y el hecho de que 1 lagrangiano
original de Wess—-Zumino debe acoplarse mfnimamente, es fdcil ver que

para dichas transformaciones, en el siguiente lagrangiano de materia

2, = _,’z@_{[a’“p(a/A + 3. B3 BR) I 4+ X X (Wee)A

- X qau E:?‘ CA + 4 K& 8‘):] 6-)()\3
(2.181)
todos los términos de orden tqoy todos los términos de orden X de la
forma AA y BR se cancelan. (La transformacion supersimétrica (2.130)
del fermidn A contiene derivadas parciales de los campos escalares y
por lo tanto para el caso de supersimetrfas locales, ella se escribe
igual). Fara cancelar otros terminos de orden X del tipo AR, pro-
venientes de variaciones de A\ en el Jdltimo término de (2.181), se
deben agregar términos a la accion vy a la regla de transformacion del
gravitino y del campo } - Recordando la forma en gue entra la constante
X en la supersimetria del gravitino (esto es, como 1/x ), es facil

reconocer el hecho de que las correcciones al lagrangiano han de ser de

2
orden L.

Luvego de mucho élgebra se llega al siguiente lagrangiano, supersimétri~

2
co a orden L (17):

Lo +X*ENT(F06, 4, ) L4 5386 A-

Fe xR g "ML-4 %Jwew £ A S, B-

A XY ¥, x
o4 862 ]

LAS BT+

V’

m]}~

(2.182)



~>
donde Ab BE‘ A(aB)’(aA)B Las trancsformaciones st.tper‘si.métr‘icas no se

e sy .
modifican para A, B vy el graviton, mientras que para los campos

’
fermionicos valen:

. <>
_AD e+ AxVee ALSR +x 0 Y e(X¥B0N)
6‘6* —x S Y < ” g ~f (2.183)
a -~ . —-
sy o AL ikr)JerZ GWALAEK A inza]
- (2.184)
Aquf D}L'==v representa la llamada derivada supercovariante y vale
para el caso de A : D,==v A = g‘ﬁ ~-X/2 t1"/(/\- (De acuerdo con lo

a discutide, al no haberse incorporado campos auxiliares no propagan-
1 f
./ . / .
tes, la transformacion supersimetrica de uno de los campos de gauge, el
gravitino, depende de uno de los campos de materia y por lo tanto, del

particular lagrangiano de materia elegido).

Ny s . .

En conclusion, para que la accion de Wess—-Zumino a orden newtoniano sea

. . . {

invariante frente a supersimetrias locales hasta un orden X, debe

. / . . ./ 7 .

incorporarse un termino de interaccion de orden X , y terminos de
. 1.2. ./ . . . %

orden : como asf{ tambien, corregirse algunas supersimetrias

’ . 2.
agregando terminos de orden X v X,



CAPITULO I1I

APROXIMACION POST-NEWTONIANA DE LA TEORIA ECSK

{ - . 4
En la teoria de la Relatividad General la ecuacion fundamental es la de
Einstein, que no es lineal. Esto conduce a que, por lo general, no sea
posible resolverla en forma exacta. las soluciones exactas corres-
/ .
ponderran a aquellos casos en que las fuentes de los campos gravita-
: : . . 03 n’
torios poseen determinadas simetr{as que hagan posible su integracion.
. / . . . !
Los ejemplos mas importantes de esto lo constituyen la solucion de
. . . / .
Schwarzschild, referida a una fuente central con simetr{a esferica, v

./ / - .
la solucion homogenea de Friedmann—Robertson-ballker.

. . s .

Existen, sin embargo, desarrollos generales de esta ecuacion a diversos
/ s s

ordenes, los que son admicsibles cuando las fuentes responden a deter-—
. {f ., . . . .

minadas caracteristicas, independientemente de que exista o no alguna
. [ . .

simetria en el problema. Las soluciones que provienen de estos desarro-

. .7 . « .
lloe nos dan informacion completa acerca del sistema fisico en

! . . .
cuestion, hasta un deseado nivel de aproximacion.

En este cap{tulo realizaremos la ﬁproximacién Fost-Mewtoniana (AFFN) de
la teoria ECSK. Una AFN es posible toda ver que se trabaie con cistemas
fisicos donde las fuentes del campo gravitatorio poszan velocidades

pequenas comparadas con la de la luz.

Mucho del formalismo utilizado para la AFN en R.G., es adaptable a un
desarrollo equivalente para 1la teoria ECSE Ello es asi debido,
fundamentalmente, al hecho de que la ecuacion combinada de esta teoria
(2.121) es muy similar a 1la correspondiente a R.G. A su vez, la ley de
conservacién correspondiente al tensor combinado 5: - la ecuacion
(2.123) - también es similar a la ley de conservacion para el tensor

. :
energla—impulso de R.G. En consecuencia, es de esperar que los resul-

. N . 7/ .
tados a los gque sea posible llegar en la aproximacion correspondiente a



/’ - . .
la teoria ECSE sean, formalmente, muy similares a los propios de R.G.
[4 .
For otro lado deberan recuperarse las ecuaciones de R.G. cuando los

. /
espines de las particulas que conforman las fuentes, sean nulos.

Fero si bien xisten parecidos formales entre las AFPN de R.G. y de
ECS5K, sus resultados serdn marcadamente diferentes: en la ECSKE las
leyes de conservacion ligan, a todos los 6rdenes, aquellas magnitudes
comunes a ambas teorias que caracterizan a la materia, con la densidad
de espin de las particulas; magnitud esta que posee un origen y un rol
dindmico diferentes de aquellos de R.G., de acuerdo con lo ya discutido
en el Capitulo II. For otro lado, los potenciales gravitatorios ya a
tercer orden difieren en su expresién. Estas son tan sdlo dos de las

. . . . . 7
diferencias que aparecen luego de realizada nuestra aproximacion.

: 4 . ¢ .
En la primera seccion analizaremos las caracteristicas que deben tener
. V. . . ’ .
los sistemas fisicos para que sea posible aplicar el metodo aproxi-
mative aquf empleado; estudiaremos las trayectorias de particulas de
/ . .
prueba, para lo cual sera necesario resolver las ecuaciones de campo
con .vista a bhallar los potenciales gravitatorios. Fara conocer estos
4 . . . . 7 .
ultimos a todo tiempo y en cualquier punto del espacio, sera necesario
/ . . !
desarrollar, hasta 1los ordenes necesarios, la ley de conservacion

(4 . . <
referida al tensot energia-impulso unificado.

En la segunda seccion adoptaremos un modelo general de fluido ideal con
espfn. Esto nos permitiré llegar a formas explicitas de las ecuaciones

en donde se pondré de manifiesto las diferencias entre la teor{as ECSE

y R.G.

! . . / . . . 4
En la ultima seccion discutiremos las consecuencias mas relevantes de
. . ’
nuestro desarrollo y trabajaremos con determinados modelos, mas

4 . Y .
especificos, para estudiar su comportamiento.
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3.1. LA AFROXIMACION FOST-NEWTONIANA

1.1 Hipétesis gue Conducen a una AFN

Consideremos un sistema de cuerpos ligados por sus atraccciones
N . ‘ . . .

gravitatorias mutuas. Tomemos como ejemplo nuestro sistema solar donde

estos cuerpos corresponden al sol y los planetas. El potencial gravita-

torico newtoniano ¢$ estd acotado vy vale en el centro del sol (c=1):

¢ - &> ~lof

: g s 7
La materia solar que genera este campo, COmo Aasi tamhien la que compone

K} 4 /
los planetas, se mueve muy lentamente en relacion a como lo hace la

luz:

v £ lo™7

donde v se toma respecto del centro de masa del sistema solar. En el
centro del sol, los valores correspondientes a la energfa interné .
(siendo 1T = (? - eo )/?, s Con S) la densidad de energia v JZ) la
densidad de masa en reposo) y los de Pq% (con F la presién),
también son del orden de 10-% (31). En aquellas regiones donde se
realizan las observaciones de nuestro sistema solar, los valores de las
magnitudes l¢( y vE LT, v F'/Fo sOn siempre menores que e s, por

lo que deben ser tratadas como siendo de orden O (€2),

Esto sugiere la posibilidad de desarrollar las ecuaciones que describen
la ficica del sistema solar, en potencias del pequeno para%etrn € o de
algun valor tfipico de la velocidad de las particulas que lo componen.
En tal caso la eupansién debe dar como resultado i) un espacio-tiempo
plano a orden cero en velocidad, ii) una fisica newtoniana a segundo

orden y 1iii) correcciones post-newtonianas a partir del tercer orden.

. ! ’ . . ;s
En relacion con la grometria vy teniendo en cuenta i) y ii) vemos que es
posible tomar un sistema de coordenadas cuacsi minkowskiano donde, de

. . ’
acuerdo con lo discutido en el paragrafo 2.2.1., sea:



dus = Yoo + s o T<< 4

/ .
Teniendo en cuenta 1los valores maximos del potencial de Newton en el

sistema solar tenemos que

o | £ 1075

Extenderemos estas consideraciones a los efectos de realizar una APN
para el caso de la teoria ECSE. For 1o tanto los resultados a ser
obtenidos en nuestro caso, serén aplicables a aquellos sistemas donde
las hipétesis referidas a las magnitudes que entran en el problema, son

del orden de magnitud que las correspondientes a nuestro sistema solar.

Consideremos, entonces, sistemas f{sicos que satisfagan la condicioa
fundamental que hace posible la AFN: potenciales gravitatorios debiles
y velocidades de las particulas o fluidos que componen las fuentes,
pequenas comparadas con la de la 1luz. Sean v, My r los valores
correspondientes a la velocidad, la masa y la distancia (separaciones
entre cuerpos) t{picas de uno de estos sistemas. De la mecanica
newtoniana sabemos que una energla cinética t{pica: 1/2 Mv® es del
mismo orden de magnitud que la correspondiente energfa potencial tfpica

GHM=/r donde G es la constante gravitatoria de Newton. For con-

siguiente:

Vo G _):’
¢ (3. 1)
Esta Hpresién es exacta para el caso de una part{cula de prueba

. ’ . . .
moviéndose en torno de una masa central M, en orbita circular de radio

r , ¥y con velocidad v.

4
Fara describir la geometria del espacio—tiempo siempre nos sera posible
’ -
encontrar un sistema de coordenadas cuasi minkowskiano donde la metrica

venga expresada por:
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%‘N - ‘Z/n/ *'I",u\/ ”\/"’,4<i

(2.2)

: . ’ . ’
Las distintas componentes de la metrica podran ser desarrolladas en
potencias de la velocidad tipica Vv . El resultado de estos desarrollos
deber&n ser utilirzados, posteriormente, para desarrollar, a su vez, las
. . : ’ .
diferentes ecuaciones que contienen estas componentes como asi tambien
. ’ . . . »
a sus derivadas. 8Sera necesario, en consecuencia, fijar de antemano
s
cuales =on las expansiones que deben poseer las digtintas componentes
. . . /
del tensor g, pare lo cual resulta imprescindible establecer algun

criterio que permita anticipar su desarrollo en serie de potencias de

De acuerdo con 1lo visto en el paréﬁrafo 2.4.2., en una geometr{a con
torsidn y tomando el caso de materia escalar acoplada minimamente, las
2 leyes de conservacion pueden reducirse a la ecuacion (2.87), la cual
coincide con la correspondiente de R.G. Tal el caso de la teor{a ECSE

Como ejemplo de ésto, podemos considerar a particula de prueba
puntual de masa m sin espin, moviendose en un back-ground con torsidn.
La misma se representa por medio de una "delta de Dirac" y las co-
rrespondientes componentes del tensor energ{a-impulso se escriben (36):

Gav - A om A A, 5 (K-Xw)
e a2

e

)

(3.°
donde ?m representa  la posicidﬁ de la particula. Dado que la partf—
cula es escalar, su ecuacion de movimiento es la (2.87) vy corresponde a
una geodésica. For 1o tanto vy teniendo en cuenta (1.42), vemos que
puede considerarse a:

th = - m]('goo “;'80»' VA 84'.' v,dv:i)J/a A€
4
(Z.4)
como la accion de la particula v al integrando como su lagrangiano. En

. P .
la aproximacion de Newton este lagrangiano debe ser de orden v y

por lo tanto debe escribirse:
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4 . : .
Lx (B e foyvive)s

(Z.5)
) . . " ]
donde I significa hasta orden v™ en la componente g J Dado
/l
(o) ./
que giy vale 81, , la ecuacion de Lagrange (48)
d oL _ 3L _ 4
S— —— d —
Ade dV3 AX
(Z.6)
da como resul tado:
) (&)
. Q) .
Ctbﬁ - y4 %oo C{ + a oL v/A
At ax?  dt J X3
.7
Esta ecuacién coincide con la ecuacion de Newton
=
A7 = ~v g
¢
3.8)
(v
cuando como en R.B.: g . 0O v se cumplen las relaciones (2.12a,b).

oL

. 4 4 .
For otro lado, si gueremos ordenes mas altos en el lagrangiano vemos

L = (,(—;l¢ -V Boo [ o LV\()_B - &80;_[:0(\_/3):) VA
- Qi Lo vayd )

que de acuerdo con (3.4), para obtener L hasta orden ¥4 :

(Z.9)

necesi taremos hasta orden va hasta orden V=
co \ . Y 9

O )
hasta orden v=.

For 1o tanto, vy tal cual sucede en R.G., necesitamos ciertas pres-—
cripciones de forma tal de poder "anticipar" la ewpansién de la metrica
en sus diferentes érdenes. Frecisamente, todas las consideraciones que
se hacen en R.G. respecto del desarrollo de la métrica, serdn validas
para 1la teoria ECSE, habida cuenta de que sea posible formular las
mismas hipétesis con respecto a la forma general que deben tener sus

~ . . .7 . .
componentes. En R.G. las hipotesis, y tambien las restricciones fun-—



damentales, son (21) (31):
] / .
i) Los terminos superiores de la metrica (los @“,) deben ser de orden
newtoniano o post-newtoniano.
. oo . .
ii) Los terminos de las correcciones deben tender a cero a medida que
la distancia entre los puntos del espacio % donde se evalua el
. !
campo y aquellos 2’ correspondientes a la ubicacion de las fuentes,
. ’ . . . -
se hace mavor. Esto garantiza una metrica minkowskiana del sistema
de coordenadas cuasi-cartesianas, en el cual se expresa la
/
geometria.
+ .0 . 4 . .
iii) Las coordenadas son elegidas de forma tal que la metrica sea adi-
mensional.
iv) Dado que las condiciones iniciales del problema son arbitrarias,
/ . . .
la metrica no debe contener ni los origenes de tiempo ni los de
--‘
posicion.
o / 3
v) Las correcciones a la metrica hoo, hos y his s deben trans-
formarse respecto de rotaciones espaciales como un escalar, un
vector y un tensor, respectivamente v, en consecuencia, deben
4 . .
ser construidas con cantidades apropiadas.
- -., .
Exicste una sexta condicion que se exige en R.G.:
. 4 . 3
vi) Las componentes de la metrica deben generarse a partir de la mas.
/ . ! .
en reposo, la energia, la presion, la velocidad y sus derivadas
temporales, pero no por sus gradientes.
/ 14
En nuestro caso, y dado el caracter de la teor{a que nos ocupa, debera
’ . ’
agregarse el hecho de que las componentes de la metrica podran depender
. r's
tambidn del espin de las fuentes. A su vez, no tendremos en cuenta la
. 4 . . . . ./ .
restriccion que implica la no "participacion” de gradientes de algunas
. ./ / .
magnitudes, en 1lo que hace a la generacion de la metrica. De hecho
- . 4
estos gradientes han de aparecer, lo que es debido a las caracteris-—
ticas de las fuentes dotadas de espin. Esto no resulta un inconveniente
- . . ./ . ‘ s s
dado que en (31) se admite que la limitacion vi) es puramente subjetiva
y puede ser eliminada existiendo buenas razones para ello. For otro

. . / . ’
lado en (21) se reconoce que la restriccion en cuestion responde, en el
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fondo, a un problema de simplicidad.

. teo .

Las expansiones de la metrica y de todas las magnitudes, las haremns en
. - ‘0.

potencias de 1la velocidad tipica v. Las componentes de la metrica

necesarias para una AFN son, en cada caso,

o =

/(+§oo+5°o+o(\—/é)

(3.10)
= 8, + O (TS
8°} = 8QL
.10
A -
3is= 5 + iy + O ¥
(Z.12)
w -
donde I representa el termino %uv de orden v . Una inversic&
temporal t — t' = -t , debe cambiar el signo de 9o, 1 PEro deiar
/
invariantes 9o Y 94 Esto esta en correspondencia con las

2upansiones en  velocidad (3.10-2) de las diferentes componentes de la

metrica. En consecuencia, las comﬁonenteg 9y 0 de contener términos
en velocidad v/o derivadas temporales, lo haran en cantidades impares;
mientras que las componentes de = % gii y de contener terminos en
velacidad vy/o derivadas temporales, lo hardn en cantidades pares. For
eiemplo, para el caso de gQ; ’ podrfan aparecer términos de orden ¥3

del estilo:

1%

-1

=
X -x

Cafﬁ‘_/_‘.d%’w 5
/

ol =

)
cuyo numero total de velocidades v , es impar.

Finalmente, debemos tener en cuenta que que las derivadas temporales de
cualquier magnitud A seran pequenas en relacidn con las derivadas
espaciales. Ello es debido a que en un punto dado, todas los cambios en
el tiempo de todas las cantidades, se deben al movimiento de la

materia, representado por v. For lo tanto:
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oA -
2A/bx¢ (3.173)
En otras palabras
2, ~ 4
x* 7
X r (3.14)
2 .,V
ot 7 (F.15)

3.1.2. Trayectorias para Materia Escalar y para Cuerpos Exteriores_a

las Fuentes

A diferencia de R.G., el caracter del movimiento de part{culas o
fluidos en una geometr{a dotada de torsién, no puede ser establecido a
priori. En efecto, las travectorias propias de materia espinorial debe
ser obtenida integrando las leves de conservacion (2.110) y (2.111)
(49). Y en general, la trayectorias de las particulas, no corresponde-
ran a ninguna de las dos curvas. Esto estd de acuerdo con la discusion
realizada en el Capitulo 11 respecto del cardcter que posee el Frin-

cipip de Equivalenc’ toda vesz que trabajemos en una geometria no

riemanniana.

Ya hemos visto que en un espacio-tiempo con torsién, geodésicas v
autoparalelas no necesariamente coinciden. En R.G., donde si coinciden,
estas curvas constituyen la extension natural de la recta del plano al
espacio—tiempo curvo. No resulta factible establecer cuales son las
trayectorias de las part{culas en los sistemas localmente planos, dado
que los mismos deben ser necesariamente anholonomos. Como se ha
indicado en el parégrafo 2.2.2. , en este caso el F.E. se aplica a los
campos Yy no a particulas. For otro lado, en el tratamiento holonomo de
la teoria ECSE, hemos visto que el acople minimo implica pensar que, al

. . . 4 . . !
existir campos gravitatorios, automaticamente aparece la torsion; por

lo que este acople conduce a ecuaciones covariantes cuyo limite no es
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la R.E. Basta observar la ecuacion (2.110) para notar gue una part{cula
dotada de esp{n no puede desacoplarse de la curvatura, la cual, dado su
caracter tensorial, no es anulable localmente. Gueda claro, por lo
tanto, que esta ecuacion no posee una equivalente en R.E. En R.G., en
cambio, la ley de conservacion no incluye a la curvatura y en su 1imite
plano, coincide con la correspondiente de R.E. For lo tanto R.E. es el
limite de ECSE siempre y cuando supongamos que el pasaje de un espacio-
tiempo donde existen campos. gravitatorios a uno donde estos no existen,

. . P . 1 . / . 7
implique la eliminacion simultanea de la curvatura y de la torsion.

Sin embargo, vy de acuerdo con 1o vya visto, la materia escalar es
insensible a la torsidn. For otro lado, en 1la teoria ECSE toda
part{cula de prueba que se mueva fuera de la distribucién de materia
que constituya la fuente de los campos gravitatorios, seguiré una
geodésica. Ello es asi en virtud del hecho de que la torsion no se

propaga vy, en consecuencia, en el exterior de las fuentes tenemos:

[’ g
»v ’cxe B My
3.16)

como puede inferirse de (2.124).

Debemos aclarar aquf{ que una part{culé dotada de espin salo podré
considerarse de prueba, si puedenldespreciarse sus efectos sobre la
geometr{a. Caso contrario, vy de acuerdo con 1la ecuacion de campo
(2.119), habr{fa de introducir torsién en el espacio-—-tiempos torsion
que, a su vez, ella misma "padeceria”. Lo dicho es equivalente a lo que
se supone es un cuerpo de prueba en R.G.: sus propiedades son tales que
las mismas no "participan" de la ecuacion de campo, vy los efectos que
este cuerpo produce en la geometrfa -en el caso de R.G, solo en la
metrica- Yy, en general, en las condiciones del problema, son des-
preciables, comparados con agquellos debidos a las fuentes. En 2.4.2. ya

. . ! / ’ .
se discutio el caso de una particula de espin 1/2 en presencia de un
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) . . ./ . 7 .
campo gravitatorio en  regiones con torsion. En la ecuacion de Dirac,
. . . . .,
que es la que rige su movimiento, la derivada covariante es funcion de
Y . . v .
la torsion propia del background, torsion a la que la propia part{cula
: . . / .
no contribuye. Algo similar sucede respecto de la metrica. De acuerdo
4 - ¢ .
con 2.119) en los puntos en cuestion existe espin o impulso angular
. 4 N
intrinseco no nulo; pero el mismo no corresponde al de la particula en
-I I3 . . . :
cuestion, sino a 1los campos de materia espinoriales que sirven de
. / PR
fuente. En otras palabras, la particula de prueba no participa como
fuente de las ecuaciones de campo gravitatorio que definen la geome-
/ . . 4 .
tria. 0O lo que es equivalente, no es incluida en el lagrangiano de
materia. No debe extranar, entonces, tal cual lo expuesto en aquel
’ ¢ . / . 7
paragrafo, que una particula de Dirac, la cual tambien puede con-
. P /.
siderarse como originada en algun campo, se comporte, en el limite de
{ . [ ./
la fisica macroscopica - esto es, cuando en su funcion de onda =se haga
-, -’ . > .
fi— 0 - como si esta fuese materia escalar evolucionando en un espacio-
. 4 . .
tiempo con torsion (con origen en los campos de materia de las fuen-
’
tes), sin acoplarse con ella. (En el Capftulo IV paragrafo 4.%.1. se
I -
realiza con todo detalle la aproximacion WEB para un campo que repre-—
{ . . .
senta una particula del tipo de Dirac en un fondo geométrico con tor-
. . ¢
sion, aungue con otro origen que el supuesto agui. Esto conduce a una

. / 3 . . 0
ecuacion de Dirac modificada y por lo tanto a resultados diferentes).

En consecuencia, no consideraremos a las partfculaﬁ o] fluidoa que
conforman las fuentes como de prueba, dado que ello implicar{a des-
preciar la torsion y volver, por lo tanto, a la fisica de R.G. Esto se
traduce en suponer no nulas las componentes del tensor impulso angular
intrinseco de las fuentes. For 1o tanto, su movimiento debera estable-
cerse a partir de las leyes de conservacidn, lo que esta de acuerdo con
lo discutido mds arriba a prmpéﬁito del cardcter prnblemético de las
trayectorias de las particulas dotadas de espin y de la imposibilidad
de establecer estas trajectorias a priori. En cambio y como ya vimos,

. . . s /7
s{ estaremos en condiciones de estudiar trayectorias de particulas
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. . S . /. . . .

iteriores a las fuentes: (donde el Unico potencial gravitatorio no nulo
e . .

es la metrica, la que on-shell, sin embargo, depende del espin de las

fuentes), presuponiendo que estas trayectorias serdn geondesicas.

Muestro objetivo inmediato consistiré, entonces, en hallar a orden
paost—-newtoniano, las trayectorias gende%icas de particulas de pruesha
que, por lo dicho, sean exteriores a las distribuciones de las fuentes.
Con vistas a completar la resolucion del problema, también determinare-
mos la evolucion de las fuentes, desarrollando a los Ordenes necesarios

- : . 7 .
en VvV , las leyes de conservacion que las rigen.

L1033, Expansiones de 1la Metrica vy _de los Simbolos de Christoffel

Consideremos la ecuacion de la geodésica (1.46). A partir de ella
podemas  escribir  una relacidn  en donde en lugar de aparecer las
componentes de la cuadriacelaracidn di/d% s aparezcan las componentes
espaciales de la aceleracion ordinaria dv9/dt :

_ £ Siﬁﬁdx./ . {0 Ax*ﬂx" Ax*
B {;4.) dt A€ rvl) de de dE (T.17)

’ - ! - . / £ .
Esta ultima ecuacion la podemos escribir mas explicitamente como:

- (2 fads - L

oo o4 .dg

R R

. / . .
Si la particula de prueba es no relativista, esto es si vito v,

(.16

y -, —
necesilaremos establecer los valores de {005 hasta orden v/, los de

(o]

i -3 - £ 2, -3 -
{oj hasta orden v2/vr, 3 hasta orden v /r, hasta orden v3/r,

oo

—

—- - o -
{O.a hasta orden v /r vy {AQS hasta orden v/r. Debido a la forma que
o5

‘. ] .
asume su geodesica, otro es =1 caso de la particula de prueba relati-

vista que se estudia y discute en 3.1.6.



Dado que sera preciso emplear (1.26) para obtener los valores de los
diferentes simbolos de Christoffel, sera tambidn necesario determinar
la expansién de las componentes contravariantes de la métrica. Fara
ello utilizamos la condicidn (1.71) que debe ser csatisfecha orden a
orden. As{, por ejemplo, para obtener el valor de §°° , utilizamos

3 - I 0
dicha condicion baion la forma:

%O)A 30# = <3°° goo t 8""' Jor = 4

RS D]
Teniendo en cuenta (3.10) y (Z.11) vemos que
o
%oo (_4) - i
(Z.20)
200 ]
Con lo que g = —-1. A segundo orden:
2 a
°O (-4} + = O
- -4 =
& (-4) + (<0 oo aor)
Aoo 2 . . :
Con" lo que g = =g . Trabajando con todas las componentes, llegamos

%o

4 Iy
a la siguiente expansion de las componentes contravariantes:

2 v
%°°:_A_— Qoo - Foo t

(T2

il N
343 - 8 Qig to.- (7. o3

. a
or _ -3
6 = % + (7. 24)
1 - - . r\
En funcion de (3.10-2) v (Z.22-4), la expansion de los v ns hasta

/
los ordenes deseados:

a.- Y 2 y 3 2 <2
{L|3+[Lsz‘i£f—?-—’l-'j—a °0 , Odio + 4 94.; 23ee
oo 00 -2 bx& 2 XA ’E o—i A DX
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2: > 2 a
{£)= 2 [ 2855+ 2820 - 20in
skl a b ook x4 Sx A
(7. 27)
3 a
B4tk
00 3>
I.EED
> A
{‘)-§ = —‘i ?jifo
°* 2 x4
. N (3.29)

o (\
La componente {Jti es nula. El .simbolo {‘“j'representa @l simbolo de
Christoffel de orden v"/f. Fara obtener estas relaciones v, en general,

las que siguen, se ha hecho uso de las condiciones (3.14) v (Z.15).

T.1.4. lLas Ecuaciones de Campo v los Fotenciales Gravitatorios

- .. ‘. :
Con el Fin de obtener explicitamente las componentes neces.rias de la
Lo . ! . . .
metrica, haremos uso de la ecuacion dé campo combinada (2.121) dado que
’

en ella entran wsolo los simbolos de Christoffel (y no toda la co-
! ¢ ’ .

nexion), los que a su ver dependen exclusilivamente de la metrica. Como

empleamos el formalismo desarrollado en (36), resulta conveniente

redefinir el tensor de Ricci dependiente de los simbolos de Christoffel

cOmo:z

o) R = 005 - 1) 2300 - 100

4 Vo ’

(Z.30)
. . . 7
Esto trae como resultado un cambio de signo @n la ecuacion de campo,
4
dado que esta nueva definicion implica, tanto un cambio en el signo de

este tensor, como del correspondiente a la curvatura escelar R. La

/ . . . .
constante k sera escrita en funcion de la constante de la gravitacion



consecuencia:s

R)w ('”)' i 8‘“ R ({i’) = - 3T G 6.;4.,

3.31)

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por g/“u , tenemos:

R-2R = -3mé&a

at bl

-— J — -
donde O 35 g* q., = 0’€A_ . For lo tanto, obtenemos

Ruew () = - 876 (Fous - £ §uuw T) -

Es sumamente conveniente redefinir las coordenadas 2 con vistas a
llegar a expresiones mas simplificadas de las componentes SAJ . Como en
R.G., las 10 ecuaciones (Z.37) no son todas independientes, dado que si
9,. es solucidn, entonces g;h’ y Obtenida a partir de un cambio
general de coordenadas, tambien lo sera. Esto implica que hay 4
funciones x’(:) que hacen . que existan 10-4 = 6 ecuaciones inde-
pendientes. En consecuencia las soluciones de (3.33) poseen sdlo 4
grados de libertad. Elegiremons la siguiente condicion para las coor-—
denadas:

8}0’ {A &:LO

MY T.34)

que definen coordenadas llamadas armonicas. Las 4 condiciones (3.34) no
son, obviamente, covariantes, v el propésito de su incmrpcracidﬁ es el
de eliminar la ambiguedad en el tensor de la metrica. En otras pa-
labras, fijan el gauge. (Notemos que las condicionee (3.34) que definen
las nuevas coordenadas cuasi cartesianas son sobre los simbolos de
Christoffel (que s0lo dependen de la metrica) y no sobre toda la
conexion. Claramente, ello no implica ninguna restriccidn, dado que en
esta teoria y de acuerdo con lo ya discutido en otros lugares del

. 4 s L N /
trabajo, podemos entender a la metrica como la unica variable geome-

N . 4 .
trica, "diluyendo" la torsion en el tensor energia-momento combinado).
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l.a igualdad (:.23) debe ser valida orden a orden. De acuerdo con
(3.25-9) y (3.20), teniendo en cuenta que a partir de (3.1) 6 ~ rv2/M
y fijando las coordenadas con (3.34), tenemos que las componentes no

nul as de Rﬂ“ respecto de la métrica valen:

2 2
Reo = 4 V780

o2
(Z.35)
2 2
o= 4 g
R,«A_av;g,ﬂ
(Z.36)
3
Ro;=;-fvv*§;o
(3.37)
b Y 2 2. 2 a
Rog = 4 V¥ Q60 - 4 380 _ 2 a . 2% £ >
0= § ¥ Joo aSiif a5‘3a)<;§<5 +;(V%°°)
(3.328)

L a)
-\ —-—
donde R,uu indica orden v /v %.

Ahora necesitamos expandir las fuentes que conforman la parte derecha
4
de la ecuacion de campo. Para ello debemos tener presente que de acuer-

= u’ v
do con (2.122) y teniendo en cuenta que kA~ G , es o= o™ hasta

- - a 3
orden Mv /r3. Fara ser consistentes con el hecho de que Ro; = ROO =
3
= Ris = 0 , debe cumplirse:
o . 1 4L .-
0°f - 6°> . 0*3 =-o
(Z.359)

MV . s S, —3 . . ./
donde 0 significa orden Mv /r< . No poseemos ninguna prescripcion
Oié
para determinar el valor de U772, Fostularemos que el mismo es nulo
o . .
A

0 3 - O = a

(2.40)
lo que implica que en el l{mite newtoniano las fuentes s0on, precisa—

’
mente, newtonianas. Esto esta de acuerdo con aquellos casos en que los



potenciales gravitatorios, de 1los cuales surgen las diferentes com-
1 . .
ponentes de la metrica, poseen desarrollos donde las velocidades de las
/ . y - 4 : .
fuentes aparecen explicitamente. En paragrafo posterior se jus-—

L / . Y .
tificara esta afirmacion para el caso de un modelo particular.

Las ecuaciones de campo pueden escribirse:

> ,( a2 °
Reo =4 V%00 =-Y7T G T 20
(Z.41)
> 2 OO-OO
Ris= 497 §ug = Y776 845
(Z.42)
3 4 .
3
’{01;:: ;g‘71<8‘g3 = X?TZE Sj:j (7‘04
(Z.473)

Y Y 2 2 512' > 2
Roo = 4v2500 - 4 2382 - 2304 Tl + 4 (Vo)

2 2 a 28 ML
- - (& mme - oo ) -4 (3IWL)TA
=-YIT6 (o 2 oo T > ( ) (3.44)
. . . 7 pyav) ’ . PLAN -
En esta ultima ecuacion /\ esta compuesto por los terminos extras

o MV
que  en 2.122) O”AJ posee respecto de J . En otras palabras

M = g + 3L N

(3.45)
I,
donde /\}t indica orden Mov /iY .
Definiendo
2
%Oo = -élqé
(Z.46)

/ - .
observamos que (Z.41) rs  equivalente a la ecuacion de Foisson:

Vi@ = Y17 6 T°°

(3.47)

4
cuya solucion es:



(Z.48)

Teniendo en cuenta (3.42), vemos que

Jejz -2 b4 @

(Z.49)
For otro lado, definiendo
3
io = 2
% A (Z.50)

. . - - ., 7
notamos que este potencial vectorial, de acuerdo con (3.47), tambien

. . 7 . . . 7
satisface una ecuacion del tipo de Foisson. La solucion es

6 (Et) - yéj Ow(x,a A x

_a-a, (.5

Definiendo

y
800 = -2

(5.52)
vemos gue este potencial escalar vale:
3
(xt__éjd))({,( —Q+V""(¢)2’ +
v ) IR-X' 7//6[ J
< o
o + 36 A | .

donde hemos tenido en cuenta que

28 % =4vr(g)-g vd

XA dX* el
Como puede verse, el potencial de cuarto orden ¥ es diferente al
correspondiente de R.G., independientemente del modelo que se adopte
para la descripcidn de las fuentes, vya que €1 posee términos que
dependen euxplicitamente del esp{n. Debemos aclarar aqui, que las

4 ra
componentes del tensor energia-impulso metrico tambien pueden depender

del espin de las fuentes, de acuerdo con 1la relacion (2.114).
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3.1.9. La Expresion dg la  Geodesica de la Farticula No Relativista

Teniendo en cuenta (%.49), (3.50) y (3.52), los simbolos de Christoffel

valen:
2 Y
) - a9 20
0o 00 DX ot
(Z.54)
3
] =208 - ) - 5 8
(3.5%)
2
Al _ 5.2 _ 5,022, ,S5.n O
{ARS‘ I T vl
(7.56)
3
5)-
oo J) d¢
--\J7)
a
HEE)
oL Xt
(.59

. . -y
En gfonsecuencia, la ecuacion de la geodesica para la particula de

prueba no relativista, hasta orden post-newtoniano, es:

Lxr=-2 (@ +F>+¢) 285 _2%:) Vi 4 398 Vo
e < +(am &3) $ T ¢

+ (843 a¢) + 5 -jé "SdﬂL v >Yth.+qQ_aﬂ$\Q_ - ‘iJ

oxd (929)
L.a cual podemos escribir vectorialmente como:
A7 = -V (S +g2 + ¥ _i r Vx (Vx%) + 30 28
de )~ ot
+YT (V.S - IV vg
(Z.60)

. . .. ’
Tambien es posible obtener, adicionalmente, otros tres simbolos de
Christoffel, dado que 1los mismos dependen exclusivamente de las

ly . L
componentes de la metrica recien halladas. Ellos son:



=2 (255420

(F.61)
v

© g = -é . (\'V_ ¢-‘l)

Lo oX* (3. 62)

S
{O } = oY + P ob + i,; _a_é )

0o ot ot ox* (Z.67)

For otro lado, es facil establecer 1o siguiente: si el desarrollo de
las componentes de la métrica potencias pares o impares de la
velocidad tipica, segdn sea el caso, se cumple para ordenes superiores
(ver comentario abaijo de (3.12) ), entonces el desarrollo de los

s{mbolos de Christoffel es el siguiente:

2 J : ,
{:& {}:/\i + {i\i SRS para ‘{:oi , {j&S ¢ {Z,,,'% (T.60)
3 S

RN AR oY ERSRN P OF ot B

J.1.6. Travyectorias de Partfculas Relativistas

Estudiaremos a continuacion el movimiento de un foton en presencia de
estos campos gravitatorios. Dado que el caracter no relativista de 7V se
refiere exclusivamente a la velocidad de las fuentes, los resultados
obtenidos en los parégrafos anteriores pueden ser utilizados con vistas
a establecer el movimiento de particulas relativistas. De acuerdo con
(3.18), vy teniendo en cuenta que las componentes de la velocidad de la
luz W, = dxj/dt son del orden de la unidad, tenemos que la aceleracion

—;_—
de la luz a orden v /r, vale:
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2 - a
%"_Z«é:- {2) - 15af " Y +‘l{:3‘f Wi Wi

(Z.66)
/ /
Como funcion del potencial de Newton, esta ultima expresinﬁ puede

escribirse:

AW _ —ot 4 (84 %}’Zsm ) g—’fj ~Sip 8. Wy, +2238 UpW,

dt Xt dxt x4
(32.67)
Lo que podemos expresar en forma vectorial, como sigue:
> = 7
N _ _ () WD TB 9 W (W, UB)
6£6' (3.68).

A diferencia de 1la part{cula no relativista, en la trayectoria de un
+0t6n puede existir una correccion a tercer orden. Ello es debido a la
magnitud que pueden alcanzar las componentes espaciales de la velocidad
de la 1lu=z (esto es ~ 1 ) sumado a las caracteristicas de las exban—
siones (3.64) y (3.65) de los simbolos de Christoffel. For lo tanto, el

siguiente orden es v~ /r , y sus correcciones valen:

3 3 3
o o
_l{gjj \ij +{00}VU’”‘ +{JQ§WJ\U&%

Reemplazando los simbolos de Christoffel por los potenciales gravita-

(3.69)

/
torins, esta correccion se escribe:

35 200 Wi+ 2B W - & (3% 214 . .
(37:'3 am) 3 EV Q(ﬁn_kr)ﬁ)wiwkw‘

2% W Wn Wi b
d a& ~
at (3.70)
For 1lo que la aceleraciodn de un fotén hasta tercer orden en velocidad,

vale:



(Z.71).

L4

. Y
A pesar de haber integrado Roa para obtener 9o, nosotros no

» . . /
podemos utilizar este resultado y calcular, entonces, la aceleracion de

un fotdn hasta el orden siguiente, esto es hasta VY/F . Ello es asi
y

; v

debido a que necesitariamos conocer {;ﬁi y 10 que implicar{a saber gja
, Y

Y, en consecuencia, poder integrar la ecuacion (3.33) para Rib

(Este no es el caso de la particula no relativista, dado que para

./ / v
calcular su aceleracion a cuarto orden,solo hace falta conocer 9 0o ).

’, . /
Como se vera mas adelante (paragrafo 3.2.3), las correcciones en la
. ! / .
aceleracion del foton a tercer orden, resultan suficientes como para

encontrar dispersiones entre la teoria ECSK y la R.G.

J.1.7. AFN de la Ley de Conser vacion

Los potenciales gravitatorios dependen de la evolucion de las fuentes.

De acuerdo con (3.48) (3.51) vy 3.53) necesitamos conocer en todo

instante cual es la distribucidn correspondiente a (;°° ' é;“b, d$9“ Y
[}

/\}QL. Esto significa que .para realizar 1l1la AFN de la geodésica
necesitamos conocer la evolucion de las fuentes hasta pot- lo menos un
orden Mv?* /Fr3 . Las magnitudes que sirven de fuente a los potenciales
estan siempre "atrasadas" en dos ordenes respecto de la correspondiente
componente de la metrica. Ello se debe a que en la ecuacidn de campo
combinada, las fuentes estan multiplicadas por un factor que depende de
la constante gravitatoria 6 , la cual "aumenta" en un orden V2 F/M su
parte derecha.

Fara hallar 1la evolucién de las fuentes hasta el orden deseado,
disponemos de la ley de conservacidn (2.123), la cual debe ser valida

orden & orden. Recordando (3.45) y desarrollando (2.123), obtenemos:
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% (T 1 TG N ) + {ﬁk}(cr*ﬁ s AY)

' {;J (> + {76 N ) = 0

/ . —— - ’
En el orden mas bajo, esto es a orden Mv/r 7 obtenemos la ecuacion:

(3.72)

o 41 .
o2 (gee + 2 g« _
ot Y =e
(Z.73)
4 .. .
recordando que QT*By/ 2 x* = 0 se cumple trivialmente debido a

/
(3.40). Fara el orden siguiente, obtenemos 1+3 ecuaciones: una ecuacion

para V=0 y tres para V=1,

2,(0° + 3M6 Ro<) = o
(Z.74)

a C LA 4, o
25(F+45 4376 N\ A)+§tcrﬂo L3 P _ o
X+
donde en (3.75) ya se han reemplazado los simbolos {:ij' por los valores

d
obtenidos en el paragrafo anterior. Desarrollando la ley de conser-—

’ —— -y . . - .
vacion a orden MY /r , Obtenemos las siguientes 1+3 ecuaciones:

2 (gee A2 ) +2  (Pox Aok
2 (§°° 4316 ) +2  (Fox 35 A°F)

at (Z.76)

2 (gHe [6 A*° > . (g~ T /"“'-'.‘ =
%(O’ + 36 A )+3—KJ(C73+X”C’ ) =o

(3.77)

Finalmente, para el orden My T e Y obtenemos las 4 ecuaciones:

3oo 400 v_ . -Io,,;
éét((r + 3116 N )"aéw;(o-o*-/—g/’/_é/\ ):o

(Z.78)
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2(0% 516 o) 2, (35 + BTGNS + 28 (o

X OxX*
A oo a\P, + jéix: clgé a¢5 i d:oc> 2% . _ o4 :
+31T6 N°° + (—5;4, oS¢ * v ) ¥ C —gfi ———-;:,d

~ Y §., 08 T ges b OB _ 4§, OP -3k 3@ _
Matj 1'(.1&6;}; uz.g)a)(f +BMGA )_O

(Z.79)
. ’ [

En estas ecuaciones y en relacion con R.G., no solo aparecen nuevos
/ . 4 . ./
terminos que contienen las componentes /V‘ : en la teoria ECSK tambien

0_,/4,\/ : . M/
las componentes de son diferentes a las correspondientes T de
R.G. Los potenciales gravitatorios, que dependen de las mismas fuentes,

./ L . .
tambien participan de estas expresiones, por 1o que tememos un conjunto
de ecuaciones integrodiferencial que s0lo puede ser resuelto por medio

de un procedimiento iterativo.

En esta seccidn hemos hallado las expresiones mas generales para los
potenciales gravitatorios, las trayectorias geodésicas de particulas
relativistas (hasta orden V3*/F) v no relativistas (hasta orden VYR,
como asi! también 1las correspondientes leyes de conservacién de las
fuentes que producen 1los campos gravitatorios (hasta orden MvY/F3).
Estamos, por 1lo tanto, en condiciones de estudiar el caso de algdn
modelo particular, que sea relevante y por otro lado compatible, con

. 4 . 7/ N . .
aquellas hipotesis fisicas que hacen posible nuestras expansiones.



3.2 AFN_FARA UN FLUIDO IDEAL CON ESPIN

3.2.1. Modelo de Fluido Ideal. La Conexion Afin v la Torsion

’

Si elegimos un modelo para 1los tensores o4’ Y ;k,)‘ y NOS sera
posible escribir explicitamente los potenciales y las leyes de con-
servacién necesarios para la AFN. Para el tensor energia momento total,
emplearemos un modelo muy general de fluido ideal con espin:

ZMJ - PHuY 4 P(SMJ-FU"L)V)

(3.80)
donde b”‘ es el momento lineal, P es la presién hidrostatica (que
supondremos de orden MvV® /3 y u/ representa las componentes del
vector cuadrivelocidad del fluido.zz*“j tiene la misma expresién que su
correspondiente en R.BG.: sin embargo ahora F# no es y u”  (con ? la

. '3 .
densidad de energia), Yy en consecuencia este tensor no es necesa-—

’
riamente simetrico.

Teniendo en cuenta los 6rdenes més bajos de las diferentes componentes
de 6 y nNoOs es posible obtener las componentes de ’ﬂ sy Y por lo tanto
tambiéh aquellas componentes del tensor de la torsion que resultan
necesarias para escribir el operador‘éx . Esto es necesario con el fin
de calcular 1los a*’ hasta un orden MV /F3 , via la ecuacion (2.114),
lo que hara posible la explicitacién de los potenciales y de la ley de

«

7
conservacion (3.72).

Fara el tensor de espin (o impulso angular intrinseco) adoptamos el
modelo usual (50)
A A
%, = 8.V
(3.81)

donde ;M, es la densidad de espin que corresponde a un tensor anti-
simétrico:

s v = -Z

- Emuv] (3.82)

/
Impondremos la 1llamada condicion de Weyssenhoff, que garantiza la



integrabilidad de las ecuaciones de movimiento de las part{culas del

fluido (?) (51):

v = v
(Z.83)
La expansidﬁ de la cuadrivelocidad u” se puede obtener de
U’AU# - %MJ vHuv - 8;\-/ AX AxY - AS* - -4
A2 L& A4S (3.84)
ya que d& = = —-ds2. Sus cuatro componentes valen:
V- A-p+AVv>+40 (;TO
=2 (3.8%)
Ut = VPVA - vA - GVA L A v VA Lo (vF)
ey (3.86)

Supondremos que el espin puede ser expandido en potencias de v:
N o 1 = N ‘x ‘-Lx
6., =(C., + Gy + 0y +... ) (O 4 O 3V )

(3.87)
donde §&,, es de orden IVASIVT= Y 0* es de orden V" De la ecuacion
algebraica (2.119) tenemos que espin ~v k=ttorsion . En la APN la
conexidn debe expandirse en potencias de Y Yy, en consecuencia, esta
es la expansién correspondiente a la torsion. Teniendo en cuenta que
k-2 ;u MY> /r y Vvemos que la expansién del esp{n debe hacerse,
precisamente, en potencias de Mv"/F> . Por otro lado, el orden mas bajo
para las componentes de la conexibn es v /r, de forma tal que si

. 4 . .
nosotros esperamos para su parte antisimetrica correcciones a este

o
orden, debera ser zééqt o .

En la teoria ECSK (asi{ como en R.G.), el espin suele ser asociado a un

[ . . s 7
vector de espin s (51). A veces esta misma asociacion se hace con

respecto a la torsion (52). En el primer caso se toma

Z - A aCA
A 3 8/4")0‘ LTS (3.88)

Aqui nuestra expansién (3.87) significarfa que la magnitud u? s* debe



= A - m -
ser, de hecho, expandida en potencias de Mv"?r", donde u’}lv“* Yy

w' --wm .
s’ MV T /F*, con n=mtm’ y m,m‘=0,1,2...

A partir de la ecuacion (3.83), vdlida orden a orden, podemos obtener

las siguientes relaciones y vinculos:

2. = Bre

A O = O
(3.89)
A o .
- - PRV
G0 = " 8u}
(3.90)
4 L. A .. © e
. e _ A A
Gio = _ 548 Ba = 573 Cap v
(3.91)
2 5 %;3{) 4 j
Z- - - - - __zg A V4
<0 — *4 = “4 (3.92)
(4
De acuerdo con lo ya afirmado, supondremos que las componentes Zi' son

distintas de cero. Esto resulta coherente con la descomposicién de la
densidad de espfn (Z.88) y las expansiones de la velocidad (3.B85-6) y
del tensor de espi{n (3.87). Fara este caso, estas componentes vendréﬁ

./
dadas por la expresion:

o _ ' ° 2 & o
8y = é‘_éﬁahouos = 5{ E,L‘_,)‘Q,\S‘a"

Tambien resulta sencillo comprobar que los resultados (3.89-92) son

todos compatibles con (3.88).

. . 4
Haciendo nuevamente uso de (3.83), vemos que la expresion corres-

pondiente a las distintas componentes de la conexién, se reduce a:

A A PN Af o
P/“"‘ (/Ni-*- e (ZMV - %Md‘g) Z"f +%V0—6A(’érﬂ—o-
(3.93)
Utilizando las soluciones para los simbolos de Christoffel obtenidas en

4 N .
el paragrafo 3.1.5., podemos escribir las componentes de la conexion

hasta orden v>/F como funcidn de los potenciales, la densidad de espin

y la velocidad:



~-125-

to= 3 - 6§73 C,, VT

(3.94)

Fi-:r—‘i - 86 61“*({5“_,.%3%).,_}_(?_?_&_'__&_9') 8"'36’5

o~ 80 = - oxd ¥t ot
(3.93)
i 5 20 _5ip DD 5., 20 BTG (&,, V-
S = 08 o T SIS LY
. o s
t2 8% 6m i Saye v ) (3.96)
e - 20
oo bt (%.97)
e - 22 +4éﬂ‘68
* BK’ (3.989)
re - 28
4o o xX* (3.99)
o 1
Y L% ) 8.
,—10 = 3”()(21,'_'\”'24,3) 4 (.?_i_'-“f‘ —22 ) "'J
LA < 4 A )
45 oX ox t (3.100)
° o
Hasta orden w3 F y las componentes rLo Y f"lo coinciden con 195

L

correspondientes simbolos de Christoffel de R.G., mientras que en rla,

A A r\ /. rl o

o4 ’ 40 Yy oL aparecen terminos nuevos. En ij tenemos

, .
terminos antisimdtricos debidos a 1la torsién; y en Iﬂ;h~ son incor-

/
porados terminos simetricos Yy antisimétricos, también debidos a la
1 1

torsion. Este ultimo caso muestra que este tensor tambien contribuye a
la parte simétrica de la conexion.

- ’
Hasta orden V¥ /r las componentes no nulas de la torsion valen:
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o A
S0 = 306 (Bus + Z,c's)
(3.101)

Soi® = IS (Bey V2)

(3.102)

_thfi - TG iﬂ& v (3.103)

Unr resultado interesante al que se puede arrivar a partir de esto
ﬁltimo, corresponde al valor de las diferencias, recién a tercer orden,
entre geodésicas y autoparalelas. De acuerdo con la definicion de
autoparalela (1.40) donde 1la curva puede ser parametrizada con el
tiempo propio, vy entendiendola a e%ta, mnmentéﬁeamente, como repre-—
sentando la aceleracion de una part{cula, vemos que para el orden QS/F

de d=®x*/dt2 , se obtiene:

3 .. o —
d_:)_(&A = 327116 6% 2au V
t-l

(3.104)
Al mismo orden, ahora para el casoc de la geodésica descripta por

(3.18), llegamos a:

Bi
A

(3.105)
En general, para 6 =0 , obtendr{amos el resultado bien conocido de
’
R.G.: no existen diferencias entre autoparalelas y gendésicas a ningun

orden. En la teor{a ECSK tampoco existe diferencia a orden CQVF'pquue,

2 . 2
/
de hecho, [120 = {: & y Y ambas curvas coinciden en su expresion con:
o]
xA - _ 22
AEX - XA (3.106)

4
lo que constituye la ecuacion de Newton.

7/
Las expresiones (3.104) y (3.105) de curvas autoparalelas y geodesicas,

se verifican para el caso é # 0 . De acuerdo con lo ya discutido en
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3.1.2., corresponden a las regiones del espacio-tiempo en donde existen
fuentes. El1 hecho de que ya a tercer orden las expresiones de estas
curvas no coincidan, resulta coherente con lo visto en 1.1.6. cuando se
/ ‘.
establecio que en una geometrfa Ua geodesicas y autoparalelas
constituyen curvas diferentes del espacio-tiempo. Ya se ha senalado,
4
tambien, que ninguna de estas curvas describen, necesariamente, la

aceleracion de particulas dotadas de espin.

omponentes de las Fuentes Hasta Orden ﬁVi/F

Con 1los resultados obtenidos en el parégrafc anterior, estamos en
condiciones de obtener 0 *Y hasta orden ﬁ3=7F3 . Debemos notar que

(3.39) da condiciones extras para el espfn, las que habremos de tener

/
en cuenta en nuestros calculos.
Para el orden M/r> tenemos:

(3.107)
Hemos de tomar §° como la densidad de energ{a ? y, qQue a este orden
coincide con 1la densidad de masa en reposo go y 10 que se justificaré
en el parégrafo J.2.3. (ﬁ, = Q)Q s, donde n es el numero de particulas

con masa U, por unidad de volumen). Tal cual lo supuesto en (3.40):

o ..
g <3 -
Q (3.108)
L] ’
La condicion (3.39) para 0_0*, implica:
D .
Fab
= O
(3.109)
D . (Bxa
5*; [Z ) oV @)
(3.110)

Para el orden Mv/Fr3 sy ¥ teniendo en cuenta que g °° = 0, obtenemos:



AX*
(3.111)
A su vez, para ge+
4 4 .
w
g oL - f)b/u« + 52 -(~5 )
oX*+
(3.112)
v
Teniendo en cuenta el hecho de que T*Y es simétrico, vemos que
A 4
wL wL
f = PV :?Vw
(3.113)
A
w
For otro lado, como g es nulo, tenemos
> o Lj o .. 'y ° k.ﬂé /J)
2 (6"3)+ 2, (3~3vE_286 T - o
ot X
(3.114)

La parte

ecuacion (2.111) a orden Mv/F3

maneras?

. / 4 . . 7
antisimetrica de esta ultima ecuacion no es otra cosa que la

La escribiremos de la sigquiente

2 (2N V. (3V) o

ot

La

espin de orden cerc". Como la parte

(3.115)

cual podemos denominar "ecuacién de continuidad para la densidad de

simetrica de (3.114) debe anul arse,

y teniendo en cuenta (3.110), vemos que debe cumplirse

0 : p

& (X ( J))
[A _%_& Va9%) - o
[=2¢
(3.116)
Las ecuaciones (3.115) vy (3.116) son sdmamente importantes, dado que
establecen la relacidon entre el espfn y el campo de velocidades del
fluido.
. -8V

FPara obtener las expresiones de las componentes de g- al orden
siguiente, debemos tener en cuenta el hecho de gque ellas deben ser



simetricas. Haciendo uso de las expansiones de las componentes de la

conexion fﬂ y de las componentes antisimétricas del tensor energfa—
Cw-r_] Z[o-u.j

impulso total :Z Yy y utilizando nuevamente (2.114) y lueqgo

’
de mucho algebra encontramos que:

Goo - Pot p(AVI-B)+22 (3°4)- 46T 685 6™
o D4
(3.117)

61“4(?: ?VL“ vr +'F 5‘“‘ axx,(uék(u* r))

FLTTG £y, 35 (m g 13
(3.118)

ouw - 3 we Va* 2 AL
g -&g&"(—é y V) U +a s 5 (ng )+5§fxz
o . o ' 2 ,4., wa : g h
to (48T g4 THS @ 8Ot v T gy V)
OX* " -

(3.119)
Fara obtener estas expresiones, se ha desarrollado la ley de conserva-

cién (2.111). Esto nos ha permitido emplear las sigulientes relaciones:

2 (™) + ek(gwr V) - 46 TTE 8,5 8° 53

af; = O
«.120)
VJ 1u& lud 35 é: VQ\
ax/«(z”“ )y 4Py 5 ae( V)
wi Sy /5 R £) - dF B
+ 68 Sx&[z Vl/) = o
(3.121)

Las ecuaciones (3.120) son particularmente importantes, dado que ellas

proveen los valores de las componentes 5‘3
2> 2 P
el potencial vectorial § . El valor de P° de la ecuacion (3.117),
1 ’
sera explicitado en el paragrafo siguiente.

s Necesarios para conocer

/ ’ ’
Para poder escribir en el proximo paragrafo las leyes de conservacion

hasta el orden deseado, en forma expl(cita, debemos conocer algunas



componentes de A . Ellas son y valen:

/Koo: 33_- Z,&a é,o.'s

o .
AN+ - o

o - . o o -« O ’uu’
/\J-.Q _ &6;.% er;wr— _’_{ 5*"3 Zw.( g
- =2 (3.124)

La (3.123) y el hecho de que sea éog = 0 y, muestra que

6£0L =0
lo que resulta consistente con (3.74), que ahora se satisface
trivialmente. A partir de esto ﬁltimo, la ley de conservacion (3.77)
queda:

3 . - "/_3
2. (04 +816 N3) =0

X - (3.126)

Z.2.3. La Ley de Conservacidﬁ;pgga el Fluido Ideal con Esp{n

La Forma Explfcita de los Fotenciales Gravitatorios

Dado que ahora conocemos las componentes de O vy A s estamos en
condiciones de obtener (3.72) hasta orden Mv /rY y 1o que es necesario
para 1la enplicitacién de las geodé%icas (3.60) y (3.71). A partir de

las ecuaciones (3.73), (3.107) y (3.112) obtenemos:

0 w

J-#—_EM(QV ):O
ot  dx

(3.127)

4 .. . . J

donde hemos tenido en cuenta que 33'(3*3/axbax° = O , dado que &*3

/
es antisimetrico.

Veamos cual es el significado de (3.127). En R.G. nosotros podemos
escribir la conservacidn ., del nimero de bariones, o lo que es equi-

’
valente, la conservacion de la masa en reposo, en las dos formas



equivalentes:

é/’,,_ (¢ V") =0

) =
a/"“ (e Qo ) © (3.129)

. . / /7
Extendiendo estas 2 ecuaciones a una teoria metrica con torsion

obtenemos, respectivamente:

r
Ve [ foU™) =0

(3.130)
A r\ v
3A(e¢ou ): evﬁ(gou )+;ej/ur°‘)oouf*
hd >
= V.(efou )= o (3.131)
Ambas ecuaciones difieren en el término ES#Jrc—ﬂ,u‘*. En (11) se

/ ’
prueba gque la ecuacion (3.130) habria de implicar una torsion asociada
. 3 /
con una variacion en la masa, y no con el espin de las fuentes, lo que
./
no concuerda con la interpretacion que al respecto se ha dado aqui.

(Ello es asi{ debido a que (3.130) puede escribirse como

(e ¢ u")% ~e S Thut o

Aplicando la ley de Gauss en una regidn 2 delimitada por dos hiper—

superficies espaciales Q; Y O:L que encierren toda la materia,

tenemos:
M(sy) - N () = .lv[z e, TP U gix

con M0 = ‘{e ?" u d‘i‘= _{ﬂo d (voblumen propio) : la masa del sistema
c
en O . En consecuencia, (3.130) implicarfa una torsion ligada a la
/
variacion de la masa del sistema y no a su espin).
En cambio, la ecuacién (3.131), entendida como un vinculo, conlleva la

7 /
interpretacion convencional de conservacion de la masa, ya que ob-



tendriamos:

H(G__,_) - M) = o

Es importante senalar que la ecuaciéh de continuidad (3.131) resulta
necesaria cuando la temperatura es una variable independiente y, en
consecuencia, la presidn P es P = FW‘%,TT), siendo T la energfia
interna, a 1la cual ya nos hemos referido en 3.1.1. La densidad de
energfa y involucrada en (3.127) y la densidad de masa en reposo 55 ’

. ’
se relacionan a traveas de

8: go (/{+Tr) (3.132)

La energfia JT es de orden v* . En consecuencia, a orden M/F3 las
densidades ? Yy jg coinciden, atin admitiendose la existencia de una
energfa interna. En otras palabras, (3.131) es (3.127) a orden Mosr” '
la gue podemos escribir como:
%, 2 (pvm) -
EY aa)(‘”'“ (()o v =© (3.133)
Esta ecuacion es exactamente igual a la correspondiente de R.G. (31).

For lo tanto, sea o no la temperatura una variable independiente,

/
(3.127) representa la conservacion de la masa.

No debe sorprendernos el hecho de gque cuando las fuentes cumplen con
las condiciones de nuestras hipétesis, la ley de conservacidn (3.72) en
su orden mas bajo, nos conduzca a que la masa se conserva. En efecto,
si a este orden existiese una conversion no despreciable de masa en
energ{a, ello producir{a temperaturas para las cuales el fluido habr{a
de moverse a velocidades relativistas, 1o que negar(a la hipétesis

fundamental de la AFN (36).

Haciendo uso de (3.112), (3.118) y (3.124) 1la ecuacion (3.75) queda:
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wyf L §UCP_ a3  (grieuayn) S Slfucr)g
-e%(([f‘/ Vi+ 8P ;a‘x*(z v )+/(é77'éZA-53 §°73
. ° o . u_‘ro OA:-
FALTTG 852, 07 6 87 245 873 ] + 4, 22

2 [()ovwﬁ-é (éu“)] =0
<t oX*

(3.134)
El potencial ﬁé contenido en esta (ltima ecuacion vale
3
P A3x'
74/
(3.135)

y coincide con el correspondiente de R.G. Sin embargo, encontramos

torrecciones a los otros dos potenciales. Ellos valen:

- 3, £ 4 Lua
U () = -96 JKICFV +2 .. (¢ )]

IL-X"
(3.1346)
>, d2x [ 4 B LT (L) o
VY (e)= -5 o {wm[ SZ Y (#)*3 + Fo. - (&

2 VT 43P+ (2 V) 16T 6 28

o< dx '~ (3.137)

Si volvemaos sobre 1la expresién de la geodésica para una partfcula no
relativista (3.60), notaremos que las correcciones debidas al potencial
-
vectorial de tercer orden ﬁ son del mismo orden que las provenientes
del potencial de cuarto orden ¥ . SoOlo conociendo la estructura de las
fuentes, se podrfa pesar el valor de cada una de las correcciones a la
ley de Newton, provenientes de estos potenciales; correcciones gue
obviamente estaran acotadas en su orden de magnitud. De acuerdo con sus
caracterfsticas, cada potencial tendra mayor o menor influencia en lo
que hace al movimiento de las particulas de prueba, como asi tambien a
la propia evolucion de las fuentes. Lo que dependeré de factores tales
como la particular distribucidén de la masa, el grado de polarizacién

del espin o la distribucidn de velocidades. (Volveremos sobre esto en

’ - . .
el paragrafo 3.3.3. cuando analicemos drdenes de magnitud).
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S1 la presién viene dada por una ecuacién de estado conocida P = F (f)

entonces poseemos 10 incégnitas para poder establecer el movimiento

o .-

o J .
geodés1co recigh referido: f y las 3 componentes ¢* y 3 &*+3 y las 3 v#
Disponemos para ello de la ecuacion (3.133) las tres ecuaciones
(3.134), 1las tres (3.115) vy las tres (3.120). Fara la geodésica gue

describe el movimiento del fot&h, también necesitamos establecer el
valor de 10 1ncdbnitas dado que, si bien el potencial de tercer orden
solo depende de los valores de la densidad de esp{n de primer orden, la
ecuaciéﬁ (3. 120) que las provee, depende de la densidad de espin a

- 4 . 3 ’ .
orden cero, por lo que tambien es necesaria la ecuacion de continuidad

(3.115).

Si, en cambio, la temperatura es una variable independiente, debemos
dar una ecuacidn para la energ{a interna. Para ello podemos utilizar la
ley termodinamica (S53):
) )
dﬂ.:TdS‘?d(/Fo 4-u.),,_“,a[(5 /fo
2.138)
donde T es la energia cinetica de espin
v
= W &

7_ yyRV4 (3.139)

con la velocidad angular W , representada en funcion de la tétrada,

como

s = 485 €an ~E% 0,.)

(3.140)
resul tando, por lo tanto, antisimétrica. En (3.140)
>t =V, (et )V
€ u = \%( /4) (3.141)
En (3.138) S representa la entropfa especffica. Fara calcular los

diferentes ordenes de la velocidad angular, es necesario expandir la

tétrada. Fara ello puede utilizarse (1.64) en la forma:

8JLV E%uci e, @ - E?oVQ

(3.142)
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igualdad que debe satisfacerse orden a orden. A partir de este

desarrollo, se puede comprobar que
A

[
Lv.)},u/ = u‘),p.\/ s
(3.143)

Al no existir flujo de calor (21) (31): T dS = 0. En consecuencia:

Joo AT = (P- Wy 643) Ao +fo Wi 483
A€ 4 ¢ adE (3.144)

Esta es una ecuacién post—-newtoniana de orden M V3/Fé . Teniendo en
cuenta (3.143), vemos que no es necesario conocer 215. For otro 1lado,
las componentes de la velocidad angular a segundo orden en V ,
dependeréﬁ de 1la velocidad del fluido y del potencial newtoniano gﬂ '
por lo que (Z.144) nos permite despejar F , siempre y cuando poseamos
otra ecuacion para la energia interna. Esa ecuacidn es la (3.76). En
otras palabras, debemos ir a un orden mds altoc en la ley de
conservacidn, por lo que deberemos explicitar Fo Y 54#. Para ello
podemos tomar, por ejemplo, el modelo empleado en (31) donde Zf}‘d se
obtiene a partir de un lagrangiano valiendo:
T 2 O (A7) VXUV -2 34 U VY P (g0 *UY)

(3.149)

/
Comparando esto con 1la expresion general (3.80), vemos que

Po - g (4+ T) U7~ 2 B0,

(3.146)
Desarrollando (3.80) vy (3.145) hasta segundo orden y comparando,
llegamos a que
;o - ;_yé + A 2
Fo = ¢ ( 3V +17) (3.147)

/
que coincide con su expresion en R.G. Por otro lado, desarrollando

3 .
(2.114) para ge~ , obtenemos:

3
——~—~—A——

3‘9, . . ¥ .
T = oV (cagp +V> +TT )+ O U* 4 v, po?

(3.148)



con/LL definido en (2.108). El ndmero 3 en el dltimo términn de

(Z.148), 1indica orden ﬁ?s /Fr3 . 8u expresién contiene potenciales y

densidades de espin ya hallados. En consecuencia, la ley de con-
servacion al orden deseado, esto es (X.73) + (3.76) , se puede
escribir:
iu*.é 5 Ve e %4
a_at[fo(A+v°_;¢+Tr)—aB 2 i(tuc )-YIT63, ;8]

3
59 L (o VA (A= 01¢5+\/"+7“)+?V*+V/u.0/~*3 (70 ‘M =0

(3.149)
Los potenciales gravitatorios valen para este modelo:
- 3
¢ @) = -6 [ (’oj_f’
(3.150)
a3 4 ,
$ (@, t)_-%/d’x Covees (8]
ox'
(Z.151)

-2 D

3 >3 Q 2
Y(Kt)'-5/dx {vréEaa + V()]
+.).(o (v1_¢+i77') +_3f>+\-/§t,‘../zuu Vu—«)
+A6TE 6643 ZOM} (3.152)

S5
Debido al hecho de que el potencial vectorial { no coincide con el

correspondiente de R.G., y teniendo en cuenta la ecuacidn de movimiento
del foton (3.71), vemos que ya a tercer orden existen discrepancias
entre las teorfas R.G. y ECSK. Distinto es el caso para la partfcula no
relativista donde las predicciones de ambas teorf{as difieren recien a
cuarto orden. (Ello es as{ debido a que el potencial de tercer orden.?,
participa de la ecuacio% de movimiento (3.60) en forma diferente que en
(3.71): en el caso del movimiento no relativista, este potencial
aparece derivado con respecto al tiempo o multiplicado por la velocidad

de la particula, de forma tal de contribuir en un orden A I
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Veremos, sin embargo, que el efecto de tercer orden del espin (de la

/
torsion) puede anularse en algqunos casos particulares.

Con esto hemos completado nuestro programa para la apronimacid% post-
newtoniana de la teor{a ECSK y en particular para el modelo de fluido
ideal con espfn. Es importante recalcar el hecho de que absolutamente
todas las ecuaciones halladas aqu{ son equivalentes, cuando se cumple

-t - . I3 4 .
6= 0 y & las correspondientes a una aproximacion post-newtoniana de

la Relatividad General.

3.3, RESULTADOS RELEVANTES DE LA _APN

3.3.1. Densidades de las Fuentes.

Supongamos, en primer lugar, que el espin de las fuentes posee un
origen cuéntico, con lo que el mismo no ser{a asociable a un fluido
como el introducido en la seccidn 3.2. Nos interesa estudiar ordenes de
magnitud para densidades de fuentes cuyo espin tenga un papel relevante

a nivel post—-newtoniano.

En (54) y (9) se preveen efectos f{sicos debidos a la torsion en
aquellos casos en que
£33 o b nwm
3.153)

donde n es el ndmero de partfculas con masa m por unidad de volumen
( y = n m ) y & es la densidad de espfn. En efecto, observando la
ecuacion combinada (2.121) donde el espin de las fuentes entra cuadra-
ticamente, (3.153) significa suponer gue la influencia del espin es del
orden de 1la influencia de la masa. Un origen cuantico para el espin

implica suponer:
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IRV
(3.154)

donde f es la constante de Flanck vy ne. es el ndmero de particulas
dotadas de esp{n por unidad de volumen. Supondremos ademas que los
espines de las particulas son iguales y se encuentran polarizados en
alguna direccion. Dado que n » ne , podemos calcular la densidad

cr{tica f' que corresponderia al caso (3.153). Resulta facil comprobar
que:
f=
T AR (3. 155)
Supongamos, ahora, que la fuente es o bien una estrella de neutrones, o
bien de electrones (este dltimo caso meramente teoricao). Fara estas
1
estrellas tenemos
M, AV 107=22g Me N 10728g
respectivamente. En consecuencia las densidades que se obtendrian,
suponiendo todas las part{culas dotadas con espin, serian:
_P nN 10%%g cm—= ?- V10479 cm=
Estas densidades no tienen, en principio, sentido t{sico dado que para
materia tan comprimida hubiera sido necesario haber tenido en cuenta
los efectos de otras 1interacciones no gravitatorias. Es importante
indicar, sin embargo, que encontramos densidades adn mayores en

determinados modelos cosmoldgicos y en Gravedad Cudntica (9).

Nosotros podremos obtener valores dristicamente mas pequenos, debido al
hecho de que hemos trabajado de acuerdo con ciertas hipdtesis que, por
un lado, acotan las densidades de las fuentes y por otro lado, no

otorgan igual peso a los efectos debido al espin, en relacion con

aguellos debido a la masa de 1los constituyentes de las fuentes.

Antes de realizar los célculos, recordemos las hipdtesis de la AFN

. !
relevantes en relacion con 1o que estamos estudiando en este punto:
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i) El valor de fP= nm es para nosotros de orden Mv°/rd y el termino
-] ’,
k ge° que aparece en la ecuacion combinada, es de orden V*/¢F *

(orden newtoniano).

. / N a,za' =Y, -2 ot
ii) El termino k es de orden v /r~ y comparable a k0°® y no a

-]
k ge°.

En consecuencia

A "517‘2_,\, Mov2
'(-.

v 3
(3.156)
Por lo tanto
M
s T
Arr (3.157)

4
FPara obtener ordenes de magnitud para las cantidades involucradas,
tomemos 1os valores correspondientes al sistema solar donde se cumplen
. . . !
las condiciones para una AFN. A los efectos de hacer una estimacion

tomaremos M como la masa del sol y r como la distancia tierra-sol.

Bajo estas condiciones:

Yy -3

(3.1858)
For 1o tanto si asumimos que todas las partfculas estan polarizadas con
idéntico valor para el espfn, y consideramos estrellas neutronicas
(cuyas masas, como sabemos son del orden de la del sol) llegamos a la
siguiente densidad de part{culas con espin:
$o = Mg ™ Ao™® d/ce® (3.159)
Las estrellas de neutrones poseen densidades del orden de
10*4g/cm™>, por 1lo que la densidad (3.159) es un mil1ldn de veces
mayor . Mas aﬁn, nosotros debemos notar el hecho de que siendo n > Ne
la densidad de la estrella deberia ser ain mayor que ese valor. Sin

embargo las hipétesis i) y 1ii) permiten una posible reduccion de
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importancia en la densidad de fuentes que posean un espin de origen
cuéntico, detectables, en principio, a travég de movimientos de

part{culas de prueba.

For otro lado, el esp{n que sirve como fuente podria no tener un origen
cuéntico, como suceder{a para el fluido ideal de la seccidn 3.2. For
ejempla, el espin (el impulso angular intrinseco) al referirse a las
particulas de un fluido, podr{a asociarse, en los casos cosmolégicos,
con galaxias o a clmulos de galaxias (11). En estos casos las den-
sidades podrfan ser mucho mas bajas. Esto se ve mas claramente si
tenemos en cuenta que en el calculo realizado para arrivar a (3.159),
ha participado 11a constante de Flanck en la definicidn de la densidad
de espin. En efecto, suponer que se cumple (3.154) y que & es de orden
M/7F = y sumado al hecho de que la constante de Flanck es muy pequena,
"hacen" que el numero de part{iculas con espin por unidad de volumen Ne

. . . 4 .
sea muy grande. Si, en cambio, Z posee origen no cuantico, claramente

. ’ .
ne puede resultar sensiblemente mas bajo.

I'd
Tomemos el caso de una fuente localizada y analicemos que sucede con
. . . . Kot
los potenciales gravitatorios lejos de las fuentes. 8i r= |%]|,

-
tenemos para 1315 )]s

yi = 2
pade 4y XX SRR
Ix~X ‘. r2
(3.160)
Si definimos como en (3Z6):
o
9 = [ Foe aix
(Z.161)
R* = [x* do° 4>
= (3.162)

entonces el potencial newtoniano se escribe:
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o - >
@--6M_ 66X B 4 O(//ri)
s (3 .
(5.163)
Definiendo
[aeos £2x
(5.164)
A . 1'3 A
J ::olf)(‘(ro 3Xx
3= . 165)
el potencial de tercer orden vale
ii = -lSJif— RO X :1JL 4+ O (lf/r\r)
C (3 (3.166)
Finalmente definamos
lﬂ ‘[ (/O‘/eﬂ— + 1 ‘cfﬁ@p) 3T 6 /\*9“') A3 x
3.167)
a : A >~ Y& 2 i
’LEJXAEWT(: (‘a‘f;_“*\/ &) )+
FIT6 A A3x
(3.168)

En la definicién de (3.1467) y recordando (3.53), se ha tenido en cuenta

L - -—
la condicion (3.34) para el caso g’“’{}MI} a orden v/r y Cuyo

resultado es:

“f biﬁ _+. ST. % - O

PO

A&
(3.169)
Si derivamos (Z.169) respecto del tiempo, vemos que la integral de
volumen de a=¢/>t:' es equivalente a la integral de volumen de la
divergencia ~-1/4 V’.(ég/ t), la cual es nula. Esta es la causa por la

cual en (3.167) no hemeos incluido el término aﬁélétl .
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Entonces podemos escribir el potencial de cuarto orden de la siguiente
manera:

a

x _)'—>

Y--6M - (£ X5

' 3

+ O ['//r-f)

(3.170)
Si atora definimos

M= 8 + M
= M+ ! (3.171)

> 3 %

-

= + D

£> I> (Z2.172)

/
estamos en condiciones de escribir las componentes de la metrica lejos

de las fuentes hasta orden r—= como sigue:

- 2
800:—/{+°2é_£1 _’_Q_é)(,b -P'O(///r.\.)

3
r v (3.173)

Yis= Siy+ 28560 4354 XK 4 o(4ec)

« €3
(Z.174)
1 . 3 4
: “« QX T,
Qos = -6 2 - 26 3¢ 4 O (V<)
C 3 o
(3.173)
Estos resultados permitirfan, en principio, detectar lejos de una

distribucion localizada de materia, la existencia o no de espin en las
fuentes. Ello es as{ debido a las diferencias existentes entre las
expresiones que, en cada caso, poseen las trayectorias geodésicas de
partfculas de prueba. Fara el fotdh, por ejemplao, esta dispersio;
vendra dada como consecuencia de los diferentes valores que en cada
AL 4

teoria, la ECSKE o R.G., poseen las magnitudes F vy ‘&d .

. . 7 4 . - -—
esto, escribamos la expansion de su geodesica hasta orden v3/F como

Fara ver

! .
funcion de las componentes de la métrica. Recordando (3.66) y (3.69)

coma asi tambiéﬁ los resultados (3.25-9), y teniendo en cuenta que
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3

© 4 3 2
{3&3: -i(%AO/& ¥ %Qo,j - 8302.,0)

(2.174)
tenemos, de acuerdo con las (I.173-5):
AWe _ 4 o 2 - 2 . .
2 =2 8- L0300 4 950 ) Wa - Goo, 5 ¥4 I3
2 >
(g 2 Focisa) W5 - 4 oo
3 o : . ZY,

- (90(5,0.) + j(, %dh.,o}w/-" Wa Wi + O (V/r-) (3.177)

!/ . . / .
donde 1los terminos del primer renglon corresponden a la aceleracion

—-— -— ‘ =
newtoniana (orden vt or )y y 1los restantes terminos a la post--

newtoniana de orden 73 /F . En consecuencia, lejos de la fuente, la
dispersién entre las aceleraciones de fotones predichas por las teorias
ECSK vy R.G., vendra dada por los términos:
P . 4 : .
S[26 PEXT e 3 (820 L 3ax XM ) T w;
3 3 s

A p
+[26 _P_“X“+L/6 T ey (é_&j“- 3x BT Wi W W
3 3 =~
(Z.178)

Si suponemos que las componentes del tensor energia-impulso metrico
como as{ tambieén las del espin, corresponden a una distribucion
esferica de energia e impulso que depende sb6lo de r , NO s necesario,
entonces, "ubicarnos" en regiones lejanas a la fuente, dado que el

3
factor 'K;Z'l puede ser reemplazado en las eupresiones (3.48), (X.51) y

(3.53) por su promedio angular. Asi para r > r’ tenemos:

an - 9y
’—‘7—‘91 r‘
(3.179)
En consecuencia, en cualquier punto exterior a la esfera:
3+ ¢ M
— (3. 180)
r



(3.181)
Si ahora suponemos que las componentes de ¢~ no dependen del tiempo,
vemos, a partir de (3.73), que
L v
=
xé—a;(‘s(v‘j) =0 (Z.182)
For lo tanto
A .
0 = _J X’L _Q:d(q'—oé) d’b)( :j éj (0105 )\L)(fs)( __,(O_OL d3)< )
X X (3.183)
Como la primera integral de la derecha es nula, dado que su integrando
es una divergencia, y recordando la definicion (3.164) de 5£ s vVemos
que
Pi =0
3.184)
por lo que, para el caso estétlco, los elementos de la métrica exterior
ala distribucidﬁ de materia son:

%oo ~ -4 + 2M6
r (3.185)

LA =~ v L3 6 M
3«4 5"3+°)8°6? (3.186)

(3.187)

1R
0

Jan

Si tenemos en cuenta la definician (3.171) correspondiente a M y la
2

(Z.167) a ™M , vemos que la solucibn par la métrica recien hallada,

depende de 1la torsion de la fuente, la cual expresada en coordenadas

4 . . v - ’ ’
armonicas, debe responder a una distribucion del espin que solo dependa

de la distancia radial r.

. . ’ - .
La importancia de 1los resultados recien obtenidos reside en que

representan, para el caso de sistemas gque cambian en un tiempo de orden
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r/v , una métrica que posee su anéloga en la métrica de Schwarzschild
de R.G. En efecto, para el caso & = 0 recuperarfamos R.G., siendo
posible probar, entonces, gque las expresiones (3.185-7) correspondien-—
tes a esa teoria, conducen, precisamente, a la solucion exacta de

. . 4 .
Schwarzschild escrita en coordenadas armonicas.

Z2.3.%. Ordenes de Magqnitud para la Aceleracion de FParticulas de

Frueba
La contribucidn del egp{n de las fuentes a la aceleracion de part{culas
de prueba no relativistas, puede ser evaluada para la ecuacion (3.60)
de la geodésica, comparando los efectos de lns términos correspon-
dientes a los potenciales post—-newtonianos, en relacion con aquellos
debidos al newtoniano. Supondremos que la particula de prueba esta
dotada de uwuna velocidad que es del mismo orden de magnitud que la de
las velocidades tipicas de nuestro sistema solar:
V2 ~ IO_’r
3.188)

(Las velocidades orbitales de los planetas son menores que Ix10-42, de
forma tal que, en realidad, vZ&10-7). En consecuencia de (3.60)

resulta:
24 L jo->
a (&)

(Z.189)
donde aty) es la aceleracidn de orden Vv '/F debida al potencial de
cuarto orden % , mientras que atd) corresponde a la aceleracion

. - - - / . .
newtoniana de orden v*/f . En (3.60) entran teérminos post-newtonianos

también debidos a ¢ (por ejemplo el término —Vﬂf) v al potencial de
tercer orden-f (por ejemplo el termino 9f>/at ). El peso de cada uno de
ellos en cuanto a su contribucién a la aceleracidn de la partfcula,
depender&d de las caracteristicas de 1la fuente, esto es, de la dis-
tribucion y densidad de la masa, del espin, de la presién, etc. No

debemos olvidar que, dada la estructura de Y (recordemos (3.152) para

el caso del +luido ideal), 1la aceleracion gue proviene de este po-
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tencial depende de gran cantidad de variables, las que contribuyen de
forma diferente en la aceleracion a(¥ . La relacidn (3.189) sdlo nos
da una idea del orden de magnitud de las correcciones a la ley de
Newton que pueden esperarse en condiciones parecidas a las que se
presentan en nuestro sistema solar, vy permite estimar el peso que,
eventualmente, puede tener el espin de las fuentes en relacionh con el

propio de la masa (que es la que determina el potencial de Newton & ).

En el caso de la particula de prueba relativista, recordando su
ecuacidn geodésica (Z.71), vemns gque, las aceleraciones de tercer orden
provendrén de los términos conteniendo 9§/aXJ v op/at . Nuevamente,
la influencia de cada uno de estos terminos estard dada por la relacidn
entre materia y espf{n, v por su respectiva di stribucidn Yy evolucion.
Fara el caso de un fotdn con alguna de las componentes de su velocidad
del orden de la unidad -por ejemplo para un foton en cafda libre
"radial" respecto de un fuente localizada- la ecuacidn (3.71) muestra
que, utilizando 1os mismos valores tipicos que en el caso de la
particula no relativista, podr{an esperarse aceleraciones post-—

newtonianas de orden
-a3
4
[0 70
(3.190)
’ 4
En unidades mas convencionales, esto representa una aceleracion de
-2 -r
Ao CM/SQ_ = Ao hM/S__L
(%.191)
For 1lo tanto, el término aiz/at , de contener la fuente torsién, v de
poseer ella wuna magnitud lo suficientemente grande como asf{ también,
una fuerte polarizacién, podria provocar un valor de aceleracionh como

./ . . 4 .
el recien indicado, que en comparacion con el newtoniano habria de

resul tar

_Q'.(i) ~ lo~Y -
a(¢) (Z.192)
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Z.2.4. Soluciones para Espines Alineados

/ . .
En este paragrafo estudiaremos el caso de espin polarizado. En (&) vy
(7) se han encontrado soluciones erxactas para el caso de distribuciones

’
con simetria esferica vy distribuciones de espin, de forma tal que se

cumpla
ZQ_.—-B_“ %O 54,5 -o L4+4 #3 ZO}L‘%,‘o:o( o
3.193)

Tomaremos el modelo empleado en (S1) (53) donde las componentes de la
densidad de espin aparecen como funciones explicitas de la tetrada:
By = 4 oex) (€' e, 2-¢&." e, )
2 (3.194)
Yy, ©n consecuencia son desarrollables, de acuerdo con lo ya discutido
en el parégrafa Z.2.1., en potencias de HJ“/FQ‘; por lo que g~ debe
ser como minimo de orden ﬁ/F", para que asi existan correcciones
post-newtonianas debidas al espin. Necesitamos las componentes de esta
0 ot

densidad a orden cero y a primer orden. Debido al hecho de que e

o
vale 5# ;obtenemos:

6.3 O para i+j # 3 (Z.195)
o o
6,2 = -%a, = ;g o- (3.196)
A

- v
buv =0 VoA, (7. 197)

compatibles con las (3.193). En consecuencia, para este taso, no sdlo
el potencial newtoniano sino tambiéﬁ el potencial de tercer orden,
coinciden en su expresién con los de R.G. For lo tanto, para fuentes
asi polarizadas, no existen en relacion con R.G., correcciones de
tercer orden para la aceleracion del foton. Notemos, por otro lado, que

el modelo (3.194) coincide con el (3.88) para el caso 0= gs

El potencial de cuarto orden vale, de acuerdo con (3.152):
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- d3f‘< V2(s)> s (v >
Y=-56 = {t/rréﬁgf;-+ @)1+ 2pe v

LA AT) + 3P AT GT]
o B

(3.198)
Uno podria suponer, en principio, que sdlo el termino
!
e[ 4 @
—?_)—;l,
(3.19%9)

corrige la R.G. Sin embargoc debemos tener en cuenta que existen
v{nculua, via la ley de cnnservacién, entre la densidad de espin y la
densidad de materia, la energia interna, etc. En consecuencia, s6lo
formalmente la correccidn a los potenciales post—newtonianos de KR.G.
valdria (3.199), a menos que los vinculos entre el espin y las demas
cantidades que caracterizan la materia sean tales que estas Gltimas

coincidan, para una determinada fuente, con 1los valores y con la

/
evolucion propias de R.G.

Finalmente observemos que la parte espec{+icamente espinorial (3.19%9)
de (3.198), puede entenderse como un potencial del tipo del de Newton,
compuesto por una "densidad de masa" post-newtoniana Y'= AT G0 Si se
espera que la relacién entre la aceleracion debida a este potencial v
la debida al potencial de Newton csea la (3.189), (obtenida suponiendo
velocidades t{picas de nuestro sistema solar), tendremos que

T2 l007fo
Yiré (3.200)

con &, una densidad de masa en reposo del orden de la del sol. En

' . : ’ . :
consecuencia, la "densidad de espin", medida en unidades de masa/

(distancia)= deberé ser:

O ~ 10%''g/cm= (3.201)
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CAPITULO IV

APROXIMACION NEWTONIANA DE LA SUPERGRAVEDAD N=1

En este capitulo estudiaremos el limite newtoniano de la S6G N=1. Las
condiciones que deben cumplir los sistemas fisicos para que sea posible
aplicar una Aproximacidn Newtoniana (AN) serén, naturalmente, similares
a aquellas que hacen posible una AFN. Como veremos a lo largo del
capitulo, vya a este orden de aproximacidn nos serd posible encontrar

resultados distintivos para esta teor{a.

En la primera seccion hallamos la expresién de la ecuacioa de campo del
tipo de la de Einstein a orden newtoniano, en su forma mas general. La
segunda ecuacio%, la de Rarita-Schwinger, al no incluir ninguna cons-
tante de acople, es en su limite mas bajo similar a una ecuacion en el

v . . .
plano, y su solucion sirve como fuente en la primera ecuacion de campo.

En la segunda seccidn hallamos una solucion para el gravitino y pro-
bamos que la misma no es trivial. El efecto conocido como "corrimiento
al rojo gravitatorio" nos permite dar cotas maximas a los drdenes de
magnitud de una eventual torsidn proveniente de una fuente que incluye

gravitinos.

En la tercera seccién, haciendo uso del método de aproximacid% WkB,
estudiamos el comportamiento de materia representada por un multiplete,
en un fondo genmétricn de 56 N=1. Nos ee posible mostrar gque un acople
supersimétricc de materia conduce, para el caso de materia con espfn
1/2 y en el orden mas bajo, a una ley de movimiento no geodésica. Este
resultado permite establecer diferencias f{sicas relevantes en relacion
con las predicciones de aquellas teorias gravitatorias que provienen de
lagrangianos conteniendo campos de materia minimamente acoplados.
También encontramos desviaciones respecto de la ley de Newton, lo gque

. . . 3 4
nos permite especular acerca de la posible existencia y deteccion de
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efectos que involucren bajas energias, con vistas a testear la Super-

gravedad.

4.1. LA APROXIMACION NEWTONIANA DE LA SG LIERE

4.1.1. La AN v las Caracteristicas de la Métrica;y la Torsidn en la

S6_N=1 Libre

Dado que 1la R.G. se desarrolla en Va, la ecuaciéﬁ de campo gravi-
tatorio nos entrega, conocidas las condiciones iniciales del problema,
toda la informacion necesaria acerca de la geometr{a del espacio-
tiempo. En efecto, la ecuacion de Einstein viene expresada en funcidn
del tensor de Ricci y la curvatura escalar. Estas magnitudes contienen
en su expresién a los distintos simbolos de Christoffel como asi
tambien sus derivadas, 1los que, a su vez, dependen exclusivamente de

4 . .
las componentes de la metrica y de sus derivadas.

8i en cambio, una teoria exige la existencia de torsién, el espacio-
tiempo es Ua y la descripcidh completa de la dinamica de la qeometr{a
implicaré encontrar, tambiéﬁ, el valor de las distintas componentes de
este tensor. Fara este caso, toda vez que dispongamos de alguna
ecuacion de campo del tipo de la Einstein, para la que sea posible
aislar aquellos términos que sblo dependen de los s{mbolos de Chris-—
toffel, estaremos, en principio, en condiciones de hallar las di-
ferentes componentes de 1la métrica, dado que estos e{mbolos solo
dependen de dichas componentes y sus derivadas. La ecuacion de Einstein
pndré escribirse dejando en su miembro izquierdo el tensor de Einstein
dependiente sélo de los s{mbolos de Christoffel, y considerando todo el
resto de la ecuacidn como si fuese una fuente. En consecuencia, la
torsion solo estard presente en el miembro derecho de esta Ecuacién. De
acuerdo con lo ya visto, este es el caso de la teorfa ECSK: la ecuacion
(2.121) cumple con las caracteristicas recien referidas. De hecho, la

torsion se ha "transformado" en fuente, debido a que (2.11%9) permite



sustituir sus componentes por componentes del tensor impulso angular
. rd - s 7
intrinseco. Como veremos en 4.1.2., un tratamiento parecido tambien es

posible en el caso de la 5G N=1.

En R.G. 1la forma que asume la ecuacién de Einstein en un punto sin
materia (vac{o), nos lleva a que todas las componentes del tensor de
Ricci en ese punto son nulas. Ello no significa que el tensor de
curvatura valga cero. En efecto, si en por lo menos algun otro punto
2xiste materia, esta condicion de contorno hace que aun en el vacfn, el
espacio-tiempo no sea plano. For otro lado, curvatura nula en un punto
s{ implica tensor de Ricci y escalar de curvatura nulos, y corresponde
a aquel caso en que no s0lo en el punto no existe materia, sino que
tampoco existe materia en 1los restantes puntos del espacio-tiempo
(condiciones de contorno triviales). En este caso la métrica es la de
Minkowski. El primer caso tiende a coincidir con el sequndo caso - esto
es: el espacio-tiempo curvo tiende al plano - en aquellos puntos lo

suficientemente alejados de las fuentes.

En SG N=1, curvatura vy torsidn nulas, corresponden al caso de un
espacio-tiempo vacio de materia en todos sus puntos. En otras palabras,
obtenemos el espacio-tiempo de Minkowski, resolviendo ambas ecuaciones
de campo de la S0 libre con condiciones de contorno triviales. For lo
tanto el limite a orden cero de la métrica de la SG N=1, como en R.G. vy
ECSKE, es la metrica plana. Fero una diferencia entre SG y ECSK consiste
en que en la primera teorfa, curvatura vy torsion tienen el mismo
status, en el sentido de que, existiendo fuentes en algun punto del
espacio, los puntos sin materia (vacio) poseen curvatura y torsidn no
nulas. Ello es asi, debido a que la torsion se propaga. En cambio, en

- .
ECSK, la torsion es nula en el vacio.

En efecto, en virtud de las ecuaciones (2.180) y (2.172) vemos gue, aun

en Supergravedad 1libre, 1la torsion se propaga. En particular, obser-



vando la sequnda ecuacion de campo (2.180), notamos que ella posee una
solucién no trivial, esto es gravitinos no nulos, siempre y cuando
existan condiciones de contorno apropiadas: para ello debe existir, en
alguna regién del espacio, una fuente gravitinica. Ahora bien, de
acuerdo con 1o apuntado mds arriba, en el caso de gue sea posible
hallar una solucion para el gravitino, ella podr& ser empleada en la

. . !
primera ecuacion de campo, la (2.179), comc fuente, y asi resolver esta

/ .
para la metrica.

Sin embargo, aun poseyendo el problema condiciones de contorno no
triviales, puede darse el caso de que nuestra solucidn a las ecuaciones
de campo no corresponda a una situacion fisica realmente diferente a la
propia de R.G. En la 56 ello es as{ debido a que gravitén y gravitino
estan vinculados a traves de supersimetrias, precisamente las (2.151) y
2.132), que de hecho hacen depender a cada campo del otro. En con-
secuencia, una solucion con un determinado gravitdﬁ y gravitino (no
nulo), podr{a resultar, via las correspondientes transformaciones
supersimétricas, similar a una solucion con "otro" gravitén, pero,
gravitino nulo. Las supersimetrfas no son CBC, y por lo tanto ésto no
contradice el hecho de que 1la torsifdn sea un tensor. El origen del
gravitino implica, en realidad, que una situacién con torsion no nula
podr{a resultar, en ciertos casos, fisicamente eqgquivalente a una
situacion con torsidn nula. Diremos entonces, que la torsidn es "puro
gauge". (Una discusion anéloga hemos realizado en el parégrafo 2.4.4.,

para el caso de la teoria ECSEK).

For el contrario, si para un problema dado surgen soluciones pro-
badamente no triviales, o sea soluciones que no sean un puro gauge, la
torsién no podré ser eliminada y estaremos en presencia de una geo-
metria Ua. A su vez, esta eolucion para el gravitino, nos dara toda

, 4
la informacion necesaria para conocer la torsion.



Hemos senalado la razéﬁ de porqué a orden cero, la metrica del espacio-
tiempo de 1la S6 N=1 es la metrica del plano. Fara el orden siguiente,
el newtoniano, no disponemos, en principio, como si era el caso en la
teoria ECSk, de algunmas prescripciones para anticipar qué es lo que
sucedera en este l1imite. Fara aquella teor{a podian establecerse
criterios con el fin de determinar los decsarrollos de las componentes
de 1la métrica (ver parégrafc 3.1.1.)3 desarrollos que coincidian con
aquellos de R.G. Ello era as{ debido a que se presuponian dependencias
de 1los potenciales gravitatorios - que son los que, en definitiva,
conducen & las diferentes componentes de la métrica — en relacid% con
cantidades tales como densidad, presi&ﬁ, velocidad, etc. Respecto del
gravitino, es debido a su origen (campo de gauge de espin 3/2 necesa-—
ric para preservar supersimetr{as de la accion) que el mismo no
resulta, en principio, funcion de densidades y velocidades, como s{ lo

es el impulso angular intrinseco en la teor{a ECSE.

Sin embargo, en Supergravedad clasica tambien podemos hacer una
xpansién del gravitino. Y ademés, modificando adecuadamente la forma
de la ecuacion de campo libre del tipo de la de Einstein, considerarlo
una fuente de los campos gravitatorios. Nos resulta posible establecer
sus ordenes de magnitud a partir de sus unidades y en relacicn con
magnitudes tipicas de un sistema fisico cuyas fuentes, entre ellas el
gravitino mismo, no sean relativistas. El gravitino entendido como
fuente, poseeré una expansidn que influira en los diferentes ordenes de
magnitud de la métrica. En particular, nos interesara su influencia en
los potenciales de tipo newtoniano, esto es, en aquellos de sequndo
orden en la velocidad tipica, que conducen a las primeras correcciones

de la metrica plana.

R / . ! .
Digamos aqui, que en relacion con los problemas newtonianos que
¢ /
abordamos en este capltulo, y a los efectos de nuestros calculos,

/ A / .7
bastara con estudiar solo 1la primera correccion al valor -1 del



. / .
plano, correspondiente a 1la componente Joo de 1la metrica de un

sigtema de coordenadas cuasi minkowskiano.

4.1.2. La Ecuac;én de Campo de l1a S8 N=1 Libre en el Lfmite

Newtoniano
Volviendo nuestra atencion a la primera ecuacion de campo, notamos que
ser{a posible escribirla, separando la parte riemanniana del tensor de
Einstein, de su parte no riemanniana. Dado que el tensor de Ricci y la
curvatura escalar provienen de contraer adecuadamente el tensor de
curvatura, vy recordando su definicidn (1.17), vemos que en ellos
aparecerén derivadas primeras vy tambien términos cuadraticos de la
conenién. For lo tanto descomponiendo el tensor de Einstein y es-
cribiendo 1la conexién en funcién de los simbolos de Christoffel y la
contorsion (ecuacion (1.24) Yy ¥ & esta Wltima en funcion del gravitino

via (2.172), se llega a (535):
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donde ; significa derivada covariante.

Utilizaremos el mismo formalismo del Cap{tulu ITI. Supondremos la
siqguiente expansién para el gravitino:
o A
M 2
SN ZaRV T ol

(4.2)

"
donde 4”“ corresponde a orden M«z whFE.

Dado que nos interesa estudiar las corvrecciones newtoniamas al plano,
desarrollaremnos (4.1) hasta el orden mds bajo, esto es v¥r2.
Conviene despejar la curvatura escalar riemanniana R({j) y dejar a la
izquierda de la ecuacion sdlo el tensor de Ricci %“u({}). Al orden que

nos interesa, obtenemos:

V]

o

) L,//\ 8s L= b,{. \l/(’ 'f"éi-léur 8’\‘7/6/9\77;)« 1%, 3 YOJf

' % E—_ (4//& X~ \h’)//‘: - (\E& J, ‘f"‘;)/l‘; - ("/_/Vg*‘;*‘)//;
ba (5 F1) ]
(4.73%)

donde se han tenido en cuenta las condiciones (3.14) y (3.15), pero
4
ahora esta ultima como

EZ — O
ot (4.4)

dado que estamos en el limite newtoniano. Esto significa considerar

despreciables las variaciones temporales de las magnitudes que des-

criben a las fuentes, con 1o que a este nivel las fuentes son con-

. ‘o
sideradas estaticas.
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! . . (. .
La ecuacion de Rarita-Schwinger en este limite se escribes

K1’(6P\P# - Eb*‘;% ) = O

(4.39).
M ot o A
Se ha tenido en cuenta el hecho de que X = e/; ¥ Y eﬂd_= oL

n
. ol - W
siendo e, ~ Vv .

Las ecuaciones recien halladas son las mas completas para la SG6 N=1
libre, y de acuerdo con lo ya discutido en el paréﬁrafo anterior, los
efectos del gravitino en (4.3) sobre la métrica, no podraﬂ ser eli-

A .
minados si el gravitino proviene de una solucion de (4.3) que no sea
puro gauge.
’ L. =
Mas adelante deberemos hacer uso de la expresion para Ree, por 1o gue

ahora eniendo en cuenta .3 a escribiremos ey icitamente:
h y Vv teni d t (4.3), 1 b pl

R M) = TTG L v ) w2 (B 5 P4

2

t(F¥ Y )e +2 (B %Y ) .

+=l(\,la. i W), - 2(EX o to),: ]

+ 2T AL 6 E-@o.ﬁ.& (\Fe 8¢ Ko b,c \f/k

AR A AR
(4.6)

/ .
donde, como de ahora en mas, las componentes 'fi deben considerse como
o

’ . ’ b .
th. En esta ultima ecuacion se ha reemplazado X~ por su equivalente

8Tl G.

Debemos hacer notar en este punto que no nos es necesario fijar de
. . / .
antemano las expansiones de las diferentes componentes de la metrica a

sequndo orden. Enp efecto, en el miembro derecho de la ecuacion (4.3),
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‘. . . . .
todos 1os terminos de la metrica involucrados, son los minkowskianos

(-1, Si-> de orden cero. For otro lado, de acuerdo con (3.30) y (1.26),
2 p
la componente Roao del tensor de Ricci solo depende de la derivada
>
espacial de 1a componente geo de 1la métrica, que es precisamente

4
aquella que desearemos hallar. Solo para el caso particular de esta
componente newtoniana del tensor de Ricci, se da una dependencia
2 / . .
exclusiva respecto de la componente Qoo - Ademas, dicha dependencia
es 1iqual en cualquier sistema de coordenadas en el que la métrica sea
cuasi-minkowskiana, y no particularmente en uno correspondiente a

’ .
‘coordenadas armonicasy por 1o que tampoco es necesario adoptar la

., ./ .
condicion (3.34).

4.2. CONSECUENCIAS EXPERIMETALES DE LA AN_DE LA ECUACION DE

CAMFO

4.2.1. Una SoLgcién No Trivial para el Gravitino

/ N .
En este paragrafo probaremos que en S6G N=1 existen soluciones que
. . ’ / .
difieren de aquellas de R.G., aun en el limite newtoniano. Para ello
. ./
consideraremos una solucion propuesta en (S6), 1la cual, en nuestro
/ .2 . /
caso, poseera otra connotacion y, como veremas mds adelante, jugara un

rol diferente al de la referencia.

./ . / . ‘.
La solucidn de gravitino mas cercana a una simetria esferica es suponer
/ .
que en ella no aparecen parametros vectoriales (tales como un momento
. . /
dipolar). En consecuencia, una tal solucion debe ser conatruida a
partir de 1las coordenadas espacliales x* , las matrices de Dirac y

- . . . ./
funciones espinoriales de 1a distancia radial r . Una solucion para

’
nuestra ecuacion ((4.5) es



oA Sa g X
Vo= o cob TS T

(4.7a)

\f/o -4 S 8 KL
L6TT 3 (4.7b)

Estas componentes del gravitino han sido escritas en el supergauge

radial:

4.8)
El espinor S es una constante de integraciéﬁ con unidades de
(masa)i/= distancia. Al gauge (4.8) 1o debemos interpretar de la
siquiente manera: en cada punto cada ecspinor ‘{:d'es tangente a la

/ .
esfera centrada en el origen de coordenadas que pasa a traves de dicho

punto.

Lo importante de <cenalar aquf es que en nuestro caso, (4.7a-b) cons-
tituye una solucion newtoniana que “"vive" en un espacio-—-tiempo curvo,
mientras que en (56) ella representa una solucidn plana completa.
Notemos que es posible emplearla como solucidn de las ecuaciones de
Rarita-Schwinger (2.180), porque en el limite que nos interesa, el
operador D se transforma en el operador 9 . Existe, sin embargo, una
pequena diferencia entre las ecuaciones de Rarita-Schwinger para un
espacio-tiempo plano y nuestras correspondientes newtonianas (4.5): en
el primer caso aparecen las derivadas 2/t : en cambio en las
nuestras no va, gque al orden de aproximacién que nos interesa, las

magnitudes son tomadas como estlticas. Fara /<=0 y/k-=i las ecua-

ciones (4.35) se escriben:

Xj'b,;“ko =0

(4.9)

52,4, - ¥° 3 %o = o

(4.10)
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. . ./ ./
Pero la diferencia recien marcada no es relevante, dado que la solucion

(4.7a-b) propuesta no depende del tiempo.

Debemos hacer notar el hecho de que el gravitino hace las veces de
fuente en la ecuacidn del tipo de Einstein (4.3), afectando en con-
secuencia a la metrica newtoniana. Las correcciones newtonianas a la
métrica son de orden v y se deben a gravitinos de orden cero en
potencias de la velocidad tfpica del sistema. Esto es equivalente a lo
que sucede en R.(3. y en ECSK, donde las fuentes de orden n traen
aparejadas consigo las correcciones de orden n+2 . En todos los casos,
la explicacién hay que encontrarla en la constante de acople k que en
la ecuacion de Einstein es la que liga materia con geometr{a, y cuyo
orden es FV2 /M. For lo tanto, el orden siquiente al considerado por
nosotros en la ecuacion de Rarita-Schwinger, deber{a incluir la métrica
obtenida de la ecuacion (4.3), resuelta, precisamente, utilizando
"previamente” una solucién como la (4.7). Con nuestro procedimiento no
estamos sino teniendo en cuenta el "back-reaction" del gravitinojs
’

. . / . . . .
gravitino cuyo orden mas bajo se obtiene a partir de una ecuacion cuya

! . .
metrica es, a este nivel, plana.

La solucion (4.7) no es puro gauge. FHRasta con recordar (2.151) vy
(2.152) para observar que no nos ser{a posible tomar nuestra solucion Y
arrivar, por medio de aquellas transformaciones supersimetricas, al
caso %;_ = 0 . En otras palabras, no resulta posible partir de %L =0
y algun g}J (las que constituirian soluciones newtonianas de R.G.), y
por medio de transformaciones supersimétricas, alcanzar la solucién

aqu{ propuesta. Ello es asi debido al hecho de que nuestra solucidn

implica

oty -2, Y. #0

que es incompatible con 4’ = 0 , o con cualguier gravitino que surija

de 1las transformaciones (2.151-2) tomando L 0. En efecto, para este
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/
caso tendriamos

8€LAGL::C) 5tﬁ;‘1-: JL4<£

A
3

y a este orden gutﬁo-gk,#/ seria cero, dado gue
M

Obviamente, partiendo de un gravitinmo nulo y su correspondiente accién
de gauge vy ‘"generando” wun gravitino no nulo por medio de (2.152),
obtendr{amos una accidn total de gauge, que dada su invariancia frente
a supersimetr{as, debera conducir a las mismas ecuaciones de campo que
la primera accion. De hecho, esta accion fue construida de forma tal de

. A
cumplir con esta condicion.

/ . . s
Tambien notemos que, de acuerdo con (2.150), partiendo de un gravitino

nulo, obtendriamos: Egjw =

led
~as

esto es, "permanecerf{amos" en la misma
lyo . : . .
metrica de R.G. En consecuencia, para nuestro caso, las correcciones a
e . . / .

la metrica de Minkowski seran de un tipo diferente que las corres-
. “ - . . 7 .

pondientes a R.(5. En particular, la solucion que satisfaceria contornos
/. : . .

esfericos para una masa central, diferiria de la correspondiente a

/ -~

R.G. ue de hecho habria de corresponder a ?’= 0 v a todas sus

s 9

3 . I3 I :
posibles transformaciones supersimetricas (2.152).

4.2.2. El_Corrimiento _al Rojo_Gravitatorio.

’ o, ./
Cotas Maximas para la Torsion

s 4 I3 . 0 ’ .
Estamos interesados en algun tipo de medicion que involucre, aunque sea
. . 4 . - , /
muy indirectamentey; wuna torsion debida a gravitinos. Si la teoria gue
. ‘. .
estamos estudiando, 1la 86 N=1 clasica, es adecuada para describir

4 . / . . . .
fenomenos de orden newtoniano, entonces sera posible, en principio,

detectar la torsién.

Introduciendo la solucidn (4.7a,b) en (4.6), obtenemos:
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(4.11)

— g . .’
Ahora bien, recordando (Z.35), podemos escribir la ecuacion de campo

- . . - / .
(4.11) para el caso exterior a una distribucion de materiai

Roo(‘” = £ \/ %oo = - 3a eent

(4.12)
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donde Sex{ representa la componente G;o del tensor energ{a—impulso
debido exclusivamente a los gravitinos, dnica "fuente" presente en

2
aquellos puntos en donde calculamos el valor de Fgeo.

. . /.
Si suponemos que la fuente consiste en un cuerpo esferico de radio R

Q-
(por ejemplo una estrella), la solucidn para la componente Qoo seri:

-4 -y

a 0o 9,
%oo()?): Vé[ !ext(x/&l)(' + (contornos enl:)= R)
R Ixx’]

(4.17)
El Gltimo termino de esta ecuacion es equivalente a una integral sobre

el volumen del cuerpo. En otras palabras:

- L/éf& Sawt (x') 435

contornos
fo) 7\ :I
X1 =R KX (4.14)
donde y;wf depende de las distribuciones de masa y de gravitinos en

/
el interior de la fuente. Nuestra ecuacion es lineal y podemos suponer
. > I . , .
contribuciones independientes a 1la metrica, debidas a la masa y al

/
gravitino. La densidad total interna vendra dada por:

y}.\d‘ = ()u-(a_ra + y?ra\/-h'uo
. 7 .
A su vez, es altamente razonable asumir qgque el cuerpo esferico que
. 4
estamos estudiando, posee una distribucion de masa con simetr{a
4 . L/ - Ly
esferica. En consecuencia la ecuacion (4.13%) puede escribirse como

o(f) - “/éf fe"f("}ﬁ qé‘(ﬂl)d/'f(:ljj?)x‘

-»—n

L
=4

(o] .: -a,’

=X

-6 M
=

(4.15)

con JnVuLf la densidad gravitinica interior v M 1la masa del cuerpo

central.

. . ./ ./
Estamos interesados en dar una estimacion de la torsion en la su-



-163-

L . - /

perficie del cuerpo. De acuwerdo con (2.172) la torsion, a la que ahora
. ‘ s

denotaremos con T ys5@ relaciona cuadraticamente con el gravitino,

siendo la constante de proporcionalidad del orden de la constante de

Newton. En consecuencia:

T (r=R)~ G ISIT
A2 T RY

(4.16)
por lo que =i deseamos encontrar el orden de magnitud para la constante

. / . . 2
S, necesitaremos algun experimento para determinar Qoo .

Como es bien conocido, esta Jltima magnitud esta {ntimamente relaciona-—
da con el corrimiento al rojo gravitatorio. Un experimento t{pico para
medir este proceso, consiste en determinar el corrimiento relativo de
la frecuencia o de la longitud de onda de dos '"relojes" identicos en
reposo, situados en puntos diferentes y en campos gravitatorios es-
téticos. El efecto puede ser calculado con diferente precisién en la

superficie de distintos cuerpos estelares, realizando un estudio de su

’
emision de luz.

Un punto importante es que el corrimiento al rojo posee el mismo tipo

de dependencia respecto de goe en cualquier teoria métrica (21). Es
sencillo probar que (57):

l}i' = ( SOoCK;)) Ya
1{' %00 (XA)

(4.17)
donde yu Yy KL corresponden a las frecuenclas de luz recibida y
emitida respectivamente (proventientes de un mismo tipo de transicid%
atémica) en los puntos Ke Y My - Si el campo gravitatorio es débil (lo
que en nuestra AN debe suceder por hipétesis) v recordando (3.46) que
define al potencial ¢ y tenemos:

A4V o Blx,)- Bx,)

(4.
v, 18)
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Despreciando el potencial terrestre frente al potencial en la super-

ficie del emisor, obtenemos:

AV

—_— Y-
i

2, (R

L~

(4.19)
; . . 2
Asumiremos que las contribuciones a Qgoeo(R) debidas a })-Ht Y
/P e son del mismo ordeny lo que es compatible con suponer que

}91"t ~ constante ~o P ,Nt(r§,=R).

En R.G., el corrimiento al rojo gravitatorio es adjudicado al término
de masa y lo mismo debe suceder en la teoria ECSE para el caso del
fluido 1ideal «con espin (ver 3.135). Las dispersiones de los valores
predichos por R.G. respecto de los valores.experimentales pueden ser

adjudicadas a muchos factores, como ser efectos Doppler o errores en la

. .,/ ./
estimacion de 1a masa de la estrella en cuestion.

En nuestro caso, y con el objeto de aobtener una estimacion gruesa del
mazimo de torsion permisible, supondremos que toda la dispersién es
debida a los efectos de 1los gravitinos sobre la métrica. Para ello
podremos estimar el orden de magnitud de las integrales de (4.13) y, en
consecuencia, de la constante 8, asumiendo que ellos causan la dis-
persién del corrimiento al rojo respecto del predicho por R.G. (y
ECSK). Dado que estamos interesados en evaluar el méximo de torsion
permisible, hemos tcmado toda 1la dispersién de aoo como debida a

los gravitinos.

. . . 2. 2
En la siguiente tabla se muestran Qoo 3 Adoo Yy la torsion para

el caso de tres tipos diferentes de estrellas:



TABLA IV 1.: ﬂéiimo Orden_Permisible de Torsiodn para

Diferentes Estrellas

2 b /. . ’
Qoo A Qoo Maximo Orden de Torsion

sol 10—e (36) (21) 107¢--10-7 10-22 {/cm
enana blanca
(40 Eridani BR) 10739 (326) 10 10—-1& 1/cm
neutronica
(varias) 10— (58) 101 107 1/cm
Si se desease el valor ‘"exacto" de la torsidn, seria necesario en-

tonces, distinguir la dispersién debida a los errores experimentales de

aquellos atribuibles a la no validezx de R.G. Caso contrario, el
’ / 2

verdadero valor de la torsion se veria enmascarado en todo el A Qoo .

En todos los casos deberiamos integrar (4.11).



4.3, ACOFLES SUFERSIMETRICOS DE MATERIA. TRAYECTORIAS EN

SUFERGRAVEDAD N=1

4.3.i. La Aproximacion WER

En la seccion 4.2.1. hemos hallado una solucion newtoniana exacta del
gravitino que no es puro gauge, y en 4.2.2. hemos introducido un modelo
satisfactorio para las fuentes del campo gravitatorio. Sin embargo v de
acuerdo con lo va expresado, los efectos de corrimiento al rojo que
hemos relacionado con una eventual composicion gravitinica de las
fuentes, pueden ser explicados por otras teor{as metricas de la
gravitacién (en particular por R.G.). Aqui presentaremos una aproxi-—
macidn mas distintiva al problema de la blsqueda de consecuencias

‘.
macroscopicas eventualmente mensurables, de la SG N=1.

Si una descripcién de la materia es dada en el marco de una teoria
cuantica de campns (tal el caso de la Supergravedad), las variables
macroscépicas que describen las particulas (posiciones y velocidades)
deben ser obtenidas tomando su limite clésico. Ahora bien, las tra-
vectorias clasicas dependeran no sélo del fondo geométrico (del
background), sino tambign del lagrangiano de materia propuesto. For
ejemplo, de acuerdo con lo ya discutido en el Capitulo II, parégrafo
2.4.2., la materia escalar minimamente acoplada, sigue travectorias
geodésicas de Ua. Ello es asi debido a que para este caso particular,

. Py . /7
este tipo de materia no se acopla con la torsion.

Aqui nos interesa otro tipo de acople. Dado que la S6 N=1 es una teoria
supersimétrica, con vistas a dar cuenta de esta simetria al incorporar
materia, el lagrangiano que la representa debe provenir de algun
lagrangiano originariamente supersimétrico. Esto conduce a un acople
que no es minimo. En particular, nos sera posible realizar un tra-
tamiento semiclasico del acople de un multiplete de campos de materia
con la gravedad. En este tratamiento la gravedad vendra representada

por los campos de 1la métrica y del gravitino; los que podraﬁ ser



tratados como clasicos en la medida en que ellos no necesiten de

3 . . . . ’
correcciones radiativas. For su lado, la materia se incorporara como

. . . . /
originada en campos relacionados con el grupo de supersimetrias.

L7 . .. ‘ . ’
lLa representacion lineal no trivial mas sencilla del superalgebra es,

de acuerdo con lo visto en 2.7.1., la del multiplete de Wess—-Zumino (A,

BE,A). Vimos gque si se exige supersimetr{a local hasta orden 2 (con

2.
X" = g1T6G6 ) el

1l agrangiano més sencillo resulta el (2.181), cuya

L/
accion vale:

S = fd*x__[(a A A +3,B3B)3™ . X K(we)

X P (BA+ALEBYYON]
(4.20)

l.Las tres ecuaciones de campo se obtienen exigiendo que cada uno de los

campos ‘10 verifique 5,,(’/5‘{’= O 3 lo que es equivalente a asumir que la

) /y :
ecuacion (2.44) es valida para cada campo. Ellas resultan:

OA- 2L (F)B¥ N + P oy, 0] =
(4.21)

08-4xL2p (V08 (5 ) 1, UL N

(4.22)

O h ¥ 4 % e BA+L{B) ¥™ =

(4.27%)

donde el operador d’'alambertiano a para los campos escalares vale:

: . M
‘7 b*‘. Se ha tenido en cuenta gque las matrices K son constantes a
/7 8]

2 .
menos de factores de orden X (ver abaio de (4.5) ).

/. . /.
Fara obtener el limite semiclasico de los campos A

’ |2 b4 /&

N . : ! - .
realizaremos una aproximacion WEHRE, suponiendo gque cada uno de ellos

puede ser expandido como una serie en potencias de (-ih) (60). Nos es
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posible escribir, para el caso de los bosones:

A (x)

exp [ 4 Sm/ﬂ] f (-<n)" Al () + h.c.

(4.24)

B(x) - exp Cx Sf&)/ﬁ\.] Z_ (-A'"’\)MBv\ (<) + W e

(4.25)
Fara el fermidn denotamos al espinor fila AT como Xr=(A ALy A )
= > - - ’ = - = al esp : ,_‘1 [ R" R,
donde las Al_ ( AR ) son las componentes "left"” ("right"). Como este
espinor es de Mayorana, entonces posee la mitad de los grados de liber-
tad gque uno de Dirac. El mismo debe satisfacer la condicidn de vinculo:
¥ 2 O —
Ag‘= -0 )L (Z9), donde la matriz de Fauli 0~ vale (l g). l.a expansiéﬁ

WER del espinor columna AR la escribimos:

%]
. W
- (x) - A
)\p\: Q.Kr.) E/. S(,\) /ﬁ Z (’Lt\) RN
NnN=o
(4.26)
Ahora estamos en condiciones de encarar el problema referido al
comportamiento cldsico del multiplete de materia. Este 1imite se
obtiene sustituyendo las expansiones (4.24-6) en las ecuaciones de
campo (4.21-3), y tomando los tédrminos de menor orden en % . Luego de

/
mucho algebra llegamos a las siquientes tres ecuaciones:

b'usm) O S(A) =0 a#S(B) Ou Sipy =0

(4.27-8)

- . —
)‘o i 5Ab,_; S(,\) + AxX Yo Ac) UPDP(S(A,) e (&A)/ﬂ) ¥+

- ‘1; ¥s Bo Op (Sis) Sew (Seey/mn) * = © (4.29)
- +
con AO = (A:o ’ ALO) -

. . A Lo
en el d'alambertiano de A se ha despreciado el término THGJDA ya que

Fara la ecuacion (4.27) que es de orden 1/H=,

el mismo es de orden X 2/4i (lo mismo en (4.27) para B); mientras
que para la ecuacion (4.29) que es de orden 1/fi , se ha despreciado el

término 1/20%qu;ﬁA dado gque el mismo es de orden (e X =,
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. . 4
Como es bien sabido, los campos A , B v A representaran part{culas

/ ., .
clasicas i las fases S sy Scm» Y Scao constituyen las

funciones principales de Hamilton de particulas cuyos momentos cano-

nicos sean:

P (AB3R) ~ T

M (A8 )

Estamos interesados en campos de materia masivos. En consecuencia, es

. . . . . !

importante discutir aqui, brevemente, la incorporacion de masa a los

campos A, B y A. En este sentido es muy ilustrativo lo que sucede en el

modelo de Wess—-Zumino invariante ante supersimetr{as globales. Una
- . . 4 .

forma de dar masa a estos campos sin romper la supersimetria, consiste

. / . . -
en sumarle al lagrangiano (2.162) un termino proporcional a (39):

m (XX + L AF L 4BG)
a o
con m una masa ( a es una constante). lLLas ecuaciones de campo para

los campes auxiliares F y G, pueden resolverse muy facilmente en
términos de los campos A y B, respectivamente. Ello es as{, debido a la
ausencia de términos cinéticos para estos campos, lo que implica que
sus respectivas ecuaciones resultan algebraicas. Esto hace que ellos
puedan ser "eliminados" de las ecuaciones de campo correspondientes a A
y B. El resultado final consiste en que las ecuaciones de campo de cada
uno de los componentes del multiplete, resultan ecuaciones de kKlein-
Gordon con masa para los escalares A y B, v una ecuacion de Dirac
con masa m para el fermidn A « En consecuencia, la necesidad de
preservar la supersimetr{ia conduce a una no degeneraciéﬁ de la masa:
todos los campos incluf{dos en el multiplete poseen igual masa. Esto
esté en intima correspondencia con el hecho de que el operador de masa
| =r e e* conmuta con los generadores de la supersimetr{a (ver (2.159) ).

Sin embargo, dado que por el contrario, en la naturaleza existe
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L/
degeneracion de 1la masa, para que la teorf{a de cuenta de este hecho

debe suponerse rota la supersimetria.

El hecho de que la supersimetria en las teorf{as supergravitatorias de
Gran Unificacion (SG-BUT) se rompa a una masa relativamente pequena,
asegura la existencia de un mecanismo lo suficientemente suave como
para darle diferente masa a las particulas, de forma tal de permitir
que en la Supergravedad la ruptura de la supersimetria sea muy suave, v
la teorfa permanezca finita a los primeros loops (17), (61). A nivel
clésico, tambidn nos sera posible hacer un tratamiento masivo del
multiplete, suponiendo una ruptura de la supersimetria e incorporando
masas diferentes para los tres campos de materia. (Para justificar adn
mas nuestra incmrpnracién de masa, en el parégra#o 4.3.3. volveremos
sobre este punto a la luz de nuestros resultados, estableciendo las
similitudes que wisten entre el procedimiento aqui seguido y aquel

. ’ .
proveniente de una ruptura espontanea de la supersimetria).

A partir de las ecuaciones (4.27) y (4.28), y empleando la condicion

(4.30) para A y B , llegamos, para el caso masivo a:

P P 2
- - m

A (A) (A) = (A) (4.31)
M a

P,u (8) P(c\ = - M7y (4.32)

Estas ecuaciones nos muestran que el momento candnico P4 coincide con
el momento (impul so) ordinario p* = m u® , donde u*™ es el vector
temporal ortogonal a las hipersuperficies de fase S5 constante. Se
puede probar que en la apr ximacién WERB: v& = u” + 0D, siendo v/,
en este caso, el vector tangente a la trayectoria de la particula (62).
Ern consecuencia, a este orden, nos es posible identificar a u2 con la
cuadrivelocidad vy suponer entonces, que u* W, = -1 . (Cabe aclarar
que esta d1tima relacién, correspondiente a la cuadrivelocidad, y que

‘. .
ya hemos supuesto como valida en el capitulo anterior para el caso del



. . / N . . .
fluido ideal con espin, se verifica en todo espacio-tiempo con torsion,

va que ella puede obtenerse dividiendo al invariante: de? = gﬂd du?t du?

le par d3* , v haciendo luego uso de la definicidn de cuadri-

velocidad. Ver (Z.84) ).

Mostraremos que las ecuaciones desacopladas (4.31) y (4.32), conducen
/ . ! P
para las particulas escalares A y B, a una ecuacion de movimiento
'
geodesica. En este caso, en un background (g ,) . En efecto, te-

. s M ,-
niendo en cuenta ((4.30) vy el hecho de que F(ay = pa> tenemos

UA(A) =

A
e %S -
(A) (4.33)

For lo que

{ y

- A5 _ {"
\Z uﬂ{A) T My, Y S e ,,/Lﬁ 2y Sta)

(4.34)

Como Q,Q“ Scar y {-A 3 son simetricos en los indices Vu, llegamos
5&

a que

{3 4y

Vo Vi = v/c Ur ca
(4.35).
. o
A su ver, derivando uda» %LA, = -1, obtenemos
# —
v (A)VV U}L(A) = O (4.36)

. N4 - .
que combinada «con la condicion (4.35) nos conduce, para la materia
o ./
escalar representada por el campo A y a orden ) sy & una ecuacion

’
geodesica:

i
A
Ut Vi UV(A) =0
(4.37)

(Motemos que (4.37) es la (1.39) con conexidn Christoffel, que hace

que, en este caso, (1.41) y (1.46) coincidan). El mismo razonamiento es

valido para H.

-
For otro lado, para los cuadrivectores u de los campos A vy E, se



-172-

verifica:

‘7E}LL)VJ = £SQLVA L)A

(4.73x8)

con S A

v la torsion. (La interpretacidn de (4.38) va se ha

discutido en el Capftulo I, parégrafo 1.7.1., para el caso de los

/
versores de una base holonoma).

. . .
La ecuacion correspondiente al campo de espin 1/2 masivo es:

N, (AXSP, —im) =V

(4.79)

donde
V= V(¥ P(A);’D(e)):*ilq/;» (Ao Fpy +4Xs B %e)) 4. a0
Ao = Fo (x) SUA.(S(A) /ﬁ) (4.41)

Do = B, (x) Sew ($eay/ta) (4.42)

~ * ) * -L&
- (/\RO e,L.Sw/h/ 2 e w/u)

(4.43)
. 7 - ./
La eupresion (4.39) puede ser pensada como una ecuacion de campo para
{ .
uwna particula de espin 172, con una fuente externa. En esta inter-

! /. . . 7
accion, el momento canonico vy el momento ordinario de la particula no
. . . , ¢ o o (4
coinciden. (Una situwacion similar se da en el caso de particulas
. ‘4. . o
cargadas en presencia de campos electromagneticos). Debido al termino

M

/
de interaccion, puede ser escrito como:

}?x) = WA[*) L)}l + cjt)u

zM

(4.44)
donde es una magnhitud vectorial que depende del termino de inter-
accion del lagrangiano de (4.20). (Recordemos aquf, que para los campos

. . 7/ .
escalares este tipo de correccion no existe a orden cero en A ).

Ahora la ecuacidn (4.39) queda



X (4 ST My Uy =AWy +A 85842, ) = T

(»)
- (4.4%5)
Esta Ultima ecuacion algebraica se satisface para
~ . =y M
Ao £ 82 -V . e
Y (4.
ALy Y v
(donde se ha tenido en cuenta el hecho que &6 ,K j‘= Egﬁ* )y Vv
~
M 4+ W :] -
Ao LY Fﬁ(A) (r) O (4.47)
4
Para esta ultima ecuacién, tenemos la conocida solucién
N = Q \V/ + A, (=) V
Ao 4 (x) Vy(p) 2 (=) Va (p) (4.48)
donde Vi (p) v v2(p) son las dos soluciones linealmente indepen-

dientes en el espacio de los momentos para las ecuaciones de Mayorana

de espin 1/2.

4 4
La expresion final para el momento canonico es:

'\’
¥<As
~

F}L = yl/\(,\) U)L = K_
L/’X Ao (4.4%)

(2)

4.%.2. Movimiento de la Farticula de Ecspin 1/2 en un Fondo de

Superqgravedad

Teniendo en cuenta (4.30) y el hecho de que at» » (*) = 0, de (4.49)

obtenemaos

. _— ~J
20 Vywy = £ 9cpVus ¥\
m -'-\—; ~
(r) Y X, N (4.50)

For otro lado

).A
a':)"-Ul/(,\):l U () = (A) v L)‘"(u_'] B \SV/AX U/\ (2 U(::*

{y
_ . (4.51)
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Notemos, entonces, que las relaciones (4.36-8) no se verifican para el
espin 1/2. Esto significa que no existe conmutatividad entre las
componentes de la cuadrivelocidad. Ello es debido al hecho de que dada
la caracteristica del acople de los campos A, B vy A , hasta el orden
que Nnos ocupa, el afecta la trayectoria de una particula de tipo Dirac,
y no afecta la travectoria de las particulas escalares. Macros-—
cépicamente este acople se traduce en la no coincidencia del momento
=

. . ’ . . . .
ordinario v el momento canonico, lo que implica, a partir de (4.51),

’
una trayectoria no gendesica ya a orden cero en f:

{ _ ~
V% Ve Um, = 2 X UM, {am [i‘_‘_,_ (Ao W Iz

)
=
L’/\OAO M{)‘)
~o
: g T s 5
+ i s Bo W %5, )V b/ij Ao ]
Wy (4.52)
En consecuencia, a orden (h)° -—esto es, en el 1imite completamente

/. . ¢ .
clasico—, las trayectorias de particulas de espin 1/2 provenientes de
. I - . . -
un acople supersimetrico en un espacio-tiempo de Riemann-Cartan, no son

/
geodesicas.

Los resultados provenientes de la aproximacién WEE, nos muestran que
para materia escalar, estos coinciden con los va expuestos v discutidos
en varios puntos de esta Tesis: en variedades con torsién, las tra-
vectorias correspondientes son geodééicas. Ello es asi debido a que a
orden f)° s, las ecuaciones de campo para A y B que se obtienen del
lagrangiano de materia de Wess—-Zumino, no difieren de aquellos la-
grangianos provenientes de materia escalar minimamente acoplados. (En
(63), por ejemplo, se postula un movimiento gendésico para partfculas
de prueba sin egp{n en un background de SG. Aquf, en cambio, hemos

/ . .
demostrado por que tal movimiento es el que corresponde).

Si nosotros consideramos la R.G. como el gauge *)= 0 de la Super-
gravedad, nuestros resultados coinciden con los propios de aquella

/ . / .
teoria: las trayectorias de particulas representadas por campos libres



(en el sentido de que séblo interactden con la gravedad) son geodésicas.
En efecto, si el gravitino es nulo (lo que implica torsion nula), la
accion de Wess-Zumino (4.20), resulta la accion de tres campos que no
interactdan, vy que estan minimamente acoplados con la gravedad via
conexion Christoffel; por 1lo que en el orden mas bajo de i, las

’
ecuaciones de campo (4.21-3%) conducen a leyes -de movimiento geodesico.

Es interesante sefalar que este es también el caso de materia no
supersimétrica en un espacio-tiempo con torsion (conesxiodn completa
(1.24)), pero minimamente acoplada. Tal el caso de la teoria ECSK. Esto
estd en correspondencia con lo ya discutido en el parégrafo 2.4.2. para
el caso particular de espin 1/2. (En (62) (64) se muestra como la
ecuacion de Dirac con torsién, en el orden mas bajo de la aproximacién
WER, conduce a trayectorias geodésicas). Sin embargo, esta dltima
situacién no puede ser considerada como un caso limite de la Supergra-—
vedad, dado que eliminar el término de interaccion de (4.20) via ¥= 0,

. . / ‘4, . . . . !
implicaria, automaticamente, wn acople espinor—-gravedad, sin torsion.

4,.3.3. E1l Limite Newtoniano

En este punto, estamos interesados en encontrar la eapresién newtoniana
de la ecuacion (4.52). Fara ello supondremos, como siempre, que las
fuentes del campo gravitatorio se mueven lentamente y que nos es
posible expandir las magnitudes fisicas en potencias de la velocidad,
distancia vy masa t{picae del sistema. Teniendo en cuenta (3.1), (Z.14)
y (4.4), obtenemos la expresidn al primer orden de aproximacién, de la

. . 4
tri-aceleracion de la particula de espin 1/2:

dvs 42 (o ).x{2.T¢ Yow, s
_d.i (\) o:Z g)("; (%Oo) >e {BX"’ [f%,\, (A‘p ___(_A) Xo
‘,(\9/\0 u(;\)

+";KSgo ‘_A_{_l_a) Ko) ¥ ¥ X< ’Xo]k

ad?y) (4.57

1

)

o

. ’ . ’ - -
Esta ecuacion se ha escrito como funcion de la componente 0-0 de la
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/. © .y
metrica, y de las componentes qj‘ del gravitino, el gque se debe obtener
. : / . . I3
integrando la ecuacion newtoniana de Rarita-Schwinger (4.5). La com-
2 . ’
ponente goo debe obtenerse integrando (4.6) y sera, a su vesn,
./ cas . A . 2
funcion del gravitino. En principio, es posible que goeo dependa de
los campos A, B v A (lo que cnrrespnnderfa a un caso de Supergravedad
. / . . .
no libre). Ello es asi1 debido a que si tomamos el lagrangiano total: el
4 .
de los campos de gauge (2.165) + (2.167), mas uno de Wess—Zumino
. ’ . ! 2
masivo, obtendriamos una ecuacion de campo para goe como la (4.6),
. / :
pero ahora con sumandos extras provenientes de los términos cineticos vy
de masa del lagrangiano de materia. (Obviamente, a este orden no debe
/ . .
incluirse 1la interaccion del multiplete, dado que variando su la-
. / ./
grangiano, obtendriamos como resultado a la derecha de la ecuacion de
. . oo . . 3
Einstein, un termino multiplicado por un factor X . En el orden

. . 7 . . "
newtoniano de esta ecuacion, la materia entra siempre en su "forma

plana").

./ . . Y
Fero tambien resulta posible despreciar 1la accion de los campos de
. / .
materia sobre la metrica de fondo; o sea, no tenerlos en cuenta en la
./ . .
ecuacion de Einstein (lo que corresponde a Supergravedad libre). Esto
/ a
es algo analogo a tomar a estos campos como correspondientes a par-—
¢ . . .
ticulas de prueba, lo gque implica suponer que la accion de sus masas es
s . ’ - ’ .
despreciable en relacion con la accion de alguna fuente masiva y

. N . p— . o ’
gravitinica. NMotemos que la ecuacion (4.53) es finita aun para masas

tendiendo a cero.

Nos interesa encontrar las condiciones gue deben satisfacer los campos
. '-
para que las correcciones de (4.53) a la geodesica, sean de un orden
. /
newtoniano. En otras palabras, nos preguntamos aquf{ acerca de como dehe
. ! .
ser la relacion entre las amplitudes de los campos, de forma tal que en
e , 2 —a,—
(4.53) el sumando agregado al gradiente de Qoo , sea de orden v/t
! ./ .
Es facil comprobar que esta correccion resulta newtoniana en aquellos

—//_
puntos del espacio en los que el gravitino sea de orden H via y el
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cociente entre la magnitud de las amplitudes de los campos escalares y
el espinorial satisfaga:

f¥;L ESQ;

~J

forl A Mo e

/ . .
El presente analisis nos permite especular acerca de la posibilidad de
disenar algun experimento para testear la Supergravedad. En efecto, la
4
eventual desviacion en la trayectorias de partfculas de espin 1/2
‘. s v .
respecto de curvas geodesicas, podria representar un fenomeno atri-

buible a perturbaciones de la geometria, debidas a la existencia de un

campo gravitinico.

Notemos que el primer sumando de (4.53) corresponde al gradiente de un
potencial, el cual para el caso de Supergravedad libre y de ser nulo el
gravitino en todo el espacio (Supergravedad trivial), coincidiria con
el potencial de NMewton ¢$. Los restantes términos de (4.53), son con-
secuencia de 1la propia accion de la part{cula de e%pfn 1/2 y sus

interacciones con los campos escalares y el gravitino.

Fara el caso de una fuente constituida por una masa central con forma
esferica v en movimiento lento, seria posible emplear la solucidn
(4.7a-b) para el gravitino. Esta expresién constituye una solucion al
orden mis bajo, de la ecuacidon (4.5). Conjuntamente con la xpresidﬁ
<
correspondiente a goo 4, hallada en 4.2.2. - la (4.15) - nos des-
criben un posible background, adecuado para la deteccion de efectos de
bajas energias, provistos por la Supergravedad. Debemos recordar aqui
que nos era posible relacionar el valor de la constante S que entra
en la solucién del gravitino, con el maximo orden de torsion obtenible
via xperimentos de corrimiento al rojo gravitatorio. El corres-—

pondiente background que proviene de los valores que puede asumir esta

constante en cada uno de los casos, es, sin duda, compatible con el
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acople de orden X del multiplete de materia de Wess—-Zumino.

. . . . .’ .
Si en particular, el sistema en consideracion posee los mismos valores
/. / . .
tipicos de nuestro sistema solar, podrian esperarse desviaciones
¢ s L . 4
significativas de 1la 1ley de Newton en las cercanias de la fuente,
. ./ - - a
siempre que la relacion (4.54) sea mayor que 10Zkm M7, .
me
@ Q)
Resulta interesante discutir en este punto el problema de la incor-
/
poracion de la masa en los campos A, B yA. Fara cada uno de ellos
. . . . . . 7
themos introducido masas diferentes, rompiendo asi la supersimetria. En
. . T 2
(6b6) se expone un lagrangiano masivo y supersimetrico hasta orden X7 .
’-
compuesto por el lagranglano (2.182), al que se le agregan terminos de
. ’ .
masa con igual parametro m para los tres campos del multiplete, y
’- . .’ 3
terminos de autointeraccion proporcionales a un parametro g . Dado que
. . .4 .
no nos interesa la interaccion de los campos entre si, enfocaremos
. 7 /. /
nuestra atencion solamente en los terminos que contienen el parametro
o s, .
de masa m. Cabe aclarar gue a orden I estos terminos son del tipo de

. . ¢ -
los ya analizados para el caso de supersimetrias globales en 4.3.1.

Si hallasemos las ecuaciones de campo a orden H° Yy q:‘ provenientes de
la suma del lagrangiano con parémetro m de la referencia, vy el (2.182),
comprobar{amos que coinciden con las correspondientes de A y B (4.31-2)
aunque con masas iguales; mientras que la ecuacion correspondiente a A,

. 4 . .
se verf{a corregida por un termino extra del tipo:

xw V(A + LR )Y A

En consecuencia, todo nuestro analisis cualitativo acerca del mo-—
vimiento geodésico de A v B v no geodésico de la particula de espin 1/2
quedaria inmutable y bastaria agregar este termino a la ecuacion
(4.29), a 1la definicidn de la magnitud vectorial IM v a la ecuacion

(4.52). Ahora bien, aunque con este procedimiento se preserva la

. { . .
supersimetria, su 1nconveniente mayor reside en el hecho de gue se
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adijuwdica igual masa a todos 1los campos. Fara que los campos posean
masas diferentes, es necesario romper la supersimetr{a, por medio de
algun mecanismo. Frecisamente, es con este objetivo que en (66) se hace
una ruptura esponténea de la supersimetria, obteniendose en el lagran-—

s [ . .
giano nuevos terminos, del tipo:

2 =N —
e M AT L e Me B | e Mm A

pu R> o} __f;F:_ 2 bz
con todas las masas diferentes. Esto es, términos exactamente iguales a
los que nosotros hemos empleado para darle masa a los tres campos. Como
en el caso de ruptura esponténea de simetria (467), debe establecerse la
forma de un potencial funcion de los campos (de all{ los terminos de
autointeraccion del lagrangiano), calcularse su minimo, establecerse
donde el ocurre, vy chiftear ("trasladar") los campos de acuerdo con
psos valores. En este caso la simetr{a original del lagrangiano se
rompe, apareciendo estos nuevos términos de masa, que dependen del

/ . L
parametro de autointeraccion g.

Nos es posible establecer relaciones entre las masas y densidades de
{ . . .

las particulas no relativistas correspondientes a los campos escalares

. . 4 . . -

y espinorial. Fara ello, veamos que condiciones hacen posible el desa-

rrollo WKER de las ecuaciones de campo correspondientes a A, B v A , v

estudiemos su significado. En (4.27) y (4.28) este desarrollo implica
. . ! . 4 . . . !

la no aparicion de sumandos provenientes del termino de interaccion del

lagrangiano. Es facil ver que para (4.27), esto supone:

2/
donde k =X 0?*)K. En cambio en (4.29), para el caso de materia
espinorial, si aparecen sumandos provenientes de aquel términm, lo que

implica:

/XW/" TU" —WT(A) (4.56)
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[ >
Respecto de los campos escalares solo estudiaremos lo que sucede con A,

‘
dado que lo referente a R, resulta analogo.
4 . .
En (68) mostramos como las densidades propias, esto es, las componentes

/ . N .
Te= de los tensores energia-impuleo en el sistema propio, correspon-

dientes a los campos A vy A valen:

9a = A mia,
_ha-

(4.57)
y -_ /\/\ M()\)
AT —
13\ (4.58)
respectivamente. Combinando (4.53) con las (4.57-8) llegamos a
.?_A_ > kR mey
a
?,\ WIIA) (4.5%)
Mientras que combinando (4.56) con las (4.57-8), obtenemos:
A W
. mu
Pa R (4.60)
lLas condiciones (4.59) y (4.60) son equivalentes a suponer:
M >> R (4.61)
Ja s> Men
?; W ¢4 (4.62)

S R SU .
lLa relacion (4.61) establece una condicion independiente sobre la masa
'
. . £ N
ml . Fara el caso de un k correspondiente a un sistema fisico poseyendo
A)

/ . .
los valores tipicos de nuestro sistema solar, obtenemos:

-Sa2
m,, > 40

(A) %T (4.67%)
Cual quier particula masiva cumple suficientemente con (4.63). Dado gue

podemos entender a las densidades en reposo ﬁi como Ré = “;1ﬂu)con h;



‘ ‘ . . .
el numero de particulas del tipo i por unidad de volumen, entonces

(4.62) implica

2
Moy (W_‘_’*‘\)
N M

A (A) (4.64)

For ﬁltimo, supongamos que no se da masa a los campos, lo que cla-
ramente preserva la supersimetria. Agqui tambien encontraremos diferen-—
cias entre el comportamiento de la materia escalar vy la espinorial. En
efecto, para los campos A v B tendremos:

M M H
P (A) P,u (A) = P (@) P ® =O (4.65)

M M
U (A) l);l.(M = U ®) U,u(e) =0 (4.568)
lo que conduce a ecuaciones geodésicas de particulas relativistas. For
otro lado, una part{icula no masiva y relativista correspondiente a A ,
tamhién habria de poseer una cuadrivelocidad satisfaciendo

n
V" Uuy =0
(4.67)

. ! . s . ! 4
pero, nuevamente, debido al termino de interaccion, no habria de
. . . . ’ .
describir movimiento geodesico. A causa del hecho de que la ve-
. i s > .
locidad de una particula relativista w es del orden de la velocidad
- ‘. ./ L.
de la 1luz, para escribir explicitamente su ecuacion de movimiento a
. . .l ‘
orden newtoniano, deben incorporarse en su expresion, ademas de la
4
componente oo 4 Nuevas componentes de la metrica, tal cual lo ya
. ‘ { .
visto (y resuelto) para el caso del foton en la teoria ECSKE (ver
l »
paragrafo 3I.1.6.). En este trabajo, estas componentes para el caso de

la Supergravedad, no han sido halladas.
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CONCLUSIONES

Nos ha interesado profundizar en las consecuencias que trae aparejada
la incorporacidn de la torsidn, cuando ella emerge como una de las
variables geométricas del espacio-tiempo en donde se desarrollan
determinadas teorias gravitatorias. En particular, nos hemos ocupado
del estudio del acople m{nimo y de los problemas relacionados con las
trayectorias, discutiendo su caracter en una geometria no riemanniana y
en relacidon con lagrangianos de materia correspondientes a Teoria de
Campos. Nuestro interes se ha centrado en los limites no relativistas
de las teorias ECSK y Supergravedad N=1, teorias que se han estudiado
atendiendo a sus parecidos y diferencias. Nos hemos abocado a la tarea

de encontrar efectos mensurables, o eventualmente mensurables.

Fara el caso de la teoria ECSK hemos completado la AFN en el caso més
general, quedando asi establecidas todas las ecuaciones diferenciales
necesarias para resolver problemas fisicos al orden deseado. En par-—
ticular, se han determinado explicitamente las wpresiones de las
diversas magnitudes .para el caso de un modelo realista: el del fluido
ideal con espin. Se calcularon los potenciales gravitatorios hasta
cuarto orden vy explicitaron las componentes de la conexidn, los s{m-

bolos de Christoffel de segunda especie, y la torsidn; todos ellos
necesarios para describir el movimiento de particulas de prueba y de

las propias fuentes.

Obtenidas las relaciones fundamentales, fue posible dar una estimacidn
de la densidad de fuentes que pueden provocar correcciones relevantes a
la métrica del espacio—tiempo en relacion con la propia de la Relativi-
dad General, estimar drdenes de magnitud para la aceleracion de part{—
culas de prueba sometidas a la accidn de fuentes de campo gravitatorio

./ . . N .
dotadas de torsion, analizar el caso de spines alineados vy tambien
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estudiar,

pot medio de un segundo desarrollo (esta

vez en multipolos),

el comportamiento de la geometria lejos de las fuentes.

. ) ,
Fara la aproximacion

newtoniana de la Supergravedad se desarrolld la

. !
ecuaclon de campo

del tipo de la de Einstein, para el caso libre més

general. Integrando la ecuacion de Rarita-Schwinger, nos fue posible

. 4 . . . . .
encontrar una solucion no trivial para el gravitino. La misma es

aplicable como fuente para ciertos campos gravitatorios que respondan a

. . 4 )
determinadas simetrias, dando como resultado el hecho que va en este

l1{mite son posibles dispersiones entre las predicciones de la SG N=1 vy

/
la Mecanica de Newton. El corrimiento al rojo gravitatorio nos ha

permitido establecer

R
una cota superior para una torsion con origen en

. 4 .
supersimetrias, para el caso de diferentes modelos de estrellas.

. ./ . L .
La incorporacion de un lagrangiano supersimetrico a orden newtoniano

(del tipo del de Wess—Zumino) permitié estudiar las trayectorias de los

componentes bosdénicos Yy fermidonicos de la materia. Frimero trabaiamos
con campos masivos, 1o que trae aparejada una ruptura suave de la
supersimetria. Se realizd una aproximacion WKE de los campos que
conforman el multiplete de Wess—Zumino. Debido a que el término de
interaccion del lagrangianoc no proviene de un acople minimo, la
ecuacion de campo correspondiente al campo de Dirac conduce a un

movimiento no geodésica de la materia espinorial. Otro es el caso de la

- ‘. .
materia escalar v pseudoescalar, las que s1 siguen travectorias geo-

’ . L ! ¢ .
desicas. Un estudio de la relacion entre los ordenes de magnitud de las

amplitudes de los tres campos, nos permitié establecer bajo qué condi—

. ;! ‘. .

ciones la corvreccion no geodesica de la trayectoria de la part{icula de
. . 4 . .

Dirac, es de un orden newtoniano y como deben vincularse entre si las

. ¢ .
densidades vy masas de los campos. Tambien hemos estudiado el comporta-

miento del multiplete para el caso no masivo. A diferencia del caso

masivo, aqul el lagrangiano total que da origen a las ecuaciones de

. 4 .
campo, permanece supersimetrico.
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