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Esta Tesis esta referida al estudio de Teorias Gravitatorias con

torsión. El fundamento fisico para la incorporación de esta

variable geométrica debe buscarse, fundamentalmente, en la exis­

tencia de grados de libertad en la materia, que la Relatividad
General en su formulacidn no tiene en cuenta. A su vez la torsión

aparece como una variable necesaria toda vez que se pretendan

encontrar simetrias locales de los lagrangianos {rente al Grupode

Poincaré (extension de las simetrias externas globales de la

Relatividad Especial), como así también supersimetrías entre
. _ Ibosones y fermiones respecto del Supergrupo de P01ncare.

En este trabajo analizamos el comportamiento de dos de las teorías

mas importantes que incorporan la torsión a su {ormalismo: la

Teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble y la Supergravedad N=1.

Nuestro principal interes reside en establecer en qué medida estas

teorias se apartan de las predicciones de la Relatividad General,

teniendo esta última un limite de bajas energias bien preciso: la

Mecánica de Newton. Nuestro analisis se realiza para el caso de

sistemas cuyos componentes poseen un movimiento no relativista. En

el primer caso debe realizarse una aproximación post-newtoniana,

dado que a los órdenes más bajos de aproximación existen coinci­
dencias con los resultados de la Relatividad General. Otro es el

caso de la Supergravedad N=1libre, donde hemos establecido dife­

rencias con la Relatividad General ya a orden newtoniano.

En el caso de 1a Teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble se

realiza la aproximación post-newtoniana completa para una parti­

cula de prueba no relativista, hasta cuarto orden en potencias de

la velocidad caracteristica (pequeña) del sistema fisico; y hasta
l . . . .tercer orden para una particula relat1v1sta sometida a los mismos



campos gravitatorios. Dado que es necesario conocer la evolucion

de las fuentes con vistas a establecer los potenciales gravitato­
rios, también se desarrollan las leyes de conservación que rigen

su evolucion. Que el espacio-tiempo de los fenómenos fisicos posea

torsión, trae como consecuencia la necesidad de redefinir las

trayectorias clasicas correspondientes a los constituyentes de las
fuentes. Existe aqui, por lo tanto, un interés adicional en
establecer las caracteristicas de su movimiento. Para el caso de

un fluido ideal con espin se establecen todas las magnitudes,

tanto físicas comogeométricas; quedando explicitadas, en su {orma

másgeneral, las ecuaciones diferenciales necesarias para resolver

situaciones fisicas con propiedades particulares: determinadas

polarizaciones de espin, simetrias, etc.

Übtenidas las relaciones fundamentales, es posible dar una estima­

cion de la densidad de fuentes que pueden provocar correcciones

relevantes a la métrica del espacio-tiempo; analizar el caso de

espines alineados y también estudiar, por medio de un segundo

desarrollo, esta vez en multipolos, el comportamiento de 1a

geometria lejos de las fuentes.

En esta Tesis también se estudian consecuencias clasicas de la

Supergravedad. En 1a aproximación newtoniana de esta teoria se

desarrolla, para el caso más general, su ecuación de campodel

tipo de la de Einstein. Se encuentra una solucion no trivial para

el gravitino, la cual puede servir de fuente para determinados

campos gravitatorios. Esto da comoresultado que ya en este nivel

de aproximación, sean posibles dispersiones entre la Supergravedad

y 1a Mecánica de Newton. El corrimiento al rojo gravitatorio nos

permite establecer una cota superior para una torsiób con origen
. len supersimetri as.



Tambien se estudia la incorporacion de campos de materia. Se

analiza el caso de un multiplete acoplado supersimetricamente a la

gravedad, estableciéndose las ecuaciones de campocorrespondien­

tes y hallandose su comportamiento clasico vía un desarrollo NKB.

Las trayectorias newtonianas indican dispersiones respecto de la

Relatividad General para el caso de partículas con espin 1/2.

Haciendo uso de un background conformado por gravitones y gra­

vitinos, nos es posible encontrar condiciones que hagan factible

un comportamiento no geodésico de la materia. Los resultados

obtenidos tambien permiten el estudio del caso de partículas
relativistas.
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INTRODUCCION

IDEAS GENERALES

La Teoria de la Relatividad General (R.E.) anunciada por Einstein en

1916 es una teoria de la gravitacion, muchasde cuyas hipotesis fun­

damentales se basan en su Teoria de la Relatividad Especial (R.E.) de

1905. Esta última teoría entra en el contexto de la R.E. comovalida,

en regiones lejanas respecto de las {uentes que producen los campos

gravitatorios y en sistemas de referencia libremente gravitantes.

Einstein postulo el Principio de la Relatividad General (PRG)que

afirma que las ecuaciones que expresan las leyes de la naturaleza deben

ser covariantes con respecto a todas las transformaciones continuas de

coordenadas (l). Introdujo además el postulado fundamental que permite

el pasaje de 1a Relatividad Especial a la General: el Principio de

Equivalencia (PE), el cual se refiere, fundamentalmente, a la indis­

tinguibilidad entre sistemas inerciales y sistemas en caida libre. El

postular covariancia para todas las ecuaciones de la fisica, implica

incorporar el PRG en su forma de Principio General de Covariancia

(PGC), que íntimamente asociado al PE, da las prescripciones necesarias

para escribir las ecuaciones de 1a R.G., conocidas las correspondientes
de R.E.

La R.G. necesita formularse de forma tal que, localmente, se

corresponda con la R.E. Esto es asi‘debido al hecho de que la R.E. es

la teoria que verdaderamente conocemos a nivel experimental. Dado que

la R.E. posee, a su vez, como límite la mecánica de Newton, la R.G. fue

elaborada de forma tal de coincidir, para el caso de velocidades no

relativista y de camposgravitatorios débiles, con los resultados de la

mecanica de Newton. Sin embargo, aún en este limite, ambas teorías son
u u I sconceptualmente diferentes: mientras que en la mecanica de Newtonse



trabaja en un espacio plano en donde las fuerzas gravitatorias

son entendidas comomanifestaciones de una interacción mas, en R.G. la

accion de la gravedad se traduce en una modificación del espacio-tiempo

mismo, mientras que la fuerza gravitatoria queda diluida comotal,

afectando a todas la particulas por igual, a traves de un fondo geome­
I Itrico comuna todas ellas.

Dado que el formalismo de 1a R.G. exige la utilizacidn de coordenadas

curvilineas con vistas a describir sistemas de referencia globales,

surge la necesidad de definir el paralelismo entre vectores y, en

consecuencia, se vuelve imprescindible la incorporacion de una conexión

afin que de cuenta de cdmolas diferentes magnitudes de tipo tensorial,

se transportan paralelamente. La definicidn de paralelismo es fundamen­

tal en la comparación de los valores que asumen las componentes de los

tensores, ya que en puntos diferentes del espacio-tiempo, parte de la

variación de estas componentes se debe a su nueva orientacion con

respecto a los versores que representan las lineas coordenadas en el

punto hacia donde éstos han sido transportados.

En 1a Relatividad General de Einstein los transportes paralelos se

definen a traves de una conexión simétrica. Esta constituye la eleccion

natural para determinada enunciacidn del Principio de Equivalencia y

conduce al hecho de que la unica variable geométrica independiente, es

la métrica. Ello es asi, debido a que una conexión simétrica y una

métrica cuya derivada covariante sea nula, conducen necesariamente a

una expresion de la conexión, de la que participan exclusivamente las

distintas componentes del tensor métrico. En consecuencia, la única
. l . . . I .variable geometrica independiente es la metrica.

Dtra consecuencia importante de los postulados empleados en R.B. es 1a
. . l . / .ex1stenc1a de un tensor energia-impulso simetrico. Este tensor repre­

senta a las fuentes del campogravitatorio, determinando a partir de



una ecuacián de campono lineal, la geometria del espacio-tiempo. Pero

a su vez la materia al "vivir" en un espacio-tiempo curvo, "padece" la

geometria de forma tal que su comportamiento debe ser compatible con el

+ondo geométrico.que ella mismacrea. La ley de conservacion del tensor
l . . 'energia-impulso es la que establece la evoluc1on de las fuentes.

Sin embargo, 1a existencia de un mayor numero de grados de libertad en

la materia, debidas fundamentalmentea su parte espinorial, indujo a

suponer que la descripción propia de la R.G., resultaba insuficiente. A

partir de la Teoria de Camposla descripción de la materia asume una

forma cualitativamente diferente de aquella que 1a supone comocom­

puesta, simplemente, de partículas puntuales. El intento de dar cuenta

de todos los grados de libertad de la materia y de hallar simetrías, de

forma tal de llegar a una {ormulacion invariante de la fisica, está

relacionado, en muchas teorías, con una incorporación natural de la

torsion: parte antisimetrica de la conexión. Ella, entonces, se

constituye en un elemento independiente del espacio-tiempo, ligado a

nuevas particulas o a grados de libertad espinoriales. En todos los

casos será necesaria una reformulación del Principio de Equivalencia en

donde el concepto de localidad sea mas restrictivo y el mecanismode
l . . . . .acople minimose refiera, esenc1almente, a los lagrangianos de materia.

La teoria ECSKconstituye un caso particular de una teoría con torsion

en la que se da cuenta de mayores grados de libertad en la materia.

Constituye la extensión más natural de la R.G., dado que sus ecuaciones

de campose deducen, comoalli, a partir de un lagrangiano lineal en la
curvatura escalar (esta vez función también de la torsión). La conse­

cuencia más importante de esta eleccion, lo constituye el hecho de que

la torsión no se propaga, quedando limitada a aquellos puntos del

espacio-tiempo donde existen partículas con espin. Esta teoría puede

ser presentada como un caso particular de una teoría de gauge de la

gravitacion más general. Este hecho le otorga una gran confiabilidad,



dado que la base de la teoria lo constituye la exigencia de inva­

riancias frente al GrupoGeneralizado de Poincaré, extension natural de

las transformaciones globales de R.E.

La importancia actual del estudio de este tipo de teorías está muy

relacionada con posibles extensiones del Grupo de Poincare al Super­

grupo de Poincare. La Supergravedad (SG) es una teoría gravitatoria

cuántica, cuyo resultado más relevante ha sido El de incorporar

simetrías de gauge entre bosones y fermiones. Estas simetrías solo

pueden ser implementadas en el marco de un espacio-tiempo curvo, esto

es, si la gravedad esta presente. Dadala existencia de simetrias entre

bosones y fermiones, debe existir un compañero fermiónico para el campo

bosonico gravitacional: el gravitino; el cual constituye un campode

espin 3/2 que puede adquirir masa por medio de una ruptura espontánea

de la simetría. La SGmás sencilla es aquella en la que el gravitón

posee un único compañerosupersimetrico, esto es, un solo gravitino y

se 1a denomina Supergravedad N=1 (SG N=1).

La teoria de 1a Supergravedad ofrece buenas perspectivas para cuantifi­

car el campo gravitatorio, dando comoresultado una teoria que hasta

los primeros órdenes en sus correcciones cuánticas, resulta finita. Una

especial atencion debe ofrecerse a la SGN=1, dado que ella constituye

el limite de bajas energías de la teoría de Supercuerdas (2), que hoy
I ' . . . .parece ser la mas promisoria teoria de campounificado.

. .I .I .En Supergravedad, la 1ncorporac1on de la torSIDn se vuelve necesaria,

apareciendo la mismacuando determinadas invariancias son exigidas. En
l

SGN=1, ella depende cuadraticamente del gravitino y esto trae apareja­
n l t n odo el hecho de que, a nivel claSico, una eventual existenc1a de este

. . I l I . .campo implicaria, automaticamente, una geometria del espac10-t1empo con
I . I .con mion no Simetrica.
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Tanto la teoria ECSKcomo la Supergravedad clasica pueden ser estudia­

das en el limite de bajas velocidades de las {uentes de campoy para el

caso de que ellas satisfagan determinadas condiciones. A cada orden de

desarrollo, la geometria del espacio-tiempo posee una estructura bien

determinada. Asi la aproximación mas baja corresponde a un espacio­

tiempo plano de Minkowski, lo que implica que en coordenadas car­

tesianas globales, la conexión es nula, y, por ende, también lo es la

torsión. El orden de aproximación siguiente es el denominadonewtonia­

no. La Aproximacioh Newtoniana (AN) es la mas baja en Un espacio-tiempo

curvo y, para el caso de la R.G. coincide, de acuerdo con lo ya expre­

sado, con los resultados conocidos de la mecánica de Newton. La

Aproximación Post-Newtoniana (APN)se dirige a establecer el comporta"

miento de los sistemas fisicos más alla de un segundo orden en las

velocidades de los constituyentes de las fuentes.

La existencia de torsión en la geometría propia de las teorías a ser

estudiadas, trae aparejadas importantes disCrepancias con respecto a

aquellas teorias que se desarrollan en una geometria de tipo rieman­

niana. La significación, el alcance y el peso de estas discrepancias,

puede ser interpretada y evaluada, en consecuencia, en relación con las

diferencias cualitativas y en funcion del grado de dispersión de cada
' .teoria respecto de la mecanica de Newton.

RESEÑA HISTORICA

. .Í ... . I. I.A cont1nuac1on hacemos una breve resena historica a propos¡to de los
I . .origenes de muchas de las ideas que han SldD tenidas en cuenta en este

trabajo, e indicamos las referencias de aquellos t Htos que hemos
consultado.
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Ya en 1922 Eddington menc1ono la pDSIbllldad de utilizar CONEXIDHES
n‘ . u . ya51metr1cas al discutir probables extensiones de la R.G. (3) e incluso

. . ' I . . .1n51nuo que ello podria tener aplicaciones en m1cro+i51ca. Fue Cartan

en 1922 quien introdujo la torsión comola parte antisimétrica de la
.‘ . . ,Iconexion, también en el contexto de estudio de la R.G. Reconoc1o su

' u n ncaracter tensorial y supuso que la mismapodia estar relac1onada con el
. . I . l .impulso angular intrinseco de la materia, anulandose, en consecuenc1a,
en el vacio.

En los años cuarenta, a partir de articulos debidos a Costa de

Beauregard, Weyssenhoff, y Papapetrou, se vuelve paulatinamente claro

el hecho de que el tensor energia-impulso de particulas masivas con

espin debe ser asimétrico. Esto mostraba que la ecuacion de Einstein

resultaba inadecuada para los campos con espin. La primera teoria

gravitatoria propiamente dicha, en el marco de un espacio-tiempo con

torsión, U4, es introducida casi simultaneamente por Kibble (4) y

Sciama (5). Ambosllegaron al mismo conjunto de ecuaciones de campo
Ien el contexto de una teoria de gauge.

A partir de 1965 hubo avances importantes en el desarrollo e interpre­

tacion de esta teoria: Hehl y Kroner lograron partir el tensor energia­

impulso total y llegaron a una ecuacion combinada que facilitó la

comparacion de la teoria U4 con la R.G. Hopczynski en 1972 trabajo en

un modelo cosmologico sencillo con torsión (ó) y Trautman en 1973

sugiere que el comportamiento de U4 en la singularidad difiere de

aquel de R.G. (7). Posteriores desarrollos fueron hechos también por

Hehl en colaboración con von der Heyde y Kerlick (B). Estos autores

junto a Nester exponen y discuten todo lo conocido para esta teoría
hasta 1976 (9).

La teoria ECSKcomo teoria de gauge del Grupo de Poincare fue presen­

tada en su forma completa por Hehl (lO). Recien en 1983 Ray y Smalley



(11) logran establecer en una geometria con torsiop, la forma de un

lagrangiano correspondiente a un fluido ideal con espín.

Las supersimetrias fueron descubiertas en 1971 por Golfand y Likhtman

(12). El primer modelo cuadri-dimensional de supersimetrías fue

introducido por Wess y Zumino en 1974 (13). En 1976 Freedman, van

Nieuwenhuizen y Ferrara construyen el modelo mas sencillo de Supergra­

vedad con invariancia local de Poincaré y supersimetrías locales,

introduciendo un gravitdn de espin 2 y un gravitino de espin 3/2 (14).

Ese mismoaño se desarrolla la primera de las supergravedades extendi­

das, la N=2, que unifica gravedad con electomagnetismo (15) y se

obtienen los primeros resultados finitos para algunas de las correc­

ciones cuanticas de 1a teoria (16). En 1981 Nieuwenhuizen expone los

aspectos mas importantes de la Supergravedad en sus versiones clasica y
cuántica (17).

Las primeras parametrizaciones de la Aproximación Post-Newtoniana, esto

es, 1a elaboración de un formalismo comuna distintas teorias gravíta­

torias conteniendo un conjunto de parametros arbitrarios, fueron

realizadas por Eddington en 1922 y muyposteriormente por Robertson y

Schiff en 1962. Sin embargo ellas sólo se referían al campogravíta­

torio exterior al sol, tomado éste como una fuente con simetría

esférica. Chandrasekhar en 1965 (18) (19) realiza la APNpara un fluido

ideal y para cuerpos rotantes. En 1968 Nordtvedt desarrolla el primer

formalismo de Parametrización Post-Newtoniana (FPN) capaz de tratar

todos los aspectos del sistema solar (20) mientras que Will expone el

formalismo mas completo para teorías sin torsidn en 1981 (21).



MDTIVACIDNES DEL TRABAJO

Nuestro trabajo esta esencialmente dirigido al empleo del formalismo

post-newtoniano para el estudio de determinadas teorías con torsián. La

Aproximación Post-Newtoniana (APN) fue introducida en el marco de la

R.G. y constituye un mecanismo poderoso para resolver, cuando se dan

determinadas condiciones en el sistema fisico que así lo permitan, el

problema de la no linealidad de las ecuaciones de campo. Las hipótesis

centrales que hacen factible una APNestán en correspondencia con los

datos que poseemos de nuestro sistema solar, y, en general, son

adecuadas para todos aquellos sistemas en donde las velocidades de las
fuentes no sean relativistas.

Una teoria con torsión como la ECSK,elaborada a partir de la R.G.,

posee, comoes lógico, su mismaestructura conceptual. Sin embargo, la

geometria y el rol que juegan las fuentes de los camposgravitatorios

son distintos. Resulta interesante, entonces, comparar el comportamien­

to de ambas teorias en aquellos casos en que podamos determinar sus

evoluciones con un grado de aproHimacián tal que puedan manifestarse
diferencias.

Una de las motivaciones principales de este trabajo lo constituyó el

intento por responder a la pregunta:¿ comose ve afectado el movimiento
de una partícula de prueba en una geometría con torsión? Ello trajo

aparejado, entonces, la necesidad de especificar que se entiende por

partícula de prueba. La gran dificultad en este punto consiste en la

imposibilidad de determinar a priori cual es la forma de la trayectoria

de una partícula en un fondo geométrico con torsión. A diferencia de

R.B., aqui no disponemos de una prescripcion para saber, en general,

que curva sigue una partícula en una region en la que los efectos de la

curvatura del espacio se hagan despreciables. Ello es asi debido al
. ’ Ihecho de que la noc10n de recta es diferente en una geometria con
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torsidn respecto de una sin torsián. El problema no se resuelve si la

partícula de prueba no se acopla a la torsiob, comoseria el caso de la

materia escalar, dado que la métrica que si la afecta, posee vinculos

con esta magnitud a través de las ecuaciones de campo. Por otro lado

las (Mentes, por hipdtesis, deben acoplarse con la torsión atendiendo

a1 hecho de que ellas mismas la producen, con lo que su evolución sólo

puede ser determinada una vez integradas las leyes de conservacidn que

las rigen. En consecuencia, la torsidn influye decisivamente tanto en

la evolucidn de las fuentes, comoasi también, en el comportamiento de

cualquier partícula considerada de prueba. La cuestidn mas importante

es establecer hasta que punto estas modificaciones se apartan de las

predicciones de la R.G.

Un modelo sumamente completo de fuente con espin lo constituye el del

{luido ideal con espin, el cual resulta interesante desarrollar y

comparar con el correspondiente de R.G. También la posibilidad de

estudiar aquellos casos en que las fuentes cumplen con determinadas

condiciones -como ser 1a de poseer espines alineados- o el estudio del

comportamiento de la geometria lejos de las fuentes, ofrece buenas
perspectivas para obtener ciertas predicciones.

Estas fueron las motivaciones principales para que abordemos 1a APNde
la teoria ECSH La "virtud" de esta teoria consiste en su extraordi­

nario parecido {ormal con la R.G., debido principalmente al hecho de

que en ella, la torsión no se propaga. Hemosintentado aprovechar al

maximo esto último, apuntando nuestro estudio a aquella parte de la

teoria que es descripta por los simbolos de Christo++el y que corrige

el tensor energia-impulso incorporando el espin de las fuentes. El

atractivo de esta posible "reduccion" de la teoria ECSK,proviene de

que todo el {ormalismo APNde la R.G. le puede ser adaptado; obviamente

toda vez que se tengan en cuenta, en cada paso, las diferencias entre

ambas teorias. Estas diferencias aparecen, entonces, en forma muy



transparente y era de preveer posibles comparaciones, algunas de ellas

inmediatas, entre los comportamientosde las dos teorías.

En un comienzo, hemos tratado de establecer si existían dispersiones ya

a orden newtoniano. Estas dispersiones no aparecieron, lo que condujo a

estudiar el problema a órdenes mayores en las ecuaciones de la teoría.

Una hipotesis fundamental {ue incorporada al conjunto de suposiciones

que hemos usado: la expansion de las componentes de la métrica en ECSH

es similar a la que se realiza en R.G., lo cual se establece a partir

de la estructura de las fuentes. Esto constituye, por lo demás, un

requisito altamente razonable toda vez que trabajemos con fuentes que a

nivel macroscdpico se desarrollen en potencias de magnitudes tales como

1a densidad, la presidn, la energía interna o la velocidad. El caso mas

claro de esto lo constituye, precisamente, el fluido ideal, tema de

estudio en una de las partes del trabajo.

Sin embargo, otro es el caso de SG. Si nos atenemos a la SG libre vemos

que la torsión es dinámica; esto es, se propaga. Si los gravitinos son

nulos, claro esta, ella es simultaneamente nula. Pero el precio que hay

que pagar para esto ultimo es la trivializacián de las supersimetrias

que constituyen la base de la teoria. Esto seria análogo a suponer, en

la teoria ECSH,partículas sin espin.

Para el caso de la Supergravedad no se han hecho hipátesis acerca del

desarrollo de la métrica. Ello responde a dos hechos . En primer lugar

no nos es posible, como si lo es en el caso de la teoría ECSH,suponer

"a priori" una determinada forma para los potenciales gravitatorios

dependientes del gravitino, comofunciones de densidades, velocidades,

etc, y por ende, tampoco una particular expansion de las componentes de

la métrica al orden mas bajo. Por otro lado, una aproximación newtonia­

na de la SG, como se vera, conduce a resultados que de hecho, difieren
. I . . .de los predichos por la mecanica de Newton, y hace innecesario para



nuestros objetivos, calcular componentesde 1a.metrica que no sea la

0-0 a segundo orden. Es de destacar que ambas teorias se encuentran muy

relacionadas: la SGb=1 libre posee importantes parecidos con la teoria

ECSH con fuentes, y la ecuacion de campo de la SG N=1 puede llevarse a
n g l n uuna forma particularmente parecida a la ecuac1on unificada de ECSK.

E1 estudio de la Supergravedad clasica es, de por si, relevante. A

pesar de 1a consistente descripcion clasica del fenómenogravitatorio

por parte de la R.G. y de su correspondencia con los resultados experi"

mentales, existen importantes problemas cuando se intenta su cuantifi­

cación. Estos problemas se vuelven críticos en el caso de acoples de

materia, dado que aparecen divergencias aun a primer orden en el

desarrollo en la constante de Planck fi (65). Precisamente, la Super­

gravedad, teoria gravitatoria con un mejor comportamiento cuántico,

finita en los primeros ordenes de fi, no ha sido lo suficientemente
estudiada en su limite clasico. Por otro lado, no existe ninguna prueba

xperimental de la existencia de una partícula correspondiente al

gravitino (campo que conjuntamente con la métrica describe la gra­

vedad), dado que su scattering requiere de enormes energias. Estos

hechos, en si mismos le dan interés a una aproximación clasica de la SG

N=1 con vistas a encontrar efectos de bajas energias que puedan
u q . . . ldistinguirla de otras teorías de la grav1tac1on.

Es en virtud de todos estos aspectos que hemoselegido estudiar la

Supergravedad, adaptando en lo posible todo el formalismo y tratando de

establecer algunas diferencias importantes entre esta teoría, la ECSHy

R.G. La eventual dispersiob de la SG N=1 de la mecánica de Newton

depende de las características de las fuentes y, obviamente, de la

validez de la teoria. Creemos que dar predicciones para un compor­

tamiento no coincidente ya a este nivel, representa un aspecto im­

portante en el estudio del comportamiento clasico de una teoría, cuyo
. f . . . Iorigen esta tan intimamente ligado con la fisica de particulas.



ESTRUCTURA DEL TRABAJO

El Trabajo esta dividido en cuatro Capitulos.

En el Capitulo I titulado "Geometría del EspacionTiempo con Torsion" se
incorporan los elementos geométricos necesarios para el desarrollo de
los temas centrales de la Tesis. Si bien en algunos casos se trabaja
con conceptos que son conocidos en el marco de la R.G., hemos conside­
rado necesario detenernos un tanto en su análisis con el fin de
establecer las novedades e implicancias que trae consigo aparejadas la
incorporación de la torsión. Para este capitulo hemos tomado algunos
elementos de un trabajo anterior (22).

En la sección 1.1. se estudia el formalismo holdnomo. Nos detenemos en
el analisis del concepto de transporte paralelo (1.1.2.) y luego
introducimos la derivación covariante (1.1.3.), y los tensores de la
torsión y curvatura (1.1.4.). En (1.1.5.) se define la métrica y el
tensor de no metricidad, se establecen los distintos espacios métricos
que pueden considerarse y se definen tensores que han de utilizarse
posteriormente en el trabajo. En (1.1.6) se establece la no coinciden­
cia entre curvas autoparalelas y geodésicas.

En la segunda sección 1.2. introducimos sistemas de referencia
anholónomos; esto permite, replantear y redefinir lo visto en la
primera sección con vistas a su utilización en el estudio del compor­
tamiento de materia espinorial. En 1.2.2. se estudia 1a derivada de
Lie” discutiéndose en 1.2.3. un ejemplo para versores anholónomos quesera de utilidad, másadelante, en la interpretacion geométrica de la
torsion. En 1.2.4. se introducen las tétradas como sistemas de
referencia anholonomos, estableciéndose el carácter del campoque ellas
producen y el significado de sus orientaciones relativas. En 1.2.5.
incorporamos una nueva derivada covariante que opera sobre las
componentes anholónomas de los tensores.

La tercera seccidn (1.3.) esta dedicada a dar un significado geométrico
a la torsión. Para ello resulta necesario establecer el significado de
las distintas derivadas covariantes de la tétrada, e incorporar el
objeto de vanholomia como aquel que mide su no conmutatividad (1.3.1).
En (1.3.2.) se da una interpretación geométrica de la magnitud.

El Capitulo II se titula "Teorias Gravitatorias con Torsion" y esta
dividido en dos partes.

La Primera Parte se titula "La Teoría ECSH"y para su elaboracion hemos
seguido, en muchosde sus puntos, el contenido de los artículos (9) y
(10). En la sección 2.2. discutimos las características del Principio
de Equivalencia en R.G. (2.2.1.) y en U4 (2.2.2.). Allí vemos que es
necesario una redefinición de este principio que sea acorde con la
caracterización que se hace de 1a materia en la Teoría de Campos. El
"nuevo" P.E. da prescripciones sobre los lagrangianos de materia, pero
no sobre las trayectorias de particulas que componen fuentes o
partículas de prueba, lo que traerá aparejado dificultades en el
posterior tratamiento de este problema.

I .... . . l . .En 1a seccion 2.a. se estudian las simetrias propias de H4 asoc1adas
. _ . l ,1 .7,con transformaCiones globales del Grupo de Foincare (2.4.1.), las que

. . l ... .conducen a conoc1das leyes de conservac1on (2.a.2.). Se discute las
razones por las que la R.E. no es una teoria de gauge local.

Es asi que en la sección 2.4. vemos que las simetrias frente a1 grupo
local de Poincaré deben ser, en su forma más general, simetrías en un
espacio-tiempo curvo y con torsión U4 (2.4.1.). Esto conduce a nuevas
leyes de conservación, las cuales solo en algunos limites coinciden con



aquellas de R.G. (2. .2.). Las ecuaciones de campo de la Teoría ECSH
surgen de una particular elección del lagrangiano de los camposde
gauge (2.4.3.) y ellas nos muestran que la torsión no constituye un
campo que se propague. Estas ecuaciones pueden llevarse a una forma
holdnoma, resultando sumamente interesante su comparacion con la
correspondiente ecuacidb de campode 8.8. (2.4.4.), y en general, de
ambas teorias en su conjunto. En este ultimo parágrafo exponemosgran
parte de las relaciones y ecuaciones que habrab de desarrollarse mas
adelante en el trabajo.

La Segunda Parte se titula "La Supergravedad N=1" y para su exposicion
hemos tomado muchos aspectos contenidos en (17) y (22). A lo largo de
su desarrollo incorporamos lo que consideramos lo más relevante de esta
teoría en relación con los objetivos de nuestro trabajo.

En 1a sección 2.5. discutimos el caracter de las supersimetrías
globales 2.5.1) y las locales (2.5.2.). En el primero de estos
parágrafos se describen, con algo de detenimiento, las caracteristicas
que debe poseer el parámetro de la supersimetría; mientras que en el
segundo estudiamos las sucesivas correcciones que deben operarse sobre
1a acción, con el fin de mantener determinadas invariancias y esta­
blecer las supersimetrias para el gravitón y el gravitino. En 2.5.3. se
presentan los conmutadores y anticonmutadores que dan lugar al supEr­
grupo de Poincare, grupo este que contiene las traslaciones, las
rotaciones y las supersimetrias.

En la seccion 2.6. nos centramos en el estudio de la Supergravedad N=1.
En 2.6.1. se establece cual debe ser la acción de gauge y, luego de
estudiar sus variaciones respecto del gravitón y del gravitino, se
obtienen, en 2.6.2., las ecuaciones de campopara la SGN=1 libre. La
torsión aparece comouna variable geométrica íntimamente ligada con el
gravitino, y su incorporación al espacio-tiempo trae aparejadas muchas
de las consecuencias discutidas en la Primera Parte de este mismo
capitulo.
En la sección 2.7. se realiza un analisis de la incorporación de campos
de materia no' masivos a partir de multipletes conteniendo campos
escalares y espinoriales, de forma tal de preservar la supersimetrialocal. En la seccion 2.7.1. se introducen los camposauxiliares para el
caso más sencillo de supersimetría global sin gravedad. Se discute la
clausura del superalgebra de Poincaré y las nuevas reglas de trans­
formaciones supersimétricas. Finalmente se expone un lagrangiano
supersimetrico del orden de la constante gravitatoria G.

El Capitulo III se titula "La Aproximación Post-Newtoniana de la Teoria
ECSH". Es original y para su redacción hemos tenido en cuenta, en
muchos de sus puntos, nuestros trabajos (23) (24) (25) y (26).
En la seccion 3.1. se estudian las características de una APN.En
3.1.1. ellas se discuten para el caso del sistema solar fijándose las
hipótesis más relevantes dirigidas a establecer cuál debe ser la

xpansión de la métrica y cuales los órdenes de magnitud de las
derivadas parciales temporales y espaciales. Nuestro interés es el de
fundamentar la incorporación de determinadas hipótesis en el caso de
trabajar con fuentes que producen torsión. En 3.1.2. se establece el
movimiento geodesico para la materia escalar y para cuerpos exteriores
a las fuentes. Se hace una exhaustiva discusión acerca del caracter de
los cuerpos de prueba y de las causas que hacen imposible establecer a
priori la forma de las trayectorias de partículas dotadas de espi . En3.1.3. se encuentra la ecuación de la geodesica, estableciendose
entonces, que componentes de los simbolos de Christoffel y a que orden
son necesarios para la APNde una partícula no relativista. En 3.1.4.
se plantean las ecuaciones de campoorden a orden, cuya resolucion



permite establecer el valor de las diferentes incógnitas geométricas.
Haciendo uso de determinada libertad para fijar un gauge respecto de la
métrica, elegimos coordenadas armónicas, de manera de simplificar la
forma de las ecuaciones de campo. En 3.1.5. nos es posible determinar
la geodésica de una partícula no relativista hasta cuarto orden en la
velocidad tipica del sistema, y en 3.1.6. hasta tercer orden para el
caso de una partícula relativista. En 3.1.7. se establecen los diferen­
tes órdenes para la ley de conservación del tensor energia-impulso
combinado, para el caso mas general de materia dotada con espin.

En la sección 3.2. se realiza la APNpara el caso de un fluido ideal
con espin. Primero se establecen las características del modelo
(3.2.1.) y luego se fijan condiciones y vínculos para diferentes
componentes del tensor energía-impulso métrico (3.2.2.). En 3.2.3. se
txplicita la ley de conservación a distintos órdenes, lo que permite
calcular los potenciales gravitatorios. Se discute cómoresolver el
problema mas complicado que corresponde a un fluido donde la tem­
peratura es una variable independiente, para lo cual hace falta, en
primer término, desarrollar la ley de conservacion hasta un orden mayor
con el objeto de obtener una nueva ecuacion. En segundo término y con
el fin 'de hallar todas las incógnitas, debe desarrollarse una leytermedinamica.

En la seccion 3.3. se exponen resultados relevantes de nuestra
aproximación. En 3.3. . se calculan densidades de fuentes con espin de
origen cuántico, pudiehdose establecer valores mas realistas paraestrellas neutronicas, que aquellas provistas por la literatura. En
3.3.2. se realiza un desarrollo multipolar y se estudia el caso de
fuentes con simetría esférica, llegándose a una solución que posee su
correspondiente en la de Schwarzschild de R.G. En el parágrafo 3.3.3.
se establecen órdenes de magnitud para particulas de prueba cuando las
velocidades típicas del sistema físico son del orden de aquellas de
nuestro sistema solar. En 3.3.4. se hallan soluciones para el caso de
fuentes con espines alineados y se establece que sólo el potencial de
cuarto orden difiere en su forma, del correspondiente a R.G.

El Capitulo IV se titula: “Aproximación Newtoniana de la Supergravedad
N=1". Es original y en su redacción se han tenido en cuenta aspectos
contenidos en nuestros trabajos (27) (28) (29) y (30).

En la seccion 4.1. realizamos la ANde la Supergravedad libre. En
primer lugar se discuten las características de la torsión en el marco
de esta teoria (4.1.1.) y luego se estableoen las ecuaciones de campo
en este orden de apr ximación, en su expresion mas general (4.1.2.). La
expansión de la métrica posee, en principio, caracteristicas diferentes
a la considerada en la teoria ECSH.

En la seccion 4.2. se estudian las consecuencias experimentales de la
AN. En 4.2.1. se encuentra una solucion para el gravitino que es la que
más se acerca a la simetría esférica. En esta deducción se tiene en
cuenta los efectos del back-reaction en 1a ecuacion de Rarita­
Schwinger, lg cual en nuestro caso posee analogías con la resolución deesta ecuacion en el plano. Se prueba que la solución hallada no es
trivial, lo que significa que no xiste ninguna transformación super­
simétrica que nos conduzca a R.G. Los datos experimentales del corri­
miento al rojo gravitatorio para diferentes fuentes estelares, nos
permite en 4.2.2. establecer cotas máximaspara los órdenes de magnitud
de una torsión, cuyo origen es gravitínico. Esto es aún posible sin
integrar la solución para 1a componente Boa de la métrica, debido a
que estamos en condiciones de establecer hipótesis respecto de la
estructura de las fuentes incorporando condiciones de contorno alta­
mente razonables.



En la sección 4.3. se estudia el acople supersimétrico de materia con
vistas a determinar la forma que asumenlas trayectorias de partículas
en la SG N=1. En el parágrafo 4.3.1. se realiza un desarrollo WEBde
los campos de materia de un multiplete de Ness-lumino. Se hallan las
ecuaciones de campoy se encuentra su limite clasico; esto conduce a un
movimiento geodésico para la materia escalar con masa. En 4.3.2. se
estudia el movimiento de partículas de espin 1/2, estableciéndose la
presencia de una fuerza debido al acople de los campos escalares con el
gravitino, lo que implica trayectorias no geodésicas. Finalmente, en
4.3.3. se realiza una ANde estas trayectorias, lo que resulta com­
patible con el lagrangiano que caracteriza al multiplete empleadopara
hallar las ecuaciones de campo. Se fijan relaciones numéricas entre los
campos, se discute la forma de darles masa y se indica la aplicación de
los resultados al caso de campos no masivos.



CAPITULO I

GEÜMETRIA DEL ESPACIO-TIEMPO CDN TDRSION

En este capítulo introduciremos algunos elementos de Geometría

Diferencial, fijaremos la notación y estableCeremos gran parte del

formalismo que servira de base para el desarrollo del trabajo.

Hemos dividido el capítulo en tres secciones. En la primera y en la
- . . lsegunda, trabajaremos en s1stemas de referenc1a holdnomos y anholonomos

. - I - n I n Irespectlvamente. En la tercera secc1on dlscutlremos el s1gn1f1cado
' . . lgeometr1co de 1a tors1un.
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Una base {€;(Pl} en el punto P de un espacio tangente es holonoma si y
I . -b "

solo s1 se anula el conmutador [ 3‘, el] entre dos vectores cuales­
quiera que la componen (31). gu,V=1,2....n = dimensión del espacio). A

tal conmutador se lo denomina derivada de Lie y se lo representa
—’ ' . .

A? e“ Por lo tanto los elementos de una base holonoma ver1flcan:

¿Z ¿by_[é>fllé>y]:o,_ (1.1)
.' . ’ .l oEn la secc1on 1.2.2. se expllcara esta notac1on y en 1.2.3 se dara una

. .’ . I1nterpretac1on de esta derlvada, tanto para el caso holonomocomopara
Iel anholonomo.

. . .ISl la cond1c1on (1.1) se cumple entonces:

—b -9
ez“ fi SX”. (1.2)

ISe pasa a otra base holonoma en el punto, de acuerdo con:

É,—3 _ax“l9:2¿<_“¿>
'“' fi 51’“, — ax”

'_" V
6X” 6X”, (1.3)

' nLas bases holonomas, se denom1nanfrecuentemente bases coordenadas (ver
r _ _ Iparagrafo 1.2.3.). EHIStEn otras bases que se dlcen anholonomas.



1.1.2. Transporte Paralelo

Sea un espacio euclideano tridimensional y transportemos paralelamente
áun vector v desde el punto P de coordenadas x , a un punto vecino Q de

coordenadas H+A><. Si Z, hr+A>H es el vector resultante de esta

operacion, y teniendo en cuenta que en un espacio euclideano lo natural

es elegir el transportado paralelamente de un vector a aquel que

mantiene las mismas componentes cartesianas, tenemos que:

VÏ, (¡umd : YAÓK) }¿,V ,...=1,2,3 (1.4)
Lo cual es cierto si el sistema de coordenadas es cartesiano. Pero para

representar los puntos de un espacio euclideano también es posible

utilizar otro tipo de coordenadas. Si tomamoscoordenadas curvilineas,

entonces para e]. mismo vector :2, (>z+A>-:)tenemos (32):

k 14 y
V” (HM) = (R) y v (x) (L5)

donde la matriz R de 3x3 corresponde a la rotacion necesaria para

orientar los vectores que componen la base en el punto H+AK, de {orma

tal que sus direcciones cchcidan con aquellos en el punto H. El trans­

porte paralelo puede ser infinitesimal, en consecuencia:

R - I : AX» Af‘ (1.6)

donde I es la matriz unitaria. La matriz QM_,llamada matriz del campo
de gauge, es funcián del punto y depende del particular sistema de

coordenadas elegido. Podemosescribir

A f‘ Vwww“) = (I+AX AÁ) ,, V (x)

: VAÜO-AX)‘ FÏVÜÚVVÜ‘) (1.7)
y.

donde las rflAv,(x) son las componentes de la llamada conexidp afin.

Debido a que la {orma funcional de los fi‘ esta dada, en este caso,
n I nexclu51vamente por la eleccion del Sistema de coordenadas a ser

c g l n u aempleado, los QP no nulos en cierta region del espac1o no implican,



necesariamente, la existencia de un genuino campo de gauge en dicha

región. De hecho en un espacio plano todos lo e“ se pueden anular en
todos los puntos tomando coordenadas cartesianas. Es por lo dicho, que

un. campo de gauge genuino debe corresponder a un espacio no plano. Si

el espacio es no euclideano los QAdeben ser determinados no sólo en
relación con el sistema de coordenadas empleado, sino también a partir

de una particular definición de “paralelismo”. Ello es debido al hecho

de que la natural deiinición de paralelismo (entre vectores) se pierde

en un tal espacio. En este caso no se puede tomar, en forma global, un

sistema de coordenadas cartesiano; en otras palabras, no existe una

transformacion (1.3) que para todos los puntos del espacio conduza a un

sistema cartesiano global (ver parágrafo 1.1.4.), y siempre

vf‘, (x+bx) — Woo - AXA F31, (x) v"(x) H a)

En Relatividad se trabaja con puntos pertenecientes a un espacio

cuadridimensiona] llamado espacio-tiempo. Toda vez que en las ex­

presiones relativistas nos refiramos a sistemas de coordenadas
curvilineas utilizaremos los indices holónomos:

¡Lu/,A... = 0,1,2,:-.

u . ' uDenotaremos SV“ a la var1ac1on produc1da en las componentes de un
a ,1vector v al ser este transportado paralelamente. Por extension de (1.8)

tenemos:

A _ V lksv”: VA”(x+Ax)—V(x)- -AX F“ wm (m)

1.1.3. Diferenciacián Covariante

En un espacioutiempo plano nos es posible trabajar globalmente con

coordenadas cartesianas (tal es el caso del espacio de Minkowskide 1a

Relatividad Especial). Las componentescartesianas del diferencial de
á .un vector v son las componentes de un vector, mientras que las



. Vderivadas 3vf/‘3H forman un tensor.

. . . lSin embargo cuando trabajamos en coordenadas curv111neas, las dvfi no

son las componentes de un vector y las avF/ 3x“ no son las componentes
. Ide un tensor. Al pasar de unas coordenadas curv111neas a otras, en la

' Iley de transformac1on para vectores

v”: ax" V’“
3Q“ (1.10)

los coeiicientes 3>M‘/ }HV dependen del punto. Para obtener la

diferencial de un vector es necesario que los dos vectores que hay que

restar esten aplicados al mismo punto del espacio. 0 sea, debemos

transportar paralelamente uno de los dos vectores al punto infi­

nitamente Cercano en donde esta localizado el otro, hecho lo cual

determinaremos la diferencia de ambos. Cuando trabajamos con com“

ponentes cartesianas un vector transportado paralelamente conserva el

valor de sus componentes, lo que no sucede con sus componentes
. lcurv111neas.

Por lo tanto definiremos la derivada covariante de la componente vA de
¡e

. . Iun vector en la direcc1on del vector e, como:

VN”: ¿KH 6.8.”: ¿o v/‘(mmvfl (kHAx)
dxv ¿XV AXJ-‘DO

(1.11)

En consecuencia:

V V’u' - ají” + 'u VA
V _ 6X“ r1“ (1.12)

que se transforma como un tensor ante Cambios Generales de Coordenadas

(CGC) y por lo tanto adopta la misma forma en todos los sistemas de

coordenadas. Por lo tanto la diferenciación covariante implica tener en

cuenta no solo las variaciones punto a punto del campovectorial, sino

también las variaciones de las componentes de los vectores a1 ser

transportados paralelamente. En general.I tratándose de tensores,
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tendremos:

I/ ’“ V Áv-a +Pfifif”
(1.13)

con 4A” el generador del grupo de las rotaciones para la correspon­
diente representacion del campotensorial. Si el espacioutiempo es de

Minkowski,entonces resulta siempre posible obtener globalmente,
utilizando las coordenadas adecuadas:

" “" (1.14)

I1.1.4. Torsion y Curvatura

De la exigencia de que ELvfl' sea un tensor, obtenemos la ley de.' .I Itransformac1on de la COHEHIDHafin:

i a

[MV z 9x; ¿xr axe ¡“6: , axA ax2 axeIu‘ I l X ' '¿xy6X, e axü (1.15)
El segundo sumando nos muestra que la conexion afin no es un tensor.

. . I I IUtilizando esta ley de transiormac1on se puede probar que la tor51on,

definida por

s/¿V : "”' " FV ):
¿L ¡AV /& QkVJ

(1.16)

es un tensor. (El simbolo [J deïine la parte antisimetrica).

Otro tensor importante, cuyas componentes se obtienen a partir de la

conexión afin y sus derivadas, es el tensor de curvatura=

FA IL ¿3x ¡2/415 In/JA
(1.17)

A1 ser las R 0- las componentes de un tensor, su dependencia de
¡LVA

muestra que en un espacio-tiempo plano todas ellas son nulas en todos



los puntos. (Esto es asi porque en coordenadas cartesianas P = 0 en

todo el espacio).

Si se quiere transportar paralelamente un vector 3' desde un punto A a

otro B, se necesita conocer la curva K a lo largo de 1a cual se ha de

realizar el desplazamiento. El resultado final, en general, dependerá
del camino. Es posible demostrar que la condición necesaria y su{i—

ciente para que el pararalelismo sea independiente del camino es que

sea nulo el tensor de curvatura (33). A un espacio-tiempo que cumpla

con esto se lo denomina con Teleparalelismo.

Por otro lado si la torsión es nula se cumple:

r1 x __ [1A
¡LI-V ‘ V/a.

.I . . . .rEn tal caso la conexion afin es simétrica. Siendo la torSion un tensor,

(1.18)

Isi (1.18) se satisface en algun sistema de coordenadas, se satisface en

todos. Un teorema prueba que para cada punto de un espacio-tiempo de
. . I . . .conexión afin simetrica, Histe un sistema de coordenadas tal que todas

las componentes de Ï' se anulan en dicho punto (33 . Por lo tanto si

en el punto Pmse cumple (1.18), existe un sistema de coordenadas tal
lque en el:

rñ'A¡w -O
Po (1.19)

. . I .Este sistema de coordenadas se denomina geodesico, y al punto Fa, su

origen. En tal sistema, las derivadas covariantes tomadas en su origen,
coinciden con las derivadas ordinarias.

1.1.5. Espacio-Tiempo Con Métrica

Si en el espacio-tiempo definimos una distancia y, por lo tanto, por

integracián, la longitud de una curva cualquiera, obtenemos un espacio­

tiempo con métrica. La distancia ds elemental entre dos puntos se

define a partir de :



‘9 9 ./1: (94") (e dx)- A v
(1.20)

Las gn“ son simétricas y funciones de las coordenadas, siendo las
I .componentes del tensor metrico g.

Se define el tensor de no metricidad ü como aquel cuyas componentes

valen:

Q = _V/'« gxuNA
(1.21)

Partiendo de (1.21) nos es posible llegar a la siguiente identidad:

FX z ÉAG‘ACÉG 329_.gezsráz +íafge),u/ 1/th­

donde el tensor ¿S vale:

e F 9 P e
Ave z 5‘, a; ¿f +815; 5?, —¿0.555%

Vjio- (1.23.)

Si ahora requerimos que todas las Q#M¿ sean nulas, lo que significa
que las componentes sean “covariantemente constantes", estaremosgkv

preservando las longitudes y los ángulos ante transportes paralelos (9)

Esto implica dar algun vinculo entre 1a métrica y la conexion. Bajo
estas condiciones 1a conexion afin vale:

Puff-k“
/¿V " ¡Av¡iv (1.24)

donde

Á A x A

K/w z _ Si” + “SV 24 — Á A“ (1 "5)

es el llamado tensor de contorsion, el cual depende de la torsion y de
A

la métrica. A los í } se los denomina simbolos de Christof+el de¡Lv
segunda especie. De acuerdo con (1.22), exista o no torsión, ellos

dependen solo de la metrica y valen:



_xA ¿A V+2ÁÍ’_aand)./ __­
A 6X” ax?

(1.26)

Resultan simétricos y son las unicas componentes de la conexion afín en

e] caso de que ella sea totalmente simétrica. En consecuencia para los

símbolos de Christofíel, en algun sistema de coordenadas, se cumple

(1.19). Notemos que de acuerdo con (1.24) y (1.25), existe una parte
. I '

. , . ‘ . Islmetrica de 1a coneAlon que tamb1en depende de la contorsíon.

Diremos que un vector es covariante cuando su ley de transformac'
ante cambios generales de coordenadas es:

v' z 9X” V
l‘ , V

y F.ax (1.37)
Contravariante si:

I 'I“ 5/wi: ax v
ax“

. I nEn un espac1owtlempo dotado de metrIca, dado un vector cuyas com“

(1.28)

ponentes contravariantes son v/‘ , se pueden obtener sus componentes

covariantes comosigue:

y
vy 1 8 v vI“ (1.29)

Para un tensor con componentes covariantes y contravariantes, comopor
_ IEjemplo el T *, se cumpllra:Fu

, A05 0’nf =¿Mgw a T"a)
I . . .donde las componentes contravariantes qflf del tensor metr1co ver1f1can

23M áflr : (1.27.1)
.I __. ..A un espaciomtiempo con torslon y curvatura y 0 w U se lo llama de

Riemann —Cartan y lo denominamos U4.

.Si el espaciowtiempo posee tensor de curvatura nula.l estamos en

presencia de un 14 (espaciomtiempo con teleparalelismo).



.Si el espacio-tiempo posee torsion nula, se trata de un V4 o espacio­

tiempo de Riemann. (La teoría de la Relatividad General de Einstein

(R.G.) se desarrolla en una geometría de este tipo).

.Si el espacio-tiempo tiene torsión y curvatura nulas se llama de

Minkowski y se denomina M4.

on
T. F46', oPW/'&

lJ4 M4

94"]‘O Ryl"

Finalmente definiremos el tensor de Ricci, el cual resulta ser 1a unica
contraccion del tensor de curvatura (9)

R = Fx *¡W MW (1.3.2

Este tensor es en general no simétrico, pero simétrico en V4.
Definiremos también el tensor de Einstein:

G : R - Á. 8 Rz“ 1*“ ¿L 1‘“ (1.3.3)

El escalar R que figura en 1a definicion de EAVse denomina escalar de

curvatura o curvatura escalar y vale RÁ*

Los tensores de curvatura, de Ricci y de Einstein y la curvatura

escalar son definidos en forma similar en V4. En U4, la parte de

estos tensores y del escalar de curvatura dependendientes solo de los

símbolos de Christo-Hïel, se denotan auf ({5) , Rflvdb, Bud!) y

R({3 ) respectivamente. Los tensores R#V({E) y EA/({}) resultan
. I .Simetricos.

1.1.6. Autoparalelas y Geodésicas

Sea una curva del espacio—tiempo que denotamos por P(A) donde A es un

parametro. Su vector tangente a en el punto P, = P(Á=Áa) viene

dado por:
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6: d? ._. ¿m P(z\o+A,\)—P(ko)
2-): Áon AÁQO (1.34)

(Ver Figura 1.1.). Se puede representar a1 vector É comoun operador

derivada direccional a lo largo de la curva (31):

Ü: 3.. : Á
U dA (1.35)

Podemos escribir É como funcion de sus componentes y de los vectores de
.a

una base correspondientes a un sistema de coordenadas 6%“: Syéxru

a —9u_ M_ U ¿M (1.36)

Ademas, como É#_ representa a un sistema de referencia holonomo,
tenemos

Ü: u/“¿ : Á ; ¿LEA-é»­
f" Ax ¡(A ¿K (1.3.7)

por lo que

¡LU“; ¿é
¿A (1.3.9)

Se define como autoparalela a aquella curva a lo largo de la cual un

vector es transportado paralelamente a si mismo, de acuerdo con la

conexion afin li, definida en la variedad. Tomandocomo base 1a

definicián (1.35) podemos, a su vez, de+inir el operador derivada

covariante a lo largo de la curva P(Á) que denotamos Saj.

Precisamente V3T(F'(Ü)) =21im€_"1L[T(F'(€—>)u—.m._p-r-.- P(n) —T(P(0))J-+o
Por lo tanto una autoparalela cumple:

._)

VG U ; o (1.39)

Escrita en componentes, esta ultima ecuación se expresa

2 ¡“- v‘ ll

AXP+ FVT ¿í ¿É :0¿A1 dx dl
(1.40)

l . I . . ’ l .Vemosque solo 1a parte simetrica de la conexion afin, dependiente
.I _Itambien de la torsion
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P- ,u

P ={ í+olsw<n(VO') Vo­

(1.41)

entra en la ecuacion de la autopararalela. (El simbolo ( ) define la
. I .parte 51metr1ca).

Se definen comogeodesicas a las líneas extremales de 1a longitud. Por

lo tanto, la ecuacion diferencial de la geodésica que pasa por los

puntos A y B puede ser derivada de la condicion=

555ds z ESAM,“Mama” (1.42)

con A un parámetro. Llamando

h J MiF43», pu dx)
¿(Á p{A_ (1.43)

Y .dx”- x”“ (1.44)21
vemos que la condicion (1.42) implica que se cumplen las ecuaciones de

Euler:

d ¿F -—¿f : O
¿TA-.372" ax” (1.45)

Esto nos lleva a la ecuacián diferencial que define las geodesicas en

U4:

kWh» {fi É .415.“¿lrzo7X; vo‘ dx ¿(A
. I . ./ .que es 1dent1ca a su expres1on en V4 ya que solamente 1ncluye los

(1.46)

símbolos de Christoffel. Por lo tanto las geodésicas no dependen de la

torsión. Geodésicasy autoparalelas coincidirán si la torsión es total­
Imente antisimetrica, esto es, si se cumple

5 5
,uvA z (¡ut/A]

dado que entonces en (1.41) S’L =
(mfl Pr VP



1-2- S19TEMQE_QE_BEEEBENEiflmflNHQLQNQflQÉ

_ I

1 - 2 - 1 - lDLCQÉJ-LESLQD.

Para describir el espacio—tiempopodemosintroducir bases ortonormales
lde vectores en cada punto comosistemas de referencias anholonomos.

Varias razones justifican el uso de estos sistemas de referencia en
. . Iteorias de la grav1tac10n.

En primer lugar si existe torsion, dado su caracter tensorial y debido

al hecho de que ella constituye toda la parte antisimetrica de la

conexion, no .HÍStE ningun sistema de coordenadas holonomo donde la

conexion afin se anule. Esto dificulta la incorporacidn de un Principio

de Equivalencia al modode la Relatividad General, dado que el mismo se

inspira, basicamente, en la posibilidad de tomar localmente un sistema

de coordenadas geodesico en donde la con Hion afín se anule (ver parag.

1.1.4.). La condicidn para que ello sea posible es que la conexión sea

totalmente simétrica e implica que, localmente, es posible adoptar un

sistema de referencia holonomo cartesiano en el que los transportes

paralelos no modifiquen las componentes de los tensores. En conse­

cuencia en un tal sistema, la fisica viene regida por las leyes de la

Relatividad Especial. (En el Capitulo II estudiaremos todo esto con

mayor detenimiento).

En segundo lugar, los sistemas de referencia holónomos son adecuados

para describir el comportamiento de tensores; fundamentalmente en lo

que hace a 1a covariancia frente a cambios generales de coordenadas de

las ecuaciones que los incluyen. Un Principio de Equivalencia adecuado

permitiría, en principio, establecer la forma de las leyes de la fisica
en un espacio-tiempo curvo, conocida la fisica en el espacio-tiempo

plano. El problema se plantea en términos de cómoincorporar espinores

cuando se trabaja en un espacio-tiempo curvo, dado que los mismos no

son directamente "sensibles" a cambios generales de coordenadas o, en

general, a transformaciones que se realicen sobre coordenadas ho­



lonomas. El comportamiento de los espinores es conocido en el marco de

1a geometria M4, esto es, teniendo como "fondo" sistemas de re­

ferencia ortonormales. En consecuencia, toda vez que sea necesario

incerporar en el formalismo, campos de materia con caracteristicas

espinoriales e imponer simetrías, deberá establecerse un n H0entre sus
. .I .espac1os de representac1on y el espacio-tiempo.

. . l , IEn tercer lugar, la incorporaCIon de sistemas de referenc1a anholonomos
n a I n n - .permitira deduc1r ecuac1ones para el campograv1tatorio en el marco de

Iuna teoria de gauge de la gravitacion.

1.2.2. Derivada_gg_g¿g
- . u n l g .Para Visualizar mejor el caracter que asume esta derivada y con el fin

u n I . Ide estudiar posteriormente su intima relaCIon con la torsion y con la

anholomia de sistemas de referencia, trabajaremos, por el momento, en

un espacio-tiempo plano.

Sean dos campos vectoriales que denotaremos por ü y 7’, y calculemos en

el punto Pa la derivada de Lie del vector 3 respecto del vector Ü ,
definida como (31):

034V: 647-343
U ' U V (1.47)

En la Figura 1.2. hemos dibujado los vectores Ü(P°5 y ¿(P=), y los

puntos P1 (situado en el "extremo" del vector É(PD) ), y P2 (en
.)el "extremo" del vector v(PD) ). Las curvas dibujadas representan

a 9 .aquellas a las cuales son tangentes los vectores u y v respectivamente.

9
Tomemos ahora los vectores v(P¡) y G(P2). Hasta primer orden, la

derivada de Lie resulta ser el vector punteado que, en la Figura 1.3.,

va de P3 a P4. D sea, si los puntos en cuestion son infinitamente
I

cercanos, se CLlfl'lpl1ra CDfllOVEFE‘TIDS:



[3,33; (fnac)+303) _ 7m) - Saz)

; 2:5(Po)-309] + [Wm-Waü

En efecto, comparemos:(Pg) y 3(F2). El vector :(Pz) esta a­

plicado en un punto de aquella curva respecto de la cual 3(Pu) y

Ü(P2) son tangentes (este último vector no se ha dibujado en la

Figura 1.3.). Utilizando la notación del parágrafo 1.1.6., la variación

hasta primer orden de É respecto de la curva a 1a cual el campo
4representado por v es tangente podemosescribirla:

ü’m ec ) a D’- L) Pp : “5
a“ Y (1.49)

l —’> -> ¡“á .5En una base holonoma e , u = u e con e = a . Entonces tenemos/‘ /4 /* /“

-> UI;
U : a: = 3/“ (1.50)

Por lo tanto

Úug) _ 3 (PQ): 37(Uflé1) = V;_<)>(J(U”9) (1.51)

Desarrollando (1.51) y haciendo lo propio con ¿jjaobtenemos:

4 "a “¿W‘É Wu” bé)vmwumzvfi ,4) + -4
6X Fo aX“ Po (1.52)

‘3 —9 y a J -9

WWA/(Po): u ¿Vía/¿l +uv“¿e,¿l3X Fo aKJ Po (1.53)
Por lo tanto (1.48) queda

a A H u '39 ¡k V a
[U'V]: V’“U 6/“ —U’VV e)“ (1.54)

. . . . . . I . .que es la derlvada de L1e (1.47). (La coma 1nd1ca derlvac1on ord1nar1a
4 a /

y debemos recordar que las componentes de de u y v son holonomas). Como
u u a I v Iel m1smorazonamlento a prlmer orden es va11do aun cuando los vectores

' . . .I / .no esten sobre el mlsmo plano, la 1nterpretac10n geometr1ca de la



derivada de Lie en un espacio-tiempo curvo, es similar. En tal caso, el
extremo de cada vector "no se encuentra" en la variedad.

1.2.3. Derivada de Lie Para Bases Anholonomas. Un Ejemplo
. 4 '9 I

Para cualquier par de elementos e“ y e“ de una base holonoma se
verifica:

[A a ¿aQ ej'áá— -o- V V -.’“’V /‘ fl (1.55)
l lPara el caso de una base anholonoma sera, para por lo menos un par de

versores,

E” e6A 8A] o¡¿ , V ;¿ (1.56)

donde diferenciamos con una tilde el índice anholónomo del holónomo..I q ‘9
Esta notac1on se Justifica cuando ea // e .A lt

Para visualizar el hecho de que 1a derivada de Lie para el caso de

versores anholonomosno es nula, estudiaremos, en un espacio euclideano

de tres dimensiones, lo que sucede en la superficie bidimensional de

una esfera. La esfera posee un radio a . utilizaremos los vectores de
I '9 -9 '

la base holonoma ee y e! referidos a las coordenadas esfericas 6 ygj
-a 'a.e tenemos:r t' t . R dt d =

espec ¡vamen e ecor an o que 3“ e“ V

%e@3 O See -'-' o”; gasa : ¿Li-Cafe (1.57)

Si tomamos 3% y ¿á de forma tal de que sean paralelos a 3 y '3;_ . w

respectivamente, y" exigimos ortonormalidad, esto es g,.« - 54 A,¡u ¡av
tenemos:

¿a -> ‘a _>
en __ X e eh Z ._I(_ e

'9 _ — 9 a QS eÚ- ¿W (1.58a,b)
9 -+

Calculemos E ea , ea]

.5 _> -—> ¡u .3. v6
[g en] 2.?“ —i—eq) (85) 8/“ ­l d óX ¿{Same

1> (1.59)

diu ( ¿(Tge)” (en?y 8/4



Trabajando un poco llegamos a:

A _ _ 63[gq] - ___%_ea
¿L- (1.60)

l
Veamos como puede interpretarse ésto gráficamente. En un punto Pa

. . a e
dibuJamos los vectores ee y ep holónomos. Estos vectores "se salen“ de
la variedad (en el parágrafo anterior ya se discutió este hecho). Los

-+ . . . a
vectores ee son tangentes a los meridianos, mientras que los eó lo son
a los paralelos. Vemosen 1a Figura 1.4. que los meridianos no guardan

siempre la misma distancia entre si, contrariamente a lo que sucede

con los paralelos. Por ejemplo, a la altura de Pa y P2 los meridia­

nos representados en la figura se encuentran más cerca entre si que
. Icuando se encuentran a 1a altura de P1 y P3 . Ademas se puede ver

que ,3 (Pa), <iIg (P1)! ya que 8 (P,)-< e (P1) y É = a seneïgA
P W d «a

con lgél= 1 ; en cambio I;;(PD)I=I%;(P2)‘.

r "’ -D
Veamos ahora que sucede con eg y ea . En la Figura 1.5. vemos que los

l .versores anholonomos,al ser unitarios, no logran "cerrar" el
. I ."cuadrilatero". Si se va desde Pa a P2 a lo largo de una curva,

cuyo vector tangente es 'É , cierta longitud a1 hasta el punto P2,Aa
y de alli cierta longitud az hasta el punto Pa a lo largo de la

4’ .
curva cuyo vector tangente es ea , no se llega al mismopunto Sl se
recorre, en cambio, una longitud a2 desde Pm a lo largo de la

—;curva cuyo vector tangente es ei y luego a; hasta un punto a loe

largo de 1a curva cuyo vector tangente es ga . Esto se ilustra en la
Figura 1.6. (En esta figura P3 y Pg' parecerían coincidir, pero hay

que tener en cuenta que en realidad estamos representando en un plano,

la superficie de una esfera). La situación aquí expuesta se puede

visualizar en la Figura 1.7. (idéntica a la Figura 1.4., pero sin los
versores) donde 12 11.

-> eeConcluimos que las curvas a las cuales a y eA son tangentes see
-> -o

suporponen a aquellas a las cuales son tangentes ed y ee res­



. . I .pectivamente; pero ambos tlpDS de curvas estan parametrizadas en forma

distinta. Podemos afirmar que las curvas a las cuales ee y edson
' stangentes, estan “coord1nadas”. No así las "curvas anholónomas".

a —a _ _Notemos que localmente, e en pueden ser utilizados comoversores¿ya
de un sistema de coordenadas, si en nuestro ejemplo, el radio a es lo

suficientemente grande o la zona considerada tiene una variaciob de la

coordenada 9 lo suficientemente pequeña (lo que implica tomar una

region lo suficientemente reducida). Lo dicho esta íntimamente ligado a

1a posibilidad de tomar localmente sistemas de referencia inerciales,

adoptando, en particular, coordenadas cartesianas con una métrica
minkowskiana.

1.2.4. Tétradas Ürtonormales ComoSistemas de Referencia Anholdnomos

En este parágrafo definiremos el campode tetradas (o vierbein) y una
_ Inueva COHEN1 DFI.

Usaremos las primeras letras del alfabeto griego para indicar Índices

anholónomos:u¿,P,8'...=ü,l,2,3 , utilizando el resto del alfabeto para
indicar índices holonomos/fl,u,x ...=O,1,2,3.

i) Qampgsde teggaga;éiiï¿: En cada punto del espacio-tiempo

introducimos una base ortonormal de cuatro vectores que llamamos
tetrada:

¿“(H 1- e”; (k) ¿j‘
(1.61)

donde e}; representa la componentecontravariantely de un elemento de

la base É; respecto de una base holónoma. Tambien definimos el dual

9* e °L ) ¿»A= ke (k) ,4 ( >< (1.62)

Para estos vectores se cumple



(1.63)

o, lo que es equivalente:

‘áw ¿”1L ¿VP = ’ZKF

donde las ÏLP son las componentes del tensor métrico de Minkowski

(1.64)

7003-1 {Aa :5ÁLÁ Xxpzo Si «¿#fs
U

De la (1.64), y teniendo en cuenta que Y ZP = ¿lr , obtenemos¿P d
KA Ke e =

°L 2‘ gd (1.65)

La distancia infinitesimal ds entre los puntos x y x+dx , viene dada

por:

4/

ds. _—.(qu &x*dle) a (1.66)

siendo dx“ = e * dx".;¿

Si bien las e¿i(x) dependen del sistema de coordenadas H", el campo€;
-—’es totalmente independiente de el. Tomemospor ejemplo un vector A con

a Icomponentes A en una base anholonoma y notemos que

Axe/¿dw z e f A!”/* (1.67)

donde M*‘ y x”! son dos sistemas de coordenadas distintos.

ii) Orientacion relativa de las tétradas= Para cada punto HGEU4,

es posible construir respecto de cada direccion dx”; una tetrada

É;(M,dx) que definiremos como la paralela a €;(x+dx). (Ver Figura
1.8.). Esta notación la hemos tomado de (34). Para ello se detine un

transporte paralelo de la tétrada con respecto a una direccion holónoma
l ljk. Las componentes de la conexion que llamaremos "conexion mixta" uti­

lizada en este transporte paralelo, se denotan r3¿¿P. En consecuencia
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“3/1 a (3 -"’_ J‘e“ (adn)- edu) + FM (x) ¿(loa au
(1.68)

Esta conexion nos permite definir, entonces, una tetrada paralela a la

correspondiente al punto H+dx, en el punto De la condicion
-9 A _ .9// // 3(84 e Nxdx): (e .e Mach):

. ¡b , 0L {3 675 (1.69)

obtenemos

F :o
fl-(¿N (1.70)

El paralelo a un vector, en principio, puede definirse en forma

arbitraria. En nuestra definicidn de paralelismo hemosimpuesto con­

servación de la norma (ecuac. (1.69) ), que es lo que se exige en

Relatividad Especial, en el correspondiente transporte paralelo en el

espacio de Minkowsk'

1.2.5. Derivadas Covariantes
lPara expresar las componentes anholonomas de un tensor en componentes

I n g n n .holonomas y Viceversa, se utilizan las distintas componentesde la

tetrada y de su dual. Asi, por ejemplo, para un tensor de cuarto rango:

Va K' v 4. v- SÁx

x“ a” (1.74)

Para vectores tenemos

¡4 /< 0L- fl (1.75a,b)

Dhtengamos la expresion de la derivada covariante en una direccion

coordenada de un vector expresado en una base anholopoma. Sabemos que:

0L _ M. /< 1* K a. f4v;,v _Vy(eflv):\/ VV€A+eflV,V (1.76)
IAdemas

v, e; 1 v, (5*) : a, (¿fi/M _ ¡“É/4(5“), (1.77)



uf (1.78)

Entonces

VuV’L= Vfla/ (5,“ 07+ 6/“ 3VVA r 3V(6%“ VA)(1.79)

Lo que implica que

al. ak.

v“ V — SPV (1.80)

Resultado que se podía haber obtenido sin más que pensar que v°¿, al no

poseer índiCes holonomos, es un escalar para la base coordenada.

Podemos extender este resultado y afirmar que toda componente de un

tensor referida a una tétrada, se comporta comoun escalar en 1a base
Iholonoma.

Definiremos a continuacion la derivada covariante con respecto a una

direccion coordenada, respecto de las componentes anholonomas de un
vector:

aL_ OL ,u.buvzeyxv/V (1.81)

Comode acuerdo con (1.68) debe ser

Vías: = 2am e:”(x**+Ax/<)—e; ¿<7__F fe?Axfleo A
(1.82)

y dado que también se cumple que

- 0L 4­
%60‘ - fi,“ ¡u e °L (1.93)ax F

obtenemos

x a. x P L. 2} ¡P: e e ¡1 ¿z
F/¿J V [a f4“- + e P fl (1.84)

/
Esta expresion relaciona ambas conexiones. Haciendo uso de (1.81) y

(1.84) tenemos que



(1.85)

,u. _ av”
by V — —"J6X (1.86)

resultado este último que expresa que respecto de esta derivacidñ

covariante, las componentes holónomas de un vector (en general de un

tensor) se comportan comoescalares. A su vez esta derivada covariante

aplicada a la tétrada vale

.¿ °< °L F
DV ex“ = 3V 6/“ + FIV/b 6/“ (1.87)

Existe, a su vez, una relación importante, que se verifica para

tensores de cualquier rango, y es la siguiente (10):

x... dVA __ :8, ¿fis b/uA Fduo- (1.89)
l g uque nos da 1a prescripcion para pasar de una derivada covariante a

u n . l u n . aDigamos, +1na1mente, que tambien es posible definir esta derivada con
. (respecto a las direcciones de los versores anholonomos. El operador Q¿

que la representa viene dado por

bd z e”; bA (1.90)
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1.3. EJGNIFICADÜ GEÜMETRICÜ DE LA TÜRS DN

1.3.1. Relación entre 1a Torsion y las Derivadas Covariantes de las

“ases

Para los vectores de una base holánoma, tenemos:

ü —> e
[e e J : ay ev -- <9x“ z V V (1.91)

donde hemos tenido en cuenta que = a/gxl‘. En consecuencia

—> ‘> ‘­

V/¿ev- FL; é: _ VVS +ÏU e: —o (1.92)

Agrupando, obtenemos:

_=,. _) \ a X a

Vjuev -VV€/M = - (FL/t- 2., >6/\:°2Ï:)‘vjeA (1.9.3.)
Por lo tanto

_, .s
Ñ7LAGay) = :S¿Lulx ez/x (1.94)

Esta Última relacion nos indica que 1a torsión mide 1a no conmutativi­
. . Idad de las der1vadas covar1antes de los vectores holonomos.

Tomando la parte antisimetrica de (1.84) obtenemos la torsión en
I , .,terminos de 1a tetrada y la coneXIDnmixta:

> A °‘ oL )«
¿34v z: 63 -‘ ¿BE/* EÏVJ' +— 62_CV" ei la [-1

Sabemos que

new: ¿Aer F)“ ex“

¡3

U4] a4 (1.95)

(1.96)

_¿ 2) eL __ [-I/X x.
VVCI" 1 V 62"" 9* e" (1.96')

Restando miembro a miembro (1.96) y (1.96') obtenemos

°¿ a e eL A OL
VC,“-eVJ Z 5/4 V3 _ F [ju/J ¿A (1.97)

Se define el objeto de anholomfa como



o¿¿gga e,
¡L Ejk V (1.98)

. , , /que m1de 1a no conmutat1v1dad de las tetradas. La conexion totalmente
I .anoholonoma v1ene dada por:

rd“
Puede probarse que (10):

—e” F
“ OL ¡“Fr (1.99)

e +_S¿53" ¡“F (1.100)“'Qoqns' + -Q’PL¿ "’Q'mp' suFam: (6*
CON

(1.101)

Multiplicando ambos miembros de (1.97) por efit y agrupando, vemos que

:3 “¡e z Gigi¡4
¿ ¿ f M.
¿»eva - e °LVE» evlï (1.102)

Teniendo en cuenta (1.82) y que la derivada covariante de la métrica es
nula:

d _ V 6’“ = F‘- “P e
Vke‘” ‘ ¡4(ng ) "F/u 6989,;(1.103.)

llegando a

Syd/f: ¿(á/eV-L-ey/A Ffldfi- ¿y €fid+ffifi ¡“Vd/fiar“

: ¿Lim/0+ (QE/¿Vs[fin/J “¡b ¿Pak (1.104)
de donde

en Deeg z s r¡“V (1.105)

Resulta interesante comparar esta última relación con la (1.94).

IPor otro lado, si la torsion es nula entonces:

.LD : O
El“ ¿VJ (1.106)



Y de acuerdo con (1.94), para los vectores de la base holonoma
tendremos:

—9

VC,“e” = O (1.107)

1.3.2. Interpretación Geométrica de la Torsión

Nos es posible ahora dar una interpretación geométrica de la torsión.

De (1.54) vemos que

[3,33 Z (Vïcr U<r_oírvv) ge

(1.108)
_;

+ (FF veuV_ F'Í’ V‘Tue)e€,(e G‘e
Por lo que

—; —;

EN} (vf’.a.U°'—oír Wee: s (um/‘36l ’ (re (1.109)

(Se ha tenido en cuenta la antisimetrfa de la torsion). Notemosque en

el miembroizquierdo de (1.109) están restadas las derivadas covarian­

tes y las derivadas parciales de los vectores É y Ü; por lo que el

mismorepresenta la diferencia entre los transportes paralelos de Ü'y 3

a lo largo de las curvas recíprocas. En consecuencia, el significado de

la torsion es el siguiente: sean en un punto los vectores Ü ylv. Cada

vector es transportado paralelamente (empleandola conexión), respecto

de la curva a la cual el otro es tangente. Se obtiene asi un "paralelo­

gramo" que no cierra. La torsión da cuenta de la magnitud y direccion

del vector 3 que representa esta diferencia. Por lo tanto:

wfl: gira)M UCGVTJ (1.110)
Esto puede visualizarse con la ayuda de la Figura 1.9

Finalmente, en un espacio V4:

_)__) a ->[U,VJ:
y el "paralelogramo" clausura.
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CAPITULO Il

TEORIAS GRAVITATDRIAS CDN TÜRSIDN

_ IEn este capitulo expondremos las motivaciones como así tambien las
. . . . . Íideas princ1pa1es, contenidas en teorías de la grav1tac10n donde los

resultados fundamentales provienen de exigir a) invariancias frente al
. I . . I .Grupo de Poincare o bien b) supersimetrias en el lagrangiano.

En la Primera Parte estudiaremos la necesidad de incorporar potenciales

de gauge traslacionales y rotacionales, toda vez que se exijan trans­

formaciones de Poincaré dependientes del punto. Una nueva variable

geométrica dinámica debe ser incorporada: 1a torsión. Su incorporación

se justifica, a su vez, en la necesidad de dar cuenta de un mayor

número de grados de libertad en la materia, que aquellos considerados

en R.G. A su vez, la incorporación de la torsión trae aparejada la

necesidad de redefinir el Principio de Equivalencia.

En forma particular, estudiaremos la teoría denominadade Einstein­

Cartan-Sciama-Hibble (EDSK). Lo que basicamente 1a distingue, es la

eleccion de un lagrangiano para los camposgravitatorios libres del

tipo de Hilbert-Einstein. Una de las dos ecuaciones de campo que se

obtienen indica que la torsión no se propaga, lo que permite reunir en

una sola ecuacion, de la del tipo de Einstein, a todas las variables

del problema. La eliminación de la torsión en la ecuación restante,

reemplazandola por las componentes del tensor impulso angular intrín­

seco, nos lleva a una ecuación combinada. Esto conduce a profundas

similitudes entre las teorias ECSHy R.G.

En la Segunda Parte introducimos las supersimetrfas y discutimos el

hecho de como aquellas dependientes del punto, hacen necesaria 1a

existencia de gravedad. Desde muchospuntos de vista la Supergravedad
l . I . I . .N=1 aparece como 1a teoria superSImetrica mas senc1lla debido, fun­



damentalmente, al hecho de que incluye solo un gravitino, particula

supersimétrica del gravitán. En este modelo la torsión aparece como

íntimamente ligada al campogravitínico. Las teorías ECSKy la Super­

gravedad N=1 son similares en muchos aspectos, particularmente en

el caso de Supergravedad libre, lo que conduce a ciertas conse­
. I . . .cuenc1as geometricas conceptualmente coinc1dentes.

PRIMERA PARTE: LA TEORIA ECSK

2 - 1 - DLTBQQLJEQIQE!

Resulta interesante indagar en algunas de las suposiciones que realizo

Einstein para elaborar una teoria de la gravitacion en el marco de una

geometria sin torsión. Establecido el caracter curvo del espacio, una

de sus preocupaciones fundamentales consistió en determinar 1a {orma de

la trayectoria de particulas puntuales en un fondo geométrico no plano,

exigiendo que la expresión de la mismafuera covariante.

En el espacioutiempo plano de la R.E. las trayectorias de las partí­

culas libres son rectas. En el plano la recta posee la doble condicion

de ser, por un lado, la distancia más corta entre dos puntos y, por el

otro, la de constituir una curva que, una vez parametrizada, puede

caracterizarse por medio vectores tangentes que resultan paralelos

entre si. Por otro lado, en R.E. no existe ninguna restricción en

relación con el tipo de coordenadas a ser empleadas en sus ecuaciones,

siempre y cuando las mismas posean un buen comportamiento en aquellas

regiones del espacio donde se pretenda utilizarlas, esto es, que no

existan singularidades. Si, en cambio, existe una restricción para la

métrica, la cual debe corresponder a la de un espacio plano en todo los

puntos del espacio-tiempo: precisamente el tensor que la representa en

coordenadas cartesianas debe ser q .

De acuerdo con lo ya discutido en 1.1.2., al utilizar coordenadas
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distintas a las cartesianas y, debido al hecho de que los versores

tangentes a las líneas coordenadas no son ya paralelos entre si, en 1a

ecuacion de la recta deben incluirse las componentes de una conexión

afin r1 que "corrija" en su expresidb el no paralelismo entre ver­

sores. La expresion de una recta considerada comouna curva autopara­

lela conduce, de acuerdo con (1.40) a:

(JP/K” + [1” 06K“62K“-—— : (3
al? “0’ ¿el 3Q

(2.1)

donde X parametriza 1a curva. Esta ecuacion es covariante y la in­

clusidn de 1a conexion responde exclusivamente.a una eleccion de un

sistema de coordenadas no cartesiano. Si estamos en un espacio-tiempo

de Minkowski, al Hpresarse la recta en coordenadas cartesianas, las

componentes de dicha conexion son de hecho nulas. Esto se relaciona con

el comportamiento no tensorial de 1a conexión ( ver (1.15) ).

A1 pasar a un espaciontiempo curvo, esto es, a un espacio donde 1a

curvatura es no nula, la utilizacion de coordenadas curvilineas se hace

necesaria toda vez que se pretenda xpresar en forma global las
ecuaciones de la fisica. La eleccion de un conveniente sistema de

coordenadas depende del particular problema fisico. El Principio de

Equivalencia Debil (FED), basado en 1a equivalencia entre 1a masa

inercial y la gravitatoria, permite establecer que en cada punto del

espacio una partícula de prueba no cargada y sometida solo a fuerzas

gravitatorias, describe una trayectoria independiente de su estructura
y composicion. En consecuencia, a1 escribir la expresion de la tra­

yectoria de un cuerpo, las componentes de 1a conexión afin estaran

representando un verdadero campo: el campo gravitatorio; por 1o que

todas ellas no podran anularse globalmente en forma simultanea. Sin

embargo, en el caso de que la conexion sea simétrica, esto si es
posible en forma local, adoptando, de acuerdo con (1.19), un con­

veniente sistema de referencia inercial en el punto. Precisamente en



estos casos, las coordenadas curvilineas indican 1a presencia de un

campo que curva el espacio y ya no una mera elección de coordenadas,

comolo seria en R.E. En consecuencia, la expresión para la trayectoria

sigue siendo (2.1), pero ahora las componentes de la conexión estan

indicando la presencia de un campo gravitatorio (un genuino campode

gauge) que sdlo localmente es anulable. Esto, a su vez, se relaciona

con el Principio de Equivalencia Fuerte (FEF), que establece que en

presencia de una campogravitatorio, cualquier experimento realizado en

un sistema libremente gravitante es independiente de la velocidad de

aquel, como así también del instante y lugar en que se lleve a cabo. E1

FED esta contenido en el FEF, de forma tal que cuando estudiamos la

curva de particulas libremente gravitantes en forma local, el campo

. . p x 'grav1tatorio puede ser anulado (todos los A“ = 0 ), y estas partículas
describen rectas, independientemente de sus masas, tal cual sucede con

las partículas libres. (Todoesto se discutirá con mayordetenimiento
en 2.2.1.)

Esta es fundamentalmente la razón por la cual Einstein adoptó una

conexión simétrica para describir el espacio-tiempo curvo. Esta claro

entonces que en el esquema por él empleado, los potenciales que

representan al campo gravitatorio no pueden estar asociados a las

componentes de un tensor y, por lo tanto, la parte antisimétrica de la
conexión, el tensor de la torsión, debe anularse. Por otro lado, de

acuerdo con lo visto en 1.1.5., 1a hipótesis de no metricidad nula, o

sea va) = O 4 y la no existencia de torsión, trae aparejado el hecho
de que Histira una unica conexidn compatible con 1a métrica cuyas

componentes son, precisamente, los símbolos de Christoffel de segunda

especie ( ver (1.22-3) y (1.26) ). Comoésta es la conexión elegida

para la R.G. y teniendo en cuenta que estos simbolos, de acuerdo con su

definición, dependen exclusivamente de 1a métrica y de sus derivadas,

en esta teoria existe una única variable geométrica independiente: la
l .metrica.
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De acuerdo con las ecuaciones (1.40) y (1.46), que representan las

expresiones para las autoparalelas y geodésicas respectivamente,
observamos que en R.G. estas curvas coinciden. Einstein consideraba

que, por medio de la conexión, no sólo se podia llevar a una forma

covariante la trayectoria de particulas libremente gravitantes, sino,
también, toda la fisica de la R.E. Esto lo condujo a postular un

. o . n . IPrinc1pio de Equivalenc1a mas general.

Comoprimera conclusión vemos que en el caso de que exista alguna razán

poderosa para establecer una teoria alternativa a R.G. que incluya una

conexión no simétrica, ella debera dar cuenta de la forma de las

trayectorias de las particulas de prueba por algún medio que no sea el

FED. Y esto en virtud del hecho de que la extension de la noción de

recta de M4 a U4 no es aplicable, como si lo es, en cambio, para el

caso de V4. Por otro lado, teniendo en cuenta que 1a fisica conocida

es aquella de la R.E., será necesario un Principio de Equivalencia que

de una prescripción acerca de cómoexpresar las funciones de aquella
. . . Iteoria, cuando se trabaja en un espaCID-tiempo con torSIDn.

Fundamentalmente, la incorporacidn de la parte antisimétrica en la

conexión agregará una variable no dependiente de la métrica, indicando

este hecho que se esta trabajando con un numero mayor de grados de"

libertad geométricos. Si siguiendo el espiritu de la R.G., se formula

una teoria donde la geometria y 1a materia se determinen mutuamente, la

incorporación de 1a torsión comonueva variable geométrica debera traer

aparejada la Histencia de fuentes para las cuales la materia posea

nuevos grados de libertad respecto de los considerados en R.G.

I . .Macroscopicamente, la masa de los cuerpos atendidos es consecuencia de
. . I l .una suma (de una integraCion); ello es a51, debido a que la masa posee

Í í Íun caracter monopolar. Por otro lado el espin, cuyo caracter es



dipolar, por lo general conduce, en su evaluacion macroscopica, a un

promedio nulo. Entre otras razones es esta importante distincián entre

las caracteristicas masivas y espinoriales de la materia lo que conduce

al hecho de que R.G. posea un buen comportamiento clasico. En efecto,

en esta teoria lo señalado se traduce en tomar comofuente de los
campos gravitatorios la parte de 1a materia asociada con las dis­

tribuciones de energia e impulso, comoasi tambien la debida a ciertos

campos, que como el electromagnético, dan como resultado una dis­
. . I . Itr1buc1on no nula a nivel macroscopico.

Sin embargo una argumentacion de importancia en favor de la incor­

poracion de la torsidn se puede presentar a partir del siguiente
analisis:

La materia puede ser descripta por campos de materia W (x) , tal cual

se lo hace en Teoria de Campos, cuyo comportamiento es bien conocido en

R.E. Estos campos "viven" en las tétradas e;¿(x) y se transforman
como tensores-espinores con respecto al grupo de Poincare, el cual

incluye traslaciones y rotaciones. Esta descripcion de 1a materia

permite, en consecuencia, establecer su comportamientoespinorial.

Pero, a la vez, en esta teoria, las nociones de trayectoria y de

partícula (en el sentido clasico), pierden su sentido original. A

diferencia de la masa de una partícula de prueba, que en R.G. es una

cantidad que surge de una integracion de una distribucion de energía­

impulso Htendida a una región del espacio, el campo de materia es
claramente, tal cual afirma Hehl, un "objeto" más localizado (10). El

pasaje a un espacio- tiempo con torsion y curvatura, hace que la co­

nexion tenga un significado, en principio, diferente a aquel de R.G., y

solo en el limite macroscopico, donde, sin embargo, es posible que

queden "residuos" de los efectos espinoriales, la nocion de trayectoria

recobra el sentido que posee en aquella teoria.

. .I . . .’Esta es una objec1on de 1mportanc1a que puede formularse a la eleccion



. . I ' I"a priori" de una conexion Simetrica.

Finalmente digamos que como en R.G. 1a energia y el impulso se acoplan
' . . . . I Ia la metrica del espac1o-t1empo y su ley de conservac10n esta asociada

a invariancias del lagrangiano de materia ante traslaciones, es de

esperar que el espin se acople a la parte rotacional del grupo de
_ IP01ncare.

2.2. EL PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

2.2.1. El Principio de Equivalencia en R.G.

El Principio de Equivalencia Débil (PED)esta inspirado en el conocido

ejemplo del "ascensor de Einstein" y se basa en 1a equivalencia entre

las masas inercial y gravitatoria de los cuerpos.

Si un observador en un recinto cerrado, verifica que todo cuerpo libre

de fuerzas se mueve con movimiento rectilineo uniforme (o permanece en

reposo), puede suponer dos cosas igualmente validas (35):

a) su sistema es libremente gravitante, o sea, él se encuentra en

el campogravitatorio de, por ejemplo, una estrella, y en caida
libre.

b) su sistema es un sistema de referencia inercial (esto es, muy
alejado de toda distribucidn de materia).

El PEDse puede enunciar como sigue: "Si un cuerpo de prueba no cargado

esta situado en un evento inicial del espacio-tiempo poseyendo una

determinada velocidad, entonces, su trayectoria sera independiente de

su composicidn y de su estructura interna" (21). Se trata, en conse­

cuencia, de cuerpos eléctricamente neutros. Estos cuerpos deben ser lo

suiicientemente pequenos comopara hacer despreciables los efectos de

las inhomogeneidades de los campos exteriores.



Esto lo podemos expresar matemáticamente haciendo uso de leyes de

mecanica elemental. Supongamos una partícula con masa inercial m,

moviéndose a velocidad no relativista y sometida a un campogravita­

torio exterior en una región del espacio lo suficientemente pequeña

comopara que el campo pueda ser representado por el valor constante g.

En algun sistema de referencia inercial tendremos:

mol}a = mgdt; (2.2)
donde la aceleracion É es valida para todos los cuerpos, independiente­

mente de cuál sea la masa m. Hagamosla transformacion (no galileana)

(36):

Í” : 52";5 ES'ÉQ- {a 2'1:
62 (2.3a,b)

que pasa al sistema no inercial (x',t'). En tal caso el efecto del

campo sera cancelado por una fuerza no inercial y la ecuacion de
movimiento sera:

'W‘fi, : O
dt; (2.4)

Con respecto a esta ley mecanica que describe el movimiento de la

partícula, observadores Ü y 0’ no percibirán ninguna diferencia,

excepto por el hecho de que Ü afirmara que ve la accion de un campo

gravitatorio, mientras que 0' afirmara que no "siente" tal campo. Las

ecuaciones (2.2) y (2.4) seran validas en la medida en que la velocidad

de la partícula sea pequeña. Esto implica un campogravitatorio débil

de forma tal que 1a partícula no .sea acelerada hacia velocidades
relativistas.

Veamos que relacion tiene lo dicho con las trayectorias geodésicas. En
” utilizando el diferencial de(2.1) podemos parametrizar las curvas H

tiempo propio de la partícula, dz , que es un invariante, ya que viene

dado por:



dZ>15—-0€SQ= -% ObckdxuMV (2.5)

donde hemos tomado la velocidad de la luz igual a uno (c=1). Como1a
I . .particula es no relat1v15ta:

‘<

' dt
V,¿:03*¿ ———1—:L

3-:¿‘L ¿fé (2.6a,b)
,_ ¡"X AEn R.G., (2.1) representa una geodesica; esto es, = .

Entonces:

aa; «L. :2

¿{{LL ¿90 ¿{ézzl
(2.7a,b)

.i
Calculando {COEy teniendo en cuenta que el campo es estacionario, lo
que implica que todas las derivadas de g respecto del tiempo sonpy
nulas, obtenemos:

CFX"l +3.! ¿JLA 315° No*
36" °L 9X4 (2.a)

Dado que el campo gravitatorio es debil, nos es posible elegir un
_ Isistema de coordenadas cuasi carteSiano donde la metrica valga:

3”“ 2 Y/aw + L‘fll/ “UH/I ¿<1­ (2.9)

Consecuentemente

dai/L N 4 ¿hoc
i — -— .

¿(115 9' a)?“ (2.10)

Comparandoeste resultado con (2,2)2 pgggmgsescribir:

1 V a" oo -:
<9. 8 8 (2.11)

_>
Como g = -Ñ7fi, donde fi'es es el campo gravitatorio, tenemos, entonces,

que

- - _. x; 1'
(500 '“ ‘i ¿líó E5 '3 :: ¿í A

(2.12a,b)

Tambien podemos interpretar que en (2.4) los simbolos de Christoffel



son todos nulos, por lo que este sistema libremente gravitante funciona

para el observador 0’, en relacion con el movimiento de los cuerpos,

como un sistema inercial. En consecuencia, lo que en la mecánica

newtoniana representa un sistema no inercial en caida libre, corres­

ponde, en el limite newtoniano de R.G., a un sistema inercial donde se

cumplen las leyes de movimiento de Newton.

Calculemos el valor de la componente Raggi del tensor de curvatura.

Haciendo uso de su definicion (1.17) y eliminando las derivadas

temporales, obtenemos

- n a

R. 9 _ a J _ ¡Mi
01,0 -' -—*¿ '_ ó’-T— Áoc> *6X XBX (2.13)

Dado que existe por lo menos una componente no nula, el espacio-tiempo

es curvo; esto es, las componentes de la conexion estan indicando la

presencia de un genuino campo de gauge. Esto nos indica que, si bien

nos es posible anular localmente los potenciales gravitatorios, no nos

es posible anular todas sus derivadas.

Localmente, la trayectoria de una partícula libremente gravitante en

algún sistema en caída libre es aquella de la R.E. Teniendo en cuenta

ademas, que la inclusion de la conexion afín es lo que garantiza la

covariancia de las ecuaciones, toda vez que en ellas aparezcan

derivadas, es razonable postular el Principio de Equivalencia Fuerte

(FEF): "En presencia de un campogravitatorio arbitrario, en cualquier

punto del espacio-tiempo, es posible elegir localmente un sistema

inercial de coordenadas de forma tal de que en una regioh lo sufi­

cientemente pequeña en torno al punto en cuestion, las leyes de la

naturaleza toman la misma forma que en los sistemas de coordenadas no

acelerados en ausencia de gravedad" (36). (Hagamosnotar que muchos

autores, por razones que aqui no vamos a discutir, distinguen dos FEF:

uno incluyendo todas las leyes y otro, mas débil, que excluye las leyes



gravitacionales). La diferencia importante entre el FEDy el FEF, es

que este último se refiere a todas las leyes físicas y no exclusiva­

mente a las leyes de movimiento de las particulas de prueba.

Se puede inferir del PEF un Principio General de Covariancia (PGC). El

mismo indica que las ecuaciones fisicas en los sistemas globales de

coordenadas deben cumplir las siguientes tres condiciones:

a) La ecuacion se cumple en ausencia de gravedad; esto es, satisface

las leyes de R.E. cuando g = y y A í = 0.14V ¡“l ¡(y

b) La ecuacion es covariante; esto es, preserva su forma bajo una

transformacion general de coordenadas.

c) En relacion con la métrica, en la ecuación solamente pueden aparecer

gi“, y sus derivadas primeras.
La condicion c) es necesaria ya que, en general, existen muchas

ecuaciones covariantes que se reducen a la correspondiente de R.E. en

ausencia de gravedad. Dado que el PGCse hace uso a una escala pequeña

comparada con 1a escala del campogravitatorio, debemos esperar que,

luego de su aplicacion a las leyes de la R.E., las ecuaciones expre­

sadas en coordenadas generalizadas, contengan solo a gfiv y sus
derivadas primeras (provenientes de derivadas parciales transformadas

en covariantes). Ecuaciones conteniendo derivadas mayores, no podran

provenir de 1a utilización de este principio. Haciendo uso del PGCno

es posible, por ejemplo, que en alguna ecuacion aparezca el tensor de

curvatura, el cual depende de las derivadas segundas de 1a métrica y no
es anulable localmente.

En consecuencia, la prescripcián para conocer las leyes en el espacio­

tiempo curvo es el acople mínimo que consiste, para ecuaciones de hasta

primer orden, en tomar las leyes de R.E. escritas en coordenadas

cartesianas y realizar las sustituciones:

Y __> %r B ——a Ñ7 (2.14a,b)



Schiff ha conjeturado que toda teoria de la gravedad autoconsistente y

completa que incluya el PED, necesariamente debe contener el PEF (21).

2.2.2. El Principio de Equivalencia en U4 . gl_ecogle Minimo

En R.G. el acople minimo se obtiene tomando las ecuaciones de R.E.

expresadas en un sistema de coordenadas inercial y haciendo las
sustituciones:

A A

Y“? __> gi” 9da afl+ fVÍ€Á (2.15)
Esto es, por medio de una conexión simétrica, que localmente puede

anularse. Este acople es sin duda restrictivo dado que debe entenderse

como referido a una clase particular de sistemas de referencia. Preci­
l _ Isamente a los holonomos, cuya ley de transformaCion:

dX°L ———>¿XF :. #04 (K) dx“
(2.16)

debe ser integrable. Esto implica

¿14d _ ax”— (2.17)ax'“

Los campos de materia que se comportan en R.E. como espinores frente al

Grupo de Lorentz, poseen índices espinoriales que se relacionan, de

acuerdo con su representacióh, con los indices de un sistema de

referencia, cuya unica condicidn es que posea una métrica ya; En otras
palabras, "viven" en tetradas (36). Por lo tanto y siguiendo las ideas

expuestas en (37), digamos que a nivel de Teoría de Camposla res­

tricción (2.17) no es necesaria, y nada impide que los sistemas de

reíerencia locales esten rotados independientemente unos de los otros.

Ahora bien, un campode tetradas no posee los vinculos de los sistemas

de referencia holonomos de R.G., lo que a su vez permite la existencia
I . ' .de un mayor numero de grados de libertad geometricos.

. . Í I I .Ya en M4 nosotros podemosutilizar tetradas. Mas aun, nos es posible



. . . . . ItriVializar sus coeficientes, orientandolas paralelamente a las lineas
coordenadas del sistema global cartesiano:

e a: ¿OL 8’“ : (S)4
“a f‘ P P (2.18a,b)

En tal cano, okt-Humana

Ru ¿{b = o (2.19)

Veamos que sucede en el espacio-tiempo curvo. En el marco de la Teoria

de Campos, es posible enunciar un Principio de Equivalencia comosigue:

"Localmente las propiedades de la materia de R.E. en un sistema de

referencia no inercial, son indistinguibles de sus propiedades en el
correspondiente campogravitatorio“ (37). Esto esta íntimamente ligado

a la posibilidad de anular la conexión localmente. Observando (1.100),

notamos que es posible anular las componentes anholónomas de la

coneuián, sin que ello implique que la torsión sea nula. La anulación

en cada punto, obviamente, dependerá de 1a elección del campo de

tetradas. En efecto, tal cual lo probado en (10), en U4 es siempre

posible obtener en todo punto:ésa d-á-aas
-—>

e: d ()<:: X ) Z á; r1 {5(X‘=)<o) 2: C3¡4 o ¡a ¡4 _(2.20a,b)

donde * significa "valido para un sistema de coordenadas adecuado y

tetradas especificas". Esto nos indica que el espacio-tiempo, es en

este sentido, localmente minkowskiano, y que a pesar de la existencia

de torsion, las componentesde la conexion referida a las tetradas son

anulables en cada punto, con tal de tomar un campo de tétradas con­
veniente.

La existencia en U4de las igualdades (2.20a,b), nos permite escribir

el lagrangiano c0rrespondiente a los campos de materia por medio de un
I . . . lacople minimo. Las sust1tuc1ones serian:



6:: ——‘9 C?'*;¿ ¿*4 -—-> [2lg
(2.21a,b)

Lo que es posible dado que las (2.20a,b) se cumplen en todos los puntos

para una adecuada tetrada. D sea, el lagrangiano debe tener la pro­

piedad:

of = ¿(vga/l +, 6/93 ¡if/3):? Lwew)
(2.22)

donde L corresponde al lagrangiano de la R.E. (Notemos que las deri­

vadas de end y Ï;JF no aparecen). Comovemos, (2.22) se constituye en
un genuino PEF dado que de L obtendremos toda la fisica en forma

covariante a partir del empleo de los potenciales É; y FLdfi. Por lo
tanto, en el contexto de U4, puede adoptarse un Principio de Equi­

valencia referido no a "objetos" directamente observables (comola masa

de los cuerpos) y que "viven" en los entornos de los orígenes de

sistemas de coordenadas, sino a camposasociados a las tetradas. La

igualdad (2L22) - basada a su vez en la existencia de las (2.20a,b) ­

se restringe a puntos. Precisamente, a aquellos puntos en donde las

tetradas han sido aplicadas y en donde los campos de materia están

aplicados. En estas tétradas las componentes de la métrica son

minkowskianas, y sus orientaciones relativas son, en principio, ar­

bitrarias; no hallandose restringidas comosí lo estan entre sí las
orientaciones de los sistemas de coordenadas inerciales empleados en

R.G. A su vez, la conexidn mixta puede ser anulada y no obstante la

torsidn permanecer no nula. Todo esto está en total acuerdo con lo ya

señalado acerca de los grados de libertad que poseen tanto las tétradas

como la conexión. En R.G., en cambio, los sistemas libremente gravi­

tantes son considerados sistemas de coordenadas y la anulación de la

conexión se supone, de hecho, en una localidad de forma tal de per­

mitir, por ejemplo, dar cuenta del movimiento de particulas que poseen

una masa, cuyo valor se obtiene por integracion en el espacio. Clara­

mente, también es posible emplear tetradas en R.G., pero la imposiciób

de que 1a conexidn sea simétrica le quita grados de libertad a la



I . /geometria, y como veremos, tambien a la materia.

Por otro lado, si bien los potenciales gravitatorios (tétrada y
conexion) son localmente medibles, no lo son ni la curvatura ni 1a

torsion, dado que ellas incluyen sus derivadas (esto se vera claramente

más adelante, a traves de las relaciones (2.67) y (2.68), las que

muestran explícitamente la dependencia de estos tensores respecto de
las derivadas de la tétrada y la conexión). En ¡[to sentido, al caric­

ter riemanniano o no riemanniano del espacio-tiempo, no puede ser
"descubierto" localmente (10).

E1 hecho de que solo se haya enfocado la atencion hacia sistemas

holonomos, ha hecho pensar por mucho tiempo que una geometría con

torsíon era incompatible con el Principio de Equivalencia. Sin embargo

la Teoría de Campos, que permite incorporar campos de materia asociados

con las tétradas, también permite esta redefinicioh del PEF, necesaria
.l . .’para la formulac1on de una teoría de gauge de la grav1tac1on.

Resulta interesante observar que sucede en T4 y en V4 con los

potenciales de gauge. En T4 tenemos:

°¿F* ¿P ar g °"r (z oc
RP-V E O Fx“ Z o ’“V Z f” (2.23)

Si tenemos presente (1.84), que nos da la expresion de la conexion como
I r1 “P r . .funcion de 1* , e/L* y sus derivadas, vemos que 1a unica variable

gravitatoria independiente es la tétrada. Por otro lado, en V4:

JHSky/oc o FdPÏ:_-Q°LFÏ+_QfiToL‘-QY0LF

P\ PEL/3 :Ï €2' ap.-(LJ4¿I3 4‘. h¡L

Teniendo en cuenta (1.98), reconocemos el hecho bien sabido de que en

una geometría riemanniana la unica variable gravitatoria independiente
' - . .Ies la tetrada. En consecuenc1a, tanto en T4 como en V4, la COHEHIDH



es una variable dependiente. Dado que las componentes de la conexidnljudfi
se relacionan con grados de libertad de la materia - más concretamente,

y tal cual se vera en la seccidn 2.3., con su parte rotacional -,

notamos, entonces, que existen coincidencias físicas importantes cuando

se trabaja en un espacio-tiempo sin curvatura y con torsián, o en uno

que posea torsión nula y curvatura no nula. En este sentido, solo en un

espacio-tiempo U4 y donde adn existiendo torsióh nos es posible

definir un Principio de Equivalencia, puede formularse una teoria

gravitatoria que de cuenta de todos los grados de libertad que posee la

materia espinorial.

Para ejemplificar las implicancias del acople mínimoutilizando una
l I 'conexion que posea torsion, escribamos en forma covariante y re+erida a

I , I _las tetradas, la ecuac1on de Dirac:

(rbd “www =o (7.25)

donde las 3/ corresponden a las matrices de Dirac,'fi = l y el operador

D viene dado por (1.90), valiendo:

“¡If
-e/“‘ (a +1 {3€ )b'¿- °¿' ’k ’u px (2.26)

La ecuacion (2.25) proviene, precisamente, de un lagrangiano de materia

mínimamente acoplado. De acuerdo con (2.20a,b), en las tétradas

inerciales, esta ecuación se puede escribir como

(b’d a -+ ¿,wn ) q) : C3°¿ (2.27)

que es la ecuaciob de Dirac libre ordinaria. Por lo tanto, ella misma

puede ser extendida, mínimamente, a un espacio-tiempo donde el operador

Dd dependa de la torsión.



2.3.1. Transformaciones de Poincare en M4

En Teoria de Campos 1a materia esta asociada a "campos de materia".

Estos campos poseen infinitos grados de libertad y 1a dinamica de un
sistema está descripta por ecuaciones que relacionan entre si los

valores del campoen los distintos puntos. A1requerirse macrocausali­

dad la determinación del campo y de su derivada en un instante dado

determina al campo en todos los puntos y en todos los instantes pos­

teriores (38). En consecuencia, las ecuaciones de campodeben ser

ecuaciones diferenciales. A su vez, 1a existencia de ciertas simetrías

conducen a restricciones en la forma de estas ecuaciones y a leyes de
Iconservacion.

En el espacio-tiempo plano 1a simetría fundamental es 1a invariancia

frente al grupo de Poincare. Consideremos, en primer lugar, una

transformacion global infinitesimal de las coordenadas cartesianas en

el espacio de Hinkowski:
a -O o¡4 +4 ¡c ,U- u

(2.28)
O 0 o”. I

donde wfi,=u)c)¿.g y 8 son los ó y 4 parametros infinitesimales
constantes de las rotaciones y de las traslaciones, respectivamente. La
transformacion (2.28) puede ser entendida comouna traslación seguida

de una rotacion. El campo de materia trans+ormado y visto en x‘ debe

ser el mismo campo sin transformar en x:
69, ¿aLVÜU):

Las componentes del campo de materia \P(x) respecto de 1a base coor­
.y

denada (a,4 que es, en nuestro caso, ortonormal, se transforma de
acuerdo con:

Mx) ——>4/06) (4+ “aja/¿(w ) 94")
(2.30)

donde las cantidades 4 = f¡4V [jua son los generadores del grupo de



Lorentz asociados al campo ‘V . En todos los casos omitiremos los

indices espinoriales y tensoriales.

Sabemos que la fisica, localmente es la de la R.E., lo que supone

métricas minkowskianas en todo el espacio-tiempo. La orientacion

relativa de los sistemas que poseen estas métricas son en principio ar­

bitrarias, dado que lo que realmente se observa son invariancias
_ Ilocales de Poincare.

Supongamos, entonces, que realizamos una transformación de las coor­

denadas con parametros infinitesimales, ahora, dependientes del punto:

x”———>x'” = X” + (¿J/(K) x“ +5” (K) (2.31)

Sin embargo, ahora podemos entender (2.31) como una transformacion con

solo 4 parametros¡independientes E}üx), que absorven en si mismos los
A

parametros (LL¡(M) y 5 (x):

E”(x): w/‘m x“ + ¿“(M
(2.32)

CDH

I 2*6x” z ¿fl + ¿E
ax“ y 21X“ (2.33)

En este caso U%fïx)X'lestar{a representando una parte de la traslacion
total E#'(x). La definición (2.32) nos permite redefinir ¿uïx) y

entonces pensar a

x“ __, x'”; x” +€Azx>
(2.34)

como un cambio general de coordenadas (CGC). Esto no implica un

inconveniente desde el punto de vista matemático. Sin embargo, si lo

que se pretende a1 desarrollar una teoría fisica es que ella posea

ecuaciones invariantes ante transformaciones de gauge locales, y se

supone la existencia de magnitudes físicas que, asociadas a las

traslaciones y rotaciones, sean independientes entre si, entonces las



rotaciones “J no deben reducirse a traslaciones. En particular, los
fermiones poseen una representación espinorial del grupo de Lorentz,

mientras que los CGCno la poseen. En consecuencia, si han de incluirse

los efectos de los espinores, y ha de suponerse que existe un impulso

angular intrínseco o espín no reductible a un impulso asociado a las

traslaciones, k)(x) debe poseer un status independiente de EZ.

Nos es posible erigir en cada punto del espacio-tiempo un campo de

tetradas respecto de las cuales se realicen todas las mediciones de las

componentes de los campos. Comotrabajamos en M4 , las bases É; de
Ilas tetradas y las correspondientes a las bases cartesianas del sistema

global ÉL‘ pueden tomarse paralelas. En tal caso tenemos:

3 - Ve" É —5 ¿Ad .. d A (3’ —- ¡4. (2.35a,b)

Definiremos la P-transformacion del campo 4/(x) en H, como aquella

transformación activa consistente en: 1) llevar paralelamente el

campo evaluado en x” - 8}( a1 punto x" y 2) aplicarle una

transformacion en x" que sea la asociada a una rotacion u) en 1a
Ítetrada situada en x”

Trabajaremos primero con P-transformaciones globales. Tenemosen primer
. I I ¡4lugar una traslacion con parametro É:

Y” 08:5”) lx# z Won/Á)—¿0% a” +06“) (2.36)
. l . .(La transformac1on activa (2.36) tiene su correlato en la

transformacion pasiva que se denota ‘f’(x*) (38):

“vu/16")!” —V08)._­

donde Ï"(x”) debe entenderse comoel valor del camposin trasladar en

el punto H" en un sistema trasladado '-€l‘ . En otras palabras, la

notacion ‘P'(x”) tiene sentido en el caso en que se traslada el sistema

de coordenadas y se deja el campo fijo a1 espacio).



O
. . I I al _.Aplicando una rotac1on con parametro UJ’sa (2.aó), obtenemos:

P42“) = (A +6043 ¿M —¿”a/Á - ¿of/(#5; 3/3)wz)

0* o-L
donde ahora 8 , u) ,3 y las componentes tensoriales de Q'UH estan' ' o?
referidas a la tetrada, y Q¿= d ¡A , corresponden a las (¿.uSa,b).

Los generadores {NP y é¿ cumplen las relaciones de conmutación del
grupo de Poincare (39):

Í: hp, ha] = YacoLÉ/US - {Saxf/u a“
(¿.38)

[fiLP/ 66'] = Yara a{AJ (¿39)

EÓOL/BPJZO ("J41')

Dado que en el espacio de Ninkowski las tetradas Éú se toman todas
O

paralelas, los generadores íÏ de las traslaciones no producen ninguna

rotación de los 4’. Lo que se ha ganado con (2.37) es que los generado­
6 O

res “J y 5 sean independientes entre si, esto es, no reductibles unos
l ua otros; hecho que vendra asoc1ado con nuevos grados de libertad en 1a

materia. En 2.4.1. analizaremos el caso de las transformaciones de
IPoincare locales.

í2-m-R-Mmm-53mm»
El lagrangiano de la R.E. puede ser escrito como

LHj ¿y ) = z. w, 5:: ana 21,5,dí...)
(2.41)

Obviamente, excepto por los campos de materia, todas las demás mag­

nitudes son invariantes ante P-trans+ormaciones. Dado que 1a dis­
. . / . .tr1buc1on de los campos, luego de produc1rse las P-transformaciones,
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debe ser equivalente en sus propiedades físicas a la distribucion
original, la accion w debe permanecer invariante ante P-transforma­

ciones. Esto significa que, luego de trasladar y rotar los camposde

materia que conforman el lagrangiano L, y hacer lo propio con los

elementos de volumen, la integracion de L en todo el espacio-tiempo

debe coincidir con 1a integraciob original. Esto lo expresamos de la

siguiente manera:

sw: Pw—w 204 L (F4),6,3%)an Jumfiwwu
PJL _n_ (2.42)

donde FJL es el volumen JL P-transformado. Implementando lo postulado

en (2.42), en cada elemento d4H , obtenemos:

o: ¿1; - 3 21;. 8 a ¿L 8
[mí 94) WQÓ/¿FR WJ‘ flEaTa/fi) kP)

+ (5°"+á3¡°‘55 X”) 5: LJ} d“X (7 43)

Exigiremos que W)satisfaga las ecuaciones de campo:

¿L : ¿‘ “ 6 LL :- o
¿5% a“? ¿(5,3) (2.44)

Por lo tanto el primer parebtesis de (2.43) se anula. Comoel inte­

grando debe ser nulo independientemente del punto, y teniendo en cuenta

que 8ï1= P‘P -‘P , obtenemos:

cl- ¿’Mi __é¿¿°‘a _9_L UJ°°8XAKP
31.4(3%”, (Pd. “P aa»? ¿“V aa/AP {b V o¿

+¿°L¿:z_+wp°tófoájLJzo

Esta ultima relacion puede escribirse como:

9 35 “'“— V ”* V LL ¿wir/3
¡gt ( QQPH/FPJ- SF,)(V45¿ 1‘ 4' 5F,XLV156IÓP ci ) .1
- 2* ¿e sw)? _

Eü‘[:<rátú L‘ béyj+l ¿I “ (3 (2. 46)



. . l . . rSe definen las corrientes canonicas de impulso angular y de energia­

impulso reSpectivamente, comosigue:

¿DLP/M _ 3.4-. ¿{54/
5 39/“? (2.47)

¡'- aL a q)2'" _ * ——— oc
ZoL : 5d L 33/“? (2.49)

Teniendo en cuenta que las derivadas %M_de los coe€icientes de los
I “P °°L - ­parametros constantes U) y ¿É deben anularse en forma independiente,

llegamos a la siguiente ley de conservacion para j:_ (correspondiente a
, ola traslacion 5'):

¡4
(2.49)

Dadoel caracter antisimétrico de U); la derivada %L del término que
le corresponde en (2.46) puede escribirse:

od v ¡4­

aki-¿É? FPJ-w [LW]’ ¿[Ñ/(¿qa ¿.¿3 L­
aL a °°4F> _

¡Ep-55;“?“J?>w 1-o
Teniendo en cuenta las definiciones (2.47) y (2.48), llegamos a la otra

(2.50)

ley de conservacion

a z 7‘ _
lu- JP ZCdP] (2.51)

donde

V ¡a ‘0' Z 2*
Z (¿P3 : 3/“ (XV¿cf 2.4:] >: 77 C/Á (¿J(2 59)

De (2.51) se desprende que la parte antisimetrica del tensor asociado

a1 parametro traslacional É , es la divergencia del tensor asociado con

el parámetro rotacional JJ. Es importante señalar el hecho de que si

4'(x) es un campo escalar, entonces él resulta insensible a las

rotaciones , dado que para este caso {dp = 0 , obteniéndose ¿“pv= O :
el tensor energía-impulso es simétrico. Esto está de acuerdo con la

posibilidad de simetrizar el tensor energía-impulso en R.E. (4D).



2 - 4 - Sl.ïiElB_L&S_E_N_u4

2.4.1. Transformaciones locales de Poincare

Supongamos ahora que los parametros de las traslaciones y de las rota­

ciones dependen del punto: e}‘= elïx) y ude= “JdP(x) . En tal caso

a”¿“io
(2.53)

aflufl‘fl’io (154)
Los campos se transforman de acuerdo con

() ¿{A a" WLPK ""5 P‘VÓK): (“(+90 ¿pac'i’ bb’ (HH)
. . . I /La var1ac1on SUJ de 1a acc1on valdra

d a. ¡*
¿wzfnafle 40,5si»; +(¿WHLKMX

_{'L
(2.56)

donde z yz estan dados por (2.47) y (2.48), respectivamente. Clara­

mente, bajo estas condiciones una F-transformacidn.que dependa del

punto no dara comoresultado una nueva distribuciop de los campos de

materia que resulte equivalente a la distribucion original. Para

obtener invariancia de Poincaré, debemosintroducir en el lagrangiano 2

campos de gauge de forma tal de compensar los terminos de (2.56) y

lograr asi que SW = O .

umwfi ¿mi a», ¡“fi/3,6,4“)
En consecuencia, acoplamos los 4 potenciales de gauge traslacionales

' al
ela“ (H) y los ó potenciales de gaugerotacionales =[;[ FJ (ver
(1.70) ), tal que sus respectivas P-transformaciones anulen los tér­
minos sobrantes de Shi. En consecuencia

¿é = az ,3 20/“
0‘ aL

56/4 ae/u (2.57)



(2.58)

Por otro lado

¿é :- M mzdfi
6113*“w (2.59)

con

d, «xFr; P; ¿FA/5:-a/¿wdíb
(2.60)

Esto garantizaria que en (2.56) fuese ¿w = 0 . Sin embargo, las leyes

(2.49) y (2.51) ya no seran validas, dado que ellas han sido obtenidas

suponiendo 6 y h) constantes. En consecuencia, las verdaderas de+ini­

ciones de los tensores energia-impulso e impulso angular (y sus corres­
.I l . .tpondientes leyes de conservaCIon) no seran las mismas que las rec1en

consideradas para (2.56).

Para ver por que _Qg resulta suficiente incorporar los campos de

gauge, veamos que sucede cuando aplicamos una P-transformacion a1

producto escalar entre b ï' y un campovectorial infinitesimal Ífi(w)=' f
¿F ¿ . _Iu í (x) (9). Si se trata de una transformaCIon global de gauge,

obtenemos 1a condicidn "rígida" de conservacion del producto escalar:

¡L41* =( ofiá a (FHF“? 3/3?) Pg 0‘ /‘ (2.51)

lo que nos indica que es equivalente comparar las 2 magnitudes y luego

P-transformar el resultado, a comparar las magnitudes ya P-transforma­

das. Sin embargo, si la transformación P depende del punto, teniendo en

cuenta (2.58) y (2.60), tendremos:
F

1‘ > d) fi 2* ( P! N)Wi ¿Pur a: (Pi («L +561 ¿NHL gm”?
lo que implica que la equivalencia y la "rigidez" han sido perdidas.

Esto sugiere que, en realidad, deben hacerse las sustituciones

(2.21a,b)



¿Pi-á É/dút) a,“ "a b,“ 1' ¿2A+ ¡1‘ DLPÜc)

. l . . ’que def1nen el acople minimo. En consecuenc1a, 1a P-trans+ormacion de
Iun campode materia debera escribirse:

P‘í/(x)= (11%”? {pd - ¿d bd ) wn) (2.63)
. l ILas reglas de conmutaCIDnentre los generadores del nuevo grupo estan

deducidas en (10) y valen:

[Fiji] by] :- yrc_¿ DP; (2.64)

E (¿(3, {ha} = 7km Hs]; - RSE“ FP; y (2.65)

US
ED,¿/bp] = " Papa/DK 'Ï' Ef.» (¿y (2.66)

donde

K K

EMV -’-¿(aC/481d}; 1' ¡fic/«¿reta fifa/3): ‘3-[BC/46‘13
(2.67)

.¿b' (55
F 55 (a F “5 F F y )V :: ol E V Ï‘ d­” ¡A J í)“ VJ [5 (2.68)

Veamos a que corresponden los campos de gau e F í y F 36- Com­g J¿V ¡Lv '

parando (2.67) con (1.105) vemos que F K representa la torsión,¡Lv
salvo por un {actor 1/2:

A A aL

Sl,” : .5 e 04 EMV¿L (2.69)

Por otro lado, comparando (2.68) con (1.17) vemos que las FuVUá- no
son otra cosa que las componentes del tensor de curvatura. E1 valor del

conmutador (2.66) nos indica que las traslaciones no conmutan entre si;

esto es, conforman un grupo no abeliano.

A partir de las sustituciones propias del acople mínimo, vemos que
(2.62) debera escribirse



WWE») = (Pí‘) (6’; + 86/1.) (5,. + Sad/54V.) (Fw)(2.70)
I c u o u .cumpliendose ahora 1a cond1c1án de "rigidez" Siempre que las P-trans­

formaciones de los potenciales de gauge valgan:

¿[jj/5: _ bflwfi- ¿eIfFer/uurl» (2.71)

d Y' I K t:

de forma tal que (2.70) coincida con

HWD/Az) -.—(Fcp‘Me/L 13A) FW

Notemos entonces, que la invariancia loCal de gauge exige que el

(2.73)

- n v Iespacio-tiempo sea U4: curvo y con tor51on no nula.

Para el caso de M4 , vemos que (2.71) y (2.72) conducen a (2.60) y

(2.58), respectivamente, ahora en forma exacta; pero no obstante ello,

la "deformación" (2.62) subsiste. En este sentido, R.E. no constituye
l . . . . l . .una teoria con 1nvar1anc1a local de P01ncare, dado que ello implicaria

. . lincorporar transformac1ones cuyo resultado {1nal habria de ser

distribuciones no equivalentes de materia. Es necesario, en conse­

cuencia, establecer una independencia entre los potenciales de gauge e

y F ; los que en el caso de R.E. resultan, por lo dicho, dependientes.

2.4.2. Leyes de conservacion en U4

La acción de la materia se expresa en funcion de un lagrangiano

obtenido por acople mínimo. El Principio de Equivalencia discutido en

2.2.2., nos da la prescripcion de cómoexpresar covariantemente la

fisica de la R.E. en U4. En relacion con los campos fisicos, toda vez

que se realice un tratamiento que involucre una teoria de gauge, es

posible establecer una distinción entre camposde materia y campos o

potenciales de gauge. Los campos de materia q’(x), que pueden poseer
I . . .tanto indices tensoriales comoespinoriales, se corresponden con los de



R.E., por lo que los mismos, originariamente, poseen solo indices

anholonomos. La tétrada es la que relaciona las componentes anholonomas

con las propias del espacio-tiempo. En el espíritu de una teoría de

gauge, por definicion, un campoposeyendo originariamente un indice

holonomo, no puede ser un campo de materia (10). Tal es el caso de los

potenciales de gauge gravitatorios, o del potencial electromagnético e“

. / . . IPara obtener las leyes de conservaczon en U4, pediremos que la acc1on

de la materia sea invariante ante P-transformaciones de los camposde

materia, de los potenciales de gauge y de los elementos de volumen:

¿“ÜZZ‘ÍFlltfe (¡DWJIEÁu[34), ÏDÉíA°í Ï)[14oq¿/)ólq)(

_J.IL°€ (kh 6/”); 32*“, ¡ju MP)¿(“X (2.74)

donde

wszLeL (“he/AíA/¿WWK:Jaoz?(%ÁpfjeM”x
(2.75)

que incluye e = det(eu¿) de forma tal que el integrando cz? sea una
densidad escalar. Podemos escribir (2.74) de la siguiente manera:

x á .4
f E ¿z Pa”+ ¿ÉL 5€» fix/s ¿TL Üa/(e’üá

L.‘+324 dx :O
33/“? (2.76)

Dado que se cumplen las ecuaciones de campo provenientes de ¿ufGï,= O,

teniendo en cuenta que Q“ puede ser reemplazado por Q“ debido al hecho
de que en el paréntesis no existen índices anholónomoslibres (ver

(1.86) ) y que la expresiob entre corchetes debe ser valida para

cualquier elemento de volumen, obtenemos:



54€ -5 a“ wrekaïá‘F v4 8,6 - u
155%“.[: ;& '+ K EA. :1 +'Éiñ.MFLÏéLLL) F[4

.L 0‘ 24 a eL _-¿m 91+» ¿a e «¿+44¿mw dem-o
/*" ag»? (2.77)

donde se han reemplazado Se y ¿[1 por lo que ellos valen de acuerdo

con (2.71) y (2.72), respectivamente. Luego de agrupar, se obtienen los

coeficientes de 8d , D,“e“ , WOLFy 0/4134“ , los cuales deben
anularse independientemente, obteniépdose asi las siguientes 2 leyes de
conservacián:

b,“-(ezxfl) Z Fd/A/¿CZ/¿AÏ' FM/¿Fre ¿{bar/L(2.78)

D /‘ Z d o¿zi ‘ e L'oL —/¿ lb ¡33 (2.79)

con las correspondientes definiciones de los tensores impulso angular y

energia-impulso:

¿a? EE 61 Zaifi /¿ ZZ É??? 4/ %a75 V}/"O-x É?!
a.

“a.
(2.80)

Ga N H_eZ°¿fl : efldoÍ-ÉÉ Di?
°¿ ¿af? (2.91)

l
8 {b

A la derecha de la ecuación (2.78) aparecen dos densidades de fuerza.

La que multiplica a ZP3J4 posee su analoga en R.G.: es la llamada
fuerza de Matthisson y consiste en una fuerza aplicada sobre particulas

con espfn (10).

Observemosque (2.78) no coincide con la respectiva ley de conservación

de R.E., dado que la torsión y la curvatura son tensores. Con esto, el

Principio de Equivalencia no se ve contradicho, dado que el mismo,

entendido como Principio General de Covariancia, involucra sólo leyes

que posean hasta derivadas primeras (ver parágrafo 2.2.1.). En efecto,

en la divergencia de e 'F hay un termino de la forma D D , esto.L ¡La!



es, una derivada segunda del campo de materia. Sin embargo, las leyes
I

de conservacion para M4 emergen, como es de esperar, si tomamos

globalmente (2.18) y (2.19) y, simultaneamente, curvatura y torsián
nulas:

Bgzdvzo

H 0 3 a: 4

E5, gafï —ZCoL/>3

Resulta importante analizar el caso particular de materia escalar. Ella

no posee propiedades que privilegien alguna direccidn del espacio y

viene representada por campos de materia que no se acoplan a la

.I [1 uf _ .conexion ¡l For lo tanto, para este tipo de materia, de acuerdo

con (2.80) y siendo fdP = 0 , tenemos

Z " o
¿(5 ‘ (2.34)

De esta ultima condición y de (2.79), se obtiene:

Z =o
folbe (2.85)

que nos indica que el tensor energía-impulso es simétrico. Llamandoa

este tensor Ó", (2.78) queda:

[>y (63 CE; Y) .: FÏLV ¡’63 O ¿f y‘ (2.86)

Por lo tanto, comparado con el caso general, en (2.78) sdlo un tipo de

fuerza permanece.

Pero ademas, se puede mostrar que (2.86) conduce a la ley de conser­

vacidn del tensor energia-impulso de R.G. (41):

‘7 (TL'jl :1 C)¡L
(2.87)

(í
(El símbolo YZ‘ representa la derivada covariante respecto de los



simbolos de Christoffel). La ecuacidn (2.87) implica que el movimiento

de la materia escalar es geodésico, por lo que para ella formalmente,

es indistinto "vivir" en U4 o en V4.

Algo análogo sucede en el caso de materia cuyo espín se promedie

macroscópicamente a cero (43), o se lo tome igual a cero haciendo fiaü.

Volvamos sobre la ecuación de Dirac (2.25). En el limite h —>O, esta

ecuaciob se transforma en la ecuación (1.46) de una geodésica (59).

Esto significa que las particulas de espin 1/2 que solo interactúan con

el campo gravitatorio, son macroscópicamente “insensibles” a la

torsión. Por otro lado, vimos que, sin necesidad de buscar un límite

macroscópico, la materia escalar sigue geodésicas. Dadoque, cuánti­

camente el espin de las particulas se mide en unidades fi, es razonable

que a1 tomarse fi = O , materia que cuánticamente es espinorial, se

comporte macroscopicamente como escalar (espin cero). Volveremos mas

adelante sobre este punto cuando discutamos la diferencia entre

particulas de prueba (con o sin espin), y fuentes del campogravi­

tatorio con espín (Capítulo III, parágrafo 3.1.2.). Por otro lado,

también yeremos, en el Capítulo IV, sección 4.3., que en el límite

clasico de la Supergravedad, la partícula de espín 1/2 no sigue una

trayectoria geodésica, lo que es debido, fundamentalmente, a1 hecho de

que en aquella teoría, resulta necesario introducir interacciones que
en 1a ecuacidn de campo libre (2.25) bo estan presentes.

2.4.3. Las Ecuaciones de Campode la Teoria ECSK

Para obtener las ecuaciones de campodebemosestablecer 1a acción total

WT , que ha ser invariante ante P-transformaciones. Esta accion

debera estar constituida por la acción de la materia NH y 1a acción

wc correspondiente a los campos (potenciales) gravitatorios e y [1;

VU ; xx}Mrwc = jog (V3 ¿wz/¿[phwx + U—(c,óel F,af(‘2)eaá:’x

El lagrangiano V depende tanto de los potenciales de gauge como de sus



derivadas primeras. Ello es asi debido a que estos constituyen sus
. . I .variables dinamicas.

La teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Hibble surge a partir de 1a si­
. . Iguiente elecc1on de V:

A (7' K“sere/5%” (2.89)

donde k es una constante de acople, cuyo valor coincide con el

correspondiente al de R.G. De esta manera se obtiene un adecuado límite

newtoniano. Precisamente, 1a opción (2.89) es 1a correspondiente a R.G.

para un espacio-tiempo U4: la curvatura escalar, único término que

compone este lagrangiano, está definida a partir de una conexion con

torsión no nula. En esta particular elección del lagrangiano corres­

pondiente a los camposgravitatorios, vemos que no existe dependencia

respecto de a e :

v: U-(e’ Fl a (2.90)
El principio de accion requiere que:

6 64€­ O
¿VJ (2.91)

_
8

ó
04 .— + .—_— ­___. a fi

0L

66A°L 3 ¡e (e 9°)

5

6 A“? ¿SF/“‘45 _ (2.93)
De las dos últimas ecuaciones y de (2.80) y (2.81), obtenemos:

él; =—e_Z°;

¿La +8U- -OH

¿T
KF

KT 5 5V —o
e

[T
F

(2.94)



617 :_¿gd#
¿ÜfP F

(2.95)

Partiendo de (2.90) tenemos que

(SU' Z QE

69d aefld (2.96)

¿E = ¿E -z¿ zz
¿Und/b ar‘kflb ¿(al/FA‘XF) (2.97)

Luego de desarrollar (2.96), la ecuacion (2.94) puede escribirse:

(2.98)
¡AKI ¡4 __ 5K z“

Por otro lado, el resultado de desarrollar sia/a[;#P conduce a:

1:,\ 3 60'
M z ¿É- e P 6/4 5' FA ydí

büflP a

mientras que el propio de 8,, a/g-(aycf?) a

3 : __/_(_ C/4 «J cz“ ¿VJ
Say/1%) IQ(¿M/86 .¿cí ¡si-65,,(6 ,4 ,s)_7(2.100)

(2.99)

Agrupando (2.99), y (2.100), la ecuacion de campo (2.95) queda:

¿defl + (illa< ijb,‘ -': k ¿xP/4* (2.101)

Las ecuaciones 2.98) y (2.101) fueron obtenidas por Hibble y Sciama a

partir de otro tipo de consideraciones. Hibble partio del espacio de

Minkowski y de una interpretacion pasiva de 1a transformacion de

Foincaré (ver abajo de (2.36) )(4). A1 pasar a una transformacion

local, la traslacion total E" de (2.34) fue interpretada comoun CGC,

acoplandosele a ella una rotacion activa independiente del campode
materia:

X“ -—>X'” :K’“+E"‘(x) /. kPl/x’):(A+w°LÍ1’[/¿°¿) tkm



En (9) se analiza el hecho de que en esta formulación, ehd- no aparece
en forma obvia como constituyéndose en un potencial de gauge. Ana­

lizando las transformaciones anteriores, se puede ver que R.E. no es

invariante ante una transformación E = O y “J = cte;t 0 . Por otro

lado, interpretando esta transformacion comoactiva,

I ¡uWK) z (x mdflp. —5 ¿AH/(x)

no se describe una rotacion independiente de una traslación, debido a

que la rotación del campo H) se compone de u) y de 1a rotación de la

tétrada E.F . La transformación de Hibble debe ser interpretada

formalmente como compuesta por una rotacion

a
UNP ——>U) (bi-¿J‘F‘fi‘F

e interpretando a las Ej‘ comoparametros de traslaciones pasivas.

Dado que la teoria que resulta es invariante ante rotaciones, ella

coincide con 1a que surge a partir de (2.37), donde rotaciones y

traslaciones son independientes. En consecuencia, la invariacia ante

P-transformaciones implica la invariancia ante CGC.

Sciama partio de 1a R.G. y supuso que una corriente independiente

proveniente de mayores grados de libertad de la materia, correspondía a

un potencial de gauge independiente (5). Reemplazandoen el lagran­

giano total la conexión de R.G. por esta nueva conexión, obtuvo las

ecuaciones (2.98) y (2.101).

2.4.4. Las Ecuaciones de la Teoria ECSHen Componentes Holonomas.

Coincidencias entre las Teorias ECSKy R.G.

En U4 la razon para postular un acople minimo para el lagrangiano de

materia surge, de acuerdo con lo discutido en el parágrafo 2.2.2., a

partir de la posibilidad de establecer un P.E. cuando se trabaja en una

geometria con torsión. Si se trabaja en un sistema global de coorde­

nadas, este acople se traduce en las sustituciones:



F

7——>% 6———>V
(2.102a,b)

y, en consecuencia, el lagrangiano de los campos de materia debe
escribirse:

of =¿Na W, a ) =«sf/v:W,8,63,3)
El signiíicado fisico de este acople es el siguiente: Al existir
gravedad el lagrangiano de los campos de materia es aquel de la R.E.

escrito en {orma covariante, por lo que debe incluir toda la conexion

afin. De esta forma el lagrangiano puede ser expresado en todos los

puntos del espacio-tiempo por medio de una unica funciób. Este

espacio-tiempo contiene curvatura y torsión: al existir gravedad,

curvatura y torsión "aparecen" simultáneamente. Ahora bien, en cada

punto los campos de materia no deben ser asociados a sistemas de

referencia holdnomos, sino a tétradas. Yestas tétradas estan orien­

tadas de forma tal que su "paralelismo" depende de la torsión,

magnitud, comola curvatura, no local.

A partir de (2.103) nos es posible definir dos tensores asociados

respectivamente, a los tensores independientes de la métrica y de la
Itorsion:

cr“: ¿L 54?.
e 53,“, (2.104)

/u'/«“: X ¿Qw ¡4
e» 55M, (2,105)

El tensor energia-impulso "métrico" 0' es simétrico.

El espin está acoplado a la contorsion y no a la torsión. Esto puede

establecerse facilmente teniendo en cuenta el transporte paralelo de
Iuna tetrada:



'a -;de.“ (_F‘.,¿ 6/.” ODMs,
(2.106)

A partir de (1.100), que expresa las componentes de 1a conexión en cada

vierbein, vemosque 1a rotacion sufrida por la tétrada en su transporte
I . I . .paralelo esta compuesta por una rotac1on asoc1ada a 1a parte r1eman­

niana Jï_ , y otra proporcional a 1a contorsián H (Los últimos tres

términos de (1.100) corresponden, de acuerdo con (1.25) a - K¿F¡—). Se
define, entonces, el tensor momentoangular de espfn como

zi,“ : ¿ ¿É
e SMN" _(2.107)

.Í l. . .I
pudiendose comprobar fac1lmente, a partir de 1a relac1on entre la

.I .l
tors1on y 1a contorsion (1.25), que

(2.108)
ILa accion de la materia

wm;j0¿(+,a+, 3,?sá/g )d“x
l

debe ser invariante ante transformaciones del grupo de Poincare.

(2.109)

Trabajando comoen el parágrafo 2.4.2., esto es, teniendo en cuenta la

independencia de los parámetros de las traslaciones y de las rota­

ciones, y considerando, además, que los campos verifican (2.44), se

llega a las 2 leyes de conservación:
a

V V A U‘ t/Á
vy 2/4, Z 'Q‘ ZA SAV + ¿VA #0“ (2.110)

K? z * _ = o
A ¡‘V ZCJWJ (2.111)

1
= + 2 r d

con {7A VA SAV y don e

QZ " = 055“ — fi V w
¡“a l“ 30”») k (2.112.)



ez*—3o3
J __ .­

aïh’) y”
(2.113)

E1 tensor asimétrico de energía-impulso total 2: se relaciona con los
tensores definidos en (2.104), (2.105) y (2.107) a traves de:

./ w ‘9 VA \ vzw_ w v ww mw a uz”
“ Á/LL _ +A (2.114)

Las definiciones (2.112) y (2.113) coinciden con las (2.81) y (2.80),

respectivamente, y se constituyen en las transcripciones covariantes de

las correspondientes definiciones de R.E.

. .. . 1 ,.Es p051b1e escribir las ecuac1ones de campo de 1a teoria ECShen
Icomponentes holonomas.I partiendo de las correspondiente escritas en

I . . .componentes anholonomas. Para ello debemos multiplicar ambos miembros

de (2.98) por ey°‘

Fw“- 4 55m“: AZ/
€¿L (2.115)

Lo que podemos escribir

/** Í‘ V”A /‘ /4‘ _ Á _ _
Á“ ¿í 5V FAO- “ 6V - ¿21/ (2.116)

Por otro lado, multiplicando ambos miembros de (2.101) por eyd'elp,
obtenemos

Á F: ¡4 ¿'l‘ K ¡4—— + y : k Z
oz- V" C "JV V)‘ (2.117)

Recordando (2.68), (2.69), (1.17) y reordenando los Índices, llegamos a

que las dos ecuaciones de campo de 1a teoria ECSHpueden escribirse:

ó“; az”
(2.118)

5 * * S r Ay +015 ur :A z
¡u 5/“ fl“ (2.119)

De hecho, estas ecuaciones se pueden obtener considerando, a menos de
. . ../ . .I

una divergenc1a, 1a var1ac1on de la correspondiente aCCIOnde los



camposgravitatorios para el lagrangiano

77:5. R(%,63,F/85F)
CQ-RL (2.120)

que es la forma holonoma del lagrangiano (2.89); y realizando las
. . . / I . . ’variaciones de la acc1on total respecto de la metrica y la torsion.

Resulta importante detenerse a analizar las características de las dos

ecuaciones de campo (2.118) y (2.119). La primera de ellas es la

ecuacion de Einstein, pero incluyendo un tensor de Einstein que depende

de la torsion y que es, por lo tanto, asimétrico. La segunda ecuación

es algebraica (no incluye derivadas parciales), y nos indica que en

ausencia de espín, la torsiob se anula. Por lo tanto, la teoría ECSH

predice una torsión que no se propaga y que sólo no es nula en aquellas

regiones del espacio donde existe materia dotada de espín. En conse­

cuencia, en el vacío, el espacio-tiempo de esta teoria corresponde a
Iuna geometria V4.

Dado el caracter algebraico de la segunda ecuación de campo, resulta

siempre posible reemplazar, a la izquierda de la primera ecuacion, la

parte del tensor de Einstein que depende de la torsion, por las

correspondientes componentesdel espín. Se obtiene la siguiente
Iecuacion combinada

¿hay Z k OZ/LU/
I . .donde el tensor energia-impulso combinado vale

(2.121)

6V” : ÜAM+ÉL[‘V ¿AACerTAJ ‘ sl ¿AM-¿“Acc +
A A_ AT

+5 “7‘ Z,\U'V+á(_% VÜI‘ZÏLTZNAM'EC ¿”Hu-1.22)
Toda la parte no riemanniana se ha "transformado" en fuente. Dado que.. “flv­
debe verificarse ï7 G(”= U , tenemos

¡U­



8 ._
V/lA00MV:(D

. i I . .Y ahora la CODEHIDHafin puede escribirse

FÍH/ z {A j +Q\(¿AVÁ’¿VA/“‘Í'Zïuuj + ¿va-r­Á¿V

AG’
- ¿Lu/z 0') (2.1”‘4)

Las ecuaciones (2.121) y (2.123) son idénticas a las correspondientes a

R.G., con la salvedad que el tensor energíawimpulso contiene el espín

de las fuentes. Si bien el espacio-tiempo es de tipo U4, claramente,
. . I . . Iestas relac1ones incluyen solo 1a parte riemanniana de la geometria.

La "eliminacián" de la torsion trae aparejado el hecho de que la

sustitución (2.102b), conduce, en definitiva, a un acople mínimocon

conexion (2.124); respecto de {3 , esta sustitución, claramente, no
corresponde a un acople mínimo. Se ha probado que para cualquier

lagrangiano de materia de M4mínimamente acoplado (conexión total) de

1a teoría ECSK, existe un correspondiente lagrangiano mínimamente

acoplado (símbolos de Christoffel) para R.G., que produce las mismas

ecuaciones de campo (44). La inversa también es cierta (45). Ello es

así, basicamente, debido a que en la teoría ECSH,el tensor energía­

impulso que aparece a la derecha de 1a ecuación de Einstein, puede ser,

o bien el tensor energía—impu1socanónico (2.112), o bien el tensor

energia-impulso combinado (2.122), dependiendo ello de que uno haga uso

del tensor de Einstein con conexión total (2.118), o de aquel definido

sólo por medio de los símbolos de Christotfel (2.121). El primer caso

puede entenderse como una teoria gravitatoria desarrollada en un

espacio-tiempo con torsion; el segundo caso puede pensarse comouna

teoria gravitatoria desarrollada en una geometría V4, aunque
. . lproduc1da por fuentes que contienen espin.



SEGUNDA PARTE: LA SUPERGRAVEDAD N=l

2 - 5 - SHELEESJJIELLBÁQS

2.5.1. Transformaciones Supersimétricas Globales

La Supergravedad (SG) es la teoria de gauge de las supersimetrías. La

supersimetria es la simetría entre los camposbosonicos y {ermiónicos

para determinados modelos de lagrangiano.

El modelo mas sencillo con supersimetria global es el de Ness-lumino

(13). Supongamos tener un escalar A un pseudoescalar H y un campo de

espin 1/2 que llamamos Á 1 todos sin masa y reales. Definamos el

siguiente lagrangiano, suma de dos lagrangianos de Klein-Gordon y uno
de Dirac:

og: — (aflA)2' (¿alega-ÁXÏÁA

:2. o? 2
kLÍA

con z = a 3/“, ‘ y el conjugado de./\ vale:l

q
A : /\+ ó (2.126)

donde + significa "transpuesto conjugado". El espinor A es de

Mayorana. Los espinores de Mayorana son reales y corresponden a una

representacion irreductible del grupo de Lorentz, poseyendo la mitad de

componentes independientes que los espinores de Dirac. En consecuencia
verifican:

/\+ /\
'—' 9Ld (2.127)

_ . . Ó iTomaremostodas las representaciones de las matrices de Dirac .5 , K ,
5 v qEl , U como reales, y definimos ‘6 tal que U ==i {o ; por lo que

resulta ser una matriz imaginaria pura.

. , . . l . .'El lagrangiano (2.125) se dice supers1metrico dado que la accion

S = “lá? d‘x es invariante ante las siguientes transformaciones
globales (esto es a parametro 8, constante):



g A (2.128)

¿(A'AEDKS)¿ (2.13.0)
donde

g = ¿WY
(2.131)

siendo a su vez

3 W¡(5z wm; X
(2.132)

matriz que resulta imaginaria. Este modeloes invariante, aún

eliminando B. A su vez vemos que

(EN z ie = {mark/a(2)P=—¿Pm)“p¿\>‘ - É"
Y I Idado que U es ant151metrica en 1a representacion real, con lo que las

. l .reglas de transformac1on de los camposresultan reales. (Se ha tenido
I

en cuenta que E y A. son espinores de Grassmann, esto es, "numeros"

que anticonmutan).

u . íEs {átil probar que la acc1on S permanece invariante ante las
. . . . ltransformationes (2.128-30). Estudiemos una transformaCIDn super­

simetrica de (2.125). Considerando (2.128) y (2.130), obtenemos

¿SC-¿L(¿AM =-íáCYMJafiAay/U z

- 4 fifa, (¿AMA+9VA3,4st :
2-3 (b”A)b/¿ (EA) (2.134)

abdñx) : ¿Mmm-¿MGM
: i ÉÜíANiíA) —_(:\25b'/Jr¿

V ‘7/ (2.125)_ Ty
donde se ha tenido en cuenta que 5)\ = ÓÉU8, . Para B el cálculo es



._—

muy similar a aquel que corresponde a A. Como ¿Ar-AE- y ¿6 S

X358 , se llega a

¿of = ¿»W

X:

(2.136)

donde

¡(#2 _ g ¿«(32104-4 “¡su ,\i
y (2.137)

.' u . ./ .La relac1on (2.156), muestra que la var1ac1on del lagrangiano es una

divergencia.

Dado que y / anticonmutan, el 1agrang1ano es hermitico. A su vez,

la ley general que transforma un {ermión F en un boson D debe darse a
I I . I .traves del parametro supersimetrico:

(2.138)

Debemosexigir que ambos lados de la igualdad (2.138) posean las mismas

propiedades. En consecuencia, haremos las siguientes consideraciones
(17):

i) Dadoque los fermiones por su propia estadistica deben anticonmutar,
dlos a. deben ser parametros anticonmutantes. Se puede probar que las

relaCiones de conmutación y anticonmutacion entre 6', F y D valen:a Amd-duro
{e,¿p}_{el¿¡¿5-{e,?}-[¿,b _ EC _

. . K. .Esto implica que €P¿ y )\ cumplen con un álgebra de brassmann.

(2.139)

ii) Dado que los bosones poseen espin entero y los {ermiones semi­
l 0C _entero, el espin de los parametros e deben ser semienteros.

Supondremos el caso mas simple: €_es de espín 1/2.

iii) ComoE es de espín 1/2, entonces 1a representacion irreductible

debe poseer como minimo un bosón y un +ermión. En el modelo de Ness­

Zumino,existen dos representaciones irredectibles: los dobletes

(mm, (1+2;J),\) y (A-iB, (1—KJ)/\)
. I. . .l .z. . .’
1V) Los campos bosonicos poseen dimen51on 1 y los {ermionicos dimen510n



3/2 en unidades -ñ = c = 1 g de esta forma la acciob no tiene unidades.

(De acuerdo con (2.138) las dimensiones de! E son -1/2). En con­

secuencia, la transformacion inversa debe ser

6P:(ób)6
(2.140)

v) Consideremos 2 transformaciones supersimetricas globales conse­

cutivas de un boson D. A partir de (2.128) o (2.129), vemos que la

primera transforma a D en F; pero a partir de (2.130) vemos que F se

transforma en au!) Sabemos de Teoria de Campos que un operador

traslacional FVcumple (38):

16" l:ij La] z a,»fi á“
LP _ 0/ / _/para todo campo ¿ , siendo <5 el parametro de traslaCion. Dado que

’ oz, «2 A ¡“y (2.141)

podemosentender a la supersimetria global, como 1a "raíz cuadrada" del

operador de las traslaciones. (El resultado (2.141) también es válido
l

para F si es que existen campos auxiliares. Esto se vera en el para­

grafo 2.5.3.)

2.5.2. Supersimetrías Locales Y'Superqravedad
. l . .Estudiemos ahora el caso de una supersimetria local, lo que implica

50" =¿°¿(H). Ahora de+inimos=

5A= ¿[a (A- ¿KS5)] ¿oq
Como se supone que las derivadas de los parametros 5610 entran en las

leyes de transformación de los campos de gauge, en (2.142) no existen

terminos Que, dado que esta transformación involucra campos de materia
(17). Dado que la accion correspondiente a (2.125) es lnvariante ante

transformaciones supersimetricas globales, la variación de esta accion

respecto de un parametro «E dependiente del punto, deberá ser pro­

porcional a E(x). Para el caso global tenemos¡4



"86..

¿,6 z ¿fi (¿a/sp + ¿oc 8%) = BAM
53A? ¿LP (2.14.3)

Para los camposde materia debe satisfacerse la ecuaciob (2.44). Para ei;
. n n u l: €(x) podemos seguir el mismoprocedimiento que en la seccion 2.4.

Tendremos

60€: — 5.6= ¿“Kju‘(¿AEly“ (2.144)

ZA“: ¿5 ¿“P-K”;_¿¿C¿r(A+/;K55)}K”A
56/370 9' (2.145)

En consecuencia

53:jaeu (¿,¿M‘ (2.146)

Dado que los campos de gauge se obtienen "agregando" Índices holdnomos

al parametro,_ el campo de gauge de la supersimetrfa debe ser un campo

vectorial espinorial vú¿a' (con a Índice espinorial), llamado
gravitino. Su espin debe ser 3/2. En consecuencia, la acciob corres­

pondiente a 2.125) tendrá un término adicional:

5':jawx (-ac “haA”) 2.147)

donde .1: = (BTÏ B)"2 es una constante de acople. Las dimensiones de

esta constante nos indica, comoes bien sabido, que las supersimetrías

locales requieren de la existencia de gravedad.

/
Ahora bien, si uno coneidera la variacion de 8’ , encontrara nuevos

terminos debidos a 8A, SE! y . Para los terminos cuadraticos en

A y B tendremos:

S(s+s') = Jd’ü Í (EL ná) (TAVA)+T’“"KB))
(2.148)

donde, por ejemplo,

7;, (A): ¿”Aa/A ¿W (am);—¿
¿L (2.149)



es el tensor energia-impulso correspondiente a1 campoescalar A. Pero

ahora es necesario cancelar estos terminos y por lo tanto'debe a­

gregarse el acople de un nuevo campo: el dnd , requiriendo que su
transformacián supersimétrica sea:

¿inmersa-¿er¿fly ¡»A
¿L' (2.150)

La idea sera, en consecuencia, aquella expuesta en el parágrafo 2.4.4.;

esto es, debemos covariantizar respecto de la gravedad haciendo las

sustituciones del tipo (2.15), e incluyendo e en la accion. Por

ejemplo, para el caso del término cuadrático de A en (2.125) debemos
escribir:

sie ¿“a/¿MVA
cuya variacioln dara]:

.1 83M 7‘74)9L,

Claramente, el campo du“
Ipuede ser identificado con la metrica. Dado

que' trabajamos con fermiones, el campogravitatorio debe expresarse en
_r z . I . t .

func1on de la tetrada end-, cuya trans+ormac1on supersimetrica, a su
vez, vale:

Se“- ¡lab/¿yz
¡4 — -— ¡4¿L (2.151)

. u n .1 IDado que ahora trabajamos en un espaCID-tiempo curvo, tambien debera
n u .I .I .covariantizarse la transiormac1on super51metrica correspondiente al

gravitino. Ella vale:‘

SW; :íD/¿a

DE:35+XuJ°LPO" g
fl ’u c5 fl“ “¿P (2.15.3)

M l

siendo (La; P la conexion espinorial y denotando ahora con qí' al¡3



generador de las transformaciones de Lorentz. (Empleamosaquí esta

notaciob, que es la habitual en Supergravedad. El operador derivada

covariante empleado en (2.153) es, obviamente, equivalente al (1.13)).

En resumen: Con la incorporación de los campos de gauge Ïía y 6;;‘, y
sus correspondientes transformaciones supersimetricas, se ha conse­

guido, aunque parcialmente, invariancia supersimetrica local para la

acción S + S' Esto es, se ha logrado cancelar los términos pro­

venientes de 1a variacián de la accion original de Ness-Zumino (por

medio de la incorporacion del gravitino) y los nuevos términos cuadra­

ticos en A B (por medio de la incorporacion de la métrica). Los
o

primeros son de orden (I), mientras los segundos lo son de orden JC .

En la seccion 2.7. volveremos sobre la supersimetrizacion local del

lagrangiano de Ness-Zumino, discutiendo el problema de la cancelación
I . I .de todos los terminos a ordenes super1ores en.I .

Por todo lo dicho, vemosque las supersimetrfas locales hacen necesaria

la existencia de la gravedad, la que a su vez "covariantiza" las

supersimetrías. De allí que el nombre de esta teoría que estamos

tratando sea el de "Éupergravedad". A su vez, en este caso en par­

ticular se habla de Supergravedad N=1, ya que 1a misma contiene un sold

gravitino. '

I2.5.3. Superqrupo de Poincare
n . g I .Definamos para los campos A, B y,Á las transformac1ones super51metr1oás'

de forma tal que, por ejemplo para A, su correspondiente transformación

pueda expresarse como:

_ _' ú8Q(8)A - EA/ád Q J

Por otro lado, definamos los generadores del Grupo de Poincare como

SPWM z ¿“A = [Asia]



a x
¡x oL L8(/\F),\:¿(/\ b/\: Áli/

Q2. ¿e

aL \°¿/b I . .. .donde í y ¡I son los parametros 1n+1n1te51males de las traslaciones

. . l I ú ¿F? /y rotac1ones, respectivamente, (analogos a los i. y U) del paragrafo

2.4.1.), y HM y MK” son los generadores de las traslaciones y
rotaciones, respectivamente. Luego de muchoálgebra, se puede llegar,

cuando se actua sobre A o B, a las siguientes relaciones de conmutacián
v anticonmutación (17):

[Mirar/'15] : 8P“ mas L"

[fl/MFKJ : ol ¿erp ¡Du

[FÜLIPF]í :0 (2.159)

EGO", '-' (>01) Qb (12.160)

{Qoï Gb} ; .¿i (KOLC'¿)&b Pac (2.151)
c

donde C es la matriz de Conjugación de Carga que cumple Cab(C")bí= Q”
C = - C . Las relaciones (2.157-61) constituyen el Superálqebra de

Poincaré. Notemos, además, que los resultados (2.157-8) y el primero de

(2.159) son análogos a los del Algebra de Poincaré (ver (2.38-40) ).

Es importante aclarar que las relaciones (2.157-61) son validas cuando

se aplicaban a los campos escalares A y B, pero no al espinorial A .

Tanto en el caso del modelo de Ness-Zumino con supersimetría global,

como en el caso de la Supergravedad, para que el superalgehra de

Poincaré cierre, deben incorporarse camposauxiliares. A continuacion
analizaremos estos hechos.

El lagrangiano (13):



[Lc-Á A)J—+ ED)¿+/\ ‘ F3-—¿Ta-Jcl (2.162)
u . a les invariante frente a las transformaciones —conparametro constante-z

5A:¿é,\ ¿Iban-¿55A (SF: Em;l ¿L
1

¿Í (2.163 a,b,c)

¿(3: ¿NSW ¿A:áfñMJKSBfie+4 (pulseX A
3 ¿1

(2.163 d,e)

donde F y G son campos bosónicos auxiliares. (F no debe confundirse

con aquel_ de 2.5.1. que denotaha un campo fermiánico). Notemos que

ahora se tiene igual número de componentes bosónicas (los cuatro campos

A,B,F y G) que fermiónicas (las cuatro componentes de A ). Para poner
. . .I . . Ide manifiesto la acc1on de los campos auxiliares en el superalqebra de

. / . I . IPeincare, recordemos (2.141), 1a cual es valida para un boson. En

cambio, para el :aso de A , y sin F ni G m o sea, suponiendo que la

supersimetria de A es (2.130) obtendriamos:
— -‘ .u

[gm/¿(sui z ¿(gwanwvá (¿>25¿HK/JM)(2.164)

En 'consecuencia, sólo on shell, esto es, con ¡1X= O , (2.164) coincide

con (2.141). Ahora bien, de acuerdo con las (2.163 c,d,e) para

[5(e¿)'5(6_,)3,\tendriamos un término extra:

¿(a yk) EJ +_3_(g¿ ¿SiS/V ‘58; -— 1e>eL
que precisamente cancela el segundo sumando a la derecha de (1.164),

obteniéndose (2.141) tambieh para .Á , y por lo tanto, cerrando el

algebra. A su vez, las ecuaciones de campo para F y G resultan F fl G =

— 0, con lo que on shell, (2.162) coincide con el lagrangiano original
(2.125).

. . . ' . u i .E1 procedimiento rec1en referido, tambien puede ser implemetado cuando
. I . . 'las supersimetrias son locales, lo que se discutira brevemente en el

Iparagrafo 2.6.2.
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2.6.1. La Acción de Gauqe

Por todo lo ya visto, deberan existir 3 campos en la accion de gauge:

la tétrada eud' llamada graviton, el gravitino ÏLQ y la conexión
. . a.) ot P . l l . . _ lespinorial f; . Grav1ton y grav1t1no ya forman un doblete boson"

{ermidn de helicidades adyacentes +2 y +3/2. Por simplicidad, se

postula la no existencia de mas campos bosdnicos, además de la tetrada;
. ' . .por lo que en esta teoría la COHEHIOHespinorial surge como una

variable dependiente. Dadoque la torsión se relaciona con la parte de

la con Hidn independiente de 1a métrica, veremos más abajo, que ésto
. . . . Í . .implica una dependencia de la torsion respecto del grav1t1no.

La manera de establecer cómodebe ser la acción de la SG libre, esta

muy inspirada en los resultados de la teoria ECSH.De acuerdo con lo

visto en el parágrafo 2.4.3. en aquella teoria se parte de los campos

. . ¿{5 . .independientes en“ ruk contenidos en el lagrangiano V =

e/Rh ely ei; ÉEJP . La variación de este lagrangiano respecto de/jklfi
. I - . ­nos conduce a la ecuaCIon de campo (2.101) que resulta algebraica,..' .I

indicandonos que la tor51on no se propaga. A su vez, en el caso de que
A x. . _ .I . I

no exista matelia ‘FV n [ÏAu(%L La ecuac1on combinada de la teoria
ECSH (2.121) y la expresidn para 1a conexión (2.124) muestra que, de

“P.1 .l
hecho, lp se puede poner en func1on de g y el campo E>. En con­

. . . F ¿(Ssecuenc1a, s1 han de buscarse soluc10nes para las cuales y. no se
. . . . Ipropage y pueda ser eliminado algebraicamente, la elecc1on adecuada

debe ser la de adoptar el lagrangiano de Hilbert-Einstein. Tomaremos
-¡_ _¡ _Ientonces la parte bosonica de la acc1on comofunc1on del lagrangiano

_ _ .4. ¿Rue w)
1- al? ' (2.165)

. | . l . .Entonces, s1 resolvemos 1a ecuac1on de campo sin fuentes, esto es sin
. . . l . llagrangiano de materia, para el caso de la conexion, suponiendola en

principio una variable independiente, llegaremos finalmente a que ella,

on shell", depende del campode tetradas y es entonces: (kafi'(e);



.1 .I . . .esto es, 1a COHEHIDHno posee torsion. S1 existe materia, uno puede

.. .I .. . 8 «¿Peliminar la conexion espinorial resolv1endo S/¿(LL¿ = , y
.. . .I . n .escribir, como ya VlmOS, 1a ecuac1on de tipo de 1a de Einsteln en

I .I . I .funcion de 1a conexion dependiente de la metrica y de la fuente
u v - I . l . yespinorial, con lo que 1a tors1on, formalmente, tambien es eliminada.

. . I . ISin embargo, claramente (2.165) no es super51metr1co. Habra que agregar
. l . l . . . .una parte {ermionica que compenee los terminos ad1c1ona1es debidos a

8 .I.(2.151) cuando se haga eR . Para 1a parte fermionica se propone un
u I u n q n Ilagrangiano linealiïado, cuadratico en el grav1t1no y conteniendo eolo

I . I . .una derivada. Puede probarse que EHlStE un unico lagrangiano con estas
l . I . . l .caracteristicas que conduce a energias poeltlvas, y es el de Rarita­

Schwinger:

—1 8'”th 1%KVbr “hr¿L (2.166)

que en el espacio-tiempo curvo debe escribirse:

of :—;( ¿”Ud/rr“ K
'2' a. VI“ Sab? Hba‘ (2.167)

con

0- _ a ,( ot a b
DP+W -(¿Ügb +-U)f P(O;p).b)\yavc9“ (2.168)

donde hemos escrito explícitamente las componentesespinoriales del
. EPJTT . . . .grav1tino. Dado que es una dens1dad, no es neceear1o incluir e

en este lagrangiano. Obviamente, el lagrangiano (2.167) tampoco es
l . . . - .eupersimetr1co. Sin embargo, 1a suma de los lagrangianos de Haritaw

Schwinger y de Hilbert-Einstein Si lo es.

Haciendo las variaciones de (2.165) y (2.167) respecto de U}, obte­

nemos, por un lado

V 0‘
¿,3 _ 1 ¿1*? 8 A .L KS_ _. e ) P u)4 ¿129 “PK5( G- /"' e“ á f (2.169)

donde se ha tenido en cuenta que

¿”VV‘TE‘JPKSej; eii, : ¿e (aïfeam ¿GTC/¿57)



Por el otro lado

60€}:‘- ¿flkupr¿eu/33,8 KSPT)€°L/A
3 (2.170)

2.Comparando ( 169) y 2.170), vemos que debe cumplirse

Q.[>Ep.eadrfi Z ¿Ez ('q¿* KOLq/r)
Q. (2.171)

Pero de acuerdo con (1.105) D e'L = S °¿, esta es, 1a torsióp. PorE» ¡JJ A“
10 tanto:

¿ a '_ +
nS = e; ( +7* K] +É')

2*V V (2.172)

Esta importante ecuacián relaciona 1a tnrsián con el gravitino, su

"nueva" fuente. En consecuencia, con (2.172) llegamos a una situación

similar para la torsián a aquella que se registra en 1a teoría ECSH

libre: on shell 1a torsián es una variable dependiente. (En particular,

en 1a ECSHlibre, vale cero)

En este punto podemos hacer una interesante comparaciáp entre las

teorias R.G., SG N=1y ECSH.En esta ultima existe una "simetría" bajo

1a transformacián

.L i eL
Ud)" F u)” {b + z)“ [3 (2.173)

que cumple

jdqx e R,(e, F(¿)+Z):jd’ue F(e))—¿”V/J¿FV/K+
+_(¿*Áfljlj (2J7m

proveniente de 1a descompoeieián (2.124). En SG N=1 existe algo

equivalente (46):

fi (3,1062, 4/) + Z) + Jl (e/ y: wíe, W)+3) = of, (e, uJ/e,50))1­

+Á BPM}:(B"’\/¿)Q'J+unad’el’NaJa+D+ol
(2.175)

Si tomamos ¿aLÚb= -u¿u“P ue ,+*) , podemos escribir la accion de gauge

sin que aparezca 1a curvatura escalar:



S;Jd"x [-51 ¿”NTP/AKS K, ar,vr _ 84¡al/¿M _
¿Li/L a.

—KW R +á R m3 (2.176)

donde Rfldú = 2 ZEPe_¿“¡J-I-«1:72 W¡¿K0L% . De acuerdo con (1.97) y(2.2 '¿=—l °‘.-_'2.' a J .
17 ), En, Zfieü La ( 176) nos 1nd1ca que cn este caso, en 1a

accion de 1a Supergravedad libre: desaparecerfa la accion de Hilbert—

Einstein, la accion del gravitino no contendría 1a conexión espinorial,
-rI l . . . 'y aparecerian terminos dependientes de la torSIon. Dado que entonces

. af} . ipuede considerarse (¿0‘ = U, uno puede reinterpretar a la Sb N=1 como
. luna teoría con teleparalelismo (ver paragrafos 1.1.5. y 2.2 F‘

.L..-., y las
relaciones (2.23) que la definen). En (41) se indica bajo que condi­

ciones en un espacio—tiempo :on teleparalelismo T4, una accion con­
l Í l lteniendo terminos cuadraticos en la torsion comolos de la accion

(2.176), conducen a una teoría indistinguible de 1a R.G. Por otro lado,

en 2.4.4. ya hemos señalado y discutido las coincidencias entre las

teorias R.G. y ECSH,e indicado bajo que condiciones una teoría conduce

a 1a otra. Podemos sintetizar todo esto diciendo que 1a R.C. se

"conecta" con 1a SG N=1 para algunos casos en que U4 se transforma en

T4,‘ y con la ECSH cuando U4 se tranforma en V4 . Debemos tener

presente que 1a SG N=1 es 1a R.G. en el gauge *’ = Ü, mientras que la

ECSH es 1a R.G. cuando Z = o .

2.6.2. Las Ecuaciones de Campo de la SE N=1 Libre

Las ecuaciones de campo para 1a SG N=1 libre se obtienen variando 1a

accion S correspondiente a cía + Áí_ , respecto de 1a tetrada y los
gravitinos. Por todo lo ya discutido, 1a conexión espinorial será

dependiente de estas dos variables. Tenemosentonces:

¿É = ¿Ú“fl— á ‘VAKSÏ°LW'\#:O
(2.177)

N u
donde 50""= 2 ¿Afrb

EFUÜ

já : -¿we<r[(5zrybrkkr+1 1'56; +r(¿re°¿/)]:o
85174 C;

(2.178)



IPuede probarse que el ultimo termino de (2.178) es nulo (17). En

consecuencia, las ecuaciones de campo son:

ó“ Z 51%,QAK: ¿“6*”wa 417.1

¿Aver XS6, DS,th : O (2.180)

Comparando (2.179) con (2.98) (y su version holónoma (2.116) ) de la

teoria ECSH, vemos que el miembro de la derecha de esta primera

ecuación de campo libre, hace las veces de tensor energianimpulso

total. Si no existe torsion, en virtud de (2.16?) ello significa que

los gravitinos son nulos y (2.179) y su correspondiente (2.98) de ECSH

coinciden, siendo a su vez equivalentes a la de R.G. libre de fuentes.

La ecuacion de campo (2.180) comparada con la (2.101) (y su versión

holonoma (2.119) ) de la teoria ECSH, nos muestra que en SG N=1 la
n l u g .tor51on se propaga, a d1ferenc1a de lo que sucede en ECSH

En la seccion siguiente analizaremos el acople de materia en Super­

gravedad. Es importante señalar en este punto que, tal cual lo que

sucede en el caso de supersimetrias globales, la incorporación de

campos auxiliares es necesaria para clausurar el superálgebra. ñ su

vez, en Supergravedad los campos auxiliares cumplen otra funcidn

adicional ya que su incorporacion permite que las reglas de transfor­

macion supersimetricas de los camposde gauge (gravitop y gravitino),

no dependan de los campos de materia.

l . . .En el modelo mas usual de SG N=1 libre con campos auxiliares, se

incorporan tres de estos campos: un vector axial A , un escalar S y

un pseudoescalar P (47). A los lagrangianos (2.165) y (2.167) debe

sumarsele el lagrangiano

1 a
"ÍÉ (JS 1’Ï’2'+—11_L )

5

por lo que estos campos auxiliares no se propagan.



2.7. ACÜPLE DE MATERIA EN SQEEBQBQXEDAD NÏL

2.7.1. El Modelo de Ness-Zumino con sugersimetria Local

Con vistas a estudiar en el Capitulo IV el comportamiento newtoniano de
. . ' . lmateria supersimetr1ca en el marco de la SG N=1, retomamos aqu1 lo

Itratado en el paragrafo 2.5.2.

Teniendo en cuenta las transformaciones supersimetricas locales de los

campos de materia (2.128m30) y de los campos de gauge (2.151-2), la

aparicion del nuevo término (2.145), y el hecho de que el lagrangiano

original de Ness-Zumino debe acoplarse mínimamente, es facil ver que

para dichas transformaciones, en el siguiente lagrangiano de materia

¿I r ¿{okm/A + 3/4says )a“ + 7x13mm» ­

—xïP,¿l:;z<(A+ní58)]zr”,\j
(2.181)

todos los términos de orden tqoy todos los términos de orden 1L de la
forma AA y HBse cancelan. (La transformación supersimetrica 2.130)

del fermion A contiene derivadas parciales de los campos escalares y

por lo tanto para el caso de supersimetrias locales, ella se escribe

igual). Para cancelar otros terminos de orden‘x-del tipo AB, pro­

venientes de variaciones de A en el último término de (2.181), se

deben agregar términos a 1a acciofi y a la regla de transformacion del

gravitino y del campoÁ . Recordando la forma en que entra la constante

Jlen 1a supersimetría del gravitino (esto es, como 1/1; ), es facil

reconocer el hecho de que las correcciones al lagrangiano han de ser de
1orden 1,.

Luego de muchoalgebra se llega al siguiente lagrangiano, supersimetriw
coaorden Ll(17):

J a— — — ' ¿H’

¿:¿I+x=5*r (ha; +r)[3¿L>K¡KT/\—ï/ïBJ+
+ex1(IK:K9A)E-,—¿%K5KeW-¿LAÉLB

—¿ SK ¿í ,\w I e J



¿a
dondeAbBE Las transformacionessupersimétricasnose.

. . . I .modif1can para A, E y el grav1ton, mientras que para los campos
l{ermionicos valen:

_ ¿a

¿4, z Á D e +¿xï¿¿ AAFCOVB+¿C_<3; ÏJ‘EÜKJUÜÓ
[L cc fl v 8 f (2.183)

1 _
. K ‘ —5x: i EMM(A—AKIB)J€+%¿UEM ¿Adam

6L 2.184)

Aqui DJL=°V representa la llamada derivada supercovariante y vale

Para e]. caso de A : D/¿“T'VA == ¿A -- ¿1.1/2tÁ. (De acuerdo con lo
ya discutido, a1 no haberse incorporado campos auxiliares no propagan­

. l . l .tes 1a transformac1on su ersimetrica de uno de los cam os de au e el1 g g 1

gravitino, depende de uno de los campos de materia y por lo tanto, del

particular Iagrangiano de materia elegido).

.1 . / . .En conclus1on, para que 1a accion de Ness-Zum1no a orden newtoniano sea
. . . linvariante frente a super51metr1as locales hasta un orden JL, debe
_ I . . .I / _Incorporarse un termino de 1nteracc1on de ordenkI , y terminos de

Y 1.2. . I . _ . zorden ; comoasí tambien, corregirse algunas supersimetrias
I . .‘Lagregando terminos de orden ¿L y al .



CAPITULO III

APRUXIMACIÜN POST-NEWTÜNIANA DE LA TEORIA ECSK

I . . . IEn la teoria de la Relat1v1dad General la ecuac1on fundamental es la de

Einstein, que no es lineal. Esto conduce a que, por lo general, no sea

posible resolverla en forma exacta. Las soluciones exactas corres­
l .ponderan a aquellos casos en que las fuentes de los campos grav1ta"

u u u . o o Itorios poseen determinadas simetrías que hagan posible su integraCion.
. l . _ _ ILos ejemplos mas importantes de esto lo constituyen la soluc1on de

. . . I Í .Schwarzschild, referida a una fuente central con simetria esferica, vI
.I 1 .. .1a soluc1on homogenea de Fr1edmann-Robertson-Walher.

. . .r .EHIStEH,Sin embargo, desarrollos generales de esta ecuacion a diversos
I ..

ordenes, los que son admisibles cuando las fuentes responden a deter*
. l. . . .mlnadas caracteristicas, independientemente de que exista o no alguna
. l . .simetria en el problema. Las soluc1ones que prov1enen de estos desarro­

. .’ . r.llos nos dan informac1on completa acerca del sistema f151co en
.l . . . rcuestion, hasta un deseado nivel de apr Himac1on.

lEn este capitulo realizaremos la Aproximacion Posthewtoniana (APN)de

la teoría ECSH.Una APNes posible toda vez que se trabaje con sistemas

fisicos donde las fuentes del campogravitatorio posean velocidades

pequeñas comparadas con la de la luz.

Mucho del formalismo utilizado para la APNen R.G., es adaptable a un

desarrollo equivalente para la teoria ECSH Ello es asi debido,

fundamentalmente, al hecho de que la ecuación combinada de esta teoria

(2.121) es muy similar a 1a correspondiente a R.G. A su vez, 1a ley de

conservacion correspondiente al tensor combinado a: - la ecuacicfi

(2.123) — también es similar a la ley de conservacion para el tensor

energia-impulso de R.G. En consecuencia, es de esperar que los resul­
. . .I .tados a los que sea posible llegar en la aproximac1on correspondiente a



la teoría ECSHsean, formalmente, muysimilares a los propios de R.G.

Por otro lado deberan recuperarse las ecuaciones de R.G. cuando los
. lespines de las particulas que conforman las fuentes, sean nulos.

Pero si bien xisten parecidos fOrmales entre las APNde R.G. y de

ECSH, sus resultados seran marcadamente diferentes: en 1a ECSHlas

leyes de conservación ligan, a todos los órdenes, aquellas magnitudes

comunes a ambas teorias que caracterizan a 1a materia, con 1a densidad

de espin de las particulas; magnitud esta que posee un origen y un rol

dinámico diferentes de aquellos de R.G., de acuerdo con lo ya discutido

en el Capítulo II. Por otro lado, los potenciales gravitatorios ya a
tercer orden difieren en su expresión. Estas son tan sólo dos de las

. . . . . ldiferenCias que aparecen luego de realizada nuestra apr ximaCion.

. / . r .En 1a primera seccion analizaremos las caracteristicas que deben tener
. I . . . I .los sistemas fisicos para que sea p051ble aplicar el metodo aproxi­

mativo aquí empleado; estudiaremos las trayectorias de partículas de
l . .prueba, para lo cual sera necesario resolver las ecuaCiones de campo

con _vista a hallar los potenciales gravitatorios. Para conocer estos
I . . . . Í .ultimos a todo tiempo y en cualquier punto del espaCio, sera necesario

I . . Idesarrollar, hasta los ordenes necesarios, 1a ley de conservaCion
f . . .referida al tensor energia-impulso unificado.

En la segunda seccion adoptaremos un modelo general de fluido ideal con

espfn. Esto nos permitira llegar a formas explícitas de las ecuaciones

en donde se pondra de manifiesto las diferencias entre 1a teorías ECSH

y R.G.

l n n l n u . 'En la ultima secc10n discutiremos las consecuenc1as mas relevantes de
. u Inuestro desarrollo y trabajaremos con determinados modelos, mas

I . . .espec1ficos, para estudiar su comportamiento.
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3.1. LA APRÜXIMACIÜNqul;ugulgu¿eug

3.1.1. Hipótesis que Conducen a una APN

Consideremos un sistema de cuerpos ligados por sus atraccciones

gravitatorias mutuas. Tomemoscomoejemplo nuestro sistema solar donde

estos cuerpos corresponden al sol y los planetas. El potencial gravita­

torio newtoniano Q5 está acotado y vale en el centro del sol (c=1):

ó : És Ajlofi:

. l . ILa materia solar que genera este campo, como asi tambien la que compone
u I llos planetas, se mueve muy lentamente en relac1on a como lo hace la

le:
V"5 lo

donde v se toma respecto del centro de masa del sistema solar. En el

centro del sol, los valores correspondientes a la energía interna Tr .

(siendo TT = (e - (a )/Y9 , con S) la densidad de energia y f9 la

densidad de masa en reposo) y los de qu (con P la presion),
también son del orden de 10""5 (31). En aquellas regiones donde se

realizan las observaciones de nuestro sistema solar, los valores de las
. a.

magnitudes ÍWÍ , v2 ,1T' , y P/rí> son siempre menores que 6 , por
lo que deben ser tratadas como siendo de orden 0 (82).

Esto sugiere 1a posibilidad de desarrollar las ecuaciones que describen

la física del sistema solar, en potencias del pequeño paraoetro ¿ o de

algun valor típico de la velocidad de las partículas que 1o componen.

En tal caso la expansión debe dar comoresultado i) un espacio-tiempo

plano a orden cero en velocidad, ii) una física newtoniana a segundo

orden y iii) correcciones postwnewtonianasa partir del tercer orden.

. ’ l . . . .En relac1on con la geometria y teniendo en cuenta 1) y 11) vemos que es

posible tomar un sistema de coordenadas cuasi minkowshiano donde, de
. a lacuerdo con lo d1scut1do en el paragrafo 2.2.1., sea:



áw z 11/“ + h/N/ “EN ¡«4­

I uTeniendo en cuenta los valores maximos del potenc1a1 de Newton en el

sistema solar tenemos que

“¿WI É lo“

Extenderemos estas consideraciones a los efectos de realizar una APN

para el caso de 1a teoria ECSH.Por lo tanto los resultados a ser
l ' n nobtenidos en nuestro caso, seran aplicables a aquellos sistemas donde
. I . . .las hlpOtESlS referidas a las magnitudes que entran en el problema, son

del orden de magnitud que las correspondientes a nuestro sistema solar.

Consideremos, entonces, sistemas físicos que satisfagan 1a condicion

{undamental que hace posible la APN:potenciales gravitatorios débiles

y velocidades de las partículas o fluidos que componenlas fuentes,

pequeñas comparadas con la de la luz. Sean V, Ñ y F los valores

correspondientes a la velocidad, la masa y la distancia (separaciones

entre cuerpos) tipicas de uno de estos sistemas. De la mecanica

newtoniana sabemos que una energia cinética tipica: 1/2 Mv2 es del

mismoorden de magnitud que la correspondiente energia potencial tipica

GH2/r donde G es la constante gravitatoria de Newton. Por con­

siguiente:

(3.1)
.1 /Esta Hpresion es exacta para el caso de una particula de prueba

. Í . . .mov1éndose en torno de una masa central M, en orbita Circular de radio

r , y con velocidad v.

IPara describir 1a geometria del espac1o-t1empo siempre nos sera posible
' .encontrar un sistema de coordenadas cua51 m1nkowsk1anodonde la metrica

venga expresada por:



(¿AJ z Y/fll +l",ul/ MIN/¿<1 (3.2)
. . I , lLas distintas componentes de la metrica podran ser desarrolladas en

potencias de la velocidad tipica U . El resultado de estos desarrollos

deberán ser utilizados, posteriormente, para desarrollar, a su vez, las
. . . I . ’diferentes ecuac1ones que contienen estas componentes como asi tambien

n ' n . u .a sus derivadas. Sera necesario, en consecuenc1a, fijar de antemano
Icuales son las -Hpansiones que deben poseer las distintas componentes

del tensor g, para lo cual resulta imprescindible establecer algún

criterio que permita anticipar su desarrollo en serie de potencias de

. / lDe acuerdo con lo Visto en el paragrafo 2.4.2., en una geometr1a con
.I . .torsion y tomando el caso de materia escalar acoplada mínimamente, las

.Í . .’ —e leyes de conservac1on pueden reduc1rse a la ecuac1on (2.B/), la cual
. . . - . I _‘..c01nc1de con la correspondiente de H.G. Tal el caso de la teoria ELSH

. l .Como ejemplo de esto, podemos coneiderar a partícula de prueba
. I .I ,Ipuntual de masa m sin espin, mov1endose en un bachmground con torsion.

La misma se representa por medio de una "delta de Dirac" y las co_

rrespondientes componentesdel tensor energia-impulso se escriben (36):

(Tvpdz XWL ¿Ki
e dz

(3.3)

donde jm representa la posicion de la partícula. Dadoque la parti­

cula es escalar, su ecuacion de movimiento es la (2.87) y corresponde a

una geodesica. Por lo tanto y teniendo en cuenta (1.42), vemos que

puede considerarse a:

1;“ : - Yn_j.('800 ‘;18QÁ‘VÁ ‘J gig Vvdvú>63 oaó (3.4)

como la acciob de la partícula y al integrando como su lagrangiano. En

la aproximación de Newton este lagrangiano debe ser de orden v2 y

por lo tanto debe escribirse:
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4 . - .

L: (5:0 - ááolvl‘. — \/’LV"1)I/:L (Ï.5)
(W) . . u Il

donde g”! slgniflca hasta orden v" en la componente g J . Dado
w) _/que 914 vale Si, , la ecuac1on de Lagrange (4B)

d ¿L _ az, _ o
—o — A ­¿{t avi ¿x

(3.6)

da comoresultado:

(:L) (I). o) .
¿the z 1 gos ¿f + a iDÁ: y/L
dt axJ ¿76 6X4

(3.7)

Esta ecuacion coincide con la ecuacion de Newton

J)¿v : qmdt
(3.8)

(1’cuando como en R.B.: g _ Ü y se cumplen las relaciones (2.12a,b).o¿

. l l .Por otro lado, s1 queremos ordenes mas altos en el lagranglano vemos

que de acuerdo con (3.4), para obtener L hasta orden Q“ ­

L: (/_áfi—v‘°— aooEOLVV)_3*-Q30¿[o(\73)1 w"
- ' ' .0

_ %¿¿[o(v")__l W VJ) i (3.9)

necesitaremos geo hasta orden U“ g . hasta arden 3: y g,
- 0A— ¿Ó

hasta orden 52.

Por lo tanto, y tal cual sucede en R.G., necesitamos ciertas pres­
. . . . n ./ I .cr1pc1ones de forma tal de poder "ant1c1par 1a expans1on de 1a metr1ca

. Í . . . 'en sus d1+erentes ordenes. Prec1samente, todas las cons1derac1ones que
. I . / I.se hacen en R.b. respecto del desarrollo de 1a metr1ca, seran valldas

I .. . .para 1a teorla ECSh, hab1da cuenta de que sea pos1b1e formular las
. . I .mlsmas h1potes1s con respecto a la forma general que deben tener sus

. . I . .I . .componentes. En R.ü. las h1pote51s, y tamblen las restr1cc1ones {un­



damentales, son (El) (31):

i) Los terminos superiores de la métrica (los buv) deben ser de orden
newtoniano o post—newtoniano.

ii) Los terminos de las correcciones deben tender a cero a medida que

1a distancia entre los puntos del espacio x donde se evalua el
_ l' correspondientes a la ubicacion de las fuentes,campo y aquellos H

u I n n u ose hace mayor. Esto garantiza una metrica minkowskiana del sistema

de coordenadas cuasi-cartesianas, en el cual se expresa 1a
Igeometria.

... . I . .111) Las coordenadas son elegidas de forma tal que 1a metrica sea adi­

mensional.

iv) Dadoque las condiciones iniciales del problema son arbitrarias,
I . I . .la metrica no debe contener n1 los origenes de t1empo n1 los de

¡ol
p051c1on.

. I uv) Las correcc1ones a la metrica hoo, hn, y hi, deben trans_

formarse respecto de rotaciones espaciales comoun escalar, un

vector y un tensor, respectivamente y, en consecuencia, deben
l . .ser construidas con cantidades apropiadas.

. n.’ .
EMIStE una sexta cond1c1on que se EngE en R.G.:

u l u av1) Las componentes de 1a metrica deben generarse a partir de la mast
I .' .en reposo, la energia, la pres1on, la velocidad y sus derivadas

temporales, pero no por sus gradientes.
I IEn nuestro caso, y dado el caracter de 1a teoria que nos ocupa, debera

I _ 'agregarse el hecho de que las componentes de la metrica podran depender
. Itambién del espin de las fuentes. A su vez, no tendremos en cuenta la
../ . . .. ./ .

restr1cc10n que implica la no "part1c1pac1on" de gradientes de algunas
. .1 I .magnitudes, en lo que hace a la generac1on de la metrica. De hecho

. . Iestos gradientes han de aparecer, lo que es debldo a las caracteris­

ticas de las fuentes dotadas de espín. Esto no resulta un inconveniente
- . . . . I . I . .dado que en (a1) se admite que la 11m1tac1on v1) es puramente subjet1va

y puede ser eliminada existiendo buenas raeones para ello. Por otro
. .I , rlado en (21) se reconoce que 1a restriccion en cuestion responde, en el
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fondo, a un problema de simplicidad.

. I . .Las expansiones de la metrica y de todas las magnitudes, las haremos en
. . —- / ,potencias de la velocidad tipica v. Las componentes de la metrica

necesarias para una APNson, en cada caso,

%oo:-J+Soo+soo+o(oé) (3.10)

'- 3‘ + 0075)8°} ‘ 8Q¿ 3.11)

l e uau: ¿»A+8“ + o")
(3.12)

M .­

donde 9/4, representa el termino qu“ de orden v“. Una inversion

temporal t -e> t' = -t , debe cambiar el signo de goÁ_ , pero dejar
n n y. _/ _ _ -'invariantes g0° y g¿¿ EsLo esta en correspondencia con las
expansiones en velocidad 3.10-2) de las di€erentes componentes de la

I , . l z

metrlca. En consecuenc1a, las componentes go. , de contener terminos,4.

. . I . .en veloc1dad y/o derivadas temporales, 1o haran en cant1dades impares;
. x .

mientras que las componentes de a» y g , de contener terminos en¿is
. . / ­veloc1dad y/o derivadas temporales, lo haran en cantidades pares. Por

. l l . ... 3ejemplo, para el caso de g . , podrian aparecer terminos de orden v
°¿­

del estilo:

ójí‘f‘ on’ A, 6 v
¡iv-Ï'I

L“
"R

Icuyo numero total de velocidades v , es impar.

Finalmente, debemos tener en cuenta que que las derivadas temporales de
. . l - . l .cualqu1er magnitud A seran pequenas en relac1on con las derivadas

espaciales. Ello es debido a que en un punto dado, todas los cambios en

el tiempo de todas las cantidades, se deben al movimiento de la

materia, representado por v. Por lo tanto:



aA/at N ¡v1.1
a ,LA/ax

En otras palabras

__, u ¿L
34* —x r (3.14)

i A,y:
at Ï (-3.15)

A diierencia de R.B., el caracter del movimientode particulas o

fluidos en una geometria dotada de torsión, no puede ser establecido a

priori. En efecto, las trayectorias propias de materia espinorial debe

ser obtenida integrando las leyes de conservacion 2.110) y (2.111)

(49). Y en general, la trayectorias de las partículas, no corresponde­

ran a ninguna de las dos curvas. Esto esta de acuerdo con la discusión

realizada en el Capitulo II respecto del caracter que posee el Prin­

cipio de Equivalenc' toda vez que trabajemos en una geometría no
riemanniana.

Ya hemos visto que en un espacio-tiempo con torsion, geodesicas y

autoparalelas no necesariamente coinciden. En R.G., donde si coinciden,

estas curvas constituyen la extension natural de la recta del plano al
espacio-tiempo curvo. No resulta factible establecer cuales son las

trayectorias de las particulas en los sistemas localmente planos, dado

que los mismos deben ser necesariamente anholonomos. Como se ha

indicado en el parágrafo 2.2.2. , en este caso el P.E. se aplica a los

campos y no a particulas. Por otro lado, en el tratamiento holónomo de

la teoria ECSH,hemos visto que el acople minimo implica pensar que, al

.Histir campos gravitatorios, automaticamente aparece la torsión; por
. . l .lo que este acople conduce a ecuac10nes covariantes cuyo 11m1te no es
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1a R.E. Basta observar la ecuación (2.110) para notar que una partícula

dotada de espin no puede desacoplarse de la curvatura, la cual, dado su

caracter tensorial, no es anulable localmente. Quedaclaro, por lo

tanto, que esta ecuacion no posee una equivalente en R.E. En R.G., en

cambio, la ley de conservacion no incluye a 1a curvatura y en su limite

plano, coincide con la correspondiente de R.E. Por lo tanto R.E. es el

limite de ECSHsiempre y cuando supongamos que el pasaje de un espacio­

tiempo donde existen camposgravitatorios a uno donde estos no existen,
. . . . .1 . / . Iimplique la eliminac10n Simultanea de la curvatura y de la torsion.

Sin embargo, y de acuerdo con lo ya visto, 1a materia escalar es

insensible a 1a torsión. Por otro lado, en 1a teoria ECSHtoda

partícula de prueba que se muevafuera de la distribucion de materia

que constituya la fuente de los camposgravitatorios, seguira una

geodésica. Ello es asi en virtud del hecho de que la torsión no se

propaga y, en consecuencia, en el exterior de las fuentes tenemos:

A A

FV lexb 14V (3.16)

comopuede inferirse de (2.124).

Debemos aclarar aquí que una partícula dotada de espin solo podra

considerarse de prueba, si pueden despreciarse sus efectos sobre 1a
geometria. Caso contrario, y de acuerdo con 1a ecuacion de campo

(2.119), habria de introducir torsión en el espacio-tiempo; torsión

que, a su vez, ella misma "padeceria". Lo dicho es equivalente a lo que

se supone es un cuerpo de prueba en R.G.: sus propiedades son tales que

las mismas no "participan" de 1a ecuacion de campo, y los efectos que

este cuerpo produce en la geometría —enel caso de R.G, solo en 1a

metrica- y, en general, en las condiciones del problema, son des­

preciables, comparados con aquellos debidos a las fuentes. En 2.4.2. ya
. . I I I .se dlSCUtlD el caso de una particula de espin 1/2 en presenc1a de un
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. . . ./ .l .campo graVItatorio en ,regiones con torSIDn. En la ecuac1on de Dirac,
a un n n. ¡lque es la que rige su mov1m1ento, 1a derivada covariante es func1on de

./ . .z .la torsion propia del background, torsion a 1a que la propia partícula
n .n I uno contribuye. Algo similar sucede respecto de la metrica. De acuerdo

.I . z .con (2.119) en los puntos en cuestion -Histe espin o impulso angular
. I . lintrinseco no nulo; pero el mismono corresponde al de la partlcula en

¡I n n . . ­cuestion, Sino a los campos de materia espinoriales que sirven de
- l ..fuente. En otras palabras, la particula de prueba no part1c1pa como

fuente de las ecuaciones de campogravitatorio que definen la geomew
I . . l .tria. D lo que es equivalente, no es incluida en el lagrangiano de

materia. No debe extrañar, entonces, tal cual lo expuesto en aquel
I ¡ , I ./paragrafo, que una particula de Dirac, la cual tambien puede con­

. .. l.
siderarse como originada en algun campo, se comporte, en el 11m1te de

1 . I . ./la fiSica macroscopica —esto es, cuando en su func1on de onda se haga
- u, c o nfi-—+L)- como Sl esta Fuese materia escalar evoluc1onando en un espac1ow

. .Í . .tiempo con torsion (con origen en los campos de materia de las fuen­
ftes), sin acoplarse con ella. (En el Capitulo IV paragrafo 4.3.1. se

p a ¡l ­realiza con todo detalle 1a apr Himac1on WEBpara un campo que repre­
l . . .senta una particula del tipo de Dirac en un fondo geométrico con tor­

.Í . rsion, aunque con otro origen que el supuesto aqui. Esto conduce a una
u I n n n uecuac1on de Dirac modificada y por lo tanto a resultados diferentes).

En consecuencia, no consideraremos a las particulas o fluidos que
conforman las fuentes como de prueba, dado que ello implicaría des­

preciar 1a torsión y volver, por lo tanto, a 1a física de R.G. Esto se

traduce en suponer no nulas las componentes del tensor impulso angular

intrinseco de las fuentes. Por lo tanto, su movimientodebera estable_

cerse a partir de las leyes de conservación, lo que está de acuerdo con

lo discutido más arriba a proposito del carácter problemático de las

trayectorias de las partículas dotadas de espín y de la imposibilidad
de establecer estas trajectorias a priori. En cambio y comoya vimos,

. . . . lsi estaremos en cond1c1ones de estudiar trayectorias de particulas
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H .__ _ I. . . .:ntEFIDYEBa las fuentes (donde el unico potencial grav1tatorlo no nuloI. .
es la metrica, la que on-shell, ein embargo, depende del espín de las

fuentes), presuponiendo que estas trayectorias serán geodésicas.

Nuestro objetivo inmediato consistirá, entonces, en hallar a orden

post-newtoniano, las trayectorias gendesicas de partículas de prueba

que, por lo dicho, sean exteriores a las distribuciones de las fuentes.
Con vistas a completar la resolución del problema, también determinare­

mos 1a evolucion de las fuentes, desarrollando a los órdenes necesarios
- . Í .en v , las leyes de conservacion que las rigen.

3.1.3. Expansiones de la Metrica y de los Símbolos de Christoffel

Consideremos la ecuacion de la geodésica (1.46). A partir de ella

podemos escribir una relación en donde en lugar de aparecer las

componentes de la cuadriaceleración dÜ/dh , aparezcan las componentes
. .I . . aespac1ales de la acelerac1on ordinaria dv/dt :

diet: (1‘01.. (16)“! ¿gi (¿e >-5_ ¿(XL-“Idt‘ E EZ Z“; ZZ 73

*' ¿{df o _’<_'°o}! Á Á
¡ug dt 27€ + MV dt df: 72 (:::..1,7>

I . . l . . l l .Esta ultima ecuac10n 1a podemos escribir mas exp11c1tamente como:

ñxL _ i _ Á' V _ {'á g V \hk%»-'{oo3 'L os 3 se 5

¿{zas 423% +{ZAVi“W
. I . . ' ­Sl 1a particula de prueba es no relat1v1sta, esto es sl v4“ v ,

(3.18)

i _ _
necesitaremos establecer los valores de {De} hasta orden vY/r, los de

o
k hasta orden 33/F,i & . . ‘3 c L . u - . ‘A coi hasta orden v /r, A& hasta orden v /r, oo

_.:.- o .__. _
{0.a hasta orden v /r y ión. hasta orden v/r. Debido a 1a forma que

l . I .asume su geodesica, otro es el caso de 1a particula de prueba relatim

vista que se estudia y discute en 3.1.6.



I .Dado que 5era prec1eo emplear (1.26) para obtener los valores de los
I u I c I .d1{erentee símbolos de Chrlstoffel, sera tambleh necesar1o determ1ner

u, . l . .1a expanSIon de las componentes contravar1ante5 de la metrtca. Para
. . ' . .I _.. .ello ut1112amoe la cond1c1on (1.¿1) que debe ser eatlsfecha orden a

u o u uorden. Así, por ejemplo, para obtener el valor de g°° , ut111zamoe
O n .I .d1cha cond1c1on bajo 1a forma:

3°” 30 :3” + 01" -4Í‘ oo 801; _—­ (3.19)

Teniendo en cuenta (3.10) y (3.1L) vemos que

o
o

g o (-1) : J. _3.2u)
¿oo . .Con lo que g = -1. A segundo orden:

J- a.

300 (“A + (-4) áoo = o (3.21)
al ¿ . . .

Con' lo que g°° = —go . Trabajando con todas las componentes, llegamos0
l ua la siguiente eran51on de las componentescontravar1antes:

L v

%°°;_Á_—%oo - 80° "I­ (3.2?)

8L; 281;.3-gLá Í'... (3.23)

. 3 .0),, OJ,
3 - á + (3.24.)

A

En función de (3.10MB) y (Baflüufl), la expansion de los {íbdí es hasta
los ordenes deseados:

3- al y 3 L 3..
K‘3+ {00% -¿ ¿a? - un oo+ 32m +4 m ai“°° 5X” el 62v“ ¿t o), am (3.25)
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{J- Ï; ¿ [ 63;.5 + {im _ 3350;]3Q ¿L ¿)\k. ¿»(5 3X?“
(3.27)

3 l

.{o 3 : _:! Baco
OO °l_ (5€:

(ÉufiH)

l a0

{ ¡É :7 _ 4 a ooo} 5; ¿ÁCA
L n (33.29)

¡\0

La componente {al} es nula. El.símbolo í j representa el símbolo deud
'\ . "W - .Lhrlstoffel de orden v /r. Para obtener estas relac1ones y, en general,

las que siguen, se ha hecho uso de las condiciones (3.14) y (3.15).

3.1.4. Las Ecuaciones de Campov los Potenciales Gravitatorios
1 H l . ­Lon el +in de obtener er11c1tamente las componentes neces-r1as de la

I . .I . . .metrica, haremos uso de la ECUHCJDHde campo Combinada (2.121) dado que
Ien ella entran solo los símbolos de Christofíel (y no toda la co­

, I ' .neHinn) , los que a su vez-z ('Ica-rpendc-m(ar-(c114usivamente de la metrica. Como

empleamos el formalismo desarrollado en 36), resulta conveniente

redefinir el tensor de R1cc1 dependiente de los Simbolos de Christoffel
como:

m0): Lianfiií; 2,:le *{LÍ {50.-}-{,ÍÍ {2A
(3.30)

. . . lEsto trae como resultado un cambio de signo en la ecuac1on de campo,
Idado que esta nueva def1n1c1on implica, tanto un cambio en el signo de

este tensor, como del ;orrespondiente a la curvatura escalar R. La
I . . I . .Iconstante k sera escrita en funcion de 1a constante de la grav1tac1on



consecuencia:

R,” gun/R : - BTTÓ6:“,
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por g'“u

3.31)

, tenemos:

R- ¿R = - SFC-ic?

_ J — —
donde O“ 5 g" qlv = 0'€M_ . Por lo tanto, obtenemos

RjLV = " 87ÏC1 (Gia, —Á SAV (r) __,1.:)a. ._.,.._.

Es sumamente conveniente redefinir las coordenadas H con vistas a
. I . . .

llegar a EHPFESIDHESmas simplificadas de las componentes QA . Como en

R.G., las 10 ecuaciones 3.33) no son todas independientes, dado que si

g”, es solucion, entonces 9;“, , obtenida a partir de un cambio
general de coordenadas, tambien lo será. Esto implica que hay 4

funciones H'(H) que hacen. que ¿Histan 10-4 = ó ecuaciones indem

pendientes. En consecuencia las soluciones de (3.33) poseen solo 4
u u . u n I Ígrados de libertad. Elegiremos la siguiente condicion para las coor­

denadas:

8/“, {A jzof“ (3.3.4)

que definen coordenadas llamadas armónicas. Las 4 condiciones (3.34) no

son, obviamente, covariantes, y el propósito de su incorporacion es el

de eliminar la ambiguedad en el tensor de la métrica. En otras pa_

labras, fijan el gauge. (Notemosque las condiciones (3.34) que definen
las nuevas coordenadas cuasi cartesianas son sobre los simbolos de

Christoffel (que 5610 dependen de 1a métrica) y no sobre toda 1a

conexion. Claramente, ello no implica ninguna restriccián, dado que en

esta teoria y de acuerdo con lo ya discutido en otros lugares del

trabajo, podemos entender a la métrica como la unica variable geomé_
. . . l .trica, "diluyendo" 1a torsion en el tensor energia-momento combinado).



. w qw I.La igualdad (a.a¿) debe ser valida orden a orden. De acuerdo con

(3.25-9) y 3.30), teniendo en cuenta que a partir de (3.1) G A} ¡CJ/Ñ

y fijando las coordenadas con (3.34), tenemos que las componentes no
Inulas de R respecto de 1a metrica valen:flJ

l 1
Roo ‘=á V1300

(i135)

3' 2.
.- -— Á .­RM‘ ¿vaáw

(3.36)
3

Kw;= ¿wie
(3.37)

o Z —. OO"' — “ - 'I + -— V o
o a). a. at; ol ÜLAaKLBXA a. go

(" 38)
V\

——V\ —­

donde R’uu indica orclen v /r' .

Ahora necesitamos expandir las Fuentes que conforman la parte derecha
_ Ide la ecuac1on de campo. Para ello debemos tener presente que de acuer­

. . "AJ .A/do con (2.122) y teniendo en cuenta que k «lb , es O" = 0' hasta
__ _ a 3

orden Hv /r3. Para ser consistentes con el hecho de que Ro; = ROO=
3

= R¿5 = O , debe cumplirse:
o . L L .­

CTO» :1 Ovoo _ O‘JZB ::C>
(3.39)

yx ¡“J . .. "-\A,-3 . . ./donde 0- Significa orden NV/r . No poseemos ninguna presaripc1on
01:5para determinar el valor de (T . Postularemos que el mismo_es nulo

O l.
,4/(7‘ 4:0 - ­(¿.40)

lo que implica que en el límite newtoniano las fuentes son, precisa­
Imente, newtonianas. Esto esta de acuerdo con aquellos casos en que los



potenciales gravitatorios, de los cuales surgen las diferentes com­
I _ .ponentes de 1a metrica, poseen desarrollos donde las veloc1dades de las

l . ’ _ l . .fuentes aparecen exp11c1tamente. En paragrafo posterior se Jus­
. . I . .I .t1f1cara esta af1rmac1on para el caso de un modelo partlcular.

Las ecuaciones de campopueden escribirse:

¿ 1.

Roozávlgoo :-wrao‘10°
(3.41)

5M=ávlgbjz —WTG¿“(rw
(3.42)

3 3

R0,;závlgpo : XÏTÓ 8,..3 0.04
(3.43)

É-xva' ¿alla _X¿..Ïá—22,+_l(va)l
°° _5 8“ -3, “SÉ-5 ¿3*3 ¿»6x4 á- 30°

: -VÏTÓ (Cía/¡7L- ¿él-oo 61'00) —:(: (gn-¿1)D-AAJL (3.44)
. . I ¡LU ' ' - _En esta ultima ecuac1on /\ esta compuesto por los terminos extras

‘ }¿U
que en (2.122) O”AJ posee respecto de 0' . En otras palabras

6')“ = 0'!“ + 87H:A”!
Vk

FJ —1—“ ­
donde /\ indica orden N v /rv .

Definiendo l
goo EE —c2<fi

(3.46)

observamos que (3.41) es equivalente a 1a ecuacioñ de Poisson:

l oVQS=V7Tó<r°° (3.47)
lcuya solucion es:



(3.48)

Teniendo en cuenta (3.42), vemos que

3%: -->—5% 9? (3.49)

Por otro lado, definiendo
3

¿lo E 2 'g I" (15(2))

. . _, _. . znotamos que este potential vectorial, de acuerdo con (¿.4d), tambien
. .I . . ./satisface una ecuac1on del tlpo de Poisson. La SOIUCIDHes

1. al l
g/¿(fit): —Vójgí(K/É) ¿(3XlX-ÍÏI

Definiendo

V

800 EE —¿2‘4) (".52)

vemosque este potencial escalar vale:

2° __ 4133: .1. .632 a lw,t)_ ó ¡ijilíymfaéfrvw 1+
5‘“ + 2775Á’W} (3.53)

donde hemos tenido en cuenta que

215..¿25. = J viga-“ud (729!ax» ax‘ ¿1

Como puede verse, el potencial de cuarto orden 4) es diferente al

correspondiente de R.G., independientemente del modelo que se adopte

para 1a descripcidn de las fuentes, ya que Él posee términos que

dependen explícitamente del espin. Debemos aclarar aqui, que las

componentes del tensor energía-impulso métrico también pueden depender

del espín de las fuentes, de acuerdo con la relacion (2.114).



.I I.
.1.5. La Expres1on de 1a Geode51ca de la Partícula No Relativista

Teniendo en cuenta (3.49), (3.50) y (3.52), los símbolos de Christoffel
valen:m;

Oo 0° at
(' 54)

.3

{Á: j — — ÉÉ.033 el ax;1 ax!- at

J __5--ÉÉ —5'hég'+5&bíó
{AR'É‘ “3 Mi A a“ A 3k);

(11.56)

3

r k- Moo u at
(1.57)

.1

r 1 = €25­0,4L ax”
(3.59)

. ./ I .En ponsecuenc1a, la ecuac1on de 1a geodes1ca para la partícula de

prueba no relativista, hasta orden post-newtoniano, es:

daxéz-¿_(@+gá°—++) zii-ai»; v- 361ÓV'
¿61 ¿xk +(w' 323) 3+ 3?: A

+ (23AAégÉRJr 5m ¿J ¿Móáóíngvk “156% VLVJ“(9129,

La cual podemosescribir vectorialmente como:
4° -a ‘5 —;

017: 47M +gá1+\I/)—93 + VMVKÍ) +3v a?ZZ at at
+VÍÏ (7.Y7)d —¡Vlnvd

(3.60)

Tambien es posible obtener, adicionalmente, otros tres símbolos de

Christoffel, dado que los mismos dependen exclusivamente de las
/ . .Icomponentes de la metr1ca rec1en halladas. Ellos son:



3

o a?“ 92' _ -- ¿fi
{lid r ‘51! + > ¿LA¿É

(3.51)

q

o g: 3., (qc W)
lo 5X” (3.62)

5

{o ya) +<ó2é +ïg9É.oo ¿t ¿t ¿”L (3.53.)

Por otro lado, es fáCil establecer lo siguiente: si el desarrollo de
I . . .las componentes de la metrica potenc1as pares o impares de la

. I . ’ I _veloc1dad tipica, segun sea el caso, se cumple para ordenes superiores

(ver comentario abajo de (3.12) ).I entonces el desarrollo de los

símbolos de Christoffel es el siguiente:

i q . ,

{ng + +-" para{:0}I 1'{:¡Lí(3.64)

3 J

m m +{:,¿+-- {:3},{2:3am

3.1.6. Trayectorias de Partículas Relativistas

Estudiaremos a continuación el movimiento de un foton en presencia de

estos camposgravitatorios. Dadoque el caracter no relativista de V se

refiere exclusivamente a 1a velocidad de las fuentes, los resultados

obtenidos en los parágrafos anteriores pueden ser utilizados con vistas

a establecer el movimientode partículas relativistas. De acuerdo con

(3.18), y teniendo en cuenta que las componentes de la velocidad de 1a

luz ü:= dxÁ/dt son del orden de la unidad, tenemos que la aceleracion
_1 _de la luz a orden v /r, vale:
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.2 «:1 a

63%? _ {silva W”+¿{ZÁ‘Í MiMi”.
(3.66)

I l
Como funcion del potencial de Newton, esta ultima expresion puede
escribirse:

¿“(14' «9.25 + (¿4ng +5m 625-,55Q29.)ugwh+aéé “¡Mid’ú- ax“¿ 32‘“ ax» ¿x4
(3.67)

Lo que podemos expresar en forma vectorial, como sigue:

-> e ‘9 —9
¿89z _ (4 + lxx/llhná +vw(w.vyá)
¿ae (3.68).

A diferencia de 1a partícula no relativista, en la trayectoria de un

{oton puede existir una corrección a tercer orden. Ello es debido a la

magnitud que pueden alcanzar las componentes espaciales de la velocidad

de 1a luz (esto es «al ) sumadoa las características de las expan­

siones (3.ó4) y (3.65) de los símbolos de Christof+e1. Por lo tanto, el

siguiente orden es v3/r , y sus correcciones valen:

-?' 3 3
0 O

_'Z{:Á} Wi +{00}VUÁ+{JQ}WJWA%

Reemplazando los simbolos de Christof€el por los potenciales gravita­

(3.69)

Itorios, esta correcc1on se escribe:

Wait w- ¿LÍSW'-¿ 6- aí . .

(a:
_¿agó xL1, \j/ “U n

gt d k JL 34h (3.70)
Por lo que la aceleracion de un {otán hasta tercer orden en velocidad,
vale:



(3.71).

V

R00
. V

A pesar de haber integrado para obtener god , nosotros no
u u u lpodemosutilizar este resultado y calcular, entonces, la acelerac1on de

un foton hasta el orden siguiente, esto es hasta VV/F. Ello es así
' v

debido a que necesitariamos conocer {ji} , lo que implicaría saber g
vI

y, en consecuencia, poder integrar la ecuacion (3.33 Riá
la partícula no relativista, dado que para

para
(Este no es el caso de

. l 1calcular su acelerac1on a cuarto orden,solo hace falta conocer ).
V

90°
I ¡ /

Como se vera mas adelante (paragrafo 3.2.3), las correcciones en la
. i l .acelerac1on del foton a tercer orden, resultan sufic1entes comopara

encontrar dispersiones entre la teoría ECSHy 1a R.G.

3.1.7. APNde 1a Ley de Conservacion

Los potenciales gravitatorios dependende la evolucion de las fuentes.

De acuerdo con (3.48) (3.51) y (3.53) necesitamos conocer en todo
o i _ a

instante cual es la distribucion correspondiente a CT°° CT“°, 079“ y
o

/\}9L. Esto significa que ¡para realizar la APN de la geodésica
. . lnece51tamos conocer 1a evoluc1on de las fuentes hasta por lo menos un

orden Hg; /F3 . Las magnitudes que sirven de fuente a los potenciales
I 1 .estan siempre "atrasadas" en dos ordenes respecto de la correspondiente

de I _ . lcomponente la metrica. Ello se debe a que en la ecuac1on de campo

combinada, las fuentes estan multiplicadas por un factor que depende de

la constante gravitatoria G , la cual "aumenta" en un orden y; F/Ñ su

parte derecha.

/Para hallar la evolucion de las fuentes hasta el orden deseado,

disponemos de la ley de conservación (2.123), la cual debe ser valida

orden a orden. Recordando (3.45) y desarrollando (2.123), obtenemos:

«¿á
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a” («N + SIM/V“) + {:AHW‘H WMA“)

+ (cr/W“+ WMA”“)=o 3.72)
I . -_.. rEn el orden mas bajo, esto es a orden Mv/rY obtenemos la ecuacion:

o ib oo . o'"" 0' + El; O- )" :0ae ax
(3.73)

4... .
recordando que ¿((7*5)/ a ML = 0 se cumple trivialmente debido a

(3.40). Para el orden siguiente, obtenemos 1+3 ecuaciones: una ecuacion

para V=0ytres para V=i

a ¿0. oo .nm» +zmA4:0
6X

(3.74)

. o .. 1
a (¿un +376 /\*A)+a cr/o °—' . _ ó °9 _
¿»C5 zaí: 4L __Zá_ 0-. _— C3ÜK'L

donde en (3.75) ya se han reemplazado los símbolos {:1} por los valores
obtenidos en el paraorafo anterior. Desarrollando la ley de conser­

I —- -v . . - .vacion a orden Mv3/r , obtenemos las Siguientes 1+; ecuac10nes:

.2 30° °°° +52. 3m.- Áo»;
at( +íITó/\ ) ¿“(cr +XÏZ'6/\ )

Ft O, (3.76)

.3. Quo 3T!- O'LO a. 3A" — :a¿(6” + 6A )+ïK¿(JJ+X//ó lo
(3.77)

Finalmente, para el orden MG‘í/le obtenemos las 4 ecuaciones:

3 400 v_ ¿02;
ft(íoo+ífióA )+¿¿K¿(GO*+XÍÏó/\ );O

(3.78)
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3 . A , ,. :¿J a

.a.(6“ + me /\‘°)v+_é. (¿e + 81Té/\ 3) + ¿é (o-oo
at ¿X3 ¿KE

°oo ¿>44 ¿ig aéaó_ ¿30° a ,- _ a ­
4'87rá>/\ 4' (rígïi +I at: + -E;Z¿ ) +'[:'EÉ;; dá;%¿

—"/8"ÉÉ ¿‘03 Á 375_q5- ap ajk °50._
*Aat.1 f (¿a SEL kk.E;;) (Vd -r8TÏ6/\ )..O

(3.79)
. l IEn estas ecuac1ones y en relacion con R.G., no solo aparecen nuevos

I . Ju“, t _. . Íterminos que contienen las componentes /\ ; en la teoria ECShtamb1en

las componentes de son diferentes a las correspondientes T de

R.G. Los potenciales gravitatorios, que dependen de las mismas +uentes,
.1 . . . .tambien part1c1pan de estas empres1ones, por lo que tenemos un conjunto

u n . . l ude ecuac1ones 1ntegrod1+erenc1al que solo puede ser resuelto por medio

de un procedimiento iterativo.

En esta sección hemoshallado las expresiones mas generales para los

potenciales gravitatorios, las trayectorias geodesicas de particulas
relativistas (hasta orden 03/?) y no relativistas (hasta orden 3*/F),

como así también las correspondientes leyes de conservacián de las

fuentes que producen los campos gravitatorios (hasta orden ÑGV/Fs).

Estamos, por lo tanto, en condiciones de estudiar el caso de algun

modelo particular, que sea relevante y por otro lado compatible, con
. I . l . . .aquellas hipotesis f151cas que hacen p051b1e nuestras expansiones.



3.2. APN PARA UN FLUIDÜ IDEAL CDN ESEL_

3.2.1. Modelo de Fluido Ideal. La Conexion Afín v la Torsion

Si elegimos un modelo para los tensores Cra“ y ;F¡)‘ , nos sera

posible escribir explícitamente los potenciales y las leyes de con­

servacion necesarios para la APN.Para el tensor energía momentototal,

emplearemos un modelo muy general de fluido ideal con espín:

ZM z ¡»un P(8"“+u"u“)
(3.80)

donde %”' es el momento lineal, P es la presión hidrostátíca (que

supondremos de orden ÑV3 A:3 ) y uf" representa las componentes del

vector cuadrivelocidad del fluido.:ï*“j tiene la mismaexpresion que su

correspondiente en R.G.; sin embargo ahora P" no es y u" (con Y la
densidad de energía), y en consecuencia este tensor no es necesa­

Iriamente simetrico.

Teniendo en cuenta los ordenes mas bajos de las diferentes componentes

de L , nos es posible obtener las componentes de ¡fl , y por lo tanto

también aquellas componentes del tensor de la torsión que resultant
necesarias para escribir el operador VK. Esto es necesario con el fin

x“ -—1 —3 . zde calcular los 0' hasta un orden MV/r , vía la ecuac10n (2.114),

lo que hara posible la explicitación de los potenciales y de la ley de
Iconservacion (3.72).

Para el tensor de espín (o impulso angular intrínseco) adoptamos el

modelo usual (50)

"6 ,\__ xAV -z/4Ju
(3.81)

donde 3%, es la densidad de espín que corresponde a un tensor anti­
simétrico:

Z ul Z .5“u ¿”U (3.82)

Impondremos la llamada condicion de Neyssenhoff, que garantiza la



integrabilidad de las ecuaciones de movimientode las particulas del
fluido (9) (51):

Z V- Z L)“ :(3,uv — ¡4V (3.83)

La expansión de la cuadrivelocidad ufl'se puede obtener de

UMUF r 3M»!UM)“: SAM¿LF 4L.sz ¿Si = - 4dz ¿a ,45:- (3.84)
ya que dZ 2.: -ds2. Sus cuatro componentes valen:

U":x-óu v-‘urowü
o! (3.85)

U*;U°V*:v/-_@’V*+¿vlv/-+o(05) (386,e)

Supondremos que el espín puede ser expandido en potencias de V:

Á o 1 2- ° \ d x ¡"x¿”1/:(ZAJ+¿AJ +Z/AJ+'--)(U'+U +-::)
(3.87)

M
— _ _ W _ _ Í

donde ¡AJ es de orden MVW/r¿ y uA es de orden v“. De la ecuac10n

algebraica (2.119) tenemos que espín «J k—*torsidn . En la APNla

conexión debe expandirse en potencias de V“/F y, en consecuencia, esta

es la expansion correspondiente a la torsión. Teniendo en cuenta que

k" Au ño‘ /F , vemos que la expansion del espin debe hacerse,

precisamente, en potencias de ÑCK/Fl . Por otro lado, el orden más bajo

para las componentes de la conexion es ÜllF, de forma tal que si

nosotros esperamos para su parte antisimétrica correcciones a este
O

orden, debera ser ziást 0 .

En la teoria ECSK(asi como en R.G.), el espín suele ser asociado a un

vector de espin sA (51). A veces esta misma asociación se hace con

respecto a 1a torsion (52). En el primer caso se toma

-— 1 cr' A
ZÍ“ í ¿AUT U 5 (3.88)

Aquí nuestra expansion (3.87) significaría que 1a magnitud ur sA debe



-_ _ m _ser, de hecho, expandida en potencias de vayr", donde uaïlvu* y
M —-m' __ _SAIU MV /rl , con n=m+m’ y m,m’=U,1,2...

A partir de 1a ecuacion (3.83), válida orden a orden, podemosobtener

las siguientes relaciones y vinculos:

z l.­
z . —. = C)

(3.89)
4 o .

. : - --v-1izio gabi
(3.90)

4 ,. A .. o a.. ¡L _ ¡.3zw : -2 3550-8 ¿MV
(3.91)

1. 3 %;a<) 4 J'é- -—- " «,Z- V¿o “ "'A " ’"ó (3.92)
O

De acuerdo con lo ya afirmado, supondremos que las componentes E¿' son

distintas de cero. Esto resulta coherente con la descomposicidn de la

densidad de espfn (3.88) y las expansiones de la velocidad (3.85-6) y

del tensor de espin (3.87). Para este caso, estas componentes vendran

dadas por la expresidn:
o

o o °2L oZ“ : ¡(é- U S ; Il . as

Tambien resulta sencillo comprobar que los resultados (3.89-92) son

todos compatibles con (3.88).

- -v -. ./Hac1endo nuevamente uso de (¿.8a), vemos que la expresxon corres­

pondiente a las distintas componentes de la conexion, se reduce a:

F” —{* Í+ (¿mu h M’z °“ Ac rMV‘ ,Lu/ MV á'uvd-8 Vf + ñVO‘á )

Utilizando las soluciones para los simbolos de Christoffel obtenidas en

el parágrafo 3.1.5., podemosescribir las componentes de la conexion

hasta orden 33/? comofuncion de los potenciales, 1a densidad de espín

y la velocidad:
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A " ° w.
oo z ¿á —¿4,7% 5“ ZM V

óX'“ (3.94)

¡Ti r“ - ï'ITé ¿“(‘ÉQMMMFÁ(ÏE'fi-)“5¿Áïó05: 50 * a“ 6X5 ¿KJ’ 61':
(3.95)

v ..az5-5- .615. 5- gáusm/á W

.Mo f
129.8)" ¿Md swf V ) (3.96)

ro zas
OO (3.97)

o n

F". z 225. +1é7T6 z,¿¿v4
OJ‘ BK}, (3.98)

r“? - Mi.
lo X» (3.99)

o 4
- aí' -- ¿>25° +Z')—Á(bí»+_3_>—5¿ó_r1 .. .— 3 LA ¿L -——- .¡L X4 b A- aA ó K t (3.100)

-3 - ° ¡o
Hasta orden v /r , las componentes [Lo y r1¿° coinciden con los

L
correspondientes simbolos de Christoifel de R.G., mientras que en Flo,

A. Á,

01 ’ Ao

términos antisimétricos debidos a la torsión; y en Ifijh‘ son incor­

O / O

y TL . aparecen terminos nuevos. En [jiá tenemos¡L

I . . I . . . I . .porados terminos Simetricos y antisimetricos, también debidos a 1a
o I I . I utorsion. Este ultimo caso muestra que este tensor tambien contribuye a

I , _ rla parte simetrica de la conex1on.

... _ IHasta orden v3 /r las componentes no nulas de la torsion valen:



(3.101)

(3.102)

559i”; z 87H) ÉML Vi (3.103)

Un resultado interesante al que se puede arrivar a partir de esto

ultimo, corresponde a1 valor de las diferencias, recién a tercer orden,

entre geodesicas y autoparalelas. De acuerdo con 1a de{inicion de

autoparalela (1.40) donde la curva puede ser parametrizada con el

tiempo propio, y entendiendola a esta, momentáneamente, comorepre­

sentando 1a aceleración de una partícula, vemos que para el orden 03/F

de dzx‘/dtz , se obtiene:

3 .n o “L
dax’iA —_—BlTró ¿LA zu“ V

¿A
(3.104)

A1 mismo orden, ahora para el caso de 1a geodesica descripta por

(3,18), llegamos a:

3

d" 'A
X 6 : C)dá; (3.105)

En general, para L = 0 , obtendríamos el resultado bien conocido de
. . . I . . ’R.G.: no ex15ten diferenc1as entre autoparalelas y geodes1cas a ningun

orden. En 1a teoría ECSKtampoco existe diferencia a orden 347; porque,
. _ I

de hecho, {130 = {z É , y ambas curvas coinciden en su expresion con:o

¿3x1 - _ 525
dt; ¿KA (3.106)

l
lo que constituye 1a ecuacion de Newton.

/
Las expresiones (3.104) y (3.105) de curvas autoparalelas y geodesicas,

se verifican para el caso Z # Ü . De acuerdo con lo ya discutido en
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3.1.2., corresponden a las regiones del espacio-tiempo en donde existen

fuentes. El hecho de que ya a tercer orden las expresiones de estas

curvas no coincidan, resulta coherente con lo visto en 1.1.6. cuando se

establecid que en una geometría U4 geodésicas y autoparalelas

constituyen curvas diferentes del espacio-tiempo. Ya se ha señalado,

tambien, que ninguna de estas curvas describen, necesariamente, la

aceleracián de particulas dotadas de espín.

3.2.2. gag_ggmggggptes de las Fuentes Hasta Ürden EQ:LEÍ

Con los resultados obtenidos en el paragra+o anterior, estamos en

condiciones de obtener Oflud hasta orden ÑVJYFS. Debemos notar que

(3.39) da condiciones extras para el espin, las que habremos de tener
/en cuenta en nuestros calculos.

Para el orden Ñ/F3 tenemos:

o o
(Ï-‘OO __ PO (3.107)

O

Hemos de tomar P° como la densidad de energía Y , que a este orden
coincide con 1a densidad de masa en reposo ya , lo que se justificara

en el parágrafo 3.2.3. (g, = n)“ , donde n es el numero de partículas

con masa /¿° por unidad de volumen). Tal cual lo supuesto en (3.40):

o _.(ru z
<3 (3.108)

o .

La condicián (3.39) para 0-0”, implica:
o.
FL :0

(3.109)

Ou
3. 1:4)5x4(Z :0 (3.110)

__ _ 1
Para el orden Mv/r3 , y teniendo en cuenta que 0-00 = Ü, obtenemos:



(3.111)
L

A su vez, para CTOd;

4 A .M4

Crow“; Pvu+é Mz *)«BX'L (3r112)
J

Teniendo en cuenta el hecho de que 0”“ es simétrica, vemos que
4

fu :ÍÉOVWL:?VW (3.113)
A mr

Por otro lado, como0- es nulo, tenemos

a °I-'¿ Ü.“ 2L 03““ 4) _gt“ hem“ -022 v Lo
(3.114)

ILa parte antisimetrica de esta ultima ecuación no es otra cosa que la

ecuación (2.111) a orden .Ñy/Fs La escribiremos de la siguiente
manera 2

.2. (z )+ V-(z v) :oat
(3.115)

La cual podemos denominar "ecuacidn de continuidad para la densidad de

espin de orden cero". Comola parte simétrica de (3.114) debe anularse,

y teniendo en cuenta (3.110), vemos que debe cumplirse

o ' ­

ku ( J))É ¿a V :o
3X. (3.116)

Las ecuaciones (3.115) y (3.116) son sumamente importantes, dado que

establecen la relación entre el espfn y el campode velocidades del
fluido.

. aPara obtener las expre51ones de las componentes de 01A al orden

siguiente, debemos tener en cuenta el hecho de que ellas deben ser



. I . .simetricas. Haciendo uso de las expansiones de las componentes de la
./ r1 . . / . lCODEHIDH y de las componentes antisimetricas del tensor energia­

. c'er 25°“:impulso total 2€ y , utilizando nuevamente (2.114) y luego
I

de mucho algebra encontramos que:

¿“0°: ¡350+“¿vi-75) +¿áax¿(í°#)_ ¿Mm 3M-79M
(3.117)

’ÁOM r)
1 u4(.- LA r qu fi ¿2 _ Z) V0V __ V +Fá ¿ax¿( )

+46TT'6 ¿QSÉAJM Bru
(3.118)

¿ow._ a . 0;; Á mL Lkáa ° Va ixw.0- -¿5&A(¿ +015 5t(zflk )+3gx
o“; ou“; ¿Lu-4,; ¿tu ¿:2 Vh+a.(¿z v-‘tz ¿+3 “15 V J“ )ax!” 9­

(3.119)

Para obtener estas expresiones, se ha desarrollado la ley de conserva­

cion (2.111). Esto nos ha permitido emplear las siguientes relaciones:

a ‘wr +9. «ur 1:- ° “una mi
són ) ¿Mz v) w/Tázüz 8 :0

(3.120)

° ' uk 1u¿ uk ° ¿e

¿“(zh-¿VAN -á F + 8 ¿ÉÉszVJ
ULA o a ' oÁluL

+5 Sax.¿(zjal.l/ VÍL)’%ÍÁ-z :0 (3.121)

Las ecuaciones (3.120) son particularmente importantes, dado que ellas
4 .­

Av .5 J NECESQrIDS para CDHOCEI’proveen los valores de las componentes ,
+> ¿

el potencial vectorial í . El valor de P° de la ecuacion (3.117),
' Isera explicitado en el paragrafo siguiente.

l I IPara poder escribir en el proximo paragrafo las leyes de conservaCion

hasta el orden deseado, en forma explícita, debemos conocer algunas



componentes de /\ . Ellas son y valen:

ÁooZ é gig ¿L5
JL

oo .A'L :O
0‘. _ o o -- O aun"

ALA _&6Lu.l. ¿Arzwr_ :4-álHSZWhr g
-' ¿L—

I.’

La (3.123) y el hecho de que sea Ro¿ = O , muestra que

(3.124)

g .
o-o¿__o

lo que resulta consistente con (3.74), que ahora se satisface

trivialmente. A partir de esto último, 1a ley de conservacion 3.77)

queda:

3 .- ‘­a, A; ' A“S _
¿13(0. ikguá )”O (3.126)

3.2.3. La Ley de Conservacioh para el Fluido Ideal con Espín

La FormaExplicita de los Potenciales Gravitatorios

Dado que ahora conocemos las componentes de 0' y /\ , estamos en

condiciones de obtener (3.72) hasta orden Egg/FV , lo que es necesario

para 1a explicitación de las geodesicas (3.60) y (3.71). A partir de

las ecuaciones (3.73), (3.107) y (3.112) obtenemos:

a wJ+ÉM(€V ):Oat ax
(3.127)

1.- . . .­
donde hemos tenido en cuenta que 33'(3*M/9H°axó a 0 , dado que 3*3

Ies antisimetrico.

Veamos cual es el significado de (3.127). En R.G. nosotros podemos

escribir la conservación, del número de bariones, o lo que es equi­
lvalente, 1a conservacion de la masa en reposo, en las dos formas



equivalentes:

é/it (qc UH) : O

UF“ :
a/‘* (e 2° ) o (3.129)

l _ I /Entendiendo estas 2 ecuac10nes a una teoría metrica con torsion

obtenemos, respectivamente:

l"

www“) :o
(3.130)

M r‘ M

¿”(eqou ): eV/¿(gou )+¿e5/¿r°‘fou*“
a H­: V/L(€fou ):O (3.131)

Ambas ecuaciones difieren en el término És#(ra_fl’tJ/L. En (11) se
.’ _._. I . . .' .prueba que la ecuac1on (¿.1a0) habria de implicar una tor51on asoc1ada

. .' lcon una variacion en la masa, y no con el esp1n de las {uentes, lo que
.I lno concuerda con la interpretac10n que al respecto se ha dado aqui.

(Ello es así debido a que (3.130) puede escribirse como

(66° UML/L-- ¿e-‘Sflc'a-foufi Z o

Aplicando la ley de Gauss en una region 2: delimitada por dos hiper­

superficies espaciales Q; y (ÉL que encierren toda la materia,
tenemos:

mu r1(mz¿ji u»m
con MW‘)= je eou" d\¿¿=jfo d(volumen propio) = la masa del sistemar
en 0’ . En consecuencia, (3.130) implicaría una torsión ligada a la

Ivariacion de la masa del sistema y no a su espín).

. . Í _. . IEn cambio, la ecuacion (¿.131), entendida comoun Vinculo, conlleva la
I Iinterpretacion convencional de conservaCion de la masa, ya que ob­



tendriamos:

“(G-JL)—— : O

Es importante señalar que la ecuacion de continuidad (3.131) resulta

necesaria cuando la temperatura es una variable independiente y, en

consecuencia, la presión P es P = FW%,77), siendo TT la energia
interna, a la cual ya nos hemos referido en 3.1.1. La densidad de

energia y involucrada en (3.127) y la densidad de masa en reposo 55 ,
_ Ise relac10nan a traves de

8: 90(Á-t‘7T) (3.132)

La energia Tr es de orden 51 . En consecuencia, a orden Ñ/Fa las

densidades Y y Í; coinciden, aun admitiendose la existencia de una
energia interna. En otras palabras, (3.131) es 3.127) a orden ÑV/FV,

la que podemos escribir como:

Ej? —+¿%\*& (GL \/“\) ;: C)at ¿K (3.133.)

Esta ecuacion es exactamente igual a la correspondiente de R.B. (31).

Por lo tanto, sea o no 1a temperatura una variable independiente,
I(3.127) representa la conservacion de la masa.

No debe sorprendernos el hecho de que cuando las fuentes cumplen con

las condiciones de nuestras hipotesis, la ley de conservación (3.72) en

su orden mas bajo, nos conduzca a que la masa se conserva. En efecto,

si a este orden existiese una conversion no despreciable de masa en

energia, ello produciría temperaturas para las cuales el fluido habria

de moverse a velocidades relativistas, lo que negaría la hipotesis
{undamental de la APN (36).

Haciendo uso de (3.112), (3.118) y (3.124) la ecuacion (3.75) queda:
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a ¡Alr UaL(_ ‘ ¿L'ÚJ-Lvr) ° r)‘ertfv V+8 P axÁfé 85
. o o ' wro old.

+Áéïï'ó¿”zh-sz”- wc, 8 2% z ¿j +320529XLI-k

+2Hung (ZMJzo¿t ax* (3.134)

El potencial f5 contenido en esta última ecuacion vale

¿(F/é): - ó] “fx,
—)‘X¡lLx (3.135)

y coincide con el correspondiente de R.G. Sin embargo, encontramos

correcciones a los otros dos potenciales. Ellos valen:

g-m r -qó/M z:w ¿“(imIÏ-Sï'l 6‘
(3.136)

tp(z¿):—¿/É—Ï:ïl#¿[Égïjvmóhh raw
Jr; gw-+3P+Vé [EMI/“h (¿7m ¿”A¿A

3- ¿xl/¿v (3.137)

Si volvemos sobre la expresion de la geodesica para una partícula no

relativista (3.60), notaremos que las correcciones debidas al potencial
_>

vectorial de tercer orden í son del mismoorden que las provenientes
del potencial de cuarto orden‘P . Solo conociendo la estructura de las

fuentes, se podria pesar el valor de cada una de las correcciones a la

ley de Newton, provenientes de estos potenciales; correcciones que

obviamente estaran acotadas en su orden de magnitud. De acuerdo con sus

caracteristicas, cada potencial tendrá mayoro menor influencia en lo

que hace a1 movimiento de las particulas de prueba, como así también a

la propia evolucion de las 4uentes. Lo que dependerá de factores tales

como 1a particular distribución de la masa, el grado de polarizacion

del espin o la distribucion de velocidades. (Volveremossobre esto en
I . .el paragrafo 3.3.3. cuando analicemos órdenes de magnitud).
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Si la presion viene dada por una ecuacián de estado conocida P = P (f)
entonces poseemos 10 incógnitas para poder establecer el movimiento

geodésico recieb referido: y , las 3 componentes ¿Li , 3 ¿ió y las 3 vt
Disponemos para ello de la ecuacion (3.133) las tres ecuaciones

(3.134), las tres (3.115) y las tres (3.120). Para la geodésica que

describe el movimiento del fotób, también necesitamos establecer el

valor de 10 incógnitas dado que, si bien el potencial de tercer orden

solo depende de los valores de la densidad de espin de primer orden, la

ecuacián (3.120) que las provee, depende de 1a densidad de espín a

orden cero, por lo que también es necesaria la ecuación de continuidad
(3.115).

Si, en cambio, 1a temperatura es una variable independiente, debemos

dar una ecuacion para la energia interna. Para ello podemosutilizar la

ley termodinámica (53):

J) N)
¿{fr :7 7*¿[5 __'? 0(( /?¿ +-LLL¿V ¿J ( Z> /?¿ 3.138)

donde T es 1a energía cinética de espin

V
;; u) 13)“7- iLJ (3.139)

con la velocidad angular Q) , representada en función de la tétrada,

(OMV= ed“ _ ed“ ed/L) C3.140)

resultando, por lo tanto, antisimétrica. En (3.140)

'°‘ -7 ec-L u*
¿a ¡L a \ A ( ,M-) (3.141)

En (3.138) S representa la entropía específica. Para calcular los
Idiferentes ordenes de la velocidad angular, es necesario expandir la

tétrada. Para ello puede utilizarse (1.64) en 1a forma:

8}U/ EL‘gL 63V P : Z?°fi6
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igualdad que debe satisfacerse orden a orden. A partir de este

desarrollo, se puede comprobar que
o A

LUPV2 wflu :0 (3.143)

Al no existir flujo de calor (21) (31): T dS = 0. En con5ecuencia=

1. " "
3o 9‘17= (Í’—WH; 5’“) ¿6° +fo Wu ÉL“

dé 16 dá“ (3.144)
Esta es una ecuacion post-newtoniana de orden Ñ 33/FG . Teniendo en

cuenta (3.143), vemos que no es necesario conocer g¿¿. Por otro lado,

las componentes de la velocidad angular a segundo orden en V ,

dependerán de la velocidad del fluido y del potencial newtoniano gó ,

por lo que 3.144) nos permite despejar P , siempre y cuando poseamos

otra ecuacion para la energía interna. Esa ecuacion es la (3.76). En

otras palabras, debemos ir a un orden más alto en la ley de

conservacion, por lo que deberemos explicitar Éo y áoÁ. Para ello
¡Lil/

podemos tomar, por ejemplo, el modelo empleado en (51) donde Zï se

obtiene a partir de un lagrangiano valiendo:

Z’“: (70(1m) why-,1 2/“ ÓÁUV+F(3A“+UI“UVJ(3.145)

Comparandoesto con la expresion general (3.80), vemos que

F°- €o(4+n'>u°—¿FMA" (3.146)

Desarrollando (3.80) y (3.145) hasta segundo orden y comparando,

llegamos a que

>o ._ -__g6 +.,( a,fi) - (o ( 5 V +77.) (3.147)
l

que coincide con su expresion en R.G. Por otro lado, desarrollando
3

n¡lr(2.114) para 0-0 , obtenemos:

33 _ . . 1%
(70*; ¿gw (a;@+\/J‘ +Tr )+1’I/* + VA/uo“ (3.148)
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¡uu l I
con/XL definido en (2.108). El numero 3 en el ultimo termino de

3 3(3.148), indica orden Ñ; ¡F . Su expresion contiene potenciales y

densidades de espin ya hallados. En consecuencia, la ley de con­

servacion al orden deseado, esto es (3.73) + (3.76) , se puede
escribir:

a _ Áué.4 Vr_ °_,‘:­
¿ÉÉEFO(A+V_;@+TF)¿a afinar /W7’63¿¿'é AJ

. , ¡esta ¿fi+Q- * ¡ha +VLHT €W+V ou _ _. :o
(3.149)

Los potenciales gravitatorios valen para este modelo:

Witt): 41M
á "'IIX-x

g I ' 4 ¿U4

-(E’,t):-VG/KÁ[zu/uan )Ja nÍ-ï'l ¿X

(3.150)

(3.151)

3203/15): ’ 6/ fi) {91776[3% + VJÜÜlJ¡{aX-7' ¿él

+.)_(°(V1__;Z5+i77')+3F+Váiufzuuvwv

‘r/(É'Ñ'GZ’LA (3.152)

Debido al hecho de que el potencial vectorial á no coincide con el

correspondiente de R.G., y teniendo en cuenta la ecuacion de movimiento

del fotdb (3.71), vemos que ya a tercer orden existen discrepancias

entre las teorias R.G. y ECSH.Distinto es el caso para 1a partícula no

relativista donde las predicciones de ambasteorías difieren recieb a

cuarto orden. (Ello es asi debido a que el potencial de tercer orden ï,
participa de la ecuaciob de movimiento (3.60) en forma diferente que en

(3.71): en el caso del movimiento no relativista, este potencial

aparece derivado con respecto al tiempo o multiplicado por 1a velocidad

de la partícula, de forma tal de contribuir en un orden Uv/F ).
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Veremos, sin embargo, que el efecto de tercer orden del espin (de la
Itorsion) puede anularse en algunos casos particulares.

Con esto hemos completado nuestro programa para la aproximaciob post­

newtoniana de la teoria ECSKy en particular para el modelo de fluido

ideal con espín. Es importante recalcar el hecho de que absolutamente

todas las ecuaciones halladas aqui son equivalentes, cuando se cumple

Z = 0 , a las correspondientes a una aproximaciop post-newtoniana de
la Relatividad General.

3.3. RESULTADOS RELEVANTES DE LA APN

w3.o.1. Densidades de las Fuentes.

Supongamos, en primer lugar, que el espín de las fuentes posee un

origen cuántico, con lo que el mismono sería asociable a un fluido
comoel introducido en la sección 3.2. Nos interesa estudiar órdenes de

magnitud para densidades de fuentes cuyo espín tenga un papel relevante

a nivel post-newtoniano.

En (54) y (9) se preveen efectos fisicos debidos a la torsión en

aquellos casos en que

¿(151.2 fi n m
(3.153)

donde n es el número de partfculas con masa m por unidad de volumen

( y = n m ) y 5 es la densidad de espfn. En efecto, observando la
ecuacion combinada (2.121) donde el espín de las fuentes entra cuadra­

ticamente, (3.153) significa suponer que 1a influencia del espin es del

orden de la influencia de la masa. Un origen cuántico para el espin

implica suponer:
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z; n51?“Z
(3.154)

donde 'fi es la constante de Planck y n- es el numero de partículas

dotadas de espin por unidad de volumen. Supondremos ademas que los

espines de las particulas son iguales y se encuentran polarizados en

alguna direccián. Dado que n z, n. , podemos calcular 1a densidad

critica F. que correspondería al caso (3.153). Resulta facil comprobar
que:

F- ml
_ ¿“El (3.155)

Supongamos,ahora, que la fuente es o bien una estrella de neutrones, o
bien de electrones (este ultimo caso meramenteteorico). Para estas

o

estrellas tenemos

mn AJ 10“2‘g m- FJ 10“=3g

respectivamente. En consecuencia las densidades que se obtendrian,

suponiendo todas las particulas dotadas con espín, serían:

FHM 10549 car-3 T-Niü47g cm":
Estas densidades no tienen, en principio, sentido fisico dado que para

materia tan comprimidahubiera sido necesario haber tenido en cuenta

los efectos de otras interacciones no gravitatorias. Es importante

indicar, sin embargo, que encontramos densidades aún mayores en

determinados modelos cosmológicos y en Gravedad Cuántica (9).

Nosotros podremos obtener valores drásticamente mas pequenos, debido al
hecho de que hemos trabajado de acuerdo con ciertas hipótesis que, por

un lado, acotan las densidades de las fuentes y por otro lado, no

otorgan igual peso a los efectos debido al espín, en relación con

aquellos debido a la masa de los constituyentes de las fuentes.

Antes de realizar los calculos, recordemos las hipátesis de la APN
_ Irelevantes en relaCIon con lo que Estamos estudiando en este punto:
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_ _._ _ l
1) El valor de ?= nm es para nosotros de orden Mva/rJ y el termino

o I
k 01° que aparece en la ecuacion combinada, es de orden 91/F';
(orden newtoniano).

.. I . ¿33' ‘Y -¿ ¿11) El termino k es de orden v /r y comparable a kCT°° y no a
o

k 0'03.

En consecuencia

¿L‘F‘L ‘- -3.¿"J M M v
"-73

V r
(3.156)

Por lo tanto

M
s "J “‘L

17H”; (3.157)
Para obtener ordenes de magnitud para las cantidades involucradas,

tomemos los valores correspondientes al sistema solar donde se cumplen

las condiciones para una APN.A los efectos de hacer una estimación

tomaremos Ñ como la masa del sol y F como la distancia tierra-sol.

Bajo estas condiciones:

HH -3
(3.158)

Por lo tanto si asumimosque todas las partículas estan polarizadas con

idéntico valor para el espin, y consideramosestrellas neutrónicas

(cuyas masas, como sabemos son del orden de 1a del sol) llegamos a la

siguiente densidad de partículas con espin:

85 Z Y);m“ N ÁOQO6/6“; (3.159)

Las estrellas de neutrones poseen densidades del orden de

lO‘“g/cm3, por lo que la densidad (3.159) es un millon de veces

mayor. Más aun, nosotros debemos notar el hecho de que siendo n Z ns ,

la densidad de la estrella deberia ser aun mayor que ese valor. Sin

embargo las hipótesis i) y ii) permiten una posible reduccion de
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importancia en la densidad de fuentes que posean un espín de origen
I s u l . ucuantico, detectables, en prinCIpio, a traves de mov1m1entos de

partículas de prueba.

Por otro lado, el espín que sirve comofuente podría no tener un origen

cuántico, como sucedería para el fluido ideal de la sección 3.2. Por

ejemplo, el espin (el impulso angular intrínseco) al referirse a las

particulas de un fluido, podría asociarse, en los casos cosmologicos,

con galaxias o a cúmulos de galaxias (11). En estos casos las den­

sidades podrían ser mucho más bajas. Esto se ve mas claramente si

tenemos en cuenta que en el cálculo realizado para arrivar a (3.159),

ha participado la constante de Planck en 1a definicion de la densidad

de espín. En efecto, suponer que se cumple (3.154) y que Z; es de orden

Ñ/F':L , sumado al hecho de que la constante de Planck es muy pequeña,

"hacen" que el numero de partículas con espín por unidad de volumen ns

sea muygrande. Si, en cambio, Z posee origen no cuántico, claramente
. I .ns puede resultar sen51blemente mas bajo.

I3.3.2. Desarrollo Multipolar. Solucion con Simetría Esférica
I

Tomemos el caso de una fuente localizada y analicemos que sucede con
. . . . 3los potenc1a1es grav1tatorios IEJDS de las fuentes. Si r5 |x|,

_>tenemospara lxl5> lx'l:

Á 4 '40
774.: .4. + X'X 1-
Ix-xl d” r3 (3.160)

Si definimos como en (36):

r3)e jogw ¿3x (3.161)

J; __ 1-. ooo 3B erx cr d K (0.162)
entonces el potencial newtoniano se escribe:
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o —3 j;wz’óL... +o('//r'J)
r r3 _(3.165)

Definiendo
A

PAEJOA‘OJ; AEX
(3.164)

4 A

._ ' 30 33¿¿:°¿/x«0' dx (3.165)

el potencial de tercer orden vale

ix: ‘éÏÏ-«Q‘Jíflfy 4 oW/rr)
(. (3 (3.166)

Finalmente definamus

1 a o

Ms] (cr/w+¿Tóvmïzn-6N/‘M3x
(3.167)

1- - A alza va 21-5794

+zzTó/\’*/*_]a€3x
(3.168)

IEn la definicion de (3.167) y recordando (3.53), se ha tenido en cuenta
l d o —3 _.

la condicion (TE-.34) para el caso g” PJ a orden v /r' , cuyo
resultado es:

(3.169)

Si derivamos (3.169) respecto del tiempo, vemos que la integral de

volumen de aaé/atl es equivalente a la integral de volumende la

divergencia —1/4V’.(á;/ t), la cual es nula. Esta es la causa por la
cual en (3.167) no hemos incluido el termino aïó/átL .
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Entonces podemosescribir el potencial de cuarto orden de la siguiente

a. _,Í>

‘P:—é%’—6% +O[//r-V)r
(3.170)

Si ahora definimos

M ° 1-= r1 +' l (3.171)

9 ° 11-3—>

: -+ 13i) __ I) (3.172)
l

estamos en condic1ones de escribir las componentes de la metrica lejos

de las fuentes hasta orden r“3 comosigue:

­ M al? ­
80° _ -¿+.2¿¿_ 4. ¿5x63 + o(//r¿)r (3.173)

n o .
2M: ¿zw-’ïïuófl “Méx. + OU/rr)

(/ ( 3
(3.174)

4‘ ¿A¿:-ÓÍ_Ï—=DÓX jaj; 04
3° r ‘73“ 4' [/r‘) .. _(3.1/5)

Estos resultados permitirían, en principio, detectar lejos de una
distribucion localizada de materia, la existencia o no de espin en las
fuentes. Ello es asi debido a las diferencias existentes entre las

expresiones que, en cada caso, poseen las trayectorias geodesicas de

particulas de prueba. Para el fotón, por ejemplo, esta dispersion

vendrá dada como consecuencia de los diferentes valores que en cada
A4: ‘

teoria, la ECSH o R.G., poseen las magnitudes P y qáj . Para ver
esto, escribamos 1a expansion de su geodésica hasta orden ValF como

I .

funcion de las componentes de la métrica. Recordando (3.6bï y (3.69)

como así tambien los resultados (3.25-9), y teniendo en cuenta que
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3

o _ Á 3 3 J­
{5k3 ‘ -3.4(%5°¡& + %°l0,¿ '- 8302.,0)

(3.176)

tenemos, de acuerdo con las 3.173-5):

áw' _ 1 . l. l 2 . .
Ze” ¡á %°°,L- Haas,“ ¡á 8m..-) Wa- ams “¿3 ws

J 3 a

_ (¿CM/O +2. gon/¿3) M5 —á 300,0 vw;
3 t . . “V —

' (30cm) + á, 34h.,o/WJ Wally" 7'"o (v/r) (3.177)
donde los terminos del primer renglón corresponden a la aceleración

newtoniana (orden 51 /F ), y los restantes terminos a 1a post"

newtoniana de orden Va /F . En consecuencia, lejos de la fuente, la

dispersion entre las aceleraciones de fotones predichas por las teorias

ECSKy R.G., vendrá dada por los términos:
Á . .

-E-2¿=_ÉC°X”+ ‘1’6.13“. (8“9‘ _ 3x‘3x" ugr3 5 73 T
4 _ 4

+ [9.6 ECJXM+LI6 JM, (63%“- 3>_<_“x“)] UUJwa w;
r3 (3 r5

(3.178)

Si suponemos que las componentes del tensor energía-impulso métrico

como asi también las del espin, corresponden a una distribucion

esférica de energia e impulso que depende solo de r , no es necesario,

entonces, "ubicarnos" en regiones lejanas a la fuente, dado que el
4 eiactor 'x-x'l puede ser reemplazado en las expresiones (3.48), (3.51) y

(3.53) por su promedio angular. Asi para r > r' tenemos:

dll : 17?.
—-9Ix-SZ'I r

(3.179)

En consecuencia, en cualquier punto exterior a la esfera:

si +-\F Z " ¿3 r1 ( 18€)““ 3. 3r.



(3.181)

Si ahora suponemos que las componentes de a“ no dependen del tiempo,

vemos, a partir de (3.73), que

¿ ' .

3X (3.182)

Por lo tanto

, 1 4 - ‘oL ¿[3x
o z jxk 2 _(0-05)d3)( :j (g-osÁL)&3K_ 0'6x4 3K (3.183)

Como la primera integral de la derecha es nula, dado que su integrando
A .

es una divergencia, y recordando la definición (3.164) de PL , vemos

que

PÁ : 0
3.184)

por lo que, para el caso estático, los elementos de 1a métrica exterior
a 1a distribucion de materia son:

%oo gr —Á + ¿Il/LGr (3.185)

3%: 5/¿3-+ a8¿¿óf1 (3.186)

(3.187)
34D3 :3 C3

Si tenemos en cuenta la definición (3.171) correspondiente a M y 1a
.1.

(3.167) a M , vemos que la solución par 1a métrica recien hallada,

depende de 1a torsión de 1a fuente, 1a cual expresada en coordenadas

armonicas, debe responder a una distribución del espin que solo dependa
de 1a distancia radial r.

u . I . nLa 1mportanc1a de los resultados recien obtenidos reside en que

representan, para el caso de sistemas que cambian en un tiempo de orden
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_ _ z _ I l _ Ir/v , una metrica que posee su analoga en la metrica de Schwarzschild
. / .de R.G. En efecto, para el caso z = U recuperariamos R.G., SIEHÜD

posible probar, entonces, que las expresiones (3.185-7) correspondien­
l ' _ rtes a esa teoria, conducen, prec1samente, a la soluc1on exacta de

c u I uSchwarzschild escr1ta en coordenadas armon1cas.

3.3.3. Ordenes de Mannitud para la Aceleracion de Partículas de

La contribución del espín de las fuentes a la aceleración de particulas

de prueba no relativistas, puede ser evaluada para la ecuación (3.60)

de la geodésica, comparando los efectos de los términos correspon­

dientes a los potenciales post-newtonianos, en relación con aquellos

debidos al newtoniano. Supondremos que la partícula de prueba esta

dotada de una velocidad que ES del mismo orden de magnitud que 1a de

las velocidades tipicas de nuestro sistema solar:

V1 N IO’?
(3.188)

(Las velocidades orbitales de los planetas son menores que 3x10’4, de

forma tal que, en realidad, v2<10-7). En consecuencia de (3.60)
resulta:

ftíqó Azlc>"'
(¿(925) (3.189)

donde a(4’) es la aceleración de orden G*/F debida al potencial de

cuarto orden‘ï , mientras que a(Ó) corresponde a 1a aceleracidn

newtoniana de orden vf/F . En (3.60) entran terminos post-newtonianos

también debidos a fi (por ejemplo el término -Vflfi) y al potencial de

tercer orden ï (por ejemplo el termino 9Ï>/at ). El peso de cada uno de
ellos en cuanto a su contribucidn a la aceleración de la partícula,
dependerá de las características de la fuente, esto es, de 1a dis­

tribución y densidad de la masa, del espin, de la presidn, etc. No

debemos olvidar que, dada la estructura de 4/ (recordemos (3.152) para

el caso del fluido ideal), 1a aceleracidn que proviene de este po­
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tencial depende de gran cantidad de variables, las que contribuyen de
+orma diferente en la aceleración a(40 . La relación (3.189) solo nos

da una idea del orden de magnitud de las correcciones a 1a ley de

Newton que pueden esperarse en condiciones parecidas a las que se

presentan en nuestro sistema solar, y permite estimar el peso que,

eventualmente, puede tener el espin de las fuentes en relacion con el

propio de 1a masa (que es la que determina el potencial de Newton Ó ).

I . .En el caso de la partlcula de prueba relat1v1sta, recordando su
. I. _._ .ecuac1ón geodesnca (¿.71), vemos que, las acelerac1ones de tercer orden

Í 1 . .

provendran de los terminos conteniendo 3?¿/a)(‘1y afi/at . Nuevamente,
- ' . .I1a influenc1a de cada uno de estos terminos estará dada por la relac10n

- . . . .l .lentre materia y espín, y por su respectiva distribuc1on y evoluc1on.
n I nPara el caso de un foton con alguna de las componentes de su veloc1dad

l .del orden de la unidad —por ejemplo para un foton en caída libre
. . .I"radial" respecto de un fuente localizada- 1a ecuac1on (3.71) muestra

que, utilizando los mismos valores típicos que en el caso de 1a

partícula no relativista, podrian esperarse aceleraciones post­

newtonianas de orden

¡0431/¿ILL (3.190)
. I _ ¡ . IEn unidades mas convenc1onales, esto representa una aceleraCIon de

-3, _ -?‘¡(o CM/ 1 __¡lo
5 .S ., ((a.l?1)

r . .IPor lo tanto, el termino afilat , de contener la fuente torsion, y de
. . .lposeer ella una magnitud lo su41c1entemente grande como así tambien,

_ Iuna fuerte polarización, podria provocar un valor de acelerac1on como
. , . .Í .el rec1én indicado, que en comparacion con el newtoniano habría de

resultar

A}IO‘V _.(¿.192?)
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3.3.4. Soluciones para Espinesneligeaggs
I . .En este paragrafo estudiaremos el caso de espin polarizado. En (ó) y

(7) se han encontrado soluciones exactas para el caso de distribuciones
I u a I ncon simetría esferica y distribuc1ones de espin, de forma tal que se

cumpla

341.7-534¿o :O ¿3 Zoficéflozov'19-!)

Tomaremos el modelo empleado en (51) (53) donde las componentes de la

densidad de espín aparecen comofunciones explícitas de 1a tetrada:

¿M : j o'ck) (efl‘ey¿—cï,* azul)¿L (3.194)

y, en consecuencia son desarrollables, de acuerdo con lo ya discutido

en el parágrafo 3.2.1., en potencias de HGM/FJ‘; por lo que 0“ debe

ser como minimo de orden ñ/FJ', para que así existan correcciones

post-newtonianas debidas al espín. Necesitamos las componentes de esta

densidad a orden cero y a primer orden. Debido al hecho de que É[L
+

vale 5P ,obtenemos:

3¿¿ : c) para i+j.# a (3.195)

O O

Z42—: ’ za! = ¿í 0' (3.196)

A v_ u5/“ '0 fl' (3.197)

compatibles con las (3.193). En consecuencia, para este caso, no sólo

el potencial newtoniano sino también el potencial de tercer orden,

coinciden en su expresion con los de R.G. Por lo tanto, para fuentes

asi polarizadas, no existen en relación con R.G., correcciones de

tercer orden para la aceleracion del fotón. Notemos, por otro lado, que

el modelo (3.194) coincide con el (3.88) para el caso 6': g: .

El potencial de cuarto orden vale, de acuerdo con (3.152):
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_ _ ¿a d3K' i 23? +9; l o L.
q)— 5:12”? {wm [ah (W 1+ ¿LF (V

-45 +¿ Tr)+ 3P+V7Tó<rlja.
(3.198)

Unopodria suponer, en principio, que solo el termino

l__, a, 3 3­
—l/// ¿5 ¿Ï_ÉÉ 0­

IEÏJÏW (3.199)

corrige la R.G. Sin embargo debemos tener en cuenta que existen

vinculos, vía 1a ley de conservacion, entre 1a densidad de espin y la

densidad de materia, la energía interna, etc. En consecuencia, solo

{ormalmente la corrección a los potenciales post-newtonianos de R.G.

valdría (3.199), a menos que los vinculos entre el espín y las demás

cantidades que caracterizan la materia sean tales que estas últimas

coincidan, para una determinada +uente, con los valores y con la

evolucidn propias de R.F.

Finalmente observemos que la parte especí+icamente espinorial (3.199)

de (3.198), puede entenderse comoun potencial del tipo del de Newton,

compuesto por una "densidad de masa" post-newtoniana Yi: 4TTG(TÏ Si se
espera que la relacidn entre la aceleración debida a este potencial y

1a debida a1 potencial de Newtonsea la (3.189), (obtenida suponiendo

velocidades tipicas de nuestro sistema solar), tendremos que

(TJ/v ’BÏ'É
L/¡fó (3.200)

con &, una densidad de masa en reposo del orden de la del sol. En
consecuencia, 1a "densidad de espin", medida en unidades de masa/
(distancia)2 debera ser:

0—A) 101‘g/cm2 (3.201)
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CAPITULO IV

APRUXIMACIÜN NENTDNIANA DE LA SUPERGRAVEDAD N=1

En este capitulo estudiaremos el limite newtoniano de la SG N=1. Las

condiciones que deben cumplir los sistemas físicos para que sea posible

aplicar una Aproximación Newtoniana (AN)seran, naturalmente, similares

a aquellas que hacen posible una APN. Comoveremos a lo largo del

capitulo, ya a este orden de aproximación nos será posible encontrar

resultados distintivos para esta teoría.

En la primera seccion hallamos la expresion de la ecuacioh de campo del

tipo de la de Einstein a orden newtoniano, en su forma más general. La

segunda ecuacion, 1a de Rarita-Schwinger, al no incluir ninguna cons­

tante de acople, es en su límite mas bajo similar a una ecuacion en el
n l a q a Iplano, y su soluc1on Sirve como fuente en 1a primera ecuaCIon de campo.

En la segunda sección hallamos una solucion para el gravitino y pro­

bamos que 1a misma no es trivial. El efecto conocido como "corrimiento

al rojo gravitatorio" nos permite dar cotas máximasa los órdenes de

magnitud de una eventual torsión proveniente de una fuente que incluye

gravitinos.

En la tercera seccion, haciendo uso del método de aproximacióh WKB,

estudiamos el comportamiento de materia representada por un multiplete,

en un fondo geométrico de SG N=1. Nos es posible mostrar que un acople

supersimétrico de materia conduce, para el caso de materia con espin

,1/2 y en el orden más bajo, a una ley de movimiento no geodésica. Este

resultado permite establecer diferencias Físicas relevantes en relacion
con las predicciones de aquellas teorias gravitatorias que provienen de

lagrangianos conteniendo campos de materia mínimamente acoplados.

También encontramos desviaciones respecto de la ley de Newton, lo que
c g . - lnos permite especular acerca de la p051ble existencia y detecc1on de
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efectos que involucren bajas energías, con vistas a testear la Super­

gravedad.

4- 1- MEM_UA_C_IQM_M_ÜNI_AN__ADLL‘LïJ-HFLE

4.1.1. La ANy las Características de la Métrica y la Torsión en 1a

&w¿i_b_re
Dado que la R.B. se desarrolla en V4, la ecuacion de campo gravi­

tatorio nos entrega, conocidas las condiciones iniciales del problema,

toda la información necesaria acerca de la geometría del espacio­

tiempo. En efecto, la ecuacion de Einstein viene expresada en función

del tensor de Ricci y la curvatura escalar. Estas magnitudes contienen

en su expresion a los distintos simbolos de Christoffel comoasí

también sus derivadas, los que, a su vez, dependen exclusivamente de
I . .las componentes de la metrica y de sus derivadas.

Si en cambio, una teoria exige la existencia de torsión, el espacio­

tiempo es U4 y 1a descripción completa de la dinámica de la geometria

implicará encontrar, también, el valor de las distintas componentesde

este tensor. Para este caso, toda vez que dispongamos de alguna

ecuacion de campo del tipo de la Einstein, para la que sea posible

aislar aquellos términos que sólo dependen de los simbolos de Chris­

toffel, estaremos, en principio, en condiciones de hallar las di­
ferentes componentes de la métrica, dado que estos simbolos solo

dependEn de dichas componentes y sus derivadas. La ecuación de Einstein

podrá escribirse dejando en su miembroizquierdo el tensor de Einstein

dependiente solo de los simbolos de Christoffel, y considerando todo el

resto de la ecuación como si fuese una fuente. En consecuencia, la

torsion solo estará presente en el miembroderecho de esta ecuacion. De

acuerdo con lo ya visto, este es el caso de la teoría ECSH:la ecuacion

(2.121) cumple con las caracteristicas recien referidas. De hecho, la

torsión se ha "transformado" en {uente, debido a que (2.119) permite



sustituir sus componentes por componentes del tensor impulso angular
. I . . 'intrinseco. Comoveremos en 4.1.2., un tratamiento parec1do tambien es

posible en el caso de la SG N=1.

En R.G. la forma que asume 1a ecuacion de Einstein en un punto sin

materia (vacio), nos lleva a que todas las componentes del tensor de

Ricci en ese punto son nulas. Ello no significa que el tensor de

curvatura valga cero. En efecto, si en por lo menos algun otro punto

_HiSte materia, esta condicion de contorno hace que aun en el vacio, el

espacio-tiempo no sea plano. Por otro lado, curvatura nula en un punto

si implica tensor de Ricci y escalar de curvatura nulos, y corresponde

a aquel caso en que no sólo en el punto no existe materia, sino que

tampoco existe materia en los restantes puntos del espacio-tiempo
(condiciones de contorno triviales). En este caso la métrica es la de

Minkowski. El primer caso tiende a coincidir con el segundo caso - esto

es: el espacio-tiempo curvo tiende al plano - en aquellos puntos lo

suficientemente alejados de las fuentes.

En SG N=1, curvatura y torsión nulas, corresponden al caso de un

espacio-tiempo vacio de materia en todos sus puntos. En otras palabras,

obtenemos el espacio-tiempo de Minkowski, resolviendo ambas ecuaciones

de campo de la SB libre con condiciones de contorno triviales. Por lo

tanto el limite a orden cero de la métrica de 1a SG N=1, como en R.G. y

ECSH,es la métrica plana. Pero una diferencia entre SG y ECSHconsiste

en que en la primera teoría, curvatura y torsión tienen el mismo

status, en el sentido de que, existiendo fuentes en algún punto del

espacio, los puntos sin materia (vacío) poseen curvatura y torsión no

nulas. Ello es así, debido a que 1a torsión se propaga. En cambio, en
, .IECSh, la torSIDn es nula en el vacío.

En efecto, en virtud de las ecuaciones (2.180) y (2.172) vemos que, aun

en Supergravedad libre, la torsion se propaga. En particular, obser­



vando la segunda ecuacion de campo (2.180), notamos que ella posee una

solucion no trivial, esto es gravitinos no nulos, siempre y cuando

existan condiciones de contorno apropiadas; para ello debe existir, en

alguna región del espacio, una fuente gravitinica. Ahora bien, de

acuerdo con lo apuntado mas arriba, en el caso de que sea posible

hallar una solucion para el gravitino, ella podrá ser empleada en la

primera ecuacion de campo, 1a (2.179), comofuente, y asi resolver esta
I .para la metrica.

Sin embargo, aun poseyendo el problema condiciones de contorno no

triviales, puede darse el caso de que nuestra solución a las ecuaciones

de campono corresponda a una situacion física realmente diferente a la

propia de R.G. En la SGello es asi debido a que gravitón y gravitino

estan vinculados a través de supersimetrías, precisamente las (2.151) y

2.152), que de hecho hacen depender a cada campo del otro. En con­

secuencia, una solucion con un determinado graviton y gravitino (no

nulo), podria resultar, via las correspondientes transformaciones

supersimetricas, similar a una solucion con "otro" gravitón, pero,

gravitino nulo. Las supersimetrfas no son CBC,y por lo tanto ésto no

contradice el hecho de que la torsión sea un tensor. El origen del

gravitino implica, en realidad, que una situacion con torsión no nula

podria resultar, en ciertos casos, físicamente equivalente a una
situación con torsión nula. Diremosentonces, que la torsión es "puro

gauge". (Unadiscusión análoga hemosrealizado en el parágrafo 2.4.4.,

para el caso de la teoria ECSK).

Por el contrario, si para un problema dado surgen soluciones pro­

badamente no triviales, o sea soluciones que no sean un puro gauge, la

torsion no podra ser eliminada y estaremos en presencia de una geo­

metria U4. A su vez, esta solucion para el gravitino, nos dara toda
I Ila informacion necesaria para conocer la torSion.



Hemosseñalado 1a razon de porque a orden cero, 1a métrica del espacio­

tiempo de la SGN=1es la métrica del plano. Para el orden siguiente,

el newtoniano, no disponemos, en principio, como sí era el caso en la

teoria ECSH, de algunas prescripciones para anticipar qué es lo que

sucedera en este limite. Para aquella teoria podían establecerse

criterios con el fin de determinar los desarrollos de las componentes

de 1a métrica (ver parágrafo 3.1.1.); desarrollos que coincidían con

aquellos de R.G. Ello era asi debido a que se presuponian dependencias

de los potenciales gravitatorios - que son los que, en definitiva,

conducen a las diferentes componentes de 1a métrica —en relaciob con

cantidades tales comodensidad, presion, velocidad, etc. Respecto del

gravitino, es debido a su origen (campode gauge de espin 3/2 necesa­

rio para preservar supersimetrias de la acción) que el mismono

resulta, en principio, funcion de densidades y velocidades, comosi lo

es el impulso angular intrínseco en 1a teoría ECSK.

Sin embargo, en Supergravedad clasica también podemos hacer una

Hpansidn del gravitino. Y además, modificando adecuadamente la forma

de la ecuacion de campolibre del tipo de la de Einstein, considerarlo

una fuente de los camposgravitatorios. Nos resulta posible establecer

sus drdenes de magnitud a partir de sus unidades y en relaciób con

magnitudes tipicas de un sistema fisico cuyas fuentes, entre ellas el
gravitino mismo, no sean relativistas. El gravitino entendido como

fuente, poseera una expansion que influirá en los diferentes órdenes de

magnitud de la métrica. En particular, nos interesara su influencia en

los potenciales de tipo newtoniano, esto es, en aquellos de segundo

orden en la velocidad típica, que conducen a las primeras correcciones

de la métrica plana.

. I . ’ .Digamos aqui, que en relac1on con los problemas newtonianos que
‘ /abordamos en este capitulo, y a los efectos de nuestros calculos,

I _ I . ’bastara con estudiar solo la primera correcc1on al valor -1 del



. l .plano, correspondiente a 1a componente gon de la metr1ca de un

sistema de coordenadas cuasi minkowskiano.

. . I 1 . l .4.1.2. La Ecuac10n de Lamno de la 59 N=1 Libre en el Limite

Volviendo nuestra atención a la primera ecuacion de campo, notamos que

seria posible escribirla, separando la parte riemanniana del tensor de

Einstein, de su parte no riemanniana. Dado que el tensor de Ricci y 1a

curvatura escalar provienen de contraer adecuadamenteel tensor de

curvatura, y recordando su definición (1.17), vemos que en ellos

apareceran derivadas primeras y también términos cuadraticos de la

conexidn. Por 1o tanto descomponiendo el tensor de Einstein y es­

cribiendo la conexion en funcidn de los simbolos de Christofiel y 1a

contorsion (ecuacion (1.24) ), y a esta ultima en función del gravitino

via (2.172), se llega a (55):
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donde ; significa derivada covariante.

utilizaremos el mismo formalismo del Capitulo III. Supondremos la
. . .1 . .Siguiente ENDEDSIDDpara el grav1t1no:

o A a.www W/‘++/“+...
donde 4”“ corresponde a orden His ;“/F.

Dado que nos interesa estudiar las correcciones newtonianas a1 plano,

desarrollaremos (4.1) hasta el orden más bajo, esto es 727;; .

Conviene despejar la curvatura escalar riemanniana R({j) y dejar a la

izquierda de 1a ecuacion solo el tensor de Ricci É“u({}). A1 orden que
nos interesa, obtenemos:

JL

mas): -55“; (¿w/¿15,4%.clonar? M ¿ 3
s /

0 2 - O A o A .

+1? 3”“[(W‘r*"),z]‘*% ¿We “tí’x
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+ :7 li; (‘+;& 8/ \#QILÁ " (,ï;¿ 6; Y} )/Á _. (df; y; ïzíÁA.

.9 o

K o Ji‘iCt {HIV¡1/
(4.3)

donde se han tenido en cuenta las condiciones (3.14) y (3.15), pero
Iahora esta ultima como

EZ ::(3
¿t (4.4)

dado que estamos en el limite newtoniano. Esto significa considerar

despreciables las variaciones temporales de las magnitudes que des­

criben a las iuentes, con lo que a este nivel las fuentes son con­
ISideradas estaticas.
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.l . . I . .La ecuac1on de Rarita-Schw1nger en este limite se escribe:

“(heala- b)“#0?): o (4.5).
l‘ d o ¡k

Se ha tenido en cuenta el hecho de que X = e}; K y efl°L= ¡x
. “ i —-u

Siendo ef m) v

Las ecuaciones reciéh halladas son las mas completas para 1a SG N=1

libre, y de acuerdo con lo ya discutido en el parágrafo anterior, los

efectos del gravitino en (4.3) sobre la métrica, no podrah ser eli­

minados si el gravitino proviene de una solucion de (4.5) que no sea

puro gauge.

3'
I . l .Mas adelante deberemos hacer uso de la expre51on para Roo, por lo que

ahora, y teniendo en cuenta (4.3), la escribiremos explícitamente:

ROQUE): 7Tó [( Fo (¡uf/0)].¿ +°z(¿50%) a
HE"?de uwmm
4310171 ¿{4'4374 - ¿(xP/¿(ofooL/L, 3

+QÏÏÁ [3 ¿goJLk (ki-:3 6/5 KoEl; ‘f/k

+420 {Sra ¿Ché " Pe‘sb/QÜAVÉ)
(4.6)

/ .
donde, como de ahora en mas, las componentes 'tL deben CDHSldEFSEcomoo

I _ l ¡I- .
qí¿. En esta ultima ecuacion se ha reemplazado ¿L por su equivalente

SÏTG.

Debemos hacer notar en este punto que no nos es necesario fijar de
. . I .antemano las expans10nes de las diferentes componentes de la metrica a

segundo orden. En efecto, en el miembro derecho de la ecuacion (4.3),
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I . / . . . .todos los terminos de la metrica involucrados, son los minkowskianos

(-1, Si‘) de orden cero. Por otro lado, de acuerdo con (3.30) y (1.26),
a, n I nla componente Roo del tensor de Ricci solo depende de la derivada

. ¿ / .espac1a1 de la componente goo de la metrica, que es prec1samente
Iaquella que desearemos hallar. Solo para el caso particular de esta

componente newtoniana del tensor de Ricci, se da una dependencia
¿L / . .exclusiva respecto de la componente gcm . Ademas, dicha dependenc1a

es igual en cualquier sistema de coordenadas en el que la métrica sea

cuasi-minkowskiana, y no particularmente en uno correspondiente a
I _ .‘coordenadas armonicas; por lo que tampoco es necesario adoptar la

' -, -v wcond1c1on (o.a4).

4.2. ‘0 EUENQLQS EXPERII'LETALES D_ELA AN og LA ECUACIUN og

4.2.1. Una Solucion No Trivial para el Gravitino

En este parágrafo probaremos que en SG N=1 existen soluciones que

difieren de aquellas de R.G., aun en el límite newtoniano. Para ello

consideraremos una solución propuesta en (56), la cual, en nuestro

caso, poseera otra connotacion y, comoveremos más adelante, jugará un
rol diferente al de la referencia.

./ . I . r.La soluc1on de gravitino mas cercana a una simetría esferica es suponer
/ .que en ella no aparecen parametros vectoriales (tales comoun momento

o n Idipolar). En consecuenc1a, una tal solucion debe ser construida a

partir de las coordenadas espaciales x‘ , las matrices de Dirac y
. . u . . lfunc10nes espinoriales de la distanc1a radial r . Una soluc1on para

lnuestra ecuacion (4.5) es



La. :Á .Sé- K
mr “a ST?

(4.7a)

“K, 2 ¿ 5 en; M
ÍNT r3 (4.7b)

Estas componentes del gravitino han sido escritas en el supergauge
radial:

'0­
l.X41 :O

(4.8)

El espinor S es una constante de integracion con unidades de

(masaH/2 distancia. A1 gauge (4.8) lo debemos interpretar de la
a

siguiente manera: en cada punto cada espinor 41' es tangente a 1a
l .esfera centrada en el origen de coordenadas que pasa a traves de dicho

punto.

Lo importante de senalar aquí es que en nuestro caso, (4.7a-b) cons­

tituye una solucion newtoniana que "vive" en un espaciomtiempo curvo,

mientras que en (56) ella representa una solucion plana completa.

Notemos que es posible emplearla como solucion de las ecuaciones de

Rarita-Schwinger (2.180), porque en el límite que nos interesa, el

operador D se transforma en el operador a . Existe, sin embargo, una

pequeña diferencia entre las ecuaciones de Rarita-Schwinger para un

espacio-tiempo plano y nuestras correspondientes newtonianas (4.5): en

el primer caso aparecen las derivadas alla t ; en cambio en las

nuestras no ya, que al orden de aproximación que nos interesa, las

magnitudes son tomadas como estáticas. Para /<=0 y/K-=i las ecua­
ciones (4.5) se escriben:

¿Áblf'ko :O (4.9)

5535+, moza- +0 :o (4.10)
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. . .I . 'Pero la diferenc1a rec1en marcada no es relevante, dado que la soluc1on

(4.7a-b) propuesta no depende del tiempo.

Debemos hacer notar el hecho de que el gravitino hace las veces de

fuente en la ecuación del tipo de Einstein (4.3), afectando en con­

secuencia a la métrica newtoniana. Las correcciones newtonianas a la

métrica son de orden 54' y se deben a gravitinos de orden cero en

potencias de la velocidad típica del sistema. Esto es equivalente a lo

que sucede en R.G. y en ECSK, donde las fuentes de orden n traen

aparejadas consigo las correcciones de orden n+2 . En todos los casos,

1a explicacion hay que encontrarla en la constante de acople k que en

la ecuacián de Einstein es la que liga materia con geometria, y cuyo

orden es FG'l/ñ. Por lo tanto, el orden siguiente al considerado por
.I . . . I .nosotros en la ecuac1on de Rarita-Schwinger, debería incluir la metrica

. . I -., . . .obtenida de la ecuaCion (4.a), resuelta, preCisamente, utilizando
' . . I _, . .'preViamente" una soluc1on como la (4./). Con nuestro procedimiento no

estamos sino teniendo en cuenta el "back-reaction" del gravitino:
.. I . . . .'grav1tino cuyo orden mas bajo se obtiene a partir de una ecuaCion cuya

I _ .metrica es, a este nivel, plana.

c I —La solution (4.7) no es puro gauge. Basta con recordar (2.151) y
I(2.152) para observar que no nos seria posible tomar nuestra solucion y

arrivar, por medio de aquellas transformaciones supersimétricas, al

[A

y algun g
caso 4/ = 0 . En otras palabras, no resulta posible partir de ï; = 0

flJ (las que constituirian soluciones newtonianas de R.G.), y. . .I. .l
por medio de transformac1ones superSimetricas, alcanzar la soluc1on

I I . ./aqui propuesta. Ello es asi debido a1 hecho de que nuestra soluCion

implica

¿“.43'- by 43‘ 7E<D

que es incompatible con %’ = O , o con cualquier gravitino que surja

de las transformaciones (2.151-2) tomando q'= Ü. En efecto, para este
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lcaso tendriamos¿Quiza
y a este orden ¿“KK,—¿LQP seria cero, dado que

¡4.

já ¿«3%25 —-Éífáy’¿a<í :LCD

Obviamente, partiendo de un gravitino nulo y su correspondiente accián

de gauge y "generando" un gravitino no nulo por medio de (2.152),

obtendriamos una acción total de gauge, que dada su invariancia frente

a supersimetrias, debera conducir a las mismas ecuaciones de campo que

la primera accidn. De hecho, esta acción fue construida de forma tal de
. . Icumplir con esta cond1c10n.

También notemos que, de acuerdo con (2.150), partiendo de un gravitino

nulo, obtendriamos: 8:9“, = 0; esto es, "permaneceríamos" en la misma
métrica de R.G. En consecuencia, para nuestro caso, las correcciones a

.la métrica de Minkowski seran de un tipo diferente que las corres­

pondientes a R.G. En particular, la solución que satisfacería contornos

esféricos para una masa central, diferiría de la correspondiente a

R.G., que de hecho habría de corresponder a %’= 0 y a todas sus
g n c I op051bles transformac1ones super51metr1cas (2.152).

4.2.2. El Corrimiento al Rojo Gravitatorio.
I . . /Cotas Maximas para 1a Torsion

o I s . . I .Estamos interesados en algun tipo de med1c1onque involucre, aunque sea
. . . / . . . . Imuy indirectamente, una torsion debida a grav1t1nos. Si la teoria que

. I . .estamos estudiando, 1a SG N=1 cla51ca, es adecuada para describir
I . I _ . . .fenomenos de orden newtoniano, entonces sera posible, en pr1nc1p1o,

detectar 1a torsián.

Introduciendo 1a solucion (4.7a,b) en (4.6), obtenemos:
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¡“(mz m (¿aim xk¿La
(46ml r6

+;_zg ‘ .
e “(Los ¿iijSÜRXQXJrá

¿“(5364. S . .¿Mu ¿h KJKFKÉU
(/ófl)l 1) fé

+ e).ÏMÓÏIE S
552M En? ‘5 ESF x’Zx“

(/6 1T)"l é
_—-——r

“L “¿Q5¿“uE-¿rnmflxexr
(4671)?” 7:

_ a o ­

¿1XKSSKOS Xóxw)
(467W; r6 a

" ' ¿OLGL fi- t “I tuM”é8 [Mi ELWEQWKJK
(/677)>— r3 rs a.

‘H/MÏEd/¿Áx—— E r K’VL‘“ xï’
(1671,); QI)? I (3 )//t'

“M ¿“uni(¿(3)
(/fófi)3— (f3 f3 a (4.11)

Ahora bien, recordando (3.7‘ . . Ígb), podemos escr1b1r la ecuac1on de campo
. n c . I .(4.11) para el caso extorlor a una dlstr1buc1on de materIaI

1 = ¿tí-120????
Roo({j) 3- % 6 Gent

(4.12)



—162—

. / _.
donde sexi representa la componente 03° del tensor energia impulso
debido exclusivamente a los gravitinos, única "+uente" presente en

¿
aquellos puntos en donde calculamos el valor de Rua.

. . / .Si suponemos que la fuente con51ste en un cuerpo esferico de radio R
.1.(por ejemplo una estrella), la solución para 1a componente goo sera:

¿ oo m

3000?): VC: 131d x/¿ÏEXI + (contornos enlïl= R)
R ÍÏ‘Ï'I (4.1.3.)

El ultimo termino de esta ecuacion es equivalente a una integral sobre

el volumen del cuerpo. En otras palabras:

contornos
Ps 4'

= ¿{(3sjfl fiiufl'(k) ¿3x3
lí’lzk o lil?) (4.14)

donde y¿wf depende de las distribuciones de masa y de gravitinos en
el interior de la fuente. Nuestra ecuacion es lineal y podemossuponer

contribuciones independientes a la métrica, debidas a la masa y al
/

gravitino. La densidad total interna vendra dada por:

yiu‘f’ * qua + y?ró\/;HHO

A su vez, es altamente razonable asumir que el cuerpo esférico que
. . Iestamos estudiando, posee una d1stribuc1on de masa con simetría

esférica. En consecuencia la ecuacion (4.13) puede escribirse como

l 4 oo .3, R a(x _. e t (K) 5' . '
‘áoo)- MIR 5:12,.) d x + #6 ¡uN/¿wX ° IÍ-ï')

—,26L1
r. (4.15)

con Jnyukf la densidad gravitínica interior y H la masa del cuerpo
central.

. . ./ ./Estamos interesados en dar una est1mac1on de la torsion en la sum
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perficie del cuerpo. De acuerdo con (2.172) la torsión, a la que ahora

denotaremos con T ,se relaciona cuadraticamente con el gravitino,

siendo 1a constante de proporcionalidad del orden de la constante de
Newton. En consecuencia:

T(r=&)m_ó EL;
4.1871" R” (4.16)

por lo que si deseamos encontrar el orden de magnitud para la constante
‘ . / . . ¿5, necesitaremos algun experimento para determinar ooo .

Comoes bien conocido, esta última magnitud esta íntimamente relaciona“

da con el corrimiento al rojo gravitatorio. Unexperimento tipico para

medir este proceso, consiste en determinar el corrimiento relativo de

la frecuencia o de la longitud de onda de dos "relojes" idénticos en

reposo, situados en puntos diferentes y en camposgravitatorios es­

táticos. El efecto puede ser calculado con diferente precision en la

superficie de distintos cuerpos estelares, realizando un estudio de su
Iemision de luz.

Un punto importante es que el corrimiento al rojo posee el mismotipo

de dependencia respecto de geo en cualquier teoría métrica (21). Es

sencillo probar que (57):

VL ._ 300 (Ki) ) 4/;
V %°0 (x4)A

(4.17)

donde yu y K; corresponden a las frecuencias de luz recibida y
emitida respectivamente (provenientes de un mismotipo de transición

I

atomica) en los puntos x4 y H; . Si el campogravitatorio es débil (lo

que en nuestra ANdebe suceder por hipótesis) y recordando 3.46) que

define al potencial É ., tenemos:

M N Q(x¿)— ¿(x43 (4.
V4 1a)
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Despreciando el potencial terrestre frente al potencial en la super­
ficie del emisor, obtenemos:

¿1V
.1­

—. oo
y ¿l
A (4.19)

. . . 1

Asumiremos que las contr1buc1ones a gna(R) debidas a })nHt y

¡P int son del mismo orden; lo que es compatible con suponer que

fun: M constante N P -,.t(l—.:’=R).

En R.G., el corrimiento al rojo qravitatorio es adjudicado al término

de masa y lo mismo debe suceder en la teoría ECSHpara el caso del

fluido ideal con espin (ver 3.135). Las dispersiones de los valores

predichos por R.G. respecto de los valores experimentales pueden ser

adjudicadas a muchos factores, comoser efectos Doppler o errores en la
. .’ .lest1mac1on de la masa de la estrella en cuestion.

En nuestro caso, y con el objeto de obtener una estimacion gruesa del

maximo de torsion permisible, supondremos que toda la dispersion es

debida a los efectos de los gravitinos sobre la métrica. Para ello

podremos estimar el orden de magnitud de las integrales de (4.15) y, en

consecuencia, de la constante S, asumiendo que ellos causan la dis­

persion del corrimiento al rojo respecto del predicho por R.G. (y

ECSK). Dado que estamos interesados en evaluar el máximode torsion
I ¿permisible, hemos tomado toda la dispersion de goo como debida a

los gravitinos.

a a
En la siguiente tabla se muestran gon , Agoo y la torsiob para

el caso de tres tipos diferentes de estrellas:



TABLAIV 1.: máïimo Orden Permisible de Torsión para

Diferentes Estrellas

a, r . . '900 Agoo Maximo Orden de ansien

sol 10-6 (36)(21) 10"‘"10’7 10’*° l/Cm

(40 Eridani E) JO‘“=I(36) 10"“ IÚ“1¿ 1/Cm

l .neutronica

(varias) 10“1 (SB) 10’“1 10”” 1/cm

enana blanca \

. l .Si se desease el valor "exacto" de la torsión, serla necesario en“

tonces, distinguir 1a dispersion debida a los errmres experimentales de

aquellos atribuibles a la no validez de R.G. Caso contrario, el
r ¡ Lverdadero valor de 1a torsion se veria enmascarado en todo el ¿1900 .

En todos los casos deberiamos integrar (4.11).



4.3. QQQEEES_QQEEESIMETRIC05_QE MATERIA. TRAYECTORIAS EN

¿UMÉMEWJLL‘EL

4.3.i. La Apr ximación una

En la sección 4.2.1. hemos hallado una solucion newtoniana exacta del

gravitino que no es puro gauge, y en 4.2.2. hemos introducido un modelo

satisfactorio para las fuentes del campogravitatorio. Sin embargoy de

acuerdo con lo ya expresado, los efectos de corrimiento a1 rojo que

hemos relacionado con una eventual composición gravitínica de las

Fuentes, pueden ser explicados por otras teorías metricas .de 1a

gravitacion (en particular por R.G.). Aqui presentaremos una aproxi­

mación mas distintiva al problema de la búsqueda de consecuenciasI.
macroscopicas eventualmente mensurables, de 1a SG N=1.

Si una descripcion de 1a materia es dada en el marco de una teoria

cuántica de campos (tal el caso de la Supergravedad), las variables

macroscopicas que describen las partículas (posiciones y velocidades)

deben ser obtenidas tomando su limite clasico. Ahora bien, las tra­

yectorias clasicas dependerán no sólo del fondo geométrico (del

background), sino también del lagrangiano de materia propuesto. Por
. . . I Íejemplo, de acuerdo con lo ya discutido en el Capitulo II, paragrafo

2.4.2., la materia escalar mínimamenteacoplada, sigue trayectorias

geodesicas de U4. Ello es asi debido a que para este caso particular,
. . . Ieste tipo de materia no se acopla con la torsion.

. . . lAqui nos interesa otro tipo de acople. Dado que la SG N=1 es una teoria
. l . . . / .superSimetrica, con Vistas a dar cuenta de esta eimetria al incorporar

. . _ Imateria, el lagrangiano que la representa debe provenir de algun
a . n - n I .lagrangiano originariamente super51metrico. Esto conduce a un acople

I . . I .que no es minimo. En particular, nos sera posible realizar un tra­
. - I o . ctamiento semicla51co del acople de un multiplete de campos de materia

. lcon 1a gravedad. En este tratamiento 1a gravedad vendra representada

por los campos de la métrica y del gravitino; los que podran ser



l . . .tratados como c1as1cos en 1a medida en que ellos no necesiten de
u v v n n Icorrecc1ones radiativas. Por su lado, 1a materia se incorporara como

. . . . Ioriginada en campos relac1onados con el grupo de supersimetrias.

La representacion lineal no trivial mas sencilla del superalgebra es,

de acuerdo con lo visto en 2.7.1., 1a del multiplete de Wess—Zumino(A,

8,) ). Vimosque si se exige supersimetria local hasta orden JC (con
L

-x- = B'Ñ'G ) el lagrangiano más sencillo resulta el (2.181), cuya
,Iacc1on vale:

13.. q e: JLV ’—jdxï[(aAAaVA+a/Abakls)8 +/\}É(U)(e,)),\
— . ¿¿“5CY,“ (¿(Awuvxsñïb/ N]

(4.20)

Las tres ecuaciones de campo se obtienen exigiendo que cada uno de los

campos Y veri-Fi que 596/8?= Cl _: lo que es equivalente a asumir que 1a
.I / . .ecuac1on (2.44) es valida para cada campo. Ellas resultan:

[IA-¿1: UPN/¿WWW + “¿arg/WPA] 2 o
(4.21)

_ . ’ P _.

BB ¿55% (53M K5Www; UPKJV36x]: o
(4.22)

—. [L ——-— ñ . ADA” +25?» (A+LÍSB)K :0
el

(4.23)

donde el operador d'alambertiano [1 para los camposescalares vale:

ÑL_Ü*L. Se ha tenido en cuenta que las matrices K” son constantes a
1 .menos de factores de orden \X- (ver abajo de (4.5) ).

l. . / .Para obtener el limite semiclasico de los campos A , E y ,\
. . . Í _. .realiaaremos una aproximaCIDn WEB, suponiendo que cada uno de ellos

puede ser expandido como una serie en potencias de (—ih) (60). Nos es
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posible escribir, para el caso de los bosones:

A“): cil? [x SIM/fi] Zoo(“HAYAAMÜr) + C.
(4.24)

Oo
l . M

B(k):e"PE'L Saw/FJZ (dk) BM“) + INC,
Mzc)

(4.25)

F' 1+-" d t- 1 '-+'1)\T AT—(,\/\>\X)
ara e ermion, eno-amos a. espinor 1 a como m a, a} RJ R»

donde las Á¡_ ( AR ) son las componentes "left" ("right"). Comoeste
espinor es de Mayorana, entonces posee la mitad de los grados de liber­

tad que uno de Dirac. El mismodebe satisfacer la condición de vínculo:
11' J, o__'

AR‘= —(T)L (39), donde la matriz de Pauli G. vale (lC g). La expansidn
WHBdel espinor columna ARla escribimos:

oo . m
- (x) _ Á>\p\: ¿KIDEl. S(,\) Z Rh“:4?

(4.26)

Ahora estamos en condiciones de encarar el problema referido al

comportamiento clasico del multiplete de materia. Este limite se

obtiene sustituyendo las expansiones (4.24-6) en las ecuaciones de

campo (4.21-3), y tomando los terminos de menor orden en fi . Luego de

muchoalgebra llegamos a las siguientes tres ecuaciones:

¿Asun a,“ SM) = o allista) 6/4Sra) :- o (4.27-8)

_ _ S _ _.

AoL5 Wa SM + ¡el WP Ao UPÓPÉSÓM)W(&A)/út) 5M

- ¿r- 155Bo a? (3m) SLM(SIB)/17\)75“ 2 O (4.29)
X A+ X ' ‘ x= ' ' . ' 'Ï) 2con o ( Ro, Lo). Fara la ecuac1on (4.c7) que es de orden 1/1 ,

. A o"en el d'alambertiano de A se ha despreciado el término ÏHGJDA ya que

el mismo es de orden :r—2/fi (lo mismo en (4.27) para E); mientras

que para la ecuacion (4.29) que es de orden lfih , se ha despreciado el

término 1/2h5ÏPq;FÁ dado que el mismo es de orden (fi)°‘12.
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. . ' lComo es bien sabido, los campos A , B v A representaran particulas
I . .clasicas s1 las Fases 8‘“, , 8,5, y 8‘) , constituyen las

. o u lfunciones princ1pales de Hamilton de partículas cuyos momentoscano­
nicos sean:

El (A.B,Z\) Z 3/4 “S úfiBIA)

Estamos interesados en campos de materia masivos. En consecuencia, es
. . . I . . limportante discutir aqui, brevemente, 1a 1ncorporac1on de masa a los

campos A, B y Á. En este sentido es muy ilustrativo lo que sucede en el
. . . . 1modelo de Ness-Zumino invariante ante supersimetrias globales. Una

- . . I .forma de dar masa a estos campos Sln romper la supersimetria, coneiste
. l . . —..en sumarle a1 lagrangiano (2.162) un termino proporc1ona1 a (a9):

m(,\x+_4.AF+156)
¿L 6L

con m una masa ( a es una constante). Las ecuaciones de campo para

los campos auxiliares F y G, pueden resolverse muyfacilmente en

términos de los campos A y B, respectivamente. Ello es así, debido a 1a

ausencia de términos cinéticos para estos campos, lo que implica que

sus respectivas ecuaciones resultan algebraicas. Esto hace que ellos

puedan ser "eliminados" de las ecuaciones de campo correspondientes a A

y B. El resultado final consiste en que las ecuaciones de campo de cada

uno de los componentesdel multiplete, resultan ecuaciones de Klein­

Gordon con masa para los escalares A y B, y una ecuación de Dirac

con masa m para el {ermión A . En consecuencia, la necesidad de

preservar la supersimetría conduce a una no degeneración de la masa:

todos los campos incluídos en el multiplete poseen igual masa. Esto

esta en intima correspondencia con el hecho de que el operador de masa

Pl“ a“ conmuta con los generadores de 1a supersimetria (ver (2.159) ).
Sin embargo, dado que por el contrario, en 1a naturaleza existe
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. Idegenerac10n de 1a masa, para que la teoria de cuenta de este hecho

debe suponerse rota la supersimetría.

El hecho de que 1a supersimetria en las teorías supergravitatorias de

Gran Unificación (SG-BUT) se rompa a una masa relativamente pequeña,

asegura la -xistencia de un mecanismo lo suficientemente suave como

para darle diferente masaa las particulas, de forma tal de permitir

que en la Supergravedad la ruptura de la supersimetria sea muysuave, y

1a teoría permanezca finita a los primeros loops (17), (61). A nivel

clasico, también nos sera posible hacer un tratamiento masivo del

multiplete, suponiendo una ruptura de la supersimetría e incorporando

masas diferentes para los tres camposde materia. (Para justificar aun

mas nuestra incorporación de masa, en el parágrafo 4.3.3. volveremos

sobre este punto a la luz de nuestros resultados, estableciendo las

similitudes que Histen entre el procedimiento aquí seguido y aquel
. I . lproveniente de una ruptura espontanea de 1a supersimetria).

A partir de las ecuaciones (4.27) y (4.28), y empleando la condicion

(4.30) para A y E , llegamos, para el caso masivo a:

P ID" ._ _ wm:1
¡«(N (A) - (A) (4.3.1)

K a.
PAIS) Fm = ' m (B) (4.3.2)

Estas ecuaciones nos muestran que el momentocanónico P”' coincide con

el momento (impulso) ordinario p” = m u” , donde u” es el vector

temporal ortogonal a las hipersuperficies de fase S constante. Se

puede probar que en la apr ximacion WEB: v} = u" + Ü(fi), siendo v",

en este caso, el vector tangente a la trayectoria de la partícula (62).
En consecuencia, a este orden, nos es posible identificar a uf” con la

cuadrivelocidad y suponer entonces, que u} u“ = -1 . (Cabe aclarar
I . .Í . . .que esta ultima relac1on, correspondiente a la cuadr1veloc1dad, y que

l _ .ya hemos supuesto comovalida en el capitulo anterior para el caso del



. . l . . . . .rFluido 1dea1 con espin, se verifica en todo espac1o-t1empo con tor51on,

ya que ella puede obtenerse dividiendo a1 invariante: ds; = gfld dH”'dH'
dz; por dz; , y haciendo luego uso de la definición de cuadri­

velocidad. Ver (3.84) ).

Mostraremos que las ecuaciones desacopladas (4.31) y (4.32), conducen
l . I . .para las particulas escalares A y B, a una ecuac1on de mov1m1ento

geodesica. En este caso, en un background (g ,W’) . En efecto, te­

niendo en cuenta (4.30) y el hecho de que Pt}, = pc“, tenemos

_ Á

mm (4.33)
Por lo que

u Á A_ _ é _.
(4.34)

Como ¿,Qu S<A> y {I) 3 son simétricos en los índices Zu, llegamosVji.
a que

{k (B

VV UfllA) z VA UV“) (4.35).
. 1*

A su vez, derivando u(A, uÁA, = —1, obtenemos

U (A)VV U/¿(M " o (4.3.5)
. . ./ - .que combinada con 1a cond1c1on (4.a5) nos conduce, para 1a materia

0 _ Iescalar representada por el campo A y a orden (fi) , a una ecuac1on

geodesica:

H u _
U (A) V,» Uvm) — o

(4.37)

(Notemos que (4.37) es la (1.39) con conexión Christoffel, que hace

que, en este caso, (1.41) y (1.46) coincidan). E1 mismorazonamiento es

valido para E.

.9Por otro lado, para los cuadrivectores u de los campos A y B, se
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verifica:

S A
UVJ = ¡LLVUA (4.38)

con ïfiyA la torsion. (La interpretacion de (4.38) ya se ha
discutido en el Capitulo I, parágrafo 1.3.1., para el caso de los

Iversores de una base holonoma).

. I . .La ecuac1on correspondiente a1 campo de espín 1/2 ma51vo es:

Ïo (x W? ——.Á WH ) :: Ñ;
") (4.3.9)

donde

5- — _ w . N
V : V ( 4/, PM) l 19(5)) :5-¿1 kh» (AO 47K“)tur: Bo ha) (4.40)

con

N

Ao:- Ao(K) g¿“(SUM (4.41)

'\.)

BO z [5° (x) 56"“(309/1/1) (4.42)

z * ¿Sui/ñ * -/¿1(u/fi)Ao ::. (ARO e , ALO e (4.43)

La expresion (4.39) puede ser pensada como una ecuacióp de campo para

una partícula de espín 1/2, con una fuente externa. En esta inter"
.' l . . . Iaceion, el momentocanonico y el momentoordinarlo de la particula no

coinciden. (Una situación similar se da en el caso de particulas
. I . . 1 .cargadas en presenc1a de campos electromagneticos). Debido al termino

. ./ y. .de 1nteracc1on, P puede ser ESCFltD como:

Idonde Z}; es una magnitud vectorial que depende del termino de inter­
o, u ..acc1on del lagrangiano de (4.20). (Recordemos aqui, que para los campos

. . l .escalares este tlpD de correcc1on no existe a orden cero en fi ).

Ahora la ecuacion (4.39) queda



.­
Ío (“LIUsb/M“muym ‘ Á “(n + Á KS Fui/u) = V (4.45)

Esta última ecuacion algebraica se satisface para

¡5. - ,u¿aus-<1”: V5
“—— (4.46)q

A J v
(donde se ha tenido en cuenta el hecho que «Ó ¡K j== 29“ ), y

/\o EV“ FA (A) + MCA)J Z o (4.47)
I , IPara esta u1t1ma ecuacion, tenemos 1a conoc1da soluc1on

3x0 Z QA(x) \7¿((>) + alot) Va (F) (4.48)

donde 51(p) y 32(p) son las dos soluciones linealmente indepen­

dientes en el espacio de los momentospara las ecuaciones de Mayorana

de espín 1/2.

¡ ILa expres1on final para el momentocanonico es:

z“ _
F (A) " MC“ .4)

¡o (4 9

4.3.2. Movimiento de la Particula de Espín 1/2 en un Fondo de

guagua/519152

T n' do en cuenta (4.30) -1 he ho de ue F = Ü de (4.49)
e 1en y e c q ¿[Fay-T 30k) ,

obtenemos

. — r\)
B ._ / S

E}L&)VLÜJ ‘ ¿éL bC/*\ P43 K Á<>
m (A) gl ¡7 Ñ c­Ao XO (4. qu)

Por otro lado

p ,u

btfiuwnj U (A) : u l“ VC)‘ Uvm] — ‘SV/L‘L)xUA (n UÁÏL

¡4 g U (4.51)
(Á) /u_ y (A)

H
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Notemos, entonces, que las relaciones (4.36-8) no se verifican para el

espín 1/2. Esto significa que no existe conmutatividad entre las

componentes de la cuadrivelocidad. Ello es debido al hecho de que dada

la caracteristica del acople de los campos A, E y «X , hasta el orden

que nos ocupa, él afecta la trayectoria de una partícula de tipo Dirac,

y no afecta la trayectoria de las particulas escalares. Macros­

cdpicamente este acople se traduce en la no coincidencia del momento

ordinario y el momentocanonico, lo que implica, a partir de (4.51),
u I uuna trayectoria no geodesica ya a orden cero en‘fi:

(3 " N

U'ÏA,VFU : el x UH“) {aun [ÏE_ (A0 EL?)MA)
Viglo “¿ha

‘l‘Á.(S EO “¿á-5’QFB))rr KyJ XSX015
CV

Vu)

(4.52)

En consecuencia, a orden (fi)° "esto es, en el limite completamente

clasico-, las trayectorias de particulas de espín 1/2 provenientes de

un acople supersimetrico en un espacio-tiempo de Riemann-Cartan, no son
/

geodesicas.

Los resultados provenientes de la aproximacidn WEB,nos muestran que

para materia escalar, estos coinciden con los ya expuestos y discutidos

en varios puntos de esta Tesis: en variedades con torsión, las tra­

yectorias correspondientes son geodésicas. Ello es así debido a que a

orden (fi)° , las ecuaciones de campo para A y E que se obtienen del

lagrangiano de materia de Ness-lumino, no difieren de aquellos la­

grangianos provenientes de materia escalar mínimamenteacoplados. (En

(63), por ejemplo, se postula un movimiento geodésico para particulas

de prueba sin espin en un background de SG. Aquí, en cambio, hemos
l . .demostrado por que tal mov1m1entoes el que corresponde).

Si nosotros consideramos 1a R.G. como el gauge ï)= O de la Super­

gravedad, nuestros resultados coinciden con los propios de aquella
I . / .teoria: las trayectorias de particulas representadas por camposlibres



(en el sentido de que sólo interactuen con la gravedad) son geodesicas.

En efecto, si el gravitino es nulo (lo que implica torsidn nula), la

accion de Ness-Zumino (4.20), resulta 1a accion de tres campos que no

interactúan, y que estan mínimamente acoplados con la gravedad vía

conexión Christo++elg por lo que en el orden más bajo de fi, las
I

ecuaciones de campo (4.21-3 conducen a leyes-de mov1m1entogeode51co.

Es interesante señalar que este es también el caso de materia no

supersimétrica en un espacio-tiempo con torsión (conexion completa

(1.24)), pero mínimamente acoplada. Tal el caso de la teoria ECSH.Esto

esta en correspondencia con lo ya discutido en el parágrafo 2.4.2. para

el caso particular de espin 1/2. (En (62) (64) se muestra como la

ecuación de Dirac con torsión, en el orden más bajo de 1a aproximacidn

WEB, conduce a trayectorias geodesicas). Sin embargo, esta última

situacion no puede ser considerada comoun caso limite de 1a Supergra­

vedad, dado que eliminar el término de interaccion de (4.20) vía VJ=0,
. . I I. . . .’implicaria, automaticamente, un acople esp1nor-gravedad, Sln tor51on.

4.3.3. El Límite Newtoniano

En este punto, estamos interesados en encontrar la expresión newtoniana

de 1a ecuacion (4.d¿). Para ello supondremos, como siempre, que las

fuentes del campo gravitatorio se mueven lentamente y que nos es

posible expandir las magnitudes físicas en potencias de la velocidad,

distancia y masa tipicas del sistema. Teniendo en cuenta (3.1), (3.14)

y (4.4), obtenemos la expresión al primer orden de aproximación, de la
. . I Itr1-acelerac1on de la partícula de espin 1/2:

n L o N l

Mim " '¿(É¿(%Oo)'l{%xil:+r (Ab WM)¡"o
dt a 6X 9:“ Tu?I\9/O (L)

+¿KSgo Mi) Ko)‘o’rKoXS
Wu) (4.53)

I I _ _Esta ecuac10n se ha escrito como funcion de la componente U-U de 1a
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/ _ ° . .

metrlca, y de las componentes Vú‘ del grav1t1no, el que se debe obtener
c c l u . .integrando 1a ecuac1on newton1ana de Rar1ta-Schw1nger (4.5). La com“

4 _ ,ponente geo debe obtenerse integrando (4.6) y sera, a su vez,
.I . . . . . . 4{unc1on del grav1t1no. En princ1p1o, es pos1b1e que goo dependa de

Ilos campos A, E y Á (lo que corresponderia a un caso de Supergravedad
. I . . .no libre). Ello es asi debido a que s1 tomamosel lagrangiano total: el

' ude los campos de gauge (2.165) + (2.167), mas uno de Ness-Zumino
. l . I Jrmasivo, obtendriamos una ecuac1on de campo para 900 como la (4.6),

I
pero ahora con sumandos .Htras provenientes de los términos c1net1cos y

de masa del lagrangiano de materia. (Obviamente, a este orden no debe
. . .I . .inc1u1rse 1a 1nteracc1on del multiplete, dado que variando su 1a­
. l . Igrangiano, obtendriamos como resultado a 1a derecha de 1a ecuac1on de

. . I . . . 3E1nste1n, un termino multiplicado por un factor —Z . En el orden
- n l n nnewtoniano de esta ecuac1on, 1a materia entra Siempre en su "forma

plana").

./ . . .IPero tambien resulta p051ble desprec1ar la acc1on de los campos de. l.
materia sobre 1a metr1ca de fondo; o sea, no tenerlos en cuenta en 1a

./ . .ecuac1on de E1nste1n (lo que corresponde a Supergravedad libre). Esto
l ces algo analogo a tomar a estos campos como correspondientes a par­

l . . .Iticulas de prueba, lo que 1mp11ca suponer que 1a acc1on de sus masas es
u n' .I udesprec1ab1e en relac1on con 1a acc1on de alguna fuente ma51va y

. . .I _. .. rgrav1tín1ca. Notemos que 1a ecuac1on (4.5J) es finita aun para masas
tendiendo a cero.

Nos interesa encontrar las condiciones que deben satisfacer los campos
. Í.para que las correcc1ones de (4.53) a 1a geodes1ca, sean de un orden

. lnewton1ano. En otras palabras, nos preguntamos aquí acerca de como debe
.Í .ser la relaclon entre las amplltudes de los campos, de forma tal que en

-v . J' —-a,-—(4.5a) el sumando agregado al gradiente de 900 , sea de orden v /r
'. ./ .Es +ac11 comprobar que esta correcc1on resulta newtoniana en aquellos

—//­
puntos del espacio en los que el gravitino sea de orden M7r y el
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cociente entre la magnitud de las amplitudes de los campos escalares y

el espinorial satisfaga:

A ‘L 1 _ - a
-*-° M —-——B°N’ V1 r M_ " L
/>‘0 >‘o\ ¡Ao ’\ol “(‘npfl

l . . .E1 presente analisis nos permite especular acerca de la p0s1b111dad de

diseñar algun _Hperimentopara testear la Supergravedad. En efecto, la
. . ’ . 1eventual desv1ac1on en la trayectorias de partículas de espin 1/2

l . l ' .respecto de curvas geode51cas, podria representar un ienomeno atr1—

buible a perturbaciones de la geometría, debidas a la existencia de un

campogravitinico.

Notemos que el primer sumando de (4.53) corresponde al gradiente de un

potencial, el cual para el caso de Supergravedad libre y de ser nulo el

gravitino en todo el espacio (Supergravedadtrivial), coincidiria con

el potencial de Newtonfis. Los restantes terminos de (4.53), son con­

secuencia de la propia accion de 1a partícula de espin 1/2 y sus

interacciones con los camposescalares y el gravitino.

Para el caso de una fuente constituida por una masa central con {orma

esférica y en movimiento lento, seria posible emplear la solución

(4.7a-b) para el gravitino. Esta expresion constituye una soluciob a1

orden mas bajo, de la ecuacion (4.5). Conjuntamente con la xpresiób
J.

correspondiente a goo , hallada en 4.2.2. n la (4.15) — nos des­

criben un posible background, adecuado para la deteccion de efectos de

bajas energias, provistos por la Supergravedad. Debemosrecordar aqui

que nos era posible relacionar el valor de la constante S que entra

en la solucion del gravitino, con el maximoorden de torsián obtenible

via xperimentos de corrimiento a1 rojo gravitatorio. El corres­

pondiente background que proviene de los valores que puede asumir esta

constante en cada uno de los casos, es, sin duda, compatible con el
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acople de orden JC del multiplete de materia de Wess-Zumino.

u c n a u I uSi en particular".I el sistema en cons1derac1on posee los mismos valores
I . I . .tipicos de nuestro sistema solar, podrian esperarse desv1ac1ones
. . . . Isign1€1cativas de la ley de Newton en las cercanias de la fuente,
. .I . .. a

s1empre que 1a relac1on (4.54) sea mayor que 102km "VM,-“;
mama)

Resulta interesante discutir en este punto el problema de la incor­
Iporacion de la masa en los campos A, E y) . Para cada uno de ellos

. . . . . . /hemos introducido masas diferentes, rompiendo asi la super51metr1a. En
. n n l . 2'(66) se expone un lagrangiano masivo y supersimetrico hasta ordenar .

¡ .compuesto por el lagrangiano 2.182), al que se le agregan terminos de
a I .masa con 1gua1 parametro m para los tres campos del multiplete, y

I Iterminos de autointeracc10n proporcionales a un parametro g . Dado que
. . . 1 .no nos interesa la 1nteracc1on de los campos entre si, enfocaremos

. / l _ lnuestra atenc10n solamente en los terminos que contienen el parametro
O ' . .de masa m. Cabe aclarar que a orden 1: estos terminos son del tipo de

. . I _..los ya analizados para el caso de supersimetrias globales en 4.a.1.

. I . o 4 .Si hallasemos las ecuac1ones de campoa orden ñ y.I provenientes de
u I . ,la suma del lagrangiano con parametro m de la referenc1a, y el (2.182 ,

I . . . .pcomprobar1amos que coinc1den con las correspondientes de A y B (4.a1-2)
. Iaunque con masas iguales; mientras que la ecuacion correspondiente a A,

. / . .se vería corregida por un termino extra del tipo:

1M‘L(Anna)er
En consecuencia, todo nuestro analisis cualitativo acerca del mo­

vimiento geodesico de A y B y no geodesico de la partícula de espin 1/2

quedaría inmutable y bastaría agregar este término a la ecuacioh

(4.29), a la definición de la magnitud vectorial Zj‘ y a la ecuacion

(4.52). Ahora bien, aunque con este procedimiento se preserva 1a
. l . .supersimetria, su inconveniente mayor re51de en el hecho de que se
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adjudica igual masa a todos los campos. Para que los campos posean

masas diferentes, es necesario romper la supersimetria, por medio de

algun mecanismo. Precisamente, es con este objetivo que en (óó) se hace

una ruptura espontánea de la supersimetria, obteniepdose en el lagran­

giano nuevos términos, del tipo:

.9: “ATMAL + É mc; fi:- + É MC"):\>‘a. ha. ¿L T el.
con todas las masas diferentes. Esto es, términos exactamente iguales a

los que nosotros hemos empleado para darle masa a los tres campos. Como

en el caso de ruptura espontánea de simetría (67), debe establecerse la

forma de un potencial funcion de los campos (de allí los terminos de

autointeraccidn del lagrangiano), calcularse su mínimo,establecerse

donde el ocurre, y shiftear ("trasladar") los camposde acuerdo con

esos valores. En este caso la simetría original del lagrangiano se

rompe, apareciendo estos nuevos terminos de masa, que dependen del
l _ _ ¡parametro de auto1nteracc1on g.

Nos es posible establecer relaciones entre las masas y densidades de
l .. .las particulas no relat1v1stas correspondientes a los camposescalares

. . I .. .y espinorial. Para ello, veamos que cond1c10nes hacen posible el desa"

rrollo NKB de las ecuaciones de campo correspondientes a A, B y A , y

estudiemos su significado. En (4.27) y (4.28) este desarrollo implica
..I . ’ . . .'1a no apar1c10n de sumandos provenientes del termino de 1nteracc1on del

lagrangiano. Es facil ver que para (4.27), esto supone:

4/ 4

(:ñ-\’I/J_ F a- k 6' m (A)J.
z\/\ Mm)

1 ­donde k =-l 0P+)k. En cambio en (4.29), para el caso de materia

espinorial, si aparecen sumandosprovenientes de aquel término, lo que

implica:

(¡xy/J, Í”:- ïCA) (4.56)
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Respecto de los campos escalares sólo estudiaremos lo que sucede con A,

dado que lo referente a B, resulta analogo.

En (68) mostramos como las densidades propias, esto es, las componentes

T°° de los tensores energía-impulso en el sistema propio, correspon"

dientes a los campos A y A. valen:

l
y ; AQWVA)A ü“; (4.57)

yA :—_/\/\ M(>‘)
1K (4.58)

respectivamente. Combinando (4.55) con las (4.57_B) llegamos a

SEL >> 1k Ïntn
1

QA MIA) (4.59)

Mientras que combinando (4.56) con las (4.57-8), obtenemos:

A Wiy N
AP K (4.60)

Las condiciones (4.59) y (4.60) son equivalentes a suponer:

YWA)>>h. (4.61)

3A >> Mm
e; “ntA) (4.62)

La relacion (4.61) establece una condicion independiente sobre la masa

mm. Para el caso de un k correspondiente a un sistema fisico poseyendol
I . .los valores tipicos de nuestro Sistema solar, obtenemos:

-52.
m >> ¿o .

(A) 3' (4.53)

Cualquier partícula masiva cumple suficientemente con (4.63). Dado que

podemos entender a las densidades en reposo fi como R¿ = “¿lfla)con h;



l . . .el numero de particulas del tipo 1 por unidad de volumen, entonces

(4.62) implica

1% >> (“ÉL”);“A mm; (4.64)

Por ultimo, supongamos que no se da masa a los campos, lo que cla­

ramente preserva 1a supersimetria. Aquí también encontraremos diferen­

cias entre el comportamiento de la materia escalar y 1a espinorial. En

efecto, para los campos A y B tendremos:

P” F F” MAW —’ (a) F :: o(A) (5) (4.155)

H H

U (A) 0/404) = u (b) U/urb) z o (4.66)

lo que conduce a ecuaciones geodesicas de particulas relativistas. Por

otro lado, una partícula no masiva y relativista correspondiente a A ,

también habria de poseer una cuadrivelocidad satisfaciendo

“Fm Uy (A) = 0 (4.67)

pero, nuevamente, debido a1 término de interacción, no habria de

describir movimiento geodesico. A causa del hecho de que la ve­

locidad de una partícula relativista .3 es del orden de 1a velocidad

de la luz, para escribir euplicitamente su ecuacion de movimientoa

orden newtoniano, deben incorporarse en su expresion, además de la

componente 300 , nuevas componentes de 1a métrica, tal cual lo ya

visto (y resuelto) para el caso del foton en la teoria ECSH(ver

parágrafo 3.1.6.). En este trabajo, estas componentespara el caso de

1a Supergravedad, no han sido halladas.
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CONCLUSIONES

Nos ha interesado profundizar en las consecuencias que trae aparejada
. .I .Ila 1ncorporac10n de 1a torsion, cuando ella emerge como una de las

n l n u Ivariables geometricas del espac1o-t1empo en donde se desarrollan

determinadas teorias gravitatorias. En particular, nos hemosocupado

del estudio del acople mínimoy de los problemas relacionados con las
. . . ’ I . .trayectorias, discutiendo su caracter en una geometria no riemanniana y
./ . . . /en relac1on con lagrangianos de materia correspondientes a Teoria de

. l I. ..Campos. Nuestro interes se ha centrado en los limites no relat1v1stas
I _. l .de las teorias ECShy Supergravedad N21, teorias que se han estudiado

atendiendo a sus parecidos y diferencias. Nos hemos abocado a 1a tarea

de encontrar efectos mensurables, o eventualmente mensurables.

Para el caso de la teoría ECSHhemos completado 1a APNen el caso más

general, quedando asi establecidas todas las ecuaciones di+erencia1es

necesarias para resolver problemas físicos a1 orden deseado. En par­

ticular, se han determinado leícitamente las Hpresiones de las

diversas magnitudes .para el caso de un modelo realista: el del fluido

ideal con espín. Se calcularon los potenciales gravitatorios hasta

cuarto orden y explicitaron las componentes de la conexión, los sfm_

bolos de ChristoFfel de segunda especie, y la torsión; todos ellos

necesarios para describir el movimientode particulas de prueba y de

las propias fuentes.

Obtenidas las relaciones fundamentales, fue posible dar una estimacián

de la densidad de fuentes que pueden provocar correcciones relevantes a

la métrica del espacio-tiempo en relación con la propia de la Relativi­

dad General, estimar órdenes de magnitud para la aceleración de partí­

culas de prueba sometidas a la accion de fuentes de campogravitatorio
. I . . . .dotadas de tors1on, analizar el caso de spines alineados y tambieh
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estudiar, por medio de un segundo desarrollo (esta vez en multipolos),

el comportamiento de 1a geometría lejos de las fuentes.

Para la aproximación newtoniana de 1a Supergravedad se desarrollo la

ecuacion de campo del tipo de la de Einstein, para el caso libre más

general. Integrando la ecuaciá1 de Rarita-Schwinger, nos fue posible

encontrar una solucion no trivial para el gravitino. La mismaes

aplicable comofuente para ciertos camposgravitatorios que respondan a

determinadas simetrias, dando comoresultado el hecho que ya en este

limite son posibles dispersiones entre las predicciones de la SGN=1y

1a Mecanica de Newton. E1 corrimiento al rojo gravitatorio nos ha

permitido establecer una cota superior para una torsión con origen en
. I .super51metr1as, para el caso de diferentes modelos de estrellas.

La incorporacion de un lagrangiano supersimetrico a orden newtoniano

(del tipo del de Ness-Zumino)permitió estudiar las trayectorias de los

componentes bosónicos y fermiónicos de 1a materia. Primero trabajamos

con campos masivos, lo que trae aparejada una ruptura suave de 1a

supersimetria. Se realizó una aproximación NHB de los campos que

conforman el multiplete de Wess-Zumino. Debido a que el termino de

interaccion del lagrangiano no proviene de un acople minimo, la

ecuacion de campo correspondiente a1 campo de Dirac conduce a un

movimientono geodesico de la materia espinorial. Otro es el caso de la

materia escalar y pseudoescalar, las que si siguen trayectorias geo­
desicas. Un estudio de la relacion entre los ordenes de magnitud de las

amplitudes de los tres campos, nos permitió establecer bajo que condi­

ciones la correccion no geodésica de la trayectoria de la partícula de

Dirac, es de un orden newtoniano y comodeben vincularse entre si las

densidades y masas de los campos. También hemos estudiado el comporta­

miento del multiplete para el caso no masivo. A diferencia del caso

masivo, aqui el lagrangiano total que da origen a las ecuaciones de
. I .campo, permanece supersimetrico.
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