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1.

INTRODUCCION

1.1,

Geometrfia de la Convexidad

La Geometrfa de Convexidad tiene dos caracterfsticas que
la destacan del resto de las idreas de estudio de la Geo-
metrfa. Una es netamente t&cnica y se refiere a su carac-
terfstica de geometrfa global, es decir, la convexidad de
un conjunto se refiere a propiedades que ligan entre si a
todos los puntos del mismo; difiere en ese aspecto de todas
aquellas dreas de la Geometria en las que el aspecto local
es el predominante. La segunda caracterfstica importante
de la Convexidad es hist&rica. Todo el desarrollo de esta
disciplina desde su fundacifén hasta su culminacifn trans-
curre en el presente siglo.

Podemos distinguir en el desarrollo cronoldgico de la Geo-

-

metria de Convexidad cinco etapas diferenciadas por sus
motivaciones y sus conexiones con otras ireas de las Mateéé
ticas. Esta separacifn en etapas no es nitida sino que abun
da en &reas grises.

La primera etapa, que podriamos llamar etapa fundacional
comienza en los fltimos afios del siglo XIX, a partir de pro
blemas propuestos por el Andlisis Clisico y el Cilculo Fun-
cional (por ejemplo promedios ponderados, centros de grave-
dad...). La figura predominante en esta etapa es Herman
Minkovsky. El resultado mdas destacado es el llamado Teorema
de Minkovski, predeceser finitodimensional del famoso teotre

ma de Krein y Milman.



La segunda etapa, desarrollada cronolfgicamente en un en-
torno de la Primera Guerra Mundial, tiene como protagonis
tas a varios participantes de un famoso seminario de Geome
trfa de la Universidad de Hamburgo. Los nombres mids desta-
cados son Blaschke, Helly, Raddn y Carath&odory. Los resul
tados contienen un &€nfasis predominante en Combinatoria
Geom&trica y se ubican en espacios euclidianos de dimensifn
finita.

La tercera etapa notable en el desarrollo de la Convexidad
surge en la d€cada del 30 como respuesta a problemas plan-
teados por la Topologfa y el Andlisis Funcional, en conse-
cuencia su €nfasis principal estd en el estudio de caracte
risticas geom€tricas en diménsiﬁn infinita., Las figuras des
tacadas de esta etapa son Bourbaki, Krein, Smullyan y cola-
boradores de &stos.

A comienzos de la década del 60, V. Klee sintetiza y resuel
ve los principales problemas de esta etapa,

La Investigacifn Operativa y mis particularmente la Optimiza
cifn experimentan un notable crecimiento a partir de la déca
da del 50, Contemporfneamente la Convexidad sufre un vuelco
en sus problemas ante el requerimiento de esta nueva disci-
plina constituyendo asi la cuarta etapa de nuestro andlisis.
Una vez mis el €nfasis se transfiere a los temas combinato-
rios en dimensidn finita. Surge en esta etapa el estudio no
diferencial de funciones convexas. Las figuras predominan-

tes son T.Rockafellar y B.Grunbaum.



Podemos distinguir una quinta etapa, actualmente en desa-
rrollo, cuyo &nfasis radica en temas combinatorios y gene
ralizaciones de la Convexidad,., Precisamente dentro de es~
ta idea se insertan la teorfa de Conjuntos Estrellados y
la teorfa de la Visibilidad. Esta @ltima seri el tema cen
tral del presente trabajo.

En los pr6ximos parfgrafos de este capftulo analizaremos

en detalle estos @iltimos temas mencionados,

Extensiones de la noeiébn de convexidad.

Estudio geométrico de la Vistibilidad

La nocifn de convexidad se ha extendido dando lugar a ge-
neralizaciones, Dado un conjunto convexo, dos puntos cuaieg
quiera pueden unirse por un segmento fntegramente contenido
en €1, Una generalizacién de &sto surge al considerar los
conjuntos L_.

Un conjunto S es Ln si todo par de puntos puede conectarse
mediante una poligonal de no mis de n tramos y cuyos seg-
mentos est@n contenidos en S, Es posible probar que un con-
junto compacto, simplemente conexo y L, es unifn de conjun-
tos convexos tales que la interseccifn de cada par de ellos
sea no vacia,

Como otra generalizacifn aparecen los conjuntos estrellados.
Diremos que el conjunto S es estrellado si ¥ x € S existe

un punto y € S tal que el segmento que une x e y esté& con-

tenido en S,



La idea de que todos los puntos entre otros dos estén
contenidos en el conjunto da origen tambifn a la nocibn

de vistbilidad. Diremos que x ve a y via S sgi el seg-
mento [x y] est& contenido en S, Esta es una relacibn
idéntica y sim€trica pero no transitiva, de donde sur

ge la definicifn de estrella de un punto x en el conjun

to S que seri el conjunto st(x,S) = {t € S/x ve a t via S};
este concepto a su vez origina el de punto radiante en S
que serf un punto x € S tal que st(x,S) = S, Notemos que
los puntos radiantes son los que tienen visibilidad total

o universal y que en los conjuntos convexos todos los pun
tos lo son, mientras que los conjuntos estrellados son aqué
llos en los cuales el conjunto de puntos radiantes es no
vacfo. A partir del concepto de punto radiante podemos defi
nir para un conjunto S el mirador de S como el conjunto

mir S = {x € S/x es punto radiante de S}, y notar que si S
es convexo, S = mir S, mientras que para que S sea estrella
do es necesario que el mir S sea no vacfo. Para todo conjun
to S resulta mir S convexo.

Serf importante en el desarrollo del presente trabajo

poder evaluar cudndo un punto tiene mayor visibilidad que
otro, Diremos que x tiene mayor visibilidad que y en S

(x Ys y) si st(x,S) = st(v,S).

Esto dari una relacifn Y transitiva e id&ntica pPero no
antisim&trica ya que por ejemplo dos puntos distintos del

mirador tienen la misma estrella.

La relacifn Y es entonces un preorden parcial, "pre" por



la falta de antisimetrfa y "parcial" dado que es posible
que dos puntos cualesquiera no est&n relacionados, Las
clases de equivalencias generadas por YS serfn subcon-
juntos convexos de S,

Surge a partir de &sto y bastante naturalmente la célula
de visibilidad de un punto x en S definiendo vis(x,S) =

= {t € S/t Y, x}. Resulta vis(x,S) la interseccién de
todas las componentes convexas de S que incluyen a x y

es por lo tanto un conjunto convexo,

Podemos hacer ademfs una clasificacifn de los puntos den
tro del conjunto de acuerdo a la visibilidad de &€stos can
respecto a un entorno. Diremos que x, es un punto de con
vexidad local de S (x0 € lc S) si existe un entorno U de
X tal que U N S es convexo; estos puntos tienen visibi-
lidad universal en un entorno de si mismos. En caso con-
trario x, es un punto de no convexidad local de S

(xb € lnc S); existen restricciones a la visibilidad tan
cerca de Xq como se quiera.

Obviamente los puntos interiores a S son puntos de con-

vexidad local, luego los puntos de no convexidad local de

S estarin ubicados en la frontera de S, y puede verse f&-

cilmente que son un conjunto cerrado en la topologfa re-
lativa,

Por (ltimo, es importante notar que no todos los puntos
pertenecientes a st(x,S) son vistos por el punto x de la

misma manera; diremos que X ve claramente a y en S si

(1

existe uh entorno U de y comtenido en S5 tal gu



10,

U C st(x,S); en caso contrario = ve crfticamente a y en

S y diremos que y € cv(x,S).

Planteo de los problemas a estudiar

Este trabajo en su conjunto trata acerca del estudio de
la visibilidad. Salvo afirmaci8n en contrario, todos los
puntos y conjuntos aquf considerados estarfn contenidos
en el espacio euclfdeo E,.

En el capftulo 3 se estudia la wisibilidad en un conjunto
conexo del plano cuya frontera presenta un comportamiento
relativamente bueno. Se utilizan herramientas afines o lo
calmente afines, El objetivo es estudiar el mirador de un
dominic de Jordan suave, cosa anteriormente realizada por
B, Halpern con una metodologfa diferencial en [10],

Se mejora el teorema principaf del trabajo anteriormente
mencionado, ya que €ste aporta una descripcifn parcial de
la frontera del mirador de S, bajo la suposicifn de que $
sea un conjunto estrellado. El resultado obtenido en este
capftulo es m&s fuerte; aparece una descripcifn del mira-
dor como interseccifn de estrellas de puntos de inflexifn,
sin la restriccifn de que el conjunto sea estrellado. Se
hace tambi€n un estudio detallado de los puntos frontera
de un dominio de Jordan suave como asf también de sus es-
trellas, A partir del teorema principal se deducen tres
teoremas de tiﬁo Krassnoselsky.

El capItulo 4 surge como respuesta a tina pregunta. Dado



un punto en un conjunto, contando solamente con el cono-
cimiento de su estrella, les posible realizar desplaza-
mientos que aseguren alcanzar puntos de m&xima visibili
dad? Se realiza entonces la bfisqueda de estos puntos me-
diante un enfoque algorftmico del problema., Trabajando

en un dominio de Jordan suave, a partir de un punto y su
estrella se construye una regifn factible de desplazamien
tos y se indican los movimientos necesarios para la obten
cifn de un 6ptimo en el sentido allf descripto. La regifn
factible resulta un conjunto convexo que coincide con la
c€lula de visibilidad del punto en el conjunto. E1l algo-
rftmo permite a su vez determinar si el conjunto es estre
llado o si no lo es, a trav€s de una clasificacifn y estu-
dio de los diferentes tipos de Bptimos posibles,

Por iltimo, en el capftulo 5 se intensifica el estudio de
la funcibn de visibilidad, que‘asigna a cada punto la me-
dida de Lebesgue de su estrella en el conjunto. Ya defini
da y tratada por G.Beer en [1], [2) y [3], este autor, en
esos trabajos, estudia la funcifn en conjuntos abiertos o
bien en el interior de los mismos. Estudiaremos entonces
su comportamiento en la frontera de conjuntos de Jordan
con la condicién de que Esta tenga a lo sumo un nfimero fi
nito de puntos de inflexifn o de discontinuidades. Dado el
carfcter global del problema, la evaluacifén de la medida
de las estrellas de los puntos era de muy diffcil concre-

cifn, Se intenté entonces un estudio local (aparece el do-



minio de normalidad), para luego generalizar los resulta
dos usando el hecho de que las estrellas son fans o abani
cos con centro en el punto en cuestifn, Se lograron condi
ciones necesarias y suficientes para la continuidad de lé
funcifn de visibilidad en la frontera de un dominio de

Jord;n, sin la restriccifn de suavidad de €sta, y acceso
riamente resultados interesantes que relacionan los con-

ceptos de visibilidad clara y de inner stem.



2. RESULTADOS AUXILIARES

En este capftulo presentaremos un conjunto de resultados que
serfin necesarios a lo largo de todo el trabajo. No se inclu-
yen las demostraciones de los mismos ya que E€stas figuran en
las bibliograffas citadas. Se agregan también algunas defini
ciones y notaciones imprescindibles para la comprensifn de

dichos enunciados como asf tambi€n para los capftulos subsi-

guientes,

2.1, Agunas definiciones y notaciones bdsicas

Ei complemento, interior, clausura, frontera y cdpsula
convexa de un conjunto S serfn noiados por CS, int S,

cl S, front S y conv S respectivamente,

El segmento abierto que une los puntos x e y se notar§

(x y) y el segmento cerrado [x‘y].

[x y) serf el segmento que incluye al punto x y exclu-

ye al punto y, y(x y] el que excluye al punto x e inclu
ye al y.

El rayo con orfgen en el punto x que pasa por el punto

y se notarf R(x - y), mientras que R(y x =) serf la no-
tacifn del rayo que parte del punto x en direccibn opues
ta a aquélla de R(x + y)., Los rayos serfn siempre cerrados,
Diremos que £ ve a y via S si [x y] € S, La estrella de x
en S es el conjunto s8tf{x,S) de todos aqué€llos puntos vis-
tos por x via §S.

El mirador de S es el conjunto mir S de todos los puntos



x € S que cumplen st(x,S) = S,

S serf un conjunto estrellado si mir S # @,

El disco abierto de centro x y radio € serf notado
U(x,e) y el disco cerrado de centro x y radio € como
B(x,e).

Diremos que S C E2 es un domintio de Jordan si S es
un conjunto compacto y conexo del plano éuya fronte
ra es homeomorfa al disco unitario.

S serf un dominto de Jordan suave si es un dominio
de Jordan cuya frontera es una curva continuamente
diferenciable.

Un punto x € S serf un punto de convexidad local si
existe €¢ > 0 tal que S N B(x,e) es un conjunto con-
vexo, Escribiremos. £ € l¢c S. En caso contrario, x
seri un punto de no convexidad local y mnotaremos

x € lne S,

Es necesario notar que esta distincidn es significa-
tiva solamente para puntos en la frontera ya que los
puntos interiores son trivialmente puntos de convexi
dad local. Serd muy f&cil probar que 1lc S es un con-
junto abierto en la topologfa relativa de front S, y
por lo tanto lnc S resulta un conjunto cerrado en di-
cha topologfa.

Sea y € front S, x € st(y,S). Diremos que el rayo
R(x + y) es un rayo entrante por y si dt € R(xy =)
tal que (yt) C int S,

En caso contrario diremos que R{x = y)} &s un Fayo sa

liente por y.



El znner stem de x respecto de S es el conjunto

ins(x,S) formado por x y todos los puntos de st(x,S)

que emiten rayos salientes por vy,

Si S es un conjunto cerrado con interior no vacfo y

x € S, el conjunto de vistbilidad critica de = en S

serg el conjunto cv(x,S) = int S N front st(x,S). Cada
punto de este conjunto es un punto de visibilidad cri-
tica de x en S,

Un punto x € S es claramente visible desde y vfa S si
existe un entorno Ux del punto x tal que U Nnscst(y,S).

Diremos que y ve claramente a <z,

2.2, Teorema de Tietze y sus consecuencias

Teorema 2,2,1 (Tietze) [16]

Sea S un conjunto cerrado y conexo en Er tal que todos
sus puntos son de convexidad local. Entonces S es con-

vexo.

Crolario 2.2,2, (Valentine) [ 20]

Sea S cerrado en Er' Supongamos x € S, y € S, z € S con
(xy) €5, (yz) € s. Si el conjunto triangular
A = conv(x Uy U z) determinado por x,y,z no contiene

puntos de lnc S, entonces A C §,

Corolario 2.2,3. (Valentine) [ 20]

Sea S cerrado en Er' Supongamos X € S, y € S con xy C §,
yz € S, Si los finicos posibles puntos de lnc S en

Yy A& = conv(x Uy U z) son x y z, entonces A C 8,



Lema 2.2.4.

Sea S cerrado en el plano, x € S, y € S, z € S con
[xy] Ulyz] Cs. Sea 8 = conv(x Uy U z) con la condi
cién de que A N 1lnc S C {t} donde t € (xz). Entonces

s C s,

Demostracidn

Una ligera variacifn en la demostracifn del corolario

2,2,3 asegura la tesis,

Teoremas de tipo Helly

Teorema 2.3,1, (Helly) [10]

Sea F una familia de conjuntos convexos en Rn, tal que
toda subfamilia de (n+1) miembros de F tiene intersec
cidn no vacfa. Supongamos ademfs que F es finita, o bien
que todos los miembros de F son compactos. Entonces la

interseccifn de todos los miembros de F es no vacfa.

Teorema 2.3.2. (Grunbaum) [ 6]

Sea g(n,0) = n+l, g(g,1) = 2n, g(n,j) = 2n-j para

1< j<n, yg(n,n) =1, Si F es una familia finita de
por lo menos g(n,j) conjuntos convexos en R" y cada
g(n,j) miembros de F tienen una interseccibén por 1lo
menos j-dimensional, entonces la interseccifn de todos

los miembros de F es por lo menos j-dimensional,

Teorema 2.3.3. (Klee) [12]

1» R, ¥y R, significarfn (respectivamente) "interseca",

3

16 .



"est§i contenido en" y "contiene", Supongamos I' es una
familia de conjuntos convexos en En, K es un conjunto
convexo en E", y para cada n+l conjuntos de I' existe
un trasladado de K que Rj esos n+l conjuntos. M&s afln
supongamos que ocurre al menos una de las siguientes
i) I' es finita
ii) K y los conjuntos de I' son todos acotados y cerra
dos
iii) j = 2, K es abierto y todos los conjuntos de I' son
acotados,
Entonces algfin trasladado de K Rj todos los conjuntos

de T,

Teorema 2,3.4, (Krassnoselsky) [14]

Sea S un conjunto compacto y conexo en R® tal que para
todo subconjunto de n+l puntos existe un punto de S que

ve a los (n+l) simultfneamente, Entonces S es estrellado.

Otros resultados necesarios

Lema 2.4.1.

Sea S un dominio de Jordan y x € lc S,

Entonces x ve via S puntos interiores de S,

Demostracidn

Existe € > 0 tal que K = B(x,e) N S es convexa, Es ffcil
verificar que S = cl(int S), luego K N int S8 ¢ . M&s afin,

K = st(x,K) C st(x,S).



18.

befinicion 2.4.1,

Un dominio regular es un conjunto S tal que int S es

conexo y S = cl(int 8),

Teorema 2.4.2. (Toranzos) [17]

El mirador de un dominio regular no convexo es la inter
seccidn de los inner stems de sus puntos de no convexi-

dad local,

Corolario 2.4.3,

El mirador de un dominio de Jordan no convexo es la in-
terseccibn de los inner stems de sus puntos de no convexi

dad local.

Teorema 2.4.3. (Toranzos) [17]

Sea S un conjunto cerrado con interior no vacfo, y un pun
to de convexidad local de S y p un punto de visibilidad

critica de y,

Entonces (p y) contiene puntos de no convexidad local de

S.

Teorema 2.4.4. (Toranzos) [17]

Sea S un dominio regular, y € S un punto de S tal que
st(y,S) # S pero que ve al menos un punto interior de S

via S, Entonces cv(y,S) es no vac9ia,



3. VISIBILIDAD EN UN DOMINIO DE JORDAN SUAVE

3.1, Objetivos de este capttulo

Uno de los propbsitos de este capfitulo es un objetivo téc
nico, el de estudiar la visibilidad en un conjunto conexo
del plano cuya frontera tenga un comportamiento relativa-
mente bueno,

Por otro lado tenemos un propbsito metodol&gico que es el
de realizar lo anterior con herramientas afines o local-

mente afines, o sea, usando conceptos como los de conjun-
to convexo, estrellado y visibilidad, que son invariantes
por transformaciones afines,

El problema que trataremos ya fue estudiado por B _ Halpern

en [9 Jusando una metodologfa diferencial, Su principal

teorema tiene el siguiente enunciado.

Teorema 3.,1,1, (B, Halpern) [9]

Sea S C E2 un conjunto estrellado cerrado y front S una
curva simple, cerrada y contgnuamente diferenciable, En-
tonces la front(mir S) estf contenida en la unifn de la
front S y de las rectas tangentes a los puntos de infle-
xi6n de front S,

Si ademfs suponemos que front S es una curva simple cerra
da con un nfimero finito m de puntos de inflexifn y que
front S N front (mir S8) = P entonces front(mir S) es un
polfgono con a lo sumo m lados,

Este teorema aporta una descripcién parcial de front(mir S)



bajo la suposicifn de que S sea un conjunto estrellado.
Obtendremos un resultado m&s fuerte, con una descripcién
del mirador y sin la restriccifn sobre el conjunto,.

Con el tratamiento affn del problema intentaremos futu-
ras generalizaciones, ya sea para el caso no suave o para
espacios de mayor dimensifn, Salvo afirmacidn en contra-
rio, todas los puntos y conjuntos considerados en este tra

bajo estarfn contenidos en el espacio euclfdeo E2‘

Puntos de inflexidn

3.2.1, Clasificacidén aftn de puntos de la frontera

La frontera de un dominio de Jordan S admite una
particifn en cuatro subconjuntos disjuntos:
i) E1 conjunto de los puntos convexos (cxp S)
donde cxp S = 1lc S N lnc CS
ii) E1 conjunto de los puntos céncapos (ccp S)
donde ccp S = 1lnc S N lc CS
iii) El1 conjunto de los puntos chatos (flp S)
donde flp § = lc § N lc CS
iv) El1 conjunto de puntos de inflexidn propios
(pif §S) donde pif S = lnc S N 1nc CS
Existe ademfs otra clase de puntos frontera que
comparte las mismas propiedades con los puntos de
inflexifn propios, Tendremos entonces
v) E1 conjunto de puntos de inflexién extraor-
dinarios (xif). Diremos que x es un xif si
es un punto cbncavo y acumulacibn de puntos

chatos, xif S = ccp S Ncl(flp S).
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El conjunto de puntos de inflexidn de S (ifp S)
serd la unifn de los puntos de inflexié&n propios

y de los puntos de inflexifn extraordinarios

ifp S = pif S U xif S,

A esta altura, es necesario hacer una distincifn
entre dos clases diferentes de puntos de inflexifn.
Sea x € ifp S. Diremos que x, es un punto de infle-
zi6n manejable si 3 € > 0 tal que B(xo,e) N front S
no contiene otro punto de inflexifn distinto de x,.
En caso contrario diremos que x, es un punto de in-
flexién inmanejable. Es claro que los puntos de in-
flexifn inmanejables son puntos de acumulacifn del
conjunto de puntos de inflexifn manejable,

No se ha podido lograr el estudio de los puntos de
inflexifn inmanejables mediante tE&cnicas afines o
localmente afines, por lo tanto nos restringiremos
al estudio de conjuntos del plano en los que esa
configuracifn est€ ausente. Dado que la frontera de
S es un conjunto compacto, €sto implicarf que el nf
mero de puntos de inflexifn en S deberf ser finito,

Tendremos entonces la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1.

Un conjunto § C E? es un dominio de Jordan suave y regular
si:
i) S es un dominio de Jordan;
ii) la aplicacifn homeomSrfica 7:C =+ front S es continua
mente diferenciable;

iZi) front S tiene un nfimero finito de puntos de inflexifn,



Definiecién 3.2, 2,

Una .-z2ona de obstrucciédn I’ contenida en front S serf una
componente conexa de lnc S,

Escribiremos I' es una z.0 de S.

3.2.2, Geometrta local affn en la frontera

En los pr8ximos dos lemas veremos que nuestra de-
finici8n local affn de punto de inflexifn preserva
las propiedades geom&tricas observadas en la defi-

cibn diferencial clfsica.

Lema 3.2.1,

Sea S un dominio de Jordan suave y regular y p € S un pun
to de inflexi8n, Entonces existe un arco abierto I' C front
tal que p € I' y 1la recta tangente T(p) que pasa por p sepa

ra I' en dos subarcos Fl y T ambos subarcos tienen al pun-

2:
to p como un extremo, Fl Clc sy FZ C ccp S.

Si p € pif S la separacifn es estricta,

Demostracién

a) Supongamos p € pif S. Sea N(p) la recta normal a la
front S en p, y definamos:

e, = Inf {|p-t|/t € ifp S, t # p}

1

€, = Inf {Ip-q|l/q € (N(p) N front S), q ¢ p}
1

e =3 Inf{el;ez}

Resulta e > 0,

Sea U = U(p,e) el disco abierto de centro p y radio €,

y ' 1a componente conexa de (U N front S) que contiene
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a p. I es por 1o tanto un arco abierto de extremos
{x;y}. Llamemos Fx y Fy a los subarcos abiertos de
extremos {x;pl y {p:y} respectivamente, Claramente
N(p) separa Fx de Fy y ni x ni y resultan puntos de
inflexifn,

Si x € lc S entonces Fx C lc s, ya que de lo contra
rio existirfa un punto de infléxifn en Px' Lo mismo
ocurre para y ; Py’ e igual conclusifn obtenemos
cambiando lc S por ccp S.

Luego cada uno de los subarcos tiene el mismo tipo

de curvatura que su extremo exterior, M8s afin, si

X € lc S entonces y € ccp S y viceversa, porque en
caso contrario todo el arco I' tendrfa el mismo tipo

de curvatura y p no serfa un punto de inflexifn.
Supongamos, sin p&rdida de generalidad, que x € lc S

e y € ccp S, Afirmamos que Px estf inclufdo en el in
terior de uno de los dos semiplanos en que T(p) divi
de al plano, ya que si Fx atravesara T(p) deberfa pre
viamente atravesar N(p), lo que estf prohibido por la
definicifn del e, Andlogamente, Fy estf inclufdo en el
interior del otro semiplano determinado por T(p), ¥y
esta recta separa estrictamente ambos subarcos,

Sea ahora p un punto de inflexifn extraordinario. Como
sefialframos anteriormente, flp S es abierto en la topo
logfa relativa de la front S, Llamemos I a la componen
te conexa de flp S tal que p € cl I,

Resulta I un intervalo abierto que tiene el punto p co

mo uno de sus extremos, € I C T(p). E1l resto de la



demostracifn es exfctamente igual que en (a), con la
sola excepcifn de que el subarco "convexo" resulta

inclufdo en el semiespacio cerrado y no es el abierto.

Lema 3.2,2,

Si S es un dominio de Jordan suave y regular, una zona de
obstruccibn de front S es un arco de puntos c8ncavos cuyos

extremos son puntos de inflexifn,

Demostracidn

Sea I' una zona de obstruccifn; I' es entonces un subconjun
to conexo y cerrado de front S y por lo tanto un arco ce-
rrado o un punto. Esta iltima alternativa no es posible

dada la diferenciabilidad de front S, Los puntos interio-
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res a I' deben ser c&ncavos, . mientras que sus extremos serfn

puntos de inflexifn, propios o extraordimarios, ya sea que
el arco contfguo estf formado por puntos convexos O por

puntos chatos,

Corolario 3.2, 3,

Un dominio de Jordan suave y regular tiene un nfimero fini-

to de zonas de obstruccifn.

Demostracidén

Inmediata usando el resultado anterior y el hecho de que

el COnjuhto de puntos de inflexi8n es finito.

En el resto de este parfgrafo intentaremos describir 1las
estrellas y los inner stems de los puntos convexos, c&nca
vos y de inflexifn, Para ello necesitamos las siguientes

definiciones:



Definicidn 3,2,1,

Un cono de vértice v es un conjunto C unifn de rayo8 sa-

lientes desde v,

Definiecidn 3.2,2,

Sea S un conjunto cerrado, p € front S y R un rayo salien
.te desde p, E1 segmento maximal determinado por R en S

es la componente conexa de R N S que incluye a p.

Definieidn 3.2,3,

Sean S un conjunto cerrado, p € fromt S y
cC = U{Rj/j € J} un cono con vé€rtice p., E1 fan determinado
por C en S es el conjunto fan(C,S) = U{Ij/j € J}, donde

Ij es el segmento maximal determinado por Rj en S,

Como lo hicimos anteriormente, llamaremos T(p) a la recta

+

tangente a front S en p, Hp y H; serfn los semiplanos a-
biertos determinados por T(p), ﬁ: y ﬁ; los semiplanos ce-
rrados. Ademis

- —+ = +

H_ = C(H)) H = C(H))

P Hp y P P

Teorema 3.2.4.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y p un punto

de inflexifn de S, entonces ins(p,S) = st(p,S) = fan(ﬁ:,s)

Demostracidn

El lema 3.2.,1. asegura que existe un € > 0 tal que el con
junto V = €5 N U(p,e) N H; sea convexo.,

See x € H; N g, entonces (x p) NV # & de 1o contraric



T(p) no seria tangente, Luego x ¢ st(p,S), por lo tanto
st(p,) C BY,

Elijamos ahora @« > 0 tal que U = S N U(p,a) N gf sea
convexo, Nuevamente la existencia de @ estf asegurada por
el lema 3,2,1, Tomemos t € st(p,S).

Existe s € (t p) N U, y R(tp *) = R(sp +);: adem&s este
rayo dabe ser saliente respecto de S ya que de lo contra-
rio, la existencia de un intervalo de puntos interiores

a S en H , contiguos a p, contradirfa la condicifn de que

st(p,S8) C H:. Luego hemos probado

st(p,S) C ins(P,s) C u;

El resto de la demostracifn es trivial.

Teorema 3,2,8,

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y p um punto
c6ncavo de front S que no sea un punto de inflexifn extra

ordinario, entonces
o+ . +
st(p,S) = fan(Hp,S) ins(p,S) = fan(Hp.S)

Demostracidn

Sea I' una zona de obstruccifn de S que contiene a p y

K = conv I', Es claro que int K ¢# § y que T(p) es la finica
recta de apoyo de K en p.

Sea z € H; N's, (z p) Nint K ¢ § de lo contrario la rec
ta que contiene a los puntos z y p serfa tambi€n soporte

de K en p, Luego z ¢ st(p,S) ¥y

st(p,s) CH (1)

0+
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Tomemos ahora x € st(p,S) y x ¢ T(p).

Llamemos L la recta que pasa por x y p. Como L no es una
recta de apoyo de K en p, existe t € L N int K,

Mfs ain, una conocida propiedad topolfgica de los conjun
tos convexos asegura que (t p) C int K C (s,

Luego el rayo R(x + p) es saliente y x € ins(p,S).

Hemos demostrado que
st(p,s) N n; C ins(p,S) (2)

Por otro lado, tomemos q € T(p) N st(p,S), q ¢ p. Dado

que los ifp S son finitos, existe € »> 0 tal que B(p,e€)

no contiene puntos de inflexifn, Tomemos s € B(p,e) N (p q)
y t = 2p-s. Es claro que t € B(p,e) y que (t p) € int S,
Luego R(q + p) es entrante y q ¢ ins(p,S). Como q es cual-

quier punto en T(p) N st(p,S) hemos probado
. . +
ins(p,S) C st(p,S) N Hp (3)

Ambas igualdades de la tesis se obtienen directamente de

las inclusiones (1), (2) y (3).

Teorema 3.2.6.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y.pP es un

punto convexo de S entonces
. o+
ins(p;S) = st(p,S) = fan(Hp;S)

Demostracién

Como p € 1lc S que es un conjunto abierto en fromt S,3 T
arco de front de S tal que p € 'y ' C 1c S N 1nc CS.
Sean K = conv I' y T(p) la tangente a front S en p. Clara

mente T(p) es la Onica recta de apoyo a K en p, Supongamos
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K C H:. Si we H; es claro que (up) N Cs ¥ @ de lo con-

trario T(p) no serfa de apoyo a K en p, luego st(p,S) C ;jl
Tomemos t € st(p,S);d s € K tal que s € (tp).

R(sp +) es saliente respecto de S ya que, si s € T(p),

R(sp +) es saliente por ser T(p) de apoyo de K en p, y si

s € H;, R (sp *+) no coincide con T(p) luego la existencia
de un intervalo de puntos interiores a S en H; contiguos

a p contradirfa la condicifn de que st(p,S) C ;j.

Luego si t € st(p,S), t € ins(p,S) y hemos probado que
st(p,S) C ins(p,S).

El resto de la demostracifn es trivial,

Los teoremas previos y el teorema principal

Teorema 3,3.1,

Sea K un cuerpo convexo plano, L1 y L2 dos rectas de apoyo
de K, no paralelas, que lo intersecan en p y q respectiva-
mente, y solamente en esos puntos,

Sean x el punto en el que ambas rectas se cortan, A la re-
gifn angular convexa limitada por R(px =) y R(qx =), I' el
arco abierto de front K limitado por p y q visible desde

x via (K,

Si t es un punto de I' y L es la recta de apoyo de K que pa

sa por t, L separa estrictamente int K de A,

Demostracidn

Sean C = conv(K U {x}) y ['' = front K ~» (I' U {p;ql).
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Es claro que

L. La
" front C = I''" U [xp] U [xq].
‘Q & % Luego t € int C y por lo
——— L .
3 2 tanto el conjunto
L N front C consiste exac
tamente de dos puntos, '"y"
J: y "z".

Ninguno de estos puntos
puede pertenecer a I'', de
lo contrario L separarfa
p de q; tampoco pueden am
FIG. 3.3010
bos pertenecer a un mismo
segmento [ xp] 6 [xql porque &sto implicarfa que t € L, 6

teL,, yen ambos casos llegarfamos-a una contradiccibn,

Luego y € (xpl, z € (xq] y LNA =@

Teorema 3.3.2.

Sea S un dominio de Jordan suave y regular y I' una zona de
obstruccibn de front S con extremos {p;q}.
La interseccibn de los inner stems de todos los puntos de

I' es la interseccién de las estrellas de p y q.

Demostracidn

Definamos K = conv I' y sean p,q y A como en el teorema
3.3.1, E1 teorema 3.,2,4 asegura que st(p,S) N st(q,S) T A.
Sea t € I') t # pyt#q, yL la recta tangente a ' en el

punto ¢t,
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Para todo z € st(p,S) N st(q,S), sean {x} = [zp] N L,

{y} =[2zq] NL y T = convi{x;y;z}, int T N 1lnc S = @ ya
que de lo contrario la conexifn de front S implicarfa

la existencia de una obstruccifn ya sea en [zp] o en
[zq] . E1 lema 2,2.,4 asegura que z € st(t,S); Esto uni-
do a los teoremas 3.3.1 y 3,2.5 asegura que z € int(t,S).
Hemos probado que st(q,S) N st(p,S) C ﬁr ins(t,S).

La otra inclusifn es trivial ya que sitZ>e ins(t,S) ¥

t € ', en particular we€ ins(p,S) N ins(q,S) donde p y q

son los puntos de inflexiSn extremos de I',

El teorema 3.2,4 indica que ¢ € st(p,S) N st(q,S).

El teorema principal

Teorema 3.3.3.

El mirador de un dominio de Jordan suave, regular y no con
vexo es la interseccifn de las estrellas de sus puntos de

inflexi8n,

Demostracidén

Este resultado es una consecuencia inmediata del teorema

2.,4,2 y del teorema 3.,3,2,

Teoremas de tipo Krassnoselsky

Una vez obtenida la descripcifn del mir S como intersec-
cifn de ciertos subconjuntos de S, es natural buscar teo-

remas de tipo Krassnoselsky que establezcan si 5 es estre

llado por medio del teorema de Helly,



Se presenta aquf un problema t&cnico: las estrellas de los
puntos de la frontera de S no son, en general, convexas Yy
por lo tanto el teorema de Helly se torna inaplicable. E1l

siguiente lema nos ayudar§ a sortear ese obstfculo,

Lema 3.4.1,

Sea S un dominio~de Jordan suave, x € S y x § mir S, Enton
ces existe un punto de inflexifn p € S tal que

x ¢ conv(st(p,S)).

Demostracidn

Consideremos las siguientes alternativas:

a) x € 1lc S,
Por el teorema 2.4.4, existe z £ cv(x,S) y por el teo-
rema 2,4,3, podemos encontrar y € lnc S N (xz),
Sea I' 1a zona de obstruccifn de S que incluye a y, y
sea t un extremo de I' (punto de inflexifn) que esté
del mismo lado que z respecto a y.

b) x € 1lnc S.
Sea I' 1a zona de obstruccifn que contiene a x y t un

extremo de I' distinto de x.,

En ambos casos estf claro que x ¢ st(t,S).

Es m8s, si x no estf contenido en la c&psula convexa de
esa estrella, bastarf tomar p = t y el lema estari pro-
bado.

Supongamos entonces que x € conv(st(t,S)).

Podemos encontrar a y b en st(t,S) tal que x € (ab). Es

m&s, podemos pedir que este segmento [ ab] sea mTnimo,
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eligiendo a como el primer punto de R(x =+ a) que es visi
ble desde t, y b con la misma condicifn respecto de

R(x + b),

Esta situacifn provocara, a causa del fenSmemo de visibi-
lidad crftica, un par de puntos {u;v} de no convexidad 1lo
cal de S, dentro del trifngulo T = conv{t;a;b}, Supongamos
que u es el primero de estos dos puntos que encontramos
cuando recorremos la front S desde t en la direccifn del
arco convexo contiguo a t, Como u € 1lnc S, existe un pri
mer punto p € ifp S en el arco de extremos {t;u}, en el
recorrido a partir de t,

Es f8cil mostrar que p verifica la tesis ya que si su tan
gente Tp separa st(p,S) y por lo tanto t de x, obviamente
x ¢ conv(st(p,S)). Si x y t estin del mismo lado de T(p),
[xt] corta la frontera en el arco de convexidad local g;.
Sea el punto interseccifn, T(w) separa conv(st(p,S) de

X.

FIG. 3l4lll



~ Teorema de tipo Krassnoselsky usando el teorema de Helly:

Teorema 3.4.2.

Un dominio de Jordan suave y simple S es estrellado si y
s8lo si para cada k puntos de inflexi8n de S con k = 3,

existe un punto de S que los ve simultfneamente,

Demostracidén

Para cada t € ifp S definamos Kt = conv(st(t,S), El1 teore
ma 3,3,3 y el lema 3.4,]1 aseguran que

mir S = ﬂ{Kt/t € ifp S}, Aplicando el teorema de Helly
(teorema 2,3,1) a esta familia finita de conjuntos conve-

xos obtendremos la tesis,

- Teorema de tipo Krassnoselsky usando el teorema de

*
Grunbaum:

Teorema 3.4.3.

El mirador de un dominio de Jordan suave y simple S tiene
dimensifén por lo menos 1 si y s8lo si para cada conjunto
de k puntos de inflexifn de S, con k & 4, existe un seg-
.mento que estf inclufdo simultfneamente en la estrella de

cada uno de ellos,
-~ Teorema de tipo Krassnoselsky usando el teorema de Klee.

Teorema 3.4.4,

El mirador de un dominio de Jordan suave y simple S contie
ne un disco de radio A > 0 si y s8lo si para cada k puntos

de inflexifn de S, con k & 0, existe un disco de radio A
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contenido en la estrella de cada uno de ellos.

Las demostraciones de los teorema 3.4.4 y 3.4,5 son
totalmente anflogas a la del teorema 3.4.3, pero basa
das en las generalizaciones del teorema de Helly hechas

. .
por Grunbaum y Klee respectivamente,
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PUNTOS DE MAXIMA VISIBILIDAD

4,1,

Introduccidn

Definicidén 4.1.1,

Sea S un conjunto conexo y cerrado, p € Sy q € S, Dire-
mos que "p tiene mayor visibilidad que q vfa S" si

st(p,S) = st(q,S). Notacifn: p Y. «q

Observacidén:

"Ys" es un preorden parcial por ser una relacifn transiti
va e idéntica pero no antisim&trica ya que dos puntos dis

tintos pueden tener la misma estrella,

Definicidén 4.1,2,

La célula de visibilidad de = en S ser§ el conjunto

vis(x,S) = {y € s/y Y, x}.

Teorema 4.1.1.

vis(x,S) es la interseccidn de todas las componentes conve

sas de S que contienen a x.

Demostracidén
Sea F = {C_C S: C_ es componente convexa y X € Cx}.
Veamos que vis(x,S) = n ¢

cer X
X

Sean p € vis(x,S) y K una componente convexa qde contiene

a x.

K C st(x,s) C st(p,S), luego

K' = conv{{p)] UK} €5



Por la maximalidad de K serf K' = K, y por lo tanto
P € K; pero K era un elemento cualquiera de F, enton

ces p € Cx ¥ Cx CF, luego p € N Cx con lo que

CxeF
probamos que vis(x,S) C N C
cer ¥
x
Recfprocamente sean t € N C y z € st(x,S). Existe
C €eF
x

una componente K, en F tal que [z,x] C Ky. Como t € Kg,
t ve a z via S, y Esto ocurre V¥ z € st(x,S), luego

st(x,8) C st(t,S) y resulta t € vis(x,S).

Corolario 4.1.1,

vis(x,S) es convexa.

Teorema 4.,1,2,

Todo punto de un conjunto compacto S ve, vfa S, al meno

un punto de mixima visibilidad de S.

Demostracién

Por la transitividad de la relacién Y_, la inclusién
vis(x,S) € vis(y,S) equivale a x Y_ ¥, luego
st(x,S) 2 st(y,S).

Sea X € S, Consideremos la familia
K = {vis(x,S)/x € vis(xO,S)}

que esti formada por conjuntos compactos ya que las com
pPonentes convexas lo son en un conjunto compacto. Apli-
caremos el lema de Zorn a K.

Sea (C = {vis(xx,s)/k € L} una cadena en X, o sea

. 1 C i Cl.‘c ] [ ] »
i.. C uls(xx(n),S) V1X(xl(n_1)’3) v1s(xo_S)
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Veamos que efectivamente todos los elementos de esta cade
na estfn contenidos en vis(xO,S).

Sea z € vis(x,S8): como x € vis(xO,S) resulta

st(x,8) = st(xO,S), pero ademfs st(z,S) = st(x,8).

Entonces st(xO,S) Cst(z,S) y .. z € vis(xO,S), luego
vis(x,8) C vis(xO,S).

Sea C, = N vig(xy,S)
0 A€EL A

i) C, # § por ser interseccibn de conjuntos compactos
que cumplen la propiedad de interseccifn finita,
ii) si z, € Coys st(zO,S) 2 st(xo,S) AN zg € vis(xo,S).
iii) Sea zy € CO. Consideremos vis(zo,S). Por ii),
vis(zO,S)C K. _
Es necesario probar que vis(zO,S) C vis(xR,S) ¥ A€ L,
Sea entonces t € vis(z,,S); st(t,s) = st(z,,8).
Como z, € vis(xx,S) v A € L resulta st(zo,S) = st(xk,S)
¥ A € L, luego st(t,S) O st (x,,8) ¥AeL
t € vis(xk,s) VA €Ly vis(zO,S) c vis(xx,s) VA€ L,
Estamos en condiciones de aplicar el "Principio Mini
mal": una familia A de conjuntos tiene un elemento mi
nimal siempre que para cada cadena en 4 haya un elemen
to de 4 que esté€ contenido en todos los elementos de
la cadena,
Resulta entonces que XK tiene un elemento minimal vy
€ste produce al menos un punto de mixima visibilidad.
La hip6tesis de compacidad de S es esencial en el teorema

4,1.,2 como veremos en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 4.1.1,

Sea § C R2

2

s = {(x,y) € R2/x >0, x> >y > —x?)

S es cerrado y st(0,0) incluye puntos interiores y una
direccifn de incremento de la visibilidad pero no puntos

de mixima visibilidad.

Objetivo del capftulo 4

El teorema 4.,1.2 indica que los puntos de mixima visibili
dad de un conjunto S pueden ser alcanzados desde otro pun
to del conjunto por un desplazamiento apropiado a través
de €1, pero no provee una manera de descubrir, bas&@ndose
solamente en la forma de la estrella del punto original,
la direccifn de este desplazamiento Sptimo.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular (def, 3.2.1)

y X € S ve al menos un punto distinto de si mismo intenta

remos:

a) Determinar la direccifn de un desplazamiento a través
de S que incremente estrictamente la visibilidad basin
donos solamente en el conocimiento de st(x,S).

b) Mostrar que el paso a) puede ser iterado hasta que un
punto de mixima visibilidad sea alcanzado.

c) Reconocer si ese punto est8 en el mirador de S o no 1lo
ests.,

El conjunto S resultarf estrellado o no, segfin que la res

puesta a c) sea afirmativa o negativa.



Observemos que en un conjunto estrellado un punto es de

mixima visibilidad si y s6lo si estf en el mirador.

4,2, Descripeidn de la regién factible de desplazamiento

En todo este capftulo consideraremos que S C R2 es un
dominio de Jordan suave y regular, es decir, S es homeo
morfo al disco unitario; su frontera es una curva conti
nuamente diferenciable y carece de puntos singulares o lo
que es lo mismo, puntos de acumulacifn de puntos de infle

xifn.

Nota acerca de la terminologta”

A lo largo de este capitulo y del siguiente haremos algu-
nos cambios terminolfgicos; nos referiremos a los puntos
c8ncavos como puntos de no convexidad local de S (lnc S)
y a los puntos convexos como puntos de convexidad local
de S (lc S). Los puntos chatos, si bien son de convexidad
local de S, mantendrin su denominacifn, como también los
puntos de inflexifn a los que seguiremos llamando asf a
pesar de su condicién de puntos de no convexidad local

de S.

Observemos que si x € int S entonces x € lc S, luego

Inc § C front S,

Definicidbn ¢.2,2,

Una zona de obstruccién I' de S es una componente conexa
de 1lnc S.

(Notaci8n: 'es una z.0 de §)



Es de notar que si S es un dominio de Jordan regular,
cada z.0 es un arco en front S, eventualmente reducido

a un punto.

Definicidn 4,2, 3,

Si S es un dominio de Jordan regular, Xg € Sy I' es una
2,0 de S, I' serf una 2.0 pasiva para z, si ¥ p € I' el
rayo R(x, + p) es saliente o bien si rn st(x,,8) = 9.

De otra manera I' serf una 2,0 activa para g

Definieidn 4,2.4,

Si front S es una ¢urva simple cerrada y diferenciable
e y € front S es un punto de inflexién, diremos que Ly
es una recta de inflexidn si es la recta tangente a

front S en y,

Definictdn 4.2,65,

Sea I' una z.0 activa para Xgs ¥ € rn st(xo,S).
Diremos que la recta Ly determinada por X, € y es una

recta erftica si R(xo %+ y) no es un rayo saliente.

Definicidén 4,2,6,

Sean S un dominio de Jordan suave y regular, Sa el semi
espacio cerrado determinado por la tangente al' en a que

no contiene all' y S, el determinado por la tangente al’

en b de la misma manera.

Definimos Ap = S N Sy N S como el cono mejorante

para %, respecto de T,

40,



Buscaremos construir, para cada punto Xgs la regifn de
st(xo,S) tal que un desplazamiento hacia cualquiera de
sus puntos no empeore la visibilidad. Adem&s, la cons-
truccifn de dicha regién R(xo) deberf realizarse con 1la
informacidén en st(xo,S).

Para ello necesitamos los siguientes resultados:

Lema 4.2.1.

2
Sean S C R” un dominio de Jordan suave y regular, X, € 8
y I’ una 2.0 visible desde Xq.
N
Entonces I' N st(xo,S) es un arco ab, eventualmente a = b,

Demostracidbn

i) Supongamos X, ¢ T, a#b, ace st(xo,S) y b€ sf(xo,s).

m lg)
Si ab es el arco de I' ‘entre a y b sea t € ab, t ¢ a

y t # b,

Llamemos Tt a la tangente a I' por t; Tt resulta una

recta de apoyo de conv I' en t por ser I' un trozo de 1la

41,

curva frontera compuesto por puntos de lnc S. Esta tan

gente divide el plano en dos semiplanos abiertos que 1lla

+ -
e
maremos Ht y Ht
+
ner que conv I' C ¢l H .
Intentaremos probar que Tt separa estrictamente Xy ¥
conv ',

Ht N S tiene por lo menos dos componentes conexas;

pertenece a una de ellas y b a otra.

. Sin pérdida de generalidad podemos supo

- . +
Si Xq perteneciera a Ht deberfa estar an alguna de estas

componentes conexas o en ninguna. En cualquier caso no



. +
podrfa ver a "a" y a "b" simult&neamente, .°'. Xq ¢ H .
Si X, pPerteneciera a T, R(x0 + t) serfa un rayo en-

trante y tendrfamos la misma conclusifn anterior

Ceoxg € T
Entonces Xq € H; y Tt separa estrictamente conv ' de
Xg -
N = a! N = b'!
Sean Tt [xo a) a' y T, [xo b) b

x, € st(a,S) N st(b,S) por hipBtesis, luego

0
int conv (a',x,,b") N lnc S = @ ya que la frontera
no puede penetrar en este clpsula convexa ni por

[xo a'l] ni por [xo b'] porque X, dejarfa de ver a "a"
o a "b" en ese caso.

Aplicando entonces el lema 2.2.4 a la conv (a',xo,b')
resulta t € st(xo,S).

o ~
Esto sucede ¥ t € ab, .°, ab C st(xo,S).

Q
~N
\\/ H*
2l o + t
[
/ -F ]
// V\t
/7)(0 - ~
H
t



ii) si xq € r, st(xO,S) Nr = {xO} por el teorema 3,2.5
ya que todos los puntos de I' son de no convexidad

local de S.

ggma 4,2,2

2
Sea S C R” un dominio de Jordan suave y regular, Xg € S,
entonces si R(xo) = N A donde 1la interseccifn se extien
de a todas _"las z,0 I' visibles desde Xy, vale

R(xo) = vis(xo.S)

Demostracidén

Sea t € vis(xo,S), entonces st(t,S) = st(xo.S).
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~
Supongamos FO una z.0 visible desde Xq3 FO N st(xO,S) = ab,

luego t € st(a,S) N st(b,s).

Por el teorema 3,2.,5, st(a,S) C Sa y st(b,s) C G luego
N =

t € sa N Sb_ S AFO.

Hemos probado entonces que vis(xO,S) Cc R(xo).

Probaremos la otra inclusifn suponiendo que t ¢ vis(xo,s)

y encontrando entonces una z.,0 FO visible desde X, Pero

tal que t ¢ Ar
0

Sea t € st(xo.S) y t¢ vis(xO,S). Entonces existe z tal que

z € st(xo,S) y z ¢ st(t,S).

[z t] NCS # P, luego [z t] N front S # @. Sea p € [z t] N

N front SN st(z,S),

Existen las siguientes alternativas

i) p € st(xo,S) N lnc S. En este caso 3 FO visible desde

N\
) =
Xy tal que p € FO' Sea entonces st(xO,S) FO ab .,

Sea a ¢ b,
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Debemos probar que t ¢ Sa o bien t ¢ Sb'

Sea A = conv(a Xq b): p € int A pues FO € lnc S y
[ ab] resulta entonces una cuerda exterior a Fo; en
tonces L(x, p) N (ab) ¢ # (*)

L(x0 p) divide R2 en dos semiespacios que llamaremos
+

H vy H ; supongamos sin p&rdida de generalidad que

a € H+, entonces por (*) b € H (Fig. 4.2.2)

LGP FIG., 4.,2.2, FIG., 4.2,2",

z £ L(x0 p) sin6 resultarfa t € L(x0 P) y un absurdo
pues &sto implicarfa z € st(t,S).

Si z € nt elijamos a. Si L(xo a) es una recta crfitica ,
z pertenece a uno de -los semiespacios por ella deter
minados y p y t pertenecen al otro.

P £ S, Por estar en FO' luego t ¢ S, + .t ¢ AFO
Si a es un punto de inflexifn y la recta de inflexidn
no separa z de t, de todas maneras deja a t fuera de
S .

a

si s:(;U,S) N FD = {p} (Fig. 4.2.2),L(x0 P) es una rec

ta critica gz € Sp pues z € st(p,S) .'. t £ SP =t ¢ AFO



AN \\ /
A,

FIG, 4.2,3

Sea B = conv(p Xq t); 3 «vw€ (p t) N CS ya que
t £ st(p,S). Por el lema 2.2,4, int B N 1lnc S ¢ 0.
Sea entonces £' € int B N 1lnc S, Si £' € st(xO,S)
bastari considerar este punto y la z,0 FO a la que
pertenece y es visible desde X, Para aplicar la par
N\
te i), Si 2" ¢ st(x,,S) consideremos (p £') el arco
N\

de frontera contenido en B, (p 2') N st(x,,8) = g—);
Si £ € 1Inc S, como es visible desde x, bastard apli
car la parte i) usando este punto, Si £ € 1lc S, como
£ € cv(xO,S) y considerando que esta visibilidad crf
tica no puede ser ocasionada por X (de lo contrario
X mo serfa a t o a z), resulta por el teorema 2.4,3
(2 xd) N lnc S # §. Tomemos un-punto en esta intersec
cifn y razonemos como en la parte i).
En las alternativas i) y ii), el hecho de que p sea
igual a z no modificarf la conclusifn,

iii) si p ¢ st(xo,s), p+¥ z, sea [z p] N st(xo,s) = [z o

donde eventualmente z = ¢), Sea B' = conv(uyxo,t).
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Una demostracifn similar a la de la parte ii) usando

B' conduce a la tesis.,

“+ FIG, 4,2,4,

Lemq 4.2.,3.

Sean t € front S, Xq € int S; t ve claramente a Xq ¥

R(x, - t) es saliente., Entonces x, ve claramente a t,.

0 0

Demostracidén

i) si t € 1nc 8§, 3 I' C 1nc 5, I' = Fl U F2 donde Fl y FZ
son dos arcos de no convexidad local unidos en t,
Por el lema 5.4.4, parte iii) cuya demostracifn es
totalmente independiente del presente desarrollo,
sabemos que R(x0 + t) separa localmente Fl de FZ’ lue
go existe un entorno de t, que llamaremos U(t) tal que
si L(xo,t) separa el plano en ut y HT, Pi = Fl Nnu(e) €t

y T}

5 =T, NnU(t) c B~ (Fig. 4.2.5).



Afirmamos que 3§ t, en Fé,

t., € st(xo,S). Si €sto no

2
ocurriera existirfa una su
cesién en I'!, {t;} -ty

ta ¢ st(xo,S) ¥ n, luego,

como X, € int S, también

/‘1 W existirfa otra sucesifn
\ /
~ Xy {un} cuyos elementos
/
u € (t',x.) N st(x,,S) N
FIG. 4.2.5 n n’"0 0

N front S, y u € H ¥ n.

Seri entonces u_ = A
n n

] .
th o+ (1-7\n)x0 0 < xn <1; {)\n]
es una sucesifn contenida en [0,1], luego existe una
subsucesifn convergente {kn } > A 0<AK1,
i
Tomemos u = A t' 4+ (1A )Dx
n. n. n, n,.
i i i
u = At + (l-k)xo, 0 <A <1,

;{u_ } » u donde
0 n.
i i
De lo anterior obtenemos las siguientes conclusiones
u € front S por ser &€sta cerrada.
u # t porque de lo contrario se contradice 1la simplici
dad de front S ya que ademis de Fi y Fé unidas en t
habrfa otro pedazo de frontera distinto del que forman
parte los u ~ que ya vimos no pertenecen a I'!, y

i -—

tampoco  a Fi por estar en H , que se unirfa a Fi y I';
en t,
u # T, Por ser x, un punto interior,
Resultarfa entonces u € (x0 t). Pero (xo t) N front S =
pues t ve claramente a Xq-
Entonces esta sucesién {t;} no puede existir, luego I

N\
té Cc Fé N st(xO,S). Por el lema 4.2.1 t té C st(xO,S).



48,

Con igual demostracifn vemos que 3 ti C st (x,,S) N Pi
y que t t, C st(x,,S).
1 0
Hemos probado que x, ve claramente a t,
ii) S8i t € 1c S, suponiendo que existe una sucesifn
{tn} ~t, t € fronts N C(st(x,,5)) y con el mismo
procedimiento que en i) se prueba que X, ve claramente

a t,
iji) Si t € flex S, basta aplicar a un lado la parte i) y

al otro la ii) para llegar a la tesis,

Lema 4.2.4,

X € int R(xo) = X, € mir S

Demostracidén

i) si t € st(xy,8) = t ve claramente a Xy. Como x, € int R(xo),
existe un entorno de X5 que llamaremos e(xo) tal que
e(xg) © R(xq).

Si we e(xo), G« € vis(xo,S) (Lema 4.2.2), luego
st(xo,S) C st(w,S) y por lo tanto t € st(w,S) y
»weE st(t,S) ¥ € e(xo); resulta e(xo) C st(t,S).

ii) Si t € front S N st(xo,S), R(x0 + t) es saliente,.
Basta probarlo para los puntos de no convexidad local ya
que tanto si t € 1lc S N front S o si t € flex S N front S
resulta st(t,S) = ins (t,S) (teoremas 3.2.4 y 3.2.6).
Supongamos entonces t € FO donde FO es un arco de lnc S,
Si R(x0 + t) fuera un rayo entrante, L(x0 t) serfa tan-
gente a PO en t,

Como L(x0 t) divide al plano en dos semliespacios que
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llamaremos H+ y H™, por el teorema 3.2.5 podemos su-
poner sin p&rdida de generalidad que st(xo,S) c H+.
Pero como cualquier entorno de Xq tiene interseccifn

no vacfa con H, &sto significa que t no puede ver cla
ramente a Xg. Luego R(x0 + t) debe ser un rayo saliente,
Las afirmaciones i) y ii) junto con el lema 4.2.3 prue-
ban que todo t € front S N st(xo,s) es claramente visi-
ble desde Xq e

Supongamos ahora que existiera we€ S, w¢ st(xo,S), en-
tonces (x0 w) NCS # . Sean m € CS N (xg,w),

m, € (xo m) N front S y mads pr6ximo a Xg ¥

m, € front S N (m ¢ .

m, € st(xo,S) y m, 4 st(xo,S).

Sea ﬁ:ﬂ;z el arco de frontera, entre estos puntos.

N
{;faé N st(xO,S) = m mi que estf contenido estricta-

N\

mente en m, m es entonces el Gltimo punto de este

o om!
2i ™

arco de frontera visto por Xqe Obviamente Xy Mo puede
ver claramente a mi. La contradiccifn provino de supo
ner que st(xo,S) # S, luego st(xo,S) = § y por lo tan

to xXg € mir S.

Lema 4.2.5.

Sea G = {I'/)T es una z.0 visible desde xo}.

7\
v I' € G sean st(xo,S) NI = ap bp un arco de front Sy
L(ar) y L(bF) las tangentes a I en ap y bp respectivamente,

Entonces front R(x.) C U (L(ar) VU L(bpr) U front S)
0 e G r r

Demostracién

sean I' € G, S(ap) el semiespacio cerrado definido por 1la
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tangente a I' en a que no contiene a I' y S(bp) el definido

por la tangente a I' en b en las mismas condiciones.

R(x,) = N (SCap) N S(bp) N 5s)
0 I'e G r r

luego

front R(xo) C U (front S(ar) U front S(bF) U front S)

I'e ¢

c v (L(ar) U L(bp) U front S)
I'e G

Definieidén 4,2,7,

Diremos que T es un lado de R{z,) si es un subconjunto
conexo maximal contenido en L(aP) n R(xo) para alguna

L(ap) o bien contenido en front § N R(xo).

Definicién 4.2.8,

Diremos que V es un vdrtice de R(xo) si es el extremo de

un lado.

Defintecidn 4,2,9,

vV, ¥y V, son vértices adyacentes de R(xo) si son extremos de

un mismo lado,

Lema 4.2.6,

R(xo) tiene un nfimero finito de lados.

Demostracidbn

Los lados de R(xo) pueden ser segmentos de rectas crfticas
o de inflexifn o arcos conexos de front S. Los segmentos
son un nfimero finito ya que provienen de intersecciones con
rectas crfticas o de inflexifn, y de Estas hay un n@mero fi

nito por serlo las 2,0,



Los arcos conexos de front S deben ser finitos ya que
estdn determinados por las intersecciones de la front S
con uno o dos semiespacios determinados por las rectas
crfticas o de inflexidn,

Estas intersecciones deben ser finitas ya que dichas rec

tas lo son,.

Corolario 4.2.1,

R(xo) tiene un nfimero finito de vértices,

4,3, Diversos tipos de dSptimos

En el proceso de alcanzar un punto de visibilidad mi&xima
a partir de un punto dado es necesario reconocer cufndo
hemos alcanzado un 6ptimo, o sea cufindo cualquier otro mo
vimiento permitido no mejora la visibilidad., Para ello de
finiremos tres tipos de Sptimos; una vez reconocido cual-

quiera de ellos el proceso deber§ detenerse,

Definicién 4,3.1.

Diremos que x, es un éptimo radiante si toda z.0 visible

desde X, es pasiva,

Veamos en el siguiente lema que estas condiciones indican

que efectivamente estamos en presencia de un 8ptimo.

Lema 4,.3.1,

Toda I' 2,0 en § tal que I' N st(x,,S) # # es pasiva para

xX. ® x. € mir S,

0 0

51,



(=)
i)

ii)

iii)
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Si t € st(xo,S) N front S, Xq emite rayos salientes
por t,
Por la definicifn 4.2.,3, toda I' 2,0 visible desde
X, es totalmente visible ya que al ser pasiva X emi
te rayos salientes por todos sus puntos; luego Xq emi
te rayos salientes por todos los puntos de no convexi
dad local de su estrella,
Si t € 1c S N front § N st(xo,S) o bien si
t € flex s N st(xy,S5), X, emite rayos salientes por t
ya que por los teoremas 3.2.4 y 3.2,6, st(t,S) = ins(t,S)
para esos puntos,.
Bajo las condiciones de la hipftesis, X, € lc S.
Si Xq fuera un punto de no convexidad local, estarfa en
una z,0 visible, luego esta z,0 deberfa ser totalmente
visible por hip8tesis. Pero &sto es absurdo por el teo-
rema 3.2.5 que caracteriza la estrella de un punto de no
convexidad local,
Si Xq fuera un punto de inflexién no podrfa ver la z.0
de la que es extremo, por el teorema 3,2.,4 que caracteri
za la estrella de un punto de inflexifn.
Luego xq € lc S.
Supongamos que t € front S, t ¢ st(xo,S).
Tomemos & € [x0 t) N front S N st(xO,S).
Sea €ﬂ2*un arco de front S entre «y t y {T; un arco

N\
conexo de front S contenido en t ¢« N st(xo,s).

Supongamos que en t' se unen dos arcos de front S que



llamaremos Fl y PZ' Por i), R(xy » t') es saliente,
luego si L(x0 t') separa el plano en dos semiespacios
que llamaremos nt y H, y R(x0 + t') separa localmen-
te Pl de FZ’ o sea existe un entorno de t', e(t') tal
que I} =T Nne(e') ChH'y P} =T, N e(t') CH™. Esto
es demostrado detalladamente en el pr&6ximo capftulo,
lema 5.4,4, Dicha demostracifn es totalmente indepen-
diente del presente desarrollo, Algunos de estos arcos,
Fi o Fé no es visto en su totalidad por x,. Supongamos
que sea Pi; entonces en Fi existe una sucesifn t, = t',
t ¢ st(xo,S) ¥ n.

Sea Y, € [tn,xO] N front S N st(xo.s)

+
y_ € H ¥n e y_ = An xg + (l-J\n)tn Rn e [0,1]

n n
Por la compacidad de [0,1] , existe un A y una subsuce-
sibn kn(i) tal que xn(i) + A

Sea y = 1fm yn(i)' y = Rxo + (1-A)¢e! A e [0,1})
T(i)re

y € front S N st(xo,S) por ser ambas cerradas,

y # t', de lo contrario la curva frontera no resultarfa
simple en t' ya que en ese punto se unirfan I'!, Fé y
otro pedazo de frontera distinto de Fi por construccifn

y de Fé pPor estar en otro semiespacio.

Yy *-‘xo

Si y = Xq ¥ T es la tangente a front S en x,, como
Xq 0

Yo T Xg» Ly x3) = L(y_ y) =+ T por definicién

->
yay 0
de la tangente a una curva en un punto,
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Por otro lado, L(x0 tn) = L(x0 yn), y como L(x0 tn) -+ L(x0 t!)

] -
resulta L(x0 t!') = Tx0

Por ii), x, € lc S,

Si X, fuera un punto chato, 1los y, Y por lo tanto los tn
deberfan estar alineados con Xy Y con t', . lo que no puede
ocurrir,

Si xXq € lc S pero no es un punto chato, existe un arco

de convexidad local que llamaremos W que lo contiene, Tx0

es una recta de apoyo de la cfpsula convexa de W y por lo
tanto la deja de lado; por esta razén Xy no podrfa ver a t',
Debemos suponer entonces que y € (xo t'),

Como (x0 t') €S pues t' € st(xo,S), si R(x0 + y) fuera un
rayo saliente, al no poder penetrar en CS deberfa continuar
se entre y y t' por un segmento de frontera. Si este segmen
to llegara efectivamente hasta t', coincidirfa en su parte
final con Fé ya que Pi no era visible desde Xq

Supongamos entonces que este segmento coincide con Pé en su
parte final; es de notar que el segmento no puede continuar
tambi&n desde y hacia Xy ya que si y estuviera €l mismo con
tenido en el interior de un segmento llegarfan a €1 los dos
trozos de segmento contenidos en L(xO t') y también la curva
contenida en H+ de cuyos puntos es lfmite, lo que contradirfa
la simplicidad de la frontera,.

La frontera que continfia a partir de y en direcci8n opuesta
a t' debe entonces quedar contenida en H ya que no puede
atravesar (y xo) pues y € st(xo,S). El punto y resulta de to

e; en €1 se uneh uh pedazo de

-

das manEras un punto miitip
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frontera que proviene de H , otro que proviene de H+ y un
segmento contenido en L(xo,t').

Entonces este trozo de frontera formado por un segmento a
partir de y no puede continuarse hasta t', luego existen

w' € [y t') N front Sy t" € (y t') tales que (w' t") C int §.
' € front S y Xg no emite rayos salientes por €1,

Esta contradiccifn provino de suponer que 3 t € front S,

t ¢ st(xy,5); luego front § c st(xo,S).

xg ve entonces todos los puntos de inflexién de S;

x, € st(p,S) ¥ p punto de inflexifn,

0

Por el teorema 3.3.3 xq € mir S.

(=)

Sea x, € mir S = toda I' 2,0 es trivialmente visible.

Es necesario probar que X, emite rayos salientes por todo
punto de I,

Supongamos lo contrario, entonces Iy € I' z,0 tal que
R(xO + y) es entrante, luego d ¢ € R(xoy +) tal que

(y o C int S,

Sea y' € (y w. Por ser y' un punto interior existe un en
torno de y' que llamaremos e(y'),contenido en S,

Xy no ve en su totalidad ningfin entorno de y' contenido en
e(y'), ya que de lo contrario X, verfa claramente a y' y
entonces (x0 y') N front S = P, en contradiccién con el
hecho de que y € (x0 y') N front S,

Luego en todo entorno de y' contenido en S hay puntos que

no estfn en la st(x,,S), por lo tanto X, ¢ mir S.
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Luego Xq deberf emitir rayos salientes por todo punto de

no convexidad local.

Definieidn 4.3.2.

Diremos que el punto x, es un bptimo aislado si R(xo) = {xo}'
El lema 4.2,2 demuestra que R(xo) = vis(xo,s),

Por la definici8n de vis(xO,S), resulta trivialmente que si
€sta coincide con el punto Xq cualquier desplazamiento em-

peorard la visibilidad.

Definicidn 4.3,3,

Diremos que el punto X, es un Sptimo indiferente si los des
plazamientos hacia cada uno de los v€rtices adyacentes de
la regibn factible no mejoran la visibilidad. Supondremos
ademfis que X, ¥ sus vErtices adyacentes no estfn alineados,
En este punto es necesario aclarar porqué€ basta que los des
Plazamientos hacia los vé€rtices adyacentes de la regién fac
tible no mejoren la visibilidad para asegurar que cualquier
otro desplazamiento dentro de la regifn factible tampoco 1la
mejorard.

Para ello necesitamos un lema que asegura que dados tres pun

tos no alineados Xg» Xy ¥ X, con la condicifn de que st(xo,S)

2
= st(xl,S) = st(xz,S), los puntos pertenecientes a los segmen
tos de frontera del trifngulo del cual ellos son vé€rtices
tambifn tienen la misma estrella.

Basta entonces considerar el trifngulo formado por Xy y sus
vEértices adyacentes X, Y X5 si st(xo.s) = st(xl,S) =

= st(xZ,S), entonces ¢ € [xl,x2] implica st(e,S) = st(xl,S)

= st(xz,S). Considerando ahora un desplazamiento sobre el
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segmento [xo @] se ve, aplicando el lema ahora al trifngulo
A de vé&rtices Xgs @Y X; que si t € (xo W, st(t,S) =

= st(xo,S).

Queda entonceé probado que la condicifn de 6ptimo indife-
rente es suficiente para que cualquier movimiento dentro
de conv(x0 X xz) no mejore la estrella.

Veamos ahora que no puede existir un y € R(xo) tal que
st(y,S) incluya estrictamente a st(xo,S). Para €sto nece-
sitamos otro lema que asegure que si st(y,S) incluye es-
trictamente a st(xO,S) e y' € (y xo) N int S, entonces
st(y',S) incluye estrictamente a st(xo,S).

En efecto, si dicho punto y existiera, podrfamos encontrar
un y' € conv(x, X, x2) N int S tal que st(y',S) incluyera
estrictamente a st(xo,S) contra lo visto en el pirrafo an-
terior,

Veamos ahora la demostracién de los dos lemas anteriormen

te citados,

Lema 4,3.2,

st(xl,S) incluye estrictamente a st(x,,S), t € (xl,xo) N

N int § = st(t,S) incluye estrictamente a st(xO,S).

Demostracién

Como st(x,,S) incluye estrictamente a st(x,,S), & p € st(xl,S).
P f st(xy,S).

Sea p, el fltimo punto de (x1 P) visto desde Xg -

Obviamente si t € &1 xo), Py € st(t,S) ya que t € vis(xozs)

por ser &sta convexa,
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Consideremos dos casos:

i) x; # Py

Como t € vis(xo,S), t ve
fntegramente los segmentos
[x,p0] v [xy 2y

Entonces (t po) N 1nc S = @3
de lo contrario

int conv(x1 X, P) N 1lnc S # @

lo que contradirfa la afirma-

cifn anterior.
FIG. 4.3.1.

Notar que (t po) C int conv(xl X, P) pues esa cipsula
convexa es un sfmplex y (t po) no forma parte de ningu

na de sus caras,

Sea p, € (p0 p). Si p; € st(t,s), como p, ¢ st(x,,8)
resulta st(t, S)_incluye estrictamente a st(xo,s).

si p,; ¢ st(t,S), int conv (t Pg P;) N 1lnc s # # por el lema
2,2,4, Luego int conv(t Po pl) tiene interseccifn no vacfa

con un nGmero finito de z,0 que llamaremos Fl""’rn'

Sean T,,...,T las tangentes a las 2.0 Fi desde t

1 2n
9
N =
Ti (pO pl) {a.
i
Sea B = {al....,ak} con &, € (p0 pl) i=1,...,k.
Si B = § no habrfa para t visibilidad crftica en (p0 pll
y tendrfamos la tesis,

Como de todas formas hay un nimero finito de z.0 en §,

B seri un conjunto finito,



Sea a' € B, d(a',po) < d(ai,po) v ai € B,
Resulta a' # Py Pues (t po) N lnc s = @
Como int conv (t Py a') N Inc S = @ tenemos (p a')

C st(t,S), luego st(t,S) incluye estrictamente a

st(xo,S).
ii) X} = Pq \
|\4f&ﬁ' En este caso, X, € cv(xo,S)
Yo
Veamos que t € cv(xo,S) y ten
dremos la tesis puesto que al
X ser t € int §,% U(t) entorno

de t, U(t) C€C ints N st(t,S).
Si t € cv(xo,s), ning@n entor
no de t esti contenido en

st(xo,S) y por lo tanto st(t,S)

i

incluye estrictamente a st(so,S).

FI.G-O- l4y0-3 0.2 .
: L(xo xl) separa el plano en dos

semiplanos que llamaremos nt y H™, Como st(xl,S) incluye
estrictamente a st(xo,S), d pe st(xl,S), p ¢ st(xO,S).
Supongamos que p € nt y consideremos el segmento [x1 pl.
Sabemos que [x1 pl N st(x,,5) = {x;} luego x! € (xl P),
xé > Xy x; ¢ st(xo,S) Vv n.

Sea y_ € (x x;‘) N front s N St(xl;’s)-

0

n
= 1
Y, kn x! + (1->\n)x0, A€ [0,1].

Obviamente y, € Y v n e Yo ['§ st(xO,S) de lo contrario X

verfa a x! por estar alineados x x' e
n P 0 “n Yn*

Por la compacidad del segmento [0,1], existe una subsuce

sifn ln + A con A € [0,1], luego existe una subsucesifn
i
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y, * y donde y = Xxl + (1XA)x,, A€ [0,1] e y € front S
i i
por ser €sta cerrada,

o’

si y € (x xl), como (x0 xl) C Sy la frontera no puede
atravesarlo resulta L(x0 xl) = Ty donde 'I‘y es la tangen-
te a front S en el punto y, y ademfis y un punto de no con
vexidad local,

Si y € (xo t), t € ecv(x_,S) y tenemos la tesis.

0

Si y € (t xl), t € cv(xl,S) luego x; no ve claramente a t;
con mfs razfn, dada la hip6tesis de que st(xl,S) ) st(xo,S),
Xy no ve claramente a t.

Si y = x4, L(x0 yn) > Txo cuando y_ * x,, siendo Txo la

0 luego t estd sobre T por lo
*0

que x, ve crfticamente a t y tenemos la tesis.

tangente a front S en x

y # X1 de lo contrario al estar los Yo contenidos en
conv(x1 P xo) resultarfa que esta frontera atravesarfa
[xl.p] en x; con lo cual p no pertenecerfa a st(xl,S)
contra lo supuesto.

Por todo lo anterior resulta st(t,S) incluye estrictamen

te st(xo,S).

Nota 4.3.1,

La figura 4.3.3. mues

tra la necesidad de que

R
t € int S,
J
En este caso t € (x0 xl),
st(xl,S) incluye estric-
%, "

tamente a st(xo,s) pero

FIG, 4.3.,3, st(t,S) = st(xo,s).



Lema 4,3.2.

Sean X19 X, ¥ Xg € S no alineados; st(xl,S) = st(xz,S) =
= st(x3,s). Entonces si t € (x1 xz), st(t, S) = st(xl,s) =

st(xZ,S).

Demostracidén

Como st(x,,S) = st(x,,8) = st(x3,S) resulta [x3,x1] C

Cc st(xz,S), [xl,x2] C st(x3,S), [x2,x3] C st(x;,S). Por el
lema 2.2,4 int conv(x1 x, x3) N 1nc S = @.

Supongamos primero que t € int S, Entonces

i) x X, ¥y X, ven claramente a t,
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1°? 3
\}wa Sea t € (xl,xz)ﬂint S
x, (__];’u.u-) x t € lc S.
- e — b
. u:.ji;*\&‘ X g U(t) entorno de t,
‘\ ’ U(t) C int S. Sea U'(t) C U(t)
\ ..
\e con la condicién
x
) u'(t) N (x, xz) = (u; u,);
FIG. 1‘.3.4‘

_(u1 uz) - st(x3.S), luego

Ut(t) C st(x3,S) ya que de lo contrario existirfa en U'(t)

un punto uy mno visto desde Xqy entonces (u3 x3)
N front S # @ contra lo supuesto,

X, Ve claramente a t, luggo X;, X, ¥ X3 ven claramente

3
a t.
ii) X1y X, ¥ X4 € lc S.

Supongamos x;, € lnc S; 3 entonces Fl 2.0 de S tal que

x, € ', Sea T la tangente a I'_ en x,., T divide el
1 1 X, 1 1 X
planc en dos semiplanps que llamaremcs H+ v BT,



Por el teorema 3.2.5 que caracteriza la estrella de un
punto de no convexidad local, X0 X5 ¥ x3 deben estar

en un mismo semiespacio, supongamos H .,

Como los tres puntos no estfin alineados supongamos que
por lo menos x, d Txlg entonces por el mismo teorema
recién citado, x, € ins(xl,S).

Sea t € (x1 x2) N int S. x, ve claramente a t y

t € ins(xl,S) pues X, € ins(xl,S) y €ste es un fan. Por
el lema 4.2,3, t ve claramente a X Como X, ve claramen
te a t, tomando un entorno méds chico podemos probar que

X, ve claramente a x,. Pero €sto es absurdo pues x, no se

2
ve claramente por ser un punto de lnc S,

Luego X, € lc S,

La misma demostracifn se aplica para Xy

Supongamos ahora que X4 € 1lnc S, Si probamos que

(x, x3) N int S # # o bien (x, x3) N int S # @, un punto
interior t' en alguno de estos segmentos basta para apli
car el razonamiento anterior y asegurar que Xq § 1nc S.

- g -
Si x5 € lnc §, ' 2,0 tal que x4 € F3. Sea T la tan

3
3

gente a F3 en x, que divide el plano en H+ y H vy supon
gamos X;, X, ¥y X4 € H+. Como los tres puntos no estéfn
alineados supongamos X, ¢ T .

X3

+ -
i C C i r. c

Si [x1 x3] front S, como [x1 x3) int H y 3 H
resulta que en X4 convergen por lo menos tres arcos dis
tintos de front S contra la hip8tesis de simplicidad de

esta curva frontera.

Luego X4 € lc S,



iii) Supongamos ahora que existe we€ st(t,S),w ¢ st(xi,S)
i=1,2,3
Sea [t y] =[t o N st(xi,S) i=1,2,3,
y # t pues los X, ven claramente a t.
Veamos que xq ve claramente a vy,
Probemos primero que y € int S,
En efecto, tanto « como X), X, ¥ X, pertenecen a st(y,S).
Consideremos K = conv(xl,xz,x3,w).
y € int K por ser combinacifnconvexa entre t que es un
punto interior a K y ¢« que es un punto frontera de K (es
el bien conocido lema topolfgico). Si y perteneciera a
front S, T(y) su tangente deberfa atravesar alguno de los
lados de K con 1la conSiguien;e p€rdida de visibilidad para
y de alguno de sus vértices,
Luego y € int S ,*, y € 1lc S,
Este hecho, unido a que por el lema 2.2.4 es
int conv(x1 X, X4 y) N 1lnc S = @ y por lo tanto
(x3 y) N 1lnc S = @ y que por ii) Xy € lc S permiten apli
car el teorema 2.4,3 y asegurar que xq ve claramente a y,
lo que contradice el hecho de que y fuera el Gltimo punto
visto por los X sobre [t «3] La contradiccidn provino de
suponer que existfa we st(t,S), w¢ st(xi,S) i=1,2,3,
luego st(t,s) C st(xi,S) i=1,2,3
Ahora bien, x, € vis(xl,S), x, € vis(xl,S).
Por ser vis(xl,S) convexa resulta t € vis(xl,S) y por
lo tanto st(t,S) 2 st(xl,S).
De ambas inclusiones se obtiene

st(t,S) = st(xi,S) i=1,2,3
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Supongamos ahora que ¢t € front S, t ¢ 1lc S N 1lnc S

- X puesto que conv(xl,xz,x ) Cs;
W / “ >
t ¢ lnc SN 1lc CS porque en
¥, L
.- _.’_ - » 2 caso contrario en (x,lt) habrfa
N\
/ ;fltf puntos interiores que serfan
/ \ vistos claramente por X, pero
N 3
/s A\ no por x,; t ¢ Inc S N lnc CS
4 w
#S o sea t § flex S ya que si lo
/ fuera dejarfa de ver a x; o bien
FIG- 403051

a x,.
Luego t es un punto chato y [x1 x2] C front S,
Supongamos ahora existe ¢ € st(t,S), o' ¢ st(xi,S)
i =1,2,3; ¢> pertenece al mismo semiespacio que X4 respeé
to de L(x1 xz).
Por otra parte L(t x3) divide al plano en dos semiespacios
que llamaremos H+ y H .
wé¢ L(t x3) sin6 ¢' serfa visto por Xq.
Sean, sin p&rdida de generalidad, € nt y x, € wt
w ¢ conv(xl,xz,x3), de lo contrario serfa visto por estos
tres puntos,
Sea t' = (t ¢» N (x3 x2).
we€e st(t',s)
t' ¢ front S sind resultarfa un punto chato entre Xy ¥
X33 luego t' € int S y estamos en las condiciones de 1la

primera parte del lema,
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Nota 4.3, 2,

Es necesario que exista un tercer punto X4 Mo alineado con
X, ¥y X, y con la misma estrella que estos filtimos, como lo

muestra la siguijente figura.

FI16. 4,3.5.

En este caso t € (xl x,) ? st(t,s) = st(xl,S) = st(x,,S5).

4.4, Descripecién del algoritmo

4.4.1, Formulacién del diagrama de flujo del algoritmo

A partir de un punto X, € S, debemos buscar en qué
direccifn desplazarnos para alcanzar un punto de mayor
visibilidad, y continuar los desplazamientos hasta al-
canzar alguno de los tres tipos de Sptimo descriptos

en 4,3, E1 lema 4.,2.2 indica que el primer paso a reali
zar serd el cflculo de R(xo). Una vez hecho €sto podemos
preguntarnos si x, € int R(xo). Si la respuesta es afir
mativa, el lema 4.2.4 asegura que Xqg € mir S con lo cual’
ya tenemos un Sptimo y el proceso termina allf. Si 1la
respuesta es negativa nos preguntaremos entonces Ssi

R(xo) = {xol. Una respuesta afirmativa a esta nueva pre

gunta asegurarf que X, es un Sptimo aislado (def. 4.3.2);
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caso contrario es necesario analizar los vErtices ad-
yacentes (def. 4.2,9) que llamaremos X, ¥ %, Pasemos
entonces a x; por ejemplo y preguntemos si st(xl,S) 2
st(xo,S). Si €sto es asf un movimiento hacia X mejora
rf la visibilidad y comenzaremos entonces el mismo PTO
ceso a partir de X, . En caso negativo debemos analizar
el otro vértice adyacente Xq. Si st(xz,S) contiene es-
trictamente a st(xo.s) recomenzaremos a partir de X,
caso contrario, si Xy Xy ¥ X, mo estin alineados esta
remos en presencia de un Sptimo indiferente (lema
4,3.3) y terminaremos allf,

La fig, 4.4.1 muestra que es necesario un estudio espe
cial en ei caso en que los puntos est€n alineados, ya
que el algoritmo hasta este punto no detectarfa t de ma
yor visibilidad que Xg. Si R(xo) tiene algQn otro vérti
ce Xg deberemos pasar a €1 y comparar su estrella con
las de X,y X, Si las tres coinciden, aplicando el le
ma 4.3.3 estamos en presencia de un Sptimo indiferente,
Caso contrario continuaremos el algoritmo a partir de
Xq.
Si R(xo) no tuviera otro vértice distinto de X Y Xg,
tomaremos X4 € front R(xo) ro alineado con los anterio-

res y resolveremos como en el piarrafo precedente.

FIG. 4.3.5.



67.

0 ~
Y
{
A
FIN Mover a un v€rtice
adyacente x;
Mover al otro v€rtice
adyacente x =
ad 2 %
i ,
,xb x,
SI i
st(xz,s)ist(xo,S) > X, = X

Xpr X200 %3
alineados

'NO

FIN

H;y
otros v€rtices
en R(xo)

NO

Tomar x € front S

X3 d [x()’xl]

FIG. 4.3.5.

Tomar x5 el vértice

siguiente de x)

st(xa,s)ast(xo,s
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4,4,2, Factibilidad del algoritmo

Notemos que cada paso del algoritmo descripto en 4,4.1
es posible ya que hemos visto que la construccibn de

la regifn factible R(xo) puede realizarse con solamen-
te el conocimiento de st(xo,S), que R(xo) tiene un nGme
ro finito de lados y de vértices (Lema 4.2.6 y Corolario
4,2,1) y que los vErtices adyacentes a uno dado estén

bien definidos en cada caso.

4,4.3. Finitud del algoritmo

Lemag 4.4.1,

El nGmero de rectas de inflexién que interviene en la
la formaci86n de los lados de una regidn factible R(xo)

es finito,

Demostracién

Resulta de que el n@imero de puntos de inflexidn es finito,

Lema 4.4.2.

El n@mero de lados curvos de una regibn factible R(xo)

es finito.

Demostrageidén

Estos lados curvos estidn limitados por rectas crfticas
o de inflexidén. Puede provenir a lo sumo uno de cada
arco de convexidad de la frontera (dos arcos estin se-
parados sdlo si en el medio hay una z.0), y €stos son

finitos ya que lo son los puntos de inflexifn.m

Diremos que el algoritmo desactiva parcialmente una

2,0 I' si al pasar al nuevo punto Este ve un punto de
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inflexifn que antes era invisible,

Lema 4.4.3,

Cada dos pasos, siempre que alguno de ellos no sea el
iltimo el algoritmo elimina una recta de inflexifn. o

un lado curvo o bien desactiva parcialmente una z.0,

.

Demostracién

Sea Xq € S, Consideremos R(xo) y supongamos X, Y X,
los vé€rtices adyacentes a X, en R(xo) no alineados
con x,. Los lados [x0 x1] y [x0 x2] pueden pertene-
cer o no a rectas crfiticas, Si alguno de ellos, o am
bos pertenecieran, serfan los Gnicos lados en esas
condiciones va que cada regifn factible puede tener

a lo sumo dos lados provenientes de rectas criticas
dado que todas Estas pasan por Xq- Luego todos los
otros lados de R(xo) formarin parte de rectas de in-
flexibn o bien serfn arcos de frontera,

Supongamos st(xl,S) E st(xO,S) y elijamos X, como
punto siguiente en el algoritmo. Por X, pasa una rec
ta de inflexifn o bien un arco de frontera que tam-
bién forman parte de la frontera de R(xo).

Calculemos R(xl). Otra vez R(xl) tiene a lo sumo dos
rectas criticas que se unen en X . Pueden ocurrir las
siguientes alternativas,

i) En R(xl) no aparece como lado el segmento conteni
do en la recta de inflexifn o bien el arco de cur
va que pasabad poT X, W R(xo). Quedan entonces eli
minados de R(xl) y por lo tanto de todas las regio-

nes factibles siguientes,
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ii) Un segmento contenido en la recta de inflexién

antes nombrada o bien un lado contenido en el
lado curvo son tambi€n lado de R(xl).

Sea x! el vértice adyacente correspondiente a

1

este lado. Si xi no era el vértice en R(xo) pro

viene de la interseccifn con un lado de infiexifn
lo que implica que x, desactiv8 parcialmente una
2.0, o sea vio un punto de inflexidn no visto por

X
Si xi

otro vErtice adyacente a x, en R(xl),

era también el vE&rtice en R(xo) y xé es el

supongamos xi X; ¥ x, no alineados.

Si st(xl,S) = st(ki,S) = st(xi,s) estamos en pre
sencia de un Sptimo,

Si st(xl,S) = st(xi,S) pero st(xé,s) i st(xl,S)
deberemos recorrer [x1 xé]. Es obvio que como x1

y xi tienen menor visibilidad que xé estos puntos
no pertenecerdn a R(xj))., Si todo el lado de extre
mos a X; y xi no pertenece a R(xé) habremos elimina
do un lado de inflexifn o un lado curvo. Si este
lado no es eliminado, el lado de extremos [x1 xé]
debe ser parte de una recta de inflexifn o un la-
do curvo ya que si esta recta fuera crfItica debe-
rfan estar Xy, xi'y xé alineados por tener X,y x{
la misma estrella, La recta de inflexifn que pasa
por X, y xé se pierde en este paso.

Si st(xi,s) 2 st(xl,S), consideremos R(xi).

Si el lado que contiene a X,y xi aparece como lado
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de R(xi) nuevamente,q xY € (xl,xi) y el nuevo

lado seréd [xY xi]. xf proviene de una recta de

inflexi8n dada por un punto de inflexifn visto

por xi pero mo por X,, luego se desactivd par-

cialmente una z,0,

Consideremos ahora R(xo) y los vErtices adyaceﬂ

tes X, y X, alineados con Xg. Si st(xO,S) =
st(xl,S) = st(xz,S) o bien estamos en presen-

cia de un Sptimo o bien el algoritmo descartari

el lado al que pertenecen los tres puntos conti-

nuando por otro punto de mayor estrella.

Si alguno de los vértices adyacentes tiene estre

lla mayor que el otro, el algoritmo continuari a

‘partir de este vErtice descartando los otros dos y

tampoco variari a partir de este punto la demostra

cifén del lema.

Nota

Llamaremos progreso en el desarrollo del algoritmo al-

guna de estas 3 alternativas.
i) Descartar definitivamente una recta de inflexifn

a un lado curvo.

ii) Ver un punto de inflexidén hasta entonces invisible,.

iii) Llegar al 8ptimo.

De acuerdo al lema anterior, como mi&ximo en dos pasos

del algoritmo se produce por lo menos un progreso.



5.

LA FUNCION DE VISIBILIDAD

5.1,

Resultados de G,Beer

Partamos de una definici8n de G.Beer [1 ].

Definicidn 5.1.1.

La funcién de visibilidad asigna a cada punto de un con-
junto medible S de un espacio euclfideo En, la medida ex-
terior de Lebesgue de st(x,S).

Notaremos en adelante a la funcifn de visibilidad como V(x)
Tambi€n en [1 ], entre otros resultados, G. Beer obtiene

los siguientes, de los cuales omitir€ las demostraciones.

Teorema 6,1.1,

. n . . . . .
Si 0 CE es abierto, entonces v es semicontinua inferior-

mente en O,

Teorema 5.1,2,

n . .
Sea K C E', K compacto, entonces VvV es semicontinua superior

mente en K,

Ejemplo 6,1,1.

La condicidn de compacidad de K es esencial en el teorema
5.1,2,

Beer muestra que si tomamos el siguiente conjunto

E = (0,1) Uel (U conv((:,1) U {(r,0), r > n}))
n=1

que es evidentemente cerrado, resulta



v(0,1) = 0 y V(%.l) = ® ¥ n

Corolarzo 5.1.1,

La funcifn de visibilidad en un compacto alcanza su

miaximo,

Teorema $.1.3.

Sea E C E , E compacto, Si x € E, el conjunto de los pun

n —
tos finales de todos los segmentos en st(x,E) con un ex
tremo en x es medible y tiene medida nula, ®*

En [2 ], G.Beer obtiene resultados acerca de Vv para conjun

tos estrellados,

Teorema 6.1.4.

Sea E C E_, E compacto y estrellado con int E # §. Supon-

gamos dim(mir E) » n-1, Entonces v es continua en int E,

Nota $.1.1,

La funcifn de visibilidad puede ser discontinua en el in-
terior de un compacto estrellado de En si la dimensifn del
mirador no supera n-2,

Para proveer un contraejemplo, G.Beer construye en el in-
tervalo [ 0,27] un conjunto de Cantor de medida no nula, de

la siguiente forma:
= v
Kn [0,27] =~ 0n

n-1 . .
donde los 0n son 2 ‘intervalos abiertos centrales de

longitud
2.3"
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0.‘ { K,
29
ﬂ/6
/_VN’\‘ __4 Kl
0 27
ﬂ/g ﬂ/9
|-__‘r\t,\‘_* l___‘/ ;__l Kz
0 27

L]
Es evidente que, si K = N K

n=0 n
2 21 oy T oo 2.4 0w 1
m(CK) = ) —y =3 1l @ =z ——g-
i=0 2.3 i=0 1 -3 i

por lo tanto m(K) = m,

Ejemplo 6,1,2,

Aquf se muestra un corjunto compacto y estrellado en

2 . . . ;

E” en cuyo interior v no resulta continua; (evidente
mente por ser compacto v va a resultar semicontinua su
periormente, pero no asf semicontinua inferiormente),
Sea K el conjunto de Cantor de medida no nula construil

do en la nota 5,1.1,
E={(r,¢), r <1, ¢ € [0,271]} VU {(r,p):1 < r < 2, ¢ € K}

E es evidentemente estrellado, mir E = {(0,0)} y v no
resulta semicontinua inferiormente en (0,0) ya que este
punto resulta ser el Gnico que ve el conjunto

{(r,):1 < r < 2, ¢ € K} que tiene medida no nula.



Nota 6.1.2,

Si E C E" es compacto y dim(min E) > n-2 resulta que
front E tiene medida nula., Se podrfa suponer lo siguien
te:

si EC E es compacto y su frontera tiene medida nula,
entonces v es continua en int E,

Veremos mfs adelante que esta conjetura es falsa. (ejem

plo 5.1.4.).

Teorema 6.1.6.

Sea 0 un conjunto acotado, abierto y estrellado de EZ‘

Entonces V es continua en int O, ®

En [3] G.Beer trata acerca de las propiedades de conti

nuidad de la funcidn de visibilidad y da algunos contra

ejemplos interesantes,

Teorema 6,1.6, (Dini)

Sea {f )} una sucesibn de funciones semicontinuas superior
mente y no negativas definidas en un conjunto K C En, K
compacto, Supongamos que para cada x € K, la sucesifn
{fn(x)} converge mon8tonamente a 0O, Entonces {fn} conver

ge uniformemente a la funcién 0 en K,

Teorema §.1.7.

+
Sea K compacto en rR" y para cada m € Z , sea v la fun-
cifn de visibilidad del %—paralelo de K. Entonces Vv es
continua en K si y s6lo si {v /g} converge uniformemente

ayv,



Definicidn 6.1,1,

2 . . .
S CE” es una regifn simplemente conexa si ¥ I' curva
de Jordan en S, la regifn interior a I' es tambi&n un

subconjunto de S,

Teorema 6,1,8,

2 .
Sea K un compacto en R” cuyas componentes sean simple
mente conexas y cuya frontera sea localmente conexa.

Entonces v es continua en int(K),

Ejemplo 6.1, 3,

Tanto en este ejemplo como en el siguiente se usa el
conjuhto de Cantor de medida no nula construfdo en 1la
nota 5.1.1,

Representando los puntos del plano en coordenadas pola-

res, sea

E, = {(r,0):0 <6 < 2m,r <1} U {(r,0):1 <r<2,0c¢€

Notar que A = {(r,0):1 < r < 2, 0 € ﬂl Kn} es un conjun
to nunca denso, luego la frontera deng0 no puede ser loca
mente conexa} St((r,G),EO), si r € 1 consiste en el disco
unitario m&s a lo sumo dos segmentos del conjunto A; EO

es estrellado y mir(EO) = (0,0). La funcién de visibili-

dad resulta discontinua en (0,0) que es un punto interior

Ejemplo 6,1.4,

Sea pn las tres medias partes de la longitud de uno de

los intervalos cerrados que forman el conjunto Kn. Obvia

mente p > 0,
n



Sean

0; = {(r,0):0 € 0,1<r< 1+/F;

E = {(r,0):r < 2} ~ U 0;

17.

}

0°

E no es simplemente conexo, tiene una frontera localmen

te conexa, La funcidn de visibilidad
en (0,0)., Para €sto basta probar que
y (r2,92), r, > 1 no es colineal con

entonces (rl,Bl) no ve a (r2,92).

Teorema 5.1.9.

sea E C Rz, E abierto y acotado, con

Entonces v es continua en E,

Continuidad en la frontera

Introduccidn:

no resulta continua
si (rl’ol) ¥ (0,0)

(rl.el) y con (0,0),

CE localmente conexo.

Los teoremas (5.1.4), (5.1.5), (5.1.8), (5.1.9) anteriormente
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citados muestran que todos los resultados obtenidos por
G.Beer apuntan al estudio de la continuidad de la funcifn
de visibilidad en conjuntos abiertos o bien en el interior
de los conjuntos estudiados. Surgif entonces la pregunta
acerca de qué€ comportamiento podrfa esperarse de esta fun
cifn en la frontera de ellos,

Pedimos como primera condicifn que el conjunto a estudiar
fuera un dominio de Jordan (§ 2,1), Esto iba a impedir si
tuaciones como las presentadas en los ejemplos (5,1.2),
(5,1,3) y (5.1.4),

Por otro lado, los dominios de Jordan tienen la propie __
dad de ser clausura de su interior; por los teoremas
(5.1.1) y (5.1,2) anteriormente citados, la funcifn de
visibilidad resultarf continua en el interior de ellos.
Fue necesario pedir adem@s que la curva frontera tuvie-

ra un nfimero finito de puntos de inflexifn en el caso
suave (§ 2.1), o de puntos angulosos, (puntos de discon
tinuidad de la derivada primera) en el caso no suave, ya
que un nfimero infinito de cualquiera de ellos, por ser la
curva compacta, harfa aparecer puntos de acumulacifn 1la-
mados "puntos singulares", haciendo inmanejable el estudio
de sus estrellas, En un primer momento se pens§ que para
el caso suave bastaba pedir a la curva que tuviera grado fi
nito (es decir que cualquier recta la cortara en a lo sumo
un n@mero finito de puntos), pero &sto no era suficiente como

2% 2 2n

" sen”l + x™7 (n > 2), que
x

lo muestran curvas del tipo x



son continuas en el origen, con derivadas primera y segun
da continuas en todo su dominio., Estas curvas tienen gra-
do finito y sin embargo el origen es un punto de acumula-
cibn de puntos de inflexifn,

Por todo Esto, de ahora en adelante S seri un dominio de
Jordan regular, es decir un dominio de Jordan cuya fronte
ra carece de puntos singulares,

El concepto de inmner gstem de un punto (2.1) fue

de enorme importancia en la clarificacidn de los pasos a
seguir y del resultado mismo, y resulta interesante su re
lacifn con otro concepto, el de visibilidad elara (2.1),
como se demuestra en el lema (5.,4.4),

El problema mds complicado de resolver en un principio

fue la evaluacidn de la medida de las estrellas, dado que
el inico dato disponible sobre el conjunto S era su condi
cifn de dominio de Jordan regular; el hecho de notar que
€stas son un fan (def, 3.2.3) sugirid la idea de intentar
resolver el problema localmente, Es por eso que se comenzd
a trabajar en un entorno del punto con caracterfsticas que
simplificaran el problema, y luego se generalizaron los re
sultados, Este entorno, que de ahora en m&s se llamard
"dominio de normalidad" y se notard N, debfa reunir las si
guientes caracterfsticas: i) que su centro fuera el punto
en estudio; 1ii) que no tuviera puntos de inflexifn affn

o de discontinuidad de la frontera salvo eventualmente el

ii) que de ello resultara que los trozos

punto central y
de frontera de S contenidos en &l y unidos en X, comserva-

ran cada cual su curvatura.

79,
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5§.3. Existencia del dominio de normalidad (N)

Sean x, € front S, K = {z € front S/z es un punto de in-
flexifn affn o un punto anguloso}, & = d(xo,Km{xo}). § >0
pues K es un conjunto finito ya que de lo contrario tendrf
amos puntos singulares,

Sea I' C front § N B(x0,5/2) la componente conexa de front S
que contiene a Xge I' estarf formada por dos arcos de fronte
ra que llamaremos Fl y PZ’ unidos en x, y tal que cada uno
de ellos mantiene una determinada curvatura, o sea, cada
uno de estos arcos es o bien de puntos de convexidad 1local,
o bien de puntos de no convexidad local o bien un segmento,
Consideremos Bn =‘B(x0,5/2n), Fln la componente conexa de
Fl N B_ que contiene a x,, an la de FZ N B que contiene

a xg.

Tomemos I'_ = T ~(I' UT, ),

Debe existir un n, tal que B N[ =¢, de lo contrario

0 T

x, serfa un punto de acumulacifn de puntos de front S dis-

0

tintos de aqufllos de I' y T , lo que contradirfa 1la
ln0 2n

simplicidad de front S,

Bn resulta entonces el dominio de normalidad buscado.
0

5.4, Definiciones y enunciados

Definiectén 6.4.1,

Sean N, = front Ny F un fan en Xy. Se define la amplitud
angular de F como la medida de Lebesgue sobre N1 de la pro
yeccibén de F sobre N, con centro en Xge

Notacibn: a a(F).



Defintecién 5.4.2.

Sea F un fan en x F es un fan angularmente conexo si la

0:
proyeccifn de F sobre N1 con centro en X, resulta conexa

en Nl'

Lema 6.4.1,

ins(xo,S) y st(xo,S) son fans en X

Lema 6,4,2,

ins(xo,s) N N es un fan angularmente conexo,

Lema 6§.4.3.

st(xO,S) N N es un fan angularmente conexo.
Lema 6.,4.4.
Si x € ins(xo,S) N N, entcnces x ve claramente a X

Lema 6.4.5.

= i N C
Sea. 19im X Xy, X € S ¥ n. Entonces 1ns(x0,S N)

C 14m st(xn,S N N) U {xo} = U N st(x.,S N N) UV {xo}.
X_ X n=1 j=n J
n O
Lema 5.4.6.
Seamlimmxn = X5, X € S ¥ n. Entonces 1ns(x0,S) -
c U N gt(x.,,8) VY {xo} UgQg= 11m st(x_,S) U {xo} U q,
n=1 j=1 J X 3%,

dondeQ estid inclufdo en la unidn de un nfimero finito de

segmentos maximales respecto de Xq En particular m(Q) = O

Lema 5.4.7.

Sea F un fan conexo en X5 ¥ m(F) su medida de Lebesgue en



el plano, Entonces m(F) > 0 ¢ a a(F) > 0,

Lema 5.4.8,

Sean M y L fans conexos en X sobre S, M C L, Entonces

m(M) < m(L) ¢ a a(M) < a a(L).

Lema 6§.4.89.

m(ins(xo,S) NnN)) < m(st(xO,S N N))

= m(ins(xo,s)) < m(st(xO,S))

Demostracidén de los lemas previos

Lema §.4.1,.

ins(xO,S) y st(xo,S) son fans en Xge

Demostracidn

Sean x € ins(x,,S) vy [m,xo] el segmento maximal en § que
incluye a x,. Es necesario probar que [m,xo] - ins(xO,S).
[m,xO] = [m,x ] v [x,xO]

Si t € [x,xO], t € ins(xo,S) por ser E€ste estrellado.

si te [m,x], t € st(x,,S) pues [m,xo] C s,

Trivialmente R(t = xo) es saliente por serlo R(x -+ xo).
La demostracifn para st(xO,S) es del mismo tipo e igual—

mente trivial.

Lema §.4.2,.

ins(xO,S) N N es un fan angularmente conexo.

Demostracién

Sea I = ins(xo,S) N N



i) Sean u € I, r € I no alineados con X
Existen u' € R(u ~+ xo) NN, r' € R(r » xo) NN
tales que (xo,u'] N int S = @, (xo,r;] N int S = @,
Sean f = min{d(xo,u'); d(xo,r'); d(xo,u); d(xo,r)}
B' = B(xo,Blz), Bi = front B', u, € [xo,u] N B!,
'

N R v - ' 1 ' - N
r, € [xo,r] B!, uj [xo.u ] N Bl yry [xo,r] B)

Supongamos (xo,ui] C cs, (xo,riJ C cs (Fig. 5.5.1)

FIG. 5.5.1,

r, ¢ L(xo,ui) porque de lo contrario estarfa alineado

1
con u,, luego [rl,ui] N front S # § ya que ui # st(r,,s)

,r!'l N fron
L

"

Por una razfn gimilar reculta [ul s 4 @



Sean p, € [ul,ri] N front S, q, € [ui,rll N front §
Resulta

P # X, Dpues X ¢ L(u;,ry)

q, # X, pues X, § L(ui,rl)
(xo,ri) N front s = @, (xo,ui) N front S = @ por
estar los segmentos contenidos en CS, Por otro lado,
front S no puede atravesar (xo,ul) ni (xo,rl) por
estar estos segmentos contenidos en S. Por construc-
cidn de N, existen en ella sblo dos arcos de fronte-
ra (llamémoslos Fl y PZ)’ que se unen en Xx,.
Sean S, = Gl X ui) Yy S, = (u; x4 ri) sectores cir-
culares tales que q, € S1 y Py € SZ‘
Entonces I', C S, ¥ PZ C 8,0 (%)
Resulta int(conv(ul,rl,xo)) N front S = P.
Por el lema (2.2.4), si z € [ul,rll entonces
(z,xO] Cs .°., z € st(xo,S).

Falta probar que z € ins(xo,Q N N,

84.

Con un simple cdlculo podemos hallar z' € (ri ui) NR(z - xo)

Por (*) int(conv(ri X, ui)) N front § = @,

Por el lema (2.2.4), (x0 z') C CS y entonces

z € ins(x,,8) N N.

Si [xo ri] C front S o bien [xo ui] C front S no se
modifican las conclusiones anteriores,

Hemos probado que dados dos puntos en ins(xo,S) N N,
todo el segmento comprendido esti tambifn alli. Su pro

yeccidn sobre N' con centro en X resultari conexa.
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ii) Supongamos ahora X € [u,r], ue 1, r € I, Por ser
los rayos salientes deben ser [x0 u] y [xo r] partes
de ambos arcos de frontera que salen de x, en N,
Por las condiciones impuestas a N resultan Fl y PZ
dos segmentos y S N N una semicircunferencia, luego

S N N' es trivialmente conexa sobre N',.

Lema 6,4.3.

st(xo,S) N N es un fan angularmente conexo.

Demostracién

El hecho de ser un fan resulta directamente de la aplica-
cién del lema 5.4.1,
i) Sean u € st(xo,s) N N, r € st(xo,S) N N y supongamos
u € st(r,S) NN, X ¢ [u r] (Fig. 5.5.2).
Resulta entonces [xo u] C s NN, [x0 r] Cs NNy
[u r] € s NN, luego front S no puede atravesar ninguno
de estos tres segmentos,
Sea A = (r X, u) el trifn-
gulo que tiene a los puntos

uy r como vErtices, En

Xg n
tonces tendremos
FIG, 5.5.2 int AN front S =@ y
ACs NN,
Si z € [u r]l, por el lema (2.2.4), z € st(x,,S) N N,

La proyeccifén sobre N' con centro en Xq del segmento

[u r] resultari conexa.
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ii) Sean u € st(xo,S) N N, r € st(xO,S) N N,
u ¢ st(r,S) NN

6 = min{d(u,xo); d(r,xo)}

B' = B(x,,%/2), B] = fromt B',
' = N '
u [xo u) Bl v
|- n [] .
r [xo r] B (Fig. 5.5.3)

Obviamente u' € st(xo,S) n N

y r' € st(xO,S) N N,

FIG. 5.5.3. Si u' € st(r',S) N N estamos
en las condiciones de la parte i,
Supongamos entonces u' § st(r',S) N N. Entonces
(r' u') NCs # 0,
Sean z € (r' u') N¢cs, p € [r' z) N front § N (st(r',S) N N),
q € [u' z) N front S N (st(u',S) N N) (Fig. 5.5.3)
p # qpues [r' 2) N[u',z) =9
P ¥ X, porque si coincidieran u' no verfa a Xq-
Anilogamente q ¥ Xq-
Es necesario probar que p y q pertenecen a distintos
arcos de frontera,
Podrfa ocurrir que p coincidiera con r' o q con u'. En
este caso alguno de los arcos de frontera serfa un seg-
mento y como p y q no estin alineados con Xy es obvio

que p y q pertecerdn a distintos arcos. Podemos suponer

entonces que p # u' y q # r'.
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FIG. 5.5.4,

Supongamos que p y q pertenecieran a un mismo arco de
frontera, por ejemplc a Pl' y q € x; p C Fl (Fig. 5.5.4)
p no es el Gltimo punto de Fl en Bi pues

d(p,x,) < 8/2. Luego T we T} N B}
Sea A = {u' p x,) el trifingulo con v€rtices en u', p

Y Xg.

Puede ocurrir que Pl penetre en A o no lo haga. Si Fl

no peanetrara en A, deberfa hacerlo en la cipsula convexa
del trozo de curva entre Xg ¥ P lo que generaria un punto
doble de la curva, o bien deberfa recorrer [p u'l, o bien
continuar por sobre L(p,q). Estos Gltimos dos casos im-

plicarfan un cambio de curvatura en ', lo que estf prohi-

1
bido porque B' C N,



Si Fl penetrara en A ya vimos que no puede recorrer
(u' p) ni (p xo)pgngf_ implicarfa un cambio de cur
vatura (notar que Xgsy P Y q DO estfn alineados), no
puede atravesar [p xo] porque penetrarfa en la cfpsu
la convexa del trozo de curva entre Xg ¥ P, Mo puede
atravesar [u' xO] pPuesto que u' € st(xo,S), no puede
atravesar p ni Xy pues se generarfa un punto doble y
por Gltimo no puede atravesar (u' p) porque cambiarfa
la curvatura,

Por todo lo expuesto, p debe pertenecer a uno de los
arcos de frontera que salen de Xg ¥ 9 debe pertenecer
al otro.

u') el sector circular de B' que con

Sean S (r' x

1 0
tiene a z y S5, el complemento de S, en B',

Front § N B' C S1 por lo antes expuesto y porque la

frontera no puede atravesar (r' xo) ni (x0 u').

Sea z' = R(z ~» xo) N B!;z' € st(xO,S) N N pues

z'' €e SN Ny (2 xo) N front S = P por estar (z' xo)
contenido en int 52'

Ademds z' € st(u',S) N st(r',S) N N ya que

(z' u') Cs, vy (z' r') C S,-
Con iguales argumentos que en la parte i) de este
lema se demuestra que

[2z' w'] Ulz' '} C st(xO,S) N N con lo cufl 1la pro

yeccidn de la unifn de estos segmentos sobre N' con

centro XO resulta un arco conexo sobre N',
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iii) Sean u € st(xo,S) N N, r € st(xo,S) N N, X, € [u r].
Este es un caso particular de la parte ii), donde si
P,q4 Y X, estfn alineados resulta S N B' una semicir-
cunferencia y si Xq ¢ [p ql estamos exactamente en el

caso ii).

Lema 6.4.4,

Sea t € ins(xo,S) N N, Entonces t ve claramente a Xq

Demostracién

i) Si t ¢ front S = (xo t) C int §

{ N =

11) (xo t) lnc S g.
Supongamos lo contrario.
Entonces I t' € (xo t) N 1lnc S;

sin p€rdida de generalidad

supongamos que t' € Fl'

5.5,5. Como x, también es un punto

FI1G.

de Fl C 1lnc S resulta [x0 t']

cuerda exterior a I (xo t') C Cs.

1

Absurdo pues t' € [xo t] v t € st(xo,S).

p.

12) (x0 t) N front S
Supongamos I t' € (xo t), t' € 1lc S N fromt S.
Podemos suponer t' € FZ' Como
d(xo,t') < d(xo,t) < radio de N\,

t' no es el Gltimo punto de PZ

A
N
™Yo en N S. Sea x, este punto. Fz
l £’ no puede cambiar su curvatura,

| entonces debe penetrar en la cip
) £

sula convexa del trozo de curva

FIG., 5,5.,6

entre X, vy t'. (Fig. 5.5.6).



ii)

iii)

Como d(xo,xl) = radio de N', la curva deberf cortarse
a sf misma en alg@n punto de esta cfpsula convexa, lo.
que contradice el hecho de que la curva sea simple,.

Es de notar que PZ no puede atravesar (t xo) pues

t € st(xo,S) y tampoco continuar fuera de la cfpsula
convexa del trozo de F2 entre Xg ¥ t', porque t' se
convertirfa en un punto de lnc S,

Luego (t xo) C int S,

Si t € front § N ins‘i(xo_.S) NN, t ¢ 1lnc S.

Si t € 1lnc S, como x, pertenece al mismo arco resulta

0
7N
Xyt un arco de lnc S, luego t ¢ st(xo,S) N N,

R(t * x,) separa localmente I'| de r,.

) = - 11"'
Sean Bo B(xo,eo) con €, < radio de N, 1 la componen

. '

te conexa de Fl en By que contiene a x, y FZ la de F2
en BO que contiene a Xg-

1 = € ! !
Consideremos B B(xo, /n) v Pln y P2n las componen
tes conexas respectivas en las mismas condiciones an-
teriores,

r = ' '

Tomemos Fn ' ~ (Pln U an)

Debe existir un n, tal que B N '' = ¢, de 1o contra
"o "o -

90,

rio x;, serfa un punto de acumulacidn de puntos de front S

distintos de aqué&llos de Fin y Fén , lo que contradirfa

0
la simplicidad de front S.

En principio, L(t,xo) divide al plano en dos semiplanos

+ -
que llamaremos H y H .

n I ie I')
Veamos que R(t =+ xo) Bnn separa ln, de 2n,,
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Sean t = [x,,t] N B y
n, 0 ng

t' = R(t + x,.) NB

n, n, 0 n,

(Fig. 5.5.7).

Por ser R(t - xo) un rayo salien
te puede lograrse (x.,t' ]1C CS

0 n,
o bien <coincidente con un trozo

de frontera,

En el caso en que (xo,t; ] Ccs,

0
t% C CS que es un abierto implica
FIG, 5.5.7, ‘¢ 0
que existe una B(t; ,8) C cs.
0
+ -
' ' N N ! ' n N
Sean t) € B(tno,d) Bno H y t) e B(tno,S) Bn0 H ,

Un razonamiento similar al empleado en el lema 5.4.3

parte ii) entre los puntos.t ~ por un lado y ti y té

0
por el otro, .y el hecho de que Fin y Fén no pueden
0 0
atravesar (tn ,xo) pues t € st(xO,S) N N, da como resul
0
tado que Fin crtn B,y rén CH N B .
0 0 0 0
Si [xo t; ] coincide con un trozo de frontera, por ser
0
&€sta simple el otrotrozo estaria contenido en H+ N Bn .
0
H N B o coincidird con (t_ ,x.) en cuyo caso la con
n, n, 0 -

clusifn es la misma.

iv) Veamos ahora que t ve claramente a Xxg.
Por parte iii) R(t = xo) separa localmente Fl de FZ‘
luego 4 U(xo) = B(xo,ﬁ') con 6' < ¢ (donde € es el ra
dio de N) tal que sin p&rdida de generalidad
Fy =T, Nu(x,) yTy =T, N U(x,) estdn en H' y B res
pectivamente respecto de L(t,xo).

t] N frant (U(l+ ))
-3 AAVSRE NV Nt/ e ST paeSSE=S=s SVE ==22T2

o077 TT FEITEEEEET =

Cao ¢! = [
oS P

a « 0

nativas:



a.

Si t' € front S = [t‘xO] es un arco de puntos chatos

N\

'
y t ve (t X

supondremos es Fé.

). Falta ver que t ve el otro arco que

Pensemos primero que w € Fé arco de lc S,

Afirmo que t ve (x0 o».

Si wé¢ st(t,s) NN, T ' € (t «) N front S, o' ¢ Fi
pues no estf alineado con Xg ¥V ¢, luego w' € Fé y
.. «' € 1lc S, Con el mismo razonamiento empleado
en la parte i2) resultarfa que Fé se cortarfa a si
misma y por lo tanto un absurdo. Luego

we st(t,S) NN ¥ e Fé,

Sea ahora w € Fé y Fi C 1lnc S.

Podemos suponer que existe « no alineado con X5 ¥ t
pues si todos los puntos de Fi estuvieran alineados
con &stos resultarfa Fé tambi&n un arco de puntos:

chatos y obviamente visible desde t.

Si we st(t,S) por el lema 4.2.1 resulta
~~

(x0 «) € st(t,S),

Si w¢ st(t,s), T ¢' € front S, «' € (t,¢) y obvia
mente no alineado con t y x,, . . o' ¢ '},

Sea . el primer punto en las condiciones de ' vis

0
VR
to desde t; «j € Fé luego (x0 ob) C st(t,S) por el

mismo lema anteriormente citado,
Si t' ¢ front S, t' € 1lc S; por parte i),

(t t') N lnc S = P.

92,
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Por ii) y teorema 2.4.3, t ve cla
ramente a t' ,°*, 1

w(t',b") C st(t,s) NN,

Sean B' = B(x,, min(8",58')),
FY = Fi N B', F; = F% NnB',
Supongamos Fi C lnc s, we F;,
wé L(t, x4).

Sea ' el primer punto sobre
(t «]N front § visto por t,

1
o' ¢ X, Pues X, £ [t,o].

Si «' € Fi por el lema 4.2.1. antes

citado, resulta (x0 «') visible des

[
. -t de t.
F1G, 5.5.8.'l

Veamos que efectivamente «' € Fi y para ello que

de’,x) <8' = at',xg).

0
Sea ¢" € (Je' t] N front (B(t',8"))) y mi&s prbximo a
«'', t ve a o' pues ve todo ese entorno,

d(aﬂ,xo) < d(t’,xo) < &6§'., (Para demostrar &sto basta
usar el trifngulo con vErtices en Xq o'y ot),

Luego «" pertenece al entornc en que R(t = xo) se-
paraba Fi de Fé. Con m&s razén pertenece a este entor
no ' ya que ¢ = Aw+ (1-A)", 0 <A <1 y

d(w,xo) <6, d(u“,xo) <5',

Luego «' estd en el mismo semiespacio gque ¢« Tespecto

a R(t » x.) .'., ¢' € I'',
0 1
Supongamos ahora Fi Clc S ¥y 0, € F;,
Veremos qUe TOGO PuUnto &y de 'Y results visible desds

t.



Sea ) € (ab t) N w, a% € st(t,S), luego si

2
2 ¢ st(t,S) existirfa w‘z' € front § N [wé “’2)
«! serfa por lo tanto un punto de convexidad local

2

por estar en B(x0,5') y en el mismo semiplano que

w, respecto de L(t,xo). Con los mismos argumentos

desarrollados en la parte i) resultaria FZ no sim
ple, luego toda Fg es visible desde t,

Hemos probado entonces que si t € ins(xo,S) NN, t

ve claramente a xo.

Lema 5.4.565.

Sea 1fm x_ = x,, X € S ¥ n, Entonces
n 0 n

ins(x,,8) NN C 1fm (st(x_,S) NN)y VU {x 1} =
x_ n ) 0
. © n O

= U N (st(x.,S) N N) U{xo}
n=1 j=1 J

Demostracién

Sean {xn} > Xy, X € S ¥ n, z € 1ns(x0,S) NN, z # Xq-

Por el lema 5.,4.4 z ve claramente a X luego 13
U(xo) N S NN tal que U(xo) NSsNNCst(z,s) NN,
Si X, > X4, para n > n, resulta

X C U(xo) N s NN

x € st(z,S) N N ¥ n > ng,
z € st(xn,S) N N ¥ n > n,
(-] (-] o
luego z € N st(x.,S) N NC U N st(x.,S) NN
j=ng, ] n=1 j=n J
Entonces
[ ] - -]
ins(xG,S) NNC U N st(x..S8) NN =
n=1 j=n J

1fim (st(xn.s) N N) U {xo}
X.+X
n 0



Lema 6.,4.6,

Sean 1fm x_ = x., X € S ¥ n, Entonces
n "0’ "n
ins(xo,S) c v N st(x.,8) VU {x.} UQq
. 3j 0
n=1 j=1

= 19m st(xn,S) U {xo} U Q

X X

n 0

donde Q estd inclufido en la unién de un nimero finito
de segmentos maximales respecto de Xg»

En particular m(Q) = O,

Demostracidén

Como ins(xO,S) C st(xo,s), p € ins(xO,S) iﬁplica P ve a
Xy Sea p # Xqe
a) Si p ve claramente a X una demostracidn similar a la

-] o

del lema 5.4.5 implica que p € U N st(x.,S)
n=1 j=n

b) Si p no ve claramente a X0 (p xo) N lnc & # @ Qazoni
miento anilogo al de la demostracidn del Teorema 2.4.3),
sea z € (p x,) N 1lnc S. Puede ocurrir que z € I' 2,0 o
bien z sea un punto de no suavidad de la curva.
En este (Gltimo caso es de notar que por ser S un dominio
de Jordan regular, los puntos de no suavidad de la curva
son finitos por lo cuidl proveen un n@mero finito de seg-
mentos maximales respecto de X, en los cuales puede haber
puntos para los que X, es visto criticamente,
Si z es un punto de suavidad de la frontera entonces g I
zona de obstruccibn, I' C 1nc S,
Consideremos conv ', Desde X hay a lo sumo dos semirrec

tas de apovo a conv I'. Como el nGmero de zonas de obstruc

cidn es finito, resulta que cada una de ellas aporta a lo



m3is dos segmentos maximales en los que puede haber vi-
sibilidad critica,
Luego los segmentos maximales que contienen puntos que

ven crfticamente a X, son un fan de medida nula,

Lema 6.4.7.

Sea F un fan conexo en Xq ¥ m(F) su medida de Lebesgue

en el plano, Entonces m(F) > 0 ¢ a a(F) > 0

Demostracidn

Por ser F un fan en x si consideramos este {iltimo punto

0’
como origen de coordenadas, el S§rea de F estarf dada por
una funcibn radial que depende de un dngulo que varfa en
tre los extremos de la proveccidn de F sobre N' con cen-

tro en x,. Sean m y n dichos extremos y A = (m Xg n) el

trifngulo con v&rtices en m, Xg ¥y B (Fig. 5.5.9)

FIG, 5.5.9.

96 .



aa(F) coincide con el &ngulo correspondiente a x, en A,

0

Si @ es el idngulo formado entre R(x0 + n) y R(x0 -+ m)

exterior a A, resulta aa(F) = 27— y
2m ()
n(F) = J J r dr df
a 0

Sea m(F) > 0, Aplicando la f8rmula anterior resulta

2 (r(0) 27 2
m(F)=I j rdrd0=j )" 4 <

2
o
< sup r(f) (27 )
fe[ o, 2m]
Luego 0 < sup r(f) (2m ),
be[a, 2]

Como sup r(f) > 0 resulta 2r-x > 0 ,*', aa(F) > 0,

Reciprocamente, st aa(F) > 0, usando la misma f6rmula

27 (r(6) 2n 2
J J r dr df = J ijgll—-d(ﬁ) 2 e(2m )

m(F) = 7
o 0 o
donde € = radio de N,
Resulta entonces que si 27— = aa(F) > 0, ser§ m(F) > 0,
Lema 5.4.8,.

Sean M y L fans conexos en x., sobre S, M C L, Entonces

0
m(M) < m(L) ©® aa(M) < aa(lL)

Demostracién

En las condiciones del enunciado, (L ~ M) U {x} resulta

un fan en Xqe €i bien su proyeccidén con centro en x, sobre

0

N' no es necesariamente conexa, tiene a lo sumo dos compo-

nentes conexas, cada una de ellas un fan en Xgr ¥ alguna de

97.



ellas de medida no nula.

Con una demostracifn similar a la del lema 5.4.7 se de-

muestran ambas implicaciones,

Lema 6,4,9,.

m(ins(xo,s) N N) < m(st(xo,S) N N)

g m(ins(xo,S)) < m(st(xo,S))

Demostracién

ins(xO,S) NN C st(xO,S) N N
aa((ins(xo,S) NN < aa((st(xo,S) N N)
Si aa((ins(xo,S) N N) = f-a

y aa(st(x,,S) NN = f'w', por lo visto anteriormente
0 ’

resulta a' < a<p <p

r dr df

B' (x(6)
m(st(xo,S)) = m(st(xo,s) N N) -+ j

a' ¢

B (r(6)
m(ins(xo,S)) = m(ins(xo,s) N N) + J J r dr df
a e

donde € = radio de N,

Resulta obviamente

B r(6) (B' (x(6)
J J r dr df < J J r dr d6
o

x € €

luego la desigualdad estricta se mantiene e implica

m(ins(xo,S)) < m(st(xO,S))

El teorema principal y sus consecuencias

Teorema (5.6.1)

Sea S un dominio de Jordan en E2; Xg € front S.

98.
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Entonces son equivalentes:
i) m(st(xo,S)) = m(ins(xo,S))
ii) v es contfnua en X
i) = ii)
Probaremos ~ ii) =~ i)

Supongamos V no continua en Xgo entonces T ox, > X

X € S ¥ n tal que

<
1fm V(xn) v(xo)
noro
por ser v semicontinua superiormente (Teo. 5.1.2). Entonces

1¢m m(st(xn,S)) < ﬁ(st(xo,s))

n-oo

Por el lema 5.4.6

ins(xo,S) C g ‘T st(xj,s) ) {xo} U Q
n=1 j=n
m(ins(xo,S)) < m(U N st(x.,S)) + m{x.} + m(Q)
=1 = h 0
n=1 j=n

(-] (-] L~ -]

=m( U N st(x.,S)) = 1fm m[ N st(x.,S)]
n=1 j=n J n->w j:n J

< 19m m(st(xn,S))

n+e

- -] (- -]
Esto ocurre por ser U N st(x.,S) una unidn de conjuntos
o =1 j=n
crecientes (Bi = N st(x.,S), Bi CB. si i € j) y porque
j=i ' )
N st(xj,S) - st(xn,S), Entonces m(ins(xo,S) < 19m m(st(xn,s))
no>e

j=n
<fm(St(xo,S)). Luego m(ins(xg,S)) <’m(st(x0,S)).

ii) = 1)

v continua en X, =°'m(st:(x0,s)) = m(ins(xo,S)).

Veamos

Si m(xt(xo,s)) ¢ m(ins(xo.s)) entonces VvV no es continua en x,.

Es claro que m(st(xg,S)) - m(ins(xo,S)) > 0 pues
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ins(x_,S) C st(xO,S) y que por lo tanto st(xO,S) ~ ins(xO,S)

0’
es un fan en X de medida no nula,.

Por el lema 5.4.8, aa(st(xo,S)) > aa(ins(xO,S)) y por 1los
lemas 5.4.1 y 5.4,2 ins(xo,S) NNy st(xo,S) N N son angu
larmente conexos,

Entonces la proyeccifn sobre N, con centro en xg de

st(xO,S) N ins(xo,S) tiene a lo sumo dos componentes conexas
sobre Nl’ al menos una de &€stas de medida no nula por tratar
se de un fan de medida no nula,

De acuerdo a Esto podemos razonar en N y deducir que
m(st(xo,S) N N) >fm(ins(x0,S) N N) y que existe un conjunto
A contenido en (st(so,S) N ins(xO,S)) N N con medida no nula
e interior no vacfo. .

Sean entonces t € int A y w € ins(xo,S).L(w,xo) divide el
plano en dos semiplanos que llamaremos H+ y H . Como t ¢ L
pues t £ ins(x;,S) supongamos entonces que t € H+.

g €' tal que B(t,e') CAC (st(xo,S) N ins(xo,s)) N N,

Como t no emite rayos salientes por ser R(t - xo) un rayo

entrante, I t' € R(t -+ xo) NHE Ns NN, (t! xo) C int S,

s ec 0

Es de notar que t' ¢ ins(xO,S) y que no puede ver claramen
te a t pues se lo impide Xg; de hecho t' no ve la parte su-
perior de B(t,e') que sI es vista por Xg.

Sea t, = % t!' + Eil Xqi tn € (¢! xo) y t, > X4

Los puntos de esta sucesifn estin en S pues (t' xo) C int S
y tienen las mismas condiciones de visibilidad que t' res-

pecto a t,

En efecto, sea L = L(t,xo) la recta por t y Xy ¥ sea U el
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subconjunto de S limitado por la recta L e invisible vfa

S desde t (a fortiori invisible desde cada uno de 1los tn).
Llamemos g = 5 v U y designemos con ; a la funcifn de visi
bilidad de E. Por construccifn resulta que n = 1 vale
3(tnl = V(tn) pero s(xo) < v(xo). Por la semicontinuidad

superior de la funcién de visibilidad [1], teorema 5.1,2

vale
11 ) = 1fm v < Vi(x,) < )
m v(tn = m v(tn) v(x0 v(x0
nre noe«

de donde resulta la discontinuidad de v en Xq e

Corolartios del teorema principal

Definicién 6.7.1,

X, € front S es un punto e¢énico si existe una recta L que

0
contiene a Xy ¥ st(xo,S) esti contenida en uno de los dos

semiplanos en que L divide al plano.

Teorema 5.7.1.

La funcifn de visibilidad es cortinua en Xq € front S si

y s6lo si X, €s un punto c6nico.

Demostracidn

(<) Sea Xy un punto cénico; entonces existe L tal que

Xy € L, L divide al plano en nt y H™ vy sin pErdida de gene
ralidad podemos suponer que st(xO,S) C c1(?). obviamente
ins (x4,S) C c1(uh)

Veremos que st(xo,S) n ins(xo,s) C L con lo cual aplicando

el teorema 5,6.1 resultara



102,

m(st(xo,S)) - m(ins(xo,s)) = 0 por estar la diferencia

de conjuntos contenida en otro de medida nula.

Veamos que si u € st(xO,S) v I entonces u € ins(xo,S).
Como u § L, 3 u' € R(uxy >) N H, (xq uw'] CH™

R T st(xo,S).

Si (x0 u') € CS o si [x0 u'l] C front S por definicién u
emite rayos salientes por Xq luego u € ins(xo,S)

Si nada de €sto ocurre,

L(l»/& g

como u' ¢ st(xo,S),

(xo u') N front S # @.
Sea t € front S N (x0 u')
y mis préximo a Xq e

(Fig., 5.5.10)

t e H ,°', t ¢ st(xO,S) y (x4 t) € CS ya que si

(x0 t) N's # P, existirfa z € (x0 t) N S, Repitiendo el
razonamiento anterior con este z en lugar del u', aparecerfa
un t' € (x0 t) N front S lo que contradiria el hecho de que
t fuera el punto de front S mis prdximo a Xq sobre ese segmen
to.

Luego u € st(xO,S) v L = ue€ ins(xo,s), es decir que
st(xO,S) v ins(xo,S) C L y por ende

m(st(xo,S)) = m(ins(xo,s)).

El teorema 5,6.1 asegura la continuidad de la funcidn de vi-
sibilidad en Xq

(=) Sea v continua en X5, entonces X, es un punto cbnico.



Si v es continua en Xqs POT el teorema 5,6.,1 resulta

m(st(xo,S)) = m(ins(xo,S)).

Pueden presentarse dos casos.

a)

b)

st(xo,S§ = ins(xo,S)

Consideremos en este caso la proyeccifén sobre Nl con
centro en X, del ins(xO,S). Por el lema 5.4.2 esta pro
yeccifn resulta un arco sobre Nl; tomemos entonces sus
puntos extremos, sean ellos X, ¥ X,

Si x5, X ¥ X, est3in alineados, ellos dan la recta L
necesaria ya que tanto ins(xO,S) como st(xO,S) quedan en
uno de los dos semiespacios determinados por L y resulta
entonces Xy un punto cbnico,

Si'xo, X, ¥ %, no estdn alineados, sea A el tridngulo
con v€rtices en estos tres puntos,

Obviamente los puntos interiores a A emiten rayos salien
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tes por xg. Por ser ins(xO,S) un fan resulta que cualquier

recta de apoyo por x, de A (estin bien definidas por ser
A un convexo), dejan en uno de los semiespacios determina
dos ins(xo,s) y por lo tanto st(xO,S). Tambifn en este
caso X, s un punto cfénico.,

st(xO,S) # ins(xO,S)

Como m(st(xo,S) " ins(xo,S)) = 0 resulta

st(xo,S) ~ ins(xo,s) un fan en X de medida nula, Por el
lema 5.4.7 su amplitud angular es 0. Por otro lado, los
lemas 5.4.2 y 5.4.3 aseguran que su proyeccidn desde X

sobre N1 tiene una o dos componentes conexas, luego Efsta

debe ser un punto o dos puntos.
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Si son dos puntos, llamémoslos X) ¥ X,y tomemos
{xo,xl,xz}. Si estos tres puntos estin alineados forman
la recta L necesaria ya que contiene a Xq Y obviamente
st(xo,S) queda en uno de los semiespacios por ella de-
terminados. X resulta entonces un punto cdnico.
Si los tres puntos no estin alineados forman un trifngu
lo A, Con un razonamiento igual al de la parte a) de
esta implicacifn, cualquier recta de apoyo a A por X
demuestra que X, s un punto cénico,
Si la proyeccifn sobre N,
hJi es un (nico punto, sea
Este por ejemplo )
¥ L(xo,xl) es la recta bus-
cada ya que obviamente
deja en un semiplano al
FIG. 5.5.11. ins(xO,S) y sobre su borde
al resto de 1la st(xo,S).

X, es entonces tambi&n un punto cénico,

0

Teorema 6.7,2.

X0

€ front S y front S suave en Xg = V es continua en Xq e

Demcstractidén

Este teorema es en parte una conclusidn directa de tres

teoremas del capftulo 3 unidos al teorema 5.6.1,

Si

o
(¥R

X, €s un punto de inflexidn de front S, basta aplicar

teorema 3.2.4 que asegura que ins(xO,S) = st(xo,S).

-e Am se;m eastimtaAa Ao wa AAn b
"\0 -0 - s yuu\-u A AW AR SR T .
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adem3s no es un punto de inflexifn extraordinario (3.2.1),
el teorema 3,2.,5 asegura que st(xo,S) e ins(xo,S) difieren
a lo sumo en un conjunto contenido en una recta,

Si x, es un punto de inflexién extraordinario (punto de

0
no convexidad local y de acumulacidn de puntos chatos),
una demostracifén similar a la de la filtima parte del teore
ma 5.7,1 asegura que es tambi&n un punto cénico,

Si X, es un punto de convexidad local pero no un punto cha
to, por el teorema 3.2.6 ins(xo,S) = st(xO,S).

Por GYtimo, si Xy es un punto chato, existe un segmento
[ab] C front S tal que X € (ab), y una recta L tal que
(ab) C L.

Si t € st(xo,S) &~ L una demostracibn similar a la del teo-
rema 3.2.6 asegura que t € ins(xo,S).

si t € [ab], R(t,x, ») es obviamente un rayo saliente. Lue

go si Xy €s un punto chato, st(xo,S) = ins(xo,S).
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