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í. INTRODUCCION

1.1. Geometría de Za Cbnvezidad

La Geometría de Convexidad tiene dos características que

la destacan del resto de las áreas de estudio de la Geo­

metría. Una es netamente técnica y se refiere a su carac­

teristica de geometría global, es decir, la convexidad de

un conjunto se refiere a propiedades que ligan entre si a

todos los puntos del mismo; difiere en ese aspecto de todas

aquellas áreas de la Geometría en las que el aspecto local

es el predominante. La segunda caracteristica importante
de la Convexidades histórica. Todo el desarrollo de esta

disciplina desde su fundación hasta su culminación trans­

curre en el presente siglo.

Podemosdistinguir en el desarrollo cronológico de la Geo­

metría de Convexidad cinco etapas diferenciadas por sus

motivaciones y sus conexiones con otras áreas de las Matemí

ticas. Esta separación en etapas no es nítida sino que abuE
da en áreas grises.

La primera etapa, que podríamos llamar etapa fundacional

comienza en los últimos años del siglo XIX, a partir de pro

blemas propuestos por el Análisis Clásico y el Cálculo Fun­

cional (por ejemplo promedios ponderados, centros de grave­

dad...). La figura predominante en esta etapa es Herman

Minkovsky. El resultado más destacado es el llamado Teorema

teoride Hihkovski, predecesor finitodïmensional del famoso

ma de Krein y Milman.



La segunda etapa, desarrollada cronológicamente en un en­

torno de la Primera Guerra Mundial, tiene comoprotagonií

tas a varios participantes de un famoso seminario de Geome

trIa de la Universidad de Hamburgo. Los nombres más desta­

cados son Blaschke, Helly, Rad6n y Carathéodory. Los resul

tados contienen un énfasis predominante en Combinatoria

Geométrica y se ubican en espacios euclidianos de dimensión
finita.
La tercera etapa notable en el desarrollo de la Convexidad

surge en la década del 30 como respuesta a problemas plan­

teados por 1a Topología y el Análisis Funcional, en conse­

cuencia su énfasis principal está en el estudio de caracte

rísticas geométricas en dimensión infinita. Las figuras des
tacadas de esta etapa son Bourbaki, Krein, Smullyan y cola­

boradores de éstos.

A comienzos de la década del 60, V. Klee sintetiza y resueí

ve los principales problemas de esta etapa.

La Investigación Operativa y más particularmente la Optimiza

ción experimentan un notable crecimiento a partir de la décí
da del 50. Contemporáneamente la Convexidad sufre un vuelco

en sus problemas ante el requerimiento de esta nueva disci­

plina constituyendo así 1a cuarta etapa de nuestro análisis.
Una vez más el énfasis se transfiere a los temas combinato­

rios en dimensión finita. Surge en esta etapa el estudio no

diferencial de funciones convexas. Las figuras predominan­

tes son T.Rockafellar y B.Grïnbaum.



Podemosdistinguir una quinta etapa, actualmente en desa­

rrollo, cuyo énfasis radica en temas combinatorios y gene
ralizaciones de la Convexidad. Precisamente dentro de es­

ta idea se insertan la teoría de Conjuntos Estrellados y

la teoría de la Visibilidad. Esta última será el tema cen
tral del presente trabajo.
En los próximos parágrafos de este capítulo analizaremos
en detalle estos últimos temas mencionados.

Extensiones de la noción de convexidad.

Estudio geométrico de Za Visibilidad

La noción de convexidad se ha extendido dando lugar a ge­

neralizaciones. Dado un conjunto convexo, dos puntos cuales

quiera pueden unirse por un segmento íntegramente contenido

en él. Una generalización de ésto surge al considerar los

conjuntos Ln.

Un Conjunto S es Ln si todo par de puntos puede conectarse

mediante una poligonal de no más de n tramos y cuyos seg­

mentos están contenidos en S. Es posible probar que un con­

junto compacto, simplemente conexo y L2 es unión de conjun­
tos convexos tales que la intersección de cada par de ellos
sea no vacía.

Comootra generalización aparecen los conjuntos estrellados.

Diremos que el conjunto S es estrellado si V x 6 S existe

un punto y 6 S tal que el segmento que une x e y esté con­

tenido en S.



La idea de que todos los puntos entre otros dos estén

contenidos en el conjunto da origen también a la noción

de visibilidad. Diremosque z ve a y via ijsi el seg­

mento [x y] está contenido en S. Esta es una relación

idéntica y simétrica pero no transitiva, de donde sur

ge la definicisn de estrella de un punto :c en el conjuï
to S que será el conjunto st(x,S) = {t e S/x ve a t vía S}:

este concepto a su vez origina el de punto radiante en S

que será un punto x e S tal que st(x,S) = S. Notemos que

los puntos radiantes son los que tienen visibilidad total

o universal y que en los conjuntos convexos todos los pun

tos lo son, mientras que los conjuntos estrellados son aquí
llos en los cuales el conjunto de puntos radiantes es no

vacío. A partir del concepto de punto radiante podemos defi

nir para un conjunto S el mirador de S como el conjunto

mir S = {x e S/x es punto radiante de S}, y notar que si S

es‘convexo, S = mir S, mientras que para que S sea estrella

do es necesario que el mir S sea no vacio. Para todo conjun
to S resulta mir S convexo.

Será importante en el desarrollo del presente trabajo

poder evaluar cuándo un punto tiene mayor visibilidad que

otro. Diremos que x tiene mayor visibilidad que y en S

(x Ys y) si st(x,S) 3 st(y,S).
Esto dará una relación “Y transitiva e idéntica pero no

antisimétrica ya que por ejemplo dos puntos distintos del
mirador tienen la mismaestrella.

"pre porLa relación Y es entonces un preorden parcial,



la falta de antisimetrïa y "parcial" dado que es posible

que dos puntos cualesquiera no estén relacionados. Las

clases de equivalencias generadas por YS serán subcon­
juntos convexos de S.

Surge a partir de ésto y bastante naturalmente la célula

de visibilidad de un punto x en S definiendo vis(x,S) =

= {t e S/t Ys x}. Resulta vis(x,S) la intersección de
todas las componentes convexas de S que incluyen a x y

es por lo tanto un conjunto convexo.

Podemoshacer además una clasificación de los puntos den

tro del conjunto de acuerdo a la visibilidad de éstos con

es un punto de conrespecto a un entorno. Diremos que x0

vexidad local de S (x0 6 lc S) si existe un entorno U de
x tal que U Ñ S es convexo; estos puntos tienen visibi­0

lidad universal en un entorno de si mismos. En caso con­

trario x es un punto de no convexidad local de S0

(x0 e lnc S); existen restricciones a la visibilidad tan
cerca de x como se quiera.0

Obviamente los puntos interiores a S son puntos de con­

vexidad local, luego los puntos de no convexidad local de

S estarán ubicados en la frontera de S, y puede verse f5­

cilmente que son un conjunto cerrado en la topología re­
lativa.
Por filtimo, es importante notar que no todos los puntos

pertenecientes a st(x,S) son vistos por el punto x de la

misma manera; diremos que z ve claramente a y en S si

existe un entorno U de y contenido en S ral que
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U C st(x,s)g en caso contrario z ve críticamente a y en

S y diremos que y e cv(x,S).

Plantea de los problemas a estudiar

Este trabajo en su conjunto trata acerca del estudio de

la visibilidad. Salvo afirmación en contrario, todos los

puntos y conjuntos aqui considerados estarán contenidos

en el espacio euclIdeo E2.
En el capitulo 3 se estudia la visibilidad en un conjunto

conexo del plano cuya frontera presenta un comportamiento

relativamente bueno. Se utilizan herramientas afines o 12
calmente afines. E1 objetivo es Estudiar el mirador de un

dominio de Jordan suave, cosa anteriormente realizada por

B. Halpern con una metodologia diferencial en [101.

Se mejora el teorema principaf del trabajo anteriormente

mencionado, ya que éste aporta una descripción parcial de

la frontera del mirador de S, bajo la suposición de que S

sea un conjunto estrellado. El resultado obtenido en este

capitulo es más fuerte; aparece una descripción del mira­

dor comointersección de estrellas de puntos de inflexión,

sin la restricción de que el conjunto sea estrellado. Se

hace también un estudio detallado de los puntos frontera
de un dominio de Jordan suave como asi también de sus es­

trellas. A partir del teorema principal se deducen tres

teoremas de tipo Krassnoselsky.

E1 capÏtulo á surge como respuesta a una pregunta. Dado



un punto en un conjunto, contando solamente con el cono­

cimiento de su estrella, ¿es posible realizar desplaza­

mientos que aseguren alcanzar puntos de máximavisibili

dad? Se realiza entonces la búsqueda de estos puntos me­

diante un enfoque algoritmico del problema. Trabajando

en un dominio de Jordan suave, a partir de un punto y su

estrella se construye una regi6n factible de desplazamien

tos y se indican los movimientos necesarios para la obten

ción de un óptimo en el sentido allI descripto. La región

factible resulta un conjunto convexo que coincide con la

célula de visibilidad del punto en el conjunto. El algo­

ritmo permite a su vez determinar si el conjunto es estrs
llado o si no lo es, a través de una clasificación y estu­

dio de los diferentes tipos de óptimos posibles.

Por último, en el capitulo 5 se intensifica el estudio de

la funci6n de visibilidad, que asigna a cada punto la me­

dida de Lebesgue de su estrella en el conjunto. Ya defini

da y tratada por G.Beer en [l], [2] y [3], este autor, en

esos trabajos, estudia la función en conjuntos abiertos o
bien en el interior de los mismos. Estudiaremos entonces

Su comportamiento en la frontera de conjuntos de Jordan

con 1a condición de que Esta tenga a lo sumo un número fi

nito de puntos de inflexión o de discontinuidades. Dado el

carácter global del prOblema, 1a evaluación de 1a medida

de las estrellas de los puntos era de muydifícil concre­

ción. Se intentó entonces un estudio local (aparece el do­



minio de normalidad), para luego generalizar los resultí

dos usando el hecho de que las estrellas son fans o abani

cos con centro en el punto en cuestión. Se lograron condi
ciones necesarias y suficientes para la continuidad de la
función de visibilidad en la frontera de un dominio de

Jordan, sin la restricci6n de suavidad de ésta, y acceso
riamente resultados interesantes que relacionan los con­

ceptos de visibilidad clara y de inner stem.



RESULTADOS AUXILIARES

En este capítulo presentaremos un conjunto de resultados que

serán necesarios a lo largo de todo el trabajo. No se inclu­

yen las demostraciones de los mismos ya que éstas figuran en

las bibliografías citadas. Se agregan también algunas defini
ciones y notaciones imprescindibles para 1a comprensión de

dichos enunciados comoasí también para los capítulos subsi­

guientes.

2.1. ¿ayunas definiciones y notaciones básicas

El complemento,interior, clausura, frontera y cápsula

convexa de un conjunto S serán notados por CS, int S,

c1 S, front S y conv S respectivamente.

El segmento abierto que une los puntos x e y se notará

(x y) y el segmento cerrado [x y].

[x y) será el segmento que incluye al punto x y exclu­

ye al punto y, y(x y] el que excluye al punto x e inclg

ye al y.

El rayo con orígen en el punto x que pasa por el punto

y se notará R(x + y), mientras que R(y x +) será la no­

tación del rayo que parte del punto x en dirección opueí
ta a aquélla de R(x + y). Los rayos serán siempre cerrados.

Díremos que x ve a y via S si [x y] C S. La estrella de x

en S es el conjunto stlx,S) de todos aquéllos puntos viS>

tos por x via S.

E1 mirador de S es el conjunto mir S de todos los puntos



x € S que cumplen st(x,S) = S.

S será un conjunto estrellado si mir S # fl.

El disco abierto de centro x y radio e será notado

U(z,e) y el disco cerrado de centro x y radio e como

B(x,e).

Diremos que S C E2 es un dominio de Jordan si S es

un conjunto compacto y conexo del plano cuya frontí
ra es homeomorfaal disco unitario.

S será un dominio de Jordan suave si es un dominio

de Jordan cuya frontera es una curva continuamente
diferenciable.

Un punto x e S será un punto de convexídad local si

existe e > 0 tal que S n B(x,e) es un conjunto con­

vexo. Escribiremos.x e lc S. En caso contrario, x

será un punto de no convezidad local y notaremos

x e ch S.

Es necesario notar que esta distinción es significa­

tiva solamente para puntos en 1a frontera ya que los

puntos interiores son trivialmente puntos de convexi
dad local. Será muy fácil probar que lc S es un con­

junto abierto en 1a topología relativa de front S, y

por lo tanto lnc S resulta un conjunto cerrado en di­

cha topología.

Sea y 6 front S, x e st(y,S). Diremos que el rayo

R(x + y) es un rayo entrante por y si Ht e R(xy +)

tal que (yt) C int S.

En caso contrario diremos que R61 ñ y) es un Payo si

Ziente por y.



Y

Corolario 2.2.3.

El inner stem de x respecto de S es el conjunto

ins(x,S) formado por x y todos los puntos de st(x,S)

que emiten rayos salientes por y.

Si S es un conjunto cerrado con interior no vacío y

x € S, el conjunto de visibilidad critica de z en S

será el conjunto cv(x,S) = int S n front st(x,S). Cada

punto de este conjunto es un punto de visibilidad cri­
tica de x en S.

Un punto x e S es claramente visible desde y vIa S si

existe un entorno Ux del punto x tal que Ux n S C st(y,S).
Diremos que y ve claramente a x.

Teorema de Tietze y sus consecuencias

Teorema 2.2.1 (Tietze) [16]

Sea S un conjunto cerrado y conexo en Er tal que todos
sus puntos son de convexidad local. Entonces S es con­

VCXO .

(brolario 2.2.2, (Valentine) [20]

Sea S cerrado en Er. Supongamos x e S, y e S, z e S con

(xy) C S, (yz) C S. Si el conjunto triangular

A = conv(x U y U z) determinado por x,y,2 no contiene

puntos de lnc S, entonces A C S.

(Valentine) [20]

Sea S cerrado en Er. Supongamos x e S, y e S con xy C S,
yz C S. Si los Gnicos posibles puntos de lnc S en

A = conv(x U y U z) son x í z, entonces A C S.



Lema 2.2.4.

Sea S cerrado en el plano, x E S, y e S, z e S con

[xy] U [yz] C S. Sea A = conv(x U y U.z) con la condi

ción de que A n lnc S C {t} donde t 6 (xz). Entonces

A C S.

Demostración

Una ligera variación en la demostración del corolsrio

2.2.3 asegura la tesis.

Teoremas de tipo EeZZy

Teorema 2.3.1. (Helly) [10]

. . . nSea F una familia de conjuntos convexos en R , tal que

toda subfamilia de (n+1) miembros de F tiene interseí

ción no vacia. Supongamos además que F es finita, o bien

que todos los miembros de F son compactos. Entonces la

intersección de todos los miembros de F es no vacía.

Teorema 2.3.2. (Grïnbaum) [6]

Sea g(n,0) = n+1, g(9,1) = 2n, g(n,j) = 2n-j para

1 < j < n, y g(n,n) = 1. Si F es una familia finita

por lo menos g(n,j) conjuntos convexos en Rn y cada

g(n,j) miembros de F tienen una intersección por lo
entonces 1a intersección de todosmenos j-dimensional,

los miembros de F es por lo menos j-dimensional.

Teorema 2.3.3. (Klee) [12]

R R1, o y R3 significarán (respectivamente) "interseca",



"está contenido en" y "contiene". SupongamosF es una

familia de conjuntos convexos en En, K es un conjunto

convexo en En, y para cada n+1 conjuntos de F existe

un trasladado de K que Rj esos n+1 conjuntos. Más afin
supongamos que ocurre al menos una de las siguientes

i) P es finita

ii) K y los conjuntos de P son todos acotados y cerrg
dos

iii) j = 2, K es abierto y todos los conjuntos de P son

acotados.

todos los conjuntosEntonces algún trasladado de K Rj
de P,

Teorema 2.3.4. (Krassnoselsky) [14]

Ses S un conjunto compscto y conexo en Rn tal que para

todo subconjunto de n+1 puntos existe un punto de S que

ve a los (n+1) simultáneamente. Entonces S es estrellado.

Otros resultados necesarios

Lema 2.4.1.

Sea S un dominio de Jordan y x 6 lc S.

Entonces x ve via S puntos interiores de S.

Demostración

Existe e > 0 tal que K = B(x,€) n S es convexa. Es fácil

verificar que S = c1(int S), luego K n int S e O. Más afin,

K = st(x,K) C st(x,S).



befinición 2.4.1.

Un dominio regular es un conjunto S tal que int S es

conexo y S = c1(int S).

Teorema 2.4.2. (Toranzos) [17]

El mirador de un dominio regular no convexo es la ínteï

sección de los inner stems de sus puntos de no Convexi­

dad local.

Corolario 2.4.3.

El mirador de un dominio de Jordan no convexo es la in­

tersección de los inner stems de sus puntos de no convexi
dad local.

Teorema 2.4.3. (Toranzos) [17]

Sea S un conjunto cerrado con interior no vacío, y un pun

to de convexidad local de S y p un punto de visibilidad

crítica de y.

Entonces (p y) contiene puntos de no convexidad local de

Se

Teorema 2.4.4. (Toranzos) [17]

Sea S un dominio regular, y e S un punto de S tal que

st(y,S) fi S pero que ve al menos un punto interior de S

via S. Entonces cv(y,S) es no vacía.



3. VISIBILIDAD EN UN DOMINIO DE JORDAN SUAVE

3.1. Objetivos de este capitulo

Unode los propósitos de este capítulo es un objetivo téí
nico, el de estudiar la visibilidad en un conjunto conexo

del plano cuya frontera tenga un comportamiento relativa­
mente bueno.

Por otro lado tenemos un propósito metodongico que es el
de realizar lo anterior con herramientas afines o local­

mente afines, o sea, usando conceptos como los de conjun­

to convexo, estrellado y visibilidad, que son invariantes

por transformaciones afines.

El problema que trataremos ya fue estudiado por B.Ha1pern

en [9 lusando una metodologia diferencial. Su principal

teorema tiene el siguiente enunciado.

Teorema 3.1.1. (B. Halpern) [9]

Sea S C E2 un conjunto estrellado cerrado y front S una

curva simple, cerrada y continuamente diferenciable. En­
tonces la front(mir S) está contenida en la uni6n de la

front S y de las rectas tangentes a los puntos de infle­
xi6n de front S.

Si además suponemos que front S es una curva simple cerrí

da con un número finito m de puntos de inflexión y que

front S n front (mir S) = 0 entonces front(mir S) es un

polígono con a lo sumo m lados.

Este teorema aporta una descripción parcial de front(mir S)
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bajo 1a suposición de que S sea un conjunto estrellado.

Obtendremos un resultado más fuerte, con una descripción

del mirador y sin la restricción sobre el conjunto.

Con el tratamiento afin del problema intentaremos futu­

ras generalizaciones, ya sea para el caso no suave o para

espacios de mayor dimensión. Salvo afirmación en contra­

rio, todos los puntos y conjuntos considerados en este tra

bajo estarán contenidos en el espacio euclídeo E2.

Puntos de inflexión

3.2.1. Clasificación afin de Puntos de Za frontera

La frontera de un dominio de Jordan S admite una

partición en cuatro subconjuntos disjuntos:

i) El conjunto de los puntos convezos (exp S)

donde cxp S = lc S ñ 1nc CS

ii) El conjunto de los puntos cóncavos (ccP S)

donde ccp S = lnc S n lc CS

iii) El conjunto de los puntos chatos (flp S)
donde flp S = lc S ñ lc CS

El conjunto de puntos de inflexión propios

(pif S) donde pif S = lnc S ñ lnc CS

Existe además otra clase de puntos frontera que

comparte las mismas propiedades con los puntos de

inflexión propios. Tendremosentonces

v) El conjunto de puntos de inflexión extraor­

dinarios (xif). Diremos que x es un xif si

es un punto cóncavo y acumulación de puntos

chatos. xifs = cCp S n cl(f1p S).



El conjunto de puntos de inflexión de S (ifp S)

será la unión de los puntos de inflexión propios
y de los puntos de inflexiSn extraordinarios

ifp S = pif S U xif S.

A esta altura, es necesario hacer una distinción

entre dos clases diferentes de puntos de inflexión.

Sea x e ifp S. Diremos que xn es un punto de infle­

xión manejable si a e > 0 tal que B(x0,€) n front S

no contiene otro punto de inflexidn distinto de x0.

En caso contrario diremos que x0 es un punto de in­
flexión inmanejable. Es claro que los puntos de in­

flexión inmanejables son puntos de acumulación del

Conjunto de puntos de inflexión manejable.

No se ha podido lograr el estudio de los puntos de

inflexi6n inmanejables mediante técnicas afines o

localmente afines, por lo tanto nos restringiremos

al estudio de conjuntos del plano en los que ese

configuraciSn este ausente. Dado que la frontera de

S es un conjunto compacto, Ésto implicará que el ng

mero de puntos de inflexión en S deberá ser finito.

Tendremosentonces la siguiente definición:

Definición 3.2.1.

Un conjunto S C E2 es un dominio de Jordan suave y regular

i) S es un dominio de Jordan;

ii) la aplicación homeomórfica7:C * front S es continua

mente diferenciable;
iii) front S tiene un númerofinito de puntos de inflexión.

21.
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Definición 3.2.2.

Una wzona de obstrucción F contenida en front S será una

componente conexa de lnc S.

Escribiremos P es una 2.0 de S.

3.2.2. Geometría ZocaZafín en Za frontera

En los próximos dos lemas veremos que nuestra de­

finición local affn de punto de inflexión preserva

las propiedades geométricas observadas en 1a defi­
ci6n diferencial cIásica.

Lema 3.2.1.

Sea S un dominio de Jordan suave y regular y p e S un pun

to de inflexión. Entonces existe un arco abierto P C front S

tal que p e P y la recta tangente T(p) que pasa por p sepí

ra P en dos subarcos F1 y P2; ambos subarcos tienen al pun­

to p como un extremo, P1 C lc S y P2 C ccp S.

Si p G pif S la separación es estricta.

Demostración

a) Supongamos p e pif S. Sea N(p) la recta normal a la

front S en p, y definamos:

el = Ïnf {Ip-tI/t e ifp S, t fi p}

82 = Inf {Ip-qI/q E (N(p) n front S), q fi p}

e = á Inf{el;ez}
Resulta e > 0.

Sea U = U(p,e) el disco abierto de centro p y radio e,

y F la componente conexa de (U n front S) que contiene



b)
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a p. F es por lo tanto un arco abierto de extremos

{xgy}. Llamemos Fx y Py a los subarcos abiertos de
extremos {x;p} y {pzy} respectivamente. Claramente

N(p) separa Fx de Py y ni x ni y resultan puntos de
inflexiSn.

Si x 6 lc S entonces Fx C lc S, ya que de lo contra

rio existiría un punto de inflexión en Fx. Lo mismo
fi

ocurre para y y P , e igual conclusión obtenemos
y

cambiando lc S por ccp S.

Luego cada uno de los subarcos tiene el mismo tipo

de curvatura que su extremo exterior. Más afin, si

x E lc S entonces y e ccP S y viceversa, porque en

caso contrario todo el arco P tendría el mismo tipo

de curvatura y p no sería un punto de inflexi5n.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x e lc S

e y e ccP S. Afirmamos que Fx está incluído en el in

terior de uno de los dos semiplanos en que T(p) diví

de al plano, ya que si Fx atravesara T(p) debería pri
viamente atravesar N(p), lo que está prohibido por la

definición del e. Análogamente, Py esta incluído en el
interior del otro semiplano determinado por T(p), y

esta recta separa estrictamente ambossubarcos.

Sea ahora p un punto de inflexi6n extraordinario. Como

señaláramos anteriormente, flp S es abierto en la topg

logia relativa de la front S. LlamemosI a la componen

te conexa de flp S tal que p e cl I.

Resulta I un intervalo abierto que tiene el punto p cg
mo uno de sus extremos, e I C T(p). El resto de la
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demostración es exáctamente igual que en (a), con la

sola excepción de que el subarco "convexo" resulta

incluído en el semiespacio cerrado y no es el abierto.

Lema 3.2.2.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular, una zona de

obstrucción de front S es un arco de puntos c6ncavos cuyos

extremos son puntos de inflexiGn.

Demostración

Sea P una zona de obstrucción; P es entonCes un subconjun

to conexo y cerrado de front S y por lo tanto un arco ce­

rrado o un punto. Esta última alternativa no es posible

dada la diferenciabilidad de front S. Los puntos_interio­

res a F deben ser c6ncnvos,.mientras que sus extremos serán

puntos de inflexión, propios o extraordinarios, ya sea que

el arco contiguo está formado por puntos convexos o por

puntos chatos.

Carolario 3.2.3.

Un dominio de Jordan suave y regular tiene un nfimero fini­

to de zonas de obstrucción.

Demostración

Inmediata usando el resultado anterior y el hecho de que

el Conjunto de puntos de inflexión es finito.

En el resto de este parágrafo intentaremos describir las

estrellas y los inner stems de los puntos convexos, cóngí
vos y de inflexión. Para ello necesitamos las siguientes
definiciones:



Definición 3.2.1.

Un cono de vértice v es un conjunto C union de rayos sa­

lientes desde v.

Definición 3.2.2.

Sea S un conjunto cerrado, p E front S y R un rayo salieg

.te desde p. El segmento maximal determinado por R en S

es la componente conexa de R n S que incluye a p.

Definición 3.2.3.

Sean S un conjunto cerrado, p 6 front S y

C = U{Rj/j E J} un cono con vértice p. El fan determinado

por C en S es el conjunto fan(C,S) = U{Ij/j G J}, donde

Ij es el segmento maximal determinado por Rj en S.

Comolo hicimos anteriormente, llamaremos T(p) a la recta

tangente a front S en p, H; y H_ serán los semiplanos a­P

biertos determinados por T(p), Í: y É; los semiplanos ce­
rrados. Además

u’ = ca?) y í“ = 004+)
P P P P

Teorema 3.2.4.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y p un punto

de inflexión de S, entonces ins(p,S) = st(p,S) = fanCí:,S)
Demostración

El lema 3.2.1. asegura que existe un e > O tal que el con

junto V = CS n U(p,e) n H; sea convexo.

Ses x E H; 0 S, entonces (x p) n V # 9 de la contrario
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T(p) no sería tangente. Luego x d st(p,S), por lo tanto

st(p,S) C Hi.

Elijamos ahora a > 0 tal que U = S n U(p,a) n gi sea
convexo. Nuevamente 1a existencia de a está asegurada por

el lema 3.2.1. Tomemost e st(p,S).

Existe s 6 (t p) n U, y R(tp +) = R(sp +); además este

rayo dabe ser saliente respecto de S ya que de lo contra­

rio, la existencia de un intervalo de puntos interiores

a S en Hg, contiguos a p, contradiria la condici6n de que

st(p,s) C H:. Luego hemos probado

st(p,S) c ins(P,S) c a;
El resto de la demostración es trivial.

Teorema 3.2.5.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y p un punto

cóncavo de front S que no sea un punto de inflexion extrí

ordinario, entonces
T . +

st(p,S) = fan(Hp,S) 1ns(p,S) = fan(Hp,S)
Demostración

Sea P una zona de obstruccion de S que contiene a p y

K - conv F. Es claro que int K fi 0 y que T(p) es la Gnica

recta de apoyo de K en p.

Sea z e H; n S. (z p) n int K é 0 de lo contrario la reí
ta que contiene a los puntos z y p sería también soporte

de K en p. Luego z d st(p,S) y

st(p.s) C H: <1)



Tomemosahora x e st(p,S) y x f T(p).

Llamemos L la recta que pasa por x y p. Como L no es una

recta de apoyo de K en p, existe t G L Ñ int K.

Más afin, una conocida propiedad topológica de los conjug

tos convexos asegura que (t p) C int K C CS.

Luego el rayo R(x + p) es saliente y x 6 ins(p,S).

Hemos demostrado que

st(p,S) n H: C ins(p,S) (2)

Por otro lado, tomemos q 6 T(p) n st(p,S), q fi p. Dado

que los ifp S son finitos, existe e > 0 tal que B(p,e)

no contiene puntos de inflexión, Tomemoss 6 B(p,e) n (p q)

y t = 2p-s. Es claro que t e B(p,e) y que (t p) C int S.

Luego R(q + p) es entrante y q Í ins(p,S). Comoq es cual­

quier punto en T(p) n st(p,S) hemos probado

ins(p,S) C st(p,S)' n a"; (a)

Ambasigualdades de la tesis se obtienen directamente de

las inclusiones (1), (2) y (3).

Teorema 3.2.6.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular y:P es un

punto convexo de S entonces

ins(p;S) = st(p,S) = fan(;:;8)
Demostración

Comop E lc S que es un conjunto abierto en front S, H r

arco de front de S tal que p e P y P C lc S n lnc CS.

Sean K = conv F y T(p) la tangente a front S en p. Clari

mente T(p) es la única recta de apoyo a K en p. Supongamos
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+
K C H

P . Si m e H; es claro que (op) 0 CS # 0 de lo con­

trario T(p) no sería de apoyo a K en p, luego st(p,S) C 5:1
Tomemost 6 st(p,S); 3 s € K tal que s € (tp).

R(sp +) es saliente respecto de S ya que, si s e T(p),

R(sp +) es saliente por ser T(p) de apoyo de K en p, y si

she Hg, R (sp +) no coincide con T(p) luego la existencia
de un intervalo de puntos interiores a S en H’ contiguos

a p contradiría la condición de que st(p,S) C SÍ.
Luego si t e st(p,S), t e ins(p,S) y hemos probado que

st(p,s) C ins(p,S).
El resto de la demostraci6n es trivial.

Los teoremas previos y eZ teorema principal

Teorema 3.3.1.

Sea K un cuerpo convex0 plano, L1 y L2 dos rectas de apoyo

de K, no paralelas, que lo intersecan en p y q respectiva­

mente, y solamente en esos puntos.

Sean x el punto en el que ambas rectas se cortan, A la re­

gión angular convexa limitada por R(px +) y R(qx +), F el

arco abierto de front K limitado por p y q visible desde

x via CK.

Si t es un punto de F y L es la recta de apoyo de K que pa

sa por t, L separa estrictamente int K de A.

Demostración

Sean C = conv(K U {x}) y F' = front K N (F U {p;q}).
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Es claro que
L: L'L

‘< front C = P' U [xp] U [xq].

’Q e a. Luego t e int C y por lo

3 ' a L. tanto el conjunto
L n front C consiste exaí

tamente de dos puntos, "y"

J: y "z"°

Ninguno de estos puntos

puede pertenecer a F', de

lo contrario L separaría

p de q; tampoco pueden am

bos pertenecer a un mismo

segmento [xp] 6 [xq] porque Esto implicaría que t G L1 6

t e L2, y en ambos casos llegariamos a una contradiccióny
Luegoye (xpl, 2€ (qu yLÜA=Ü

Teorema 3.3.2.

Sea S un dominio de Jordan suave y regular y P una zona de

obstrucción de front S con extremos {pgq}.

La intersección de los inner stems de todos los puntos de

P es 1a intersecciGn de las estrellas de p y q.

Demostración

Definamos K = conv P y sean p,q y A como en el teorema

3.3.1. El teorema 3.2.4 asegura que st(p,S) n st(q,S) C A.

Sea t e P, t fi p y t f q, y L la recta tangente a P en el

punto t.
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Para todo z e st(p,S) n st(q,S), sean {x} - [zp] n L,

{y} = [zq] n L y T = conv{x;y;z}. int T n lnc S = 0 ya

que de lo contrario la conexi5n de front S implicaría

la existencia de una obstrucción ya sea en [zp] o en

[zq]. El lema 2.2.4 asegura que z E st(t,S); ésto uni­

do a los teoremas 3.3.1 y 3.2.5 asegura que z e int(t,S).

Hemosprobado que st(q,S) n st(p,S) C mr ins(t,S).
La otra inclusión es trivial ya que sit:>e ins(t,S) V

t e F, en particular u>e ins(p,S) n ins(q,S) donde p y q

son los puntos de inflexión extremos de P.

El teorema 3.2.4 indica que 01€ st(p,S) n st(q,S).

EZ teorema principal

Teorema 3.3.3.

El mirador de un dominio de Jordan suave, regular y no con

vexo es la intersección de las estrellas de sus puntos de
inflexi6n.

Demostración

Este resultado es una consecuencia inmediata del teorema

2.4.2 y del teorema 3.3.2.

Teoremas de tipo Krassnoselsky

Una vez obtenida la descripción del mir S como intersec­

ción de ciertos subconjuntos de S, es natural buscar teo­

remas de tipo Krassnoselsky que establezcan si S es estre

llado por medio del teorema de Helly.
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Se presenta aquí un problema técnico: las estrellas de los

puntos de la frontera de S no Son, en general, convexas y

por lo tanto el teorema de Helly se torna inaplicable. El

siguiente lema nos ayudará a sortear ese obstáculo.

gema 3.4.1.

Sea S un dominio-de Jordan suave, x E S y x í mir S. Enton

ces existe un punto de inflexión p E S tal que

x fi conv(st(p,S)).

Demostración

Consideremoslas siguientes alternatiVas:

a) x e lc S.

Por el teorema 2.4.4, existe z E cv(x,S) y por el teo­

rema 2.4.3, podemos encontrar y e lnc S n (xz).

Sea F la zona de obstrucciSn de S que incluye a y, y

sea t un extremo de P (punto de inflexiSn) que esté

del mismo lado que z respecto a y.

b) x e lnc S.

Sea P la zona de obstrucción que contiene a x y t un

extremo de P distinto de x.

En amboscasos está claro que x f st(t,S).

Es más, si x no está contenido en la cápsula convexa de

esa estrella, bastará tomar p = t y el lema estará pro­
bado.

Supongamosentonces que x e conv(st(t,S)).

Podemos encontrar a y b en st(t,S) tal que x e (ab). Es

más, podemos pedir que este segmento [ab] sea mínimo,
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eligiendo a como el primer punto de R(x + a) que es visi

ble desde t, y b con la misma condición respecto de

R(x + b).

Esta situación provocará, a causa del fenómenode visibi­

lidad crítica, un par de puntos {u;v} de no convexidad 12

cal de S, dentro del triángulo T = conv{t;a;b}. Supongamos

que u es el primero de estos dos puntos que encontramos

cuando recorremos la front S desde t en la dirección del

arco convexo contiguo a t. Comou e lnc S, existe un pri

mer punto p e ifp S en el arco de extremos {t;u}, en el

recorrido a partir de t,

Es fácil mostrar que p verifica la tesis ya que si su tan

gente Tp separa st(p,S) y por lo tanto t de x, obviamente
x d conv(st(p,S)). Si x y t están del mismo lado de T(p),

[xt] corta la frontera en el arco de convexidad local {9.

Sea aael punto intersección. T(09 separa conv(st(p,s) de

x n

FIG. 3.4.1.



- Teoremade tipoKrassnoselskyusando el teorema de Helly:

Teorema 3.4.2.

Un dominio de Jordan suave y simple S es estrellado si y

sólo si para cada k puntos de inflexión de S con k 2 3,

existe un punto de S que los ve simultáneamente.

Demostración

Para cada t G ifp S definamos Kt = Conv(st(t,S). El teorg
ma 3.3.3 y el lema 3.4.1 aseguran que

mir S = n{Kt/t 6 ifp S}. Aplicando el teorema de Helly
(teorema 2.3.1) a esta familia finita de conjuntos conve­

xos obtendremos la_tesis.

- Teorema de tipo Krassnoselsky usando el teorema de
.0Grunbaum:

Teorema 3.4.3.

El mirador de un dominio de Jordan suave y simple S tiene

dimensión por lo menos 1 si y sólo si para cada conjunto

de k puntos de inflexiGn de S, con k > 4, existe un seg­

.mento que está incluído simultáneamente en la estrella de
cada uno de ellos.

- Teorema de tipo Krassnoselsky usando el teorema de Klee.

Teorema 3.4.4.

El mirador de un dominio de Jordan suave y simple S contig

ne un disco de radio A > 0 si'y sólo si para cada k puntos

de inflexión de S, con k > 0, existe uu disco de radio A

33.



contenido en la estrella de cada uno de ellos.

Las demostraciones de los teorema 3.4.4 y 3.4.5 son

totalmente análogas a la del teorema 3.4.3, pero basí
das en las generalizaciones del teorema de Helly hechas

OIpor Grunbaumy Klee respectivamente.

34.
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.4. PUNTOS DE MAXIMA VISIBILIDAD

4o 1. Introducción

Definición 4.1.1.

Sea S un conjunto conexo y cerrado, p € S y q € S. Dire­

mos que "p tiene mayor visibilidad que q via S" si
-\

st(p,S) —Ist(q,S). Notaci6n: p Ys q

Observación:

"Ys" es un preorden parcial por ser una relación transiti
va e idéntica pero no antisimétrica ya que dos puntos dis

tintos pueden tener la mismaestrella.

Definición 4.1.2.

La célula de visibiiidad de z en S será el conjunto

vis(x,S) = {y G S/y Ys x}.

Teorema 4.1.1.

vis(x,S) es la intersección de todas las componentes Conve

sas de S que contienen a x.

Demostración

Sea F = {Cx C S: C es componente convexa y x e CX}.x

vis(x,S) = n C
CxeF

Veamos que x

Sean p e vis(x,S) y K una componente convexa qne contiene

ax.

K C st(x,S) C st(p,S), luego

K' = conv({p} U K) C S



Por la maximalidad de K será K' = K, y por lo tanto

p e K; pero K era un elemento cualquiera de F, enton

ces p e Cx V Cx C F, luego p e n Cx con lo que
CxeF

probamos que vis(x,S) C n C
CEF xx

Reprrocamente sean t 6 n C y z 6 st(x,S). Existe
CxeF x

una componente K0 en F tal que [z,xJ C K0. Como t e K0,

t ve a z vía S, y ésto ocurre V z e st(x,S), luego

st(x,S) C st(t,S) y resulta t e vis(x,S).

Corolario 4.1.1.

vis(x,S) es convexa.

georema 4.1.2.

Todo punto de un conjunto compacto S ve, vía S, al meno

un punto de máxima visibilidad de S.

Demostración

Por la transitividad de la relación YS, 1a inclusión

vis(x,S) C vis(y,S) equivale a x YS y, luego
st(x,S) 3 st(y,S).

Sea x0 G S. Consideremos la familia

K = {vis(x,S)/x E vis(x0,S)}

que está formada por conjuntos compactos ya que las COE

ponentes convexas lo son en un conjunto compacto. Apli­

caremos el lema de Zorn a K.

Sea C = {vis(xx,S)/A e L} una cadena en K, o sea
— ' C - CIOIC . I O,,, C “15(xx(n),8) v1x(xl(n_1),s) Vis(xÜ S)
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Veamosque efectivamente todos los elementos de esta cadí

na están contenidos en vis(x0,S).

Sea z € vis(x,S); como x G vis(x0,S) resulta

st(x,S) : st(x0,S), pero ademásst(z,S) 3 st(x,S).

Entonces st(xo,S) C st(z,S) y . . z € vis(x0,S), luego

vis(x,S) C vis(x0,S).

Sea C0 = n vis(xA,S)¡EL

i) C0 # 0 por ser intersección de conjuntos compactos
que cumplen la propiedad de intersección finita.

ii) Si z0 € C0, st(zo,S) 3 st(x0,S) .'. zo 6 vis(x0,S).

iii) Sea zo e C0. Consideremos vis(zo,S). Por ii),

vis(zo,S)C K.

Es necesario probar que vis(zo,S) C vis(xA,S) V X 6 L.

Sea entonces t G vis(zo,S); st(t,S) 3 st(zo,S).

Comoz0 6 vis(x¡,S) V.Á € L resulta st(zO,S) 3 st(xA,S)

V A e L, luego st(t,S) 3 st(xx,S) V A € L

t e vis(xA,S) V A e L y vis(zO,S) C vis(xA,S) V l G L.

Estamos en condiciones de aplicar el "Principio Mini

mal": una familia A de conjuntos tiene un elemento mi

nimal siempre que para cada cadena en A haya un elemen

to de A que esté contenido en todos los elementos de

la cadena.

Resulta entonces que K tiene un elemento minimal y

éste produce al menos un punto de máximavisibilidad.

La hipótesis de compacidad de S es esencial en el teorema

4.1.2 comoveremos en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 4.1.1.

Sea S C R2

s = {(x,y) e R2/x 2 o, x2 > y 2 -x2}

S es cerrado y st(0,0) incluye puntos interiores y una

dirección de incremento de la visibilidad pero no puntos

de máximavisibilidad.

Objetivo del capítulo 4

El teorema 4.1.2 indica que los puntos de máximavisibili

dad de un conjunto S pueden ser alcanzados desde otro pun

to del conjunto por un desplazamiento apropiado a través

de él, pero no provee una manera de descubrir, basándose

solamente en la forma de la estrella del punto original,

la dirección de este desplazamiento óptimo.

Si S es un dominio de Jordan suave y regular (def. 3.2.1)

y x 6 S ve al menos un punto distinto de sí mismo intenta
remos:

a) Determinar la dirección de un desplazamiento a través

de S que incremente estrictamente la visibilidad basán
donos solamente en el conocimiento de st(x,S).

b) Mostrar que el paso a) puede ser iterado hasta que un

punto de máximavisibilidad sea alcanzado.

c) Reconocer si ese punto está en el mirador de S o no lo

está.

El conjunto S resultará estrellado o no, según que 1a res
puesta a c) sea afirmativa o negativa.



Observemos que en un conjunto estrellado un punto es de

máximavisibilidad si y sólo si está en el mirador.

Descripción de Za región factible de desplazamiento

2 es unEn todo este capitulo consideraremos que S C R

dominio de Jordan suave y regular, es decir, S es homeg

morfo al disco unitario; su frontera es una curva conti

nuamente diferenciable y carece de puntos singulares o lo

que es lo mismo, puntos de acumulación de puntos de inflg
x16n.

Nota acerca de Za terminología“

A lo largo de este capitulo y del siguiente haremos algu­

nos cambios terminológicos; nos referiremos a los puntos

cóncavos como puntos de no convexidad local de S (lnc S)

y a los puntos convexos como puntos de convexidad local

si bien son de convexidadde S (lc S). Los puntos chatos,

local de S, mantendrán su denominación, como también los

puntos de inflexión a los que seguiremos llamando asi a

pesar de su condición de puntos de no convexidad local

de S.

Observemos que si x E int S entonces x e lc S, luego

lnc S C front S.

Definición 4,2,2.

Una zona de obstrucción P de S es una componente conexa

de lnc S.

(Notaci6n: Pes una 2.0 de S)
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Es de notar que si S es un'dominio de Jordan regular,

cada 2.0 es un arco en front S, eventualmente reducido

a un punto.

Definición 4.2.3,

Si S es un dominio de Jordan regular, x0 e S y P es una

z.0 de S, P será una 2.0 pasiva para xo si V p e P el

rayo R(x0 + p) es saliente o bien si F n st(x0,S) = fl.

De otra manera P será una 2.0 activa para x0.

Definición 4.2.4.

Si front S es una éurva simple cerrada y diferenciable

e y e front S es un punto de inflexión, diremos que Ly
es una recta de inflexión si es la recta tangente a

front S en y,

Definición 4.2.5.

Sea P una 2.0 activa para x0, y 6 F Ñ st(x0,S).

Diremos que la recta Ly determinada por x0 e y es una

recta critica si R(xo + y) no es un rayo saliente.

Definición 4.2.6.

Sean S un dominio de Jordan suave y regular, Sa el semi
espacio cerrado determinado por la tangente ar en a que

no contiene aP y Sb el determinado por la tangente ar
en b de la misma manera.

Definimos AF = Sa n Sb n S como el cono mejorante

para xo respecto de F.
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Buscaremos construir, para cada punto x0, la región de

st(x0,S) tal que un desplazamiento hacia cualquiera de
sus puntos no empeore la visibilidad. Además, la cons­

trucción de dicha región R(x0) deberá realizarse con la

información en st(x0,S).
Para ello necesitamos los siguientes resultados:

Lema 4.2.1.

2
Sean S C R un dominio de Jordan suave y regular, x0 G S

y F una 2.0 visible desde x0.
A

Entonces F n st(x0,S) es un arco ab, eventualmente a = b.

Demostración

i) Supongamos x0 t P, a # b, a e st(x0,S) y-b E sf(x0,S).
Si gg es el arco de F'entre a y b sea t e Si, t fi a

y t # b.

Llamemos Tt a la tangente a P por t; Tt resulta una
recta de apoyo de conv F en t por ser P un trozo de la

curva frontera compuesto por puntos de lnc S. Esta tan

gente divide el plano en dos semiplanos abiertos que lla

maremos H: y Hg. Sin pérdida de generalidad podemos supg

ner que conv P C cl H:.

Intentaremos probar que Tt separa estrictamente x0 y
conv F.

Ht n S tiene por lo menos dos componentes conean;
pertenece a una de ellas y b a otra.

Si xo perteneciera a H: deberia estar an alguna de estas
componentes conexas o en ninguna. En cualquier caso no



podría ver a a y a "b" simultáneamente, .'. x0 d Ht.

Si x0 perteneciera a Tt, R(xo + t) sería un rayo en­
trante y tendríamos la misma conclusiGn anterior

..x0¿Tt.
Entonces x0 e H; y separa estrictamente conv F deT t

xo.
n a: ' = 'Sean Tt [x0 a] a y Tt Ñ [x0 b] b

x 6 st(a,S) n st(b,S) por hipótesis, luego0

int conv (a',x0,b') ñ lnc S = fi ya que la frontera
no puede penetrar en este cápsula convexa ni por

[x0 a'] ni por [x0 b'] porque x0 dejaría de ver a a
o a "b" en ese caso.

Aplicando entonces el lema 2.2.4 a la conv (a',x0,b')

resulta t 6 st(x0,S).
f“ r\

Esto sucede V t e ab, .'. ab C st(x0,S).

Q.\
\.’ H‘
0-f\ t t

I / b
/'b>\\// s4/ xt

/7)<° . \
H t
FIC. 4.2.1.

42.
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ii) Si x0 E P, st(x0,S) n P = {x0} por el teorema 3.2.5
ya que todos los puntos de P son de no convexidad

local de S.

¿ima 4.2.2
2

Sea S C R un dominio de Jordan suave y regular, x0 € S,

entonces si R(x0) = n AP donde la intersección de extien

de a todas _’las 2.0 P visibles desde x0, vale

R(x0) = vis(x0,S)

Demostración

Sea t 6 vis(xo,S), entonces st(t,S) 3 st(x0,S). /\
Supongamos F0 una 2.0 visible deSde x0: F0 n st(x0,S) = ab,
luego t e st(a,S) n st(b,S).

Por el teorema 3.2.5, st(a,S) C Sa y st(b,S) C S luegob

t e sa n sb_ñ S = APO.
Hemos probado entonces que vis(x0,S) C R(x0).

Probaremos la otra inclusión suponiendo que t d vis(x0,S)

y encontrando entonces una 2.0 F0 visible desde x0 pero

tal que t í Aro
Sea t e st(x0,S) y t d vis(x0,S). Entonces existe z tal que

z € st(x0,S) y z d st(t,S).
[z t] n CS # fi, luego [z t] n front S # fi. Sea p € [z t] n

n front S ñ st(z,S).
Existen las siguientes alternativas

i) p G st(x0,S) n lnc S. En este caso 3 F0 visible desde

x0 tal que p e P0. Sea entonces st(x0,S) n P0 = gb"

Sea a É b.
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Debemos probar que t f Sa o bien t d Sb.

Sea A = conv(a x0 b); p e int A pues F0 e lnc S y

[ab] resulta entonces una cuerda exterior a P0; en

tonces L(x0 p) n (ab) fi fi (*)

L(x0 p) divide R2 en dos semiespacios que llamaremos
+H y H_; supongamos sin pérdida de generalidad que

a e H+, entonces por (*) b E H- (Fig. 4.2.2)

N/LLKo'P) FIG, '4.‘2.'2, FIG. 4.2.2‘.

z fi L(x0 p) sinó resultaría t € L(x0 p) y un absurdo
PUESésto implicaría z e st(t,S).

Si z e H+ elijamos a. Si L(x0 a) es una recta crítica,
z pertenece a uno de-los semiespacios por ella deteí

minados y p y t pertenecen al otro.

p é Sa por estar en F0, luego t t Sa . . t f Aro
Si a es un punto de inflexión y la recta de inflexión

no separa z de t, de todas maneras deja a t fuera de

S .a

Si st(;Ü,S) ñ FD= {pJ(Fíg. 4.2.2),L(xo p) es una reí

ta crítica;z e Sp pues z e st(p,S) .'. t fi Sp a t f AF



ii) p e st(xn,S) n lc S

iii)

\ \ ï/
\\,/10

FIG.4.2.3

Sea B = conv(p x0 t); H 03€ (p t) n CS ya que

t É st(p,S). Por el lema 2.2.4, int B n lnc S f 0.

Sea entonces 9' e int B n lnc S. Si 9' e st(x0,S)

bastará considerar este punto y la 2.0 P0 a la que

pertenece y es visible desde x0 para aplicar la par

te i). Si 9' f st(x0,S) consideremos (p 2') el arcof'\
de frontera contenido en B. (p 9') n st(x0,S) = 5-);

Si 9 G lnc S, como es visible desde x0 bastará apli
car la parte i) usando este punto. Si 9 6 lc S, como

Q 6 cv(x0,S) y considerando que esta visibilidad cr;

tica no puede ser ocasionada por xo (de lo contrario

x0 no sería a t o a z), resulta por el teorema 2.4.3

(Q xd) n lnc S # 0. Tomemosun punto en esta interseg

ción y razonemos como en la parte i).

En las alternativas i) y ii), el hecho de que p sea

igual a z no modificará la conclusión.

Si p f st(xo,S), p # 2, sea [z p] n st(x0.S) = [z oi

donde eventualmente z = ox Sea B' = conv(nyxo,t).
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Una demostración similar a la de la parte ii) usando

B' conduce a la tesis.

' FIG. 4.2.4.
Lemá 4.2.3.

Sean t e front S, x0 E int S; t ve claramente a x0 y

R(x0 + t) es saliente. Entonces x0 ve claramente a t.

Demostración

i) Si t 6 lnc S, H F C lnc S, F = P1 U P2 donde F1 y F2

son dos arcos de no convexidad local unidos en t.

Por el lema 5.4.4, parte iii) cuya demostración es

totalmente independiente del presente desarrollo,

sabemos que R(xo + t) separa localmente P1 de P2, lui
go existe un entorno de t, que llamaremos U(t) tal que

si L(x0,t) separa el plano en H+ y H‘, Pi = T1 n U(t) C H+
y P'2 = F2 n U(t) c H“ (Fig. 4.2.5).



Afirmamos que a t2 en Fé,

t2 e st(xo,S). Sl ésto no
ocurriera existiría una su

cesión en F', {tá} + t y

tá f st(x0,S) V n, luego,

como x0 6 int S, también

f l ¡l existiría otra sucesión
\ a

‘JJLb {un} cuyos elementos
I

u 6 (t',x ) n st(x ,S) n
FIG. 4.215 n n 0 0

n front S, y un e H’ V n.
' = A v _ .Sera entonces un .n tn + (1 Rn)x0 0 < ln < 1, {ln}

es una sucesión contenida en [0,1], luego existe una

subsucesión convergente {kn } + A 0 < X < 1.i
Tomemos u = A t' + (l-K )x ¡{u } + u donden. n. n. n. 0 n.

1 1 1 1

u = lt + (l-Á)x0, 0 < A < 1.
De lo anterior obtenemos las siguientes conclusiones

u E front S por ser ésta cerrada.

u # t porque de lo contrario se contradice la simplici

dad de front S ya que además de Pi y rá unidas en t
habría otro pedazo de frontera distinto del que forman

parte los un que ya vimos no pertenecen a F', y
í —

tampoco a Fi por estar en H , que se unirIa a Pi y Fé
en t.

u # :0 por ser x0 un punto interior.

Resultarïa entonces u G (x0 t). Pero (xO t) n front S =

pues t ve claramente a x0.

Entonces esta sucesión {tg} no puede existir, luego 3/“\
té C F5 n st(x0,S). Por el lema 4.2.1 t té C st(x0,S).
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Con igual demostración vemos que 3 ti C st(xo,S) n Pi
¡”N

y que t t C st(x ,S).1 0

Hemos probado que xo ve claramente a t.
ii) Si t G lc S, suponiendo que existe una sucesión

{tn} + t, tn e front S n C(st(x0,S)) y con el mismo

procedimiento que en i) se prueba que x0 ve claramente
at.

iii) Si t e flex S, basta aplicar a un lado la parte i) y

al otro la ii) para llegar a la tesis.

Lema 4.2.4.

x0 € int R(x0) á x0 E mir S

Demostración

i) Si t e st(xo,S) = t ve claramente a x0. Comox0 e int R(x0),

existe un entorno de x0 que llamaremos e(x0) tal que

e(x0) C R(x0) .

Si uae e(x0), 0*6 vis(x0,S) (Lema4.2.2), luego

st(x0,S) C st(w,S) y por lo tanto t E st(w,S) y

oJe st(t,S) V eve ¿(x0); resulta e(x0) C st(t,S).
ii) Si t e front S n st(x0,S), R(xo + t) es saliente.

Basta probarlo para los puntos de no convexidad local ya

que tanto si t 6 lc S n front S o si t € flex S n front S

resulta st(t,S) = ins (t,S) (teoremas 3.2.4 y 3.2.6).

Supongamos entonces t e P0 donde P0 es un arco de lnc S.

Si R(x0 + t) fuera un rayo entrante, L(x0 t) sería tan­

gente a P0 en t.

ComoL(x0 t) divide al plano en dos semiespacios que
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llamaremos H+ y H-, por el teorema 3.2.5 podemos su­

poner sin pérdida de generalidad que st(x0,S) C H+.

Pero comocualquier entorno de xo tiene intersección
no vacía con H-, esto significa que t no puede ver clí

ramente a x0. Luego R(x0 + t) debe ser un rayo saliente.
Las afirmaciones i) y ii) junto con el lema 4.2.3 prue­

ban que todo t 6 front S n st(xo,S) es claramente visi­

ble desde xo.

Supongamosahora que exisfiera ase S, cif st(x0,S), en­

tonces (xo 09 n CS # Ü. Sean m e CS n (x0,a0,

m1 e (x0 m) n front S y más pr6ximo a xo y

m2 e front S n (m oi.

m1 € st(xo,S) y m2 d st(x0,S).
entre estos puntos.m el arco de frontera,

1 2/,\\ 'f,‘\
n =

m1 m2 st(x0,S) m1 m

Sea m

i que está contenido estricta­

mente en m1 ngmi es entonces el filtimo punto de este
arco de frontera visto por x Obviamente x no puede0° 0

ver claramente a mi. La contradicción provino de supo

ner que st(x0,S) # S, luego st(x0,S) = S y por lo tan
e .to x0 mir S.

Lema 4.2.5.

Sea G = {P/F es una 2.0 visible desde x0}.f"‘\
V F G G sean st(x0,S) n P = ar br un arco de front S y

L(ar) y L(bP) las tangentes a F en ar y br respectivamente.

Entonces front R(x0) C U (L(aF) U L(bP) U front S)FeG
Demostración

Sean F e G, S(aP) el semíespacio cerrado definido por 1a
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tangente a F en a que no contiene a F y S(bP) el definido

por la tangente a P en b en las mismas condiciones.

R(x ) = n (S(a ) ñ S(b ) n S)
0 PGC F F

luego

front R(x0) C U (front S(ar) U front S(bP) U front S)PeG

C U (L(aP) U L(bP) U front S)
PEC

Definición 4.2.7.

Diremos que T es un Zado de R130) si es un subconjunto

conexo maximal contenido en L(aP) n R(xo) para alguna

L(ar) o bien contenido en front S n R(x0).

Definición 4¡2.8.

Diremos que v es un vértice de R(xo) si es el extremo de
un ledo.

Definición 4,2.9.

V1 y V2 son vértices adyacentes de R(x0) si son extremos de
un mismo lado.

Lema 4.2.6.

R(x0) tiene un número finito de lados.

Demostraciéfi

Los lados de R(x0) pueden ser segmentos de rectas críticas

o de inflexión o arcos conexos de front S. Los segmentos

son un número finito ya que provienen de intersecciones con

rectas críticas o de inflexión, y de éstas hay un número fi
níto por serlo las 2.0.



Los arcos conexos de front S deben ser finitos ya que

están determinados por las intersecciones de la front S

con uno o dos semiespacios determinados por las rectas

criticas o de inflexión.
Estas intersecciones deben ser finitas ya que dichas res
tas lo son.

Corolario 4.2.1.

R(x0) tiene un número finito de vértices.

4.3. Diversos tipos de óptimos

En el proceso de alcanzar un punto de visibilidad máxima

a partir de un punto dado es necesario reconocer cuándo

hemos alcanzado un óptimo, o sea cuándo cualquier otro mg

vimiento permitido no mejora la visibilidad. Para ello de
finiremos tres tipos de óptimos; una vez reconocido cual­

quiera de ellos el proceso deberá detenerse.

Definición 4.3.1.

'Diremos que x0 es un óptimo radiante si toda 2.0 visible

desde xo es pasiva.

Veamosen el siguiente lema que estas condiciones indican

que efectivamente estamos en presencia de un óptimo.

Lema 4.3.1.

Toda P 2.0 en S tal que P n st(x0,S) # 0 es pasiva para
9 xx0 0 e mir S.

51.
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i)

ii)

iii)

52.

Si t E st(xo,S) n front S, x0 emite rayos salientes
por t.

Por la definición 4.2.3, toda I‘ 2.0 visible desde

xo es totalmente visible ya que al ser pasiva x0 emi

te rayos salientes por todos sus puntos; luego x0 emi
te rayos salientes por todos los puntos de no convexi
dad local de su estrella.

Si t e lc S n front S n st(x0,S) o bien si

t 6 flex S n st(x0,S), x0 emite rayos salientes por t
ya que por los teoremas 3.2.4 y 3.2.6, st(t,S) = ins(t,S)

para esos puntos.

Bajo las condiciones de 1a hipótesis, x0 € lc S.

Si x0 fuera un punto de no convexidad local, estaría en
una 2.0 visible, luego esta 2.0 deberia ser totalmente

visible por hipótesis. Pero ésto es absurdo por el teo­

rema 3.2.5 que caracteriza la estrella de un punto de no

convexidad local.

Si x0 fuera un punto de inflexiSn no podría ver la 2.0

de la que es extremo, por el teorema 3.2.4 que caracteri
za la estrella de un punto de inflexión.

Luego x0 e lc S.

Supongamos que t e front S, t Í st(xo,S).

Tomemosa>€ [x0 t) n front S n st(xO,S).A A
Sea t 0*un arco de front S entre o‘y t y t'o>un arco

/—\
conexo de front S contenido en t o‘ n st(x0,S).
Supongamos que en t' se unen dos arcos de front S que



llamaremos P1 y P2. Por i),-R(x0 * t') es saliente,

luego si L(x0 t') separa el plano en dos semiespacios

que llamaremos H+ y H-, y R(xo + t') separa localmen­

te F1 de F2, o sea existe un entorno de t’, e(t') tal

que Fi = F1 ñ e(t') C H+ y Fé = F2 n e(t') C H_. Esto

es demostrado detalladamente en el próximo capítulo,

lema 5.4.4. Dicha demostración es totalmente indepen­

diente del presente desarrollo. Algunos de estos arcos,

Pi o Fé no es visto en su totalidad por x0. Supongamos

que sea Fi; entonces en Pi existe una sucesión tn + t',

tn f st(x0,S) V n.

Sea yn 6 [tn,x0] n front S n st(x0,S)
+

yn e H V n e yn = ln x0 + (l-An)tn An e [0,H

Por la compacidad de [0,1], existe un X y una subsuce­

Slón Án(i) tal que Án(í) + A
= = _ v .Sea y lím yn(i). y ¡xo + (l A)t A e [0,1]n .

(1)+oo

y € front S n st(x0,S) por ser ambas cerradas.
y i t‘, de lo contrario la curva frontera no resultaría

simple en t‘ ya que en ese punto se unirian Fi, Fé y

otro pedazo de frontera distinto de Fi por construcción

y de Pí por estar en otro semiespacio.

y {"20

Si y = x y T es la tangente a front S en x , como
0 x0 0

yn + xo. L(yn x0) = L(yn y) + Tx por definición
Yn+y 0

de la tangente a una curva en un punto.



54.

Por otro lado, L(xo tn) = L(x0 yn), y como L(x0 tn) + L(x0 t')

resulta L(xo t') = T
xo

Por ii), x0 6 lc S.

Si x0 fuera un punto chato, los yn y por lo tanto los tn

deberian estar alineados con x0 y con t',-lo que no puede
ocurrir.

Si x0 e lc S pero no es un punto chato, existe un arco

de convexidad local que llamaremos w que lo contiene. TxO
es una recta de apoyo de la cápsula convexa de w y por lo

tanto la deja de lado; por esta razón x0 no podría ver a t'.

Debemos suponer entonces que y 6 (x0 t').

Como(xo t') C S pues t' 6 st(x0,S), si R(x0 * y) fuera un

rayo saliente, al no poder penetrar en CSdebería continuaí

se entre y y t' por un segmento de frontera. Si este segmen

to llegara efectivamente hasta t', coincidiría en su parte

final con Fé ya que Pi no era visible desde x0.

Supongamos entonces que este segmento coincide con Fé en su
parte final; es de notar que el segmento no puede continuar

también desde y hacia x0 ya que si y estuviera él mismo con
tenido en el interior de un segmento llegarían a él los dos

trozos de segmento contenidos en L(xo t‘) y también la curva
contenida en H+ de cuyos puntos es límite, lo que contradiria

la simplicidad de la frontera.

La frontera que continúa a partir de y en dirección opuesta

a t' debe entonces quedar contenida en H' ya que no puede

atravesar (y x0) pues y e st(x0,S). El punto y resulta de to
das maneras uh puñto múltiple; Éñ Él se uñafi un pedaio de
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frontera que proviene de H-, otro que proviene de H+ y un

segmento contenido en L(x0,t').
Entonces este trozo de frontera formado por un segmento a

partir de y no puede continuarse hasta t', luego existen

w' e [y t') n front S y t" e (y t’) tales que (0” t") C int S.

w' e front S y x0 no emite rayos salientes por él.
Esta contradicción provino de suponer que 3 t € front S,

t f st(x0,S); luego front S C st(xo,S).

xo ve entonces todos los puntos de inflexión de S;
x e st(p,S) V p punto de inflexión.0

Por el teorema 3.3.3 x0 € mir S.

(=)

Sea xo e mir S 9 toda F 2.0 es trivialmente visible.

Es necesario probar que x0 emite rayos salientes por todo
punto de P.

Supongamos lo contrario, entonces H y e F 2.0 tal que

R(xo + y) es entrante, luego 3 01€ R(x0y +) tal que

(y a» C int S.

Sea y' e (y a». Por ser y' un punto interior existe un en

torno de y',que llamaremos e(y'),contenido en S.
x no ve en su totalidad ningún entorno de y' contenido en0

e(y'), ya que de lo contrario x0 vería claramente a y' y

entonces (x0 y') n front S = 0, en contradicción con el

hecho de que y e (xO y') ñ front S.

Luego en todo entorno de y' contenido en S hay puntos que

no están en la st(x0,S), por lo tanto x0 É mir S.
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Luego x0 deberá emitir rayos salientes por todo punto de
no convexidad local.

Definición 4.3.2.

Diremos que el punto x0 es un óptimo aislado si R(x0) = {x0}.

El lema 4.2.2 demuestra que R(x0) = vis(x0,S).

Por la definición de vis(x0,S), resulta trivialmente que si

ésta coincide con el punto x0 cualquier desplazamiento em­
peorará la visibilidad.

Definición 4.3.3.

Diremos que el punto x0 es un óptimo indiferente si los dei
plazamientos hacia cada uno de los vértices adyacentes de

la región factible no mejoran la visibilidad. Supondremos

además que x0 y sus vértices adyacentes no están alineados.‘
En este punto es necesario aclarar porqué basta que los dei

plazamientos hacia los vértices adyacentes de la región fas
tible no mejoren la visibilidad para.asegurar que cualquier

otro desplazamiento dentro de la región factible tampoco la

mejorará.

Para ello necesitamos un lema que asegura que dados tres pun

tos no alineados x0, x1 y x2 con la condición de que st(x0,S) =

= st(xl,S) = st(x2,S), los puntos pertenecientes a los segmen
tos de frontera del triángulo del cual ellos son vértices
también tienen la mismaestrella.

Basta entonces considerar el triángulo formado por xo y sus

vértices adyacentes x1 y x2; si st(x0,S) = st(x1,S) =

= st(x2,S), entonces O‘E [x1,x2] implica st(&uS) = st(x1,S) =

= st(x2,S). Considerando ahora un desplazamiento sobre el
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segmento [x0 w] se ve, aplicando el lema ahora a1 triángulo

A de vértices x0, u’y x1 que si t e (x0 a9, st(t,S) =

= st(xo,S).
Queda entonces probado que la condición de óptimo indife­

rente es suficiente para que cualquier movimiento dentro

de conv(x0 x1 x2) no mejore 1a estrella.

Veamos ahora que no puede existir un y e R(x0) tal que

st(y,S) incluya estrictamente a st(x0,S). Para ésto nece­
sitamos otro lema que asegure que si st(y,S) incluye es­

trictamente a st(x0,S) e y' e (y x0) n int S, entonces

st(y',S) incluye estrictamente a st(x0,S).
En efecto, si dicho punto y existiera, podríamos encontrar

un y' e conv(x0 x1 x2) n int S tal que st(y',S) incluyera

estrictamente a st(xo,S) contra lo visto en el párrafo an­
terior.
Veamosahora la demostración de los dos lemas anteriormeg

te citados.

Lema 4.3.2.

st(x1,S) incluye estrictamente a st(x0,S), t 6 (x1,xo) n
n int S É st(t,S) incluye estrictamente a st(xors).

gímostración

Comost(x1,S) incluye estrictamente a st(x0,S), E p e st(x1,S),

P f st(x0,S).

Sea po el último punto de (xl p) visto desde x0.

Obviamente si t e ul x0), po e st(t,S) ya que t e vis(x0¿S)
por ser esta convexa.
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Consideremos dos casos:

11)):1 9‘ P0

Comot G vis(x0,S), t ve

Integramente los segmentos

[xrpol y [x0 po] .

Entonces (t po) n lnc S = 0;
de lo contrario

int conv(x1 x0 p) n lnc S # 0
lo que contradiria la afirma­
ci6n anterior.

Notar que (t po) C int conv(x1 x0 p) pues esa cápsula

convexa es un sImplex y (t po) no forma parte de ningg
na de sus caras.

Sea p1 E (p0 p). Si p1 e st(t,s), como p1 t st(xo,S)

resulta st(t, S) incluye estrictamente a st(xO,S).
Si p1 í st(t,S), int conv (t po p1)'n lnc S # fi por el lema

2.2.4. Luego int conv(t po pl) tiene intersección no vacía

con un número finito de 2.0 que llamaremos F1....,Fn.

Sean T1,...,T las tangentes a las 2.0 Pi desde t2n
fin =Ti (P0 pl) {a.

1

Sea B = {a1,...,ak} con ai G (po pl) i = 1,...,k.

Si B = 0 no habria para t visibilidad crítica en (p0 pl)
y tendriamos la tesis.

Comode todas formas hay un número finito de z.0 en S,

B será un conjunto finito.



Sea oz' e B, d(a',po) < d(ai,p0) V ai e B.

Resulta a' i po pues (t po) n lnc S = G

Comoint conv (t po a') n lnc S = 0 tenemos (p a')
C st(t,S), luego st(t,S) incluye estrictamente a

st(x0,S).
ii) x1 = po

¡yk-+0“)
io En este caso, x1 6 cv(x0,S)

Veamos que t e cv(xo,S) y ten

dremos la tesis puesto que a1

ser t e int S,El U(t) entorno
42*

de t, U(t) C intS n st(t,S).

Si t E cv(x0,S), ningún entoí
no de t está contenido en

st(x0,S) y por lo tanto st(t,S)

incluye estrictamente a st(so,S).
FIG.H4¡3;2.

‘ L(x0 x1) separa el plano en dos

semiplanos que llamaremos H+ y H_. Comost(x1,S) incluye

estrictamente a st(x0,S), H p E st(x1,S), p d st(x0,S).

Supongamos que p e H+ y consideremos el segmento [x1 p].

Sabemos que [x1 p] n st(x0,S) = {x1} luego a xá e (xl p),

xá + x1 y x; d st(x0,S) V n.

Sea y 6 (x0 xá) n front S n st(x¿,S).n

= vyn ¡n xn + (l-Án)x0, An e [0,1].
. + .

Obv1amente yn 6 H V n e yn 1 st(xo,S) de lo contrario x0
vería a x' or estar alineados x x' e .n P 0’ n yn

Por la compacidad del segmento [0,1], existe una Subsucs

siSn ln + X con Á e ¡0,11, luego existe una subsucesióni
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yn. + y donde y = ¡xl + ‘I-A)x0, A 6 [0,1] e y € front S
po: ser ésta cerrada.

Si y e (x0 x1), como (x0 x1) C S y la frontera no puede

atravesarlo resulta L(x0 x1) = Ty donde Ty es la tangen­
te a front S en el punto y, y además y un punto de no con

vexidad-local.

Si y E (x0 t), t e cv(x0,S) y tenemos la tesis.

Si y 6 (t x1), t 6 cv(x1,S) luego x1 no ve claramente a t;

con mas razón, dada la hipótesis de que st(x1,S) D st(x0,S),
x0 no ve claramente a t.

Si y = x0, L(x0 yn) + TxO cuando yn + xo, siendo TxO la

tangente a front S en x0, luego t está sobre TxOpor lo
que x0 ve críticamente a t y tenemos la tesis.

y # x1, de lo contrario al estar los yn contenidos en

conv(x1 p x0) resultaría que esta frontera atravesaría

[xl p] en x1 con lo cual p no pertenecería a st(xl,S)
contra lo supuesto.

Por todo lo anterior resulta st(t,S) incluye estrictamen

te st(x0.S).

flota 4.3.1.

La figura 4.3.3. mueí
tra la necesidad de que

7‘.
t e int S.t.

En este caso t e (xo x1),

st(x1,S) incluye estric­19.‘
tamente a st(xo,S) pero

FIG. 4.3.3. st(t,S) = st(x0,S).
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Lema 4.3.2.

Sean x1, x2 y x3 e S no alineados; st(x1,S) = st(x2,S) =

= st(x3,S). Entonces si t e (x1 x2), st(t, S) = st(x1,S) =

= st(x2,S).

Demostración

Comost(x1,S) = st(x2,S) = st(x3,S) resulta [x3,x1] C

C st(x2,S), [x1,x2] C st(x3,S), [x2,x3] C st(x1,S). Por el

lema 2.2.4 int conv(x1 x2 x3) n lnc S = 0.
Supongamos primero que t E int S. Entonces

i) x1, x2 y x3 ven claramente a t.

c8st Seate (x1,x2)nint S;¡ ( y elcSe
¡.._ _ _ _ Z

1‘Éa‘hfi ’ 3 U(t) entorno de t,

‘\ I U(t) C int s. Sea U'(t)-C U(t)
\ . .
\. con la cond1c16n
x. '

5 U (t) n (x1 x2) — (ul uz).FIGI 4.3.4.
.(ul uz) C st(x3,S), luego

U'(t) C st(x3,S) ya que de lo contrario existiría en U'(t)

un punto u3 no visto desde x3 y entonces (u3 x3)
n front S f 0 contra lo supuesto.

x ve claramente a t, luego x1, x2 y x3 ven claramente3

a t.

11) x1, x2 y x3 e lc S.

Supongamos x1 € lnc S;3 entonces F1 2.0 de S tal que

x1

plano en dos semiplancs qLe llamaremos H y H

€ P1. Sea T la tangente a P en x . T divide el
x1 1 1



Por el teorema 3.2.5 que caracteriza la estrella de un

punto de no convexidad local, x1, x2 y x3 deben estar
en un mismo semiespacio, supongamos H+.

Comolos tres puntos no están alineados supongamos que

por lo menos x2 d Tx g entonces por el mismo teorema

recién citado, x2 e ins(x1,S).

Sea t 6 (x1 x2) Ñ int S. xl ve claramente a t y

t e ins(xl,S) pues x2 e ins(x1,S) y éste es un fan. Por

el lema 4.2.3, t ve claramente a x1. Comox2 ve claramen

te a t, tomando un entorno más chico podemos probar que

x2 ve claramente a x1. Pero ésto es absurdo pues xl no se
ve claramente por ser un punto de lnc S.

Luego x1 € lc S.

La misma demostración se aplica para x2.

Supongamos ahora que x3 € lnc S. Si probamos que

(x1 x3) ñ int S # fi o bien (x2 x3) n int S # fi, un punto

interior t' en alguno de estos segmentos basta para aplí

car el razonamiento anterior y asegurar que x3 í lnc S.

Si x3 e lnc 8,3 P3 2.0 tal que x3 e F3. Sea Tx3 la tan­
gente a P3 en x3 que divide el plano en H+ y H_ y supog

gamos x1, x2 y x3 e H+. Como los tres puntos no están

alineados supongamos x1 d Tx3.
Si [x1 x3] C front S, como [x1 x3) C int H+ y F3 C H­

resulta que en x3 convergen por lo menos tres arcos dis
tintos de front S contra la híp6tesis de simplicidad de
esta curva frontera.

Luego x3 E lc S.



iii) Supongamosahora que existe cae st(t,S),aJd st(xi,S)
i = 1,2,3

Sea [t y] = [t ai n st(xi,S) i = 1,2,3.

y í t pues los xi ven claramente a t.

Veamos que x3 ve claramente a y.

Probemos primero que y 6 int S.

En efecto, tanto aicomo x1, x2 y x3 pertenecen a st(y,S).

Consideremos K = conv(x1,x2,x3,w).
y e int K por ser combinaciónconvexa entre t que es un

punto interior a K y o>que es un punto frontera de K (es

el bien conocido lema topológico). Si y perteneciera a

front S, T(y) su tangente debería atravesar alguno de los

lados de K con la conSiguiente pérdida de visibilidad para

y de alguno de sus vértices.

Luego y 6 int S .°. y G lc S.

Este hecho, unido a que por el lema 2.2.4 es

int conv(x1 x2 x3 y) n lnc S = Ü y por lo tanto

(x3 y) n lnc S = 0 y que por ii) x3 e lc S permiten apli

car el teorema 2.4.3 y asegurar que x3 ve claramente a y,
lo que contradice el hecho de que y fuera el Gltimo punto

visto por los xi sobre [t m1 La contradicci5n provino de

suponer que existía u*e st(t,S), 07d st(xi,S) i = 1,2,3,

luego st(t,S) C st(xi,S) i = 1,2,3
Ahora bien, x1 6 vis(x1,S), x2 € vis(x1,S).

Por ser vis(x1,S) convexa resulta t E vis(x1,S) y por

lo tanto st(t,S) 3 st(x1,S).
De ambas inclusiones se obtiene

st(t,S) = st(xi,S) i = 1,2,3
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Supongamos ahora que t E front S. t d lc S n lnc S

I_ * puesto que conv(x1,x2,x ) C S;
H / “ 3

t d lnc S n lc CS porque en
14' ¡(1 y

z caso contrario en (xlt) habría
puntos interiores que serían

vistos claramente por x3 pero\
// ‘b no por x2; t d lnc S n lnc CSo u)

k. o sea t f flex S ya que si lo
5

’ fuera dejaría de ver a x1 o bien40305.
a x2.

Luego t es un punto chato y [x1 x2] C front S.

Supongamosahora existe O’Gst(t,S), 0*; st(xi,S)

i = 1,2,3; c)pertenece al mismo semiespacio que x3 respeé

to de L(x1 x2).

Por otra parte L(t x3) divide al plano en dos semiespacios
que llamaremos H+ y H“.

aJd L(t x3) sino o=serIa visto por x3.

Sean, sin pérdida de generalidad, o)€ H+ y x2 e H+

cad conv(x1,x2,x3), de lo contrario sería visto por estos
tres puntos.

Sea t' = (t 09 ñ (x3 x2).
me st(t',S)

t' é front S sinó resultaría un punto chato entre x2 y

x3; luego t' € int S y estamos en las condiciones de la
primera parte del lema.
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Nota 4.3.2.

Es necesario que exista un tercer punto x3 no alineado con

x1 y x2 y con la misma estrella que estos Gltimos, como lo
muestra la siguiente Figura.

PLC. 413.5.

En este caso t e (xl x2) ? st(t,S) = st(x1,S) = st(x2,S).

4.4. Descripción del algoritmo

4.4.1. Formulación del diagrama de flujo del algoritmo

A partir de un punto x0 e S, debemos buscar en qué

dirección desplazarnos para aleanzar un punto de mayor

visibilidad, y continuar los desplazamientos hasta a1­
canzar alguno de los tres tipos de óptimo descriptos

en 4.3. El lema 4.2.2 indica que el primer paso a reali

zar será el cálculo de R(xo). Una vez hecho ésto podemos

preguntarnos si xo e int R(x0). Si la respuesta es afir

mativa, el lema 4.2.4 asegura que x0 e mir S con lo cual.
ya tenemos un óptimo y el proceso termina allI. Si la

respuesta es negativa nos preguntaremos entonces si

R(x0) = {x0}. Una respuesta afirmativa a esta nueva pri

gunta asegurará que x0 es un óptimo aislado (def. 4.3.2);
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caso contrario es necesario analizar los vértices ad­

yacentes (def. 4.2.9) que llamaremos xl y x2. Pasemos

entonces a x1 por ejemplo y preguntemos si st(x1,S) í

st(x0,S). Si ésto es así un movimiento hacia x1 mejora

r5 la visibilidad y comenzaremos entonces el mismoprg

ceso a partir de x1. En caso negativo debemos analizar

el otro vértice adyacente x2. Si st(x2,S) contiene es­

trictamente a st(x0,S) recomenZaremosa partir de x2,

caso contrario, si x0 x1 y x2 no están alineados esta
remos en presencia de un óptimo indiferente (lema

4.3.3) y terminaremos allI.

La fig. 4.4.1 muestra que es necesario un estudio espí
cial en el caso en que los puntos estén alineados, ya

que el algoritmo hasta este puntotu>detectaría t de mí

yor visibilidad que x0. Si R(x0) tiene algún otro vérti

ce x3 deberemos pasar a El y comparar su estrella con

las de x1 y x2. Si las tres coinciden, aplicando el ls
ma 4.3.3 estamos en presencia de un óptimo indiferente.

Caso contrario continuaremos el algoritmo a partir de

x3.

Si R(xo) no tuviera otro vértice distinto de x1 y x2,

tomaremos x3 e front R(x0) no alineado con los anterio­
res y resolveremos comoen el párrafo precedente.

FIG. 4.3.5.
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ï

ï

A
A A

FIN Mover a un vértice
adyacente x1

Movera1 otro vértice

h adyacente x2 g K1

+ lyx = x _
I 0 2 í

SI

St(x2,8)í)5t(xo,5) e x0 = x __

z _ Tomar x3 él vértice
SI Hay . _ JT siguiente de x1

xl, 32. x3 _ , _ otros vértices __ _
alineados en R(x0)

N0

Tomar x e front S

x3 d [x09x1]

FIG.4.3.5.
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4.4.2. Factibilidad del algoritmo

Notemos que cada paso del algoritmo descripto en 4.4.1

es posible ya que hemos visto que la construcción de

la región factible R(x0) puede realizarse con solamen­

te el conocimiento de st(x0,S), que R(x0) tiene un nümg
ro finito de lados y de vértices (Lema4.2.6 y Corolario

4.2.1) y que los vértices adyacentes a uno dado están

bien definidos en cada caso.

Finitud del algoritmo

Lema 4.4.1.

El número de rectas de inflexión que interviene en la

la formación de los lados de una región factible R(x0)
es finito.

Qeggstración

Resulta de que el número de puntos de inflexión es finito.

Lema 4.4.2.

El número de lados curvos de una región factible R(x0)
es finito.

Demostragïéfi

Estos lados curvos están limitados por rectas criticas

o de inflexión. Puede provenir a lo sumo uno de cada

arco de convexidad de la frontera (dos arcos están se­

parados sólo si en el medio hay una 2.0), y éstos son

finitos ya que lo son los puntos de inflexión..

Diremos que el algoritmo desactiva parcialmente una

2.0 F si al pasar al nuevo punto éste ve un punto de
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inflexiGn que antes era invisible.

Lema 4.4.3.

Cada dos pasos, siempre que alguno de ellos no sea el

último el algoritmo elimina una recta de inflexi5n_o

un lado curvo o bien desactiva parcialmente una 2.0.

Demostración

Sea x0 6 S. Consideremos R(x0) y supongamos x1 y x2

los vértices adyacentes a x0 en R(x0) no alineados

con x0. Los lados [x0 x1] y [x0 x2] pueden pertene­

cer o no a rectas críticas. Si alguno de ellos, o am

bos pertenecieran, serian los únicos lados en esas

condiciones ya que cada región factible puede tener

a lo sumodos lados provenientes de rectas críticas

dado que todas éstas pasan por x0. Luego todos los

otros lados de R(x0) formarán parte de rectas de in­
flexión o bien serán arcos de frontera.

Supongamos st(x1,S) E st(x0,S) y elijamos x1 como

punto siguiente en el algoritmo. Por x1 pasa una res
ta de inflexión o bien un arco de frontera que tam­

bién forman parte de la frontera de R(x0).

Calculemos R(x1). Otra vez R(x1) tiene a lo sumo dos

rectas críticas que se unen en x1. Pueden ocurrir las
siguientes alternativas.

i) En R(x1) no aparece como lado el segmento conteni

do en la recta de inflexión o bien el arco de cui

va que pasaban pÜÏ ¡1 en R(x0). Quedan entonCES eli

minados de R(x1) y por lo tanto de todas las regio­
nes factibles siguientes.
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ii) Un segmento contenido en la recta de inflexión

antes nombrada o bien un lado contenido en el

lado curvo son también lado de R(x1).

Sea xi el vértice adyacente correspondiente a

este lado. Si xi no era el vértice en R(x0) prg
viene de la intersección con un lado de inflexión

lo que implica que x1 desactivó parcialmente una
2.0, o sea vio un punto de inflexión no visto por

x0.

Si xi

otro vértice adyacente a x1 en R(x1),

era también el vértice en R(x0) y x5 es el

supongamos xi x1 y x2 no alineados.

Si st(x1,S) = st(ki¡S) = st(x5,S) estamos en pre
sencia de un óptimo.

Si st(x1,S) = st(xí,S) pero st(xá,S) í st(x1,S)
deberemos recorrer [x1 xél. Es obvio que como x1

y xi tienen menor visibilidad que x5 estos puntos
no Pertenecerán a R(xé . Si todo el lado de extre

mos a x1 y xf no pertenece a R(xé) habremos eliminá
do un lado de inflexión o un lado curvo. Si este

lado no es eliminado, el lado de extremos [x1 x5]
debe ser parte de una recta de inflexión o un 1a­

do curvo ya que si esta recta fuera crítica debe­

rían estar x1, xi*y xi alineados por tener x1 y xi
la mismaestrella. La recta de inflexión que pasa

por x1 y x5 se pierde en este paso.

Si st(xi,S) Í st(x1,S), consideremosR(xi).
Si el lado que contiene a x1 y xi aparece como lado



de R(xí) nuevamente,3 xï e (x1,xí) y el nuevo

lado será [xï xí]. xï proviene de una recta de
inflexión dada por un punto de inflexión visto

por xi pero no por xl, luego se desactivó par­
cialmente una 2.0.

Consideremos ahora R(x0) y los vértices adyacen

tes x1 y x2 alineados con xo. Si st(x0,S) =

= st(x1,S) = st(x2,S) o bien estamos en presen­
cia de un óptimo o bien el algoritmo descartará

el lado al que pertenecen los tres puntos conti­

nuando por otro punto de mayor estrella.

Si alguno de los vértices adyacentes tiene estrE
lla mayor que el otro, el algoritmo continuará a

71.

'partir de este vértice descartando los otros dos y

Nota

tampoco variará a partir de este punto la demostra
ción del lema.

Llamaremosprogreso en el desarrollo del algoritmo al­

guna

i)

ii)
iii)

De a

del

de estas 3 alternativas.
Descartar definitivamente una recta de inflexión

a un lado curvo.

Ver un punto de inflexión hasta entonces invisible.

Llegar al óptimo.

cuerdo al lema anterior,

algoritmo se produce por lo menos un progreso.

como máximo en dos pasos
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5.1.

LA FUNCION DE VISIBILIDAD

Resultados de G.Beer

Partamos de una definición de G.Beer [1 L

Definición 5.1.1.

La función de visibilidad asigna a cada punto de un con­

junto medible S de un espacio euclideo En, 1a medida ex­

terior de Lebesgue de st(x,S).

Notaremos en adelante a la función de visibilidad comoV(x)

G.Tambiénen [1], entre otros resultados, Beer obtiene

los siguientes, de los cuales omitiré las demostraciones.

Egorema 5.1.1.

. n . . . . .Sl 0 C E es abierto, entonces v es semicontinua inferior­

mente en 0.

{gorema 5.1.2.
n . .Sea K C E , K compacto, entonces v es semicontinua superior

mente en K.

EjemEZo 5.1.1.

La condición de compacidad de K es esencial en el teorema

5.1.2.

Beer muestra que si tomamosel siguiente conjunto

E = (0,1) U cl ( u conv((%,1) u {(r,0), r 2 n}))n=l

que es evidentemente cerrado, resulta



v(0,1) = 0 y v(%,1) = - V n

gorozarigáai
La función de visibilidad en un compacto alcanza su

máximo.

Teorema 5.1.3.

Sea E C En, E compacto. Si x e E, el conjunto de los pug

tos finales de todos los segmentos en st(x,E) con un ei

tremo en x es medible y tiene medida nula. ‘

En [2], G.Beer obtiene resultados acerca de v para conjun
tos estrellados.

Teorema 5.1.4.

Sea E C En, E compacto y estrellado con int E # fl. Supon­

gamos dim(mir E) 2 n-l. Entonces v es continua en int E.

Nota 5.1.1.

La función de visibilidad puede ser discontinua en el in­

terior de un compacto estrellado de En si la dimensión del
mirador no supera n-2.

Para proveer un contraejemplo, G.Beer construye en el in­

tervalo [0,2%] un conjunto de Cantor de medida no nula, de

la siguiente forma:

= UKn [0,2w] m 0n

n-l . .
donde los 0n son 2 '1ntervalos abiertos centrales de

Zn

2.3n
longitud
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o} á K021‘
n/óM‘fl__4

o Zn
n/g 1/9

l-AM‘H I——4 *—l K2
0 21r

Es evidente que, si K = n Knn=0

21 Zn 1r °° Zi n 1“(CK)=Ï—1—+T‘SÏ (3) =í—f="
i=0 2.3 i=0 l - í

por lo tanto m(K) = W.

Ejemplo 5.1.2.

Aquí se muestra un conjunto compacto y estrellado en
2 . . . .E en cuyo interior v no resulta continua: (ev1dente

mente por sercompacto v va a resúltar semicontinua su

periormente, pero no así semicontinua inferiormente).

Sea K el conjunto de Cantor de medida no nula construï

do en la nota 5.1.1.

E = {(r,@), r < 1, w e [0,2nl} U {(r,v):1 < r < 2, w e K}

E es evidentemente estrellado, mir E = {(0,0)} y v no

resulta semicontinua inferiormente en (0,0) ya que este

punto resulta ser el único que ve el conjunto

{(r,v):1 < r < 2, v E K} que tiene medida no nula.



Nota 5.1.2.

Si E C En es compacto y dim(min E) > n-2 resulta que

front E tiene medida nula. Se podría suponer lo siguien
te:

Si E C En es compacto y su frontera tiene medida nula,
entonces v es continua en int E.

Veremosmás adelante que esta conjetura es falsa. (ejem
plo 5.1.4.).

Teorema 5.1.5.

Sea 0 un conjunto acotado, abierto y estrellado de E2.
Entonces V es continua en int 0. l

En [3] G.Beer trata acerca de las propiedades de conti

nuidad de la función de visibilidad y da algunos contra
ejemplos interesantes.

georema 5.1.6. (Dini)

Sea {fu} una sucesión de funciones semicontinuas superior

mente y no negativas definidas en un conjunto K C En, K

compacto. Supongamos que para cada x e K, la sucesión

{fn(x)} converge monótonamente a 0. Entonces {fn} conver
ge uniformemente a la función 0 en K.

georema 5.1.7;
+

Sea K compacto en Rn y para cada m e Z . sea vrn la fun­

ción de visibilidad del á-paralelo de K. Entonces V es
continua en K si y sólo si {Vm/K}converge uniformemente

a VI



Definición 5.1.1.
2 . . .S C E es una región Simplemente coneza 51 V P curva

de Jordan en S, la región interior a F es también un

subconjunto de S.

georema 5.1.8.
2 .Sea K un compacto en R cuyas componentes sean Simple

mente conexas y cuya frontera sea localmente conexa.

Entonces v es continua en int(K).

Ejemglo 5.1.3.

Tanto en este ejemplo como en el siguiente se usa el

conjunto de Cantor de medida no nula construído en la

nota 5.1.1.

Representando los puntos del plano en coordenadas pola­

res, sea

E0 = {(r,0):0<6 < 21T,r< 1} U {(r,6):1 é r < 2, a e

Notar que A = {(r,9):1 < r < 2, 9 e gl Kn} es un conjun
to nunca denso, luego 1a frontera den;0 no puede ser loca

mente conexag St((r,6),E0), si r < 1 consiste en el disco

unitario más a lo sumo dos segmentos del conjunto A; E0

es estrellado y mir(E0) = (0,0). La función de visibili­
dad resulta discontinua en (0,0) que es un punto interior

Ejemplo 5.1.4.

Sea Pn las tres medias partes de la longitud de uno de

los intervalos cerrados que forman el conjunto Kn. Obvií
mente p + 0.

n
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Sean

OI; = {(r,0):6 e on, 1 < r < 1+/pn}

E = {(r,9):r < 2} N U Oá

E no es simplemente conexo, tiene una frontera localmen
te conexa. La función de visibilidad no resulta continua

en (0,0). Para ésto basta probar que si (r1,01) # (0,0)

y (r2,92), r2 > 1 no es colineal con (r1,01) y con (0,0),

entonces (r1,01) no ve a (r2,02).

Teorema 5.1.9.

Ses E C R2, E abierto y acotado, con CE localmente conexo.

Entonces v es continua en E.

Continuidad en la frontera
Introducción:

Los teoremas (5.1.4), (5.1.5), (5.1.8), (5.1.9) anteriormente
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citados muestran que todos los resultados obtenidos por

G.Beer apuntan al estudio de la continuidad de la función

de visibilidad en conjuntos abiertos o bien en el interior

de los conjuntos estudiados. Surgi6 entonces 1a pregunta

acerca de qué comportamiento podria esperarse de esta fun
ción en la frontera de ellos.

Pedimos como primera condición que el conjunto a estudiar

fuera un dominio de Jordan (5 2.1). Esto iba a impedir si

tuaciones comolas presentadas en los ejemplos (5.1.2),

(5,1,3) y (5.1.4).

Por otro lado, los dominios de Jordan tienen la propig __

dad de ser clausura de su interior; por los teoremas

(5.1.1) y (5.1.2)-anteriormente citados, la función de
visibilidad resultará continua en el interior de ellos.

Fue necesario pedir además que la curva frontera tuvie­

ra un número finito de puntos de inflexión en el caso

suave (5 2.1), o de puntos angulosos, (puntos de discon

tinuidad de la derivada primera) en el caso no suave,ya

que un número infinito de cualquiera de ellos, por ser la

curva compacta, haría aparecer puntos de acumulación lla­

mados "puntos singulares", haciendo inmanejable el estudio

de sus estrellas. En un primer momento se pensG que para

el caso suave bastaba pedir a la curva que tuviera grado fi
nito (es decir que cualquier recta la cortara en a lo sumo

un número finito de puntos),pero ésto no era suficiente como
W
¡A 2 2a

sen l + x (n > 2), que
x

o
lo muestran curvas del tipo x
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son continuas en el origen, con derivadas primera y segun

da continuas en todo su dominio. Estas curvas tienen gra­

do finito y sin embargo el origen es un punto de acumula­

ción de puntos de inflexión.

Por todo ésto, de ahora en adelante S será un dominio de

Jordan regular, es decir un dominio de Jordan cuya frente

ra carece de puntos singulares.

El concepto de inner stem de un punto (2.1) fue

de enorme importancia en la clarificacion de los pasos a

seguir y del resultado mismo, y resulta interesante su re
lación con otro concepto, el de visibilidad clara (2.1),

como se demuestra en el lema (5.4.4).

El problema más complicado de resolver en un principio

fue la evaluación de la medida de las estrellas, dado que

el único dato disponible sobre el conjunto S era su condi

ción de dominio de Jordan regular; el hecho de notar que

éstas son un fan (def. 3.2.3) sugirió la idea de intentar

resolver el problema localmente. Es por eso que se comenzó

a trabajar en un entorno del punto con caracteristicas que

simplificaran el problema, y luego se generalizaron los rs
sultados. Este entorno, que de ahora en más se llamará

"dominio de normalidad" y se notará N, debia reunir las si

guientes caracteristicas: i) que su centro fuera el punto

en estudio; ii) que no tuviera puntos de inflexi6n afin
o de discontinuidad de la frontera salvo eventualmente el

punto central y iii) que de ello resultara que los trozos

de frontera de S contenidos en el y unidos en x0 conserva­
ran cada cual su curvatura.
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5.3. Existencia del dominio de normalidad (N)

Sean x0 e front S, K = {z e front S/z es un punto de in­

flexión afin o un punto anguloso}, 5 = d(x0,Km{x0}). 5 > 0

pues K es un conjunto finito ya que de lo contrario tendrá

amos puntos singulares.

Sea P C front S n B(x0,5/2) 1a componente conexa de front S

que contiene a x0. P estará formada por dos arcos de frente

ra que llamaremos P1 y P2, unidos en x0 y tal que cada uno
de ellos mantiene una determinada curvatura, o sea, cada

uno de estos arcos es o bien de puntos de convexidad local,

o bien de puntos de no convexidad local o bien un segmento.

Consideremos Bn =‘B(x0,5/2n), F1“ la componente conexa de
ñ ' l" n .F1 Bn que contiene a x0, an la de 2 Bn que contiene

ax.
0

Tomemos Pn = P “(Fm U an)‘

n Fn = 9, de lo contrario
0

Debe existir un n
o tal que Bno

sería un punto de acumulación de puntos de front S dis­xo

tintos de aquéllos de P1 y F , lo que contradiría lan0 Zn0
simplicidad de front S.
B resulta entonces el dominio de normalidad buscado.

0

Definiciones y enunciados

Definición 5.4.1.

Sean N = Se define la amplitud
1

angular de F como la medida de Lebesgue sobre N1 de la pro

front N y F un fan en x0.

yecci6n de F sobre N1 con centro en x0.
Notación: a a(F).



Definición 5.4.2.

Sea F un fan en x0; F es un fan angularmente conezo si la

proyección de F sobre N1 con centro en x0 resulta conexa

en N1.

giga 5.4.1.

ins(x0,S) y st(x0,S) son fans en x0.

Lema 5.4.2.

ins(x0,S) n N es un fan angularmente conexo.

¿Ema 5.4.3.

st(xo,S) n N es un fan angularmente conexo.

¿Ema 5.4.4.

Si x 6 íns(x0,S) n N, entonces x ve claramente a x0.

. = ‘ ñ CSea lím xn x0, xn e S V n. Entonces 1ns(x0,S N)

C lím st(x ,S n N) U {x0} = U n st(x.,S n N) U {x0}.
xn+x0 n n=1 j=n J

gema 5.4.6.

Seamlïmmxn = x0, xn € S V n. Entonces 1ns(x0,S) C

C U n st(x.,S) U {x0} U Q = lIm st(xn,S) U {xo} U Q,n=1j=1 J
dondeQ está incluído en la unión de un número finito de

segmentos maximales respecto de x0. En particular m(Q) = 0

Lema 5.4.Z¿

Sea F un fan conexo en x0 y m(F) su medida de Lebesgue en



el plano. Entonces m(F) > 0 9 a a(F) > 0.

gema 5.4.8.

Sean M y L fans conexos en x0 sobre S, M C L. Entonces

m(M) < m(L) 9 a a(M) < a a(L).

Lema 5.4.9.

m(ins(x0,S) n N)) < m(st(x0,S n N))

á m(ins(x0,S)) < m(st(x0,S))

Demostración de Zos lemas previos

ins(x0,S) y st(x0,S) son fans en x0.

Demostración

Sean x 6 ins(x0,S) y [m,x0] el segmento maximal en S que

incluye a x0. Es necesario probar que [m,x0] C ins(x0,S).

[m,x0] = [m,n J U [x,x0]

Si t e [x,x0], t e ins(x0,S por ser éste estrellado.
Si t 6 [m,x], t 6 st(x0,S) pues [m,x0] C S.

Trivialmente R(t + x0) es saliente por serlo R(x + x0).

La demostración para st(x0,S) es del mismo tipo e igual­
mentetrivial.

Lema 5.4.2.

ins(x0,S) n N es un fan angularmente conexo.

Demostración

Sea I = ins(x0,S) 0 N



i) Sean u 6 I, r E I no alineados con x0.

Existen u' e R(u + x0) n N, r' e R(r + x0) n N

tales que (x0,u'] Ñ int S = fl, (x0,r'] n int S = fl.

Sean B = mïn{d(xo,u'); d(x0,r'); d(x0,u); d(x0,r)}

B' = B(x0,B/2), Bi = front B', u1 e [x0,u] n B',
n! y: v v v: no

0,r] B1, u1 [x0,u ] n B1 y r1 [x0,r] El

Supongamos (x0,ui] C CS, (x0,riJ C CS (Fig. 5.5.1)

r1 E [x

FIG. 5.5.1.

r1 f L(x0,ui) porque de lo contrario estaría alineado

con ul, luego [r1,ui] n front S # fi ya que ui é st(r1,S)

Por una razón similar resulte [uliri] n front S # 9
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Sean p1 e [u1,rí] n front S, q1 e [ui,r1] n front S
Resulta

p1 # x0 pues x0 d L(u1,ri)

q1 # x0 pues x0 d L(ui,r1)

(xo,ri) n front S = fl, (x0,ui) Ñ front S = 0 por
estar los segmentos contenidos en CS. Por otro lado,

front S no puede atravesar (x0,u1) ni (x0,rl) por
estar estos segmentos contenidos en S. Por construc­

ción de N, existen en ella sólo dos arcos de fronte­

ra (llamémoslos F1 y F2), que se unen en x0.

Sean S = G x u') y S f (u1 x0 ri) sectores cir­1 1 0 1 2

culares tales que q1 e S1 y p1 € 52.
C *Entonces F1 S1 y P2 C 82. ( )

Resulta int(conv(u1,rl,x0)) n front S = fl.

Por el lema (2.2.4), si z e [u1,r1] entonces

(29x01CS 0.az e
Falta probar que z 6 ins(xo,9 n N.

Con un simple cálculo podemos hallar z' e (ri ui) nR(z + x0)

Por (*) int(conv(ri x ui)) ñ front s = g.0

Por el lema (2.2.4), (x0 z') C CS y entonces

z e ins(x0,S) n N.
' Co ul] front S no se

modifican las conclusiones anteriores.
Si [x0 ri] C front S o bien [x

Hemos probado que dados dos puntos en ins(x0,S) n N,

todo el segmento comprendido está también allí. Su pro

yección sobre N' con centro en x0 resultará conexa.
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ii) Supongamosahora x0 e [u,r], u E I, r 6 I. Por ser

los rayos salientes deben ser [x0 u] y [x0 r] partes

de ambos arcos de frontera que salen de x0 en N.

Por las condiciones impuestas a N resultan P1 y P2
dos segmentos y S n N una semicircunferencia, luego

S n N' es trivialmente conexa sobre N'.

¿Ema 5.4.3.

st(x0,S) n N es un fan angularmente conexo.

Demostración

El hecho de ser un fan resulta directamente de la aplica­

ción del lema 5.4.1.

i) Sean u e st(x0,S) n N, r 6 st(x0,S) n N y supongamos

u e st(r,S) n N, x0 í [u r] (Fig. 5.5.2).

Resulta entonces [x0 u] C S n N, [xo r] C S n N y

[u r] C S n N, luego front S no puede atravesar ninguno

de estos tres segmentos.

Sea A = (r x0 u) el trián­
gulo que tiene a los puntos

x0, u y r como vértices. En
tonces tendremos

FIGa-5¿5¿2 int A n front S = 9 y
ACsfiN.

Si z E [u r], por el lema (2.2.4), z 6 st(xo,S) n N.

La proyección sobre N' con centro en x0 del segmento
[u r] resultará conexa.
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ii) Sean u e st(x0,S) ñ N, r e st(x0,S) ñ N,
u fi st(r,S) fi N

a = min{d(u,x0); d(r.x0)}

B' = B(x0,6/2), Bi = front B',
v = n v

u [x0 u] B1 y

r' = [x0 r] n Bi (Fig. 5.5.3)

Obviamente u’ e st(x0,S) n N

y r' E st(x0,S) n N.

FIG. 5_5‘3_ Si u' 6 st(r',S) n N estamos
en las condiciones de la parte i.

Supongamosentonces u' f st(r',S) n N. Entonces

(r' u') n CS # ñ.

Sean z e (r' u') ñ CS, p € [r' z) n front S n (st(r',S) Ñ N),

q E [u' z) n front S n (st(u',S) n N) (Fig. 5.5.3)

P # q pues [r' z) n [u',z) = fl

p # x0 porque si coincidieran u' no veria a x0.

Análogamente q # x0.
Es necesario probar que p y q pertenecen a distintos
arcos de frontera.

Podría ocurrir que p coincidiera con r‘ o q con u‘. En

este caso alguno de los arcos de frontera sería un seg­

mento y como p y q no están alineados con x0 es obvio

que p y q pertecerán a distintos arcos. Podemossuponer

entonces que p # u' y q # r'.
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FIC. 5.5.4.

Supongamos que p y q pertenecieran a un mismo arco de

frontera, por ejemplo a P1. y q 6 í; p C F1 (Fig. 5.5.4)

p no es el último punto de F1 en Bi pues

d(p,x0) < 5/2. Luego 3 OJÉ P1 Ñ Bi

Sea A = (u' p x0) el triángulo con vértices en u', p

y x0.

Puede ocurrir que P1 penetre en A o no lo haga. Si F1
no penetrara en A, debería hacerlo en la cápsula convexa

del trozo de curva entre xo y p lo que generaría un punto
doble de 1a curva, o bien debería recorrer [p u'], o bien

continuar por sobre L(p,q). Estos Gltimos dos casos ím­

plicarïan'un cambio de curvatura en F lo que está prohí­
1

bido porque B' C N.
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Si F1 penetrara en A ya vimos que no puede recorrer

(u' p) ni (p x0)pgfgug_ implicaría un cambio de cu:

vatura (notar que x0, p y q no están alineados), no

puede atravesar [p xo] porque penetrarIa en la cápsg

la convexa del trozo de curva entre x0 y p, no puede

atravesar [u' x0] puesto que u' € st(x0,S), no puede

atravesar p ni x0 pues se generaría un punto doble y
por Gltimo no puede atravesar (u' p) porque cambiaría

la curvatura.

Por todo lo expuesto, p debe pertenecer a uno de los

arcos de frontera que salen de xo y q debe pertenecer
al otro.

Sean S1 = (r' x0 u') el sector circular de B' que ¿og

tiene a z y 82 el complemento de S1 en B'.

Front S n B' C S1 por lo antes expuesto y porque la

frontera no puede atravesar (r' x0) ni (x0 u').

Sea z' = R(z + x0) n B';z' E st(x0,S) n N pues

z' e S n N y (z' x0) n front S = fl por estar (z‘ x0)

contenido en int 52.
Ademász' e st(u',S) n st(r',S) n N ya que

(z' u') C 82 y (2' r') C 82.
Con iguales argumentos que en la parte i) de este

lema se demuestra que

[z' u'] U [z' r'] C st(x0,S) n N con lo cuál la prg
yección de la unión de estos segmentos sobre N' con

centro x0 resulta un arco conexo sobre N'.



89.

iii) Sean u G st(x0,S) n N, r 6 st(x0,S) n N, x0 6 [u r].
Este es un caso particular de la parte ii), donde si

p,q y x0 están alineados resulta S n B' una semicir­

cunferencia y si x0 t [p q] estamos exactamente en el
caso ii).

Lema 5.4.4.

Sea t € ins(x0,S) n N. Entonces t ve claramente a x0.

Qemostracigfi

i) Si t É front S 3 (x0 t) C int S
' n =11) (x0 t) lnc S fl.

Supongamoslo contrario.

Entonces H t' E (x0 t) n lnc S;
sin pérdida de generalidad

supongamos que t' e F1.

0

de F1 C lnc S resulta [x0 tq

F19. 5 5 5. Como x también es un punto

cuerda exterior a F1 (xo t‘) C CS.

Absurdo pues t' e [x0 t] y t E st(xo,S).

12) (x0 t) ñ front S = fi.

Supongamos H t' e (x0 t), t‘ G lc S n front S.

Podemos suponer t' e F2. Como

d(x0,t') < d(xo,t) < radio de N,

t' no es el Gltimo punto de F2

en N n S. Sea x1 este punto. F2

l o no puede cambiar su curvatura,
I entonces debe penetrar en la CER
L b

sula convexa del trozo de curva

entre x0 y t'. (Fig. 5.5.6).
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Comod(x0,x1) = radio de N', 1a curva deberá cortarse
a si misma en algún punto de esta cápsula convexa, lo­

que contradice el hecho de que la curva sea simple.

Es de notar que P2 no puede atravesar (t x0) pues

t 6 st(x0,S) y tampoco continuar fuera de la cápsula

convexa del trozo de P2 entre x0 y t', porque t' se
convertiría en un punto de lnc S.

Luego (t x0) C int S.

Si t € front S n inst0,S) n N, t f lnc S.

Si t e lnc S, como x0 pertenece al mismo arco resulta,.\
xot un arco de lnc S, luego t d st(x0,S) n N.

R(t + x0) separa localmente P1 de F2.

Sean Bo =

te conexa de F1 en Bo que contiene a x0

B(x0,eo) con EO< radio de N, Fi la componen
'

y F2 la de P2

en B0 que contiene a x0.
FIConsideremos B =n lne IB(x0, /n) y y F2“ las componen

tes conexas respectivas en las mismas condiciones an­
teriores.

_ = |
Tomemos Tn U r2“)

v

F m (Fln
n r' =

o no
rio x0 seria un punto de acumulación de puntos de front S

Debe existir un n0 tal que Bn 0, de lo contra

distintos de aquéllos de F' y F' , lo que contradiría
lno 2nO

la simplicidad de front S.

En principio, L(t,x0) divide al plano en dos semiplanos
+ _

que llamaremos H y H .

de F'n F'
Veamos que R(t + x0) En Separa ln“ 2nn'
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l = n
t” Sean tn [x0,t] Bno y

¡l Z‘a tt: a: R(t -)- x0) n Bo no no
(Fig. 5.5.7).

Por ser R(t + x0) un rayo salian
te puede lograrse (x ,t' IC CS

0 n0
coincidente con un trozoo bien

de frontera.
i

H cqb En el caso en que (x0,t¿ ] C CS,
0

\

té C CS que es un abierto implica
ha. 5.5.7. ‘45

que existe una B(t' ,5) C CS.n
+ ­

| V n n V V n n

Sean tl e B(tn0,5) Bno H y tz e B(tn0,5) Bno H .
Un razonamiento similar al empleado en el lema 5.4.3

parte ii) entre los puntos.tn por un lado y ti y té
0

por el otro, y el hecho de que Fin y rán no pueden
0 0

atravesar (tn ,xo) pues t € st(x0,S) n N, da comoresul
0

tado que F' C H+ n B y r' C H_ n B .ln n 2n n
0 0 0

Si [x0 tá ] coincide con un trozo de frontera, por ser
0

esta simple el otrotrozo estará contenido en H+n En ,
0

o coincidirá con (tn ,xo) en cuyo caso la con
0

H‘an
0

clusión es la misma.

Veamos ahora que t ve claramente a xo.

Por parte iii) R(t + x0) separa localmente P1 de F2,

luegoH U(x0) = B(xo,5’) con 5' < e (donde e es el ra
dio de N) tal que sin pérdida de generalidad

+ _F' = F n F' = F n U ’1 1 U(x0) y 2 2 (x0) estan en H y H reí

pectivamente respecto de L(t,x0).
ce- o-V- {v t] n Frnntlïíx \\ Qe “recent-ng An: alteru n u ¡no J «¿y \v\ 0,1. a r-—— —— —-_ ._

nativas:
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a. Si t' e front S 9 [tlxo] es un arco de puntos chatos
y t ve (t' x ). Falta ver que t ve el otro arco que0

supondremos es Pi.

Pensemos primero que w e Fé arco de lc S.

Afirmo que t ve (x0 o».

Si a)t st(t,S) n N, 3 a4 e (t a9 n front S, oJ t Pi

pues no está alineado con x0 y t, luego a” e P5 y
.'. w' e lc S. Con el mismo razonamiento empleado

en la parte iz) resultaría que Fi se cortaría a si
misma y por lo tanto un absurdo. Luego

we st(t,s) n N v-me F5.

Sea ahora «2€ Fé y Fi C lnc S.

Podemos suponer que existe ovno alineado con x0 y t

pues si todos los puntos de Ti estuvieran alineados

con éstos resultaría F5 también un arco de puntos
chatos y obviamente visible desde t.

Si 09€ st(t,S) por el lema 4.2.1 resulta/"\
(x0 w) e st(t,S).
Si a;d st(t,S), 3 o“ e front S, o" e (t,oü y obvia

mente no alineado con t y x0, .'. o“ fi Fi.
Sea o‘ el primer punto en las condiciones de o” viso _/ \
to desde t; o? e F' luego (x o”) C st(t,S) por el

0 2 0 0

mismo lema anteriormente citado.

Si t' d front S, t‘ € lc S; por parte i),U‘

(t t') n lnc S = 0.
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Por ii) y teorema 2.4.3, t ve clí
ramente a t' .°. 3

w(t',6") C st(t,S) ñ N.

Sean B' = B(x0, mín(8",5'));

Fï = Fi n B', F; = Pi n B'.

Supongamos Fi C 1nc S, o>e Fï,

a‘f L(t, x0).
Sea of El primer punto sobre

(t ofl n front S visto por t.

w' # x0 pues x0 é [t,w].

Si o“ e Pi por el lema 4.2.1. antes

citado, resulta (x0 a9) visible des
l

i {L de t.

Veamos que efectivamente o" e Pi y para ello que
).

‘nc. 5.5.8}

d(o“,x0) <'5' = d(t',x0
Sea o“ e ([afi t] n front (B(t',5"))) y más próximo a

o”. t ve a o? pues ve todo ese entorno.

d(aW,xo) < d(t',x0) <'5'. (Para demostrar ésto basta

usar el triángulo con vértices en x0, «Wy t).

Luego a“ pertenece a1 entorno en que R(t + x0) se­

paraba Fi de F5. Con más razón pertenece a este entoí
no w' ya que o“ = Ao>+ (1—A)afl, 0 < A < 1 y

d(w,x0) < 8', d(o“,x0) < 5'.
Luego w' está en el mismo semiespacio que a respecto

a R(t + x0) .', o" e Tí.

Supongamos ahora Fé C lc S y oh E F3.

var mos Que toáo pn.:o ah ¿c E
t.
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Sea 0%e (ah t) n w. a3 e st(t,s), luego si

o) d st(t,S) existiría og e front S ñ [0% oh)

a; sería por lo tanto un punto de convexídad local

por estar en B(x0,8') y en el mismo semiplano que

ob reSpecto de L(t,x0). Con los mismos argumentos

desarrollados en 1a parte i) resultaría P2 no sim

ple, luego toda F; es visible desde t.

Hemos probado entonces que si t 6 ins(xo,S) n N, t

ve claramente a x0.

¿Ema 5.4.5.

Sea lIm x = x , x 5 S V n. Entoncesn 0 n

ins(x0,S) n N C 11m (st(xn,S) n N) U {x0} =x + '
o m n 0

= u n (st(x.,S) ñ N) U {x0}
n=1 j=1 J

Demostración

Sean {xn} + x xn e S V n, z e ins(x0,S) ñ N, z # x0’ 0'

Por el lema 5.4.4 z ve claramente a x0, luego 3

U(x0) n S n N tal que U(x0) ñ S n N C st(z,S) n N.

Si xn + xo, para n > n0 resulta

xn C U(x0) n S n N

x e st(z,S) ñ N V n > nn 0

z e st(xn,S) Ñ N V n > n0

luego z e Ñ st(x.,S) ñ N C U n st(x.,S) n N
j=no J n=1 j=n J

Entonces
W (D

ins(xÜ,S) n N C U ñ st(x.¿S) n N =
n=1 j=n J

¿EE (st(xn,S) n N) U {x0}
¡{h-'x 0



gema 5.4.6.

Sean lím x = x , x € S V n. Entoncesn 0 n

ins(x0,S) C U n st(xj,S) U {x0} U Qn=1j=1
= lim st(xn,S) U {x0} U Q
xn+x0

donde Q está incluído en la unión de un número finito

de segmentos maximales respecto de x0.
En particular m(Q) = 0.

gemostración

Comoins(xO,S) C st(x0,S), p € ins(x0,S) implica p ve a

x0. Sea p # x0.

a) Si p ve claramente a xo una demostración similar a la
W ¡D

del lema 5.4.5 implica que p e U Ñ st(x.,S)
n=1‘j=n J

b) Si p no ve claramente a xo, (p x0) n lnc S # 0 Gazona

miento análogo al de la demostración del Teorema 2.4.9.

Sea z € (p x0) Ñ lnc S. Puede ocurrir que z e F 2.0 o

bien z sea un punto de no suavidad de la curva.

En este último caso es de notar que por ser S un dominio

de Jordan regular, los puntos de no suavidad de la curva

son finitos por lo cuál proveen un número finito de_seg­

mentos maximales respecto de x0 en los cuales puede haber

puntos para los que x0 es visto críticamente.
Si z es un punto de suavidad de 1a frontera entonces a F

zona de obstrucción, r C lnc S.

Consideremos conv F. Desde xO hay a lo sumo dos semirreg

tas de apoyo a conv P. Comoel número de zonas de obstrus

ción es finito, resulta que cada una de ellas aporta a lo



más dos segmentos maximales en los que puede haber vi­

sibilidad crítica.
Luego los segmentos maximales que contienen puntos que

ven críticamente a x0 son un fan de medida nula.

gema 5.4.7.

Sea F un fan conexo en x0 y m(F) su medida de Lebesgue

en el plano. Entonces m(F) > 0 ° a a(F) > 0

Demostración

Por ser F un fan en x0, si consideramos este último punto
como orígen de coordenadas, el área de F estará dada por

una función radial que depende de un ángulo que varía en

tre los extremos de la proyección de F sobre N' con cen­

tro en x0. Sean m y n dichos extremos y A = (m x0 n) el

triángulo con vértices en m, x0 y n. (Fig. 5.5;9)

96.
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aa(F) coincide con el ángulo correspondiente a xo en A.

Si a es el ángulo formado entre R(x0 + n) y R(x0 + m)

exterior a A, resulta aa(F) = ZH-a y
21r r(0)

m(F) = J J r dr d0
a 0

Sea m(F) > 0. Aplicando la fórmula anterior resulta

Zn r(0) Zn 2

m(F)=IJ rdrd0=J ELZ)_)de<
0a

< sup r(9)(2fl-a)
6€[a,2n]

Luego 0 < sup r(0)(2W-a),
6€[a,2n]

Comosup r(9) > 0 resulta 2n-a > 0 .'. aa(F) > 0.

Recïprocamente, si aa(F) > 0, usando la misma fórmula

Zn r(6) Zn 2

m(F) = J J r dr dB = J Líi%ll—-d(9) 3 e(2fl—a)
a a

donde e = radio de N.

Resulta entonces que si 2W—a= aa(F) > 0, será m(F) > 0.

gema 5.4.8.

Sean M y'L fans conexos en x0 sobre S, MC L. Entonces
m(M) < m(L) ° aa(M) < aa(L)

¿Emostracidg

En las condiciones del enunciado, (L N M) U {x} resulta

un fan en x0. Si bien su proyección con centro en x0 sobre

N' no es necesariamente conexa, tiene a lo sumo dos compo­

nentes conexas,cada una de ellas un fan en x0, y alguna de
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ellas de medida no nula.

Con una demostración similar a la del lema 5.4.7 se de­

muestran ambas implicaciones.

gema 5.4.9.

m(ins(x0,S) n N) < m(st(xO,S) n N)

á m(ins(x0,S)) < m(st(x0,S))

Qeggíïración

ins(xo,S) n N C st(x0,S) n N

aa((ins(xo,S) n N) < aa((st(x0,S) n N)

Si aa((ins(x0,S) n N) = 5-a

y aa(st(x0,S) n N = B'-a', por lo visto anteriormente
resulta a' < a < fi < fi'

{3' r(0)
m(st(x0,S)) = m(st(x0,S) n N)-+ J J r dr dBa' e

B r(0)

m(ins(xo,S)) = m(ins(x0,S) n N) + I J r dr dG
a e

donde e = radio de N.

Resulta obviamente
fi r(0) rfi‘ r(6)

J J r dr d6 J r dr de
a €CY E

luego la desigualdad estricta se mantiene e implica

m(ins(x0,S)) < m(st(x0,S))

EZ teorema princiBaZ y sus consecuencias

Teorema (5.6.1)

Sea S un dominio de Jordan en E2; x0 e front S.
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Entonces son equivalentes:

í) m(st(x0,S)) = m(íns(x0,S))

ii) v es contínua en x0
i) É ii)

Probaremos N ii) a N i)

Supongamos v no contínua en x0, entonces 3 xn + x0,

xn e S V n tal que

v (lím (xn) v(x0)
n+cn

por ser v semicontínua superiormente (Teo. 5.1.2). Entonces

lím m(st(xn,S)) < ú(st(x0,S))
11-7-61:

Por el lema 5.4.6

ins(x ,S) C U n st(x.,S) U {x } U Q
O _ ._ J 0n-1 J-fl

m(ins(x0,S)) < m( U n st(x.,S)) + m{x0} + m(Q)
n=l j=n J

= m( U n st(x.,S)) = lím m[ n st(x.,S)]
n=1 j=n J n+cn j=n J

< lím m(st(xn,S))
n+w W W

Esto ocurre por ser U n st(x.,S) una unión de conjuntos
n=1 j=n J

crecientes (Bi = n st(x.,S), Bi C B. si i < j) y porque
j=i - J

n st(xj,S) C st(xn,S), Entonces m(ins(xo,S) < lím m(st(xn,S))'¡= n-Hn

i m(St(xo,S)). Luegomfins(xo,S)) <'m(st(x0,S)).
ii) 9 i)

v continua en x0 ='m(st(x0,S)) = m(ins(x0,S)).
Veamos

Si m(xt(x0,S)) É m(ins(xG.S)) entonces v no es continua en xc.

Es claro que m(st(x0,s)) - m(ins(x0,S)) > 0 pues
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ins(xo,S) C st(x0,S) y que por lo tanto st(x0,S) Wins(x0,S)
es un fan en x0 de medida no nula.

Por el lema 5.4.8, aa(st(x0,S)) > aa(ins(x0,S)) y por los

lemas 5.4.1 y 5.4.2 ins(x0,S) n N y st(x0,S) n N son angu
larmente conexos.

Entonces la proyección sobre Nl con centro en x0 de

st(x0,S) N ins(x0,S) tiene a lo sumo dos componentes conexas

sobre N1, al menos una de Éstas de medida no nula por tratar
se de un fan de medida no nula.

De acuerdo a ésto podemos razonar en N y deducir que

m(st(x0,S) n N) > m(ins(x0,S) Ñ N) y que existe un conjunto

A contenido en (st(so,S) N ins(x0,S)) n N con medida no nula
e interior no vacío. .

Sean entonces t E int A y o>€ ins(x0,S).L(w,xo) divide el
plano en dos semiplanos que llamaremos H+ y H-. Como t f L

pues t t ins(xo,S) supongamos entonces que t E H+,

3 e' tal que B(t,E') C A C (st(xo,S) N ins(x0,S)) n N.

Comot no emite rayos salientes por ser R(t + x0) un rayo

entrante, 3 t' 6 R(t + x0) n H- n S n N, (t‘ x0) C int S.

o.r'.Es de notar que t' É ins(x0,S) y que no puede ver claramen

te a t pues se lo impide x0; de hecho t' no ve la parte su­

perior de B(t,s') que sí es vista por x0.
n-l

n
1 V= _. o e ' + .Sea tn n t + x0, tn (t x0) y tn x0

Los puntos de esta sucesión están en S pues (t' x0) C int S
y tienen las mismas condiciones de visibilidad que t' res­

pecto a t.

En efecto, sea L = L(t,x0) la recta por t y x0 y sea U el
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subconjunto de S limitado por la recta L e invisible via

S desde t (a fortiori invisible desde cada uno de los tn).
N m

Llamemos S = S N U y designemos con v a la función de Visi
m

bilidad de S. Por construcción resulta que n > 1 vale
fl; a

v(t Z = V(tn) pero v(x0) ( v(x0). Por la semicontinuidad
superior de la función de visibilidad [1], teorema 5.1.2
vale

lïm v(t ) =
n+°D n

lím San) <GV-(x0)<v(xo)
n-Hn

de donde resulta la discontinuidad de v en x0.

Corolarios del teorema principal

Definición 5.7.1.

x e front S es un punto cónico si existe una recta L que0

contiene a dosx0 y st(x0,S) está contenida en uno de los
semiplanos en que L divide al plano.

Teorema 5.7.1.

La función de visibilidad es continua en x0 € front S si

y sólo si x0 es un punto cónico.

Demostración

(e) Sea xO un punto cómico; entonces existe L tal que

x0 e L, L divide al plano en H+ y H y sin pérdida de gene

ralidad podemos suponer que st(x0,S) C cl(H+). Obviamente
+

ins(x0,S) C c1(H ).

Veremos que st(x0,S) N ins(x0,S) C L con lo cual aplicando
el teorema 5.6.1 resultará
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m(st(x0,S)) - m(ins(x0,S)) = 0 por estar la diferencia
de conjuntos contenida en otro de medida nula.

Veamos que si u € st(x0,S) N L entonces u E ins(x0,S).

Como u f L, a u' G R(ux0 +) n H_, (x0 u'] C H­

.°. u' d st(x0,S).

Si (xO u') C CS o si [x0 u'] C front S por definición u

emite rayos salientes por x0 luego u 6 ins(x0,S)
Si nada de Esto ocurre,

Lúj‘o} / comou' Í st(x0.5),

(xo u') n front S # fl.

Sea t e front S n (x0 u')

y más próximo a x0.

(Fig. 5.5.10)

t e H- .', t É st(x0,S) y (x0 t) C CS ya que si

(x0 t) n S # fi, existiría z e (x0 t) Ñ S. Repitiendo el
razonamiento anterior con este z en lugar del u', aparecería

un t' e (x0 t) Ñ front S lo que contradiría el hecho de que

t fuera el punto defrmu S más próximo a x0 sobre ese segmen
to.

Luego u e st(x0,S) N L á u e ins(xo,S), es decir que

st(x0,S) N ins(x0,S) C L y por ende

m(st(x0,S)) = m(ins(x0,S)).
El teorema 5.6.1 asegura 1a continuidad de la función de vi­

sibilidad en x0.

(É) Sea v continua en x6, entonces xG es un punto cómico.



Si v es continua en x0,
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por el teorema 5.6.1 resulta

m(st(x0,S)) = m(ins(x0,S)).
Pueden presentarse dos casos.

a) st(x0,s3 = ins(x0,S)

b
V

Consideremos en este caso la prOyección sobre NI con

centro en xO del ins(x0,S). Por el lema 5.4.2 esta pro

yección resulta un arco sobre N1; tomemos entonces sus

puntos extremos, sean ellos x1 y x2.

Si x0, x1 y x2 están alineados, ellos dan la recta L

necesaria ya que tanto ins(xO,S) como st(x0,S) quedan en
uno de los dos semiespacios determinados por L y resulta

entonces xo un punto cónico.

Si'xo, x1 y x2 no están alineados, sea A el triángulo
con vértices en estos tres puntos.

Obviamente los puntos interiores a A emiten rayos salien

tes por x0. Por ser ins(xo,S) un fan resulta que cualquier

recta de apoyo por x0 de A (están bien definidas por ser

A un convexo), dejan en uno de los semiespacios determina

dos ins(x0,S) y por lo tanto st(x0,S). También en este

caso xo es un punto c6nico.

st(xo,S) # ins(x0,S)

Comom(st(xo,S) mins(x0,S)) = 0 resulta

st(x0,S) N ins(xo,S) un fan en x0 de medida nula. Por el
lema 5.4.7 su amplitud angular es 0. Por otro lado, los

lemas 5.4.2 y 5.4.3 aseguran que su proyección desde x0
luego éstasobre N1 tiene una o dos componentes conexas,

debe ser un punto o dos puntos.



Si son dos puntos, llamémoslos x1 y x2 y tomemos

{xo,x1,x2}. Si estos tres puntos están alineados forman

la recta L necesaria ya que contiene a x0 y obviamente

st(x0,S) queda en uno de los semiespacios por ella de­

terminados. x0 resulta entonces un punto c6nico.

Si los tres puntos no están alineados forman un triángu
lo A. Con un razonamiento igual al de 1a parte a) de

esta implicación, cualquier recta de apoyo a A por x0

demuestra que x0 es un punto c6nico.

Si la proyección sobre N1
A}i es un único punto, sea

éste por ejemplo x1,

Y L(x0,x1) es la recta buí'
'cada ya qUe obviamente

deja en un semiplano al

ins(x0,S) y sobre su bordeFIG. 5.5.11.

al resto de la st(xO,S).
x es entonces también un punto cónico.0

Teorema 5.7.2.

xo 6 front S y front S suave en x0 3 V es continua en x0.
Demostración___.______.-__._

Este teorema es en parte una conclusión directa de tres

teoremas del capítulo 3 unidos al teorema 5.6.1.
Si

U) w.

x0 es un punto de inflexión de front S, basta aplicar
teorema 3.2.4 que
¡o ¿A ¡nn ¡"-0-A An .­
AO “o un. yullbv UU

104.
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además no es un punto de inflexión extraordinario (3.2.1),

el teorema 3.2.5 asegura que st(x0,S) e íns(x0,S) difieren
a lo sumo en un conjunto contenido en una recta.

Si x0 es un punto de inflexión extraordinario (punto de
no convexidad local y de acumulación de puntos chatos),

una demostración similar a la de la Gltima parte del teorí

ma 5.7.1 asegura que es también un punto c6nico.

Si xo es un punto de convexidad local pero no un punto chi

to, por el teorema 3.2.6 ins(xO,S) = st(x0,S).

Por fiItimo, si x0 es un punto chato, existe un segmento

[ab] C front S tal que x0 € (ab), y una recta L tal que
(ab) C L.

Si t e st(x0,S) N L una demostración similar a la del teo­

rema 3.2.6 asegura que t e ins(x0,S).

Si t e [ab], R(t,x0 +) es obviamente un rayo saliente. Los

go si x0 es un punto chato, st(x0,S) = ins(x0,S).
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