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RESUMEN

En este +trabajo se resuelven numéricamente por metodos
implicitos en diferencias finitas las ecuaciones hiperbdlicas
casilineales de Saint-Venant del flujo no estacionario
unidimensional gradualmente variado de aguas poco profundas sobre
superficie libre y fondo fijo para sistemas fluviales de +tipo
arborescente (cuencas) y deltaico, en que se tienen que considerar
las condiciones de compatibilidad en los puntos de confluencia
(condiciones de Stoker). Linealizando vy discretizando segun el
metodo de Preissmann demostraremos gque el problema se puede
reducir, en cada intervalo temporal de calculo, a la resolucién de
un sistema lineal de la forma Ax=b, donde la matriz A tiene una
estructura especial rala que facilita su solucidén; A vy b
dependen del intervalo temporal, no asi la estructura de ceros de
A. Dicha estructura es mas complicada en el caso deltaico que en
el arborescente, por lo cual es conveniente tratarlos por
separado. Se describen adem&s diversos experimentos naumericos
realizados, tanto para el caso de sistemas fluviales arborescentes
como de redes complejas deltaicas, incluyendo comparaciones con
soluciones analiticas conocidas.

ABSTRACT

In this work we solve by implicit finite difference numerical
methods the Saint-Venant gquasilinear hyperbolic equations
representing the one-dimensional, non-steady, gradually varied,
open channel flow of shallow waters with fixed beds on arborescent
fluvial systems (basins) and on deltaic fluvial systems, where
compatibility conditions (Stoker conditions) at the junctions must
be considered. If we apply +the Preissmann method in order +to
linearize and discretize the equations, we prove that, for each
time step, the problem can bhe reduced to solving a linear system
Ax=b, and the matrix A has a special sparse structure that
simplifies its solution; A and b depend on the time step, but the
zero/nonzero structure of A does not. This structure 1is more
complicated in the deltaic case than in the arborescent one; thus,
it is convenient to treat the two cases separately. We describe
several numerical experiments for both the arborescent and the
deltaic case. Comparisons with Xnown analytical solutions are
included.
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1 . INTRODUCCI ON

El flujo no estacionario gradualmente variado unidimensional de
aguas poco profundas sobre superficie 1libre y con fondo fijo
(flujo en canales abiertos, o en rios, considerando solamente la
coordenada espacial en el sentido del eje longitudinal del canal o
rio) se modeliza mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
hiperbélicos casilineales, llamadas ecuaciones de Saint-Venant de
la hidréaulica fluvial, planteado en forma de problema mixto con
condiciones iniciales y de contorno. Estas ecuaciones deben
resolverse numéricamente; pues no ha podido determinarse en

general una solucidén analitica.

Para tramos simples unidimensionales de rios o cauces fluviales,
los m&todos en diferencias finitas implicitos conducen usualmente
a la resolucién,para cada intervalo temporal de célculo, de un
sistema lineal Ax=b, con A matriz banda no simétrica. Por
consiguiente, se pueden usar los métodos directos de solucién de
sistemas lineales con matrices banda, que requieren un nuUmero de
operaciones igual a O(n), siendo n el orden de la matriz, en lugar
de ser igual a O(na) -lo cual seria el caso si 1la matriz fuera
llena -, ¥y usan escaso espacio de memoria de computador. Por ese
motivo estos métodos estédn muy difundidos en modelizaciones
concretas. En particular, el método més utilizado en hidraulica
fluvial unidimensional para rios y canales con régimen subcritico

es el método de diferencias finitas implicito de Preissmann.

Pero si el sistema modelizado que se quiere resolver no es un
tramo simple, sino una red fluvial con afluentes, efluentes,
bifurcaciones (debido a la existencia de islas u otros obstaculos
en el curso de agua), la situacién se complica: la matriz A sera
rala, pero va no banda. Interesa por consiguiente tratar de
encontrar estructuras generales de la matriz A (es decir, que no
dependan de la red fluvial en particular que se modeliza) para
poder utilizar métodos directos rapidos y con poco uso de memoria
de computador, o tratar de usar métodos iterativos que, si bien
son mas lentos para este tipo de problemas, aprovechan
totalmente la ralidad de la matriz. El problema +tiene aplicacién

practica inmediata: poder resolverlo en forma eficiente significa



poder implementar algoritmos complejos en computadoras personales
(e incluso en ‘"computadoras hogarefias”), que pueden ser muy
onerosos (o directamente no implementables) si es necesario
resolver sistemas con matrices A de estructura desconocida. Y se
evita asi también tener que formular el problema en mas de una
dimensién espacial, caso para el que los problemas antes
mencionados se multiplican, ademé&s de que la informacién necesaria

complementaria suele no estar disponible.

El objetivo de este trabajo es resolver el problema mencionado:
se demuestra aqui que para el método de Preissmann se puede llevar
la matriz A a una forma con una estructura especial que facilita
enormemente la resolucién del sistema inicial Ax=b en cada paso de
tiempo. Ademés, a partir de la teoria desarrollada, se implementan
los correspondientes modelos computacionales, tanto en forma
simplificada, con lo cual se realizan comparaciones con soluciones
analiticas, como en forma ccmpleta, con lo cual se realizan

cxperimentos numéricos de casos andlogos a casos reales.

Los modelos fluviales unidimensionales analizados se clasifican
en dos tipos: los de tipo arborescente (cauce principal,
afluentes, afluentes de afluentes, etc; la topologia de estos
modelos puede describirse a través de la noci¢n de arborescencia o
Arbol dirigido en teoria de grafos), y los de tipo deltaico (puede
haber bifurcaciones que se cierran; la topologia puede describirse
a través de grafos dirigidos débilmente conexos sin ciclos). Si
bien el caso arborescente es un caso particular del deltaico,
enfocamos ambos casos de modo distinto pues el caso arborescente
permite una solucién especial mas eficiente. En particular, los
grafos que usaremos para arborescencias estaran dirigidos con
orientacién inversa a los que usaremos para redes deltaicas; la
orientacidn de éstos serd "desde aguas arriba hacia aguas abajo”,

y la de aquéllos "desde aguas abajo hacia aguas arriba”.

En el caso arborescente reducimos el problema a uno que
involucra una matriz A triangular superior con a lo sumo dos
elementos no nulos por fila de las mismas caracteristicas que para

tramos unidimensionales, independientemente de la complejidad de



la red; en el caso deltaico, aparentemente la matriz no puede
llevarse a ninguna matriz banda cuyo ancho no dependa de la red
fluvial considerada. En este caso, demostramos que la matriz A se
puede particionar en submatrices con estructuras que permiten
resolver el sistema por un método directo que usa una cantidad
reducida de tiempo vy memoria de computadora, siendo por

consiguiente muy eficiente.

Los modelos obtenidos fueron implementados en computadora,
usando como método numérico en diferencias finitas el método de
Preissmann, como ya mencionamos, pero las demostraciones de los
teoremas en que se basan los algoritmos utilizados son generales
para los esquemas numéricos implicitos de tipo ‘"“caja de cuatro
puntos”, y se pueden extender, en forma natural, a modelos de
flujo a presién (cafierias) en que el diseflio de redes deltaicas es

imprescindible y, con modificaciones, a otros esquemas implicitos.

Calculamos estimaciones de velocidad de procedimientos, y
exhibimos diversos experimentos numéricos realizados, tanto para
comparar los resultados con soluciones tedricas simplificadas,
como para comparar la consistencia de los modelos ante distintas
condiciones de contorno y para analizar situaciones 1interesantes
en hidréulica fluvial. El mé¢todo directo diseflado se comparé¢ con
algunos m#¢todos iterativos que también se describen (el m€¢todo de
las proyecciones de Kacmarcz y un mé¢todo de las proyecciones

modificado) que son desechados por ser completamente ineficientes.

El plan de este trabajo es el siguiente: 1la primera parte
consiste en el planteo de la teorfa matemiatica unidimensional de
aguas poco profundas, y su extensién a confluencias de cauces
fluviales, y métodos numéricos para su resolucién en tramos

fluviales simples.

En la seccién 2 se formula el modelo matematico que representa
el flujo unidimensional gradualmente variado, no estacionario, con
superficie libre y con fondo fijo, de aguas poco profundas a
través de canales o cauces fluviales de secci®én transversal
arbitraria (pero razonablemente "suave”). Este es un modelo de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbélicas



casilineales (ecuaciones de Saint-Venant), que ademéas, para
modelizaciones matematicas de aplicacién practica debe formularse
con condiciones 1iniciales vy de contorno, es decir, no como
problema de Cauchy sino como problema mixto. Asi se modelizan

tramos simples unidimensionales.

En la secci®én 3 se plantean las ecuaciones de compatibilidad (de
Stoker) de los puntos de confluencia cuando se tienen tramos

afluentes o efluentes.

En la secci®n 4 se indican los métodos numéricos més usuales

para resolver practicamente las ecuaciones de Saint-Venant.

En la seccién 5 se describe en detalle el mé¢todo de Preissmann,

que usamos en el resto del trabajo.

En la secci®n 6 se analiza la consistencia, convergencia vy
estabilidad del esquema de Preissmann en el caso de sistemas
hiperb®licos lineales homogéneos con coeficientes constantes y con
condiciones puramente iniciales, usando la teoria de Lax vy

Richtmyer, asi como el criterio de estabilidad de von Neumann.

En la seccién 7 se indica cémo, usando el me¢todo de Preissmann
en tramos simples unidimensiocnales, se llega a un sistema de 1la
forma Ax=b en cada intervalo de tiempo de calculo, donde A e¢s una
matriz banda, y c®mo se tridiagonaliza el sistema para luego

resolverlo mediante un algoritmo de "barrido doble™.

En la seccidon 8 se estudia la matriz A para evaluar

heuristicamente su condicionamiento numérico.

La segunda parte del trabajo consiste en el estudio de las redes

1
fluviales arborescentes:

En la seccién 9 se definen con precisién algunos conceptos
necesarios para generalizar la teoria anterior a estructuras
fluviales arborescentes, en el marco de los conceptos de 4arboles
dirigidos o arborescencias. Estos conceptos se utilizaran para
establecer una numeraci®n conveniente de los puntos de

discretizaciéon de la red.



En la seccidén 10 se demuestra cémo se puede llevar el sistema
lineal a un sistema triangular (con a lo sumo dos elementos no
nulos sobre cada fila), que s8e resuelve, por consiguiente,
mediante el barrido ascendente del barrido doble. Para ello se

harid uso de la numeracién obtenida en la seccidén 9.

En la seccién 11, siempre en el caso lineal simplificado, se
comparan soluciones teéricas del modelo con estructura
arborescente disefiado con los resultados numéricos obtenidos con
nuestro algoritmo, y se observa que se producen los mismos
fendmenos ya sefialados por otros autores para el caso de tramos

simples.

En la seccidén 12 se realizan diversos experimentos numéricos con
canales de estructura arborescente, v se extraen las

correspondientes conclusiones.

La tercera parte de este trabajo consiste en el estudio del

modelo deltaico.

En la seccidén 13 se describen las redes fluviales complejas con

estructura deltaica.

En la secci¢n 14 se formaliza 1la discretizacién para redes
fluviales deltaicas, usando herramientas de la teorfia de grafos
dirigidos. Esta teoria se usari4 para establecer una numeracién

conveniente de los puntos de discretizacién de la red deltaica.

En la seccidén 15 se demuestra que es posible plantear el sistema
Axz=b en cada intervalo temporal por medio de una matriz A
particionada con una determinada estructura que nos servira para
la resolucidén eficiente del sistema. Esa estructura permite un
significativo ahorro en memoria para el almacenamiento de la
matriz. Para obtener esta estructura se hard uso de la numeracién

obtenida en la seccidén 14.

En la seccidn 16 se describe el algoritmo de resolucidén. del
sistema, y se dan cotas para la memoria involucrada y el numero de
operaciones necesarios, que resultan muy inferiores a los

requeridos si se aplica un método de Gauss directamente.



En la seccién 17 se lleva a cabo un anAdlisis de la consistencia,
como modelo, del modelo deltaico implementado, incluyendo en dicho
anadlisis la comparacién de los resultados numéricos con resultados

analiticos obtenidos usando un modelo lineal simplificado.

En la secci®n 18 s8e detallan los experimentos numéricos

realizados con un modelo deltaico y las conclusiones resultantes.
La seccién 19 consiste en las conclusiones del trabajo.
Este trabajo incluye tres apéndices:

En el primer apéndice se aplica un método iterativo de
resolucién de sistemas lineales al modelo deltaico, y luego una
variante del mismo, para comprobar su impractibilidad. Los metodos
iterativos usados son el método de las proyecciones de Kacmarz vy
una modificacidén del mismo, de convergencia tedricamente
asegurada. En la seccién Al se describe el mé¢todo de Kacmarz, y su
implementaci®n en nuestro sistema lineal para redes deltaicas,
almacenando la matriz rala A con un sistema de punteros eficiente.
En la seccién A2 se detallan los experimentos numéricos realizados
y sus tiempos de calculo, que aconsejan desechar este mé¢todo. En
la seccién A3 se implementa una modificacién del metodo de las
proyecciones, con el mismo sistema de punteros. En la seccién A4
se describen los experimentcs numfricos realizados, gque no indican

ninguna mejoria respecto de los del método de Kacmarz original.

En el segundo ap#¢ndice se analizan las propiedades conservativas
del método de Preissmann en general, vy se compara la “"conservacién
numérica” con la conservacién tedrica. Ademads, se exhibe un
ejemplo de inestabilidad que no se presenta en sistemas lineales y

se efectlan diversas pruebas de consistencia de los modelos.

En el tercer ap¢ndice se comentan algunos problemas

computacionales y de modelizacién encontrados.

Las llamadas se refieren a notas que estan al final del trabajo,
antes de la bibliografia. Se incluyen también, después de las

figuras, los listados de los programas usados, escritos en PASCAL.
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2. LAS ECUACIONES DE SAINT-VENANT DE LA HIDRODINAMICA

El flujo impermanente (no estacionario) unidimensional de un
fluido con superficie libre a lo largo de un canal o cauce fluvial
poco profundo no prismdtico de secci®n transversal de forma
arbitraria sobre fondo fijo se describe aproximadamente mediante
el sistema de ecunaciones diferenciales hiperbdlicas casilineales

de Saint-Venant:

EY/ 9 _
BT't— + ax =0 (11)

(ecuacién de conservacién de la masa)

1 & Q 24 Q
g3t (5 Y o

) ¥ g 4 iiQ' = 0 (1.2)

(ecuacién de cantidad de movimiento)

a las cuales hay que agregar las condiciones iniciales

Z(x,t,)=2 (%) QUx,t,)=Q () (2)

donde t indica la variable temporal a partir de un 1instante
inicial to, X indica la variable espacial a lo largo del eje
longitudinal del cauce, g la aceleraci®n de la gravedad, Q =
Q(x,t) el caudal, Z = Z(x,t) la cota o nivel de la superficie del
flujo respecto de un plano de referencia, S = S(Z(x,t),x) el Area
mojada de la seccién transversal al flujo, B = B(Z(x,t),x) = d5/dZ
el ancho superficial de la superficie mojada y D =D(Z(x,t),x) el
coeficiente de conduccién que mide la rugosidad del lecho del
cauce e indica la resistencia por friccién (Ver figuras 1 vy 2).

Por comodidad, supondremos de ahora en adelante to=0.

Si se considera que el rio o cauce fluvial recibe aportes
laterales de caudal, por ingreso de un afluente o canal (o pierde
caudal, por derivacién lateral para riego o agua potable, por
ejemplo) la ecuacidén (1.1) de conservacién de la masa toma la

forma

12



az Q _ .
B5¢ * Tx "9 (1.17)

donde q = q(x,t) es el aporte lateral de caudal - conocido - por
unidad de longitud x. El signo de q indica si se trata de una
inyeccién (signo positivo) o de una extraccién de caudal (signo

negativo).

Estas ecuaciones son la generalizacién, para cauces fluviales o
canales no prismidticos de seccién transversal S irregular (si el
canal es prismatico valdra S=S(Z(x,t)) ) del caso mas sencillo de
las ecuaciones unidimensionales de aguas poco profundas, en el
cual la seccién transversal es rectangular de ancho constante

unitario: En este caso la ecuacidén (1.1) se escribe directamente

éh Q _
5 + 5= =0 (3.1)

o, teniendo en cuenta que Q=hv

éh + éh av

ot v Ox + h ax =0 (3.17)

siendo h = h(x,t) la altura desde el 1lecho del canal a la
superficie libre y v=v(x,t) la velocidad del fluido. Si y = y(x)
es la cota o nivel desde el mismo plano de referencia antes
mencionado (ver nuevamente figuras 1 y 2) al lecho del canal, sera
Z(x,t) = h(x,t) + y(x) (8i el lecho fuera médvil, es decir,

variable en el tiempo, seria y = y(x,t) ) o sea

YA _ ©6h . oy
ax - dx ax

y si denominamos Sc a la pendiente de fondo del lecho sera

dy
Idx c

v, por consiguiente,

13



1 @ Q E) Q° dh oy _ Q]
(=) + ( ) + + -
g at h ax Zghz D

Multiplicando por g y derivando

1 aQ Q_ ¢éh Q a0 Q dh éh _ 0]a]
- - — + — [5—/h - =] + gz— = 8(S - )
h ot n? or, B O hZox ox < p?
Multiplicando por h y usando que h/0t + 8Q/dx = 0
39 Q99 Q% oh 8  ,gh®.  _ 9]
ot 2 h ox 2 9% *ox ( 2 ) = gh(Sc 2 )
h D
y en definitiva
9Q 5] 2 2 2
—5t a5 (Q /h+gh™/2)=gh(5_-Q|Q|/D") (3.2)
o
a o .
—5%— + v a: + g (E;Y) = - gv]v|n®/D%) (3.27)

Tanto para el sistema (1) como para el sistema mas simple (3) es
necesario suponer que la presién p varia hidrostadticamente sobre

la vertical, es decir

p(z) = ge(h-2)

donde z es la coordenada vertical medida desde el lecho, v o es la
densidad del liquido (Ver figura 1). Ademds, se considerard que el
angulo ¥ que el eje x hace con la horizontal (ver figura 2) es lo
suficientemente pequefio como para aproximar el seno de dicho
dngulo por la pendiente Sc. 0 sea este modelo no vale para rios vy
cauces de mucha pendiente, hecho que a veces no se tiene en
cuenta. Naturalmente, dado que consideramos un flujo
unidimensional, suponemos también que la velocidad del fluido es

constante sobre la vertical (y sobre el ancho) en cada punto x.

14



La deduccién detallada de estas férmulas, y las condiciones bajo
las cuales son efectivamente una aproximacién al modelo fisico
considerado pueden verse en Stoker (19577, capitulo 2
(especialmente seccién 2) o capitulo 10, seccidén 1 (para las
ecuaciones (3.1) v (3.2)) v capitulo 11, seccidén 1 (para las

ecuaciones (1.1) vy (1.2) ).

Con respecto a las ecuaciones (3), Stoker usa las variables n vy
h v esta dltima tiene un significado distinto al nuestro (n es
nuestra Z vy h es nuestro -y). Las ecuaciones (3.1°) vy 3.27)
corresponden a las 2.2.12 v 2.2.11 de Stoker (que desprecia el
término QIQI/DZ). Con respecto a las ecuaciones (1), Stoker cambia
de notacidn en el capitulo 11: su variable y tiene el significado
de nuestra h y h el significado de nuestra 2; sus ecuaciones
11.1.8 vy 11.1.6 equivalen, con la salvedad de gque en ellas esta
incluido un aporte lateral de caudal q (como en nuestra ecuacién

(1.1°), a nuestras ecuaciones (1.1) v (1.2).

En Chow [1959)}, capitulos 5 y 6, se analizan, ademas del
coeficiente de conduccién D, otros coeficientes usados para la
estimacién del término de resistencia. En Mahmood y Yevjevich
[1975) se presenta, comentada, una completisima resefia
bibliografica actualizada a la fecha de dicha publicacidén. También
podemos mencionar especialmente el clasico 1libro de Courant vy
Friedrichs [1948], el <claro y actualizado, aunque no tan
detallado, texto de Ockendon y Tayler [1983], capitulo 3, seccién
l, v el articulo "fundacional” de Stoker [1948], que contiene
parte del material que después figuraria en su ya citado libro, vy
contiene ademés como apéndice la deduccié¢n de Friedrichs [1948] de

las ecunaciones de aguas poco profundas que Stoker adopta.

El sistema (3) con condiciones iniciales
h(x,0)=h°(x) Q(X.O)=Q°(x) (4)
estd escrito en forma conservativa no homogénea, segin la
terminologia de Rozdestvenskii y Janenko [1983], capfitulo 1,

seccidén 5 (los autores norteamericanos llaman “forma conservativa”

solamente a la homogénea). En forma vectorial equivale a
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o wix,t) , & F(w(x,t))

ot % = c(w(x,t),x) (5)

con condiciones iniciales w(x,0)=w_(x) (6)
siendo

h Q 0
w = Q F = 2 2 c= 2

Q /h + gh /2 gh(Sc-QIQI /D7)
La matriz A=dF/dw dada por
0 1
A = 2 2
-Q“/h"+gh 2Q/h

tiene autovalores Kiz = Q/ht¥ gh , O sea, son reales Yy

distintos para cualquier valor de 1la solucién w con segunda
coordenada estrictamente positiva ( h > 0 ). Por consiguiente, el
sistema diferencial (5) con condiciones iniciales (6) es, si h es
estrictamente positivo, un sistema de dos ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales hiperbdlico casilineal de primer orden. Mas
aun: si se desprecia el término de la derecha de (3.1), el sistema
vectorial (5) queda homogéneo, y se ve facilmente que es
genuinamente no lineal en el sentido de Lax (ver Lax ([1973],
seccién 5), es decir, vale que los autovalores no son funciones

constantes de w:

+

grad (@/h ¥ Y gh ) = ((-@/h”> % (1/2)YE/R ), 1/h ) = O

vy los gradientes de los autovalores no son ortogonales a sus

autovectores a derecha. En efecto, los autovectores a derecha son

(1, @/h T ¥gn )
y vale, B8i < , > es el producto escalar
<(1, QM+ Ygh ), (-@/h’+ (1/2)Yg/h , 1/h) > =
- Q/h® + (1/2)Y &/h + Q/h°> + Y g/h = 3/2Y g/h =0
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v analogamente

<(1, Q/h - ¥ gh ) , (-Q/h® - (1/2)Y g/h_, 1/h) > =
-Q/h® -(1/2)¥ g/h_ +Q/h° Y g/h = -(3/2)¥ g/h = 0

Del mismo modo, calculando las derivadas respecto de t de los
cocientes Q/S y QZ/S2 en (1.2) y usando (1.1) se observa que la
condicidn (1.2) se puede reescribir (multiplicandc
convenientemente por S y por g en forma similar a lo efectuado
para (3.1) y (3.2))

o a a ..
o+ 2L 4 [e5-0°B/S%)-3L - @7 /sPresqlal/Dt = 0 (1.277)

donde Sy es la derivada parcial de S(Z(x,t),x) respecto de x

para 2 fijo.

El sistema (1) con condiciones iniciales (2) se puede escribir
en la forma vectorial

o w 3w
1 d x -

con condiciones iniciales
wix,t_ )=w_(x) (2°°)

donde

[ Z2(x,t)
w(x,t) =

[ Q(x,1t)
[ 0 1/B
A(w)= 2 2
g5-Q " B/S 2Q/5
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0

c(w)=

L @®s, /s* - esq|a|/D"]

Se ve como antes que el sistema (1) con condiciones iniciales
(2) tiene autovalores A, = Q/S ! ¥ gS/B  también reales vy
distintos, para B > 0, y por consiguiente interesa analizar las
condiciones bajo las cuales existe una solucién del sistema (1),
(2) vy del sistema (3), (4), vy en qu® sentido existe esta solucién,
tanto en el caso en que Be tenga un problema de Cauchy
exclusivamente a valores iniciales como en el caso en que se tenga
un problema mixto con condiciones iniciales y de contorno (que es
el caso de mayor importancia préactica, pues los tramos de rio
analizados normalmente tienen un extremo “"aguas arriba” y otro
"aguas abajo"; incluso si se analiza un rio en toda su extensién,

no tiene longitud infinita).

Existen diversas formas de plantear las ecuaciones (1), (2) en
forma conservativa (no homogénea). Podemos escribir, por ejemplo,
tomando como variables al area S(Z2(x,t),x), vy a la velocidad

V(x,t)=Q/S (y suponiendo una relacién univoca entre S y Z en cada

punto x)
_95 aQ(V,S8) _
3t T Ox =0 (7.1)
av )
5 * 3L V/2 +g2(8)] + g VIVIS®/D® =0 (7.2)

Yy queda planteado un sistema diferencial conservativo no homogéneo
de tipo
ow a

ot T Tox

F(w,x) = c(w,x) (8)

con condicidén inicial W(x,O)zwo(x), donde (8) indica, en este caso

particular, un par de ecuaciones:

18



S Q(S,V) 0
w = F = c =
v v3/2 + gZ(8) -gv|v|s®/D®

Debido a la no linealidad de 1las ecuaciones de aguas poco
profundas, para investigar la existencia de solucién tedérica
global de las mismas se requiere la introduccién del concepto de
solucién débil. Es decir, no se puede asegurar, por mé&s regulares
qQue sean las condiciones iniciales, que existe solucion
suficientemente derivable El contraejemplo clésico a la
suposicién de existencia de solucién con derivada continua se
obtiene sin necesidad de analizar sistemas diferenciales: basta
estudiar (como puede verse en Lax [1972] o Lax [1973]) la ecuacidén

diferencial (escalar)

of af _
Tt': + a(f) Tx’ = 0
con condicién inicial f(x.O)zfo(x). a(f) es una funcién ct

genuinamente no lineal, es decir, da/df # 0 siempre. Por ejemplo,

da/df > 0 en lo que sigue.

Sobre cada curva

X =a(f(x,t)) (9)

se cumpliréd la ecuacién

af + dx of
at dt dx

o sea, sobre cada curva (9) 1la derivada total D/Dt de £ con
respecto a t, o sea Df(x(t),t)/Dt, serd nula. Es decir, f sera
constante sobre cada curva, o sea a(f) sera constante, y por
consiguiente las curvas seran rectas, y el valor de f en un punto
(x,t) serd el mismo que en el punto en que la recta que pasa por

(x,t) cruce la linea t=0 (que es conocido), o sea

f(x,t)=fo(x - ta(f))
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y todo estaria bien si hubiera un solo punto x-ta(f) sobre 1la

recta (x,0) que pasara por x. Lamentablemente (o no, porque est

o}

es lo que hace a la teoria de ecuaciones hiperbé¢licas no lineales

tan fascinante), si fO es estrictamente decreciente dos rectas de

pendientes
dx _ dx _
3t = £(x)) y —3x- ~ £,(x,)
con x < X, terminan cortandose, o sea en el punto de

interseccién (x,t) debera ser f(x,t) igual por un lado a fo(xi) v
por otro lado igual a fo(xz), lo cual indica que f es cuanto mencs

discontinua en (x,t).

Este es un ejemplo clédsico de que una propiedad de la condicién
inicial -~ en este caso, que fo sea estrictamente decreciente -
puede provocar problemas. Mas especificamente, para sistemas de
leyes de conservacién de 2 x 2 el mismo Lax [1964] prob® que las
soluciones se hacen discontinuas despu¢s de un tiempo finito, a
menos que las condiciones iniciales satisfagan una determinada
condicidén de monotonicidad. Por eso se introduce la nocién de

soluction debil del sistema de conservacidén (8).

Una soluci®n d¢bil del sistema (8) -para el <caso general no
homogéneo se puede ver por ejemplo Liu [1979]- estara dada por
una funcién w acotada y medible tal que cumple 1la ley de
conservacién integral

[ae)

JJ (wop/at + F(w)op/ox - c(w,x)p) dxdt + | w (x)e dx = 0

-0
tZo

para toda funcidén regular ¢(x,t) con soporte compacto en t=0. Y

deberd tambi¢n ser medible y acotada.

Los métodos numéricos a usarse, por consiguiente, deberan
considerar si detectan (o} no y representan o} no las

correspondientes discontinuidades.

Si no se dan condiciones de contorno, el problema que se tiene
(de Cauchy) es tratar de resolver las ecuaciones en una region

Q={(x,t) / t 2 0 }. E1 sistema que se ha estudiado usualmente como
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problema de Cauchy es el (5), (86) homogéneo, es decir, suponiendo
que ¢=0 en (5). Se ha estudiado de dos maneras: por un lado, como
caso particular al cual se 1le aplica la teoria que se va
desarrollando para leyes de conservacién, es decir, para sistemas
(5), (6) generales en que W(x,t)z(wi(x,t),...,wn(x,t) Yy en que
Fz(fi(wi,...,wn),...,fh(wi,...,wh)) es suficientemente regular; y
por otro lado, mediante el ana&lisis especifico de las ecuaciones

(3) o similares.

La teoria general de existencia se desarrolld en la década del
50 para ecuaciones escalares de conservacién, es decir, con n=1,
fundamentalmente a partir de varios +trabajos de Oleinik en la
Unién Soviética y Lax en Estados Unidos; mencionaremos 0Oleinik
[1963], que contiene la traduccién al inglés de una detalladisima
vy muy importante conferencia pronunciada por la autora el 27 de
junio de 1956 en la tercera conferencia de matematica de la Unidén
Soviética, y Lax [1957]; la unién de las bibliograffias de ambos
trabajos ofrece una visién muy completa del desarrollo original de
la teoria de las ecuaciones escalares hiperbdlicas no lineales vy
de algunos m€¢todos numéricos usados en la ¢época. Por supuesto,
esta teorfia no se puede aplicar a nuestras ecuaciones pues en

ellas n=2.

En esencia, se prueba que existe solucién débil para ecuaciones

de conservacidén de la forma

du of(u) _
ot ox =0 x € R t > 0
con condicién inicial u(x,0) = uo(x) 81 u, < Lm(R) y £°7 > 0 en el

rango de u para garantizar unicidad se requiere adicionalmente

;
una condiczén llamada de entropta por razones fisicas, que también
se generalizard a sistemas (ver por ejemplo Lax [1973]). La
demostracién (adaptada de la de Oleinik, a quien se debe el
teorema) de esta afirmacidn, y el estudio del comportamiento
asint¢ético de la solucién para t tendiendo a infinito puede verse
en el clarisimo capitulo 16 del libro de Smoller ([1983]; en las
notas del mismo capitulo se indican algunas generalizaciones y la

correspondiente bibliografia.
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La teoria general de existencia de solucién de un sistema de
leyes de conservacién, para n > 1, estid basada en el trabajo de
Glimm [1965], que establece la existencia de solucién para
sistemas estrictamente hiperbdlicos y genuinamente no 1lineales
(pero no la wunicidad) si la variacién total de u, es
suficientemente pequefia. El capitulo 19 de Smoller [1983] contiene
una demostracién del teorema de Glimm tomado casi integramente del
trabajo original de éste, as{ como, en las notas, una indicacicn
de avances en las generalizaciones (por ejemplo, que pasa con
datos iniciales no tan restringidos, comportamientos asintédticcs,
etc.). Una sintesis muy clara y concreta de los problemas en
ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas casilineales con

indicaciones sobre los rasgos mas importantes de la teoria y de

las lineas de investigaci®én en curso puede verse en Liu [1983].

Pero la teoria general no soluciona todos los interrogantes del
problema de Cauchy para las ecuaciones de aguas poco profundas. En
primer lugar, para poder aplicar la teoria general hay que estar
seguro (entre otras cosas) de que el sistema (3) es estrictamente

hiperb¢lico, o sea los autovalores son reales y distintos. Pero

los autovalores son u + ¥ gh vy u-Ygh , y hay que tomarse
el trabajo de verificar que h > 0. (nada impide que, fisicamente,

h=0, o sea el cauce "se seque” si se dan las condiciones para
ello). Ademias, uno quiere ver si para estas ecuaciones, trabajando
directamente sobre ellas, se pueden obtener resultados mas
generales que en la teoria general. Para ello se aprovecha la
equivalencia entre las ecuaciones de aguas poco profundas y las
ecuaciones isentrdpicas de dinédmica de gases politrépicosi, y se
adaptan los resultados que se obtienen para éstas Ultimas, sobre

las que se ha trabajado mas (probablemente por el impulso inicial

en la década del cuarenta debido a motivos bélicos). En
particular, DiPerna [1973], demuestra, como aplicacién de los
resultados que obtiene para cierta clase de sistemas de 2 x 2, 1la

existencia de soluci¢n del problema de Cauchy para las mencionadas
ecuaciones isentrépicas de gases politrépicos, para condiciones
que, traducidas a las ecuaciones de aguas poco profundas,

consisten en que v, Y h0 tengan variacién total acotada y que
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inf vo(x) + 27 gho(x) > sup vo(x) - 27 gho(x) x e R

Si se quiere estudiar un cauce fluvial, parte del cual esta
seco, se puede utilizar esta relacién entre ecuaciones de 1la
dinadmica de fluidos incompresibles y ecuaciones simplificadas de
aguas poco profundas, investigando segun la linea de Liu y Smoller
[1980].

Ahora bien, en modelizacién fluvial concreta se requerirad dar
condiciones de contorno “aguas arriba” y "aguas abajo” (los tramos
de rios, por més extendidos que sean tienen comienzo y fin, como
ya comentamos), y por consiguiente la franja que interesa sera un
rectangulo Q={(x,t)/x°SxSxL, 0=t=T}, y sobre alguna de las rectas
X=X , © X=x, , © sobre ambas (dependiendo del signo de los

autovalores) se dan condiciones de contorno del tipo
Fi(Q(Xi,t)’Z(Xl,t))=f1(t) (10.1)
F,(QUx.,t),2(x,t))=f,(t) (10.2)

donde X, es X, O X ; lo que se tiene en este caso es un problema
con condiciones iniciales y de contorno (mixto). T es finito pues
la solucién interesa durante un intervalo temporal determinado. La
teoria respectiva tiene un desarrollo menor que la teoria relativa

al problema de Cauchy exclusivamente.

Para un sistema diferencial hiperbélico 1lineal, bajo ciertas
condiciones bastante generales se puede asegurar la existencia de
una solucién del problema de Cauchy, continuamente dependiente de
la solucién inicial, y la existencia de una solucién del problema
mixto dando tantas condiciones de contorno en la frontera X=X
como autovalores positivos tenga la matriz del sistema, y tantas
condiciones de contorno en la frontera X=X, como autovalores
negativos tenga dicha matriz (en Godunov [1978], capitulo 1,
secciones 13 a 17, puede verse una descripcién muy completa vy

rigurosa del problema mixto en el caso lineal).
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En nuestro caso no lineal, supondremos la existencia de unsz
solucién generalizada, con discontinuidades, valiendo también 1la
condicién sobre el signo de 1los autovalores (ver tambi#n
Rozdestvenskii y Janenko [1983], capfitulo 1, seccion 11, o el
detalladisimo y clasico analisis "a pulmén” de Courant y Hilbert
[1962], capitulo 5, paragrafo 2). Cabe acotar que deben darse
condiciones de contorno en forma cuidadosa. Por ejemplo, si las
condiciones de contorno son caudal aguas arriba Q(xo,t) constante
y caudal aguas abajo Q(xL,t) constante tal que Q(xo,t) << Q(xL,t)
es evidente que la solucién no puede existir durante un lapsc
prolongado pues el cauce se “"vacia', y no puede seguir saliendc

mas caudal del que entra.

Por otra parte, el hecho de qQue la solucion tiene
discontinuidades no es en general mencionado (salvo para analizar
saltos hidraulicos - resaltos, en la terminologia de ingenieric
hidraulica- o roturas bruscas de diques), pues normalmente los
métodos numéricos mas populares ignoran las discontinuidades 3
éstas no son relevantes para las aproximaciones usualmente
buscadas en modelizacién fluvial (con las importantes excepciones,

va indicadas, de resalto y rotura brusca de diques).

La condicién sobre el signo de los autovalores implica que si

Q/S > ¥ gS/B

los dos autovalores son positivos, y es necesario dar dos
condiciones de contorno "aguas arriba” en X=x (éste es el caso de

régimen supercritico; si

Q/S < ¥ gS/B

serd necesario dar una condicién de contorno "aguas arriba" y otre
"aguas abajo” en X=X (régimen subcritico). Los regimenes
subcritico y supercritico equivalen, segun 1la analogla ye
mencionada, a los regimenes subsénico y supersénico en dinamica de

gases.

Si bien las <condiciones de contorno pueden ser dadas po:

funciones FL bastante generales, a los efectos practicos es usual
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que FL(Q.Z)zQ o Ft(Q.Z)Z Z (merece atencién también el caso de
ﬂ}Q,Z):O. indicando una relacién funcional entre caudal y nivel).
En lo que sigue de este trabajo se analizard exclusivamente el
caso subcritico, que es el que se presenta en rios de llanura o,

en general, en rios de pendiente poco pronunciada.

Sea ahora una grilla en la region Q en que se quiere resolver
numéricamente por diferencias finitas el problema (1), (2) , (10)
de paso espacial Ax y de paso temporal At, o sea la grilla incluye
los puntos de discretizacién (xL, tn), con xi:iAx. t"=nAt
(consideramos la grilla igualmente espaciada, tanto respecto del
eje temporal como del espacial, exclusivamente por razones de
simplicidad de notacién, puesto que los esquemas num€ricos usuales
permiten intervalos Ax y At variables). Una aproximacién
linealizada en diferencias finitas al sistema (1) o (3) con dos
niveles temporales puede escribirse vectorialmente (véase por
ejemplo Richtmyer y Morton [1967], capitulo 3) como

N+l nN+1 n n n
B1 w = Bow + ¢

1 1 . . .
donde B:+=B:+(Ax.At) y Bngg(Ax.At) indican operadores lineales
en diferencias finitas que reemplazan las derivadas en los tiempos
N+eL n n+4

de célculo t vy t . w indica el vector de valores

desconocidos, por ejemplo

n+1 n+1 n+1 n+1 Nn+1 N+ n+1
w = { Z0 ,Q1 ,Z1 e e ,QL1, Li'QL }
(esto si las condiciones de contorno son gi(t)=Q(x0.t) vy

gz(t)=Z(xL,t) ). w" indica el vector de valores conocidos en el

tiempo anterior

s 200 a2 )

v c” es un vector conocido obtenido a partir de las condiciones de
contorno y del termino no homogéneo. La solucién en un paso
determinado n se obtiene recurrentemente a partir de las

. . . . . . n+1 . .
condiciones iniciales. Si B " (At)=I (matriz wunidad) para todos
los intervalos de tiempo n, se tiene un esquema numerico
explicito; de lo contrario se tiene un esquema implicito, y en

cada intervalo de tiempo es necesario resolver un sistema lineal
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Nn+d N+ —an

B "w =d (11)

1

al o
con d conocido.

Dado que se conoce v, (condicién inicial) se tendréd la solucién,
a partir de ese valor, en forma recurrente, para todo n, en forma
directa, si el esquema es explicito, o resolviendo wun sistema
lineal, si el esquema es implicito, procediendo, para obtener el
resultado en el paso de tiempo m, a resolver el problema para

n=1,2,...,m.

Dado que usualmente los esquemas implicitos garantizan
estabilidad numérica usando intervalos temporales At
significativamente mayores que los esquemas explicitos (en

relacién con un mismo Ax), pues no estan sujetos a la condicién de
Courant-Friedrich-Lewy (CFL), son preferidos a éstos pese a que
requieren programas computacionales mas complicados y méds memoria

N n+1
de computador para almacenar -de alguna manera- la matriz B .

Cabe observar que este andlisis es vAlido para resolver mediante
métodos de diferencias finitas sistemas diferenciales lineales en

derivadas parciales; para sistemas no lineales se puede proceder -

siempre trabajando en diferencias finitas - por 1linealizacién,
como haremos en este trabajo, o usando técnicas para hallar
soluciones de ecuaciones no lineales, que son mé&s complicadas. En

la Seccién 5 se muestra cémo se forman las ecuaciones (11) a
través de un ejemplo, por medio del m¢todo (linealizado) de
Preissmann; antes, en la Seccién 4, se indica bibliografia general
para solucién numé€rica de problemas en dinédmica de fluidos,

incluyendo técnicas no lineales.

Usualmente, cuando se analizan tramos unidimensionales de rios,
los esquemas numéricos implicitos para resolver (11) conducen a
una matriz banda, donde el ancho de la banda depende del numero
de puntos que se toman para la discretizacién numérica. Esto
permite resolver el sistema (11) en cada paso de tiempo usando un
algoritmo de resolucidn de sistemas para matrices banda, con el

consiguiente ahorro en tiempo de computadora vy memoria central.
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Esto se debe a que para matrices banda tanto la memoria necesaria
como el nUmero de operaciones aumentan linealmente con el numero
de puntos de discretizacién sobre el eje x con una constante de

proporcionalidad dependiente del ancho de la banda.

Asi, se han podido modelizar matemAticamente en forma precisa vy
eficiente numerosos tramos de rios y canales. En lo que sigue se
planteara y resolverd la generalizacién al caso de modelizacién de
redes fluviales ma&s complejas, esencialmente cuencas fluviales vy
deltas.
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3. CONFLUENCIAS DE DOS TRAMOS FLUVIALES

Para generalizar el modelo hidrodinémico descripto por las
ecuaciones (1) con condiciones iniciales (2) y condiciones de
contorno (10) a cuencas fluviales o deltas es necesario analizar
las ecuaciones que reflejan la modelizacién de la unién de dos
cauces fluviales o la bifurcacién en dos cauces fluviales. Desde
el punto de vista fisico, esta es la Unica diferencia con tramos
unidimensionales simples; desde el punto de vista numerico,
cuencas fluviales y deltas tienen diferencias topoldgicas que
hacen necesario analizarlas por separado. La unién de dos cauces
fue modelizada por ©Stoker [1957], capitulo 11, seccién 2,
dividiendo dicha unién en tres secciones transversales: dos aguas
arriba de la confluencia (una sobre cada tramo que afluye) y una
aguas abajo (ver figura 3). Las ecuaciones de compatibilidad de
Stoker son la ecuacién de conservacién de la masa

Q +Q =@ (12.1)

L J

vy las ecuaciones que relaciona 1los niveles en 1las secciones

transversales

2. = 2. =12 (12.2)

Los puntos i,j,k representan los extremos aguas abajo de los
tramos que finalizan en la confluencia y el extremo aguas arriba
del tramo resultante, respectivamente. El mismo analisis vale para
una bifurcacién, cambiando el signo de los caudales, como también
se ve en la figura 3. El propio Stoker propuso, en la referencia
mencionada, un esquema explicito de resolucién del modelo, que
aplic® a la desembocadura del rio Ohio en el Mississipi. La
condicién de compatibilidad de Stoker (12.1) indica simplemente
que el caudal que fluye por la confluencia de dos cauces o canales
es la suma de los que llegan a la confluencia; la condicién (12.2)

es una aproximacidén a las condiciones mAs precisas

Uk+Ui.
2, -2 = ——t (U - U

5 . T (13.1)

y)
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=]
+
S

zZ, - Zj = =% (Uj - U (13.2)

donde U =@ /8 , U =Q / S, Uj = Qj / Sj indican las
velocidades medias del flujo en las secciones transversales k,i,j,
respectivamente. Estas condiciones se deducen directamente de 1la
ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento (1.1), como
puede verse en Li et al. [1983]. Usualmente los términos de la
derecha en (13.1) v (13.2) son despreciables, y se obtiene asi 1la

condicién de compatibilidad de Stoker (12.2).

Otro enfoque para tratar el problema de 1las confluencias es
considerar el modelo bidimensional, es decir, el modelo que
representa el flujo no estacionario de aguas poco profundas sobre
superficie libre en dos dimensiones espaciales: se toma en cuenta
no solamente la direccién de las velocidades (o caudales) segin el
eje longitudinal x del cauce fluvial sino tambi®n segin el eje
transversal y. En este caso se tendr4 un sistema diferencial de 3
ecuaciones de tipo

ow ow ow
3t + A1_5§__ + A2—5§——— = B
con W=W(x,y,t)=(U(x,y,t),V(x,v,t),h(x,y.t))L
U 0 g v 0 O x=Sfx
A1: A1(w): 0 U 0 AZ:AZ(W): 0 V g B=B(w,x)=g |Py-Sfy
h 0 U 0 h V 0

donde U=U(x,u,t) es la velocidad en el sentido del eje x,
V=V(x,y,t) es la velocidad en el sentido del eje y, Px y Py son
las pendientes del fondo en las direcciones x e y, y Sfx y Sfy son
las pendientes de friccidén en las direcciones x e y, dadas por

Stx = U|U|n%/D* Sty = V|V|n®/p?

y donde ahora D=D(x,y,t).
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Usando este modelo, una confluencia se puede modelizar
numéricamente con una discretizacién en diferencias finitas como
la que se 1indica en la figura 4. Existen numerosos modelos
numéricos bidimensionales en diferencias finitas, entre los cuales
citaremos el de Leendertse [1967], donde también puede verse 1la
deduccién de las ecuaciones diferenciales. Estos modelos tienen
muchas mas dificultades numéricas que los modelos
unidimensionales, las cuales pueden comprobarse en el informe de
Leendertse (en el cual se indica la modelizaci®n bidimensional de
la zona de Haringvliet en el estuario del Rin en Holanda y los
efectos del +tsunami en la bahia de Tokio), sin contar las

dificultades tedricas, para las cuales puede consultarse Majda
[1984].
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4. METODOS NUMERICOS EN HIDRAULICA FLUVIAL UNIDIMENSIONAL

Se han aplicado numerosos métodos numéricos en hidraulica
fluvial unidimensional para flujos en periodos prolongados. Los
primeros esquemas numéricos modernos en hidraulica fluvial fueron
dos propuestos por Stoker [1957], capitulo 11, seccién 5, usando
en uno de ellos la formulacién de las ecuaciones simplificadas (3)

a lo largo de las caracteristicas, es decir

2{(u+c)dc/dx + dc/dt} + {(u+c)du/dx + Su/at}
-2{(u-c)éc/dx + éc/ét} + {(u-c)éu/dx + du/at}

g(S_ - 5,)
g(5, - S;)

con ghzc2 v resolviéndolas explicitamente, vy usando en el otro
(que recomienda) las ecuaciones originales en una grilla de puntos
alternados, también explicitamente. (Estos no fueron los primeros
mé&todos numéricos en dindmica de fluidos general; los fluidos
compresibles, dada su importancia bé¢lica, yva hablan sido objeto de
andlisis numéricos en Los Alamos desde antes de finalizar 1la
segunda guerra mundial, como indica Richtmyer [1957] en el

prefacio a la primera edicién de su libro).

Stoker aplic® su segundo método modelizando, en ferma
simplificada, el rio Ohio y su confluencia con el Mississippi.
Este fue un trabajo pionero de incalculable valor, pues permitio
comprender la magnitud de los problemas (muchos de ellos no
matemdticos) en modelizacidén fluvial, ademas de poner de
manifiesto la extraordinaria versatilidad de los matematicos de la
escuela de Nueva York. Ahora bien, como estos métodos eran
explicitos, Stoker debi® mantener un At incémodamente pequefio
(conviene recordar que es comin simular el comportamiento de un
rio durante varios meses) para asegurar la estabilidad de su

esquema, tal como lo requiere la condicidén CFL.

Los métodos implicitos de tipo "caja de cuatro puntos" (en 1los
que cada ecuacidn discretizada relaciona variables sobre los
puntos en que las rectas X=X, ¥y X= X . intersecan a las rectas
t=t" vy t=twu) comenzaron a usarse en la década del 60. Al
respecto, cabe mencionar a Amein y Fang [1970], que usan eéen

esencia el método de Preissmann (descripto en la prdéxima seccién)
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con coeficiente de ponderacién en el tiempo ©€=1/2 y sin linealizar
totalmente las ecuaciones, luego de lo cual emplean el mé¢todo de
Newton-Raphson; estos autores aplican su mé¢todo a la modelizacién
del rio Neuse, en Carolina del Norte. Amein y Chu [1975] wusan un
esquema andlogo (también sin linealizar) pero con ©=1, y modelizan

un canal artificial en el sistema del valle de Tennessee.

En cuanto a los métodos en general, es muy Util la extensa
resefia de Liggett y Cunge [1975], que incluye también los métodos
de la escuela soviética, y por Ultimo el método aplicado por los
modelizadores chinos, detallado en Li et al. [1983], que es, en
esencia, una modificaci®én del método de Godunov [1959], que
puede consultarse en inglés en Holt [1977]. Ademéas, estan los
métodos generales en dinédmica de fluidos, muchos de los cuales
pueden verse en Roache [19768], en Holt [1977]), este ultimo con
particular énfasis en la escuela soviética, y en Peyret y Taylor
[1983] (acotemos que estos tres textos mencionan sélo
marginalmente métodos especialmente aplicables a aguas poco
profundas). Algunos autores centroeuropeos utilizan el "método
implicito de las caracteristicas" (IMOC), con el cual modelizaron

el rio Danubio en Baviera (ver Schmitz y Edenhofer [1980]).

En lo que se refiere especificamente a sistemas con afluentes o
estructuras deltaicas, para los cuales hay que incluir las
ecuaciones de compatibilidad de Stoker, podemos citar varios
modelos. Quinn y Wylie [1972] modelizaron, en forma rudimentaria -
con apenas 6 puntos de calculo - el rio Detroit entre su
nacimiento en el lago Erie y su desembocadura en el lago Saint
Clair. Es el caso simple de rio con afluente (esquema Y simple)
porque la isla Grosse separa las dos ramas del rio al nacer.
Usaron un esquema de Preissmann combinado con el método de Newton
Raphson para tratar los términos no lineales . Fread [1973] us® un
nétodo que termina siendo el método de Preissmann con ©=1, también
combinado con un Newton-Raphson, para un esquema Y simple, vy
mediante aproximaciones sucesivas a las condiciones de
confluencia: en cada paso At se obtienen resultados para el rio
principal (considerado como tramo Unico) con aporte lateral dado

en la confluencia (primera aproximacién); con los niveles
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obtenidos en la confluencia, modeliza el afluente usando esos
niveles como condicién de contorno aguas abajo; wvuelve a calcular
resultados sobre el rio principal usando como aporte en la
confluencia el obtenido para el afluente, y asi sucesivamente
hasta obtener aproximaciones satisfactorias y pasar al At

siguiente. Esto lo aplicd a un sistema tedrico.

Gradowczyk vy Jacovkis [1974]) modelizaron una red fluvial
compleja (el delta del rio Parani, con 65 puntos de
discretizaci®n) resolviendo el sistema lineal resultante por el
método de Gauss con pivote maximal por columnas, sin optimizar ni
la memoria ni el numero de operaciones. No tenemos noticias de

otras modelizaciones de este grado de complejidad para esa fecha.

Wood, Harley y Perkins [1975] consideraron una matriz de
coeficientes externos para 1los bordes y las confluencias vy
modelizaron el rio James en Estados Unidos, el estuario de Puerto
Cork, en Irlanda, y la cuenca del rio Bayamén, en Puerto Rico.
Joliffe [1984]) propuso una adaptacién del me¢todo generalizado de
Newton Raphson, y usé® redes tedricas de canales. Li et al. [1983]
modelizaron un esquema en Y del rio Yangtse (en China) por medio
del mé¢todo modificado de Godunov con resolucidén implicita de las

ecuaciones de la confluencia.

Cabe citar finalmente el uso del método de eleccién aleatoria,
basado en el teorema de Glimm [19685] de existencia de solucion
débil de un sistema diferencial hiperbdlico casilineal si 1la
condicidén inicial es de variacién “poco" acotada, cuando las
discontinuidades de las ondas son importantes: Marshall y Méndez
[1981] lo aplicaron a la soluci®dn de un sistema simplificado en
forma conservativa, y posteriormente Marshall y Menéndez [1981] lo
extendieron al caso en que el sistema es no homogéneo al
introducir los efectos de friccién. En ambos casos las ecuaciones
son las simplificadas para canales prisma&ticos de ancho unitario.
El método de Glimm es explicito y de primer orden (esto Ultimo no
es grave en hidrdulica fluvial aplicada pues los errores de
medicién de los datos hidrométricos hacen irreal cualquier

aproximacién excesivamente precisa); es muy util para seguir
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discontinuidades, pero es excesivamente lento, o sea no es muy
recomendable para modelizaciones de regimenes subcriticos en los

que las discontinuidades no interesan particularmente.

Pero en resumen, para modelizaciones fluviales de flujos durante
periodos prolongados (es usual modelizar un afio hidrolégico, por
lo cual el intervalo temporal no puede ser excesivamente pequeiio,
lo cual induce a desechar los esquemas explicitos), de rios
extensos (lo cual implica gran nUmero de puntos de discretizacién
en general no igualmente espaciados) y de secciones transversales
de geometria muy variable, el m¢todo de Preissmann, originado en
1960 (ver Preissmann [1961], Cunge y Wegner [1964], y, con mucho
detalle, la tesis de Cunge [1966]) parece ser el mads utilizado vy
aceptado, pese a ser también de primer orden. Dado que es el
método con que se ejemplificard la teoria expuesta en lo sucesivo,

lo examinaremos con atencién en la préxima seccidén.

En todos los casos mencionados parte del problema consiste en
resolver un sistema lineal donde la matriz, a priori, es rala pero
no banda. Por consiguiente, resulta muy deseable, por razones no
solamente de tiempo y memoria de computadora sino también de
programacién, poder modificar el sistema lineal de tal manera que
el sistema equivalente resultante tenga asociada una matriz banda

lo més angosta posible.
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5. EL METODO DE PREISSMANN

En esencia, el m¢todo de Preissmann es un esquema de cuatro
puntos (ver figura 5). Las aproximaciones numéricas de una funcién

f(x,t) v de sus derivadas estan dadas por

£(x.t) “ & (£ 4+£77)/2 + (1-e) (£, +f)/2 (14.1)

AL AL (14.2)

ot . Z‘XL S R N (i—;ie)—(f'.:ﬂ - £7) (14.3)
donde f: indica f(xk,tm), ax =1x -x 1, at"= ™ t" . e es un

coeficiente de ponderacién en el tiempo (el coeficiente de
"implicitud”), tal que 0 = & = 1.

El esquema se utiliza usualmente linealizando en los incrementos
de las funciones, es decir, se reemplaza £ por £+af", vy la
incdgnita es Af". Al ser de tipo "caja de cuatro puntos”, para
cada discretizacidn en diferencias finitas se usan los vertices
(xvtn), (xL;le), (xui,tn) vy (xh1’t”“)_ Todo el analisis que
se realizard a continuacidén vale también, sin modificaciones, para
cualquier esquema de “"dos puntos contiguos implicitos”, es decir,
cualquier esquema en que en la capa +™™*  sobre 1la que se
desconocen los valores de f hay dos puntos X contiguos. Sobre la
capa t" no interesa cuantos puntos se tomen. Es importante
recordar, por otra parte, que el esquema de Preissmann, como todo
método en diferencias finitas que no trata especialmente las
caracteristicas, ignora las discontinuidades; en esencia, las

suaviza (las "borronea”, traduciendo literalmente "to smear”).

Para un esquema de caja de cuatro puntos, si 1la discretizacidn
en diferencias finitas corresponde a un tramo unidimensional de
puntos de discretizacién Xo1 X0 -0 X , BE tendr4 un conjunto de
ecnaciones que en el intervalo entre los puntos de discretizacicn

5 C
XL Yy x'\.+1 s0n
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AnAQL+AzLAZL+A3’LAQL+1+A4tAZL+1=A i (15.1)

S
B AQ+B, AZ +B_ 4Q  +B AZ =B (16.1)
donde los AJ..L v Bﬁ, j=1,...,5 dependen de la discretizacién
utilizada. Para 1i=0 se debe conocer AQO , AZO, o una relacin
funcional entre Qo v Z0 que se linealiza en el 1incremento, vy
anédlogamente para QL y ZL (para simplificar la notacién se
suprimieron los superindices n de los incrementos AQ" Yy AZn). En
particular, los valores de las variables Aﬁ v Bj.L con la

discretizacién de Preissmann se deducen del siguiente modo
(escribiremos Ax por Ax.L y At por At” v suprimiremos ademéas los

superindices n):

La ecuacidén (1.1) en cada intervalo de discretizacidén (i,i+1) se

aproxima como

n+1 n+4 n+1 Nn+4

. - S, +S. - 8§ (Q, -Q. ) (Q, .. -Q. )
vt+d L+ 1 L L ~ L+ 1 L _ L+d L _
2A% t S/ + (1-9) Aix =0 (17)
Como S?+1 = SL(Z?+1) = SL(Zt + AZi) , desarrollando en serie de
Taylor respecto del nivel Zt se tiene
n+1 ds 2
S, = 5 + (—ajfﬁi AZ, + 0((4Z2))

vy andlogamente para Sh4‘ Reemplazando en (17) y usando que —%%—:B

se puede escribir, despreciando términos de orden superior a 1

Bl a8 ., ¢ B, AZ, . o Q. ., - 4Q . Q., - @ -0
2At Ax Ax -
qQue es igual a
_ Ax Ax _ (Q -9, ,)
AQL + 20At BtAZt + AQH1 + 260At Bu4 Azu1 - =)
con lo cual los coeficientes An , k=1,...5, tendrian los valores
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A = -1 (18.1)

Ax Bt
A = —— (18.2)
26 oAt
A3L= 1 (18.3)
ax BL+1
Az —— (18.4)
41 soAt
Q. - Q.
A5i.___ L L+ 1 (185)
e

Anadlogamente, la ecuacién (1.2) se aproxima, para cada intervalo

de discretizacién (i,i+l1l), como

Q Q Q Q
(5ies = )i, * 50y - )y
2gAt
2 n+ 4 2 Nn+14 2 2
1 S S S +
+
2g Ax Ax
e Gll-AH G @, - 7))
- DX + AX +

n+4 Nn+4 Q,+ lQ ' Q |Q|
L 2
D S ) .
L+1 18
y desarrollando en serie de Taylor, como antes, hasta los términos
de primer orden (ahora en dos variables, Z v Q), y despreciando

los términos de orden superior, (19) se puede escribir
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L+1 L+ 4 L+l +
2gAt
d Q d , Q
OIS e T VA S .
2gAt
% 4 Q@ a4 . Q2
e[( Sz)i.+1 dQ( Sz)i.+1 QL+1+ —dZ_( Sz)tu i+
Q° d  Q° d  Q°
- (?)L - TQ( Sz)i Q - —57¢ sz)tAZt ] / (2g8x) +
Q Q°
(1-9) [ (“'g'z")‘;‘,1 - ( Sz)i ] / (2gAx) +
o W - ¢ (e (7, - T/ s

e QlQ d Qle] d Q|Qe}
2 [ ( ll)zl)i.u + dQ ( Dz )'L+1AQ‘L+1 + W( Dz )i.+1AZL+1

R (159)[ ( QJ')S' Jous * (QJ—I—gz )i] = 0

es decir
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i i

S - 2 BBl 7 S B 2 B.AZ; /(288%)
L+ 4 . i S
L+14 v
2 2
e [(%)iﬁi + (—z%)i.-ﬂ.AQi.*-i - (223 )i.+1 i+e i+

2 2
N e - - )iB-lAZi] / (2e8x) +
S S S
2 2
(1-9)[ ( gz)m - gzu] / (2g8%) +

e ( Az,LM - AZ,L ) / Ax  + (2.

L+4

-Z.L)/Ax +

[ (QDS digg T ( QDS )i. te [ ( ZDS )89,

- 21|
D3

az 8%

i+d

g]ZD b Azt+1+(2_]l)%l')iAQL_(2§sl;Ql)L( o H/Z:O

O Sea
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~ + AQ. +
265%5, T T g >’ ‘
L L
- 2
_ QB Ax + ° B4 - e - 8 IQi'l( db )]AZ +
| 2eats? gs D’ dz
[ AX Qi.+1 + lQi+1|Ax AQ +
28AtS. + 2 2 i+1
i+ gs. D’
- 1L+1 L+ 1
2
QL+1BL+1AX_ eBi.+1Q'\+1 + o - Ax eQi,+1IQL+1I (dD A7
5 AtSZ Sa 3 dz 2+1 L+l
g i+ B9 41 i+
2 2
Qi. Qi.+1 Ax Qi.IQi.I QL+1|QL+1I
= z 2 /(2g)+Z,L-Z“1 T T2 2 + 2
S S D, D
1 1+4 L 1+1
vy los coeficientes Bk.L , k=1,...,5, tendrédn la forma
Q. elQ. |ax
Ax i i
B .= = - + (20.1)
1i Zg.ﬁtb,L gsz-L Dz‘l
Q B ax e B Q° tx © Q. |Q |
BZ-L: _ Lot _ + \.3). - e - - i i ( SIZ) )‘t (20.2)
2gAt5’ gs’ D’
L L 18
Ax eq. e |Q | ax
- L+1 L+
B e s t— + -~ (20.3)
g L+ g L+1 L+d
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B - QL+1 L+ 1 X _ BL+1 Qi+1 + o -
I 2 3
2gAtS'L+1 gsi.+1
axeQ . |Q. . |
L+1 i+1 dD
3 (37) i (20.4)
i+1
2 2
B _ QL _ L+1 /(2 ) + 72 -1
si sz 2 g i i+t
i L+

Ax [ QiIQiI + Qi+1|Qt+1|
2
Di. L+1
O sea, la estructura general de la matriz del sistema
originalmente planteado es
p.2.4 .4
MMM
MMM
XXM
MY M
HUXXM
MMM
MXYX¥

XHAX
MR XX

MM XX

X XXM
MY X
KHX

El primer par (1,2) de filas vy el ultimo (2L-1, 2L) tienen tres
elementos no nulos en vez de cuatro pues una de las incégnitas es

condicién de contorno conocida.

En las secciones 7 y 8 volveremos a estudiar mé&s atentamente
esta matriz, su tridiagonalizacién, v su condicionamiento
numérico. Veremos ahora la consistencia, convergencia y
estabilidad del método de Preissmann, segun la teoria de Lax vy

Richtmyer.
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6. ANALISIS DE ESTABILIDAD NUMERICA DEL METODO DE PREISSMANN

La demostracién tedrica de las propiedades de estabilidad del
método de Preissmann para las ecuaciones de Saint-Venant ha
tropezado siempre con dificultades muy grandes, debido al caréacter
no lineal de las mismas. La experiencia de innumerables
modelizaciones concretas en muchos rios vy canales del mundo
(tramos simples) ha sido ampliamente satisfactoria (en particular
este autor particip® en la modelizacién de tramos simples del rio
Parana, del rfo Uruguay, de otros rios argentinos, y del rio
Amazonas, sin inconvenientes). La base tedrica, extendida
emplricamente a las ecuaciones casilineales, consiste en aplicar
el método de Preissmann a un sistema de ecuaciones hiperbélicas
lineales y homogéneas con coeficientes constantes, el sistema

clasico de aguas poco profundas linealizado en que se supone gH>0

éh oh du

K R (21.1)
) eh N}
Tt g5 U5 0 (21.2)

(con U vy H constantes) y extrapolar al caso no lineal. Asi se hace
- con un sistema de ecuaciones diferenciales mas ssncillo, en qus
U=0, g=H=1 - en el analisis mé&s completo realizado, el de la tesis
de Cunge [1966]2, y en la mayor parte de la bibliografia
existente. Vamos entonces a analizar las propiedades del esquema
de Preissmann para sistemas lineales, pero no es necesario
restringirse al sistema estudiado por Cunge: se pueden hacer las
demostraciones para el sistema hiperbdlico lineal general
%+Ag:—:0 (22)
siendo A una matriz constante de orden n con autovalores reales vy

distintos, y w=w(x,t) una funcién vectorial de m componentes, con

condiciones iniciales

w(x,0)=w_(x) (23)
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donde w, es de cuadrado integrable en - < x < ®w 0 en un intervalo
finito x_ £ x £ x . (Se tomard entonces como norma || | la norma
LZ(R) o LZ[O,ZH] ). Como veremos en seguida, usaremos en ambos
casos subconjuntos densos de los respectivos espacios para
nuestras demostraciones; dichos subconjuntos densos seran CZ(R),
el conjunto de las funciones dos veces continuamente derivables
con soporte compacto, si el espacio es Lz(m), vy el subconjunto de
las funciones f dos veces diferenciales tales que f(0)=f(201), si
el espacio es LZ[O,ZU]. En este caso, cuando convenga,
extenderemos por periodicidad la definicion de wuna funcidén en
[0,21] a todo R, aunque, por supuesto, los limites de integracién

se mantendréan en el intervalo [0,20].

Observemos primero que existe una matriz de diagonalizacién S
tal que STAS = A , con A matriz diagonal de autovalores de A (A

se puede diagonalizar pues sus autovalores son distintos). Por
consiguiente, si w = Sv |

dSvy dSvy -
—_at + A _—ax = 0 SVO(X) - bV(X,O)

¥y usando que S es constante y puede salir fuera de la derivacién,

vy multiplicando todo por Sﬂ, se obtiene

ov ov
71:’— + A ax = 0 (24)
VO(X) = v(x,0) (25)
Tenemos entonces que (22) , (23) equivale a (24) , (25). Esto es
muy dtil, pues el sistema (24) , (25) esta desacoplado , es decir,

se puede descomponer en n ecuaciones

ov. av.
1 L

eT3 + A o= =0 1 <=3i=<n

con vi(x,O) = v t(x).
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La fabricacién de la solucién de (24), (25) para condiciones
iniciales dos veces derivables con soporte compacto (en R) o dos
veces derivables de perfodo 2N (en [0,201]), es muy facil, wusando
que sobre la recta dx/dt = Xi la derivada total D/Dt (vi(x(t),t)

es nula: entonces sobre esa recta v. es constante, © sea
= -A = X=X\t
v_L(x,t) V.L(x L1:,,0) vo'i(x . )

Usando la terminologifa de Godunov [1978) diremos que el sistema
(24) , (25) estéd escrito en forma can®nica. Ademas, la matriz A,

al ser diagonal, es simétrica.

Formularemos el problema (22), (23) adecuando a €1 la teoria de
estabilidad de Lax-Richtmyer, formulada por Lax en su seminario de
la Universidad de Nueva York (enero de 1954), y publicada por Lax
vy Richtmyer [1956], y luego reproducida en Richtmyer [1957],
Richtmyer y Morton [1967], Meis vy Marcowitz [1981], etc.

Definiremos como solwucién genuina del problema (22), (23) a una
familia a un parametro w(t) de elementos de B (B es el espacio de

Banach en que estid definida la condicién inicial wo) tal que
[(w(t+at)-w(t)) /At + Adw/dx(t)|| » 0 si At-0 con OSt=<T

Sea ahora el subconjunto de los w, para los cuales existe una
solucién genuina de (22), (23). Definimos como Eo(t) al operador
lineal, definido en ese subconjunto, que a cada condici®n inicial
hace corresponder w(t). En nuestro caso, ¥B sera LZ(R) o L2[0,2ﬂ] y

la norma || || 1a norma en ese espacio.

El problema (22), (23) estd bien planteado, es decir, como se
indica en el capfitulo 4, pardgrafo 3, de Richtmyer y Morton
[{1967], el dominio de Eo es denso en By la familia de operadores
Eo estd uniformemente acotada, o sea existe K=K(T) tal que "E°"<K
para (0=t=<T (T fijado arbitrario).

La demostracién de que el problema (22), (23) esta bien
planteado (en LZ(R) o L2[0,2ﬂ]) puede verse por ejemplo en Godunov
[1978], capitulo 2, seccién 10. En realidad Godunov demuestra algo

mas fuerte: demuestra que si se tiene el sistema
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du du du

E 3t + A —é—x—+ C ay + Qu = f(x,y,t) (26)
con condiciones 1iniciales
u(x,y,0) = u (x,y) (27)

y con matrices EzE(x,y,t), A=A(x,y,t), C=C(x,y,t), Q=Q(x,y,t) de
las cuales E, A y C son simétricas y E es ademads definida
positiva, y con todas las matrices y los vectores u, v f funciones
regulares de las variables de las que dependen, entonces existe

una solucidén regular u(x,y,t) del sistema (26) tal que

luct)l = K (T) Jlu } + K (T) max  Jle(e) ]
0<t=T

donde ahora la norma se toma integrando en las dos variables x e y
los cuadrados de las funciones correspondientes . El sistema (26)
es t-simétrico en el sentido de Friedrichs. Naturalmente (26) ,
(27) engloba a nuestro problema (22), (23) - o, equivalentemente,
a nuestro problema (24) , (25) - pues basta considerar E = I, C =
O, Q=0 ,f =0y A con coeficientes constantes (o directamente

A, que es simétrica).

Obsérvese que, por el clasico teorema de extensién de un
operador lineal acotado, E0 tiene una extensién a un operador E(t)

definido en todo B, que serid la solucidén generalizada del problema
(22), (23).

En primer lugar, recordaremos las definiciones de consistencia,
convergencia y estabilidad de aproximaciones en diferencias
finitas a sistemas diferenciales, segin Richtmyer y Morton [1987],
capitulo 3, seccidén 2 (teoria general) vy capitulo 4 (problemas
exclusivamente de valores iniciales y con coeficientes
constantes), que simplificaremos para aplicarla al tipo de

ecuaciones diferenciales (22), (23):

Sea wn:wn(x) una aproximacién a w(x,nAt) obtenida de las

ecuaciones en diferencias
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Bw =B w" (28)
1 o

(28) serd una aproximacién en diferencias finitas al sistema
diferencial (22) si BtzBi(At,Ax) v BZ:BZ(At.Ax) son operadores
lineales, dependientes de At y Ax pero no de t y x, tales que 81
tiene inversa, es decir, w' determina univocamente a wht Yy tales

N . . Nn+1
que, para cada x, B1 y Bo son combinaciones lineales de w en

puntos cercanos x+d1Ax, con dL entero.

En la préctica, lo que se quiere es que w? "este cerca" (en
alguin sentido) de w(iAx,nAt), vy B1 v Bo consisten, para cada i, en
combinaciones lineales de los whtt v Wn, respectivamente, en
coordenadas j "cercanas” a i. Una férmula del tipo de la dada en
(26) se denomina "férmula de dos niveles", pues solamente
involucra a dos pasos de tiempo t"=nAt v tWH:(n+1)At. Para hacer
depender B1 v Bo de un solo parAmetro que haremos tender a cero,
se supondran, en las definiciones que siguen, relaciones Ax=g(At)
tales que Ax » 0 cuando At » 0, y Ax=0(At). Por consiguiente, se
tendra

n+4

w = C(At)wn (29)

donde C(At) = Bf(At,g(At))Bo(At,g(At)). (Por supuesto la igualdad
(29) importa en el analisis tedérico del método numérico; es
altamente improbable que alguien encare la solucién de (28)

pasando por (29) en vez de resolver directamente el sistema (28)).

Entonces estamos en condiciones de definir consistencia,

convergencia y estabilidad del esquema numérico dado por (28).

Consistencta: $e dice que una aproximacién en diferencias
finitas a un sistema diferencial de la forma (22) es consistente
si para todas las soluciones genuinas en un subconjunto denso del
espacio en que estdn definidas 1las condiciones iniciales (en
nuestro caso, tomaremos como subconjunto el de las funciones dos

veces continuamente derivables de soporte compacto).

Iw(t+at)-C(at)w(t) |  [w(t+at)-B,*(At)B_(At)w(t) | o
= = 0(Aat™ ) (30)
At At
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con 2 > 0. El1 mayor o para el cual se cumple (30) se denomina

orden de aproximacién del esquema numerico.

Convergencia: La familia de operadores en diferencias finitas
C(At) es una aproximacién convergente al problema (22), (23) =i,
para cada t fijo, con 0 ¢< t < T, cada sucesi®n de incrementos
temporales A1t’ Azt,..., tendientes a cero, vy cada sucesidn de
enteros nj cercanos a t/Aft para cada j, en el sentido que nf%t

tiende a t cuando j tiende a infinito, vale

| ceae) W, - E(t)w_ | » 0

para toda w, en el espacio (de Banach) en el que estadn definidas

las condiciones iniciales.
Estadbilidad: La aproximacién C(At) es estable si el conjunto
infinito de operadores

ceat)” 0 < At < T
0 < nAt £ T

esté uniformemente acotado, para algdn 7 > 0.

TEOREMA: El esquema de Preissmann es consistente para $:L2(I),
donde I = R o I = [0, 2M].

DEMOSTRACION: Como Bo y B1 se obtienen directamente de 1la
expresioén (22), B1 deberad ser O(At_i) Y, ©Por consiguiente, (30)

equivale a

B w(t+At) - B w(t)
I8, o I o™ )

At
O sBea
IBw(t+at) - B_w(t)| = 0(atP) (31)

y es (31) lo que necesitamos probar, para o > 0.

Sea T el operador de traslacién que consiste en reemplazar el
valor de una funcién en un punto x por su valor en x + Ax.
Entonces, usando que A tiene coeficientes constantes, al
especializar (31) para la discretizacion de Preissmann obtenemos
(siendo I el operador identidad)
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_(T+ 1) e A (T -1)
1 2At Ax

p- (T+I) _(1-e) A (T - 1)
o~ 2At Ax

Por otra parte, desarrollando en serie de Taylor hasta 1

derivada segunda, vy usando la identidad ST'AS = A

o

, para S matri:z
de diagonalizacién de A y A matriz diagonal de =sus autovectores,
se tiene, si w = Sv

B w(t+at) - B w(t)| =
[(T+I)(w(t+At)-w(t))/(2At) + A(S(T-I)w(t+At)+(1-©)(T-I)w(t))/Ax]
SI(T+IS((v(t+AL)-v(1) ) /(2At) +

A(S(T-I)Sv(t+At)+(1-€)(T-I)Sv(t))/ax]| (32)

Usando ahora que T conmuta con cualquier matriz con coeficientes
constantes A, (32) es igual a

SC(T+I) (v(t+at)-v(t))/(2At)
+ AS(O(T-I)v(t+At)+(1-0)(T-I)v(t))/Ax) ||

S PISHCS Y (v, (x#bx-X (8488)) + v, (x-A (t+4%)) -
voi(x+Ax—KLt) - voi(x—Ktt))/(ZAt) +
ht(e(voﬂ(x+Ax-Ki(t+At))—Voﬂ(x—li(t+At))) +
(1_9)(VOJ(X+AX—Att)_VOA(X_Ktt)))/AX IZ dx )1/2
S ISHCT Y (1A (v (x+Ax-A 1) 4v] (X=X t)
+vé:L(x+Ax—AL(t+f1At))ktAt/2 + vé:l(x-xi(t+szt))xtAt/2))/2
TN (O(V] (x=A (L+AL)) + v~ (X+E_Ax-N (t+At))Ax/2)

* (1-e) (v (x-\t) +vé:L(x+f4Ax-KiAt)Ax/2))Iz ax Y72
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S ISHC Y (1A (v ((xbAX-RE) + v (XN £))/2

th (e v (x-N (t+At) + (1—e)v‘;’i(x—>\it))|2 dx Y2
+ M p(A) (P(A)AL + Ax) n N7%/2 )

S ISHCCT Y 1-2 (v (N8 49 (XN 2)+v] " (x+Z Ax-N £)AX) /2

+)\L(e(vo,i(x—>\tt) + v, . i.(x_)\i.(t"-foAt))\LAt)

+(1-0)v] (x-At)) |® ax )% + M p(A) (p(A)at + ax) nN'7/2)

< ISl M e(A) (p(A)At+ax) nN'"?

= ISl (0(ax) + O(at))

donde e(A) indica el radio espectral de A, M es una cota superior
de la norma L% de las derivadas segundas de todas las Vou (que
existe pues las v, Son funciones C2 con soporte compacto, si
estamos en LZ(R), o con invervalo de definici®n que nos interesa
dado por [0,2M], si estamos en L2[0,2ﬂ]), n es el orden de la
matriz A, N es la medida de un compacto qu= contiene a los
o ¥ Osfffjﬁl para 1<i<6. Ademas, las ¢

dependen de x. de At y de Ax.

soportes de todas las v j

Suponiendo entonces que la relacién Ax=g(At) sea 0(At), queda
demostrado el teorema. En particular, se observa gue la
aproximacién es de primer orden. =

Si probaramos ahora la estabilidad del esquema de Preissmann,
podriamos usar el teorema de Lax (Lax y Richtmyer [1956], o
Richtmyer y Morton [1967], capitulo 3, seccién 5, o Meis vy
Markowitz [1981]}, donde hay una demostraci®én muy clara) que dice
que dado un problema de valores iniciales bien planteado que
satisface la condicién de consistencia, estabilidad es condicién
necesaria y suficiente para convergencia. Y eso es lo que haremos.
Restringi®ndonos siempre al problema de Cauchy exclusivamente

podemos enunciar el siguiente
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TEOREMA: Sea A una matriz de orden n cuyos autovalores son
reales v sea el sistema diferencial 1lineal con coeficientes

constantes

ow + ow
ot ax

0 (33)
con condiciones iniciales
w(x,t)=0 (34)

siendo W(x,t):(w1(x,t),...wh(x,t))t . Entonces para que se cumpla
la condicién de von Neumann de estabilidad de soluciones numéricas
de ecuaciones diferenciales de evolucidén para el método de
Preissmann deberd ser ©21/2. Ademas, en este caso, la condicidn de
von Neumann es también suficiente, es decir, el esquema es estable

(para A matriz de autovalores reales) si y sélo si ©=1/2.

DEMOSTRACION: Si w(x,t) « C°[0,2M] tal que w(0,t) = w(2M,t), sea

w(x,t)= zm w(m,t) ™
el desarrollo en serie de Fourier de w en t, con w(m,t) el m-simo
coeficiente de Fourier de w(x,t). Andlogamente, si w(x,t) = Cz(R)

gea
wix,t)= [ w(m,t)e™ dm

la representacién de w por medio de su transformada de Fourier,
siendo w(m,t) la transformada de Fourier de w en el punto m.
Denotemos por w: a w(m,nAt) en ambos casos, y 3 sera
indistintamente la aplicacién de L2[0,2ﬂ] enAf(Z) o de LZ(R) en
LZ(R) que transforma una funcién en su serie de Fourier o en su

transformada de Fourier.

Pasando al espacio de las series o transformadas de Fourier, tal
como se ve por ejemplo en Richtmyer y Morton [1967], capitulo 4,
seccidén 4, o en Meis y Marcowitz [1981], capitulo 9, bastara

estudiar las matrices de amplificacidén B(Ax,At,m) tales que

"' zB(Ax,At,m)w"
m m
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Discretizando segin el esquema de Preissmann, y usando que, si T

es el operador va definido tal que Tf(x)=f(x+Ax), vale

irnAx

FT(£)(m) = e F(f)

se tiene

e i mAx -1 n ei.mAx__ 1
A feu” ° ™ +(1-e) w | S =0 (35)

Si llamamos r a 22 queda, multiplicando (35) por 2At

( 1+eLmA.~:)Iwn+1 + zre(eLmAx_l)Awn+1 -
m m
imAy imAx
(141" - 2r(1-e) (e -1)Aw”
m ™m
. . —itmAn .
Multiplicando por g a2 vy agrupando se tiene

[ ( e\.mAx/2+e—LmA.\:/2 )I + 2re(e

imAxs2 -imAxs2 N+t
-e YA w
m

)I - 2r(1-o)(e

m

imAx/2 -imAx-2 imAx-/2 ~imAx-2 n
(e +e -e JA]l w

(cos(max/2)I + 2re i sen(mAx/Z)A)w:“’:

(cos(max/2)I - 2r(l-e) i sen(mAx/2)A)w:
es decir

n+1

w = (cos(max/2)I + 2re i .=.;en(mAx/2)A)-1

m

(cos(mAx/2)T - 2r(1-e) i sen(max/2)A)w
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La matriz de amplificacién B(Ax,At,m) en el sentido de von

Neumann sera entonces
B(Ax,At,m)=(cos(mAx/2)I + 2re i sen(mAx/2)A) "

(cos(mAx/2)I - 2r(1-e) i sen(mAx/2)A)

Segun el criterio de von Neumann, condicién necesaria para que

el método converja es que

p(B(AX(At),At,m) < 1 + O(At) 0<At<t V¥ m

con Po(B) radio espectral de B. Como B es una funcién racional R(A)
de A, sus autovalores son los obtenidos evaluando R en los

autovalores de A. Cada autovalor X serid entonces de la forma

(cos(mAx/Z)+2reisen(mAx/2)k)4ﬁ(cos(mAx/Z)—Zr(l—e)i sen(mAx/2)A)

En particular, o(B)=l cuando para todo autovalor A de A

cosz(mAx/Z) + 4r2(1—e)zsen2(mAx/2)A2

cosz(mAx/Z) + 4rzezsen2(mAx/2)k2

o sea cuando
4rzezsen2(mAx/2)>\2 > 4r2(1—e)zsen2(mAx/2)>\2

lo cual equivale (simplificando) a e = 1/2.

Si A es normal, la condicién de von Neumann es suficiente. No lo
es, pero podemos garantizar la suficiencia del criterio de von
Neumann si podemos probar, como se demuestra en Richtmyer y Morton
[1967], capitulo 4, seccidn 11, que st BCAxCAtD,At,m> tiene un
conjunto de n autowvectores linealmente independientes v \'s \Y

1,...]n o

V es la matriz cuyas columnas son los autovectores normalizados,
entonces existe una constante & > 0 tal gque A = &, siende A el
determinante de V'V. Y efectivamente podemos probar eso si A es no
singular, pues al ser B una funcién racional de A, los
autovectores de B coinciden con los de A, que no dependen ni de At
ni de m, o sea V vy v son no singulares y se puede tomar
directamente A como &. En nuestro analisis linealizado, los

autovectores (constantes) son



( H, -¥ gH ) / JJC H, -YgH ) ||

(H, YegH )/ |ICH YeH) |

y, para qQque la matriz A sea no singular, basta suponer H=0. -

Este teorema garantiza en algun sentido el uso del esquema de
Preissmann en ecuaciones no lineales, por generalizacidén (no
fundamentada, naturalmente. sino tan sélo supuesta). Sin embargo,
esas generalizaciones deben ser testeadas, aunque sez
empiricamente: en la secci¢n 12 se muestra un ejemplo de que se
produce inestabilidad con e=z2/3, e incluso con ©=0,75 los
resultados no son para nada satisfactorios (las oscilaciones
observadas quitan gran margen de precisi®n a los resultados). Eso
con un sistema rio-afluente (el esquema en Y). En el apéndice 2 se
observa un caso de inestabilidad numérica para ©=2/3 con un tramo
simple. No hemos encontrado en 1la bibliografia citas de
inestabilidades para © > 1/2.

Este autor usd este teorema para aplicar el metodo de Preissmann
a la discretizacién de modelos unidimensionales con fondo mévil,
en los cuales A es ahora una matriz de 3x3, con una ecuacién
adicional representando el balance de masa sélida del fondo mévil,
segun el modelo planteado por Gradowczyk ([1968]. El1 modelo
resultante, que fue aplicado a la modelizaci®n de los canales de
restitucién de dos represas proyectadas sobre el rio Limay, puede
verse en el informe de EGASAT [1982].

Por dltimo, cabe mencionar que los resultados de esta seccién
son conocidos, pero no es fadcil encontrar en la bibliografia su
desarrollo completo y riguroso. Por ese motivo se han expuesto en
forma detallada.
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7. ALGORITMO DE TRIDIAGONALIZACION PARA TRAMOS SIMPLES

Pasemos ahora a analizar el algoritmo de +tridiagonalizacidén de
la matriz A formada por los pares de ecuaciones lineales (15.i),
(16.i), modificando naturalmente el término de la derecha b de 1la

ecuacién matricial Ax=b,.

El algoritmo de tridiagonalizacidén de los pares de ecuaciones

(15.1), (16.1i) es el siguiente:
a) Punto de discretizacién i genérico:

S5e tiene(15.1i), (16.1i). En wun intervalo de discretizacidn
(i,i+1), restando (15.i) multiplicado por Bn/An de (16.1) se
tiene

D, 8Z2,+D, AQ  +D AZ =D (36.1)
con D, = B, . -4, Bi/A, k=1,..,4.
Restando ahora (36.i) multiplicada por AM/Da de (15.1i) se
tiene
C 8@ +C, A2, +C  AQ,  =C (37.1)
con C .=A ,
1 1
Cri™ A D84/ Dai k=2,3 y

C4t:A5t_D4iA4t/D3L

A partir de aqui basta analizar los extremos para exhibir la

matriz tridiagonal:
b) Extremo aguas arriba

bl) Condicidén de contorno Q(xo,t) conocida.

En este caso las dos primeras ecuaciones de 1la matriz
son:
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CzoAZo+CaoAQ1 =C4°-CioAQ0 (37.0)

DmAZO+DzoAQ1+D3°AZ1 :D4o (36.0)

N+ 4

donde AQO = Qo - Q; es conocido.

b2) Condicién de contorno Z(xo,t) conocida:
En este caso las dos primeras ecuaciones resultan ser
C10AQ0+030AQ1 =C4°—C2°AZ° (37°.0)

DZOAQ1+D30AZ1 =D4°—D10AZo (367°.0)

c) Condicién de contorno aguas abajo:
cl) Condici®én de contorno Q(XL,t) conocida:
En este caso las dos Ultimas ecuaciones pasan a ser
C14f1AQL—1+Cz¢f1AZL-1 :C4J=1_C3¢=1AQL (37.L-1)

D AZ +D _1AZL=D -D AQ (36.L-1)

i1, L-1 L-1 3L 4,L-1 2,L-1 L

c2) Condicién de contorno Z(xL,t) conocida.

En este caso las dos uUltimas ecuaciones del sistema se

expresan como
C AQ  +C AZL +C AQ = C (37°.L-1)
D AZ 1+D AQ = D -D AZL (36" .L-1)

y se ha obtenido una matriz banda tridiagonal que se puede
resolver por el mé¢todo clasico del ‘“"barrido doble™ como puede
verse en Gelfand y Lokutsievsky [1964], por ejemplo. Si bien no se

puede probar en general gue se cumplen las condiciones habituales
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de dominancia diagonal que aseguran buen condicionamiento numérico
para la solucién del sistema tridiagonal (36), (37) (ver por
ejemplo el capitulo 4, secci¢n 2 de Godunov y Riabenkii [1964]),
empiricamente se observa que no hay usualmente problemas
numéricos. Mas concretamente, no tenemos informacién sobre
dificultades debidas a mal condicionamiento de las matrices en
modelizaciones reales. Volveremos sobre este tema del buen

condicionamiento del sistema lineal en la seccién 8.

La memoria de computadora necesaria para almacenar la matriz A y
el vector b tal que Ax=b ez la siguiente, si se tienen en total n
puntos de discretizacidn:

i) 10 palabras en total para todos los AJ..L , Bﬁ, j=1,...,5, v

CJ..L , DJ._L , j=1,...,4, pues el proceso de triangulacién avanza de

a pares de filas y se puede usar el espacio reservado para las Aﬁ
y BJ..L para almacenar los Cﬁ y Dﬁ (Suponemos, de ahora en
adelante, que hay ademéds memoria reservada para almacenar los SU
BL’ Dt, dD/dZt , etc., que determinan Aﬁ v Bﬁ segun las
ecuaciones (18) y (20), o sea, los Aﬁ v Bﬁ se calculan y usan a
medida que se recorren los puntos de discretizaci®n en sentido

descendente) .

i1) 2x2(n-1)=4(n-1) palabras para todos los elementos de 1la
matriz triangular superior, y 2(n-1) palabras para b, o sea 6(n-1)

palabras en total.
O sea, aproxXimadamente 6n palabras.

En cuanto al numero de operaciones necesarias para resolver el

sistema es:

1 divisi®én (pues Aﬂ:—l siempre, ©0 sSea no es necesaria esa
divisién), 7 sumas y 7 multiplicaciones por par de ecuaciones
entre puntos de discretizacidn (i,i+l1) para la tridiagonalizacién;
si consideramos gue una operacidén equivale a una suma mAs una
multiplicacién o una suma mas una divisién, esto significa 38
operaciones por intervalo entre puntos de discretizacién, es -

decir, en total 8(n-1) operaciones.



Como para resolver un sistema tridiagonal de orden k se
necesitan 3(k-1) maltiplicaciones y sumas y 2k-1 divisiones, v
nuestra matriz tiene orden k=2(n-1), haran falta 3(2(n-1)-1)
multiplicaciones y sumas y 2.2(n-1)-1 divisiones, o sea 10n-14

operaciones.

Por consiguiente, en total habréd 18n - 22 operaciones, o sea
aproximadamente 18n operaciones. Si se quiere desglosar en sumas y
multiplicaciones por un lado y divisiones por otro (pues éstas
suelen demorar mas), seran aproximadamente 13n sumas v

maltiplicaciones y 5n divisiones.

Es interesante comparar la memoria y numero de operaciones antes
calculados con los necesarios si se considera la matriz A original
dada por las ecuaciones (15), (16) como una matriz pentadiagonal
(que lo es, con un elemento nulo en cada fila de la banda). La
memoria necesaria para almacenar A y b es de 6 palabras por fila,
o sea 6x2(n-1)=12(n-1) palabras, es decir, aproximadamente
12n palabras (siempre considerando que n es el numero de puntos de
discretizacién, o sea el numero de filas es 2(n-1)). En realidad.
como en el caso anterior, si triangulamos simultaneamente con el
calculo de los elementos de la banda, para ahorrar espacio, vy
usamos que cada banda tiene solamente 4 elementos no nulos, esa
suma se puede reducir a 4(n-1)+3(n-1)+10 palabras, o sea

aproximadamente 7n palabras.

En cuanto al numero de operaciones (siempre consideramos pivote
diagonal, o sea no hay testeo para buscar el pivote) es
directamente, como puede verse en Dahlquist y Bjork [1974],
capitulo 5, secci¢n 4, de 6x2(n-1)=12(n-1) operaciones para la
eliminacién y de 5x2(n-1)=10(n-1) operaciones para el barrido
descendente, o sea alrededor de 22n operaciones. La comparacién
favorece ligeramente a nuestro algoritmo, debido a gque, como
sabemos qué¢ elemento de la banda es nulo (el primero en las filas
impares y el dUltimo en las filas pares), usamos esa informaci¢n

en el proceso.
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Veamos ahora, antes de seguir adelante, un breve ejemplo

explicativo. Sea un tramo simple de 4 puntos, X, X, X, ¥V X,.
Supongamos, por ejemplo, que se tienen como condiciones de
contorno el caudal dado aguas arriba y el nivel dado aguas abajo.
Una vez llevada a cabo la discretizacién quedaréd formulado el

sistema lineal

A21A21+A31AQ2+A41AZZ = ASt—AiiAQI
B21A21+B31AQ2+B41AZZ = B51—B11AQ1
AizAQz+A22AZZ+A32AQ3+A42AZ3 :A52
B ,AQ +B,AZ_+B_ AQ_+B_ AZ_ | =B_,
A13AQ3+A23AZS+A33AQ4 :A53—A43AZ4
B13AQ3+B23AZS+833AQ4 :BSS_B43AZ4
donde los AU’ BU, i=1,..,5, j=1,2,3, +tienen los valores antes
indicados. Restando la primera fila dividida por A y

11
multiplicada por B“'de la segunda fila, la tercera fila dividida

por A12 y multiplicada por Bﬂzde la cuarta fila y la quinta fila

dividida por A13 vy multiplicada por B13 de la sexta fila se tendra

A21AZ1+A31AQ1+A“AZ2 :A51—A11AQ1
D11AZ1+D21AQ2+D31AZZ :D-u
A12AQ2+A22AZZ+A32AQ3+A42AZa =A,,
D12A22+D22AQ3+D32AZ3 =D42
A13AQ3+A23A23+A33AQ4 = Asa_A43AZ4
DtaAzs+DzaAQ4 :D43—D33AZ4

Ahora se resta la segunda fila dividida por D31 v multiplicada
por A41 de la primera fila, la cuarta fila dividida por Daz y
multiplicada por A42 de la tercera fila y la sexta fila dividida

por D33 y multiplicada por A43 de la quinta fila y queda
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CZiAzi+CaiAQ2 :C41—011AQ1

D“AZ1+D21AQ2+D31AZ2 :D41
C,50Q,+C,,82,+C,,2Q, =C,
D12A22+D22AQ3+D32AZ3 :D42
C,a8Q,+C 82 +C AQ,  =C,

D,482,+D,,4Q, =D ,"D,48Z,

y nos queda el sistema A’x=b’, con xz(Azi,AQz,AZZ,AQB,Aza,AQ4)t y
con A’ tridiagonal, de modo que se puede resolver por medio del
barrido doble.

Resumiendo, la linealizacién de las ecuaciones de Saint-Venant

para un tramo simple discretizado mediante un esquema de
diferencias finitas de tipo caja de cuatro puntos, siendo los
puntos de discretizacidén designados como Koo oo o X da origen a un

sistema lineal Ay=b que deberad resolverse en cada paso de tiempo,
donde:

A es una matriz cuadrada de orden 2L. Las columnas no nulas del
primer par de sus filas son las tres primeras. Para las filas 2i-1
v 2i, con 2=i<L-1, los elementos no nulos esté&n ubicados sobre las
columnas 2i-2 a 2i+1, es decir, los elementos no nulos, para el
par de filas (i-1,1i), comienzan a la altura de la tercera columna
no nula del par anterior. Para las filas 2L-1 y 2L los elementos
no nulos son los correspondientes a las Ultimas tres columnas. Las
filas 2i-1 y 2i son las correspondientes a la discretizacién en
diferencias finitas para un esquema tipo caja de cuatro puntos del
intervalo entre 1los puntos de discretizacién (i-1,i), y por
consiguiente los lados derechos b,

i-q
términos independientes de las ecuaciones discretizadas en ese

v bﬂ. corresponden a los

intervalo. Las columnas corresponderdn a las incdgnitas del

siguiente modo:

La primer columna corresponde a la incdgnita AQO (si 1la

condicidén de contorno es nivel dado) o a la incégnita AZO (si 1la

condicidén de contorno es caudal dado). Las columnas 2, 4,.., 2i,
.., 2L-2 corresponden a las incdgnitas AQ1, AQZ,..,AQt,..,AQL_{
Las columnas 3, 5,.., 2i+1,..2L-1 corresponden a las incdgnitas
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AZ£, AZZ,..,AZi,..AZL_l. La columna 2L corresponde a 1la incédgnita
AQL (si la condicién de contorno aguas abajo es el nivel) o AZL

(si la condicidén de contorno dada aguas abajo es el caudal).

Obsérvese que al efectuar una linealizacién completa, incluso de
los términos no homogéneos, en los incrementos AZ y AQ, v a
linealizar despreciando los términos de orden superior en el
desarrollo de Taylor, el método de Preissmann evita la formacién

de un sistema no lineal.
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8. ANALISIS HEURISTICO DE LA ESTABILIDAD NUMERICA DE LA MATRIZ A

Ya hemos mencionado que no se conocen problemas de inestabilidad
numérica debida a mal condicionamiento de 1la matriz A en
aplicaciones reales de modelos hidrodiné&micos unidimensicnales que
usan el esquema de Preissmann. Dado que en uUltima instancia las
ecuaciones que se discretizan son no lineales, tropezamos con
problemas del mismo tipo que para el analisis de la estabilidad
numérica del esquema como tal. Procederemcs de 1la misma manera
para tratar de evaluar el buen condicionamiento de la matriz A:
supondremos en primer lugar un cauce fluvial de seccidén
transversal simple y uniforme (canal prismatico) y wuna situacidén
de caudal y alturas desde el lecho del cauce constantes, para ver
qué pasa cuando se tridiagonaliza y luego se triangulan las
ecuaciones (15.i) y (16.1), y poder extrapolar conclusiones a

casos mas generales. Examinemos entonces los coeficientes (18) vy
(20).

Supondremos entonces At=l dia, intervalo temporal usual en
modelizacién de periodos prolongados sin crecidas bruscas, o sea
At=86400 segundos. Es razonable pensar que el intervalo AX no es
mayor que 10 km (¢ste es usualmente un valor muy exagerado, salvo
en rios muy grandes; con valores menores las cotas numéricas que
se indican més abajo son aun menores), y suponemos un ancho de 100
m (cauce mediano). Tomamos ©=0,8. Entonces, por (18.2) sera Az.L =
A4t = R < 10. (Incluso es posible, con Ax mas pequefio, que R < 1
lo cual mejora el condicionamiento de la matriz A en nuestro

ejemplo simplificado, como veremos).

Si consideramos una velocidad media de 1 m/s, totalmente
razonable para regimenes subcriticos, y tomando un caudal de 1000
ma/s (siempre para cauce mediano), se tendri una superficie mojada
S de 1000 m>. Ademéas, como puede verse por ejemplo en Chow [1959],
QZ/D2 tiende a la pendiente de superficie del agua para regimenes
estacionarios, y este es un numero pequeBo (digamos menor que
0,0001 para un rio mediano de llanura). Eso implica que D sera
siempre un nuimero grande; por consiguiente, podemos decir respecto

de los tres t#rminos de Bn lo siguiente:
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Ax/(2gAtS) ~ 10000/(20 x 86400 x 1000) << 1
eQ/(gS%) ~ 1000/(10 x 1000000) << 1
eAx|Q|/D® ~ 10000 x 0,0001 / 1000 < 0,001

Despreciaremos por lo tanto, en primera aproximacidn, Bn , v
anadlogamente Bm' Con el mismo razonamiento, las estimaciones de
Bﬁ_y Bﬁ_nos indican que, salvo el término © (o -©), 1los demas
términos pueden despreciarse en primera aproximaci®n, pues
AxQB/(ZgAtSz) ~ 10000 x 1000 x 100 / (20 x 86400 x 1000 x 1000)

~ 0,0005
eQ’B/(gS?) ~ 1000000 x 100 / (10 x 1000000000) ~ 0,01

y ademas D “ 100000. Como 8D/3Z no varia mucho (digamos un orden
de magnitud menos que D) se ftiene

eQ]Qle.aD/OZ/D3 ~ 00,0001 x 10000 / 10 ~ 0,1

que tampoco tomaremos en cuenta en este andlisis heuristico

simplificado.

Tomemos ahora otro caso de dimensiones un poco distintas, y
calculemos exactamente los coeficientes: sean por ejemplo dos
puntos de discretizacidn k, k+l, tales Qque sus respectivas
secciones transversales son rectangulares, de ancho en ambos casos
250 m. Supondremos un caudal en ambos puntos de 1500 ma/s, un
coeficiente de conduccién que varia linealmente desde 0 a mnivel
del fondo hasta 44100 ma/s a 10 m sobre el nivel del fondo, €=0,8,
Ax=1000 m, At=1 dia (o sea 86400 s), y una altura sobre el nivel
del fondo en ambos puntos de 10 m en el instante conocido. Estos
también son datos perfectamente representativos de un rio de

mediano caudal. Se puede observar que

'

A =-1 A_. = 1,808449 A_ =1 A =1,808449
ERE 4,0

1,1 2,.

B, ,=0,0005397691 B, .=-0,889654 B, .=0,000636834 B, =0,704475

Es decir, |B  |<<1 y |B, |[<<1. Analizaremos entonces la matriz

cuyos pares de filas dados por (15.i) y (16.1i) sean, despreciando
B . vy Ba_

1,L 1
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0 -9 0

respectivamente. Veamos cuan bien condicionada (o no) es la matriz
con estas filas. La matriz general serd (suponiendo condiciones de

contorno @ aguas arriba y Z aguas abajo) del tipo

o0
OO
(1 J=v I I~
o
=0

(38)

-1 R
0 -o

oMo
0N  = o)
o

Se observa que al tridiagonalizar (38) segin el procedimiento de

la seccién 7 la matriz se transforma en

2R 1 i
-8 0 e
-1 2R 1
-8 0 (=]
-1 2R 1
- 0 e
B= . (39)
-1 2R 1
- 0 e
-1 2R 1

=3 —6 0 -

Esta matriz no es diagonal dominante. Volviendo al ejemplo
concreto de antes, la tridiagonali}acién produce los siguientes

resultados:

C,=-1 €, =4,0859948 C,.,=0,99683563
D, =-0,88857311 D,.=0,00123453 D_ =0,70555589

Claramente no es diagonal dominante.
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Para esta triangulacién, por la forma de las matrices, las filas
impares no se modifican, y a las filas pares 2i se les suman las
filas impares siguientes, 2i+1, multiplicadas por -R/9©. Dado que
usualmente 0,1 < R/® <10, y dado que el error no se propaga de
fila en fila, porque las operaciones con filas se realizan de a
pares aislados de filas, despreciaremos el error cometido al pasar
de la matriz A a la matriz B dada por (39). o sea nos dedicaremos

a estudiar el buen condicionamiento de B como equivalente al de A.

Si aplicamos a esta matriz tridiagonal B una eliminacién
gaussiana, obtendremos que B=zLU, con L “bidiagonal inferior”, o
sea triangular inferior con una sola diagonal menor debajo de la
diagonal principal no nula, y con VU "bidiagonal superior”, o sea
triangular superior con una sola diagonal menor encima de la
diagonal principal no nula, siendo

1 -
-6/(2R) 1
-2R/e 1
-e/(4R) 1
L = -4R/e 1 (40)
~2(L-1)R/® 1
L -©/(2LR) 1]
2R 1 ]
e/(2R) e
4R 1
e/(4R) e ]
U = B8R 1 (407)
2LR 1
5 e/(2LR)
(xo,...,xL) es el conjunto ordenado de puntos de discretizacidn,
o sea hay L intervalos de calculo y 2L filas en 1la matriz. Los
elementos no nulos de L fuera de la diagonal son los
multiplicadores '
Poi,2i-a ~9/(21iR)
Moies,2i = ~2iR/s

y los elementos de la diagonal de VU son
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= 23
Uoim1,2i-1 2iR
= 8 !
Yaoizi /(21R)
Los elementos o, de U coinciden con los de B. Veremos cémo se

propaga el error de redondeo en la triangulacién de B, es decir,

en el proceso de obtencidn de la factorizacién B=LU.

TEOREMA: Sean L you los valores aproximados calculados
por computadora de mooY v, - Sea u la unidad de redondeo o de

—-(t+1) -t
corte de la computadora, o) sea u=2 o) u=2

)
respectivamente, donde t es el nuUmero de digitos significativos de
la mantisa en la representacidén normalizada de los numeros reales
en punto flotante por computadora. Entonces, para la factorizacién
B=LU de (39) dada por (40) se tiens, si se desprecian los términos

de orden O(uz)

R, =M, (B (3i-2)e )

woooSu, (1 o+ 3is )

Q.
o
5
Q.
@

Y
A
R
H
v

2.

DEMOSTRACION: La demostracién es por induccién en i. Para i=2 . se

02,1

-6/(2R).(1 + £) para |€|< u o sea e, c€/4

uZ,Z

anteriores. (S= considera que la multiplicacién por 1 es exacta,

©/(2R). (1 + &) y valen las consideraciones

lo mismo que la suma de cero).

Veamos ahora qu® pasa para i > 2. Sea i impar. Entonces se tiene

mo._, = -1/m_ (1 +e&) con |gf = u
==1/(u,_ . . (1 + 3(i-1)e _ . )).(l+e) con |£b4¢-1| < u
= m (14 e) (1 - 3(i-l)e_ + 0(x)
= m (1 +e-3(i-1)e_ )+ 0(u%)
= m (1 + (3i-2)e ) = -(i-1)R/e. (1 + (3i-2)5 )



. 2
Para la ultima igualdad se desprecié O(u ) y se tomd

e, = (¢ - 3(i-1)e )/ (31i-2) y se tiene

i-1,t-1

< (u + 3(i-1)u)/(31i-2) = (3i-2)u/(3i-2) = u

Por su parte, para u . se tiene

w, = (2R - mhhd.ubii.(1+51)).(1+sz)

(2R + (i-l)R/e.(1+(3i—2)sLb4).e.(1+€1)).(1+$2)

(2R + (i—l)R.(1+(3i—1)s+0(uz)).(l+sz)

con e=((31i-2)s . +£.)/(3i-1) , |e]| = u

((i+1).R. (1 + (3i-1)6').(l+52)
despreciando O(uz) y tomando € =(i-1)/(i+l)e

= (i+1)R.(1+ 3istt) tomando sii:((3i—l)s'+sz)/(31)

despreciando de nuevo O(uz).

Sea ahora i par. Entonces se tiene
Wiy ~ _e/ui.-i i.-1'(1+5)

= -e/(u_ i,

L(1+3(i-1)s_, . )).(1+2)

m - (1-8(i-1)e_ . +0(¥%)). (1+e)

-e/(iR).(1+(3i-2)e . )

tomando € = (—3(i-1)5b1’

. + £)/(3i-2) y despreciando O(u”)

i-1
En cuanto a ., s B€ tiene

o, = e/(iR).(l+31£LL) tomando e (3i_2)£gb1/(31)

con lo que queda demostrado el teorema.
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Es decir: B se puede triangular por el mé€todo de eliminacidén de
Gauss sin que se produzca en ningin momento divisidén por 0, pues
los pivotes exactos no se anulan nunca y los aproximados son muy
poco perturbados: la perturbacidén numérica maxima de los
multiplicadores es del orden de 1 + 3Lu, y 3Lu <<1, dado gque el
orden de la matriz 2L (normalmente menor que 200) es mucho menor

que t.

Con el mismo razonamiento, usamos el teorema (ver por ejemplo
Dahlquist y Bjork [1974], seccidén 5.5.4) que dice que las matrices

£ y U computadas cumplen que

U = B + E

es decir, son la solucidén exacta de un producto de matrices que
difiere de B en una matriz de perturbacién Ez(etj), donde
13
le, .| £ 3 (2L-1) u max|b "]
L) k PR
k . . .. . .
donde hi; indica el elemento (i,j) de la matriz obtenida

siguiendo el procedimiento de eliminacid®n de Gauss hasta la k-sima

fila. Pero en nuestro caso, como vimos en el reciente teorema.

I ] = Ju .| < 2LR.(1+6Lu)
v ademéas
k> _
'b'i.,\'.ﬂ.l - I i.,i.+1| =1
o sea
o
max | biJ ] = 2LR.(1+6Lw)

Por otra parte, en el lenguaje TURBOPASCAL de 1la computadora
Toshiba 3100 bajo sistema operativo MS/DOS en que se prepararon
los programas y se realizaron los experimentos numéricos de este
trabajo, los nuUmeros reales se representan con una mantisa de 40
digitos binarios, o sea t=40, equivalente a aproximadamente 12
digitos decimales, o sea (la representaci®n en computadora es por

corte)
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le, ] = 8.200.107"

’

2 200.10 (1 + 600.107*%)

2 -12 2

= 12. 107 . 10 . 10

o

10 . (1 + 1079
~ 12, 1077

o0 sea la perturbacién (en este caso muy simplificado, claro esti),

es muy pequefia.

Claramente, ¢éste es un anilisis heuristico, pues hemos
considerado un caso particular. Sin embargo, el mismo representa
adecuadamente los casos que se presentan en la practica. De todos
modos, no hemos proseguido la investigacién pues para ello debe
tomarse en cuenta el numero de condicién de B (o de A), cond(B) o
cond(A), v eso implica estimarlo, siguiendo la linea, por ejemplo,
de Golub y Van Loan [1983], capitulo 4. El estudio sistematico de

este problema estid fuera de los objetivos de esta tesis.
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SEGUNDA PARTE
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9. ESTRUCTURAS FLUVIALES ARBORESCENTES

En una red fluvial se tienen afluentes que desembocan en otros
cursos de agua més importantes, efluentes por donde se deriva
parte del caudal, etc. Como va indicamos en la seccién 3, ademés
de las ecuaciones de Saint-Venant (1), de las condiciones
iniciales (2) y de las condiciones de contorno (10) en extremos de
la red fluvial - que ahora podran ser mas de uno aguas arribha vy
mas de uno aguas abajo - serd necesario imponer las condiciones de
compatibilidad (12) de Stoker en las confluencias de la red. Pero
la solucién de las ecuaciones de Saint-Venant deberad hallarse
también numéricamente, por supuesto; y si usamos el método de
Preissmann, tendremos que resolver en cada intervalo de tiempo un
sistema lineal Axzb. Interesa ver si la matriz A en cada intervalo
de tiempo serd también facilmente tridiagonalizable, o si su
estructura tendrid otras caracteristicas convenientes. Convendré
por lo tanto definir con precisién los conceptos que se manejan,

aungque resulten intuitivos.

Definicién: Una discretizacién de wuna red fluvial es una
eleccién de un numero finito de secciones transversales en los
cauces de la red fluvial, tales que cada vez que se produce una
confluencia (dos tramos que afluyen a un tercero o un tramo que se
bifurca), a dicha confluencia estan asociados tres puntos de
discretizacién, uno correspondiente a cada curso de agua que

afluye o efluye, tal como se indica en la figura 3.

Nos interesar&n en esta parte del trabajo las cuencas fluviales
arborescentes, o sea las redes fluviales formadas por rios,
afluentes, afluentes de afluentes, etc. En este contexto las
confluencias serén siempre afluencias. En lo que sigue nos
conviene usar algunos conceptos de teoria de grafos, para lo cual
usaremos terminologia (traducida) de Christofides [1975] y Even

[1979]. Indicamos a continuacién las definiciones que necesitamos:

Un grafo dirigido esta formado por un conjunto V de vértices

ViV,y--. , ¥y un conjunto E de arcos €e,que son pares ordenados
. 2 .

(vt,vj) , es decir, E < V" . Si (v,L ) vj ) es un arco, v, es el

vértice de origen y v, es el vértice de destino del arco; grado de
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entrada gr_(v) es el conjunto de los arcos de los cuales v es

vértice de destino, grade de salida grs(v) es el conjunto de los

arcos de los cuales v es vértice de origen, y grado gr(v) = grs(v)
+ grs(v) es la suma del grado de entrada mé&s el grado de salida.
Un camino dirigido €.,e,,.--,€, €5 una sucesién de arcos tal que
el vértice de destino de e _, e el vértice de origen de e . El
vértice de origen de e, es el vértice de origen del camino; el
vértice de destino de e, s el vértice de destino del camino. Un

circulto es un camino dirigido tal que su vértice de origen
coincide con su vértice de destino. Un grafo dirigido G es
deébilmente conexo si para cada par de vértices Vi oo vy hay un
camino no dirigido entre ellos, es decir, un conjunto ordenado de

vértices V.o v y V. y e ey

. ' ue ara cada ar
it ez Yy tales q par P

v —1
consecutivo (VL’VU1)’ el arco (;L’Vu4) pertenece a E o el arco
(vhﬁ,vl) pertenece a E. En adelante hablaremos de camino a secas,
entendiéndose que es dirigido. Un grafo dirigido tiene una ratz r
8l r € V y todo vértice es alcanzable desde r, es decir, para todo
vértice v existe un camino cuyo origen es r y su destino es v. Un
arbol dirigido o arborescencia es un grafo ta; que tiene una
(Unica) rafz r con grs(r)=0 vy para todo otro vértice v, grE(v)=1.
Se prueba en Even [1979], capitulo 2, secci¢n 4, que la definici¢n
de arborescencia es equivalente a decir que G tiene una raiz desde
la cual hay un Unico camine a todo otro vértice; y también es
equivalente a decir que G tiene una rafiz y si se quita un arco
(pero ningin vértice) al grafo la raiz deja de serlo. Si G es una
arborescencia y se tiene un vértice v tal que grs(v) = 0, se dice

que v es una hoja del arbol dirigido.

Ahora estamos en condiciones de definir los conceptos

relacionados con las discretizaciones que efectuaremos.

Definicisén: Una discretizacién arborescente de una red fluvial

es un grafo dirigido finito G(V,E) tal que
a) G(V,E) es un arbol orientado (o arborescencia).

b) Los vértices v e V son exactamente los puntos de

discretizacién de la red fluvial.

c) Si gr(v), grE(v) v grs(v) indican, respectivamente, el grado,

el grado de entrada y el grado de salida del veértice v, vale:
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cl) gr(v) = 3.
c2) 5i grs(v)

0 entonces grs(v) = 1 (o sea, de la ratz de

G sale solamente un arco).

d) Si gr(vk) =3, v si RS son los dos vértices a los

cuales llegan los arcos (vk A ) v (vy , vj ) de los cuales v,

es el vértice de origen, entonces vale que los puntos de
discretizaci®n forman una confluencia {vt. jrvk} como la
afluencia que se indica en la figura 3, en que los cursos de agua
que terminan en Vo v oy, afluyen al gque comienza en v,

Reciprocamente, dada una confluencia sobre la cual hay tres

puntos de discretizacién Vo, vj y v donde v, es extremo aguas

k ’ k
arriba de un curso formado por la afliuencia de dos cursos que
terminan en v,y vj . vale que gr(vk)=3 vy que (vk,vt) y (vk,vﬂ

son arcos del grafo, o sea (Vk’vt) = E vy (Vk‘ vj) = E.

e) Dados dos arcos consecutivos (vi vy Yy (vj yoov, ) tales
que grE(vﬁ = grs(vﬁ = 1 , los puntos de discretizacién
correspondientes estdn sobre un cauce de red fluvial vy, vyendo
desde aguas abajo hacia aguas arriba, primero estéa v, o luego vj y
finalmente v, » ¥ mo hay ningin punto de discretizacién entre
ellos.

Es decir, se da al grafo la direccidén "desde aguas abajo hacia
aguas arriba”, y las confluencias son afluencias: indican siempre

una unién de dos afluentes: en las redes arborescentes no hay

efluentes.

Si v es la raiz del grafo (o sea grE(v) = 0 ) diremos que Vv es
el (Unico) extremo abierto aguas abajo de la red, o la
desembocadura de la red; si grs(v) = 0 (0o sea v es una hoja del

grafo) diremos que v es extremo abierto aguas arriba de la red; si
gr(v) =3, v (v,w) € E, (v,z2) € E, reiteremos que la terna
{w,z,v} forma un nodo de afluencia. Escribiremos siempre como
ultimo elemento de la terna al vértice v cuyo grado de salida sea
2. En este caso diremos que w y 2z son extremos aguas arriba de
sendos tramos que afluyen al (o son afluentes del) tramo del cual

v es extremo aguas arriba.
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La direccién del grafo serd, como ya dijimos, desde aguas abajo
hacia aguas arriba; en la tercera parte de este trabajo usaremos,
para redes fluviales deltaicas, grafos con la direccidén opuesta,
es decir, desde aguas arriba hacia aguas abajo, que parece méas
"natural”. E1l motivo de wusar esta direccién para las redes
arborescentes se debe a que es la direccién de los Aarboles
dirigidos, en los que la raiz (o sea, 1la desembocadura) tiene
grado de entrada cero, y por lo tanto cambiar 1la direcci¢n

complicaria innecesariamente nuestro anadlisis.

Los pares de ecuaciones obtenidos segin el mé¢todo de Preissmann
ligan los vértices unidos por un arco, con excepcién de vértices
tales que el vértice de comienzo del grafo tenga grado de salida
2. Analizaremos en este trabajo situaciones en que se dara una
condicién de contorno sobre cada uno de los extremos de 1la red
fluvial, y las condiciones de compatibilidad (12) sobre los nodos
de afluencia. Estas situaciones corresponden a régimen subcritico

en toda la red; comentaremos algo m&s al respecto en la seccidén
11.

Un tramo simple discretizado de la red fluvial es un conjunto
ordenado {vi, Voo vn} de vértices (es decir, de puntos de
discretizacién de la red) tales que (v1,vz), (vz,va),...,(vwd,vn)
forman un camino del grafo G y ademé&s se cumple:

a) grs(vi)zgrs(vz):...=grs(vwd)=l.

b) grs(vn)zz 0 grs(vh)zo.

c) Si v, no es la raiz del grafo, entonces si w € V es tal que

(w,v) € E, vale que grs(w) = 2.

Es decir, un tramo simple discretizado es el conjunto de puntos
de discretizacion que forman un camino entre (e incluyéndolos) dos
extremos abiertos (este caso sélo se da si no hay confluencias),
dos puntos de discretizaci®n pertenecientes a nodos de afluencia,
o un punto de discretizacién perteneciente a un nodo de afluencia
y otro extremo abierto de la red. En el interior de un tramo
simple discretizado no puede haber puntos que pertenezcan a nodos
de afluencia. Si v es el origen del tramo simple discretizado, v

sera el extremo aguas abajo del tramo, y si es el destino, serai el

extremo aguas arriba del tramo.
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El tramo de rio discretizado con esos puntos de discretizacién
serd un tramo simple; es decir, un tramo simple de una red fluvial
es cada uno de los tramos de la red cuyos extremos son o extremos
de la red o confluencias, de modo que en su interior no hay

ninguna confluencia.

El concepto de tramo simple serd usado no solamente en redes
arborescentes sino también en la tercera parte de este trabajo,
cuando estudiemos las redes deltaicas. Las diferencias de ambas
estructuras se pueden ver gradficamente en las figuras 6 vy 7. En la
figura 6, (red arborescente) los extremos de la red son los puntos
1, 2 y 4 (extremos aguas arriba), y 6 (extremo aguas abajo), 1los
puntos en que se producen confluencias son 3y 5, y 1los tramos
simples son (1,3), (2,3), (3,5), (4,5) yv (5,6). En 1la figura 7
(red deltaica), los extremos de la red son los puntos 1, 2, 3
(extremos aguas arriba), y 11 y 12 (extremos aguas abajo), los
puntos en que se producen confluencias son los puntos 4 a 10, vy
los tramos simples son (1,8), (2,4), (3,7), (4,5), (4,6), (5,7),
(5,6), (6,8), (7,9), (8,9), (9,10), (10,11, (10,12). Por
simplicidad, hablaremos de tramo simple tanto para referirnos a

tramos simples como a tramos simples discretizados.

En cada tramo simple se asignan nuUmeros reales X, a los vértices

v, de modo que para el tramo simple {vl, v .,vh} se tiene

2’
X <X <. .. <X O X >X >..0X . Esos nUmeros reales representan la
distancia de cada nodo a un punto de referencia sobre el eje

longitudinal del tramo (la progresiwa, segin la terminologia de

ingenieria hidrédulica), y es indistinto si las coordenadas
aumentan o disminuyen en la direccién del grafo, pues lo que
importa es 1la distancia lxi—x“1| entre dos puntos de

discretizacién consecutivos. Las coordenadas de 1los puntos de
discretizacién de cada tramo simple son independientes de 1las de
cualquier otro tramo simple. En lo sucesivo indicaremos un punto
de discretizacién también por su coordenada X, si no se crean
confusiones (pues dos puntos de discretizacién sobre distintos

tramos simples pueden tener la misma coordenada).
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Como ya mencionamos, las condiciones de contorno del sistema
hiperbélico (1), (2), con condiciones de compatibilidad (12)
deberédn darse sobre extremos abiertos. Y si el ré¢gimen del curso
fluvial es subcritico, se darid exactamente una condicién de

contorno sobre cada extremo abierto, o sea

F,(Q(x,,t),Z(x,,t))=£f (%) (10.3)

para cada X, extremo abierto de la discretizacién arborescente.
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10. ALGORITMO DE TRIANGULACION PARA REDES FLUVIALES ARBORESCENTES

El algoritmo a usarse para la triangulacién de 1la matriz
correspondiente a una red fluvial arborescente depende de la
numeracién de los puntos de discretizacién. Se usaran las
condiciones de compatibilidad de Stoker, requeridas en cada nodo

de confluencia, y cuya discretizacién es muy simple:

AQ.L + AQj = AQk (41.1)
/:\Z.L = AZj = AZk (41.2)
cuando i,j y k son los subindices correspondientes a los

respectivos puntos del nodo de confluencia (vtng,vk).

La numeracién de los puntos de discretizacién es la siguiente:

Algoritmo de numeraciédn de puntos de discretizacidn para redes

Ffluviales arborescentes:

Sea n el nUimero total de puntos de discretizacidn.
a) Asignemos el nimero n a la raiz (extremo abierto aguas abajo
de la red).

b) Se numeran los puntos de discretizacién del tramo simple cuyo
extremo aguas abajo es la rafiz del siguiente modo: si el tramo
simple tiene m puntos de discretizacidén consecutivos desde la raiz
(es, decir, la desembocadura) v hasta su extremo aguas arriba, su

numeracién seré Vo, v N

v y V .
n-1 n-m+2 Nn-m+1

c) Al término de esto, pueden pasar dos cosas:

1) Se llega a un punto de discretizacién cuyo grado de
salida es 2. En ese caso se pasa a d).

2) Se llega a un punto de discretizacién cuyo grado de
salida es 0 (un extremo abierto aguas arriba). En este caso, si la
numeracién de dicho punto de discretizacién es mayor que 1, se
pasa a e). Y si es igual a 1 (lo cual debe pasar en algun momento,

pues el arbol es finito), se termina el algoritmo.
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d) Se elige uno de los dos tramos simples afluentes del tramo
recién numerado, y se lo recorre hacia aguas arriba, es decir, se
sigue el camino desde el extremo aguas abajo hasta el extremo
aguas arriba, numerando los puntos de discretizaci%n
consecutivamente en orden decreciente, comenzando en k-1 si k era
el nuUmero secuencial asignado al extremo aguas arriba del tramo

recién numerado. Se vuelve a c).

e) Se toma v tal que

1) v ya ha sido numerado.

2) grs(v)=2 (o sea v es extremo aguas arriba de un tramo ya
numerado) .

3) Si wy z son tales que (v,w) = E , (v,2) € E, entonces w
fue numerado y z no, o w no fue numerado vy z i (una de las dos
alternativas debe cumplirse, por c) y d)).

4) v tiene el nuUmero secuencial més alto entre los puntos
de discretizacién que cumplen 1), 2) y 3).

5) Sea w ya numerado y z no. Entonces se recorre el tramo
simple cuyo extremo aguas abajo es z desde aguas abajo hacia aguas
arriba, numerando los puntos de discretizacién consecutivamente en
orden decreciente, comenzando por k si k-1 era el numero
secuencial del ultimo punto de discretizacién numerado. Se pasa a
c). Anédlogamente si el ya numerado es 2, se recorre el tramo
simple cuyo extremo aguas abajo es w hacia aguas arriba de la

misma manera.

De este modo, se tiene la seguridad de que la numeracién de un
tramo afluente es siempre anterior a la del tramo al cual afluye,
v de que dado un nodo de confluencia (vtnﬁ,vk), serd izk-1 o
J=k-1. Si i=k-1, serd j<i, y en caso contrario serad i<j.
Intuitivamente, el tramo unién del tramo simple con extremo aguas
abajo v,_, con el tramo simple con extremo aguas arriba v, sera el
"tramo principal” respecto del tramo con extremo aguas abajo v,

(si i=k-1) o v, (si j=k-1), que serad su afluente.

La figura 8 ejemplifica una numeracién de los puntos de una red

fluvial arborescente segin este procedimiento.
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Si en lugar de Arbol dirigido G pensamos en la nocién de 4arbol
binario, en estructuras de informacién, tal como lo define, por
ejemplo, Knuth [1975], capitulo 2, seccidén 3, la formalizacién de
nuestra estructura fluvial es tal vez mas +trabajosa, pero el
algoritmo de numeracién de la red es inmediato: basta atravesar el
Arbol binario en postorden. En efecto, 1la definicién de A&arbol
binario es la siguiente: un arbol dbinario es un conjunto finito de
puntos gue es vacto, o consiste de una ratz y dos arboles binarios

disjuntos, llamados subdrboles tzguiterdo y derecho de la ratz.

Con esta definicidén (que es recursiva), definimos una
discretizacién de una red fluvial como wun &rbol binario cuyos
puntos son los puntos de discretizacién de la red y tal que:

i) La raiz del Arbol es el extremo abierto aguas abajo de 1la
red.

ii1) Las hojas (o sea los puntos del arbol que son raices de dos
subarboles vacios) son los extremos aguas arriba de la red.

iii) Los nodos de confluencia {v1 , V.o, Va} , donde v es el

2 3
extremo aguas arriba, son exactamente aquéllos en los que v es
raiz de dos subaArboles no vacios, las raices de los cuales son Vv
vV, respectivamente.

iv) Los tramos simples son los conjuntos {v‘, Vs ooV } tales
que cada i < n es raiz de un solo subarbol no vacio; para cada i
los puntos {V“‘ y Viep 2oV } pertenecen a dicho subarbol cuya

ralz es Vit V. €8 ralz de dos subiArboles no vacios (pertenece

1
como extremo aguas arriba a un nodo de confluencia) o de ninguno
(es extremo abierto).

v) Si v es la ralz del arbol total (o sea es el extremo abierto

aguas abajo) tiene un solo subiarbol no vaclo.

Se puede ver facilmente que los extremos, nodos de afluencia vy
tramos simples asi definidos coinciden con los definidos
anteriormente. Y entonces el proceso de numeracié®n que gueremos es
el de recorrido en postorden, o sea dado el numero de rotulacién
que inicialmente es cero el procedimiento “"rotular" consiste en:

1) Rotular subarbol a izquierda.
2) Rotular el subarbol a derecha.

3) Incrementar en uno el numero de rotulacién y rotular la

ralz.
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Con este algoritmo recursivo se ve la potencia de nuestra
definici®n de &4rbol binario, aunque sea menos intuitivo asociar

este concepto a nuestra red fluvial arborescente.

Ahora estamos en condiciones de triangular la matriz del esquema
de cuatro puntos. Veremos que es posible una triangulacién en 1la

cual sobre cada fila hay a lo sumo dos elementos no nulos.

En primer lugar, recordemos el proceso de triangulacién de una

matriz tridiagonal. Si la matriz de orden n tiene forma

a. x. + bx. + c.x. = d. i=4,. . .n
v ov-1 L . A T L+l L

con a‘=0, c =0, la triangulacién consiste en pasar el sistema de

n
ecuaciones a la forma

ax. + =
X BXiy =7

con ﬁn=0 y con o (ﬂ v 7, dadas por

a‘:b 3 =c ¥ =d

1 1 i 1 1

az=-b - (a.L/a._ VIED ﬁ‘.:c.L r.tzd.t—(a.t/a.t_i)y. i>1

-1

para poder después resolver el sistema ("barrido descendente") en

la forma
xn:yn/an

=(» - a i
x = (¥ ~Bx )/ ven

Esto es, por supuesto, la factorizacién LU con pivote diagonal

aplicada a matrices tridiagonales.

En nuestro esquema de cuatro puntos para tramos simples hay dos
tipos distintos de incdgnitas (AQt v AZ,L ) que conviene
distinguir, y por eso usaremos una notacién diferenciada, quedando

las ecuaciones (con identificacién obvia)
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AsAﬂAZt + AgztAQ' = A (42.1)

R i+d 1,3,1

A, . 8Q +A AL =A (43.1)

2,40 t+d 2,2, 1 2,3,1

El armado de la matriz +triangular correspondiente al barrido

descendente es entonces el siguiente, recorriendo la numeracién de
la red en sentido ascendente:
i) Punto extremo V. aguas arriba:

i.?) Condici®én de contorno @ conocida.

Serad entonces

A = C_. A = C_. A =C -C AQ.

1,1, 2,L 1,2 3L 1,31 4,L 1,1 1
AZ,I.,L = DZ,\.- Ai,z,i.(Dl,i./Al,i,i.)

(44.1)
Azz; = Da;
Azax = D4¢ - A:aJ(DLt/ALLi)
i.it) Condicién de contorno Z conocida:
En este caso queda
A:l,s. I.: Ci,\. A!,Z,\. = Ca,L A131. = C . B Cz,i.AZi.
(45.1)

ii) Punto v, intermedio (no es inicial ni final de +tramo

simple)
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Sera

Ai,i,i.zcz,i,— (Ci,i./AZ,i,i.—1 )AZ.Z,i.—1
A1,2,i.:ca,1.
AL3¢:04¢_ (C1¢/A24¢-1)Aza;—1
(46.1)
AL1J:D2A - (D1¢/A14;)AigA
Az,z,i.zDa,\.
A13¢=D4A— (D1¢/A14¢)A13¢

iii) Punto extremo V. aguas abajo. En este caso, por la forma
de barrer los puntos, hay tres posibilidades:
a) El1 extremo A forma parte de un nodo de afluencia {vtnﬁ,vk}
con k > i+l.
b) E1 extremo \A forma parte de un nodo de afluencia {VL”G’Vk}
con k = i+l.
c) El extremo v, es el punto extremo abierto aguas abajo. 0 sea

i=n.

TEOREMA: Estas son las Unicas posibilidades de un extremo asguas
abajo.

DEMOSTRACION: La udnica alternativa adicional es que v,
pertenezca a un nodo de afluencia {vtnﬁ,vk}, con k<i. Pero la
recorrida del 4rbol desde el primer nodo es simplemente una
recorrida en sentido inverso al elegido para 1la numeracién
original, y k<i indicarfia que un tramo afluente fuera recorrido
antes gque un tramo la cual afluye, lo cual contradice el m¢todo

usado. =

Analicemos los casos a) y b) anteriores conjuntamente con el
caso d) siguiente:

d) Punto extremo aguas arriba V. que forma parte del nodo de
afluencia {vhi,vy\q}, con Jj<i. (¢éste es el Unico caso que

faltaba analizar).
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A AQ. +A AZ. =A (43.i-2)

2,1,.-2 L-1 2,2,1-2 L-1 2,3,i-2

A AQ. +A AZ. =A (43.j-1)

2,4,j-1" °j 2,2,j~4" ")  2,3,j-1

Como por las condiciones de compatibilidad de Stoker se tiene

AQ. + AQ. = AQ. , AZ. = AZ. = AZ valdra
-1 J L -1 ) L
A2,1,t—2AQL—1+Az,z,L-zAZi.:Az,a,t-z
A2,1,j—1AQ_i +A2,z,j—1AZi.:Az,3.j—1
. AQ.  +A . AZ =A_ . (43.1i-1)
2,4,i-4 L 2,2,i-1 L 2,31-1
con
2,1,L—1:

/A /A

. =A_ . . _+A . .
2,2,i-1 2,2,i-2" ""2,4,i-2 "72,2,j-1" "72,1,j-1

/A

.= . + . .
2,3,.-1 AZ,3,L—2/AZ,1,L—2 A2,3,_|—1 2,4,)-1

De la ecuacidén (42.i-1) se infiere cémo continuwar hacia aguas
abajo recorriendo el tramo que comienza en 1i: se realizan las
operaciones indicadas en (46) para obtener las ecunaciones (42.1i) y

(43.1), vy se sigue.

Queda por analizar el caso c¢) para el barrido descendente. En

este caso se tiene
c.l) Extremo abierto v aguas abajo con caudal Q conocido.

Sera
AZ =A -A AQ

1,4,n-1 n-1 1,3,n-1 £,2,n-1 °n

(47 .n-1)
A AZ  =A -A AQ

2,2,n—-1 n 2,3,n-1 2,1,n-1 n

de donde se obtienen AZn__1 y AZn

82



c.2) Extremo abierto v aguas abajo con nivel Z conocido.

Sera
+ Al =
1,1,n—1Azn-1 A1,2,n—1 Qn Ai,a,n—t

(48.n-1)
AQ =A -A AZ

2,4,n-1 °n “z,an-1 T2,2,n~1" n

de donde se calcula AQn v luego AZnﬁ.

Barrido ascendente: de cl o c2 se obtiene Ade. A partir de
alli se sigue iterativamente

4Q.= (A -A, . AZ)/A

2,3,i-1 2,20 2,4,1-1

AZ _=(A -A 4Q,) /A

1,3,1—-1 1,2,1~-1 1,4,1~4

hasta llegar al extremo v, aguas arriba del tramo simple en
cuestién. En ese caso hay dos posibilidades: que se haya llegado a
un extremo abierto o a un extremo cerrado gque pertenece a un nodo
de afluencia {Vp1’vy‘ﬂ}' En el primer caso falta completar con

la ecunacidn

x= (A ! _A:l,z,i.AQi.-u ) /Ai

1,3,4 AL

donde x:AZ.L o szQi, segun la condicidén de contorno aguas arriba

sea @ o Z conocido, respectivamente.

En el segundo caso, la ecuacién (43.i-1) permite calcular AQV
Como AthAZbizAZj, usando (43.i-2) se puede ascender por ese
tramo tambié¢n. Una vez recorrido "aguas arriba” (o sea, en el
sentido del Arbol), todos 1los tramos que sean necesarios, se
llegara a vy ¥ se repite el procedimiento. Es decir, dada una red
fluvial arborescente, discretizada en la forma indicada, con n
puntos de discretizacién, si se excluye la posibilidad de divisién
por cero, se puede resolver el sistema linealizado de 1las
ecuaciones de Saint-Venant con un método implicito de “caja de
cuatro puntos” usando esencialmente la misma memoria de
computadora y numero de operaciones que para un tramo simple que

conste de n puntos.
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Exhibiremos ahora un ejemplo sencillo para aclarar el
procedimiento utilizado. Sea un tramo (xi,xz,xa) que desemboca en
un cauce discretizado como (x4,x5,x6,x?,xs,x9) entre los puntos X
Yy x,, o sea los +tres +tramos son: (xi,xz,xa), (x4,x5,x6) y
(x?,xs,xg), siendo (x1,x2,x3) el +tramo afluente, (x4,x5,x6) el
tramo simple del cauce principal aguas arriba de la desembocadura
del afluente vy (x?,xe,xp) el tramo del cauce principal aguas abajo
de la desembocadura del afluente (ver figura 9).

Entonces el sistema 1lineal en cada paso de tiempo quedara
(suponiendo las siguientes condiciones de contorno: caudal
conocido en los dos extremos aguas arriba - X, v X -y nivel

4
conocido en el extremo aguas abajo xg):

AzxAZ1+A31AQ2+A41AZz =Ag,mA AR,
BZ1AZ1+B31AQ2+B4’A22 =B51_B11AQ1
AtzAQ2+A22Azz+A32AQ3+A42A23 :Asz
B,,8Q,+B,,A2,+B,,4Q,+B 47, =B,,

que s8e tridiagonaliza, como ya hemos visto, como

CZiAzl+CS1AQ2 :C41—C11AQ1
D11A21+D2‘AQ2+D31AZ2 =D,
C‘ZAQ2+C22AZZ+D32AQ3 :C42
D!.ZAZZ+D22AQ3+D32AZS = D42

y andlogamente, el bloque compuesto por el tramo (x4,x5,x6) se
tridiagonaliza

Cz4AZ4+Ca4AQ5 =C44—014AQ4
D AZ +D_ AQ_+D_ AZ =D
14 "4 24 5 T34 s 44
CisAQ5+C’25A25+CasAQd =C45
D15A25+D25AQ6+D35A26 =D,

v el bloque compuesto por el tramo (x7,x8,x9) se tridiagonaliza

Ci?AQ7+CZ7AZ7+C3?AQB :C47
D17AZ?+D2?AQ8+D3?AZB =D47
C!.BAQB+CZBAZB+038AQ9 :C4B

DIBAZB+DZBAQ9 :D48_D38AZB
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Tomemos el primer bloque. Restando recurrentemente cada fila,

multiplicada convenientemente, de la siguiente,

para Que se anule
el unico término de 1la derecha de la

diagonal principal, se
obtiene, con la notacién de (42) y (43)
Al BL A, 8Q, =B4ay
AZiiAQ2+A221AZZ :A231
A1‘2A22+A‘22AQ3 :A1az
AzszQ3+AzzzAZa :Azaz

y anédlogamente para el bloque de (x4,x5,x6) se obtiene

A“4AZ4+A AQ

124 5 :A134

A AQ +A AZ =A
214 5 224 S 234
A115A25+A125AQ6 :Axas
AzstQd+AzzsAza :Azas

Pero dado que AQ3+AQ6=AQ? y AZS:AZG=AZ7 , por las condiciones de
compatibilidad de Stoker, se tendré

( AQ3+AQ6) + ( AZZZAza/A212 + AZZSAza/AZi.S ) = ( A232/A212+A235/A215 )

es decir

AQ‘?-i.AZZGAZ'?:Azaﬁ con

ALs"h,,, /A, A, /A

222 212 225 215
= +
AZSG AZSZ/AZIZ AZSS/A215

y el tercer bloque se escribe

AQ?-'.AZZGA‘Z? :Azad
C‘7AQ7+CZ7AZ?+C37AQB :C4?
D17AZ?+DZ7AQB+D3?AZB =D,
CiBAQB+CZBAZB+C3BAQ9 :C4B
DiBAZB+D28AQ9 :D4B-D38A29

de donde se puede seguir triangulando a partir de AQ?,

que esta
sobre la diagonal principal,

lo que permite ir anulando el termino

a la derecha de la diagonal principal que hay en cada una de la
filas subsiguientes.

S
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La matriz final obtenida no es exactamente Dbidiagonal (en el
sentido de tener solo valores sobre la diagonal principal y la

diagonal inmediata superior) pero su estructura es muy simple:

vy no tiene mé&s de dos elementos no nulos en cada fila.

Para n puntos de discretizacién, con m tramos simples, t nodos
de afluencia y s extremos aguas arriba (siempre hay un solo
extremo aguas abajo, la rafiz del 4&rbol) el numero total de
incégnitas es 2n-(s+1) que es, por supuesto, el orden de 1la
matriz. Sin embargo, desde el punto de vista de la programacién
del modelo, es mas sencillo (y no influye sustancialmente en 1la
memoria) tomar como incognitas directamente 2n. Con el mismo
criterio. la memoria necesaria para resolver Axzb en cada paso de
tiempo es la correspondiente a los A , s=1,2; 1=1,...3; i

3,11
todos los puntos de discretizacién Ademds se necesitan los diez

coeficientes AL. BL 1=1,...,5 sin distincién de punto de
discretizacisn pues se usan para calcular los Cl,.L vy Dl’.L nada
mas, y esos CLU IHJ se pueden almacenar en los propios Al, BN
que no se vuelven a usar en su forma original. Se requieren

entonces 6n+l10 palabras de computadora, o sea aproximadamente 6n.

En cuanto al numero de operaciones, serid a lo sumo (sin contar
las necesarias para calcular los coeficientes de cada fila de 1la

matriz):

1) 1 divisién y 7 sumas y multiplicaciones para cada punto de
discretizaci®n v para tridiagonalizar la matriz si v. no es
extremo aguas abajo de ningun tramo simple, o sea 8(n-m), donde m

es el nUmero de tramos simples.
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2) A lo sumo 4 sumas y multiplicaciones y 2 divisiones para
cada uno de esos puntos para triangular la matriz, o =sea
6(n-m) = 6n-6m.

3) 4 divisiones mas dos sumas para cada nodo de afluencia par=z
completar la triangularizacién, o sea 4t (despreciamos las sumas).
Si consideramos que la divisién demanda mucho més tiempo que 1=
multiplicacién, podemos ,decir en lugar de la cifra anterior, dcs

divisiones, mas cuatro multiplicaciones, mé&s dos sumas.

4) 1 divisién y una suma y multiplicacién por variable en el
b4

barrido ascendente, o sea a lo sumo 2n-s-1 sumas
multiplicaciones vy 2n-s-1 divisiones, es decir, dn-2s-2
operaciones.

Esto hace un total del orden de 18n + 4t operaciones, o,
separando divisiones, 5n + 2t divisiones y 13n + 4t sumas v

divisiones.

Tanto las estimaciones para la memoria como las estimaciones
para las operaciones son similares a las obtenidas en la seccién 7

para tramos simples de la misma cantidad de puntos de

discretizacidén.
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11. COMPARACION DE RESULTADOS ANALITICOS CON NUMERICOS

Interesa ensayar el esquema de Preissmann para una cuenca
fluvial con estructura arborescente lo suficientemente simple como
para tener para ella soluciones tedricas explicitas, y poder
entonces comparar los resultados tedéricos con los resultados
obtenidos mediante el método numérico. Demostraremos entonces en
primer lugar un teorema que asegura que, en régimen subcritico, el
sistema de red fluvial arborescente con coeficientes constantes
tiene solucidén dando una condicién de contorno para cada extremo
abierto. Este resultado nos garantiza en cierto sentido el uso de
las condiciones de contorno para redes fluviales con ecuaciones

casilineales, por generalizaci®n.

TEOREMA: Sea una red fluvial arborescente. Entonces el problema

ow ow
3t + A - 0 (49)
siendo w = (u.h)t.
U g
A =
H U

matriz de 2 x 2 con coeficientes constantes v con autovalores
reales K1= U-v gH < 0 < Kz = U+¥ gH generada ‘“congelando” los
coeficientes de la matriz de las ecuaciones (3) de aguas poco

profundas; con condiciones iniciales

wo(x) = w(x,0) (50)

con condiciones de contorno

b;.w = b, ulx,,t) + b, hix,t) = £ (t) (51)

en cada uno de los extremos abiertos X, de la red; y con

condiciones de compatibilidad

u(xi,t) + u(xj,t) = u(xk,t)
h(xi,t) = h(xj;t) h(xk,t)

(52)
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en cada uno de los nodos de confluencia (xtgﬁ.xk) tiene solucién
Unica dos veces derivable en ambas variables en cada tramo simple

gque constituye la red fluvial, siempre que w_ y fL (para todo L)

o

sean dos veces derivables, y blL y b2L sean variables binarias

0/1 tales gque su suma de 1. La soluci®én existe para todo t > 0.

DEMOSTRACION:

Sea Azsdﬁs, con A matriz diagonal de los autovalores vy S=(st9
matriz de transformacidén de A en A. Sea y=(v,z) tal que w=Sy. Ei
problema (49), (50), (51), (52) equivale entonces al problema de

encontrar la solucidén de

av ov _
3t tMax - 0
(53)
oz oz
at + >"2 dx 0

con condiciones iniciales

Yo (x) = ¥(x,0) = STw_(x) (54)

condiciones de contorno

bL-SY(xL,t)=CL.Y(xL,t)=c1 V(XL’t)+CLLZ(XL’t):fL(t) (55)

L
v condiciones de compatibilidad

snv(xi’,t)+s1zz(x.L,t)+suv(xj,t)+s1 z(xj.t)—siiv(xk,t)—s1zz(xk,t)

2
=0
sziv(xlt)+szzz(xi,t)-sziv(xj,t)—szzz(xj,t) =0
szxv(xt,t)+szzz(xt,t) —821v(xk,t)—szzz(xk,t)
=0 (56)
Para cada tramo simple m de extremos (xm v X ) con X <X
sea Tm>0 tal que xm1 - KITm < xmz y tal queixm1 <2xm2 - KZT; , e:

decir, las caracteristicas que llegan a los extremos se originan

en el mismo tramo en el instante inicial. Sea 0 < T = min Tm , Y
m
sea 0 < t < T.
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Tomemos un punto extremo aguas arriba X, . Se tiene

cLLv(xL,t) + chz(xL,t) = fL(t)

Supongamos que SIS 0. Definimos v(xL,t) = vo(xL—ktt), que
estid en el mismo tramo simple pues t < T, y por 1lo tanto
z(xL.t)z(fL(t)—cLLv(xL,t))/CLL. Sea ahora el extremo abierto
aguas abajo Xg- Se tiene

cLBv(xB,t) + C;nz(xa’t) = £ (%)

y definiendo
z(xn,t) = zo(xB - Kzt)

obtenemos también el valor de v(xn,t) , Siempre que C,p * 0.

Dejaremos para el final la demostracidn de que c,, * 0 si X, es

un extremo abierto aguas arriba y C, = 0 s1 X, es el extremo

abierto aguas abajo.

Sea ahora un nodo de afluencia {xinS,xk}, donde X, ¥V X son
extremos aguas abajo de tramos simples mi,r%, afluyentes al tramo
m, 2 cuyo extremo aguas arriba es X, . Definimos z(xt,t) =
zo(xt-Kzt), z(xj,t) = zo(xj—xzt), v(xk,t) = vo(xk—Kit), y, como t
< T, xt—xzt, xj—xzt, y xk—K1t pertenecen, respectivamente, a
los +tramos simples m., my y m. Pasando los términos que
contienen como factores a z2(x.,t) , z(xj;t) y v(xk,t) al lado
derecho de las igualdades (56), 8e tienen definidas v(x ,t) )

v(xj;t) v z(xk,t) siempre que la matriz

S -
11 Sqa S¢2
D = -
521 521 0
521 0 "S22
no sea singular. Supondremos también por ahora que D no es
singular.
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Sea ahora X interior a un tramo simple. Entonces puede pasar 1lo

siguiente:

al) x-xit pertenece al tramo simple m. En ese caso, se define

v(x,t)zvo(x—Klt).

a2) Existe t1 tal que 0 < t1 <t vy tal que X ox = %](ti—t),
siendo Xy el punto extremo aguas abajo del tramo simple m. En ese
caso t1=t1(x,t) = (xB—x)/>\1 + t , v se define v(x,t) = V(xn’t1)’ o
sea

vix,t) = [ £ (t (x,t)) - ¢,z (x,-At (x,t)) ] / cg

sl el extremo es el extremo abierto aguas abajo y

vix,t) = rli(-sizz(xa—hzti(x,t))—sizz(xj—Kztl(x.t))+

s, V(x -2t (x,t))) +

riz(—szzz(xn—kzti(x.t))+szzz(xj—k2t1(x,t)))

tr(-s_ z(x =2t (x,t))+s, vix -2t (x,t)))

donde X, pertenece, como extremo aguas abajo, al nodo de afluencia

{xa,xj,xk} y los r,, son los elementos de la primera fila de la

L

matriz inversa de D. (Si el nodo de confluencia es {xt’xn’xu1} la

demostracién es la misma pero con los elementos r,, s Y, ¥V r, de
la fila 2 de D! vy el correspondiente término de la derecha de la
igualdad).

bl) x-Kzt pertenece al tramo simple m. En ese caso, se define

z(x,t)zzo(x—xzt).

b2) Existe t, tal que 0 < t, <ty tal que X -x = Kz(tz-t),
siendo X, ¢l punto extremo aguas arriba del tramo simple m. En ese
caso también tzztz(x,t)Z(xL-x)/K2+t vy se define 2z(x,t) en forma

anadloga a la usada en a).

Es inmediato que v y z asi definidas cumplen las ecuaciones
diferenciales (53) -pues t1 y tz son funciones C de x y de t en
un entorno conveniente-, las condiciones iniciales (54), las

condiciones de contorno (55) y las condiciones de compatibilidad
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(56), o sea el problema estd resuelto en el intervalo 0=t=T. Pero

tomando ahora como condiciones iniciales yo(x)=y(x,T), se puede
extender 1la soluciétn al intervalo temporal T=<t=2T, y asi
sucesivamente.

S¢lo nos queda por demostrar que efectivamente SIS 0 si X, es

extremo abierto aguas arriba, < n Z 0 si x, es el extremo abierto

aguas abajo, y la matriz D tiene inversa.

La matriz S es

H H
S =
Nl

bL.bL = (biLH-bZLVgH ,biLH+b2LVgH ) ¥y ninguna de sus dos
componentes es 0, pues las bu‘son variables binarias una de las

cuales vale 1 v la otra O.

Finalmente, la matriz D sera

H H -H
D = |-¥ gH ¥ gH 0
-v¥ gH 0 -Y gH
cuyo determinante es —BgHz # 0. Con esto queda demostrado el
teorema. =
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Obsérvese que la demostracién es en realidad mas general: basta
que A, S y b sean tales que:
i) A tenga autovalores reales K1 < 0 < Kz:

ii) b 8 + b._s. =0 si x, es extremo abierto aguas abajo;

1B 11 2B 21

iii + =z 0 i abierto aguas arriba;
iii) huLs12 bZLs22 0 si x es extremo g ;
iv)

s:l.i 611 —812

= -
0 det S, S,, 0
So1 0 Y
L .

Esto nos servira para el ejemplo que se dara a continuacién, en

el que, por razones de simplicidad, usaremos A dada por

0 1

S estard dada entonces por

1 1
S =
-1 1
y se comprueba inmediatamente que se cumplen las condiciones i) a

iv) arriba enunciadas.

Se wutiliza entonces, para una cuenca fluvial, el sistema
simplificado cuya matriz A es la dada por (57). El motivo de usar
este sistema sencillo es que para €1, cuando €z1/2 y AtzAx, la
solucisén analitica coincide con la solucién numérica dada por el
esguema de Preissmann, lo cual permite validar los resultados.
Esto es 1inmediato si se observa que cuando el dominio de
dependencia de un punto (x,t) estad contenido en el tramo simple al

cual pertenece x vale, para (h,u)t = Sw = S(wl,wzf
hix,t)= w (x,%) + w (x,t)

u(x,t)= -w (x,t) + w,(x,t)



con wl(x.t)zwl(x+t.0) vy wz(x,t):wz(x—t,O). De aqui se deduce que

que la solucidén analitica coincide con la numérica para W w,

(siempre que ©z1/2 y Ax=At), y por consiguiente para h y u.

La red a usar sera la indicada en la figura 10, siendo 1los
valores X, los indicados en el cuadro 1, con las siguientes

condiciones iniciales y de contorno:
ad Condiciones itniciales:
Tramos 1 a 4 v 13 a 19:

u(x,0)=10 + cos x

h(x,0)= 6 + sen x
Tramos 5 a 8 v 9 a 12:

u(x,0)=5 + 0,5 cos x

h(x,0)=6 + 0,5 sen x
Tramo 20 a 35:

u(x,0)= 20 + 2 cos x
h(x,0)= 8 + 2 sen x

bD Condiciones de contorno:

u(xl,t)=10
u(xs,t): 5
u(xp,t)= 5

h(xas,t)=6+2(cost+sent)
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Cuadro 1

Coordenadas espaciales de los puntos de discretizacidn

Nodo Coordenada espacial
1 3n/2
2 5Mn/3
3 11n/8
4 2n

5 n/2

6 2M/3
7 5n/6
8 n

9 n/2
10 2Mn/3
11 51/6
12 n

13 n

14 m/6
15 4n/3
16 3Mn/2
17 5n/3
18 111/6
19 2n

20 20n

21 13M/6
22 7M/3
23 51/2
24 8r/3
25 17n/6
26 3n

27 191/6
28 1011/3
29 mn/2
30 1111/3
31 23M/86
32 40

33 2511/6
34 13n/3
35 9n/2
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La solucién exacta del sistema diferencial (57) con estas

condiciones iniciales y de contorno es:

En los tramos 1 a 4 y 13 a 19:

u(x,t)=10 + (cos t - sen t) cos

»

h(x,t)= 6 + (cos t + sen t) sen x

En los tramos 5 a 8 y 9 a 12:

u(x,t)= 5+ 0,5 (cos t - sen t) cos x

h(x,t)= 6 + 0,5 (cos t + sen t) sen x

En el tramo 20 a 35:

u(x,t)=20 + 2 (cos t

h(x,t)= 6 + 2 (cos t + sen t) sen x

sen t) cos x

La soluci®én numérica segin el esquema de Preissmann para €=1/2 vy
At=Ax deberia coincidir con 1la solucién analitica, como vya
comentamos,y esto es exactamente lo que sucede. En el cuadro 2 se
muestra la solucién segin el modelo arborescente, que coincide con

la analitica, como se comprueba inmediatamente:

Cuadro 2
Altura (h) y velocidad (v) en distintos  puntos de
T A g del lelo 1] ] simplificad
con ©=1/2 y At=Ax=N/6

Nodo 6 Nodo 15 Nodo 27 Nodo 34
t h v h v h v h v
0 6,433 4,750 5,134 9,500 5,000 18,268 7,732 21,000
n/2 6,433 5,250 5,134 10,500 5,000 21,732 7,732 19,000
n 5,567 5,250 6,866 10,500 7,000 21,732 4,268 19,000

/2 5,567 4,750 6,866 9,500 7,000 18,268 4,268 21,000
21 6,433 4,750 5,134 9,500 5,000 18,268 7,732 21,000

Nota: Se indican las soluciones cada 3 intervalos de tiempo.
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Los coeficientes Au.Aa.Aﬁ.A“an}Bﬁ,Ba,Bm.B“JB seran,

para el esquema simplificado

1 A2t=—2re Az-nzl A4.L=2re

Aii.: AJ
B, =-2re B, =1 B, =2re B_= B = 2r(u-u_)
como se ve rapidamente.

La verificacién de que el esquema es estable solamente si ©21/2
es inmediata: corriendo el mismo modelo con los mismos intervalos
espacial y temporal, pero con ©=1/4, el mismo se 1inestabiliza
rapidamente: al intentar pasar del tiempo 1 al tiempo M+I[1/6 ya se
obtiene una altura negativa y se interrumpe el proceso. En el
cuadro 3 se observan los resultados obtenidos para los tiempos [1/2

v Il en los mismos puntos que en el cuadro 2:

Cuadro 3

Verificacion de la inestabilidad del sistema para e<1/2

Nodo 6 Nodo 15 Nodo 27 Nodo 34

t h v h v h v h v

n/2 6,541 5,297 4,919 10,594 4,732 22,078 7,726 19.248
n 5,389 5,389 7,217 10,784 12,927 17,180 3,636 18,363

En el paso de tiempo siguiente se hace negativa la altura en el

punto 23 y el programa se interrumpe.

Interesa, para analizar la atenuacién y dispersién de 1la onda
sinusoidal generada, observar el comportamiento de la simulacién
con distintos valores de ©21/2 para At#Ax. Se analizaran ahora
resultados para distintos valores de © y de r=At/Ax. Dado que el
problema que analizamos es el de una red arborescente, para mayor
claridad en los graficos observaremos la onda tedrica y la onda
numérica en el instante t=2l, en que se cumple un periodo de
célculo, para distintos caszos, pero en el “tramo principal” del

modelo, o sea, en este caso, en el tramo entre los puntos de
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discretizacién 20 y 35. No se efectuard ningin andlisis teérico de
los problemas de atenuacién y dispersidn, pues han sido
estudiados, en particular por Cunge; interesa solamente constatar

que esos fen®menos se repiten en el caso de una red arborescente.

a) Distintos valores de r para e=1-/2.

El cuadro 4 compara alturas tedricas (o, lo que es lo mismo, con
r=1) en el instante t=2IT1 en el tramo simple entre los puntos 20 vy
35 con alturas calculadas con r=0,5y 1,5 (o sea, respectivamente,
con Atz=NN/12 y N/4). La figura 11 grafica esos resultados.

Cuadro 4
Comparacion de alturas tedricos del modelo simplificado con
alturas con r=1/2 v 3/2 para ©z1/2 en el instante t=20
para los puntos de discretizacién 20 a 35

Punto 20 21 22 23 24 25 26 27 28
r=1/2 5,998 7,129 7,876 8,181 7,829 7,102 6,020 5,017 4,216
Teérica 6,000 7,000 7,732 8,000 7,732 7,000 6,000 5,000 4,268
r=3/2 5,999 6,815 7,409 7,618 7,379 6,747 5,887 5,037 4,438
Punto 29 30 31 32 33 34 35

r=1/2 3,950 4,156 4,890 5,833 6,887 7,596 8,000

Teérica 4,000 4,268 5,000 6,000 7,000 7,732 8,000

r=3/2 4,239 4,484 5,297 6,280 7,149 7,848 8,000

Se observa que la onda se atenua algo para r=3/2 y se empunta

para r=1/2.

b) Distintos valores de & con r=f.

El cuadro 5 compara alturas teéricas (©=1/2) con alturas
calculadas para ©=2/3 y 1 en los mismos puntos de discretizaci®n

que antes, con r=1. La figura 12 grafica esos resultados.
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Cuadro 5

Comparacién de alturas tedricas del meodelo simplificado con
alturas con ©z2/3 v 1 con r=1 en el instante t=20
para los puntos de discretizacién 20 a 35
Punto 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Tesricas 6,000 7,000 7,732 8,000 7,732 7,000 6,000 5,000 4,268
©=2/3 6,005 6,577 7,007 7,186 7,068 6,670 6,070 5,396 4,800
o=1 6,040 6,182 6,285 6,314 6,247 6,076 5,814 5,492 5,163
Punto 29 30 31 32 33 34 35
Teéricas 4,000 4,268 5,000 6,000 7,000 7,732 8,000
©=2/3 4,434 4,414 4,783 5,494 6,409 7,322 8,000
e=1 4,900 4,788 4,915 5,338 6,061 7,007 8,000
Se puede observar en la figura 12 que se produce el

fendmeno que para tramos simples: onda se atenua, y

atenuacién es mayor con © mayor.

Andlogamente,
r=1y e=2/3 y 1,

en el cuadro 6 y en la figura 13:
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Cuadro 6
Comparacién entre alturas tedricas y calculadas para e=2/3
¥ ©=1 (r=1) para tiempos entre Q0 y 21 en puntas de

discretizacion 20 vy 27
Punto 20 Punto 27

Tiempo Teérica ©z2/3 e=1 Tesrica e=2/3 o=1

0 6 6 6 5,000 5,000 5,000
/6 6 6 6 4,634 4,695 4,807
n/3 6 6 6 4,634 4,748 4,924
n/2 6 6 6 5,000 5,115 5,257
2n/3 6 6 6 5,634 5,677 5,691
511/6 6 6 6 6,366 6,274 6,116
n 6 6 6 7,000 6,756 6,450
mse 6 6 6,002 7,366 7,019 6,641
41/3 6 6 6,004 7,366 7,027 6,666
an/2 6 6 6,009 7,000 6,802 6,524
51/3 6 6 6,017 6,366 6,396 6.243
11n/6 6 6,002 6,028 5,634 5,893 5,874
21 6 6,005 6,040 5,000 5,396 5,492

Se incluy® en el cuadro el punto 20, que pertenece a un nodo de
afluencia, que tiene un ajuste excelente (dado que es un punto de
valor constante, 1la atenuacién allf colabora en mejorar el
ajuste). La atenuaci®n de la onda crece con ©, como en el caso

unidimensional estudiado por Cunge [1966], y como ya vimos.

No se insistiri4 mas sobre el metodo de Preissmann aplicado a
redes arborescentes con el esquema lineal simplificado, dado que
s4lo interesaba comprobar en algunos casos Qque se mantienen las
caracteristicas que Cunge analizé para tramos simples.
Analizaremos ahora experimentos num?ricos con el esquema propuesto

y con el sistema casilineal no homog€neo (1), (2), (10) y (12).
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12. EXPERIMENTOS NUMERICOS CON REDES FLUVIALES ARBORESCENTES

Se describirdn a continuaci®n una serie de experimentos
numéricos desarrollados en una red fluvial compuesta por un rio vy
un afluente, de caracteristicas que se indican mé&s abajo. La red
fluvial se muestra en la figura 14, y sus caracteristicas se
detallan en el cuadro 7: las secciones transversales discretizadas
son trapeciales, y se dan el ancho de fondo, en metros, y el ancho
a otro nivel (10 metros por encima del nivel del fondo, en este
caso). Si bien en este caso parece mas intuitivo dar el “talud
medio” (promedio de taludes a izquierda y derecha), el programa
computacional esta preparado para interpolar linealmente anchos,
para secciones transversales irregulares, y por consiguiente se
dan pares de puntos de tablas nivel/ancho. Para esos mismos
niveles se dan los valores correspondientes de coeficientes de

. . . .. ]
conduccién, con lo cual se interpolan dichos coeficientes .
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Cuadro 7.

Red fluvial arborescente de prueba del modelo
hidrodinamico unidimensional casilineal

Punto de Coordenada Tabla de Anchos Areas Coef. de
discr. espacial x niveles corresp. corresp. cond. cprresp.
(en Km) (en m) (en m) (en m) (en m /s)

1 0 99 20 0 0
109 50 350 20000

2 10 97 20 0 0
107 50 350 20000

3 20 95 20 0 0
105 50 350 20000

4 30 93 20 0 0
103 50 350 20000

5 0 98 100 0 0
108 120 1100 40000

6 10 97 100 0 0
107 120 1100 40000

7 20 96 100 0 0
106 120 1100 40000

8 30 95 100 0 0
105 120 1100 40000

9 40 94 100 0 0
104 120 1100 40000

10 50 93 100 0 0
103 120 1100 40000

11 50 93 120 0 0
103 140 1300 60000

12 60 92 120 0 0
102 140 1300 60000

13 70 91 120 0 0
101 140 1300 60000

14 80 90 120 0 0
160 140 1300 60000

Nota: Las tablas de 4reas se indican para clarificar las

dimensiones del modelo; naturalmente son calculadas por el

programa computacional.
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El modelo, en resumen, consta de un afluente pequefio pero con el
doble de pendiente de fondo que el cauce principal (2/10000) y un
tramo principal de pendiente 1/10000 que aumenta su seccidn
transversal después de la desembocadura del afluente (entre los

puntos 10 v 11).

Uno de los problemas técnicos més dificiles en modelos fluviales
reales es enconirar condiciones iniciales razonables. Lo ideal es
comenzar con condiciones iniciales de fluido estacionario, en cuyo
caso las ecuaciones de Saint-Venant (1) quedan (igualando a 0 las
A v 9Q )
at at

derivadas

Q=constante

(85-Q°B/8%) 52— - Q7s /5% + @]Q|s®/D° = 0 (58)

ecuacidén diferencial ordinaria llamada ecuacién de la curva de
remanso. En lugar de implementar un médulo computacional con una
solucién numgrica de dicha ecuacién (que para el modelo
arborescente debe resolverse teniendo en cuenta dicha
arborescencia, o sea por ejemplo a partir de la condicién inicial
conocida Z(xL) retrocediendo hacia aguas arriba) se puede usar el
programa general forzando una estabilizacidn manteniendo
constantes las condicicones de contorno durante un tiempo
suficientemente prolongado. Si bien evitar el uso de un
procedimiento para resolver numéricamente una ecuacién diferencial
ordinaria no es una ventaja importante, si lo es el hecho de que
de este modo se llega a un estado estacionario “"lo mas parecido
posible” al de las condiciones iniciales originales. Esto es
exactamente lo que se hizo en esta oportunidad, con las siguientes
condiciones iniciales que no representan una situacidn

estacionaria:
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Cuadro 8
c Jici inicial 1] a i1 & ! .

Punto Q (ma/s) Z (m) V (m)
1 310 112,50 0,57
2 310 110,00 0,60
3 310 107,50 0,64
4 310 105,00 0,68
5 540 110,90 0,37
6 540 109,90 0,37
7 540 108,70 0,38
8 540 107,50 0,38
9 540 106,20 0,39
10 540 105,00 0,40
11 850 105,00 0,54
12 850 103,50 0,56
13 850 101,90 0,60
14 850 100,00 0,65

(V indica la velocidad).

Tomando como condicién de contorno caudal en 1los dos extremos
aguas arriba igual a 310 y 540 ma/s, respectivamente, y nivel en
el extremo aguas abajo igual a 100 m, constantes durante varios
dias, con intervalos temporales At=1 difa, se 1llega a las
siguientes condiciones estacionarias (el numero de dias necesario
depende del © usado: a mayor ©, mas rapida la estabilizacién; por
consiguiente, para este tipo de experimento conviene tomar =1,
que produce la maxima atenuacién, lo que favorece la
estabilizacidn):

104



Cuadro 9

Condiciones iniciales estacic L
Punto Q (m°/s) Z (m) vV (m)
1 310 112,53 0,57
2 310 110,55 0,57
3 310 108,58 0,57
4 310 106,61 0,56
5 540 113,19 0,31
8 540 111,98 0,31
7 540 110,73 0,32
8 540 109,43 0,33
9 540 108,06 0,34
10 540 106,61 0,35
11 850 106,61 0,47
12 850 104,84 0,50
13 850 102,76 0,55
14 850 100,00 0,65

Es interesante observar la curva de "velocidad de convergencia”
al régimen estacionario (es decir, numero de dias necesarios para
llegar, en el modelo, a valores estacionarios de las variables) en
funcién del valor del ‘“pardmetro de implicitud” e usado. Se

indican en el cuadro 10 y en la figura 15. At es 1 dia.

Cuadro 10

C ia a réeei estaci io en f ion de ©
=] Tiempo (en dias) en el que se produce estabilizacién
0,5 inestable
0,667 inestable
0,75 oscila
0,80 36
0,85 19
0,90 12
0,95 10
1 10
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Puede aqui observarse que para e=2/3 pueden producirse
inestabilidades, pese a que la teoria para sistemas lineales

indica que el esquema de Preissmann es estable para ©21/2.

Con estas nuevas condiciones iniciales obtenidas se realizaron
diferentes pruebas. En primer lugar, se realizd un experimento de
consistencia, en el cual se repiti® una corrida de computadora
cambiando las condiciones de contorno, es decir, en la segunda
corrida se reemplazaron las condiciones de contorno de la primera
(caudal aguas arriba en los dos puntos extremos y nivel aguas
abajo) por los valores calculados de la otra variable (nivel aguas
arriba en los dos puntos extremos y caudal aguas abajo). Los
resultados debian ser iguales, v lo fueron, como se ve en el
cuadro 11. Las condiciones iniciales fueron las obtenidas en 1la
corrida de estabilizacidén, y las condici®nes de contorno
consistieron en disminuir linealmente a lo largo del tiempo 1los
caudales de ingreso al afluente y aumentarlos en el cauce
principal, y elevar el nivel aguas abajo. Las correspondientes

condiciones de contorno se indican en el cuadro 12. Se usd
o=0,85.
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Cuadro 11
Estado del modelo en el dia 18 para corridas

con QQdeQJ‘ ones dﬁ. Q_QII‘J;SZE[I!Z '|n'l',g:g;g’mb]g’(]as,

At=] dia, ©=0,85

Punto Corrida 1 Corrida 2

Q (m'/s) Z (m) Q (n'/s) Z (m)
1 250 114,72 250 114,72
2 248 113,84 248 113,84
3 246 113,10 246 113,10
4 243 112, 46 243 112,46
5 1200 124,60 1199 124,60
6 1190 122,62 1189 122,62
7 1180 120,50 1180 120,50
8 1172 118,18 1171 118,18
9 1164 115,57 1164 115,57
10 1158 112, 46 1158 112,46
11 1401 112, 46 1401 112, 46
12 1395 110,08 1395 110,08
13 1330 107,20 1391 107,20
14 1387 103,00 1387 103,00
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Cuadro 12
Condiciones de contorno para las corridas 1 y 2 del Cuadro 11

Tiempo Corrida 1 Corrida 2
(dias) Q, Q5 Z14 Z1 Z5 Q14
(n’/s)  (m’/s) (m) (m) (m)  (m"/s)
0 310 540 100 112,53 113,19 850
1 112,53 113,57 853
2 112,52 114,16 874
3 112,56 114,82 896
4 112,62 115,50 926
5 112,70 116,19 956
6 112,80 116,88 988
7 112,91 117,56 1020
8 113,03 118,24 1054
9 113,16 118,91 1087
10 113,30 119,57 1120
11 113,45 120,22 1153
12 113,61 120,87 1187
13 113,78 121,51 1220
14 113,96 122,14 1253
15 114,14 122,77 1286
16 114,33 123,38 1320
17 114,52 124,00 1353
18 250 1200 103 114,72 124,60 1387

Nota: Los valores correspondientes a la corrida 1 entre los
instantes 1 y 18 se interpolaron 1linealmente respecto de los

valores extremos.
Se puede observar que la coincidencia es excelente.

Por dltimo, se llevaron a cabo varias corridas de computadora
que responden a ciertas situaciones reales para las cuales el

modelo es particularmente util, que pasamos a enumerar:
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3) E1l extremo abierto aguas arriba del afluente se "cierra”, esto
es, deja de aportar caudal, y el afluente recibe o entrega agua
segun aumente o disminuya la entrada de caudal al extremo aguas
arriba del cauce principal. Las condiciones de contorno se indican
en el cuadro 13. Se usd ©z0,75 y At=6 horas. (Se partié de las
condiciones iniciales anteriores). Aguas abajo se considera nivel

fijo debido, por ejemplo, a que existe un embalse regulador.

Cuadro 13

Tiempo Punto 1 Punto 5 Punto 14
(horas) Q (m’/s) Q (m°/s) Z (m)

0 310 540 100

24 0 850 100

48 0 1500 100

72 0 540 100

96 0 1800 100

120 0 540 100

Como se puede observar en el cuadro 14 y en la figura 16, se

produce un movimiento oscilatorio del agua, que cambia el sentido

del escurrimiento en el afluente convertido en un "desvio muerto”.
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Cuadro 14

Resultados en puntos 2, 4 v 14 para corrida 3

Tiempo Punto 2 Punto 4 Punto 14
(horas) Q Z Q Z Q y/

(m°/s)  (m) (m’/s)  (m) (n°/8)  (m)
0 310 110,55 310 106,61 850 100

260 110,00 282 106,57 846 100
12 194 108,91 231 106,46 837 100
18 117 107,58 159 106,29 822 100
24 34 106,27 72 106,05 800 100
30 1 105,84 8 105,88 784 100
36 -5 106,00 -16 105,99 790 100
42 -9 106,38 -31 106,40 822 100
48 -14 106,98 -48 107,02 876 100
54 -15 107,65 -50 107,71 938 100
60 -12 108,20 -38 108,23 991 100
66 -4 108,45 -13 108,45 1019 100
72 5 108,33 17 108,33 1016 100
78 7 108,06 23 108,05 998 100
84 3 107,88 12 107,87 980 100
90 -4 107,98 -15 107,99 987 100
96 -13 108,45 -44 108,47 1022 100
102 -16 109,09 -55 109,15 1081 100
108 -14 109,68 -45 109,71 1133 100
114 -5 109,95 -15 109,95 1165 100
120 7 109,78 25 109,77 1156 100
4) Operaci®n de un embalse mads crecida extraordinaria: en este

caso se supone una operacidén normal diaria de embalse en el punto
de discretizaci®n 5, seguido de una crecida brusca que obliga a
derivar caudal por el vertedero ubicado en el punto 1. Aguas abajo
se considera una marea sinusoidal. Se usd e=0,85 y At=3 horas. Las
condiciones iniciales se dan en el cuadro 15, y fueron obtenidas
estabilizando el régimen del rio con su afluente en una corrida

previa. Obsérvese el “"efecto embalse” en el afluente: el nivel es
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el mismo en los cuatro puntos de discretizacién, o sea no hay
pendiente de niveles (de "pelo de agua", en la terminologia de los

ingenieros hidraulicos).

Cuadro 15
Condiciones iniciales de corrida 4 con simulacién de
embalse vy vertedero

Punto Caudal (m’/s) Nivel (m)
1 0 106,61
2 0 106,61
3 0 106,61
4 0 106,61
5 850 118,26
6 850 116,52
7 850 114,62
8 850 112,48
9 850 109,96
10 850 106,61
11 850 106,61
12 850 104,84
13 850 102,76
14 850 100,00

En el cuadro 16 se dan las condiciones de contorno de la corrida
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Cuadro 16

Condiciones de contorno para corrida 4 con simulacién
de embalse v vertedero

Tiempo Punto 1 Punto 5 Punto 14
(horas) Q (m'/s) Q (m’/s) Z (m)
0 0 850 100,00
3 0 850 100,71
6 0 1500 101,00
9 0 1500 100,71
12 0 1500 100,00
15 0 1500 99,29
18 0 1500 99,00
21 0 850 99,29
24 0 850 100,00
27 0 850 100,71
30 0 1500 101,00
33 ) 1500 100,71
36 0 1500 100,00
39 0 1500 99,29
42 0 1500 99,00
45 0 850 99,29
48 0 850 100,00
51 500 850 100,71
54 500 1500 101,00
57 500 1500 100,71
60 500 1500 100,00
63 500 1500 99,29
66 500 1500 99,00
69 500 850 99,29
72 500 850 100,00
75 0 850 100,71
78 0 1500 101,00
81 0 1500 100,71
84 0 1500 100,00
87 0 1500 99,29
90 0 1500 99,00
93 0 850 99,29
96 0 850 100,00
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En el cuadro 17 se muestran los resultados de la corrida 4 en
los puntos de discretizaci®én 4 y 12 (sobre la desembocadura del

afluente y un poco mas adelante en el cauce principal).

Cuadro 17
Resultados de la corrida 4 en los puntos 4 y 12

Tiempo Punto 4 Punto 12
(horas) Z (m) Q (m'/s) Z (m) Q (m'/s)
0 106,61 0 104,84 850
3 106,64 -5 104,91 833
6 106,72 -13 104,99 852
9 106,91 -27 105,12 865
12 107,14 -34 105,23 920
15 107, 46 -47 105,43 945
18 107.79 -50 105,65 1001
21 108,10 -48 105,91 1017
24 108,32 -35 106,13 1043
27 108,47 -23 106,33 1032
30 108,60 -21 106,49 1048
33 108,75 -25 106,63 1059
36 108,94 -31 106,76 1092
39 109,17 -37 106,92 1113
42 109,41 -41 107,11 1146
45 109,61 -33 107,29 1159
48 109,72 -18 107,41 1168
51 110, 46 310 107,90 1269
54 110,77 184 108,24 1278
57 111,27 359 108,65 1348
60 111,76 312 109, 06 1389
63 112,27 392 109,52 1444
66 112,77 371 110,00 1485
69 113,16 419 110,40 1521
72 113,41 424 110,87 1538
75 113,31 358 110,69 1510
78 113,00 229 110,562 1461
81 112,65 143 110,25 1419
84 112,38 T7 110,02 13380
87 112,20 40 109,86 1369
90 112,11 16 109,76 1363
93 112,01 19 109,66 1358
96 111,86 29 109,562 1347

Por ultimo se realizaron pruebas para determinar el tiempo de
cdlculo, minimizando el acceso a archivos periféricos vy de
impresién, en la computadora personal TOSHIBA 3100 en 1la que se
implementaron los modelos. Se obtuvo, para la red de 14 puntos
antes descripta, un intervalo de aproximadamente 0,37 segundos por

intervale At de discretizacién.
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Con esto queda concluido el an&lisis de las estructuras
fluviales arborescentes. En 1la +tfercera parte de este +trabajo

analizaremos las estructuras fluviales deltaicas.
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TERCERA PARTE
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13. REDES FLUVIALES DELTAICAS

Una red fluvial compleja con estructura deltaica es una red en
la cual ademas de afluentes puede haber efluentes, bifurcaciones
que se cierran (por ejemplo, un tramo de rio que se abre en dos
por tener una isla en el medio, o directamente un delta, como el
del rio Parand, si se lo quiere modelizar unidimensionalmente),
etc. Por ejemplo, la red indicada en la figura 7. Los conceptos de
tramos simples, tramos simples discretizados, etc., tienen una
generalizacién obvia a estas redes, e introducimos en forma
natural la definicién de nodo de efluencia para una terna de
puntos de discretizacién {vi,jrvk} tal que ahora puede indicar

que el tramo simple cuyo extremo aguas abajo es v. se bifurca en

dos tramos simples cuyos extremos aguas arriba son vj vy v, . Nodo
de confluencia indicard un nodo de afluencia o un nodo de
efluencia.

En este caso también valen, por supuesto, las ecuaciones de

compatibilidad de Stoker (12) en los nodos, y habrd eventualmente
un numero mayor que uno de extremos abiertos aguas arriba con
condicién de contorno dada, y también wun numero eventualmente

mayor que uno de extremos abiertos aguas abajo.

La esencia del m®todo descripto para redes arborescentes es que,
gracias a la estructura arborescente de la red fluvial, se puede
triangular completamente la matriz del sistema. Tal posibilidad no
existe cuando se modelizan redes fluviales con estructura
deltaica, es decir, donde hay bifurcaciones que se cierran (por
ejemplo, un tramo de rio que se abre en dos por tener una isla en
el medio, o directamente un delta, como el del rio Parani, que se
quiere modelizar unidimensionalmente). En este dltimo caso, desde
el punto de vista de teoria de grafos lo que se tiene es un grafo
dirigido dé¢bilmente conexo sin circuitos, que se precisara en la
seccidén 14. Las ecuaciones de compatibilidad entre los tramos son

las ya enunciadas.

Consideremos como ejemplo la red dada por la figura 17. La

matriz correspondiente serd, sin simplificaciones,
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vy es obvio qgue la estructura de la matriz depende de la +topologila
de la red. Se puede compactar ligeramente 1la matriz mediante
manipulaciones algebraicas generales, por ejemplo reemplazando AQk
por AQL+AQ.i o por AQt—AQj (seglin se trate de un nodo {vt,vj,vk}
de afluencia o de efluencia) en todos los pares de ecuaciones que
corresponda, con lo cual uno se ahorra una variable y una ecuacién
por nodo de confluencia, y anédlogamente reemplazando AZL y AZj por

AZ con lo cual se ahorran dos ecuaciones y dos incégnitas ©por

k)
nodo de confluencia. Lo que queda es una matriz de orden menor que
2n, si n es el numero total de puntos de discretizacién; mas
concretamente, si s8e aplican los reemplazos mencionados, y la red
tiene s exiremos (aguas arriba o aguas abajo), y t nodos de
confluencia, el orden de la matriz A serd 2n-s-3t. La matriz A
seréd rala: habrad filas con tres, cuatro y cinco elementos no nulos
(las de tres elementos no nulos corresponden a pares de puntos de
discretizacién en que un punto es un extremo aguas arriba o aguas
abajo y el otro es un punto simple; las de cuatro elementos
corresponden a pares de puntos correspondientes a puntos simples
-0, eventualmente, un punto extremo y el otro perteneciente a un
nodo de confluencia-, y la de cinco ecuaciones a un par de puntos
con un punto simple y el otro perteneciente a un nodo de
confluencia. En todos los casos todos los elementos de la fila,

salvo a lo sumo uno, son contiguos).
Se presentan entonces dos caminos para tratar de resolver el

sistema lineal de manera eficiente: por un 1lado, las matrices

ralas tienen una caracteristica que sugiere el uso de métodos
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iterativos para la resolucién de los correspondientes =istemas
lineales: con métodos iterativos se aprovecha la ralidad de la
matriz (dado que no se modifica) con lo cual se puede optimizar el
uso de memoria, usando el minimo de memoria compatible con un
sistema de punteros de armado (y llamado) no demasiado complicado.
Y también es obvio que los mé€todos iterativos, para estas matrices
que no son simé¢tricas, ni diagonalmente dominantes, son muy
lentos. En particular, para los mé¢todos de tipo Gauss-Seidel vy
Jacobi, nada asegura ni siquiera la convergencia, dado gque, por

ejemplo, no se puede asegurar la dominancia diagonal.

Por otro lado, se puede tratar de encontrar una estructura de la
matriz A gue permita una resolucién por algin me¢todo directo en
forma eficiente, es decir, con economia de memoria de computadora
y de tiempo de célculo. Este fue el punto de vista adoptado,
teniendo en cuenta que la estructura de la red fluvial determina
en principio la estructura de la matriz. Las préximas secciones
que componen esta tercera parte del +trabajo se dedicaran a
analizar la estructura de la matriz A, la implementacién de los
correspondientes programas computacionales y las consecuentes

experimentaciones numéricas.
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14. DISCRETIZACION DE REDES FLUYIALES DELTAICAS

Tal como se hizo para redes fluviales arborescentes, se
formalizaran los conceptos a usar en redes fluviales deltaicas
complejas, a fin de emplear terminologia precisa. Usaremos siempre
la terminologia de Christofides [1975] o Even [1979].

Definicién: Una discretizacién deltaica de una red fFfluvial es un
grafo dirigido finito G(V,E) tal que

a) G(V,E) es un grafo débilmente conexo sin circuitos.

b) Los vértices v € V son exactamente los puntos de

discretizaci®n de la red fluvial.

c) Si gr(v), grz(v) y grs(v) indican como antes,
respectivamente, el grado, el grado de entrada y el grado de

salida del vértice v, vale:

cl) gr(v) = 3.

c2) Si grE(v) = 0 entonces grs(v) = 1.
c3) Si grs(v) = 0 entonces grE(v) = 1.
d) Si gr(vk) =3y grE(vk)zz, entonces si v,y vj son vértices

de origen de los arcos (vL,vk) v (vj,vk), vale que los puntos de

discretizaci¢n Voo Vv, Y Vv forman un nodo de afluencia {vt,vj,vk}

en que los tramos simples cuyos extremos aguas abajo son v,y v,

afluyen al tramo simple cuyo extremo aguas arriba es v si por

k;
el contrario es grs(vk)zz. entonces si v, Vv v, son vértices de

destino de los arcos (vk,vt ), (vk,vj) vale que los puntos de

discretizacién Ve s V.Y v, forman un nodo de efluencia {vk,vi,vﬂ

en que el tramo simple cuyo extremo aguas abajo es v, se bifurca

en dos tramos simples cuyos extremos aguas arriba son v,y vj

Reciprocamente, dada una confluencia sobre la cual hay tres
puntos de discretizacién Voo, vj A S si v, es extremo aguas
arriba de un tramo formado por la afluencia de dos tramos cuyos
extremos aguas abajo son v,y Vi valdra que grE(vk)=2 v (vi,vk)

vy (vrvk) son arcos de G; y si v, es extremo aguas abajo de un

k
tramo que se bifurca en dos tramos cuyos extremos aguas arriba son

v,y VJ valdra que grs(vk):Z y (vk,vi) y (vk,vj) son arcos de G.
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e) Dados dos arcos consecutivos (vt,vj) v (vJ,vk) tales que
grz(vﬁ = grs(vﬂ = 1 , los puntos de discretizacién
correspondientes estin sobre un cauce de red fluvial vy, vyendo
desde aguas arriba hacia aguas abajo, primero esta v, o luego v‘i v
finalmente v, , ¥y no hay ningin punto de discretizacién entre

K
ellos.

Es decir, se da al grafo la direccién "desde aguas arriba hacia
aguas abhajo"”. Los vértices con grE(v)ZO seridn extremos abiertos
aguas arriba de la red; los vértices con grs(v)=0 serdn extremos
abiertos aguas abajo de la red. El grafo G° de direccidn invertida
es "desde aguas abajo hacia aguas arriba”. Un camino del grafo G
es un camino descendente; un camino del grafo G° sera un camino

ascendente

Como se quiere modelizar un sistema tipo delta, se supone que la
direccidén de los arcos de G es la del flujo "normal"” (recordemos
que en el caso de redes arborescentes habiamos elegido la

direccidén opuesta a la del flujo normal).

Por convencién, tanto para nodos de afluencia como para nodos de
efluencia {vt,vj,vk} y oV, indicarda wun extremo aguas abajo de
tramo; si el nodo es de efluencia indicarad el extremo aguas abajo
de tramo; v, indicara un extremo aguas arriba de tramo: si el nodo
es de afluencia, indicard el extremo aguas arriba; v, indicara un
extremo aguas abajo (si el nodo es de afluencia) o un extremo
aguas arriba (si el nodo es de efluencia). Llamaremos extremo
cerrado de tramo a un extremo de tramo que pertenece a un nodo de

confluencia, es decir, que no es extremo abierto de la red.

TEOREMA: Sea una discretizaci®n deltaica de una red fluvial. Se
puede entonces elegir una numeracion de los puntos de

discretizaci®n en la cual 1 nodos de afluencia y de efluencia

son de la forma {v.,v ,v
L ) L+l

03
} para enteros 1i, j, donde v. es
extremo aguas abajo de un tra

mo simple y v. es extremo aguas

J
arriba de un tramo simple.
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N.B. : La demostracién que sigue es algoritmica, vy por
consiguiente se puede programar la asignacién de la numeracidn,
cuya utilidad se verad al estructurar la matriz A en la forma

deseada gracias a ella.

DEMOSTRACION:
Numeraremos los puntos de discretizacién del siguiente modo:

1) Se toma un extremo abierto aguas arriba . Este existe, pues a
partir de un veértice cualquiera se puede seguir un camino
ascendente y en algun punto se debe llegar a un extremo abierto,
dado que el grafo es finito vy sin circuitos y el camino ascendente
no puede terminar en un nodo de confluencia: a é€ste pertenece al
menos un extremo aguas abajo de tramo simple vy entonces se podria
seguir ascendiendo por el camino. El extremo abierto encontrado

serd el punto de discretizacién 1.

2) Se numeran los vértices consecutivamente siguiendo un camino
descendente, a partir del primero, hasta que el camino termina
(porque el grafo es finito) en un extremo abierto. No puede
terminar en un vértice perteneciente a un nodo de confluencia,
pues para cada nodo de confluencia hay uno (o dos) de 1los runtos
de discretizacién que lo componen que es extremo aguas arriba de
otro tramo simple, o sea el camino podria continuar. Y no puede
terminar en un vertice perteneciente a un nodo de confluencia vya

recorrido pues el grafo no tiene circuitos.

3) Si hay otro extremo abierto aguas arriba, se sigue numerando
entonces el camino a partir de este extremo abierto. Ese camino
termina en un extremo abierto, como antes, o en un vértice
rerteneciente a un nodo de confluencia del cual los otros dos
tramos ya fueron recorridos. En este Ultimo caso, los otros dos
vértices del nodo de confluencia estaridn numerados como VoY Vo
para algun 1i.

4) En cualquiera de ambos casos, se recomienza con un nuevo
extremo abierto aguas arriba, si hay, y se procede de la misma
manera. Cuando ya se recorrieron todos los caminos que comienzan

en extremos abiertos aguas arriba, se busca el primer nodo de
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efluencia del cual se ha recorrido el tramo que llega al mismo (o
sea, del cual uno de los puntos de discretizacidn es extremo aguas
abajo) y uno de los tramos que salen del mismo, y del cual el otro
tramo efluente es el que numeramos ahora. Se sigue con este camino
hasta que termina en un extremo abierto o© en un punto de
discretizaci®dn perteneciente a un nodo de confluencia cuyos otros

dos puntos de discretizaci®én ya han sido recorridos.

5) Cuando se han recorrido todos los caminos que comienzan asi
(que puede no ser ninguno) se ha terminado la numeracién de los
vértices. En efecto, si hubiera un tramo que no hubiera sido
recorrido, no podria é¢ste comenzar en un extremo abierto (pues
éstos han sido numerados ya todos) ni en un nodo de confluencia
(pues ya han sido recorrido todos). Y no puede haber un tramo no

relacionado con estos pues el grafo es débilmente conexo. -

Esta serd la discretizacién que usaremos de ahora en adelante.
Observemos que por el algoritmo de la numeraci®n, todo nodo de

}.

confluencia es de la forma {VL’Vj’vu4

Cabe seflalar que no hemos requerido para la demostracién que el
grafo sea planar, pese a que las redes fluviales se representan
por grafos planares. O sea el teorema de numeracidén vale también
para grafos no planares. Esto no es una abstraccién tedrica: si en
lugar de rios tenemos cafierias (que forman grafos claramente no
planares), se aplica la misma teoria. Y las cafierias se pueden
modelizar con las ecuaciones de Saint-Venant usando el artificio
ideado por Cunge y Wegner [1964]: si se +tiene una cafieria a
Presién se la considera con superficie libre, tal como se indica
en la figura 18, suponiendo una estrecha ranura ficticia extendida
a lo largo de toda la longitud de la cafieria, y de altura infinita

a partir del extremo superior de aquélla.

Las redes fluviales que estudiaremos seran todas, al igual que
para el caso arborescente, de régimen subcritico, o sea sera

necesario dar una condicién de contorno en cada extremo abierto de

la red.

122



15. UN METODO DIRECTO PARA REDES FLUVIALES DELTAICAS
La matriz A estard constituida del siguiente modo:

a) Se numeran los vértices en la forma indicada en el teorema
anterior, de tal modo que siempre que se produzca una confluencia,
la numeracion de los vértices del tramo aguas abajo de 1los dos
afluentes sea consecutiva a la de los vértices de uno de los dos
afluentes (el "tramo principal”). Andlogamente, cuando se produzca
una bifurcacién, la numeracién de una de los vértices de uno de
los dos tramos resultantes debe ser consecutiva de 1la de los

vértices del tramo aguas arriba de ambas.

b) A cada tramo simple corresponderd un blcque diagonal de la
matriz A. Si el +tramo es el k-simo tramo simple y es el

correspondientea a los puntos de discretizacion J'1 a 9 el blogue

Zl
serd una submatriz cuadrada de orden 2(j2-j1), ¥y le corresponderéan
las 2(j2—j1) filas y columnas siguientes a las de los k-1 tramos

simples anteriores, en la forma que se detallard mas abajo.

c) La matriz A se completa con t columnas a la derecha de los
bloques v t filas debajo de los bloques, cada una de las filas vy
las columnas de longitud igual a la suma de los ©ordenes de las
matrices-bloques, en la forma que se detallaria, y una submatri:z
cuadrada de txt llena de ceros en el extremo inferior derecho
(completando las filas y las columnas recién mencionadas). t es el

numero de nodos de confluencia.

d) Todos los elementos no descriptos antes son nulos.

Veamos ahora el proceso constructivo preciso de las partes de la
matriz A.

Usaremos el siguiente teorema:

TEOREMA: Sea n el numero total de puntos de discretizacién de 1la
red fluvial considerada, m el numero total de tramos simples de la
red, s el nuUmero total de extremos abiertos, aguas arriba o aguas
abajo, y t el numero total de nodos de confluencia. Entonces, si
se identifican como una Unica incégnita los tres niveles (iguales,

por las ecuaciones de compatibilidad de Stoker) correspondientes a
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cada punto de confluencia, vale que el orden N de la matriz A (o
sea, el numero de incdgnitas resultantes a partir de esas

identificaciones), sera:
N= 2(n-t)-s

Ademas, se puede estructurar la matriz A, el vector de

incégnitas %, y el vector de datos b de la ecuacién matricial Ax=b
de modo que

Ai AZ
A =
A A
3 4
donde:

a) A1 es una matriz cuadrada de orden N-t=2n-3t-s, con m
bloques diagonales An,...,A1m .,y el resto de sus elementos
nulos:

A
11
A
12
A
A - 13
1
A
im

donde, a su vez, Aﬁ,tendré la forma

Aik
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es decir, cada bloque Am tiene la misma estructura de 1la de la
matriz que se origina en la discretizacién del +tramo k como si
fuera un Unico tramo unidimensional: dos primeras filas con los
elementos correspondientes a las tres primeras columnas no nulos,
seguidos por un par de filas con cuatro elementos no nulos
correspondientes a las columnas 2 a 5, seguidos por pares de filas
de cuatro elementos contiguos no nulos, que comienzan en la
columna correspondiente al tercer elemento no nulo del par de
filas anterior, hasta llegar al dltimo par de filas, que tiene sus
Ultimos tres elementos no nulos exclusivamente. El1 orden del
bloque Aﬁ:es 2(j2-j1), si el tramo simple k contiene 1los puntos

de discretizacién ji,j1+l,...,j2.

b) Az €s una matriz rectangular de N-t filas por t columnas,

cuya estructura analizaremos mas adelante.

c) A3 es una matriz rectangular de t filas por N-t
columnas,cuyos elementos no nulos valen 1 y -1, y cuya estructura
general definiremos mas adelante.

d) A4 es una matriz nula de t filas por t columnas.

e) Las t incdgnitas finales entre las que componen el vector x

son las variaciones de nivel AZj de los puntos de confluencia.
f) Los t elementos inferiores del vector » son nulos.

N.B. : Observemos que de esta manera se garantiza que el orden y
toda la estructura de la matriz A quedan determinados una vez que

se numeraron los puntos de la red fluvial. Cualquiera sea la

numeracién de la red - siempre que se respete el algoritmo de la
seccién 14 - la estructura de la matriz es la misma.
DEMOSTRACION:

La demostraci¢n de= la primera parte del tecrsema =z trivial: Para
cada punto de discretizacién i hay dos valores, AZL y AQi. De esos
las condiciones de contorno, Qque serdn s, no son variables a
calcular en cada intervalo de +tiempo, y, por cada nodo de
confluencia, dos de los tres niveles (pues son iguales al que sl

se toma como variable).
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Antes de pasar a la demcastracién d= la =zsgundas parts  dsl
teorema,observemos que la matriz A servird para resolver un
sistema de ecuaciones lineales Ax=b, donde las incégnitas

x=(x1,...,xN) seran las siguientes:

Para el k-simo tramo simple, que comprende 1los puntos de

discretizacién j1 a jz, x, , donde 1 es el conjunto de variables

L+4
va asignadas a los tramos simples 1,...,k-1, sera:

AQJ si el punto de discretizacidn j1 es un extremo abierto
1

aguas arriba con condicién de contorno Zj dada, o si el punto de
. .

discretizacicn X, pertenece a un nodo de confluencia (recibe dos
1

afluentes o es el extremo aguas arriba de una de los dos tramos en
que se bifurca un tramo).

AZj si el punto de discretizacién j1 es un extremo abierto
1

aguas arriba con condicidén de contorno Qj dada.
1

a ]
X142 X e ’xhzq-j>—z seran, respectivamente,
2 1
A A
Q) 8Q, 0. ,0Q,
1 2
xH:_',me,...,xh_z(j —j 11 seran, respectivamente,
2 1
AZ.  ,AZ. PR /) .
)+ ) +2 ) -1
1 1 2
X . sera:
L+2¢j =) )
2 "1

AZJ si el punto extremo aguas abajo del k-simo tramo simple es
2

un extremo abierto con condicién de conterno dada Qj.
2

AQj si el punto extremo aguas abajo es un extremo abierto con
2

condicidén de contorno dada Zj, 0 si el punto de discretizacién jz
2
corresponde a un nodo de confluencia (es extremo aguas abajo de un

tramo que afluye a otro o de un tramo que se bifurca).
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Ahora bien, si hay s extremos abiertos, t confluencias y m

tramos simples, cada uno con nj puntos de discretizacién, de modo

que

el orden de cada submatriz A1j es an-2, pues en cada extremo se
da una sola inc®gnita, o porque se trata de un extremo abierto o
porque el nivel de un extremo perteneciente a un nodo de
confluencia no corresponde al bloque. Por consiguiente, el orden
de la submatri:z A1 es 2n-2m. El orden de A sera, por otra parte,
N-t, pues s8blo 1los niveles correspondientes a los nodos de
confluencia no son incégnitas en Ai. Entonces N-t=2n-2m, o sea
N=2n-2m+t. Por otra parte N=2n-s-2t; en particular, s+2t=2m-t, es

decir, s+3t=2m.

Las N-t primeras filas de A serdn entonces las correspondientes
a los pares de ecuaciones consecutivas entre los puntos (i,i+l),

tales que (i,i+1) pertenecen al mismo tramo simple.

La submatriz A, de N-t filas por t columnas tendrd por columnas
las correspondientes a los AZj consecutivamente, para Zj el nivel
comin a los tres puntos de discretizacién de un nodo de
confluencia {Vi”ﬁ’vu4}’ seguin el orden dado por la numeracién
general de la discretizacién. Habrd elementos no nulos en las

siguientes filas, para cada columna:

a) El par de filas consecutivas correspondiente a un intervalo
(i+1,1i+2) con i+l punto extremo cerrado de la red (no abierto)
aguas arriba, o sea perteneciente a un nodo de confluencia. 5Su

coeficiente sera Azu o B

. 2iey’ segin sea la primera o segunda

ecuacién del par.

b) El par de filas correspondiente a un intervalo (i-1,i) con i
punto extremo aguas abajo. Su coeficiente sera A,,., o B, .
segdn sea la primera o segunda ecuacién del par.
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c¢) E1 par de filas consecutivas correspondientes a un intervalo
(j,j+1) o (j-1,3), segln sea vjextremo aguas arriba o extremo
aguas abajo, respectivamente, de un tramo simple, o sea segun sea

el nodo {vi.,v.,v.L } nodo de efluencia o de afluencia,

37 i
respectivamente. Su coeficiente sera A2j (primera ecuacién del
par) y Bzj (segunda ecuacidén del par), si v, es extremo aguas
y B,

arriba, y A 51 vj es extremo aguas abajo.

4j-1 1

De estos 6 valores no nulos, 4 estdn en filas consecutivas
A, th)‘

4i-1’ 2i

Analicemos ahora la submatriz Aa de t filas por N-t columnas. A
ella corresponderidn las ecuaciones de conservacién de la masa

liquida, o sea ecuaciones del tipo

i+d i+d

AQ,l + AQJ, - AQ. =0 o AQi. - AQJ, - AQ, =0
o sea los coeficientes distintos de 0 son 1 o -1. Ademas, esos
coeficientes no nulos corresponden a columnas “extremas” de las
submatrices A , es decir, a primeras o Ultimas columnas de

1.k

Axk‘ Si el coeficiente es 1, serid dltima columna (punto extremo

aguas abajo perteneciente a nodo de confluencia), y si es -1 sera

primera columna (punto extremo aguas arriba perteneciente a nodo

de confluencia). Por abuso de 1lenguaje, estamos denominando
"columna de A1j " a una columna de A algunos de cuyos elementos
(los N-t superiores) pertenecen a Aij.

Finalmente, la cuarta submatriz A4 estara compuesta

exclusivamente de ceros, pues las filas de las ecuaciones de
continuidad de los puntos de confluencia no tienen términos en los
que figuren niveles. Y andlogamente, los correspondientes términos

independientes son nulos. -

Se da ahora un ejemplo, correspondiente al esquema de la figura
17. Suponiendo condiciones de contorno en el extremo aguas arriba
1 caudal dado, vy en el extremo aguas abajo 10 nivel dado,

tendremos m=4, s=2, t=2, y Ax=b, con
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4
- _ . - S
A51 AliAQi Azx
B51—B11AQ1 AQz
A52 AZ,
Bsz AQa
A54 80,
B54 AQS
Ass AZS
Bss AQG
A AZ |
56 G
Bss AQ?
Asa AQa
b = Bse X = AQQ
Asp_A49AZ1o A29
B_ -B _aZ AQ
50 49 10 10
A5.11 AQxx
B5 11 AQIZ
A5,12 AZ12
B5,12 AQ13
A5,13 Azla
B5,13 AQ14
0 AZ
3
0 AZ
L . L -

La matriz A tendrid entonces la estructura siguiente de elementos

no nulos:
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16. RESOLUCION DEL SISTEMA DELTAICO

Sea entonces la ecuacién

A = A A x = b (59)

donde A y b tienen la estructura indicada en la seccién anterior,
siendo N el orden de la matriz, n el nimero total de puntos de
discretizaci®n, m el de tramos simples de la red, s el de extremos

abiertos, aguas arriba o aguas abajo, y t el de nodos de

confluencia. Demostraremos que - si ningun pivote se anula - se
puede resolver el sistema Ax = b en un numero de alrededor de

3 R . 2
28n+t /3 de pasos almacenando la matriz en aproximadamente 6n+t

posiciones de memoria.

TEOREMA: Mediante operaciones gaussianas de eliminacién el

sistema lineal (59) se puede transformar en un sistema

A’x = b’ (60)

donde la matriz A" es de la forma

& AN

vy las submatrices A;, Aé, A; y A; tienen la siguiente forma:

1) A; es triangular superior, compuesta por submatrices
bidiagonales A;.

’

A,

L Aim
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tales que

M
XX

A" = X %

1 XX

X
2) Ninguna columna de Az' tiene mé&s de 4.max (nj—l) + 1, con
1=j<m, elementos no nulos, y forman hasta dos sucesiones

consecutivas (con lo cual basta indicar el comienzo y el tamafio de
cada sucesién para tener definida Az’)’lﬂ es el numero de puntos

de discretizacidn del j-simo tramo simple.

3) Aé:O

4) A4' es triangular superior.
Pero entonces A" es triangular superior, y el sistema A'x = b’

se resuelve realizando un barrido ascendente.

DEMOSTRACION: Supongamos que hemos vyva triangulado el sistema
lineal hasta el Ultimo elemento de la diagonal de la submatriz
Am._1 (la primera vez, no hemos trianguladc nada). Sea entonces
A1J una submatriz. Supongamos que el extremo aguas arriba del
tramo j sea abierto. Entonces, dicho extremo no pertenece a ningin
nodo de confluencia, y ninguna fila de la matriz A3 tiene
elementos en columnas que corten A13' excepto tal vez la dltima,

’

puesto que sélo la primera y Ultima columnas de ALj pueden tener
elementos no nulos en sus Ultimos t elementos. Tampoco hay ninguna
columna de A2 que tenga elementos en filas que corten ALj , por
el mismo motivo, salvo tal vez las dos Ultimas.

Por consiguiente, AL se triangula aisladamente en la forma
indicada en la seccién 7, hasta llegar al dltimo par de
ecuaciones, digamos entre los puntos de discretizacién k-1 v k; es
decir, k es el dultimo punto de discretizacidén del tramo. Si el
extremo aguas abajo no es un nodo de confluencia, la modelizacidn
resultd ser la de un tramo simple unidimensional aislado, y no la
de una red deltaica. De lo contrario, se tiene un nodo de

confluencia.

134



Entonces se tendra, usando la notacién de la seccidén 7, si se

triangul® hasta las filas que relacionan las incdgnitas AQ

k-1’
Azk-1’ AQk’ Azk

X .
X X 0
X 0

Ai,k—i Az,k-1 Aa,k—1 A4 k-1 5, k-1

B1,k—1 2,k-1 Ba,k-1 B4,k-1 - 5, k-1

1 Cuu N-t+u

Aqui el nodo de confluencia en cuestién es el u-simo, y los
cuatro cuadrantes indican, empezando en el superior izquierdo vy
siguiendo en el sentido de las agujas del reloj, elementos de los
bloques A;, A;, A;, y A; que estdn sobre las mismas filas y/o
columnas. El elemento L. de A; estd ubicado sobre la fila N-t+u y
la columna N-t+u, y puede no ser cero, pues puede haber sido

afectado anteriormente, al igual que bN_“u.

Realizando las operaciones de +tridiagonalizacién (386) y (37)

resulta entonces

X X
x X 0
C1,k-1 Cz,k—s. Ca,k—1 0 C4,k-1
1,k-1 2,k-1 3,k-1 = D-z,k—i
1 Cuu N-t+u




Usando ahora (46.k-1) se obtiene

X X (61)
X pd ’
Ai,i,k-i Ai,z.k-i 0 A1,3,k—1
2,1,k-1 L T . PO
1 Cuu bN-t+u

de donde se obtiene

Ai,i,k—i Ai,Z,k-i O Ai,a,k-l
2,14,k-1 A2,2,k—1 = 2,3,k-1
0 Cuu_Az,z,k-1/A2,1,k—1 b

/A

con b =h

-A .
N-t+u "2,3,k-1/ "2,1,k-1

Asi se triangula la matriz A hasta el elemento diagonal

correspondiente al punto de discretizacién k.

Supongamos ahora que el extremo aguas arriba i del tramo J

pertenezca al a-simo nodo de confluencia.

Entonces las filas de A correspondientes a las filas de 1la

submatriz Aij y las de A2 Yy A3 relacionadas con el nodo seran
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A A_. a_
11 Aai. 41 2L St
B B
11 Bai. B-tt 21 Si
Aii.+1 AZ\.+1 A3t+1 A4t+1 A5L+1
Bs.i.+1 Bzi.+1 IiL+1 4L +1 0 - Bsi.ﬂ.
—1 0 0 qu bN—I.+q

es decir, en la submatriz A, habra dos elementos no nulos sobre su
columna q (que es la columna N-t+q de la matriz A°), en los
lugares correspondientes a las filas mencionadas. BSobre esa
columna, no habrd mas elementos no nulos correspondientes a filas
de la submatriz A1J' Ademéas, en la fila g-sima de la submatriz Aa
(la fila N-t+q de la matriz A"), habrd un -1 en 1la columna
correspondiente a la primera columna de ALf v todos los otros
elementos sobre columnas de Ai. serdn nulos. Se triangula

.

entonces Aij haciendo intervenir la g-sima fila de A3 v la gq-sima

columna de Az. El procedimiento es el siguiente:

Primero se tridiagonaliza cada par de ecuaciones mediante el uso

de las férmulas (36) y (37), lo que convierte a los elementos Az.l

y Bﬁde la columna q de A2 en Cﬂ v Dn

C C
11 3i Czi. 41
2 I 11 41
1i+1 Czi.+1 Cai.+1 0 = C4L+1
1 c b
qq N—t"-q

Para completar la triangulacién de A" hasta la segunda fila de

A;j es necesario anular el 1 sobre la fila g-sima de A; , o sea la

fila N-t+g de A°. Si definimos

a = —Cai./Cn

c :=c¢ -C /C
qq qq Zy 1t

b~ b -C ./C

N—t+q_ N-iL+q “ai 1
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se tendra

C
C1i. ai Czi. 41
. D . D .
2L I 11 4\
C
1i+1 21+1 Cai.+1 0 _ 4L +1
11 +1 D2L+1 D3i.+1 0 D4L+1
c b’
0 a 0 aq N-t+q
Aqui usamos el simbolo := de asignacién para indicar la variable

obtenida con el mismo nombre que una variable vyva wusada, que no
volveremos a emplear. Asi aligeramos la notacidén. Repetiremos este

procedimiento méds abajo.

Si ahora definimos

A =C.. A _ . =C_. A . =C . A =C
1,1,v 1 1,2,L 1N 1,31 4L 1,41 20
A =D 4 _ =D_. A =D . A =D .
2,11 2L 2,21 3L 2,3+ 4L 2,4,L i
es decir, llamamos A14L vy A24t a los elementos de la columna

N-t+g con los que trabajamos, podemos proseguir la triangulacién
usando las ecuaciones (46) recurrentemente, vy, ademas, las
submatrices A;, A;, A; y el vector b se modifican del siguiente

modo al llegar al punto p (y en ese orden, debido al uso del signo

de asignacidén := ):
A1,4,p = - 2,4,p-1" 1,p/ 2,1,p~1
Caq 7 qu T Paepoa? /Az.i,p—i
N-t+q = PN-t+q  D2ap-1" /A2,1,p—1
a = - 2,2,p—1‘— /A2,1,p-—1
2,4,p = _Al.,d»,p : Dl,p/Ai,i.p
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c =] - A .a /A

aa qqg 1,4,p 1,1,p
bN-L+q °= bN-L+q - Ai,s,p’a /A.t,;l,p
a := —Ai’zp.a /AM'P
Obs#rvese que sobre la fila N-t+q hay, en las c¢olumnas que
cortan a A;. , un solo elemento distinto de cero, que llamamos

)

siempre a y qQque se va corriendo a la derecha de a una columna por
vesz.

Al llegar a las dos ultimas filas de Aij se tendra, si el

extremo inferior k del tramo j es abierto:

1) Condicidn de contorno en el extremo abierto aguas abajo nivel

conocido Zk: en ese caso

2,1,k-2 AZ,Z,)C-Z A2,4,k—2 A2,3,k—2
1,k-1 Cz,k—i C3,k-1 0 C4,k—1

Dik-1 DPainos 0 =Dy k-1 1sB2y
a 0 0 Cuq bN_L+q

v la triangulacidén finaliza con

C -A C /A

1,4,%-1 “2,k-1 2,2,k-2" 71,k-17 2,14, k-2

A

=C
1,2,k-1" “3a,k-1

1,4,%-1" _A2,4,k—z : C1,k-1/Az,1,k—2

A C -A C /A

1,3,k-1 “4,k-1 z,3k-2" “1,k-17 2,4 1-2
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A

2,1,k

A

A

2,3,k

C t=C

aq

N-t+

a:=-

c_ =C

qa

N-t+g ) _bN-L+q

2) Condici®n de contorno aguas abajo conocida caudal @

_1_

2,4.k-1"

D
-A

D

-1—

-A
a9

q

A

1,2,k-1"

a9q

2,k-1

1,4,k-1"
-D

4,k~-1 3,

1,4,k-1"

—bN—I.+q

-A

1,2,k-1"

k

1,k~1

/A

1,k~1

_AZ,-A

/A

1,1,):-4

1,1,k-1

D

1,3,k-1" T1,k-1

/A

1,1,k-1

(62)

e
En ese caso
A2,1,k-z Az,z,k—z Az,4,k-2 Az,a,k—z
- A
C1,k—1 Cz,k—1 0 C4,k—1 Ca,k—1 Qk
= - A
D1,k—1 3,k-1 0 D4,k-1 Dz,k—1 Qk
a 0 0 c
aq N-t+q
y la triangulacion finaliza con
A1,1,k—1:CZ,k—1—Az,z,k-2 : C1,k-1/A2.1,k-2
A1,2,k-1'0
A1,4,l<—1_ _Az,-c,k—z'C;,k—1/A2.1,k-z
1,3,k-1" 4,k—1_C3,k—1AQk—Az,a,k-z' 1,k-1/A2.1,k—z
c :=¢ -A )
qq qq 2,4,k-2 a/Azik~z
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=b A a/A

N-t+q ' ~ ON-l+q 2z,3k-2° 2,1,k-2
a:--Azz*_z. a/AzAm-z
Az,i,k—:.:Da.k-1
A2,4,k-1——A1,4.k—1D1,k—1/A1,1,k—1
(63)
T T LT N I UIPRS L PP
qu:_ aq A1,4,k—1' a/A1,1,l:—1
bN-'.*q : :bN-t+q—A1,3,k—1 : a/Ai,:I.,k—;l

En ambos casos, queda triangulado el blecque A;j, y anulados los

elementos de la fila N-t+g que estadn sobre columnas que intersecan

A’
a 1.

Supongamos ahora que el extremo aguas abajo k corresponde al
nodo de confluencia r. Entonces interviene en la eliminacién otra
fila de A; , la r-sima, v otra columna de A; , la r-sima, y se
tiene

0
AZ,i,k—Z AZ,Z,k—Z AZ,4,1<-2 0 A2,3,k—2
C1,k-1 Cz,k-:. 3,k-1 0 0 = Cq,k—i
D1,k~1 Dz,k-1 0 Da,k-1 D4,k-1
a 0 0 c c
aq qr N-L+g
1 c c b
rg rr N-t+r

La triangulacién hasta la siguiente fila requiere las siguientes

operaciones:




1,1,k-1 = Cz,k-f Az,z,k-z'C1,k—1/Az,1,k-z
A1,z,k—1 = Ca,k—1
1,4,k-1 = - Az,c,k-z‘Ci,kq/AzA,k—z
A1,3,k—1 - C4,k—1 - Az,a,k—z‘C1,k—1/Az,1,k-2
qu = qu A2,4,k-2‘ a/A2,1,k—2
N-t+q bN—L+q - Az,a,k-z‘ a/Az,1,l«:—2
ax= —Az,z,k-z' a/A2,1,k—z
con lo cual se obtiene
Ai,i,k-i A1,2,k—1 A1,4,k—1 0 A
D1,k-1 Dz,k—1 0 Da,k—1 = D
a 0 c c
aq qr
0 1 Crq c.,

o sea, férmulas muy similares a las primeras de (63).

para completar la

triangulacién, sera necesario

igualdades o asignaciones

2,1,k—1_Dz.k—1-A1,2,k—1 ' D1,k-1/A1,1,k—1

A2,4,k-1— —A1,4,k—1 : Di,k-i/Ai,j.,k-!.

/A

1,k-1 1,1,k~1

N—|.+q'—bN—t+q - A:.a,k—i' d/ALLk-l

a/A

1,1,%-1

142

N-i1+q

N-tL+r

Finalmente,

usar las



con lo cual se tiene

A
AZ,I,k-i A2,4,k—1 D3,k-1 = 2,3 ,k-1
a (o] C
a9 qr N-t+q
1 er CTY‘ N-t+r

y por Ultimo

c 1= ¢ - A a/A

qa qq 2,4,k-1" 2,1,k-1
cqr P= qu - Da,k—x' a/A2,1,k—1
N-i+q = bN-t+q - Az,a,k—1' a/Az,1.k—1
er °= er 2,4,k—1/A2,1,k—1
Crr i= Crr - Da,k-—l/Az,i,k—:l.
bN—t+r = N-i+r Az,a,k—1/Az,1,k-1

De este modo se triangula toda la submatriz A1, Yy se va anulando

la submatriz Aa. La estructura que queda se puede representar como

X X X
M M b4
XX x
X X b4
~
~
b4
X ¥ b4
X X X
X x
bd bd b4
X x
> >
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Por consiguiente, al terminar este proceso hemos llegado a un
sistema lineal
A’ A’
1 2 1 1

0 A || x b

donde A; es triangular superior y estd formada por Dbloques
bidiagonales. Entonces, para obtener la solucién, basta resolver

por el método de Gauss el sistema de t x t A;x2 = bé v luego

aplicar el barrido descendente a A;X1=b;-A;X2, pues X, ya se

conoce. n

Con esto queda (ipor fin!) demostrado el teorema. Pero no es
necesario almacenar A2 (y Aé) en (N-t) x t lugares. Veremos que
son necesarios solamente (2g+1) x t, donde g es el orden de la

mayor de las submatrices A1" o sea g=madx 2(n.-1), con n.= nUmero
3 1<i<m )
de puntos de j-simo tramo simple. En efecto, se presentan dos

posibilidades: que el nodo al cual corresponde la gq-sima columna

de la submatriz Aé sea de afluencia o de efluencia.

Si el nodo al cual corresponde la g-sima columna de la submatriz
Az (o sea la N-t+gq-sima columna de A) es un nodo de afluencia,

sean Aj, Aj y A, las submatrices de A1 correspondientes a les
1 2 a

tramos de los cuales los puntos de discretizacién del nodo son

extremos aguas arriba o aguas abajo. Supongamos que los puntos de

discretizacidn del nodo sean extremos aguas arriba del tramo .j1 y

aguas abajo de los tramos jz v js. Entonces la columna q de Az

tendrd ceros en todos sus elementos excepto algunos de las filas

qQue cortan a A , A y A , que analizaremos. Constatemos en

1 JZ JB

primer lugar que , por la estructura de bloque diagonales de 1las

AJ en A, las operaciones gaussianas con filas en una submatriz no
K

afectan las dem&s. Por consiguiente, al terminar el proceso antes

descripto y llegar a las submatrices A;, A;, A; v A;, las filas de

la columna q correspondientes a Aj v Aj tendran solamente el
2 3

altimo elemento no nulo, como se ve en (61) y las filas

correspondientes a Ajtendrén los dos primeros elementos no nulos.
1
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Al realizar las operaciones con las filas antes indicadas, se
llenaran (presumiblemente) de elementos no nulos los restantes
elementos de este conjunto de filas sobre la columna q, como se ve
en (62) v (83), pues se reemplazaran los ceros por los elementos
de la fila de arriba divididos por el pivote y cambiados de signo.
Esto da un total de 2+g elementos no nulos por nodo de

confluencia, a lo sumo.

Si lo que se tiene es un nodo de efluencia, habrz dos puntos del
nodo correspondientes a extremos aguas arriba (y por consiguiente,
al realizar operaciones gaussianas, reemplazaridn los ceros por
elementos no nulos en el resto de las filas correspondientes a su
tramo) y un punto del nodo correspondiente a un extremo aguas
abajo, que tiene solamente el Ultimo elemento no nulo, Qque no se
alteran con la modificacién del sistema. O sea que finalmente

habrd a lo sumo 2g+1 elementos no nulos de esa columna.

En suma, como 2g+1 > g+2, habrd a lo sumo (2g+1) x t elementos

no nulos en la matriz transformada A;.

El ndmero total m&ximo de palabras necesarias para almacenar la

matriz A y el vector de la derecha b sera entonces:

10 para almacenar las ecuaciones de Saint-Venant discretizadas
(no 10 por intervalo, pues al 1llegar a cada intervalo se

tridiagonaliza, y basta usar las mismas 10 variables).

3(N-t) correspondientes a las submatrices trianguladas (y los

correspondientes términos de la derecha). Como

N=2(n-t)-s

ese valor sera 3(2(n-t)-s-t)=6n-9t-3s.

(2g+1)t correspondientes a Az.

1l elemento correspondiente a Aa. Es la variable a usada en (61).
(62) y (83).

t? +t elementos correspondientes a la submatriz cuadrada A4 y
los términos de la derecha de sus filas (no se ha hecho ningun

esfuerzo por reducir esta submatriz, que seri bastante rala, pues
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no se considera que el costo de ©programacidén lo justifica,
s ’ . R 2
habi¢ndose ya reducido el almacenamiento necesario de N + N a

menos de 3N + t° + t, con t usualmente mucho menor que N).

Esto hace un total (sin incluir, vale la pena mencionar, el
sistema de punteros necesario para definir los valores no nulos de
la matriz) de

10 + 6n -9t - 3s + 2g+1 +1 + t2 + ¢t =
12 + Bn + t° -8t -3s + 2e

. 2,
Que es un numero del orden de 6n+t

En esencia, si suponemos una “"densidad de confluencias” no mayor
de 1/10, lo cual es bastante razonable, usaremos una cantidad de
memoria del orden de 6n + nz/100. Si se tienen 100 puntos de
discretizaci®#n, eso significa 600 + 100 =700 posiciones de
memoria, en lugar de n2+n= 10100, lo cual constituye un ahorro

realmente significativo.

En cuanto al niumero maximo de operaciones necesarias (siempre
considerando pivote diagonal en todas las operaciones) es

(incluimos como siempre las operaciones sobre b):

1) 1 divisién vy 7 sumas y multiplicaciones para cada punto de
discretizacién para tridiagonalizar cada matriz A”, o sea 8(n-m)

operaciones en total.

2) Suponiendo, para simplificar, que todos los tramos tienen
nodo de confluencia aguas arriba y abajo, lo cual es evidentemente
absurdo, pero <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>