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I Introduccién

La mecédnica cudntica ha tenido un éxito tan importante en la solucién de
problemas fisicos!, que la mayoria de las formulaciones teéricas que se utilizan en la
actualidad tratan de satisfacer sus postulados fundamentales. La teorfa de la informacién
no es una excepcién. Fue formulada por C.E. Shannon? para ser aplicada al campo de las
comunicaciones y extendida por J. Von Neumann3, a través de la matriz densidad, y
fundamentalmente por E.T. Jaynes3, mediante el principio de méxima entropfa, a la
mecénica estadistica. Los trabajos de R.D. Levine5 incorporaron la mec4nica cuéntica a la
teoria de la informacién, ampliando por lo tanto los horizontes de esta formulacién.

En la dltima década, D. Otero, A. Plastino y A.N. Proto utilizarén los resultados
antes mencionados para conectar la teorfa de la informacién y el principio de méxima
entropfa con el teorema de EhrenfestS. Posteriormente, se formul6 una teoria de respuesta
lineal, un modelo para Hamiltonianos de friccién no-lineales y se desarrollé un
formalismo que relaciona a la teorfa de la informacién con los espacios de Riemann?.8,

El presente trabajo, partiendo de esa base tedrica, pretenderd ampliar el
formalismo y aplicarlo a algiin problema fisico concreto. En el capitulo I se desarrollard
un resumen de los conceptos fundamentales de mecénica estadfstica, mecédnica cudntica y
teoria de la informacién que se han mencionado previamente, y sobre los cuales se
basardn los capitulos siguientes.

El capftulo III se dedicard al estudio de un método para el célculo de invariantes
de sistemas dindmicos, cuando se trabaja con operadores que en general no conmutan con
el Hamiltoniano ("Constants of motion, accessible states, and information theory", J.
Aliaga, D. Otero, A. Plastino, and A.N. Proto, Phys. Rev. A 35 (1987) 2304). Se
desarrollar4 en serie el logaritmo de la matriz densidad, obteniendo que el invariante de
orden cero es el niimero de estados accesibles del espacio de Hilbert, el de orden uno es la
entropia y el de orden dos es, para un sistema canénico, el calor especifico. El invariante
de 6rden n resulta estar relacionado con las correlaciones cudnticas y estadisticas de orden

n-ésimo entre los operadores. Se ejemplificardn los resultados aplicdndolos a un sistema



candnico con niveles equiespaciados y al efecto Zeeman.

En el capitulo IV se estudiard un problema abierto en la mecénica estadistica
como es la imposibilidad de definir 1a operacién de traza para el operador estadfstico o
matriz densidad en el caso de trabajar con operadores no-ligados (“Temporal evolution in
an effective Hilbert subspace", J. Aliaga, M. Negri, D. Otero, A. Plastino, and A.N.
Proto, Phys. Rev A 36 (1987) 3427). Dentro del contexto de la teoria de la informacién
se propondrd un método que consiste en truncar el espacio de Hilbert (infinito)
proyectdndolo en un espacio finito. Se estudiardn los efectos de borde introducidos tanto
en la relacién entre multiplicadores de Lagrange y valores medios de operadores como en
la evolucién dindmica de los mismos. Se mostrard que fuera de las regiones afectadas por
los efectos de borde la solucién es correcta. La teorfa serd desarrollada en base al
Hamiltoniano del oscilador arménico y como operadores no ligados se tomardn a a y 3,
que constituyen el caso en que tipicamente se observan las dificultades para normalizar 6

El capitulo V se dedicar4 a formular una teorfa que extiende de manera natural la
termodindmica cldsica a sistemas cudnticos cuyos operadores relevantes son no-
conmutantes ("Quantum thermodynamics and information theory", J. Aliaga, D. Otero,
A. Plastino, and A.N. Proto, Phys. Rev. B 38 (1988)). Se definirdn dos tipos de
procesos: canénicos, en los que los valores medios de los operadores (variables
extensivas) y los multiplicadores de Lagrange (variables intensivas) evolucionan segiin la
dindmica Hamiltoniana; y termodindmicos, en los que estas variables se mantienen
constantes por accién de un vinculo externo al sistema. Para ambos casos se calcularé la
entropfa, la energia, se definir4 la temperatura del sistema cudntico, y se evaluard el calor
especffico. Para los procesos termodindmicos se definirdn las extensiones cudnticas de Cy
y Cp. Se aplicard la teoria al efecto Zeeman dependiente e independiente del tiempo y al
Hamiltoniano del oscilador arménico tratado en el capitulo anterior. Este ultimo caso
permitird evaluar el proceso de proyeccién desarrollado en el capitulo IV ya que también
se calculard la solucién exacta del problema.

El capitulo VI estard destinado a considerar la posibilidad de describir sistemas

dindmicos disipativos con el presente formalismo, es decir utilizando Hamiltonianos



lineales e independientes del tiempo ("Dissipative evolutions, initial conditions and
information theory"”, A.N. Proto, J. Aliaga, D. N4poli, D. Otero, and A. Plastino,
enviado para la consideracién del Phys. Rev. A). Se explicitard las condicién necesaria
que debe cumplir 1a matriz de la dindmica G, definida a partir del cierre de una semi-
dlgebra de Lie, por conmutacién, entre los operadores relevantes y el Hamiltoniano del
sistema. Se mostrard que esa condicién no es suficiente y se destacar4 el rol de las
condiciones iniciales en el problema. Se demostrar4, a través de un ejemplo conocido en
la literatura como el oscilador dual de Batemann, que las condiciones iniciales no son
independientes entre si, ya que son los valores medios de operadores relacionados por la
estructura del 4lgebra y la condicién de normalizacién de la matriz densidad. Esto
impedird que estas condiciones iniciales tomen valores tales que permitan obtener una
evolucién temporal disipativa.

En el capftulo VII se utilizar4 el formalismo descripto en los capitulos I a V para
resolver un problema de fisica de estado sélido que presenta controversias: La corriente
que se origina en una juntura superconductora y que se denomina efecto Josephson
("Information theoretical approach to Josephson tunneling”, J. Aliaga, H. Cerdeira, A.N.
Proto, and D. Otero, enviado para la consideracién del Phys. Rev. A). Se hard una
pequeiia introducciodn tedrica a este efecto y se definird un modelo Hamiltoniano que lo
representa. Se calcular4 la funcién de particién del sistema, los invariantes dindmicos y se
mostrard que el conjunto de operadores relevantes del problema, definido mediante la
utilizacién del formalismo, tiene una estructura equivalente a un 4lgebra de momento
angular. Se mostrard que el modelo describe correctamente tanto el efecto Josephson de
corriente continua y alterna, como el desbalance de carga entre los superconductores,
explicando ademds el origen de las dificultades encontradas en la bibliografia.

Finalmente se dedicard el capftulo VIII a analizar los resultados, extraer
conclusiones y presentar las perspectivas futuras que se originan a partir del formalismo

presentado.



II Mecénica estadfstica, mecénica cuéntica y teoria de la informacién
1.1 Mecdnica estadistica y Mecdnica cuintica

Si se realiza simultdneamente la medicién con dispersién nula de los valores
medios de un conjunto completo de observables que conmutan 61 , 62 6,,, la funcién
de onda del sistema serd autofuncién de 61, 62,..., 6,, con autovalores 0j, 02,..., Opl.
De esta forma el estado del sistema queda completamente definido y se lo representa con

el vector ly>. Este se puede escribir, en una base ortonormal y completa {In>}), como

hy(t)> =3 cp(t) In> (I1.1.1)

donde los coeficientes cp(t)=<y(t)In> satisfacen
<yly>=1. (I1L.1.2)

El valor medio del operador Aal tiempo t est4 dado, en funcién de los elementos

de matriz App=<nlAlp>, por

<A > = <YOIANY©O> = T ca*(t) cp(t) Anp . (IL.1.3)
n,p

La evolucién temporal de hy(t)>, para un sistema con un hamiltoniano ﬁ(t), estd

determinada por la ecuacién de Schrdinger

ik aﬂf}?- =A@ > . (11.1.4)

. . . . A
Luego, la ecuacién de movimiento del valor medio de A resulta



A A
d<A > 1 A A JA
& TR AROI e <g> (IL1.5)

y es conocida con el nombre de teorema de Ehrenfest.

Hasta el momento se ha considerado que el estado dindmico del sistema se
conoce exactamente a través de la Ec. (II.1.1) y se dice que se trata de un estado puro.
Cuando se posee una informacién incompleta acerca del sistema, ya sea porque el
conjunto de observables que conmutan es incompleto o porque los observables no
conmutan, no es posible determinar > en forma univoca y es necesario apelar al
concepto de probabilidad. Entonces, !a informacién parcial disponible puede estar dada en
términos de un conjunto de posibles estados hyi>, ly2>,..., ly> que satisfacen la
ecuacién de Schrédinger, cada uno de ellos con una probabilidad Py, Pa,..., PL. En este
caso se dice que se tiene una mezcla estadistica de estados en la cual el valor medio de un

observable estd dado por

<A>= Z Pk <\|}k|AIqu> (I1.1.6)
k
o bien
<A>=Tr(pA) (1.1.7)

donde Pk es la probabilidad de que el valor medio de A sea Ak=<\yklﬁl\yk> y f)\ es el

operador estadfstico o matriz densidad definido por

p= Py lyr> <yy! (I11.1.8)
k

0 <Py <l; T Pc=1. (11.1.9)
k



La ecuacién de evolucién del operador estadistico se obtiene a partir de la conservacién
del volumen del espacio de fases,

A

iﬁ%x%-:[ﬁ(t),ﬁ] (IL.1.10)

y se conoce con el nombre de ecuacién de Liouville.
I1.2 Teoria de la informacién y Principio de Mdxima Entropfa

La teorfa de la informacién fue desarrollada por Shannon? para ser aplicada al
campo de las comunicaciones. Se parte de la existencia de un conjunto de eventos
numerables y de un espacio de probabilidad, en el que cada evento tiene una probabilidad

definida p=(p1, p2,..., Pn} que estd normalizada

Ypi=1. (IL2.1)
i=1

Es posible entonces definir la informaci6n asociada con esta distribucién de probabilidad

luego de conocer la misma (I), o la ignorancia relacionada con ésta antes de conocerla (S)

n

I=S= E piln%, (I1.2.2)
e Pi
1=

y se la denomina entropia de Shannon.

Si se considera el caso de un sistema ffsicc, y se asocia cada pj con la

probabilidad de cada estado hy;> descripta en 1a seccién anterior, es posible utilizar la

ecuacién (II.1.8) para expresar a la entropia de! sistema como



S=-ktr(plnp)=-k<lnp> (I1.2.3)

donde k es una constante que se agrega a la definicién dada por la ecuacién (11.2.2) a los
efectos de darle unidades fisicas a la entropia. Von Neumann3 fue el primero en asociar S
con la entropfa del estado descripto por el operador 6 al tomar k igual a la constante de
Boltzmann (kg=1,38 10-16 erg/?K).

Como se indicé en el parrafo anterior, el operador estadistico 3 determina el
estado del sistema fisico y la entropfa del mismo. Dicho estado queda parcialmente
caracterizado a partir del conocimiento de un cierto nimero de observables relevantes al
problema fisico de interés. Sélo en el caso que los operadores forman un conjunto
completo de observables que conmutan la determinacién del estado es unfvoca y la
entropfa vale cero. En el caso de informacién parcial, el conocimiento de los valores
medios de un nimero limitado de operadores implicard la existencia de distintos
operadores densidad que satisfagan las condiciones impuestas por las ecuaciones (I1.1.7-
9). Surge entonces el problema de la eleccién de uno de ellos como representacién del
estado fisico. Es en este punto que E.T. Jaynes? introduce en la teorfa el Principio de
Mdxima entropfa: dado un conjunto de observables (61, 62,..., én} cuyos valores

medios,
<Oi>=Tr(pb),i=1,..n, (I1.2.4)

son la dnica informacién que se tiene del sistema fisico y que se denominardn operadores
relevantes, el operador densidad del sistema es aquel que maximiza la entropia, definida a
través de la ecuacién (I1.2.3). El operador densidad que satisface esta condicién se

obtiene por el método de multiplicadores de Lagrangs,

p=exp(- 2 Ai O), (I1.2.5)
i=0



donde 60 es el operador identidad, que se agrega al conjunto inicial a los efectos de

satisfacer la condicién (I1.1.9)
A
Trp=1. (11.2.6)

Utilizando las ecuaciones (11.2.5) y (I1.2.3) es posible entonces relacionar la entropia del

sistema con los valores medios de los operadores

S=k Y, ri< O;i>. (11.2.7)
i=0

De aqui en m4s se considerard k=1. Los valores medios y los multiplicadores de Lagrange

estdn relacionados por la Ec. (I1.2.6)

n
Ao=InTr(exp(-2, Ai O;)) (11.2.8)
i=0
obteniéndose
A
o} =-u,'=1,2, . 11.2.9
<Qj> 3 s i n ( )

I1.3 Evoluci6n temporal de valores medios y multiplicadores de Lagrange

Los resultados expuestos en la seccién anterior fueron presentados por Jaynes
para ser aplicados a un conjunto de variables del sistema cuyos valores medios son de
interés. Estos valores medios eran promedios de observables cldsicos relacionados con el
sistema. En la seccién anterior se los ha denominado "operadores" porque estos

resultados se pueden extender sin dificultad a operadores cudnticos. El conjunto de



operadores utilizado por Jaynes se forma con las variables que a priori parecen relevantes.
Si a posteriori del estudio del sistema se observa que es necesario incorporar algin
operador a este conjunto para permitir una descripcién més acertada se redefine el
conjunto inicial. Este método hace imposible la deduccién de resultados, ya que no
permite distinguir cuando un resultado no esperado es producto de la falta de algin
operador o constituye un resultado nuevo del modelo en estudio. Estas limitaciones de la
teoria fueron superadas por Y. Alhassid y R.D. Levine> ya que la extendieron a conjuntos
de operadores cudnticos que pueden o no conmutar entre si y adem4s elaboraron un
método constructivo que permite, no solo determinar cual es el conjunto de interés
asociado con un dado sistema fisico sino también dotar a la dindmica de una estructura de
grupo de Lie.

Para introducir estos nuevos conceptos es conveniente trabajar con el logaritmo

de la matriz densidad,
N n
Inp=-2 4 O, (11.3.1)
i=0

que también cumple con una ecuacién del tipo (I1.1.10),

A
.. dlnp
5=

[A®,Inp ). (I1.3.2)

Reemplazando la ecuacién (I1.3.1) en la ecuacién (I1.3.2) se comprueba que esta serd
vdlida para todo tiempo si el conmutador de los observables [61, 62,..., 6,,} con el

hamiltoniano ﬁ(t) satisface

[Aw,6i1=ir), O, g ,i=0,1,..,n . (11.3.3)
1=0

donde gj; son niimeros complejos, que se interpretan como las constantes de estructura de



una semi-4lgebra de Lie. Si el conjunto inicial no cumple con la condicién (I1.3.3) se
incorporarén a €l todos los operadores necesarios para satisfacerla. Los (n+1)x(n+1)
elementos g); se denominan matriz G, o de la dindmica del sistema fisico, ya que como se
verd, determinan las evoluciones temporales de los multiplicadores de Lagrange y de los
valores medios. El agregar la condicién de cierre del dlgebra a la maximizacién de la
entropia tiene un efecto importante ya que permite obtener, para un Hamiltoniano de un
sistemas fisico de interés, un conjunto completo de operadores relevantes mediante la
aplicacién de un procedimiento canénico.

Las ecuaciones (I1.3.2) y (I1.3.3) forman un conjunto acoplado de ecuaciones

diferenciales para los multiplicadores de Lagrange,

T=2&iAj .i=lu.q. (11.3.4)

a las que se le agregan las condiciones iniciales A;(tg), compatibles con las ecuaciones
(I1.2.4) a (II.2.9). Para el caso de Hamiltonianos independientes del tiempo, los
coeficientes gjj también son independientes del tiempo y las ecs. (I1.3.4) se transforman
en ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes. En este caso las soluciones son del

tipo®

K

§ : L
Aj(0) = erit > am (I1.3.5)
m=0

i=1

donde K es el nimero de raices (rj) diferentes de la ecuacién secular correspondiente, af,i,)]
son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales y y+1 es la multiplicidad
de r;. Esta misma discucién puede aplicarse a los valores medios de los operadores
utilizando el Teorema de Ehrenfest (ec. (I1.1.5)). Si el hamiltoniano es independiente del

tiempo, al utilizar la ec. (11.3.3) se obtiene

10



d< A > A ol
3 =-Tr| p Z 6] gli [=-2,< 6] > gli (1I1.3.6)
t 1=0 1=0

es decir, el teorema de Ehrenfest en funcién de las constantes de estructura del dlgebra gjj.
I1.4 Formulacién covariante de la teorfa de la informacién

La solucién de la ecuacién (I1.3.4) puede expresarse en funcién de las

condiciones iniciales de la forma3
A(1) = R (t,t0) Alto) (11.4.1)

con R(tp,t0)=1 y donde A(t) es un vector columna formado por (Aj, A2, ..,AN}. La

matriz R(t,tg) queda entonces definida a través de la relacién

2 BEW _ 6 Rtto) (11.4.2)

con G(t) l1a matriz de la dindmica determinada a partir de la relacién (I11.3.3). La evolucién
temporal de los valores medios, dada por la ecuacién (I1.3.6), puede también expresarse

en forma matricial a partir de 1a relacién

N
b= D, Ril(t0) <Oy (11.4.3)
j=0
obteniéndose
<6>[ = F(t,t0) <(3>L0 (11.4.4)

con F(t,tp) la matriz transpuesta de F(t,to)=R-1(t,tg) y donde <6>l se toma como la matriz

11



columna de N+1 componentes {<61>, <62>,..., <6N>}. Si por el contrario se considera

a <6>l como un vector fila la ec. (2.4.4) se transforma en

<051 = <0>, F(t,t0) . (IL.4.5)

Partiendo de la relacién (I1.4.5) se le puede asignar al vector <6>[ un caricter
covariante’, que usualmente se representa con subfndice. Del mismo modo, la Ec.
(IL4.1) permite indentificar a los multiplicadores de Lagrange con un vector que se
transforma de manera contravariante, representdndolo por lo tanto con un supraindice, Al
Al espacio de los vectores8 <(5>1 se le puede definir una métrica E que permite obtener el

vector contravariante <6>l como la martiz columna
<65t =E <0>, (IL.4.6)

donde <6>l representa como matriz columna al vector covariante <6>t. Dado que esta
métrica tiene determinante no nulo, este espacio es un espacio de Riemann. De la misma

forma es posible definir una métrica E' para el espacio de multiplicadores de Lagrange
A =AXLE (I1.4.7)
utilizando el vector A! que representa a A! por una matriz fila. Las matrices E y E' se

definen a partir de la invariancia de la contraccién de un vector covariante con uno

contravariante

<(5>l <O>t = <6>,0 <O>% (11.4.8)
MAL=A Ao, (11.4.9)

Utilizando las ecuaciones (I1.4.1), (I1.4.4) y (IL.4.5) se obtiene

12
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FEF=E (11.4.10)

(e ]
I
v}
1}
I

(11.4.11)

que definen las matrices E y E'. Si estas matrices son independientes del tiempo (E=0,
E'=0), se pueden derivar estas ecuaciones con respecto al tiempo para obtener, utilizando

la matriz G, una relacién mds sencilla de calcular

GE=-EG (11.4.12)

EG=-GE'. (11.4.13)

Es importante notar que las ecuaciones (I1.4.8) y (11.4.9) son una forma canénica de
obtener invariantes que sean productos cuadriticos de los valores medios o de los
multiplicadores de Lagrange. Este es un resultado importante de la teoria que se origina en
el hecho de dotar a los operadores y a los multiplicadores de Lagrange de una estructura
de espacio de Riemann. Esta estructura permite reescribir las ecuaciones (I1.2.7) y

(I1.2.9) utlizando el caracter invariante de A, de la forma

S=2+<0> AL, . (IL4.14)
oo
<O> = L (1L.4.15)

Es importante aclarar que hasta el presente se ha trabajado en la representacién de

Schrédinger, en la que los operadores son en general independientes del tiempo y el que
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evoluciona es el vector de estado de acuerdo con la ecuacién (II.1.4). Si se trabaja en la
representacion de Heisenberg, en la que evolucionan los operadores y el vector de estado
se mantiene constante, las ecuaciones (11.3.6), (I1.4.3-6) y (I1.4.8) siguen valiendo si se

aplican a los operadores y no a sus valores medios.
1.5 Coeficientes de correlacién

El coeficiente de correlacién entre dos operadores se define en mecénica

estadistica como

K = %<[ Om , 611> - <Op> <Op> (IL.5.1)

donde el anticonmutador contempla el caso en que los operadores no conmuten entre sf.
Este coeficiente representa tanto las correlaciones cudnticas entre los operadores (a través
del anticonmutador) como las correlaciones estadisticas provenientes de considerar
estados mixtos descriptos por una matriz densidad (Ec. (II.1.8) y (II.2.5)'). Por lo
expuesto en la seccién anterior, los coeficientes Ky pueden ser considerados
componentes de un tensor K de segundo orden covariante.

Esos coeficientes aparecen naturalmente en la teorfa al calcular

02 Ao =-<61>=-<6m>
Am oA OAm oA

(11.5.2)

Para efectuar este cdlculo es preciso simetrizar la definicién de valor medio (Ec. 1.2.4)

<O>=2TrpO+61p)=2Tr ((p, G110 (11.5.3)

y utilizar la expresi6én de 6 dada por la Ec. (I1.2.5). De esta forma, al efectuar la derivada

de (51 con respecto a A se obtiene
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p
Men

<61>=

e 0114, (I1.5.4)

-;—Tr (

»  dexpPoexp(- 2 Ai 6;i))
op _ i=1 _

3 exp-h n 3 exp(- 2, Ai i)
= Jexp 0 exp (- 2 Ai Oi)+ expo = =
lm i=1 axm

p <On>-p On (IL5.5)

donde 6m es la transformada Kubo de Op?

1

Om =Jexp(-x > %i O) Om expx 2, Ai Op) dx. (IL5.6)
i=1 i=1

0

Reemplazando el resultado de la Ec. (2.2.5) en la Ec. (2.2.4) se obtiene

<6|>

Y =%Tr([6<6m>‘66m)61]+)=
m

= - (5T (p Om G110 -<Om><by>)  aus)

= - ( l§-<[6m,61]+>-<6m><61>)=-K]m



donde el ultimo renglén de la serie de igualdades es vdlido si se puede realizar la
permutacién ciclica bajo el signo de traza. De esta forma la informacién relativa a las
correlaciones aparece en forma natural dentro de la teoria. Dado el cardcter doblemente

covariante, este tensor evoluciona seguin la ecuacién

Ki=FKyF. (11.5.8)
La relacién entre la informacién que poseen los coeficientes de correlacién y la entropia se
puede observar calculando la dependencia de la entropia con los distintos multiplicadores

de Lagrange

0 (Xo+2 Ai < 6i >)
i=1

0 Aj d Aj
(11.5.9)
0 < 61 >
= i - Ai K
2 i 3 KJ ; i Ivij
i=1
0 en notacién covariante
VasS=-K(At. (11.5.10)

El resultado obtenido indica que la variacién de entropfa con respecto a los multiplicadores
de Lagrange es igual a la contraccién del tensor de correlaciones con el vector de los
multiplicadores de Lagrange. Esta relacién serd generalizada en la secci6n II1.

Al dotar a los operadores <6>[ de una estructura de espacio de Riemann es
posible calcular ciertas magnitudes que dan idea de las caracteristicas de dicho espacio,

como la divergencia y el rotor de <(5>l con respecto a AL De la ecuacién (IL5.7) se

16



deduce que la divergencia de los operadores resulta

n

Vy <O> = 2 igi_—ﬁ- 3 Kii (IL5.11)

i=1
que es la traza del tensor K. El rotor del espacio de operadores es

Vi x <(3>_[ = Eijk<_aél'k;> éi =0 (I1.5.12)

por ser la contraccién de un tensor antisimétrico (el tensor € de Levi-Civita) con el tensor
simétrico de correlaciones (por la Ec. (I1.5.2) Kj=Kjj). Ademds, la ecuaci6n (IL.5.2)

puede escribirse como una ecuacidn de Poisson

A Xo =- i Knn . (H.5.13)
i=1

Esto permite concluir que la funcién de Massieu-Planck A se comporta como funcién
potencial de un campo irrotacional cuyas fuentes son las autocorrelaciones o disperciones
cudnticas. Si todas las disperciones se anulan, la ecuacién (I1.5.13) se transforma en una

ecuacién Laplaciana con la solucién trivial

ro=-2, < 0j>1j, (IL.5.14)
j=1

y por lo tanto la entropia (Ec. (I1.2.7)) es igual a cero. Esta situacién de disperciones
nulas corresponde por supuesto al caso en que se conocen todos los valores medios del.

conjunto de operadores relevantes y los observables conmutan entre si.



III Constantes de movimiento y estados accesibles
II1.1 Invariantes dindmicos

En la seccién I1.4 se estudi6 la estructura de espacio de Riemann que posee el
conjunto de operadores relevantes y sus respectivos multiplicadores de Lagrange. Se vi6
que el espacio de operadores posee un carécter covariante (<6>o y que mediante la matriz
de métrica del espacio (E) es posible hallar el vector contravariante (<6>l). La contraccién
del vector covariante con el contravariante generard productos cuadréiticos de valores
medios de operadores (o de los operadores mismos, si se trabaja en la representacién de
Heisenberg), que serdn invariantes (ver Ec. (I1.4.8)). Para aclarar este punto se mostrard
un ejempo que figura en la referencia 8. Si se considera el caso de una particula libre,

P’\{=ﬁ2/2m, con el conjunto de operadores relevantes (60=i‘, 61=£, 62=6}, se obtiene
0, Ot = 12 ego+p T (eoatea0)+X,p] 1242 €22 . (11L.1.1)

Como los coeficientes e;j de la matriz E son linealmente independientes, los invariantes
que se obtienen son f, 6, 32, y el conmutador de )’E con ﬁ, que es igual a i fi. Estos son
todos los invariantes que se pueden obtener para este Hamiltoniano como producto de dos
operadores relevantes. Aunque en este caso simple esos invariantes son obvios, la
importancia del método consiste en que determina claramente una forma simple de
generartodos los invariantes. También es posible calcular los invariantes que serdn
productos cuadriticos de multiplicadores de Lagrange utilizando la ecuacién (I1.4.9).

Un tipo de invariante distinto es el que se obtiene al contraer el vector covariante

de operadores con el vector contravariante de multiplicadores de Lagrange!0. Un ejemplo

trivial de este caso es la entropia, como se indicé en la Ec. (I1.4.14). A los invariantes de’

este tipo nos dedicaremos en esta seccion.
Un invariante o constante de movimiento es una magnitud cuya derivada total

con respecto al tiempo es nula. Como se dijo anteriormente (Ec. (I11.1.10)) cualquier

18



funcién del operador p cumpliréd con esta condicién, ya que se deriva de la conservacién

del volumen del espacio de fases. En particular, se puede considerar la funcién

A A
iﬁa—%"[—p)-=[ e, anp)l, (11L.1.2)

que es vdlida para cualquier entero 1. Se definen entonces los invariantes

W =<Unp/p>-(<lnp/p>N=] -1
(I1.1.3)

= <(—>57»i o} }> - (<'2n:7\i 6i>]-
i=0 i=0

1 1 .
Para el caso particular 1=1, se obtiene I} = I3 = S. Otro caso importante es 1=2, resultando

n
D= Y A djKyj . (IIL.1.4)
1;j=1

Para el caso general se obtiene
10 = § z ...inl(t)...xim(z)z (61...6m), (LL5)
, iy ”
1

donde = representa una suma sobre términos Tj, .. i,, contemplando todas las posibles

permutaciones de los operadores 6i del tipo

Tij...ipg = < 6i1 6i2 éim >- <6il >< 6;2 >..< éim >. (IIL1.6)

De esta forma se puede observar que las correlaciones cudnticas y estadisticas de todo

orden (Ec. (IT1.1.6)) estdn relacionadas con invariantes dindmicos del sistema.
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N1.2 Entropfa, invariantes y estados accesibles

Al conjunto de vectores de cuadrado integrable asociados a un sistema fisico se
lo conoce como espacio de Hilbert del sistema. La dimensién de este espacio estd
determinada por la cantidad de vectores ortonormales necesarios para formar una base de

este espacio. En general, es posible expresar esta dimensién mediante 1a relacién
M=Tr1 (I1.2.1)

donde M puede-valer infinito, si el espacio es de dimensién infinita. Supongamos que
consideramos un espacio de Hilbert de dimensién finita o que aproximamos el espacio de
dimensién infinita por otro de dimensién M. El operador identidad puede ser escrito de la

forma
T=pexp(-Inp). (111.2.2)
Tomando la traza de la expresién (II1.2.2) se obtiene
M=Trl=Tr{pexp(-Inp)]=
(111.2.3)

=<exp(—ln6)/6>.

La ecuacién (I11.2.3) nos permite interpretar a M como una constante de movimiento que
expresa nuestro conocimiento a orden cero sobre el sistema. Si expandimos la

exponencial de la ec. (I11.2.3) se obtiene
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M=Tr p 1+2 C (g

—1+S+ z O (1 g ym> (I11.2.4)
=2

N St
n.

n=1

que establece una relacién entre el nimero de estados accesibles del sistema y los

(m)

invariantes I(rl‘). En términos de los invariantes I" * 1a Ec. (I11.2.4) se expresa

M= 2(1) ) texp(S), (I1.2.5)

M- eS = Z ('—111!)11(“) (I11.2.6)

que relaciona la entropia, los invariantes dindmicos y el nimero de estados accesibles. De

esta forma, la entropfa del sistema se obtiene como

G 1)“ ™

n!

S=Ia| M- (111.2.7)

n=1

Con el objeto de obtener algunas propiedades interesantes de lcs coeficientes de

() . )
correlacién I" ” se define el operador normalizado g_,



A

A
1 n
g __p(lnp) (II1.2.8)
Tr (p (Inp )™
y utilizando la conocida desigualdad para el opcradqr densidad?
-Tr(pInp)<-Tr(€lnp) (111.2.9)
se obtiene
I(n-i-l)
sng.=—1 (111.2.10)
I(n)
1
Para n=1 resulta
s2<1P (IIL.2.11)
y como S220
0ss2<1?, (I11.2.12)
0, lo que es equivalente
0s1@.52-1P @D _@ (I1.2.13)

que establece una relacién muy importante entre los multiplicadores de Lagrange y los

coeficientes de correlacion

g

@ _x
I7=Y A Aj K2 0. (111.2.14)
rj



Ademads, de la Ec. (I1.2.10) para n=2 se tiene

I(?)
S$<- IE)- ,
1
que lleva a
19 <o.

Mediante un procedimiento recursivo, se obtiene

50,

I(2n+1) <0
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(111.2.15)

(1I1.2.16)

(111.2.17)

(1I1.2.18)

asegurando, de esta forma, que el lado derecho de la ecuacién (I11.2.6) es una cantidad

definida positiva y que por lo tanto

S<InM

(111.2.19)

modificando la relacién dada por Boltzmann (S = In M) por la presencia de correlaciones

cudnticas.

1.3 Ejemplos

11.3.a Anomalia Schottky

Es un hecho conocido que para un sistema con un nimero finito de estados



accesibles el calor especifico tiene un miximo. Este efecto se denomina Anomalfa
Schottky!l,
Consideremos un sistema con N estados accesibles con energias e, €1,...,€n-1-

En este caso la matriz densidad de equilibrio serd

p=exp(-Ao-B A (111.3.1)

N-1
A0 =In [Z exp(-B Ci)J : (111.3.2)
i=0

La energfa media del sistema es <>

N-1
<A> = exp (M) Y, ei exp(-B i) . (I11.3.3)
i=0

Finalmente la entropfa se evalia utilizando la ecuacién (11.2.7),

N-1
N-1 2 eiexp(-B e))
S=In [z exp(-B ci)) +B l=rg-1 . (111.3.4)
=0 > exp(-B ei)

i=0

La entropfa toma su méximo valor para =0,

S=IN, (111.3.5)

»

lo que concuerda con la ec. (I1.2.19). Los invariantes hallacdos en la seccién II1.2 pueden

ser calculados para este ejemplo. De la ecuacién (II1.1.4) se obtiene 1(2)
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1D =P (<A -<>2)=C/k (111.3.6)
donde C es el calor especifico y k 1a constante de Bolizmann.
Consideremos ahora que los autoestados de la energia estdn equiespaciados, a
una distancia K a partir de un nivel fundamental ey

en=nK+ey,n=0,1,.. N-1, (111.3.7)

En este caso se tiene

[ 1-exp(-B KN)]

Aa) = . ) I11.3.8
exp (ho) = exp (B o == (I1L3.8)
B> =ep+ K ) KN . (mL3.9)
exp(B K) - 1] [exp(B K N) - 1]
y
C = k K2 p2 { cp@BK) N expBK N) } (I11.3.10)
[exp(BK)- 112 [exp(BKN)-112)°

Como se muestra en la figura 1, el calor especifico presenta un valor mdximo. La
temperatura asociada con €l aumenta con N. A medida que N crece, C converge a la
ecuacién de Einstein y el mdximo desaparece. Si se conoce el nimero de estados
accesibles y el calor especifico de! sistema, es posible utilizar la ec. (II1.2.7) para evaluar

la entropfa. Aplicando las ecuaciones (111.2.17) y (I111.2.18) se demuestra que

»

I(2)
A=ln(N-=5-)-5>0. (I11.3.11)
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TEMPERATURA / (h w / k)
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Figura 1: Calor especffico en funcién de !a temperatura. En la linea punteada se observa el

efecto Schotthy para N = 2,3,5,8. En la Ifnea llena se muestra el calor especffico obtenido

por Einstein para N = oo,



La figura 2 muestraln (N - C/2) y S versus la temperatura T para diferentes valores de
N. En el limite de altas temperaturas (K B mucho menor que 1/N) se puede dar una

expresion analitica para A:

(K B2 N

A 54

(111.3.12)

n

Como se muestra en la figura 2 y se deduce de la Ec. (II1.3.11), In (N - C/ 2) es una cota

superior de la entropia. Para altas temperaturas, A es despreciable y el conocimiento de N

y C son suficientes para determinar el valor de la entropfa. Para una dada temperatura, la
aproximacién se torna peor a medida que N crece; las correlaciones de orden superior se
hacen méds y mds importantes y es necesario considerar todos los términos de la expansién

dada por la Ec. (II1.2.7), es decir las correlaciones de orden superior.
I11.3.b Efecto Zeeman

Se estudiard ahora el problema de una particula con momento angular § en

presencia de un campo magnético B = B z . El Hamiltoniano del sistema es
A-_\iB, (I11.3.13)

. A .
donde el momento magnético U es proporcional a la componente de momento angular en

la direccién del campo

A
p=yud;. (111.3.14)

Interesa en este punto estudiar el caso en que solamente se conocen g x>y <j\y>. Por lo

tanto, el conjunto de operadores relevantes que cierra un 4lgebra parcial con el
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ENTROPIA / k

0 1 1 1 !
0 2 4

TEMPERATURA / (h o / k)

(2)
Figura 2: Entropfay In (N - -2—) en funcién de la temperatura. La lfnea llena

corresponde a N =2 ylapunteadaa N=3.



Hamiltoniano es [60=I1\. 61=fx, 62=fy), y el operador densidad asociado a este

problema es
p=exp(-ho-A Fx -2 8y . (111.3.15)
El momento angular total vale j; luego el niimero de estados accesibles es
N=2j+1. (111.3.16)

Para poder evaluar el valor medio de los operadores para cualquier conjunto de

multiplicadores de Lagrange (A1, A2) se define
=-i(AMx+Xy)=8n (I11.3.17)

con

B=y A2 + Ag2 (1I1.3.18)

Al aplicar la condicién de normalizacién se obtiene

Ao=In{ Tr[exp(-i B.J )1)=In[Tr(Rp)] (111.3.19)
donde Rg es la matriz de rotacién en el d4ngulo B. La teorfa de rotaciones permite evaluar
los elementos de la matriz Rg para cualquier valor de j si se conoce el valor de Rg para j='5.
En ese caso Rges

Rp=1 cosh(hf} /2) - i gg sinh(hB / 2) (I11.3.20)

con
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gg=(0Ox x + Gy y ).n, (M1.3.21)

Y Ox Y Oy son las matrices de Pauli. Resulta

Rg= (I11.3.22)

o =cosh (AR /2)

(111.3.23)

y=-senh(ﬁl3/2)w.

Si j es distinto de 3 los elementos de Rp son

<jm Rplim> =Rl ;(’;‘“) (’;") aP+i-m-q (yN)i-mpya  (IIL3.24)

pHq=j+m’
con Njp = VG+m)! G-m)! .

Los valores medios de los operadores pueden ser calculados a partir de la Ec.

(IL.2.4)
<Gi>=exp (o) Tr(Rp G). (I1L.3.25)

La evaluacién de Ag se realiza aplicando nociones elementales de la teorfa de momento

angular,



Ko=ln(i exp(mfBh )] (111.3.26)
Vi

m=-j

donde m indica las proyscciones del momento angular (m=-j,-j+1,...,j-1,j). El valor

medio de los operadores relevantes resulta entonces

(I111.3.27)

L .mexp(mﬂﬁ)}
- B\ i

p Zexecmpm)

m=-j

(111.3.28)

m=-j

b2

-

(imcxp(mﬂh‘)]
= - hAp

exv(mBﬁ)J

Mediante las ecuaciones (II1.3.25 - 28) se pueden evaluar los invariantes hallados en la

seccién III.1. A partir de la ecuacién (I11.1.4) se obtiene

1 = 7&(<ﬁ>-<fx>2)+7\.%(<f§>-<fy>2)+

(111.3.29)
+ 2 A1 A2 (1§<[fx,fy]+>-<?x><fy>)

»

y por la Ec. (IT1.2.13) es posible asegurar que
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12>0. (111.3.30)

En este ejemplo los operadores relevantes no conmutan con el hamiltoniano y por lo tanto
sus valores medios son dependientes del tiempo. Las constantes de estructura del 4lgebra

no nulas (Ec. (I1.3.3)) valen

gi2=yh B g21=-YHhB (111.3.31)

El teorema de Ehrenfest (Ec. (I1.3.6)) permite calcular la evolucién temporal de los

valores medios
< fx >(t)=< fx >pcos (Wt)-< fy >0 sen (W t) (I11.3.32)
< fy >S(t)=<Jx>psen (Wt) +< .?y >0 cos (® t) (I1.3.33)

con =g B/h.
Es posible calcular la métrica E definida a partir de la ecuacién (I1.4.6),

obteniéndose

€00 0 0
E=| O enn e | (111.3.34)

0 -e12 en
De esta forma el invariante de 1a Ec. (11.4.8) resulta,
<05 <G>t=egpl+en G2+ +enntfdyr..  @r3ss)

Como los coeficientes de la matriz E son independientes, los invariantes cuadréticos del
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sisterna son
(8 G2 +8y2, Bd ). (IIL3.36)

Es importante notar la diferencia entre estos invariantes y los obtenidos a partir de la Ec.
(111.1.3), que para este ejemplo son los invariantes de la Ec. (II1.3.29). Los valores
medios de los operadores dados en 1a Ec. (II1.3.36) son independientes del tiempo porque
los observables conmutan con el Hamiltoniano. En cambio el invariante de la Ec.
(I11.3.29) es una combinacién particular de valores medios de observables y
multiplicadores de Lagrange, que son dependientes del tiempo.

La entropfa del sistema
S=r+r<h>+r<d > (IIL.3.37)
es el invariante Ié y toma su méximo valor,
S=In2j+1), (I11.3.38)

cuando A1=A2=0 (ver Ec.(II1.2.19)). En este caso también es posible estimar la entropia

mediante la Ec. (I11.2.7)

. 12)
S=In2j+1- T) (I11.3.39)

y la aproximacién serd buena para temperaturas en el rango

1
ap << z—m . (I11.3.40)

Es asf como se ha generado un método para el c4culo de invariantes utilizando la

estructura de grupo y de espacio de Riemann subyacente en el sistema dindmico.
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IV Matriz densidad para operadores no-ligados
IV.1 Definicién de traza para operadores no-ligados

La suposicién que subyace en la defiricién de la matriz densidad (Ec. (II.1.8)), o
en su versién dentro del contexto de la teorfa de la informacién (Ec. (I1.2.5)), es que
existe una base Iyj> que expande el espacio de Hilbert correspondiente al sistema
caracterizado por los observables [61, (52,..., 6n](cuyos valores medios conforman la
informacién disponible) cumpliendo con la condicién de normalizacién (11.2.6). Es
importante recalcar que este conjunto de operadores, definido a partir de la Ec. (I1.3.3) no
es en general un conjunto de observables que conmutan. Por lo tanto, la construccién de
un espacio de Hilbert apropiado no es una tarea sencilla!2:.!13, Un punto importante en este
contexto es la definicién de la operacién "traza" que se utiliza en las Ecs.(IL.1.7) y
(11.2.4) cuando se consideran operadores no-ligados como ﬁ y a Como es bien
conocido, un operador densidad ;')\(ﬁa) presenta cierto grado de arbitrariedad en su
definicién o introduce probabilidades negativasl2, Ambas caracterfsticas son
manisfestaciones externas que remarcan la imposibilidad de medir simultaneamente
observables que no conmutan. El problema, entonces, se circunscribe a encontrar una
definicién de traza que sea convergentel4,

Este capitulo tendrd fundamentalmente dos objetivos: (a) encontrar una manera
de construir subespacios del espacio de Hilbert, cuyo operador densidad esté bien
definido, en el caso en que el problema contenga operadores que no conmutan (en
particularﬁ y c'i). analizando las perturbaciones que este método introduce en la dindmica
del sistema y (b) estudiar la relacién entre los multiplicadores de Lagrange y los valores
medios de los observables (denominada "termodindmica"” del problema por ser similar a
las relaciones de la termodindmica), establecida por la Ec. (I1.2.9), dado que estas no se
pueden calcular si se considera el espacio de Hilbert total!3,

El método que se sigue es el de redefinir nuestro problema de forma tal de tratar

con un ndmero finito de estados accesibles. Esto implica realizar una proyeccién del
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n&

correspondienie espacio de Hilbert infiaito H en un subespacio finito. De acuerdo con el
principio de Rayleigh!6, un sistema continuo puede siempre ser aproximado por un
sistemna finito, de forma que lcs antovalores y antofunciones del sistema real sean
estimados por un nimero finito de autovalcres y avtofunciones del sistema continuo. Esta
formulacién nos permite resolver el nroblema antes mencionado introduciendo efectos de
borde que deberdn ser evaluados. Estos estdn fuertemente relacionados con la base

. . . A AN A
particular elegida, y por lo tanto con !a estructura particular de p(p,q).

IV.2 Aproximacién para operadores no-ligados

A los efectos de encontrar una teorfa que permita definir correctamente la
operacién de traza para operadores no-ligados se trabajard en la representacién matricial de
los operadores. Sea entonces un Hamiltoniano H y vna base B del espacio de Hilbert H

en la cual el Hamiltoniano es diagonz!. La representacién matricial de A serd
HO = diag(hg, ..., by, ...) , av.z2.1)

donde el supraindice cero indica que la matriz es diagonal. Adem4s, cualquier operador
que conmute con f estard representado por una rnatriz diagonal (o una matriz diagonal
por bloques si el Hamiltoniano es degenerado). A.nalizando la ecuacién (I1.3.3) se
concluye que todo operador capaz de describir la evolucién temporal del sistema serd no-
diagonal (en la base del Hamiltoniano).

Todo operador puede expresarse en forma matricial como

0i=0Q; +0j (IV.2.2)
donde Q; y Q] son matrices diagonales y nodiagonales respectivamente. Ademds, 0;

puede expresarse como (interesan solo operadores Hermiticos)

0j = Qqi + Opi , (1V.2.3)



donde Qgqj es una matriz real y simétrica y Op; es antisimétrica e imaginaria. Para
simplificar los célculos, y sin pérdida de generalidad, se escribird a Qq; y Qpi como suma
de matrices con solo una diagonal secundaria distinta de ccro,.Q&(i, Qlﬁ(i, donde el

suprafndice k indica la distancia a la diagonal principal. Luego

Oui = 2, O QBi=k21 Ofi - (1V.2.4)
2

k21

Consideremos ahora el caso en que el espacio de Hilbert /{1 se proyecta en el
subespacio Gy de dimensién N (la dimensién de H es infinita o L con L>>N).

Supongamos que se tiene un Hamiltoniano que es diagonal en la base del operador N

N=a*a (1V.2.5)
a* In> = Vn+l In+1> (1V.2.6)
aIn> =T In-1> (IV.2.7)

y también que es posible hallar una realizacién Hermitica de A en término de n-uplas de
a+ y a. Esta realizaci6n no puede reordenarse usando técnicas normales de ordenamiento.
De hecho, cualquier cdlculo que utilice las relaciones de conmutacién debe realizarse antes
de tomar la representacién de la estructura algebraica en el espacio proyectado, porque
realizaciones diferentes obtenidas por este procedimiento son asociadas con diferentes
representaciones. Debe recordarse que las relaciones de conmutacién no se conservan
cuando el espacio de Hilbert completo se proyecta en uno mds reducido.
El proceso de proyeccién se expresa mateméticamente por la condicién

-

at IN-1>=0 (1V.2.8)
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y la representacién, originalmente diagonal, de A en H se transforma en Gya

diag(hg,hy,...,hN-j-1) O(N-j-1) x j ]

=
2
I

Iv.2.9)
0j x (N-j-1) diag(hNj,hN-j+1,....hN-1) )

donde la matriz I;Iﬁ: ha sido dividida en dos bloques, 1a dimensién de la matriz diagonal
inferior estd definida por j, el nimero de operadores a+ contiguos que tiene en su

representacién en términos de é\* y z?, es decir,
a* a+ ... a* (j veces) . (1V.2.10)

La prima sobre los términos h; indica que los autovalores de la energfa son afectados por
el proceso de proyeccién.

Hasta aquf se han definido dos tipos de fndices diferentes, llamados k y j. El
fndice j depende de la realizacién Hermitiana de B en términos de n-uplas de a+ y 3,

mientras que k depende de la estructura de los 61. Estos fndices satisfacen las condiciones

jSN, (Iv.2.11)
y
k<N-1. (Iv.2.12)
Cuando se aplica la Ec. (I1.3.3) a una representacién en H cada Qg genera otro
Qﬁ que cumple

[0%,0F1.=in0f, (IV.2.13)
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donde Qg es una matriz diagonal. En cambio, en el subespacio proyectado Gy las

relaciones de conmutacion resultan

[HE, Oan1-=[H, 08 1. n+iPh Q) , (IV.2.14)

(B, OfN1.=[H , 0 1. n+iPa Q) (Iv.2.15)
con

(P @H1+=pP @y, (IV.2.16)

y los EI tienen la estructura

0Nk x (N-jk)  Q(N-j-k) x k ON-j-k) x j
P} (QE) = Ok x (N-j-k) Ok x k diag(p1,p2,...,Pj) (IV.2.17)
0j x (N-j-k)  diag(p1,p2,....pj) Ok x k
y
O(N-j-k) x (N-j-k) O(N-j-k) x k O(N-j-k) x j
Efs Q% =i Okx (N-j-k) Ok x diag(p1,p2,.-..,pj) (Iv.2.18)
Qj x (N-j-k)  diag(-p1,-p2,...,"Pj) Ok x k
tal que
Q(N-j) x (N-j-) O(N-j) x j
[Ph &), PL Q) 1=i . av2.19)

2.2 2
0j x (N-j) diag(p1,p2,..-.P})
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En la préxima seccién se analizar4n los efectos que producen los operadores l_’l, que son

la manifestacién de la aproximacién realizada.
IV.3 Efectos de borde dependientes del tiempo

Para relacionar estos resultados con el operador densidad, se considerard un
Hamiltoniano de una dimensién ﬁ(ﬁﬁ) y los operadores no-ligados ﬁ y a Para fijar ideas
se supondr4 que la relacién (I1.3.3) es satisfecha por el conjunto ( 6j )} ={ f, ﬁ, 3 }.

Luego, de acuerdo con la ecuacién (I1.2.5), la matriz densidad resulta
p=exp(-Rol-A1q-22p), av..1)
y, para t=tg, se toma (Ec. (I1.2.4))
A A
<Qq>p=q0, <P>tp=Po - (Iv.3.2)

Los multiplicadores de Lagrange, A, se determinan de forma tal de cumplir con la
ecuacién (IV.3.2) si las trazas son convergentes. Pero los dominios de 1; y '?l son, por
definicién, no-ligados12.13 y por lo tanto el problema a resolver es hallar una definicién
de la operacién traza que sea convergente.

En la solucién de este problema se estudiard el caso particular del Hamiltoniano

del oscilador arménico. Usando técnicas de segunda cuantificacién, se tiene

Q=71 (a++ a), (1V.3.3)
p=ip(a+-a), (V.3.4)
M= n, (1V.3.5)
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Y2 = 5 (Iv.3.6)

La matriz densidad expresada en la Ec. (IV.3.1) puede reescribirse como

p=exp(-Apl-C*ar-Ca), (IV.3.7)
donde
C=Am1-iXay2, (IV.3.8)
Ctr=Am1+id2 72, (Iv.3.9)
C=A exp (i), (1V.3.10)
0 = arctg (2222 | (Iv.3.11)
Mn

El objetivo es calcular la funcién e?o y los multiplicadores de Lagrange que componen la
matriz densidad. A tal efecto se considera el espacio de Hilbert proyectado Gy, formado
por N autovectores del Hamiltoniano del oscilador arménico

Gy=G { 10>, 11>, ..., IN-1> }, (Iv.3.12)
donde

<mIn>=8nn, V mn<N-1 (Iv.3.13)

y también



atIn>=vn+l In+1>, 0<n<N-2, (1V.3.14)

ayIN-1>=0, (1V.3.15)
A

aN In>=+/n In-1>, O<n<N-1, (1V.3.16)
an lo>=0, (1V.3.17)

A
donde z'l\ff: y aN son los operadores de creacién y destruccién que actian en el subespacio

proyectado Gy . Para este subespacio se tiene 1a matriz tridiagonal simétrica de traza nula

y dimensién NxN,

(0 1 0 \
1 0 V2 0
0 V2 0 3

IN=T1 , (IV.3.18)
0 0 V3 0
0 N-1
\ 0 0 VN1 0

y la matriz tridiagonal antisimétrica de traza nula y dimensién NxN,

(0—1 0\

1 0 V2 0
0 V2 0 -3

DN=iP ,  (IV.3.19)
0 0 43 0

0
\_0 omo)



donde el subindice N significa que la representacién matricial en el espacio de Hilbert

proyectado GN y Y1, Y2 estdn determinados por las ecuaciones (IV.3.5) y (IV.3.6). Las
ecuaciones (I'V.3.18-19) muestran que f)N y aN son operadores del tipo k=1, y por lo

tanto utilizando las ecuaciones (IV.2.2) y (IV.2.3) se puede definir
Q=0 =gn=0ai, (IV.3.20)
0 =03=pN=0p; . (IV.3.21)

Se le ha otorgado a los operadores { 6 y c'l\] una representacién matricial univoca en Gy.
Para obtener la evolucién temporal de < BN >y< aN > se utilizar4 la ecuacién (I1.3.6) y la
estructura matricial de la nueva 4lgebra se incorporaré a través de la ecuacién (I1.3.3). La
suposicién que se realizard serd asociar < ﬁN >y< c'iN > con los valores medios medidos
< 6 >y< CAI >, Como se ver4 luego, esta hipétesis se justifica para valores de N grandes.

Usando la ecuacién (I1.3.3), la relacién de conmutacién en Gy es

diag(l,l,...,l) Q(N-l) x 1
[an.pN]=ih , (IvV.3.22)
01 x (N-1) - (N-1)

y la representacién matricial del Hamiltoniano del oscilador arménico resulta

HO=>t o diag[1,3,5,...,21+1,...,2(N-2)+1,N-1] . (I1v.3.23)

1
2
Utilizando la ec. (I1.3.3) se obtiene

[Hn.qn)=Cn/mepN+A%), (1V.3.24)

[HN,pNl=ifimo Qe+ AR, (IV.3.25)
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donde
ON-2)x N-2) ON-2)x1 O(N-2)x 1
AW =2in INVNT]|  Q1xv2) 0 1 . (1V.3.26)
01x (N-2) -1 0
ON-2) x N-2) ON-2)x1 OmN-2)x1
2 1.
AR =ZiN INVN-I) [ Q1x (N-2) 0 1 : Iv.3.27)

O1x (N-2) 1 0

Se observa que !_\9) y A?J son matrices cuadradas de NxN (j=1,k=1), con solo cuatro

elementos distintos de cero, y con la forma de las matrices de spin Gy y Oy,
respectivamente. Se define entonces (ver Ecs. (IV.2.2), (IV.2.3), (IV.2.14), (IV.2.15),
(IV.2.16), (IV.2.17) y (IV.2.18))

=03 = (h/m AR = 0d; = PhQd)) . (IV.3.28)

Q=04 = tme? AR = Qd, = P (Of)), (IV.3.29)
y finalmente se obtiene

(Hn, AR 1 =inE2m a2 AR, (I1V.3.30)

(BN, AR = Cin/m) B2 ARY. (IV.3.31)

Se ha reemplazado entonces el conjunto de operadores relevantes { éj} = { '1\, 6,

A . . . - - .
q } pertenecientes al espacio de Hilbert general (en este caso infinito), por un conjunto

equivalente { fN, 6N, aN A%), A%) } en el espacio proyectado finito Gy.



Mediante el principio de médxima entropia, es posible evaluar la nueva matriz

densidad

In PN () =- A0 -A1 QN -A2 PN A3 AR A4 AR, (IV.3.32)

donde se ha utilizado la representacién de operadores proyectados y su dlgebra asociada.

La nueva matriz G, en el espacio Gy, tiene los siguientes elementos no nulos

g12=mw?, (1V.3.33)
g21=g31=-1/m, (IV.3.34)
ga2 = -m w2, (1V.3.35)
g34= -mN—z'21 , (1V.3.36)
g43=m w? ¥ (IvV.3.37)

Con esta matriz G es posible calcular las evoluciones temporales de los

operadores proyectados utilizando el teorema de Ehrenfest (I1.3.6), obteniéndose

A
A A < >
<QN>1=<qn>0cos (@) + BN 0 cen (wt) +
mo

(IV.3.38)
A 1)
+ 2 <qu—>0 [sen (wt) + sen (w't)] - < Aﬁ) >0 [cos (wt) - cos (w't)] 7,
N me
< ISN >=< ﬁN > cos (wt) - < cA;N >0 mw sen (Wt) +
(I1v.3.39)

+%{< A%) >0 mo [sen (wt) + sen (W't)] + < A%) >0 [cos (wt) - cos (m't)]],
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< AS‘J >=< Aﬂ? >pcos (o't) - <A%) >pomwsen (') , (1V.3.40)
A2 A2 < AW 5o
<AR>, = <AR>qcos (@) + =EN206en () , (1vV.3.41)
mo

donde

o=, (IV.3.42)
Si

A A1)
<dn>p, SBN20 55 2.5 AV > 2 <AR> (1V.3.43)

ma@ ma@

se reobtienen los resultados cldsicos. Para N = 2, Hy es proporcional a la matriz
identidad, p2 y Q2 conmutan con €l, y por lo tanto sus valores medios son constantes.
Para N=4, la frecuencia ', que representa los efectos de borde es igual a la frecuencia del
oscilador . Esto ilustra el hecho que para N pequefios los efectos de borde pueden ser
muy importantes. Se har4 una discucién detallada de este punto en la seccién IV.6.

La evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange resulta (ver Ec.

(11.3.4))
Ao =200, (1v.3.44)
A1 () = X0 cos (wt) + mw Agq sen (mt) , (IV.3.45)

A2 (t) = A cos (wt) - ﬁg— sen (ot) , (1V.3.46)
mae
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A3 () = A30 cos (w't) - M sen (w't) +

ma
(1V.3.47)
ﬁ%{lzo [cos (wt) - cos (w't)] - m[sen (wt) + sen (m't)]},
ma

A4 (1) = Aqp cos ('t) + A30 mw sen (©'t) +

(1V.3.48)
%{l]o[cos (w't) - cos (wt)] - Ao mw[sen (wt) + sen (a)'t)]}.

La entropia del sistema es una constante de movimiento y por lo tanto se la puede

expresar en términos de las condiciones iniciales

4 4
S=2M(t) <On,>1 = Z:;Mo <On;>0. (1V.3.49)

i=0

Para completar la solucién del problema es necesario calcular explicitamente el valor de
los multiplicadores de Lagrange tal como lo indica la Ec. (II.2.9). Esto se hard en la

préxima seccién.
1V.4 Cilculo de los multiplicadores de Lagrange

Para el caso que estamos considerando, los valores medios de dos de los
operadores relevantes, < A(&) >y < .2\\%) >, aparecen como resultado de considerar un
subespacio Gy y de aplicar el cierre del 4lgebra (Ec. I1.3.3). Por lo tanto ellos no forman
parte del espacio fisico original. Es por ello que podemos considerar

A30=240=0,t=1p (IV.4.1)

dado que de acuerdo con el principio de mdxima entropia no existe informacién



. A . AQ2 - L
relacionada con los operadores AS\) y A(N). Por lo tanto, las condiciones iniciales son

<ON>0=q0, (IV.4.2)
A

<PN>0=P0 >, Iv.4.3)

<IN>0=1, (IV.4.4)

y la matriz densidad a t=0 resulta

A

A A A
In pN(0) =- A3 IN-Af an - A2 PN . (IV.4.5)
Es de notar que los supraindices y subindices cero indican que se consideran las
condiciones iniciales dadas por las Ecs. (IV.4.2-4) y por la Ec. (IV.4.1). Es decir que las
condiciones iniciales son "mixtas", una parte sobre los valores medios y otra sobre los

multiplicadores de Lagrange.

Para poder calcular explicitamente el multiplicador Aq, y obtener los
valores medios a través de la Ec. (I1.2.9), es necesario diagonalizar la matriz

ON =-A aN- Ad DN

+
C* an+CanN

A [exp (-i 6) an +exp (i 9)an ] (1V.4.6)

donde C y C” fueron definidos en las ecuaciones (IV.3.8-10). Trabajando en el plano A,

6 es posible €scribir el problema de autovalores como

det (oN-ojIN) =F (N,aj) =0, j=1,2,..,.N , av.4.7)
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donde N es el nimero de autoestados y o los autovalores de wN, es decir las N raices de

F. La Ec. (IV.4.7) puede llevarse a una expresién recursiva del tipo

F (N,aj) =- 0j F (N-1,j) - (N-1) A2 F (N-2,aj) ,N>2.  (IV.4.8)

Para N <2 se obtiene

FOo)=1, (IV.4.9)
F(l,a)) =-qj, (Iv.4.10)
F (2,0) = o - A2, (IV.4.11)

Utilizando estas propiedades es f4cil demostrar que las funciones F(N,oj) estdn

relacionadas con los polinomios de Hermiite, HN,
F(N,a) = (- AN 2-N2 Ay (o5/AV2). (1V.4.12)

Los F(N,a.j) son generados por la ecuacién

dlexp (-aj/2 A2)] N

F(N,aj) = A2N exp(oj/2 A2) = :

(IV.4.13)
da;j

y por lo tanto las ecuaciones (IV.4.8-11) se transforman en las relaciones de recurrencia

conocidas para los polinomios de Hermite. Definiendo

Wj=c/A (IV.4.14)
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y reemplazando en las Ec. (IV.4.8-11) se obtienen ecuaciones adimensionales y se

definen estos polinomios adimensionales como
HN (M) =(-A »N F(N,a;) . (Iv.4.15)

Utilizando la ecuacién (I'V.4.8) se obtiene la solucién de la Ec. (IV.4.5)

N
exp(A0)=2, exp (- njA ), (IV.4.16)
j=1

donde p; A es la j-€sima raiz de F(N,q;). Es importante notar que 7\8 es una funcién de A,
pero no de 6. De las ecuaciones (IV.4.8) y (IV.4.15) se puede demostrar que si [j es raiz
de HN , -j también lo es. La figura 3 muestra las diferentes raices para N < 26. También,
por las propiedades de los polinomios de Hermite, las raices W son todas diferentes y
dependen solo de la dimensién del espacio de Hilbert N. Estas tienen un valor méximo,

HMaX, que satisface la relacién
HMAXx < N (IV.4. 17)

para cada N.

La funcién de particién resulta

exp (A3) =2 Y, cosh (jA), si N es par, (1V.4.18)
w0

exp(A)=1+2 Y cosh (4j A ), si Nesimpar. (IV.4.19)
1;>0

La solucién de la ecuacién de autovalores de wN (Ec. (IV.4.7)) es
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ON I1j,A,0> = Hj A Iej,A,6>, (1v.4.20)
donde
N-1
Z exp (-i 0 k) aj Ik>
A0 = = , (IV.4.21)

y por la Ec. (IV.4.15)

i _ Hk (1y)
ai _-—-—J—m . (1V.4.22)

El ket [k> es la autofuncién del oscilador arménico y k su correspondiente autovalor. De
las ecuaciones (IV.4.15-15) y (IV.4.21), es f4cil de ver que los autovalores dependen
solo de A y las autofunciones de 6.

De la Ec. (IV.4.6) se observa que si 7\.(1) o A3 son cero, N es proporcional a pN 0
gN respectivamente. Es por ello que si Xg=0, por la Ec. (IV.3.11), se tiene 06 =0, &t

(o nm) y luego la Ec. (IV.4.21) lleva a

N-1
Z -1k ap Ik>
ljon 7> = Ign> = X2 . (1V.4.23)

A / PP
k=0

Si se compara la Ec. (IV.4.23) con la expresién usual de Ig> en términos de los

kets k> del ozcilador arménico,

51



oo

lg> = Z ZE_pq2 /a4]) Bk (@ / V2 ) k>
(27,;7%)-1/4

k=0

_exp(-q2/4vDH '\ Hi (a/y1) Ik>
@nyD) 14 k!

Z -k aj Ik>
- k=0

2 Ll
k=0

(IV.4.24)

se encuentra que los coeficientes asociados a Ik> son todos iguales, excepto por el factor

de normalizacién. Luego, Iij,n > = Iqn> es la proyeccién de Iq> en el espacio finito Gy.
Al comparar las ecuaciones (IV.4.23) y (IV.4.24) se tiene que (con una normalizacién

adecuada)
Q>N =Ilgn>, 6=nT, n=0,1,2, .. (1V.4.25)

Un resultado andlogo se obtiene para 6, pero con 0 = w/2, nn/2. Luego se verd que
sucede con los operadores 62 y 62, que son importantes para el célculo de las
dispersiones de c’iy 6

El resultado obtenido en el pdrrafo anterior permite calcular los valores de

expectacién de los operadores 6;:1 utilizando
A - A A
PN (0) Inj6>=exp (- A9 1- oN) Ip;,0>

=exp (- Ao - 1jA ) I B>, (1V.4.26)
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< O>0=Tr[pn () ON]

N-1

= Z exp(-Ao - HjA) <p;; 6! 6;] 110> .

=0

De las ecuaciones (IV.4.20-22), (IV.4.26-27) se tiene

N-2
Z Hy (1) Hi+1 (Hj)
T
A k=0 K
<p ;61 gNIp;6>=27) cos(9)
E Hk ( Hi)
N-2
Hyg (1) Hk+1 (Hj)
A k=0
<pkj;6! pN Inj;0>=-2y2 sen (8) YH]

Suip

Hn-2 (1) HN-1 (1)
(N 2)!

Sup

Hn-2 (1) HN-1 (1))
(N 2)!

Sip

La relacién de recurrencia (I1V.4.8) permite demostrar que

<01 AR 16> =72 sen 8) N

<uj; 0l A(lg;) Inj;0> =71 cos (6) N

(1v.4.27)

(Iv.4.28)

(Iv.4.29)

(IV.4.30)

(1v.4.31)



Z Hy CRL= Z H ) Bl G1) 1y 4 3

usando que HN (1j) =0.

Ademids, los polinomios de Hermite cumplen la regla de suma

N-1
H H H H H H
Z k (X)k! k (y) _HN (x) HN. (]N(yl))' (xl\;r)l (x) HN (y) (1V.4.33)
k=0
y entonces
N-1
N-1 12 ) NH H
}ii,“x Hy (X)k'Hk ) _ Z kk!p'L= N-(IN (_"2))! ;‘1-2 (x) . (IV.4.34)
k=0 k=0

donde se utilizé la Ec. (IV.4.32), la regla de L'Hospital y la relacién de recurrencia
Hp (y) = n Hn1 () - (IV.4.35)

Luego reemplazando las Ecs. (IV.4.31) y (IV.4.34) en las ecuaciones (IV.4.27-30), se

demuestra que
<Wj:01 QN 16> = jy1 cos (8), (IV.4.36)
<pj;0l f)N ILj;6> = -pj y2 sen (6), (IV.4.37)

<pji01 AR 10> = - <01 px 6>, (IV.4.38)



<01 AR 10> = <01 4 Iji0> . (1V.4.39)

De las Ecs. (IV.4.2-4) se concluye que

<dn>0=<AR >0=q0. (IV 4.40)
<pn>o=-<AN >0=po. (IV.4.41)

Ademds, de las Ecs. (I1.2.9) y (IV.4.16) se tiene

Ao
< QN >0 = -=——2 =y; cos (6 )Z Wjexp(-Ao - LjA), (1V.4.42)

q0 Y 2

EYY N
< PN >0 = -ﬁ =y, sen (8 )2{ ij exp(-Ag - BjA), (IV.4.43)
J:

Po

por lo que los valores medios de aN y ﬁN son la suma sobre los autoestados [j Y1 Y Kj Y2,
respectivamente, pesada por los factores cos (6 ) exp(-Ag - HjA) o sin (6) exp(-Ag - HjA).
Utilizando las ecuaciones (IV.3.11), (IV.4.42) y (IV.4.43) es posible definir

“7’27»2 _Y1PO
1Al v2q0

tang (0) = =tang (6p) (IV.4.44)

iA)| =%x0 (A). (IV.4.45)

vV G

Tanto %o (A)'como 69 estdn expresados en términos de las condiciones iniciales de qN ¥y

PN. Por lo tanto se puede trabajar en el plano de coordenadas polares de multiplicadores



de Lagrange (A , 6) defirido vor ta Hc. 2V.3.11) o en £3.& nuavo plano de condiciones
iniciales sobre los valores medios {¥p , 6¢). El subirdice cero indica que se utilizé la Ec.

(IV.4.5) para efectuar el cdlculo. Este cambio de variables permite obtener

I- %—Al'\g| =< T | =y0 (A)., t=1g, (1V.4.46)

que lleva a interpretar a las raices [ij como los autovalores de un operador en el espacio
GN.

Estos resultados pueden reiacionarse ficilmente con los de un ensamble
candnico, en el seatido que A y 1j actiian como B y ej, respectivamente. En la figura 4 se
muestra el comportamiento de o versus A para distintos valores de N. Finalmente, es de

observar que usando la ecuacién (IV.4.46), resulta

%0 < HMAX (IV.4.47)
y por lo tanto, por la Ec. (IV.4.17)

X0 S Hmax SN. (IV.4.48)

De esta forma, la dimensién de Gy , N, puede estimarse aproximadamente para el caso en
que las condiciones iniciales sean dadas por las ecuaciones (1V.4.1-4).

El resultado mas importante de esta seccisn es €l cdlculo aproximado de los
multiplicadores de Lagrange para una matriz densidad censtruida con operadores no-
ligados. La tarea a realizar serd evaluar las propiedades termodindmicas de un sistema
como el que se estd tratando y finalmente analizer la validez de! procedimieno de
proyeccion.

Es de destacar que, a pesar de que se ha ilustrado este procedimiento con el

Hamiltoniano del oscilador arménico, este métodc de proyeccidn tiene un cardcter



Figura 4: o versus A para N =2, 4, 10, 20. Esta figura muestra la relacién entre los

multiplicadores de Lagrange y los valores medios iniciales.
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general, como se ha mostrado en la seccién IV.2, ya que el Hamiltoniano particular ha
sido utilizado al solo efecto de obtener una expresién concreta para A(D) y A2), La
existencia de este tipo de operadores no es una peculiaridad de este Hamiltoniano sino una
consecuencia del hecho de trabajar con un subespacio finito de un espacio de Hilbert

infinito.
IV.5 Propiedades termodindmicas

La entropia del sistema descripto en la seccién anterior, dada por la Ec. (11.2.3),

evaluada en el subespacio Gy at=tges
St=t)) =+ 0 <qn>0+ A <pN>0=5S @). (IV.5.1)

La ecuacién (IV.5.1) es una cota supericr de la entropia y se la llamard "experimental” ya
que ha sido determinada en base a los valores medidos. Como la entropia de Gibbs, la
entropia experimental es una constante de movimiento ya que no es més que la entropia
del espacio Gy con condiciones iniciales dadas por las ecuaciones (IV.4.1-4). Utilizando

las Ecs. (IV.4.16), (IV.4.44-46), se obtiene

S=X+A <u>=2+A %o
(IvV.5.2)
dAo

=X (A)-A —.
o (A) I

El comportamiento de la entropia versus o o A se muestra en las figuras 5 y 6 para

distintos valores de N. Por las propiedades de simetria, la entropia no es una funcién de 0

(ver Ec. (IV.4.16)) y la superficie definida por las condiciones iniciales es una cipula

cuyo miximo corresponde a S =In N (A =0 0 %o =0). En ese caso todos los estados son

igualmente probables y el sistema se encontrard en un estado estacionario, que en
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Figura 5: S (en unidades de la constante de Boltzmann) versus o para N = 2, 4, 10, 20.

S toma el maximo valor (In N) para ¢0=0, y S=0 para 3o=HMAX.
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Figura 6: S (en unidades de la constante de Boltzmann) versus Yo para N = 2, 4, 10, 20.

S —>0cuando A > oo



términos de la teorfa de la Informacién corresponderd a un estado de equilibrio?. Para
A—o0, S50 y %0 toma su proyeccién méxima, que corresponde a una combinacién lineal

particular de los N autoestados de ﬁ k> (k=0, 1,...,N-1). Por ejemplo, (ver Ec.

(IvV.4.21))
10> - exp (-i 0) 11>
N=2: -1, 0 , IV.5.3
> NG ( )
N=3: | -3, 8 > = 10>-vV3 exp (-i 0) 11>+ V2 exp (-2 0) I2>. (IV.5.4)

V6

La relacién entre 30 y A (Ec. (IV.4.45)) puede asociarse para N=2 con la

ecuacién de estado de un gas paramagnético

%0 (A) =tanh (A). (IV.5.5)

De hecho es 1a expresién de una magnitud intensiva en términos de una extensiva. Para N

grande es posible evaluar otra magnitud termodindmica, el calor especifico

Cp=-A % (IV.5.6)

9N’
donde A actda como un pardmetro de temperatura (f3).
Como se indicé en el capftulo anterior, al ser este un sistema con espacio de
Hilbert finito, el calor especifico muestra el caracteristico efecto Schottky anémalo (ver
Fig. 7). El valor médximo de Cy divide a la curva en dos regiones, correspondientes a
orden mdximo (A—e<) o desorden médximo (A—0).

Utilizando las Ecs. (IV.4.21) y (IV.4.27) se puede calcular el valor medio de la

energia
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CALOR ESPECIFICO / k

Figura 7: Calor especifico (en unidades de la constante de Boltzmann) versus A para
N =2 ,4, 10, 20. El mdximo es caracteristico de sistemas finitos (efecto Schottky

an6émalo).
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N-1
€k 0.1{ k>
k=0
Hylui,0>= , IV.5.7
N u'_] ‘/K_J ( )
donde
of =exp (-i k) al (1V.5.8)
y
(2k+1)52‘°—1 0 <k < N-1
£k = (1V.5.9)
Fo
(N-1) —; k =N-1;
N-1
k=, lall?. (IV.5.10)
k=0
Luego,
<HAn>0=Tr (po AN)
N N-1
exp (- Li A il2
_ °xp (- MjA )
= exp (-7\%)2 P (Kl.l )Zek laxjcl
j=1 J k=0
= < (PN)2 > 73 + < ()2 > 1 = <Hn>;. AV.5.11)

Con (ON)? se desea indicar que la proyeccién sobre Gy se realiz6 antes de multiplicar a la

matriz por si misma. Luego, desde el punto de vista de la energfa, la presencia de
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< AN(DA2) > no es detectable.

En la figura 8 se muestra el comportamiento de < ﬁN >/Rw, Sy Cy versus Xo.
La analogia con el gas paramagnético es evidente. Es interesante observar que para
N — oo, x (A) puede obtenerse solo para A — 0. El estado puro de médxima proyeccién
no puede ser alcanzado. Este resultado ilustra la imposibilidad de obtener % (A) para el

espacio de Hilbert original, infinito, H.
IV.6 Efectos del proceso de proyeccién

En la seccién anterior se han resaltado las ventajas de trabajar en el subespacio
proyectadoGyp, que permite definir una operacién de traza convergente para la matriz
densidad. No obstante, como se demostré en la seccién IV.2, el proceso de proyeccién
conlleva una modificacién en el nimero de operadores relevantes. En esta seccién se
analizar{ la influencia de estos nuevos operadores en el cdlculo de valores medios y en la
dindmica del sistema.

A tal efecto se evaluar el principio de incerteza sobre los autoestados k> de HO.

En ese caso se obtiene

Ak (pn) =V <k I (pn)2 1k >-(<k I pn Ik >)2, (I1V.6.1)

AY () =V <k!(gn)2lk>-(<klqn !l k>)?, (1V.6.2)

y utilizando las Ecs. (IV.3.18-19),

I (2k+1)
2 ’

Ak (qN) A% (pN) = (IV.6.3)

0<k<N-I

64



65

4 |

-—

(SvavzimvinHON s3avaiNn)
SYOIAVNIQOWHIL S3INOIONNA

Xo
=4

, <ﬁN>/ﬁmy Cy versus 0 para N

Figura 8: S



Ademds, la desigualdad de Heisenberg provee una cota inferior para el producto de las

raices cuadradas de las dispersiones cuadrdticas medias:

<kIfan, pN11k>
Ak (gn) AK (py) 2 > 25, (IV.6.4)

donde fue utilizada la Ec. (IV.3.22) en la iltima desigualdad. Las ecuaciones (IV.6.3) y
(IV.6.4) demuestran que las dispersiones de qN y pN evaluadas en una base de
autoestados de HO satisfacen el principio de incerteza.

Dentro del contexto de la teorfa de la informacidn, es interesante evaluar estas

dispersiones para los valores medios definidos por la Ec. (I1V.4.27),

A% (pn) =V < (pN)2 >0 - (< PN >0)2 , (IV.6.5)

A0 (gn) =V < (aN)2 >0 - (< aN >0)2 . (1V.6.6)
Se obtiene

Tr [ pN©aN]=<@) >0=

N-1

A2
= ZO exp(-Ao - KjA) <u;j;01 (qN) " Iu;6>) . (IV.6.7)
J:

donde

/ N-1 \
2
E Hi (1))
A 2 ) = (1)
<u;;00 (ON) ) Ij:6>=y1| Kj cos(20) + 2 [1 - cos(20)] —:—’11————— (I1V.6.8)

Z Hlfk('ui)
Y,

. =
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N-1

A2 A2
< PN))>0= 4 - exp(-Ao - 1jA) <pj0l1 (PN) 1nj:6>) . (IV.6.9)
J:

donde

( N )
ZHkmp
D)1

<! ) Iuj;6>='yz 5 cos(20) + 2 [1 + cos(20)] <2 | av.6.10)

Seip

\

Ahora es posible evaluar el miembro izquierdo de la desigualdad de Heisemberg (Ec.

(1V.6.4)) para pn (0)

N-1
D expt-ho - wih) <ui0l LN, B 1. 6>/, AV.6.11)
i=0

A9 (@) A (p) 2 %

El miembro derecho de la Ec. (IV.6.11) puede calcularse mediante la Ec. (IV.3.22) y
(IV.4.21). obteniéndose

<uj;0l [qN, PN 1 ;6> =0. (1V.6.12)

Esto implica que la cota inferior de A0 (qn) AC (pN) es cero, y que toma este valor cuando
A
pN (0) describe un estado puro. Dentro del contexto de nuestra aproximacién esto es

posible solo cuando A tiende a infinito, como lo muestra la Fig. 4.

67



Es posible calcular numéricamente la regién del espacio de fases que satisface

A% (gn) A% (pN) < g (IV.6.13)

es decir, la regién en la que las Ecs. (IV.4.44-45), (IV.5.2), (IV.5.6) y (IV.5.11) no
tienen significado fisico. La figura 9 muestra el resultado correspondiente. El drea
sombreada indica la zona donde el proceso de proyectar H — Gy viola un postulado
bdsico de la mecdnica cudntica (Ec. (IV.6.4)). El ancho midximo de esta regién es YN,
donde yN es un nimero obtenido en forma numérica a partir de la Ec. (IV.6.13). Mediante
un andlisis cuidadoso sobre la forma en que varia la regién sombreada con N, es posible
seguir la forma en que trabaja el proceso de proyeccién. De la figura 3 es posible observar
que la distancia entre dos raices adyacentes i disminuye a medida que N crece. En
particular, el conjunto formado por los Vi se transforma en un continuo cuando N — oo,

Por lo tanto, un pardmetro caracteristico del proceso de proyeccién puede definirse como

5 = (HMAX - UMAX.1)
TN

, (I1v.6.14)

donde Umax Y HMax.-1 son las dos dltimas rafces para cada N de la Fig. 1. El valor de &

versus N resulta:

N S

3 2.1
5 6.8
8 7.1
10 8.5
15 5.0

La ecuacién (IV.6.13) es mds restrictiva para 8 =0, n /2, t1 y 3 ® / 2, dado que esos
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Figura 9: xo como funcién de < gN >/ Y1 UMAX Y <PN >/ Y2 Hmax (cfrculo unitario)
para N=5. El drea sombreada muestra la regién donde el procedimiento empleado para

proyectar H en Gy viola el principio de incerteza. (Su ancho mdximo es YN / UMAX-)



valores corresponden a autovalores de aN y BN- Esto es razonable ya que la incerteza
tiende a cero cuando A0 (qN) o A9 (pn) tienden a cero.

Se estudiarédn ahora la influencia de los efectos de borde sobre la dindmica del
sistemna. La evolucién temporal de <aN / SN 0) > y< ﬁN / 6N (0) >; pueden verse

en la figura 10. La diferencia entre esas curvas y el resultado senoidal cldsico es debido a

)

la contribucién de < A(pl;) / p')\N 0)> vy < AI\ZJ /6\N (0) >, que aparecen por el

proceso de proyeccién. Ambos generan un efecto de "ruido" en < aN / p;\ N(©0)>y
< QN / pA N (0) >, dado por la combinacién de las ecuaciones de evolucién (IV.3.38-41)

y las condiciones iniciales (IV.4.40-41). El ruido resulta

rq—N\z{-< cAm >po[cos (wt)-cos (a)'t)]—<—PN—>O-{sen (wt)+sen (a)'t)]}, (Iv.6.15)
mo
rp%{'< SN >p[cos (wt)-cos (w't)]-< aN >omm([sen (wt)+sen (®'t)] } ,(V.6.16)

y, como es 16gico, el ruido disminuye a medida que N crece.
Resta aun formularse una pregunta. ;Serd ¢l proceso de proyeccién vélido para
todo N?. Para encontrar la respuesta es posible construir

2 (A) - XUMAX) =1y, (AV.6.17)

donde xo (A) estd dado por la Ec. (IV.4.45) y x?(MAX) el el mdximo valor de

0= \/ (< PN / PN (0) >)z . (< aN / PN (0) >)2. AV.6.18)
2 "

0 0 . . 0
Tanto ¥ (A) como % ((MAX) se muestran en la figura 11. En particular, ¥ (A) es el

circulo de condiciones iniciales, que también se muestra en la figura 9. Se observa que
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Figura 10: Evolucién temporal de los valores medios para N=5 con A0 = 0.

(< pN >/ ¥2 HMAX en lineas punteadas)
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4
r, MAX =_13<0 , (IV.6.19)

donde el lado derecho de la ecuacién fue obtenido utilizando las ecuaciones (IV.6.17-18).

Entonces, la variacién de < pN >y <gN >,

F(< pN >) =&W)_ : (IV.6.20)

F(< qn >) =l av.6.21)

se calcula proyectando r,MAX sobre los ejes de la figura 11. Se obtiene que
Fl(<qn>) F(<pn>) <, (I1V.6.22)

donde se utilizé la Ec. (IV.4.17). El efecto de borde estd entonces automdticamente
controlado por la Ec. (IV.4.17), lo que indica la autoconsistencia del procedimiento.

Por lo tanto, el espacio truncado Gy permite una dindmica cudntica exacta, de
acuerdo con la informacién disponible. Obviamente, existe una cota inferior para ¥, por
debajo de la cual es imposible observar cualquier evolucién dindmica del sistema. En ese
caso, solo se observan transiciones cudnticas entre estados, a pesar que el dlgebra de
operadores predice una evolucién temporal del tipo del teorema de Ehrenfest.

En este ejemplo simple se muestra que la posibilidad de observar la completitud
del espacio de Hilbert estd definitivamente impedida por el principio de incerteza. Es asi
como la figura 11 a) muestra que < pN >y <N > no evolucionan en la misma direccién

(N=3), lo que es un efecto estrictamente cudntico.



V Termodindmica cuéntica y teorfa de la informacién

V.1 Termodindmica cudntica

En la seccién 5 del capitulo anterior se estudiaron los aspectos termodindmicos
de un sistema descripto por una matriz densidad compuesta por operadores no-ligados.
En ese contexto, se llamé termodindmica al estudio de la relacién entre multiplicadores de
Lagrange y valores medios de operadores. Se hizo también una analogia entre el sistema
estudiado y un gas paramagnético, pero no fue definida la temperatura del sistema. Es la
intencién de este capitulo especificar claramente cual es la informacién necesaria para
poder definir las magnitudes del sistema con las que se trabaja usualmente en
termodindmica. Esta definicién se hard dentro del contexto de teoria de la informacién y
serd aplicable tanto a sistemas cldsicos como a sistemas cudnticos, cuyos operadores
relevantes pueden conmutar 0 no con A. Este dltimo caso dard lugar a una verdadera
"termodindmica”, en la que las variables intensivas y extensivas son funciones del
tiempo!7.

En la teoria cldsica, la entropifa estuvo usualmente asociada con estados de
equilibrio418.19, Se la considera una funcién de estado, donde el estado estd definido por
la temperatura, presién y otras variables macroscépicas. Dentro del contexto de la teoria
de la informacién, se puede definir al estado de equilibrio utilizando el principio de
médxima entropia (PME). Este estado serd aquel asociado con la méxima entropfa, para
una dada configuracién, en el que el valor medio del nimero de particulas, la energfa, el
momento total, etc., se mantienen constantes. El estado que tiene estas caracteristicas es
tinico, y para particulas clédsicas lleva a la conocida distribucién de probabilidad de
Gibbs!8. La idea central de este capitulo es reexaminar el concepto de temperatura para
sistemas cudnticos utilizando el PME, ya que como ha sido sugerido previamente por
Cyranski20, el PME ha sido muy iitil para reconciliar a la teoria cudntica con otras teorias
fisicas.

Como es sabido?!, la termodindmica esta basada en la existencia de variables de



estado. Estas son de dos tipos: intensivas, que son independientes del nimero de
particulas y extensivas, que son proporcionales al nimero de particulas. La formulacién
tedrica de la termodindmica estd construida sobre pares de variables de estado, donde cada
par describe una manera particular de modificar el comportamiento macroscépico del
sistema.

Para reobtener las ecuaciones termodindmicas a partir de consideraciones
mecanico-cudnticas, el primer punto es reconocer a la Ec. (11.2.7) como la entropia del
sistema e incluir al Hamiltoniano como operador relevante. Obviamente, la inclusién de 4
como operador relevante no es 1o que se propone en la referencia 6. Sin embargo, esta
inclusién no altera la descripcién dindmica del sistema, dada por las ecuaciones (I11.3.3),
(11.3.4) y (11.3.6), y es necesaria para poder avanzar en esta formulacién. Como en

termodindmica clésica, se define la temperatura del sistema utilizando la Ec. (11.2.7) (k=1)

1 23S .
== , i=2,...,N. (V.1.1)
P T a<h> |(<0p>)
Luego, se reescribe la Ec. (11.2.7),
S M. % A
222900 A< 6i>+<f>, (V.1.2)
B B i=0

donde A;=%; /P .

El segundo paso importante es asociar los valores medios de los observables
como variables extensivas y los A; como variables intensivas. Si A no forma parte del
conjunto de operadores relevantes del problema, la variable intensiva temperatura
permanece indefinida y no es posible formular una teoria termodindmica. En esta forma se
introduce la definicién del la temperatura de un sistema cudntico.

Desde este punto de vista, se definird al conjunto de operadores relevantes para
el problema termodindmico como { 60 = /1\ 61 = ﬁ 62, 6N }. Se asumird que ﬁ es

independiente del tiempo. En este caso es ficil demostrar que 3 es también una constante
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de movimiento. Este formalismo es valido también para Hamiltonianos dependientes del
tiempo, pero en ese caso la temperatura también serd dependiente del tiempo.

En las préximas secciones se desarrollard una teorfa termodindmica semejante a
la termodindmica usual, pero dentro del contexto de la mecénica cudntica. Debe destacarse
que aunque las variables intensivas se comportan como las variables intensivas usuales,
las variables extensivas, debido al car4cter cudntico de los operadores, muestran efectos
de correlacién que no se encuentran en la termodindmica cldsica. Se describirdn dos tipos
de procesos: a) aquellos en los que tanto el conjunto { K'i } como el {< 6i >} siguen la
evolucién canénica dada por las Ecs. (I1.3.4) y (I1.3.6), y b) aquellos en los que aparecen
ciertos vinculos (sobre | 7&; } o {< 6; >}) no descriptos en la dindmica, que permiten
variaciones tanto en la temperatura como en la energia media. El primer tipo de procesos
serd llamado "canénico” (la entropia permanece constante) y el segundo "termodindmico”

(la entropia puede variar).
V.2 Procesos candnicos

Se considerard que las variables intensivas y extensivas evolucionan como lo
indican las Ecs. (I1.3.4) y (I1.3.6). Deben entonces distinguirse dos casos: a) todos los
operadores que entran en la Ec. (I1.3.3) conmutan con A (gij=0paratodoiy j), yb)se
consideran operadores que no conmutan con A. Se estudiard primero el caso b) ya que es
el més general.

Para ese caso, dentro del contexto de la teoria de la informacién, 6 €S una matriz
densidad de no-equilibrio!822, Como se vio en el capitulo I, 1a entropia, dada por la Ec.
(VI.1.2), es un invariante. Se introducir4 el calor especifico, a partir de su definicién

usual, como:

N

38 2 A 3 6
C B,A2,... AN)=-B—=-B2| — L1 V.2.1
(B, A2 N) BE)B B aB+E27~JaB ( )
J__'
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Es posible reemplazar las derivadas utilizando las Ecs. (11.5.2) y (IL.5.7), resultando

N N
C (B, A2 MN) =- B2 3 AjKij=-B 3 Aj Ky, (V.22)
j=2 j=2

y de esta forma asociar el calor especifico, dentro del contexto de la teoria de la
informacién, con las correlaciones cudntico-estadisticas entre la energia y todos los
operadores relevantes. Para el caso a), en el que todos los operadores conmutan con A los

coeficientes de correlacién resultan
K1j=<ﬁ6j>-<6j><ﬁ>, (V.2.3)

y 6 describe una situacién de equilibrio, con correlaciones estadisticas entre estados
mixtos.

Es importante analizar el comportamiento temporal de C cuando se lo calcula a
través de una matriz densidad de no-equilibrio. La respuesta a este interrogante se puede

encontrar en el andlisis de invariantes hecho en el capitulo ITI. Alli se demostré que

o <
=Y A AjKg 2 0. (V.2.4)
r;j=1

es un invariante del sistema. Pero como se mencioné anteriormente, la inclusién de
A= 61 en el conjunto de operadores relevantes no modifica la matriz G, ya que le

agrega una fila y una columna de ceros. Luego, se puede asegurar que

@_ 5
"= Y AeAjKyj 2 0. (V.2.5)
rj=2

es también un invariante del sistema. Pero



@ @

I'=2C+1""7, (V.2.6)

por lo que el calor especifico C, definido a partir de la Ec. (V.2.2), es un invariante ailin
en el caso en que las variables intensivas y extensivas sean dependientes del tiempo. Este
resultado permite concluir que si se observa un calor especifico dependiente del tiempo,
entonces se puede deducir que el Hamiltoniano del sistema es también dependiente del

tiempo.

V.3 Procesos termodindmicos

Los procesos termodindmicos usuales se producen a volumen (o presién)
constante y por lo tanto solo pueden variar la temperatura (energia) y la presién (o
volumen) del sistema. En este punto se considerard el caso general de un conjunto de N-1
magnitudes constantes, que en principio puede ser cualquier combinacién de variables
extensivas e intensivas, y que se llamard F={ Ap=const,..,AN=const} con A; =<6i> o 7&,
Al considerar a las variables A;, el conjunto {7L}=M/B) pasa a ser dependiente de f3.
Ademds, por tomar un conjunto de magnitudes constantes y variar la temperatura o la
energia, los multiplicadores de Lagrange dejan de ser linealmente independientes, por lo
que ecuaciones como (I11.2.9) y (I.5.7) deben ser recalculadas. Es importante aclarar que
la variacién que se produce en <A> puede no estar bien definida (ya sea este un proceso
estdtico o cuasiestatico). <B> solo debe estar bien definido para aquellos estados donde
se desean evaluar las funciones termodindmicas.

En estas condiciones, la Ec. (11.2.9) que relaciona los valores medios con los
multiplicadores de Lagrange debe recalcularse teniendo en cuenta el vinculo impuesto por

el conjunto F. Se obtiene
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N

=-<ﬁ>-2%
F JaB

1=2

d Ao

5 < 6>, (V.3.1)

F

donde el simbolo |g indica que las variaciones con respecto a B deben ser evaluadas

manteniendo el conjunto de variables F constantes. Las relaciones que se derivaron de la

Ec. (I1.2.9) en la seccién 5 del capftulo 2 también se alteran por el nuevo vinculo

impuesto.
9 <6 > 1 aF;\
==T ,6' , V.32
552 (5], O (V.3.2)
con
. N N
Jp

=-p {%+z 9A; 6i-<ﬁ>-z il 6> | (vas)
F —d OB IF —d 0 B |F

1= 1=

6 es la transformada Kubo de O definida en la Ec. (I1.5.6) y que aparece por trabajar con
operadores que no conmutan entre si.

Entonces, se obtiene

N

, <Abi> L . § 1b6.6i0>
0 a<€|>l - 2' + } <H><0i>+ 3?;} ( r2 el - <Or><oi> . (V34)
F F

r=2

La variacién de la entropia con respecto a P es
N N

+2 aﬁl <0p> +Z ki@
F d B IF 2B

i=2 i=2

+ <I/-\I> +p o<H>
F J B

F
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(V.3.5)

y utilizando la Ec. (V.3.1) se obtiene

N

d S| =[3¢';)<I-I>| N A 8<65> . (V3.6)
3 Bl aﬁlpz_2 9B Ir
SiAi=<6i>,
] [ o<h> A ,i=2 ..N
0 Bl(<0p) 9P |(<Op)
N
o Ar
= . R E = , K V.3.7
B 11+ 2B | (<o) rl ( )
=2
con
Rji=3Tr (P10 6110 - <6><6; > (V.3.8)

Si el conjunto de operadores relevantes conmuta, entonces Kji = Kjj. Es importante notar

que
Kji " Kij ) (v.3.9)

Se puede entonces evaluar el calor especifico a "variable extensiva constante", que serd

una extension de Cy, obteniéndose

2SS _ o d<h>
3 B1(<0p) 3B |(<Op)

(<Op)



N

oA
- B2 (& E r
B 1+ 35

r=2

Kn (V.3.10)

(<0;>)

Para calcular la derivada, todos las variables extensivas (< éj >, j=2,...,N) se mantienen

constantes. En ese Proceso

8<6|'>

=0, j=2,..N V.3.11
3 p ] ( )

[<6i>] -

y los coeficientes de correlacién satisfacen

» K ,i=2,.,N (V.3.12)

Si Aj= Aj=A;/pB, todos los multiplicadores de Lagrange resultan proporcionales a By

N
985 _potb +z - EIPY
N I B )
(V.3.13)
. N
<[Q.BQ+ZM 6i)s> N
= - ';2 - <ﬁ>(ﬂ<ﬁ>+21i <6;>J -
i=2
. N
N0 | <[Or.Bﬁ+§li 6i]+> . N
aBrl[M] '2_ - <6,>{[3<H> +i§‘2}"i <6i>J :

r=2

Utilizando el hecho que
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A N A A
A+ % Oi=-lnp-2p1 (V.3.14)
i=2

A 3
conmuta con p, se obtiene

N . N
g6+ i 6i1>=Tr(p[ O, A+ A 6ily)
i=2 i=2
(V.3.15)
N
= <[ 6',ﬁ+z Ai 61 1+>,
i=2

donde se ha utilizado la permutacién ciclica bajo el sfmbolo de traza. De las Ecs. (V.3.13)

y (V.3.15), se puede calcular el calor especifico a variables intensivas constantes,

extension de Cp,

o<h>
Jp

-B (B

. A 8<6r>
(A) Z Jp

=2

(M)

N
B2 Y Ak ArKnk ,A1=1. (V.3.16)

kir=1

Luego, mediante la Ec. (V.2.5) resulta

c =19 0. (V.3.17)
(A3)

Tanto C()j) como C(<f;>} son independientes del tiempo ya que las variables dindmicas

intensivas y extensivas se mantienen constantes. Si en el instante tg estas condiciones de

contorno desaparecen, tanto < 6; >(t) como A; (t) evolucionardn como lo indican las Ecs.



(I1.3.4) y (I1.3.6), pero el calor especifico se mantendrd constante (C(t) = C(tg)). Esto
quiere decir que cualquier variacién canénica de los conjuntos {< 6i >) o (Ai} no
afectard a C, y quedard solo determinado por las condiciones iniciales.

En ambos procesos, canénicos o termodindmicos, es posible extender el
concepto de "ecuacién de estado"”, nombre que usualmente se da al conjunto de
ecuaciones que conecta las variables extensivas con las intensivas. De acuerdo con la Ec.

(11.2.9)

< 0i/p>=Tr|Gexp(-ho-2 2i O)}j=1,2, ..,n. (V.3.18)
i

La ecuacién (V.3.18) puede ser interpretada como la ecuacién de estado cudntica. De esta

forma el estado del sistema est4 definido por el conjunto { < 6i1 >,..., < 611 >, le,

Aj. ; 1 + k =N-1} de condiciones iniciales mixtas que fueron introducidas en el capitulo

anterior (Ec. (IV.4.1-4)). Si el nimero de variables medidas (r) es menor que el nimero
de operadores relevantes (N), se asumird (por ser la mejor aproximacién de la teoria de la

informacién)
M=0,t=tg,r<j<N. (V.3.19)

donde el subindice T indica que estos multiplicadores de Lagrange deben ser considerados
como de "prueba”.

Es importante recalcar que todas las funciones termodindmicas usuales (S, <lq>,
C) son independientes del tiempo, aun cuando el estado del sistema estd descripto por
una matriz densidad de no-equilibrio. Notese que la relacién de clausura de la semi-
dlgebra (Ec. (I1.3.3)) garantiza que el sistema es cudnticamente cerrado, caracterizado por
S = const, <ﬁ> = const. No obstante, como los operadores relevantes pueden no ser
constantes de movimiento, sus valores medios (variables extensivas) evolucionardn en el

tiempo. Sin embargo, el formalismo es suficientemente consistente como para generar un
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'Y=\/ B2 +AyZ + xy2

El valor medio de los operadores relevantes resulta entonces

dAp
0 Ax

[imcxp(myﬁ)}
B WA
(Y icxp(myﬁ))

m=-j

<J>=-

m=-j

(Y ieXP(myﬁ)J

[i’m exp(myh )]
- Ry

m=-j

(Y iexp(m‘Yﬁ)}

m=-j

La entropia y el calor especifico valen

S= A.0+Ba<fz>+7\.x <fx>+7»y<fy>,

(V.4.3)

(V.4.4)

(VA4.S5)

(V.4.6)

(vV.4.7)
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Jp 2B 3B

=B (BKit+AxKi2+AyKiz). (V.4.8)

Como se demostrd en la seccién V.2, C es un invariante del movimiento aunque < fx >,
< fy >, Ax y Ay sean dependientes del tiempo. La entropia puede ser imaginada como
una cipula en el hiperespacio formado por < A >, < fx >y < ?y >. En la figura 12 se
muestra el comportamiento de S versus < f >, como funcién de P, para distintos
valores de < fx > y con < .'l\y > =(. Como el espacio de Hilbert es finito, la
temperatura del sistema (la derivada de las curvas de la Fig. 12) puede ser tanto positiva
como negativa?l,

En la figura 13 se muestra el calor especifico a variables extensivas constantes,

definido por la ecuacién

c. . =-a[328<j\"'>

A A (V.4.9)

<Jy>,<Jy> d B [<Iy>.<ly>
en funcién de B. Los dos médximos que aparecen se deben, como se mencioné en el
capitulo anterior al caracter finito del espacio de Hilbert del sistema. Las curvas son
simétricas porque ¢l sistema presenta simetria rotacional con respecto al eje z. El valor de
<f x > sé matiene constante para cada una de las curvas.

Andlogamente, se puede mantener constante para cada curva a Ax . En ese caso

se obtendrd un calor especifico a variable extensiva constante definido por

N

C =-p2 E lr@
Ax i Ay 0B

r=2

(V.4.10)

l,'(;l);

La figura 14 muestra los valores obtenidos a partir de la Ec. (V.4.10). Se observa que,

por la simetria del problema, mantener A y Ay constantes es equivalente a redefinir la
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ENTROPIA / k

ql -.5 0
Y%

Figura 12: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Entropfa versus < A> para diferentes

valores de < Jx > / i . (a=0.0, b=0.5, ¢=0.75, d=0.9; j=1; < J, > = 0.)
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Figura 13: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Calor especifico versus o i 3 para

diferentes valores de <Jy > / I . (a=0.0, b=0.5, ¢=0.75, d=0.9; j=1; <J, > = 0.)



CALON ESPECIFICO / k

Figura 14: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Calor especifico versus o i B para
diferentes valores de Ay / ct. (a=0.0, b=0.5, c=1.0, d=2.0; j=1; <Jy > = 0.)

escala de temperaturas sin cambiar la informacién.




La "ecuacién de estado" dada por las Ecs. (V.4.4-6) estd graficada en las figuras
15 y 16. En ellas se han fijado algunas variables a cero (ver epigrafes de las figuras) para
obtener proyecciones de dimensién adecuada. A partir de estas figuras se puede dibujar

una imagen pictérica tridimensional que se muestra en la figura 17.
V.4.b Efecto Zeeman independiente del tiempo

Supongamos ahora que el conjunto de operadores relevantes estd formado por

A A A . .
[(5():1, 61=H=a12, bz=a2f3], por lo que fz y f% son constantes de movimiento.
Luego, la matriz densidad estard formada por operadores conmutantes y por lo tanto serd

de equilibrio,
p=exp(-hg-Bof, Aa2i2)y, (V.4.11)

a partir de la cual se calcula

j
exp(\)= X exp (- Bam- A a2m?), (V.4.12)
m=-})

<B>=a<l,>=exp (-Xo)i_a mexp (- B am-Aoa2m?), (V.4.13)

ms=-j

J
<Hz>=a2<j\% >= exp (-M)Zoz2 m2exp (- Bam-Aa2m?). (V4.14)

m=-j
La entropia del sistema est4 dada por
4 2
S=a+Boa<l,>+ra2 <25, (V.4.15)

L rd .’ A 3
Esta funcién se muestra en la figura 18 en funcién de < H >. Los gréficos se obtienen
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Figura 15: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. < fx > versus o H [} para diferentes

valores de Ay / a. (a=0.5, b=1.0, ¢=2.0; =1
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Figura 16: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Ay / & versus o i B para diferentes

valores de < Jy > / i . (a=0.25, b=0.5, ¢=0.75; j=1)
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s

Figura 17: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Dibujo pictérico de la ecuacién de

estado. (relacién entre < fx >, Ax, y B con X;, =0y< fy >=0; j=1.)
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Figura 18: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Entropia versus <A> para

diferentes valores de < §2 > / #2. (a=0.1, b=0.25, c=0.5, d=§-, e=0.85, f=0.95,

£=0.999; j=1)
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para distintos valores de < f% >. Para una dada curva con < j\% >=const, los valores de
< fz > satisfacen Ir < j‘z >| < < f% >, donde la igualdad se obtiene cuando IBI—)oo.
Obviamente, las curvas con < f? >=const no son de mdxima entropia. Estas curvas se
obtienen cuando se considera el conjunto de operadores relevantes [6o= f. 61=ﬁ=afz]
(Fig. 12.(a)). Si se evalia < .Il\f > mediante este conjunto relevante para < fz >=0, se
obtiene <f3 >= 25, que corresponde al estado con minima informacién (S = In 3). Es
interesante notar que hay una regién en la figura 18 en la cual para cada par (S, < fz >)
hay dos posibles valores de < .?% > porque el conocimiento de S y < fz > no determina en
forma univoca el estado del sistema. Para este caso de equilibrio se necesitarian conocer
tantos valores medios de operadores que conmuten como la dimensién del espacio de
Hilbert.
Utilizando la Ec. (V.2.1) resulta

2
=-B2{a < §p >, 5 o2 aéi?_} (V.4.16)
JB Jp

con § = A/ B. También se puede definir

I
o)
()
T
+

Klz) (V.4.17)
>

En la figura 19 se muestra C<’f§> versus f para distintos valores de < 52 >. Se obtienen

nuevamente dos méximos simétricos. Sin embargo, el calor especifico a variables

intensivas constantes resulta

a< §, >
C =-02 —z
B=-p (a 5 2 p

ap

y
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CALOR ESPECIFICO / k

Figura 19: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor especifico versus o i B para
diferentes valores de < J2 > /112, (a=0.999, b=0.85, c= % d=0.5, e=0.25, £=0.1; j=1)



= B2 (K11 +8 K12). (V.4.18)

En las figuras 20 y 21 se muestra Cg (B) versus [} para dos casos distintos, d<1 y §21.
Se observa el médximo caracteristico del efecto Schottky, pero las regiones con
temperaturas positivas y negativas se comportan en forma diferente. Cuando 8=0.5 y f>0
aparece un tercer mdximo y su evolucién a medida que varia § se puede observar en el
gréfico. Este mdximo, que cambia de posicién a medida que §— 1, est4 relacionado con la
correlacion K7 entre fz y f% Cuando 8=1 este mdximo desaparece y se reobtienen los
mdximos del efecto Schottky. En ambos casos los mdximos no son simétricos, y son
mayores que los que aparecieron en C<_’f,2(>. Como puede observarse de esta descripcién,
el comportamiento del calor especifico es el que coresponde a estados mixtos. Adn
cuando se estdn considerando operadores de particulas independientes, los estados mixtos
representan la informacién parcial que se posee sobre el sistema. Sin embargo, como es
usual, el sistema puede ser considerado como un conjunto de particulas no interactuantes

y la ignorancia estard asociada al estado de cada una de ellas.
V.4.c Aproximacién para espacios de Hilbert infinitos

En el capitulo IV se desarrollé un método para calcular matrices densidad
compuestas por operadores no-ligados con espacio de Hilbert infinito. All{ se presenté el
modelo general y se particularizaron los resultados para el caso del Hamiltoniano del
oscilador arménico. Se calcularon las evoluciones temporales y los valores medios para
un espacio de Hilbert finito, que aproxima al espacio total. Se utilizar4n los resultados
presentados para efectuar el cdlculo de la termodindmica de dicho sistema. Se recalca que
el hecho de incorporar el Hamiltoniano al conjunto de operadores relevantes no modificard
los resultados obtenidos para las dindmica del sistema (Ecs. (IV.3.38-41)).

El conjunto de operadores relevantes serd [(5j] = {6o=i\, 61=ﬁ. 62=a. 63=6]

pertenecientes al espacio de Hilbert general (en este caso infinito) y la matriz densidad
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Boh

Figura 20: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor especifico versus o h B para

diferentes valoresde 3h / o < 1. (a=0.0, b=0.25, c=0.5, d=0.75; j=1.)
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25
(304?3

Figura 21: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor especifico versus o h B para

diferentes valoresde 811 / o 2 1. (a=1.0, b=2.05, ¢=5.0; j=1.)
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resultard
np=-Ao-BH-Aqq-App . (V.4.19)

El conjunto de operadores relevantes serd reemplazado por el conjunto equivalente { /l\N,
A A A A A2 . . . . eqe
HN, 9N, PN» AS\P, Aﬂq) } en el espacio proyectado de dimensién finita Gy. Se utilizardn

las siguientes condiciones iniciales mixtas:

< ﬁN >(t=0)=< A >0, (V.4.20)
<qn>(t=0)=<q>g, (V.4.21)
<pN>(t=0)=<p>g, (V.4.22)
Aagh @=0=0, (V.4.23)
Aa@ t=0)=0. (V.4.24)

La entropia del sistema serd

A

S=X8+B<ﬁ>o+kg<a>o+)\.g<p>o. (V.4.25)

La entropfia, la energia, el calor especifico y la ecuacién de estado pueden ser evaluadas
utilizando técnicas de cdlculo numérico.

Como es de interés evaluar la exactitud de los resultados que se obtienen al
truncar el espacio de Hilbert, se aprovechard el hecho que para este Hamiltoniano la matriz
densidad de la Ec. (V.4.19) puede calcularse en forma exacta. Siguiendo la referencia 23

se define un nuevo operador de creacién



br=a+t-Qf, (V.4.26)

con

-xq'Y]'l'i)\.p'Yf_),

BT o (vV.4.27)
El muldplicador de Lagrange Ag resulta
M=P2rwlQl2-In2senh Brw/2)), (V.4.28)
y por lo tanto el valor medio de la energfa serd
<f>=fo !Q!2+H—2O-J-cotgh Brw/2)
(V.4.29)

= l1‘1-09-{(1;;0)2+(319)2+2c0tgh([3?‘70)/2)}-

En la referencia 23 se ha asociado el primer término de c::a ecuacién con la energia de una
sefial electromagnética y el segundo con la energia media asociada al ruido. La entropia

exacta resulta

BAm., B Hh Bﬁ(o)

ﬁ
5—) —5—cotgh (—r}. (V.4.30)

S =k {-ln(ZScnh(

En este cdlculo exacto se ve que la entropfa es independiente de los valores de < a >y
< 6 >. Esto implica que la falta de informacién sobre el sistema depende solo del ruido
(B) pero no de la seiial (< a >, < ﬁ >). Nétese que < A > es una funcién de la sefial y
el ruido (Ec. (V.4.29)). Si < A > = const, cnzndo disminuye la relacién senal ruido la

entropia aumenta (variacién termodinédmica de la sefia!) y s méxima en ausencia de sefial.
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Esto puede apreciarse en la figura 22. Desde otro punto de vista, una disminucién de la

entropia implica moverse en la direccién a — d de las curvas, es decir incrementos en

x2=(%2‘1)2+(ci’-)2. (V.4.31)

que es la sefal segin la referencia 23. (En la figura 22, < ;A) > = 0). Utilizando la
Ec.(I1.2.9) se obtiene

<a>=_axo=_2y%xﬁ=zyh;

d Aq BHRow o

, (v.4.32)

dM_ 2V)hp_ 2%y
drp PRew Rao

(V.4.33)
Luego, las variables extensivas (< a >, < ﬁ >) resultan proporcionales a las variables
intensivas (L']. )\.;,). Mediante las Ecs. (11.5.2) y (I1.5.7) se obtienen los valores iniciales

de los coeficientes de correlacién Kijj

K =- 2 senh BEw/2) (V.4.34)
2 A
Kig=Ky=—Nhe _ <q> (V.4.35)

2 A <A>
Ki3=K3; = i Ap =.=F

Pro? Pho’

(V.4.36)

y por la Ec. (V.2.2),

c=k(ﬂjﬁ—°’ senh (B © /2 )). (V.4.37)
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ENTROPIA / k

ENERGIA / h ©

Figura 22: Oscilador arménico. Entropfa versus <> para diferentes valores de
< aN > /v. (a=0.0, b=1.0, c=2.0, d=2.5; < ﬁN >=0.) evaluada en Gy , N = 5. Las
lineas punteadas muestran las soluciones exactas. La linea punteada corresponde a f =0
(las temperaturas positivas (negativas) se encuentran a la izquierda (derecha) de la linea

punteada). En la zona sombreada se viola el principio de incerteza (Ec. (IV.6.13)).



Entonces, el calor especifico canénico (ver seccién V.2) depende solo de B y utilizando
las Ecs. (V.3.10) y (V.3.16)

C=C, . =C 20. (V.4.38)
<q>,<p> Aq.2p

Luego, el calor especifico canénico, a variables extensivas constantes y a variables
intensivas constantes son equivalentes. En la figura 22 se muestra la entropia versus
< A > como funcién de B, para distintos valores de < c'i > con < f; >=0. La linea
llena corresponde al cdlculo numérico para N = 5. La solucién exacta se graficé en lfneas
rayadas. La linea punteada, que corresponde a 8 =0, pasa como es obvio por los
mdximos de las lineas llenas. En la zona rayada se viola el principio de Heisenberg, que
fue calculado en la seccién 6 del capitulo 4. Esta regién fue evaluada numéricamente

calculando

Ap=\/ < 62 > - (< §>)2 , (V.4.39)

Aq=\ < & > - (< §>)2. (V.4.40)

para todos los casos considerados en la figura 22. Nétese que las regiones de
temperaturas positivas y negativas no son simétricas como en la figura 12 (Sec. 4.a). Esto
es consecuencia de la falta de simetrfa rotacional. Para temperaturas bajas, de la figura 22
se puede concluir que la aproximacién es buena, a pesar que el nimero de estados es bajo
(N=S5). Para valores de < aN > pequeiios, comparados con la dimensién del espacio
truncado Gy, la aproximacién mejora.

En la figura 23 se muestra C<§>,<p> versus B para distintos valores de <€1 >,
con < 6 >=0. En el espacio de Hilbert aproximado, C<{> <p> es dependiente de
< a>. En esta figura los puntos sefialan la solucién exacta. La figura 24 muestra
< aN > versus lc'; para distintos valores de |[3| La linea puntedad corresponde a la

. A -
solucién exacta. En la figura 25 se muestra < qN > versus 3 para distintos valores de l&.
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Figura 23: Oscilador arménico. Calor especifico versus 8 para diferentes valores de

< aN > /v. (a=0.0, b=0.5, c=1.0, d=2.0; < ﬁN > =0.) evaluada en Gy , N =5, Las

lineas punteadas muestran las soluciones exactas.




106

Figura 24: Oscilador arménico. < aN > /v versus )\.c', Y / h o para diferentes valores
de IBl K @. (a=0.1, b=1.0, c=5.0; < pN >=0.) evaluada en Gy , N = 5. Las lincas

punteadas muestran las soluciones exactas.
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Figura 25: Oscilador arménico. < aN > /1 versus B W @ para diferentes valores de
AqY / Bo. (a=0.1, b=0.5, c=1.0; < px > =0.) evaluada en Gy , N = 5. Las lincas

punteadas muestran las soluciones exactas.



Si Mly la temperatura son pequeiios el resultado aproximado se torna independiente de N
(dimensién de Gy).

A partir de las figuras 24 y 25, en la figura 26 se muestra un dibujo pictérico de
la "ecuacién de estado” El plano de !fneas rayadas corresponde a la solucién exacta. La
solucién aproximada tiende a ese plano cuando N — e (o y &' tienden a cero).

Se ha realizado de esta forma, un estudio termodinimico del problema y se ha
evaluado al mismo tiempo el proceso de proyeccién desarrollado en el capitulo anterior.
La aproximacién demuestra ser buena, lo que hace posible su aplicacién a sistemas en los

que la solucién exacta no existe.
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Figura 26: Oscilador arménico. Vista pictérica de la ecuacién de estado (relacién entre
< c’iN >, ?\c', y B para 7»;, =0y < ﬁN >=0; N=5). El plano con lineas rayadas
corresponde a la solucién exacta. Los dngulos o y o' muestran la diferencia entre la

H . . ' A
solucién exacta y la aproximada para valores asintéticosde Aq ( 0 <gN >).
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VI Evoluciones dindmicas disipativas y condiciones iniciales

VI.1 Sistemas dindmicos disipativos

En los tres capitulos anteriores se han desarrollado teorias que complementan y
extienden los resultados preexistentes para la aplicacién del principio de méxima entropia
y la teoria de la informacién a sistemas dindmicos. En todos los casos se recalcé la
importancia de la Ec. (I1.3.3) de cierre de 4dlgebra a los efectos de obtener tanto las
evoluciones dindmicas como las variables relevantes del problema en cuestién. Los casos
considerados se han caracterizado por tener evoluciones dindmicas conservativas. El
objetivo de este capitulo serd estudiar la posibilidad de describir evoluciones dindmicas
disipativas para el caso de Hamiltonianos microscépicos que son independientes del
tiempo y con ecuaciones de evolucién lineales. Los resultados obtenidos se relacionarédn
con los valores iniciales de los operadores relevantes, remarcando de esta forma la
importancia de las condiciones iniciales en el problema dindmico?4.

El comportamiento disipativo de muchos fenémenos fisicos se contrapone con la
naturaleza intrinsecamente reversible de los modelos fisicos microsc6picos?5.26,27,28 1 .a
disipacién es, en general, el resultado de las interacciones entre el sistema observado y
algin otro (observado o tdcito, como un baifio térmico) en el que la energia puede fluir en
forma indeterminada, incontrolada y por lo tanto irreversible. Es generalmente aceptado
que no ocurre disipacin en el nivel microscépico, siendo el fenémeno observado el
resultado de un efecto colectivo de muchos cuerpos en el que una dada particula interactia
con un campo que proviene de la presencia de otras particulas. Es la energfa disipada, que
es cedida al campo, la que origina la disipaci6én que se observa. Cldsicamente, el
correspondiente problema de muchos cuerpos puede ser reducido a un problema de un
Cuerpo, y uno se encuentra con la situacién familiar de particulas sujetas a la accién de
fuerzas disipativas.

En el caso cudntico sin embargo aparecen serias dificultades si se desea trabajar

de manera similar, e histéricamente se han seguido dos procedimientos de cuantificacién:



i) se introduce un Hamiltoniano explicitamente dependiente del tiempo, con un momento
candnico que no es el usual?’; o ii) se introduce un Hamiltoniano no-lineal28 que incluye
un potencial de friccién que depende de los valores medios de variables candnicas
conjugadas. El tratamiento de Kanai a recibido gran atencién29, pero produce resultados
que son considerados no-fisicos26. Una de estas dificultades es que esta teoria parece
violar el principio de incerteza. El procedimiento de segunda cuantificacién mencionado
anteriormente como la teoria no lineal presenta grandes problemas de interpretacién30.31,
Por ejemplo no se pueden superponer las soluciones, y métodos como €l de teoria de
perturbaciones no pueden aplicarse con confianza.

Estas dificultades han despertado el interés en estudiar la posibilidad de describir
evoluciones disipativas a partir del formalismo de teoria de la informacién descripto en el
capitulo II. Para esta formulacién serdn fundamentales tanto la Ec. (I1.3.3) que determina
los operadores relevantes del problema y sus ecuaciones de evolucién, como la Ec.
(I1.2.9) que relaciona los valores medios o condiciones iniciales impidiendo que estas

puedan tomar valores arbitrarios.
V1.2 Influencia de las condiciones iniciales y la matriz G en las evoluciones disipativas

Como se ha mencionado en la seccién anterior, la disipacién aparece como una
consecuencia de las interacciones entre un dado subsistema y "el resto del universo”,
usualmente denominado fuente, ya sea esta térmica o no25. Para restringir la atencién al
subsistema de interés, el procedimiento usual para trabajar con variables irrelevantes es
eliminarlas por medio de operadores de proyeccién adecuados. En cambio, se propondrd
redefinir32 lo que se entiende por "sistema" y "resto del universo", asumiendo que ambos
forman parte de un "super sistema" descripto por un Hamiltoniano.

Como se ha mostrado en la referencia 6, dado un Hamiltoniano y un conjunto
(inicial) (63-") de operadores, cuyos valores medios son accesibles a mediciones
experimentales (el supraindice m indica medibles), es posible dar una mecanismo para

construir un subespacio adecuado (el "relevante”) del espacio de Hilbert a través del
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proceso de cierre definido por la Ec. (II.3.3). En otras palabras, el conjunto de
operadores medibles da lugar a operadores adicionales que pueden aumentar el conjunto
inicial, o por el contrario ser tratados como "no-medibles". Por ejemplo, en el caso del
oscilador arménico, se puede comenzar con el conjunto ( Q, ﬁ )?2, 62/2m } como
operadores medibles y la Ec. (I1.3.3) introducird a Iﬁ:)?ﬁﬂg)? como operador no-medible
(el operador identidad se incluye siempre entre los 6';' para asegurar que la matriz
densidad es normalizable).

Esta aproximacién a las disipaciones temporales disipativas consiste en: 1)
definir el supersistema como el descripto por todos los operadores, medibles o no,
definidos por la Ec. (I1.3.3), y 2) asumir que los iltimos dan lugar al flujo de energfa
mientras que los primeros describen el sistema. La relacién de cierre de dlgebra desacopla
al "supersistema" del universo real externo.

En la referencia 6 se encuentra la forma general de la solucién de la Ec. (11.3.6),
que determina el comportamiento temporal de los valores medios para un dado
Hamiltoniano. La situacién se torna particularmente sencilla cuando A es independiente
del tiempo, para la cual los coeficientes gjj de la Ec. (I1.3.6) son independientes del
tiempo. Los <6i>1 son entonces soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales con coeficientes constantes. Por lo tanto,
Yo
<O = expRit Y af) m (VI.2.1)
m=0

donde k es el nimero de raices diferentes R; de la correspondiente ecuacién secular, los
ai(',?, son constantes a ser determinadas por las condiciones iniciales y y+1 es la
multiplicidad de R;. Luego, puede observarse que los autovalores de la matriz G
determinan el tipo de evolucion del sistema dindmico, al menos en el caso de
Hamiltonianos independientes del tiempo. Por lo tanto, una condicién necesaria para

obtener evoluciones temporales disipativas es la existencia de autovalores reales de la
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matriz G.

Ahora se hard incapié en la importancia de las condiciones iniciales en dar una
descripcién correcta del problema en cuestién. Como se ha mencionado en la seccién
anterior, el 4lgebra construida bajo conmutacién con el Hamiltoniano determina no solo
los aspectos dindmicos del problema, sino también los posibles valores medios de los
operadores relevantes. Esta restriccién aparece porque todos los operadores relevantes,
medibles o0 no, deben satisfacer la Ec. (I1.2.4) y la condicién de normalizacién (I1.2.6).
Un ejemplo trivial de esta limitacién es el hecho que la dispersién cuadritica media es
definida positiva. Esta condicién es necesaria para obtener una distribucién de
probabilidad bien definida (pjj=<wyily;> > 0) pero esto determina que <6i>2 < <(5%>.
Luego, no es posible seleccionar <6i>2 y <6%> en forma completamente independiente
sin violar la condicién de normalizacién o el cardcter probabilistico de 1a matriz densidad.

Por lo tanto, hay dos aspectos especiales de esta formulacién: a) asumir la
existencia de un conjunto de operadores 6i, i=1,...,q }, relevante al problema fisico
en cuestién, que cierra un dlgebra parcial de Lie bajo conmutacién con el Hamiltoniano .
Los elementos gj; de 1a matriz G determinan el comportamiento disipativo o conservativo
de la evolucién temporal de los valores medios de los operadores (Ec. (I1.3.6)); y b) la
existencia de un conjunto coherente de condiciones iniciales para todos los operadores
relevantes. A los efectos de resaltar la importancia de ambas condiciones, en la siguiente
seccion se discutird un ejemplo en el cual los autovalores de la matriz G son reales,
satisfaciendo la condicién a) para evoluciones temporales disipativas, pero no la condicién

b) sobre los valores medios iniciales.
V1.3 Evoluciones temporales disipativas para el modelo de dos osciladores acoplados

En esta seccién se recurrird a un modelo de dos sistemas interactuantes a los
efectos de aplicar el mecanismo descripto en la seccién anterior. Se lo aplicard a una
generalizacién del Hamiltoniano cudntico de un oscilador amortiguado generado a partir

. . A A .
del Hamiltoniano dual de Bateman23.33, Sean a, a* los operadores bosénicos de segunda
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cuantificacién para uno de los osciladores y 6, 6+ los asociados al otro, de forma tal que
Ha=¢, (a*a+1/2) =€, T (V1.3.1)
Ap=ep (b+b+1/2) =g Ty, (VL3.2)

son los Hamiltonianos de cada uno de los osciladores si estos no interactian. A los

efectos de introducir la interaccién se definirdn los siguientes operadores de cuasi-spin

§.= ba, (V1.3.3)
§,=a+b+, (VL.3.4)
Tw= 8, + §., (V1.3.5)
Sav=i@, - §.), (V1.3.6)

que permiten expresar al Hamiltoniano como
A =10, + Ay + vy Tap + v2 Sap (VL3.7)

de forma tal que se cierra el siguiente 4lgebra parcial de Lie

(A, T.1=[A,T1=im1 San-vaTap), (VL3.8)
(A, Tp]=-i[(ea+ep)Sap+2va(Ta+Th), (V1.3.9)

(A, 801 =il(ea+ep) Tap+2vi(Ta+Ty). (VL.3.10)



Por la condicién de clausura (Ec. (II.3.3)), se obtiene la matriz G

(60 = 17 61 = 'fa» 62 = ’f‘b! 63 = 'fab- 64 = §ab)

g04 =840 = 0 g34 = -g4a3 =(€a+€p)/h (VL3.11)
g14=ga=2vy/h g41=g42=2v1/h (V1.3.12)
g13=gn3=-2vy/h g31=g32=-2v2/h (VL.3.13)

y los restantes elementos son nulos. Como se ha demostrado en el capitulo II, la matriz G
definida por la ecuacién (11.3.3) contiene toda la dindmica del sistema y, en particular, las
distintas raices de la ecuacién secular de la matriz G son los coeficientes de las funciones
exponenciales que caracterizan a la solucién del problema (se asume que A es
independiente del tiempo). Cuando estas rafces son reales, puede tener lugar un
comportamiento disipativo si son seleccionadas algunas condiciones iniciales muy

especiales. Las ecuaciones de movimiento para los operadores relevantes toman la forma

"fﬁf—u (va /B) <Pap>t- (v1 /B) <Sap>t (V1.3.14)
dfj—ffu (va 1 B) <Tap>e- (v1 /B) <Sap>t (V1.3.15)
%: (2 va / B) (<Ta> + <Tp>1) + [(€a + &) / h] <Sap>t (V1.3.16)
9%: @i /By (<P + <Po>) + [(ea+ep) /B <Tap>d . (VI3.17)

Estas ecuaciones pueden ser integradas ficilmente si se resuelve

det(G-A1)=0 (VL.3.18)
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Se obtiene que los autovalores se la matriz G son

A2=[4(vi12+v2 )-€2]/h2 (VI.3.19)

donde

E= Ea+Ep . (VI1.3.20)

Por lo tanto, las soluciones de las Ecs.(V1.3.14-17) son

1

A A
5 (22 +v?) (<Eor<fioo) + & (vi Fan>o + va <Sar>o) -

A A
(ra>l = (ra>0 -

(VL3.21)
- [exp(At)f(A) +exp(-At) gM)]/2),

1
A2 h2

<t >t = <t >0 - (2 (v2 + vo2) (<T al>o+<f b>0) + € (V] <t ab>0 + v2 <§ab>o ) -

(V1.3.22)
- Lexp(A t) fQA) +exp(-At) g1 2},

<f‘ab>t = "2 12 (2vye ((f‘a>o+<fb>o) +4vy (Vi <'f‘ab>o + vy <§ab>o )+
(V1.3.23)
[exp(A t) (vaAH - evy) f(A) - exp(-A t) [(v2Ah + €v]) g(A)] |
2 (V12 + v22) ’
1 A A
<§ab>1 = {2va € (<’fa>0+<Tb>0) +4 vy (v <Tap>0+ V2 <§ab>o )-

A2 K2

(V1.3.24)
[exp(A t) (v2Ah -€evy) f(A) - exp(-A t) [(v2Ah + evy) g(A)] |
2 (v12 + v32) ’




con

£O) = 2 (vi2 + v92) (<Tu>0+<Th>0) +
(V1.3.25)
+ (v2 A h+evy) <'f'ab>0 -(viAh-evp) <§ab>0 ,

g(\) =2 (v12 + v22) (<Tao+<To>0) -
(V1.3.26)

- (v2 A h-gv)) <f“ab>0 +(viAh+evy) <§ab>0 .

Dos regimenes distintos tienen lugar de acuerdo con el valor de la constante de

acoplamiento. Para
(viZ+v22 ) <(e/2)2 (VL3.27)

. A A A
las evoluciones temporales de <T>; , <Tp>y , <Tap>¢, <§ab>l adoptan un carécter

estacionario (funciones oscilantes). De mayor interés se el caso opuesto, es decir,
(viZ+v22 )>(e/2)2 (V1.3.28)

para el cual A es real (ver Ec. (V1.3.19) y se obtienen funciones exponenciales reales para

la evolucién de los valores medios (ver Ecs. (VI.3.21-24)). Con el objeto de evitar

divergencias cuando t — eo es necesario imponer la condicién

fA)=0 (V1.3.29)

2 (V12 + vp2) (<'f‘a>0+<'f‘b>0) =-(v2Ah+gevy <fab>0 +
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+ (vi A B-ev) <Sap>0. (V1.3.30)

Para obtener en forma explicita la Ec. (V1.3.30) es necesario evaluar los valores
medios y estudiar las implicancias de esta condicién. Esto serd hecho en la préxima
seccién. Con esta condicién, las Ecs. (V1.3.21-24) pueden ser interpretadas como la
descripcién de un proceso amortiguado. Los valores medios de 'f‘a y 'f‘b decrecen a medida
que t aumenta. Por lo tanto, para un observador confinado a uno de los subsistemas la
energfa parecerd disiparse. Este comportamiento disipativo aparece como una
consecuencia de haber elegido correctamente €3, €p, V1 y V2, por un lado, y las
condiciones iniciales <T' 2>0, <t >0 » <’f\ab>0 y <§ab>0 por el otro. No es necesario
efectuar ninguna aproximacién siendo todo el resultado de un cdlculo cudntico. Las
condiciones necesarias para obtener estos resultados son las impuestas por las Ecs.
(V1.3.8-10), es decir, el cierre de un 4lgebra parcial de Lie con el Hamiltoniano total y la
Ec. (V1.3.30).

Las ecuaciones (I11.2.5) y (11.2.6) indican que para el cdlculo de los valores
medios se utiliza una matriz densidad normalizada, correspondiendo entonces con estados
posibles del sistema. El 4lgebra parcial de Lie subyacente relaciona los distintos valores
medios, como lo indica la Ec. (I.2.9). El hecho que estos valores medios no son
cantidades mutuamente independientes es crucial, como se ver luego. Es importante para
el presente propdésito verificar en que caso las Ecs. (11.2.9), (VI.3.30), (VI.3.8-10) y
(V1.3.28) forman un conjunto compatible. A partir de la Ec. (V1.3.28) se define

cos(8)=e/(2Vvi2 + va2). (VI1.3.31)

De esta forma, la Ec. (V1.3.30) resulta

-(v2 sen(0)-vy cos(O))<’f‘ab>o+(v1 sen(0)+va cos(e))<§ab>o
Vvi2 + vp2

= (- a <Two+B<Sip>0)

A A
<Tp>o0+<Tp>0
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con

o= (v2 sen (B) - vj cos (6))E co

Vvi2 + vo2

s(9')<1 (V1.3.33)

_ (v1 sen (8) + v2 cos (0))

B
Vv12 + vp2

=sen(0')<1, (VL.3.34)

o2 +f2=1 . (V1.3.35)

Luego, un vinculo adicional afecta el problema dindmico que no puede ser ignorado.

El resultado exacto del Hamiltoniano de Bateman se obtiene cuando

€a=-Ep €=0), vi=0 (VI1.3.36)

y el Hamiltoniano se escribe como

A =g, (a*a-b+6) +iv (a*+ b+-b2). (V1.3.37)

La condici6n inicial necesaria en este caso para evitar divergencias es

<'fab>0 =- (<‘f‘a>o+<'fb>o) . (V1.3.38)

Esta condicién inicial es una restriccién adicional no contemplada en 1a solucién dindmica

del problema.

V1.4 Determinacion de un conjunto coherente de condiciones iniciales.
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En los pdrrafos siguientes se demostrard, partiendo de propiedades muy
generales, que las Ecs. (VI.3.30) o (V1.3.32) no pueden cumplirse. Por lo tanto este
dlgebra no cumplird con el requisito b) de la seccién III necesario para obtener
evoluciones disipativas. El célculo particular de los valores medios se efectuard en la base

producto

laj,bp>=12a1>® by >, (V1.4.1)
y los elementos de la matriz densidad se denominardn

pi =<ai,bjl p lar, bm>. (V14.2)

Los valores medios serdn

<fa>=12+ D1 Py (V1.4.3)

1;j=0
A _ . ]J

<Tb>—1/2+2j Pij (V1.4.4)
1;j=0

<fp>= 2,2 (1j)/2 Re (P11 1] (V1.4.5)

Lj=1
<Sw>=-2,2(1) 2 Im [p, ). (VL4.6)

L;j=1
Si se define

Re [p.y 110 = 1Pyl cos (8,11, ), (VL4.7)
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1j 1 |
Im [py.3 1,0 =1ppy] 1sen (06,7, ), (VL4.8)

las Ecs. (V1.3.30) o (VI.3.32) se expresan como:

A A . ;
<Ta>p+<Tp>p = 1+ 2 a+j Pl]} =
1;5=0
=-cos (0') <Tap>0 + sin (0') <S>0 = (V1.4.9)

=22 z AHYV2ip 4] tcos (o -0,,]).
l;j=1

Para trabajar con un espacio de probabilidad bien definido, los coeficientes pliT deben

cumplir
PI20 ,Vij (V1.4.10)
1P 2 <pll pim, (V1.4.11)

y considerando que se trabaja con un espacio de Hilbert infinito, la temperatura debe ser

una magnitud positiva (ver capitulo anterior)(ﬁi'_llfi 2pi'} ). Si se considera el caso mds

favorable: cos (8'- 91_{ jll ) = -1, resulta que

<T,>p+<Ti>0 = 1+ z A+ i) p,‘ﬁ >
1;j=0

(V1.4.12)
>2 2\/(1+1) G+ p}jf >
1;j=0

>-cos(0') <'1’;ab>0 +sen (6') <§ab>0 .
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Esto significa que, para el caso particular del Hamiltoniano de Batemann generalizado, a
pesar de que la dindmica Hamiltoniana permite obtener un comportamiento disipativo, este
no puede alcanzarse porque la relacién que es necesario imponer sobre las condiciones
iniciales necesarias para cancelar la componente divergente de la evolucién no pueden
encontrarse. Este resultado permite concluir que las condiciones iniciales tienen un rol
destacado dentro del problema dindmico.

Se observa asf que la teoria de la informacién resalta claramente la importancia de
las condiciones iniciales, y asegura la utilizacién de estados fisicos reales del sistema; es

decir estados normalizados compatibles con los operadores relevantes.
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VII Modelo para la corriente superconductora en una juntura Josephson

VII.1 Introduccién al efecto Josephson

Este capitulo se dedicard a la formulacién de un modelo Hamiltoniano que
explica la aparicién de una corriente superconductora continua (dc) y alterna (ac) en una
juntura Josephson. De esta forma, se utilizard la teorfa desarrollada en los capfitulos
anteriores para resolver un problema no académico de interés en el campo de la fisica del
estado sélido34.

El fenémeno de superconductividad fue observado en primer lugar por
Kamerlingh Onnes35 en 1911 mientras media la resistividad como funcién de la
temperatura. Encontré que a 42 K la resistividad del mercurio cafa abruptamente a cero.
Este fen6meno fue denominado superconductividad, y la temperatura a la que se produce
temperatura critica Tc. En principio, los fisicos tedricos supusieron incorrectamente que el
hecho de encontrar una resistencia elétrica nula a frecuencia cero implicaba que no podia
existir campo elétrico de ninguna frecuencia dentro del superconductor. En ese caso, la

ecuacién de Maxwell

VxE(r,t)=-%a—B§+-t—)- (VIL1.1)

determina que cualquier campo magnético presente en el metal normal serd "congelado"
cuando se transforme en superconductor. De esta forma, el estado superconductor
depender4 criticamente de la historia pasada de la muestra. De esta forma, el problema no
puede ser tratado mediante técnicas de equilibrio térmico y no se puede avanzar demasiado
en un modelo tedrico.

En 1933 Meissner y Oschenfeld36 descubrieron que un superconductor es un
material diamagnético perfecto. Se encontré que un campo penetra solo a una profundidad
aproximada de 500 A, independientemente de la historia de la muestra. Asi, el campo es

expelido cuando la muestra se torna superconductora y la situacién es de equilibrio



termodindmico. A partir de este descubrimiento se lograron algunos avances en el campo
teérico. Cabe mencionar el modelo fenomenolégico de propiedades electrodindmicas de
superconductores hecho en 1935 por F. y H. London37. En los afios 50 se determiné que
la temperatura critica T dependia de la masa isotépica M de los niicleos de la red en la
forma38.39 T, ~ M2, a = 0.5, y eso sugirié que la interaccién electrén-fonén era
importante para la superconductividad.

En orden 16gico (pero no histérico), la siguiente evidencia experimental con que
se cont6 ocurri6 en 1961, Deaver y Fairbank40 y Doll y Niibauer4! mostraron que, para
una muestra superconductora multiplemente conectada, el flujo atrapado a través de
cualquier agujero de la misma estd cuantificado en multiplos de hc/2e. Esto demostré que
la carga efectiva de los entes que componen el superfluido es 2e.

El siguiente avance teérico ocurrié en 1956 cuando L. Cooper42 mostré que una
interaccion atractiva suave, inducida por fonones, origina una inestabilidad en el mar de
electrones libres de Fermi. Los principales puntos del razonamiento de Cooper fueron:

1) La interaccién Coulombiana entre electrones estd perturbada por la presencia de los
otros electrones y por los iones positivos de la red. La interaccién positiva ocurre
como el resultado de la interacci6n atractiva entre electrones y fonones que supera la
interaccién repulsiva Coulombiana apantallada. Luego, los electrones que tienen

energfas entre

Er <e < Er + h wp (VIL.1.2)

se dispersan mutuamente mediante el intercambio de un fonén virtual. En la Ec
(VIL.1.2) EF es la energia de Fermi y wp es la frecuencia de Debye. Esta surge
porque es la frecuencia aproximada de un fonén promedio, y a esas energias el
denominador de la energia de interaccidn efectiva electrédn-electrén es pequeiia, y
entonces el acoplamiento es resonante. Fisicamente esto describe a un electrén
moviéndose a lo largo de la red y empujando los iones de carga positiva hacia si

mismo, y por lo tanto creando una regién de carga positiva a su paso. Si se
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2)

3)

4)

consideran los electrones, esto aparecerd como una atraccién efectiva entre ellos.

Los electrones tienden a aparearse en estados con el momento apropiado p y -p. Esto
es fisicamente razonable si se piensa que la interaccién atractiva electrénica liga pares
de electrones en un estado S similar al del positronium.

Uno puede estar razonablemente sorprendido de que la fuerza atractiva débil origine
una ligadura dado que los electrones se estdn moviendo casi a la velocidad de la luz.
La raz6n subyacente es el principio de Pauli que bloquea todos aquellos estados de
menor energia. Entonces, el par existe en un "pozo de potencial”.

Sobre la base de estos argumentos Cooper mostré que una interaccién atrictiva muy
débil produce un par de electrones con energia 2Efr que cae por debajo de la energia
de Fermi. Esto implica que el mar de Fermi usual no es una descripcién apropiada de
los electrones en un superconductor.

Inspirados en estos resultados, Bardeen, Cooper y Schrieffer43 formularon una

teoria microscépica en 1957. La teoria se basa en la existencia de una interaccién atractiva

electrén-electrén resultante del intercambio de un fonén virtual. Un electrén con vector de

onda k emite un fonén virtual q que es absorbido por un electrén con vector de onda k'.

Esto transforma las energias de k a k-q y k' a k'+q. Dado que el proceso es virtual, la

energia no necesita conservarse. La naturaleza de la interaccién resultante entre los

electrones depende de las magnitudes relativas del cambio de energfa electrénica y de la

energia del fonén k wq. Si el dltimo excede al primero entonces la interaccidn es atractiva.

El postulado fundamental de la teoria BCS es que habrd superconductividad cuando la

interaccién atractiva entre dos electrones producida por el intercambio de fonones sea

mayor que la interaccién repulsiva Coulombiana, apantallada por la red. Se escribe el

Hamiltoniano completo de la energia de un electrén como

A =2 € éﬁ' ék--;-v 2 ék#{.q ék' ék*_'q ék (VIL.1.3)
ko kk'q

A

donde se han suprimido los indices de spin. Aqui, Cif (ék) es el operador de creacién
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(destruccién) de electrones en el estado de Bloch k>, E es la energia de ese estado medida
con relacion a la energia de Fermi y V es la constante (positiva) de apareamiento que es
caracteristica del material. Los términos mds importantes son aquellos que relacionan k y
-k. Para obtener las propiedades del estado fundamental es suficiente trabajar en un

subespacio de pares descripto por el Hamiltoniano

B=e (& &+ ¢k C-2v Y & Cf & G (VIL1.4)
k kk'

La Ec. (VIL.1.4) se conoce como Hamiltoniano BCS reducido y opera solo en el
subespacio de pares de estado S. Cabe aclarar que +k implica spin hacia arriba y -k
implica spin hacia abajo.

De lo expuesto se deduce que los pares de Cooper son centrales en el efecto de
superconductividad. Se restringird la atencidn al caso en que los electrones estdn presentes

o ausentes de a pares (k,-k). De esta forma, el estado superconductor estd descripto por

1¥>=]]1¥par >k (VILL.S)
k

donde | Wpar >k es el estado del par (k,-k). En esta notacién de pares un mar de Fermi

lleno (a temperatura cero) es

n

& Gfio>
10>

| lleno >k  para ki < kg

(VIL.1.6)
| vacio >k  para kiI> kf

|q‘par>k={

Esta aproximacién se conoce con el nombre de modelo de pseudospin de Anderson#4.

En 1962 Josephson predijo (solo sobre la base de consideraciones tedricas) que
cuando dos superconductores se ponen en contacto aparece una corriente de pares de
electrones entre ambos por efecto tinel. Los efectos predichos fueron:

1) Existird una corriente superconductora continua (dc) en ausencia de una fuerza electro

motriz externa. (Efecto Josephson dc),
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2) Existird una corriente superconductora alternada de frecuencia 2eV/h si se aplica una
diferencia de potencial constante V entre los superconductores (Efecto Josephson ac).

La utilizacién del modelo de pseudo-spin de Anderson44.45 para resolver el
problema de superconductores débilmente interactuantes ha ocasionado un gran nimero
de controversias4647.48.49.50  Se ha encontrado que el operador que representa el
desbalance de carga es cero ain para junturas polarizadas con tensién47.48, En este
capftulo se utilizar4 un modelo simple de corriente de pares de partfculas por efecto tunel
que ha sido introducido originalmente por Eckmann y Guenin5! y que, a pesar de ser
sencillo, conserva todos los detalles del problema original.

Se definird un 4lgebra de operadores cerrada frente a conmutacién con el
Hamiltoniano y, mediante la teoria de la informacién desarrollada hasta aqui, se calculardn
los valores medios de esos operadores con lo cual se podrén resolver las controversias
existentes hasta el presente. Al encontrar los invariantes dindmicos del 4lgebra, se definird
un subespacio para el cual surgird en forma natural la dependencia de la corriente de
Josephson con la fase, asi como una interpretacién geométrica de la misma. Se mostrard
como calcular el desbalance de carga, que no es uno de los operadores relevantes, y la
razén que ocasiond las dificultades antes mencionadas. Finalmente, la teoria permitird

obtener la ecuacién de Josephson para la evolucién temporal de la fase.

VII.2 El modelo

Sean dos superconductores acoplados, descriptos por el Hamiltoniano

A=2%+ A%+ 14, (VIL2.1)

donde Ifl? 1913 describen los superconductores de la izquierda y la derecha y tienen la
y

forma:

Ho=eN+08+8§, (VIL2.2)
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€ es la energia de una cuasiparticula medida a partir de la superficie de Fermi, 0 es la

constante de acoplamiento del modelo BCS,

A

N=a} ar + a ay (VIL.2.3)
es el operador de densidad de particulas, y
§+§=2a1a, a, a (VIL2.4)

es el operador de nimero de pares. ::1\; (ﬁc) es el operador de creacién (aniquilacién) de
cuasiparticulas de spin ©.

El dltimo término de la Ec. (VIL.2.1), ﬁ[,

A =p (8 84+83$i) (VIL2.5)

es el Hamiltoniano de transferencia de pares por efecto tinel, que representa la
transferencia en dos pasos de electrones a través de la barrera, como fue introducida por
Wallace y Stavn32. En el Hamiltoniano se ha tomado la aproximacién de considerar un
solo momento k, que ha pesar de ser una simplificacién drédstica de un sistema tan
complejo como este, mantiene todas las caracteristicas del problema. Este Hamiltoniano
describe tanto la corriente por efecto tinel dc como ac. Compardndolo con los trabajos de
Ferrell47 y de Di Rienzo y Young48, se observa que considerar en forma explicita los
Hamiltonianos de orden cero, 1/-\1? + Il-ig, es equivalente a mantener una diferencia de
tensién V constante entre los superconductores de la derecha y la izquierda, pues se puede

definir

gi=e-eV/2

(VIL.2.6)
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ed=eg+eV/2.

Di Rienzo y Young48 consideraron solo el caso £-=¢J, mientras que Ferrell47, a pesar de
considerar superconductores diferentes, no incluyé los Hamiltonianos de orden cero en la
definici6n del dlgebra de operadores. Se mostrar4 en la seccién VII.4 que el Hamiltoniano
(VIL.2.1) reproduce el efecto Josephson dc y ac si se consideran los limites adecuados.

Se estudiard la dindmica de algunos observables cuyos valores medios se
conoce. Esas variables serdn el nimero de particulas a cada lado de la juntura, el nimero

de pares y el operador de transferencia de pares. Los operadores son:

O =K (VIL.2.7)
O =Ny (VIL.2.8)
0 =8 §; (VIL2.9)
Oy =83 &4 (VIL.2.10)
Os =8 8§4+85 §; (VIL2.11)

A partir del formalismo descripto en los capftulos anteriores, se define una semi-4lgebra

cerrada. Las ecuaciones de movimiento para el conjunto completo resulta:
4, 611=21p O (VI1.2.12)
4, 62=-2ip0s (VII.2.13)

(A, 631=ip O (VI1.2.14)
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(A, O41=- ip O (VIL.2.15)
(A, Os] = i o Og (VIL.2.16)
4,0l = iabs -2ip Oy (VIL2.17)
3, 671=-21p0s (VI1.2.18)
donde
Os=i(5; 84-83 8, (VIL.2.19)
O =88d-Rp-838:d-K) (VIL.2.20)
y
=-[2(ei-€d) +6i- 6d] . (VIL2.21)

Aqui se puede observar claramente que o juega el rol del voltage en la juntura cuando
V#0, aun si los superconductores son iguales. Los operadores 65 y 67 han sido
generados al cerrar el dlgebra necesaria para conocer la evolucién temporal de los valores
medios de los observables 61 a 65. Luego, se define un conjunto de M + 1 operadores

relevantes: ( 6o= f 61, 62, 63, 64, 65, 65, 67 }. La matriz G (Ec. (I1.3.3)) se define

como:
B16=E17=-826=-8671=2ip

g36=-g46=1p (VIL.2.22)



y los demds elementos nulos. Usando las Ecs (11.3.3) y (VIL.2.22) resulta:

con

gs6=-ges=ia,

<61 >=< 61 >0 - f (a,p) - w (0,p,t)

<62 >=< (52 >0 + f (o,p) + w (a,p,t)

<03>=<03>0- £ (@,p) -3 W (@,p.0)
<(54 >=< (54 >0 + %-f (a,p) + ;-w (o,p,t)
<O5>=<0s >0--2“—pf(a,p) "22p_w (aL,p,t)
< 66 >=< (56 >0 cos(wt) + 2—%’-f (at,p) sen(owt)

<07>=<07>0-f (a,p) - w (c,p,1)

f(a,p) = -(ﬁim% (a<65>0+2p<67>o)

w (a,p,t) = E—%< Og >0 sen(at) - £ (0,p) cos(wt)

h2w2=02+4p2.

(VI1.2.23)

(VI1.2.24)

(VIL.2.25)

(VIL.2.26)

(VIL.2.27)

(VIL.2.28)

(VIL2.29)

(VI1.2.30)

(VIL.2.31)

(VI1.2.32)
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En la préxima seccién se calcular4 la funcién de particién (ero) para obtener los valores

medios de los operadores.

VII.3 La funcién de particién.

Para expandir el espacio de Hilbert se utilizar4 la base formada por los dieciseis

autovectores

lif,15,dr dy>=1i1>® i >®1dr>®1dy > (VIL3.1)

donde i y d toman los valores 0 o 1. En esa base todos los operadores son diagonales,
excepto 65 y 66. La base est4 definida por Im>, donde m toma los valores 1 a 16 siendo
11>=l11,1,1,1>, 12>=I11,1,1,0>, 13>=11,1,0,1>, ..., 116>=10,0,0,0>. Los elementos de

matriz de los operadores relevantes

<il6nij>=0f (VIL3.2)
resultan

2 i=1;2:;3;4 (VI1.3.3)
Oy =

1 1i1=5;6;7;8;9;10;11;12 (VII.3.4)

2 i=1;5;9;13 (VI1I.3.5)
Oi%i=

1 i1=2;3;6;7;10;11;14;15 (VIL.3.6)
oY =1 i=1;2;3;4 (VIL3.7)

of =1 i=1;59;13 (VIL3.8)



O4l4=-O1313 =1
04;513 =0135;4 =1
04?13 =-0136;4 =i,

y los demds elementos nulos. Para la matriz densidad se obtiene
<linpll>=-Ag-2(A+A2)-(A3+2q)
<2npl2>=<31lnpl3>=-Ag-2h1-A2-A3
<4llnpld>=-Ap-201-A3-17
<51Inpl5>=<91lnpl9>=-Ag-A1-2A2-24
<6llnpl6>=<7ilnplT>=
=<10inpl10>=<111lnpl11>=-Ag-A1-A2
<81lnpl8>=<121lnpli12>=-29-A
<131Inpl13>=-Ag-2A2-M4+ A7
<141npl14>=<151Inpl15>=-2g-A2

<16lInpli16>=-1p

(VIL3.9)

(VIL.3.10)

(VIL3.11)

(VIL3.12)

(VIL.3.13)

(VIL3.14)

(VIL.3.15)

(VIL3.16)

(VIL3.17)

(VIL3.18)

(VIL.3.19)

(VIL.3.20)
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Diagonalizando In 6 se calcula eA0, que resulta

er0 =1 +e-2(A+A2) - A3+hg) + 2 e-A1- 22 - Mg + 2 e2h1- R -RA3 4

(VIL3.21)
Ax+A
+d4e MM +2eM+2eM +2e-7\1-7\2-£—1;—41 cosha,

donde

a=‘\/( Al Ao + M—;i+ A7)2 + As2 + g2 (VIL.3.22)
y Aj son los multiplicadores de Lagrange. A partir de la Ec. (VIL.3.21) y (I1.2.9) se

calculan los valores medios de los operadores

<61>=<ﬁi>=-.a_k.'g=
oA

1
=2 eA0( e-2(A1+h2)-(A3+24) 4 e-M1-2hp-hg + 2 201 A2 M54

\ (VIL3.23)
Aq+A Aq+
+2eMArper 4+ 6‘11'12‘(%4)'00811(&) - e'7~1'7\f2'£"“'2_4'l senh(a) cos(0)},
< 62>=<Icld>=-§iq=

1.0

= 2 e-A0( e-2(A1+h2)-(Aa+hg) + 2 e-h1-2hp-Ag 4 e-20)-Ap-A34

(VIL.3.24)
Aq+A Ax+A
+ 2 eMAr +ed2 4+ c-ll-lz-(J%A‘)'cosh(a) - e'7k1'7"2'$_1;_4'l senh(a) cos(9))

oAo

3 i li a)~3

= c-).O{ c-2(}.1+7\.2)-(k3+x.4) + 2 c-2l1-k2-13 +

(VIL.3.25)

Aa+d
+ e'7~1'7~2'( "ﬁT‘Q senh(a) cos(0)),

Aq+A,
eM -Xz-u;—‘l

cosh(a) -
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< 64>=<§5 §d>=--g—:§—=

= e-M0( e-2(M+h)-(A3+hy) + 2 e-R1-2hp- Mgy

(VIL.3.26)

gtk A
+ ehy AR ooy e h AR G cos(8)),

<Os>=<§ §d+§d§>_-g;:

(VIL.3.27)

= -2 e-A0 gA-Ag- (Msenh(a) sen(B) cos(9) ,

<66> <1(§ §d §d§)>—- ;2

N (VIL.3.28)
A
= -2 eA0 e'll'lz'(%asenh(a) sen(8) sen(d) ,

<87>=<§18a-Ry- Sa8a- ﬁ‘”“'i‘f'

(VIL3.29)

Aa+A
= -2 A0 e'll'kz'( 3+_2‘Qsenh(a) cos(0)

donde

cos O (1224 };3 ;}4 *A7) (VIL.3.30)
y

tang ¢ = ;—:% . (VIL3.31)
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La evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange se obtiene a partir de la Ec.

(11.3.4), resultando

dio dhp dhy dAz  dAg

T cd @ cda a0 (VIL.3.32)
d?»s _a
T _F s (VIL.3.33)
drs =12-(7\.1 A +EA3-M4) +2As +£P-?\.7 (VIL.3.34)
dt i ki R h
@ = lﬁP- A6 . (VIL.3.35)
La solucién de estas ecuaciones es
i) = 7»? , i=1,2,3,4 (VIL3.36)
As(t) = s - [ d(h) (1- cos (@) + A¢ sen (@t)] (VIL3.37)
[(V]
As(t) = Ag cos (wt) + d(A) sen (ot) (VIL3.38)
A1) = AJ - :—P—[ dO\) (1- cos (@t) + Ag sen ()] (V11.3.39)
()]
donde
A2-A4

+A) +oAs] (VI1.3.40)

dn == (2p00-22+7F
ho



137

hZw2=02+4p2 . (VIL3.41)

A partir de estos resultados se calculardn los invariantes de segundo orden del sistema.

Esto permitird dar una interpretacién geométrica a la corriente Josephson.

VII.4 Invariantes dindmicos de una juntura Josephson. Modelo de pseudo-momento

angular.

Como se mostré en el capitulo II, para obtener los invariantes dindmicos de
segundo orden es necesario conocer la métrica E y E' de los espacios duales de
operadores y multiplicadores de Lagrange, definidas a partir de las Ecs. (I11.4.10-11).

Resolviendo las Ecs. (I1.4.12-13), los invariantes resultan

O -2 06, (VIL4.1)
O, +2 b5, (VIL4.2)
;-2 6s, (VIL4.3)
Oy +2 Os, (VIL4.4)
O-2 65, (VIL4.5)
Os2+ Og2+ 6,2, (VIL4.6)
A7-23s, (VIL4.7)
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a2= (A - A2 4%3 +A7)2 +A52 + 62 . (VIL4.8)

Los primeros cinco invariantes (Ecs. (VI1.4.1-5) estdn asociados a la conservacién del
nimero de electrones, de pares y de la energia. De los invariantes definidos por las Ecs.
(VIL.4.6) y (VIL.4.8) y utilizando los valores medios de los observables (Ecs. (VIL.3.23-
29)) es posible definir dos espacios interrelacionados, uno de operadores y otro de
multiplicadores de Lagrange. El espacio de operadores, compuesto por 65, 65 y 67, tiene

las siguientes relaciones de conmutacién:

[ Os, Og] =-2i 67, (VIL4.9)
[ O, 671 =-2i Os, (VIL4.10)
[ 6r, Os1 =-2i O, (VIL4.11)
[052+ 02+ O72,0i] =0,  i=5,6,7. (VIL4.12)

Se identificard entonces al espacio de operadores con el de momento angular, donde el
operador de Cassimir estd dado por la Ec. (VI1.4.6), como puede verse de la Ec.
(VI1.4.12). De esta forma, sin hacer suposiciones agregadas al modelo y sin forzar
definiciones, se puede hacer la siguiente asociacién entre la semi-4lgebra de Lie, definida

por las Ecs. (VII.4.9-11), con el grupo SO (3) (ver Ecs. (VI1.3.27-29)):
Os e Iy, (VIL4.13)
O Iy, (VIL4.14)

o 1,. (VII.4.15)



Asi se muestra que la teorfa permite definir cuales son los operadores relevantes del
problema fisico de forma tal que la aproximacién de momento angular surge naturalmente
a partir de los invariantes del espacio. El espacio dual de multiplicadores de Lagrange se

define a partir de la invariancia de a, como:

As=xAs (VIL4.16)
A6 =Yy A6 (VIL4.17)
A=z (A] Az + 7‘32"‘4 +27) (VIL4.18)

donde (x,y,z ) son los versores cartesianos. Como se demostré en los capitulos IV y
V, es equivalente trabajar con cualquiera de los espacios. En ambos casos, el médulo del
vector radial es un invariante de movimiento, como se demostré en las Ecs. (VI1.4.6-8).
A partir de las Ecs. (VI1.4.13-15) y del célculo de los valores medios (Ecs. (VII.3.27-

29)), se definen los operadores 8 y $ mediante las relaciones

Os =Rg senb cosd (VI1.4.19)
Os=Rg senB sen (VIL.4.20)
O7=Rq cosb (VIL4.21)
donde
A3 -ha)

Ro=-2exp [-Ag- A1+A2) - > ]senha. (V11.4.22)
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Esta ecuacién relaciona las magnitudes de los vectores radiales de los espacios duales (Rg
y a). Utilizando el hecho que Ag, A1, A2, A3, y A4 son constantes de movimiento (Ec.
(VIL.3.32)) y la Ec. (VII.4.7) se demuestra que Rq también es un invariante, reforzando
el resultado dado por la Ec. (VII.4.12). El valor medio del operador que representa la

d<§? §i>
dt

corriente de pares4748.51 [ = , puede obtenerse de la Ec. (V11.2.23-29)

1= dig33= ; % <O¢> (VIL.4.23)
resultando
A
= -% Rg <sen§ sen >. (VIL4.24)

De esta forma se obtiene la relacién de Josephson33, donde 6 estd asociado con la fase de
Josephson entre los dos superconductores.

Resumiendo, a partir de la teorfa de la informacién se ha calculado una base de
operadores que forma un dlgebra de Lie y cuyo grupo asociado tiene una simetria del tipo
SO(3). Una de las componentes, <66>, estd asociada a la corriente de pares a través de la
juntura. La fase de josephson aparece como una consecuencia de la relacién invariante
entre los multiplicadores de Lagrange, siendo este resultado una consecuencia de haber
maximizado la entropfa. Se encuentra de esta forma una definicién dindmica de la
corriente de josephson que, no depende de aproximaciones particulares del problema y,

es siempre proporcional a sin ¢, independientemente del voltage de polarizacién.
VILS Corriente por efecto tunel de ac y dc.
VII.5.a Limite de juntura sin polarizacién: corriente por efecto tunel de dc.

Habiendo calculado la corriente como funcién de la fase, es necesario evaluar el
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comportamiento de su derivada, ya que este es uno de los principales puntos que han sido
discutidos en el trabajo de Ferrell47. De las ecuaciones de evoluci6n de los operadores se

obtiene

d<gﬁ>=%<65> +2226,> (VILS.1)

que puede escribirse como

d<65>
dt

=<Ro|:-g-sen 0 cosd + %;lp-cos 0 ]>. (VIL5.2)

Los 4dngulos, ¢, la fase de Josephson, y 0 se definen como

¢ = arctg <26z (VIL5.3)
<Us
0
¢ = arctg —;:8 (VIL5.4)
y
(A1 - + 3£x4+l)
cos O Y , (VIL5.5)

donde a fue definido en la Ec, (VI1.3.22).
Se considerard el caso en que los superconductores de ambos lados de la juntura
son iguales. Este es un caso importante ya que superconductores diferentes tendrdn un

potencial en la juntura ocasionado por los distintos potenciales quimicos de cada uno. La
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evolucién temporal de los multiplicadores de Lagrange para este caso particular se obtiene

con las siguientes condiciones iniciales

A =ho=2A3 (VIL5.6)

A3=Ag=23 (VIL5.7)
y

a=14, (VIL5.8)

donde se ha usado que x% = XQI = 0. Es fécil de comprobar que

cose=2pGl
(h w)?

(cos(wt) -1), (VIL.5.9)

donde w ha sido definido en la Ec. (VII.2.32). Dado que el primer término de la Ec.

(VIL5.2) es también proporcional a a., se tiene que

d<66>
dt

-0 (VIL5.10)

para una juntura no-polarizada (a=0), asegurando que la corriente Josephson dc es
realmente una corriente superconductora. La constante o representa la tensién de
polarizaci6n aplicada a la juntura y por lo tanto, si los superconductores son diferentes se

obtendrd una corriente de ac.

VIL.5.b Limite de juntura con polarizacién: corriente por efecto tunel de ac.

Para estudiar la dependencia temporal de la corriente Josephson, se observa que
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do _ ! <D d<6ﬁ> <> d<65> VILS.11
dt <65>2+<66>2{ ¥ Ta 1 (VIL>.1D

pudiéndose expresar como

d_¢= e, 20 °°Sg c0s 6. (VIL5.12)
en

w

Si se considera que los superconductores interactian débilmente, es decir o >> p, se

obtiene, luego de efectuar el promedio temporal

d—¢= e (VIL5.13)

que concuerda con la ecuacién de Josephson.
VIL5.c Definicién apropiada del desbalance de carga.

Como se menciond anteriormente, el cdlculo incorrecto del desbalance de carga

ha dado lugar a controversias. Esta magnitud est4 dada por el valor medio del operador

S:=2(8i §i-$d S9=303.60). (VIL5.14)

Para analizar el significado fisico de los resultados obtenidos en las secciones previas es
necesario enfatizar que el subconjunto de operadores relevantes asociado con SO(3) est4
compuesto por 65, 65 y 67. Estd claro que este Gltimo operador no describe el desbalance
de carga como fue asumido previamente por otros autores47:48, Usando los resultados

obtenidos para el cdlculo de los valores medios se obtiene para <§z>:



Aq+A
<85> = e A0 (e 2 A As. e by 2hghy - 2 C'Xl'h'b;—“l senh a cos) .

(VIL.5.15)

Utilizando esos mismos resultados se observa que el valor medio de 67 es

Agh
<O1>=-2eM0eh M i 2 cosp . (VIL5.16)

Cuando ambos superconductores son iguales, los primeros dos términos de la ecuacién
(VII.5.15) se anulan y <§z>=<(57>. Es fé4cil entonces comprender que esta igualdad, para
un caso particular, ha ocasionado la confusién de considerar al desbalance de carga como

el tercer operador del dlgebra. N6tese también que

67 = 63 - 64 - 63 (51 + 64 62 = 63 - 64 - %[63 ,61],-. + %[64 ,62]+ , (VIL5.17)

donde los ultimos dos términos representan las corelaciones estadisticas entre los
operadores 63 y (51, y 64 y 62, respectivamente. Por esa razén no es posible factorizar
esos productos cuando se toman los valores medios. De la Ec. (VII.5.15) se deduce que
cuando los superconductores son iguales el desbalance de carga se anula con a,
determinando que no haya exceso de carga en uno de los lados de la juntura a menos que

el sistema tenga una polarizacién externa.
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VIII Conclusiones

En este capitulo se presentardn las conclusiones obtenidas a partir de la
resolucién de los problemas presentados en los capitulos III a VII. Se dedicard una
seccién para cada uno de los temas tratados, dejando para el final las conclusiones

generales y perspectivas futuras.

VIII.1 Constantes de movimiento y estados accesibles

El resultado mds importante obtenido al utilizar la teoria desarrollada en el
capitulo III se encuentra en la Ec. (II1.2.7), en donde se presenta una expresién original
de la entropia en términos del nimero de estados del sistema y de los inavariantes
dindmicos de movimiento. Las ecuaciones (I11.2.19) y (II1.2.7) muestran claramente el
hecho que las correlaciones cudnticas (ver Ec. (II1.1.6)) destruyen la equiprobabilidad de
los estados accesibles34, y por lo tanto la relacién de Boltzmann (S=InM) deja de valer
cuando éstas existen. La conexién de la entropia con los invariantes de movimiento resalta
su cardcter dindmico y justifica plenamente la utilidad del principio de médxima entropia
para obtener las evoluciones temporales de los valores de expectacién, a través de su
conservacion.

Es interesante destacar que desde otro punto de vista nuestros invariantes (por ej.
Ec. (I11.2.14)) hacen recordar a la fuente de produccién de entropfas3, a pesar de que los
primeros estdn escritos en términos de los multiplicadores de Lagrange A y no de sus
fluctuaciones. No obstante las magnitudes que componen I(2) tienen una dindmica
claramente establecida por el dlgebra asociada al problema, hecho que no ocurre con la
produccién de entropia.

La aplicacién de esta teoria a la anomalia Shottky (Sec. II1.3.a) permite obtener
resultados interesantes como los de las ecuaciones (II1.3.11) y (II1.3.12) que se muestran
grificamente en la figura 2. Cabe destacar que la ecuacién (II1.3.11) vale para todo

sistema con niveles equiespaciados y en particular para el efecto Zeeman descripto en la
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seccién II1.3.b. Este formalismo cumple no solo los requerimientos de la mecénica
cuéntica, sino que trabaja con el operador estadistico 6 que describe, en general, una
situacién fuera del equilibrio con valores medios dependientes del tiempo ya que los
observables pueden no conmutar con el Hamiltoniano. Por lo tanto los invariantes

obtenidos se pueden generar tanto para situaciones de equilibrio como de no-equilibrio.
VII1.2 Definicién de traza para operadores no-ligados

El principal objetivo ha sido encontrar un método que permita trabajar con una
matriz densidad construida a partir de operadores no-ligados, y obtener las propiedades
termodindmicas del sistema cudntico (relacién entre valores medios y multiplicadores de
Lagrange) utlizando el principio de méxima entropia.

Para hacerlo, fue necesario: (i) encontrar una definicién de traza apropiada y
convergente, que permitiese evaluar ey, la funcién de particién; y (ii) evaluar la
modificacién en el dlgebra de operadores que aparecen al introducir un espacio de Hilbert
finito Gy.

Luego de efectuar los cdlculos correspondientes, se concluye que: (a) es posible
extender el concepto de temperatura de spin a sistemas cudnticos, aun cuando estdn
descriptos por operadores que no conmutan (matriz densidad de no-equilibrio)(Sec. V); y
(b) los efectos de borde ocasionados por la modificacién del dlgebra de operadores no es
observable (al menos para el Hamiltoniano estudiado aquf) ya que por la autoconsistencia
del método utilizado (Sec. VI) s6lo se podrian observar violando el principio de incerteza.
Como se ha mencionado anteriormente, para trabajar con un Hamiltoniano cualquiera solo
es necesario evaluar la estructura particular de los operadores A(rj;), por lo que los
resultados serdn vilidos en general para sistemas finitos. Sin embargo, como las
consideraciones hechas en la seccién VI estdn intimamente relacionadas con la estructura
de los operadores A(]‘lq) las conclusiones relacionadas con los efectos de borde deben
tomarse con cuidado.

Para el caso particular del oscilador arménico, es también posible hallar una
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definicién de traza convergente si se considera al Hamiltoniano como uno de los

o A
operadores relevantes. La expresién de p resulta

A cxp(-Bll'\L?Ll ﬁ-lz 6)
Tr{exp(-BH-X; q-2A2 p)l

Sin embargo, el problema tratado aqui no ha sido resuelto previamente, dado que la
expresién obtenida para la matriz densidad antes mencionada?3 diverge cuando B—0.
Como se discutié en el capitulo V, nuestra solucién permite describir el caso de una sefial
electromagnética en ausencia de ruido gaussiano.

Resumiendo, el resultado mds importante de este capitulo ha sido el encontrar,
mediante un método de proyeccién, un camino para estudiar las propiedades
termodindmicas de sistemas infinitos, cuando operadores no-ligados que no conmutan

con el Hamiltoniano son inclufdos en la matriz densidad.

VIII.3 Termodindmica cudntica y teorfa de la informacién

El concepto usual acerca de la termodindmica cldsica consiste en que esta solo
describe procesos de equilibrio o cercanos a €l. Es por ello que algunos autores prefieren
llamarla termoestdtica. Sin embargo, y aun dentro de ese reducido contexto, puede ser
aplicada a una gran variedad de sistemas fisicos bajo una diversidad de condiciones. En
este capitulo se han discutido aspectos de la termodindmica, tanto de procesos de no-
equilibrio (dentro del contexto de la teoria de la informacién), como para dindmicas
Hamiltonianas (cudnticas o clésicas). Este resultado no solo complementa las teorias
desarrolladas en los capitulos anteriores sino que abre la posibilidad de construir un nexo
entre la mecdnica cudntica y la termodindmica.

Los logros mas importantes de este capitulo han sido tres: a) discutir condiciones
fuera del equilibrio, ya que la matriz densidad contiene operadores que pueden o no

conmutar con el Hamiltoniano, b) reobtener algunas leyes termodindmicas, a partir de un
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punto de vista microscépico, y ¢) definir el concepto de temperatura para sistemas
cudnticos. En este primer intento de describir el comportamiento termodindmico de
sistemas cudnticos solo se han tratado sistemas conservativos (no se han considerado
Hamiltonianos no-lineales o potenciales dependientes de las velocidades), pero siguiendo
las lineas aqui presentadas es posible considerar también este tipo de sistemas.

Un resultado importante obtenido es el siguiente: en todos los casos en que se
cumpla la Ec. (II.3.3) de cierre del 4lgebra el sistema puede ser descripto como
cudnticamente cerrado o aislado y por lo tanto la entropia se conservar4. Sin embargo,
como se ha recalcado en este capitulo, si se consideran operadores que no conmutan con
el Hamiltoniano el sistema no estard en equilibrio estitico ya que varios de los operadores
relevantes evolucionardn en el tiempo. En conjunto, el sistema evoluciona
isoentrépicamente, pero si se consideran diferentes subsistemas el comportamiento
observado deja de ser isoentrpico. De hecho, nuestra definicién de un sistema cuéntico
aislado est4 dada en términos de los operadores relevantes cuyos espacios de Hilbert
deben tenerse en cuenta para determinar el nimero de estados accesibles del sistema.

La temperatura queda definida como la variable intensiva asociada al
Hamiltoniano. Una vez que este multiplicador de Lagrange ha sido introducido en la
matriz densidad, todas las propiedades termodindmicas del sistema pueden ser evaluadas,
siguiendo las ecuaciones termodindmicas usuales, siempre que los valores medios de los

operadores relevantes sean considerados como variables extensivas.

VIII1.4 Evoluciones dindmicas y condiciones iniciales

Siguiendo la teoria informacional propuesta en el capitulo II, se ha desarrollado
una teoria cudntica que permite determinar en forma clara cuando un Hamiltoniano
generard un comportamiento dindmico disipativo.

El dnico requisito es que los términos sin perturbar y de interaccién tengan una
forma tal que sea posible cerrar un 4lgebra parcial de Lie bajo conmutacién con el

Hamiltoniano total del sistema. El segundo punto consiste en evaluar los autovalores de la
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matriz G. Si G tiene autovalores reales se puede obtener un comportamiento disipativo,
siempre que la estructura del dlgebra permita elegir un conjunto adecuado de condiciones
iniciales para los operadores relevantes. La importancia de la restriccién impuesta por el
dlgebra sobre los valores medios se observa claramente en la seccién 3.

El formalismo presentado en la seccién 2 no tiene ambigiiedades ni sutilezas
interpretativas que traigan aparejados violaciones de postulados bdsicos de la mecédnica
cudntica, como por ejemplo las relaciones de conmutacién entre variables canénicas
conjugadas. Para el caso particular que se trat6 en la seccién 2 se puede concluir que la
estructura particular del dlgebra de Lie ocasiona una superposicién no compatible de los
dominios de los diferentes operadores involucrados en las condiciones iniciales y, por esa
razén, es imposible cancelar las componentes divergentes de las Ecs. (V1.3.21-24). De
esta forma queda claramente explicitada la importancia de las condiciones iniciales. Cabe
aclarar que previamente’$ se han reportado dificultades en encontrar soluciones
normalizadas para el Hamiltoniano dual de Batemann. A este respecto, se puede decir que
el hecho que las autofunciones no sean normalizables es una manifestacién de un
problema mds profundo, como es el cardcter no-disipativo de ese Hamiltoniano,
quedando esto perfectamente demostrado a partir de este formalismo general.

Uno puede entonces concluir que la dindmica cuéntica por s{ misma no permite
determinar la posibilidad de describir un comportamiento disipativo. El dlgebra asociada a
un problema fisico es crucial para determinar el carécter de la evolucién dindmica del
sistema (disipativo o conservativo), pero la inclusién de una métrica en esta dlgebra (es
decir una matriz densidad normalizada y con autovalores positivos) a los efectos de
calcular valores medios normalizados implica la aparici6n de condiciones adicionales que

determinan cuando esa evolucién temporal puede tener sentido fisico o no.

VIIL.5 Modelo para la cormiente superconductora en una juntura Josephson

La aplicacién de un modelo de pseudo-momento angular al problema de corriente

de pares entre superconductores ha dado lugar a inconsistencias en la definicién del
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exceso de carga. Ferrel48 mostré que los operadores (55, 66 y el desbalance de carga,
(’\)3 - 64 = §z (Eq. (VIL.5.14-15)) juegan papeles importantes en la dindmica de una
juntura Josephson, y que ellos deben ser tenidos en cuenta para evitar la aparicién de
efectos espureos como el corrimiento de frecuencias?8. Aqui se ha resuelto el problema de
corriente por efecto tinel utilizando un modelo Hamiltoniano simplificado y la teorfa de la
informacién desarrollada en los capitulos IT a VI. Como consecuencia de la relacién de
clausura, dada por la Ec. (I1.3.3), se obtiene un dlgebra cerrada compuesta por siete
operadores que permiten definir, en forma natural a partir de los invariantes dindmicos del
sistemna, una sub-dlgebra de momento angular. Se muestra también que los operadores
importantes para la evolucién temporal de los valores medios son 65, 66 y 67, y no 65 ,
66 y el desbalance de carga, como se propuso previamente, Como se puede mostrar
facilmente, en el caso en que los superconductores son iguales y la tensién de polarizacién
es cero ambos operadores tienen los mismos valores medios. Ferrel, a pesar de hacer
notar la importancia de los tres operadores, no utiliza el Hamiltoniano completo, no
pudiendo apreciar de esa forma la importancia de 67. En este capitulo se obtiene una
descripcién tanto del efecto Josephson de dc como del de ac, resultando correcto el
célculo del desbalance de carga. La'rclacién de la corriente con la fase, asf como la
interpretacién geométrica de esta ultima, surge de hallar los invariantes dindmicos del
sistema. Finalmente, la ecuacién de Josephson aparece en el limite de interaccién débil si

se considera el valor medio temporal.
VIIL.6 Conclusiones generales

En las secciones anteriores se han detallado las conclusiones mds importantes
extraidas de cada capitulo. En esta seccién se resumirédn los aportes novedosos realizados.
En primer lugar, cabe mencionar que por primera vez se efectud el calculo
explisito de los valores medios de observables como funcién de los multiplicadores de
Lagrange para el caso de un conjunto de observables no-conmutantes. Esta evaluacién

requiere gran cuidado ya que la matriz densidad tiene involucrada en su definicién una

150



funcién exponencial de operadores que no conmutan entre si,

- 2 Ai 6
i=0

i (VIIL6.1)

p= cm(—%h Op =

=0

introduciendo por lo tanto términos del tipo

¢ .2;07“ 6y = E Z---Z’»in(t)-~-lij(t)5(61...61), (VIIL6.2)
iz i

iy

donde Z representa una suma sobre términos que contempla todas las posibles
permutaciones de los operadores 61, es decir las correlaciones de orden superior entre los
operadores. Para realizar un célculo exacto, teniendo en cuenta dichas correlaciones, es

preciso operar sobre

n
np=-2,4i O, (VIIL6.3)
i=0

diagonalizar la matriz que representa a ese operador y luego tomar exponencial en la base
que esta es diagonal.

En este punto es necesario destacar la importancia de trabajar con una teoria que
provea un mecanismo para evaluar los valores medios de los operadores correctamente. El
operador densidad utilizado por la teoria de la informacién cumple no solo con las
propiedades de la teorfa de probabilidades, sino que satisface la ecuacién de Liouville y
respecta las correlaciones que introducen los operadores cudnticos. Manifestaciones de
este hecho son el desarrollo de la entropia en funcién del nimero de estados del espacio

de Hilbert, del calor especifico y de las correlaciones de orden superior (capitulo IIl) y la
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importancia manifiesta de las condiciones iniciales en la dindmica de los sistemas (capitulo
VI). De hecho, el sistema considerado en el capitulo VI ha sido tratado en la literatura
como disipativo, y solo mediante teorfas de gran desarrollo matemético se ha mostrado
recientemente (Ref. 56) que presenta dificultades cuando se trata de definir estados
normalizados del sistema. En dicho capitulo se ha mostrado que el sistema no es
disipativo haciendo uso de los postulados bdsicos de la teorfa sin ningin tipo de
consideracién especial. Las condiciones iniciales estdn restringuidas por el operador
densidad, que respeta las limitaciones impuestas por el dlgebra de operadores relevantes
del sistema. Otro caso que destaca las bondades del método es el ejemplo mostrado en el
capitulo VII. Allf se obtuvo un modelo para el efecto Josephson que explica tanto la
corriente superconductora de dc como de ac. Esta evaluacién habia ocasionado problemas
anteriormente (Ref. 49-50) por calcular en forma incorrecta los valores medios de los
operadores.

Un ejemplo claro de las dificultades que puede ocasionar la evaluacién incorrecta
de valores medios se observa en el capftulo IV. Allf se calculé la relacién de incerteza para
autoestados del Hamiltoniano, como es usual en la literatura. La ecuacién IV.6.4 muestra
que si los valores medios se calculan en esa base no se viola incerteza. Sin embargo el
caso general (Ec. IV.6.11) muestra que existen casos en los que no se cumple dicho
principio. Esto surge claramente porque esté especificado en la teorfa la forma de evaluar
las dispersiones de los operadores, dado un conjunto de operadores relevantes.

Otra innovacién presentada en este trabajo es la consideracién de condiciones
iniciales mixtas, formadas por valores medios y multiplicadores de Lagrange. Esto se
utilizé en los capitulos IV y V. Asi fue posible considerar sistemas en los que solo se
conocen ciertos valores medios y abrir la posibilidad de formular una teoria
termodindmica en términos de variables extensivas e intensivas. Este ha sido otro aporte
novedoso efectuado, principalmente en el caso del cdlculo de derivadas parciales con
vinculos. Esto se aplicé al cédlculo de calores especificos a variables extensivas e
intensivas constantes para sistemas cuédnticos con operadores que no conmutan entre si,

generalizando en forma natural la teorfa termodindmica.

152



Finalmente, como perspectivas futuras cabe mencionar que se presentan diversos
sistemas de interés actual en los que se pueden aplicar los resultados obtenidos, como se
mostré en el capftulo VII. Ademds, el caso de dlgebras con un nimero infinito de
operadores relevantes abre un nuevo campo de estudio, ya que resulta un método

alternativo a otros formalismos que también proveen soluciones aproximadas.

Q\’/\r@
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