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I Introducción

La mecánica cuántica ha tenido un éxito tan importante en la solución de

problemas físicos], que la mayoría de las formulaciones teóricas que se utilizan en la

actualidad tratan de satisfacer sus postulados fundamentales. La teoría de la información

no es una excepción. Fue formulada por C.E. Shannon2 para ser aplicada a1campo de las

comunicaciones y extendida por J. Von Neumann3, a través de la matriz densidad, y

fundamentalmente por E.T. Jaynes3, mediante el principio de máxima entropía, a la

mecánica estadística. Los trabajos de R.D. Levine5 incorporaron la mecánica cuántica a la

teoría de la información, ampliando por lo tanto los horizontes de esta formulación.

En la última década, D. Otero, A. Plastino y A.N. PrOtoutilizarón los resultados

antes mencionados para conectar la teoría de la información y el principio de maxima

entropía con el teorema de Ehrenfestó. Posteriormente, se formuló una teoría de respuesta

lineal, un modelo para Hamiltonianos de fricción no-lineales y se desarrolló un

formalismo que relaciona a la teoría de la información con los espacios de Riemann7-3.

El presente trabajo, partiendo de esa base teórica, pretenderá ampliar el

formalismo y aplicarlo a algún problema físico concreto. En el capítulo II se desarrollará

un resumen de los conceptos fundamentales de mecánica estadística, mecánica cuántica y

teoría de la información que se han mencionado previamente, y sobre los cuales se

basarán los capítulos siguientes.

El capítulo III se dedicará al estudio de un método para el cálculo de invariantes

de sistemas dinámicos, cuando se trabaja con operadores que en general no conmutan con

el Hamiltoniano ("Constants of motion, accessible states, and information theory", J.

Aliaga, D. Otero, A. Plastino, and A.N. Proto, Phys. Rev. A 35 (1987) 2304). Se

desarrollará en serie el logaritmo de la matriz densidad, obteniendo que el invariante de

orden cero es el número de estados accesibles del espacio de Hilbert, el de orden uno es la

entropía y el de orden dos es, para un sistema canónico, el calor específico. El invariante

de órden n resulta estar relacionado con las correlaciones cuánticas y estadísticas de orden

n-ésimo entre los operadores. Se ejemplificarán los resultados aplicándolos a un sistema



canónico con niveles equiespaciados y al efecto Zeeman.

En el capítulo IV se estudiará un problema abierto en la.mecánica estadística

como es la imposibilidad de definir 1aoperación de traza para el operador estadístico o

matriz densidad en el caso de trabajar con operadores no-ligados ("Temporal evolution in

an effective Hilbert subspace", J. Aliaga, M. Negri, D. Otero, A. Plastino, and A.N.

Proto, Phys. Rev A 36 (1987) 3427). Dentro del contexto de la teoria de la información

se propondrá un método que consiste en truncar el espacio de Hilbert (infinito)

proyectándolo en un espacio finito. Se estudiarán los efectos de borde introducidos tanto

en la relación entre multiplicadores de Lagrange y valores medios de operadores como en

la evolución dinámica de los mismos. Se mostrará que fuera de las regiones afectadas por

los efectos de borde la solución es correcta. La teoría será desarrollada en base al

Hamiltoniano del oscilador armónico y como operadores no ligados se tomarán a a y 6,

que constituyen el caso en que típicamente se observan las dificultades para normalizar

El capítulo V se dedicará a formular una teoría que extiende de manera natural la

termodinámica clásica a sistemas cuánticos cuyos operadores relevantes son no­

conmutantes ("Quantum thennodynamics and information theory", J. Aliaga, D. Otero,

A. Plastino, and A.N. Proto, Phys. Rev. B 38 (1988)). Se definirán dos tipos de

procesos: canónicos, en los que los valores medios de los operadores (variables

extensivas) y los multiplicadores de Lagrange (variables intensivas) evolucionan según la

dinámica Hamiltoniana; y termodinámicos, en los que estas variables se mantienen

constantes por acción de un vínculo externo al sistema. Para ambos casos se calculará la

entropía, la energía, se definirá la temperatura del sistema cuántico, y se evaluará el calor

específico. Para los procesos termodinámicos se definirán las extensiones cuánticas de Cv

y Cp. Se aplicará la teoria al efecto Zeeman dependiente e independiente del tiempo y al

Hamiltoniano del oscilador armónico tratado en el capitulo anterior. Este último caso

permitirá evaluar el proceso de proyección desarrollado en el capítulo IV ya que también

se calculará la solución exacta del problema.

El capítulo VI estará destinado a considerar la posibilidad de describir sistemas

dinámicos disipativos con el presente formalismo, es decir utilizando Hamiltonianos



lineales e independientes del tiempo ("Dissipative evolutions, initial conditions and

information theory", A.N. Proto, J. Aliaga, D. Nápoli, D. Otero, and A. Plastino,

enviado para la consideración del Phys. Rev. A). Se explicitará las condición necesaria

que debe cumplir la matriz de la dinámica Q, definida a partir del cierre de una semi­

álgebra de Lie, por conmutación, entre los operadores relevantes y el Hamiltoniano del

sistema. Se mostrará que esa condición no es suficiente y se destacará el rol de las

condiciones iniciales en el problema. Se demostrará, a través de un ejemplo conocido en

la literatura como el oscilador dual de Batemann, que las condiciones iniciales no son

independientes entre sí, ya que son los valores medios de operadores relacionados por la

estructura del álgebra y la condición de normalización de la matriz densidad. Esto

impedirá que estas condiciones iniciales tomen valores tales que permitan obtener una

evolución temporal disipativa.

En el capitulo VII se utilizará el formalismo descripto en los capítulos H a V para

resolver un problema de física de estado sólido que presenta controversias: La corriente

que se origina en una juntura superconductora y que se denomina efecto Josephson

("Information theoretical approach to Josephson tunneling", J. Aliaga, H. Cerdeira, A.N.

Proto, and D. Otero, enviado para la consideración del Phys. Rev. A). Se hará una

pequeña introducción teórica a este efecto y se definirá un modelo Hamiltoniano que lo

representa. Se calculará la función de partición del sistema, los invariantes dinámicos y se

mostrará que el conjunto de operadores relevantes del problema, definido mediante la

utilización del formalismo, tiene una estructura equivalente a un álgebra de momento

angular. Se mostrará que el modelo describe correctamente tanto el efecto Josephson de

corriente continua y alterna, como el desbalance de carga entre los superconductores,

explicando además el origen de las dificultades encontradas en la bibliografía.

Finalmente se dedicará el capitulo VIII a analizar los resultados, extraer

conclusiones y presentar las perspectivas futuras que se originan a partir del formalismo

presentado.



H Mecánica estadística, mecánica cuántica y teoría de la información

II.1 Mecánica estadística y Mecánica cuántica

Si se realiza simultáneamente la medición con dispersión nula de los valores

medios de un conjunto completo de observables que conmutan Ó] , Ó2,..., Ón, la función

de onda del sistema será autofunción de Ó], Óg,.... Ón con autovalores 01, 02,..., onl.

De esta forma el estado del sistema queda completamente definido y se lo representa con

el vector l\|1>.Este se puede escribir, en una base ortononnal y completa [In>] , como

ltp(t)> = Z cn(t) In> (11.1.1)
l'l

donde los coeficientes cn(t)=<\p(t)ln> satisfacen

<wlw> = 1 . (11.1.2)

El valor medio del operador Á al tiempo t esrá dado, en función de los elementos

de matriz Anp=<nIÁIp>, por

< Á >l = <w(t)|Álw(t)> = 2 cn*(t) cpu) Anp . (11.1.3)
¡HP

La evolución temporal de l\|1(t)>,para un sistema con un hamiltoniano fio), está

determinada por la ecuación de Schródinger

iñ ¿3392 11‘10)|\p(t)> . (11.1.4)

o a n l A

Luego, la ecuamón de movnmiento del valor medio de A resulta



1 , aÁ
dt =Í—E<[Á,É(t)] >+ <-a:L-> (IU-5)

y es conocida con el nombre de teorema de Ehrenfest.

Hasta el momento se ha considerado que el estado dinámico del sistema se

conoce exactamente a través de la Ec. (11.1.1)y se dice que se trata de un estado puro.

Cuando se posee una información incompleta acerca del sistema, ya sea porque el

conjunto de observables que conmutan es incompleto o porque los observables no

conmutan, no es posible determinar lw> en forma univoca y es necesario apelar al

concepto de probabilidad. Entonces, la información parcial disponible puede estar dada en

términos de un conjunto de posibles estados |\|!1>, Iw2>,..., le> que satisfacen la

ecuación de Schródinger, cada uno de ellos con una probabilidad P1, P2,..., PL. En este

caso se dice que se tiene una mezcla estadística de estados en la cual el valor medio de un

observable está dado por

< Á > = z Pk <wklÁIq1k> (11.1.6)
k

o bien

A A A

<A >=Tr (p A) (11.1.7)

donde Pk es la probabilidad de que el valor medio de Á sea Ak=<1pklÁlwk>y 6 es el

operador estadístico o matriz densidad definido por

6: X Pk Iwk> «yk! (11.1.8)
k

COI]

OSPkSl;2Pk=1. (II.1.9)



La ecuación de evolución del Operadorestadístico se obtiene a panir de la conservación

del volumen del espacio de fases,

A

in¿=[mofi] anim

y se conoce con el nombre de ecuación de Liouville.

H.2 Teoría de la información y Principio de Máxima Entropia

La teoría de la información fue desarrollada por Shannon2 para ser aplicada al

campo de las comunicaciones. Se parte de Eaexistencia de un conjunto de eventos

numerables y de un espacio de probabilidad, en el que cada evento tiene una probabilidad

definida p=_=(p1,p2,..., pn} que está normalizada

2m=1. (uan

Es posible entonces definir la información asociada con esta distribución de probabilidad

luego de conocerla misma (I), o la ignorancia relacionada con ésta antes de conocerla (S)

n

IES: E p¡1n%-, (11.2.2)
_l Pi1:

y se la denomina entropía de Shannon.

Si se considera el caso de un sistema físico, y se asocia cada pi con la

probabilidad de cada estado pr descripta en la sección anterior, es posible utilizar la

ecuación ([I.l.8) para expresar a la entropía del sistema como



s=-ku(61n6)=—k<ln6> (11.2.3)

donde k es una constante que se agrega a la definición dada por la ecuación (II.2.2) a los

efectos de darle unidades físicas a la entropía. Von Neumann3 fue el primero en asociar S

con la entropía del estado descripto por el operador 6 al tomar k igual a la constante de

Boltzmann (kB=l,38 10‘16ergFK).

Como se indicó en el párrafo anterior, el operador estadístico ¡3determina el

estado del sistema físico y la entropía del mismo. Dicho estado queda parcialmente

caracterizado a partir del conocimiento de un cierto número de observables relevantes al

problema físico de interés. Sólo en el caso que los operadores forman un conjunto

completo de observables que conmutan la determinación del estado es unívoca y la

entropía vale cero. En el caso de información parcial, el conocimiento de los valores

medios de un número limitado de operadores implicará la existencia de distintos

operadores densidad que satisfagan las condiciones impuestas por las ecuaciones (11.1.7­

9). Surge entonces el problema de la elección de uno de ellos como representación del

estado físico. Es en este punto que E.T. Jaynes4 introduce en la teoría el Principio de

Máximaentropía: dado un conjuntode observables(Ól, Ón} cuyos valores

medios,

< ó¡ > = Tr (¡3ói) , i = 1,...,n , (11.2.4)

son la única información que se tiene del sistema físico y que se denominarán operadores

relevantes. el operador densidad del sistema es aquel que maximiza la entropía, definida a

través de la ecuación (11.2.3). El operador densidad que satisface esta condición se

obtiene por el método de multiplicadores de Lagrange,

pA=exp ( - X M Óa ) . (11.2.5)
¡:0



donde Óo es el operador identidad, que se agrega al conjunto inicial a los efectos de

satisfacer la condición (11.1.9)

A

Tr p = 1 . (11.2.6)

Utilizando las ecuaciones (11.2.5)y (11.2.3)es posible entonces relacionar la entropía del

sistema con los valores medios de los operadores

s=k2 7t¡< ó¡>. (11.2.7)
i=0

De aqui en más se considerará k=1. Los valores medios y los multiplicadores de Lagrange

están relacionados por la Ec. (11.2.6)

M=lnTr(exp(-2 M ón) (11.2.8)
i=0

obteniéndose

71ó- =-u,'=1,2,..., . 11.2.9
< l> ali 1 n ( )

11.3Evolución temporal de valores medios y multiplicadores de Lagrange

Los resultados expuestos en la sección anterior fueron presentados por Jaynes

para ser aplicados a un conjunto de variables del sistema cuyos valores medios son de

interés. Estos valores medios eran promedios de observables clásicos relacionados con el

sistema. En la sección anterior se los ha denominado "operadores" porque estos

resultados se pueden extender sin dificultad a operadores cuánticos. El conjunto de



operadores utilizado por Jaynes se forma con las variables que a priori parecen relevantes.

Si a posteriori del estudio del sistema se observa que es necesario incorporar algún

operador a este conjunto para permitir una descripción más acertada se redefine el

conjunto inicial. Este método hace imposible la deducción de resultados, ya que no

permite distinguir cuando un resultado no esperado es producto de la falta de algún

operador o constituye un resultado nuevo del modelo en estudio. Estas limitaciones de la

teoría fueron superadas por Y. Alhassid y R.D. Levine5 ya que la extendieron a conjuntos

de operadores cuánticos que pueden o no conmutar entre si y además elaboraron un

método constructivo que permite, no solo determinar cual es el conjunto de interés

asociado con un dado sistema fisico sino también dotar a la dinámica de una estructura de

grupo de Lie.

Para introducir estos nuevos conceptos es conveniente trabajar con el logaritmo

de la matriz densidad,

1n6= ¿Mi ó¡, (11.3.1)
i=0

que también cumple con una ecuación del tipo (11.1.10),

d
“Ip = [ mi) , 1:16] . (11.3.2)ilïd

Reemplazando la ecuación (11.3.1)en la ecuación (11.3.2) se comprueba que esta será

válida para todo tiempo si el conmutador de los observables {(51, Óz,..., Ón} con el

hamiltoniano Ú(t) satisface

[fi(t),ó¡]=1112 ó] g” ,i=0,1,...,n. (11.3.3)
1:0

donde gn son números complejos, que se interpretan como las constantes de estructura de



una semi-álgebra de Lie. Si el conjunto inicial no cumple con la condición (11.3.3)se

incorporarán a él todos los operadores necesarios para satisfacerla. Los (n+1)x(n+1)

elementos gn se denominan matriz G, o de la dinámica del sistema físico, ya que como se

verá, determinan las evoluciones temporales de los multiplicadores de Lagrange y de los

valores medios. El agregar la condición de cierre del álgebra a la maximización de la

entropía tiene un efecto importante ya que permite obtener, para un Hamiltoniano de un

sistemas físico de interés, un conjunto completo de operadores relevantes mediante la

aplicación de un procedimiento canónico.

Las ecuaciones (11.3.2)y (11.3.3) forman un conjunto acoplado de ecuaciones

diferenciales para los multiplicadores de Lagrange,

dx- “ .EL:2 .1:lv“.q_
i=l

a las que se le agregan las condiciones iniciales M00), compatibles con las ecuaciones

(II.2.4) a (11.2.9). Para el caso de Hamiltonianos independientes del tiempo, los

coeficientes gij también son independientes del tiempo y las ecs. (11.3.4)se transforman

en ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes. En este caso las soluciones son del

tipo6

K

E 7 .Xj(t)= eri l 2 aga tm ,
m=0

i=1

(11.3.5)

donde K es el número de raices (r¡) diferentes de la ecuación secular correspondiente, alo)

son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales y 7+1 es la multiplicidad

de r¡. Esta misma discución puede aplicarse a los valores medios de los operadores

utilizando el Teorema de Ehrenfest (ec. (II.1.5)). Si el hamiltoniano es independiente del

tiempo, al utilizar la ec. (11.3.3)se obtiene



Mz < ó, > g“ (11.3.6)
A Nd<A >

T=-TF[PA2 Ó]g1¡]=­O .­ llo

es decir, el teorema de Ehrenfest en función de las constantes de estructura del álgebra gü.

[1.4 Formulación covariante de la teoría de la información

La solución de la ecuación (II.3.4) puede expresarse en función de las

condiciones iniciales de la formaS

Mt) = B (no) Mm) (11.4.1)

con B(to,to)=1 y donde Mt) es un vector columna formado por [7L],X2, ...,7LN}.La

matriz B(t,to) queda entonces definida a través de la relación

a B(t;to)
3 t = GO) ROJO) (11.4.2)

con Q(t) la matriz de la dinámica determinada a partir de la relación (11.3.3).La evolución

temporal de los valores medios, dada por la ecuación (II.3.6), puede también expresarse

en forma matricial a partir de la relación

N

<ó¡>l= 2 R]}(t;to)<ój>to (11.4.3)
j=0

obteniéndose

<ó>l = amo) <ó>lo (11.4.4)

con E(t,to) la matriz transpuesta de E(t,to)=l_l'1(t,to)y donde <Ó>l se toma como la matriz



columna de N+1 componentes {<Ó¡>, <Ó2>,..., <ÓN>]. Si por el contrario se considera

a <Ó>l como un vectorfila la ec. (2.4.4) se transforma en

<ó>l = <ó>lO E(t,t0) . (11.4.5)

Partiendo de la relación (11.4.5)se le puede asignar al vector <Ó>t un carácter

covariante", que usualmente se representa con subíndice. Del mismo modo, la Ec.

(11.4.1)permite indentificar a los multiplicadores de Lagrange con un vector que se

transforma de manera contravaríante, representándolo por lo tanto con un suprai’ndice,N.

Al espacio de los vectores3 <Ó>t se le puede definir una métrica E que permite obtener el

vector conn'avan'ante <Ó>t como la martiz columna

<Ó>l = E <ó>l (11.4.6)

donde <6>l representa como matriz columna al vector covariante <Ó>¡. Dado que esta

métrica tiene determinante no nulo, este espacio es un espacio de Riemann. De la misma

forma es posible defmir una métrica E' para el espacio de multiplicadores de Lagrange

M = X‘E (11.4.7)

utilizando el vector X1que representa a N por una matriz fila. Las matrices E y E' se

definen a partir de la invariancia de la contracción de un vector covariante con uno

contravariante

<ó>l <ó>t = <ó>lo <ó>to (11.4.8)

14).":¡[o .

Utilizando las ecuaciones (11.4.1), (11.4.4)y (11.4.5) se obtiene



EEE=E (11.4.10)

E E- R = El (11.4.11)

que definen las matrices E y E'. Si estas matrices son independientes del tiempo (E=0,

13:0), se pueden derivar estas ecuaciones con respecto a1tiempo para obtener, utilizando

la matriz G, una relación más sencilla de calcular

GB=-EG (11.4.12)

E‘ G = - G E' . (11.4.13)

Es importante notar que las ecuaciones (H.4.8) y (11.4.9) son una forma canónica de

obtener invariantes que sean productos cuadráticos de los valores medios o de los

multiplicadores de Lagrange. Este es un resultado importante de la teoría que se origina en

el hecho de dotar a los operadores y a los multiplicadores de Lagrange de una estructura

de espacio de Riemann. Esta estructura permite reescribir las ecuaciones (11.2.7) y

(11.2.9)utilizando el caracter invariante de lo, de la forma

S=7to+<ó>t N, . (11.4.14)

<ó>l = —M . (11.4.15)
a M

Es importante aclarar que hasta el presente se ha trabajado en la representación de

Schródinger, en la que los operadores son en general independientes del tiempo y el que



evoluciona es el vector de estado de acuerdo con la ecuación (11.1.4).Si se trabaja en la

representación de Heisenberg, en la que evolucionan los operadores y el vector de estado

se mantiene constante, las ecuaciones (11.3.6),(II.4.3-6) y (II.4.8) siguen valiendo si se

aplican a los operadores y no a sus valores medios.

H.5 Coeficientes de correlación

El coeficiente de correlación entre dos operadores se define en mecánica

estadística como

Klm = <[ óm , ól 1+>- <óm> <ól> (11.5.1)
l
2

donde el anticonmutador contempla el caso en que los operadores no conmuten entre sf.

Este coeficiente representa tanto las correlaciones cuánticas entre los operadores (a través

del anticonmutador) como las correlaciones estadísticas provenientes de considerar

estados mixtos descriptos por una matriz densidad (Ec. (11.1.8) y (11.2.5)'). Por lo

expuesto en la sección anterior, los coeficientes Klm pueden ser considerados

componentes de un tensor K de segundo orden covariante.

Esos coeficientes aparecen naturalmente en la teoría al calcular

2
a xo __<ól>=_<óm>. (11.5.2)

axm ax, _ 871m axl

Para efectuar este cálculo es preciso simeuizar la definición de valor me'dio (Ec. (lI.2.4))

<Ól>=áTr (661+Ó16)=á-Tr (16,61 1+) (11.5.3)

y utilizar la expresión de 6 dada por la Ec. (11.2.5).De esta forma, al efectuar la derivada

de Ó] con respeCto a 1m se obtiene



< Ó; > 1 86'—=-T ,ó , II..4
81m 2 ram!“ 11+) ( 5 )

COD

A a(exp'7“0exp(- 2 li ói ))
8p ¡:1 _

371m = axm

a CXP(-2 M Ói )
.=l _a CX 'XO n 1= —L - 71:Ó' + ¿o

al") exp ( 1 1) exp alm

pA< óm > —6 6m (11.5.5)

donde 6m es la transformada Kubo de óm9

l

6m=chp(-x 2 M ó¡) óm exp(x 2 M ói) dx. (II.S.6)i=1 i=1
O

Reemplazando el resultado dela Ec. (2.2.5) en la Ec. (2.2.4) se obtiene

(aÏ—'>=%Tr([6<óm>-Bóm,61]+)=m

= - ( lïTr([Bóm, 611+)-<óm><ó¡>) (11.5.7)

= - ( 1546m,Ól]+>-<Óm><Ó¡>)=-Klm



donde el último renglón de la serie de igualdades es válido si se puede realizar la

permutación cíclica bajo el signo de traza. De esta forma la información relativa a las

correlaciones aparece en forma natural dentro de la teoría. Dado el carácter doblemente

covariante, este tensor evoluciona según la ecuación

(11.5.8)

La relación entre la información que poseen los coeficientes de correlación y la entropía se

puede observar calculando la dependencia de la entropía con los distintos multiplicadores

de Lagrange

aoto+2 M < ói >)
í=l _fi:

a lj a 7\.j

(11.5.9)
n

a < Ói > n= . — =_ A.K..2 l a l l]
¡:1

o en notación covariante

V1 s = —Kl al. (11.5.10)

El resultado obtenido indica que la variación de entropía con respecto a los multiplicadores

de Lagrange es igual a la contracción del tensor de correlaciones con el vector de los

multiplicadores de Lagrange. Esta relación será generalizada en la sección III.

Al dotar a los operadores <Ó>t de una estructura de espacio de Riemann es

posible calcular ciertas magnitudes que dan idea de las características de dicho espacio,

como la divergencia y el rotor de <Ó>l con respecto a M. De la ecuación (11.5.7) se



deduce que la divergencia de los operadores resulta

n

Vx<ó>l=2 í%—>-=—5';K“, (11.5.11)l 1:1
1:1

que es la traza del tensor K. El rotor del espacio de operadores es

V1 X <Ó>1 = Eijk<—a(iik—>é} = 0 (11.5.12)

por ser la contracción de un tensor antisimétrico (el tensor 1-:de Levi-Civita) con el tensor

simétrico de correlaciones (por la Ec. (11.5.2) Kij=Kj¡). Además, la ecuación (11.5.2)

puede escribirse como una ecuación de Poisson

A 7to= - ÏKnn . (11.5.13)
i=1

Esto permite concluir que la función de Massieu-Planck M se comporta como función

potencial de un campo irrotacional cuyas fuentes son las autocorrelaciones o disperciones

cuánticas. Si todas las disperciones se anulan, la ecuación (H.5.13) se transforma en una

ecuación Laplaciana con la solución tnlvial

10:2 < Ó)> M. (11.5.14)
l

y por lo tanto la entropía (Ec. (II.2.7)) es igual a cero. Esta situación de disperciones

nulas corresponde por supuesto al caso en que se conocen todos los valores medios del­

conjunto de operadores relevantes y los observables conmutan entre si.



III Constantes de movimiento y estados accesibles

III.1 Invariantes dinámicos

En la sección II.4 se estudió la estructura de espacio de Riemann que posee el

conjunto de operadores relevantes y sus respectivos multiplicadores de Lagrange. Se vió

que el espacio de operadores posee un carácter covariante (<Ó>L)y que mediante la matriz

de métrica del espacio (E) es posible hallar el vector contravariante (<Ó>t). La contracción

del vector covariante con el contravariante generará productos cuadráticos de valores

medios de operadores (o de los operadores mismos, si se trabaja en la representación de

Heisenberg), que serán invariantes (ver Ec. (Il.4.8)). Para aclarar este punto se mostrará

un ejempo que figura en la referencia 8. Si se considera el caso de una partícula libre,

PAI=62/2m,con el conjunto de operadores relevantes (Óo=l, ÓFQ, (52:6), se obtiene

ót ó‘ = Ï2 Coo+fi Ï (602+e20)+[2,131 612+]A32C22 - (HI- 1-1)

Como los coeficientes eij de la matn'z E.son linealmente independientes, los invariantes

que se obtienen son Ï, 6, 62, y el conmutador de Qcon que es igual a i H. Estos son

todos los invariantes que se pueden obtener para este Hamiltoniano como producto de dos

operadores relevantes. Aunque en este caso simple esos invariantes son obvios, la

importancia del método consiste en que determina claramente una forma simple de

generartodos los invariantes. También es posible calcular los invariantes que serán

productos cuadráticos de multiplicadores de Lagrange utilizando la ecuación (Il.4.9).

Un tipo de invariante distinto es el que se obtiene al contraer el vec'tor covariante

de operadores con el vector contravariante de multiplicadores de Lagrange‘o. Un ejemplo

trivial de este caso es la entropía, como se indicó en la Ec. (II.4. 14). A los invariantes de'

este tipo nos dedicaremos en esta sección.

Un invariante o constante de movimiento es una magnitud cuya derivada total

con respecto al tiempo es nula. Como se dijo anteriormente (Ec. (Il.1.10)) cualquier



l A o a o n I ,

funCIÓndel operador p cumplirá con esta cond1c1ón,ya que se denva de la conservamon

del volumen del espacio de fases. En particular, se puede considerar la función

. al "1 A
1Íï—(ant—p)-=[fi(t),(1np)l], (111.1.2)

que es válida para cualquier entero l. Se definen entonces los invariantes

I(l)=<(ln6)¡/6>-(<ln6/6>)151i'Iá

(111.1.3)
I'I - n

= <(—2 li ói J> - [<-27\.¡ ó¡>]’.í=0 ¡:0

l l
Para el caso particular l=1, se obtiene Il = 12= S. Otro caso importante es l=2, resultando

l'l

I(2)= 2 a, AJ-Krj . (111.1.4)
r;j=l

Para el caso general se obtiene

la): E E ...27t¡l(t)...l¡m(t) E (Ól...Óm), (III.1.5)
. i2 1m
¡1

donde E representa una suma sobre términos Tilmimcontemplando todas las posibles

permutaciones de los operadores Ó¡ del tipo

> . (III.l.6)T¡l___- = < Óil Ó¡2 Óim> - <óil > < Ó¡2> < ÓIm

De esta forma se puede observar que las correlaciones cuánticas y estadísticas de todo

orden (Ec. (III.1.6)) están relacionadas con invariantes dinámicos del sistema.



III.2 Entropia, invariantes y estados accesibles

Al conjunto de vectores de cuadrado integrable asociados a un sistema fisico se

lo conoce como espacio de Hilbert del sistema. La dimensión de este espacio está

determinada por la cantidad de vectores ortonormales necesarios para formar una base de

este espacio. En general, es posible expresar esta dimensión mediante la relación

(III.2.1)

donde M puede-valer infinito, si el espacio es de dimensión infinita. Supongamos que

consideramos un espacio de Hilbert de dimensión finita o que aproximamos el espacio de

dimensión infinita por otro de dimensión M. El operador identidad puede ser escrito de la

forma

i = 6 exp (—ln 6 ). (III.2.2)

Tomando la traza de la expresión (III.2.2) se obtiene

M=TrÏ=Tr[6exp(-ln6)]=

(111.23)

=<exp(-ln6)/6>.

La ecuación (III.2.3) nos permite interpretar a M como una constante de movimiento que

expresa nuestro conocimiento a orden cero sobre el sistema. Si expandimos la

exponencial de la ec. (III.2.3) se obtiene

20



= 1 + s + Z ('1?" <( ln p‘)n> (1112.4)

que establece una relación entre el número de estados accesibles del sistema y los

invariantes 1011).En términos de los invariantes Im) la Ec. (III.2.4) se expresa

- n

M = z (7113-100+ exp ( s ) , (1112.5)
n=2

o

M- eS= z ('71)me (III.2.6)
n=2

que relaciona la entropía, los invariantes dinámicos y el número de estados accesibles. De

esta forma, la entropía del sistema se obn'ene como

“"1

(' 1)“ I(n)Il.S = ln M - (III.2.7)
n=l

Con el objeto de obtener algunas propiedades interesantes de los coeficientes de
(). n . (n)

correlaCIÓnI se define el operador normalrzado É



(n)= BWS)"A A (HI.2.8)
Tr (p ( lnp )"?

y utilizando la conocida desigualdad para el operaer densidad5

—Tr( 6 1116 ) s —Tr( 8 ln 6) (111.2.9)

se obtiene

I(n+1)
sn s ——1. (111.2.10)

I(n)1

Para n=l resulta

32 s I?) (111.2.11)

y como S220

o s 82 s le) , (111.2.12)

o, lo que es equivalente

0 s I‘Ï) —s2 = I?) - 1%)= la), (111.2.13)

que establece una relación muy importante entre los multiplicadores de Lagrange y los

coeficientes de correlación

v

(2) “
I = 2 x, 11-KU-2 o . (111.2.14)

r;j
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Además, de la Ec. (III.2.10) para n=2 se tiene

I(113)

S S - 15;, (III.2.15)
1

que lleva a

19) s o . (III.2.16)

Mediante un procedimiento recursivo, se obtiene

1Q“) 2 o , (1112.17)

10"“) s o (III.2.18)

asegurando, de esta forma, que el lado derecho de la ecuación (III.2.6) es una cantidad

definida positiva y que por lo tanto

S S ln M (III.2.19)

modificando la relación dada por Boltzrnann (S = ln M) por la presencia de correlaciones

cuánticas.

HI.3 Ejemplos

III.3.a Anomah'a Schottky

Es un hecho conocido que para un sistema con un número finito de estados



24

accesibles el calor específico tiene un máximo. Este efecto se denomina Anomalfa

Schottky“.

Consideremos un sistema con N estados accesibles con energias eo, el....,en.1.

En este caso la matriz densidad de equilibrio será

3 = exp (-lo - B fi) (111.3.1)

N-l

M = ln [2 exp(-B en]. (111.3.2)i=0

La energía media del sistema es <Ü>

N-l

<É> = exp (-7492 e¡ exp(-[3 ei) . (III.3.3)
¡:0

Finalmente la entropía se evalúa utilizando la ecuación (11.2.7),

N-l

z etexp(-Ben

s=ln exp(-|3en]+[3 (111.3.4)
1:0 2 °xP(-I3 ei)

i=0

La entropía toma su máximo valor para [3:0,

s = ln N , (111.3.5)

v

lo que concuerda con la ec. (III.2.19). Los invariantes hallados en la sección 111.2pueden

ser calculados para este ejemplo. De la ecuación (Ill.1.4) se obtiene la)



K2) = B ( <fi2> —<1’-l>2) = c / k (III.3.6)

donde C es el calor específico y k la constante de Boltzmann.

Consideremos ahora que los autoestados de la energía están equiespaciados, a

una distancia K a partir de un nivel fundamental eo

en = n K + eo , n = 0, 1, N-1 . (111.3.7)

En este caso se tiene

[ 1 - exp(-B K N)]
1 = - , 111.3.8

exp( o) exp(B “WWE KH < >

<fi>=eo+ K K N , (111.3.9)
[CXP(Í3 K) - 1] [MPH3 K N) - 1]

y

c = k K2 ¡32 { “pm K) — N2 “pm K N) 1 (111310)[expw K) - 112 [expm K N) - 1121' ' '

Como se muestra en la figura 1, el calor específico presenta un valor maximo. La

temperatura asociada con él aumenta con N. A medida que N crece, C converge a la

ecuación de Einstein y el máximo desaparece. Si se conoce el número de estados

accesibles y el calor específico del sistema, es posible utilizar la ec. (III.2.7) para evaluar

la entropía. Aplicando las ecuaciones (1112.17) y (111.2.18)se demuestra que
Ü

la)
A=ln(N-T)-S>0. (III.3.11)



26

l I I

“x\\
\\

.80 h "\ \\ \\ \
\ \\\
\\ \x \ \ \

\ >- \\ \ \\
8 \ \ \
_.. \ \ \\E \ \ \o \ \ \
LU \ \ x

35 ñ\\ \ \ \Lu "' \ \ \ \\
o ‘ \ \\ \\_¡ \ \ \ \\\ \ \ \o \ \ \ \\\ \ \ \\_ \ \ \\ \\ \ \\\ \\ \\ \\\\ \\‘\\\ \‘\\ \“s_\\\ NN‘*

o 1 . “T ----- --r---­
0 2 4

Figura 1: Calor específico en función de la temperatura. En la línea punteada se observa el

efecto Schotthy para N = 2,3,5,8. En la lírica llena se muestra el calor específico obtenido

por Einstein para N = oo.
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La figura 2 muestra ln (N - C / 2 ) y S versus la temperatura T para diferentes valores de

N. En el límite de altas temperaturas (K [3mucho menor que 1/N) se puede dar una

expresión analítica para A:

(K [3)2 N
A 24 (III.3.12)lll

Como se muestra en la figura 2 y se deduce de la Ec. (1113.11), ln (N - C / 2) es una cota

superior de la entropía. Para altas temperaturas, A es despreciable y el conocimiento de N

y C son suficientes para determinar el valor de la entropía. Para una dada temperatura, la

aproximación se toma peor a medida que N crece; las correlaciones de orden superior se

hacen más y más importantes y es necesario considerar todos los términos de la expansión

dada por la Ec. (111.2.7),es decir las correlaciones de orden superior.

III.3.b Efecto Zeeman

Se estudiará ahora el problema de una partícula con momento angular Ï en

presencia de un campo magnético B = B z . El Harniltoniano del sistema es

fi=—fiB, (1113.13)

n A u

donde el momento magnético ¡.Les proporcronal a la componente de momento angular en

la dirección del campo

A

u=ynïz. (1113.14)

Interesa en este punto estudiar el caso en que solamente se conocen <Ïx> y <Íy>. Por lo

tanto, el conjunto de operadores relevantes que cierra un álgebra parcial con el
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Figura 2: Entropia y ln ( N - IT) en función de la temperatura. La línea llena

corresponde a N = 2 y la punteada a N = 5.
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Hamiltoniano es [ÓO=Ï, 61:?» Óz=Ïy}, y el operador densidad asociado a este

problema es

6 = exp(-7\.o - x1 fx - 12 fy) . (111.3.15)

El momento angular total vale j; luego el número de estados accesibles es

N=2j+l. (III.3.16)

Para poder evaluar el valor medio de los operadores para cualquier conjunto de

multiplicadores de Lagrange (2.1,12) se define

fi='-i(7ux+?»2y)=Bn (111.3.17)

con

B=W (III.3.18)

Al aplicar la condición de normalización se obtiene

lo=ln{Tr[exp(-ifl.J )]]=ln[Tr(Ep)] (III.3.l9)

donde Ep es la man-izde rotación en el ángulo [3.La teoría de rotaciones permite evaluar

los elementos de la matriz Ep para cualquier valor de j si se conoce el valor de Ep para j=lï.

En ese caso Ep es

Ep = l coshÜÏB/ 2) - i gp sinh(lï[3/ 2) (III.3.20)
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Qfl=(Qx x + gy y ).n, (III.3.21)

y 9x y gy son las matn'ces de Pauli. Resulta

135= (111.322)

a=cosh (HB/2)

(1113.23)

y=-senh(lï[3/2)—(MEi“),

Si j es distinto de ¡5,los elementos de Bp son

. N ' '+m '- - ­
- . = ¡m J J m - - t - ­

<Jm| gpum> ij. p ) ( q ) aP+Jmq (y )Jmqu (111.3.24)
p+q=j+m'

con ij = Vfi+m)!(j-m)! .

Los valores medios de los operadores pueden ser calculados a partir de la Ec.

(11.2.4)

< ó¡ > = exp (no) Tr (13,3ó¡ ) . (1113.25)

La evaluación de M se realiza aplicando nociones elementales de la teoría de momento

angular,
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É‘exp ( m [3 Iï fl (111.3.26)
m=-J jXo=ln[

donde m indica las proyecciones del momento angular (m=-j,-j+1,...,j-1,j). El valor

medio de los operadores relevantes resulta entonces

(III.3.27)

m=-_|[É‘m exp (rn [3fi )]
- HX]

(a Éexpmnm]m=-J

(III.3.28)

[i'm exp ( m [3H )]- 512 m=-J

[B É_exp(ml31ï)]m=-_|

Mediante las ecuaciones (III.3.25 - 28) se pueden evaluar los invariantes hallados en la

sección 111.1.A partir de la ecuación (III. 1.4) se obtiene

IQ): X?(<ÍÏ>-<Ïx>2)+7t%(<Í;>-<Ïy>2)+

(III.3.29)

+ 2 112.2 (lï<[Ïx,Ïy]+>-<Íx><Ïy>)

v

y por la Ec. (III.2.13) es posible asegurar que
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IQ) 2 0 . (III.3.30)

En este ejemplo los operadores relevantes no conmutan con el hamiltoniano y por lo tanto

sus valores medios son dependientes del tiempo. Las constantes de estructura del álgebra

no nulas (Ec. (II.3.3)) valen

gl2=Yïï B g21=-YHB (111.3.31)

El teorema de Ehrenfest (Ec. (II.3.6)) permite calcular la evolución temporal de los

valores medios

< fx >(t) = < ix >o cos (m t ) - < Í, >o sen (m t) (111.332)

< Í, >(t) = < Íx >o sen (oat) + < Í, >o cos (cot) (111.333)

con a) = ug B /lï.

Es posible calcular la métrica E definida a partir de la ecuación (11.4.6),

obteniéndose

e00 O O

E: 0 en e12 . (111.3.34)

0 -612 en

De esta forma el invariante de la Ec. (H.4.8) resulta,

<ó>l <ó>t = eoo f + e11 (le +Íy2) + e12 [9x3,]- . (111.335)

Como los coeficientes de la matriz E son independientes, los invariantes cuadráticos del
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sistema son

l Ï, (fx2 +332), [Íxjy]- } . (III.3.36)

Es importante notar la diferencia entre estos invariantes y los obtenidos a partir de la Ec.

(111.1.3),que para este ejemplo son los invariantes de la Ec. (III.3.29). Los valores

medios de los operadores dados en la Ec. (III.3.36) son independientes del tiempo porque

los observables conmutan con el I-Iamiltoniano. En cambio el invariante de la Ec.

(III.3.29) es una combinación particular de valores medios de observables y

multiplicadores de Lagrange, que son dependientes del tiempo.

La entropía del sistema

S =lo+ll <Íx >+7t2<Íy> (III.3.37)

es el invariante I; y toma su máximo valor,

S =ln(2j+ 1), (III.3.38)

cuando M=M=O (ver Ec.(III.2.19)). En este caso también es posible estimar la entropía

mediante la Ec. (III.2.7)

. I(2)
S E ln (2] + 1 - T) (III.3.39)

y la aproximación será buena para temperaturas en el rango

fi B << 2 . (III.3.40)
1

1+1

Es así como se ha generado un método para e! cáculo de invariantes utilizando la

estructura de grupo y de espacio de Riemann subyacente en el sistema dinámico.



IV Matriz densidad para operadores no-ligados

IV.1 Definición de traza para operadores no-ligados

La suposición que subyace en la definición de la matriz densidad (Ec. (lI.1.8)), o

en su versión dentro del contexto de la teoría de la información (Ec. (II.2.5)), es que

existe una base |\¡I¡>que expande el espacio de Hilbert correspondiente al sistema

caracterizado por los observables [(51, 62v... Ón}(cuyos valores medios conforman la

información disponible) cumpliendo con la condición de normalización (11.2.6). Es

importante recalcar que este conjunto de operadores, definido a partir de la Ec. (II.3.3) no

es en general un conjunto de observables que conmutan. Por lo tanto, la construcción de

un espacio de Hilbert apropiado no es una tarea sencilla12u13.Un punto importante en este

contexto es la definición de la operación "traza" que se utiliza en las Ecs.(II.1.7) y

(11.2.4) cuando se consideran Operadores no-ligados como 6 y Como es bien

conocido,un operador densidad presentacierto grado de arbitrariedaden su

definición o introduce probabilidades negativas”. Ambas características son

manisfestaciones externas que remarcan la imposibilidad de medir simultaneamente

observables que no conmutan. El problema, entonces, se circunscribe a encontrar una

definición de traza que sea convergentel“.

Este capítulo tendrá fundamentalmente dos objetivos: (a) encontrar una manera

de construir subespacios del espacio de Hilbert, cuyo operador densidad esté bien

definido, en el caso en que el problema contenga operadores que no conmutan (en

particularp y (li),analizando las perturbaciones que este método introduce en la dinámica

del sistema y (b) estudiar la relación entre los multiplicadores de Lagrange y los valores

medios de los observables (denominada "termodinámica" del problema por ser similar a

las relaciones de la termodinámica), establecida por la Ec. (II.2.9), dado que estas no se

pueden calcular si se considera el espacio de Hilbert total”.

El método que se sigue es el de redefinir nuestro problema de forma tal de tratar

con un número finito de estados accesibles. Esto implica realizar una proyección del

34
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correspondiente espacio de Hilbert infinito H en un subespacio finito. De acuerdo con el

principio de Rayleighïó, un sistema continuo puede siempre ser aproximado por un

sistema finito, de forma que lc-s autovalores y autofunciones del sistema real sean

estimados por un número finito de autovalcres y autofunciones del sistema continuo. Esta

formulación nos permite resolver el problema antes mencionado introduciendo efeCIosde

borde que deberán ser evaluados. Estos están fuertemente relacionados con la base

particular elegida, y por lo tanto con la estructura particular de 66,6).

IV.2 Aproximación para operadores no-ligados

A los efectos de encontrar una teoría que permita definir correctamente la

operación de tran para operadores no-ligm‘osse trabajará en la representación matricial de

los operadores. Sea entonces un Hamiltortiano É y una base B del espacio de Hilbert H

en la cual el Hamiltoniano es diagonal. La representación matricial de Ü será

HO= diag(ho, , hj, ...) , (IV.2.1)

donde el supral'ndice cero indica que la man-izes diagonal. Además, cualquier operador

que conmute con lflestará representado por una matriz diagonal (o una matriz diagonal

por bloques si el Hamiltoniano es degenerado). Analizando la ecuación (11.3.3) se

concluye que todo operador capaz de describir la evolución temporal del sistema será no­

diagonal (en la base del Hamiltoniano).

Todo operador puede expresarse en forma mauicial como

oi = o; + Q'; (IV.2.2)

donde Q; y Qï son matrices diagonales y nodiagonales respectivamente. Además, Qï

puede expresarse como (interesan solo operadores Henniticos)

Q'i'= Qui + Qaa , (IV.2.3)



donde Qui es una matriz real y simétrica y QB; es antisimétrica e imaginaria. Para

simplificar los cálculos, y sin pérdida de generalidad, se escribirá a Qa¡ y Qgi como suma

de matrices con solo una diagonal secundaria distinta de cero,.Q(Ï¡, Qfg‘i,donde el

supraIndice k indica la distancia a la diagonal principal. Luego

Qui = 2 Qá‘i, QBi= X Qá‘i. (IV.2.4)
k2] k21

Consideremos ahora el caso en que el espacio de Hilbert H se proyecta en el

subespacio GN de dimensión N (la dimensión de H es infinita o L con L>>N).

Supongamos que se tiene un Hamiltoniano que es diagonal en la base del operador Ñ

Ñ = 5+ z? (IV.2.5)

3+ |n> = Vn+1 |n+1> (IV.2.6)

áln> = x13In-1> (IV.2.7)

y también que es posible hallar una realización Hermi'tica de Ü en término de n-uplas de

9+y á. Esta realización no puede reordenarse usando técnicas normales de ordenamiento.

De hecho, cualquier cálculo que utilice las relaciones de conmutación debe realizarse antes

de tomar la representación de la estructura algebraica en el espacio proyectado, porque

realizaciones diferentes obtenidas por este procedimiento son asociadas con diferentes

representaciones. Debe recordarse que las relaciones de conmutación no se conservan

cuando el espacio de Hilbert completo se proyecta en uno más reducido.

El proceso de proyección se expresa matemáticamente por la condición
p

3+ lN-1> = o (IV.2.8)

36
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y la representación, originalmente diagonal, de Í-Ïen H se transforma en GN a

diag(h0,h1,...,hN.j-1) Q(N.j—1)xj ]L'I:zi...
|| (IV.2.9)

ij(N-j-1) diag(hN-j.hN-j+1..-.,hN-1)j

donde la matriz mi; ha sido dividida en dos bloques, la dimensión de la matriz diagonal

inferior está definida por j, el número de operadores 5+contiguos que tiene en su

representación en términos de 5+ y a, es decir,

3+8+ 8+ (j veces) . (IV.2.10)

La prima sobre los términos hi indica que los autovalores de la energía son afectados por

el proceso de proyección.

Hasta aquí se han definido dos tipos de índices diferentes, llamados k y j. El

índice j depende de la realización Hennitiana de Ü en términos de n-uplas de 8+ y a,

mientras que k depende de la estructura de los Ói. Estos índices satisfacen las condiciones

jSN, (IV.2.11)

Y

k s N-l . (IV.2.12)

Cuando se aplica la Ec. (II.3.3) a una representación en H cada QE genera otro

QEque cumple

[QE , QB1-=iñ08, (IV.2.13)



38

donde Q8 es una man-iz diagonal. En cambio, en el subespacio proyectado GN las

relaciones de conmutación resultan

[5:11 , QJN 1-= [ H’ , QE) 1-N + i ¿(0.5) , (IV.2.14)

[ mi, 05141451 , QE)1-N+i2á (QE), (IV.2.15)

con

[13J (Qk) 1+= B' (Qk) . (IV.2.16)

y los El tienen la estructura

Q(N-j-k) x (N-j-k) Qm-j-k) x k Q<N-j-k>x j

Eá (QE) = Qkx (N-j-k) Qk x k diag(P1,Pz,....pj) (IV.2.17)

Qj x (N-j-k) diag(Pl,p2,..-,pj) Qk x k

Y

Q(N-j-k) x (N-j-k) Q(N-j-k) x k Q(N-j-k) x j

Bis(chï) =i Qkx (N-j-k) Qk x k diag(p1.p2,....pj) (IV.2.18)

Qj x (N-j-k) diag(-P1.-P2....,-pj) Qk x k

tal que

Q(N-j) x (N-j-) Q<N-j> x1

[Bis (Qá) ,Bá (QE) 1=i . (IV.2.19)
. 2 2 2

Qj x (N-j) diag(p1.p2,...,pj)
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En la próxima sección se analizarán los efectos que producen los operadores BJ, que son

la manifestación de la aproximación realizada.

IV.3 Efectos de borde dependientes del tiempo

Para relacionar estos resultados con el operador densidad, se considerará un

Hamiltonianode una dimensión [366) y los operadores no-ligados 13y Para fijar ideas

se supondrá que la relación (11.3.3) es satisfecha por el conjunto [ ÓJ-} = [ Ï, a, 6 ].

Luego, de acuerdo con la ecuación (11.2.5),la matriz densidad resulta

A A A

P=6Xp(-7\ol-Mq-126), (IV.3.1)

y, para t=to, se toma (Ec. (II.2.4))

A A

<q>10=q0 , <p>t0=po. (IV.3.2)

Los multiplicadores de Lagrange, l, se determinan de forma tal de cumplir con la

ecuación (IV.3.2) si las trazas son convergentes. Pero los dominios de ¡3 y a son, por

definición, no-ligadoslz,13 y por lo tanto el problema a resolver es hallar una definición

de la operación traza que sea convergente.

En la solución de este problema se estudiará el caso particular del Hamiltoniano

del oscilador armónico. Usando técnicas de segunda cuantificación, se tiene

6=71< 3++ 3). (IV.3.3)

5=ivz(zï+-É), (IV.3.4)

71 = fi , (IV.3.5)2mm
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yz = 2 . (IV.3.6)

La matriz densidad expresada en la Ec. (IV.3.l) puede reescn'birse como

6=exp(—Aoi—c*á+—Cá3, (IV.3.7)

donde

C :1171-i1272, (IV.3.8)

C+ = M yl + i X272, (IV.3.9)

cc = A exp (i e) , (IV.3.10)

e = arctg ( M 72) . (IV.3.11)
M 'Yl

El objetivo es calcular la función eN)y los multiplicadores de Lagrange que componen la

matriz densidad. A tal efecto se considera el espacio de Hilbert proyectado GN, formado

por N autovectores del Hamiltoniano del oscilador armónico

GN= G { |0>, l1>, IN-1> }, (IV.3.12)

donde

<mln>=8mn, Vm,nSN-l (IV.3.13)

y también
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á‘faIn>=\/n+1 |n+1>, 0<n<N-2, (IV.3.14)

Si; IN-1> = o, (IV.3.15)

A

aN In> = JB In-1>, 0<n<N-l , (IV.3.16)

SN|o> = o, (IV.3.17)

A . a z °

donde ¡ÏÑy aN son los operadores de creac16n y destrucc16n que actuan en el subespac10

proyectado GN . Para este subespacio se‘tiene la matriz tridiagonal simétrica de ú'aza nula

y dimensión NxN,

í

\o

01
10450
045043
0043 (IV.3.18)i

o

m
0 J

0

O VNI

y la matriz tn'diagonal antisimétrica de traza nula y dimensión NxN,

[0-1
1 o Mi o

o «fi o 4/3

o o Ü
(IV.3. 19)7

0

- N-l

0 ‘JN-l 0\0
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donde el subíndíce N significa que la representación matricial en el espacio de Hilbert

proyectado GN y y], 72 están determinados por las ecuaciones (IV.3.5) y (IV.3.6). Las

ecuaciones (IV.3.18-19) muestran que BN y ¿N son operadores del tipo k=1, y por lo

tanto utilizando las ecuaciones (IV.2.2) y (IV.2.3) se puede definir

Qr E Qï E qu E Qolri, (IV.3.20)

Qz EQEEQNEQB‘z. (IV.3.21)

Se le ha otorgado a los operadores [fi y 6] una representación matricial unívoca en GN.

Para,obtener la evolución temporal de < SN > y < (SN> se utilizará la ecuación (11.3.6)y la

estructura matricial de la nueva álgebra se incorporará a través de la ecuación (11.3.3).La

suposición que se realizará será asociar < BN> y < GN> con los valores medios medidos

< 6 > y < a >. Como se verá luego, esta hipótesis se justifica para valores de N grandes.

Usando la ecuación (11.3.3),la relación de conmutación en GN es

diag(lvlv-"91) X]
[QN , EN 1 = i fi , (IV.3.22)

Qr x (N-l) -(N-1)

y la representación matricial del Hamiltoniano del oscilador armónico resulta

lio: lï (r)diag[1,3,5,...,21+1,...,2(N-2)+1,N-1] . (IV.3.23)1.
2

Utilizando la ec. (11.3.3)se obtiene

[HN,gN1=<-in/m>(pN + AW), (IV.3.24)

[HN,pN]=ifimm(gN+Aí%>), (IV.3.25)
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donde

Q(N-2)x(N-2) Q(N-2)xl Q(N-2)x1

¿9? =%i72[N «N711 91 mu) 0 1 . (N326)

le(N-2) -1 0

Q(N-2)x(N—2) Q(N—2)x1 Q(N-2)xl

2 1.
AS? =51Y1 [N NÍN-ll Q1 x (N-2) 0 1 . (IV.3.27)

le (N-2) 1 0

Se observa que ¿312y A33?son matrices cuadradas de NxN (j=1,k=1), con solo cuatro

elementos distintos de cero, y con la forma de las matrices de spin oy y ox,

respectivamente. Se define entonces (ver Ecs. (IV.2.2), (IV.2.3), (IV.2.14), (IV.2.15),

(IV.2.16), (IV.2.17) y (IV.2.18))

93 s Q3 a wm) A31?a ong s Email), (IV.3.28)

Q4 a Q4 _ «maná? _ Qui, = Bátog‘z). (Iv.3.29)

y finalmente se obtiene

[HN,ASIP]=inNzimm2A%), (IV.3.30)

[ L‘ÏN, ¿Si? 1 = (-i mm) 12-251? . (Iv.3.31)

. A A

Se ha reemplazado entonces el conjunto de operadores relevantes {Ój} = { 1, p,
A n n c o u o

q } pertenecrentes al espacro de H1lbert general (en este caso 1nfin1to), por un conjunto

equivalente [ ïN, BN, GN,A311),15%)} en el espacio proyectado finito GN.
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Mediante el principio de máxima entropía, es posible evaluar la nueva matriz

densidad

ln BN(t) = - 10-11 ¿N 42 BN-7»3Mi? A4 AS? , (Iv.3.32)

donde se ha utilizado la representación de operadores proyectados y su álgebra asociada.

La nueva matriz G, en el espacio GN,tiene los siguientes elementos no nulos

g12 = m m2, (IV.3.33)

821= 331= -1/m, (IV.3.34)

g42 = -m m2, (IV.3.35)

g34=-m, (IV.3.36)

g43=mm2 (IV.3.37)

Con esta matriz G es posible calcular las evoluciones temporales de los

operadores proyectados utilizando el teorema de Ehrenfest (II.3.6), obteniéndose

A
A A < >

<qN>¡=<qN>ocos(mt)+Msen (mt)+
m0)

(IV.3.38)

+ 2_{< ÁW>0N mm [sen (mt) + sen (m't)] - < M3) >o [cos (cut)- cos (m't)]},

A A A

< pN >l = < pN >o cos (mt) - < qN >o mu) sen (mt) +

(IV.3.39)

+%{< ¡313350mo) [sen (mt)+ sen (w't)] + < ÁSÏJ)>o [cos (mt)- cos (m't)]],



< ÁSÏ}>¡ = < AW >o cos ((0't) - < 35%)>0 mo) sen (cu't) , (IV.3.40)

A 1)

¿332 >l= «33??>ocos(un)+msm (m't), (IV.3.41)
m0)

donde

co'= (o, (IV.3.42)

Si

A < A > 2 < ÁW> 2 A 2
<qN >0, PN 0 >>N 0 , Ñ<Aw>o (IV.3.43)ma) mü)

se reobtienen los resultados clásicos. Para N = 2, Hg es proporcional a la matriz

identidad, pz y Q2 conmutan con él, y por lo tanto sus valores medios son constantes.

Para N=4, la frecuencia co',que representa los efectos de borde es igual a la frecuencia del

oscilador (o. Esto ilustra el hecho que para N pequeños los efectos de borde pueden ser

muy importantes. Se hará una discución detallada de este punto en la sección IV.6.

La evolución temporal de los multiplicadores de Lagrange resulta (ver Ec.

(II.3.4))

lo = 100 , (IV.3.44)

X] (t) = Mo cos (mt) + ma) 3.20sen (cut) , (IV.3.45)

l _ 1102 (t) - 120 cos (mt) - — sen (cut), (IV.3.46)
mu)
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X3(t) = X30cos (co't) - M sen (art) +
ma)

(IV.3.47)

2 A | 0 I
+Ñ{ 20 [cos (cut) - cos (a) t)] - —[sen (mt) + sen (0) 0]},mm

A4 (t) = 2.40 cos ((0't) + X30 mm sen (m't) +

(IV.3.48)

41-3-{7tlo[cos(m't) - cos (mt)] - ¡,20 ma)[sen (mt) + sen (m't)]}.

La entropía del sistema es una constante de movimiento y por lo tanto se la puede

expresar en términos de las condiciones iniciales

4 4

s=2Mm <óNi>l=21m <óNi>o. (IV.3.49)
i=0 ¡:0

Para completar la solución del problema es necesario calcular explícitamente el valor de

los multiplicadores de Lagrange tal como lo indica la Ec. (11.2.9). Esto se hará en la

próxima sección.

IV.4 Cálculo de los multiplicadores de Lagrange

Para el caso que estamos considerando, los valores medios de dos de los

operadoresrelevantes, < > y < 36318, aparecen como resultado de considerar un

subespacio GN y de aplicar el cierre del álgebra (Ec. 11.3.3).Por lo tanto ellos no forman

parte del eSpacio físico original. Es por ello que podemos considerar

X30=Mo=0,t=to (IV.4.1)

dado que de acuerdo con el principio de máxima entropía no existe información
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. A A . . . . ­
relac1onada con los operadores AW y A33).Por lo tanto, las cond1C1ones1n101alesson

<tïN>o = qo , (IV.4.2)

A

< PN>o = po . (IV.4.3)

< ïN >0 = 1 , (IV.4.4)

y la matriz densidad a t=0 resulta

A A A A

ln m0) = - XSlN - 1qu - 131m. (Iv.4.5)

Es de notar que los supraíndices y subíndices cero indican que se consideran las

condiciones iniciales dadas por las Ecs. (IV.4.2-4) y por la Ec. (IV.4.1). Es decir que las

condiciones iniciales son "mixtas", una parte sobre los valores medios y otra sobre los

multiplicadores de Lagrange.

Para poder calcular explícitamente el multiplicador 7to,y obtener los

valores medios a través de la Ec. (11.2.9),es necesario diagonalizar la matriz

ww=-X?QN-?»32N

* +
= (C a_N + (C ¿N

= A [ exp (-1e) ¿3+ exp (i em] (IV.4.6)

donde C y C" fueron definidos en las ecuaciones (IV.3.8-10). Trabajando en el plano 7»,

9 es posible e'scribir el problema de autovalores como

dct((1_)N-O.le ) = F (N,aj) = o, j=1,2,...,N , (IV.4.7)
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donde N es el número de autoestados y aj los autovalores de gm, es decir las N raices de

F. La Ec. (IV.4.7) puede llevarse a una expresión recursiva del tipo

F (N,a¡) = —aj F (N-l,a¡) - (N-l) A2 F (N-2,aJ-) , N>2 . (IV.4.8)

Para N S 2 se obtiene

F (0,05) = 1 , (IV.4.9)

F (1,0Lj)= - aj, (IV.4.10)

F (2,05) = en?- A2. (IV.4.11)

Utilizando estas propiedades es fácil demostrar que las funciones F(N,aj) están

relacionadas con los polinomios de Hemiite, ÜN,

F(N,0Lj) = (—A )N 2-N/2 FIN ( aj / A fi ) . (IV.4.12)

Los F(N,ozj)son generados por la ecuación

_ . 2 N

F(N,aj)= A2N exp(aj/2A2)d[exP (da ¡NZAn , (IV.4.13)“j

y por lo tanto las ecuaciones (IV.4.8-11) se transforman en las relaciones de recurrencia

conocidas para los polinomios de Hermite. Definiendo

llj = aj / A (IV.4. 14)
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y reemplazando en las Ec. (IV.4.8-11) se obtienen ecuaciones adimensionales y se

definen estos polinomios adimensionales como

HN (pj) = (- A )'N F(N,0.j) . (IV.4.15)

Utilizando la ecuación (IV.4.8) se obtiene la solución de la Ec. (IV.4.5)

N

exp(7\8)=2 exp(-].1jA) , (IV.4.16)
j=l

donde pj A es la j-ésima raiz de F(N,a_¡).Es importante notar que ¡8 es una función de A,

pero no de 9. De las ecuaciones (IV.4.8) y (IV.4.15) se puede demostrar que si pj es raiz

de HN , -u_¡también lo es. La figura 3 muestra las diferentes raíces para N < 26. También,

por las propiedades de los polinomios de Hermite, las raíces uj son todas diferentes y

dependen solo de la dimensión del espacio de Hilbert N. Estas tienen un valor máximo,

uMAx,que satisface la relación

“MAX< N (IV.4. 17)

para cada N.

La función de partición resulta

exp (18): 2 Ecosh (pj A ) , si N es par, (IV.4.18)
uj>0

exp (13) = 1 + 2 Ecosh (pj A) , si N es impar. (IV.4.19)
uj>0

La solución de la ecuación de autovalores de LUN(Ec. (IV.4.7)) es
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Figura 3: Raíces de HN , uj , para N < 26.
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(¿JNIuj,A,6> = pj A Iuj,A,9> , (IV.4.20)

donde

N-l

2 exp (-1 e k) al! Ik>

Iuj,A,e> = k=° , (IV.4.21)

y por la Ec. (IV.4.15)

j _ Hk (u')
ak _——Lm . (IV.4.22)

El ket Ik>es la autofunción del oscilador armónico y k su correspondiente autovalor. De

las ecuaciones (IV.4.15-15) y (IV.4.21), es fácil de ver que los autovalores dependen

solo de A y las autofunciones de B.

De la Ec. (IV.4.6) se observa que si 190 18 son cero, QN es proporcional a ENo

gN respectivamente. Es por ello que si 13:0, por la Ec. (IV.3.11), se tiene 6 = 0, Ir

(o mr) y luego la Ec. (IV.4.21) lleva a

Z-l

(—1)k ad Ik>
k:O

Iuj,n TC>= IqN> = (IV.4.23)

Si se compara la Ec. (IV.4.23) con la expresión usual de lq> en términos de los

kets Ik> del oscilador armónico,
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Iq>= ¿Lam-fi /4Y?) I:Ïk(q / 4-2'Yl)“oz (mb-V4
k=0

= °EB('_qz/4_712)2 H¡((q/1(¡)Ik>(mb-v4 m‘—

2 (—1)kaf; |k>
= k=°—. (IV.4.24)

2 lail2
k=0

se encuentra que los coeficientes asociados a |k> son todos iguales, excepto por el factor

de normalización. Luego, Iuj,n 1r>= IqN>es la proyección de lq> en el espacio finito GN.

AI comparar las ecuaciones (IV.4.23) y (IV.4.24) se tiene que (con una normalización

adecuada)

Iq>N = IqN> , 6 = n It , n = O, l, 2, (IV.4.25)

Un resultado análogo se obtiene para ¡3,pero con 9 = 115/2,nit/2. Luego se verá que

sucede con los operadores 62 y 62, que son importantes para el cálculo de las

dispersionesde ay

El resultado obtenido en el párrafo anterior permite calcular los valores de

expectación de los operadores (51:1utilizando

A ' A A

PN (0) |u10> = exp (- M 1- wN ) luj ,9>

= exp (- lo - pj A )|pj ,6> , (IV.4.26)



<óé>o=Tr[6m0)óÉu

N-l

= 2 exp(-7&0- uJ-A)<uj;6I Iuj;9> . (IV.4.27)
j=0

De las ecuaciones (IV.4.20-22), (IV.4.26-27) se tiene

2-2

Hk (uj) Hk+1 (H'l)
I

k=o k.
< p j; e I (“IN¡pj;e> = 2 y] cos (e) (IV.4.28)e

N-2

2 Hk(up Hk+l(upk!
k=0

<pj;6| BNIuj;e>=-2yzsen(e) N4 , (IV.4.29)

z HE(upk!
=07T

HN-2 (up HN-l (LH)
(N-2)!

N-l ’
2

E H kkgil j)
k=0 '

HN-2 (Hi) HN-l (Iii)
(N-2)!

-1N .
2

E Hkk('ll¡')
k=0 '

La relación de recurrencia (IV.4.8) permite demostrar que

<u j; e I Á‘IÏR¡pj;e> = 72 sen (e ) N (IV.4.30)

(¡34)ij;9> = 71 cos (9 ) N<p._¡;9| Á (IV.4.31)



N-l
N-2

2

pj E k (La) >=2 E Hk (L1,)Sim (ul) (IV.4.32)
k=0 ' k=0 '

usando que HN (pj) = 0 .

Además, los polinomios de Hemüte cumplen la regla de suma

N-l

Hk (X) Hk (y) HN (X)HN-1 (y) - HN-1 (x) HN (y)
2 k! - (N4)! (x_y) , (IV.4.33)

k=0

y entonces

N-l
N-l 2

um Hk (x) Hk = E Hk (llj) = N HN-1 (X) HN-Z (X) ’ (IV.4.34)
y—-)x k! k! - l xk=0 k=°

donde se utilizó la Ec. (IV.4.32), la regla de L'Hospital y la relación de recurrencia

H'n (y) = n Hn-1 (y) . (IV.4.35)

Luego reemplazando las Ecs. (IV.4.31) y (IV.4.34) en las ecuaciones (IV.4.27-30), se

demuestra que

< u j;e I ¿N Iuj;e> = pj 71 cos (e ), (IV.4.36)

<u j;e I BNIuj;e> = -|.lj72 sen (e ), (IV.4.37)

<uj;6I Ag? Iuj;9>=- 45916” Iuj;e>, (IV.4.38)



< p ¡ge I Mi) ¡pj;e> = 41591614 ||J.j;6>. (IV.4.39)

De las Ecs. (IV.4.2-4) se concluye que

< ¿N >0 = < ÁÉÏ)>o = qo , (IV.4.40)

< BN >0 = —< ASÍ? >o = po. (IV.4.41)

Además, de las Ecs. (11.2.9)y (IV.4.16) se tiene

A a x N

qo = < qN>o= =71cos(e>2 llj epoo - ujA), (Iv.4.42)1 j=l

A a A N
po < pN>0 = ——° :72 sen (e )2 pj exp(-7l.0- ij), (IV.4.43)

j=1312

por lo que los valores medios de ¿N y BN son la suma sobre los autoestados pj 'yl y [.1]-yz,

respectivamente, pesada por los factores cos (9 ) exp(-7\,o- lle) o sin (G) exp(-M - tijA).

Utilizando las ecuaciones (IV.3.11), (IV.4.42) y (IV.4.43) es posible definir

tang( e ) =¿212€ “M: tang( eo) (IV.4.44)
'Yl M 72 qo

y — N
v (my + = 2 |J.jexp(-lo- lle) 2x0 (A). (IV.4.45)72 ‘Yl j=l

Tanto xo (¡U-como Goestán expresados en términos de las condiciones iniciales de qN y

pN. Por lo tanto se puede trabajar en el plano de coordenadas polares de multiplicadores
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de Lagrange (A , 6) definido por ia [Tx/3.11) o en este nuevo plano de condiciones

iniciales sobre los valores medios (xo , Go).El subl'ndicc cero indica que se utilizó la Ec.

(IV.4.5) para efectuar el cálculo. Este cambio de variables permite obtener

a ¡y 0

A = |< u >| 29mm., t=to, (IV.4.46)Q)

que lleva a interpretar a las raíces pj como los autovalores de un operador en el espacio

GN.

Estos resultados pueden relacionarse fácilmente con los de un ensamble

canónico, en el sentido que A y pj actúan como [3y ej, respectivamente. En la figura 4 se

muestra el comportamiento de xo versus A para distintos valores de N. Finalmente, es de

observar que usando la ecuación (IV.4.46), resulta

xo s um (Iv.4.47)

y por lo tanto, por la Ec. (IV.4.17)

X0 5 H-MAXS N . (IV.4.48)

De esta forma, la dimensión de GN , N, puede estimarse aproximadamente para el caso en

que las condiciones iniciales sean dadas por las ecuaciones (IV.4.l-4).

El resultado mas importante de esta sección es el cálculo aproximado de los

multiplicadores de Lagrange para una matriz densidad ecnstruída con operadores no­

ligados. La tarea a realizar será evaluar las propiedades termodinámicas de un sistema

como el que se está tratando y finalmente analizar la validez del procedimieno de

proyección.

Es de destacar que, a pesar de que se ha ilustrado este procedimiento con el

Hamiltoniano del oscilador armónico, este método de proyección tiene un carácter



Figura 4: xo versus A para N = 2, 4, 10, 20. Esta figura muestra la relación entre los

multiplicadores de Lagrange y los valores medios iniciales.
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general, como se ha mostrado en la sección IV.2, ya que el Hamiltoniano particular ha

sido utilizado al solo efecto de obtener una expresión concreta para A“) y AQ). La

existencia de este tipo de operadores no es una peculiaridad de este Hamiltoniano sino una

consecuencia del hecho de trabajar con un subespacio finito de un espacio de Hilbert

infinito.

IV.5 Propiedades termodinámicas

La entropía del sistema descripto en la sección anterior, dada por la Ec. (11.2.3),

evaluada en el subespacio GN a t = to es

s(m0)=A3+7t9<qN>o+7t3<pN>o=s(t). (IV.5.1)

La ecuación (IV.5.1) es una cota superior de la entropía y se la llamará "experimental" ya

que ha sido determinada en base a los valores medidos. Como la entropía de Gibbs, la

entropía experimental es una constante de movimiento ya que no es más que la entropía

del espacio GNcon condiciones iniciales dadas por las ecuaciones (IV.4.1-4). Utilizando

las Ecs. (IV.4.16), (IV.4.44-46), se obtiene

S=X0+A <u>=7Lo+A xo

(IV.5.2)
alo

= lo (A) - A .
3A

El comportamiento de la entropía versus x0 o A se muestra en las figuras 5 y 6 para

distintos valores de N. Por las propiedades de simetría, la entropía no es una función de 9

(ver Ec. (IV.4.16)) y la superficie definida por las condiciones iniciales es una cúpula

cuyo máximo corresponde a S = ln N (A = 0 o xo = 0). En ese caso todos los estados son

igualmente probables y el sistema se encontrará en un estado estacionario, que en
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Figura 5: S (en unidades de la constante de Boltzmann) versus xo para N = 2, 4, 10, 20.

S toma el máximo valor (ln N) para Xo=0,y S=0 para xo=uMAx.
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Figura 6: S (en unidades de la constante de Boltzmann) versus xo para N = 2, 4, 10, 20.

S-aOcuandoA-no.
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términos de la teoría de la Información COITCSpondCI'áa un estado de equilibrio". Para

A-—)oo,S-—>Oy xo toma su proyección máxima, que corresponde a una combinación lineal

particular de los N autoestados de fi, Ik> (k=0, 1,...,N-l). Por ejemplo, (ver Ec.

(IV.4.21))

IO> - exp‘(-i B) |1>N=2: I-l,e =——, IV.5.3
> fi ( )

N=3: I WB,e >_ |0>- Ü exp (-16) Il> + \/_2exp (-219) |2>. (IVSA)
\/_6

La relación entre xo y A (Ec. (IV.4.45)) puede asociarse para N=2 con la

ecuación de estado de un gas paramagnético

X0 (A) = tanh (A) . (IV.5.5)

De hecho es la expresión de una magnitud intensiva en términos de una extensiva. Para N

grande es posible evaluar otra magnitud termodinámica, el calor específico

= _A _, (IV.5.6)
0x . ¿A

donde A actúa como un parámetro de temperatura (B).

Como se indicó en el capítulo anterior, al ser este un sistema con espacio de

Hilbert finito, el calor específico muestra el característico efecto Schottky anómalo (ver

Fig. 7). El valor máximo de CXdivide a la curva en dos regiones, correspondientes a

orden maximo (A—)oo)o desorden máximo (A—)O).

Utilizando las Ecs. (IV.4.21) y (IV.4.27) se puede calcular el valor medio de la

energía



CALORESPECIFICO/k

Figura 7: Calor específico (en unidades de la constante de Boltzmann) versus A para

N = 2 ,4, 10, 20. El máximo es característico de sistemas finitos (efecto Schottky

anómaJo).
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N-l

2 ek afi Ik>
k=0H I -,e>= ——, IV.5.7N“J ( )

donde

ai = exp (-i e k) ai (IV.5.8)

y

(2k+1)Ï2‘°—, o < k < N-l

ek: (IV.5.9)
H a)

(N-1)T; k = N-l;

N-l

Kj = 2 ¡afC2. (IV.5.10)
k=0

Luego,

<fin>o=Tr<Bo PIM)

N N-l
ex - "A ' 2

exp (Ma) E,———J—p(K? )205k lailk:J=l

< (pm)2 >Yg+<(QN)2>'YÏ=<fiN>¡. (IV.5.11)

Con (ON)2 se desea indicar que la proyección sobre GN se realizó antes de multiplicar a la

matn'z por si misma. Luego, desde el punto de vista de la energía, la presencia de
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< AN(¡)v(2)> no es detectable.

En la figura 8 se muestra el comportamiento de <ÚN > / H a), S y CL versus xo.

La analogía con el gas paramagnético es evidente. Es interesante observar que para

N —)oo,x (A) puede obtenerse solo para A -—>O. El estado puro de máxima proyección

no puede ser alcanzado. Este resultado ilustra la imposibilidad de obtener x (A) para el

espacio de Hilbert original, infinito, H.

IV.6 Efectos del proceso de proyección

En la sección anterior se han resaltado las ventajas de trabajar en el subespacio

proyectadoGN, que permite definir una operación de traza convergente para la matriz

densidad. No obstante, como se demostró en la sección IV.2, el proceso de proyección

conlleva una modificación en el número de operadores relevantes. En esta sección se

analizará la influencia de estos nuevos operadores en el cálculo de valores medios y en la

dinámica del sistema.

A tal efecto se evaluará el principio de incerteza sobre los autoestados Ik> de HO.

En ese caso se obtiene

Ak(pN)=\Í<k|(pN)2lk>-(<kle|k>)2, (IV.6.1)

Ak(CIN)=‘J<k|(qN)21k>#(<quN|k>)2, (IV.6.2)

y utilizando las Ecs. (IV.3.18—19),

W o<k<N-l
2 ' ­

A" (qN) Ak (pN) = (IV.6.3)

n (N-l) k = N_1



Figura 8: S,
A

<HN>/ficoy CXversusxo paraN =4.

Xo

“€205me._.m3__<_OU_Z>_<.__O>m

EzabomwZOmE>CN>0>mV

l

_4
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Además, la desigualdad de Heisenberg provee una cota inferior para el producto dc las

raíces cuadradas de las dispersiones cuadráticas medias:

<kItciN ,6n1-Ik> fi
Ak(quk (pm: 2 22-, (IV.6.4)

donde fue utilizada la Ec. (IV.3.22) en la última desigualdad. Las ecuaciones (IV.6.3) y

(IV.6.4) demuestran que las dispersiones de qN y pN evaluadas en una base de

autoestados de I;I0satisfacen el principio de incerteza.

Dentro del contexto de la teoría de la información, es interesante evaluar estas

dispersiones para los valores medios definidos por la Ec. (IV.4.27),

A0 (PN)=‘Í < (pN)2 >o - (< PN >o)2 , (IV.6.5)

A0 (qu) = NI< (qu)2 >o - (< qN >o)2 . (IV.6.6)

Se obtiene

Tr [ p“N(o)cïÉ]=<<fiN)2)>o=

N-l
A 2

= zo exp(-7to - lle) <uj;9| (QN) Illj;9>). (IV-6.7)J:

donde

N-l

2 HE(up(k-l)!

<uj;el(€1ij ij;e>=yÏ uÏ cos(2e)+ 2 [1—cos(2e)] (IV.6.8)

2 HÉkgu-p
k=0 '
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y

N-l

A 2 2 A 2
< (pm )>o= .0 exp(-lo-ujA)<uJ-;el(pu> luj;9>). (Iv.6.9>F

donde

N-l
2

E Hk(llj)
A 2 2 2 (k4)!

<uj;el(pN))ij;e>=yz pj cos(2e)+ 2 [1+cos(29)] (IV.6.10)

2 HÍkgu-p
k=0 .

Ahora es posible evaluar el miembro izquierdo de la desigualdad de Heisemberg (Ec.

(IV.6.4)) para SN (o)

N-l

zum-lo- pJ-A)<l1j;9| [ ¿N , BN1- Iuj;e> .(IV.6.11)
j=0

A0 (cm) A0 (PN) 2 á

El miembro derecho de la Ec. (IV.6.11) puede calcularse mediante la Ec. (IV.3.22) y

(IV.4.21). obteniéndose

<uj;el [ ¿N l BN]_ Illj;9> = o. (IV.6. 12)

Esto implica que la cota inferior de A0 (qN) A0 (pN) es cero, y que toma este valor cuando
A s v n

pN (O) describe un estado puro. Dentro del contexto de nuestra aprox1mamón esto es

posible solo cuando A tiende a infinito, como lo muestra la Fig. 4.



Es posible calcular numéricamente la región del espacio de fases que satisface

A0 (qu) A0 (PN) s E, (IV.6.13)

es decir, la región en la que las Ecs. (IV.4.44-45), (IV.5.2), (IV.5.6) y (IV.5.11) no

tienen significado físico. La figura 9 muestra el resultado correspondiente. El área

sombreada indica la zona donde el proceso de proyectar H —>GN viola un postulado

básico de la mecánica cuántica (Ec. (IV.6.4)). El ancho máximo de esta región es 'YN,

donde m es un número obtenido en forma numérica a partir de la Ec. (IV.6.13). Mediante

un análisis cuidadoso sobre la forma en que van'a la región sombreada con N, es posible

seguir la forma en que trabaja el proceso de proyección. De la figura 3 es posible observar

que la distancia entre dos raíces adyacentes uj disminuye a medida que N crece. En

particular, el conjunto formado por los uj se transforma en un continuo cuando N —)oo.

Por lo tanto, un parámetro característico del proceso de proyección puede definirse como

5 = ( HMAx - “MAX-l)
'YN

(IV.6.14)

donde uMAx y LIMA)“ son las dos últimas raíces para cada N de la Fig. 1. El valor de 8

versus N resulta:

N 5

3 2.1

5 6.8

8 7.1

10 8.5

15 9.0

La ecuación (IV.6.13) es más restrictiva para 6 = 0. 1r/ 2, Try 3 rr / 2, dado que esos
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_‘_ _

<%z/m

Figura 9: xo como función de < qN > / y] pMAx y < pN > / 72 pMAx (círculo unitario)

para N=5. El área sombreada muestra la región donde el procedimiento empleado para

proyectar H en GN viola el principio de incerteza. (Su ancho máximo es 'YN/ uMAx.)
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valores corresponden a autovalores de GNy BN. Esto es razonable ya que la incerteza

tiende a cero cuando A0 (qN) o A0 (pN) tienden a cero.

Se estudiarán ahora la influencia de los efectos de borde sobre la dinámica del

sistema. La evolución temporal de < GN / SN (0) >l y < BN / ¡SN(O) >¡ pueden verse

en la figura 10. La diferencia entre esas curvas y el resultado senoidal clásico es debido a

la contribución de < ÁSJJ)/ SN (0) >l y < ÁSÏÏ)/ SN (0) >¡, que aparecen por el

proceso de proyección. Ambos generan un efecto de "ruido" en < aN / pAN(0) > y

< SN / ¿N (O)>, dado por la combinación de las ecuaciones de evolución (IV.3.38-41)

y las condiciones iniciales (IV.4.40-41). El ruido resulta

Tq%'< GN>olcos (coo-cos (co't)]-<—PN—>°-{sen(wt)+sen wm}, (IV.6.15)m0)

I'p%{'< BN >0[COS(CDU-CCS(OJ't)]-< ¿N >omcu[sen (mt)+sen (cu't)] } ,(IV.6.16)

y, como es lógico, el ruido disminuye a medida que N crece.

Resta aun formularse una pregunta. ¿Será el proceso de proyección válido para

todo N?. Para encontrar la respuesta es posible construir

x0 (A) - x9<MAx>s rx . (IV.6.17)

donde x0 (A) está dado por la Ec. (IV.4.45) y x?(hr1AX)el el máximo valor de

X9:\/ + (“618)
YZ 'Yl

0 0 . . 0
Tanto x (A) como xl(MAx) se muestran en la figura 11. En particular, x (A) es el

círculo de condiciones iniciales, que también se muestra en la figura 9. Se observa que
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Figura 10: Evolución temporal de los valores medios para N=5 con 2.20 = 0.

(< pN > / yz uMAx en líneas punteadas)
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Figura ll: Evolución temporal de xo (t). a) N=3, b) N=5. y c) N=20. La evolución

clásica recorre el círculo unitario en sentido horan'o. En cambio, para N=3, la trayectoria

evoluciona en sentido anúhorario.
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4
¡XMAX=_I\}0 , (IV.6.19)

donde el lado derecho de la ecuación fue obtenido utilizando las ecuaciones (IV.6. 17-18).

Entonces, la variación de < pN > y < qN >,

MAX

F(<PN>)¿1%, (IV.6.20)

MAX

F(< qN>) ¿176-73 , (IV.6.21)

se calcula proyectando rXMAxsobre los ejes de la figura ll. Se obtiene que

F(< qN >) F(< pN >) < fi , (IV.6.22)

donde se utilizó la Ec. (IV.4.17). El efecto de borde está entonces automáticamente

controlado por la Ec. (IV.4. 17), lo que indica la autoconsistencia del procedimiento.

Por lo tanto, el espacio truncado GN permite una dinámica cuántica exacta, de

acuerdo con la información disponible. Obviamente, existe una cota inferior para xo, por

debajo de la cual es imposible observar cualquier evolución dinámica del sistema. En ese

caso, solo se observan transiciones cuánticas entre estados, a pesar que el álgebra de

operadores predice una evolución temporal del tipo del teorema de Ehrenfest.

En este ejemplo simple se muestra que la posibilidad de observar la completitud

del espacio de Hilbert está definitivamente impedida por el principio de incerteza. Es así

como la figura ll a) muestra que < pN > y < qN > no evolucionan en la misma dirección

(N=3), lo que es un efecto estrictamente cuántico.



V Termodinámica cuántica y teoría de la información

V.l Termodinámica cuántica

En la sección 5 del capítulo anterior se estudiaron los aspectos termodinámicos

de un sistema descripto por una matriz densidad compuesta por operadores no-ligados.

En ese contexto, se llamó termodinámica al estudio de la relación entre multiplicadores de

Lagrange y valores medios de operadores. Se hizo también una analogía entre el sistema

estudiado y un gas paramagnético, pero no fue definida la temperatura del sistema. Es la

intención de este capítulo especificar claramente cual es la información necesaria para

poder definir las magnitudes del sistema con las que se trabaja usualmente en

termodinámica. Esta definición se hará dentro del contexto de teoría de la información y

será aplicable tanto a sistemas clásicos como a sistemas cuánticos, cuyos operadores

relevantes pueden conmutar o no con Este último caso dará lugar a una verdadera

"termodinámica", en la que las variables intensivas y extensivas son funciones del

tiempo”.

En la teoría clásica, la entropía estuvo usualmente asociada con estados de

equilibrio4-13-19.Se la considera una función de estado, donde el estado está definido por

la temperatura, presión y otras variables macroscópicas. Dentro del contexto de la teoría

de la información, se puede definir al estado de equilibrio utilizando el principio de

maxima entropía (PME). Este estado será aquel asociado con la máxima entropía, para

una dada configuración, en el que el valor medio del número de partículas, la energía, el

momento total, etc., se mantienen constantes. El estado que tiene estas características es

único, y para partículas clásicas lleva a la conocida distribución de probabilidad de

Gibbs'a. La idea central de este capítulo es reexaminar el concepto de temperatura para

sistemas cuánticos utilizando el PME, ya que como ha sido sugerido previamente por

Cyranski20,‘el PME ha sido muy útil para reconciliar a la teoría cuántica con otras teorías

físicas.

Como es sabido“, la termodinámica esta basada en la existencia de van'ables de



estado. Estas son de dos tipos: intensivas, que son independientes del número de

partículas y extensivas, que son proporcionales al número de partículas. La formulación

teórica de la termodinámica está construida sobre pares de variables de estado, donde cada

par describe una manera particular de modificar el comportamiento macroscópico del

sistema.

Para reobtener las ecuaciones termodinámicas a partir de consideraciones

mecanico-cuánticas, el primer punto es reconocer a la Ec. (11.2.7)como la entropía del

sistema e incluir al Hamiltoniano como operador relevante. Obviamente, la inclusión de 1-1

como operador relevante no es lo que se propone en la referencia 6. Sin embargo, esta

inclusión no altera la descripción dinámica del sistema, dada por las ecuaciones (11.3.3),

(11.3.4) y (11.3.6), y es necesaria para poder avanzar en esta formulación. Como en

termodinámica clásica, se define la temperatura del sistema utilizando la Ec. (11.2.7)(k=1)

1 a S .p=—=— A ,1=2,...,N. (v1.1)
T 3<É> [<0¡>l

Luego, se reescribe la Ec. (11.2.7),

N

%=%Q+2 M<Ói>+<lfl>, (V1.2)¡:0

donde l} = M /B.

El segundo paso importante es asociar los valores medios de los observables

como variables extensivas y los 7k}como variables intensivas. Si É no forma parte del

conjunto de operadores relevantes del problema, la variable intensiva temperatura

permanece indefinida y no es posible formular una teoría termodinámica. En esta forma se

introduce la definición del la temperatura de un sistema cuántico.

Desde este punto de vista, se definirá al conjunto de operadores relevantes para

el problema termodinámico como [ Óo = Ï, ó] = Ü, Óz, ...,ÓN l. Se asumirá que 151es

independiente del tiempo. En este caso es fácil demostrar que [3es también una constante
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de movimiento. Este formalismo es válido también para Hamiltonianos dependientes del

tiempo, pero en ese caso la temperatura también será dependiente del tiempo.

En las próximas secciones se desarrollará una teoría termodinámica semejante a

la termodinámica usual, pero dentro del contexto de la mecánica cuántica. Debe destacarse

que aunque las variables intensivas se comportan como las variables intensivas usuales,

las variables extensivas, debido al carácter cuántico de los operadores, muestran efectos

de correlación que no se encuentran en la termodinámica clásica. Se describirán dos tipos

de procesos: a) aquellos en los que tanto el conjunto { M l como el {< Ó¡ >] siguen la

evolución canónica dada por las Ecs. (11.3.4)y (11.3.6),y b) aquellos en los que aparecen

ciertos vínculos (sobre [ 7k;} o {< Ói >}) no descriptos en la dinámica, que permiten

variaciones tanto en la temperatura como en la energía media. El primer tipo de procesos

será llamado "canónico" (la entropía permanece constante) y el segundo "termodinámico"

(la entropía puede variar).

V.2 Procesos canónicos

Se considerará que las variables intensivas y extensivas evolucionan como lo

indican las Ecs. (11.3.4)y (11.3.6). Deben entonces distinguirse dos casos: a) todos los

operadores que entran en la Ec. (II.3.3) conmutan con PAI(gij = 0 para todo i y j), y b) se

consideran operadores que no conmutan con Se estudiará primero el caso b) ya que es

el más general.

Para ese caso, dentro del contexto de la teoría de la información, 6 es una matriz

densidad de no-equilibriol3'22. Como se vio en el capítulo III, la entropía, dada por la Ec.

(VI.1.2), es un invariante. Se introducirá el calor específico, a partir de su definición

usual, como:

N

_____a_5=_2_ fa_ói
c<B,12,...,AN) BaB B aB+2MaB
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Es posible reemplazar las derivadas utilizando las Ecs. (11.5.2)y (11.5.7),resultando

N N

C (5,12,...1N): - [32Z x]-K1j= —[32 AJ-K11-, (V2.2)
j=2 j=2

y de esta forma asociar el calor específico, dentro del contexto de la teoría de la

información, con las correlaciones cuántico-estadísticas entre la energía y todos los

operadores relevantes. Para el caso a), en el que todos los operadores conmutan con É los

coeficientes de correlación resultan

K1j=<ÜÓj>-<Ój><fi>, (V2.3)

y 6 describe una situación de equilibrio, con correlaciones estadisticas entre estados

mixtos.

Es importante analizar el comportamiento temporal de C cuando se lo calcula a

través de una matriz densidad de no-equilibrio. La respuesta a este interrogante se puede

encontrar en el análisis de invariantes hecho en el capítulo III. Allí se demostró que

(2) N
I = 2 ¡tr AJ-KU- 2 0. (v.2.4)

r;j=l

es un invariante del sistema. Pero como se mencionó anteriormente, la inclusión de
A n a a

H = Ól en el conjunto de operadores relevantes no modifica la matriz G, ya que le

agrega una fila y una columna de ceros. Luego. se puede asegurar que

<2) N
1' = erxj KU-2 o. (v.2.5)

r;j=2

es también un invariante del sistema. Pero



(2) (2)
I = 2 C + II , (V2.6)

por lo que el calor específico C, definido a partir de la Ec. (V2.2), es un invariante aún

en el caso en que las variables intensivas y extensivas sean dependientes del tiempo. Este

resultado permite concluir que si se observa un calor específico dependiente del tiempo,

entonces se puede deducir que el Hamiltoniano del sistema es también dependiente del

tiempo.

V.3 Procesos termodinámicos

Los procesos termodinámicos usuales se producen a volumen (o presión)

constante y por lo tanto solo pueden van'ar la temperatura (energía) y la presión (o

volumen) del sistema. En este punto se considerará el caso general de un conjunto de N-l

magnitudes constantes, que en principio puede ser cualquier combinación de variables

extensivas e intensivas, y que se llamará F={A2=const,..,AN=const] con Ai =<Ó¡> o 7L}.

Al considerar a las variables M, el conjunto [M=M/B) pasa a ser dependiente de B.

Además, por tomar un conjunto de magnitudes constantes y variar la temperatura o la

energía, los multiplicadores de Lagrange dejan de ser linealmente independientes, por lo

que ecuaciones como (11.2.9)y (11.5.7)deben ser recalculadas. Es importante aclarar que

la variación que se produce en <151>puede no estar bien definida (ya sea este un proceso

estático o cuasiestático). <191>solo debe estar bien definido para aquellos estados donde

se desean evaluar las funciones termodinámicas.

En estas condiciones, la Ec. (11.2.9)que relaciona los valores medios con los

multiplicadores de Lagrange debe recalcularse teniendo en cuenta el vínculo impuesto por

el conjunto F. Se obtiene
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— < ó¡>, (v3.1)
F

donde el símbolo Ip indica que las variaciones con respecto a B deben ser evaluadas

manteniendo el conjunto de variables F constantes. Las relaciones que se derivaron de la

Ec. (11.2.9) en la sección 5 del capítulo 2 también se alteran por el nuevo vínculo

impuesto.

Aa<ó¡> 3P
BBBB Tr([ F.ó¡1+). (v3.2)

1.
2

C.) '0> < ó¡ > . (v3.3)
F

N N

La¿1+2ü ¿Hai 3.aF 35? aa¡:2E)
'UD

Ó es la transformada Kubo de Ó definida en la Ec. (II.5.6) y que aparece por trabajar con

operadores que no conmutan entre sí.

Entonces, se obtiene

N

. <[Éi.ó-] > A A E <[ÓÓ'] > A A38431) =- —2l + - <H><O¡>+ % [-+l+-- <Or><0í> .(V.3-4)
F r=2 F

La variación de la entropía con respecto a Bes

N NÉ”+ _
F 313¡:2BB

+<PAI>+B
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(V3.5)

y utilizando la Ec. (V.3.l) se obtiene

N

a Sl =B¿3<I-I>+zlia<Óp _ (v3.6)
¿BF añ F __2 BB F

SiA¡=<Ó¡>,

a—s A =Ba<fi> A ,i=2,...,N
BB (<0?) SB [<0¡>1

N

ax,
= _ K A K V.3.7

B “+2 BB (<0?) rl ( )
r=2

con

Kfi =%Tr ( 6 [ 6-, ói 1+)- <ój >< ói >. (v3.8)

Si el conjunto de operadores relevantes conmuta, entonces Kji = KU. Es importante notar

que

Kfi at Kij . (V3.9)

Se puede entonces evaluar el calor específico a "variable extensiva constante", que será

una extensión de Cv, obteniéndose

=_Bg_s =_ 2a<fi>
B [<ó¡>] 8B {<ó¡>]

C A
[<0¡>]
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N

ax= 2K+ —’
[3 1123B

2r:
Krl (V.3.10)

(<6?)

Para calcular la derivada, todos las variables extensivas (< Ój >, j=2,...,N) se mantienen

COHSIílIllCS. En CSC pl'OCCSO

OJ=ZWN Nau)

y los coeficientes de correlación satisfacen

N

mF—E 3M A KÜ,HZWJJ (mmma [3 (<0?)
r=2

Si A¡ = M = M / [3,todos los multiplicadores de Lagrange resultan proporcionales a [3y

N

a_s = +2¡,_a<ór> ., =afilm BB Mirá ¿BIM

(V.3.13)
_ N

<[fi.[3l-ll+z7t¡ ó¡]+> N

= - ——'2=2—- <IÏI>[B<É>+25M<Ó¡>]­

_ N

<[Ó,.Blïl+27t¡ Ó¡]+>ü ¡:2
¿B mi 2

N

- <Ór>[B<É\I>+214 <Ó¡>] ­¡:2
r=2

Utilizando el hecho que
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A N A A

¡4+2 a, ó¡=-lnp-7\01 (V.3.14)
i=2

A n

conmuta con p, se obtiene

- N _ N

<[6,151+2 a, ó¡]+>=Tr(6[ó-,fi+2 M ói 1+)
i=2 i=2

(V.3.15)

= <[ Ó-,IÏI+ÏX¡Ó¡]+>,
¡:2

donde se ha utilizado la pennutación cíclica bajo el símbolo de traza. De las Ecs. (V.3.13)

y (V.3.15), se puede calcular el calor específico a variables intensivas constantes,

extensión de Cp,

Ba_s
m1 BB (1:1

N

=_B B8<IÓI> +2: Ma<ór>
a B m} _2 a B m1

N l I

= [32 2M MKrk .M =1. (V.3.16)
kx=l

Luego, mediante la Ec. (V2.5) resulta

= la) 20. (V.3.17)C
[lll

Tanto Cm) como C[<ó¡>}son independientes del tiempo ya que las variables dinámicas

intensivas y extensivas se mantienen constantes. Si en el instante to estas condiciones de

contorno desaparecen, tanto < Ó¡ >(t) como Xi(t) evolucionarán como lo indican las Ecs.



(11.3.4) y (11.3.6), pero el calor específico se mantendrá constante (C(t) = C(to)). Esto

quiere decir que cualquier variación canónica de los conjuntos {< Óí >] o {M} no

afectará a C, y quedará solo determinado por las condiciones iniciales.

En ambos procesos, canónicos o termodinámicos, es posible extender el

concepto de "ecuación de eStado", nombre que usualmente se da al conjunto de

ecuaciones que conecta las variables extensivas con las intensivas. De acuerdo con la Ec.

(11.2.9)

< ó¡/6>=Tr ójexp(-7\.0-2 M 6,) j=1, 2, n. (V.3.18)
i

La ecuación (V.3. 18) puede ser interpretada como la ecuación de estado cuántica. De esta

forma el estado del sistema está definido por el conjunto [ < Óil >,..., < Ó¡¡ >, 7L¡1, ...,

Kjk; l + k = N-l } de condiciones iniciales mixtas que fueron introducidas en el capítulo

anterior (Ec. (IV.4.1-4)). Si el número de variables medidas (r) es menor que el número

de operadores relevantes (N), se asumirá (por ser la mejor aproximación de la teon'a de la

información)

ij=o,t=to,r<j<N. (v.3.19)

donde el subíndice T indica que estos multiplicadores de Lagrange deben ser considerados

como de "prueba".

Es imponante recalcar que todas las funciones tennodinámicas usuales (S, <Ú>,

C ) son independientes del tiempo, aun cuando el estado del sistema está descripto por

una matriz densidad de no-equilibrio. Notese que la relación de clausura de la semi­

álgebra (Ec. (II.3.3)) garantiza que el sistema es cuánticamente cerrado, caracterizado por

S = const, <MIÓI>= const. No obstante, como los operadores relevantes pueden no ser

constantes de movimiento, sus valores medios (variables extensivas) evolucionarán en el

tiempo. Sin embargo, el formalismo es suficientemente consistente como para generar un
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V.4Ejemplos

V.4.aEfectoZeemandependientedeltiempo

Esteproblemafuetratadoenlasección3.bdelcapítuloIII,comoejemplodel

cálculodeinvariantes.Enestecasoseutilizaráparaaplicarlosresultadosexpuestosenlas

seccionesanteriores.

ElHamiltonianodelsistemaestarádadoporlaEc.(III.3.13)yelconjuntode

operadoresrelevantesquecierraunálgebraparcialconelHamiltonianoserá

{Óo=Ï,Ó]=PAI=0LÏ-¿,bz=Ï¡,Ó3=Ïy].Conrespectoalconjuntoutilizadoenelcapítulo

III,fueincluidoelHamiltonianoalosefectosdepoderefectuarelestudiotennodinámico.

Comoseaclaróenlasseccionesanteriores,laevolucióndinámicadelosvaloresmedios

delosobservablessiguesiendoladeterminadaporlasEcs.(III.3.32-33),yaquela

inclusióndelHamiltonianocomooperadorrelevantenomodificaladinámica.Eloperador

densidadasociadoaesteproblemaes

6:exp(-lo—[3aïzaxÍx-xyÍy).(V.4.1)

Parapoderevaluarelvalormediodelosoperadoresparacualquierconjuntode

multiplicadoresdeLagrange([3,lx,ly)sedefine

7=-i(l32+lxx+7»yy)=yn(V.4.2)



El valor medio de los operadores relevantes resulta entonces

alx

[2m exp(myfi)]= ' Elx m=-J

m=-J[Y É‘exp ( mvfi )]

m=-J[i'm exp ( my fi )]-
[Y Éexp ( mvfi )]m=J

m:­

(YÉ‘emeYñ )]m=-J

[i'm exp(m‘yfi)J
HB J

La entropía y el calor específico valen

S= M+BOL<ÏZ>+Xx<Ïx>+ly<Ïy>,
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(V.4.7)



95 BB ap

=B(BK11+lxK12+xyK13). (V.4.8)

Como se demostró en la sección V.2, C es un invariante del movimiento aunque < Ïx >,

< Ïy >, lx y ly sean dependientes del tiempo. La entropía puede ser imaginada como

una cúpula en el hiperespacio formado por < É >, < Ïx > y < Ïy >. En la figura 12 se

muestra el comportamiento de S versus < PAI>,como función de [3, para distintos

valores de < Ïx > y con < Ïy > = O. Como el espacio de Hilbert es finito, la

temperatura del sistema (la derivada de las curvas de la Fig. 12) puede ser tanto positiva

como negativa”.

En la figura 13 se muestra el calor específico a variables extensivas constantes,

definido por la ecuación

AA,
a [3 <Jx>,<Jy>

(V.4.9)A A

<Jx>,<ly>

en función de B. Los dos máximos que aparecen se deben, como se mencionó en el

capítulo anterior al caracter finito del espacio de Hilbert del sistema. Las curvas son

simétricas porque el sistema presenta simetría rotacional con respecto al eje z. El valor de

< Ïx > se matiene constante para cada una de las curvas.

Análogamente, se puede mantener constante para cada curva a Nx . En ese caso

se obtendrá un calor específico a variable extensiva constante definido por

N ó'a< >‘ =..2 _r
MH»)? B2 r BB

(V.4.10)
MNK):

La figura 14I'muestra los valores obtenidos a partir de la Ec. (V.4.10). Se observa que,

por la snmetriadel problema, mantener Nxy l; constantes es equivalente a redefinir la
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Figura 12: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Entropia versus < É > para diferentes

valores de < Ïx > / fi . (a=0.0, b=0.5, c=0.75, d=0.9; j=1; < Ïy > = 0.)
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Figura 13: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Calor específico versus a fi [3 para

diferentes vaÏores de < fx > / n. (a=o.o. b=0.5, c=0.75, d=0.9; j=1; < Í, > = o.)



SPECIFICO/k

CALORÍ­

Figura 14: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Calor específico versus a fi B para

diferentes valores de l; / a. (a=0.0, b=0.5, c=1.0, d=2.0; j=1; < Ïy > = 0.)

escala de temperaturas sin cambiar la información.



La "ecuación de estado" dada por las Ecs. (V.4.4-6) está graficada en las figuras

15 y 16. En ellas se han fijado algunas variables a cero (ver epígrafes de las figuras) para

obtener proyecciones de dimensión adecuada. A partir de estas figuras se puede dibujar

una imagen pictórica tridimensional que se muestra en la figura 17.

V.4.b Efecto Zeeman independiente del tiempo

Supongamos ahora que el conjunto de operadores relevantes está formado por

[Ó0=Ï, Ó1=É=aïb bz=a2Ï3L por lo que Ïz y son constantes de movimiento.

Luego, la matriz densidad estará formada por operadores conmutantes y por lo tanto será

de equilibrio,

6=Cxp(-Xo-Baïz a (1213), (V.4.11)

apartir de la cual se calcula

J

exp (x0) = Xexp (- ¡3a m - x a2 m2) , (V.4.12)
m=-j

<IÏI>=a<Ïz>=exp(-10)Éa m exp (- [3a m - 7La2 m2) , (V.4.l3)
m=-J'

j

<H2>=a2 <1? >=exp(-Ao)2a2 m2 exp (- [3a m - x a2 m2).(v.4.14)
m=-j

La entropía del sistema está dada por

(V.4.15)S= Xo+Ba<Íz>+Xa2 <Í3>,

O I I t A a

Esta funcron se muestra en la figura 18 en func1on de < H >. Los gráficos se obtienen
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Figura 15: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. < Ïx > versus ocfi B para diferentes

valores de 1; / a. (a=0.5, b=1.0, c=2.0; j=1)
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Figura 16: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. A; / a versus a Iï B para diferentes

valores de < fx > / n. (a=0.25, b=0.5, c=0.75; j=l)
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Figura 17: Efecto Zeeman dependiente del tiempo. Dibujo pictórico de la ecuación de

estado. (relación entre < Ïx >, l; , y B con 1'),= 0 y < Ïy > = 0; j=l.)
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Figura 18: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Entropia versus < É > para

diferentes valores de < 9%> / 52. (a=0.1, b=0.25, c=o.5, d= e=0.85, f=0.95,

g=0.999;j=l)
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para distintos valores de < >. Para una dada curva con < >=const, los valores de

< Ïz > satisfacen Ilï < Ïz >l S < >, donde la igualdad se obtiene cuando IBI-wo.

Obviamente. las curvas con < >=const no son de máxima entropía. Estas curvas se

obtienen cuando se considera el conjunto de operadores relevantes [Óo=Ï, Ól=PAl=0tÏzl

(Fig. 12.(a)). Si se evalúa < > mediante este conjunto relevante para < Ïz > = 0, se

obtiene < > = que corresponde al estado con mínima información (S = ln 3). Es

interesante notar que hay una región en la figura 18 en la cual para cada par (S, < ÏZ >)

hay dos posibles valores de < > porque el conocimiento de S y < Ïz > no determina en

forma unívoca el estado del sistema. Para este caso de equilibrio se necesitarían conocer

tantos valores medios de operadores que conmuten como la dimensión del espacio de

Hilbert.

Utilizando la Ec. (V.2.l) resulta

C=-Bz{aa—<a%+8a2 (V.4.16)

con 6 = 7t/ [3.También se puede definir

(13,355) =' a B2% ¿,5

= 132(Ku + % ¿b KlZ] (V.4.17)

En la figura 19 se muestra C<fi> versus [3para distintos valores de < Í? >. Se obtienen

nuevamente dos máximos simétricos. Sin embargo, el calor específico a variables

intensivas constantes resulta

a<i >C =_ 2 _'Z_
8([3) B (a 5 a BBB al
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Figura 19: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor específico versus a iï [3para

diferentes valores de < > / Hz. (a=0.999, b=0.85, c= á, d=0.5, e=0.25, f=0.1; j=1)



= 82(K11+5K12). (V.4.18)

En las figuras 20 y 21 se muestra C5 ([3)versus [3para dos casos distintos, 8<1 y 821.

Se observa el máximo característico del efecto Schottky, pero las regiones con

temperaturas positivas y negativas se comportan en forma diferente. Cuando 850.5 y B>O

aparece un tercer máximo y su evolución a medida que varía 8 se puede observar en el

gráfico. Este máximo, que cambia de posición a medida que 8-)1, está relacionado con la

correlación K12entre Ïz y Cuando 6:1 este máximo desaparece y se reobtienen los

máximos del efecto Schottky. En ambos casos los máximos no son simétricos, y son

mayores que los que aparecieron en Cáfi. Como puede observarse de esta descripción,

el comportamiento del calor específico es el que coresponde a estados mixtos. Aún

cuando se están considerando operadores de partículas independientes, los estados mixtos

representan la información parcial que se posee sobre el sistema. Sin embargo, como es

usual, el sistema puede ser considerado como un conjunto de partículas no interactuantes

y la ignorancia estará asociada al estado de cada una de ellas.

V.4.c Aproximación para espacios de Hilbert infinitos

En el capítulo IV se desarrolló un método para calcular matrices densidad

compuestas por operadores no-ligados con espacio de Hilbert infinito. Allí se presentó el

modelo general y se particularizaron los resultados para el caso del Hamiltoniano del

oscilador armónico. Se calcularon las evoluciones temporales y los valores medios para

un espacio de Hilbert finito, que aproxima al espacio total. Se utilizarán los resultados

presentados para efectuar el cálculo de la termodinámica de dicho sistema. Se recalca que

el hecho de incorporar el Hamiltoniano al conjunto de operadores relevantes no modificará

los resultados obtenidos para las dinámica del sistema (Ecs. (IV.3.38-41)).

El conjunto de operadores relevantes será {Ój} = {Óo=/l\,óFH, 62:6, 63:6]

pertenecientes al espacio de Hilbert general (en este caso infinito) y la matriz densidad

97



98

CALORESPECIFICO/k

(3m?)

Figura 20: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor específico versus a fi B para

diferentes valores de 8 fi / a < 1. (a=0.0, b=0.25, c=0.5, d=0.75; j=1.)
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(Euñ

Figura 21: Efecto Zeeman independiente del tiempo. Calor específico versus a fi B para

diferentes valores de 8 Iï / a 2 l. (a=1.0, b=2.05, c=5.0; j=l.)



resultará

A

1n6=—xo-Bá—aqa—7tpp. (V.4.19)

El conjunto de operadores relevantes será reemplazado por el conjunto equivalente { ÏN,
A A A A 1 A 2 , . . . . .
HN, qN, pN, AV, A34) } en el espacm proyectado de dimenSIÓn finita GN. Se utilizarán

las siguientes condiciones iniciales mixtas:

< ÜN > (z = 0) = < É >0, (V.4.20)

<aN>(t=0)=<€¡>0, (V.4.21)

< SN> (t = 0) = <6 >o, (V.4.22)

¡MID (I = 0) = o, (V.4.23)

1,303)(t = 0) = o. (V.4.24)

La entropía del sistema será

A

S=lg+fi<fi>o+lg<fi>o+lg<p>o. (V.4.25)

La entropía, la energía, el calor específico y la ecuación de estado pueden ser evaluadas

utilizando técnicas de cálculo numérico.

Como es de interés evaluar la exactitud de los resultados que se obtienen al

truncar el espacio de Hilbert, se aprovechará el hecho que para este Hamiltoniano la matriz

densidad de la Ec. (V.4.19) puede calcularse en forma exacta. Siguiendo la referencia 23

se define un nuevo operador de creación



6+ = 8+ - Q i, (V.4.26)

con

QM _ (V427)
[3 fi (o

El multiplicador de Lagrange M)resulta

x0: [325m IQI2- ln (2 senh(Blue/2 )), (V.4.28)

y por lo tanto el valor medio de la energía será

< fi> =iïm lQ!2+fi—,‘Ïcotgh(finca/2)

(V.4.29)

h- O) 0 0

= + +2cotgh(BTïm/2)}.T{(5:)2 (ii

En la referencia 23 se ha asociado el primer término de cazaecuación con la energía de una

señal electromagnética y el segundo con la energia media asociada al ruido. La entropía

exacta resulta

Bl'ïco [35(0)k ln (ZSenh(¡Lg-(1)) 2 cotgh(T-}. (V.4.30)
s:

En este cálculo exacto se ve que la entropía es independiente de los valores de < a > y

< 6 >. Esto implica que la falta de información sobre el sistema depende solo del ruido

([3)pero no de la señal (< a >, < 6 >). Nótese que < É > es una función de la señal y

el ruido (Ec. (V.4.29)). Si < É > = const, cuando disminuye la relación señal ruido la

entropía aumenta (variación termodinámica de la señal) y es máxima en ausencia de señal.
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Esto puede apreciarse en la figura 22. Desde otro punto de vista, una disminución de la

entropía implica moverse en la dirección a —>d de las curvas, es decir incrementos en

x2=(%)2+(°;‘1’-)3, (v.4.31)

que es la señal según la referencia 23. (En la figura 22, <1; > = O). Utilizando la

Ec.(lI.2.9) se obtiene

<a>=-fl=_m=fil, (V432)
axq Blïw Ha)

< 6>=-M=-.272_2)‘P_=M1_ (v_4_33)
axp [350) fic)

Luego, las variables extensivas (<6 >, < B>) resultan proporcionales a las variables

intensivas (El, 1;). Mediante las Ecs. (11.5.2)y (11.5.7)se obtienen los valores iniciales

de los coeficientes de correlación Kij

Zfico IQI2 fic)

K11=-—B—-—2—senh(Bfim/2) (v.4.34)

2 'yÏ X < A >K12=K21=—-—9-LL (v.4.35)(Bfim)2 an'

27%1 <A >K =K :—L=-—L' .4.
13 31 (B ¡“Mz B fi m (V 36)

y por la Ec. (V2.2),

C=k(B—}¿ï—m—scnh([3 ñ (o / 2 )). (v.4.37)
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ENTROPlA/k

ENERGIA / Ïl (o

Figura 22: Oscilador armónico. Entropia versus < É > para diferentes valores de

< ¿N > /y. (a=0.0, b=1.0. c=2.0, d=2.5; < BN > = o.) evaluada en GN , N = 5. Las

líneas punteadas muestran las soluciones exactas. La línea punteada corresponde a B= 0

(las temperaturas positivas (negativas) se encuentran a la izquierda (derecha) de la línea

punteada). En la zona sombreada se viola el principio de inceneza (Ec. (IV.6.13)).



Entonces, el calor específico canónico (ver sección V.2) depende solo de B y utilizando

las Ecs. (V.3.10) y (V.3.16)

C=C A A = C 2 0 .
<q>,<p> M] , 21',

(V.4.38)

Luego, el calor específico canónico, a variables extensivas constantes y a variables

intensivas constantes son equivalentes. En la figura 22 se muestra la entropía versus

< É > como función de B, para distintos valores de < (fi> con < 6 > = 0. La línea

llena corresponde al cálculo numérico para N = 5. La solución exacta se graficó en líneas

rayadas. La línea punteada, que corresponde a B= 0, pasa como es obvio por los

máximos de las lineas llenas. En la zona rayada se viola el principio de Heisenberg, que

fue calculado en la sección 6 del capitulo 4. Esta región fue evaluada numéúcamente

calculando

Ap=NÍ< 32>-(<5>)2.

Aq='\J < 62>- (<a>)2.

(V.4.39)

(V.4.40)

para todos los casos considerados cn la figura 22. Nótese que las regiones de

temperaturas positivas y negativas no son simétricas como en la figura 12 (Sec. 4.a). Esto

es consecuencia de la falta de simetría rotacional. Para temperaturas bajas, de la figura 22

se puede concluir que la aproximación es buena, a pesar que el número de estados es bajo

(N=5). Para valores de < ¿N > pequeños, comparados con la dimensión del espacio

truncado GN, la aproximación mejora.

En la figura 23 se muestra €413,45) versus [3para distintos valores de <6 > ,

con < 6 > = 0. En el espacio de Hilbert aproximado, C<a>'<’¡5>es dependiente de

< a>. En esta figura los puntos señalan la solución exacta. La figura 24 muestra

< (IiN> versus lá para distintos valores de La línea puntedad corresponde a la
. A _ _ l

solucrón exacta. En la figura 25 se muestra < qN > versus [3para dlSIll‘ltOSvalores de xq.
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Figura 23: Oscilador armónico. Calor específico versus B para diferentes valores de

< ¿N >/y-. (a=0.0, b=0.5, c=1.0, d=2.0; < BN > = o.) evaluada en GN , N = 5. Las

líneas punteadas muestran las soluciones exactas.
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Figura 24: Oscilador armónico. < aN > / y; versus Mi 'y / H0) para diferentes valores

de IBI H 0).. (a=0.1, b=1.0, c=5.0; < BN > :0.) evaluada en GN , N = 5. Las líneas

punteadas muestran las soluciones exactas.
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2.5

000000000001
l-25

(5503

Figura 25: Oscilador armónico. < GN> / 71 versus B fi a) para diferentes valores de

M,y / H a). (a=0.1, b=0.5, c=1.0; < BN > = o.) evaluada en GN , N = 5. Las líneas

punteadas muestran las soluciones exactas.



Si Mly la temperatura son pequeños el resultado aproximado se toma independiente de N

(dimensión de GN).

A partir de las figuras 24 y 25, en la figura 26 se muestra un dibujo pictórico de

la "ecuación de estado" El plano de líneas rayadas corresponde a la solución exacta. La

solución aproximada tiende a ese plano cuando N —>oo(a y a' tienden a cero).

Se ha realizado de esta forma, un estudio tennodim’mico del problema y se ha

evaluado al mismo tiempo el proceso de proyección desarrollado en el capítulo anterior.

La aproximación demuestra ser buena, lo que hace posible su aplicación a sistemas en los

que la solución exacta no existe.
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\\\\

/
l
I)// /,

,////I.3\// /// A,///// A,////,Ó//‘/\"///'/////7‘/77. .////// ¡1/ 1ll I ’P’I­ “N'\

Figura 26: Oscilador armónico. Vista pictórica de la ecuación de estado (relación entre

< (IÏN>, lc; y B para M, = 0 y < 6M > = O; N = 5). El plano con lineas rayadas

corresponde a la solución exacta. Los ángulos a y a' muestran la diferencia entre la
l A

solución exacta y la aproximada para valores asimóticos de xq ( o < qN >).



VI Evoluciones dinámicas disipativas y condiciones iniciales

V1.1 Sistemas dinámicos disipativos

En los tres capítulos anteriores se han desarrollado teorías que complementan y

extienden los resultados preexistentes para la aplicación del principio de máxima entropía

y la teon'a de la información a sistemas dinámicos. En todos los casos se recalcó la

importancia de la Ec. (11.3.3)de cierre de álgebra a los efectos de obtener tanto las

evoluciones dinámicas como las variables relevantes del problema en cuestión. Los casos

considerados se han caracterizado por tener evoluciones dinámicas conservativas. El

objetivo de este capítulo sera estudiar la posibilidad de describir evoluciones dinámicas

disipativas para el caso de Hamiltonianos microscópicos que son independientes del

tiempo y con ecuaciones de evolución lineales. Los resultados obtenidos se relacionarán

con los valores iniciales de los operadores relevantes, remarcando de esta forma la

importancia de las condiciones iniciales en el problema dinámico“.

El comportamiento disipativo de muchos fenómenos físicos se contrapone con la

naturaleza intrínsecamente reversible de los modelos físicos microscópic0325'26»27v23.La

disipación es, en general, el resultado de las interacciones entre el sistema observado y

algún otro (observado o tácito, como un baño térmico) en el que la energía puede fluir en

forma indeterminada, incontrolada y por lo tanto irreversible. Es generalmente aceptado

que no ocurre disipación en el nivel microscópico, siendo el fenómeno observado el

resultado de un efecto colectivo de muchos cuerpos en el que una dada partícula interactúa

con un campo que proviene de la presencia de otras partículas. Es la energía disipada, que

es cedida al campo, la que origina la disipación que se observa. Clásicamente, el

correspondiente problema de muchos cuerpos puede ser reducido a un problema de un

cuerpo, y uno se encuentra con la situación familiar de partículas sujetas a la acción de

fuerzas disipativas.

En el caso cuántico sin embargo aparecen serias dificultades si se desea trabajar

de manera similar, e históricamente se han seguido dos procedimientos de cuantificación:
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i) se introduce un Hamiltoniano explícitamente dependiente del tiempo, con un momento

canónico que no es el usual”; o ii) se introduce un Hamiltoniano no-lineal28que incluye

un potencial de fricción que depende de los valores medios de variables canónicas

conjugadas. El tratamiento de Kanai a recibido gran atención”, pero produce resultados

que son considerados no-fr'sicoszó.Una de estas dificultades es que esta teoría parece

violar el principio de incerteza. El procedimiento de segunda cuantificación mencionado

anteriormente como la teoría no lineal presenta grandes problemas de interpretación3°v31.

Por ejemplo no se pueden superponer las soluciones, y métodos como el de teoría de

perturbaciones no pueden aplicarse con confianza.

Estas dificultades han despertado el interés en estudiar la posibilidad de describir

evoluciones disipativas a partir del formalismo de teoría de la información descripto en el

capítulo II. Para esta formulación serán fundamentales tanto la Ec. (11.3.3)que determina

los operadores relevantes del problema y sus ecuaciones de evolución, como la Ec.

(11.2.9)que relaciona los valores medios o condiciones iniciales impidiendo que estas

puedan tornar valores arbitrarios.

V1.2 Influencia de las condiciones iniciales y la matriz G en las evoluciones disipativas

Como se ha mencionado en la sección anterior, la disipación aparece como una

consecuencia de las interacciones entre un dado subsistema y "el resto del universo",

usualmente denominado fuente, ya sea esta térmica o no”. Para restringir la atención al

subsistema de interés, el procedimiento usual para trabajar con variables irrelevantes es

eliminarlas por medio de operadores de proyección adecuados. En cambio, se propondrá

redefinir32 lo que se entiende por "sistema" y "resto del universo", asumiendo que ambos

forman parte de un "super sistema" descripto por un Hamiltoniano.

Como se ha mostrado en la referencia 6, dado un Hamiltoniano y un conjunto

(inicial) (ÓT) de operadores, cuyos valores medios son accesibles a mediciones

experimentales (el suprar’ndicem indica medibles), es posible dar una mecanismo para

construir un subespacio adecuado (el "relevante") del espacio de Hilbert a través del
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proceso de cierre definido por la Ec. (11.3.3). En otras palabras, el conjunto de

operadores medibles da lugar a operadores adicionales que pueden aumentar el conjunto

inicial, o por el contrario ser tratados como "no-medibles". Por ejemplo, en el caso del

oscilador armónico, se puede comenzar con el conjunto [ ii, 22, 62/2m } como

operadoresmediblesy la Ec. (II.3.3)introduciráa comooperadorno-medible

(el operador identidad se incluye siempre entre los para asegurar que la matriz

densidad es normalizable).

Esta aproximación a las disipaciones temporales disipativas consiste en: 1)

definir el supersistema como el descripto por todos los operadores, medibles o no,

definidos por la Ec. (11.3.3),y 2) asumir que los últimos dan lugar al flujo de energía

mientras que los primeros describen el sistema. La relación de cierre de álgebra desacopla

al "supersistema" del universo real externo.

En la referencia 6 se encuentra la forma general de la solución de la Ec. (11.3.6),

que determina el comportamiento temporal de los valores medios para un dado

Hamiltoniano. La situación se toma particularmente sencilla cuando I-Ales independiente

del tiempo, para la cual los coeficientes gij de la Ec. (11.3.6) son independientes del

tiempo. Los <Ó¡>¡ son entonces soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales con coeficientes constantes. Por lo tanto,

7 .

epri‘ 2 2152,),tm ,
m=0

(VI.2.1)

donde k es el número de raíces diferentes Ri de la correspondiente ecuación secular, los

LD . . . . . .alm son constantes a ser determinadas por las condlcmnes 1mC1alesy 'y+1 es la

multiplicidad de Ri. Luego, puede observarse que los autovalores de la matriz Q

determinan el tipo de evolución del sistema dinámico, al menos en el caso de

Hamiltonianos independientes del tiempo. Por lo tanto, una condición necesaria para

obtener evoluciones temporales disipativas es la existencia de autovalores reales de la
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matriz (j.

Ahora se hará incapié en la importancia de las condiciones iniciales en dar una

descripción correcta del problema en' cuestión. Como se ha mencionado en la sección

anterior, el álgebra construida bajo conmutación con el Hamiltoniano determina no solo

los aspectos dinámicos del problema, sino también los posibles valores medios de los

operadores relevantes. Esta restricción aparece porque todos los operadores relevantes,

medibles o no, deben satisfacer la Ec. (11.2.4)y la condición de normalización (11.2.6).

Un ejemplo trivial de esta limitación es el hecho que la dispersión cuadrática media es

definida positiva. Esta condición es necesaria para obtener una distribución de

probabilidad bien definida (p¡¡=<\y¡l\¡1¡>> 0) pero esto determina que <Ói>2 S <Ó%>.

Luego, no es posible seleccionar <Ó¡>2 y <Ó%>en forma completamente independiente

sin violar la condición de normalización o el carácter probabilístico de la matriz densidad.

Por lo tanto, hay dos aspectos especiales de esta formulación: a) asumir la

existencia de un conjunto de operadores { Ói, i=l,...,q ], relevante al problema físico

en cuestión, que ciena un álgebra parcial de Lie bajo conmutación con el Hamiltoniano

Los elementos gij de la matriz G determinan el comportamiento disipativo o conservativo

de la evolución temporal de los valores medios de los operadores (Ec. (II.3.6)); y b) la

existencia de un conjunto coherente de condiciones iniciales para todos los operadores

relevantes. A los efectos de resaltar la importancia de ambas condiciones, en la siguiente

sección se discutirá un ejemplo en el cual los autovalores de la matriz G son reales,

satisfaciendo la condición a) para evoluciones temporales disipativas, pero no la condición

b) sobre los valores medios iniciales.

V1.3 Evoluciones temporales disipativas para el modelo de dos osciladores acoplados

En esta sección se recurrirá a un modelo de dos sistemas interactuantes a los

efectos de aplicar el mecanismo descripto en la sección anterior. Se lo aplicará a una

generalización del Hamiltoniano cuántico de un oscilador amortiguado generado a partir
- u A A o

del Hamiltomano dual de Bateman25'33.Sean a, a+ los operadores bosómcos de segunda

113



114

cuantificación para uno de los osciladores y É, 6+ los asociados al otro, de forma tal que

iia: ea (á+a“+1/2)= ea ra (v1.3.1)

1%: sb (6+6+1/2)= eb fi, (v1.3.2)

son los Hamiltonianos de cada uno de los osciladores si estos no interactúan. A los

efectos de introducir la interacción se definirán los siguientes operadores de cuasi-spin

5-: 68, (v1.3.3)

5+ = 3+ 6+ , (v1.3.4)

tb: 5+ + 5-, (v1.3.5)

sab: “5+ - 9-), (VI.3.6)

que pemiiten expresar al Hamiltoniano como

fi = fia + fib + v1 'f‘ab+ V2531, (v1.3.7)

de forma tal que se cierra el siguiente álgebra parcial de Lie

[fi , ia] =[ fi , 'Í‘b1= i (v1gabmi”), (VI.3.8)

[[Chin]=-i[(83+Eb)gab+2v2(”fa+'f‘b), (v1.3.9)

[Ú,Éab]=i[(ea+eb)'f‘ab+2v1('Ï‘a+'f‘b). (v1.3.10)
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Por la condición de clausura (Ec. (II.3.3)), se obtiene la matriz Q

(óo :1! ó] = 'f‘a»62 = rf‘bv63 = fabv ó4 =

804 = g4o = 0 g34 = -g43 = ( ea + ab ) / ñ (VI.3.11)

814=g24=2vilñ g41=g42 =2v1/ñ (v1.3.12)

s13 = 823 = -2 vz/Fl 331 = g32 = -2 v2 / n (v1.3.13)

y los restantes elementos son nulos. Como se ha demostrado en el capítulo II, la matriz Q

definida por la ecuación (11.3.3)contiene toda la dinámica del sistema y, en particular, las

distintas raíces de la ecuación secular de la matn'z G son los coeficientes de las funciones

exponenciales que caracterizan a la solución del problema (se asume que lj-Ïes

independiente del tiempo). Cuando estas raíces son reales, puede tener lugar un

comportamiento disipativo si son seleccionadas algunas condiciones iniciales muy

especiales. Las ecuaciones de movimiento para los operadores relevantes toman la forma

A

d <Ta>t _
d t _ (v2/ n)<iab>r (v1/n) ¿M (VI.3.14)

#31: (V2/ h)¿apl- (v1/ñ) ¿al?t (VI.3.15)

W: (2V2/ n)(<f‘a>l+(i‘m) + [(ea+sb) / ñ] ¿M (v1.3.16)

9%: - [(2v1/h) (¿iz?l +¿bm + [(ea+sb)/ n]¿"an . (v1.3.17)

Estas ecuaciones pueden ser integradas fácilmente si se resuelve

det(Q-ll)=0 (VI.3.18)
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Se obtiene que los autovalores se la matriz Q son

12=[4(v12+V22 )-82]/ñ2 (v1.3.19)

donde

E = ea + Eb . (VI.3.20)

Por lo tanto, las soluciones de las Ecs.(VI.3.14-l7) son

A A 1 A A

<ra>l = ¿Fa>o - 2 [2 (v12 + v22) (<í‘a>o+<rb>o) + e (v1 <Tab>0 + v2 <€ab>o) ­12 h

(v1.3.21)

- [ exp( 7»t) f0») + exp( -7&t) 300] /2} ,

áb>t = ¿Vo - ¡2152 {2 (v12+ V22)(<fia>0+<fb>o) + E(V1¿fab>0 + v2 <éab>0 ) ­

(v1.3.22)

- [ exp( 7kt ) f0») + exp( J» t) g(7»)]/2 },

(¿ha = 1 [2 v1 e (<Ï‘3>0+<'Ïb>0) + 4 v1 (v1 <'fab>o + v2 <Éab>o ) +
X2 F12

(v1.3.23)
[CXPÜv t) (V2Mï - EVI) f0») - HPC?» t) [(V27kñ+ €V1)8(7»)]

2 (VI2 + V22)
} ,

1 A A

12 B2 {2 v2 e (<'fa>o+<Tb>o) + 4 v2 (v1 <Tab>o + v2 <gab>o) ­

=
(VI.3.24)

[exp(?» t) (ngï - EV1)f(?L)- cxp(-7Lt) [(vzlñ + ev1)g(7\.)] l
2 (V12 + V22) '
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fa) = 2 (v12 + V22) (<'Í\‘a>o+<f‘b>o) +

(v1.3.25)

+ (V2 7x n + e v1) ¿3m - (v1 1 ñ - e V2)<€ab>o,

800 = 2 (V12+ V22)(¿fa>0+<fb>0) ­

(V1.3.26)

- (v2 A ñ-ev1)<1“‘ab>o+(v1M+ev2)<éab>o.

Dos regímenes distintos tienen lugar de acuerdo con el valor de la constante de

acoplamiento. Para

(v12 + v22 )< (e/ 2 )2 (v1.3.27)

, A A A
las evoluc1ones temporales de <Ta>¡ , <Tb>t , <Tab>l , <Éab>t adoptan un carácter

estacionario (funciones oscilantes). De mayor interés se el caso opuesto, es decir,

(v12 + V22 )> (e/ 2 )2 (V1.3.28)

para el cual 7»es real (ver Ec. (V1.3.19) y se obtienen funciones exponenciales reales para

la evolución de los valores medios (ver Ecs. (VI.3.21-24)). Con el objeto de evitar

divergencias cuando t —>ooes necesario imponer la condición

f O»)= 0 (v1.3.29)

2 (v12 + v22) (<1“a>o+<i‘b>o) = - (v2 x h + e v1) ¿fab>0 +



+ (v1 7k h- evz) <Énb>o. (VI.3.30)

Para obtener en forma explícita la Ec. (V1.3.30) es necesario evaluar los valores

medios y estudiar las implicancias de esta condición. Esto será hecho en la próxima

sección. Con esta condición, las Ecs. (VI.3.21-24) pueden ser interpretadas como la

descripción de un proceso amoniguado. Los valores medios de 'Ï‘ay 'Ï‘bdecrecen a medida

que t aumenta. Por lo tanto, para un observador confinado a uno de los subsistemas la

energía parecerá disiparse. Este comportamiento disipativo aparece como una

consecuencia de haber elegido correctamente ea, Eb, v1 y V2, por un lado, y las

condiciones iniciales ¿190, <1b>o , <’Ï‘ab>oy <Éab>o por el otro. No es necesario

efectuar ninguna aproximación siendo todo el resultado de un cálculo cuántico. Las

condiciones necesarias para obtener estos resultados son las impuestas por las Ecs.

(VI.3.8-10), es decir, el cierre de un álgebra parcial de Lie con el Hamiltoniano total y la

Ec. (VI.3.30).

Las ecuaciones (11.2.5) y (11.2.6) indican que para el cálculo de los valores

medios se utiliza una matriz densidad normalizada, correspondiendo entonces con estados

posibles del sistema. El álgebra parcial de Lie subyacente relaciona los distintos valores

medios, como lo indica la Ec. (11.2.9). El hecho que estos valores medios no son

cantidades mutuamente independientes es crucial, como se verá luego. Es importante para

el presente propósito verificar en que caso las Ecs. (11.2.9), (VI.3.30), (VI.3.8-10) y

(VI.3.28) forman un conjunto compatible. A partir de la Ec. (V1.3.28) se define

cos(G)Et3/(2\Ív12+v22 ). (VI.3.31)

De esta forma, la Ec. (V1.3.30) resulta

-(v2 sen(G)-v1 cos(9))<'l\‘@>o+(v1 sen(9)+v2 cos(9))<53b>o

N512 + V22

= (- a <Tab>o+B<5ab>o),

A A

<Ta>o+<rb>o
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a _ (v2 sen (0) - v1 cos (6)): cos ( e' ) s 1 (v1.3.33)
‘ÍV12 + V22

B (V1 5°“ (e) + V2 °°S (9)) : sen ( e' ) s 1, (v1.3.34)
‘JVIZ + V22

a2 + [32=1 . (v1.3.35)

Luego, un vínculo adicional afecta elproblema dinámico que no puede ser ignorado.

El resultado exacto del Hamiltoniano de Bateman se obtiene cuando

ea: -eb (e :0), v1=0 (V1.3.36)

y el Hamiltoniano se escribe como

fi = ea (8+8- 6+6) + iv (8+ 6+ - 63) . (v1.3.37)

La condición inicial necesaria en este caso para evitar divergencias es

¿aye = - (<Í‘3>0+<’Ï‘b>o). (VI.3.38)

Esta condición inicial es una restricción adicional no contemplada en la solución dinámica

del problema.

V1.4 Determinación de un conjunto coherente de condiciones iniciales.
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En los párrafos siguientes se demostrará, partiendo de propiedades muy

generales, que las Ecs. (VI.3.30) o (V1.3.32) no pueden cumplirse. Por lo tanto este

álgebra no cumplirá con el requisito b) de la sección III necesario para obtener

evoluciones disipativas. El cálculo particular de los valores medios se efectuará en 1abase

producto

Ia¡,bm>=la1>®|bm>, (VI.4.1)

y los elementos de la matriz densidad se denominarán

pliT=<a¡,b_¡I 6 Ia1,bm>. (v1.4.2)

Los valores medios serán

< "Pa> = 1/2 + 2 1 pl'} (v1.4.3)
l;j=0

A .
<Tb>=1/2+ 2] pl} (v1.4.4)

];J=0

l;j=l

<éab>=-22 (lj )1/2 Im [p¡_1‘jj_1]. (VI.4.6)
l;j=1

Si se define

l . l . l .

Re [p¡_1j'_l]s Ip“ ¿1| cos ( e¡_l ¿1 ), (v1.4.7)
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l . l . .

Imlpi.1ï-1]E'PI-1}-1 |sen(6¡_'1}-¡ ), (V1.4.8)

las Ecs. (VI.3.30) o (VI.3.32) se expresan como:

A A _ '

<Ta>0+<Fb>0= 1+ 2 (1 +1) pll'}=
¡3:0

= —cos ( e' ) ¿M + sin ( e' ) <éab>o = (v1.4.9)

=—2z (1j)1/2 I p¡_1‘j{lI cos (e' - el_l‘j{¡) .
13:1

Para trabajar con un espacio de probabilidad bien definido, los coeficientes pliTdeben

cumplir

pl}2 0 ,V i,j (v1.4.10)

¡plgï ¡25 py].p}: , (v1.4.11)

y considerando que se trabaja con un espacio de Hilbert infinito, la temperatura debe ser

una magnitud positiva (ver capítulo anterior)(fi¡'_1¡}Zpg ). Si se considera el caso más

favorable: cos (6' - 9L} ) = -1, resulta que

00

A A _ '

<Ta>o+<Tb>0=1+ 2 (l +1) pg >
lj=0

(v1.4.12)

>2 Elx/(1+1) 0+1) pH >
l;j=0

> - cos (6') <’Í\‘ab>o+ sen (9') <éab>o.



Esto significa que, para el caso particular del Hamiltoniano de Batemann generalizado, a

pesar de que la dinámica Hamiltoniana permite obtener un comportamiento disipativo, este

no puede alcanzarse porque la relación que es necesario imponer sobre las condiciones

iniciales necesarias para cancelar la componente divergente de la evolución no pueden

encontrarse. Este resultado permite concluir que las condiciones iniciales tienen un rol

destacado dentro del problema dinámico.

Se observa así que la teoría de la información resalta claramente la importancia de

las condiciones iniciales. y asegura la utilización de estados físicos reales del sistema; es

decir estados normalizados compatibles con los operadores relevantes.
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VII Modelo para la corriente superconductora en unajuntura Josephson

V111 Introducción al efecto Josephson

Este capítulo se dedicará a la formulación de un modelo Hamiltoniano que

explica la aparición de una corriente superconductora continua (dc) y alterna (ac) en una

juntura Josephson. De esta forma, se utilizará la teoría desarrollada en los capítulos

anteriores para resolver un problema no académico de interés en el campo de la física del

estado sólido34.

El fenómeno de superconductividad fue observado en primer lugar por

Kamerlingh Onnes3s en 1911 mientras medía la resistividad como función de la

temperatura. Encontró que a 49K la resistividad del mercurio caía abruptamente a cero.

Este fenómeno fue denominado superconductividad, y la temperatura a la que se produce

temperatura crítica Tc. En principio, los físicos teóricos supusieron incorrectamente que el

hecho de encontrar una resistencia elétrica nula a frecuencia cero implicaba que no podía

existir campo elétrico de ninguna frecuencia dentro del superconductor. En ese caso. la

ecuación de Maxwell

VxE(r,t)=-%ÉL5+-t—)- (VII.1.1)

determina que cualquier campo magnético presente en el metal normal será "congelado"

cuando se transforme en superconductor. De esta forma, el estado superconductor

dependerá críticamente de la historia pasada de la muestra. De esta forma, el problema no

puede ser tratado mediante técnicas de equilibrio térmico y no se puede avanzar demasiado

en un modelo teórico.

En 1933 Meissner y Oschenfeld36 descubrieron que un superconductor es un

material diamagnético perfecto. Se encontró que un campo penetra solo a una profundidad

aproximada de 500 Á, independientemente de la historia de la muestra. Asi, el campo es

expelido cuando la muestra se torna superconductora y la situación es de equilibrio



termodinámico. A partir de este descubrimiento se lograron algunos avances en el campo

teórico. Cabe mencionar el modelo fenomenológico de propiedades electrodinámicas de

superconductores hecho en 1935 por F. y H. London37. En los años 50 se determinó que

la temperatura crítica Tc dependía de la masa isotópica M de los núcleos de la red en la

forma33u39Tc e M'a, a E 0.5, y eso sugirió que la interacción electrón-fonón era

imponante para la superconductividad.

En orden lógico (pero no histórico), la siguiente evidencia experimental con que

se contó ocurrió en 1961. Deaver y Fairbank4° y Doll y Niibauei“l mostraron que, para

una muestra superconductora multiplemente conectada, el flujo atrapado a través de

cualquier agujero de la misma está cuantificado en múltiplos de hc/Ze. Esto demostró que

la carga efectiva de los entes que componen el superfluído es 2e.

El siguiente avance teórico ocurn'ó en 1956 cuando L. Cooper12mostró que una

interacción atractiva suave, inducida por fonones, origina una inestabilidad en el mar de

electrones libres de Fermi. Los principales puntos del razonamiento de Cooper fueron:

1) La interacción Coulombiana entre electrones está perturbada por la presencia de los

otros electrones y por los iones positivos de la red. La interacción positiva ocurre

como el resultado de la interacción atractiva entre electrones y fonones que supera la

interacción repulsiva Coulombiana apantallada. Luego, los electrones que tienen

energías entre

Ep s e S EF + ñ (0D (VII.1.2)

se dispersan mutuamente mediante el intercambio de un fonón virtual. En la Ec

(VII.1.2) EF es la energía de Fermi y (0D es la frecuencia de Debye. Esta surge

porque es la frecuencia aproximada de un fonón promedio, y a esas energías el

denominador de la energia de interacción efectiva electrón-electrón es pequeña, y

entonces el acoplamiento es resonante. Físicamente esto describe a un electrón

moviéndose a lo largo de la red y empujando los iones de carga positiva hacia si

mismo, y por lo tanto creando una región de carga positiva a su paso. Si se
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3)

4)

consideran los electrones, esto aparecerá como una atracción efectiva entre ellos.

Los electrones tienden a aparearse en estados con el momento apropiado p y -p. Esto

es físicamente razonable si se piensa que la interacción atractiva electrónica liga pares

de electrones en un estado S similar al del positronium.

Uno puede estar razonablemente sorprendido de que la fuerza atractiva débil origine

una ligadura dado que los electrones se están moviendo casi a la velocidad de la luz.

La razón subyacente es el principio de Pauli que bloquea todos aquellos estados de

menor energía. Entonces, el par existe en un "pozo de potencial".

Sobre la base de estos argumentos Cooper mostró que una interacción atráctiva muy

débil produce un par de electrones con energía 2B}:que cae por debajo de la energía

de Fermi. Esto implica que el mar de Fermi usual no es una descripción apropiada de

los electrones en un superconductor.

Inspirados en estos resultados, Bardeen, Cooper y Schrieffet‘13formularon una

teoría microscópica en 1957. La teoria se basa en la existencia de una interacción atractiva

electrón-electrón resultante del intercambio de un fonón virtual. Un electrón con vector de

onda k emite un fonón virtual q que es absorbido por un electrón con vector de onda k'.

Esto transforma las energías de k a k-q y k' a k'+q. Dado que el proceso es virtual, la

energía no necesita conservarse. La naturaleza de la interacción resultante entre los

electrones depende de las magnitudes relativas del cambio de energía electrónica y de la

energía del fonón ñ (oq.Si el último excede al primero entonces la interacción es atractiva.

El postulado fundamental de la teoría BCS es que habrá superconductividad cuando la

interacción atractiva entre dos electrones producida por el intercambio de fonones sea

mayor que la interacción repulsiva Coulombiana, apantallada por la red. Se escribe el

Hamiltoniano completo de la energía de un electrón como

É =z E (AÏk-J-V2 ók'ïq ók' ókÏq ók (VII.l.3)
kk'q

2
k0

donde se han suprimido los índices de spin. Aquí, (6k) es el operador de creación
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(destrucción) de electrones en el estado de Bloch |k>, Ees la energía de ese estado medida

con relación a la energía de Fermi y V es la constante (positiva) de aparcamiento que es

característica del material. Los términos más importantes son aquellos que relacionan k y

-k. Para obtener las propiedades del estado fundamental es suficiente trabajar en un

subespacio de pares descripto por el Hamiltoniano

¡3:2 e (óï ók + 6.1;¿lo-¿v 2 cr: (“3.19ék ó-k. (VII.1.4)k kk'

La Ec. (VII.1.4) se conoce como Hamiltoniano BCS reducido y opera solo en el

subespacio de pares de estado S. Cabe aclarar que +k implica spin hacia arriba y -k

implica spin hacia abajo.

De lo expuesto se deduce que los pares de Cooper son centrales en el efecto de

superconductividad. Se restringirá la atención al caso en que los electrones están presentes

o ausentes de a pares (k,-k). De esta forma, el estado superconductor está descripto por

I‘P>=HI‘Ppa,>k (VII.1.5)
k

donde | ‘Ppm >k es el estado del par (k,-k). En esta notación de pares un mar de Fermi

lleno (a temperatura cero) es

óï6110>s
|0>E

l lleno >k para Ikl S k}:
I vacio >k para Ikl > kp

Esta aproximación se conoce con el nombre de modelo de pseudospin de Anderson“.

En 1962 Josephson predijo (solo sobre la base de consideraciones teóricas) que

cuando dos superconductores se ponen en contacto aparece una corriente de pares de

electrones entre ambos por efecto túnel. Los efectos predichos fueron:

1) Existirá una corriente superconductora continua (dc) en ausencia de una fuerza electro

motriz externa. (Efecto Josephson dc),
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2) Existirá una corriente superconductora altemada de frecuencia 2eV/h si se aplica una

diferencia de potencial constante V entre los superconductores (Efecto Josephson ac).

La utilización del modelo de pseudo-spin de Anderson“4-“5 para resolver el

problema de superconductores débilmente interactuantes ha ocasionado un gran número

de controversias“v47.43»49v5°.Se ha encontrado que el operador que representa el

desbalance de carga es cero aún para junturas polarizadas con tensión47r43.En este

capítulo se utilizará un modelo simple de corriente de pares de pam’culas por efecto tunel

que ha sido introducido originalmente por Eckmann y GueninSl y que, a pesar de ser

sencillo, conserva todos los detalles del problema original.

Se definirá un álgebra de operadores cerrada frente a conmutación con el

Hamiltoniano y, mediante la teoría de la información desarrollada hasta aquí, se calcularán

los valores medios de esos operadores con lo cual se podrán resolver las controversias

existentes hasta el presente. Al encontrar los invariantes dinámicos del álgebra, se definirá

un subespacio para el cual surgirá en forma natural la dependencia de la corriente de

Josephson con la fase, asi como una interpretación geométrica de la misma. Se mostrará

como calcular el desbalance de carga, que no es uno de los operadores relevantes, y la

razón que ocasionó las dificultades antes mencionadas. Finalmente, la teoría permitirá

obtener la ecuación de Josephson para la evolución temporal de la fase.

VII.2 El modelo

Sean dos superconductores acoplados, descriptos por el Hamiltoniano

fi=fi+fi+ü, (VII.2.1)

donde y [913describen los superconductores de la izquierda y la derecha y tienen la

forma:

fi0=eÑ+es+s, (vn22)
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e es la energía de una cuasipartt’cula medida a partir de la superficie de Fermi, 9 es la

constante de acoplamiento del modelo BCS,

N = aT aT + SI St (VII.2.3)

es el operador de densidad de particulas, y

5+ é = á? áï Si, 3T (VII.2.4)

es el operador de número de pares. á; (ac) es el Operadorde creación (aniquilación) de

cuasipartículas de spin o.

El último término de la Ec. (VII.2.1), Él,

Él: p ( s: sd +53 si) (VII.2.5)

es el Hamiltoniano de transferencia de pares por efecto túnel, que representa la

transferencia en dos pasos de electrones a través de la barrera, como fue introducida por

Wallace y Stavn52. En el Hamiltoniano se ha tomado la aproximación de considerar un

solo momento k, que ha pesar de ser una simplificación drástica de un sistema tan

complejo como este, mantiene todas las características del problema. Este Hamiltoniano

describe tanto la corriente por efecto túnel dc como ac. Comparándolo con los trabajos de

Ferrell47 y de Di Rienzo y Young43, se observa que considerar en forma explícita los

Hamiltonianos de orden cero, + Il-Ïg,es equivalente a mantener una diferencia de

tensión V constante entre los superconductores de la derecha y la izquierda, pues se puede

definir

si=e?-cV/2

(VII.2.6)
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ed=eg+eV/2.

Di Rienzo y Young43 consideraron solo el caso E?=€8,mientras que Ferrell47, a pesar de

considerar superconductores diferentes, no incluyó los Hamiltonianos de orden cero en la

definición del álgebra de operadores. Se mostrará en la sección VII.4 que el Hamiltoniano

(VII.2.1) reproduce el efecto Josephson dc y ac si se consideran los límites adecuados.

Se estudiará la dinámica de algunos observables cuyos valores medios se

conoce. Esas variables serán el número de partículas a cada lado de la juntura, el número

de pares y el operador de transferencia de pares. Los operadores son:

ól = Ñl (VII.2.7)

Óz = Ñd (VII.2.8)

63 = é”; si (vu.2.9)

ó4 = e; sd (vu.2.10)

65 = 9*; sd + s; s¡ (vn.2.11)

A partir del formalismo descripto en los capítulos anteriores, se define una semi-álgebra

cerrada. Las ecuaciones de movimiento para el conjunto completo resulta:

[1%,ól] = 2 i p óó (VII.2.12)

[1%,óz] = —2 i p 66 (vu.2.13)

[Ii ó3] = ip óó (vu.2.14)



(fi, 64] = —ip óó (VII.2.15)

[PAL65] = i a óó (VII.2.16)

[l’ÏLóó] = iaós - 2a p ó7 (VII.2.17)

[PL 67] = —2 i p óó (VII.2.18)

donde

óó = i ( SÉ sd - 55 si), (VII.2.19)

ó; = s: s¡ (ï - Ñd) —53 sd (ï - Ñp (VII.2.20)

y

= - [ 2 (ai - Ed) + ei - 9d]- (VII-221)

Aquí se puede observar claramente que a juega el rol del voltage en la juntura cuando

VatO.aun si los superconductores son iguales. Los operadores óó y Ó7 han sido

generados al cerrar el álgebra necesaria para conocer la evolución temporal de los valores

medios de los observables Ó1 a Ós. Luego, se define un conjunto de M + 1 operadores

relevantes:( óo= ï, 61,62, 63, 64, ós, óó, ó7 1. La matriz g (Ec. (11.33» se define

como:

816=g17=-g26=-867=2ip

236 = - E46 = i P (VII.2.22)



y los demás elementos nulos. Usando las Ecs (11.3.3)y (VII.2.22) resulta:

COD

g56=-gós=ia.

<Ól > = < Ó1>o - f (a,p) - w (a,p,t)

<Ó2> = < Óz >0 + f (a,p) + w (0.,p,t)

<ó3> =< ó3>o -¡1¿-f(a,p)-%-w(0L,p,t)

< (54> = < Ó4>o + áf (a,p) + ¿w (a,p,t)

<Ós>=< Ós>o--;—pf(a,p)"235w (a,p,t)

< óó > = < óó >o cos(mt) + É-‘g-f(a,p) sen(mt)

< Ó7 > = < Ó7 >0 - f (a,p) - w (a,p,t)

f(a,p)=Ü (a<ós>o+2p<ó7>o)

w (a,p,t) = :—%<66 >o sen(mt) —f (a,p) cos(cot)

52m2=a2+4p2.

(VII.2.23)

(VII.2.24)

(VII.2.25)

(VII.2.26)

(VII.2.27)

(VII.2.28)

(VII.2.29)

(VII.2.30)

(VII.2.31)

(VII.2.32)

131



En la próxima sección se calculará la función de partición (eM) para obtener los valores

medios delos operadores.

VII.3 La función de partición.

Para expandir el espacio de Hilbert se utilizará la base formada por los dieciseis

autovectores

Ii1,i¿,dT,d¿>=liT>®|i¿>®|d1‘>®|d¿> (VII.3.1)

donde i y d toman los valores Oo 1. En esa base todos los operadores son diagonales,

excepto Ós y óó. La base está definida por lm>, donde m toma los valores 1 a 16 siendo

|1>EI1,1,1,1>, |2>EI1,1,1,0>, I3>E|1,1,O,1>, I16>E|0,0,0,O>. Los elementos de

matriz de los operadores relevantes

<ilóan>=ij (VII.3.2)

resultan

2 i=1;2;3;4 (VII.3.3)
Oiii=

1 i=5;6;7;8;9;10;11;12 (VII.3.4)

2 i=1;5;9;13 (VII.3.5)
0%:

l i=2;3;6;7;10;11;14;15 (VII.3.6)

ofii -1 i=l;2;3;4 (VII.3.7)

ofii =1 i=1;5;9;13 (VII.3.8)
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0434 = - 013;13 = 1

04513 =0135;4 = 1

ylos demás elementos nulos. Para la matriz densidad se obtiene

<1Ilnall>=-M-2(M+7\.2)-(l3+7\4)

<2Iln6|2>=<3Iln6I3>=-7\o-2M-7Lz-?»3

<4|ln6l4>=-Xo-2M-X3-l7

<5nn6|5>=<9I1n6I9>=-xo-7Ll-2M—A4

<6lln6|6>=<7|ln6l7>=

=<10Iln6|10>=<11|ln6|11>=-7Lo-M-A.2

<8I1n6I8>=<12I1n6I12>=-7\o—x1

<13I]n6|13>=-7\0-27\.2-7L4+X7

<14Iln6l14>=<15|ln6|15>=-A.0-7Lz

<16Iln6|16>=-lo

(VII.3.9)

(VII.3.10)

(VII.3.11)

(VII.3.12)

(VII.3.13)

(VII.3.14)

(VII.3.15)

(VII.3.16)

(VII.3.17)

(VII.3.18)

(VII.3.19)

(VII.3.20)
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Diagonalizando ln 6, se calcula cm, que resulta

e“) = 1 + e' 2(11+M)-(7»3+14)+ 2 e' k1- 2M ' ¡4 + 2 6211- ¡2 - 7k3+

(VII.3.21)l l
+4e'M-7vz +2e-M+Ze-7»1+2<:-7ï1-7k2-LÏ:_‘1lcosha,

donde

a=\/(7\.1 ¿2 + Mi)“ + x7)2 + 152 + 162 (VII.3.22)

y M son los multiplicadores de Lagrange. A partir de la Ec. (VII.3.21) y (11.2.9) se

calculan los valores medios delos operadores

3M<ól>=<Ñi>=-——=ah

= 2 e'¡0{ 6'2(7»1+12)-0»3+7ï4)+ ell-21244 + 2 e'2ll'x2'l3+

(VII.3.23)
l Á. l 7k

+ 2 cal-¡2 + e-M + 6-11-12'(4+74)'cosh(a) - e'M-M-Á'lid senh(a) cos(6)},

= 2 e'¡0( e'2(11+12)'(13+14) + 2 6'11'212'14 + 6'211'12'X3+

(VII.3.24)
7x. X X 7x.

+ 2 e'll'lz + 6'12 + e'11'7‘2'(4+ïú cosh(a) - «:Jvl'M'S-ÉL-A'lsenh(a) cos(6)]

< Ó3>=<éï é¡¡>=—m=
513

= e'¡0{ C'2(11+¡2)'0v3+7t4)+ 2 6211-12-13 +

(VII.3.25)
X X

+ 6'11'12' cosh(a) - C'AI'X2ÁJÏA1senh(a) cos(6)],
(¡:3 +14!
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<ó4>=<sg509%:
3M

= e'10{ e'2(¡1+¡2)'(¡3+¡4) + 2 C'XI‘ZX’Z'X4+

(VII.3.26)
(13+l“ l l

+ 6-114-2- 2 cosh(a) - C'XI‘XZ'SJÏQ senh(a) cos(9)},

<ós>=<éïéd+égé¡>=-ï<l=
3X5

(VII.3.27)
l 7»

,2 e-XOe-ll-lz-(Jïdscnhm) sen(9) COS(<|>),

<69:46: she; 503-3%:

l l (VH.3.28)
= -2 6'10 e'11'12'(áiï¿lscnh(a) sen(9) sen(q>),

< ó7>=< Hgm-131d)-éááda-Ñi)>=-%=

l l (VII.3.29)
= -2 e'lo C'XI’XZÁ 3+_2‘Llsenh(a)cos(9)

donde

X 4‘.
(ll-12+ 32 4+17)

cos 9 a (VII.3.30)

Y

tang<|>=-A—6Q. (VII.3.31)



La evolución temporal de los multiplicadores de Lagrange se obtiene a partir de la Ec.

(11.3.4), resultando

dt _ï _ï =T :T :o (VII.3.32)

% = ¡6 (vn.3.33)

% :15901- 12)+ 513 - x4) +%7Ls+¿ñP-x7 (VII.3.34)

% = ¡6, (VII.3.35)

La solución de estas ecuaciones es

m)‘ = x? , i=1,2,3,4 (VII.3.36)

Asa) = 12 —E“—[ da) (1- cos (mt) + x2 sen (c001 (vn.3.37)(.0

16a) = x2 cos (cut)+ da) sen (cot) (VII.3.3 8)

x70) = 19, - :—&[ dOl.) (1- cos (mt) + x2 sen («00] (VII.3.39)(I)

donde

13-12
d(7l.)= BJ- [2 p (A?- 13 + T+ 19,)+ a 12] (VII.3.40)(.0



1'12(02 = a2 + 4 p7- . (VII.3.41)

A partir de estos resultados se calcularán los invariantes de segundo orden del sistema.

Esto permitirá dar una interpretación geométrica a la corriente Josephson.

VII.4 Invariantes dinámicos de una juntura Josephson. Modelo de pseudo-momento

angular.

Como se mostró en el capítulo II, para obtener los invariantes dinámicos de

segundo orden es necesario conocer la métrica E y E' de los espacios duales de

operadores y multiplicadores de Lagrange, definidas a partir de las Ecs. (lI.4.lO-11).

Resolviendo las Ecs. (II.4.12-13), los invariantes resultan

61-? ós, (VII.4.1)

02+-2¿fl Ós. (VII.4.2)

Ós-fi Ós. (VII.4.3)

ó4+g ós, (VII.4.4)

67-?“2 ós , (VII.4.5)

652+ 662+ 672, (VII.4.6)

x7 —i215 , (VII.4.7)
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a2= (11 —A2 + x7)2+ x52+ 7,62. (VII.4.8)

Los primeros cinco invariantes (Ecs. (VII.4.1-5) están asociados a la conservación del

número de electrones, de pares y de la energía. De los invariantes definidos por las Ecs.

(VII.4.6) y (VII.4.8) y utilizando los valores medios de los observables (Ecs. (VII.3.23­

29)) es posible definir dos espacios interrelacionados, uno de operadores y otro de

multiplicadores de Lagrange. El espacio de operadores, compuesto por Ós, óó y Ó7, tiene

las siguientes relaciones de conmutación:

[ ós, óó] =-2i 67, (VII.4.9)

[ óó. 67] =-2i ós, (VII.4.10)

[(57, Ós] =-2i óó. (VII.4.11)

[652+óó2+ 672, o¡] = o, i=5, 6, 7. (VII.4.12)

Se identificará entonces al espacio de operadores con el de momento angular, donde el

operador de Cassimir está dado por la Ec. (VII.4.6), como puede verse de la Ec.

(VII.4.12). De esta forma, sin hacer suposiciones agregadas al modelo y sin forzar

definiciones, se puede hacer la siguiente asociación entre la semi-álgebra de Lie, definida

por las Ecs. (VII.4.9-11), con el grupo SO (3) (ver Ecs. (VII.3.27-29)):

ós <—>Í, , (VII.4.13)

Ó6<—>Ïy , (VII.4.14)

O7 <—-)Jz. (VII.4.15)
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Asi se muestra que la teoría permite definir cuales son los operadores relevantes del

problema físico de forma tal que la aproximación de momento angular surge naturalmente

a partir de los invariantes del espacio. El espacio dual de multiplicadores de Lagrange se

define a partir de la invariancia de a, como:

7.5= x 15 (VII.4.16)

16 = y 16 (VII.4.17)

x7 = z(7\.1 az + X3244+ a7) (VII.4.18)

donde (x, y, z ) son los versores cartesianos. Como se demostró en los capítulos IV y

V, es equivalente trabajar con cualquiera de los espacios. En ambos casos, el módulo del

vector radial es un invariante de movimiento, como se demostró en las Ecs. (VII.4.6-8).

A partir de las Ecs. (VII.4.13-15) y del cálculo de los valores medios (Ecs. (VII.3.27­

29)), se definen los operadores 6 y (ll;mediante las relaciones

ós = Ro sen 6 cosq? (VII.4.19)

A A

06 = Ro sen é sen 4) (VII.4.20)

A

07 = Ro cosé (VII.4.21)

donde

(K3 -7\4)
2Ro = -2 exp [ ¿o - (11+7tz) - ] senh a . (VII.4.22)
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Esta ecuación relaciona las magnitudes de los vectores radiales de los espacios duales (Ro

y a). Utilizando el hecho que lo, M, 12, X3,y X4 son constantes de movimiento (Ec.

(VII.3.32)) y la Ec. (VII.4.7) se demuestra que Ro también es un invariante, reforzando

el resultado dado por la Ec. (VII.4.12). El valor medio del operador que representa la
+

corriente de pares‘17v43-5lI = ¿(5217523 puede obtenerse de la Ec. (VII.2.23-29)

I_ d<ó > _ E ó V
_ _Ldt _ - ñ < 6> ( 11.4.23)

resultando

I= -% Ro < sen 6 senq“)>. (VII.4.24)

De esta forma se obtiene la relación de Josephson”, donde q’Sestá asociado con la fase de

Josephson entre los dos superconductores.

Resumiendo, a partir de la teoría de la información se ha calculado una base de

operadores que forma un álgebra de Lie y cuyo grupo asociado tiene una simetría del tipo

80(3). Una de las componentes, <óó>, está asociada a la corriente de pares a través de la

juntura. La fase de josephson aparece como una consecuencia de la relación invariante

entre los multiplicadores de Lagrange, siendo este resultado una consecuencia de haber

maximizado la entropía. Se encuentra de esta forma una definición dinámica de la

corriente de josephson que, no depende de aproximaciones particulares del problema y,

es siempre proporcional a sin (b,independientemente del voltage de polarización.

VII.5 Con-¡ente por efecto tunel de ac y dc.

VII.5.a Límite de juntura sin polarización: corriente por efecto tunel de dc.

Habiendo calculado la corriente como función de la fase, es necesario evaluar cl



141

comportamiento de su derivada, ya que este es uno de los principales puntos que han sido

discutidos en el trabajo de Ferre1147.De las ecuaciones de evolución de los operadores se

obtiene

d_<dó[6_>=%<ós>+¿ñe<ó7> (VII.5.1)

que puede escribirse como

d<dót6>=<Rol:-:-sen 9 cos q>+ 273cm; e :|> . (V1152)

Los ángulos, o, la fase de Josephson, y 6 se definen como

q>= arctg <6? (VII.5.3)
<Ó5>

0

Mt)=arct — VII.5.4
Ó gls“) ( )

y

A l 4»
(Al-12+ 32 4+7»7)

cos 6 a , (VII.5.5)

donde a fue definido en la Ec, (VII.3.22).

Se considerará el caso en que los superconductores de ambos lados de la juntura

son iguales. Este es un caso importante ya que superconductores diferentes tendrán un

potencial en la juntura ocasionado por los distintos potenciales quimicos de cada uno. La
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evolución temporal de los multiplicadores de Lagrange para este caso particular se obtiene

con las siguientes condiciones iniciales

11 = 12 = 1? (VII.5.6)

x3 = x4 = 12 (VII.5.7)

y

a = 12 , (VII.5.8)

donde se ha usado que 1%= 19/= 0 . Es fácil de comprobar que

cose:2p
(ñ

Z (cos (cot) -1 ), (VII.5.9)
co)

donde cuha sido definido en la Ec. (VII.2.32). Dado que el primer término de la Ec.

(VII.5.2) es también proporcional a a, se tiene que

A

_d<36> _, o (VII.5.10)

para una juntura no-polarizada (0t=0), asegurando que la corriente Josephson dc es

realmente una corriente superconductora. La constante a representa la tensión de

polarización aplicada a la juntura y por lo tanto, si los superconductores son diferentes se

obtendrá una corriente de ac.

VII.5.b Límite de juntura con polarización: corriente por efecto tunel de ac.

Para estudiar la dependencia temporal de la corriente Josephson, se observa que
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d o 1 d<Ós> d<Ó5>l—=—— 5>—- <Ó>—— (VII.5.11
dt <Ós>2+ <óó>2 dt 6 dt J )

pudiéndose expresar como

dq>_ a 2 cos G
dt — h + ¿h sen e cosd). (VII.5.12)

Si se considera que los superconductores interactúan débilmente, es decir a >> p, se

obtiene, luego de efectuar el promedio temporal

9p“;
II

:r[Q
, (VII.5.13)

que concuerda con la ecuación de Josephson.

VII.5.c Definición apropiada del desbalance de carga.

Como se mencionó anteriormente, el cálculo incorrecto del desbalance de carga

ha dado lugar a controversias. Esta magnitud está dada por el valor medio del operador

el = ¿4 é? s¡ - s; sd) =%(ó3 _(54). (VII.5.14)

Para analizar el significado físico de los resultados obtenidos en las secciones previas es

necesan’oenfatizar que el subconjunto de operadores relevantes asociado con 80(3) está

compuesto por Ós, óó y Ó7. Está claro que este último operador no describe el desbalance

de carga como fue asumido previamente por otros autores47v43.Usando los resultados

obtenidos para el cálculo de los valores medios se obtiene para <éz>:
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11.3 Xd!
< éz> = e'm (6'27‘1'12'x3-cil-“2'14 - 2 e'll'xz' g senh a cose) .

(VII.5.15)

Utilizando esos mismos resultados se observa que el valor medio de Ó7 es

< Ó7 > = - 2 e senh a cose . (VII.5.16)-106.114793?

Cuando ambos superconductores son iguales, los primeros dos términos de la ecuación

(VII.5.15) se anulan y <Éz>=<Ó7>. Es fácil entonces comprender que esta igualdad, para

un caso particular, ha ocasionado la confusión de considerar al desbalance de carga como

el tercer operador del álgebra. Nótese también que

ó7 = 63 - (54- 63 61+ 64 62 = 63 - 64 - 563 ,ól]+ + ¿[64 ,ózL. , (VII.5.17)

donde los últimos dos términos representan las corelaciones estadísticas entre los

operadores 63 y Ól, y Ó4 y Óg, respectivamente. Por esa razón no es posible factorizar

esos productos cuando se toman los valores medios. De la Ec. (VII.5.15) se deduce que

cuando los superconductores son iguales el desbalance de carga se anula con a,

determinando que no haya exceso de carga en uno de los lados de la juntura a menos que

el sistema tenga una polarización externa.



VIII Conclusiones

En este capítulo se presentarán las conclusiones obtenidas a partir de la

resolución de los problemas presentados en los capítulos III a VII. Se dedicará una

sección para cada uno de los temas tratados, dejando para el final las conclusiones

generales y perspectivas futuras.

VIII.1 Constantes de movimiento y estados accesibles

El resultado más importante obtenido al utilizar la teoría desarrollada en el

capítulo III se encuentra en la Ec. (III.2.7), en donde se presenta una expresión original

de la entropía en términos del número de estados del sistema y de los inavariantes

dinámicos de movimiento. Las ecuaciones (HI.2.19) y (III.2.7) muestran claramente el

hecho que las correlaciones cuánticas (ver Ec. (III.1.6)) destruyen la equiprobabilidad de

los estados accesibles“, y por lo tanto la relación de Boltzmann (S=lnM) deja de valer

cuando éstas existen. La conexión de la entropía con los invariantes de movimiento resalta

su carácter dinámico y justifica plenamente la utilidad del principio de máxima entropía

para obtener las evoluciones temporales de los valores de expectación, a través de su

conservación.

Es interesante destacar que desde otro punto de vista nuestros invariantes anr ej.

Ec. (III.2.14)) hacen recordar a la fuente de producción de entropía55, a pesar de que los

primeros están escritos en términos de los multiplicadores de Lagrange li y no de sus

fluctuaciones. No obstante las magnitudes que componen K2) tienen una dinámica

claramente establecida por el álgebra asociada al problema, hecho que no ocurre con la

producción de entropía.

La aplicación de esta teoría a la anomalía Shottky (Sec. III.3.a) permite obtener

resultados interesantes como los de las ecuaciones (III.3.11) y (III.3.12) que se muestran

gráficamente en la figura 2. Cabe destacar que la ecuación (111.3.11)vale para todo

sistema con niveles equiespaciados y en particular para el efecto Zeeman descripto en la
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sección III.3.b. Este forrnalismo cumple no solo los requerimientos de la mecánica

cuántica, sino que trabaja con el operador estadístico B que describe. en general, una

situación fuera del equilibrio con valores medios dependientes del tiempo ya que los

observables pueden no conmutar con el Hamiltoniano. Por lo tanto los invariantes

obtenidos se pueden generar tanto para situaciones de equilibrio como de no-equilibrio.

V1112Definición de traza para operadores no-ligados

El principal objetivo ha sido encontrar un método que permita trabajar con una

matriz densidad construida a partir de operadores no-ligados, y obtener las propiedades

termodinámicas del sistema cuántico (relación entre valores medios y multiplicadores de

Lagrange) utilizando el principio de máxima entropía.

Para hacerlo, fue necesario: (i) encontrar una definición de traza apropiada y

convergente, que permitiese evaluar e10, la función de partición; y (ii) evaluar la

modificación en el álgebra de operadores que aparecen al introducir un espacio de Hilbert

finito GN.

Luego de efectuar los cálculos correspondientes, se concluye que: (a) es posible

extender el concepto de temperatura de spin a sistemas cuánticos, aun cuando están

descriptos por operadores que no conmutan (matriz densidad de no-equilibrio)(Sec. V); y

(b) los efectos de borde ocasionados por la modificación del álgebra de operadores no es

observable (al menos para el Hamiltoniano estudiado aquí) ya que por la autoconsistencia

del método utilizado (Sec. VI) sólo se podrían observar violando el principio de incerteza.

Como se ha mencionado anteriormente, para trabajar con un Hamiltoniano cualquiera solo

es necesario evaluar la estructura particular de los operadores ¡{(131),por lo que los

resultados serán válidos en general para sistemas finitos. Sin embargo, como las

consideraciones hechas en la sección VI están íntimamente relacionadas con la estructura

de los operadores las conclusiones relacionadas con los efectos de borde deben

tomarse con cuidado.

Para el caso particular del oscilador armónico, es también posible hallar una
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definición de traza convergente si se considera al Hamiltoniano como uno de los
n , A

operadores relevantes. La expresron de p resulta

A_ exp(-BÉ-Ma-123)
Tr[exp(-BH-M Q'X2 P)l

Sin embargo, el problema tratado aquí no ha sido resuelto previamente, dado que la

expresión obtenida para la matriz densidad antes mencionada23 diverge cuando B-—>O.

Como se discutió en el capítulo V, nuestra solución permite describir el caso de una señal

electromagnética en ausencia de ruido gaussiano.

Resumiendo, el resultado más importante de este capitulo ha sido el encontrar,

mediante un método de proyección, un camino para estudiar las propiedades

tennodinámicas de sistemas infinitos, cuando operadores no-ligados que no conmutan

con el Hamiltoniano son incluídos en la matriz densidad.

VIII.3 Termodinámica cuántica y teoria de la información

El concepto usual acerca de la termodinámica clásica consiste en que esta solo

describe procesos de equilibrio o cercanos a él. Es por ello que algunos autores prefieren

llamarla termoestática. Sin embargo, y aún dentro de ese reducido contexto, puede ser

aplicada a una gran variedad de sistemas físicos bajo una diversidad de condiciones. En

este capítulo se han discutido aspectos de la termodinámica, tanto de procesos de no­

equilibrio (dentro del contexto de la teoría de la información), como para dinámicas

Hamiltonianas (cuánticas o clásicas). Este resultado no solo complementa las teorías

desarrolladas en los capitulos anteriores sino que abre la posibilidad de construir un nexo

entre la mecánica cuántica y la termodinámica.

Los logros mas importantes de este capítulo han sido tres: a) discutir condiciones

fuera del equilibrio, ya que la matriz densidad contiene operadores que pueden o no

conmutar con el Hamiltoniano, b) reobtener algunas leyes termodinámicas, a panir de un
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punto de vista microscópico, y c) definir el concepto de temperatura para sistemas

cuánticos. En este primer intento de describir el comportamiento tennodinámico de

sistemas cuánticos solo se han tratado sistemas conservativos (no se han considerado

Harniltonianos no-lineales o potenciales dependientes de las velocidades), pero siguiendo

las líneas aqui presentadas es posible considerar también este tipo de sistemas.

Un resultado importante obtenido es el siguiente: en todos los casos en que se

cumpla la Ec. (II.3.3) de cierre del álgebra el sistema puede ser descripto como

cuánticamente cerrado o aislado y por lo tanto la entropía se conservará. Sin embargo,

como se ha recalcado en este capítulo, si se consideran operadores que no conmutan con

el Hamiltoniano el sistema no estará en equilibrio estático ya que varios de los operadores

relevantes evolucionarán en el tiempo. En conjunto, el sistema evoluciona

isoentrópicamente, pero si se consideran diferentes subsistemas el comportamiento

observado deja de ser isoentrópico. De hecho, nuestra definición de un sistema cuántico

aislado está dada en términos de los operadores relevantes cuyos espacios de Hilbert

deben tenerse en cuenta para determinar el número de estados accesibles del sistema.

La temperatura queda definida como la variable intensiva asociada al

Hamiltoniano. Una vez que este multiplicador de Lagrange ha sido introducido en la

matriz densidad, todas las propiedades termodinámicas del sistema pueden ser evaluadas,

siguiendo las ecuaciones tennodinámicas usuales, siempre que los valores medios de los

operadores relevantes sean considerados como variables extensivas.

VIII.4 Evoluciones dinámicas y condiciones iniciales

Siguiendo la teoria informacional propuesta en el capítulo II, se ha desarrollado

una teoría cuántica que permite determinar en forma clara cuando un Hamiltoniano

generará un comportamiento dinámico disipativo.

El único requisito es que los términos sin perturbar y de interacción tengan una

forma tal que sea posible cerrar un álgebra parcial de Lie bajo conmutación con el

Hamiltoniano total del sistema. El segundo punto consiste en evaluar los autovalores de la
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matriz Q. Si G tiene autovalores reales se puede obtener un comportamiento disipativo,

siempreque la estructura del álgebra permita elegir un conjunto adecuado de condiciones

iniciales para los operadores relevantes. La importancia de la restricción impuesta por el

álgebra sobre los valores medios se observa claramente en la sección 3.

El formalismo presentado en la sección 2 no tiene ambigüedades ni sutilezas

interpretativas que traigan aparejados violaciones de postulados básicos de la mecánica

cuántica, como por ejemplo las relaciones de conmutación entre variables canónicas

conjugadas. Para el caso particular que se trató en la sección 2 se puede concluir que la

estructura panicular del álgebra de Lie ocasiona una superposición no compatible de los

dominios de los diferentes operadores involucrados en las condiciones iniciales y, por esa

razón, es imposible cancelar las componentes divergentes de las Ecs. (V1.3.2l-24). De

esta forma queda claramente explicitada la importancia de las condiciones iniciales. Cabe

aclarar que previamente56 se han reportado dificultades en encontrar soluciones

normalizadas para el Hamiltoniano dual de Batemann. A este respecto, se puede decir que

el hecho que las autofunciones no sean normalizables es una manifestación de un

problema más profundo, como es el carácter no-disipativo de ese Hamiltoniano,

quedando esto perfectamente demostrado a partir de este formalismo general.

Uno puede entonces concluir que la dinámica cuántica por sí misma no permite

determinar la posibilidad de describir un comportamiento disipau'vo. El álgebra asociada a

un problema físico es crucial para determinar el carácter de la evolución dinámica del

sistema (disipativo o conservativo), pero la inclusión de una métrica en esta álgebra (es

decir una matriz densidad normalizada y con autovalores positivos) a los efectos de

calcular valores medios normalizados implica la aparición de condiciones adicionales que

determinan cuando esa evolución temporal puede tener sentido físico o no.

VIII.5 Modelo para la coniente superconductora en una juntura Josephson

La aplicación de un modelo de pseudo-momento angular al problema de corriente

de pares entre superconductores ha dado lugar a inconsistencias en la definición del

149



exceso de carga. Ferrel“8 mostró que los operadores Ós, óó y el desbalance de carga,

63 - Ó4 E 52 (Eq. (VII.5.14-15)) juegan papeles importantes en la dinámica de una

juntura Josephson, y que ellos deben ser tenidos en cuenta para evitar la aparición de

efectos espureos como el corrirniento de frecuencias“. Aquí se ha resuelto el problema de

corriente por efecto túnel utilizando un modelo Hamiltoniano simplificado y la teoria de la

información desarrollada en los capítulos II a VI. Como consecuencia de la relación de

clausura, dada por la Ec. (11.3.3). se obtiene un álgebra cerrada compuesta por siete

operadores que permiten definir, en forma natural a partir de los invariantes dinámicos del

sistema, una sub-álgebra de momento angular. Se muestra también que los operadores

importantes para la evolución temporal de los valores medios son Ós, Óó y Ó7, y no Ós ,

óó y el desbalance de carga, como se propuso previamente. Como se puede mostrar

fácilmente, en el caso en que los superconductores son iguales y la tensión de polan'zación

es cero ambos operadores tienen los mismos valores medios. Ferre], a pesar de hacer

notar la importancia de los tres operadores, no utiliza el Hamiltoniano completo, no

pudiendo apreciar de esa forma la importancia de 67. En este capítulo se obtiene una

descripción tanto del efecto Josephson de dc como del de ac, resultando correcto el

cálculo del desbalance de carga. La'relación de la corriente con la fase, así como la

interpretación geométrica de esta última, surge de hallar los invariantes dinámicos del

sistema. Finalmente, la ecuación de Josephson aparece en el límite de interacción débil si

se considera el valor medio temporal.

VIII.6 Conclusiones generales

En las secciones anteriores se han detallado las conclusiones más importantes

extraídas de cada capítulo. En esta sección se resumirán los aportes novedosos realizados.

En primer lugar, cabe mencionar que por primera vez se efectuó el calculo

explísito delos valores medios de observables como función de los multiplicadores de

Lagrange para el caso de un conjunto de observables no-conmutantes. Esta evaluación

requiere gran cuidado ya que la matriz densidad tiene involucrada en su definición una
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función exponencial de operadores que no conmutan entre si,

(- 20M óoi
J!

>

¿w
3.’ _O> V

||
P = exp (-I (VIII.6.1)

introduciendo por lo tanto términos del tipo

(' ¿07% ói>j= E 2-..;X¡,(t)ml¡j(t)3(ól...ój), (VIII.6.2)
¡2 J

¡i

donde E representa una suma sobre términos que contempla todas las posibles

permutaciones de los operadores Ói, es decir las correlaciones de orden superior entre los

operadores. Para realizar un cálculo exacto, teniendo en cuenta dichas correlaciones, es

preciso operar sobre

n

ln 6 = —2 M ói , (VIII.6.3)
i=0

diagonalizar la matriz que representa a ese operador y luego tomar exponencial en la base

que esta es diagonal.

En este punto es necesario destacar la imponancia de trabajar con una teoría que

provea un mecanismo para evaluar los valores medios de los operadores correctamente. El

operador densidad utilizado por la teon’a de la información cumple no solo con las

propiedades de la teoría de probabilidades, sino que satisface la ecuación de Liouville y

respecta las correlaciones que introducen los operadores cuánticos. Manifestaciones de

este hecho son el desarrollo de la entropía en función del número de estados del espacio

de Hilbert, del calor específico y de las correlaciones de orden superior (capítulo III) y la



importancia manifiesta de las condiciones iniciales en la dinámica de los sistemas (capítulo

VI). De hecho, el sistema considerado en el capítulo VI ha sido tratado en la literatura

como disipativo, y solo mediante teorias de gran desarrollo matemático se ha mostrado

recientemente (Ref. 56) que presenta dificultades cuando se trata de definir estados

normalizados del sistema. En dicho capítulo se ha mostrado que el sistema no es

disipativo haciendo uso de los postulados básicos de la teoría sin ningún tipo de

consideración especial. Las condiciones iniciales están restringuidas por el operador

densidad, que respeta las limitaciones impuestas por el álgebra de operadores relevantes

del sistema. Otro caso que destaca las bondades del método es el ejemplo mostrado en el

capítulo VII. Allí se obtuvo un modelo para el efecto Josephson que explica tanto la

corriente superconductora de dc como de ac. Esta evaluación había ocasionado problemas

anteriormente (Ref. 49-50) por calcular en forma incorrecta los valores medios de los

operadores.

Un ejemplo claro de las dificultades que puede ocasionar la evaluación incorrecta

de valores medios se observa en el capitulo IV. Allí se calculó la relación de incerteza para

autoestados del Hamiltoniano, como es usual en la literatura. La ecuación IV.6.4 muestra

que si los valores medios se calculan en esa base no se viola incerteza. Sin embargo el

caso general (Ec. IV.6.11) muestra que existen casos en los que no se cumple dicho

principio. Esto surge claramente porque está especificado en la teorr’ala forma de evaluar

las dispersiones de los operadores, dado un conjunto de operadores relevantes.

Otra innovación presentada en este trabajo es la consideración de condiciones

iniciales mixtas, formadas por valores medios y multiplicadores de Lagrange. Esto se

utilizó en los capítulos IV y V. Así fue posible considerar sistemas en los que solo se

conocen ciertos valores medios y abrir la posibilidad de formular una teoría

termodinámica en términos de variables extensivas e intensivas. Este ha sido otro aporte

novedoso efectuado, principalmente en el caso del cálculo de derivadas parciales con

vínculos. Esto se aplicó al cálculo de calores específicos a variables extensivas e

intensivas constantes para sistemas cuánticos con operadores que no conmutan entre si,

generalizando en forma natural la teoría termodinámica.
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Finalmente, como perspectivas futuras cabe mencionar que se presentan diversos

sistemas de interés actual en los que se pueden aplicar los resultados obtenidos, como se

mostró en el capítulo VII. Además, el caso de álgebras con un número infinito de

operadores relevantes abre un nuevo campo de estudio, ya que resulta un método

alternativo a otros formalismos que también proveen soluciones aproximadas.

“NQ
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