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FROCEDIMIENTOS ROBUSTOS
PARA EL ANALISIS DE LA VARIANZA
EN UN DISEfO EN BLOQUES ALEATORIZADOS

RESUMEN
= t0s disencs  2n blogues aleatorizados ageneralmente se
2mpisan 2stimadores de cuadrados minimos. que no son robustos.
3i se consideran [ tratamientos, J blogues v una observacion

por z-asilla y se supone el modelo lineal

Xiyg = &g + By + Uaga

con UWagy variables aleatorias i.i.d.. es natural aplicar el

metodo de M-estimadores propuesto por Huber para el modelo

lineal general a este caso particular con el proposito de
obtzner estimadores robustos. Sin embargo en este caso no se

cumplen las hipbtesis que aseguran la consistencia y normalidad

asintotica de M-estimadores para modelos lineales (Huber
(197Z). VYohai y Maronna (1979), Fortnoy (1984 y 1985)). En
este trabajo se demuestran la consistencia y normalidad

asintotica de los M-estimadores de 1los parametros oi, se
cempara su eficiencia asintética con la de los estimadores de
zuadrados minimos, se estudia su punto de ruptura, se propone
un  test basado =2n estos M-estimadores vy se compara  par
simulacion la eficiencia de =2ste test con el test del analisis

JdJe la wvarianza clasico y con dos tests de rangos.

1. INTRODUCCION.

supongase que se desean comparar I tratamisntos y que para
ello se observan estos tratamientos en J bloques, haciendo una
observacidn por cada combinacién tratamiento—-bloque. Sea Xi5 la
observacion del i-ésimo tratamiento en el Jj—ésimo bloque.
Supbngase el siguiente modelo linmeal, gue es usual para este
tipo de disefos:

/
: Xt_j =01_1_+B_, + Uggy i=1,.--,I, j=1,---,J
i I

1 Z xg = 0O
I i=1

|

|

UWyy i.1.d. con funcion de distribucién Fg.

Si se agrega a estas suposiciones la de que los errores



leato

r 5 Uqy tiznsn discribucian normal, 2] metodo de
cuadrados minimos proporciona los estimadores insesgados de
minima varianza para 1los parametros x. Yy B. Aungue la

suposicion de normalidad no se cumpla, los estimadores de

cuadrados minimos de los «. siguen siendo fuertemente
cocnsistentes — cuando 21 numero de bloques tiende a intinito -
con solo pedir que E(uiy) sea finita vy siguen tenierdo

distribucion asintotica normal con sélo agregar la suposicién
de ue Var(uiy) sea finita. Fero el inconveniente que tienen
estos estimadores es que no son robustos pues si la
distribucizn de los errores aleatorios se aparta un poco de la
normalidad, la distribucién de los estimadores puede cambiar
mucho Yy llegar asi a ser muy 1ineficientes aun para
distribuciones cercanas a la normal.

Fara obtener estimadores robustos se puede aplicar el
metoda de M-estimadores propuesto por Huber (1973) para el
modelo lineal general a este modela lineal particular.

Fara estudiar la consistencia y distribucién asintética de
los M-estimadores de los parametros «i (efectos de tratamientos)
es natural suponer que el numero de bloques tiende a infinito,
mientras el numero de tratamientos se mantiene constante. En
estas condiciones el numero de parametros del modelo tiende a
infinito con la misma velocidad que el numero de observaciones
y esto hace que no sean aplicables a este caso los resultados
obtenidos sobre consistencia y distribucién asintéotica para el
modelo 1lineal general. For ello, luego de un resumen de
algunos resultados conocidos sobre M-estimadores para el modelo
de posiciébn que se usan en este trabajo (seccidn Z) vy de la
definicién de M—estimadores para el modelo de disefio en bloques
(seccibn 3), se demuestra la consistencia (seccion 4) y la
normalidad asintdtica (seccibn 5) de los estimadores de 1los
efectos de los tratamientos.

Obtenida 1la distribucién asintética, en la seccidbn & se
compara la eficiencia asintética de los M-estimadores de los
efectos de tratamientos con la de los estimadores de cuadrados
minimaos, para distintas distribuciones de los errores usy. EN
la seccién 7 se estudia el punto de ruptura de los M-
estimadores y se propone un M-estimador en dos pasos, con alta

eficiencia y alto punto de ruptura.
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A, Muestran gue 1os 2stimador=s de las varianzss
Aaslntoticas que proporcionan los programas para computsdora ade
ragr=2si12n anutiple robusta no scn aplicaplies a este disefo. ni
eviganT2menta a cualguier disefio donde =21 numero ae
oDser acicnes no sea nucho mayor que 21 Aaumers de p&arametros.
Schradar vy ®Mckezan (1979) v Schrader vy Hettmansgz2rger (1930)
prcoonen wun metodo para hacz2r tests rooustos =2n 2l modelo
lineal general, en reemplazo del analisis de la varianza
clasico, que llaman "analisis de la varian:za robusto’, pero
emplean la distribucién asintotica ge Huber (19732), por lo que
su propuesta no es valida para muchos disefos. en particular
para el que se estudia en el presente trabajo.

Dado que en la seccidtn S5 se encontré la distribucidn
asintdtica de 1los M-estimadores de los efectos de los
tratamientos, es natural proponer un estimador para la matri:z
de covarianza asintdtica, que puede emplearse para hallar
intervalas de confianza asintbticos y tests asintdticos para
hipotesis sobre los efectos de los tratamisntos: =2sto =2s lo que
se nace 2n la secciédn 8. En esa misma seccion se estudia 21

=532 =as1ntOtico negativo que tiene el 2stimador de la matriz

Ui
|

Q

e covarianza asintoticzca basado =2n la tecria de Huter.
Finaimente2, =2n la seccion siguisnte., se ccmpara per simulacion
la 2ficiencia del test basado =2n los M-estimadores can respecto
a los siguientes tests: el test F del analisis de la varian:za,

2l de Friedman y el basado en rangos alineados.

2. RESULTADOS PREVIOS. Dada una funcién P vy una muestra Xis...

+Xn se define el M-estimador de posicion como la solucidn de

o A )
L P(Xy — M) = minimo. (1)
i=1
Los M-estimadores pueden ser interpretados como una
extensién del estimador de cuadrados minimos ya que coinciden

con éste en el caso particular en que pP(x)=x=. Si p tiene

(&



der>vaaa no decreciant= (0 sea P 25 convexa) =ntonc=2s v 1) 2s

equivalente a

I3

Y(Xy - 7)) 0, (2)

dond= ¥=p .

S1 las v.a. X, son independientes igualmente distribuidas
(i.1.d.) con distribucidbn simétrica alrededor de Mo, ¥ es
impar, no decreciente y acotada y E(¥(X-n)) (considerada como
funcion de u) es estrictamente decreciente en ps, entonces M
converge A Mo Ccon probabilidad uno. Si no se cumple la
hipdtesis de simetria., 4 converge con probabilidad unc al valcr
Ho que satisface E(Y(X-pn))=0, suponiendo también gque E(Y(X—-n))
es estrictamente decreciente en Ho. Condiciones suficientes
para asegurar gue la funcidn E(Y(X-p)) se anule para un valor
de K y que sea estrictamente decreciente en ese punto son las
sigulientes: ¥ es continua, acotada, ¥(0)=0, es no decreciente y
estrictamente creciente en cero y el soporte de la distribucion
de la variable X es conexo.

El estimador P definido por (2) tiene el inconveniente de no
ser equivariante por cambios de escala. Un estimador

equivariante se obtiene resolviendo

n
L Y((Xe-RH)/s) = O (3)
1=1

donde s es cualquier estimador de la dispersiéon de la muestra.
£l 2stimador s puede ser calculado previamente a la resolucién
. - . o . A
de (Z) o puede también aobtenerse en forma simulténea con M,

resolviendo simultaneamente las ecuaciones:
L ¥P((Xy=H)/s) = O
(L/n)E X((Xe=R)/s) = c

donde la funcibn X(u) se la elige habitualmente acotada, par,
con X(0)=0 y no decreciente en [0D,+®w) y c es una constante que

gue generalmente se la elige del siguiente modo:
c = E(X(Z)) para Z ~ N(0O,1). (4)

Con esta expresién de c se logra que s sea un estimador

consistente de la desviacién standard, en el caso normal. Una

4



eleccicrn posible para la funcion X es X=¥= (propuesta 2 de
Huber (1964)).

Huber (1973) extendid la aplicacién de los M-estimadores al
modelo lineal general con variables independientes fijas v
demostro su consist2ncia y narmalidad asintotica. Tanto en su
demostracién como en la de Yohai y Maronna (1979) y =2n la de
Fortnoy (1984 y 1985) se supone que el numero de observaciones
tiende a infinito m&s rapidamente que =21 numero de parametros

libres de la funcidén de regresién.

3. M-ESTIMADORES PARA EL DISEFRO EN BLOGQUES ALEATORIZADOS.

Sea Xi3y la observacion del i-ésimo tratamiento en el j-ésimo

blogue. Supéngase el modelo lineal:
/
: Xeg = &g + By + Usy, i=1,..041, i=1,...,d
|
| z X 4 = 0 (3)
I i=1
|
i

Uey 1.i.d. con funcion de distribuciébn F..

Como se comentd en la introduccién. los estimadores de
cuadrados minimos son éptimos cuando F. es normal, pero no son
robustos. Para obtener estimadores robustos se puede aplicar
el método de M-estimadores propuesto por Huber para el modelo
lineal general a este caso particular, 0O sea en vesz de
minimizar la suma de los cuadrados de los residuos se minimiza
la suma de una funcidn P aplicada a los residuos, eligiendo P
de modo que crezca menos rapidamente que la funcion cuadratica:

I J

z T P(Xuy -, _IB\J)
i=1 j=1

minimo! (&)

L W,

Q.

Si p es convexa y vY=p’' resolver (6) es equivalente a resolver:
I P n .
_EIW(XLJ - X1 - 94) =0 . J=1,..-,J,

0

J
L ¥(Xsy -~ CE ﬁ;)

v iTl....,1 (7)
j=1

~

EQ¢=O

Los estimadores recién definidos no son equivariantes por

cambios de escala. Para obtener esta propiedad se modifica la

S



derinizisn  de M—estimadores, lntrocducisndo un estimador de

disgersizcn s del modo siguiente:

/

| I A ~

bR w((Xey = &g - By)ris) = 0 . 3=1,....Jd.

: l=1 b . b

g A ~

! L Y((Xey — %Ay — By)/s) =0 . i=l,...,.1. (8)
: J=1 ’

I\ E’o?; = 0

Entendemos por estimador de dispersion a un estadistico no

negativo que cumple las dos propiedades siguientes:

1) s1 X%3; = X445 + as + b, i=l,...,1. j=1l,....d, el
estimador s calculado con la muestra {XT;} coincide con el
calculado con {Xi43};

ii) si XT¥y = ANeXyiy o i=1,...,1, j=1,...,d, entonces
S({X®13)) = INl.s({Xss3).
El estimador de dispersiédn s puede ser calculado previamente
a la resolucibn de las ecuaciones (8) o pueden resolverse

simul tdneamente las ecuaciones (8) y la ecuacién

I J A~ A
(1/(I-1)(J-1)) T L X((Xey = ®wy — Bs)/s) = ¢C (?)
i=1 j=1
donde 1la constante c cumple que O+<“c{MaxX. Se puede elegir c
usando la expresion (22), para que s sea un estimador
consistente de la desviaci6bn standard para el caso particular
en que uyy tenga distribucion normal, pero esta eleccidn no es
necesaria para ninguno de los teoremas que se demuestran en
este trabajo.
La existencia de solucién del sistema simultaneo (8) y (9)

para el modelo lineal general se discute en Huber (1981,

seccibn 7.7). Considérense las siguientes hipbtesis:
Suposicién A: p es una funcidn convexa, par, que tiene un
minimo estricto en cero, pP(O)=0, P es derivable, ¥=p' vy

X(x)=x¥(x)=pP(x).

De la suposiciébn A se deduce que ¥ es no decreciente, impar,
estrictamente creciente en cero y continua. X es continua,par,
no decreciente en [0O,+®w) y X(0)=0.

En el apéndice A, siguiendo la idea de Huber (1981, secciodn

7.7). se demuestra que si se cumple la suposicion Ay si la



nincion 92 distribucion F, del modelo (9) es continua entoncos

el sistema simultineo (8) y (9) tienme solucien, para todo J,

con probabilidad uno. En los teoremas de la seccién siguiente,
en los que se demuestra la consistencia de los estimadores, no
es necesario pedir que el sistema (8) y (9) tenga solucibn para
todo J, sino solamente a partir de un J en adelante.

La siguiente propuesta de Huber (19244) cumple la suposicion

At
P(x) = Pu(x) = (1/2).x= si Ixl ik
= kixl - (1/2).k® en otro caso
P(x) = Pe(x) = pi(x) = sg()emin(k, )
X(x) = (1/72)(p(x))=.

4, CONSISTENCIA DE LOS M-ESTIMADORES. Fara estudiar el
comportamiento de los M—-estimadores para el disefno que estamos
considerando, supondremos que el numero de bloques tiende a
infinito mientras el nlmero de tratamientos se mantiene
constante, lo que consideramos que es una suposicidn realista.
En el modelo (5) el numero de parametros que varian libremente
es I+J-1, el numero de observaciones es [1.J, luego ambos
tienden a infinito con el mismo orden y por ello no pueden
aplicarse los teoremas que aseguran la consistencia de los M-
estimadores para el modelo lineal general (Huber(1273), Yohai y
Maronna(1979), Portnoy(1984)), sino que se necesita hacer una
demostracion para este disefo particular.

Fara poder obtener muchos de 1los resultados que se
demuestran a continuacién, se haran las siguientes suposiciones
acerca de la funcidn y:

Suposicién B: ¥ es continua, impar, no decreciente,
estrictamente creciente en cero y acotada. Se nota k,= suEv(x).
Xe

Cuando se estima simultaneamente la dispersion, se supondra

generalmente que se cumple la suposicion A y que ademas:

Suposicién Cl: X es acotada. Se notara kK= = SUE X(x¢).
HER

FPara algunos resultados no ser& necesario suponer que las
funciones ¥ y X estan relacionadas, como en la suposicion A,
sino que bastar& suponer que ¥ cumple B y que X cumple C1l vy
Suposicién C2: X es continua y X(0)=0.

Las suposiciones A y Cl implican



dm () 2 ke,
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Fara demostrar el lema & se usaran las siquientes hipbtesis:
Suposicion D: Y y X cumplen la suposiciébn A. ¥ (y en
consecuencia X) es derivable, salvo en un conjunto finito de
puntos. ¥’ es estrictamente positiva en el conjunto D = {x:
Y(:xx)<sup ¥ (salvo en un conjunto finito de puntos).

El objetivo de esta seccibn es demostrar la consistencia
fuerte de los estimadores, pero para ello va a ser necesario
demostrar previamente que los estimadores est&n acotados con
probabilidad uno. Los resultados principales de esta seccion
son los siguientes:

Teorema 1l: Supbéngase que se cumple el madelo (5).

a) Si se hallan los estimadores Q} resolviendo (8),
empleando cualquier estimador de dispersion, si ¢ cumple la
suposicidén B y s cumple que existen Br0O y Ji(w) tales que

J & Ja(w) 3 O < s < B , con probabilidad uno,

entonces existen M>0 y Jo(w) tales que

J 2 Jo(w) 3 Max sl 4 M
1

(Se denota w a un punto genérico del espacio de probabilidades

donde estAn definidas las v.a. Xi4).

b) Si se hallan los estimadores %% y s resolviendo
simultaneamente (8) y (?), si se supone que el sistema (8) vy

(?) tiene solucidn con probabilidad uno a partir de un J en
adelante vy si las funciones ¥ v X cumplen las suposiciones E,

Cl1 y C2, entonces existen M:0, Br0 y Jo(w) tales que

J x Jolw) = Max 1&ul £ M , 5 B
i
con probabilidad 1.

Teorema 2: Supbngase que se cumple el modelo (S) y que se
calculan los estimadores resolviendo el sistema de& ecuaciones
simultanea (B8) y (9) (sistema que se supone tiene solucién
desde un J en adelante, con probabilidad uno), con funciones ¥
y X que cumplen las suposiciones A, Cl y D. Se supone que la

distribucion F4. cumple que



|
sup Flusy) 4 (k:-,-c)/(kn.ﬂ))

weR
Entonces existe AX*QO y Jo(w) tales que
J =z Jo(w) > S*A .

Teorema 3: (consistencia de los estimadorzs de los efectos de
tratamientos). Supébngase que se cumple =1 modelo (5) con Fy con
soporte cone:o. Se calculan los estimadores &} resolvienda (8)
con cualquier estimador de dispersidon s y con una funcion ¢
continua, no decreciente, estrictamente creciente 2n cero,
acotada y tal que yY(0)=0, Se supone ademas que se cumplen las
tesis de los teoremas 1 b) y 2.
Entonces
312 Ke = X4 con probabilidad 1.

Teorema 4: (consistencia del estimador de dispersién calculado
simul taneamente). Supdngase que se cumple el modelo (95). Se
obtienen los estimadores resolviendo simultaneamente (8) y (9).
Las funciones ¥ vy X cumplen las supasiciones C1 y D. El
conjunto {x: X(x)<kz) es un intervalo acotado. Supobngase ademas
que se cumple una de las dos hipdtesis siquientes:

a) ¥ (y por consiguiente X) tiene derivada continua en todo

punto y la distribucidn F, es tal que
= II)
SUR F{u=:x) (ka—c)/ kaiZ].
»weR

o bien

b) ¥ (y por consiguiente X) tiene derivada continua salvo a
lo sumo 2n un conjunto finito de puntos que no contiene al cero
y Fu es continua.

Finalmente se supone que los estimadores Q* son fuertemente
consistentes.

Entonces existe 0or0 que es la Unica raiz de la ecuacién

1
E((l/(I—l))_ZlX((u; - B(u,0,00))/00)) = C
1:

lim s = 0o con probabilidad 1.
J+00 . - i

Q



'ard demostrar  estos teoremas se  necesitan  algunos

rosul tados previos.
Se usara la siguiente notacion: Sl X14..:3Xn SON N NUmeros

reales, ﬁYX) designard a la soluciétn de la ecuacioén
E¥(Xsa - ) = 0. (10)

Cuando ¥ es continua, toma valores positivos y negativos y es
estrictamenta creciente esta ecuacion tiene siempre solucidn
Ganica. Si ¥ es no decreciente pero no es estrictamente
creciente, la soluciébn puede no ser dnica, pero el conjunto de
soluciones serA un intervalo. En este caso f(X) indicara el
punto medio de ese intervalo.

Lema 1. Sean Xy (i=1,...,0)3 VYi = X4 + di (i=1l,....Nn) vy

sean Q(X) Yy £(Y) los M-estimadores de posicién definidos como

en (10) con ¥ continua, no decreciente, que toma valores
positivos y negativos . Sea M=Maxldii. Entonces
A - Mz B 2 By + M

La demostracién de este lema para ¥ estrictamente creciente
es 1i1nmediata y la generalizacion para el caso Y no decreciente

se basa en un argumento similar al que se usara en el lema 2.

Lema 2. Sean Xi. Yi, dy., como en el lema 1 y £ dy = 0. Sea
M = Maxldsl y R = Max X — min Xy. Sean B(X). 2(Y)., los M-
estimadares de posicion definidos paor (10) con Yy no
decreciente, continua, impar (no idénticamente nula). Si M :

=

Z(n+1)R, entonces

n

HOX) = enuM L BOY) L B(X) + calM
donde Ca = (n + 1/2) / (n + 1),

Observese que este lema proporciona, con mas hipbétesis,
cotas m&s finas para Q(Y) que el lema anterior.

Demostracidn: Se har& primero la demostracién para el caso
en que Y es estrictamente creciente.

Solamentg se praobard la segunda desigualdad de 1la tesis,
pues la demostraciéon de la primera es similar. Para ello

bastara probar gue

n N
I P(Ya = () + enaM) (1)
l:

10



@5 menor que cero.

En primer lugar se acotaran superiormente los valores de d..
Fara ello se ordenan las coordenadas de d=(di,s....dn) de2 menor
a mayor, notando d¢siy &l i-ésimo valor ordenado. Se aplica a

los vectores X e Y la misma permutacién aplicada a d v se naotan

Xtt) @ Y1) las i-ésimas coordenadas de estos vectores. Sea n
impar. Como £ dy = 0 es
n (n-1)/2

. ) dess = -k dca> (12)

i=(n+1)/2 i=1
luego

(n-1)/2
((n+1)/2) d(rerr = = _21 Id¢ar! & ((N=1)72) 1N .
l:

Resulta inmediatamente que
dear € ((n=1)/(n+1)).M para i=1l,...,(n+1)/2 . (13)

Sea ahora n par. De

n n/2-1
. E d(;) - - Z d(;_)
i=n/2 i=1
resulta
n/2-1
(n/2 + 1) d(n/:) ::, z !d(‘_)l 5 (n/2 - 1) M .
i=1
Luego

denrzy £ ((N/2-1)/(Nn/2+1)).M = ((n=-2)/(n+2)).M ((n=1)/(n+1))M
0O sea

deas ((n=1)/(n+1)) .M para i=l,....n/2 . (14)
La expresion (1l1) se puede escribir

1W(X‘*’ + d¢ay = B(X) = Cr-M) . (15)

i3

i
Sea

Z‘_ = X¢1) + d(;) - ﬁ(X) - t:,-..M -

Para el caso en que n es impar, de (13), de la definiciéon de M

y de
X¢+> — J(X) £ R £ M / 2(n+1) (16)
resul ta
Z, 3 - M/(n+1) para i=l.,...,(n+1)/2
V% Zs % M/ (n+1) para 1=(n+3)/2..4..N . (17)
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reenplazande (17) en la e:presion (13) resulta

L Y(Zi) 2 ((n+1)/2) Y(—M/(n+1)) + ((n=1)/2) ¥(M/{n+1))

y par ser ¥ impar esta expresidn es igual a
- $(M/(n+1))
que es estrictamente menor gque cero, como deseabamos probar.

Fara =1 caso n par, de (14), la definicién de M vy (14)

resulta

Ze < = M/(n+1) para 1i=1,...,n/2
y VAR M/ (n+1) para i=n/2+1,...,n
y por lo tanto (15) se acota asi:
L Y(Zy) < (n/2) Yp(-M/(n+1)) + (n/Z) Y(M/(n+l)) = O (18)

por lo que también en el caso n par la expresion (195) (o su
equivalente (11)) es negativa y queda asi demostrado el lema
para V¥ estrictamente creciente.

Fara el caso ¥ no decreciente pero na estrictamente
creciente la demostracién anterior no es valida, pues por
ejemplo para el caso n par, en (18) habria que reemplazar el
simbolo menor por menor o igual. Para demostrar gue el lema

sigue valiendo bastara designar
[R-(X), Be(X)]

al intervalo de soluciones de la ecuacidn (10). Reemplazando

en la demostracién anterior ﬁ(X) por ﬁ_(X), se concluye que
T V(Zs) = Z ¥(Yye = (Bo(X)+Cn.M)) 2 ©

de donde resulta que

Ho(Y) < f(X) + cn.M . (19)

En forma andloga resulta que

DY) 2 Ba(X) = Cn-M . (19=)

Intercambiando los papeles de X e Y, (19*) se convierte en

'

Bal(X) 2 BulY) = cnuM .

o, lo que &s lo mismo

Fal¥) € Ra(X) + CnoM . (20)



De (17) y (20) resulta

DNvy = Boivy « Dy /2

A
(B=(X) + Du(X)) 7/ 2 + CnuM = D(X) + cn.M

que 25 lo que se deseaba demostrar. Finaliza asi la

demostracisan del lema 2.

COMENTARIOS Y NOTACIONES. Debido a la equivariancia de los
M-estimadores definidos por (8) para transformaciones de 1la
forma 21 = Xi3 + a4 + by, sSe puede suponer sin perdida de
generalidad que en 21 modelo (5) los parametros «i y B3 valen
cero, O sea que Xi3 = Usig. En lo sucesivo, en muchas

demostraciones se hace esta suposicidn para simplificar la

notacidon.
Fara cada aeR?%, cada t>*Q y cada vector de residuos
aleatorios U = (Ui,....Uuz), se denotara B(u.a,t) la solucidn de

la ecuacion
iélv((u* - ai: = B(usa,t))/t) = 0 . 21.1)
Cuando ¥ no es estrictamente creciente (Z1.1) puede no tener
solucién udnica, en ese caso el conjunto de soluciones es un
intervalo y B(u,a,t) designard al punto medio de dicho
intervalo.
Sea Uy = (Uijgs..a4stlzg) el vector de los valores observados
en el bloque j. Que el vector X = (Q*,...,Qx) sea soluciébn del

sistema (8) es equivalente a decir gque cumple
J

L PCuas - ®s - Blus,&,s))/s) = 0 , para i=l,...,I1; (21.2)
J=
L&y =0 ; (21.3)

donde s es un estimador de dispersion calculado previamente o
resolviendo simul tdneamente (21.2), (21.3) vy

(1/(¢(I-1)%(J-1)) é % X((usy - Qg - B(uJ;Q,s))/s) = C, (21.4)

i=1 j=1
donde c es una constante que cumple O<ciMax X{(x).
Generalmente, para lograr que en el caso en que las

variables aleatorias u,y tengan distribucidn N(O,o). s sea un
estimador consistente de o, se elige

I
c = E((l/(I—l)).21X(Zx - B(Z2,0,1)) (22
i=

13



donde Zy.... 2y 300 tndependientes N(O,1).

Demostraremos a continuacion el teorema 1. Subdividiremos su

demostracién en los lemas 3 y 4.
Lema 3. Supbngase que se cumple el modelo (5) y que se
calculan los estimadores resolviendo (8) vy (9) (sistama

simul taneo que se supone tiene solucién con probabilidad uno, a
partir de un J(w) en adelante). Supbngase ademas que ¥ y X
cunplen las suposiciones B, Cl y C2. Entonces existen B,.0,

B=2:0 y Ji(w) tales que
N

J & Ja(w) 2 s B, + Bz.Max x4l , con probabilidad uno.
i
Demostracibdn: Sea kz = max X. Sean Uis...sUx, 1.1.d. con
distribucién Fu. Sea My tal que
PO Max fugl My) < co(I-1)/(4k=1) .
1£1%
Caoamo X(0)=0 y X es continua, existe d>0 tal que si [Ix] = d

entonces X(x) < c(I-1)/21 .

Demostraremos que existe Ji(w) tal que

J 2 Ja(w) b s < 2.(My + Maxi&y!)/d « Con prob. 1 (23)
io que implica, llamando B, = 2M,/d, B= = 2/d. la tesis del
ema.

Sea T = {(t,a): aeR®', Za,=0, t:z2(Ms+Maxlasl)/d}.

Demostraremos la siguiente proposicién que implica (23):

existe Ji(w) tal que
Jida(w) 3 Max ((1/(I-1)(J-1)) & E X(uss—as-B{us.a,t))/t;) c
(t.a)eT i3]
con probabilidad uno. (24)

Si Maxlusiyl £ My entonces lugy—as!l = My + Maxla.l Yi, luego
i

B(uy.a,t) £ My + Maxlasl

lugy — as — B(ug,a,t)l % 2.(Mx + Maxlasl) .

Luego si (t,a)eT entonces

l(usgy - a@as — B(uz,a,t)/7tl = d .
Luego
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Max ((1/(I-1)(J-1)) £ Z X(usisy—ai—-8(uy,a,t))/t)) =
(t,a)eT j i

J
(1/(J=-1))E(1/(I-1)).((Ic(I-1)/21).Ind
j=1 M&iwgy 1 sM,y

+ I.k=.Ind _

Max |Ll_1__’ | .2*[‘11
que es un promedio de v.a. i.i.d. con esperanza (por la
eleccién de Mi) estrictamente menor que c. La ley de 1los
grandes numeros 1implica la proposicion (24), qQue a su ve:z

implica la tesis.

Lema 4. Supbngase que se cumple el modelo (5). Si se hallan
los estimadores Q; resolviendo (8), empleando cualquier
estimador de dispersion que cumpla la tesis del lema 2 y si ¢

cumple la suposicidn B, entonces existen M>0O y Jo(w) tales que

J & Jo(w) 23 Méxl?;l £ M, con probabilidad uno.
i

Demostracibn: Sean H, y Bz las constantes que aparecen en
la tesis del lema 3.
Sea cr = (I+1/2)/(I+1) la constante del lema 2.

Sea h=(l-c:)/B=z > O.

Como ¥(-h/2)<0 , se puede elegir €>0 tal que

Y(-h/2).(1-2e) + k,.2¢ 0.
Sea Ry = Max usy — min uay .

i i
Sea Ro tgq. P{(Ry = Ro) £ .
Sea M= tq. P(Maxlusslz M2) € .
1
Como
lim (2M2 - (l-ciz)a)/(Bi+Bza) = —-(1-c:)/B=z = —-h ,
a++w

existe Aocx0 tal que si arAo es

(2M> - (1-c:)a)/(Bi+Bz.a) < -h/2 .

Sea

M = Max (Ao, 2(I+1)Ro) .

Sea S = {(tya): aeR*, La;=0, O<Kt<{(Bi+Bz.Maxlas.l)}.

15



2@ 3xbe por 21 lema I gue
J & Ja(w) > (S,Q) e S , con prob. 1.
Sea S, =S N {(tya): Maxla,.l M3 .
Sea (t,a) € S;.
Considérese el caso en gque Max lagl = agws M.
Si Ry Ro. aplicando el lema 2 resulta
Uiy — Asx — B(ussa,t) = Uswy — B(us,0,t) - (1-cr)ass (29)

y sSi es ademas MaxlugsliMz, la expresiéon (25) resulta menor o
1
igual que

2Mz - (l1-Czi)auim -« (26)
Como (t.,a)eS y (Z6) es un namero negativo, resulta
(Uimy — A1m — B(us,a,t))/t

(ZM2 — (l1-cz)asw)/(Bi + Bzasa) -h/2 ,

donde la ultima desigualdad surge de la elecciétn de M y Ao.

Luego
Max (1/3) E Y((Uimy — Q21w — B(uy,a,t))/t) £ (26.1)
(tya)eS,
Max lasl=ais

2 (1/73) T (¥(-h/2).Ind +
F\'_, <Reo Y Max |U:,_’ I <M=

+ "-’.1.Ind
RsRo & Maxlus,!:Ma

que es un promedio de v.a. i1.i.d. Zon esperanza menor que
Y(-h/2).(1-2¢) + ki.2¢ ,

que es negativo por la eleccién de <. For la 1ley de los

grandes numeros resulta que (26.1) es negativo para Jido,im(W),

con probabilidad wuno. En forma analoga, considerando el
subconjunto de S, donde Maxlasl = —aim. resulta que
Min (1/3) L Y((Uimwys — A@zm — B(uzy,a,t))/t) (26.2)
(t.a)eS;_
Max lasl=—a i«

es estrictamente positivo para J:Ji,im(w), con probabilidad
Ltno.

Como (26.1) y (26.2) son diferentes de cero para J grande con
probabilidad wuno, resulta que si (t,a)eSy no se pueden

verificar las ecuaciones (21.2) para J2Jo(w), con probabilidad
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uno (con Jo(w)=M§§(Méx(Jo,1.(w),Jx_lg(wi)). Luego
1
Jd o Jo(w) > (S,Q) € S - S: . con probabilidad uno ,

que implica la tesis del lema 4.

Demostracidn del inciso a) del teorema 1:

El teorema 1 a) es idéntico al lema 4, salvo que la
hipbtesis acerca del estimador de dispetrsion ”siB;+Bz.Maletl,
para J grande" se la ha reemplazado por la hipdtesis mas fuerte
"s<B, para J grande".

Demostracivn del inciso b) del teorema 1:

La tesis del lema 4 es parecida a la'‘del teorema 1 b), salvo
que le falta la parte gque afirma que '"s<B". Pero esto surge de

los lemas Z y 4, llamando B = B, + Bz.M.

Para demostrar el teorema 2, se enunciardn y demostraréan

previamente los lemas 5 y 6.

Lema S. Se supone que ¥ cumple las hipdtesis del lema 1 vy

que X es una funcidn no negativa tq. I1.’:.m X(x) = ka, con c<kz.
21400

Sean Uisaeey Ur V.a. i.i.d. tq.

I

suE P(us, = x) (ke — c)/(k:.(E)). (27)
KE

Sea aeR*. Entonces existen AXO y g>0 (que no dependen de a)

tqg.
E ( inf (1/(I-1)) T X((us — as — B(u,a,t)/t))) >
O<t<A i
Demostracidn: Se nota b = sup F(us = ).

xeR
Como por (27) es

kz.(1 - b. (é) )
existe £€x0 tq.
(k=2 — €).(1 - b(é)— e(é)) ¥ c+e .

Sea M tq. Ixlz M > (%)

::"Cz—ﬁ.

De 1la definicidn de b resulta que., para cada xeR, existe h =
h(x)>*0 tqg.
P(lug—sl| h) b+e (27*)



Asi =!=2qi1do. h depende 4de pero considerando un intervalo
[-m.,m] suficientemente grande para gue la probabilidad de que
us caiga afuera de el gea menos que b+e y luego usando la
compacidad de [-m-1,m+1], se puede elegir un h: 0, que no
depende de x. tal que (27*) se cumple para todo xeR. Sea a

cualguier vector de R*, tambien se verifica que

F(lugy — Waw — (&2 — asx))l h) b + ¢ Y oi#i*, (28)
ya que
Flluy — Waiw — (84 = Q1)) ¢ h) =
E(F(lus—(ugwtag—as=l)l<h | uu)') E(b+e) = b+e.

Sea A = h/7(2.M). Obsérvese que
lug — as — B(u,a.t)l h/2 4, lusw — ase — B(u,a,t)l h/2
2 l{us—ay) = (Uim — R1mil h . (28+*)

Sea Biiw €1 suceso

Bisiw = {luy =as -B(u,a,t)l < h/2 s lusw—aiw—B(u,a,t)!l < h/23.

For (28) y (28") es
F(Biiw) b + ¢ VY oi#L® .

Sea BE = UBiiw
i#i*

For la desigualdad de Boole es

)
| (E‘) oA - ( b + £ ) -

EC¢ inf (1/(I-1)) E X((us=a.-B(u,a.t)/t))
O<tiA i

-

2 EC inf (1/(I-1)) £ X((ug—as—B(u,a,t)/t).Ind )
0<tZA i Be=

- [2ls - (2]
t (ka = €).P(BS) = (k= - g).(1 - {2lb - [2]¢)

que es mayor que c+e& poar la eleccién de €, con lo que queda

demostrado el lema 5.

Lema 6. Supdngase que ¥ y X cumplen la suposicién D.

Sean Yiseeeas¥Y1r5 Q1.-.-:815 NUmeros reales. Entonces

I
G(t) =.21X((Yt - ai — B(y,a,t))/t) (29)
1=
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2s TuncLién no crecizrnte de (para t: Q).

Demostracién: Observese que como por la suposiciéon A (que
esta 1incluida en 1a D) es X(x)=x.¢(x)-P(x), resulta que
X x)=w.¥ () y de aqui X' (#)=0 sii ¥y (¢)=0 vy luego D={x:
by () Tisup ¥i={x: X(x)usup XJ.

S22 hard& primero la demostracion para 21 caso particular en

que ¥ es derivable en todo punto y que ¥ ' (x)>*0 para todo xeD.
Llamando i1 = yi — &i. (29) se escribe
I - )
G(t) =.21X((x1 - B(x,0,t))/t). (30)
l=

For la definicion de B(x.0,t), se cumple

1

.21W((x1 - B(x,0,t))/t) = 0O . (31)
l=

Derivando esta expresion con respecto a t resulta

I
.21W'((H;—B(X,O,t))/t).(—BB(X,O,t)/Bt.t—(Xg—B(x,O,t)))/tz = 0,
l=

de donde notando para simplificar ry, = (%:1-B(%,0,t))/t, resulta
dB(x,0,t)/3t = — (Z ¥ (ra).ra)/(E ¥ (rs)) si Z ¢ (ry) #0. (32)

Si £ ¥ ' (rg)=0, la funcion (30) alcanza su valor méaximo I.k=.
La derivada de la expresion (J0) con respecto a t es

I

_):1)('((,\(,,—B(x,o,t))/t).(—BB(x,O,t)at.t—(xl—B(x,O,t)))/t2

l=

que, usando la expresion (3I2) resulta igual a
(L7t) ((Z P (ra)ra) (ZX " (ry)) /(2 ¥ (ra)) = Z X' (ra).ra) (23)

Reemplazando ahora X (ri) por ¥ (ryi).rai, la derivada de (30)

resulta igual a

I
((E ¥ ' (ry)ra)= -

(2 ¥ (ryi)rai=).
i=1 i

(
1 i

g

1 1
Zy ' (ra))) /7 (t.Z ¥ (ri)). (34)
=1 i=1

For la desigualdad de Cauchy-Schwartz resulta que el numerador
de (34) es menor o igual que cerao. Como para t>0 el
denominador es mayor que cero, resulta que la derivada de
(30) es menor o igual a cero salvo a los sumo en los puntos en
los que L ¥ '(ri)=0, pero en estos puntos la funcion (30) toma
su valor méximo, esto implica que (30) es no creciente y queda
asi demostrado el lema 6, para el caso en que Y es derivable en

todo punto y que ¢’ (%)*0 para todo xeD.
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Zonszideresmos  abtora 28 caso 2n Jue ¥ no 2s derivanle en un
conjuntc finito de puntos o ¥° se anula en un conjunto finito
de puntos de D. Sea {Aisssesdry la unidn de ambos conjuntos.
En este caso se puede encontrar una sucesiédn de funciones VY.
que coinciden con ¥ en el complemento del conjunto

U (as—1/n,ac+1/n),
i=1
que son no decrecientes, derivables en todo punto, con

derivada estrictamente positiva en D y tales gque,

1im Ya(x) = ¥(x), ¥V x.
n-+
LLamando
Pn(x) = {“Wn(X)dx Y Xa(®) = 3¥a(x)—Pn(x),
Q
resulta que
1im pPA () = Pp(x) vy 1im XA (%) = X(x)
N2 n+ o
para todo LLamando BA(x,0,t) a la soluciédn de la ecuacion

I
T Val(xs — Ba(x,0,t))/t) = O,
i=1

como, por la definiciéon de Y., para n suficientemente grande se
cumple
VYa(x=2/n) < Y(x) & Pa(x+2/n) ¥x,
resulta que
IBa(%,0,t) - B(x,0,t)1 < 2t/n,
luego para cada t fijo

lim Bn(x,0,t) = B(%,0,t).
ns

Finaimente llamando
I
GBa(t) = E Xn((%s = Ba(%,0,t))/t)
i=1
resulta gue para cada t es

lim Ga(t) = G(t).
n+o

Como ¥, Y Xn cumplen todas las hipotesis de este lema y ¥~ es
derivable en todo punto, ya hemos demostrado que G~ es no

decreciente; por ser G=1im G, también G lo es y queda asi

demostrado el lema 6.

Demostracion del teorema Z: Sea A y € las constantes del lema,

5. Se sabe por dicho ieh;_qué_
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E ( inf (1/(I-1)) £ X((us — a. — B(u,a,t))/t)) c+e.
0<tEA

Sea M la constante del teorema 1. Consideremaos el compacto

C= {aeR®T : MaxlastiM }. Por el lema & es

tnf (1/(J-1)) £ (1/(I-1)) T X((uss — as — B(us,a.t))/t) (I5)
O<tLA 3 i

a € u

= inf (1/J) Z (1/(I-1)) L X((usy — ai1 — B(us.a.”h))/A).
aeC J i

For el lema 1

Max laf-a,l h o iB(u,a",t)-B(u.a,t) |l h.
liisl
para todo u y todo t:0O. Como X es continua y tiene limite
finito para 190, la funcioén X(:x/A) resulta uniformemente

continua, luego existe h>0O tal que

Max laf—-as!l < h 2
IX((us—aZ—-B(u,a*,A))/A)-X((us—as—-B(u,a,A))/A)l €e(I-1)/21 ¥Wu
2 I (1/73) E (1/(I-1)) § X({uysy — af - B(uy,a*,A))/A) -
(1/3) E (17(I-1)) E X((ugy — ag — B(us,a,nh))/AR)I £e/2.

Consideremos un cubrimiento finito de C con bolas de radio
h. Sean a¢‘%?’, g=1,...,08, los centros de esas bolas.
For la definicidn de € y la ley de los grandes numeros, para

cada gq=1,...,Q, existe Jgq(w) tal que

J...Jq(w) 2

(1/d)Z (1/(I-1))E X((usy—afa?> — B(uy,a‘?’,A))/A) c + Je/4
J 1

con probabilidad 1.
Sea Jo(w) = Max (Ja(W)yaeeadal(w)). Sea aeC, existe g tal

que la - a9’} < h, entonces, si J:Jdo

(1/7d) L (1/(I-1)) E X((usxy = as — B(uy,a,nA))/A) &
J 1

: (1/3) £ (1/(I-1))

E X((uss — aga’ — B(us,a<=a’,A))/A)
J 1

- 1(1/73) £ (1/(I-1))  X((usy — as — B(uy,a,A))/A) -
J 1



(1/J3) E (1/(I-1)) E X((usy — af2’> - B(uy,a¢a’>,A))/n)l
J i

& Cc + Ie/4 - /2 = ¢ + /4 .

Luego., si JiJo(w), con praobabilidad uno., la expresién (25)
es estrictamente mayor que c, lo que implica la tesis del

teorema 2.

Demostracién _del teorema 3:

Sea B(uj,a,t) definido en (Z21.1). Sea, para cada i
(i=1,...,1), @;(a.t) la soluciédn de la =cuacioédn
J A
.EIW((ULJ - B(ujy,a,t) - uyta,t))/t) = O . (Z7)
J=
Se notara Blast) = (Fa(a,t),e.. fela,t)) .

El vector de los estimadores de los efectos de los tratamientos

cumple
L(R,s) = (38)
z G; = 0.
Sea U = (Lgyeeeasllz) CON Uggeeaylls V.a. i.i.d. con

distribuciébn F..

Sea

W(u,a,t,m) = (W((Ll.t"B(u,-a;t)"ﬂh)/t),---,W((ux—B(U,a,t)-mx)/t))
y sea g(a,t,m) = E(¥(u,a,t.m)) .

Sea DCR®*® el subespacio de los vectores que tienen todas sus

coordenadas iguales:

D = { deR*: di=dz=...=dz) .

Una de las hipbtesis del teorema es que la distribucidén de las
v.a. Ui tiene soporte conexo. For lo tamto u tiene soporte
conexo y wi-B(u,a,t) también por ser funcidn continua de u. For
el comentario hecho en la seccién 2, este hecho v las hipotesis
sobre ¥, aseguran que para cada (a,t) existe un dnico m que

anula g, por esta razén y por ser u, igualmente distribuidas

resulta

n
o

g(a,t,m) b meD . (3I9)

Consideremos la norma

llall

n
4
o
p1}
*



y la distancia Jefinida oor =23ta norma
dist(a,b) = lla - bil .
Sea £:0., Sea

De = {veR* : dist(v,D)<

Sea k. = {aeR* = f{lall = M} ,
donde M es la constante d=l1 teorema 1. Cansidérese =21 compacto
k—De vy el compacto
Ce = K »x [A,B] ® (K-Dg)
donde A y B son las constantes de los tearemas 1 y 2. For ser
g continua y por la propiedad (29) resulta
min llg(a,t.,m)ll = b O . (40)
(a,t,m)eCe
Fara cada (a,t,m)eCe considérese un entorno de radio h y el

supremo

sup iy (u,a*,t*,m*) -¢Y(u,a,t.m)il .
ita*,t*,m*)—-(a,t,m)llzh

For continuidad, este supremo tiende a cerc cuando h tiende a
cero y por ser ¥ acotada también tiende a cero su esperanza.

Luego existe h(a,t,m) tq.

E( sup ly(u,a*,t*,m*) -yY(u,a,t,mli) < b/8 .
iica*,t*,m*)-(a,t,mllzh(a,t.m)
Estos entornos de radio h(a,t,m) forman un cubrimiento de Ce
del AQue puede extraerse un subcubrimiento finito. Sean
(Aq.tq.Mg) para g=1,...,0Q3, los centros de los entornos que
forman el subcubrimiento finito y hg=h(agqstaq.Mq) sus radios.
Fara cada q (g=1,....Q), por la ley de los grandes numeros
exdiste Jq(w) tal que
J & Jg(w) 2
(1/J) I sup P (ug,a*,t*,m*) -¥Y(us,aqstq.mq)ll b/4,
J Na*,t*,m*)-(aq,tqsmq)llihg

con probabilidad uno. (41)

También por la ley fuerte, para cada q exist= J&(w) tal que

J = J&(w) >
(1/JMIE (Y(Us,aq:tysMg) — glag,taqimg) )il b/4, con prob. 1.(42)
J
Sea ahora (a,t.m) un punto cualquiera de Ce. Entonces

existe un gef{l,...,Q) tg. H(a,t,m) - (Aq,staq,;Mq)ll £ ha. Luego



173y T v(ussa,t.m)i flgtagqsta.ma)il -

J
- (1/7Jd)E sup HY(us.a*, t* ., m*) -¥(us,aq,ta:Mq)ll
j ”(a‘.‘t.!m-)_(aqptq,mq)”i:.hq
- (1/IIE (Y(Us,@aqstasMa) — Glaasta Ma/)ll .

J

For (40), (41) y (42) resulta que

J : Jo(w) = Max Max (Jq(w)  JJ(w)) 2
inf H{1/J) Z ¥(us,a.t,m)!ll » b-b/4-b/4 = b/2 » 0O,
(a.t.m)eCe J con probabilidad uno.

J, dicho de otro modo. hemos demostrado que

J & Jo(w) vy (a,t.m)eCse )

J
VZIW((U‘J—B(u,,a,t)—m‘)/t) # O, para algun i=1,...,I, (43.1)
J=

con probabilidad uno.
Sean s vy % los estimadores de dispersion y de los efectos de
los tratamientos que se sabe que satisfacen (37) y (38). De

(43.1) resulta que

J z Jolw) 3 (R.s.%) € Ce = K x [A,B] x (K-De), con prob. 1

Fero como por los teoremas 1 vy 2, con probabilidad uno, para Jd

grande es
Rek se[A,B]
resulta que, para J grande es
N

« € De , con praob. 1. (43.2

Como Z Q*=D, de (43.2) resulta facilmente que

J r Jo(w) 3 1%sl %2 , 9 i=1,...,1 , con prob. 1
0O sea
lim Qi = 0 con probabilidad 1,
Ja0

que es la tesis del teorema Z.

Fara demostrar el teorema 4 se usaran los siguientes lemas:
Lema 7. Sean Ugigs..s4Ux variables aleatorias i.i.d. con
distribucion Fo continua. Se supone que ¢ es continua, impar,

Teri s
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no decrecliente, estrictamente creciente en (x: 1) liky).

Entonces para todo numerao x<x#0 es

F(uaiw=B(u,0,00))/00 = ) = 0,
para todo 1%=1,...,1[.

Demcstracidn:

iara simplificar la notacién, sin perder generalidad,
supondremos oo=1.

Se desea demostrar que

F(use—8(u,0,.1) = ) = 0, (44.1)
para todo x#0, para todo ix=1,...,I.

Vamos a considerar primero el caso 2n que |[¥Y(x)I1<ks.

P(utl—B(ugosl) = ;\') = F"(B(U.O.l) = Lli.._)‘()

-

I
F( Z P(usg—(uam—x)) = Q) = FO Z ¥Y(us—(usu—x)) = =¥(x)) =
i=1 i# 1™
E(p(_z_W(Ua.—(l-l.t-—K)) = =¥(x) | uim)).
i#i™

Por la independencia de uUi,... Uz s

PO Z ¥(ua—(uiw—x)) = =9P(x) | uie=a) =
i#i*
F( Z ¥(us—(a=-xn)) = =¥(x)). (44.2)
i#i™
Llamemos ¢ a la constante c=a-x. Como u, tiene’funciOn de

distribucibn Fg continua y ¥ es estrictamente creciente salvo

en 21 conjunto

lp(x)I=kyl,

es
F(Y(ug-c) = d) = 0 V¥d tq. 1dl#k,s.
Luego
F( T ¥(ug-c) = d) = 0O (44.73
i#i™

salvo para los valores de d que se pueden obtener como suma de
I-1 valores iguales a ki O —ks (0 sea O,ks,—kas,2ks,-2Kks,4.c0.)

Ya se sabe por hipobtesis que ¥(x)#0 y como estamos
considerando el caso lY(x)l<ks, ¥Y(x) no puede ser ninguno de
esos valores, luego (44.2) vale cero y ya estad demostrado (44.1).

Consideremos ahora el caso en que I¥(x¢)I=k,. Supongamos que

Y(x)=ks (el caso ¢¥(x)=-k, es similar). En este caso la

expresion (44.2) vale
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FO D %W(uy — c) = —ka),
izie

que val=2 cero si 1-1 es par, con lo que también estia demostrado
(44.1) para este casao.
S6lo resta considerar el caso Y(x)=k, y I-1 impar. Sea A

el suceso
Ay = {(Y(usi—B(u,0,1))=k;y 6 ¥Y(ui~B(u,0,1))=-k,3.
P(uiw—B(Uu,0,1)=x) = P(Liu-B(u,0,1)=xx vy Z¥(u,s-B(u,0,1))==k,) =
171"

F(uiw—B(u,0,1)=x vy IZ¥ (U ,~B(u.0,L))=-kys v N Ay) +
i#i* 1#1

P(uiw=B(u,0,1)=xX y EZ¥(u,-B(u,0,1))=-ky y U A;=) (44.4)
i#1™* i#i*

Consideremos el Gltimo término de (44.4):

P(uaw=B(u,0,1)=% ¥y Z¥(us-B(u,0,1))=-ky y U A.<)
1#1™ i# 1™

1

L2 P(EY(ua-B(u,0,1))=-ks y U As=),
i#im™ i#i™

y esta ultima expresiébn vale cero por los mismos argumentos que
se emplean para justificar (44.7).
El primer término del dltimo miembro de (44.4) es

F(uim—=B(u,0.,1)=x y LY (us=B(u,0,1))==k,y v N A,)
i#i™* i#i™

1
= F(usx—B(u,0,1)=x y N Ay).
i=1

Llamemos (—Xos¥e) @l intervalo D={x: I¥(x)l<ks). O0.l0 gque es lo

mismo

r

e () 1=k} = (-0,-0] U [Ho.+o)}.
Sean Uc¢ijaee=aasllcz)y los valores UWi.....Uy ordenados de menor a
mayor. Entonces

1
na. 2 .
i=1 Ucir-B(u,0,1) € [Ho.+0) para i=I/2+1,....1. (44.5)

Uear>—B(u,0,1) € (-0,~4o] para i=1,....,1/2;

Si ocurre (44.35) entonces

I
‘EIW(UL—D)'_'O &2 be [u¢ 1,2yt HoiUcrrzv1) " Hol
l=

y luego el punto medio es

B(u,0,1) = (U¢z 2)y+Uc¢xr2v1>)/2.
Luegao
Usw—B(u,0,1)=x v N Ay =
Uswm — (UezozrytUcr zery ) /2 = %K.

For ser Fu continua



FOdew = (Werxortlezrzear)})/2 = X ) = 0O

y luego el primer término del Gltimo miembro de (44.4) es cero,

qu=2 2s lo gue faltaba demostrar.

Lema 8. Supobngase que se cumplen las hipotesis de los lemas

vy H. Sea D={x: ¥(x)<ksl uwun intervalo acotado. Supéngase
ademas gue se cumple uno de las dos hipotesis siguientes:

a) ¥ (y por consiguiente X) tieme derivada continua en todo
puntos
a

b) ¥ (y por consiguiente X) tiene derivada continua salvo a lo
sumo en un conjunto finito de puntos que no contiene al cero vy

se cumple el lema 7.

Sean Ujp....Uy V.a&. 1.1.d. con distribucion F,. Entonces
G(t) = E((l/(I—l))iélX((u; - B(u,0,t))/t)) ,
(que es no creciente, por el 1lema & para t:x0), es
estrictamente decreciente en {t: t>0, G(t)zcl.
Demostracidn:
Sea gl(u,t) = (1/(I-1)) Z X((ug = B(u,0,t))/t)
Entonces la funcidén G a la que se refiere la tesis del lema es
G(t) = E(g(u,t)).
Sea tx0 fijo. Por ser 3g(u,t)/dt continua (para todo punto o
salvo en un conjunto de probabilidad cero, por el lema 7) vy
acotada es
G'(t) = E(ag(u,t)/dt).
Se vid en =21 lema &6 gue
dg(u,t) /3t =
I

I I
(E ¥ (ra)ra)® = (2 97 (rya)ra®). (¥ (ry))) /7 (t.

I
(Z P (ra)).
i=1 i=1 i=1 i=1

donde se nota ri=(us - B(u,0,t))/t

Puede verse facilmente que el numerador de esta derivada es

igual a
—.g_v'(rL)W'(r,)(r;—r;)’-
idj
Sea B = {3 i#)] tq. rai=ry} = {3 i#j tq. ui=uyJ

For la hipbtesis sobre F. del lema 5 es

F(B) < (ka-c)/k=a. (45)
Sea C* = { #{i: 9 (ry)=0} 2 (I-1) . Obsérvese que si ocurre

27



o* tambien ocurre
C={ #{i: X(xa)=kz}z(I-1) 3,
lo que implica que g(u,t) zk=.
Entonces
si ocurre C pr? dg(u.t)/73t £ 0 v glu,t)z ko ,
si ocurre B 2 dg(u,t)/a9t < O,
si ocurre B<MC< - ag(u,.t)/a3t Q.

Del parrafo anterior se deduce que

F(B=NC<) =] G (t) 0.

Si, por 21 contrario, F(BE=NC=)=0, entonces F(BUC)=1 y de (45) se

deduce que
F(C) 1 - (kz-c)/k=,
luego

G(t) 2 E(g(u,t).IndC) kz.(l-(kz—c)/k=z) = c.

0 sea que esta demostrado que G’ ' (t)+0 salvo a lo sumo cuando

G(t)>c, lo que implica la tesis del lema.

Demostracién del teorema 4. Del lema anterior resulta que
S1 Usseeasdy SON V.a. i.i.d. con distribucion F_
I
G(t) = E((l/(I—l))_ElX((u; - B(u,0,t))/t))
l=
es funcibn estrictamente decreciente de t si G(t)sc. Como
ademés el limite de G(t) para tiw es cero y =21 limite para ts0
es mayor que c (por el lema S5), existe un unico @ox0 que
satisface la ecuacioén
Gloo) = E((1/(I-1)) E X((uy - B(u,0,00))/06)) = cCc .

Sea ¢€r0. For la ley de los grandes numeros es, para J

grande,
(1/(J-1))Z (1/(I-1)) E X((usy — B(us,0,(0o-g))/(0o—€))>c (46)
J 1
y (1/(J=1))E (1/(I-1)) E X((usy — B(uy,0,(0ot+e))/(oot+e))<c (47)
J 1

Sean GX los estimadaores: de los efectos de los tratamientos.

Como estos estimadores son fuertemente consistentes, dado h:O,
a partir de un J en adelante es %y 1<h con probabilidad 1.
Luego también es

1B(us,&,00-€) - B(us,0,00~€)! h
para todo j, por el lema 1. Dado que X(x/(ce—€)) es funcidon
uniformemente continua de i, por ser continua y tener limite

finito para Ixl+w, eligiendo h suficientemente pequefo es
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I (1/(J=1))E (1/(I-1)) T (X((Uss~Qu~B(us. %, (0o—€))/(v0—€))
J i

- X((ug3-B(uy ,0,(0o-c))/(0o—e))) |

arbitrariamente cercano a cero para J grande. con probabilidad
uno. De ello y (46) resulta que si J es grande es
A A . .
(1/7(J-1))E (1/7(I-1)) Z X((uss — oy — B(Us,&,(0o—€))/(0o—€E))C
J i
con probabilidad 1 y en forma anadloga de (47) resulta que
(1/(J-1))L (1/(I-1)) & X((usy - Q; - B(u,,@,(ao+e))/(oo+s)){c.
J 1
N ) .
Como ™is....,x ¥ s satisfacen (21.4) y por el lema & resulta
que
J z Jo(w) o Co — € S % 0o + € , con probabilidad 1,

o sea, la tesis del teorema 4.

S. DISTRIBUCION ASINTOTICA DE LOS M-ESTIMADORES. Los
resultados obtenidos sobre distribucion asintédtica son los

teoremas 5.1 y 5.2.

Teorema S.1: (distribucibn asintética). Supéongase que se
cumple el modelo (95). Sea G‘el vector de los M-estimadores,
que resuelven el sistema de ecuaciones (8), con cualquier
estimador de dispersion s. Se supone que Y cumple la
supasicion (B), tiene derivada ¥° continua y posiiiva Yy ¥ (x)x
es acotada

Se supone adem&s que cuando el numero de bloques J tiende a
infinito, Q‘ converge a oy y s tiende a oox0, con probabilidad
Lno.

Como ZQ*=0, la distribucion del vector aleatorio X es
degenerada, para evitar esto excluimos una de sus coordenadas,
por ejemplo la udltima y llamamos

B = (Riyenes@z-a)®
Y X® = (ManaaasXg—2)® .
Entonces
J1/2 (&% - «*)

converge en distribucién a una ley normal multivariada con
media O y matriz de covarianza
0o=.V(Y,.F.).C (48)

donde



ViVY,Fu) = va/a= .

Fara simplificar se nota

Fa = (ui - B(U-O-O'o))/o‘o-
con esa notacidén es
vi = E(Y=(ri)), (4%9)
I
a=E(P (ra).(-1 + (¥ (ra) — ¥ (rzg)) /IELW'(rx))) (S0)
y €C es la matriz de (I-1)x(I-1) con ci11=1 en la diagonal y Ciix

= -1/(I-1) para i#i*.

Demostracidn: Al igual que en la seccién anterior se
supondra, para facilitar la notaciéon que en el modelo (3) «xy=0
y Bs=0.

Fara calcular la distribuciébn asintética de los estimador=s
de maxima verosimilitud y de los M—-estimadores para distintos
modelos, lo que se hace habitualmente es desarrollar por Taylor
alrededor del punto al que convergen los estimadores, Yy
Justificar, bajo ciertas hipotesis, el poder despreciar el
término complementario cuando el tamano de la muestra es grande
(por ejemplo Huber (1967), Huber(19273), Yohai(1987)). Para
justificar el desprecio del término complementario, se usaria en
este trabajo un argumento similar al de Yohai(1987), que sirve
para el caso que nos interesa: poder estudiar la distribucién
asintética no solamente cuando el estimador de dispersion s se
obtiene en forma simultanea, sino para cualguier estimador de
dispersién fuertemente consistente.

En lo que sigue a es un vector de I componentes tal que Iasx
=0 y a* es el vector formado por las (I-1) primeras componentes
de a. Fara cada a*eR¢*—2>, cada t>0 y cada ueR?! se nota

vy*(u,a*,.t) =
(Y((us—as-B(usa,t))/t)see¥((uzg_s—ax—s1-B(usa,t))/t))=.
Luego el sistema de ecuaciones (8) o su equivalente (Z1.2) vy
(21.3), con esta nueva notacioédn equivale a
J N
L ¥*(uy,ax*,s) = O. (51)
i=1

Seguidamente se buscardn expresiones para las componentes de
la matriz 3y*/3a*. Previamente se calcular& el vector 3B/3a*.
Fara simplificar las expresiones gque se aobtendran, se usara la

siguiente notacioén:
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ra(u.a*,t) = (ug—ag-8(u.a*,t))/t.
Derivando la ecuacion (Z21.1) y despejando se obtiene
[3B(u.,a*,t)/%a*]y = dB(u,a*,t)/das =

I
(v’ (rr(uya*,t)) — ¥ ' (ref(u,a*,t))) /IELW'(Fx(u,a‘,t))- (32)

De la definicién de ¥* resulta
[3v*(u,a*,t)/3a*]ys =
(1/7t) ¥ (re(usa*,t)).(—-L-3B(u,a".t)/das)
que., usando (32) resulta igual a
(1/t). ¥ (ra(uya*,t)). (-1 + (¢ (ry(u,a®,t)) - ¥ (rey(u,a*,t)) 7/
1élw'(r1(u,a‘,t))). (53)
En forma similar resulta para izi®*
[3v*(u.a*,t)/3a*]i1a =
(1/t).¢ " (ra(u,a*,t)) . (¥ (rie(u,a*,t)) - ¥ (rx(u,a*,t)) /
léIW'(rx(u,a‘,t))- (34)
Desarrollando el primer miembro de (51) por la férmula de
Tavlor alrededor de O es
J£1W'(u,,Q',s) =
(54.1)

J )
Z ¥*(us,0,s) + A . x* =0
Jj=1

donde se ha designado A=A(Ui,...,uUug) a la matriz de (I-1)x(I-1)

cuya i—-ésima fila es igual al vector fila

[N w IS

13[”‘(UJ,?195)]L/3&‘,

J
donde <Ti es un punto intermedio entre 0 v %*. De la ultima
ecuacion se despeja o y resulta

J.L/:'.-/u\:l _

- [(1/3) A 17*.[(1/d*7=) E ¥*(us,0,5)] (55)
J
La ley de los grandes numeros asegura que con probabilidad 1

J
1im (1/J) T 3¥*(uy,.0,00)/3a* = E(3¥*(u,0,00)73a*).
J4 0 Jj=1

Como, por la consistencia de los estimadores, ©i1340 Yy S300o
cuando J+w, con probabilidad uno, y 3dy*/3da* es continua, parece
natural y se deduce del lema 4.2 de Yohai(1987) que también

5}3 (1/J) A(Ua,...,us) = E(I¥V*(u,0,00)/3a*) (56) -
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con 2rcoabliiirdad L.

{La hicotes:s de dicno lema que pide gque exista $:0 tal que

E( =4

up Ifdv*(u.,a*,t)/sa*] | 00
Ha*l|< 5, | t~0ol<é T L.

se cumpl2 debido a que [3¥*(u.a*.t)/3a*]lii1x SON acotadas si se
mantizne t alejado de c=2ro).
£1 teorema central del limite aseqursz que
J D
(l/J*’z)JEY‘(u,,O,oo) 3 N{OE(¥*(u.0,20) .¥*(u,0.00)%) (57)
En el apéndice B se demuestra =l lema ? que afirma que

P lim (1/J*7Z)|IC¥*(uy,0.5) — Z¥*{uy,0.00)l = 0.
J J

Este resultado y (57) aseguran que
D
(1/d*7=) Ey*(u;,0,s) 3 N(OE(¥*(u,0,00).¥"(u,0,006)%). (98)

Notemos

Ao = E(3¥*{u,0,00)723a"),

V = E(¥Y*(u,0,00).¥*(u,0,00)%).

De (59), (56) y (58) resulta que, si Ae es no singular

Jisz Qm 9 N(O,Ae~*.V.(Ac~*)%)). (59)
Las componentes de la matriz Ao son las esperanzas de las
expresiones (533) vy (54), especificando a=0, t=0o. Usando
quelas v.a. Wi son igualmente distribuidas reéulta gque la
esperanza de (54) es c=2ro, 0 sea la matriz Ao ©s diagonal. EI
elemento i-ésimo de su diagonal es
[Aclis = (1/00).a
donde a est&d definido en (50) y es un numero estrictamente
menor gue cero, por lo que Ao @5 nNno singular.
Veamos ahora el valor de las componentes de la matriz V.
Llamando, como en la tesis del teorema
Fa = ri(u,0,00) = (us — B(U,0,00)) /00,
es
Vis = E(¥Y2(ri)),
que hemos llamado vi en (4%9) y
Visae = E(¥(ry).¥(raix))., para i#i*.
Obsérvese que, por ser u; igualmente distribuidas, Viix No
depende de (i,i*) para i#¥i*, o sea, son todas iguales, digamos

a v*. Como por la definicion de B(u,0,00) es



o Yiry) = Oy

igualando las wvarianzas de ambos miembrcs de

2sta
resulta
Iovy +# To(I-1)ovwv® = 0O
y luego
ve = =v,/(I-1).
Luago la matriz V es
V = vi.C

donde C es la matriz que aparece =2n (48).
De (59) y las expr=2siones halladas para las matrices A y V,

resulta (48), o sea la tesis del teorema 3.1.

El tecrema ant2erior no contempla el caso de la familia de

funciones Y. de Huber, ya que estas no son derivables en dos

puntos. Por eso se demuestra el teorema siguiente.

Teorema S5.2: Con las mismas hipbtesis del teorema S.1 salvo
gue se cambian las hipbtesis de gque Y ti=ne derivada ¥ continua
y positiva y ¥ '(x).x es acotada por las siguientes hipotesis:
la funcidn de distribuciéon F, es continua, vy tiene derivada Yy’
continua salvo a lo sumo en un conjunto Tinito de puntos que no
incluye al cero, VY’ es estrictamente positiva en el conjunto
s lY()l<kad (salvo en un conjunto finito de puntos que no
incluye al cero), existe una constante b tal gque

1(Y(x+h) — ¥(x))/hl £ b V 2, ¥ h.
y @2xiste una constante c tal que si o*:0:0 es
V((x—c(o*—0o))/o*) L ¥(x/o) L Y((x+c(o*—a)). / o*) ¥x.

Entonces la distribucion asintdtica de X =sta dada por (48).
(Obsérvese que las hipotesis sobre Y se satisfacen para las
funciones Y. de Huber, en este caso b=1, c=k).

Demostracidn: Sea

Y*(u,a*,.t) =

(Y((ur—asi-B(usa,t))/t),ce.,¥((Uur—s—ar—1—B(u,a.t))/t))*e.

como en el teorema anterior. Las férmulas (S53) y (54) qQue dan
expresiones para las derivadas de ¥$* con respecto a a* siguen
siendo validas siempre que ¥ sea derivable en ri(u,a*,t) para
i=1l,0caal Yy que Zy ' (ri(u,a*,t))#0. En el caso

Ly’ (ri(u,a*,t))=0, es ¥’ (ri(u,a*,t)) igual a cero para todo
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1=i,4easnls v de agui se deduce tacilmente (tcmanqo =21 cociente
incremental vy wusando el hecho de gue, segun el lema 1, el
incremento de B(u.,a*,t) =2s menor o i1gual que el de a;«) gque

[3¥*(u,a*,t)/3a@a%Jsswe = O si LY (ri(u,a*,t))=0,

En el teorema antarior se hizo un desarrollo de Tavlor.
Zonsidéresa para cualquier funcion T: RaR un

"pseudodesarrollo”" de Tavlior del mogo siguiente. Llamemos

DeiF)(xyh) = (f(MathageeaaatNeoovraennsipn) —
f()'(;"'h;, «as ,3'(1—1""'11__1,)'(1, e ae ’)‘(n) )/h.t

para ni20 v Da(f)(x,h)=0 si h,=0.

Entonces =21 "pseudodesarrollo" de f alrededor de x es:
f(x+h) = f(x) + ? Da(f)(x,h).hs.
For la definiciébn de Q se cumple (21.2) o sea
jgl'p((uu - ® - B(uy,8.s))/5) = 0 , para i=l,...,1-1. (60)
S5i se llama fi(&*) al primer miembro de (40) considerado como
funcién de &* y se hace el pseudodesarrollo de Taylor alrededor
de cero se obtienen expresiones analogas a (54.1) y (55) con la
Unica diferencia que el elemento (i,i*) de la matriz A es ahora
Assw = Dyw(fa)(0,&™) =J_izl(so((u“ - a,¢**> — B(uy,ait® 5))/s) -
Y((Uas ~ @s 4%~ - B(Uy,at®=2>.5))/s)) / Dams (61)
donde se desigandé
QACE®) = (R inn D rmaDaenea).

Liamemos gisa=x al término genérico de (&1) O sea:

Quam(Uys,X*4S) = P((Ugy — agci®> - B(uy.,at+*> ,35))/s5) -
P((Ues — as¢4*=2> — B(us,ats®=2>,5))/s)) / Xuiu.

For hipétesis la funcién Y es derivable salvo en un conjunto
finito de puntos {(Xis...:%x) pero se puede definir v’
arbitrariamente en esos puntos para que la funciéon ¢’ esté
formalmente definida en todo punto (aunaque obviamente no es la
derivada de ¥ en Xis...:%x) Y asi las expresiones (53) vy (94)
estan definidas para todo punto, y se las designara formalmente
como [d¥*(u,a*,t)/d3a*)iixs aunque en realidad esta derivada no
exista si, para algun i, ri(u,a*,t) pertenece al conjunto donde

¥ no es derivable. Luego



[

(1/J)efism = {2/017.2 Qiamiuy. R, 3) =
Jj=1
(L/d} Z [3¥*(uy,0.00)/73@a*i.n +
(1/J) £ (Quam(us.X*,3) [a¥*(us,0.00)/3a@*]iam). (62)
For la ley de los arandes numeros
Lim (1/3) I [3¥*(uy.0,90)/3@a* i1a = E([3¥*(U.0,00)/3@*]sam’ .
J40 i=1 (6T

donde la 2speranza no depende Jde l1a forma arbitraria en que se
detirnid la derivada en los puntos en los qQque ¥ no era
derivaole., va que se demostro =2n el la2ma que la continuidad
d2 . imptica que

Flrs(u,0.00) € (Higeaeeiimy) = O.

Fara cada 6:0 se dernota A(d) al conjunto
k.
A(d) = U (K=&, -+4)
r=1
y E(é) al suceso
I
E(d) = N {rifu,0,00) & A(d)].
i=1
Sea >0 arbitrario. Se elige 4:x0 tal que
F(E(d)) = 1l-e.
Sea M tal que
I
FO M iugizM) & 1-e.
i1=1
For 1a continuidad uniforme de ry en un compacto existe h :0Q
tal que

E(¢]~ ﬂlLl.ﬂ.l_M. Mé)(la;l h;_. It—o'o!h;_

> re(usa,t) & A/ Yiz=l.eaaw,yl. (63.1)
Como
lim sup 13¥*(ujy,a*.t)/3a*],is»—23¥Y*(Uus.,0.00)/%3@a*Tssnl.INndecd,=0
h4©Q M&xlagsl<h
lt—oal <h

existe hz>0 tal que

E( sup IEN’"(U,,a",t)/aa"]it.—bw“(u,,0,\70)/3a"‘]‘1.l.Indaué;)'ie.
Maxlayl <ho
l't-oolihz

Sea h = min(h;,hz,uo/E).

Fara J:Jo es
P(ls=0ol<h y Maxi&s!<h) 1-¢€.

Supbngase que Is-ool<h vy Maxlail{h. Entonces por (63.1)

-
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UL EM oy ugE E(3)
1=1
Graw(uy , B*,5) = [3IV*(UssAitims-5)/3a*]s1 m. (6.2
donde A.L1my €S punto intermedio entre Q‘ v O
sueremos dJdamostrar  anora que 21 wltimo término de (&2)
tiende a cero en orobabiliagad.
Notemos 2 al suceso
G = (0 lusgi=zM; N EiCS).

Zntonces

(1/3) T 1QsswiUs.a®,5) - [3¥*(Us3.0.00)/3a%lssuni =
(1/3) T 1gesm(Us R*,5)-[3¥*(Uus.0,00)/3@a*lssnl.Ind +
ujyeg
(64)
(17J) T 1Qssm(uy R*",5)-(3¥*(us.0.00)/3a*]s1a!.INd ]
uyek-s

Como por hipbtesis es
1 (Y(x+d) — ¥(x))/dl = b,
resul ta '
Igssm(us ,®*,5) < 2b/(0o-h)
Yy en consecuencia
[3¥*(us,0,00)/03@a*]i1a = 2b/(00-h).
Luego el dltimo término de (64) es menor o igual gue
4b/(o°—h).(1/J).% Ind .
j=1 Uy s8<
Como la esperanza del indicador de B es menor que 2g reasulta
gue para J:zJ, es
P(lultimo término de (&64)1 % Fbe/(zo—h) l-g. (65)
22 acotard ahora el primer término del sequndo miembro de
(&4). For (63.2) es
(1/3) T 1Qsam(uy,&®*,5)-[3¥*(uy,0.00)/3@*l.sx!.INd =

uysh

(1/J)."‘_I[3W"‘(u,,)\;4_._‘ ,S)/ba‘];;. - [BW'(U,,O,O’O)/Ba"];;ml .Ind

uyshb
c sup ldy*(us,a*,t)/9a*]iiu—3¥*(uy,0,00)/3@*Jaanl.Ind .
MaxIxgl <h useb
|t—ool=h

For la eleccidn de ha resulta que si Jxd=
F(lier. término del 2do miembro de (&4)1) 2¢g) l-¢. (66)
De (&64), (65) y (&6) resulta que si J:Max(JoyJdi,Jd=) en;gnqg;

P((1/J)E|g;;.(u;,Q',S)—[BW‘(U,,O,QQ)/aa*]‘i.l { 2e+9be/(oo=h))_

I6
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Como = 25 un numero positivao arbitrario. esto implica gue

P lim (1/J)C1Quam(uy,&*,s)-[3¥*(Us,0,00)/8a% ] sul = O
vy por (62) v (6Z) esto implica que los el=2mentos de la matriz A
tienden 2n probabilidad al mismo limite que bajo las hipdtesis
del tearema 5.1 v por lo tanto ®* tiene la misma distribucion

que se demostrd en el teorema S.1.

6. EFICIENCIA ASINTOTICA DE LOS M-ESTIMADORES CON RESPECTO A
LOS ESTIMADORES DE CUADRADOS MINIMOS. Los estimadores de
cuadrados minimos (ECM) son un caso particular de M—-estimadores
consideranda VY(x)=x. En este caso particular, el factor
V(¥,Fu.) de la varianza asintotica (ver tesis del teorema 5) es
V(Y,Fu) =(Var(u)/oe=).((I1-1)/1).

Se desea comparar agqui esta varianza asintética con la de los
M-estimadores obtenidos wusando la funciédn Y. de Huber, vya
mencionada en la seccidéon 3. Debido a la dificultad para
calcular las expresiones (49) y (50) se han calculado algunos
valores aproximados de V(¥«.,F.) por simulacidén. Se eligidb
k=1,345 que es el valor que hace que la eficiencia relativa del
estimador de cuadrados minimos con respecto al M-estimador sea
1,05 para el problema de posicidén, cuando la distribuciéon es
normal. Fara el modelo del disefio en bloques los resultados
obtenidos cuando F, es la distribucion N(©,00®) son 1los

siguientes:

Efic. asint.

I V{vYu. .Fu) vV para ECM relativa

3 0,685:5V:20,689 2/3 1. 027 sEARZL.0OZ3

4 0.777:V50,782 /4 1,036:EARZ1,043

B8 0,209iV£0,917 7/8 1,0391EAR %1 ,048
Fara cada I, el intervalo calculado para V(Y«.Fu) s un
intervalo de confianza con nivel asintdtico @95%. Se puede

observar que en todos los casos la eficiencia asintotica
del estimador de cuadrados minimos es apenas superior a la del
M—estimador, siendo la eficiencia relativa algo menor que para
el caso de posicidon (se acerca al valor 1,05 cuando I crece).

La ventaja de emplear M-estimadcres se aprecia al considerar
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discribucicnes Fy Zs5n ccias m2s pesadas gu2 la normnal. For-
2jemnlo para la distripbucion N(O,1l) con un lO% de contaminacian
con errores N(0,9) se obtuvo, también por simulacién, gue =1
varianza asintotica 0o0=2.V(y..F.) estd comprendida entre 0,934 vy
0,797 (con un nivel de confianza del @235%) para I=3

tratamientos. Come la varianza asintotica es 1,2 para el
estimnador de cuadrados minimos, resulta gque 1la eficiencia
asintotica relativa estad comprendida entre .78 v 0.80. Fara la
distribucion de Cauchy, la varianza asintética del M-estimador
estad comprendida entre 5.22 y 5.238 (también con un nivel del
PE%) . Fara esta distribucidon 1la varianza asintotica del
estimador de cuadrados minimos es infinita, por lo gue la
eficiencia relativa es cero. 9D sea que, al igual que ocurr=2
para posicioén, los M-estimadores son un poco menos eficientes
que 1los estimadores de cuadrados minimos cuando los errores
aleatorios u,, tienen distribucion normal pero pueden llegar a
ser mucho mas eficientes cuando hay una pequefa proporciéon de

valores atipicos.

7. PUNTO DE RUPTURA. Consideraremos primero el caso mas
simple, aunque de poca utilidad practica, en que se conoce un
parametro de dispersion. Demostraremos que para este caso los
M-estimadores de los efectos de los tratamientos permanecen
acotados aunque haya observaciones muy alejadas, . siempre que
estas observaciones atipicas se hayan producido en menos de la
mitad de los blogues. Luego (en 7.2) se zonsidera el caso mas
atil en que para el calculo de los M—-estimadores se empl2a un
estimador de dispersidbn. En este caso se vera agque 2]l punto de
ruptura de los estimadores de los efectos de los tratamientos,
depende esencialmente del punto de ruptura del estimador de
dispersion. Luego se considera 21 caso particular en gue Q} v S
se calculan simultdneamente, en este caso el punto de ruptura
de los estimadores de los efectos de los tratamientos coincide
con el del estimador de dispersibn v estan dados por 1la
expresion (71.2). Finalmente en 7.4, se praopone un método para
obtener estimadaores con alta eficiencia v alto punto de
ruptura.

7.1. DISPERSION CONOCIDA. Se nota o el parametro de dispersion

que se supone conocido. Los M-estimadores se obtienen
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r2s0lvisndd @i ziszt2ma de ecuacircohes (2102 L2120,
reemplazando =2n estas =cuaclonas s Dar o, D Zon otra notacion
rasolviendo el sistema

E-(P((Xs = &(F) = B(X,Q(F).0))/0))

T &u(F)

Oy para i=1,...,1 (&7.1)
Q (67.2

para F=Fs la distribucién I-variada empirica que asigna

praobabilidad 1/J al vector Xs=(Xi ,....%X1ry) oObservado en el -
ésimo bloque. Se asume que ¥ cumple la suposicién H.
Fara estudiar el punto de ruptura de los estimadores Q;

consideraremos modelos de contaminacidn, o0 sea supondremos que
una proporcidn (l—-e) de los bloques tienen una distribucidn
fija Fo, llamada distribucion central, mientras que una
proporciéon € tienen una distribuciédn cualquiera, desconocida.
Esto es lo mismo que decir que la distribuciéon del vector I-

dimensional X pertenece a la familia de distribuciones

De = {F: F=(l-¢).Fote.H, H cualquier distribucién}
con OzZegxl.

Se define punto de ruptura del estimador % asi:

€o = SuUp {(€: SUP Max IQ;(F)I{+N}.
FeDe 1:ixI
Se desea ver que el punto de ruptura es 0,3. For una parte

es evidente que si €r0,5 los estimadores no estan acotados. For
ejemplo si €>0,5 y se considera una sucesion de distribuciones
Fa=(1l-¢).Fo+e.Hn, donde H, es tal que la primera coérdenada del
vector aleatorio (Xi.....X:x) toma con probabilidad uno un valer

Hm2+00 milientras gque las otras coardenas se mantienen acotadas,
sera

1im  M&x 1% (Fa) 1 = +o.
14i<l

Luego el punto de ruptura es a lo sumo 0.5.
Demostraremos ahora que €o0:0.3. Para ello consideremos un
€E'€o. S€a Han una sucesiodon de distribuciones tal que

Max 1% (Fa)l + +0
1151

(donde Fn=(l-¢g)Fo+eHn). Fasando en caso necesario a una
subsucesién, se puede suponer gue existe un i* fijo tal gque o
bien

Max 101 (Fn)l = Quu(Fa)a+e

0 bien

Max 1xs(Fn)l “Ria(Fn)r+n.



Lonsicerzmos por ejemplo =21 primer caso. De Jel) resulta
(1-€) Emo (W ((Xsa—Rrm Frn) =B (X &(Fn) 0))/o)) = guka
Ccmo para "n" agrande as

MAx Xs - min Xy Rea(Fa)/(2.(I+1)),
17151 12141

aplicando =21 lema 2 resulta
XeaBin(Fr)=B (X R(Fr)s0) £ Xiw—Guim(Fa)=(8(X,0.2)—Cs.Aen(Fn)) =
= Xie — B(X,0,0) - Waw(Fn).(l-C:) + - .
Luego. tomando limite para n2ow en (48) resulta
(l=eg).(=ks) + g.kas = O,

de donde resulta €:0,5. Queda asi demostrado aque el punto dJde
ruptura es 0,3.
7.2 PARA ESTIMAR LOS EFECTOS DE LOS TRATAMIENTOS SE ESTIMA LA
DISPERSION. Se considera ahora el caso mas realista 2n el que
se resuelven las ecuaciones (21.2) y (21.3) empleando un
estimador de dispersion s, 0 lo que es 1o mismo resolviendo el
sistema (&7.1), (67.2), donde se reemplaza o por un estimador
de dispersién s(F). (El estimador de dispersion puede ser
calculado previamente o en forma simultanea).

Sea €1 el punto de ruptura a infinito del estimador de

dispersibn o sea

€1 = sUp {e: sup s(F)<wl.
FeDse

Considérese un € tq. €EONENEL . Como para ese ¢ el estimador
de dispersion se mantiene acotado, notemaos

B = sup s(F).
FeDe

Con una demostracidn similar a la hecha en la seccién 7.1 se ve

que £€:0,5. De esto se deduce gue

si €1:0,5 -t Eoi,5 (69.1)

si €1:20,3 ) €osi€a. (69.2)
Claro que evidentemente cualqui=r estimador razonacle tiere
punto de ruptura a lo sumo 0.5, por lo gque (69.1) no tiene
intereés.
7.3 ESTIMACION SIMULTANEA DE LOS ESTIMADORES DE LOS EFECTOS DE
LOS TRATAMIENTOS Y DE LA DISPERSION. Estos estimadores, gque se
obtienen resolviendo simultaneamente (21.2) & (Z1.4), puaden

aescribirse también como la solucidbn del sistema

Er(V((Xs — ®Re(F) = B(X X(F),S(FI))/S(F))) = O, i=l,...,1,(70.1)
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AN,
o xa(=; =
5

Ep(l/(I—l))ZX((XL—QX(F)—B(X,Q(F),S(F)))/S(F))J = c, (70.3)
i

considerando F=Fy la funcion de distribucidn empirica.
En ecsta seccisn se considera s6lo el caso particular en gue
L) = v=20),
gque es la propuesta 2 de Hubsr (1764) v 32 supone que VY cumple
B. Demostraremos que el puntc de ruptura del sstimador de
dispersisn =s
€1 & Cc/(dgksi=+c) (71.1)

donde

d = 1 51 I es impar

dy = I/(I-1) si I 2s par.

Demostraremos también que si Y es estrictamente creciente en
(et 1¥(x)l<kys) vy la distribucidn central Fo es na degenerada
entonces se verifica

€o = €1 = €/(dzky=+c). (71.2)

Vamas a demostrar primero la desigualdad (71.1). Sea t€>€,,
entonces existe una sucesiodn de distribuciones H.. de modo que
Si Fa=(l-¢).Fo+€.Hn es

Sn = s(Fhr) 2 o,
Se puede suponer sin perder generalidad (pasando de ser

necesatrio a una subsucesiédn) que

14m (K1 (Fn)/Sm) = az,y i=l,...a.l,
n=20

donde —wiasi+m. El sistema de ecuaciones (70.1) a (70.7%) puede

escribirse

(1=2;  Erol(P((X1=Rs (FA)=B(X.RiTn)sSn))ism))

+ £ B (Y ((Xa=& e (Fn)=B (X &(Fn)eSn))/Sa)) = O, i=1,...,

EanY -~ 4

N N
8

[

M

(1-€) Era((1/(I-1))EP2((Xs=&s (Fa)=B(X B(Fn)ssn))/Sn))
€ Ern ((1/(I=1))EPZ((X1—Re (Fr)—B(X,&(Fn):Sn))/Sn)) = C.(72.3)

For ser ¥Y<ik, y por el lema 10, de (72.1) y (72.3%) resulta
1 (1-8) Erol¥ ((Xe~Be (FA)=B (X &K (Fn)sSn))/Sn))l % €.ks ¥i, (73)

(1=2) Ewo ((1/(I=1))EPZ((X4=G 1 (Fa) =B (X &(Fn),Sn))/sn))
+ g.dz.ka® 2 c - ¢74)

T i ————
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La =2cuacion gque detfine a B(X,Q(Fn),sn), 0 sea
I
L ¥((Xa~&e(Fr)=B(X & (Fn)y8n))/Sa) = O,
i=1
es para n grande aproximadamente igual a
I Lo ™ .
L ¥((—as — B(X,&(Fn)sSn))/isnt = Q. (73)
i=1
Consideremos el caso en que los a, son rodos finitos.
Entcnces est& definido B(0O,a.l) que cumple
I
L ¥Y(-as1—B(0,a,1))= . (76)
i=1
De (73) y (76) resulta que

1im (B(X.o(Fn)+Sn)/Sn) = B(O,a.1).
n-=0

Tomando limite para naw en (73) y (74) resulta
I¥(—as-B(0,a,1))t = e.ks/(1l-€) (77)

(l-e).(1/(I-1))E¢=(-a+-B(0,a,1)) + e.di.ka= & c (78}

De (77) y el lema 10 surge que
(1/7(I-1))Z¥=(-as-B(0,a,1)) < dr.eg=.k.2/(1-€)=, (79)
De (78) y (79) resulta
(c—e.dr.k1®)/(1l-€) % dr.e2.k =/ (1-g)=
y de aqui resulta
€ 2 c/(dx.ks1=+c). (80)
Como € es cualquier numero mayor que el punto de ruptura £, de
(B80) resulta (71.1).

Falta considerar el caso en que alguan a, fuese infinito. Si
gx0,3 (80) se cumpliria trivialmente. asi gue suponaamos que
£<0,3 y vamos a demostrar que el caso a3, infinito no puede
ocurvrir, Supongamos, pasando en caso necesario a una
subsucesion, que a.s=+w y que MAx %2 (Fn) =010 (Fnj. Usando el
lema 2 resulta

(Xam=%eu(Fr)=B(X,X(Fn) Sa))/Sn =
(Xan=B(X,0,50))=(1-Cx)&X1a(Fn))/Sn + —®.
Tomando limite en (73) resultaria
(l-g) ks & €.ka,
lo que se contradice con el hecho de que e€<0.5. Luego el caso
as infinito no puede ocurrir y esta demostrado (71.1).
Se desea ahora demostrar que en (71.1) no puede verificarscse

el "mayor" sino que se cumple el "igual". Fara ello
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corn=Eideramocs
€ = c/(dy.ki=+c)

vV veamns que para ese valor de = es

sup s(F) = +ow. (82)
reDe
Supongamos gue no fuese cierto (38Z). Consideremos el caso I

par (en ese caso d:=I/(I-1)). Sea H, la distribucién gue asigna
peso uno al punto x¢%e R cuyas primeras [/2 coordenadas valen
-Xm Y cuyas I/2 coordenadas restantes valen ina, con Xa¥tw. Sea
Fa=fl—¢).Fote.Hn. Sea sn=s(F~) que hemos supuesto que permanece
acotado. Tambiéen Q(Fn) permanece acotado por ser €o:min{e,,0.9)

rseccion 7.2) . Fodemos suponer sin perder generalidad,

—Aansiderando en caso necesairio una subsuc2sidn conveniente, que

lim san = 5 . limQt(Fn) = Q1 i=ly...,1.
n= n+®

For la definicién de los estimadores se cumple (70.1) para

cada Fn. O sea que se verifica

(1-€) Ero (P ( (Xs—&s (Fr)=B(X,8(Fn)1Sa))/5n))

+ € Enn(P((Xs®y (Fa)=B(X,B(Fn)ssn))/sn)) = 0y i=l,...,1. (83)
Como  B(x¢™?,0.5.)=0 entonces B(x¢"?,&(Fa),sn) permanece
acotado, luego

1im EHH(W((XLJQL(FH)—B(XQQ(FH);Sn))/Sn))
n-+o

~ki, para izl/2,

kyy para i:1/2.

Tomando limite en (83) resulta

Ero(¥((Xi—as-B(X,a,5))/5))

€ka/(1l-€) = c(I-1)/(1ks), si i4I/2

—c(I-1)/(Iky), si i*1I/2. (84)

For (70.3) es
(1_5)EFO((1/(1_1))zw2((XL—QL(Fn)—B(pr(Fn)gsn))/Sn))

HEEmA ((L/(I-1) ) E¥R ((X4 &1 (Fn) =B (X &(Fn)sSn))/5n)) = c. (85)
Como

1im Enn ((1/7(I-1))Ep=2( (X, -5

P

tomando limite en (85) resulta

Epo((1/(1—1))2W2((X*—at-B(X,a.S))/S))

(c—elks=/(I-1))/(1-€) =
(I-1)c=2/(Ik,=2) (86)

De (8B4) y (86) resulta gue

I
iEIVarpo(W((Xi—a*—B(X,a,s))/s)) = 0. (87)

De (84) y (87)

b
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Eepwo(PiiX,—a,—3(Xa,3s1)/s) = c(I-L)/(Iky))

]

L, si isl/%.

FraiP{(Xi=a1-B(X,a,5))/5) =—c(I-1)/(Iky)) = L, si 1»[/2.
For ser ¥ estrictamente creciente en {x: IV(x)I<ky} es, bajo
FQ.'
(Xi—a31-8(X,a.s5))/5 = constante, con probabilidad uno. ¥Yi.

de donde por ejemplo resulta gue
(Xe—a4) - (Xr—ap) = constante, con probabilidag uno,

lo que contradice la suposicidn de gue la distribucidn central
Fo NOo @s degenerada. Esta contradiccidn provino de suponer que
no se cumplia (82), luego (82) es verdadero. El caso I impar se
trata en forma analoga y de este modo esta demostrado que

€1 = c/(dy.k1=+c). {88)

Sabemos por la seccibn 7.2 que goimin(eg.,0.35), luego por

(88) es

€o & c/(dx.ksi=+C) (89)

Queremos demostrar que en (89) se cumple la igualdad.

Razonando por el absurdo supongamos que se cumpliese la
desigualdad estricta. Sea

€ = c/(dr.ks=+c).
Consideremos el caso I par vy sean Hn Yy Fn como en la
demostraciédn anterior. Ya sabemos por la demostracion anterior
que Sa?t® Yy como estamos suponiendo que se cumple la
desigualdad estricta en (89), GYFH) se mantendria acotado vy
también B(x‘"’;@(Fn),sn) seria acotado. Luego tanto el primer
término de (83) como el primer término de (835) tenderian a cero
al crecer "n" y tomando limite en (83) resultaria

1im Y(xn/Sh) = O vy luego lim %A/ /5~ = 0.
N+ N+

Fero entonces el segundo término de (85) también tenderia a
cero vy (83) no podria verificarse. Este absurdo provino de
suponer la desigualdad estricta en (89), luego gqueda demostrado
(71.2) gue era el objetivo de esta seccién.
7.4. CALCULO DE UN ESTIMADOR DE DISPERSION CON ALTO PUNTO DE
RUPTURA. Vimos en la seccién anterior que el punto de ruptura
de los estimadores obtenidos resolviendo simultaneamente (21.2)
a (21.4) con X=¥= esta dado por

€o = €1 = c/(dx.ks1=Z+C) (90)

Veremos ahara que el Gltimo miembro de (90) se puede hacer"_ﬁan

cercano a 0,5 como se desee. FPara ello bastara coqgiderar;'h
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familia de funciones Y. de Huber o sea
Yul(x) = sg(x).min(ixl, k"’

y tomar k suficientemente pequeno.

La constante c se la elige como se indico en (22). o sea que
para la funcidn Y. de Huber dicha constante vale

c(¥e) = E((1/(1-1)).% Yu=2(2,-B(Z,0,1)))
para Zi,...,21x independientes N(U,1). Sean Zc¢ir)LZc(mraeacilcrrs
los valores Zis...y2Zx ordenados. Fara el caso I impar y para la
funcién Y. de Huber sera
Zecxzwarrmy — kb £ B(Z,0,1) 2 Zccxvrrrzy + k.

Sea k. una sucesion de numeros positivos que tienden a cero.

Se nota
Cn = C(Vun)
Y Bn(Z,0,1) al B8(Z,0,1) correspondiente a Yun-
Sea v>0 arbitrario. Como
P(Zcczverrrzy = Zect~arr,2y > 0) =1

es

14dm P(Z¢czvarr25 = Zecz—a>r,2> 2kn) = 1.

n+o

Luego si n & nol(v) es

P(Zccxvarrzy = Zecz—ar,2> 2kn) 1-v/2
y analogamente

P(Zccze=rr2y = Zecz+arras 2kaA) 1-v/2.

Si Z((!-’-B)/Z)-Z((x-‘-;)/z) :l’n resul ta

Zecrezrr2y — Ba(Z,0,1) =

(Zecrwexrrzy — Zeczwarrzy) + (Z¢ctwerrr=y — Bal(Z,0.1))
2kma = ka = kEn.
En forma andloga, si Z(cx+1r,27=Lccx—1>,2) 2k resulta
Zecz=1rr2> — Ba(Z.0.1) ~ kae.
Luego, si n & no(v) es
(I-1)/2 I
Cn -: E((l/(l—l))-(EWEn(Z<1)—Bn(Z-0-l)) + EwEn(z(L)-Bn(Zgopl))-
i=1 (I+3) /2

Ind

Zectremyrmry=—Z(cxzvarsrzyi2bm V Zecxzwarrmr—L2ccx—1>rr252kn
e kaZ.(1-v).
Luego para ninel(v) el punto de ruptura es
Cn/(dr.kn=+cn) 2 KaZ(1l-V)/(knZ+kaZ(1-Vv)) = (1-Vv)/(2-v). (91)
Como eligiendo v cercano a cero el segundo miembro de (%F1)

puede hacerse tan proximo a 1/2 ccmo se desee, se ha demostrado
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gue usando la funcion Y. con Ccercanc & C2ro pusde naliarse un

estimador con punto de ruptuwra tan cerca de 1/2 ccmo se aesee.

Fara =1 caso [ par, considérese nuevamente kaa0, v:0 y nolv}
ta.
n:iNe(v) > FlZc¢xrzerr — Zcxrm l=v.
Si Z¢xsmzers — Lexrr= 2.kmy 21 conjunto d= soluciones de la

ecuacion , i
Ew(Zy-8) = O

es el intervalo
(Zcxra2rtbns dersmerry—Enl,
lusgo su punto medio es
Br(Z,0,1) = (Z¢1r=2> + Zcxrzvar)/2,
0o sea la mediana de los Z,.
Luego

Cn & E((1/(I-1)).L ¥Y8A(Z,-B(Z,0,1)).INnd

(I /724+1) CT/72) el

& (I/7(I-1))kaZi(l-v) = dz.ka=(1-Vv).

Luego el punto de ruptura es
Cn/(dzobknZ+cn) 2 drekaZ(1l-Vv)/(dr.kn=+dr.ka=(1l=-v)) = (1-v)/(2-V)

v la demostraciédn sigue igual al caso I impar.

8. ESTIMACION DE LA MATRIZ DE COVARIANZA ASINTOTICA.
INTERVALOS DE CONFIANZA Y TEST DE HIPOTESIS.

8.1 ESTIMACION DE LA MATRIZ DE COVARIANZA ASINTOTICA. Se

demostrdo en la secciédon S que

D
Jis= (R - a*) 5 N(O, ooZ.Y(Y.FL).C),

donde se usa la misma notacidn que en la expresion (43). La
matriz C es conocida y s es un estimador consistenhe 228 Yo. ASi
gque para estimar la matriz de covariancza asintotica, s6lo falta
estimar V(Y,F.u). Recordando que

V(Y,Fu) = va/sa= . (92)
donde

vi = E(¥Y&=(rai))., (93.1)
I
a =E(¥Y (ra).(=1 + (Y (ra) — ¥ (rzj) /1§1W'(r1))) (92.2
Y Fa = (We = B(u,0,00)) /00, (?Z.2)
el estimador de V(Y,F.) se puede calcular asi:
A
Vv, Fu) = ¥y /8= (74,1
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o L d

Va = T L wR(FL,)/1I.(J-1}) (94.2)
i=1 3=1
b4
J I-1 I
~ -y . .
G =L 0 R 9 (FPag)el=1 + (P (Fry)=0 (Fe,3) /S W ifa,) i/ iI-13.0)
i=1 i=1 i=1
L9400
donde ¢*J son los "residuos standaricadaos”
o ~ ., .
Fas = (Xoiy — &y - By)/5. (74.4)
NOTA: Fara ver intuitivamente por qua ?}J =sTima a
Fasg = (Way = B(u,,.0,00)) /00,
/N
observese que como B cumple
I A A .
L Y((Xey—x4-84)/35) = O
1=1
qua reemplazando X3y por lo que vale segun el modelo =s
L ~A o\ IR " ,
E Y ((uis+xs~xa+Bs—-Bs)/s) = 0, (93)
i=1
De (99) resulta que
A
By, = B(UJ_-Q'“,'E) + B,.
Luego A
Fas = (Uas + Xxq4 — &y - B(UJ,Q—G,S))/E
estima & rig.
Comentario: Fara el modelo lineal general, la varianza

asintdbtica de los estimadores de los parametros =5 (pcr ejemplo
Huber (1981), seccioén 7.6):

0oZ. V(Y ,FL). (X=.X)—t
donde X es la matriz de disefo vy

V¥, Fu) = BE(W2(Uue/00) ) FE=(P (Ui o)} .

11}
8]
59
n

Fara el disefio en blecques, la mati-iz ARt

3
0i
+
B
}-d
Fi
[
u

(I-1+J)%(I—-1+J), las filas vy columnas de esta
corresponden a la matriz de caovarianza de ﬁ“ valen
(1/7d).(¢(I-12/1).C.
La propuesta de Huber para =2stimar la matriz de covarianza
asintdbtica, aplicada al caso particular del disefio en blogues,
daria el siguiente estimador de la matriz de covarianza
asintotica de &*:
- L J N
s=® . T L ¥3(ray)/(I-1).(J-1) < (L/d).((I-1)/71).C.

i=1l j=1
(75}

1 J
[ E EIW‘(?;,)/I.J 12

i=1 j=
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5i 32 compara 2ste estimador de la matriz de <Covarianza., Zon 21
propuecstao en esta seccibn se observa gque la dif=zrencia 25 que
en el estimador de Huber, en =21 denominador aparece la
expresion
1 J ~

{ 2 Z W (riy)/1.d 1% (?7)

i=1 j=1
mientras que en el estimador propuesto =2n e=ste trabajo aparece
la expresion @2 (con & de (94.3)).

Dicho de otro modo, si se aplica un programa de regresidn
multiple general a los datos de un disefio =n bloques, el
estimador de la matriz de covarianza asintdtica que el oprograma
calcularia no seria correcto.

Cuando el numero de bloques J tiende a infinito @2 converge
a A= (de la expresion (27.2)) . mientras que la =2xpresion (97)
tiende a

E=2(y (rai)). (99)

La expresion (?23.2) es negativa pues

Y ' (ryi) — ¥'(rg)) 7/ T ¥ (ry)
toma valores entre -1 y 1. Ademas, si designamos
X =9 ' (ra) /7 (E ¥ (rp))crs=2, Y = ¥ (rz) 7/ (L ¥ (ry))crs=s,
es
a = - E(¥ (ry) + (E(X=).E(Y=2))¢272> - E(X.Y),
y por la desigualdad de Cauchy—-Schwarz es
- E(Y (ra) a . (99)

Como a es negativo, de (99) resulta que la expresisén (98) es
mayor que a®, vy por consiguiente (9é&) tiende a un valor menor
que la verdadera matriz de covarianza asintdtica.

Fara tener idea de la magnitud del error gue 3@ comete sl
estimar la matriz de covarianza asintotica con la expresion
(?6) se calculd (por simulacidn con 30.000 casos para cada
distribucion) el valor de a v el valor de (98). 8Se abtuvo el
siguiente resultado: el valor limite al que tiende =1 estimador
basado en la teoria asintdtica de Huber subestima a la
verdadera matriz de covarianza asintética en un 104  para la
distribucidén normal, en un 12% para una distribucidn normal
contaminada (0.2.N(0,0=)+0.1.N(0,Q0<)) vy =2n un 19%Z para la
distribucidon de Cauchy.

8.2. TEST DE HIPOTESIS. Supongamos que se desea estudiar la

hipotesis nula
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."l‘): X®* =T X qeaa&t—1) T Q.
donae a=(ai1.....31—1) €5 un vector dado. el caso m&s usado es

a=0. Se sabe que bajo Heo. cuando J+w 2s

Jiom @ - a) 3 N(O. Ge=.V(¥.Fu).C), (100)
donde se usa la mnisma notacidén que =2n la expr2sion (48: dz2  la
seccidn S. Esto sugiere usar como estadistico para el test

U= J.(8" - a)e.Cco*. (&> - a) 7 52.0(v.F.).
donde GYW,Fu) 2s el estimador dado =2n (94.1). Observando la
forma particularmente simple de la matriz C, puede calcularse
C—* y resulta que

U = J.((I—l)/I)iéiai—at,z / (s2.0(V.Fu)) . (1013
(En esta expresidn se entiende que ary se detine de modo aque
Zays=0)

Se propone como test rechazar He si

u X=(l-1,x),
que es un test de nivel asintdtico «.

En el caso particular en que ¥ es la funciédn identidad, el
estadistico U recién definido coincide con el estadistico F del
analisis de la varianza cléasico multiplicado por el factor (I-
1).

Potencia asintética del test propuesto: Considérese que si
el numero de bloques es J se cumple la hipotesis alternativa
a=a(J) donde la sucesiédon a(J) cumple que '

1im J*7=.(a(J) - a) = d.
Jam

For 1la equivariancia de los M-estimadores, el estimador de
bajo la hipdtesis alternativa x=a(d; sera

®*(a(J)) = &* + a(J) - a
donde ®* es el estimador bajo Ho (s2 omite como hasta anora en

la notacidén su dependencia del numero de blogues J) que se sabe

i

que cumple (100). Luego

D
Jisz (®*(a(J))-a) = Jr7=,(k*-a+a(J)-a) 4 N(d.oo=.V(V,FL).C)

y el estadistico del test

U = J.(&*(a(d))-a)e.c-*. (R*(a(J))-a) / s2.0(¥,Fu)
converge en distribucién a una X* no central con I-1 grados de
libertad y parametro de no centiralidad

42 = de.C~*.d / (0o=.V(¥,F4u)).
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La 27T1ciencia asintdtica r=lativa 1e dos tests de =2ste  tioo
es 21 cociente entre los parametros de no centralidad. o sea el
cociente entre los valores de 202.Y(%.F.) para ambos tests, que

coincide con la eficiencia asintdtica relativa entre los

estimadores.

9. RESULTADOS DE UNA SIMULACION. Se hizo un estudia por
simulacidn para comparar (para un tamano de muestra
relativamente pequeno) la eficiencia del test propuesto en 1la
seccion anterior (usando la funcidn Y. de Huber con parametro
k=1.343), con la del test F del andlisis de la varianza clasico
y con las de dos tests de rangos que se usan para el disefno =2n
bloques: 21 test de Friedman y =21 test de rangos alineados (por
ejemplo Lehmann (197%5)). La simulacion se hizo con I=32
tratamientos vy J=20 bloques. La hipotesis nula gque se estudio
es
Ho: ®y1=0 W¥Wi=1l,...,3.
En la secciédn anterior se vid que el estadistico dado por
(101), o sea
16?12 / (s20(,Fu))

tiene distribucidn asintdtica X= bajo Heo. En primer lugar se

U=4J.((I-1)/1).

il M=

hizo una simulacidén con 26000 muasstras bajo Ho Yy distribucion

normal para verificar si ya para J=20 el estadistico U tenia
una distribucibdn préxima a la distribucion asintdtica. Se
estimd la probabilidad de que =21 estadistico U superara a los
valores criticos de la distribucién X= con 2 grados de libertad

al 1074, 3% y 14 y resulté:

PUrXR2,0.10=4.61) = 0,121,

con un intervalo de confianza al 95%: [0.118; 0.12T]73
FUsXZz.0.09=5.99) = 0.067,

con un intervalo de confianza al Y35%: [0.065; 0.069]:
PUrXPz.0.01=9.21) = 0.019,

con un intervalo de confianza al 95%: [0.018: ©.020].

Puede apreciarse que el ajuste por la distribucidn asintdtica
no es enteramente satisfactorio. For ello el paso siguiente
consistid® en estimar los percentiles 90, 93 vy 99 de l=a
distribucion de U (siempre bajo normalidad vy Hoe).

Para estimar 1los percentiles de U, no se utilizaron



directamente los percentiles muestrales, pues para cada muestra
generada, ademas de U se observa otro estadistico tuertemente
corr=2lacionado con U: 2l estadistico F, del analisis de 1la
varianza clasico y esto permite obtener mejores estimadores de
los perczntiles de U. Supdngase que s dJdesea estimar el
percentil 1-« de la distribucion de . S5e usa la misma idea
gqu2 =2n 21 nuestreo estratiticado considerando dos esti-ratos: un
astrrato lo forman las muestras para las gue FiF(x) {(donde se
nota F(x) al percentil l1-« de la distribucion F con [I-1 vy
(I—=1)%¥{(J-1) grados de libertad) v el otro estrato las muestras
para las que F:F(x}. Como

FP(Uix) = (1-ax) F(ULHIFLF o)) + . PUIxIF F({x)). (102)
se estiman las probabilidades condicionales gque aparecen en 1la
expresion (102) con las proporciones muestrales
correspondientes y reemplazando en (102) se obtiene un
estimador para F(Uix) para cualquier valor de . Finalmente el
percentil 1-x de la distribucién de U se estima como el valor
de % gue resuelve la ecuacidn

N\
P(UZx) = 1-x.

lLos estimadores de los percentiles asi obtenidos se muestran

en la tabla siguiente.

Tabla 1.1: Fercentiles de la distribucidn del estadistico

bajo Ho y distribucidn normal (estimados con

26000 muestras).

FERCENTIL ESTIMADOR FUNTUAL INT. DE CONF. &L 95%
Foo 5.02 {4.97 3 5.081]
Fos 6.68 [6.61 ;3 6.78]
Foe 10.90 [10.70 3 11.12]

Fara comparar las potencias de los cuatro tests mencionados,
se simularon primero muestras con distribucidn normal, bajo la
hipbtesis alternativa

Hi: x1==0.36 , ®=2=0 , x==0.36,
que fue elegida pues bajo esta alternativa el test F, con un
nivel de significacién del 5%, tiene una potencia de alrededoqu

del S0%Z. Se obtuvieron los siguientes resultados.

i
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Tabla 1.2: Forcentaje de veces gque se rechazo He en 3200

muestras generadas bajo H, v distribucion normal.

Nivel de signiticacian

Test 1O7 5% 14

F b1.7% 48.5% 24, 5%

U (robusto) SO0 47 . 1% 22.6%
Friedman 31.6% z8.3% L4.8%
Rangos alineados a98.2% 44 .67 2i.8%

Se aprecia en la tabla anterior que en el caso narmal se
pierde muy poca eficiencia al usar el test robusto en lugar del
test Optimo (el test F), se pierde un poco mas de eficiencia
con 21 test de rangos alineados vy, como es sabido, el test de
Friedman pierde bastante eficiencia para la distribucion
normal cuando el numero de tratamientos es peguefo.

A continuacidbn se generaron muestras con la siguiente
distribucidon normal contaminada: Q04 de los errores aleatorios
Wey tenlan distribucién N(d,az) y 10% distribucién N(0O,25.22).
Los resul tados obtenidos bajo He Yy Hi se presesntan a
continuacién en las tablas 1.3 vy 1.4. Hemos usado dos
versiones del test robusto, una empleando como valores criticos
los percentiles estimados bajo la hipotesis nula ¥ normalidad,
que estan en tabla 1.1 y otra usando los valores criticos de la

distribucibn asintbtica X=.



Tabla 1.5 Forcentaje de veczse gque s3e rechazo He 2n 26C0

muestras gengradas bDajo Heo v distribucion normal

contaminada (NC/Q.10: 3))
N SRV N | g e £ 2a9n 1 T < xc1én
T =2 s %
1G% 5% i7

= ?.8% 4.4% D47

U {(robusto) (1)
version 1 ?.9% 4.6% 0.381%
varsion 2 11.56% 5.58% 1.75%
Friedman 11.0% S.8% 1.06%
Xangos alineados 10.9% S.4% 1.00%

{1) version 1: usando como valores criticos los percentiles de
la tabla 1.1; versitn 2: usando como valores criticos los
percentiles de la distribucidn asintética X=.
Tabla 1.4: Forcentaje de veces que se rechazd® Heo en 3600
muestras generadas bajo Hy, y distribucidn normal

contaminada (NC(0O.103 35).

Nivel de signi1ficacioén

Tes t

107% S 1%
F Z0.17% 20.4% 7.1%

U (robusto) (1)
version 1 41 .6% 29.59% 11.9%
versidn 2 45.0% Z4.4% 16.7%
Friedman I9.6% 27.98% ?.8%
Rangos alineados 42 . 5% S0.5% 11.4%

(1) ver nota al pié de tabla 1.35.

En la tabla 1.3 se aprecian pocas diferencias entre los tests
en cuanto a la probabilidad de error tipo I vy en 1la 1.4 se
observa el franco desmejoramiento de la potencia del test F
ante la presencia de 10% de observaciones atipicas. De 1los
otros tests considerados sigue siendo el de Friedman el menos
eficiente.

Finalmente se simularon muestras con una distribuciétn con

colas muy pesadas: la distribucion_de Cauchy.. En lg-—

abla. .



ilgur=anit2 se nuestran los resultaccs balo He v =N la

1)

—

os obtenidos bajo la hipodt
5

Hz: ay=—0.

Tabla 1.5: Forcentaje de veces que se rechazo Ho =2n IH00

muestras generadas bDajo He v distiribuciorn Cauchy.

N 1 v e 1l d e 5 1agnifTi1ecaciliudcn

10% 3% 1%
F T 7% 1.4% GL17%

U (robusto) (1}
version 1 8.9% Z.3% O.ShB7%
versian 2 10.6% 3.I% 1.11%
Friedman 10.6% 4.9% 0.38%
Rangos alineados 10.7% 9.0% Q.67%

(1) ver nota al pié de tabla 1.72.

Tabla 1.6: Forcentaje de veces que se rechazd Ho en I&600

muestras generadas bajo Hz y distribucion Cauchy.

Nivel de significacidn

Tes t —
107% =yA 1%
F b.67% Z.1% 0.6%

U (robusto) (1)

versién 1 24 .6% S.2% LS .9%
versiéon 2 27 .8% 18.1% 7.17%
Friedman I7.2% 29.6% 8.47%
Rangos alineados Z4.9% 22.8% YA

(1) ver nota al pie de tabla 1.23%.

Como 1la distribucién de Cauchy no tiene esperanza,
estimadores de cuadrados minimos no son consistentes v era
esperar que el test F tuviese una potencia bajisima, como
aprecia en la tabla 1l.6. En esta misma tabla se aprecia
para esta distribucidbn tan poco parecida a la normal,
ordenamiento de los test en cuanto a eficiencia es inverso

que ocurre en el caso normal (tabla 1.2): el mas potente es

los
de
se
que
el
al

el

test de Friedman, seguido por el de rangos alineados, luego =21

test robusto y finalmente, como ya dijimos, el comportamiento

Ui
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dei test F, gue no permite distiguir la hipotesis nula de la
alternativa.

La conclusién que se deduce de la simulacidn es que 21 test
Fa que sabemos dptimo para el caso narmal, se Jdesmeajora
francamente ni bien nos apartamos un poco d2 esa distribucidén.
El test de Friedman tampocoa es aconsejable, pues su
comportamiento no es bueno para la distribucibdn normal. Los
tests mas satisfactorios son sin duda el test de rangos
alineados y =1 test robusto. El primera. apenas menos eficiente
que el robusto para la distribucién normal, tiene la ventaja de
ser mas potente para distribuciones muy alejadas de la ncrmal
(Cauchy).

Fara saber si la mavor potencia del test de rangos alineados
para 1la distribuciétn de Cauchy se debia al meéetodo de M-
estimadores o a la funciéon ¥ elegida, se hizo luego otra
simulacidn, 1incluyendo ahora otro test robusto: el basado en
los M-estimadores calculados con una funcién ¥ de la familia de
funciones bicuadradas propuestas por Tukey, dicha familia esté&

dada por:

Y () e (1=(/k)=)= si Pl = kg,

=0 si Ixl > kK

Es importante destacar gue las funciones ¥ de esta familia
no son monotonas, asi que no se cumplen las supqsiciones bajo
las cuales se ha demostrado 2n este trabajo la consistencia de
los M-estimadores,., esta segunda simulacidn se basa en la
presuncion de que los resultados obtenidos =n este trabajo
siguen valiendo para una funcidn ¥ de esta forma.

Los resultados de 1la simulacidn gque se presentan a
continuacidon se obtuvieron continuando ia generacidn de numeros
aleatorios a partir de los obtenidos en las simulaciones
anteriores, 0 sea que los resultados son independientes de los
que se muestran en las tablas 1.2 a 1.6. A cada muestra
simulada se le aplicaron dos de los tests que se estudiaron en
la simulacién anterior: el test de rangos alineados v el test
robusto basado en la funciéon ¥. de Huber con k=1.345 (usando
como valor critico el percentil correspondiente de la
distribucién asintédtica X=2) y un tercer test calculado en forma
enteramente analoga al robusto anterior pero usando la funcion

Y. bicuadrada de Tukey con k=4.685 (valor usualmente empleado
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nara la Tuncion bicuadrada. gue tiene la misma propiedad qQu= =21
valor k=1.345 para la funcidn v. de Huber: permite lograr que
la eficiencia relativa del estimador de cuadrados minimos con
respecto al M-estimador para el propblema de posicidn vy
distribucidn normal sea 1.03). Mo se aplicaron ni el test F ni
el de Friedman. pues ya se observo en la simulacidn anterior la
poca conveniencia de emplear estos tests. En esta nueva
simulaciéon se usaron las mismas distribuciones vy las mismas
hipotesis alternativas que en la anterior. Los resultados

obtenidos se presentan en las tablas 2.1 a 2.6.

Tabla 2.1: Forcentaje de veces que se rechazé Heo 2n 1600

muestras generadas bajo Heo y distribucién normal.

Nivel de significaciobdn

T e s t
10% S7% 1%
Robusto 12.1% &.4% 1.5%
(Y de Huber)
Robusto 2.4% 7.4% 2.6%
(Y bicuadrada)
Rangos alineados 9.8 4.5 1.1%

Tabla 2.2: Porcentaje de veces gqua se rechazé He en 1600

muestras generadas bajo Hi y distribucion narmal.

Nivel de 351agnificaczion

T e s t
10% S% 1%
Robusto Z.9% 52.6% Z20.7%
(Y de Huber)
Robusto &3.8% S1.4% Z0.4%

(¥ bicuadrada)

Rangos alineados 57 .5% 44 , 5% 20.1%




Tabla 2.2%3: Forcentajle de vecess que se ra2cnazo He =2n 1600
q
muestras generadas balJo re v distribucidén normal
contaminada (NC(0.10,5)).

N i1vel d=2 siagniTi1cacidn

T e s L
L0% % yA
Robusto 12.3% a.I7 1.8%
(Y de Huber)
Robusto 1Z.1% 7.9% I 0%
(Y bicuadrada)
Rangos alineados 11.1% 3..3% 1.1%

Tabla 2.4: Forcentaje de veces que se rechazd Heo en 1500
muestras generadas bajo Hi vy distribucidn normal

contaminada (NC(0.10,5)).

Nivel de significacién

Tes t
10% 5% 1%
Robusto 47 .9% I9.4% 15.9%
(Y de Huber)
Robusto S1.7% 38.3% 20.9%
(Y bicuadrada)
Rangos alineados 45.0% 30.5% 11.7%

Tabla 2.5: FPorcentaje de veces gue se rechazd Ho en 1600

muestras generadas bajo Heo v distribucidn Cauchy.

Nivel de siagnificaciidn

T 2 5 t
10% 3% L
Robusto 10.4% S.1% QL. P%
(Y de Huber)
Robusto 12.2% o.6% 2.2%

(¥ bicuadrada)

Rangos alineados 10.2% S5.1% O.7%




Tabla 2.%5: Forcentaje de veces aque se& recnazé He =2n 1500

muestras generadas bajo Hz vy distrioucion Cauchy.

N i1vel d2 s ignzix1T11cacilan
T e s t
1O% 5% 17

Robusto 27 1% 17 .35% S.1%

(y de Huber)
Robusto Z8.4% 28.7% 14.4%

(¥ bicuadrada)
Rangos alineados Z4.1% 22.6% 8.0%

En la tabla 1.4 se habia observado que para la distribuciéon de
Cauchy el test basado -en los M—-estimadores era menos eficiente
que el de rangos alineados. En la tabla 2.6 se aprecia que este
desventaja de los M-estimadores se corrige al usar la funciéon ¢
bicuadrada, que se comporta mucho mejor que la de Huber para el
caso Cauchy vy que llega a superar un poco al test de rangos
alineados.

Se oabserva en las tablas 2.1, 2.7 y 2.5 que el test robusto
usando la ¥ bicuadrada converge mas lentamesnte a su distribucién
asintdtica que cuando se usa la ¥ de Huber y esto hace que el
nivel de significacidn sea un poco mayor que el nominal. Este
problema podria corregirse usando como valor critico del test el
percentil estimado bajo distribucidn normal v Ho,‘camo se hizo en

las tablas 1.2 a 1.6.

APENDICE A

En este apéndice se demuestra aue si se supane auz se cumple
el modelo (3) con F, continua y que v y X cumplen la supozicidn
A, entonces el sistema de ecuaciones (8) vy (?) tiene solucion
con probabilidad uno. Este problema de la existencia de
soluciones para el sistema de ecuaciones, cuando se estiman
simul taneamente los para&metros de la funcién de regresion vy  la
dispersidn, surge también para el modelo lineal general, no es un
problema especifico del modelo de disefio en bloques y ha sido
tratado por Huber (1981, secciédn 7.7). Agui z=e sigue su idea,
aunque nos trestringimos al caso del disefo en bloques.

Considérese la funcién

I

J
Q(o,x.8) = L Zo.P((Xay-xs—By)/0) + (I-iY.(J-1).c
i=1 5=1



fen realildad puede considerarse a d cocmo Twncion d2
F14..0sBa) pues xz=—Z,.).

Fuede verse que un punto satistace el sistema de ecuacione.
(3 sl v s0lo si anula las derivadas parciales de esta funcidn

con respecto a X1 V 8, v aue la gerivada con respecto a g (=3

(usando que X(K)=x.¥Y()-D(x)):
I J
- T I X {(Xiy—x.i-Bj)/o) + (I-1).(J-1).c (AL)
1=1 j=1

ue., si se iguala a cero es la =2cuacién (9).

Se demuestra a continuacisdn que la fupcion @ tiene algdn
minimo lccal:

1) Consideremos la funcion Q &n el conjunto {o:0,x.B7. Como
la definimos no estaria definida para o=uv, pero puede extenderse

su definicidén por continuidad. En etecto, existe

lim p(x)/ixl = a con Lasntoe (AZ)
M0

ya que
(P(x)/®)" = X(x)/ ==,

luego pP(x)/% es estrictamente creciente para y por lo tanto

tiene limite para x3+w, qQue coincide con el limite para «+-% pues
P es par. Ademas, si o es cualquier numero positivo, ese limite
e@s mayor que P(Ho)/He. Aasi que es ax0. Se ve facilmente que de
(AZ) resulta
_ I J :

lim Q(or.x,8) = a.Z L 1 Xai3—xae—8,1

o4O i=1 j=1
Luego la funcidn U puede extenderse por ccontinuidad al  conjunto

loed,.x.8%. siempre Que a sea finito.

i1 Como per ser PsU es LUIor,.Xx.8) & o.ii-l).id-1).c . resulta
gue
lim Q(o.x.B) = +m uniformemente en («.B8) (AZF)
o9+
1ii) Si uno de los xs+++0 toma valores tamn grandes como se

desee, otro «ix+ toma tambiéen valores tan grandes como se desee
en valor absoluto, pero con signo contrario, pues los «y: suman
cerao. Luego o bien lxs+ByI1, 0 bien lxix+By!, toman valores tan
grandes como se guiera. Como p es convexa y tiene uwun minimo

estricto en cero, resulta que P{x)a+w, cuando x+*w y de aqui

P(Xay—x1=By)/0) 0 P(Xiws—Xsw—Bs)/0) toman valores tan grandes

como se quiera vy luego la funcidon Q tiende a infinito ' cuando

- - ——me o

Maxlxs| tiende a infinito, vy la convergencia es uniforme si.o- se
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mantiane 3N un intervalo ami,oraMa Lo M1lsmQ Courre  Suando

MaxlBslaw, O sSea =n reswnen

lim Q(o.x,B) = +n . unitormemente si o se manti=ne

Max(lxal IBs1)90 .
en un intervalo Y<mioiM. (A4
iv) Veramos ahora gue pasa cuando o0 v Max(laal . iB,i)+m.
Como se vio en iii) si algun lxail o IB51 es ‘“grande' entonces

algun lux,s+8,1 tambien. Lueqo

Q'-D((XLJ—“-L_B_, /o) = D((X;J—t‘(i—B,)/O')/( IX,t,'—c(_t—S_, i/0). lXLJ—ai—BJ !
=z (a—e).lX;_;-cx;—B,l (a—E)-(|G1+BJ|—M4§)’(|XLJ|)
Luego
lim Q(o.x.B) = +m (RS)
Mas(txal,IBsl)9m
o4 0

v) Consideremos un punto cualquiera (Co.Xo.Bo) Yy llamemos
go = Q(0o.%0sBo) .
For (AZ), 3 S tg. si o+*S entonces Q(o,x,B) Qo
For (A3) 3 s*0 y Mo tqQ. si OQOdg<ds v Mau(lagt, 18,1 Mo
entonces Q(o.x.B8) * Qo-
Como, por (A4),

lim Q(o.x,B)
Max(laxsl IBsy1 )00

+0 uniformemente si o se mantiene

en el intervalo s:ioiS,

luego 3 My tg. si s40i8 vy Max(loagl s IBs1) My
entonces Q(o.x.B8) » qo-
Sea M=Max(Mo.Mi). De lo dicho hasta ahora en este punto v).
81 oS o Max(l«al,I1B,41) M entonces G(o.x.8) .

Luego el infimo de la funcion (G se toma en el compacto
{02028, Max(loxgl IBy 1)y = M 3.

Queremos ver que dicho infimo no se toma en un punto con o=0. 51
a es infinito, esto es evidente pues 2n dicho casc =1 limite de
la funcibn para o040 es +w. Si a es finito, la funcion Q es
continua en el compacto, luego alcanza el infimo. Observando la
expresion (Al) para la derivada de (Q con respecto a o, resulta
que (si fijamos («x,B)

lim 3Q(o,x,B) /30 = (I-1).(J-1).c — (I.J-N).X(0)
o+ 0

donde N=#{(1i,j) tq. Xag—xs=B,=07. Fero Nil+J-1 -on probabilidad
uno., pues I+J-1=p es el rango de la matriz de variables

¥plicativas del modelo lineal gque estamos considerando y si en

un modelo lineal cualquiera el numero de iresiduos fuese mayor

que dicho rango, es porque p+l1 companentzs del! vector Y (que
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contisne a las observaciones de la variable dependient2) =ctara

n

en un subespacio de dimension p. le que tiene prob cero =1 ias

componentes del vector Y son v.a. independientes, con funciéon de

distribucion continua, como hemos supuesto. De N4I+J-1,

resulta

I.J-Nz¢I-1).(J—-1) y como X(w).:cC, resulta gue, para cada (x,31
fijo es

lim ¥30(o,x,B)/do (R&)

o4+0
Queremos ver que el minimo de A no puede tomarse en un punto
(O,X0+Bo). Si lo tomara, tomaria un minimo en cero la funcion de
una variable Q*(o)=A(o,%0sBn), pero por (AL) seria lim Q* (o)<0,
para o+0, lo que es una evidente contradiccidn.

For todo 1lo dicho. el infimo (minimo) de la funcién Q se

alcanza en

{07028, Max(lagl IBs1) 2 M 3,

este minimo absoluto es también un minimo local, por lo tanto Q
tiene algun punto critico, que resuelve el sistema de ecuaciones
(8) v (?), como queriamos demostrar.

Para demostrar la consistencia de los estimadores en la
seccidtn 4, no se necesita suponer que el sistema (8) y (92) tenga
solucién con probabilidad uno, cualquiera sea J, como se acaba de
demostrar, sino s6lo gue dicho sistema tenga soluciédn, a partir
de un J en adelante, con probabilidad uno. Es intuitivamente
razonable que para que esto sea cierto, no es necesario suponer
que Fg es continua, sino alguna hipdtesis mas débil que permita
que la distribucién de los errores tenga puntos pesados, pero con
una cota para el peso de esos puntos (como se ha hechec por
2jemplo en el teorema 4). En este trabajino no se demuestra  un

resultado de este tipo.

APENDICE B
Lema 9. Bajo las hipotesis del teorema 5.1 o las del tearema 3.2

resul ta:

J J
p lim (1/J*/2) ||IL ¥*(us,0,5) — L ¥*(u,,0,00) Il 0.

Ja0 j=1 j=1
Demostracién: For la definicidn de ¥*, la tesis es equivalente
a que

(L/J*7%2) 1Z¢((Wuass~B(us3,0,8))/5) — Z¥((U1,-B(us,0,00))/00) !
J J

tiende a cero en probabilidad, para todo i=1,...,I.
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bea

J
Ya;(t) = (1/J""/2).El'ﬂ((LILJ—B(U,,0,‘:’.50’.3"'110‘0)/(‘).50’0+t0"o))
J=

vas 25 un 2lemento de C. el espacio de las ftunciones continuas
en [0,1].

Clueremos demostrar que, para cada 1 fijo., la sucesion {yagsl
de distribuciones sobre T as "tight". Fara ello usaremos el
teorema 12.7 de Billingsley(1968) que afirma qgue dicha
propiedad es equivalente a las dos condiciones siguientes

1) La sucesion {ys1(0); es '"tight".

1i) Existen constantes b: 0 y d:*1l y una funcion g continua, no
decreciente, que toma valofes en [0,1] tal que
Filyagsa(t*) — yasa(t)t = X} 2 (1/x®).lg(t*®)-g(t)I=
para todo t, t*, J v todo A:O.

La propiedad i) es cierta gracias al teorema central del
limite.

FPara demostrar ii) observemos que
Var (yaa(t*) - vas(t)) =
E(P((us = B(U0,0.5006+t*00)/(0.500+t*0s)) —
P((uy — B(U,0,0.500+t00)/(0.500+too)))= (Bl1)
Si se cumplen las hipédtesis del tearema S.1, consideremos la
derivada 3¥((us-B(u,0,0)/0)/30, procediendo en forma similar a

como se calculd (33) resulta igual a
I I
(1/70) ¥ (ra) o (ZY (ra).ra/2 ¥ (ra) — a)
1=1 1=1

donde, para simplificar la notacion se llamd ri=(u,-8(u,0,0))/c.
Esta derivada es acotada, siempre que se mantenga o alejado de
cero. por ser .Y (i) acotada. Si llamamos M a la cota superior
del modulo de esta derivada, para o:0.506, aplicando =21 teorema
del wvalor medio al incremento que est&4 dentro del signo
esperanza en (Hl) resulta que (EBl) es menor o igual que
(M. (%00 - too))= . (B1*)
lo que, usando la desigualdad de Tchebycheff implica ii)., con
lo que queda probado que la sucesion {ygs(t)} es "tight'".
51 no se cumplen las hipébtesis del teorema S.1, pero si las
del teorema 5.2, de
Y((x—c(o*—o))/o*) = ¢(x/0) £ ¥Y((x+c(o*-0))/o*)

resulta
1B(u,0,0™) - B(u,0,0)! £ c.lo*—ol



vy de aquil resulta gue s1 o* 0o/l Vv Tio/2 entonces
Y{(usi—B(u,0,o0*)/0%) — ¥{(u—B(u,0,)/0) = M.lo*—0ol

donde M=4 .b.c/0o. De aqui se deduce (B1*) vy el mismo

razonamiento anterior permite demostrar que {ysi(t)) es "tight"

£l teorema 8.2 de BHillingsl=2y{1943) afirma gque si la sucesion

{Yas) es "tight" entonces para cada z:»0 vy vr0 existe un &:xQ vy

un entero Jo tq.

F{ sup  lygse(t™) - vaa(t)l = € & v, para Jido. (B2)
lt*-t1<d
Sea to=0.5, tg=s/00-0.95. Como 5400 con probabilidad uno y en

consecuancia también en probabilidad, tg+to en probabilidad,
luego axiste J. tq.
P{lta—tol+d3 v. para Jidy.
Luego de (BZ) y la definicibn de yij; resulta que
FL(1/7d272) B ((Lae3)—B(Uu,0,5))/8)-Z¥Y({usy)-B(u,0,00))/00) |
2.v , para J:imédx(Jo,Jds)

lo que implica la tesis del lema 9.

Lema 10. Sean i (i=1,...,1) numeros reales tales que Ixslzid vy
Lx4=0 entonces
L %4= 2 [.d= s1 1 es par,
42 (I-1).d® si 1 es impar.
Demostraciédn: Este lema es trivial para 21 caso I par y para el

caso I=1. Consideremos entonces el caso I impar, mayor o igual

que . Como la funcidn Ix.* es continua, tiene maximo en el
conjunto S = {xXeR™ : Iuglid y Iiye=03. Sea (Ais«a«s@n) UN punto
donde e alcanza 21 maximo. Veremos primero que todos los aa,

salvo a lo sumo uno, cumplen que lagl=d. En efecto. supongamos
ue dos de las aa, por ejemplo a, y a= tuviesen modulo menor
que d, y supongamos, Ssin perder generalidad, que a,;ia=. Sea &x0
tq. ai1—dé v a=+é tienen médulo menor que d. Fero entonces el
punto (ai—d,az+d;a=s.-.,a~) también perteneceria a S y en ese
puntao la funcidn seria estrictamente mayor que en a, lo que
seria absurdo. Todos los as no pueden tener médulo igual a d,
pues no se podria cumplir la condiciéon Zdy=0. Luego (I-1) de
los a; son tg. lasl=d y el restante cumple lasl<d, lo que junto
a la restriccion Xa,=0 implica que La,==(I1-1).d=, como

gueriamos demostrar.

1y Aeban
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