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PROCEDIMIENTOS RDBUSTÜS

PARA EL ANALISIS DE LA VARIANZA

EN UN DISEÑO EN BLOQUES ALEATÜRIZADDS

RESUMEN

En los diseños en bloques aleatorizados generalmente se
emplean estimadores de cuadrados minimos, que no son robustos.
Si se consideran l tratamientos, J bloques y una observacion
por casilla y se supone el modelo lineal

XL) = ou + BJ "' LILJ

con u¿J variables aleatorias i.i.d., es natural aplicar el
metodo de M-estimadores propuesto por Huber para el modelo
lineal general a este caso particular con el propósito de
obtener estimadores robustos. Sin embargo en este caso no se
cumplen las hipótesis que aseguran la consistencia y normalidad
asintotica de M-estimadores para modelos lineales (Huber
(1973). Yohai y Maronna (1979), Portnoy (1984 y 1985)). En
este trabajo se demuestran 1a consistencia y normalidad
asintotica de los M-estimadores de los parametros a¿, se
compara su eficiencia asintotica con la de los estimadores de
cuadrados minimos, se estudia su punto de ruptura, se propone
un test basado en estos M-estimadores v se compara por
SimulaciOnla eficiencia de este test con el test del analisis
de la varianza clasico y con dos tests de rangos.

1. INTRODUCCION.

Suponqase que se desean comparar I tratamientos y que para
ello se observan estos tratamientos en J bloques, haciendo una
observacion por cada combinacion tratamiento-bloque. Sea X¿J 1a
observacion del i-esimo tratamiento en el j-esimo bloque.
Supongase el siguiente modelo lineal, que es usual para este
tipo de diseños:

/
X‘LJ=uL+BJ +U¿J, i=1,..-,I, j=1_.---,Jl

I

I ll 20(¿=O
l i=1
l uLJ i.i.d. con funciOn de distribucion Fu.

Si se agrega a estas suposiciones la de que los errores



aleatorios UtJ tienen discribucion normal, el metodo de
cuadrados minimos proporciona los estimadores insesqados de
minima varianaa para los parametros a; y BJ. Aunque 1a
supoSicion de normalidad no se cumpla, los estimadores de
cuadrados minimos de los a; siguen siendo fuertemente
consistentes —cuando el numero de bloques tiende a inTinito 
con solo pedir que E(u¿J) sea finita y siguen teniendo
distribucion asintotica normal con solo agregar 1a suposición
de que Var(u¿¿) sea finita. Pero el inconveniente que tienen
estos estimadores es que no son robustos pues si la
distribuc;:n de los errores aleatorios se aparta un ooco de la
narmalidad, la distribucion de los estimadores puede cambiar
mucho y llegar asi a ser muy ineficientes aun para
distribuciones cercanas a la normal.

Para obtener estimadores robustos se puede aplicar el
metodo de M-estimadores propuesto por Huber (1973) para el
modelo lineal general a este modelo lineal particular.

Para estudiar la consistencia y distribucion asintotica de
los M-estimadores de los parametros a; (efectos de tratamientos)
es natural suponer que el númerode bloques tiende a infinito,
mientras el número de tratamientos se mantiene constante. En
estas condiciones el numero de parametros del modelo tiende a
infinito con la mismavelocidad que el número de observaciones
y esto hace que no sean aplicables a este caso los resultados
obtenidos sobre consistencia y distribucion asintotica para el
modelo lineal general. Por ello, luego de un resumen de
algunos resultados conocidos sobre M-estimadores para el modelo
de posicion que se usan en este trabajo (seccion 2) y de la
definicion de M-estimadores para el modelo de diseño en bloques
(seccion 3), se demuestra la consistencia (seccion 4) y 1a
normalidad asintotica (seccion 5) de los estimadores de los
efectos de los tratamientos.

Übtenida la distribucion asintotica, en la seccion 6 se
compara la eficiencia asintotica de los M-estimadores de los
efectos de tratamientos con la de los estimadores de cuadrados
minimos, para distintas distribuciones de los errores u¿,. En
1a seccion 7 se estudia el punto de ruptura de los M
estimadores y se propone un M-estimador en dos pasos, con alta
eficiencia y alto punto de ruptura.
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no solamente los argumentos Jue se ¿san sn la oemos:r2c;:n
de los resu.cados aSlntOClCOSpara el modelo lineal oeneral no
son aplicaoles a este modelo. sino que la matriz de varianzas
covarianzas as1ntotica resulta ser diferente. 0 sea due los
resultados cotenidos en este trabajo score
aSintctica. muestran due los estimadores de las varianzas
asintoticas que proporcionan los programas para computadora oe
regresion mutiole roousta no son aplicaoles a este diseño. ni
evicantemente a cualquier diseño donde el numero de
ooser aciones no sea mucho mayor que el numero de parametros.
Schrader y McKean (1979) y Schrader y Hettmansperger (1980)
proponen un metodo para hacer tests rooustos en el modelo
lineal general, en reemplazo del análisis de la varianza
clasico, que llaman "analisis de la varianza robusto”, pero
emplean la distribucion aSintotica de Huber (1973), por lo que
su propuesta no es válida para muchosdiseños, en particular
para el que se estudia en el presente trabajo.

Dado que en la sección 5 se encontro la distribucion
asintotica de los M-estimadores de los efectos de los
tratamientos. es natural proponer un estimador para la matriz
de covarianza asintotica, que puede emplearse para hallar
intervalos de confianza asintoticos y tests asintoticos para
hipótesis sobre los efectos de los tratamientos: esto es lo que
se hace en la seccion 8. En esa misma secciOn se estudia el
sesgo aSintotico negativo que tiene el estimador de la matriz
de covarianza asintotica basado en la teoria de Huber.
Finalmente. en la seccion siguiente. se compara por simulac1on
la eficiencia del test basado en los M-estimadores con respecto

iguientes tests: el test F del analisis de la varianza,o s

el de Friedman y el basado en rangos alineados.

2. RESULTADOSPREVIÜS. Dada una funcion D v una muestra Xt,...
,xn se define el M-estimador de posicion como la solucion de

21mm - m = minimo! (1)l:
Los M-estimadores pueden ser interpretados como una

extension del estimador de cuadrados minimos ya que coinciden
con este en el caso particular en que p(x)=x=. Si P tiene



derivada no decreCLente (o sea D es conveHa) entonces al) es
equivalente a

donde T=P'.
Si las v.a. Xi son independientes igualmente distribuidas

(i.i.d.) con distribucion simétrica alrededor de pa, W es
impar, no decreciente y acotada y E(W(X—P))(considerada como
funcion de p) es estrictamente decreciente en ya, entonces G
converge a Fa con probabilidad uno. Si no se cumple la
hipotesis de simetria. fi‘converge con probabilidad uno al valor
Po due satisface E(W(X—Po))=0,suponiendo también que E(W(X-H))
es estrictamente decreciente en po. Condiciones suficientes
para asegurar que la funcion E(W(X-p)) se anule para un valor
de p y que sea estrictamente decreciente en ese punto son las
siguientes: v es continua, acotada, W(O)=0,es no decreciente y
estrictamente creciente en cero y el soporte de la distribución
de la variable X es conexo.

El estimador fi'definido por (2) tiene el inconveniente de no
ser equivariante por cambios de escala. Un estimador
equivariante se obtiene resolviendo

n A
_E W((X¿-p)/S) = O (3)i=1

donde s es cualquier estimador de la dispersión de la muestra.
El estimador s puede ser calculado previamente a la resolucion

. _. . _ . Ade (a) o puede tambien obtenerse en Torma Simultánea con H,
resolviendo simultaneamente las ecuaciones:

z w<<xi-fi)/s) = o

(1/n)2 X((Xi-3)/s) = c

donde la funcion X(u) se la elige habitualmente acotada, par,
con X(0)=0 y no decreciente en [O,+w) y c es una constante que
que generalmente se la elige del siguiente modo:

c = E(X(Z)) para Z N N(O,l). (4)

Con esta expresion de c se logra que s sea un estimador
consistente de la desviación standard, en el caso normal. Una
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eleCCion posible para 1a funcion X es X=W2(prüpuesta 2 de
Huber (1964)).

Huber (1973) extendió la aplicacion de los M-estimadores a1
modelo lineal general con variables independientes fijas v
demostro su consistencia y normalidad asintotica. Tanto en su
demostracion como en la de Yohai y Maronna (1979) y en la de
Portnoy (1984 y 1985) se supone que el numero de observaCiones
tiende a infinito mas rapidamente que el numero de parametros
libres de la funcion de regresión.

3. M-ESTIMADÜRES PARA EL DISEÑO EN BLOQUES ALEATDRIZADDS.

Sea X¿J la observaciOn del i-esimo tratamiento en el j-esimo
bloque. Supongase el modelo lineal:

/
: XLJ= a; + BJ + uig, 1=1,...,I, j=1,...,J
I I
I 2 a¿ = 0 (5)
l i=1
l

l u¿¿ i.i.d. con funciOn de distribucion Fu.

Como se comento en la introducción. los estimadores de
cuadrados minimos son óptimos cuando Fu es normal, pero no son
robustos. Para obtener estimadores robustos se puede aplicar
el metodo de M-estimadores propuesto por Huber para el modelo
lineal general a este caso particular, o sea en ve: de
minimizar 1a suma de los cuadrados de los residuos se minimiza
la suma de una funcion P aplicada a los residuos, eligiendo P
de modoque crezca menos rapidamente que la funcion cuadrática:

É É p(le —Q; - 6;) = minimo! (ó)i=l j=1
2 G; = O.

Si P es convexa y W=P'resolver (ó) es equivalente a resolver:

/ I
I _z 10(le —6?¿ -/5_.) = o _. j=1,..._.J,
g i=1
I J A Al 2 W(XLJ_ a; _ BJ) = 0 5 i=l,...,I (7)¡Fl
I 2 G; = U

Los estimadores recien definidos no son equivariantes por
cambios de escala. Para obtener esta propiedad se modifica la
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derlnlilün de H-estimadores, introduCiendo un estimador de
dispersion s del modosiguiente:

/
l I A_ A

l

' '-l A A

É 21”(‘X*J ’ “* ‘ BJ>/S> = 0 s 1=1,..-,I, (a)
I

|\ ZQ¿=0
Entendemos por estimador de dispersión a un estadistico no

negativo que cumple las dos propiedades siguientes:

i) si X2; = Xi, + al + b, i=1,...,I, j=1,...,J, el
estimador s calculado con la muestra {XIJ} coincide con el
calculado con {X¿J};
ii) si XI, = X.X¿J, i=1,...,I, j=1,...,J, entonces

s({X'i4}) = IXI.s({X¿J}).
El estimador de dispersión s puede ser calculado previamente

a la resolución de las ecuaciones (8) o pueden resolverse
simultaneamente las ecuaciones (B) y la ecuación

I J A A
(1/(I-1)(J-1)) .21 .21X((XLJ - mi - BJ)/5) = C s (9)1: J:

donde la constante c cumple que Oíc<MaxX. Se puede elegir c
usando la expresión 22), para que s sea un estimador
consistente de la desviación standard para el caso particular
en que ULJ tenga distribución normal, pero esta elección no es
necesaria para ninguno de los teoremas que se demuestran en
este trabajo.

La existencia de solución del sistema simultáneo (8) y (9)
para el modelo lineal general se discute en Huber (1981,
sección 7.7). Considerense las siguientes hipótesis:
Suposición A: P es una función convexa, par, que tiene un
minimo estricto en cero, P(O)=O, p es derivable, W=P' y
X(K)=xW(K)-P(x).

De la suposición A se deduce que Wes no decreciente, impar,
estrictamente creciente en cero y continua. X es continua,par,
no decreciente en [O,+m) y X(O)=O.

En el apendice A, siguiendo la idea de Huber (1981, sección
7.7), se demuestra que si se cumple la suposición A y si 1a



TUHClUn GE dlStFlbUClün Fu del modelo (5) es continua entonces

el sistema simultáneo (8) y (9) tiene soluc1ón, para todo J,

con probabilidad uno. En los teoremas de la sección siguiente,
en los que se demuestra la consistencia de los estimadores, no
es necesario pedir que el sistema (8) y (9) tenga soluCión para
todo J, sino solamente a partir de un J en adelante.

La siguiente propuesta de Huber (1964) cumple la suposición
A:

P(x) = Pk(x) = (1/2).)42 si legk
= klxl - (1/2).k.2 en otro caso

W(K)= Wk(x) = p¿(x) = sg(x).min(k,lx|)
X(H = (1/2)(W(x))2.

4. CONSISTENCIA DE LOS M-ESTIMADDRES. Para estudiar el

comportamiento de los M-estimadores para el diseño que estamos
considerando, supondremos que el número de bloques tiende a
infinito mientras el número de tratamientos se mantiene
constante, lo que consideramos que es una suposición realista.
En el modelo (5) el número de parametros que varian libremente
es I+J-1, el número de observaciones es I.J, luego ambos
tienden a infinito con el mismoorden y por ello no pueden
aplicarse los teoremas que aseguran la consistencia de los M
estimadores para el modelo lineal general (Huber(1973), Yohai y
Maronna(1979), Portnoy(1984)), sino que se necesita hacer una
demostración para este diseño particular.

Para poder obtener muchos de los resultados que se
demuestran a continuación, se haran las siguientes suposiciones
acerca de la función W:

Suposición B: W es continua, impar, no decreciente,

estrictamente creciente en cero y acotada. Se nota k¿= suÉW(x).KE

Cuandose estima simultaneamente la dispersión, se supondra
generalmente que se cumple la suposición A y que ademas:

Suposición Cl: X es acotada. Se notará K2 = suE X(x).HE '

Para algunos resultados no sera necesario suponer que las
funciones Wy X estan relacionadas, como en la suposición A,
sino que bastará suponer que Wcumple B y que X cumple C1 y
Suposición 02: X es continua y X(O)=O.

Las suposiciones A y C1 implican



iim XM) a ¡“7.2.
INM)

Para demostrar el lema ó se usaran las siguientes hipótesis:
Suposición D: W y X cumplen 1a suposición A. W (y en
consecuenCia X) es derivable, salvo en un conjunto finito de
puntos. W' es estrictamente positiva en el conjunto D = {x:
W(x)isup W}(salvo en un conjunto finito de puntos).

El objetivo de esta seccion es demostrar la consistencia
fuerte de los estimadores, pero para ello va a ser necesario
demostrar previamente que los estimadores estan acotados con
probabilidad uno. Los resultados principales de esta seccion
son los Siguientes:
Teorema 1: Supongase que se cumple el modelo (5).

a) Si se hallan los estimadores GL resolviendo (B),
empleando cualquier estimador de dispersion, si W cumple la
suposición B y s cumple que existen B}Oy J1(w) tales que

J 2 JL(W) D 0 í s í B , con probabilidad uno,

entonces existen M>Oy Jo(w) tales que

J Jo(w) a Max I’ohl m
J.

(Se denota w a un punto generico del espacio de probabilidades
donde estan definidas las v.a. X¿¿).

b) Si se hallan los estimadores É} y s resolviendo
simultaneamente (8) y (9), si se supone que el sistema (8) y
(9) tiene solucion con probabilidad uno a partir de un J en
adelante y si las funciones Wy X cumplen las suposiciones B,
Cl y CE, entonces existen MPO,B>Oy Jo(w) tales que

J 2 Jo(W) o Max |31| g m , s ai
con probabilidad i.

Teorema 2: Supongase que se cumple el modelo (5) y que se
calculan los estimadores resolviendo el sistema de ecuaciones
simultáneo (B) y (9) (sistema que se supone tiene solucion
desde un J en adelante, con probabilidad uno), con funciones W
y X que cumplen las suposiciones A, Cl y D. Se supone que la
distribucion Fu cumple que



sug P(u=x) ü (kg-CJ/(kn.2 J
HEH

Entonces existe AFÜy Jo(w) tales que

J l J°(w) 3 sPA .

Teorema 3: (consistencia de los estimadores de los efectos de
tratamientos). Supóngase que se cumple el modelo (5) con Fu con
soporte conexo. Se calculan los estimadores G; resolviendo (8)
con cualquier estimador de dispersión s y con una función v
continua, no decreciente, estrictamente creciente en cero,
acotada y tal que v(0)=o. Se supone ademas que se cumplen las
tesis de los teoremas 1 b) y 2.
Entonces

gi: fi; = a; con probabilidad 1.

Teorema 4: (consistencia del estimador de dispersión calculado
simultaneamente). Supóngase que se cumple el modelo (5). Se
obtienen los estimadores resolviendo simultaneamente (B) y (9).
Las funciones W y X cumplen las suposiciones C1 y D. El
conjunto {x: X(x)ák=} es un intervalo acotado. Supóngase ademas
que se cumple una de las dos hipótesis siguientes:

a) W(y por consiguiente X) tiene derivada continua en todo
punto y la distribución Fu es tal que

II)suR P(u=H) (k:-c)/ k2 2 .me"

o bien
b) v (y por consiguiente X) tiene derivada continua salvo a

lo sumo en un conjunto finito de puntos que no contiene al cero
y Fu es continua.

Finalmente se supone que los estimadores 9* son fuertemente
consistentes.

Entonces existe 0°}O que es la única raiz de la ecuación

I

E((1/(I-1)) 21X((UL- B(u,0,Uo))/Uo)) = C1:

11m s = ao con probabilidad 1.
Jáu u ._ _i
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rara demustrar estos teoremas se nec251tan alqun°5

resultadus prev1os.
Se usara la siguiente natacion: si X1,...,Xn son n números

reales, íÏX) designará a la solucion de la ecuacion

2 W(xl - Cv = o. (10)

Cuando Wes continua, toma valores positivos y negativos y es
estrictamente creciente esta ecuacion tiene siempre solucion
unica. Si W es no decreciente pero no es estrictamente
creciente, la solución puede no ser única, pero el conjunto de
soluciones sera un intervalo. En este caso GTX)indicara el
punto medio de ese intervalo.

Lema 1. Sean X; (i=1,...,n); Y; = X, + d, (i=1,...,n) y
sean G(X) y Q(Y) los M-estimadores de posicion definidos como
en (10) con Wcontinua, no decreciente, que toma valores
positivos y negativos . Sea M=Maxld¿l. Entonces

C(X) — M a C(Y) 5 C(X) + M

La demostración de este lema para Westrictamente creciente
es inmediata y la generalización para el caso Wno decreciente
se basa en un argumento similar al que se usará en el lema 2.

Lema 2. Sean X¿, Y¿, d¿, como en el lema 1 y E d, = O. Sea
M = Naxldil y R = max X¿ —min X¿. Sean G(X), G(Y), los M
estimadores de posicion definidos por (10) con W no
decreciente, continua, impar (no identicamente nula). Si M 2
2(n+l)R, entonces

f‘
»(X) - cn-N a fi<v> a fiïx) + cn.m

donde cn = (n + 1/2) / (n + 1).

Observese que este lema proporciona, con mas hipótesis,
cotas mas finas para Í(Y) que el lema anterior.

Demostracion: Se hara primero la demostracion para el caso
en que Wes estrictamente creciente.

Solamente se probará la segunda desigualdad de 1a tesis,
pues la demostracion de 1a primera es similar. Para ello
bastara probar que

IIMJ
w<vl — ((Q(X) + cn.M)) (11)i 1 "

10



ES ¡WWF QUE CEFD.

En primer lugar se acotaran superiormente los valores de d¿.
Para ello se ordenan las coordenadas de d=(d;,...,dn) de menor
a mayor, notando d(¿¡ al i-esimo valor ordenado. Se aplica a
los vectores X e Y la misma permutación aplicada a d y se notan
X‘L’ e Y“’ las i-esimas coordenadas de estos vectores. Sea n
impar. Como 2 d; = O es

n (n-1)/2
. E d<s> = - 2 d(i> (12)J.=(n+l)/2 i=

luego
_(n-1)/2((n+1)/2) d(nii,,= a 2 Id(i,| É ((n-1)/2) H .

Resulta inmediatamente que

d(i> S ((n-1)/(n+1)).M para i=1,...,(n+1)/2 . (13)

Sea ahora n par. De
n n/2-1

h E CÍ‘L) = - Z d‘a.)i=n/2 i=1
resulta

n/2-1
(n/2 + 1) d(n/2) S 2 ld¿¿,l S (n/2 - 1) M .i=1

Luego
d(n/=) i ((n/2-1)/(n/2+1)).M = ((n-2)/(n+2)).m ((n-1)/(n+1))M
o sea

d(L) ((n-1)/(n+l)).M para i=l,...,n/2 . (14)

La expresion (11) se puede escribir
I'l

2 w<x(*> + d(l, —G(X) — cn.M) . (15)
i 1

za. = x“) + du.) ’ Q(X) " Cn-M 

Para el caso en que n es impar, de (13), de 1a definición de M
y de

x‘*’ - fi(X) s R a M / 2(n+l) (lo)
resulta

Z; S - M/(n+1) para i=1,...,(n+1)/2

Y Z; S M/(n+l) para i=(n+3)/2,...,n . (17)

11



Reemplazanao (17) en la enpresiün (15) resulta

E W(Zi) i ((n+1)/2) W(-M/(n+l)) + ((n-1)/2) W(M/(n+l))

y por ser Wimpar esta expresion es igual a
- W(M/(n+1))

que es estrictamente menor que cero, como deseabamos probar.
Para el caso n par, de (14), la definición de M y (ló)

resulta
Z; i —M/(n+1) para i=1,...,n/2

Y Z; á M/(n+1) para i=n/2+1,...,n

y por lo tanto (15) se acota asi:

Z W(Z¿) < (n/2) W(—M/(n+1)) + (n/É) W(M/(n+l)) = 0 (18)

por lo que tambien en el caso n par la expresion (15) (o su
equivalente (11)) es negativa y queda asi demostrado el lema
para Westrictamente creciente.

Para el caso W no decreciente pero no estrictamente
creciente la demostración anterior no es válida, pues por
ejemplo para el caso n par, en (18) habria que reemplazar el
simbolo menor por menor o igual. Para demostrar que el lema
sigue valiendo bastará designar

[3;(X), fii(XJJ

al intervalo de soluciones de la ecuacion (10). Reemplazando
en la demostracion anterior Q(X) por Q-(X), se concluye que

z will) = 2 w<vl - (fi;(X)+cn.M)) 3 o

de donde resulta que
fi_(v) a fi-(X) + cfl.m . (19)

En forma análoga resulta que
fii(v) 2 fii(x) —cn.M . (19-)

Intercambiando los papeles de X e Y, (19‘) se convierte en

ïi(XJ 2 fi;(v) - cn.“ .
o, lo que es lo mismo

3+(v> s 9*(X) + cn.M . (20)



De (l?) y (20) resulta

‘Ó(V) = vfi_<v> + fiitV)) / 2

(Q—(X)+ Cum / 2 + cn.M = (tu) + cn.M

que es lo que se deseaba demostrar. Finaliza asi la
demostracion del lema 2.

COMENTARIOSY NOTACIONES. Debido a la equivariancia de los
M-estimadores definidos por (8) para transformaciones de 1a
forma í; = XLJ + al + DJ, se puede suponer sin perdida de
generalidad que en el modelo (5) los parametros a; y BJ valen
cero, o sea que X¿¿ = u¿,. En lo sucesivo, en muchas
demostraciones se hace esta suposición para simplificar la
notación.

Para cada aeR‘, cada tio y cada vector de residuos
aleatorios u = (u¿,...,u¡), se denotara B(u,a,t) la solucion de
la ecuacion

I

_ElV((ui - al - B(u,a,t))/t) = 0 . (21.1)l:
Cuando W no es estrictamente creciente (21.1) puede no tener
solución única, en ese caso el conjunto de soluciones es un
intervalo y B(u,a,t) designará al punto medio de dicho
intervalo.

Sea u, = (u;1,...,u¡a) el vector de los valores observados
en el bloque j. Que el vector Q = (Q¿,...,Q¡) sea solucion del
sistema (B) es equivalente a decir que cumple

J A A - - 1-1 1-3

_EIW((uiJ- al - B(u4,u,s))/s) = U , para i=1,...,I; (¿l.¿)J =

2 6?; o ; (21.3.)

donde s es un estimador de dispersión calculado previamente o
resolviendo simultaneamente (21.2), (21.3) y

I J A A
(1/(I-1H(J-1)).E1 .21X((u¿5- a; - B(u,,«,s))/s) = c, (21.4)l: J:

donde c es una constante que cumple Décimax X(H).
Generalmente, para lograr que en el caso en que las

variables aleatorias u¿¿ tengan distribucion N(o,a), s sea un
estimador consistente de a, se elige

I

c = E((1/(I-1))_21X(Zi - B(Z,0,l)) (221:
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donde 21.....21 son 1nd9pendientes N(0,1).

Demostraremos a continuacion el teorema l. Subdividiremos su
demostracion en los lemas 3 y 4.

Lema 3. Supongase que se cumple el modelo (5) y que se
calculan los estimadores resolviendo (8) y (9) (sistema
simultáneo que se supone tiene solucion con probabilidad uno, a
partir de un J(w) en adelante). Supongase ademas que Wy X
cumplen las suposiciones B, C1 y 02. Entonces existen 5‘20,
Ezho y J¿(w) tales que
J 2 Ji(w) a s El + Ez.Max IQ¿I , con probabilidad uno.l

Demostracion: Sea k: = maxX. Sean u¿,...,u¡, i.i.d. con
distribucion Fu. Sea M1tal que

P( max Iu¿l ML) < c.(I-1)/(4k=I) .lÉlÉI

Como X(O)=O y X es continua, existe d>0 tal que si lxl g d
entonces X(x) < c(I-1)/EI .
Demostraremos que existe J¿(w) tal que

J 2 Ji(w) a s < 2.041 + MáxIG;I)/d , con prob. 1 (23)

lo que implica, llamando EL = 2M¿/d, B: = 2/d, la tesis delema.

Sea T = {(t,a): aeR‘, 2a¿=0, t¿2(M1+Máxla¿l)/d}.

Demostraremos la siguiente proposición que implica (27):
existe J¿(w) tal que

JEJ1(W) 3 Méx ((l/(I-1)(J-l)) Z 8 X(ULJ_31_B(UJSaPt))/t;) C(t,a)eT i J
con probabilidad uno. (24)

Si “¿Kluijl i M; entonces luLJ-a¿l i M1+ maxlaLI Vi, luegoi
B(u4,a,t) S M1 + Máxlail

IULJ _ a: - B(UJ,a,t)| É 2.(M1 + Máxla¿l) .

Luego si (t,a)eT entonces
I(u1J ' a; ' B(u,,a,t)/tl á d .

Luego

14



max((l/(I-l)(J-l)) E Z X(u¿J-ai-B(u,,a,t))/t)) fl
(t,a)ET j i

J(l/(J-l))2(l/(I-l)).((IC(I-l)/21).Ind
J=l MáHiLLgJ

+ I.k2.Ind _
Méx I “¿J l ¿11‘11

que es un promedio de v.a. i.i.d. con esperanza (por la
eleccion de ML) estrictamente menor que c. La ley de los
grandes números implica la proposicion (24), que a su ve:
implica la tesis.

Lema 4. Supongase que se cumple el modelo (5). Si se hallan
los estimadores Q; resolviendo (8), empleando cualquier
estimador de dispersion que cumpla la tesis del lema 3 y si W
cumple la suposición B, entonces existen M>0y Jo(w) tales que

J E Jo(W) D Maxl9¿l í M , con probabilidad uno.i

Demostracion: Sean B; y B: las constantes que aparecen en
la tesis del lema 3.
Sea C1 = (I+1/2)/(I+1) 1a constante del lema 2.
Sea h=(l-cx)/B= 5 0.
Como W(-h/2){O , se puede elegir EFG tal que

W(-h/2).(1—25) + k1.22 0.

Sea RJ = Max u¿¿ - min u¿, .i i

Sea Ro tq. P(RJ a Ro) e .

Sea M2 tq. P(Maxlu¿4lk M2) E .i
Como

11m (2M; - (1-c¡)a)/(B¿+B=a) = _(1_C¡)/Bz = -h ,
a++m

existe A°}O tal que si aEAo es

(2M: - (1-C¡)a)/(B¿+Bz.a) í -h/2 .

M = Máx (Ao, 2(I+1)Ro) .

Sea S = {(t,a): aiR’, 2a¿=0, 0<t<(B;+B2.MaHla¿I)}.

15



Se sabe por el lema 3 due
J l J1(W) 3 (5,9) e S , con prob. 1.

Sea S; = S fl {(t,a): Maxla¿l M } .

Sea (t,a) e SL.
Considerese el caso en que max lail = ai. M.
Si RJ Ro, aplicando el lema 2 resulta
Him; —ai: ‘ BÍUJpagt) Á UL!) _ B(ujsost) ’ (l-CI)aLI (25)

y si es ademas MaxluLJliMz, la expresion (25) resulta menor o
igual que l

2M: - (1-c:)al. . (26)
Como(t,a)eS y (26) es un numero negativo, resulta

(ui.J - al. - B(u,,a,t))/t
(2M: — (1—CI)aLÚ)/(BL + Bzai.) “h/2 ,

donde la ultima desigualdad surge de la eleccion de My Ao.
Luego

max (l/J) E W((ui., - ai. - B(u,,a,t))/t) 5 (26.1)(t.a)eS¿
MáH a¿l=a¿.

Í (l/J) E (W(-h/2).Ind +
RJ<R° Y MáX|U¿J|{M2

+ k1.Ind )

que es un promedio de v.a. i.i.d. con esperanza menor que

W(-h/2).(1-22) + k1.26

que es negativo por la eleccion de s. Por la ley de los
grandes numeros resulta que (26.1) es negativo para JEJo_¿.(w),
con probabilidad uno. En forma análoga, considerando el
subconjunto de S1 donde Máxla¿l = —a¿., resulta que

Min (l/J) 2 W((u¿:J - al. —B(u1,a,t))/t) (26-2)(t.a)eS¿
Méx la¿I=-a¿.

es estrictamente positivo para J2J1_¿.(w), con probabilidad
UHD.

Como(26.1) y (26.2) son diferentes de cero para J grande con
probabilidad uno, resulta que si (t,a)eS¿ no se pueden
verificar las ecuaciones (21.2) para J2J°(w), con probabilidad

16



uno (con Jo(w)=Maï(Max(Jo,¿.(w),J¡_¿.(wi)). Lueqo1,

J ¿ Jo(w) 3 (5,9) e S - S; , con probabilidad uno ,

que implica 1a tesis del lema 4.
ngostración del inciso a) del teorema :
E1 teorema 1 a) es identico a1 lema 4, salvo que 1a

hipótesis acerca del estimador de dispersión ”s{B¿+82.MáxIQ¿I,
para J grande“ se 1a ha reemplazado por 1a hipótesis mas fuerte
"siE, para J grande".

Demostración dg¿_¿pciso b) del teorema :
La tesis del lema 4 es parecida a la‘del teorema l b), salvo

que le falta la parte que afirma que "sia". Pero esto surge de
los lemas 3 y 4, llamando B = E; + B:.M.

Para demostrar el teorema 2, se enunciaran y demostraran
previamente los lemas 5 y ó.

Lema 5. Se supone que Wcumple las hipótesis del lema 1 y

que X es una función no negativa tq. llim X(x) = k2, con c<k=.x +m

Seanu¿,..., u: v.a. i.i.d. tq.
I

sus P(u¿ = x) (k2 —c)/(k2.(2)). (27)xe

Sea asR‘. Entonces existen APOy E>O (que no dependen de a)
tq.

E (_inf (1/(1-1)) E X((u¿ - a; - B(u,a,t)/t))) FUütífi 1

Demostración: Se nota b = su? P(u¿ = x).xe'

Como por (27) es
I

k2.(l —b.(2) )
existe cho tq.

(I) )(k2 - t).(1 - b 2 - e(2 ) > c+e .

Sea M tq. lez M D X(x)

De 1a definición de b resulta que, para cada xeR, existe h =
h(x)}0 tq.

P(lu¿-xl h) b+E (27*)



Asi elegido, h depende de pero conSiderando un intervalo
[-m,mJ suficientemente grande para que la probabilidad de que
u; caiga afuera de el sea menos que b+e y luego usando la
compacidad de [-m-l,m+i], se puede elegir un hbü, que no
depende de x. tal que (27*) se cumple para todo MER. Sea a
cualquier vector de Rx, tambien se verifica que

P(Iu¿ —u¿. —(ai —al.))l h) b + e 9 i#i', (28)
ya que
P(lu¿ - u¿. - (a; - aLI))I < h) =

E(F(Iul-(ul-+al-al.)lih I u¿.f) E(b+€) = b+e.

Sea A = h/(2.M). Observese que

¡ul - a: - Btu,a,t)l h/E , lui. - al. - B(u,a,t)| h/2

3 |(ul-al) - (UL-- al.)l h . (28')

Sea Biim el suceso
B‘i‘ = {lui -al _B(uaast)| q h/2 s luli-aLü-B(u!a!t)l < h/É}.

Por (28) y (28’) es
P(E&L.) b + E V i#i' .

Sea B = U Bill .i#i'

Por la desigualdad de Boole es
I

P(B) (2).(b + e) .
Luego

E( inf (1/(I-1)) E X((u¿-ai-B(u,a,t)/t)l EOítiñ i

-.* :1

2 E( inf (l/(I-l)) 2 X((u¿-a¿-B(u,a,t)/t).1nd )o..- B:

- (I) I)i (k2 - E).P(B=) 2 (k2 - e).(1 - 2 b - 2 e)

que es mayor que c+e por la eleccion de e, con lo que queda
demostrado el lema 5.

Lema 6. Supongase que Wy X cumplen la suposición D.
Sean Yi,---,Y:; a;,---,az; Númerosreales. Entonces

I

G(t) =_21X((Yi- a; - B(Y,agt))/t) (29)1:
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es funCLnnno crec;ente de (para tJO).
Demostracion: Observese que como por la suposición A (que

esta incluida en la D) es X(H)=H.W(H)-P(H), resulta que
X'(H)=H.W'(K) y de aqui X'(x)=0 sii W'(H)=O y luego D={H:
HHH) l-ísuo W]={>—::X(H)-=I;sup X}.

Se hara primero la demostracion para el caso particular en
que Wes derivable en todo punto y que W'(x)}0 para todo MED.

Llamando x; = y; —a¿, (29) se escribe
I ' _

G(t) = 21X((Hi- B(x,0,t))/t). (50)l:
Por la definicion de B(x,0,t), se cumple

I
.2 W((Ki - B(x,0,t))/t) = O . (31)i=l

Derivando esta expresion con respecto a t resulta
I

El‘fl'((Hi-B(x,0,t))/t).(-bB(x,0,t)/3t.t-(x¿-B(x,0,t)))/t2 = 0,i
de donde notando para simplificar r; = (x¿—B(x,0,t))/t, resulta

88(x,0,t)/3t = - (E W'(r¿).ri)/(E W'(ri)) si 2 W'(r¿) #0. (32)

Si 2 W’(r¿)=0, la funcion (30) alcanza su valor maximoI.kz.
La derivada de la expresion (30) con respecto a t es

iÉLX'((Hi-B(x,0,t))/t).(-BB(x,0,t)3t.t-(xi-B(x,0,t)))/t2
que, usando la expresion (32) resulta igual a

(l/t) ((8 W'(r¿)-ri)(2X'(ri))/(2 W'(r¿)) - 2 X‘(ri).ri) (33)

Reemplazandoahora X'(r¿) por v‘(r¿).r¿, la derivada de (30)
resulta igual a

I
_ÉW’(rl)ri2).

I
((2 W'(ri)ri)2 - ( (i=1 i 1 i ÉP'(F¿J)) / (t.EIW'(ri))- (34)=1 i=1

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz resulta que el numerador
de (34) es menor o igual que cero. Como para t>0 el
denominador es mayor que cero, resulta que la derivada de
(30) es menor o igual a cero salvo a los sumo en los puntos en
los que 2 W’(r¿)=0, pero en estos puntos la funciOn (30) toma
su valor maximo, esto implica que (30) es no creciente y queda
asi demostrado el lema ó, para el caso en que Wes derivable en
todo punto y que W'(x)>0 para todo xeD.
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Donalderemos ahora el caso en que w no es derivaole en un
conjunto fznito de puntos o W' se anula en un conjunto finito
de puntos de D. Sea {a¿,...,ar} la union de ambos conjuntos.
En este caso se puede encontrar una sucesion de funciones Wu
que colnciden con Wen el complemento del conjunto

IU (a¿-l/n,a¿+l/n),1=l
que son no decrecientes, derivables en todo punto, con
derivada estrictamente positiva en D y tales que.

11m Wn(x) = W(x), V H.
nam

LLamando

Dn(H) = I Wn(x)dx y Xn(H) = HWH(H)-Pn(x),
U

resulta que
11m pn(H) = P(H) y 11m Xn(H) = X(XJ
new nan

para todo LLamandoBn(x,0,t) a 1a solucion de 1a ecuacion
I2 vn((xl - Bn(x,0,t))/t) = o,1:1

como, por la definicion de wn, para n suficientemente grande se
cumple

Wn(x-2/n) í W(x) í Wn(x+2/n) 9x,
resulta Que

IBn(x,0,t) - B(x,0,t)| á 2t/n,
luego para cada t fijo

11mBn(x,0,t) = B(x,0,t)nan
Flnalmente llamando

I=_len((HL_l:
resulta que para cada t es

11m Gn(t) = G(t)
n+w

Como vn y Xn cumplen todas las hipótesis de este lema y WH es
derivable en todo punto,l ya hemos demostrado que G" es no
decreciente; por ser G=11mEn tambien G 1o es y queda asi
demostrado el lema ó.

Demostracion del teorema 2: Sea A y a las constantes del 1ema_
5. Se sabe por dicho lema que
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E ( inf (1/(I-l)) 2 X((UL—a; - B(u,a,t))/t))
OítgA

Sea M 1a constante del teorema 1.
{asRI : NaxlailiM }. Por el lema ó es

inf (1/(J-i)) z (1/(1-1)) 2 xuuu —ai - B(u,,a,t))/t)
Oít A j i_'a o-\BEL.

= inf
ae

Por el lema 1
Max la:—a¿l h 3 |B(U¡a',t)-B(u!ast)l

12131

para todo u y todo thO. ComoX es continua y
finito para lxlaw, 1a funcion X(x/A) resulta
continua, luego existe h>0 tal que

Max IaI-a¿l 4 h 3

IX((ui-aI—B(u,a',A))/A)-X((ui-ai-B(u,a,A))/A)l

3

(1/J) F (1/(1-1)) F X((uiJ - a; - B(u;sasA))/A)l
J l

Consideremos
h. Sean a‘q’, q=1,...,G,

Por 1a definicion de e y la ley de los grandes números,
cada q=1,...,ü, existe Jq(w) tal que

JEJq(w) D

(1/J); (1/(1-1)); X((uiJ-a1=> —B(u,,a‘°’,A)J/A)J l
con probabilidad 1.

Jo(W) =
la - a‘°>|

Sea Max

< h,

(J1(w),...,Ja(W))
entonces,

Sea asc,
que si JEJO

(1/J) x (1/(1-1)) z x<tuiJ - a; —etu,,a,A)>/A) 2
J 1

€(I-l)/EI

un cubrimiento finito de C con bolas de

C+€ .

Consideremos el compacto

(35

hs

tiene limite
uniformemente

Vu

I (1/J) z (1/(1-1)) a X((u;; - a: —atu,,a',A))/A) —
J 1

5/2.

radio
los centros de esas bolas.

para

C + 32/4 ,

existe q tal

(1/J) Z (1/(I-1)) E x((uLJ - aiq’ - B(u,,a‘q’,A))/A)
J 1

- |(1/J) 8 (1/(I-1)) 2 X((u¿¿ - ai - B(u,,a,A))/A) J l

V

(l/J) Z (1/(I-l)) É X((ULJ —ai - B(UJ,B,A))/A)
J l



(l/J) E (1/(I—1)) 2 X((u¿, - a1“) —B(u,.a‘q’.A))/A)I
j i

E C + 36/4 - 6/2 = c + 2/4 .

Luego, si JkJo(w), con probabilidad uno. 1a expresion (35)
es estrictamente mayor que c, lo que implica 1a tesis del
teorema 2.

Demostracion del teorema 3:
Sea B(uJ,a,t) definido en (21.1). Sea, para cada i

(i=1,...,I), Cita.t) 1a solucion de 1a ecuacion
J
_21W((ul,- B(u,,a,t) - 91(a,t))/t) = o . (37)J:

Se notara G(a,t) = (fil(a,t),...,fiz(a,t)) .
El vector de los estimadores de los efectos de los tratamientos
cumple

G(&,s) = Q (se)
261. = C).

Sea u = (u¿,...,u¡) con u¿,...,u¡ v.a. i.i.d. con
distribucion Fu.
Sea

W(u,a,t,m) = (W((ui-B(upa,t)-m1)/t),-.-,W((uz-B(u,a,t)-mz)/t))

y sea g(a,t,m) = E(W(u,a,t,m)) .

Sea DCR’Iel subespacio de los vectores que tienen todas sus
coordenadas iguales:

Una de las hipótesis del teorema es que la distribucion de las
v.a. u; tiene soporte conexo. Por lo tanto u tiene soporte
COHEKDY ui—B(U,a,t) tambien por ser funcion continua de u. Por
el comentario hecho en la seccion 2, este hecho y las hipótesis
sobre W, aseguran que para cada (a,t) existe un único m que
anula g, por esta razon y por ser ut igualmente distribuidas
resulta

g(a,t,m) = 0 n meD . (39)

Consideremos 1a norma
"a" = Nan lail ,

I’=J |’--J



y La distancia definida oor esta norma
dist(a,b) = Ha - bH .

Sea EFO. Sea

DE = {VERI : dist(v,D){

sea K = {aeR‘ : HaH í M} .

donde Mes 1a constante del teorema 1. Considerese el compacto
K-Ds y el compacto

CE = H x [A,E] x (K-Da)

donde A y B son las constantes de los teoremas 1 y 2. Por ser
g continua y por 1a propiedad (39) resulta

m n Hg(a,t,m)H = b O . (40)(a,t,m)eüe

Para cada (a,t,m)eC€ considerese un entorno de radio h y el
supremo

SUP HW(usa*’t‘pm.) —W(u1agtpm)“ IH(a',t*,m‘)—(a,t,m)uáh
Por continuidad, este supremo tiende a cero cuando h tiende a
cero y por ser Wacotada también tiende a cero su esperanza.
Luegoexiste h(a,t,m) tq.

E( sup HW(u,a',t',m') -W(u,a,t,m)H) < b/B ."(a'gt'pm')-(a,t,m)Híh(a,t,m)

Estos entornos de radio h(a,t,m) forman un cubrimiento de Ce
del que puede extraerse un subcubrimiento finito. Sean
(aq,tq,mq) para q=1,...,Q, los centros de los entornos que
forman el subcubrimiento finito y hq=h(a.,tq,m.) sus radios.
Para cada q (q=l,...,G), por 1a ley de los grandes números
existe Jq(w) tal que

J a Jg(w) o

(i/J) 2 sup HW(uJ,a*,t',m*) -W(u,,aq,tq,mq)H b/4,
J H(a*,t',m')—(aq,tq,mq)Híhq

con probabilidad uno. (41)

Tambien por la ley fuerte, para cada q existe J:(w) tal que

J JUN) 3

(l/J)HZ (Wtu4,a.,tq,m.) - g(aq,tq,mq))H b/4, con prob. 1.(42)
J

Sea ahora (a,t,m) un punto cualquiera de Ce. Entonces
existe un qe{1,...,0} tq. H(a,t,m) - (a.,tq,m.)u 5 ha. Luego



“(l/J) 2 W(u;,a,t.m)H Hgtaq,tq,mq)H 
J

- (l/J)2 sup lHW(u,.a',t',m‘) -W(u,,aq,tq,ma)HJ “(a*,t',m')-(aqgtqsmn)“íhq

- (l/J)H8 (Wtu;,aq,tq,mq) —g(aq,tq.qu)H .
J

Por (40), (41) y (42) resulta que
J 3 Jo(w) = HamNax (Jq(w).J;(w)) 3

“(l/J) E_W(u,,a.t,m)” E b-b/4-b/4 = b/2
J

inf F 0,(a.t.m)eCe con probabilidad uno.

D, dicho de otro modo, hemos demostrado que

J E Jo(w) y (a,t,m)eCe D

J
.219((UiJ-B(u1,a,t)-m¿)/t) # O, para algún i=1,...,I, (43.1)J:

con probabilidad uno.
Sean s y Q los estimadores de dispersión y de los efectos de

los tratamientos que se sabe que satisfacen (37) y (38). De
(43.1) resulta que

J 2 Jo(w) 3 (9,5,6) e c: = K x [A,E] x (K-Ds), con prob. 1

Pero como por los teoremas 1 y 2, con probabilidad uno, para J
grande es h

th se[A,B]

resulta que, para J grande es
/\a e De , con prob. 1. (43.2

Comoz Gl=o, de (43.2 resulta facilmente que

J E Jo(w) o IQ¿I fl 2€ , V i=l,...,I , con prob. 1

o sea
11m3* = 0 con probabilidad 1,Jam

que es la tesis del teorema 3.

Para demostrar el teorema 4 se usaran los siguientes lemas:
Lema 7. Sean u¿,...,u¡ variables aleatorias i.i.d. con
distribucion Fu continua. Se supone que p es continua, impar,

.’—r-..
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no decreciente. estrictamente creciente en ix: thx I klj.
Entonces para todo número H#Úes

P((UL._B(U,0,Ü0))/Uo = H) = O,
para todo i*=l,...,l.

ngggggacion:
Para simplificar la notación, sin perder generalidad,

supondremos oo=1.
Se desea demostrar oue

P(uin-9(u,0,1) = x) = o, (44_1)
para todo H#O,para todo i*=l,...,I.

Vamosa considerar primero el caso en que lW(x)l{k¿.

P(ULl-B(Upo,l)= H)= = Him-X)¿a

1-.
I

r( E W(UL—(UL._K)) = 0) = P( Z W(Ui_(uii_H)) = -W(K)) =i=1 i#i'

E(P(_Z_W(ui-(ui.-x)) = -W(x) | ui.)).i#i'
Por 1a independencia de u¿,...,ug es

P( E W(ui-(ui.-x)) = -W(H) | uln=a) =i#i‘

P(_E_W(Ui-(a-H)) = -W(x))- (44-2i#i'
Llamemos c a 1a constante c=a-x. Comou; tiene funcion de
distribucion Fu continua y Wes estrictamente creciente salvo
en el conjunto

es
P(W(u¿-c) = d) = O Vd tq. Idl#k1.

Luego
¡JP( 2 W(ui-c) = d) = t (44.3)iii?

salvo para los valores de d que se pueden obtener como suma de
I-1 valores iguales a k1 o -k¿ (o sea 0,k¿,-k;,2k¿,-2k1,...).

Ya se sabe por hipótesis que W(x)#0 y como estamos
considerando el caso lW(x)lík¿, W(x) no puede ser ninguno de
esos valores, luego (44.2) vale cero y ya esta demostrado (44.1).

Consideremos ahora el caso en que IW(H)|=k1. Supongamos que
W(X)=ki (el caso W(x)=-k¿ es similar). En este caso la
expresion (44.2) vale
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P( E W(ui - C) = -ktJ,iri'
que vale cero si I-l es par, con lo que también esta demostrado
(44.1) para este caso.

Sólo resta considerar el caso W(x)=k¿ y I-l impar. Sea A;
el suceso

A; —{W(u¿-B(u,0,l))=k1 o W(ui-B(u,0,1))=-k1}.

P(ulu-B(u,0,l)=x) = P(u¿.—B(u,0,l)=H y E?SU1_B(u50,l))=-k1) =lFl
P(ui.-B(u,0,1)=x y EW(u1-B(u.0,l))=-kl y_ñ At) +i#i* lFi'

P(u¿.-B(u,0,l)=x y 2W(ut-B(u.0.l)J=-k1 y U A¿=) (44.4)i#1' i#i'
Consideremos el último termino de (44.4):

P(ui--B(u,0,l)=x y_2?(ui-B(u,0,1))=-k1 y _A¿=)i#i' ‘i#i
í P(Ev(ui-B(u,0,1))=-ki y U Ai“),i#i’ i#i'

y esta última expresión vale cero por los mismos argumentos que
se empleanpara justificar (44.3).

E1 primer termino del último miembro de (44.4) es
P(u¿.-B(u,0,1)=x y_ZW(u¿-B(u,0,1))=-k¿ y_n_A¿)i#1' 1#1'

I

= P(uin-B(u,0,1)=x y _ñlA¿).l:
Llamemos (-xo,x°) a1 intervalo D={x: |W(x)|{k1} D.lo que es lo
mismo

{H= |v(x)|=k1} = (-m,-xo] U [xo.+m).
Sean u(¿,,...,u(¡, los valores u1,...,u¡ ordenadosde menor a
mayor. Entonces

I u(¿,-B(u,0,1) e (‘W,‘Ho]para i=l,...,I/2;
.n A; D1=1 u‘¿,-B(u,0,1) e [xo,+o) para i=I/2+l,...,I. (44.5)

Si ocurre (44.5) entonces
I

_le(Ui-b)=0 C3 bE [U(¡/2)+H°;U(I/2+1)-HOJl:
y luego el punto medio es

B(u,0,1) = (u<z/2,+u(¡/2+;))/2
Luego

Utt‘B(u,0,l)=x y Ü At 3
ui. ‘ (U<¡/=,+u‘¡/2*1,)/2 = H.

Por ser Fu continua



F'( Lun: " (Ll<1/2)+Ll<I/2+i))/2 = N ) = Ü
y luego el primer termino del ultimo miembro de (44.4) es cero,
que es lo que faltaba demostrar.

Lema 8. Supongase que se cumplen las hipotesis de los lemas
v b. Sea D={x: W(H){k¿} un intervalo acotado. Supongase

ademas que se cumple uno de las dos hipótesis siguientes:
a) 9 (y por consiguiente X) tiene derivada continua en todo

punto;
C)

b) W (y por consiguiente X) tiene derivada continua salvo a lo
sumo en un conjunto finito de puntos que no contiene a1 cero y
se cumple el lema 7.

Sean u;....u¡ v.a. i.i.d. con distribución Fu. Entonces
I

G(t) = E((l/(I-1))_21X((ui - B(u,0,t))/t)) ,l:
(que es no creciente, por el lema ó para tbO), es
estrictamente decreciente en {t: t30, G(t)ác}.

Demostracion:
Sea g(u,t) = (l/(I-l)) E X((ui - B(u,0,t))/t)
Entonces la funcion G a la que se refiere 1a tesis del lema es

G(t) = E(g(u,t)).
Sea tio fijo. Por ser ag(u,t)/Bt continua (para todo punto o
salvo en un conjunto de probabilidad cero, por el lema 7) y
acotada es

G'(t) = E(Bg(u,t)/at).
Se vio en el lema ó que
6g(u,t)/3t =

I
gwwrn).

I I I(E W'(Fi)Fi)2 - (8 W'(Fi)ri2)-(EW'(Fi))) / (ti=1 i=l ' l l-<i= i
donde se nota r¿=(u¿ - B(u,0,t))/t .

Puede verse facilmente que el numerador de esta derivada es
igual a

—_;_W'(F¿)W'(FJ)(r1‘rJ)2lÉJ

Sea B = {3 i#j tq. r¿=r4} = {a iej tq. u¿=uJ}
Por 1a hipótesis sobre Fu del lema 5 es

P(B) í (kz-C)/k2. (45)
Sea C2"l= { #{i: p'(r¿)=0} 2 (I-1) }. Observese que si ocurre
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C' tambiEn ocurre
C = { #{i: X(K¿)=K2ÍÉ(I-l) },

lo que implica que g(u,t)2k2.
Entonces

si ocurre C 3 bg(u.t)/at i O y g(u,t)¿ k: ,
si ocurre E 3 ag(u,t)/6t i O,

si ocurre B=nC= D Bg(u,t)/3t 0.
Del parrafo anterior se deduce que

P(B=nC=) 3 B’(t) O.
Si, por el contrario, P(B=HC=)=O,entonces P(BUC)=1y de (45) se
deduce que

P(C) 1 - (k:-c)/k=,
luego

G(t) 2 E(g(u,t).IndC) k=.(1-(k=-c)/k=) = c.
0 sea que esta demostrado que G'(t){0 salvo a lo sumo cuando

G(t)}c, lo que implica 1a tesis del lema.

Demostracion del teorema 4. Del lema anterior resulta que
si u¿,...,u¡ son v.a. i.i.d. con distribucion Fu

I

G(t) = E((1/(I-1)) 21X((u¿- E(u90,t))/t))l:
es funcion estrictamente decreciente de t si G(t)ác. Como
ademas el limite de G(t) para t+w es cero y el limite para taO
es mayor que c (por el lema 5), existe un unico vaio que
satisface la ecuacion

G(oo) = E((1/(I-l)) Z X((UL- B(u,0,oo))/oo)) = c .
Sea SEO. Por la ley de los grandes números es, para J

grande,
(1/(J-1)); (1/(1-1)) 8 X((u¿; - B(u,,0,(oo-e))/(Uo-E))>C (46)

J J.

y (l/(J-1)); (1/(I-1)) Z X((ULJ- B(u,,0,(oo+€))/(Uo+s))íc (47)
J l

Sean GXlos estimadores de los efectos de los tratamientos.
Comoestos estimadores son fuertemente consistentes, dado hFÚ,
a partir de un J en adelante es lallíh con probabilidad 1.
Luego también es

|B(u,,6?,a°—e) - B(u,,o,o°—e)¡ h
para todo j, por el lema 1. Dado que X(x/(oo—e)) es funcion
uniformemente continua de H, por ser continua y tener limite
finito para le+w, eligiendo h suficientemente pequeñoes
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I (l/(J-l)); (1/(1-1)) E (X((utJ;Ql—B(uJ‘Qg(UO-E))/(ÚO_E))
J J.

- X((uiJ‘B(u,,0,(ao-e))/(a°-e))) I

arbitrariamente cercano a cero para J grande, con probabilidad
uno. De ello y (46) resulta que si J es grande es

(1/(J-1)); (1/(1-1)) Ï X((ul, - 91 - B(u,;&,(oo-e))/(do—e))}cJ

con probabilidad 1 y en forma analoga de (47) resulta que

(1/(J-1))E (1/(I-l)) Ï xuuu —Él —B(u,,Q,(a°+e))/(oo+s))<c.
Como ‘Q;,...,9¡ y s satisfacen (21.4) y por el lema ó resulta

que
J 2 Jo(W) 3 ao - E s í ao + e , con probabilidad 1,

o sea, la tesis del teorema 4.

5. DISTRIBUCION ASINTDTICA DE LDS M-ESTIHADDRES. Los
resultados obtenidos sobre distribucion asintotica son los
teoremas 5.1 y 5.2.

Teorema 5.1: (distribucion asintotica). Supongase que se
cumple el modelo (5). Sea Q‘el vector de los M-estimadores,
que resuelven el sistema de ecuaciones (8), con cualquier
estimador de dispersión s. Se supone que W cumple 1a
suposición (B), tiene derivada W' continua y positiva y v'(x).x
es acotada

Se supone ademas que cuando el numero de bloques J tiende a
infinito, Q¿ conVerge a al y s tiende a cabo, con probabilidad
uno.

Como 29l=0, la distribucion del vector aleatorio 'Q es
degenerada, para evitar esto excluimos una de sus coordenadas,
por ejemplo la última y llamamos

Q- = tá;,...,9,_l)=
y a‘ = (a1,...,az—i)t .
Entonces

Jx/=.(a: _ a*)

converge en distribucion a una ley normal multivariada con
media 0 y matriz de covarianza

Go=.V(W,Fu).C (48)
donde



V(W,Fu) = vl/a2 .
Para simplificar se nota

ri = (UL " B(U,0,0’o))/O'o_n
con esa notación es

v; = E(W2(Fi)), (49)
I

a = E(W'(ri)-(-l + (W'(ri) —W'(rz)) /lElW'(F1))) (50)
y C es la matriz de (I-l)H(I-l) con C¿¿=l en la diagonal y C¿¿.
= —l/(I-l) para i#i‘.

Demostración: Al igual que en la sección anterior se
supondrá, para facilitar la notación que en el modelo (5) «¿:0
y B,=O.

Para calcular la distribución asintótica de los estimadores
de maximaverosimilitud y de los M-estimadores para distintos
modelos, lo que se hace habitualmente es desarrollar por Taylor
alrededor del punto a1 que convergen los estimadores, y
justificar, bajo ciertas hipótesis, el poder despreciar el
termino complementario cuando el tamaño de la muestra es grande
(por ejemplo Huber (1967), Huber(1973), Yohai(1987)). Para
justificar el desprecio del termino complementario, se usara en
este trabajo un argumento similar al de Yohai(1987), que sirve
para el caso que nos interesa: poder estudiar la. distribución
asintótica no solamente cuando el estimador de dispersión s se
obtiene en forma simultanea, sino para cualquier estimador de
dispersión fuertemente consistente.

En lo que sigue a es un vector de I componentes tal que Ea;
=0 y a'l es el vector formado por las (I-l) primeras componentes
de a. Para cada a'eR‘¡—1’, cada t>0 y cada ueRz se nota

W'(u,a',t) =
(W((ui-ai-B(u,a,t))/t),...,W((u¡_i-a¡_¿—B(u,a,t))/t))=.

Luego el sistema de ecuaciones (B) o su equivalente (21.2) y
(21.3), con esta nueva notación equivale a

J AZ W'(u,,a',s) = 0. (51)
J=1

Seguidamente se buscaran expresiones para las componentes de
1a matriz bW'/3a'. Previamente se calculará el vector bB/áa‘.
Para simplificar las expresiones que se obtendran, se usara 1a
siguiente notación:



r¿(u.a‘,t) = (u¿-a¿-5(u,a',t))/t.
Derivando la ecuacion (21.1) y despejando se obtiene
[bB(u.a',t)/3a']; = bB(u,a',t)/Ba¿ =

I

(W’(rz(u,a*,t)) - W‘(ri(u,a',t))) /IELW'(r¡(u,a*,t)). (52)
De la definicion de W' resulta
[3W'(u,a*,t)/5a‘]¿¿ =

(l/t).W'(Fi(u,a',t)).(-i-38(u,a’.t)/3a;)
que, usando (52 resulta igual a
(1/t)-W'(Fi(u,a*,t)).(-1 + (W'(ri(U,a’,t)) - W'(Fx(u,a*,t)) /

I
E W'(F¡(u,a‘,t))). (53)

En forma similar resulta para iïi'
[3W'(U,a',t)/3a']¿¿. =
(l/t)-W'(F¿(U,a',t)) - (W'(Fi-(u,a',t)) _ W'(F:(u,a‘,t)) /

IE W'(r¡(u,a‘,t)). (54)l=1
Desarrollando el primer miembro de (51) por 1a formula de

Taylor alrededor de 0 es
J
.2 w-(u,,6',s) =
J=1

(54.1)
J A
EIW'(u,,0,s) + A . a' = 0J:

donde se ha designado A=A(u¿,...,ua) a 1a matriz de (I-1)x(I-1)
cuya i-esima fila es igual a1 vector fila

J
.2 ¿[W‘(u,,ri,s)]i/Ba',J:

|_¡

donde 1; es un punto intermedio entre 0 y Q‘. De la última
ecuacion se despeja Q' y resulta

JL/ZIQI =

- [(l/J) A J“-[(1/J1’2) Z W'(u,,0,s)] (55)
J

La ley de los grandes números asegura que con probabilidad 1
J

11m (1/J) 2 3W*(u,,0,ao)/3a* = E(3W'(u,0,o°)/aa').
Jáw j=1

Como, por la consistencia de los estimadores, T¿+O y saco
cuando J+w, con probabilidad uno, y bW‘lóa‘ es continua, parece
natural y se deduce del lema 4.2 de Yohai(1987) que también

¿fs (l/J) A(u;,...,u,) = E(av*(u,o,o°)/aa-) (sarii
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con prcoapiiidad i.
(La hipotesis de dicho lema gue pide que exista ¿PU tal que

|[bv'(u,a‘,tJ/ba‘]¿¿.l m,supHa'Híó,It-ooláó
se cumple depido a que [5W*(u.a'.t)/ba']¿¿* son acotadas si se
mantiene t alejado de cero).

El teorema central del limite asegura que
J D

(l/Jl’z) ZÏ'(u,,0,oo) e N(O,E(W‘(u.0,do).W'tu,0,0o)‘) (57)J:
En el apéndice B se demuestra el lema 9 due afirma que

p 11m (l/J¿’2)HEW'(uJ,O.S) - ZW'(UJ,O.OO)H = Ü
J J

Este resultado y (57) aseguran que
D

(l/J"2) EW'(u,,0,s) + N(O,E(W'(u.0.üo).W*(U,O,Uo)‘)- (58)

Notemos

Ao= E(aw*(u,0,ao)/aa‘),

V = E(W'(u,0,üo).W'(U,0,Uo)‘)
De (55), (56) y (58) resulta que, si Ao es no singular

LPRA?- B N(O,A°".V.(Ao“)‘)). (59)
Las componentes de la matriz Ao son las esperanzas de las

expresiones (53) y (54), especificando a=0, t=ao. Usando
quelas v.a. ui son igualmente distribuidas resulta que la
esperanza de (54) es cero, o sea la matriz Ao es diagonal. El
elemento i-esimo de su diagonal es

[AOJLi = (l/ao).a
donde a esta definido en (50) y es un numero estrictamente
menor que cero, por lo que Ao es no singular.

Veamos ahora el valor de las componentes de la matriz V.
Llamando, como en la tesis del teorema

Fi = ri(u,0,ao) = (UL- B(u,0,ao))/ao,
es

Vi; = E(Wz(ri))s
que hemos llamado v1 en (49) y

Vil: = E(W(r¿).W(r¿.)), para i#i*.
Observese que, por ser u; igualmente distribuidas, V¿¿. no

depende de (i,i*) para i#i*, o sea, son todas iguales, digamos
a v'. Comopor la definiciún de B(u,0,Uo) es



: wir-1) = l).
igualando las varianzas de ambos miemoros de esta
resulta

I.vt + I.(I-l).v' = O
y luego

v' = -vL/(I-i).
Luego la matriz V es

V = v1.C ,
donde C es la matriz que aparece en (4B).

De (59) y las expresiones halladas para las matrices A y V,
resulta (4B), o sea la tesis del teorema 5.1.

El teorema anterior no contempla el caso de la familia de
funciones 9k de Huber, ya que estas no son derivables en dos
puntos. Por eso se demuestra el teorema siguiente.

Teorema 5.2: Con las mismas hipótesis del teorema 5.1 salvo
que se cambian las hipótesis de que Wtiene derivada W'continua
y positiva y W'(x).x es acotada por las siguientes hipótesis:
la función de distribución Fu es continua, w tiene derivada W'
continua salvo a lo sumo en un conjunto finito de puntos que no
incluye al cero, W' es estrictamente positiva en el conjunto
{x:lv(x)lák¿} (salvo en un conjunto finito de puntos que no
incluye a1 cero), existe una constante b tal que

I(W(x+h) —W(x))/hl i b V x. V h.

y existe una constante c tal que si c'ïafiü es

W((x—c(U'-o))/U') í W(x/o) i W((x+c(a'-a))/a*) Vx.

Entonces la distribución asintótica de Q esta dada por (4B).
(Observese que las hipótesis sobre w se satisfacen para las
funciones W“de Huber, en este caso b=1, c=k).

Demostración: Sea
W‘(u,a',t) =

(W((ui-ai-B(u,a,t))/t),...,W((u¡—1-az—1-B(u,a.t))/t))‘.
como en el teorema anterior. Las fórmulas (53) y (54) que dan
expresiones para las derivadas de w* con respecto a a* siguen
siendo validas siempre que Wsea derivable en r¿(u,a',t) para
i=1,...,I y que ZW'(r1(u,a*,t))#0. En el caso
EW'(F1(u,a',t))=0, eS W'(F¿(u,a‘,t)) igual a cero para todo



1=L,....I, y de aqui se deduce facilmente (tomando el cociente
incremental y usando el hecho de que, segun el lema l, el
incremento de B(u,a',t) es menor o igual due el de a¿.) que

{BW'(u,a‘,t)/Ba‘]iin = Ü Si EW'(F1(u,a',t))=Ú

En el teorema anterior se hizo un desarrollo de Taylor.
Considerese para cualquier funcion f: RflaR un
“pseudodesarrollo” de Taylor del modosiduiente. Llamemos

Di(f)(x,h) = (f(N1+h1,...,H¿+h¿,H¿+¿,...,Hn) 
f(7'(1+h1_wI I I 52':L—.‘L+h.1.—15x1gI I nan)

para hl#0 v Dl(f)(x,h)=0 si h1=0.

Entonces el "pseudodesarrollo" de f alrededor de x es:
f(x+h) = f(X) + Z Di(f)(x,h).h¿.i

Por la definicion de Q se cumple (21.2) o sea

J . _ A A _ . ._ 
.Elp((ULJ al - B(uJ,a,s))/s) - U , para 1-1,...,I—1. (bo)

Si se llama fi(€') a1 primer miembro de (60) considerado como
funcion de Q' y se hace el pseudodesarrollo de Taylor alrededor
de cero se obtienen expresiones análogas a (54.1) y (55) con 1a
única diferencia que el elemento (1,1‘) de la matriz A es ahora

J
All. = Dl.(fl)(o,G-) = 21(v((ui, —al<**> - B(u,,a<A'),s))/s) —J:

W((ui, - ai‘i“" - B(u,,a‘*'—*’,s))/s)) /'Qi-. (61)
donde se designo

a‘i" = (Q¿,...,Q;.,o,...,0).
Liamemosq;;. al termino generico de (ol) o sea:

gli.<u,,@*,s) = v((uli —al<**> —B(u,,a‘*",s))/S) —
v((ui, - al<1*-*>—B(u4,a‘*"*’,s))/s)) / Gi..

Por hipótesis la funcion Wes derivable salvo en un conjunto
finito de puntos {x¿,...,xk} pero se puede definir W'
arbitrariamente en esos puntos para que la funcion W' este
formalmente definida en todo punto (aunque obviamente no es 1a
derivada de Wen K¿,...,Hk) y asi las expresiones (53) y (54)
estan definidas para todo punto, y se las designará formalmente
como[3W*(u,a*,t)/aa‘]ii., aunque en realidad esta derivada no
exista si, para algún i, r¿(u,a‘,t) pertenece al conjunto donde
Wno es derivable. Luego



(l/J).A¿1. = {l/J3.2 q¿¿.fu,.3‘.s) =
J=l

(l/J) 3 [6W*(u,,0.ao)/ba‘];iu +

(l/J) 2 (qii.(u,.&*,s) [av-(uj,o.oo)/aa*]ii.). (62)

Por La ley de los grandes numeros
J ¡ . . . .11m(l/J)_2 [BW'(u,,O,Jo)/oa']ii- = E([OW*(U.0,Uo)/OB’JLL*2.q‘Jám J=l (be)

donde la esoeranza no depende de la forma arbitraria en que se
definió la derivada en los puntos en los que W no era
derivaole. ya que se demostro en el lema due le continuidad
de Fu implica que

P(Fi(u,0,aoJ e CH1,...,HM}) = O.

Para cada ¿Z0 se denota A(ó) a1 conjunto
k= ()'(P'-óq;'(r-+ó)r=l

y E(ó) al suceso
I

E(ó) = n1{r¿(u,0,oo) É A(ó)}.l:
Sea EPUarbitrario. Se elige ¿bo tal que

P(E(ó)) 2 l-E.
Sea M tal que

I

P( filiuil3MJ 2 1-5.
Por la continuidad uniforme de rL en un comoacto existe hLBO

tal que
Eló), ÑluiliM, Máxia¿láh¿, It-oolflhl

D r¿(u,a,t) é A(ó/2) Vi=i,...,1. (63.1)
Como

11m sup IBW'(u,,a*,t)/ba']¿¿.-6W'(u,,0.Uo)/Ba‘]iial-Indz<ó>=0
hau Máxlailí

t‘O’o I {Zn

existe h2}0 tal que
E( SUD l¿10"(u,,a',t)/Ba']¿1.-B'fl"(u4,0,O’o)/Ba"]¿¿.l ¡Ind:(ó)){:8.Máxla.|<h2It-dorihz

Sea h = minth1,hz,00/2).
Para JEJO es

P(Is-aolih y Máxláilih) 1-2.
Supongase que ls-Uolíh y Máxla¿lih. Entonces por (63.12



I
IF! ÍLL¿J¡;M'Y“JE
l=.L

gii.(u,,6*,s) = [BW'(u,,Xt¿.J.s)/6a']¿¿.. (63.2)
donde Ag¿;4 es punto intermedio entre 9' y 0.

Queremos demostrar ahora que el ultimo termino de (62)
tiende a cero en probabilioad.

Notemos B a1 suceso
B = (ñ lu¿iLM3 ñ Eíó).

Entonces
(l/J) 2 Iqi¿.(u,.9*.s) —[BW'(u,.O.oo)/3a']¿¿.í =

(1/J) 2 Ig¿¿.(uJ,Q',s)-[5v'(u4.0,co)/5a‘]ii.l.Ind +
uJEB (64)

(l/J) z Igii.(u,,Q',s)-[BW'(u,.0,o°)/ba']¿¿.l.Ind .
u,eB=

Comopor hipótesis es
|(W(K+d) - W(H))/dl i b,

resulta .
Igii.(u,,&*,s) g 2b/(ao-h)

y en consecuencia
[BW'(u4,0,oo)/aa']ii: i 2b/(ao-h).

Luego el último termino de (64) es menor o igual que
J4D/(Uo‘h)-(l/J).Z Ind .

J=l quBC
Como 1a esperanza del indicador oe B= es menor que 2€ resulta
que para JEJ; es

P(lú1timo termino de (64)! á 9bs/(ao-h) i-e. (65)
Se acotara ahora el primer termino del sequndo miembro de

(64). Por (63.2) es
(1/J) 2 lgi¿.(u¿,Q‘,s)—[bw*(u,,0.o°)/3a*]11.I.Ind

“JEB

(l/JHZI[6W*(u4,>\¿¿.J,S)/ba*]¿¿. - [BW*(u;,0,D'o)/ba']¿¿.l .Ind
u,eB

2 sup laW'(u¿,a',t)/3a']¿¿.-aw*(u¿,0,Uo)/aa']¿¿.l.Ind .
maMIX¿[{h “JEBl {.h

Por la eleccion de h: resulta que si JEJ:
P(I1er. termino del 2do miembrode (ó4)|) 2€) l-e. (óó)

De (64), (65) y (óó) resulta que si JlMax(Jo,J;,J=) entonces

P((1/J)2|gii.(u,,Q',s)-[3W'(u,,0,ao)/aa']¿¿.l <_2e+9be/(qoshq)hh
¿ó



l—2E.

Comoa es un numero positivo arbitrario. esto implica due
p lirn (l/J)Elgiuu(u,,Q“,s)-[5\0"(u,,0,cr°)/ba*]¿¿.l = o

v por (62) V (63) esto implica due los elementos de la matriz A
tienden en probabilidad al mismolimite que baJo las hipótesis
del teorema 5.1 y por lo tanto 9* tiene la misma distribuciün
que se demostro en el teorema 5.1.

ó. EFICIENCIA ASINTÜTICA DE LOS H-ESTIMADORES CON RESPECTO A

LOS ESTIMADDRES DE CUADRADOSMINIMDS. Los estimadores de

cuadrados minimos (ECM)son un caso particular de M-estimadores
considerando W(H)=x. En este caso particular, el factor
V(W,Fu)de la varianza asintotica (ver tesis del teorema 5) es

V(W,Fu)=(Var(u)/o°=).((I-1)/I).
Se desea comparar aqui esta varianza asintotica con la de los
M-estimadores obtenidos usando la funcion Wu de Huber, ya
mencionada en la seccion 3. Debido a la dificultad para
calcular las expresiones (49) y (50) se han calculado algunos
valores aproximados de V(WH,FU)por simulacion. Se eligió
k=1,345 que es el valor que hace que la eficiencia relativa del
estimador de cuadrados minimos con respecto al M-estimador sea
1,05 para el problema de posicion, cuando la distribucion es
normal. Para el modelo del diseño en bloques los resultados
obtenidos cuando Fu es la distribucion N(O_oo=) son los
siguientes:

Efic. asint.
I V(WN9FH) V para ECM relativa

3 0,6852V30,689 2/3 1,027iEARi1,033
4 O,777íVí0,782 3/4 1,036iEARil,Ú43
B 0,9095V50,917 7/8 1,0393EAR21,048

Para cada I, el intervalo calculado para V(wk,Fu) es un
intervalo de confianza con nivel asintotico 95%. Se puede
observar que en todos los casos la eficiencia asintotica
del estimador de cuadrados minimos es apenas superior a la del
M-estimador, siendo la eficiencia relativa algo menorque para
el caso de posicion (se acerca al valor 1,05 cuando I crece).

La ventaja de emplear M-estimadores se aprecia al considerar
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dietribuciones Fu con coias mas pesadas que la normal. Por
ejemplo para la distribucion N(0,l) con un lÚZ de contaminacion
con errores N(O,9) se obtuvo, tambien por simulacion, que el
varianza asintótica 002-V(Wk,Fu)esta comprendida entre 0,934 y
0.957 (con un nivel de confianza del 95%) para I=5
tratamientos. Como la varianza asintotica es 1,2 para el
estimador de cuadrados minimos. resulta que la eficiencia
asintotica relativa esta comprendidaentre 0.78 v 0.80. Para la
distribucion de Cauchy, 1a varianza asintotica del M-estimador
esta comprendida entre 5.22 y 5.38 (tambien con un nivel del
95%). Para esta distribucion 1a varianza asintotica del
estimador de cuadrados minimos es infinita, por lo que la
eficiencia relativa es cero. Ü sea que, a1 igual que ocurre
para posicion, los M-estimadores son un poco menos eficientes
que los estimadores de cuadrados minimos cuando los errores
aleatorios u¿, tienen distribuciOn normal pero pueden llegar a
ser mucho mas eficientes cuando hay una pequeña proporcion de
valores atipicos.

7. PUNTO DE RUPTURA. Consideraremos primero el caso mas
simple, aunque de poca utilidad practica, en que se conoce un
parametro de dispersión. Demostraremosque para este caso los
M-estimadores de los efectos de los tratamientos permanecen
acotados aunque haya observaciones muyalejadas,_ siempre que
estas observaciones atipicas se hayan producido en menos de la
mitad de los bloques. Luego (en 7.2) se considera el caso mas
util en que para el calculo de los M-estimadores se emplea un
estimador de dispersión. En este caso se vera oue el punto de
ruptura de los estimadores de los efectos de los tratamientos,
depende esencialmente del punto de ruptura del estimador de
dispersión. Luegose considera el caso particular en que Q; v s
se calculan simultáneamente, en este caso el punto de ruptura
de los estimadores de los efectos de los tratamientos coincide
con el del estimador de dispersión y estan dados por 1a
empresion (71.2). Finalmente en 7.4, se propone un metodo para
obtener estimadores con alta eficiencia v alto punto de
ruptura.
7.1. DISPERSIDNCONOCIDA.Se nota a el parametro de dispersión
que se supone conocido. Los M-estimadores se obtienen



reso;v;endo el sistema de ecuaCLcn=s (21.2) ¿21.31.
reemplazando en estas ecuaciones s Dor a, o con otra notaCion
resolviendo el sistema
E=(W((xl - Q¿(F) - B(X,Q(F),a))/a)) = o, para i=1,...,I (67.1)

2 €¿(F) = o (¿7.2)

para F=Fa la distribucion I-variada empírica que asigna
probabilidad l/J al vector x,=(XlJ,...,X¡J) observado en el J
esimo bloque. Se asume que Wcumple la suposición B.

Para estudiar el punto de ruptura de los estimadores Q;
conSideraremos modelos de contaminacion, o sea supondremos que
una proporcion (l-e) de los bloques tienen una distribucion
fija Fo, llamada distribuciOn central, mientras que una
proporcion E tienen una distribucion cualquiera, desconocida.
Esto es lo mismoque decir que la distribucion del vector I
dimensional X pertenece a 1a familia de distribuciones

De = {F: F=(1-E).F°+e.H, H cualquier distribucion}
con Oïssl.

Se define punto de ruptura del estimador €‘asi:
A .Eo = sup {2: sup ma; lai(F)Ii+m}.FeDe lgiál

Se desea ver que el punto de ruptura es 0,5. Por una parte
es evidente que si E}O,5 los estimadores no estan acotados. Por
ejemplo si e}0,5 y se considera una sucesion de distribuciones
Fn=(1-s).Fo+s.Hn, donde H" es tal que la primera coordenada del
vector aleatorio (X¿,...,X¡) toma con probabilidad uno un valor
Kn++mmientras que las otras coordenas se mantienen acotadas,
sera

lim mag |9¿(Fn)l = +w.
_-.-'L_.

Luego el punto de ruptura es a lo sumo 0.5.
Demostraremos ahora que 5020.5. Para ello consideremos un

chao. Sea Hn una sucesidn de distribuciones tal que
Méx I€1(Fn)| a +m
¿151

(donde Fn=(l_€)Fo+EHn)u Pasando en caso necesario a una
subsucesion, se puede suponer que existe un i' fijo tal que o
bien

max ¡61(Fn)¡ = €¿.(Fn)++w
o bien

Max IQi(Fn)I = -Ql.(Fn>++w.
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DonSideremos por ejemplo el primer caso. De 7.1) resulta
(1-2).Epo(w((xt.49l.(Fn)-e(x,&(rn),a))/a)) T 2.El ¿ o. (aa)

grande es
maxxl - min xl Qt.(Fn)/(2.(I+1)),

igigl 15131

Como para "n'

.‘aplicando el lema L resulta
xt-‘Qt.(Fn)—a(x,Q(Fn),a) a xl.—9l.(Fn)-(a(x,o,a)—cx.31.(Fn)J =

= xl. - B(x,o,a) - Gl.(Fn).(1—c¡) a -w .
Luego, tomando limite para n+w en (óB) resulta

(1_€)-(_kt) + s.k¿ 3 O,
de donde resulta 620,5. Queda asi demostrado oue el punto de
ruptura es 0,5.
7.2 PARA ESTIMAR LOS EFECTOS DE LOS TRATAMIENTOS SE ESTIMA LA

DISPERSION. Se considera ahora el caso mas realista en el que
se resuelven las ecuaciones (21.2) y (21.3) empleando un
estimador de dispersión s, o lo que es lo mismoresolviendo el
sistema (67.1), (67.2), donde se reemplaza o por un estimador
de dispersión s(F). (El estimador de dispersión puede ser
calculado previamente o en forma simultanea).

Sea e; el punto de ruptura a infinito del estimador de
dispersión o sea

si = sup {5: sup s(F)áw}.
FeDs

Considerese un E tq. Eoieíel. Comopara ese a el estimador
de dispersión se mantiene acotado, notemos .

B = sup s(F).
FeDs

Con una demostración similar a 1a hecha en la sección 7.1 se ve
que E¿Ú.5. De esto se deduce que

si 6:20,5 o coso,5 (59.1)

si eii0,5 3 Eofiíla (69.2)
Claro que evidentemente cualquier estimador razonable tiene
punto de ruptura a lo sumo 0.5, por lo que (69.1) no tiene
interes.
7.3 ESTIMACION SIMULTANEA DE LOS ESTIMADORES DE LOS EFECTOS DE

LOS TRATAMIENTOSY DE LA DISPERSION. Estos estimadores, que se
obtienen resolviendo simultaneamente (21.2) a (21.4), pueden
escribirse también comola solución del sistema

Epcw<txl —G;(F) —B(X,Q(F),s(F)))/s(F))) = o, i=1,...,1,(7o.1>



A “nZ aikr; =
1

EF(l/(I—l))ZX((Xi-€K(F)-9(X,G(F),S(F)))/S(F))J = C, (70.3)i
considerando F=FJ la funciOn de distribuCion empírica.

En esta seccion se considera solo el caso particular en que
X(H) = W2(H),

que es la propuesta 2 de Huper (1964) y se supone que Wcumple
B. Demostraremos que el punto de ruptura del estimador de
dispersion es

EL 2 c/(d¡.k1=+c) (71.1)
donde

d; = 1 si I es impar
d; = I/(I-l) si I es par.

Demostraremos tambien due si Wes estrictamente creciente en
CH: IW(H)lflk¿} y la distribucion central Fu es no degenerada
entonces se verifica

eo = e; = c/(d¡.k1=+c). (71.2)
Vamos a demostrar primero la desigualdad (71.1). Sea e>e;,

entonces existe una sucesion de distribuciones H", de modoque
si F...=(l-e).Fo+e.Hn es

sn = s(Fn) 4 w.
Se puede suponer sin perder generalidad (pasando de ser

necesario a una subsucesion) que
lim (Q¿(Fn)/sn) = at, i=1,...,I,
n-DW

donde _wía1í+W- El sistema de ecuaciones (70.1) a (70.3) puede
escribirse

Íl-E)-E:o(W((Xi-Q1(Fn)-B(X,GïFn),sn))/sn))

+ a.EHn(W((Xi-G;(Fn)-B(X,G(Fn),sn))/sn)) = o, i=1,...,%ífl 1)
2 91(Fn) = o (72.2)

(1-2).E=o((1/(1-1))zv=((Xi-€i(Fn)-B(X,Q(Fn),sn))/sn))
+e.EHn((1/(1-1))Ew=((X;—Q;(Fn)—e(x,á(Fn),sn))/sn)) = c.(72.3

Por ser WSK;y por el lema 10, de (72.1) y (72.3 resulta

|(lcE)-E=o(W((Xi-Q¿(Fn)-B(X,Q(Fn),sn))/sn))| g z.k¿ Vi, (73)

(1-2).Ewot(1/(1-1))zw=((Xi-GitFn)—e(x.G(Fn),sn))/sn))
+ e.d¡.k¿= 2 c ¡974)
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La ecuaCion que define a BíX,@(Fn),sn), o sea
I
z w((xl-€l(Fn)—a(x,&(Fn),sn))/sn) = o,i=l

es para n grande aproximadamente igual a
I

_ZlW((-ai - B(x,9(Fn),sn))/sn3 = ü. (75)l:
Consideremos el caso en gue los a; son todos finitos.

Entonces esta definido B(O,a,l) que cumple
I
2 W(‘ai—8(0,a,13)= Ü. (76)i=1

De (75) y (76) resulta que
11m(B(x,9(Fn),sn)/sn) = B(O,a.l).
n-DW

Tomando limite para new en (73) y (74) resulta

IW(-a¿-B(O.a,1))l á a.ki/(l-s) (77)

(l-e).(1/(I-1))2W2(-a¿-B(O,a,l)) + c.d¡.k;2 E c (78)

De (77) y el lema 10 surge que
(1/(I-1))EW=(-ai-B(0,a,1)) S dz-Ez-kiz/(l-€)=. (79)

De (7B) Y (79) resulta
(C-€.dz.k12)/(1-E) fi d¡.zz.k;=/(1-z)=

y de aqui resulta
E 2 c/(d¡.ki2+c). (80)

Como E es cualquier numero mayor que el punto de ruptura 21 de
(80) resulta (71.1).

Falta considerar el caso en que algun at fuese infinito. Si
230,5 (80) se cumpliria trivialmente, asi que supongamos que
EíO,5 y vamos a demostrar que el caso a; infinito no puede
ocurrir. Supongamos, pasando en caso necesario a una
subsucesión, que au=+oo y que max IQMFH)l=€u(Fn). Usando el
lema 2 resulta

(xl.-í1.(Fn)—a(x,€(Fn),sn))/sn z
(xi.—6(x,o,sn))—(1—c:)91.(Fn))/sn + -w.

Tomandolimite en (73) resultaría
(1-2).k¿ g a.k¿,

lo que se contradice con el hecho de que si0.5. Luego el caso
a1 infinito no puede ocurrir y esta demostrado (71.1).

Se desea ahora demostrar que en (71.1) no puede verificarse
el "mayor" sino que se cumple el "igual". Para ello
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consideremos
E = c/(d¡.k¿2+c)

v veamos que para ese valor de E es

FÏup s(F) = +w_ (82)

Supongamos que no fuese cierto (82). Consideremos el caso I
par (en ese caso dz=I/(I_l)). Sea Hn la distribuCiOn que asigna
peso uno a1 punto x‘"’e R‘ cuyas primeras 1/2 coordenadas valen
-xn v cuyas 1/2 coordenadas restantes valen un, con xn++w. Sea
Fn=fl-s).Fo+e.Hn. Sea sn=s(Fn) oue hemos supuesto que permanece
acotado. TambienQiFn) permanece acotado por ser cokminíe1,0.5)
¡seccion 7.2). Podemos suponer sin perder generalidad,
considerando en caso necesario una subsucesion conveniente, que

11m5.. = s, 11mfina.) —a¿, i=1,...,I.
“¿W náw

Por 1a definiciOn de los estimadores se cumple (70.1) para
cada FH, o sea que se verifica

(1-2).EFO(W((Xi-Q,(Fn)-B(X,Q<Fn),sn))/sn))
+ E-EHH(W((XL-G;(Fn)_a(pr(Fn)ssn))/5n)) _ Op i=lgI--51- (83)

B(x‘“’pQ(Fn),sn) permaneceComo B(x‘"’,0,sn)=0 entonces
acotado, luego\
¿ig EHH(W((Xi-«,(Fn)—a(x,&(Fn>,sn))/sn)) = -kl! para 151,2,

= ki, para ifil/E.

Tomandolimite en (83) resulta
Epo(W((X¿-a¿-B(X,a,s))/s)) = ski/(l-e) = c(I-1)/(Ik1), si ¿51/2

= -c(I-l)/(Ik¿), si ibI/E. (84)
Por (70.3) es

<1-E)E=o((1/(1-1>)2w2((x,—&,(Fn)—B(x,€(Fn),sn))/sn))
+€EHn((l/(I_1))2w2((XL-€L(Fn)_B(XFQ(Fn)!SH))/Sn)) = C. (85)
Como

EHn((1/(I-l) )EW2((X1‘€1(Fn)-B(X,Q(Fn),Sn))/sn))= Ik12/(I_1)
tomando limite en (85) resulta
Ero((l/(I-l))ZW2((Xi-ai-B(X,a,s))/s)) = (c-cIklz/(I-1))/(1-e) =

= (I-l)c2/(Ik12) (Bb)
De (B4) y (86) resulta que

I

iílVaFFo(W((XL‘aL-B(x,a,5))/S)) = 0. (B7)
De (B4) y (B7)

b U



Ppo(?(aX¿-at-S(X.a,sl)/s) = cLI-l)/(Ikt)) = l. si iii/2,
Ppn(9((Xl-ai-B(X,a,s))/s) =-c(I—1)/(Iki)) = L, si iPI/E.

Por ser Westrictamente creciente en {H2 lW(H)lik¿} es, bajo
Fa.

(Xl-al-B(X,a,s))/s = constante, con probabilidad uno, Vi,
de donde por ejemplo resulta gue

(Xi-a1) —(XI-a1) = constante, con probabilidad uno,
lo gue contradice la supos1ción de que la distribucion central
Fo no es degenerada. Esta contradicc1on provino de suponer que
no se cumplia (82), luego (82) es verdadero. El caso I impar se
trata en forma analoga y de este modoesta demostrado que

si = c/(d¡.k¿2+c). (88)
Sabemos por 1a seccion 7.2 que ecimin(51,0.5), luego por

(88) es
to 2 c/(d¡.k¿=+c) (89)

Queremos demostrar que en (89) se cumple la igualdad.
Razonando por el absurdo supongamos que se cumpliese la
desigualdad estricta. Sea

e = c/(d¡.k¿9+c).
Consideremos el caso I par y sean Hn y F" como en la
demostracion anterior. Ya sabemos por la-demostracion anterior
que sn++w y como estamos suponiendo que se cumple la
desigualdad estricta en (89), GYFH)se mantendria acotado y
también B(x‘"’;9(Fn),sn) seria acotado. Luego tanto el primer
termino de (83) como el primer termino de (85) tenderian a cero
al crecer "n" v tomando limite en (83) resultaría

lim W(Hn/Sn) = Ü y luego lim Hn/Sn = O.
new n+w

Pero entonces el segundo termino de (85) también tenderia a
cero y (85) no podria verificarse. Este absurdo provino de
suponer la desigualdad estricta en (89), luego queda demostrado
(71.2) que era el objetivo de esta seccion.
7.4. CALCULO DE UN ESTIMADÜR DE DISPERSION CDN ALTO PUNTO DE

RUPTURA.Vimos en 1a seccion anterior que el punto de ruptura
de los estimadores obtenidos resolviendo simultaneamente (21.2)
a (21.4) con X=W=esta dado por

¿o = EL = C/(d¡.k12+c) (90)

Veremos ahora que el último miembro de (90) se puede hacer _tan
cercano a 0,5 comose desee. Para ello bastará considerar;;laí
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familia de funCiones Wude Huber o sea
Wk(x) = sg(x).min(lxl,k‘

y tomar k suficientemente pequeño.
La constante c se 1a elige como se indico en (22), o sea que

para la funcion WHde Huber dicha constante vale
C(Wu)= E((l/(I-1))-Z Wu2(Zi-B(Z,O,l)))

para Z;,...,Z¡ independientes N(O,1). Sean Z(¿,gz‘=,i...iZ(¡,,
los valores Z¿,...,Z¡ ordenados. Para el caso I impar y para 1a
funcion WRde Huber sera

z((I+1)/2) ‘ k í B(Z,0,1J L Z((¡*L,,z, + k.
Sea kn una sucesiún de numeros positivos que tienden a cero.

Se nota
Cn = C(Wun)

Y Bn(Z,0,l) al B(Z,0,l) correspondiente a Wkn
Sea vfio arbitrario. Como

P(Z<(:+1>/2) _ Z((I—l.)/2) Ï" Ü) = 1
es

11mP(Z¡(¡+¿,,2, - Z((¡_¿,,=, 2k") = 1.
n+w

Luego si n 2 no(v) es
P(Z<tz+i>/2) - z<(I-L)/2) 2k") 1-V/2

y analogamente
P(Z((z+=)/2) - Z<<z+1>/2, 2k“) 1-v/2.

Si Z<(!+3)/2)-Z((x*¿)/2) 2k” resulta

Z((I+3)/2) " Bn(2,0,1) =
(Z<(I*=)/2) —Z((I+1)/2)) + (Z<cz+i)/2) —Bn(Z,0gl))

_ =kn
En forma análoga, Si Z((¡+;)/2)_Z‘(I_¿)/2) 2k" resulta

Z<<z—1)/2) —Bn(Z,0,l) - kn.
Luego, si n E no(v) es

(I-1)/2 1
Cn 2 E((1/(I-1)).(2w2n(z(i,-Bn(2,o,1)) + 2w2n(z.i,—8ntz,o,1)).1:1 (I+3)/°

Ind
zt<I+=)/2)‘Z<(I+1>/2>}Akn Y zt<z+i)/2>-Z(<I—i)/2)?Ékn

E kn2.(1-v).
LUEQDPara n2n0(v) el punto de ruptura es
Cn/(dz-kn2+cn) 2 kn2(l-V)/(kn2+kn2(1-V)) = (1-v)/(2-v). (91)
Como eligiendo v cercano a cero el segundo miembro de (91)

puede hacerse tan proximo a 1/2 como se desee. se ha demostrado
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gue usando la funciOn WHcon cercano a cero puede hallarse un
estimador con punto de ruptura tan cerca de 1/2 como se desee.

Para el caso I par, considerese nuevamente knaü, VFOy noív)
to.

n¿n0(v) 3 P(Z(I/2+L) - :(1/2) l‘V

Si 2‘1/2il, - 2.1/2, 2.kn, el conjunto de soluciones de la
ecuacion . .

E W(ZL_B) = U

es el intervalo
[Z(t/2)+kn; ¿(t/2+1)’Én],

luego su punto medio es
Bn(Z,0,1) = (2‘112) + Z(z/2+i))/25

o sea la mediana de los 2;.
Luego

Cn 2 E((1/(I-1)).E WEn(Zi-B(Z,O,l)).1n%(IIZ-UJ.) (I/2)n‘.‘..-.n
E (I/(I-l)).kn2.(l-V) = d¡.kn2(1-V).

Luego el punto de ruptura es
Cn/(dz.kn=+cn) 2 d:-kn2(1-v)/(dz.kn=+dz.kn=(1—v)) = (1-v)/(2-v)
y la demostracion sigue igual al caso I impar.

8. ESTIMACIDN DE LA MATRIZ DE CDVARIANZA ASINTOTICA.

INTERVALDS DE CONFIANZA Y TEST DE HIPOTESIS.

8.1 ESTIMACIÜN DE LA MATRIZ DE CDVARIANZA ASINTDTICA. Se

demostro en 1a seCCion 5 que

J1’=.(Q' —a') É N(0, oo=.v(w,Fu).C),
donde se usa 1a misma notación gue en la expresion (48). La
matriz C es conocida y s es un estimador conSistente GEJo. asi
que para estimar la matriz de covarianza asintotica, solo falta
estimar V(W,Fu). Recordando que

V(W,Fu) = vl/a- . (92)J

donde
V; = E(WÉ(FLJ), (93-1)

I

a = E(W'(ri).(-1 + (W'(r1) - W'(rz)) /IE1W'(F1))) (93-2Y r1.=(ui._
el estimador de V(W,Fu)se puede calcular asi:

/\
V(w,Fu) = 91/32 (94.1;

4a



A. L i= L _t w2(?lJ;/(I.¡J—1)) (94.:)i=l J=l
V

J I-l Ins - , ,, .a =_2 n L w (?1;).(-1 + tw (?lJ)-w aPr42J/2 w API,= JI ¡1-1, JlJ=l i=l i=l |94._I
donde ?¿J son los "residuos standarizados”

A41, = (XtJ - G) - BJ)/s. (?4.4)
NOTA:Para ver intuitivamente por que ?1J estima a

r-LJ = (“1.1 " B(LIJ,.0_.D’->Ï')/O'o,
A

observese que como BJ cumple

I A A .
.2 W((XLJ-CXL-SJ)/S) = U1=l

que reemplazando X¿J por lo que vale segun el modelo es

I A A. l ._2 W((uiJ+al-a¿+BJ-BJJ/s; = U. (95)i=l
De (95) resulta que

A
BJ = B(UJ,Q_«,5) + BJ.

Luego A
¡”x4 = (¡-12.1+ '11 ’ 6?; - BÍUJ,Q—G,S))/5

estima a rLJ.
Comentario: Para el modelo lineal general, la varianza

asintotica de los estimadores de los parametros es (por ejemplo
Huber (1981), seccion 7.6):

002. V(W,Fu). (Xt.X)—*
donde X es la matriz de diseño y

V(W,Fu) = E(W2(u1/Uo))/E=(W'(ui/U0)).

Para el diseño en bloques, la matriz K“.Á3“* es de
(I—1+J)*(I-1+J), las filas y columnas de esta matriz que
corresponden a la matriz de covarianza de á“ valen

(l/J).((I-l)/I).C.
La propuesta de Huber para estimar la matriz de covarianza
asintotica,I aplicada al caso particular del diseño en bloques,
daria el siguiente estimador de la matriz de covarianza
asintotica de 3*:

I J A52 . 8 2 W2(riJ)/(I—1).(J—1) . (l/J).((I—1)/I).C.
i=1 J=l

(96)
I J

[ 2 .ZlW'(?¿J)/I.J 12i=1 J=
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Si se compara este estimador de la matriz de ¿ovarian:a. con el
propuesto en esta sección se observa que la diferencia es que
en el estimador de Huber, en el denominador aparece la
expresion

l J AE 2 Z W‘(riJ)/I.J 12 (97)i=l J=l
mientras que en el estimador propuesto en este trabajo aparece
la expresión 32 (con 3 de (94.3)).

Dicho de otro modo, si se aplica un programa de regresion
multiple general a los datos de un diseño en bloques, el
estimador de la matriz de covarianza asintotica due el orograma
calcularia no seria correcto.

Cuando el numero de bloques J tiende a infinito a2 converge
a a2 (de la expresion (93.2)) , mientras que la expresion (97)
tiende a

E2(W'(r1))- (98)
La expresion (93.2) es negativa pues

W'(ri) - W'(rz)) / 2 W'(r1)
toma valores entre -1 y l. Ademas, si designamos
X = W'(*1) / (2 W'(r:))“’=’, Y = v'<rz) / (2 W'(r1J)‘*’=’s

es
a = —E(W'(r¿) + (E(X=).E(Y2))‘*/2’ - E(X.Y),

y por 1a desigualdad de Cauchy_Schwarz es
- E(W'(ri) a . (99)

Comoa es negativo, de (99) resulta que la expresion (98) es
mayor que a2, y por consiguiente (96) tiende a un valor menor
que la verdadera matriz de covarianza asintotica.

Para tener idea de 1a magnitud del error que se comete al
estimar 1a matriz de covarianza asintotica con la expresion
(96) se calculo (por simulacion con 50.000 casos para cada
distribucion) el valor de a v el valor de (98). Se obtuvo el
siguiente resultado: el valor limite al que tiende el estimador
basado en la teoria asintotica de Huber subestima a 1a
verdadera matriz de covarianza asintotica en un 10% para 1a
distribucion normal, en un 12%para una distribucidn normal
contaminada (0.9.N(0,02)+O.1.N(O,9Uï)) y en un 19% para 1a
distribucion de Cauchy.
8.2. TEST DE HIPOTESIS. Supongamos que se desea estudiar la
hipótesis nula
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Ho: '3‘. = (31......CX1:—1) = a!

donde a=(a¿,...,a¡_1) es un vector dado. el caso mas usado es
a=0. Se sabe que bajo Ho, cuando Jam es

J1/2_Óï* —a) 9 N(O, 0o:.VÍW.Fu).C), (100)
donde se usa la misma notación que en la expresion (48? de la
secc1on 5. Esto sugiere usar comoestadístico para el test

u = J.(Q* —a)t.c-1.(Q- —a) / 52.0ïw_Fu).
donde OÏW,FH) es el estimador dado en (94.1). Observando la
forma particularmente simple de la matriz C, puede calcularse
C“ y resulta que

U = J.((I-l)/I),Eía¿-a¿,= / (sZ.V(W,Fu)). (101)l:
(En esta expresion se entiende que a; se define de modo que
Ea¿=0)

Se propone como test rechazar Ho si
U X=(I-1,u),

que es un test de nivel asintótico a.
En el caso particular en que v es la funcion identidad, el

estadistico U recien definido coincide con el estadistica F del
analisis de la varianza clasico multiplicado por el factor (I
1).

Potencia asintótica del test propuesto: Considerese que si
el numero de bloques es J se cumple la hipotesis alternativa
a=a(J) donde la sucesión a(J) cumple que ’

.lim J*’2.(a(J) - a) = d.
Jam

Por la equivariancia de los M-estimadores, el estimador de a
bajo la hipótesis alternativa a=a(J) sera

Q-(a(J)) = a* + a(J) - a
donde 3* es el estimador bajo Ho (se omite como hasta ahora en
la notación su dependencia del numero de bloques J) due se sabe
que cumple (100). Luego

J"2.(a‘(a(J))-a) = J1’2.(a*—a+a(J)—a) o N(d,oo=.V(w,Fu).C)

y el estadístico del test
u = J.(9*(a(J))-a)‘.c—1.(@'(a(J))-a) / 52.0(w,Fu)

converge en distribución a una X2 no central con I-l grados de
libertad y parametro de no centralidad

ó: = d‘.C—*.d / (002.V(W,Fu))
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ca ETlCiEnClaasintotica relativa de dos tests de este tipo
es el cociente entre los parametros de no centralidad. o sea el
cociente entre los valores de ü02.V(v.Fu) para ambos tests, que
coincide con la eficiencia asintotica relativa entre los
estimadores.

9. RESULTADOS DE UNA SIMULACIDN. Se hizo un estudio por
simulacion para comparar (para un tamaño de muestra
relativamente pequeño) la eficiencia del test propuesto en la
sección anterior (usando 1a funcion Wude Huber con parametro
k=l.345), con 1a del test F del analisis de la varianza clasico
y con las de dos tests de rangos que se usan para el diseño en
bloques: el test de Friedman y el test de rangos alineados (por
ejemplo Lehmann (1975)). La simulacion se hizo con I=3
tratamientos y J=20 bloques. La hipótesis nula que se estudio
es

Ho: «¿:0 Vi=1,...,3.
En la seccion anterior se vió que el estadistico dado por

(101), o sea
1

u = J.((I-i)/I),Z G12 / (SZÑWJHHl:
tiene distribución asintotica X2 bajo Ho. En primer lugar se
hizo una simulación con 26000 muestras bajo Ho y distribucion
normal para verificar si ya para J=20 el estadístico U tenia
una distribucion próximaa 1a distribucion asintotica. Se
estimo 1a probabilidad de que el estadistico U superara a los
valores criticos de 1a distribucion X: con 2 grados de libertad
al 10%, 5% y 1% y resulto:

@(U:=-X22_°_1°=4.ól) = 0.121,
con un intervalo de confianza al 95%: [0.118; 0.123];

€(u:-«x==.°.°==5.99) = 0.067,
con un intervalo de confianza a1 95%: [0.065; 0.069];

9(u:>x==.o.01=9.21) = 0.019,
con un intervalo de confianza a1 95%: [0.018; 0.020].

Puede apreciarse que el ajuste por la distribucion asintotica
no es enteramente satisfactorio. Por ello el paso siguiente
consistió en estimar los percentiles 90, 95 y 99 de 1a
distribución de U (siempre bajo normalidad y Ho).

Para estimar los percentiles de U, no se utilizaron
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directamente los percentiles muestrales, pues para cada muestra
generada, ademas de U se observa otro estadístico Tuertemente
correlacionado con U: el estadístico F, del analisis de la
varianza clasico y esto permite obtener mejores estimadores de
los percentiles de U. Suponqase que se desea estimar el
percentil l-a de la distribuCion de U. Se usa la misma idea
que en el muestreo estratificado considerando dos estratos: un
estrato lo forman las muestras para las que FiF(uJ (donde se
nota F(m) al percentil l-a de la distribucion F con I-l y
(I-l)*(J-l) grados de libertad) y el otro estrato las muestras
para las que F}F(a). Como

P(Uáx) = (1-a).P(UixngFfu)) + m.P(UflxlF}F(a)), (102)
se estiman las probabilidades condicionales que aparecen en la
expresion (102) con las proporciones muestrales
correspondientes y reemplazando en (102) se obtiene un
estimador para P(Uáx) para cualquier valor de x. Finalmente el
percentil 1-a de la distribucion de U se estima comoel valor
de x que resuelve la ecuacion

/\
P(Uix) = l-a.

Los estimadores de los percentiles asi obtenidos se muestran
en la tabla siguiente.

Tabla 1.1: Percentiles de la distribucion del estadístico
bajo Ho y distribucion normal (estimados con
26000 muestras).

PERCENTIL ESTIMADÜR PUNTUAL INT. DE CONF. HL 95x

Pgú 5.02 [4.97 ; 5.08]
P95 6.68 [6.61 ; 6.78]
P99 10.9o [10.7o ; 11.12]

Para comparar las potencias de los cuatro tests mencionados,
se simularon primero muestras con distribucion normal, bajo la
hipótesis alternativa

Hi: a¿=-O.36 , «2:0 , «3:0.36,
que fue elegida pues bajo esta alternativa el test F, con un
nivel de significación del 5%, tiene una potencia de alrededor;u
del 50%. Se obtuvieron los siguientes resultados.
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Tabla 1.2: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 5300
muestras generadas bajo HLv distribución normal.

N i v e 1 d e s i g n i T i c a c i o n
10% 5X lZ

F 61.7% 48.5% 24.6%
U (robusto) 60.0% 47.1% 22.6%

Friedman 51.6% 38.3% 14.8%
Rangos alineados 58.2% 44.02 2ü.8Z

Se aprecia en la tabla anterior que en el caso normal se
pierde muypoca eficiencia al usar el test robusto en lugar del
test optimo (el test F), se pierde un poco mas de eficiencia
con el test de rangos alineados y, comoes sabido, el test de
Friedman pierde bastante eficiencia para la distribucion
normal cuando el número de tratamientos es pequeño.

A continuacion se generaron muestras con la siguiente
distribucion normal contaminada: 90%de los errores aleatorios
u¿_, tenian distribucion magos) y 107.distribucion N(O,25.v:r=).
Los resultados obtenidos bajo Ho y H1 se presentan a
continuacion en las tablas 1.3 y 1.4. Hemos usado dos
versiones del test robusto, una empleandocomovalores críticos
los percentiles estimados bajo la hipotesis nula V normalidad,
que estan en tabla 1.1 y otra usando los valores críticos de la
distribucion asintotica X2.



Tabla 1.3: Porcentaje de veces que se rechazo HDen :óco
muestras generadas bajo Ho v distribuciOn normal
contaminada (NCJÚ.10; *))\_

W i / e l d e s i g n l T i c 4 c i o n
T e s t

lüz 5% ix

F 9.82 4.4? 0.47%
U (robusto) (l)

version l ?.9Z 4.6% 0.81%
version 2 11.62 5.5% 1.75%
Friedman 11.0% 5.6% 1.06%

Rangos alineados 10.9% 5.4% 1.00%

il) version 1: usando comovalores críticos los percentiles de
la tabla 1.1; version 2: usando como valores criticos los
mercantiles de la distribucion asintotica X2.

Tabla 1.4: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 3600
muestras generadas bajo H; y distribucion normal
contaminada (NC(O.1Ü; 5):

N i v e 1 d e s i g n i f i c a c i o nT e s t
10% 5% 1%

F 30.1% 20.4% 7.1%
U (robusto)(l)

version l 41.6% 29.5% 11.9%
version 2 45.0Z 34.41 16.7%
Friedman 39.6% 27.52 9.6%

Rangos alineados 42.5% 30.5% 11.4%

(l) ver nota al pie de tabla 1.3.

En 1a tabla 1.3 se aprecian pocas diferencias entre los tests
en cuanto a la probabilidad de error tipo I y en la 1.4
observa el

se
franco desmejoramiento de 1a potencia del test F

ante la presencia de 10%de observaciones
otros

atipicas. De los
tests considerados sigue siendo el de Friedman el

eficiente.
menos

Finalmente se simularon muestras con una distribucion con
colas muy pesadas: la distribucion de Cauchyij En 1a¡:Eab1a¿v



siguiente se muestran los rcsultaoos bajo H0 y en la
los obtenidos bajo La hipótesis alternativa

H2: a¿=-Q.534 , “2:0 , a3=0.534 .

Tabla 1.5: Porcentaje de veces que se rechazo H0 en ZoOÚ
muestras generadas bajo Ho v distribucion Cauchy.

N i v e 1 d e s i o n i f i c a c i o n
T e s t

10% 5% lZ

F 3.7% 1.4% 0.17%

U (robusto) (1) . .version 1 8.8% 3.8% 0.562
version 2 10.6% 5.3% 1.11%
Friedman 10.6% 4.9K 0.86%

Rangos alineados 10.7% 5.02 0.67%

(l) ver nota a1 pie de tabla 1.3.

Tabla 1.6: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 3600
muestras generadas bajo H2 y distribucion Cauchy.

N i v e 1 d e s i g n i f i c a c i o nT e s t i
10% 5% 1%

F 6.62 3.1% 0.6%
U (robusto) (l)
version l 24.6% 15.2% _3.9Z
version 2 27.8% 18.1% 7.1%
Friedman 37.2% 25.6% 8.4%

Rangos alineados 34.91 22.6% 8.2%

(l) ver nota al pie de tabla 1.3.

Como 1a distribucion de Cauchy no tiene esperanza, los
estimadores de cuadrados minimos no son consistentes v era de
esperar que el test F tuviese una potencia baJisima, como se
aprecia en la tabla 1.6. En esta mismatabla se aprecia que
para esta distribucion tan poco parecida a 1a normal, el
ordenamiento de los test en cuanto a eficiencia es inverso al
que ocurre en el caso normal (tabla 1.2 : el mas potente es el
test de Friedman, seguido por el de rangos alineados, luego el
test robusto y finalmente, comoya dijimos, el comportamiento

U'i J:



del test F, que no permite distiquir la hipotesis nula de la
alternativa.

La conclusion que se deduce de la simulación es que el test
F, que sabemos optimo para el caso normal, se desmejora
francamente ni bien nos apartamos un poco de esa distribucion.
El test de Friedman tampoco es aconsejable, pues su
comportamiento no es bueno para la distribucion normal. Los
tests mas satisfactorios son sin duda el test de rangos
alineados y el test robusto. El primero, apenas menoseficiente
que el robusto para la distribucion normal, tiene la ventaja de
ser mas potente para distribuciones muyalejadas de la normal
(Cauchy).

Para saber si 1a mayor potencia del test de rangos alineados
para la distribucion de Cauchy se debia al metodo de M
estimadores o a la funcion Welegida, se hizo luego otra
simulación, incluyendo ahora otro test robusto: el basado en
los M-estimadores calculados con una funcion Wde la familia de
funciones bicuadradas propuestas por Tukey, dicha familia esta
dada por:

Wk(x) = H.(1-(H/k)2)2 si lxl
= 0 si ¡HI } k

Es importante destacar que las funciones Wde esta familia
no son monotonas, asi que no se cumplen las suposiciones bajo
las cuales se ha demostrado en este trabajo la consistencia de
los M-estimadores, esta segunda simulacion se basa en 1a
presunción de que los resultados obtenidos en este trabajo
siguen valiendo para una funcion Wde esta forma.

Los resultados de la simulacion que se presentan a
continuación se obtuvieron continuando la generacion de numeros
aleatorios a partir de los obtenidos en las simulaciones
anteriores, o sea que los resultados son independientes de los
que se muestran en las tablas 1.2 a 1.a. A cada muestra
simulada se le aplicaron dos de los tests que se estudiaron en
la simulacion anterior: el test de rangos alineados y el test
robusto basado en 1a funcion WKde Huber con k=l.345 (usando
como valor critico el percentil correspondiente de la
distribucion asintotica X2) y un tercer test calculado en forma
enteramente análoga al robusto anterior pero usando la funcion
Wk bicuadrada de Tukey con k=4.b85 (valor usualmente empleado
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para la funcion bicuadrada, que tiene la misma propiedad que el
valor k=1.545 para la función Wude Huber: permite lograr que
la eficiencia relativa del estimador de cuadrados minimos con
respecto al M-estimador para el problema de posicion y
distribucion normal sea 1.05). No se aplicaron ni el test F ni
el de Friedman. pues ya se observo en 1a simulacion anterior 1a
poca conveniencia de emplear estos tests. En esta nueva
simulacion se usaron las mismas distribuciones y las mismas
hipótesis alternativas que en 1a anterior. Los resultados
obtenidos se presentan en las tablas 2.1 a 2.6.

Tabla 2.1: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 1600
muestras generadas bajo Ho y distribucion normal.

N i v e 1 d e s i g n i f i c a c i o nT e s t
10% 5% 1%

Robusto 12.1% 6.4% 1.5%
(W de Huber)
Robusto 12.4% 7.4% 2.6%

(W bicuadrada)
Rangos alineados 9L8 4.6 1.1%

Tabla 2.2: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 1600
muestras generadas bajo H1 y distribuCiOn normal.

N i v e 1 d e s i g n i f i c a c i o nT e s t
10% 5% 1%

Robusto 63.9% 52.6% 30.7%
(W de Huber)
Robust 63.8% 51.4% 30.4%o

(W bicuadrada)
Rangos alineados 57.5% 44.6% 20.1%



Tabla 2.3: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 1600
muestras generadas bajo Ho v distrlbuCLÓn normal
contaminada (NC(O.10,5)).

N i v e 1 d e s i q n i f 1 c a c i a n
T e 3 t

¿OZ :1 1%

Robusto 12.3% b.5? 1.8%
(W de Huber)
Robusto 13.1% 7.9% 3.0%

(w Dicuadrada)
Rangos alineados 11.1% 5.5% 1.1%

Tabla 2.4: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 1600
muestras generadas bajo H; y distribucion normal
contaminada (NC(O.10,5)).

N i v e 1 d e s i g n i f i c a r i o nTest '
10% 5% 1%

Robusto 47.9% 35.4Z 15.9%
de Huber)

Robusto 51.7% 38.3% 20.9%
(W bicuadrada)

Rangos alineados 45.0% 30.5% 11.7Z

Tabla 2.5: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en 1600
muestras generadas bajo Ho v distribucion Cauchy.

N i v e 1 d e s 1 o n i f 1 c a C i a nT e s t
10% 5% ¿a

Robusto 10.4% 5.1% 0.?2
(W de Huber)
Robusto 12.2% ó.óZ 2.2%

(W bicuadrada)
Rangos alineados 10.2% 5.1% 0.7%



Tabla 2.a: Porcentaje de veces que se rechazo Ho en ióuo
muestras generadas bajo H2 y distribucion Cauchy.

N i v e l d e s i g n i f l c a c i o n
T e s t

lüZ 5% lx

Robusto 27.1% 17.5% 6.1%
de Huber)

Robusto 38.4% 28.72 14.42
(W bicuadrada)

Rangos alineados 54.1% 22.bZ 8.0%

En la tabla 1.6 se habia observado que para 1a distribucion de
Cauchy el test basado-en los M-estimadores era menos eficiente
que el de rangos alineados. En 1a tabla 2.6 se aprecia que este
desventaja de los M-estimadores se corrige al usar la funcion W
bicuadrada, que se comporta mucho mejor que la de Huber para el
caso Cauchy y que llega a superar un poco al test de rangos
alineados.

TSe observa en las tablas 2.1, 2.- y 2.5 que el test robusto
usando la Wbicuadrada converge mas lentamente a su distribucion
asintotica que cuando se usa 1a Wde Huber y esto hace que el
nivel de significación sea un poco mayor que el nominal. Este
problema podria corregirse usando comovalor critico del test el
percentil estimado bajo distribucion normal y Ho, comose hizo en
las tablas 1.2 a 1.6.

APENDICE A

En este apéndice se demuestra due si se supone due se cumple
el modelo (5) con Fu continua y que w y x cumplen 1a suposicion
A, entonces el sistema de ecuaciones (8) y (9) tiene solucion
con probabilidad uno. Este problema de la existencia de
soluciones para el sistema de ecuaciones, cuando se estiman
simultaneamente los parametros de 1a funcion de regresión y la
dispersión, surge tambien para el modelo lineal general, no es un
problema especifico del modelo de diseño en bloques y ha sido
tratado por Huber (1981, seccion 7.7). Aqui se sigue su idea,
aunque nos restringimos al caso del diseño en bloques.

Considerese 1a funcion
I J

Q(U.G.B) = E E Unp((X1J-“1_BJ)/ÜJ + (I-l).(J-1).ci=l j=1
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¿en realidad puede considerarse a u como funCion de i
Si....,Ba) pues m¡=-Zai).

Puede verse que un punto satisface el sistema de ecuacione;
(81 si y solo si anula las derivadas parciales de esta funcion
con resoecto a K1 v 8, y due la derivada con resoecto a a es
(usando que X(H)=H.W(H)‘P(H))I

J
-_2 _ZX((XL,-m¿-Bj)/c) + (I-i).(J-1).c (A1)i=i J=l

que, si se iguala a cero es la ecuacion (9).
Se demuestra a continuacion que la funCion G tiene algún

minimo local:
i) Consideremos 1a funcion Q en el conjunto {020,a.8}. Como

a definimos no estaria definida para U=Ú. pero puede extenderseh

su definicion por continuidad. En efecto, existe
lim P(H)/ÍHI = a con iai+m (AE)
Ham

ya que
(P(H)/H)' = X(K)/H2.

luego D(K)/Hes estrictamente creciente para y por lo tanto
tiene limite para x++m,que coincide con el limite para xa_m pues
p es par. Ademas, si Hoes cualquier numero positivo, ese limite
es mayor que P(Ho)/Ho, asi que es aPO. Se ve facilmente que de
(A2) resulta

I J
lim G(U.a,B) = a.2 E lXiJ-ai-B,l¿0 i=1 J=l

Luego la funcion u ouede extenderse por continuidad al conjunto
La:0.a.8}, siemore due a sea finito.

ii) Comopor ser Pgú es u(?,u.9) ¿ 0.alnl).\dml).c , resulta
que

lim G(o,a,B) = +m uniformemente en («,8) (AE)
o++w

iii) Si uno de los qi++m toma valores tan grandes como se
desee, otro mi.+ toma tambien valores tan grandes como se desee
en valor absoluto, pero con signo contrario, pues los a; suman
cero. Luego o bien ¡«1+B,I, o bien lui.+BJ|, toman valores tan
grandes como se quiera. ComoP es convexa y tiene un minimo
estricto en cero, resulta que p(x)++m, cuando Kain y de aqui
p(XlJ_ai_BJ)/Ú) o p(xLIJ_a1l-BJ)/U) toman valores tan grandes
como se quiera y luego la funcion G tiende a infinito‘ cuando
MaHlüil tiende a infinito, y la convergencia es uniforme si_a—se
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mantiene en un intervalo ¿m103M. Lo mismo ocurre cuando

Naxlajlaw, o sea en resumen
lim G(0,m,8) = +m , uniformemente si o se mantiene

Max(luil,|94|)+w 
en un intervalo Oímgüïm. (A4)

iv) Veremos ahora que pasa cuando 0+0 v MaH(l«1|,lB,¡)-¡oou
Como se vio en iii) si algun luil o IBJI es “grande” entonces
algun la1+BJl tambien. Luego
U-Ü((X1J—O(t-B_,)/O') = D((XLJ‘K¿—BJ)/Q’)/( IX1J'-Ü¿_BJ IX¿_,—O(¿—BJI

(a-E).IX¿J"CX1_BJI (El-E).(¡“1+BJ|—Má)-(ÍXLJI)
Luego

lim Q(o,u,8) = +m (A5)
Max(|ail,|B¿l)1w

0"“)

v) Consideremos un punto cualquiera (co,mo,Bo) y llamemos
go = G(Uo,ao,Bo) 

Por (A3), 3 S tq. si GESentonces G(a,a,B) Qe.
Por (A5) 3 sPO y Mo tq. si Oíaás y Max(lm;l,l8,l) Mo

entonces G(U,«,B) 3 qo.
Como, por (A4),

lim G(a,a,B) = +w , uniformemente si o se mantieneMax(|ail,lBJl)+w
en el intervalo 52038,

luego 3 M1tq. si sgagS y Max(la¿l,|B,l) M1
entonces G(o,u,B) > go.

Sea M=Max(M°,M¿). De lo dicho hasta ahora en este punto v),

51 Uïs D M3X(¡“1|9|91|) M entonces G(o,«,83 go.
Luego el infimo de la funcion G se toma en el compacto

{05038, Maxflui|,lBJl) L M }
Queremos ver que dicho infimo no se toma en un punto con U=Ú. Si
a es infinito, esto es evidente pues en dicho caso el limite de
la funcion para 0+0 es +m. Si a es finito, la funcion G es
continua en el compacto, luego alcanza el infimo. Observando la
expresion (A1) para la derivada de G con respecto a o, resulta
que (si fijamos («,9)

¿ig BQ(a,a,B)/Bo= (I-l).(J-l).c - (I.J—N).X(w)
donde N=#{(ipj) tq. XLJ_aL-BJ=Q}. Pero NiI+J-1 con probabilidad
uno, pues I+J-1=p es el rango de la matriz de variables
explicativas del modelo lineal que estamos considerando y si en
un modelo lineal cualquiera el numero de residuos fuese mayor
que dicho rango, es porque p+1 componentes del vector Y (que

ó (j)



contiene a las observaciones de la variable dependiente} esf-'
en un subespacio de dimension p, lo que tiene prob cero
componentes del vector Y son v.a. independientes, con funcion de
distribucion continua, comohemossupuesto. De NgI+J-l, resulta
l.J-NE(I-l).(J-l) y comoX(m)fic, resulta que, para cada («,53
fijo es

11m BGÍU,m,B)/BU (Ab)
0'» l.)

Queremos ver que el minimo de Ü no puede tomarse en un punto
(O,ao.Bo). Si 1o tomara, tomaría un minimo en cero la funcion de
una variable G'(c)=0(a,uo,Bo), pero por (A6) seria lim Ü*’(o)ï0,
para 0+0, lo que es una evidente contradicción.

Por todo lo dicho, el infimo (minimo) de la funcion G se
alcanza en

{0íaiS, Max(la¿l,lB,l) g M},
este minimo absoluto es también un minimo local, por lo tanto G
tiene algún punto critico, que resuelve el sistema de ecuaciones
(8) y (9), como queriamos demostrar.

Para demostrar 1a consistencia de los estimadores en la
sección 4, no se necesita suponer que el sistema (B) y (9) tenga
solución con probabilidad uno, cualquiera sea J, comose acaba de
demostrar, sino sólo que dicho sistema tenga solucion, a partir
de un J en adelante, con probabilidad uno. Es intuitivamente
razonable que para que esto sea cierto, no es nesesario suponer
que Fu es continua, sino alguna hipotesis más débil que permita
que 1a distribucion de los errores tenga puntos pesados, pero con
una cota para el peso de esos puntos (como se ha hecho por
ejemplo en el teorema 4). En este trabajo no se demuestra un
resultado de este tipo.

APENDICE B

Lema9. Bajo las hipótesis del teorema 5.1 o las del teorema 5.2
resulta:

P ¿ig (1/J"2) yÉIW‘(u;,O,s) -jÉlW*(UJ,0,Uo) H = 0.
Demostracion: Por 1a definicion de W', la tesis es equivalente

a que

(1/J1’2) I?W((ui4-B(u,,0,s))/s) - ÏW((ULJ_B(UJPO!UO))/UO)I
tiende a cero en probabilidad, para todo i=1,...,I.
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Sea
J

ya¿(t) = (l/JL/z) .Elw':(LILJ_B(LIJ3091:).SUQ'Í'tO'o)/(O.50'o+t0'0)),lJ:
VJ; es un elemento de C. el esoacio de las funciones continuas
en [0,1].

Queremos demostrar que, para cada l fijo, 1a sucesion {YJL}
de distribuciones sobre C es “tight”. Para ello usaremos el
teorema 12.3 de Billingsley(19óa) que afirma que dicha
propiedad es equivalente a las dos condiciones siguientes

i) La sucesion {yg¿(0)} es "tight".
ii) Existen constantes b¿0 y dll y una funcion g continua, no

decreciente, que toma valores en [0,1] tal que
P{'Yai(t‘) - YJ1(t)I E X}í (1/xb).lg(t')-g(t)ld

para todo t, t‘, J y todo XFO.
La propiedad i) es cierta gracias al teorema central del

limite.
Para demostrar ii) observemos que

Var (Yas(t') - YJL(t)) =
E(W((u;- B(u,0,0.Sao+t'ao)/(0.5eo+t'ao)) 

W((u; - B(u_.0_.0.5cro+tcro)/(0.5o'°+to'o)))2 (El)
Si se cumplen las hipótesis del teorema 5.1, consideremos la

derivada 69((u1-B(u,0,o)/0)/ao, procediendo en forma similar a
comose calculo (53) resulta igual a

I I(l/o)'wl(r¿)'(2wl(r1)-r1/z W'(r1) - Fi)
1=l 1:1

donde, para simplificar la notacion se llamo r¿=(ui-B(u,0,o))/0.
Esta derivada es acotada, siempre que se mantenga a alejado de
cero, por ser H.W'(H) acotada. Si llamamos Ma la cota superior
del modulo de esta derivada, para 020.500, aplicando el teorema
del valor medio al incremento que esta dentro del signo
esperanza en (El) resulta que (El) es menor o igual que

(M-(t‘ao - to'oH2 g (Bl')
lo que, usando la desigualdad de Tchebycheff implica ii), con
lo que queda probado que la sucesión {y3¿(t)} es “tight”.

Si no se cumplen las hipótesis del teorema 5.1, pero si las
del teorema 5.2, de

W((x-c(0*-o))/U‘) á W(x/O) í W((x+c(U'-U))/U')
resulta

lB(u,0,a‘) - B(u,0,o)l í c.la'—o|



y de aqui resulta que Sl o*¿do/2 v a¿do/2 entonces
W((ui-B(u,0,ü*)/a*) - W((ui-B(u,0,o)/o) i M.Ia'-cl

donde M=4.b.c/oo. De aqui se deduce (Bl') y el mismo
razonamiento anterior permite demostrar que Cyai(t)} es "tight".

El teorema 8.2 de Billingslevílgba) afirma que si la sucesion
{yJL} es “tight” entonces para cada ¿lo y vlü existe un ¿ho y
un entero Jo tq.

Pí sup . Iyai(t*) - YJ1(t)I 2 e} 3 v, para JEJo. (EE)|t'-tlüó
Sea to=0.5, ta=S/Uo-O.5. Comosado con probabilidad uno y en
consecuencia tambien en probabilidad, ta+to en probabilidad,
luego existe J; tq.

P{lta-t°l}ó} v, para JEJt.
Luego de (BE) y la definicion de yIJ resulta que
P{(1/J*’2)lEW((uiJ)—B(u.0,s))/s)-2W((U¿J)-B(u,0,Oo))/oo)l

2.v , para JEmáx(J°,J¿)
lo que implica la tesis del lema 9.

Lema10. Sean x; (i=1,...,I) números reales tales que Ixilád y
2H¿=Üentonces

2 Mi: i l.d2 Sl I es par,
fl (I-l).d2 si I es impar.

Demostración: Este lema es trivial para el caso I par y para el
caso I=1. Consideremos entonces el caso I impar, mayor o igual
que 3. Como1a funcion Ext: es continua, tiene maximoen el
conjunto S = {xeR" : Ixilád y Ex¿=0}. Sea (a1,...,an) un punto
donde se alcanza el maximo. Veremos primero que todos los ai,
salvo a lo sumo uno, cumplen que Ia¿I=d. En efecto, supongamos
ue dos de los ai, por ejemplo a; y a2 tuviesen madulo menor

que d, y supongamos, sin perder generalidad, que algaz. Sea ¿FO
tq. ai-ó y a2+ó tienen modulo menor que d. Pero entonces el
punto (ai-ó,a2+ó,a=,...,an) también perteneceria a S y en ese
punto la funcion seria estrictamente mayor que en a, lo que
seria absurdo. Todos los a, no pueden tener modulo igual a d,
pues no se podria cumplir 1a condicion Ed¿=0. Luego (I-l) de
los a1 son tq. la¿l=d y el restante cumple lailid, 1o que junto
a la restricción Eai=0 implica que 2a¿2=(I-1).d2, como
queriamos demostrar.

”-\MMA“
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