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A mediados del siglo pasado, el matemático inglés J.J.Sy1vester propuso el

siguiente problema relacionado con probabilidades geométricas:

¿CuáZes Za probabilidad p(K) de que cuatro puntos distribuidos

independiente y uniformemente aZ azar en el interior de un conjunto

convexa plano K formen un cuadrilátero convexa?

Consideremos 1a probabilidad complementaria BKK), es decir, la probabilidad de que

1a cápsula convexa de los cuatro puntos en cuestión sea un triángulo. Se ve fácil

mente que

_ 4 (2)K = -- V
P( ) F(K) 3 (K)

2

siendo F(K) el área de K , y v; )(K) el valor medio del área de un triángulo
cuyos vértices se encuentran distribuidos independiente y uniformementeen el interior

de K . Por consecuencia, posibles soluciones del, entretanto, considerado clásico

Problema de Sylvester, dependerán directamente del conocimiento del invariante

afín Váz)(K) /F(K)

Consideremosahora en el espacio euclidiano Ed la configuración estocástica

S(K;n-i,i) formadapor n puntos aleatorios, n-i de los cuales se encuentran distri

buídos en el interior, los i restantes sobre el contorno de un cuerpo convexo K de

dimensión d (dz 2 , mati , OS is n) . Vamosa suponer que tanto los puntos interiores

P1,...,Pn_i comolos puntos del contorno 81,...,Si estén distribuidos de manera
independiente y uniforme en el interior y sobre el contorno de K , respectivamente.

Con probabilidad 1 , la cápsula convexa H _ ,(K) de P ,...,P .,S ,...,S_ resultan-i,1 1 n-i l 1
ser un polítopo aleatorio de por los menos d y a lo sumo n vértices.

Objeto de este Trabajo de Tesis es, por un lado, estudiar de manera detallada

aspectos de ciertas variables aleatorias reales relacionadas con la cápsula convexa

Hn_i i(K) . Por otro lado, en los capítulos 10 y ll , retomaremos el clásicoi



Problemade Sylvester y, aplicando resultados obtenidos en los capítulos precedentes,

extenderemos una generalización propuesta por R.E.Miles [1971].

E1 capítulo 1 contiene una lista de las principales notaciones utilizadas

a lo largo del texto.

En el capítulo 2 presentamos primero la demostración clásica del Teorema de

Crofton de Puntos Fijos. E1 teorema relaciona las configuraciones estocásticas

S(K;n,0) y S(K;n-l,l) . Señalemos al respecto que muchos problemas vinculados a

probabilidades geométricas admiten solución, puesto que la fórmula diferencial esta

blecida por Crofton [1885] reduce el número de variables del problema en cuestión.

En las secciones 2.2 y 2.3 mencionamosciertos inconvenientes que se nos presentaron

al intentar aplicar al Problema de Sylvester una generalización del Teoremade Crofton

propuesta por Geciauskas [1985].

En el capítulo 3 demostramos la fórmula

(d) (n-i) (d)
K = - -——-——- v Kn-i,i( ) n V(K) n-l-1,i( )

que expresa el valor medio del número de vértices de la cápsula convexa Hn_i i(K)
9

en función del valor medio del volumen de Hn 1 i i(K) . Para el caso particular i = 0 ,-'a
es decir, todos los puntos en cuestión se encuentran distribuidos en el interior de K ,

obtenemos la fórmula demostrada por Efron [1965].

En el capitulo 4 consideramos dos generalizaciones de una fórmula de Buchta

[1983], [l986a] relacionadas con las configuraciones S(K;n,0) y S(K;d+2-i,i) .

Para demostrar la expresión

min{i,d+l}
(d) = ii d+2-1 1 (d)v zzt wvd+2-i,i d+l—r d+l—r,r

r=max{0,i-l}



(comparar sección 4.2), utilizamos la misma argumentación seguida por Buchta [1986a]

para el caso particular i = 0 .

En la parte III estudiamos de manera sistemática los valores medios del volumen,

la superficie, 1a anchura media, el númerode vértices y el número de facetas de la

cápsula convexa Hn_i’i para el caso particular de la bola unidad de dimensión d .
En 1a primera sección de los capitulos 5 a 9 nos dedicamos a desarrollar fórmulas

integrales que expresan los respectivos valores medios. La argumentación más detallada

se encuentra en la sección 5.1 donde, considerando una descomposición simplicial

adecuada de la cápsula convexa En i í y teniendo en cuenta resultados establecidos_9
d

por Deltheil [1926] y Miles [1971], obtenemos una representación integral de V: i 1(Bd)'9
el valor medio del volumen de H _ , .n-1,1
En 1a segunda sección de cada capitulo ilustramos la utilidad de las fórmulas inte

grales obtenidas dandoexpresiones explícitas para ciertos casos particulares.

Deducimos, por ejemplo, que

2¿+1 d +2d-Zi+3¡’- I'—
(d) ) = pd_1 2 n ( 2 )d _.. d . _
+1 1,1 d1pd(d+1)d+l i d2+2d_2i+2d r(——)

2

y 2

pd 1T l,(d +d-2i+2)
(d) (B d-l 2 {d+l—i+¿(22M. . = . . K

“'1’1 d <d+1)d‘1d1'2pd'1 ¡(d2+d-Zi+1) d (d+1)(d2+d-Zi+l)
d —

2

(comparar secciones 5.2 y 6.2 ). Establecemos asimismo tablas con valores numéricos

para los casos particulares del plano euclidiano y el espacio de tres dimensiones.

Los casos particulares i = 0 e i = n , es decir, todos los puntos aleatorios



en cuestión están distribuidos en el interior o sobre el contorno de la bola unidad

Bd , han sido tratados recientemente por Buchta, Müller y Tichy [1984], [1985], quienes
obtienen expresiones "explícitas" de los valores medios de 1a superficie, la anchura

media y el número de facetas de las cápsulas convexas H y Hn,0 0,n
Observemosa1 respecto que la descomposición simplicial utilizada por Buchta, Müller

, respectivamente.

y Tichy [1984], [1985] no permite un tratamiento de los valores medios del volumen
d d

V( )(B ) y V( )(B ) . Estos dos casos particulares los hemos desarrollado de maneran,0 d 0,n d
detallada en las notas [1987b] y [1987c].

d
El valor medio del volumen V: ¿(K) aparece asimismo en el siguiente contexto. Genera’

lizando un teorema de Blaschke [1917], Groemer [1973], [1974] demuestra que, entre
(d)

todos los cuerpos convexos K de igual volumen, el valor medio del volumen V (K)
d)
,0

un invariante afín, las fórmulas integrales establecidas en 1a sección 5.1 per

( ,es minimo únicamente si K es un elipsoide. Por consiguiente, dado que V (K) /V(K) esn

miten determinar la cota inferior de Groemerpara valores arbitrarios de d y n .

Finalmente hacemos brevemente mención de la manera en que intervienen los valores medios
(d) (d)

v K sn-i,i( ) y n-'1 i(K) en el problema de la aproximación aleatoria de cuerpos
9

convexos. Se tiene, por ejemplo, que el valor medio de la distancia, en el sentido
, . . . . , . S . .

de la metrica de diferenc1a Simetrica 6 , entre la bola unidad B3 y un poliedro

aleatorio con vértices sobre el contorno de B3 , es igual a

)) = fl(1 _ (n‘l)(n—2)(n'3))S

E[<S(B3,H (n+1)(n+2)(n+3)0,n

Otros resultados relacionados con la cápsula convexa de puntos aleatorios y con la

aproximación de cuerpos convexos, pueden ser consultados en los resúmenes de

Buchta [1985] y Gruber [1983].

La parte IV está dedicada de manera exclusiva al Problema de Sylvester.

En el capitulo lO damos una reseña histórica del problema y mencionamos los resul

tados que han sido obtenidos hasta el momento.



Una generalización del Problema de Sylvester consiste en determinar las

probabilidades

(d) . . (d)
pd+1(K;d+m-1,1) . , pd+m(K;d+m-i,i)

dz 2 , mz 2 , OS is d+m , de que la cápsula convexa (K) relacionada con 1a
Hd+m-1,1

configuración estocástica S(K;d+m-i,i) tenga d+1, ... , d+m vértices. Kingman

[1969] resuelve el problema para el caso particular KEEBd , m = 2 , i = 0 . Poco más

tarde Miles [1971] hace lo mismo para KE Bcl , m = 3 , i = 0 .
En un trabajo reciente Buchta [1986a] expresa las probabilidades

(d) (d) _ (d)
pd+1(K,d+3,0) pd+2(K,d+3,0) y Pd+3(K.d+3,0)

en función del primer y segundo momentodel volumen de un simple aleatorio cuyos

vértices se encuentran distribuidos independiente y uniformementeen el interior de un

cuerpo convexo K de dimensión d (comparar capitulo 10, expresiones (10.9) - (10.11

En el capítulo 11, aplicando resultados obtenidos en las partes II y III, esta

blecemos fórmulas explícitas para las probabilidades

d

pá+;(Bd;d+m_i’i) ) dzz , m = 2,394 a lsjsm , 051.511+!“

Para los casos particulares m = 2 y m = 3 ilustramos el Problema de Sylvester

dando todos los valores posibles para el plano y el espacio de tres dimensiones

(comparar tablas 11.1 - 11.4 ).

En el caso particular m = 4 aparece un nuevo invariante Máfá+2(Bd;d+2-i,i) ,
el segundo momentodel volumen del polítopo aleatorio de dimensión d vinculado a 1a

configuración estocástica S(Bd;d+2-i,i) para el cual, desafortunadamente, las cuentas
parecen ser inaccesibles. De todas maneras, en las tablas 11.5 y 11.6 , mencionamos

los resultados "calculables".



Finalmente, en el capítulo 12, tratamos un típico problema de probabilidades

geométricas. Consideremos tres puntos aleatorios P , P1 y P
diente y uniformemente en el interior de la bola unidad B

2 distribuidos indepen

¿CuáZes Za probabilidad p(Bd;2) de que Za circunferencia que pasa

por P , P1 y P2 esté completamente contenida en Bd?
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CAPITULO l NOTACIONES

En este capítulo definimos los conceptos fundamentales que vamos a usar a lo

largo del trabajo.

Si d es un entero, dZ l , indicamos con Ed el espacio euclidiano de

dimensión d . Llamamos cuerpo convexo K de dimensión d a un conjunto convexo

y compacto tal que su interior no sea vacío.

La configuración estocástica S(K;n-i,i) consiste en un conjunto de n puntos

aleatorios, n-i de los cuales se encuentran distribuidos independiente y uniforme

mente en el interior, los restantes i sobre el contorno de un cuerpo convexo K

de dimensión d (nz d , OS i.<.n). Indicamos con Ph (ls hs n-i) los puntos
interiores, con S_ (ls js i) los puntos del contorno de K . Asimismoindicamos

el elemento de volumen de K en el punto Ph y el elemento de superficie del

contorno de K en el punto Sj con dPh y de , respectivamente.

Nótese que, con probabilidad l , la cápsula convexa Hn_i’i(K) del conjunto de

puntos {P1,...,Pn i,S ..,Si} es un polítopo simplicial, es decir, todas las1’.

facetas de Hn i i(K) son simples de dimensión d-l ._ a

Muchosejemplos y valores numéricos que aparecen en el trabajo están relacionados
. d d

con la bola untdad Bd en E , o sea el conjunto Bd = {Xe E : |X|sl} y con
d

su contorno aBd = {Ke E : |x|= 1} . Indicamos con el volumen y lapd y “d-1
, respectivamente (obsérvese que el índice en w indicau er icie d

s p f e Bd y 3B d_1d

la dimensión de BBd comovariedad métrica).
. d

Llamamos htperpZano Ld 1 en E a una variedad lineal de dimensión d-l . Si p ,
p> 0 , es la distancia del origen de coordenadas 0 al hiperplano , se tieneLd-l
que la única densidad (salvo un factor constante) de hiperplanos invariante por

d

movimientos rígidos en E es igual a de 1 = dpdavd_1 .



Para no sobrecargar las expresiones integrales indicamos el campode inte

gración sólo en los casos en que el contexto lo requiere. Eludimos asimismo intro

ducir más índices en las abreviaciones I(p) , a y Br (capítulos 5 a 9) observando
que se refieren únicamente a las fórmulas en que aparecen.

Damosa continuación una lista de las notaciones que con mayor frecuencia

aparecen a lo largo del texto.

r
pr volumen de 1a bola unidad de dimensión r en E

r
mr 1 superficie de la esfera unidad de dimensión r-l en E

n i i(K) cápsula convexa definida por la configuración S(K;n-i,i)“a
V(d? .(K) valor medio del volumen de H , _(K)n-1,i n-1,1

d
S( ? ,(K) valor medio de la superficie de H _ (K)n-1,1 n-1,i

d
W( ? .(K) valor medio de la anchura medía de H (K)n-1,1 n-i,i
E(d) (K) valor medio del número de vértices de H .(K)n-i,i n-i,1

d
F( ) ,(K) valor medio del número de facetas de H (K)n-i,1 n-i,i

páÏ?(K;d+m-i,i) probabilidad de que la cápsula convexa definida por la
J configuración estocástica S(K;d+m-i,i) tenga d+j

vértices, lSj 5m .

Mid)(K;d+1-i,i) r-ésimo momentodel volumen del simple aleatorio
definido por la configuración estocástica S(K;d+1-i,i) .

(d) .. ,. _ .
Mr d+2(K;d+2-1,1) r-e51mo momentodel volumen del politopo aleatorio

9 de dimensión d definido por la configuración esto
cástica S(K;d+2-i,i)



CAPITULO 2 TEOREMA DE CROFTON DE PUNTOS FIJOS

2. 1. Demostración clásica del Teorema de Crofton

Consideremos la configuración estocástica S(K;n,0) formada por n puntos

aleatorios P1,...,Pn distribuidos independiente y uniformementeen el interior
de un cuerpo convexo K en Ed (dz 1)

Nuestra intención es determinar la probabilidad p de que 1a configuración S(K;n,0)

verifique cierta propiedad intrínseca, es decir, la propiedad en cuestión depende

únicamente de la posición relativa de los puntos P1,...,Pn y no del cuerpo convexo
K o de 1a posición relativa de S(K;n,0) respecto de K . Por ejemplo, dados 3

puntos aleatorios P ,P y P distribuidos independiente y uniformemente en el inte
l 2 3

rior de una figura convexa plana K , 1a probabilidad de que P1,P2 y P3 formen un

triángulo agudo depende únicamente de la posición relativa de P1,P2 y P3 . En cambio,

la probabilidad de que la circunferencia que pasa por P1,P2 y P3 esté completa
mente contenida en K , dependerá decisivamente de 1a forma de la figura convexa

plana K (comparar capitulo 12).

Volviendo a1 caso general podemos afirmar que

U

(2.1) P = ‘3
v

donde V = V(K) es el volumen del cuerpo convexo K y U 1a medida del conjunto

de casos favorables. Sea K' otro cuerpo convexo que contiene a K y tal que

(2.2) v' = v + AV y U' = U + AU



siendo V' el volumen de K' , y U' la medida del conjunto de casos favorables

para el caso en que los puntos Pl,...,Pn estén distribuidos en el interior de K' .
La probabilidad de que la configuración S(K';n,0) verifique 1a propiedad en

cuestión es igual a

U' U + AU(2-3) P + AP = = —'—
v'n (v + AV)n

Sea ahora pj 1a probabilidad de que la propiedad se cumpla en el caso de que
n-j puntos estén distribuidos en K y los restantes j en K' - K . La medida del

conjunto de casos favorables es

(2.4) U+AU=U+U+...+U_+...+U ,
l J n

donde
n n-j j

(2.5) U, . ,V (AV)J (J) pJ

y, por lo tanto,

n
n n n n'j j2.6 =< ) (p+Ap)(v+Av) pv + Z(j)pjv (av)

j=1

6

n

(2.7) Ap(v + AV)n = (pj - p)Vn_j (AV)j
j=1

Supongamos ahora que AV es un incremento infinitesimal del volumen de K . Consi

derando únicamente los términos de primer grado, e identificando incrementos infini

tesimales con diferenciales, obtenemosfinalmente



dV

(2.8) dp — n(p1 -p) V ,

es decir, obtenemosuna relación diferencial entre p , la probabilidad de que la

configuración estocástica S(K;n,0) verifique una cierta propiedad intrínseca, y

p , la mismaprobabilidad vinculada a la configuración S(K;n-1,1) . La expresión
1

(2.8) es conocida como "Teorema de Crofton de Puntos Fijos".

Observación 2.1

Los mismosargumentos aqui desarrollados se pueden extender sin mayores dificul

tades a deminios medibles y a configuraciones con distribuciones más generales que

la uniforme (comparar Kendall y Moran [1963] y Deltheil [1926]).

Observación 2.2

Exactamente el mismométodo se puede aplicar para demostrar 1a siguiente rela

ción diferencial

dv
(2.9) dll ' “(U1 " U) v 9

donde u es el valor medio de cierta variable aleatoria intrínseca vinculada a 1a

configuración S(K;n,0) y ul el mismovalor medio relacionado con S(K;n—1,l)
(comparar Kendall y Moran [1963] y Deltheil [1926]).

Observación 2.3

Para el caso de 1a bola de dimensión d y de radio R , integrando (2.9) ,

obtenemos



(2.10) u =— u(ñ)R ' dñ
n 1

Observación 2.4

Muchosproblemas relacionados con probabilidades geométricas pueden ser resueltos

en virtud del Teorema de Crofton de Puntos Fijos, ya que pasar de la configuración

S(K;n,0) a la configuración S(K;n-l,1) significa reducir el númerode variables.

Observación 2.5

Supongamosque para j = 1,...,k , Dj sea un dominio de dimensión dj y

volumen Vj . Supongamosademás que nj puntos aleatorios se encuentren distribuidos

en el interior de Dj . Ruben y Reed [1973] demuestran la siguiente generalización
del Teorema de Crofton:

k de
(2.11) du = n. (u’f -. ) —z J J “ V.

j=1 J

donde du es el incremento de u que se obtiene a1 incrementar cada dominio Dj

por de , y y; el valor medio de 1a variable aleatoria en cuestión que se obtiene

al fijar un punto en el contorno de Dj . Cada dominio tiene-que ser incrementado
de tal manera que se conserve equivalencia afín con 1a situación original.

Reed [1974] utilizala forma generalizada (2.11) del Teorema de Crofton de Puntos

Fijos para determinar los momentosdel área de un triángulo formado por tres puntos

distribuidos en el interior de un triángulo y de un paralelogramo.
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Observación 2.6

Geciauskas [1985] propone la siguiente generalización del Teoremade Crofton

de Puntos Fijos. Sea S(D;n-i,i) la configuración estocástica formada por un dominio

medible D de dimensión d y n puntos aleatorios, n-i de los cuales están

distribuidos independientementeen el interior y los restantes i en el contorno

del dominio D . Sea ui(r) , Os:i5r1, el r-ésimo momentode cierta variable aleatoria
intrínseca relacionada con la configuración S(D;n-i,i) . Se tiene que

k k-i k k-id u (r) , d “.(r)
k n 0 n-i, k n 1 n-i_

(2.12) E [1]TV 1! E [1)(i)——k_i V 1! , 12¡(En
dV dVi=0 i=l

siendo V la medida del dominio D .

Objeto de las secciones 2.2 y 2.3 es presentar un contraejemplo de la generalización

propuesta por Geciauskas, comoasimismo mostrar dónde, a mi parecer, falla el "método

modificado de Crofton" utilizado por el autor en la demostración de la fórmula (2.12).

2.2. Contraejemplo de Za generalización de Geciauskas

Consideremosen el plano euclidiano E2 la configuración estocástica

S(B2(R);2-i,i) , OSis 2 , formada por un círculo de radio R y dos puntos aleatorios,
2-i de los cuales están distribuidos independiente y uniformementeen el interior

y los restantes i en el contorno de B2(R) . Sea ui(R) el valor medio de 1a

distancia entre los puntos dados relacionado con.la configuración S(B2(R);2—i,i)

Los valores de ui(R) , 05 is 2 , se calculan fácilmente (comparar, por ejemplo,
Santaló [1976] ) :



128 32 4
(2.13) u0(R) - 45H R , ulm - 9“ R y uzm - “R ,

o, en función del área F de B2(R) ,

tí? "-3/2 1/2 = %%fl-3/2F1/2 4n-3/2Fl/2(2.14) u0(F) = F , u1(F) u2(F)

Remplazandoen 1a fórmula (2.12) se verifica rápidamente que

dzu duo duo 1+ 4 -- + +
sz F dF 2po 3‘ ¿F dF zu2

(2.15) F2

2.3 EZ método modificado de Crofton

La demostración de Geciauskas sigue exactamente el mismo razonamiento desarrollado

por Crofton [1885] hasta llegar a 1a expresión

n
n n n n‘j

. = v V v

(2 16) (u + Au)(V + AV) u + :2; (j]uj (A )J =

Aquí el autor propone el siguiente camino. Sea t , tZ 0 , un parámetro que describe

el crecimiento del dominio D . Se tiene que

(2.17) u + Au = u y V + AV = v

Remplazando en (2.16) obtenemos

n
n n n n‘j J

(2.18) ¡itvt pv + E (j) uj(vt)v (vt - V)
j=1
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y, diferenciando respecto de Vt ,

dpt n n-1 n n duj(vt) n j j2. _ + = — _
( 19) dV vt “tnvt J dV v (vc v)

t j=1 t

n j . 1n n- . J
(j)uj(vt)v J(vt v)

J'=1

Haciendo ahora tender Vt—>Vobtenemos 1a clásica fórmula de Crofton:

du2.2 - =
( 0) Vdv + nu nu1

Derivando sucesivamente respecto del volumen incrementado Vt , y haciendo tender

Vt->V , se obtiene finalmente 1a expresión (2.12) .
A continuación demostramosque, en general, aparecen ciertos inconvenientes en estas

dos últimas operaciones. En particular, vamos a ver que para el contraejemplo presen

tado en la sección 2.2 , se tiene que

du1(Ft) dul(2.21) lím— ¡é —
F F tt

es decir, los términos que aparecen en 1a expresión (2.19) no tienen por qué ser

continuos, con lo cual 1a derivación sucesiva respecto de vt , comoasimismo el paso a1

límite Vtfi'V ,se verían altamente afectados.

Demostración de (2.21). Retomemosel contraejemplo de 1a sección 2.2 . Sea B2(R)

un círculo de radio R , BZ(R,t) otro círculo concéntrico de radio R+t (t> 0 chico)



y área F . Para el valor medio de la distancia de P1 a P2 obtenemos (comparar
figura 2.1 ) :

1

(2.22) u1(Ft) = (Ft_F)F IIPl-PZIIdPldPZ
P2 e 32(R)

Ple 32(R,t)- B2(R)

Figura 2. 1

o, utilizando la conocida densidad de par de puntos (comparar Santaló [1976], p.46),

et et+c
1 2

(2.23) u1(Ft) — (Ft_F)F[[2]fltl-tzl dtldtz] dG
0 E

G +3201) t

donde t1 y t2 son las abscisas de los puntos P1 y P2 sobre 1a recta G deter

minada por P1 y P2 . Integrando obtenemos

1 2 3 2 2 2 3
, 4 = --—————- —- o e o -— e o dc

(2 2) ¡11(Ft) (Ft_F) FIL! et + t + 3 t ]

G +B2(R)



donde o = o(p) = 2(R2--p2)á es 1a longitud de 1a cuerda Gn B2(R) , p la distancia
= e (F ) = (Ïínpz)á - 0/2 (comparar figura 2.1).t t t n

Teniendo en cuenta que Ft - F = n(e: + eta) , se obtiene

de G al centro O de B2(R) y e

2 3 2 2 2 3
1 3 sto + sto + Esto

2.25 g ——

( ) u1(Ft) nF [ ]dGe + e ot t
GH32(R)

Diferenciamos ahora (2.25) respecto del incremento del área Ft (aplicando el
teorema de Leibniz sobre integrales dependientes de un parámetro)

d (F) geáo+íe3oz +lezo3
lJ1 t 1 3 t 3 t 3 t(2.26) —— = — dG
dFt 21:21? (Ez + e o )2 (e + 0/2)t t t

+ B R
G 2( )

2Rt
Para valores lo suficientemente chicos de t podemosescribir et 2 'Zr- (parte lineal
del desarrollo en serie de Taylor), de donde resulta que

— 4¿“1m1
(2.27) TL 2 m dG

t 1T 32R5t5 40R“t‘* 16R3t3 2 2+ + + ZR ot
05 03 o

G+B2(R)
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Estamos ahora en condiciones de pasar a1 limite Ft-+ F :

du (F ) ERug-atu + 2R30-1t3 + íRzotz
1 t 1 3 3 3

(2.28) 11m -Eï7-- s a??? 11m dG ,
F-’F t t-rO 5 5 '4 '+ 3 3

t 32R t + 40R t + 16R t + 2R20t2
c+ B (R) ° °

2

y por lo tanto

d F

(2 29) 1‘ u1( t) _2_1. 1m -—-—-— 2 dG
Ft—>F dFt 3'“ F

G+ B2(R)

Obsérvese que en (2.28) hemos utilizado el teorema de convergencia monótona de

Lebesgue. Finalmente, recordando que 1a medida del conjunto de rectas que intersecan

a una figura convexa plana es igual a1 perímetro del contorno, obtenemos

du (F)
- 1 t _ g —3/2 —1/2

(2.30) 11m dF — 3 n F
Ft-PF t

Pero, por otro lado, se tiene que

du (F)
1 ¿L_ gg -3/2 —1/2 _ 16 —3/2 -1/2

(2.3i) dF - dF( 9 n F ) — jï-n F
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Observación 2.7

E1 hecho de obtener correctamente la clásica fórmula de Crofton utilizando el

"métodomodificado de Crofton" propuesto por Geciauskas, ha de considerarse fortuito

ya que en la expresión (2.19) se tiene que

du (V ) V —> Vj t J

dvt (vt-v)
----* 0 , j =l,2,...,n

y, por lo tanto, la discontinuidad de duj(Vt)/dVt no afecta el valor del límite
final.



CAPITULO 3 GENERALIZACION DE UNA FORMULA DE EFRON

d
Consideremosen el espacio euclidiano E (dz l) la configuración estocástica

S(K;n-i,i) formadapor n-i puntos P1,...,Pn i del interior e i puntos

81,...,S_ del contorno de un cuerpo convexo K de dimensión d . Supongamos que1

tanto P .,P como S ,...,S_ estén distribuidos independiente y uniformemente
1l"' n-i l

en el interior y sobre el contorno de K , respectivamente. Sea Hn i i la cápsula" 9

convexagenerada por los puntos P1,...,Pn_i,Sl,...,Si .
Objeto de este capitulo es generalizar una fórmula de Efron [1965] que relaciona

el valor medio del nümero de vértices de Hn i i con el valor medio del volumen de- 9

Hn_i_1’i , la cápsula convexagenerada por loídïuntos P1,...,Pn_i_1,Sl,...,Si .
Para el valor medio del número de vértices E _ _(K) podemos escribirn-1,1

(e +...+e .+e'+...+¿!)dP ...dP ,dS ...ds,l n-1 1 1 n-id 1 1
(3.1) 15‘? (K) 1

n_l'i n-i i
[V(K)] [S(K)]

donde
l s1 P es vértice de H

J n-1,1
e

J { J=12,...,n—i y0 si P, no es vértice deJ n-i,i

' l si Sh es vertice de Pln_i’i
Eh h=1,2,...,1

0 si S no es vértice de
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Puesto que los puntos P ,P y S ,...,Si están distribuidos idénticamente1"" n-i 1
en el interior y sobre el contorno del cuerpo convexo K , respectivamente,

se obtiene

-. o '
(n 1)]en_idP1...dPn_idSI...dSi ifeidPl...dPn_idSI...dSi(d)

(3.2) E (K) = +
n 1'1 [V(K)]n1[sao]1 mm“ i[S(K)] i

y por lo tanto,

d - 
(3.3) ¿Lino = (n-i)p<K> + ip<K>

siendo

p(K) = p(Pn_i sea vértice de Hn_i,i) y

p(K) = p(Si sea vértice de Hn_i’i)

Con probabilidad 1 todos los puntos del contorno son vértices de 1a cápsula convexa

H _ , . Obtenemos entoncesn-1,1

d 
(3.4) E( ) .(K) = i + (n-1)p(K)n-i,1

(3.5) a“) (K) = i + (won-3001n-i,i

donde SKK) es 1a probabilidad de que Pn i no sea vértice de Hn 1 i . Con proba_ _ 9

bilidad 1, P no es vértice de H si y sólo si está contenido en lan-i n-i,i

capsula convexa Hn_i_1,i generada por los puntos P1,...,Pn_i_1,sl,_u,si . Por
consiguiente deducimos que
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(d) (K)(d) _ n-i-1,i
(3.6) En_i i(K) - i + (n"1) ( 1 ' V(K) ) ’

y finalmente

(d) _ _ (n-i) (d)
(3.7) En_i,i(K) - n V(K) Vn-i-1,1(K)

Observación 3.1

Para el caso particular i = 0 , es decir todos los puntos se encuentran distri

buidos en el interior de K , obtenemos remplazando en (3.7)

(d) _ n (d)
(3.a) En,o(K) — n - V(K) Vn_1,0(K)

en coincidencia con lo establecido por Efron [1965].

Observación 3.2

Para el caso particular i = n , es decir todos los puntos se encuentran distri

buidos sobre el contorno de K , obtenemos

(3.9) E(d)(K) =,n

en coherencia con los argumentos utilizados en la demostración de 1a fórmula (3.7) .



CAPITULO 4 DOS GENERALIZACIONES DE UNA FORMULA DE C.BUCHTA

4.1 La configuración estocástica S(K;n,0)

d
Consideremos primero en el espacio euclidiano E (dz 1) 1a configuración

estocástica S(K;n,0) formadapor n puntos aleatorios Pl,...,Pn distribuidos
independiente y uniformemente en el interior de un cuerpo convexo K de dimensión

(d)
d . Sea Vn 0(K) el valor medio del volumen de Hn o , 1a cápsula convexa de los

9 9

puntos P1,...,Pn .

Para figuras convexas planas y cuerpos convexos de 3 dimensiones, Buchta [1983]

demuestra las siguientes relaciones:

(2) (2)
(4.1) V4’0(K) = 2V ,0(K)

Y

<3) _ g (3)
(4.2) V5,0(K) — 2 V4, (K)

Objeto de esta sección es generalizar las expresiones (4.1) y (4.2) en el

siguiente sentido:

Teorema 4.1. Sea K una figura convexa plana. Se tiene que

m-l
(2) _ (2) _

(4.3) V2m,0(K)— Zeumkhlvumkhhom) m—2,3,...
k=1

donde son constantes definidas por 1a fórmula recursiva:C2(m-k)+1



C
Zm-l m

k-l
m 2m-1 2m-Zi+1 2m-21

C2(m—k)+1_ 2(m-k)+1 ( (Zk-l) - IE: 2m (Zk-Zí) C2(m—i)+l)
i=1

para k = 2,3,...,m-1 .

3
Teorema 4.2. Sea K un cuerpo convexo de dimensión 3 en E . Se tiene que

m-l
(3) _ . (3) _

(4.4) v2m+1,0(K) — Xc2(m_k)+2v2(m_k)+2,o(l() m —2,3,...
k=1

donde C' son constantes definidas por la fórmula recursiva:
2(m—k)+2

2m+1v = __
C2m 2

k-l

C, _ m(2m+]) ((Zm-l) _ (2m—Zi+1)(2m-21+2) x2(m40+2 (2m-2k+l)(2m-2k+2) Zk-l 2m(2m+1)
i=1

2m-21 ,
x (Zk-Zi)c2(m-i)+2)

para k = 2,3,...,m—1 .

Ilustración de Za demostración del teorema 4.1. Presentamos a continuación la demos

tración de 1a expresión (4.3) para el caso particular m = 3 .
2

Dado que el cociente V: ¿(K) /F(K) es un invariante afín, podemos suponer
que el área de K sea igual a 1 . Rényi y Sulanke [1963], p.76 , demuestran que

E(2) n+l An-l A n-l
(4.5) “1,000 [ 2 ) (v + (1-v) ]dP1dP2
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2

donde EÁ+Ï,0(K) es el valor medio del número de vértices de Hn+1,0 , 1a cápsula

convexa de P1,...,Pn+1 , y V = G(P1,P2) el área de 1a más chica de las dos partes

en que queda dividida 1a figura convexa K por 1a recta determinada por P1 y P2 .
Utilizando 1a fórmula de Efron (3.8) obtenemos

(4.6) vmm = 1 — % (ün'1+(1—‘7)“’1)d1=1dpn,0 2 ’

y para n = 6

vézgm 1- 3 [(05 + (1-ï/)5)clpldp2

= 1- 15](x74-2ïl3+2ï¡2-\7+%)d1>1dpz

1 - 15j[\74—203+302-2\7+%]dP1dP2+IJÜIz-ÏHÉMPIdP 2

_ (2) A2 A i
- 3V5 0(K) 2 + 15]“ V+2]dP1dP2 afdpldpz

en coincidencia con (4.3) para m = 3 .

Observación 4.1

Las demostraciones rigurosas de los teoremas 4.1 y 4.2 pueden ser consultadas

en 1a nota "Generalization of a formula of C.Buchta about the convex hull of

random points" [1987a].
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Observación 4.2

Sustituyendo m = 2 en las expresiones (4.3) y (4.4) obtenemos

(2) (2)
V4’0(K) = 2V3’O(K) y

(3) _ g (3)
V5,0(K) - 2v¿hO(K) ,

en coincidencia con las relaciones (4.1) y (4.2) de Buchta [1983].

Observación 4.3

Algunos valores numéricos para el caso de figuras convexas planas:

<2) _ (2)
V4’0(K) - 2V3,0(K)

(2) _ (2) _ (2)
V6’O(K) — 3V5’0(K) 5V3’0(K) y

Vá2¿(K) = 4V 2)(l() - 14V(2¿(K) + 28V(2 (K)

Observación 4.4

Algunos valores numéricos para el caso de cuerpos convexos en E

(3) _ g (3)
V5,0(K) ' 2V4,0(K)

vmuo = ¿vano Ljvfgm y

<3) _ 9 (3) (3) (3)V _ _. 
9,O(K) 2v8,0(¡<) 21v6 0(K) + 63V4’0(K)



4.2. La configuración estocástica S(K;d+2-i,i)

Consideremosahora 1a configuración estocástica S(K;d+2-i,i) formada por

d+2-i puntos P1,...,Pd+2_i del interior e i puntos 51,...,Si del contorno

de K , un cuerpo convexo de dimensión d en E . Supongamos que tanto Pl,...,Pd+2_1

como 81,...,Sí estén distribuidos independiente y uniformementeen el interior
y sobre el contorno de K , respectivamente.

Recientemente, de nuevo Buchta [1986a] generaliza las expresiones (4.1) y (4.2)

para el caso de d dimensiones, obteniendo 1a siguiente relación:

(d) d-+2 (d)4.7 V K = -- V K
( ) d+2,0( ) 2 d+1,0( )

Objeto de esta sección es generalizar 1a fórmula (4.7) de Buchta en el

siguiente sentido:

Teorema 4.3. E1 valor medio del volumen V(d) (K) de la cápsula convexa H--—----— d+2—i,i d+2-i,i
vinculada a 1a configuración estocástica S(K;d+2-i,i) satisface 1a siguiente
relación

min{i,d+1}

(4'8) Vd+2-i,i(K)_ 2 z(d+l-r)(r)vd+1-Í,Í(K)
r=max{0,i-1}

Demostración del teorema 4.3. Utilizamos el mismo razonamiento seguido por Buchta [19863].

Consideremos 1a cápsula convexa como un simple de dimensión d+1 conteH
d+2—i,i

nido en un hiperplano de dimensión d . El volumen de dimensión d de un tal simple

es igual a dos veces su superficie de dimensión d , que a su vez es igual a 1a suma

de los volúmenes de dimensión d de sus facetas.



La configuración estocástica S(K;d+2-i,i) determina

d+2-i i ’
(d+1_r (r) r —max{0,i-l},...,mín{i,d+1}

simples del tipo Hd+l r r , es decir simples de dimensión d con d+l-r vértices" 9

distribuidos en el interior y r vértices distribuidos sobre el contorno del

cuerpo convexo K .

Observación 4.5

Para el caso particular i = 0 , es decir, los d+2 puntos en cuestión se

encuentran distribuidos en e1 interior de K , obtenemos

(d) i d+2 (d)
¿“2,000 2 [d+1) ¿+1,0(K)

_ d+2 (d)
' 2 Vd+1,o(K) ’

en coincidencia con la fórmula (4.7) de Buchta.





CAPITULO 5 EL VALOR MEDIO DEL VOLUMEN DE Hn 1 i" 9

5.1. Representación integyaZ del valor medio del volumen Vzï; 7;(Bd)

d
Consideremosen el espacio euclidiano E (dz 2) la configuración estocástica

S(Bd;n-i,i) formadapor n-i puntos P1,...,Pn i (r12d+1, 1.21) del interior e

i puntos 81,...,Si del contorno de Bd , la bola unidad de dimensión d .

Supongamosque tanto Pl,...,Pn 1 como 81,...,S1 estén distribuidos independiente

y uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.
En esta sección nos proponemosdesarrollar fórmulas integrales que expresen el

vw?valor medio del volumen 1 i(Bd) de H , la cápsula convexa de los puntos'_ 9 n-i,i
P1,...,Pn_i,Sl,...,Si .

Con probabilidad 1 el contorno de la cápsula convexa Hn i i es la unión de- 9

un cierto número de facetas (simples de dimensión d-l ). Teniendo en cuenta que

81,...,S, son vértices de Hn i i podemoselegir SEESi y, uniendo los vértices' 9

restantes de H i , con S , obtenemos así una descomposición de la cápsulan- ,1
convexa H _ _ en un cierto número de simples de dimensión d .n-1 i

Del conjunto de puntos

s ,...,s_ }{P1""’Pn-1’ 1 1-1

elegimos ahora un subconjunto de d puntos. Con probabilidad

(Sii) (1:1)

(“31)
(5.1)



_ 36 _

obtenemos el siguiente subconjunto de puntos

{P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr} ,

donde

r = max{O,d+i-n},...,min{d,i-1}

E1 hiperplano Ld_1 generado por P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr divide a Bd en
dos partes. w

K L
1

Figura 5.1

La cápsula convexade P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr coincide con una faceta de Hnfll,i
(una faceta que no contiene el punto S ), únicamente si los puntos Pd_r+1,...,Pn_i

y Sr+1,...,Si_1 están contenidos en Í , 1a parte de Bd determinada por Ld_1
que contiene el punto S (comparar figura 5.1) .

La probabilidad de que ocurra este evento es igual a

w n-i-d+r N i-r-l

<s-2> H (a, )d d-l

donde V = V(P , ,Pd_r,Sl,...,Sr,S) es el volumende K y S = S(P1,---,Pd_rasl,-o ,S ,S)



la superficie de R n BBd
El volumen del simple de dimensión d determinado por P ,...,P ,S1 ,...,Sr,S esd-r l

¿(si ) T(H)+
d-l y

.,Pd_r,Sl,...,Sr) el volumendel simple de dimensión d-l formado

.,Pd_r,Sl,...,Sr .
1,...,Pn i y 81,...,Si_1 están distribuidos idénticamenteen el interior-1

y en el contorno de B , existen (nd ) posibilidades de elegir el subconjunto

siendo 6(S,Ld_1) la distancia del punto S al hiperplano L

T = T(P1,..

por Pl,..
Dado que P

de d puntos

Después de todo esto, teniendo en cuenta las expresiones (5.l)-(5.3) , podemos
d

afirmar que el valor medio del volumen V: í i(Bd) es igual a- )

min{d,i-1}
(d) _ n-l n-i i *n—i—d+r-i-r-l

(5.4) vn_i’i(13d) — [d ) (l/dod wd_1) 6(S,Ld_1)V s x
r=max{0,d+i-n}

[n-i)(i-1)d-r r
-1 1"° d-r l

(“ )d
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.,P ,S ..,S ,Ld-l 1’“ d-r 1" r
aplicamos ahora la siguiente equivalencia estocástica demostrada por Miles [1971].

Recordando que es el hiperplano generado por los puntos P

Resulta equivalente :

(l) Elegir independiente y uniformemente al azar d-r puntos P .,P1"° d-r

del interior y r puntos 51,...,Sr del contorno de Bd

(2) Elegir primero un hiperplano aleatorio cuyo vector normal unidadLd-l
esté distribuido uniformementey tal que la distancia p del centro 0

de Bd a Ld_1 tenga la siguiente función de densidad

2 d2-2r-1
l d -2r+1 2 2

(2/B(ï,—7—))(1- p) (021251)

siendo B(x,y) la función beta. Elegir después d-r puntos Pi,...,Pá r

en Ld_l n Bd y r puntos Si,...,S; en Ld_1 n aBd de tal manera que
la distribución conjunta sea la distribución uniforme de P'1,...,P' S' Id_r, 1,...,Sr
ponderada por el siguiente factor

dLI (PH)2- _
(<d-1)!/(1-p2) 2 )s(%,d—%)w<d-md H 2

De (l) y (2) deducimos que

(5.5) dP ...dP ds ...dSr = ((d-l)!/(l-p2)r/2 '... '...d 'd d
1 d-r 1 )TdP1 de-rdsl Sr p “cl-1



Utilizando las nuevas coordenadas se tiene que

min{d,i-1}
(d) n-i i n-i i-l 2

(5.6) v (a) ((d-l)!/dpd wc“) Z(d_r)( r ) ¿(s,Ld_1)<1-p)n-i,i d
r=max{0,d+i-n}

-n-i-d+r-—i—r-1 2
x ' I I I ' II l O '

v s Klm dp1 de_rdsl dSr]dpdwd_1dS

Miles [1971] obtiene el k-ésimo momentodel volumen de un simple aleatorio Hd r r" 9

de dimensión d-l formado por d-r puntos interiores y r puntos del contorno

de una bola de dimensión d-l y radio R . Utilizando el resultado de Miles [1971]

(teorema 2, p.362) deducimos que

d2+d-r-2
d d2+d-2r2 2

(5.7) jT dP'...dP' dS'...dS' = (l-pz) pd- _ dl r l r d l (d_l)!(d+l) r

Remplazando en (5.6) se obtiene

min{d,i-l}
(d 1 n-i 1-1 d2+d-2r d(5.8) v ?.(B) = . ( )( )— o x
n-1,1 d dpn-iwi-l d-r r (d+1)d—r d-l

d d-l r=max{0,d+i-n}

d2+d-2-2r
.. —'—d+ - '- -1 2

f6(S,Ld_l)Vn 1 1[sl r (l-pz) dpdS

-r/2
X



Para 1a densidad del punto S podemosaplicar 1a siguiente fórmula diferencial

(comparar Deltheil [1926], p.109) r

d-2. = = ee se
(5 9) dS dah_l sin d dah_2 (0 S10 ,

donde e es el ángulo formado por el vector unidad ed ortogonal a Ld_1 y

orientado hacia el semiespacio determinado por Ld 1 que no contiene el centro 0—>

de Bd , y el vector 0 S (comparar Figura 5.2).

6(Sle)v*s-:\:

Figura 5.2

Utilizando 1a expresión diferencial (5.9) obtenemos para el valor medio del

volumen

mmm-1} 1
(d) _ * - _ 2 2

(5-10) Vn_i,i(Bd) - a(d,n,i) Br(d,n,i) I(P)(l P) dP
r=max{0,d+i-n} o



donde

- d n-i 1-1
a(d,n,i) = pd_1 / (dpd wd_1 )

, n-i 1-1 d2+d-2r
Br(d,n,1)= (dq) r —

(d+l)d—r

-i-d+r-i-r-1 d-2
S s

- - n '
I(P) - 6(S,Ld_1)V in ede dwd_2

Para calcular 1a distancia del punto S a1 hiperplano Ld 1 'resulta conveniente

elegir el siguiente sistema de coordenadas: supongamosque Ld 1 es el hiperplano

generado por el sistema ortonormal (0';el,...,ed 1) . Completamoseste sistema de

coordenadas con ed , el vector unidad normal a Ld 1 que introducimos antes para
definir el ángulo 9 . Se ve fácilmente que para la distancia del punto S a1 hiper

plano Ld_1 resulta

cose - p para OSBSarccosp

(5.11) 6(S,Ld_1) = { p-cose para arccospSOS‘n

Nótese que 1a distancia 6(S,L ) no varía si fijamos el ángulo 6 y extendemosd-l

1a integración de S a BB n L' , siendo Lá el hiperplano paralelo a Ld d-l 1 d-l
que pasa por S .

Quedan por expresar Ü(p,9) , el volumen de Í , y É(p,6) , la superficie de 33d fl Í .
Se verifica fácilmente que



Ü(p,e) para Os es arccosp
1 d 1A 2 _:_

(5.12) V(p) = pd_1j(1-q) 2 dq ={
p p -{l(p,6) para arccospSOSn

d

donde Ü(p) indica el volumen de 1a menor de las dos partes en que queda dividida

1a bola unidad Bd por el hiperplano Ld_1 . De la misma manera tenemos

l d_3 €(p,e) para Os es arccospA 2 _
(5.13) s(p) .= wd_2f(l-q) 2 dq =

p ¿udl - É(p,9) para arccospSGSn

donde g(p) indica 1a superficie de 1a menor de las dos partes en que queda dividido

el contorno de 1a bola unidad Bd por el hiperplano Ld 1 .
Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (5.10) - (5.13) , obtenemos 1a

siguiente expresión integral del valor medio del volumen de Hn-i,1

mimi-1} 1
, (d) _ . _ 2 2(5-14) V . .(B) — a(d,n,1) B (d,n,1) I(p)(1-p) CIPn-1,1 d r

r=max{0,d+i—n} o
donde

arccosp
- _'_ -'_ _ d

(5.15) I(p) = Vn 1 d+rSlr 1 .jlcose-p)sin 20 de +0 n
A -'- A '- - d-Z

+ (p 'V)n l d+r(w -S)l r 1 (p-cose)sin eded d-l

y (d 1) d+1 arccosp_ °d—1 n-i i-1 d2+d-2r
“(d’n’l) = i n-l Br = (d-r)( r d-r

d o (d+1)



5.2. Casos garticuZares

(a) i = 0. Nos encontramos frente a1 caso en que los n puntos aleatorios en cuestión

son puntos interiores de Bd . En el desarrollo de las formulas (5.14) y (5.15)

vimos que, en cierto momento, es necesario fijar un punto del contormo de Bd.
Por lo tanto, para no excluir este importante caso particular, podemosaplicar

(d)
el teorema de Crofton de puntos fijos (comparar capítulo 2) y el valor de Vn 0 (Bd)

d ,
se obtiene directamente a partir del valor de V: Ï 1(Bd) . Buchta [1984a],' o
siguiendo otro método, obtiene para el plano y el espacio de tres dimensiones las

siguientes expresiones:

Zn

(5.16) vizgmz)= un“) + ; j(t-sint)nsintdt’ 3(21T2)n

y

(3) 2 “’2 kn

(5.17) Vn,0(B3)= (3/411) - n+10/411)" - 21(n-1)n(3/4n)"z(-2) x
k=0

-1
n-k-2 —2 2 +k+5

(n )( n )x 3
k 5

(b) i = n. Es el caso en que todos los puntos se encuentran en el contorno de Bd .

Sustituyendo i = n en las expresiones (5.14) y (5.15) obtenemos

1

d2-d—2

(5-18) Vádimd) = a(d,n,n)6d<d.n,n) I(p) (1-p2)—2—dp ,
0



donde

2
_ n-l (d-l) d+1 n-l

a(d,n,n)Bd(d,n,n) — [ d )—-dd_1( d_l/pd ) y

arccosp n
An-d-l d-2 A - — 

(5.19) I(p) = S Í (cose -p) sin ede + (md_1-S)n d ll (p-cose)sind 29 de
0 arccosp

Para el plano y el espacio de 3 dimensiones obtenemos por integración las

siguientes expresiones explícitas:

Iïïígl
k -2k

(2) _ (-1) (zw)
(5.20) v0 n(BZ) - (n!/4"):E: (n-Zk-Z)! y

k=0

(3) _ (n-1)(n-2)(n-3)
(5.21) vo,n<B3> ‘ (4"’3) (n+1)(n+2)(n+3)

(c) n = ¿+1. Con probabilidad 1 la cápsula convexa resulta ser un simpleHd+1-i,i
aleatorio de dimensión d . Sustituyendo n = d+1 en las expresiones (5.14)

y (5.15) obtenemos

1 d2+d-Zi

(5.22) v(d) (B ) = a(d ¿+1 i)e (d d+1 i) I(p) (1-p2> 2 dvd+1-i,i d ’ ’ i-l ’ ’
0

donde

, . _ (cn-1)d+1d
a(d,d+1,1)Bi_1(d,d+1,1) - 1 Pd_1/pd ) d_1+1 y

d (d+1)



arccosp n
d-2 d-2

(5.23) I(p) = (cose-p) sin 9 de + (p-cose)sin 0 de

arccosp

Cuentas algo engorrosas,pero en lo esencial elementales, muestran que

2

(d) d-l 2
(5'24) vd+l-i i d = 1 d ¿+1 1

’ d p (d+l) d2+2d-21+2
d I‘(———2 )

(d) d = 2. A partir de las expresiones (5.14) y (5.15) obtenemos para el plano

la siguiente tabla de valores nümericos:

i o 1 2 3 z.
n

35 <*) 35 <*> 3 (*) 3 (*)

3 4811 3611 ¿HI 211

(0.232) (0.309) (0.398) (0.477)

35 0‘) 175 gg g g
4 24H 96s 9n Sn n

(0.464) (0.580) (0.707) (0.836) (0.955)

. . (2
Tabla 5.1 Algunos valores numertcos de V Ï .(B )n-1,t 2

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971] y
Buchta [1984a]. Los restantes son nuevos.



(e) d = 3. Análogamente, a partir de las expresiones (5.14) y (5.15) obtenemos

para el espacio de 3 dimensiones 1a siguiente tabla de valores nümericos:

n i o 1 2 3 z. 5 6

12“ (*) 3“ (* zi (*) El (*) ¿"(*)
4 715 143 77 63 105

(0.053) (0.066) (0.082) (0.100) (0.120)

61r (*) 3611 6011 E E 2_n
5 143 715 1001 99 315 21

(0.132) (0.158) (0.188) (0.222) (0.259) (0.314)
*

2070n( ) 34511 1620" 54811 2681T ¿LW 101T
6 29393 4199 17017 5005 2145 99 63

(0.221) (0.258) (0.299) (0.344) (0.392) (0.444) (0.499)

. . (3)
Tabla 5.2 Algunos valores numericos de Vn i 1:(B's)

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles {1971] y
Buchta [1984a]. Los restantes son nuevos.

5.3. Observaciones

Observación 5.1

Las tablas de valores numéricos 5.1 y 5.2 sugieren que, fijando el número n

de puntos aleatorios, el valor medio del volumen
(d)

vn-i,i(Bd)
aumentamosel número de puntos del contorno. Por lo tanto,

maximal para i = n y minimal para

crece a medida que
(d)

V Bn-i,i( d) resultaría

i = 0 . Parece razonable conjeturar que el

mismo comportamiento se observará en el caso más general de un cuerpo convexo

cualquiera de dimensión d .



Obsevación 5.2

(2) (3)
Los valores de V4_i,1(B2) , 0 51 S4 , y de V5_i,i(B3) , ()Si.55 , que figuran

en las tablas 5.1 y 5.2 se pueden obtener directamente utilizando 1a segunda gene

ralización de 1a fórmula de Buchta desarrollada en el cápitulo anterior (comparar

fórmula (4.8)) . Por ejemplo se tiene que:

(2) __<2) <2) _¿3_5¿_E
V2,2(Bz) ’ 2 [2V2,1(Bz) + 2V1,2(Bz)) ' 2 (2361r+ 41r)_ 91:

y

<3) __<3> <3) _iau_m
V1,4(B3) ' 2 (“13033) + Vo,4(B3)) ’ 2 (463 + 105) ’ 315

de acuerdo con los correspondientes valores obtenidos a partir de las expresiones

integrales (5.14) y (5.15)

Observación 5.3

Miles [1971] obtiene una expresión explícita del k-ésimo momentodel volumen

del simple aleatorio de dimensión r definido por la configuración estocástica

S(Bd;r+1-i,i) , ls ríti , Os is r+1 . Nuestra fórmula (5.24) coincide con el resul
tado de Miles (p.363, fórmula (29)) para el caso k = 1 y r = d .

Observación 5.4

d
Las dificultades para obtener valores explícitos de V: í i(K) aumentan- a

considerablemente cuando K es un cuerpo convexo distintc>de 1a bola unidad Bd .
Reed [1974] considera el caso de puntos aleatorios en un simple y obtiene los

momentosdel área de un triángulo cuyos vértices están distribuidos en el interior



de un triángulo o un paralelogramo. Buchta [l984c] desarrolla un método para calcular
(2)

Vn 0(Pm) , donde Pm es un polígono convexo de m lados y área l . Buchta obtiene,
por ejemplo

nL
n+l

2

(5.25) V: ¿(triángulo de área l) l  FIH

k=l

Observación 5.5

Rényi y Sulanke [1963] y [1964] inician un nuevo camino en el estudio de la

cápsula convexa de puntos aleatorios. Los autores mencionados hacen tender el número

de puntos aleatorios a infinito y estudian el comportamientoasintótico del valor

medio del área, perímetro y número de vertices de Hn o para el caso de una figura,

convexa plana cuyo contorno es lo suficientemente suave. El caso de un polígono

convexo ha sido tratado por Buchta [l984b] . Otros resultados relacionados con el com

Mg,'portamiento asintótico del valor medio del volumen (K) pueden encontrarse en

Wieacker [1978] y Buchta [1984b].

Observación 5.6

El valor medio del volumende la cápsula convexa de puntos aleatorios distri

buidos en una variedad métrica compacta ha sido considerado por Cover y Efron [1967]

(puntos aleatorios en una hiperesfera) y por Buchta y Tichy [1985] (puntos aleatorios

en el toro).

Observación 5.7

El valor medio del volumen de la cápsula convexa de puntos aleatorios está

estrechamente vinCulado al problema de la aproximación aleatoria de cuerpos convexos



por medio de politopos aleatorios. Consideremos en el espacio de cuerpos convexos
d

del espacio euclidiano E de d dimensiones 1a métrica de diferencia simétrica
S

6 definida por

S

(5.26) 6 (K1,K2) - V(K1lJK2) - V(Kln K2)

d
donde K y K son cuerpos convexos en E . La configuración estocástica S(K;n-i,i)l 2

define politopos aleatorios inscritos Hni i de a lo sumo n vértices. Para tales- a

politopos se tiene que

(5 27) 65(K u ) — V(K) V(H )' ’ n-i,i n-i,i ’

y para el valor medio de la distancia en el sentido de la métrica de diferencia
. , . SSimetrica 6

(5.28) msnm . )) = uno-v“? (K)n-i,i n-1,1

(d)
Por lo tanto, conociendo el valor de V 1 i(K) conoceremos también el valor medio den-)
la distancia de la cápsula convexa al cuerpo convexo K en el sentido de 1a

Hn-i,i S
métrica de diferencia simétrica 6 . E1 valor de E(6 (K,Hn_i,i)) nos da cierta
información sobre la calidad de la aproximación. Por ejemplo, teniendo en cuenta uno de

los resultados obtenidos en 1a sección 5.2, caso particular (b), vemosque el valor

medio de la distancia en el sentido de la métrica de diferencia simétrica GS de 1a

bola unidad B3 a un poliedro aleatorio con vértices en el contorno de B3 es
igual a
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fl( _ (n-1)(n-2)(n-3))S

(B3QH0’n))s 3 (“+l)(n+2)(n+3)

E1 tema de 1a aproximación de cuerpos convexos ha sido tratado por varios autores

(comparar el resumen de Gruber [1983]).



CAPITULO 6

6.1. Representación integral del valor medio de Za gggerfïcie S( .

d
Consideremos en el espacio euclidiano E

S(Bd;n-i,i) formadapor n-i puntos P1....,Pn_i
S ,...,S, del contorno de B , la bola

1 1 d

como S

i puntos

nuevamente ue tanto P ... P . ... S
q 1! 9 n_1 1’ 9 i

y uniformemente en el interior y en el contorno de

En esta sección nos proponemosdesarrollar fórmulas
d

medio de la superficie S( ) (Bd).. 1an-1,1
deH..s

n-i,1
P ,...,P n1 ’Si 1,...,s .i

Con probabilidad l el contorno de la cápsula

un cierto número de facetas (simples de dimensión

.,P .,S ... }
n-i 1’ ’Si

elegimos un subconjunto de

)(:)n-i
d-r

(g)

(6.1)

obtenemos el siguiente subconjunto de puntos

{P ,...P1 d-r’sl’°'°’sr}

(dz 2)

EL VALOR MEDIO DE LA SUPERFICIE DE Hn-i,i

d)
n-1,i(Bd)

la configuración estocástica

(nZ d) del interior e

unidad de dimensión d . Supongamos

estén distribuidos independiente

Bd , respectivamente.
integrales que expresen el valor

cápsula convexa de los puntos

convexa H es la unión den-i,i
d-l ). Del conjunto de puntos

d puntos. Con probabilidad



donde

r = max{0,d+i,n},...,min{d,i}

El hiperplano Ld_1 generado por P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr divide a Bd en dos partes.

La cápsula convexade P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr coincide con una faceta de Hn_i’i ,

unicamente Sl los puntos Pd_r+1,...,Pn_i y Sr+1,...,Si estan contenidos en una

de las dos partes de Bd determinadas por el hiperplano Ld 1 . La probabilidad de que
ocurra este evento es igual a

A

donde V = V(P1,...,Pd_r,S1

que queda dividida la bola unidad Bd, y g = ¿(Pl,...,P

,...,Sr) es el volumen de la menor de las dos partes en

d_r,Sl,...,Sr) la superficie
de la menor de las dos partes en que queda dividido el contorno de Bd por el hiper

la o L .
P n d-l

Dadoque P1,...,Pn i y 81,...,S. están distribuidos idénticamente en el interior

y en el contorno de Bd , existen (2) posibilidades de elegir el subconjunto de
d puntos

{Pl,...,Pd_r,Sl,...,Sr}

Después de todo esto, teniendo en cuenta las expresiones (6.1) y (6.2) , podemos

afirmar que el valor medio de la superficie de Hn 1 i es igual a- 9
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min{d,i} (n-i)(i)
(d) _ n n-i i d-r r x

(6'3) Sn-i,i(Bd) ' (d); : (“pd ("d-1) (n)
r=max{0,d+i-n} d

-n—i—d+rAi-r A n-1—d+r A i-r— - ...d
j(v s + (pcl V) (wd_l S) )TdP1 de_rdS sI

donde T = T(P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr) es el volumendel simple de dimensión d-l

determinadopor los puntos Pl,...,Pd_I_,Sl,...,Sr .
Estamos ahora en condiciones de aplicar la equivalencia estocástica de Miles [1971]

descrita en la sección 5.1. Remplazandola expresión (5.5) en (6.3) se obtiene

min{d,i}
_- - I(p)(d) (d-l)! n 1 1 2 l , , ,= —— —— TdP...dP dS...dS

(6'4) Sn-i,i(Bd) n-iwi (d-r) (r) (1- 2)r/2[ 1 d-r 1 r)
d d-l r=max{0,d+i-n} p

x dpdwd_1

siendo
A — — A .- A —.-d A i

I(p) = Vnid+rsir+(pd_v)n1 +r(wd_l_s) r

Las expresiones integrales de ‘7(p) y g(p) están dadas en la sección 5.1,

fórmulas (5.12) y (5.13) .

Utilizando la expresión del segundo momentodel volumen del simple de dimensión d-l

determinadopor los puntos Pi,...,Pá_r,Si,...,S; (compararsección 5.1, fórmula (5.7))
obtenemos finalmente



min{d,i} 1 d2+d-2-2r

(6.5) Su) (B) = a(d,n,1)z Br(d,n,i) j;(p)(1-p2) 2 dpn-i,i d
r=max{0,d+i-n} o

donde

A -i-d+r Ai-r A n-i-d+r A i-r
(6.6) up) = vn s + (p -v) (w -s) yd d-l

2, d i-l n-l o n-i i d +d-2ra(d)n,l)= ) ’ Br(d’n,l)=[d_r r —
(d+l)d-r

6.2. Casosparticulares

(a) i = 0- Es el caso en que todos los puntos se encuentran distribuidos en el

interior de Bd . Remplazandolos correspondientes valores en las expresiones
integrales (6.5) y (6.6) obtenemos

1 d2+ d-2

<6 7) s(d)<B) = a(d n o) B (d n o) mom-pz) 2 dp
° 11,0 d s 9 o ) a

0

donde

(6.8) up) = x7“ + (pd - x7)“ y

2 d

(d o) (d o) - (n d pd'lG. ,n, an! - d)



Este caso particular ha sido tratado recientemente de forma más detallada

por Buchta y Müller [1984].

(b) i —n. Todos los puntos aleatorios se encuentran en el contorno de Bd .
Sustituyendo i = n en las expresiones (6.5) y (6.6) obtenemos

1 d2-d-2

(6 9) S(d)(B ) = a(d n n) a (d n n) 1( ) (1-— 2) 2 d
' o,“ d 9 i d ’ i p p p

o

donde

(6.10) up) = 5‘“de Se)“ yd-l

p (d-l)n d-l
a<d,n,n)ed<d,n.n) = (d) H n_1

pd

Este caso particular ha sido tratado recientemente de forma más detallada

por Buchta, Müller y Tichy [l985].

d

(c) n = d. La cápsula convexa Hd i i es considerada como un cuerpo aplastado en E- 9

Sustituyendo n = d en las expresiones (6.5) y (6.6) obtenemos

1 d2+d-Zi—2
2

(d) a<d,d,i)ei<d,d.i) 2 (l-pz) dp(6.11) Sd_i,1(Bd)

donde



d

pd_1(d2+d—Zi)
a(d,d,i)B (d,d,i) = .

1 d- — —

Odld11(d+l)d 1

Integrando (6.11) obtenemosla siguiente expresión explícita para el valor

medio de la superficie de Hd-i,i

d d2+d-Zi+2
2/Ïp P( )

(d) d-1 2
(6'12) Sd-i i(Bd) = 1-1 d-i d-l

’ d (d+1) p r(d2+d-Zi+1)

Buchta y Müller [1984, sección 3, corolario 1] obtienen una expresión equivalente

a (6.12) para el caso i = 0 .

(d) n = ¿+1. Con probabilidad l la cápsula convexa resulta ser un simpleHd+1-1,i
aleatorio de dimensión d . Sustituyendo n = d+l en las expresiones (6.5) y

(6.6) e integrando se obtiene

F[&+d-2i+2)
2 (d+1-i + i@2+d-ü+D )d (d+1)(d2+d-Zi+l)

r<1/2)p:_ 1

(d+1)d-i d 1-2 p

(d)
(6'13) Sd+1-i,i d) = d-l

d

Buchta y Müller [1984, sección 3, corolario 2] obtienen una expresión equiva

lente a (6.13) para el caso i = 0 .

(e) d = 2. A partir de las expresiones integrales (6.5) y (6.6) obtenemos para el

plano la siguiente tabla de valores nümericos:
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i
n o 1 2 3 t.

256 (*) 64 8 (*)

2 45v 3; F

(1.811) (2.264) (2.547)

1_22 (*) ¿fi 100 1_2(*)
3 15W 45H 9" n

(2.716) (3.169) (3.537) (3.820)

(*) (*)
256_ 11075584 26__13841ol+8 6_4_2240 gg_2432 a _9__

4 1511 1653751:3 sn 18375n3 311 27113 311 27n3 n 1:3

(3.273) (3.682) (4.115) (4.310) (¿_543)

, . (2)
Tabla 6.1 Algunos valores numertcos de Sn i ¿(32)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Müller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.

(f) d = 3. A partir de (6.5) y (6.6) obtenemos para el espacio de 3 dimensiones:

i
n 0 1 2 3 4 5 6

* *
1811( ) a 12“ a ( )

3 77 7 35 5

(0.734) (0.898) (1.077) (1.257)

3611 (*) _6_11 2211 5_n 4_n (*)
4 77 11 35 7 5

(1.469) (1.714) (1.975) (2.244) (2.513)

1144811“) 381611 582w 1571! 2211 _8_1r_(*)

5 17017 5005 715 165 21 7
(2.113) (2.396) (2.557) (2.989) (3.291) (3.590)

(*) (*)1314" l460n 744K 74H 68" 28H 10H

6 1547 1547 715 65 55 21 7
(2.668) (2.965) (3.269) (3.577) (3.884) (4.189) (4.488)

, . (3)
Tabla 6.2 Algunos valores numertcos de Sn_¿ ¿(33)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Müller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.
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6.3. Observaciones

Observación 6.1

Las tablas de valores numéricos 6.1 y 6.2 sugieren nuevamente que, fijando
d

el número n de puntos aleatorios, el valor medio de la superficie S; i i(Bd)' 9
crece a medida que vamos aumentando el nümero de puntos del contorno. Por lo tanto,

(d) . . . .
, ,(Bd) resultaria max1mal para i = n y minimal para i = 0 . ConJeturamosn-1,1

que el mismo comportamiento se observará en el caso más general de un cuerpo convexo

cualquiera de dimensión d .

Observación 6.2

d
Valores explícitos del valor medio de la superficie S:_: i(K) no aparecen en la

9

literatura'relacionada con el problema de puntos aleatorios para el casoenlque K es un

cuerpo convexo distintode la bola unidad Bd .

Observación 6.3

Resultados relacionados con el comportamiento asintótico del valor medio de la
d

superficie Si i i(K) pueden ser consultados en Rényi y Sulanke [1963], [1964],_ 9

Wiacker [1978] y Buchta [l984b].

Observación 6.4

d 
Sean K y K dos cuerpos convexos en E . Con51deremos la desv1ac1onl 2

P

de la superficie ó (nótese que 5 no es una métrica) entre K1 y K2 definida por

P

(6.14) 6 (K1,K2)- - S(K1LJK2) - S(Kln K2)
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donde S(K) es la superficie del cuerpo convexo K .

La configuración estocástica S(K;n-i,i) define polítopos aleatorios inscritos

de a lo sumo n vértices. Para tales polítopos se tiene quen-1,1

P

6 (K,Hn_i,i)= - S(Hn_i’i)9
P

y para el valor medio de 6

P d
(6.16) Eos (Km .)) = sao - s( ? .(K)n-i,1 n-1,1

d
Por lo tanto, conociendo el valor de Si 2 i(K) conoceremos también el valor medio' a

de la desviación de superficie entre la cápsula convexa Hn i i y el cuerpo convexo_ 9

Por ejemplo, integrando las expresiones (6.9) y (6.10) obtenemos el valor medio de

la desviación de superficie entre la bola unidad B3 y un poliedro aleatorio con

vértices distribuidos independiente y uniformemente en el contorno de B3

P n(n-l)(n-2). E 6 B H = 4 1 - -—----—
(6 17) ( ( 3’ o’n)) fl ( n(n+l)(n+2) )

Más detalles acerca de la aproximación de cuerpos convexos y una lista completa de

referencias pueden ser consultados en el resumen de Gruber [1983].
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CAPITULO 7 EL VALOR MEDIO DE LA ANCHURA MEDIA DE Hn-i,i

7.1. Representación integral del valor medio de Za anchura media WLd;¿(Bd)' v

d
Consideremosen el espacio euclidiano E (dz 2) 1a configuración estocástica

S(Bd;n-i,i) formadapor n-i puntos P ,...,P (nz d) del interior e1 n-i

i puntos 81,...,Si del contorno de Bd , 1a bola unidad de dimensión d . Volvemos

a suponer que tanto P1,...,Pn 1 como 81,...,S1 estén distribuidos independiente

y uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.
En esta sección nos proponemosdesarrollar fórmulas integrales que expresen el valor

d
medio de la anchura media W( ? _(B ) de H , , , la cápsula convexa de losn-1,1 d n-1,1
puntos P ,...,P ,,S ,...,S, .l n-i l 1

. d .La anchura media de un cuerpo convexo K en E puede ser descrita por los

llamados "quermassintegrales" introducidos por Minkowski. Para el valor medio de la

anchura de H _ , obtenemosn-1,1

(d) 2d7.1 W B = — W H d}?...dP dS ...dS
( ) n-i,i( d) n-i 1+1 d-1( n-i,i) 1 n-i 1 1

pd “d-1

donde wd_1(Hn_í’i) es el (d-l)-ésimo "quermassintegral" de Hn_i’i (comparar,por
ejemplo, Santaló [1976, fórmula (l3.ll)]). Teniendo en cuenta que, salvo un factor

constante, el r-ésimo "quermassintegral" de un cuerpo convexo K es igual a la

medida del conjunto de r-planos Lr que intersecan a K , podemosescribir

para el valor medio de la anchura media de Hn 1 i- 9



(d) 27.2 w B =— d
( ) n-i,i(d) n-i 1+1 ( Ld-1)dPl dPn-idsl dsi

d “cl-1 L +11d-1 n-i,i

Utilizando el teorema de Fubini podemoscambiar el orden de integración.

E1 hiperplano Ld 1 interseca a la cápsula convexa Hn i i únicamente si no todos los- - ’

n puntos P1,...,Pn i,Sí,...,Si están contenidos en una de las dos partes de Bd

determinadas por el hiperplano Ld 1 . La probabilidad de que ocurra este evento
es igual a

h n_. A .An-iAi (p -V) lo.) - S)l
(7 3) 1 _ ( V S + d d-l )

' n-iwi n-iui
pd d-l pd d-l

donde Ü = G(p) es el volumen de ü , 1a menor de las dos partes en que queda

dividida 1a bola unidad Bd por el hiperplano , y g = g(p) la superficieLd-l

de K n 33d . Para el valor medio de 1a anchura media de Hn i i obtenemos_ 9

1

d 2
(L4) W(? ÁB ) = 2 - —-f-T-— I(P)dP

n-1,i d pn-i wl
d d-l o

donde

A —‘ Ai A - A

(7.5) I(p) = vn ls + (od —v)n 1 (wd_1- s)1

Las expresiones integrales de G(p) y g(p) están dadas en 1a sección 5.1,

fórmulas (5.12) y (5.13)
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7.2. Casos particulares

(a) i = 0. Todos los puntos aleatorios se encuentran distribuidos en el interior

de Bd . Este caso particular ha sido tratado con más detalles recientemente
por Buchta y Müller [1984].

(b) i = n. Todos los puntos aleatorios se encuentran distribuidos en el contorno

de Bd. Este caso particular ha sido tratado con más detalles recientemente
por Buchta, Müller y Tichy [1985].

(c) d = 2. E1 perímetro de una figura convexa plana K es igual a su anchura media

multiplicada por n (comparar Santaló [1976], p.6). Tenemospor lo tanto

2 2(7.6) w( ? .(K) = mus“ (K)n-1,1 n-i,i

n i 0 l 2 3 4

256 (*) g g (*)
2 45n2 9n2 1,2

(0.576) (0.721) (0.811)

(*)
128 448 m g (*)

3 15"2 45112 9n2 nz

(0.865) (1.009) (1.126) (1.216)

(*) (*)
256 _ 11075584 96 _ 1384448 64 _ 2240 68 Z432 24 2g

4 15112 16537511" 51r2 1233751:“ 31:2 271:" 3112 271:“ 112 ’11“

(1.042) (1.172) (1.310) (1.372) (1.446)

. . (2)
Tabla 7.1 Algunos valores numerzcos de Wn_¿1:(Bz)

(*) Estos valores tambiéniuv1sid0 determinados por Buchta, Müller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.
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(d) d = 3. Sustituyendo d = 3 en las expresiones

el espacio de 3 dimensiones
1

(7.4) y (7.5) obtenemos para

-i
(3) 3n

(7-7) Wn_i,i(B3) 2 2n_1 n jI(p) dp2 n
0

donde

i n 2 i 1 2TÏ n- - — _
(7.8) up) = mi ((l-p) (2+p)“ + (1+p) “ i(2—p)“ i) ,

3

y remplazando (7.8) en (7.7)
1

(3) i-2n+1 2n-1 n-i 2 —1 _

(7.9) Wn_i’i(B3) = 2 - 2 v/1(1—p) (2+p) + (1+p) n (2_p)n i) dp
0

l o 1 2 3 a 5 6n

¿1 (*) ¡Q ¿í 1 (*)
3 35 7 15

(0.771) (0.857) (0.933) (1)

666 (*) 111 g _8_ ¿(*)
4 715 110 63 7 5

(0.931) (1.009) (1.079) (1.143) (1.2)

1044 (*) 5568 194 ¿1 g ¿(*)
5 1001 5005 165 30 7 3

(1.043) (1.112) (1.176) (1.233) (1.286) (1.333)

331020) 1839 18706 _9_zg ¿í g _1g(*)
6 29393 1547 15015 715 55 18 7

(1.126) (1.189) (1.246) (1.298) (1.346) (1.389) (1.429)

Tabla 7.2 Algunos valores numéricos de WLÏ; .(Bs)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Müller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.
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7.3. Observaciones

Observación 7.1

Las tablas de valores numéricos 7.1 y 7.2 sugieren que, fijando el número
d

n de puntos aleatorios, el valor medio de 1a anchura media w; i i(Bd) crece a“9
medida que vamos aumentando el número de puntos del contorno. Por lo tanto,

d - ' .
S; í i(Bd) resultaria maximal para i = n y minimal para i = 0 . ConJeturamos_9
que el mismo comportamiento se observará en el caso de un cuerpo convexo cual

quiera de dimensión d .

Observación 7.2

3 ,
En el espacio euclidiano E 1a anchura media b(K) de un cuerpo convexo K esta

directamente relacionada con el integral de curvatura media ,M(3K) del contorno 3K .

Se deduce fácilmente que

(7.10) M(3K) = 2nb(K)

(comparar, por ejemplo, Santaló [1976, capítulo 13] ).

Observación 7.3

Resultados relacionados con el comportamiento asintótico del valor medio de la
(d)

anchura media W _ ,(K) pueden ser consultados¡n1Wieacker [1978], Schneider y-1,1
Wieacker [1978] y Buchta, Müller y Tichy [1985].



CAPITULO 8 EL VALOR MEDIO DEL NUMERO DE VERTICES DE Hn i 1' a

8. 1. Representación integral del valor mediodel númerode vértices ¿(Bd)

En el capítulo 3 vimos que el valor medio del número de vértices de la

cápsula convexa Hni i relacionada con la configuración estocástica S(K;n-i,i)" a d
y el valor medio del volumen V( ? .(K) de 1a cápsula convexa H , relacion-1-1,i n-1-1,i
nada con 1a configuración S(K;n-i-l,i), están vinculados por 1a siguiente
fórmula

(d) _ _ (n-i) (d)
(8'1) En-i,i(K) ' n V(K) Vn-i-1,i(K)

d
siendo K un cuerpo convexo de dimensión d en E y V(K) el volumen de K .

Por lo tanto, para KEEBd, las expresiones integrales del valor medio del número

de vértices de Hn i í se obtienen directamente a partir de las fórmulas (5.14)- a

y (5.15) establecidas en la sección 5.1 del capítulo 5:

min{d,i—l} 1 d2+d-2-2r
d 2

(8.2) E( ? .(B) = n - a<d,n,i>z e (d,n,i) I(p><1-p2> dp ,n-i,1 d r
r=max{d+i+l-n,0} 0

arccosp
a - -'—d «'- - d-2

(8.3) I(p) = Vn 1 l +r S1 r 1 (cose-p)sin e de

0

a - -'— A '- - d-2
(p -V)n 1 l d+r(w -S)l r 1 (p-cose)sin Bded d-l

arccosp
< -'>(d-1) d”

_ n 1 pc1-1 , n-i-l 1-1 d2+d—2rMM) Br<d’n’1>=(d_rr fi
d pd (d+l)



Las expresiones integrales de G(p) y g(p) están dadas por las fórmulas (5.12)

y (5.13) de 1a sección 5.1 .

8.2. Casosparticulares

(a) i = 0. Los n puntos se encuentran distribuidos en el interior de Bd.
De (8.l) se obtiene que

(d) _ l (d)
(8’4) En,O(Bd) ’ n - pd vn-1,0(Bd)

(b) i = n. Los n puntos se encuentran distribuidos sobre el contorno de Bd .
Obviamente tenemos que

(d)
8. E =

( 5) o,n(Bd)

dado que todos los puntos resultan ser vértices de la cápsula convexa H .0,n

(c) n = d+1. Con probabilidad 1 1a cápsula convexa resulta ser unHd+1-i,i
simple aleatorio de dimensión d . Por lo tanto, independientemente del valor

de i, tenemos que

(d) _
(8.6) Ed+1_i,i(Bd) — d + 1

(d) n = ¿+2. La cápsula convexa resulta ser un polítopo del "tipo de
Hd+2—i,i

Sylvester", es decir, con probabilidad 1 tendremos siempre d+l ó d+2

vértices. Este caso particular será tratado con más detalles en el capítulo 11.



(e) d = 2. Aplicando la fórmula (8.1) al caso del círculo unidad B2 , y teniendo

en cuenta los resultados numéricos obtenidos en la sección 5.2, caso particular

(d),obtenemos sin mayoresdificultades la siguiente tabla de valores:

i
n 0 1 4 5

35 35 5 34 _ _ _ ___ _ ___
4 12112 12n2 4 21r2 4 2112 4

(3.704) (3.704) (3.747) (3.848) (4)

175 175 20 21 3
5 24n2 24112 5 _ 3n2 5 _ 4n2 5 _ nz 5

(4.261) (4.261) (4.324) (4.468) (4.696) (5)

, . (2)
Tabla 8.1 Algunos valores numerzcos de En_¿ 7:(BZ)

(f) d = 3. Aplicando

cuenta los resultados numéricos obtenidos en la sección 5.2, caso particular (e),

resulta la siguiente tabla de valores:

la fórmula (8.1) al caso de 1a bola unidad B
3

, y teniendo en

i
n o 1 2 3 4 5 6 7

706 706 761 104 174 5
5 143 143 154 21 35

(4.937) (4.937) (4.942) (4.952) (4.971) (5)

831 831 5826 257 617 83 6
5 143 143 1001 44 105 14

(5.811) (5.811) (5.820) (5.84l) (5.876) (5.929) (6)

55681 55681 113044 33391 4804 224 289 7
7 8398 8398 17017 5005 715 33 42

(6.630) (6.630) (6.643) (6.672) (6.719) (6.788) (6.881) (7)

, . (3)
Tabla 8.2 Algunos valores numertcos de En_i 1{Ba}
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CAPITULO 9 EL VALOR MEDIO DEL NUMERO DE FACETAS DE Hn i i- 9

)9.1. Representación integral del valor medio del númerode fhcetas Fídá ¿(Ed- o

d
Consideremosen el espacio euclidiano E (dZZ) 1a configuración estocástica

S(Bd;n-i,i) formadapor n-i puntos P ,...,Pn_ (nz d) del interior e1 i

.,Si del contorno de Bd , 1a bola unidad de dimensión d . Supongamos
estén distribuidos independiente y

i puntos Sl,..

que tanto P1,...,Pn_i como 81,...,Si

uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.
Análogamente a los argumentos desarrollados en 1a sección 6.1 obtenemos, remplazando T ,

el volumende dimensión d-1 del simple formadopor los puntos P1,...,Pd_r,Sl,...,Sr ,
por 1 en 1a fórmula (6.3)

min{i,d} 1
(d) _ n n-i i n-i i n

(9'1) Fn-i,i(Bd) ’ (d) (l/pd “d-1) (d-r)(r](d)
r=max{0,d+i-n}

An-i-d+rAi-r An-i-d+r A i-r
x (v s +(pd-V) (wd_1-S) )dP1...de_rdSI...dSr

Aplicando la equivalencia estocástica de Miles [1971] descrita en 1a sección 5.1

obtenemos

min{i,d} _E
(d) _ (d’l)! n'i í 2 2 y v v

(9.2) Fn_i,i(Bd) _ ———n_íi E (d__r)[r) I(p)(1p) ( TdP1...de_rdSI...dSr)dpdwd_l
pd wd_1 r=max{0,d+i-n}
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siendo

A _i_ A _ A __ A _
(9.3) I(p) = vn dflsir + (od'V)"1d+r<‘°d_1' ir

Necesitamos ahora el primer momentodel volumen de dimensión d-l del simple gene

rado por los puntos Pi,...,Pá_r,Si,...,S; . SegúnMiles [1971] se ve que

d-l d2-2r+2 d2—r-1
2“’d-1 ( 2 2 2

(9.4) TdPi...de_rdSi...d8; d r (l-p )
I‘(1/2)d I,(dZ-zru)

2

Para el valor medio de número de facetas de Hn i i obtenemos finalmente 1a siguiente' a
representación integral:

min{i,d} 1 ¿u
(d) _ 2

(9.5) Fn_ii(nd) = a(d,n,1)z er<d.n,1) mou-pz) dp9

r=max{0,d+i-n} o

siendo

An-i-d+r*i-r A n-i—d+r A i-r
(9.6) I(p) = V S + (o -V) (w -S) yd d-l

n-i i d2—2r+2( _ )( )F(—)
, 2 . d r r 2

“(dan)1) = fi Br(d9n91)= r
Jï ' d ' d2—2 +1

pd r(—2r )

Las expresiones integrales de Ü(p) y g(p) están dadas por las fórmulas (5.12) y (5.13)

de la sección 5.1 .



9.2. Casosparticulares

(a) i = 0. Los n puntos aleatorios en cuestión se encuentran distribuidos en el

interior de Bd . Remplazandolos correspondientes valores en las expresiones
integrales (9.5) y (9.6) obtenemos

1 d2-l
d 2

(9.7) Fíjwd) = a<d,n,o) so<d,n,o> mou-pz) dp
0

siendo

(9.8) up) = x7“ + (od-x7)“'d y

d2+2
2 n r( 2 )a<d,n,o)= —— e (d,n,o) = ( )—

Gon-d 0 d d2+1
d r( )

Este caso ha sido tratado con más detalles por Buchta y Müller [1984].

(b) i = n. Los n puntos aleatorios en cuestión se encuentran distribuidos sobre el

contorno de Bd . Remplazandolos correspondientes valores en las expresiones
integrales (9.5) y (9.6) obtenemos

1 d2—2d-1
(d) 2

(9.9) Fo’n(Bd) = a(d,n,n)ed<d,n,n) uma-pz) dp

donde



- —d A —d

(940) Iw) = sn + (wd__1-S)n y

¿—2d+2
2 n P 2 )

a(d,n,n) = -“-;:E' Bd(d,n,n) (d)
n d2- d

pd P( Í +1 )

Este caso particular ha sido tratado con más detalles por Buchta, Müller

y Tichy [1985].

, d
(c) n = d. Se considera la capsula convexa como un cuerpo aplastado en EHn-i,i

Sustituyendo n = d en las expresiones (9.5) y (9.6) se verifica fácilmente

que

1 8-21-1
(d) 2 2F = ' 
d_i,i<lsd) a(d,d,1) Bi<d,d,1) 2(1 p ) dp

0

2 2 .d-21+2 d-21+1
r ——————-—— r —---———

_ 9

/ï d2-2i+1 2 d2-2i+2
P(--3---) P(--;;--)

comoera de esperar.

(d) n = d+1. Con probabilidad l la cápsula convexa Hd+1i i resulta ser un_ s

simple aleatorio de dimensión d . Por lo tanto, independientemente del valor
d

de i , hemos de obtener Fá+Ï_i,i(Bd) = d-+1 . Supongamos primero que
ls is d . Remplazandoen la expresión (9.5) se tiene que



1 d2—21+1
(d) - 2 2

Fd+1-i,i(Bd) “(d'd”’“ l31-1(d’d+1'1)j;c1.1<1 p ) ap
o

1 ¿2-21-1

+ a(d,d+1,i)81(d,d+1.i)j;d<1-p2> 2 dp
o

d2—21+4 d2-21+3

= 2 (d+1-1)(1)r[ 2 ) (dd-1'];Pt 2 ) +
d/ípd d'ifl 1-1 ¿2-21+3 2 r(d2-21+4)_2 J —2

d2-21+2 d2-21+1
2 d+1-1E(__'2') a” [—2 )

59d d'i d2-21+1 2 d2-21+2
‘—2 ) 1‘(—2 1

= d'+l

Para los casos particulares 1 = 0 e i = d+1 se verifica fácilmente que

(d) d+1 _d+1,0 (d) 'd” y
(d) d-+1
0,d+1=(c1) g d”



(e) d = 2- En el caso particular de 1a configuración estocástica S(BZ;n-i,i)

tenemos que el valor medio de lados de 1a cápsula convexa Hn í i es igual' 9

al valor medio de vértices de Hn 1 i . Por lo tanto, la tabla de valores- a
nümericos se obtiene directamente del caso particular (e) de la sección 8.2 :

1 o 1 2 3 4 5
n

(*)
__35_2 _¿2 4__5_2 4_¿2 ¿m

4 12H 12W Zn Zn

(3.704) (3.704) (3.747) (3.848) (4)

175“) 175 20 a ¿ (1.)
5 5-24112 5-2411? 5'3n2 5‘4112 5 112 5

(4.261) (4.261) (4.324) (4.468) (4.696) (S)

. . (2)
Tabla 9.1 Algunos valores numertcos de Fn i ¿(82)"9
(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Müller y

Tichy [1984]. [1985]. Los restantes son nuevos.

(f) d = 3. Con probabilidad l las caras de la cápsula convexa Hn_11 son triángulos.
9

Por lo tanto, en virtud del teorema de Euler, se tiene que

F(3) ZE(3)
(9.11') n4,1033) = n4,1033) - l.

(3) _ _ 3(n-1) (3)
(9.12) Fn_i’i(B3) — 2n - 4 2“ Vn_l_i’i(B3)

La tabla de valores numéricos se obtiene directamente de la sección 5.2, caso

particular (e) o tambiénde la sección 8.2, caso particular (f).
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1
n 0 1 2 3 1. 5 6 7

(*)
840 840 906 124 208 6 (*)

5 143 143 154 21 35
(5.874) (5.874) (5.883) (5.905) (5.943) (6)

109o (*) 109o 761.8 169 814 g 8 (*)
6. 143 143 1001 22 105 7

(7.622) (7.622) (7.640) (7.682) (7.752) (7.857) (8)

38885 (*) 38885 158020 ¿+6762 6748 316 205 lo(*)
7 4199 4199 17017 5005 715 33 21

(9.261) (9.261) (9.286) (9.343) (9.438) (9.576) (9.762) (10)

. 3
Tabla 9.2 Algunos valores numéricos de F; á ¿(33)' o

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Müller y
Tichy [1984]. [1985]. Los restantes son nuevos.

9.3. Observaciones

Observación 9.1

Las tablas de valores numéricos 9.1 y 9.2 sugieren nuevamente que, fijando el
d

número n de puntos aleatorios, el valor medio del número de facetas F; i i(Bd)'s
crece a medida que vamos aumentando el número de puntos del contorno. Por lo tanto,

d
F; í i(Bd) resultaría maximal para 1 = n y minimal para 1 = 0 . Conjeturamos que el'a
mismocomportamiento se observará en el caso de un cuerpo convexo cualquiera.

Observación 9.2

d
n i i(K) pueden ser consultados en Raynaud [1970] y Wieacker [1978].- a





CAPITULO 10 RESEÑA HISTORICA DEL PROBLEMA

La Parte IV la dedicaremos de manera exclusiva al clásico problema de probabi

lidades geométricas propuesto por el matemático inglés J.J.Sy1vester a mediados del

siglo pasado:

(2)
4

distribuidos independiente y uniformementeal azar en eZ interior de un

¿Cuál es Za probabilidad p (K;4,0) de que cuatro puntos aleatorios,

conjunto convexo plano K , formen un cuadrilátero convexo?

(2)
Se ve fácilmente que 1a probabilidad complementaria p3 (K;4,0) , la probabilidad
de que la cápsula convexa de los cuatro puntos en cuestión sea un triángulo, es

igual a

(2) 4 (2)10.1 ° = -
( ) P3 (K,4.0) F(K) V3,0(K)

donde F(K) es el área de K , y V;2¿(K) el valor medio del área de un triángulo,

con vértices distribuidos independiente y uniformemente en el interior de K . Se ve,

por consecuencia, que el Problema de Sylvester está directamente ligado al conoci

miento del invariante afín V;2¿(K)/F(K) .,

Primeros resultados fueron obtenidos por Woolhouse[1867], Crofton [1885],

Czuber [1903] y Deltheil [1926]. La herramienta fundamental utilizada por estos autores

es el Teoremade Crofton de Puntos Fijos (comparar capítulo 2). Valores explícitos

de Váï¿(K) , y por lo tanto soluciones del Problema de Sylvester, se conocen para un
reducido númerode casos particulares. Por ejemplo, para figuras convexas planas de

área 1 , se tiene que



35
48n2

(2)
v =
3,o(elipse) 12

(2) _ _¿
V3’o(tr1angulo) - y

(10.2)
9cosza + 52cosa + 442

V( >(polígono regular de r lados) =
3,0 2 . 236r sm a

2

donde a = É; . Este último resultado fue establecido por Alikoski [1939].

Las siguientes propiedades extremales del Problemade Sylvester, conjeturadas

por varios autores, fueron demostradas por primera vez de manera rigurosa por

Blaschke [1917]:

(10.3) pá2)(elipse;4,0) S p;2)(K;4,0) s pá2)(triángulo;4,0)

es decir, entre todas las figuras convexas planas K de igual área, la probabilidad
2

p; )(K;4,0) es mínima para la elipse y máximapara el triángulo.

Una primera generalización del Problema de Sylvester consiste en determinar

(d) , (d) _
pd+1(K,d+2,0) y pd+2(K,d+2,0) ,

las probabilidades de que la cápsula convexa de d+2 puntos aleatorios, distribuidos

independiente y uniformemente en el interior de un cuerpo convexo K , tenga d+1 y

d+2 vértices, respectivamente. Se verifica fácilmente que

(d) _ _ d+2 (d)
(10.4) pd+1<K,d+2,o) — WK) (“1,000 y

(d)
(d) . _ d+2 V (K)

(10.5) pd+2(K,d+2,0) — 1 'Vïzï- d+1,0

d
donde V( ) (K) es el valor medio del volumen de un simple aleatorio con vérticesd+1,0



distribuidos en el interior de K , y V(K) el volumen de dimensión d de K .
, _ d

Observese que el coc1ente Vá+1 o(K) /V(K) es nuevamente un invariante afín, y que,!

por lo tanto, para determinar valores explícitos de las probabilidades páÏÏ(K;d+2,0)
(d)

y pd+2(K;d+2,0) , basta hacerlo para una imagen afín adecuada de K .
d

De todas manera51a determinación de valores explícitos de Vá+Ï 0(K) resulta ser
9

poco accesible. Klee [1969], por ejemplo, propuso el siguiente problema que aün se

mantiene abierto:

¿ Cuál es eZ valor medio del volumende un tetraedro con vértices distri

buidos aZ azar en eZ interior de un tetraedro de volumen 1 ?

(comparar también Buchta [1986b]).
d

Kingman[1969] determina de manera elegante el valor explícito de Vá+Ï 0(K) para el
9

caso particular de 1a bola de dimensión d y volumen 1 :

(d) _ d+1 -1
(10.6) Vd+1’0(bola de volumen l) — Yd+1 Y(d+1)2 ,

donde

— '+1 ‘ -2
Yi 2 (1 )I‘(i+1)(I‘(%+1)]

Groemer [1973], [1974] extiende la cota inferior de (10.3) a d dimensiones.

Primero demuestra que, entre todos los cuerpos convexos K de igual volumen, el
d

VS+Ï’0(K) del simple aleatorio Hd+1 es mínimo únicamente
para elipsoides. En el segundo trabajo el autor demuestra que la afirmación también

valor medio del volumen

es válida para el valor medio del volumende polítopos aleatorios Hn (n2'd+l) .
Tanto Blaschke comoGroemer utilizan en las respectivas demostraciones una propiedad

extremal de 1a simetrización de Steiner de un cuerpo convexo K .

Miles [1971] generaliza el Problema de Sylvester en el sentido de determinar
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(d) . (d) (d)
pd+1(Bd’d+3’0) pd+2(Bd'd+3’o) y pd+3(Bd;d+3,0)

las probabilidades de que la cápsula convexa de d+3 puntos aleatorios, distribuidos

independiente y uniformemente en el interior de la bola unidad Bd , tenga d+l ,
d+2 y d+3 vértices, respectivamente.

Miles introduce los llamados "m-filled d-simplices". Dados n (r12d+l) puntos
l n

d+1
de dimensión d . Miles llama a un tal simple "m-filled" si esté último contiene
aleatorios en el interior de Bd , existen ( ) posibilidades de formar un simple

exactamente m de los restantes n-d-l puntos. Para el plano y el espacio de tres

dimensiones obtiene

(2) . _ 15 (2) . _ 65 (2) . _ 305_16112P4 ' lznz 1 48n2
Y

(3) 9 (3) 27 9 (3) 116 9_ o = o =— _ . = _ + _ .
(1o 8) p4 (33,6,0) ZOOWZ , p5 (83,6,0) 143 1001T2 ’ P6 (33'6’0) 143 200112

Finalmente, Buchta expresa en un reciente trabajo [1986a] las probabilidades

(d) _ (d) . (d) ,
Pd+l(K.d+3,0) pd+2(K,d+3.0) y pd+3(K,d+3,0)

.- (d) _ (d) _en func1on de M (K,d+l,0) y M (K,d+l,0) , el primer y segundo momento del
1 2

volumende un simple aleatorio de dimensión d con vértices distribuidos en el inte

rior de un cuerpo convexo K de volumen 1 .

Buchta prueba que
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(10.9) páÏÏ(K;d+3,0) = (dg3)M;d)(K;d+1,0)

(d) . _ d+3 (d) , (d) _
(10.10) pd+2(K,d+3,0) — (2 )(Ml (K,d+1,0) -2M2 (K,d+1,0)) y

(10.11) páÍ;(K;d+3,0) = 1 - (dz3)(MÍd)(K;d+l,0) - Mád)(K;d+l,0))

De acuerdo con resultados establecidos por Kingman [1969] y Miles [1971] los

valores de

(d) (d) (d)
pd+1(Bd;d+3,0) , pd+2(Bd;d+3,0) y pd+3(Bd;d+3,0)

se determinan de manera explícita para cualquier d .

Si m es un entero , "122 , la expresión (10.9) se puede generalizar a

(d)(K;d+m,0)
d+m (d)

¿+1 Í )(10.12) p m_l Mm_1(K;d+l,0)

(comparar Buchta [19863], observación 5).

<2) , (2)
1 (K,3,o) y M2

casos particulares del triángulo y el paralelogramo.

Reed [1974] obtiene las expresiones de M (K;3,0) para los

Por lo tanto, para el triángulo T de área l , se deduce que

(2) . _ ¿L (2) . _ 29 (2) . _ ll
(10-13) P3 (Tasyo) _ P4 (Tasyo) - 36 P5 (Tasao)

y para el paralelogramo P de área 1

(2)
(10.14) p (P-S o) =.¿2_ (2) _ _ 80 2

3 ’ ’ 144 P4 (P'5,°) ‘ ïzz P; )(P;5,0) = {%%



En el mismo trabajo Reed determina el segundo momento del volumen de un simple

aleatorio para el caso de un simple Sd de dimensión d y volumen 1 z

(10.15) Mád)(Sd;d+1,0) = ——+——d—
(d+1) (d+2)

De un teorema de Blaschke el cual afirma que, entre todas las figuras convexas

planas K de área 1 , el valor medio de una función continua, positiva y monótona

creciente del área de un triángulo aleatorio con vértices distribuidos en el inte

rior de K , es mínimo únicamente si K es una elipse y máximo si K es un tri

ángulo, Buchta [1986a] deduce que

2

(10.16) pá2)(elipse;2+m,0) s pá2)(K;2+m,0) s p; )(triángu10;2+m,0) , “122

Usando el segundo resultado de Groemer [1974] el mismo autor generaliza 1a cota
d

inferior de (10.16) a d dimensiones, es decir, 1a probabilidad pá+Ï(K;d+m,0)
expresada por (10.12) es mínima entre todos los cuerpos convexos K de volumen l ,

únicamente si K es un elipsoide.



CAPITULO ll LA GENERALIZACION DE R.E. MILES

11.1. Planteamiento del problema

Volvamosa la configuración estocástica S(Bd;n-i,i) formada por n-i puntos
P ,...,P . 012d+1) del interior e i puntos S ,...,S_ del contorno de B ,

l n-i ' d 1 1 d
1a bola unidad de dimensión d en E (dz 2) . Supongamos nuevamente que tanto

P .,P como S ,...,S. estén distribuidos independiente y uniformemente en1’°' n-i 1

el interior y sobre el contorno de Bd , respectivamente.

En el capítulo 10 vimos que Miles [1971] generaliza el problema de Sylvester

en el sentido de determinar

d) _

pá+j(Bd;d+3.0) J = 1,2,3

la probabilidad de que la cápsula convexa determinada por la configuración

S(Bd;d+3,0) tenga d+j vértices. El autor observa asimismo que su argumentación

puede ser extendida a configuraciones S(Bd;d+3-i,i) con i> 0 .

Objeto de este capítulo es obtener de manera explícita las fórmulas generales

relacionadas con las configuraciones estocásticas

S(Bd;d+2-i,i) y S(Bd;d+3—i,i)

es decir, pretendemosobtener fórmulas explícitas para las probabilidades

(d),(d+m-1,i) E (d) O + _
pd+J pd+j(Bd,d m 1,1)

donde i = 0,1,...,d+m , m = 2,3 y j = 1,2,...,m



Ilustraremos las fórmulas generales dando en cada sección todos los valores numéricos

para los casos particulares del plano y el espacio de 3 dimensiones.

En 1a sección 11.4 intentamos acercarnos a 1a configuración S(Bd;d+4-i,i) .
En nuestras consideraciones evitamos 1a noción de "m-filled simplices" introducida

por Miles [1971] aplicando directamente lo establecido en los capítulos 3, 5 y 8 .

11.2. Polítopos del "tipo de Sylvester"

11.2.1. Fórmulas generales

Consideremos 1a configuración estocástica S(Bd;d+2-i,i) formada por d+2
puntos aleatorios, d+2-i de los cuales se encuentran distribuidos en e1 interior,

los restantes i sobre el contorno de 1a bola unidad Bd de dimensión d .

Con probabilidad 1 1a cápsula convexa H definida por S(Bd;d+2-i,i)d+2-i,i
tendrá d+1 ó d+2 vértices. Las dos siguientes ecuaciones nos proporcionan

una respuesta completa a1 problema

(d) (d)
(11.1) pd+1(d+2-1,1) + pd+2(d+2-i,1) = 1

Y i = 0,1,...,d+2

(d) . (d) _ (d)
(11.2) (d+1)pd+1(d+2-1,i) + (d+2)pd+2(d+2-i,i) - Ed+2_i’i(Bd)

d
siendo Eá+; i í(Bd) el valor medio del número de vértices de 1a cápsula convexa- 9

Hd+2i i (comparar capítulo 8). Por lo tanto, para las probabilidades en cuestión_ 9

se tiene que
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(d) (d)11. - = —
( 3) pd+1(d+2 i’i) d + 2 Ed+2—1,i(Bd)

Y i = 0,l,. ,d+2

(d) (d)11.4 d+2-1 ' = - 
( ) pd+2( ,1) Ed+2_i,1(Bd) d 1 ,

o, en función del valor medio del volumen de Hd+l_i’1 ,

(d) d+2-i (d)11.3' d+-i 1 = —
( ) Pd+1( 2 , ) pd d+1_i,1(Bd)

y 1 = 0,1, ..,d+1

(d) d+2-i (d)I _ = ____
(11.4 ) pd+2(d+2 1,1) 1 pd vd+1_i,1(Bd) ,

donde

2 .
+ + — +

(d) (B ) _ d-l 2d+ -’ i d _ ' -'11’ dlpd(d+1)CM1 3+2d-n+2d P(---3----)

(comparar capítulo 3, fórmula (3.7) y sección 5.2 , caso particular (c)).

Para el caso particular 1 = d+2 , es decir todos los puntos se encuentran distri

buidos sobre el contorno de Bd , sustituyendo en (11.3) y (11.4) se tiene que

p(d)<o,d+2> = o y (d)d+1 pd+2(o,d+2) = 1 ,

comoera de esperar.



11.2.2. Caso particular d = 2

Sustituyendo d = 2 en las expresiones

caso particular de puntos aleatorios distribuidos en el circulo unidad B

siguientes expresiones

(11.3') y (11.4')

(2) (4_1)24-1r(11;21)
(11.5) p3 (4-i,1) 3-1 5/23 fi (4-i)!

y

(2) (moza-111114221)
(11.6) p4 (4-i,i) ’ 1 3-1 5/23 n (4-1)!

i = 0,1,2,3

y por consiguiente 1a tabla con todos los posibles valores numéricos:

obtenemos para el

las

i 0 1 2 3 4

35 (*) 35 5 _3_

¿“(ú-1,1) 12112 12112 2112 21:2 o
(0.296) (0.296) (0.253) (0.152)

(*)
(2) . 1- 35 1- 35 1_¿ l_¿ l

P4 (4'14) 12"2 12"2 2112 2112
(0.704) (0.704) (0.747) (0.848)

, . . . (2) . . .
Tabla 11.1 Valores numertcos de las probabtlzdades pj (32:4-z.t) . J = 3,4

(*) Estos valores también han sido determinados por Kingman[1969].
Los restantes son nuevos.
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11.2.3. Caso particular d = 3

'Sustituyendo d = 3 en las expresiones (11.3') y (11.4') obtenemos para el

caso particular de puntos aleatorios distribuidos en 1a bola unidad B las
3

siguientes expresiones:

(3) 2/?34-1(5-1)(8—1)t(11.7) P (5-i,i) = '4 8-1 17-214 r(——)
2

y i = 0,1,2,3,4

4-12/- 5-1 8-’!
(11.8) p(3)(5-i,i) = 1 - "3 ( ).( 1)5 8-1 17-214 I‘[—)

2

y por consiguiente 1a tabla con todos los posibles valores numéricos:

i 0 1 2 3 4 5

<3) .. _9_‘*) ¿ ¿ L L
Pl. (5'1’1) 143 143 154 21 35 o

(0.063) (0.063) (0.058) (0.048) (0.029)

(3 134“) 134 145 Q 3_4
p5 )(S-i,i) 143 143 154 21 35 1

(0.937) (0.937) (0.942) (0.952) (0.971)

(3) .. .
Tabla 11.2 Valores numéricos de las probabilidades pj (B3:5-1.t) J = 4,5

(*) Estos valores también han sido determinados por Kingman[1969].
Los restantes son nuevos.



-87

11.3. La canfiguración S(B d+3-i,i)d;

11.3.1. Fórmulas generales

Consideremos ahora 1a configuración estocástica S(Bd;d+3-i,i) formada por
d+3 puntos aleatorios, d+3-i de los cuales se encuentran distribuidos en el inte

rior, los restantes i sobre el contorno de la bola unidad Bd de dimensión d .

Con probabilidad l la cápsula convexa definida por S(Bd;d+3-i,i)Hd+3-i,i
tendrá d+1 , d+2 ó d+3 vértices. Las tres siguientes ecuaciones nos proporcionan

una respuesta completa al problema

(11.9) páÏÏ(d+3-i,i) = (1/ pá) (“34) Mád)(d+1-i,i)

(11.10) páÏÏ(d+3-i,i) + páÏ;(d+3-i,í) + páÏ;(d+3-i,i) = 1 y

(11.11) (d+1)páÏÏ(d+3-i,i) + (d+2)páÏ;(d+3-i,i) + (d+3)páÏ;(d+3-i,i) = EÉÏ;_i’i(Bd) ,

siendo M(d)(d+l—i,i) el segundo momentodel volumen del simple aleatorio de
2

dimensión (i relacionado con la configuración estocástica S(Bd;d+l-i,i)

Para la expresión (11.9) observemos que la cápsula convexa i generadaHd+3-1,

l,...,Pd+3_i,Sl,...,Si es un simple de dimen51on d si y solo si
dos puntos interiores están contenidos en el simple generado por los restantes d+1

por los puntos P

) .puntos (nótese que todos los puntos del contorno resultan ser vértices de Hd+31 i" a

La probabilidad de que ocurra este evento es igual a

Mu)2 (d+l-í,i)
2

pd
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, d+3—
y teniendo en cuenta que existen (

i
) posibilidades de elegir dos puntos

interiores de los d+3-i en cuestión, 1a expresión (11.9) queda demostrada.

De Miles [1971] se concluye que

2(d) d +3d-Zi+2
M2

11.12 -' =
( > (d+1 1,1) d+1_id!d1(d+2)

y por lo tanto para las probabilidades en cuestión se tiene que

(d) _ , d+3-i (d)
(11.13) pd+1(d+3-1,1) (1/pÉ) ( 2 )M2 (d+1-i,i)

(d) . . _ (d) 2 d+3-i (d) .

(11.14) pd+2(d+3-1,1) — d + 3 - Ed+3_i’1(3d) - 33 ( 2 ) M2 (d+1-1,i) y

(d) . . _ (d) d+3-i 2 (d) .

(11.15) pd+3(d+3-1,1) — Ed+3_i,i(Bd) ( 2 );Ï M2 (d+l-1,1)

para i = 0,1,...,d+1 .

Obsérvese que utilizando las fórmulas (3.7) y (4.8) podemosexpresar el valor
d

medio del número de vértices Eá+g í i(Bd) en función del valor medio del volumen
d !

VÁ+Ïi i(Bd) cuyo valor explícito se puede encontrar en el caso particular (c) de la- s
sección 5.2 .

Para i = d+2 , es decir un punto está distribuido en el interior, los restantes

d+2 sobre el contorno de Bd , se tiene que

(d)
(11.16) pd+1(1,d+2) = o
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(d) + (d)
(11.17) pd+2(1,d+2) = d 3 - 1 d+2<3d) y

(d) _ (d)
(11.18) pd+3(1,d+2) - El,d+2(Bd) - d - 2

Para i = d+3 , es decir todos los d+3 puntos se encuentran distribuidos

sobre el contorno de Bd , obtenemos obviamente

(d) _ (d) _ (d) _
(11.19) Pd+1(0,d+3) — 0 , pd+2(0,d+3) - 0 y pd+3(0,d+3) — 1

11.3.2. Caso particular d = 2

Sustituyendo d = 2 en las expresiones (11.12) - (11.19) obtenemos todos los

posibles valores numéricos para el caso de puntos distribuidos en el círculo

unldad BZ:

1 0 1 2 3 4 5

‘k

(2) 15 ( ) 15 3 3
[33 16-"2 16n2 ¿"2 8112 0 0

(0.095) (0.095) (0.076) (0.038)
*

(2) 65 ( ) 65 31 9 3
P4 (5-i,i) 12n2 12112 ¿nz znï 737 o

(0.549) (0.549) (0.523) (0.456) (0.304)

30g*) 305 71 39 3(2) . . _ ._ - -____ _———
ps (5‘1'1) 1 han? 1 48n2 1 12112 1 enz 1 nz 1

(0.356) (0.356) (0.401) (0.506) (0.696)

Tabla 11.3 Valores numéricos de las probabilidades p;2)(32;5_¿,¿) j = 3,4,5

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.
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11.5.3. Caso particular d = 3

Valores numéricos de las probabilidades pj

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.

Sustituyendo d = 3 en las expresiones (11.12) - (11.19) obtenemos todos los

posibles valores numéricos para el caso de puntos aleatorios distribuidos en la

bola unidad B3

1 o 1 2 3 4 5 6

(3) 9 (*) 9 1 7 1
p4 (6-i.i) 200112 200w2 25112 2401:2 72112 0 0

(0.005) (0.005) (0.004) (0.003) (0.001)

(3) 27 9(*) 27 9 180 2 7 7 13 _ 1 .¿_
P5 (6-i,i) 143 100112 143 1001:2 1001 25112 44 120112 105 36n2 14 0

(0.130) (0.180) (0.172) (0.153) (0.121) (0.071)

116 9(*) 116 9 821 1 37 7 92 1 ¿g
(3) —+ — + 2 —+ 2 ——+ 2 1

p6 (6-i,i) 143 200112 143 2001:2 1001 25v 44 240n 105 72n 14
(0.815) (0.815) (0.824) (0.844) (0.878) (0.929)

(3) . . .
Tabla 11.4 (83:64,“ J = 4,5,6



11.4. La configuración S(B d+4-i,i)d:

11.4.1. Fórmulas generales

Consideremosfinalmente la configuración estocástica S(Bd;d+4-i,i) formada
por d+4 puntos aleatorios, d+4-i de los cuales se encuentran distribuidos en el

interior, los restantes i sobre el contorno de la bola unidad Bd de dimensión d .

Supongamosprimero que 15 is d+1 . Con probabilidad l la cápsula convexa Hd+4_i’i

definida por S(Bd;d+4-i,i) tendrá d+l , d+2 , d+3 ó d+4 vértices. Las cuatro
siguientes ecuaciones nos proporcionan una respuesta completa al problema

(d) 3 d+4-i (d)11.20 —' = _. .( > pd+l<d+4 1,1). (llod)( 3 )M3 (d+11,1>

(d) . , d+4-i 2 (d) _ (d+2-i) (d) ,- - = - - --—-- d -i
(1121) pd+2(d+4 1,1) ( 2 )((l/pd)M2,d+2(d+2 1,1) 3 M3 (+1 ,1))

p
d

(d) . (d) (d) . (d) .
(11.22) pd+1(d+4-i,1) + pd+2(d+4-i,i) + pd+3(d+4-1,i) + pd+4(d+4-i,1) = l

(d) . (d) _ (d)
(11.23) (d+l)pd+1(d+4-i,1) + + (d+4)pd+4(d+4-i,i) — Ed+4_í’1(Bd)

siendo Mád)(d+1-i,i) el tercer momentodel volumen del simple aleatorio Hd+1_i i
1

Y Mádá+2(d+2—i,i) el segundo momentodel volumen del polítopo aleatorio de dimensióni

d definido por la configuración estocástica S(Bd;d+2-i,i)
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Para la expresión (11.20) observemos que la cápsula convexa i generada
9

Hd+4-i

por los puntos P ,...,Si es un simple de dimensión d si y sólo si... P S
1’ ’ d+4-i’ 1

tres puntos interiores están contenidos en el simple generado por los restantes

d+1 puntos (nótese que todos los puntos del contorno resultan ser vértices de Hd+4i i )- a

La probabilidad de que ocurra este evento es

d
M; )(d+l-i,i)

p

, _ d+4-i _
y teniendo en cuenta que ex1sten ( 3 ) p051bilidades de elegir tres puntos
interiores de los d+4-i en cuestión, la expresión (11.20) queda demostrada.

De Miles [1971] se concluye que
. (1+2 2 .d d+4d-21+5(FH) I‘(—--—)

(d) 2dd+2-i 2 2
(11.24) M3 (d+l-i,i) = 3 d+1 1 d+1

n(d!) (d+l)(d+3) d+3 d2+4d-Zi+-2(MTB r(—2——)

Para la expresión (11.21) consideremos el siguiente razonamiento.

Para calcular el segundo momentodel volumen del polítopo aleatorio Hd+2_i i

definido por S(Bd;d+2—i;i)

(d) 1 2. - = —- d ...d d ...dS
(11 25) MZ,d+2(d+21’1) pd+2-ia} (V(Hd+2-i,i)) Pl Pd+2-i S1 id d-l

fijamos primero todos los puntos del contorno S ,...,S y los completamos(si resultal i

necesario) con d+l-i puntos interiores para así formar un simple Hd+l_i i de!

dimensión d . Podemos afirmar entonces que
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(11.26) M(d) (d+2-i,i) -————-——(V(H )]2dP dP ...dP ds ...dS2,d+2 d+2—i i d+2—i,i d+2—i 1 d+1—i l

pd “d-1 B
Pd+2—ie d

Dividimos ahora el dominio de integración de Pd+2mi como sigue. E1 simple Hd+l_i,i

generado por los puntos P .,Si divide a 1a bola unidad Bd en1,...,Pd+1_i,Sl,..
los siguientes subdominios:

El simple generado por P ,SH ... ... .
d+l—i,i l, ’Pd+1-i’sl’ i

R Sean F ..
j 1’

punto P,
J

.,F las facetas de que intersecan en eld Hd+1-i,i

(1; j; d+1—i). Cada faceta Fk (1g kg d) está conte
Sea K deterL .

d-1,k k

minada por Ld 1 k que no contiene la cápsula convexa_ a

nida en un hiperplano la parte de Bd

Definimos finalmente R, como la intersección de todos los
J

K slcs .k (1 d)

— (Rlu R u )
- H ... R

d d+1—i,i 2 U d+1-i

Ilustramos a continuación 1a división de Bd en los mencionados subdominios para
dos configuraciones del plano.

Figura 12.1

Hd+1—i,i '

i



Teniendo en cuenta 1a división en subdominíos se tiene que

(d) . 1 2. - ° = . dP...dP d ...d
(11 27) M2,d+2(d+21,1) pd+2_iwi fiV(Hd+2_í’i)) de+2_1j 1 d+1_i S1 Si

d d-l P e Hd+2-i d+l-i,i

(d+l-i) 2——-— dP ...dP dS ...dS
d+2-1 i “(Han-1,1” de+Z-1 1 d+l-i 1 i

pd (“d-1
R

Pd+-2-i€ j

1— (wn )]2d1> dP...dP dS...dS
d+2-i i d+2-i,i d+2-i 1 d+1-i 1 1

pd wd-l e
Pd+2-1 R

81 PcHZ“i esta en Hd+1_i,i tenemos Que V(Hd+2_1’i) = V(Hd+l_i,1) , y por lo tanto
obtenemos

1 2 Mád)(d+l-i,1)- ——— d ...d dS...dS = ——_
(11 28) d+2_í í (v(Hd+2_i,1)) Pl Pd+2_i l 1 p

p (0 d
d d-l P GH

d+2-1 d+1-1,1

Si Pc1+2, está en 11'1, usando el teorema de Fubini, cambiamos el orden de integra-1
ción y obtenemos

d

1 2 M( )(d+1—i,i). — dP...dP dS...dS=——
(1129) d+2-i i (V(Hd+2-i,i)) 1 d+2-i 1 i p

pd “(1-1 d

Pd+2-—i e RJ

para lsjsd+1-1 .
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Si extendemos la integración de al subdominio R tendremos siempre unPd+2-i
polítopo de d+2 vértices. Por lo tanto, llamando

1 211.3o Ad' = ————
( ) ( ’1) d+2-i 1 “(Haz-1,1“ dP1 de+2-1d81 dsi

pd “d-l
Pd+2-i€R

se ve fácilmente que

(d) . _ d+4-i A(d,i)
(11.31) pd+2(d+4-—1,i) —[ 2 ) pá

y, teniendo en cuenta las expresiones (11.27) —(11.30) , obtenemos finalmente

(d). (d+2-i,i) .
(d) _ _ d+4-1 2,d+2 d+2-1 (d)

(11.32) pd+2(d+4-1,i) — ( 2 )( pá - —pg M3 (d+1-i,i)) ,

de acuerdo con la expresión (11.21)

Las probabilidades en cuestión se obtienen a partir de las cuatro ecuaciones

(11.20) —(11.23) . Las fórmulas integrales que permiten calcular valores explí
(d) (d)'t d ' ’ . . ' d+2-i '

c1 os e Ed+4_i,i(Bd) estan dadas en la seccion 8 l El calculo de Mz’d+2( ,1)
parece ser inaccesible.

Quedan por estudiar los casos en que i es igual a d+2 , d+3 6 d+4 .
d

Si i = d+2 , observando que entonces pá+Ï(2,d+2) = 0 , las ecuaciones (11.21) - (11.23)
nos proporcionan las probabilidades en cuestión.

- d d

Si i = d+3 , observando que entonces pá+Ï(1,d+3) = p;+;(1,d+3) = 0 , las ecuaciones
(11.22) y (11.23) nos proporcionan las probabilidades en cuestión.



_ 96 _

Finalmente, si i = d+4 , es decir los d+4 puntos en cuestión están distribuidos

sobre el contorno de Bd , concluímos obviamente

(d) (d) _ (d)
pd+1(o,d+4) = pd+2<o,d+4) - pd+3<o,d+4> = o y

(d) _
pd+4(o,d+4) - 1

11.4.2. Caso particular d = 2

Para el caso particular de puntos aleatorios distribuidos en el círculo

unidad B2 , utilizando las expresiones (11.20) - (11.23) y lo establecido en el
capítulo 8 , damosa continuación los resultados "calculables" de las probabilidades

2
p; Rms-1,1), lsjslo , 05156.+J

1 o 1 2 3 4 5 6

(2) 1001 (*) 1001 77 35 o o o
¡33 (6-i,i) 3201:" 32011l+ 3211“ 3211“

(0.032) (0.032) (0.025) (0.011) (0) (0) (o)

2 o 0
pi )(6-1,1) 7 2

(0) (0)

_5__E_ o
¡amm-1,1) 7 7 7 7 112 211“
5 (0.430) (0)

5 15
1——-+—- l

p(2)(6-i,1) 7 7 7 7 7 112 2"“
6 (0.570) (1)

. (2) . . .

Tabla 11.5 Valores conoczdos de p2+j(32:6—7.1) J = 1.2.3.4

(*) Este resultado también ha sido determinado por Miles [1971]. Los restantes son nuevos.



11.4.3. Caso particular d = 3

Para el caso particular de puntos aleatorios distribuidos en la bola unidad

B3 , utilizando las expresiones (11.20) - (11.23) y lo establecido en el capítulo
(3)

8 , damosa continuación los valores "calculables" de las probabilidades p3+j(7-i,i) ,lsjsé ,Osis7.

i 0 1 2 3 4 5 6 7

*

15 ( ) 15 15 3 1 0 0 o
p(3)(7_1,i) 4199 nz 1.199“2 4862n2 1430112 1144“2
4 (0.0004) (0.0004) (0.0003) (0.0002) (0.00009) (0) (0) (0)

3 . . 0 0
p; )(7_191)

(0) (0)

5
—— 0

P(3)(7_i,i) ? 7 7 42
6 (0.119) (0)

37
—— lp(3)(7-i,i) 7 7 “2

7 (0.881) (1)

. . . (3) . . .

Iubla 11.6 Valores conoczdos de las probabtlzdades p3+j(33;7-1,1) J = 1.2,3,4

(*) Este resultado también ha sido determinado por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.
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11.5. Observaciones

Observación 11.1

El mismo razonamiento seguido a través de todo el capitulo 11 puede ser exten
d

dido sin mayores dificultades al caso de un cuerpo convexo K en E , pero, puesto

que los invariantes

(d) (d) , . . (d) , . (d) . . .
d+1_i,i(l() , M2 (K,d+l—1,i) , M3 (K,d+l—i,1) , M2,d+2(K,d+2—1,1) ,

(d) (d)
d+3-i,i(K) y Ed+4-i,i(K)

que aparecen en el contexto se conocen de manera casi exclusiva sólo para el caso

particular de 1a bola unidad Bd de dimensión d , hemos concentrado nuestro interés

en la configuración estocástica S(Bd;d+m-i,i) , m22 , OSiS<hm1, introducida
por Miles [1971].

Observación 11.2

Las probabilidades páÏ;(K;d+m,0) , m22 , ISIjSIn , son invariantes intrínsecas,
es decir, dependen únicamente de la forma del cuerpo convexo K . Por lo tanto, en

virtud del Teoremade Crofton de Puntos Fijos (comparar fórmula (2.8)) ,se verifica

fácilmente que

(d) = (d )

(11.33) pd+j(Bd;d+m,0) J(Bd;d+m-l,1)pd+.

para mz 2 , lSIjSIn , en coincidencia con los valores numéricos establecidos en las

tablas 11.1 - 11.6 .
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Observación 11.3

Las expresiones explícitas obtenidas para las probabilidades

(d) (d). . . (d) _ . .
pd+1(Bd,d+2-1,i) , pd+1(Bd,d+3-i,i) y pd+1(Bd,d+4-1,1)

admiten sin mayoresdificultades la siguiente generalización:

(d) . _ 1 d+m-i (d) _ . ,

(11.34) pd+l(Bd,d+m-i,i) — —pm_1( m_1 )Mm_l(Bd,d+1-1,i) 0515d+m , m22
d

La argumentación es análoga a la utilizada en la demostración de las expresiones

(11.3') , (11.9) y (11.20)

Para el caso particular i = 0 , la expresión (11.34) ha sido demostrada también por

Buchta [1986a, observación 5] y por Miles [1971, teorema 7] .

Observación 11.4

El mismorazonamiento utilizado en la demostración de 1a expresión (11.21)

puede ser generalizado al caso de d+m (m2 2) puntos aleatorios. Se verifica fácil

mente que

(d) o _ 1 d+m-i (d) o 1 d+m-i (d) o

(11.35) pd+2(Bd,d+m-i,i) — —pm_2[m_2 ) m_2’d+2(Bd,d+2 1,1) —pm_1[m_l]Mm_1(Bd,d+l 1,1)
d d

Para el caso particular m = 2 , i = 0 , se tiene que

(11.36) (d) - —d+2Mid)pd+2(Bd;d+2,0) = 1 p (Bd;d+1,0) ,
d
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en coincidencia con lo establecido por Kingman[1969].

Asimismo, para el caso particular m = 3 , i = 0 , se tiene que

(d) . _ m (d) . _ ¿cm (d) .
pd+2(Bd,d+3,0) — M (B ,d+2,0) [ 2 )M2 (Bd,d+l,0)

(11.37)
2

pd 1,d+2 d pd

y, teniendo en cuenta la expresión (4.7),

(d) _ _ _¿_ d+3 (d) _ _ ¿L ¿+3 (d) .

(B ,d+3,0) — ( )M1 (Bd,d+1,0) pá ( 2 )M2 (Bd,d+1,0)(11‘38) Pd+2 d p 2
O.

en coincidencia con el resultado obtenido por Buchta [l986a]

Observación 11.5

Consideremos la configuración estocástica S(Bd;1,d+m-1) , mz 2 . Con proba

bilidad 1 la cápsula convexa H1 d+m 1 tendrá d+m-1 6 d+m vértices. Para i', _
este caso particular se obtiene fácilmente

d) _ _ (d)
(11.39) pd+m_1(Bd,1,d+m-1) — d + m E1,d+m_1(Bd) y

(d) . _ (d)
(11.40) pd+m(Bd,l,d+m 1) — 1 d m + El’d+m_1(Bd)

Por 10 tanto, utilizando las expresiones integrales de 1a sección 8.1 , obtenemos

las probabilidades en cuestión para cualquier valor de m , m2 2 .

Observación 11.6

Argumentossimilares a los utilizados en el capitulo 11 permiten establecer cuatro

de las cinco ecuaciones necesarias para determinar las probabilidades relacionadas

con 1a configuración estocástica S(Bd;d+5-i,i)
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d d d
(11.41) pá+Ï(d+5-i,i) + pá+;(d+5-i,i) + ... + pá+;(d+5-i,i) = 1

(d) (d) _ (d)
(11.42) (d+1) pd+1(d+5-i,i) + ... + (d+5) pd+5(d+5-1,i) — Ed+5_i,i

(d) _¿_ <1+5-1 (d)
(11.43) pd+1(d+5-i,1) = 4 ( 4 ) M4 (d+1-i,i)

pd

(d) _L_ d+5—1 (d) _ ¿L d+5-i (d) _

(11.44) pd+2(d+5-i,i) = O3 ( 3 )M3,d+2(d+2—i,i) ph ( 4 ) M4 (d+1 1,1)
d d

Observación 11. 7

d
E1 caso asintótico en que 1a dimensión d del espacio euclidiano E tiende

a infinito ha sido tratado por Miles [1971] y Buchta [1986a], quien demuestra que

d

(11.45) dlím pá+;(Bd;d+m,0) = 0 j=1,2,...,m-1 y+00

- (d) _ _
(11.46) ¿12 pd+m(Bd,d+m,0) - 1

Conjeturamos que el mismo comportamiento se observará para el caso general de la

configuración estocástica S(Bd;d+m-i,i) , es decir, conjeturamos que

d

(11-47) lím pá+;(Bd;d+m-i,i) = 0 j = 1,2,...,m-l yd+

(11.48) lím p(d)(B
d->an d+m d+m_i’i) = 1d;

para i = 1,2,...,d+m
/
. -“¡k

1/ I ' ll l

í 1 / - f —

MM ( /<ÉÏÁÏ/7AÏ.7°¿>//)z ¡"A"Vai/Ve]45)



PARTE V

UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES
GEOMETRICAS
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CAPITULO 12 CIRCULOS ALEATORIOS EN LA BOLA UNIDAD Bd

Consideremos la configuración estocástica S(Bd;3,0) formada por tres puntos

P, P1 y P distribuidos de manera uniforme en el interior de 1a bola unidad Bd2
d

en E (dz 2). Con probabilidad 1 , existe un único círculo BZ(R) de radio R

tal que los puntos P, P1 y P2 estén contenidos en 1a circunferencia BB2(R) .
El objeto principal de este capitulo es encontrar una respuesta al siguiente

problema relacionado con probabilidades geométricas:

¿Cuál es Za probabilidad p(B 2) de que el circulo 82(R) estéd;

completamente contenido en Bd?

Para 1a medida del conjunto de casos favorables m(Bd;2) consideremos
el siguiente razonamiento. Se tiene que

1 2

casos favorables
(12.1) m(Bd;2) = [deP dP

Utilizamos primero la siguiente fórmula diferencial de Blaschke (comparar Santaló [1976],

p.201)

- d_2 I v v(12.2) dePlsz - (2T) dP dPlszsz

donde T es el área del triángulo formado por P , P1 y P2 , L2 la variedad lineal

de dimensión 2 que pasa por P , P1 y P2 , y dP' , dPi y dPi las respectivas densi

dades de P , P1 y P2 en L2 (es decir, elementos de área).
Combinandola expresión (12.2) con otra fórmula diferencial desarrollada por

Miles (comparar Santaló [1976], p.17), deducimos que
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_ d_1 v v I d_R I
(12.3) dePldPZ (2T) ds dSldS2 2 dC dL2

siendo dS' , dSi y dSé los elementos de arco en P' , Pi y Pé de 1a circunferencia
de radio R y centro C' determinada por los puntos P' , P' PV

1 Y 2 .

Pasemos ahora a 1a medida del conjunto de casos favorables:

d-l d-l dR
2.4 . = v v I _ v

(1 ) m(Bd,2) 2 JT dS dSldSZ) 2dc sz

E1 (d-1)-ésimo momentodel área de un triángulo formado por tres puntos distribuidos

independiente y uniformemente en una circunferencia de radio R , ha sido calculado

por Miles [1971], de donde deducimos que

En?) 11%)_ d(12.5) le R2d+1 = a(d)R2 +1
2dS'dSidSí

2d'4r(1/2)r(d)[r(5%¿))

y por lo tanto,

r r-p

(12.6) m(Bd;2) = 2dna(d)[ ( ([RZd'ldR)pdp)dL2
O 0

L2 +Bd

donde p indica la distancia de C' a1 centro del circulo Bd n L2 de radio
r = (1--p2)i . Integrando se tiene que

d-1
. _ HZ a(d) _ 2 d+1d

(12.7) m(Bd,2) — ——d(2d+l)(2d+2)ju p) L2
+

L2 Bd



siendo p la distancia de L2 a 0 , el centro de la bola unidad Bd .
De Petkantschin [1936], p.283, deducimos la siguiente fórmula diferencial

_ d-3 * (d-l)
(12.8) dL2 - p dde1[0] dL2[0]

*

donde dLllol indica la densidad de rectas orientadas alrededor de 0 determinadas

por 0 y 0' , siendo este último el punto en L2 que realiza la distancia de 0 a(d-l)
L dL

2 ’ y 2[01

el complemento ortogonal de L1 y alrededor del punto 0'

la densidad de la variedad lineal L2 , pero ahora considerada en

(d-l)
l

*

Observando que p no varía si integramos respecto de dLllol y dL2 o] , obtenemos
para la medida del conjunto de casos favorables:

d_4a(d) I‘(d+2)r(—
d-2
2 ]'“d lwd de 32

(12.9) m(B ;2) =d 3d+2
d(2d+1)(2d+2)F[T]

de donde resulta la probabilidad en cuestión:

«<d—1>d2(r(%))3rt%)
(12.10) p(Bd;2) = 3

e<2d+1> (md-¿ln 11-321)

Observación 12.1

Damosa continuación algunos valores numéricos de p(Bd;2):
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2

p(32,2) — 5 = 0.4

2lZn
B - = = .p( 3,2) 245 o 483

14
B ° = — = .

p( 4,2) 27 o 519

Observación 12.2

Consideremos, finalmente, el comportamiento asintótico de 1a expresión (12.10)

cuando la dimensión d del espacio tiende a infinito. Teniendoen cuenta que

d+ 1
F(—2 ) i

d (d/2)
l" _(2)

se verifica fácilmente que

B 2 d + m -- 6
P( d, ) ——-————»/3_ - 0. 05

Observación 12.3

Másdifícil se presenta la siguiente generalización. Consideremosla configura

ción estocástica S(Bd;s+l,0) formadapor s+l puntos P,P1,...,Ps distribuidos
d

independiente y uniformemente en el interior de la bola pnidad Bd en E (dz 2) .

Con probabilidad l , existe una ünica bola BS(R) de dimensión s y radio R de

tal manera que P,P ,...,Ps estén contenidos sobre el contorno de BS(R) . Pregunta:1

¿Cuál es Za probabilidad p(Bd;s) de que 38(3) esté completamente

contenida en Bd?
Serios inconvenientes aparecen al intentar generalizar al espacio euclidiano de dimen

sión d (d 22) la fórmula diferencial de Miles que interviene en la expresión (12.3)
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AFFENTRANGER, F.

1987a

1987b

l987c

ALIKOSKI,

1939

BLASCHKE,

1917

BUCHTA, c.

1983

1984a

1984b

1984c

1985

1986a

Generalization of a formula of C.Buchta about the convex hull of
randompoints; Por aparecer en Elem.Math.

The expected volume of a random polytope in a ball.
Impresiones Previas N°7l , Departamento de Matemática, F.C.E.yN. ,
Universidad de Buenos Aires.

The expected volume of the convex hull of n random points on the
unit Sphere. Trabajos de Matemática, preprint 123, I.A.M.,CONICET.

H.A.

Ueber das Sylvestersche Vierpunktproblem. Ann.Acad.Sc1.Fennicae
¿¿, 1-10.

W.

Lasung des "Vierpunktproblems" von Sylvester aus der Theorie der geome
trischen wahrscheinlichkeiten. Leipziger Berichte gg, 436-453.

Ueber die konvexe Hülle von Zufallspunkten in Eibereichen.
E1em.Math. 2g, 153-156.

Das Volumenvon Zufallspolyedern im Ellipsoid. Anz.0esterr.Akad.
Wiss.Math.-—Natur.K1.

Stochastische Ápproximation konvexer Polygone. Z.Wahrsch.verw.Geb.
g, 283-304.
Zufallspolygone in konvezen Vielecken. J.reine angew.Math.
347, 212 - 220.

Zufüllige Polyeder - Eine Uebersicht. En: Zahlentheoretische Analysis
(Hlawka, E. , ed.). Lect.Notes Math. 1114, 1-13. Berlin-—Heide1berg
New York-—Tokyo. Springer.

Ona conjecture of R.E.Afiles about the convex hull of randompoints.
Mh.Math. 102, 91-102.



- 108 

BUCHTA,C. (continuación)

1986b A note on the volume of a random poZytope in a tetrahedron.
Illinois J.of Math.22, 4, 653-659.

BUCHTA, C. y MUELLER, J.

1984 Randompolytopes in a baZZ. J.App1.Prob. g¿, 753-—762.

BUCHTA, C. y TICHY, R.F.

1985 Randompolytopes on the torus. Proc.Amer.Math.Soc. 22, 312-316.

BUCHTA, c. , MUELLER, J. y TICHY, R.F.

1985 Stochastical approximation of canvex bodies. Math.Ann. 271, 225-235.

COVER, T.M y EFRON, B.

1967 GeOmetricaZprobability and random points on a hypersphere.
Ann.Math.Statist. gg, 213-220.

CROFTON, M.w.

1885 Probability. Encyclopaedia Britannica ¿2, 768-788.

CZUBER, E.

1903 WahrscheinZichkeitsrechnung und ihre Anwendungauf FehZeraungeichung,
Statistik und Lebensversicherung I. Teubner, Berlin.

DELTHEIL, R.

1926 Probabilités géométriques. Traité du caZcuZdes probabilités et de
ses applications. Gauthier-—V111ars,Paris.

EFRON, B.

1965 The convez thZ of a randomset of points. Biometrika 23, 331-343.

GECIAUSKAS, E.P.

1985 Generalization of the Crofton Formula. Litovsk.Mat.Sb. gg, 58-—63.



- 109 

GROEMER, H.

1973 On some mean values associated with a randomly selected simple: in a convea:set.
Pacific J.Math. 52, 525-533.

1974 On the mean value of the volume of a random polytope in a convea: set.
Arch.Math. gg, 86-90.

GRUBER, P.M.

1983 Approximation of convez bodies. En: Convexity and its applications
(Gruber, P.M. y Hills, J.M. , eds.) 131-162. Birkháuser, Basel.

KENDALL, M.G. y MORAN, P.A.P.

1963 Geometrical probability. Griffin, London.

KINGMAN,J.F.C.

1969 Randomsecants of a convex body. J. Appl. Prob. g, 660-672.

KLEE, v.

1969 What is the expected volume of a simple: whose vertices are chosen at
random from a given conven: body? Amer.Math. Monthly E, 286-288.

MILES, R.E.

1971 Isotropic random simplices. Adv.Appl. Prob. _3_,353-382.

PETKANTSCHIN, B.

1936 Zusammenhá'ngezwischen den Dichten der linearen Unterrá'ume im n-dimensionalen
Raume. Abh.Math.Sem.Univ.Hamburg li, 249-310.

RAYNAUD, H.

. , . n
1970 Sur l'enveloppe convexe des nuages des paints aleatOires dans R .

J.App1.Prob. 1, 35-48.

REED, w.J.

1974 Randompoints in a simpleza. Pacific J.Math. _Si, 183- 198.



- 110 

RENYI, A. y SULANKE, R.

1963 Ueber die konvexe HüZZevon n zufállig gewáhlten Punkten.
Z.Wahrsch.verw.Geb. g, 75-84.

1964 Ueber die konvexe HüZZevon n zufüZZig gewáhlten Punkten II.
Z.Wahrsch.verw.Geb..2, 138-147.

RUBEN, H. y REED, W.J.

1973 A more general fbrm of a theorem of Crofton. J.App1.Prob. lg, 479-482.

SANTALO, L.A.

1976 Integral geometry and geometrical probability. Addison-—Wesley,
Reading, Massachusetts.

SCHNEIDER, R. y WIEACKER, J.A.

1980 Randompolytopes in a convex body. Z.Wahrsch.verw.ceb. gg, 69-73.

WIEACKER, J.A.

1978 Einige Probleme der polyedrischen Approximation. Diplomarbeit,
Freiburg im Breisgau.

WOOLHOUSE, W.

1867 Educational Times.


	Portada
	Índice
	1. Introducción
	2. Preliminares. 
	3. Valores medios relacionadoscon la configuración S (Bd; n-i, i)
	4. Problemas de Sylvester.
	5. Un problema de probabilidades geométricas. 
	Bibliografía

