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A mediados del siglo pasado, el matemdtico inglés J.J. Sylvester propuso el

siguiente problema relacionado con probabilidades geométricas:

iCual es la probabilidad p(K) de que cuatro puntos distribuidos
independiente y uniformemente al azar en el interior de un conjunto

convexo plano K formen un cuadrildtero convexo?

Consideremos la probabilidad complementaria p(K) , es decir, la probabilidad de que
la capsula convexa de los cuatro puntos en cuestidn sea un tridngulo. Se ve facil-

mente que

Y S ¢
p(K) O vV, (K)

(2)

siendo F(K) el drea de K , y V3 (K) el valor medio del area de un triangulo
cuyos vértices se encuentran distribuidos independiente y uniformemente en el interior
de K . Por consecuencia, posibles soluciones del, entretanto, considerado clasico

Problema de Sylvester, dependeran directamente del conocimiento del invariante

gz)m JF(K) |

afin V
. . C 1 d . .2 s
Consideremos ahora en el espacio euclidiano E la configuracidn estocastica
S(Kyn-i,i) formada por n puntos aleatorios, n-i de los cuales se encuentran distri-
buidos en el interior, los i restantes sobre el contorno de un cuerpo convexo K de
dimension d (d22 , n2d , 0Sisn) . Vamos a suponer que tanto los puntos interiores
Pl,...,Pn i como los puntos del contorno Sl,...,Si estén distribuidos de manera
independiente y uniforme en el interior y sobre el contorno de K , respectivamente.
Con probabilidad 1 , la cdpsula convexa H , ,(K) de P ,...,P  ,S ,...,S, resulta
n-i,i 1 n-i" 1 i
ser un politopo aleatorio de por los menos d y a lo sumo n vVvértices.
Objeto de este Trabajo de Tesis es, por un lado, estudiar de manera detallada

aspectos de ciertas variables aleatorias reales relacionadas con la capsula convexa

Hn—i i(K) . Por otro lado, en los capitulos 10 y 11 , retomaremos el clasico
b



Problema de Sylvester y, aplicando resultados obtenidos en los capitulos precedentes,

extenderemos una generalizacidn propuesta por R.E.Miles [1971].

El capitulo 1 contiene una lista de las principales notaciones utilizadas

a lo largo del texto.

En el capitulo 2 presentamos primero la demostracién clidsica del Teorema de
Crofton de Puntos Fijos. El teorema relaciona las configuraciones estocisticas
S(K;n,0) y S(K;n-1,1) . Seflalemos al respecto que muchos problemas vinculados a
probabilidades geométricas admiten solucién, puesto que la férmula diferenclal esta-
blecida por Crofton [1885] reduce el nimero de variables del problema en cuestidn.

En las secciones 2.2 y 2.3 mencionamos ciertos inconvenientes que se nos presentaron
al intentar aplicar al Problema de Sylvester una generalizacidén del Teorema de Crofton

propuesta por Geciauskas [1985].

En el capitulo 3 demostramos la férmula

g(d) (n-1i) (d)

K = - \' K
n-i,1® " V&) n-1-1,1%
que expresa el valor medio del nimero de vértices de la capsula convexa Hn—i i(K)
?
en funcidn del valor medio del volumen de Hn 1-1 i(K) . Para el caso particular i =0 ,
—1=1,

es decir, todos los puntos en cuestidn se encuentran distribuidos en el interior de K ,

obtenemos la férmula demostrada por Efron [1965].

En el capitulo 4 consideramos dos generalizaciones de una formula de Buchta
[1983], [1986a] relacionadas con las configuraciones S(K;n,0) y S(K;d+2-i,i) .

Para demostrar la expresién

min{i,d+1}
(d) 1 d+2-1+¢1iy,(d)
Vv = =
d+2-i,i(K) Zz(d+1—r)(r)vd+1—r,r(x)
r=max{0,i-1}



(comparar seccidn 4.2), utilizamos la misma argumentacién seguida por Buchta [1986a]

para el caso particular i =0 .

En la parte III estudiamos de manera sistemitica los valores medios del volumen,
la superficie, la anchura media, el nimero de vértices y el nimero de facetas de la
ciapsula convexa Hn—i,i para el caso particular de la bola unidad de dimensién d .
En la primera seccidn de los capitulos 5 a 9 nos dedicamos a desarrollar formulas
integrales que expresan los respectivos valores medios. La argumentacidn mas detallada

se encuentra en la seccién 5.1 donde, considerando una descomposicidn simplicial

adecuada de la capsula convexa Hn i y teniendo en cuenta resultados establecidos
L
d
por Deltheil [1926] y Miles [1971], obtenemos una representacidn integral de Vi_i i(Bd)
’

el valor medio del volumen de H , . .
n-i,i

En la segunda seccidn de cada capitulo ilustramos la utilidad de las formulas inte-
grales obtenidas dando expresiones explicitas para ciertos casos particulares.

Deducimos, por ejemplo, que

2
V(d) (B) = d-1 2
d+l-i,i  d id d+1-i 2
d p, (d+1) d“+2d-2i+2
d r(—————=)
2
¢ 2
d d+d-2i+2
S(d) (B ) = pd—l/? I‘( 2 )(d+1—i . i(d2+d-2i+2)
d+l-1,id (d+1) 71 q172,971 r(d2+d-2i+1) d (d+1)(d®+d-2i+1)
d ——

2

(comparar secciones 5.2 y 6.2 ). Establecemos asimismo tablas con valores numéricos
para los casos particulares del plano euclidiano y el espacio de tres dimensiones.

Los casos particulares i =0 e 1 =n , es decir, todos los puntos aleatorios



en cuestidn estidn distribufidos en el interior o sobre el contorno de la bola unidad

Bd » han sido tratados recientemente por Buchta, Miiller y Tichy [1984], [1985], quienes

obtienen expresiones "explicitas" de los valores medios de la superficle, la anchura

media y el nimero de facetas de las cipsulas convexas H y H
n,0 O,n

Observemos al respecto que la descomposicidn simplicial utilizada por Buchta, Miiller

, respectivamente.

y Tichy [1984], [1985) no permite un tratamiento de los valores medios del volumen
Vﬁ?;(ad) y Vé?i(Bd) . Estos dos casos particulares los hemos desarrollado de manera
detallada en las notas [1987b] y [1987c].

El valor medio del volumen Vﬁ?;(K) aparece asimismo en el siguiente contexto. Genera-
lizando un teorema de Blaschke [1917], Groemer [1973], [1974] demuestra que, entre

(d)

todos los cuerpos convexos K de igual volumen, el valor medio del volumen Vn,O(K)

es minimo Unicamente si K es un elipsoide. Por consiguiente, dado que Vifé(K) /V(K) es
un invariante afin, las férmulas integrales establecidas en la seccidn 5.1 per-

miten determinar la cota inferior de Groemer para valores arbitrarios de d y n .
Finalmente hacemos brevemente mencidon de la manera en que intervienen los valores medios
V(d? (K) ¥y S(d? .(K) en el problema de la aproximacidén aleatoria de cuerpos

n-i,i n-i,i

convexos. Se tiene, por ejemplo, que el valor medio de la distancia, en el sentido

de la métrica de diferencia simétrica GS , entre la bola unidad B3 y un poliedro

aleatorio con vértices sobre el contorno de B_ , es igual a

3
S _ 4w _ (n-1)(n-2)(n-3)
E(8 (BB’HO,n)) T3 (1 (n+1)(n+2)(n+3))

Otros resultados relacionados con la cdpsula convexa de puntos aleatorios y con la
aproximacidn de cuerpos convexos, pueden ser consultados en los resimenes de

Buchta [1985] y Gruber [1983].

La parte 1V esta dedicada de manera exclusiva al Problema de Sylvester.
En el capitulo 10 damos una resefna histdrica del problema y mencionamos los resul-

tados que han sido obtenidos hasta el momento.



Una generalizacidn del Problema de Sylvester consiste en determinar las

probabilidades
(d) o (d)
+l(K;d+m—1,1) . , pd+m(K;d+m—i,i)

dz22 , m22 , 0sisd+m , de que la cdpsula convexa (K) relacionada con la

Hd+m—-i,i
configuracién estocastica S(K;d+m-1,i) tenga d+1, ... , d+m vértices. Kingman
[1969] resuelve el problema para el caso particular K= Bd ,m=2 , i =0 . Poco mis

tarde Miles [1971] hace lo mismo para K= Bd y,ymMm=3,1i=0.

En un trabajo reciente Buchta [1986a] expresa las probabilidades

i(x d+3,0) ;(K d+3,0) y (K3d+3,0)

( ( )
Pas Pa+3
en funcidn del primer y segundo momento del volumen de un simple aleatorio cuyos

vértices se encuentran distribuidos independiente y uniformemente en el interior de un

cuerpo convexo K de dimensidn d (comparar capitulo 10, expresiones (10.9) - (10.11
En el capitulo 11, aplicando resultados obtenidos en las partes II y III, esta-
blecemos fdrmulas explicitas para las probabilidades

d
()(B syd+m-1i,1) ,d22, m=2,3,4 , 15jsm, 0s1isd+m

Para los casos particulares m =2 y m =3 ilustramos el Problema de Sylvester
dando todos los valores posibles para el plano y el espacio de tres dimensiones
(comparar tablas 11.1 - 11.4 ).

(d)

En el caso particular m = 4 aparece un nuevo invariante Mz d+ 2(Bd syd+2-i,i) ,
el segundo momento del volumen del politopo aleatorio de dimensién d vinculado a la
configuracion estocastica S(Bd;d+2-i,i) para el cual, desafortunadamente, las cuentas

parecen ser inaccesibles. De todas maneras, en las tablas 11.5y 11.6 , mencionamos

los resultados "calculables".



Finalmente, en el capitulo 12, tratamos un tipico problema de probabilidades

geométricas. Consideremos. tres puntos aleatorios P , P, y P_ distribufidos indepen-

1

diente y uniformemente en el interior de la bola unidad Bd

2

iCudl es la probabilidad p(Bd;Z) de que la circunferencia que pasa

por P, Pl y Pz esté completamente contenida en Bd?
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CAPITULO 1 NOTACIONES

En este capitulo definimos los conceptos fundamentales que vamos a usar a lo
largo del trabajo.

Si d es un entero, d21 , indicamos con Ed el espacio euclidiano de
dimensidon d . Llamamos cuerpo convexo K de dimensién d a un conjunto convexo
y compacto tal que su interior no sea vacio.
La configuracidon estocastica S(Kj;n-i,i) consiste en un conjunto de n puntos
aleatorios, n-i de los cuales se encuentran distribuidos independiente y uniforme-
mente en el interior, los restantes i sobre el contorno de un cuerpo convexo K

de dimension d (n2d , 0sisn). Indicamos con Ph (l1shgn-i) 1los puntos

interiores, con Sj (1sjsi) los puntos del contorno de K . Asimismo indicamos
el elemento de volumen de K en el punto Py el elemento de superficie del
contorno de K en el punto S, con dPh y de , respectivamente.

N6tese que, con probabilidad 1 , la capsula convexa Hn—i,i(K) del conjunto de

puntos {Pl,...,Pn i,S .,Si} es un politopo simplicial, es decir, todas las

P
facetas de H i i(K) son simples de dimensidén d-1 .
4Ly

Muchos ejemplos y valores numéricos que aparecen en el trabajo estan relacionados
. d d
con la bola unidad Bd en E , o sea el conjunto Bd ={XeE : |X|sl} y con

su contorno aBd = {XeE : |X|=1} . Indicamos con p, y w el volumen y la

d d-1

» respectivamente (obsérvese que el indice en w indica

superficie de Bd y 3B -1

d

la dimensidn de BBd como variedad métrica).

. d
Llamamos hiperplano Ld ;] en E a una variedad lineal de dimensién d-1 . Si p ,

p>0 , es la distancia del origen de coordenadas O al hiperplano , Se tiene

L
d-1
que la Gnica densidad (salvo un factor constante) de hiperplanos invariante por

d
movimientos rigidos en E es igual a dL = dpdw,

d-1 d-1



Para no sobrecargar las expresiones integrales indicamos el campo de inte-
gracidn sdlo en los casos en que el contexto lo requiere. Eludimos asimismo intro-
ducir m3s indices en las abreviaciones 1I(p) ,a ¥y Br (capitulos 5 a 9) observando
que se refieren dnicamente a las fdrmulas en que aparecen.

Damos a continuacidn una lista de las notaciones que con mayor frecuencia

aparecen a lo largo del texto.

pr volumen de la bola unidad de dimensidén r en Er
r
wr—l superficie de la esfera unidad de dimensiéon r-1 en E
i i(K) cdpsula convexa definida por la configuracidén S(Kj;n-i,i)
X ]
V(d? . (K) valor medio del volumen de H | , (K)
n-i,i n-1,1
(d) . .
S . .(K) valor medio de la superficie de H |  (K)
n-i,i n-i,i
d
w( ? . (K) valor medio de la anchura media de H (K)
n-i,i n-i,i
d
E( ) (K) valor medio del nimero de vértices de H . (K)
n-i,1i n-1i,1i
d
F( ) .(K) valor medio del nimero de facetas de H (K)
n-1,1 n-i,i
d
p;+?(K;d+m—i,i) probabilidad de que la capsula convexa definida por la
J configuracidn estocastica S(Kj;d+m-i,i) tenga d+j
vértices, 1sjsm .
d
Mi )(K;d+1—i,i) r-ésimo momento del volumen del simple aleatorio
definido por la configuracidn estocdstica S(K;d+l-i,i) .
(d) .. . - .
Mr d+2(K;d+2-1,1) r~ésimo momento del volumen del politopo aleatorio
?

de dimensidn d definido por la configuracién esto-
castica S(K;d+2-1,1i)



CAPITULO 2 TEOREMA DE CROFTON DE PUNTOS FIJOS

2.1. Demostracidn clasica del Teorema de Crofton

Consideremos la configuracion estocastica S(Kj;n,0) formada por n puntos
aleatorios Pl,...,Pn distribuidos independiente y uniformemente en el interior
de un cuerpo convexo K en E (dz1) .
Nuestra intencidn es determinar la probabilidad p de que la configuracién S(K;n,0)
verifique cierta propiedad intrinseca, es decir, la propiedad en cuestidn depende
Unicamente de la posicidn relativa de los puntos Pl,...,Pn y no del cuerpo convexo
K o de la posicidn relativa de S(K;n,0) respecto de K . Por ejemplo, dados 3

puntos aleatorios P ,P_y P distribuidos independiente y uniformemente en el inte-

172 3

rior de una figura convexa plana K , la probabilidad de que Pl,P2 y P3 formen un

triangulo agudo depende Gnicamente de la posicidn relativa de PI’PZ y P3 . En cambio,

la probabilidad de que la circunferencia que pasa por PI'PZ y P3 esté completa-
mente contenida en K , dependeri decisivamente de la forma de la figura convexa
plana K (comparar capitulo 12).

Volviendo al caso general podemos afirmar que

(2.1) P

=}

donde V = V(K) es el volumen del cuerpo convexo K y U 1la medida del conjunto

de casos favorables. Sea K' otro cuerpo convexo que contiene a K y tal que

(2.2) V! = V+AV y U' = U+AU



siendo V' el volumen de K' , y U' 1la medida del conjunto de casos favorables
para el caso en que los puntos Pl,...,Pn estén distribuidos en el interior de K' .
La probabilidad de que la configuracién S(K';n,0) verifique la propiedad en
cuestidn es igual a

y' U + AU
(2.3) p+taop = =

vt (v + av)"

Sea ahora pj la probabilidad de que la propiedad se cumpla en el caso de que
n-j puntos estén distribuidos en K y los restantes j en K' - K . La medida del

conjunto de casos favorables es

(2.4) U+A0 = U+U + ...+0,+...+U s
1 j n
donde
n n-j h|
(2.5) U, ) .V (av)
J (J) pJ

y, por lo tanto,

n n n n-j J
2.6 A V + AV = pV \' I\
(2.6) (p + 4p) (V + AV) P + E(j)pj (av)

n
n n n-j J
2.7 \'/ \'J = - AV
(2.7)  Bp(V + V) Zl:(j) (@, - PV W)
J=

Supongamos ahora que AV es un incremento infinitesimal del volumen de K . Consi-
derando Ginicamente los términos de primer grado, e identificando incrementos infini-

tesimales con diferenciales, obtenemos finalmente



dv
(2.8) dp = n(pl -p) v’

es decir, obtenemos una relacién diferencial entre p , la probabilidad de que la
configuracidon estocdstica S(K;n,0) verifique una cierta propiedad intrinseca, y

P, , la misma probabilidad vinculada a la configuracidén S(Kj;n-1,1) . La expresiodn

1
(2.8) es conocida como "Teorema de Crofton de Puntos Fijos".

Observacion 2.1

Los mismos argumentos aqui desarrollados se pueden extender sin mayores dificul-
tades a dominios medibles y a configuraciones con distribuciones mds generales que

la uniforme (comparar Kendall y Moran [1963] y Deltheil [1926] ).

Observaciéon 2.2

Exactamente el mismo método se puede aplicar para demostrar la siguiente rela-

cion diferencial

(2.9) dp = n(u1 -w = .,

donde u es el valor medio de cierta variable aleatoria intrinseca vinculada a la
configuracién S(K;n,0) y u1 el mismo valor medio relacionado con S(Kj;n-1,1)

(comparar Kendall y Moran [1963] y Deltheil [1926] ).

Observacion 2.3

Para el caso de la bola de dimensién d y de radio R , integrando (2.9) ,

obtenemos



(2.10) u ul(i)ﬁ dR

Observacidn 2.4

Muchos problemas relacionados con probabilidades geométricas pueden ser resueltos
en virtud del Teorema de Crofton de Puntos Fijos, ya que pasar de la configuraciodn

S(K3n,0) a la configuracién S(K;n-1,1) significa reducir el nimero de variables.

Observacion 2.6

Supongamos que para j = l,...,k , Dj sea un dominio de dimensidn dj y
volumen Vj . Supongamos ademads que nj puntos aleatorios se encuentren distribuidos
en el interior de D, . Ruben y Reed [1973) demuestran la siguiente generalizacidn

del Teorema de Crofton:

k dvj

(2.11) dpy = n, (p* -p) —
Z ity W o,

j=1 J

donde dy es el incremento de p que se obtiene al incrementar cada dominio Dj
por dvj s Y u? el valor medio de la variable aleatoria en cuestidn que se obtiene
al fijar un punto en el contorno de Dj . Cada dominio tiene que ser incrementado

de tal manera que se conserve equivalencia afin con la situacidn original.

Reed [1974]) utilizala forma generalizada (2.11) del Teorema de Crofton de Puntos
Fijos para determinar los momentos del &drea de un tridngulo formado por tres puntos

distribuidos en el interior de un triangulo y de un paralelogramo.
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Observacion 2.6

Geciauskas [1985] propone la siguiente generalizacidn del Teorema de Crofton
de Puntos Fijos. Sea S(Djn-i,i) 1la configuracidn estocastica formada por un dominio
medible D de dimensién d y n puntos aleatorios, n-i de los cuales estidn
distribuidos independientemente en el interior y los restantes 1 en el contorno
del dominio D . Sea ui(r) s 081isn , el r-ésimo momento de cierta variable aleatoria

intrinseca relacionada con la configuracién S(Dj;n-i,i) . Se tiene que

k k-1i k k-1i
d u (r) . d p.(r)
k 0 - k -1
(2.12) E (1) (:)Tv" i E (1)(:)1(——1‘,“ it , 1€ ksn
dav dv
i=0 i=1

siendo V la medida del dominio D .
Objeto de las secciones 2.2 y 2.3 es presentar un contraejemplo de la generalizacidn
propuesta por Geciauskas, como asimismo mostrar dénde, a mi parecer, falla el "método

modificado de Crofton" utilizado por el autor en la demostracidn de la férmula (2.12).

2.2, Contraejemplo de la generalizacidon de Geciauskas

Consideremos en el plano euclidiano E2 la configuracidn estocastica
S(BZ(R);Z—i,i) , 02is2 , formada por un circulo de radio R y dos puntos aleatorios,
2-i de los cuales estdn distribuidos independiente y uniformemente en el interior
y los restantes 1 en el contorno de B2(R) . Sea ui(R) el valor medio de la
distancia entre los puntos dados relacionado con la configuracidn S(BZ(R);Z—i,i)

Los valores de B;(R) , 02isS2 , se calculan facilmente (comparar, por ejemplo,

Santalé [1976] ) :
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(2.13)  wy(R) = ZE R, MR = 2Ry W) = IR,

o, en funcidn del area F de BZ(R) s

128 -3/2

/2 32 -3/2 1/2
45

1 _ -3/2 _1/2

(2.14) W (F) b (F) = 4

Remplazando en la férmula (2.12) se verifica ripidamente que

d2u dy du

0 0
+ 4F — + +
P GF S5t 2wy F AR+ 2w,

(2.15) F2

2.3 El método modificado de Crofton

La demostracion de Geciauskas sigue exactamente el mismo razonamiento desarrollado

por Crofton [1885] hasta llegar a la expresién

=]

(2.16)  (u + dp)(V +aV) " = pv' o+ (?)pjv"“j (av)?

Aqui el autor propone el siguiente camino. Sea t , t20 , un paradmetro que describe

el crecimiento del dominio D . Se tiene que

(2.17) w + bp = y y V + AV =V

Remplazando en (2.16) obtenemos

n

n n n n-j h|

(2.18) A pvo o+ E(j)uj(vt)v v, -V
j=1
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y, diferenciando respecto de Vt ’

du

n
t n n-1 n j n-j i
(2.19) _‘“’t LA LA = Z(_)—v (V. -V)

n
n n-j . j=-1
V)V vV -V
E:(J’)uj( DV I -V
j=1
Haciendo ahora tender Vt->V obtenemos la clasica formula de Crofton:

du
2.20 — =
( ) vdv + nu o,

Derivando sucesivamente respecto del volumen incrementado Vt » ¥ haciendo tender
Vt—>V , se obtiene finalmente la expresidon (2.12) .
A continuacidon demostramos que, en general, aparecen ciertos inconvenientes en estas
dos Gltimas operaciones. En particular, vamos a ver que para el contraejemplo presen-
tado en la seccidn 2.2 , se tiene que

dul(Ft) dp

(2.21) lim ——— 4+ ——

dF
FoF 9F

es decir, los términos que aparecen en la expresién (2.19) no tienen por qué ser
continuos, con lo cual la derivacidn sucesiva respecto de Vt » como asimismo el paso al

limite Vtﬁ-v ,S5e verian altamente afectados.

Demostracion de (2.21). Retomemos el contraejemplo de la seccidn 2.2 . Sea B2(R)

un circulo de radio R , B2(R,t) otro circulo concéntrico de radio R+t (t> 0 chico)



y area Ft . Para el valor medio de la distancia de P1 a P2 obtenemos (comparar

figura 2.1 )

(2.22) W (F) = fjﬂp -P, ||dP dp,

P eB(R)

Ple BZ(R,t)- BZ(R)

Figura 2.1

0, utilizando la conocida densidad de par de puntos (comparar Santald (1976}, p.46),

1
(2.23) mED = F - F)Ff flt dtldtz]dG

G+B (R) €t

donde tl y t2 son las abscisas de los puntos P1 y P2 sobre la recta G deter-

minada por P1 y P2 . Integrando obtenemos

1 2 3 2 2 2 3
2. 4 = P A -_— g — € O d
(2.24) ul(Ft) (Ft'F) Ff[3 e 0+ e + JE, ] G

G +B2(R)



donde ¢ = o(p) = 2 (Rz—pz)i es la longitud de la cuerda GAnN BZ(R) » P 1la distancia
de G al centro 0O de BZ(R) y et = et(Ft) = (.F_t.-pz)& - 0/2 (comparar figura 2.1).
b

Teniendo en cuenta que Ft -F = 1r(e:t2 + eto) , se obtiene

2 3 2 2 2 3
1 3 eto + EtO + Eeto
2.25 = —
( ) ul(Ft) F [ > ]dc
+ g

et
G +32(R)

Diferenciamos ahora (2.25) respecto del incremento del area Ft (aplicando el

teorema de Leibniz sobre integrales dependientes de un parametro) :

du (F ) -2-540+ie302 +le 03
.| 1 3 %% 3% 3 ¢
(2.26) dF = 2nZF 2 2 dG
t ( + eto) (e + 0/2)
1
G BZ(R)
2Rt
Para valores 1o suficientemente chicos de t podemos escribir €, = —0 (parte lineal

del desarrollo en serie de Taylor), de donde resulta que

d”l(F ) 32 pug3eh 4 3—32- R3071¢3 + %Rzot2
(2.27) Tt— z [ ]dG
5.5 4ol 3,3
t 32R t 401; L, 16R7t% 220 t2
U g ag

GiB (R)
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Estamos ahora en condiciones de pasar al limite Ft—r F :

32 _ 2 -
du (F) ! -3—R'*03t“ + -33—R30 1¢3 & £3’-R20t2
(2.28) 1lim —d'F— = 712F lim[ dG ,
F,—F t t=0" 32R5t5  40R*t" 16R3t3 2 .2
o5 * =53 + o + 2R“0Ot
G+ B_(R)
2
y por lo tanto
d F
(2.29) 11 Sy 1
. Im — = 5= dG
F—F dFt 3n<F
B_(R
G+ 2( )

Obsérvese que en (2.28) hemos utilizado el teorema de convergencia mondtona de
Lebesgue. Finalmente, recordando que la medida del conjunto de rectas que intersecan

a una figura convexa plana es igual al perimetro del contorno, obtenemos

dp. (F )
, 1Ve) 2 -3/2 _-1/2
(2.30) 1lim dFt = 37 F

F—F
t
Pero, por otro lado, se tiene que

du_ (F)
- ~-1/2 16 -3/2_-1/2
(2.31) %— = ﬁ(%Z_“ 3/2 F /) = —n /F /
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Observacidn 2.7

El hecho de obtener correctamente la clasica foérmula de Crofton utilizando el
"método modificado de Crofton" propuesto por Geclauskas, ha de considerarse fortuito

ya que en la expresidn (2.19) se tiene que

0 » J = 1,2,...4n

y, por lo tanto, la discontinuidad de duj(vt)/dvt no afecta el valor del limite

final.



CAPITULO 3  GENERALIZACION DE UNA FORMULA DE EFRON

. . d - -
Consideremos en el espacio euclidiano E (d2 1) 1la configuracién estocistica

S(K;n-i,i) formada por n-i puntos Pl,...,Pn_i del interior e i puntos

Sl,...,S, del contorno de un cuerpo convexo K de dimensién d . Supongamos que
i

tanto Pl,...,Pn como Sl,...,S, estén distribuidos independiente y uniformemente
- i

i

en el interior y sobre el contorno de K , respectivamente. Sea Hn la capsula

~i,1

convexa generada por los puntos Pl,...,Pn_i,Sl,...,Si .

Objeto de este capitulo es generalizar una férmula de Efron [1965]) que relaciona

el valor medio del nimero de vértices de H ., . con el valor medio del volumen de
L
» la capsula convexa generada por los puntos P ,...,Pn_i_l,sl,...,si .
d)

Para el valor medio del nimero de vértices E( . i(K) podemos escribir

’

n-i-1,1

€ +...4€ +e'+,,.+¢")dP ...dP ds. ...dS
f(l n-i 1 e)dPy .. dP ;45 i

d
(3.1) B ) - "
n-i,1 n-i i
[V(K)] [S(K)]
donde
1 si P. es vérticede H , .
j n-i,i
Ej { j=1,2,...4n-1 y
0 si P, no es vértice de H
J n-i,1
' 1 si Sh es vértice de Hn—i,i
“h ho= 1,2,...,1

0 si S no es vértice de
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Puesto que los puntos Pl,...,Pn i y 81""’51 estin distribuidos idénticamente

en el interior y sobre el contorno del cuerpo convexo K , respectivamente,

se obtiene

-4 e .. i[e!dP ... ...d
(n 1)fen_idP1 dp__ dS ...ds lfeidpl dp__ dS ...ds
+

v syt v 1" st

(d)
3.2) B

y por lo tanto,

(d) _ = .~
(3.3) En—i,i(K) = (n-1)p(K) + 1ip(K)
siendo
p(K) = p(Pn—i sea vértice de Hn—i,i) y
p(K) = p(Si sea vértice de Hn—i,i)

Con probabilidad 1 todos los puntos del contorno son vértices de la cépsula convexa

H . . . Obtenemos entonces
n-i,i
d -
G4 B @ o= 1+ -0
n-i,i
(d) _ -
(3.5) E (K) = 1 + (n-1)[1 - p(K) ]
n-i,1i
donde P(K) es la probabilidad de que Pn i no sea vértice de Hn 14 Con proba-
- T
bilidad 1, P no es vértice de H si y sb6lo si estd contenido en la
n-i n-i,i
cdpsula convexa Hn-i-l,i generada por los puntos Pl""’Pn—i—l’Sl"“’si . Por

consiguiente deducimos que
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(d)
v (K)
(d) n-i-1,1
(3.6) Eoi K = 1 + (m-1) (1 V(K) )
y finalmente
() _ o m-i) (@)
(3.7) En—i,i(K) = n V(K) Vn"i‘lsi(K)

Observacion 3.1

Para el caso particular i = 0 , es decir todos los puntos se encuentran distri-

buidos en el interior de K , obtenemos remplazando en (3.7)

EDwy = 0 - =2y @) g

(3.8) n,0 V(K) n-1,0

en coincidencia con lo establecido por Efron [1965].

Observacion 3.2

Para el caso particular 1 = n , es decir todos los puntos se encuentran distri-
buidos sobre el contorno de K , obtenemos

g(d)

(3.9) O.n

(K) =

en coherencia con los argumentos utilizados en la demostracidén de la férmula (3.7) .



CAPITULO 4 DOS GENERALIZACIONES DE UNA FORMULA DE C. BUCHTA

4.1 La configuracion estocdstica S(K;n,0)

d
Consideremos primero en el espacio euclidiano E (dz2 1) 1la configuracidn

estocistica S(K;n,0) formada por n puntos aleatorios P .,Pn distribuidos

1
independiente y uniformemente en el interior de un cuerpo convexo K de dimensidn

d .
Vi )(K) el valor medio del volumen de Hn 0’ la c3psula convexa de los
» b4

puntos Pl,...,Pn .

d . Sea

Para figuras convexas planas y cuerpos convexos de 3 dimensiones, Buchta [1983]

demuestra las siguientes relaciones:

), _ . .(2)
4.1 VI = 2V, )
y

(3),.. _ 5 (3)
(4.2) ' i (K) = > VA,O(K)

Objeto de esta seccidén es generalizar las expresiones (4.1) y (4.2) en el

siguiente sentido:

Teorema 4.1. Sea K wuna figura convexa plana. Se tiene que

m-1]
(2) (2)
. = = 2 cee
(4:3) Vo0 z :CZ(m-k)+1V2(m-k)+1,0(K) =23
k=1
donde C son constantes definidas por la f6rmula recursiva:
2(m-k)+1



c
2m-1

k-1

2m~-2i+1 ,2m-21i

m 2m-1
2m (Zk-Zi) 2(m-i)+l)

2(m-k)+1 ((Zk—l) -

C2(m-—k)+1
i=1

para k = 2,3,...,m-1 .

3 .
Teorema 4.2. Sea K un cuerpo convexo de dimensién 3 en E . Se tiene que

m-1
(3) (3)
4.4 \' K = ! \ = 2 oo
(4.4) 2m+1,0) §:C2(m-k)+2 2(m-lc)+2,0%) m= 2,3,
k=1
d 1 k3 3 - 3 :
onde C2(m—k)+2 son constantes definidas por la férmula recursiva
2m+1
c! =
2m 2
k-1
ct _ mQ@m+1) ((Zm—l) _ (2m-21i+1)(2m-21i+2)
2(m-k)+2 (2m-2k+1) (2m-2k+2)" “2k-1 2m(2m+1)
i=1
(2“\"21) ' )
2k-2i7 2(m-i)+2

para k = 2,3,...,m=-1 .

Ilustracién de la demostracién del teorema 4.1. Presentamos a continuacidén la demos-

tracion de la expresién (4.3) para el caso particular m = 3 .

(2)

Dado que el cociente Vn 0(K) / F(K) es un invariante afin, podemos suponer
?

que el drea de K sea igual a 1 . Rényi y Sulanke [1963], p.76 , demuestran que

(2) n+1 ~n-1
(4.5) E (K) () [0

~ n-1
n+1,0 + (1-V) )dPldP

2
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2
donde Ei+i’0(K) es el valor medio del nimero de vértices de Hn+1,0 s la capsula

convexa de Pl,...,Pn+1 s Yy V= G(PI,PZ) el drea de la mas chica de las dos partes

en que queda dividida la figura convexa K por la recta determinada por P1 y P2 .

Utilizando la férmula de Efron (3.8) obtenemos

(2) _ _n ~n-1 _syn-l
(4.6) Vn,o(K) = 1 > (v + (1-V) )dPlsz R
y para n = 6

(2) 5 ~ 5

Ve o) 1-3 [(v + (1-V) " )dp dp,

= 1-15 j(04-2\73+202-\7+—;-)d1>1dp2

A4 -~ -~ -~ 1 “2 ~ 3
1 - 15](v —2v3+3v2-2v+5)dpld1>2+15f(v —V+E)d1’ dp

12
- (2) G2_5.1 -

= 3v5’0(1<) - 2 4+ 15f(v V+2)dPldP2 3[dPldP2
_ (2) (2)

= 3V (K - 5V T I(K)

en coincidencia con (4.3) para m= 3 .

Observacion 4.1

Las demostraciones rigurosas de los teoremas 4.1 y 4.2 pueden ser consultadas
en la nota "Generalization of a formula of C. Buchta about the convex hull of

random points" [1987a].
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Observacidén 4.2

Sustituyendo m = 2 en las expresiones (4.3) y (4.4) obtenemos

(2) (2)
v4’0(x) 2v3’0([<)
(3), . 5.(3)
VS,O(K) = 2V4,0(K) s

en coincidencia con las relaciones (4.1) y (4.2) de Buchta [1983].

Observacion 4.3

Algunos valores numéricos para el caso de figuras convexas planas:

@, (2
Vot = 2V )

@, L@ (@)

Ve o) = 3VS () 5V oK)y

véZ)(x) - 4v(2())(1<) - v o+ 28v

Observacion 4.4

Algunos valores numéricos para el caso de cuerpos convexos en E

(3),.. _ 5.(3)
VS’O(K) = 2V4,0(K)

(3),. 103 35 (3)

V2,000 = 2V o) 4 V4,00

(3) 9..(3) (3) (3)

v 9 _

5.0 > Vs o) 2V (K) + 63,70 (K)



4.2. La configuracidon estocastica S(K;d+2-1i,1)

Consideremos ahora la configuracion estocdstica S(K;d+2-i,i) formada por

d+2-i puntos P del interior e i puntos Sl,...,Si del contorno

1"'°’Pd+2—i

d
de K , un cuerpo convexo de dimensiéon d en E . Supongamos que tanto Pl,...,P

como Sl,...,Si estén distribuidos independiente y uniformemente en el interior

d+2-1

y sobre el contorno de K , respectivamente.

Recientemente, de nuevo Buchta [1986a] generaliza las expresiones (4.1) y (4.2)
para el caso de d dimensiones, obteniendo la siguiente relacidn:
(d) _ d+2 (d)

(4.7) Vd+2,0(K) ) Vd+1,o(K)

Objeto de esta seccidén es generalizar la foérmula (4.7) de Buchta en el

siguiente sentido:

d
Teorema 4.3. El valor medio del volumen Vs+; i i(K) de la cdpsula convexa H
L

vinculada a la configuracion estocastica S(K;d+2-i,i) satisface la siguiente

d+2-1i,1i

relacion

min{i,d+1}

(d) d+2- i (d)
(4.8) Virzoi 1 Z (ge1-g) )Vdﬂ_r’r(x)

r=max{0,i-1}

Demostracion del teorema 4.3. Utilizamos el mismo razonamiento seguido por Buchta [1986a].

Consideremos la cdpsula convexa como un simple de dimensién d+1 conte-

H

d+2-i,1
nido en un hiperplano de dimensién d . El volumen de dimensidn d de un tal simple
es igual a dos veces su superficie de dimensién d , que a su vez es igual a la suma

de los volimenes de dimensién d de sus facetas.



La configuracion estocdstica S(K3;d+2-i,1) determina

d+2-1 i _
(d+1-r) (r) r = max{0,i-1},...,min{i,d+1}

simples del tipo » es decir simples de dimensién d conm d+l-r vértices

Hd+1—r,r
distribuidos en el interior y r vértices distribuidos sobre el contorno del

cuerpo convexo K .

Observacidén 4.5

Para el caso particular i = 0 , es decir, los d+2 puntos en cuestidn se

encuentran distribuidos en el interior de K , obtenemos

(d) 1 d+2y (d)
Vis2, 08 = 3 (d+1] d+1,0'0
_d+2 (d)

T2 Vd+1,0(K) ’

en coincidencia con la férmula (4.7) de Buchta.
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CAPITULO 5 EL VALOR MEDIO DEL VOLUMEN DE Hn i
Lo

5.1. Representacién integral del valor medio del volumen V(d? i(Bd)
g )

d
Consideremos en el espacio euclidiano E (d2 2) la configuracidn estocastica

S(Bd;n-i,i) formada por n-i puntos Pl,...,Pn (n2d+l, i21) del interior e

i
i puntos Sl,...,Si del contorno de Bd ,» la bola unidad de dimensidon d .
Supongamos que tanto Pl,...,Pn_i como Sl,...,Si estén distribuidos independiente
y uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.

En esta seccidn nos proponemos desarrollar formulas integrales que expresen el

(d)

valor medio del volumen V | (B.) de H » la cdpsula convexa de los puntos
n-i,i d n-i,1i
Pl,...,Pn_i,Sl,...,Si .
Con probabilidad 1 el contorno de la capsula convexa Hn i es la unidn de
R )

un cierto nimero de facetas (simples de dimensién d-1 ). Teniendo en cuenta que

S eesS son vértices de H podemos elegir SEESi y, uniendo los vértices

177777 n-i,i
restantes de H 1.9 con S , obtenemos asi una descomposicidon de la cdpsula
n-i,1

convexa H | i en un cierto numero de simples de dimension d .
n-i,

Del conjunto de puntos

sS

L sSpeeS, )

LI i1

1’

elegimos ahora un subconjunto de d puntos. Con probabilidad

n-1i i-1

(d—r] ( r )

"3

(5.1)




= 3 =

obtenemos el siguiente subconjunto de puntos

1 d-r’"1’
donde
r = max {0,d+i-n},...,min{d,i-1}

El hiperplano Ld—l generado por Pl,...,Pd_r,Sl,. o] divide a Bd en
d S ~

os partes L

1
Figura 5.1

La capsula convexa de P_,...,P . . - coincide con una faceta de H

1 d-r’"1°" T n-i,i
(una faceta que no contiene el punto S ), Unicamente si los puntos Pd—r+1""’Pn—i
y Sr+1"'°’si—l estdn contenidos en K , la parte de Bd determinada por Ld—l

que contiene el punto S (comparar figura 5.1) .

La probabilidad de que ocurra este evento es igual a

~ n-i-d+r ~ i-r-1
s () )
P d-1
donde V = V(Pl,.. ’Pd- ,Sl,...,Sr,S) es el volumende K y S = S(Pl""’Pd—r’Sl"°'




la superficie de K n BBd .

El volumen del simple de dimension d determinado por P_,...,P

1 d_r,Sl,...,Sr,S es

§(S,L ) T
(5.3) _d-1"

siendo 6(S,L ) 1la distancia del punto S al hiperplano L y

d-1 d-1

T = T(Pl,...,Pd_r,Sl,...,Sr) el volumen del simple de dimensidon d-1 formado
por Pl""’Pd-r’Sl’°'°’Sr .
Dado que Pl,...,Pn__ y Sl,...,S__1 estdn distribuidos idénticamente en el interior
-1
y en el contorno de Bd ,» existen (nd ) posibilidades de elegir el subconjunto
de d puntos
{Pl""’Pd—r’Sl’°"’sr}

Después de todo esto, teniendo en cuenta las expresiones (5.1)-(5.3) , podemos

d
afirmar que el valor medio del volumen Vi ; i(Bd) es igual a
Lo
min{d,i-1}
(d) _ n-1 n-i i ~n-i-d+r ~ i-r-1
(5.4) Vo i1y = () E (1/dpg "0y 1) [8(s,L, DV S x
r=max{0,d+i-n}
n-iy i-1
CThHh
x ———— TdP,...dP dsS....dS ds
r 1 r

(n;I) 1 d-



Recordando que L es el hiperplano generado por los puntos P _,...,P
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sesesS

d-1 1 d-r*°1

aplicamos ahora la siguiente equivalencia estocidstica demostrada por Miles [1971].

Resulta equivalente :

(1)

(2)

Elegir independiente y uniformemente al azar d-r puntos Pl""’Pd—r

del interior y r puntos Sl,...,Sr del contorno de Bd

Elegir primero un hiperplano aleatorio Ld—l cuyo vector normal unidad

esté distribuido uniformemente y tal que la distancia p del centro O

de Bd a Ld—l tenga la siguiente funcidén de densidad
2 d2—2r—1
1 d -2r+l 2 2
(2/3¢,—— )1 - p) (0sps1)

siendo B(x,y) la funcidn beta. Elegir después d-r puntos Pi""’Pé—r

Ld—l n Bd y r puntos Si,...,S; en Ld—l n BBd de tal manera que

la distribucidn conjunta sea la distribucién uniforme de Pi,

en

ceesP! LS

d-r” 1

ponderada por el siguilente factor

1

d-
d
d-1 (r(3))
2— -
((a-1)1/ (1-p?%) 2 )B(%,g—%)(d/(d—l))d T —Z—d—

(r(5H))

De (1) y (2) deducimos que

(5.5)

2
dP ...dP, ds / )

2. ' ' ' '
= - ' - . o o LB 3
) gop 48 ---dS_ ((d-1)t/ (1-p%) Tdp}...dP) dS ...ds'dpde,

‘,...,S;



Utilizando las nuevas coordenadas se tiene que

min{d,i-1}

d VI —iei-l £/2
(5.6) vi_;’i(nd) ((a-1t7ae] "0y ) Z GO )ja(s L, ) (-p?)

r=max{0,d+i-n}

~n-i-d+r ~ i-r-1 2 _, . ' .
v S ([T dP...dP; dS|...dS )dpdw, , dS

Miles [1971] obtiene el k-ésimo momento del volumen de un simple aleatorio Hd ror
—Ly
de dimensidn d-1 formado por d-r puntos interiores y r puntos del contorno

de una bola de dimensién d-1 y radio R . Utilizando el resultado de Miles [1971]

(teorema 2, p.362) deducimos que

d%+d-r-2 )
2 —
(5.7) f'r dP' dpc'l_ dsi...ds]'r = (1-p2) 2 p:l d“+d-2r —
(d-1)! (d+1)

Remplazando en (5.6) se obtiene

min{d,i- 1}
d%+d- d
(5.8) v(d? (B) = ——— ( )—2r o x
n-i,i d d.pn i i 1 (d+1) d- d-1
d d 1 —max{O d+1 n}

d?+d-2-2r

- n-i-d+r - i-r-1 2
fG(S,Ld_l)Vn 1 +1'Sl r (I—PZ) deS



Para la densidad del punto S podemos aplicar la siguiente férmula diferencial

(comparar Deltheil [1926], p.109) =

d-2
. = = $6s ,
(5.9) ds du, sin 0d0 du, (0 )

donde 6 es el angulo formado por el vector unidad ey ortogonal a Ld-l y

orientado hacia el semiespacio determinado por Ld-l que no contiene el centro
—
de Bd » y el vector O S (comparar Figura 5.2).
L

Figura 5.2

Utilizando la expresidn diferencial (5.9) obtenemos para el valor medio del

volumen

1
min{d,i-1}

(d)
n—i,i(Bd)

(5.10) \'
r=max{0,d+i-n} 0

d?+d-2-2r

&<d.n,i)Z B_(d,n,1) I(p) (1-p?)

0



donde

- d n-1 1-1
a(d,n,i) = Pyl / (dpd ©i_1 )

n-i.,1i-1, d%+d-2r

B (dan’i) = ( )( )
r d-r r (d+1)d r
y
. - ne-i-d+r ~ i-r- d-
i(p) = s(s,L. yyritdrrgtorol 4% dw

d-1 d-2

Para calcular la distancia del punto S al hiperplano resulta conveniente

Ld—l

elegir el siguiente sistema de coordenadas: supongamos que Ld-l es el hiperplano

generado por el sistema ortonormal (0';e1,...,ed 1) . Completamos este sistema de

coordenadas con ed » el vector unidad normal a que introducimos antes para

L
d-1
definir el angulo © . Se ve facilmente que para la distancia del punto S al hiper-

plano Ld—l resulta

cos® - p para O0s0sarccosp
(5.11) G(S,Ld_l) = {

P - cos O para arccospsOsw

Notese que la distancia §&(S,L, ) no varia si fijamos el dngulo 6 y extendemos

d-1

la integraciéon de S a 3B, n L' , siendo L’ el hiperplano paralelo a L

d d-1 d-1 d-1

que pasa por S .
Quedan por expresar ﬁ(p,e) » €l volumen de K s Y §(p,6) » la superficie de 3Bd nK.

Se verifica facilmente que



\~I(p,0) para 0560 g arccosp

! d-1
- , 4-1
(5.12)  V(p) = »p, , f(l-q) 2 4q = {
P

o) —G(p,e) para arccosps0OsT

d

donde \7(p) indica el volumen de la menor de las dos partes en que queda dividida

la bola unidad Bd por el hiperplano Ld 1 De la misma manera tenemos
1 4-3 S(p,8) para 05 0s arccosp
-~ 2 —
(5.13) S(p) = wd_2 f(l—q )y 2 dq =
P wd 1 §(p,8) para arccospsOsn

donde §(p) indica la superficie de la menor de las dos partes en que queda dividido

el contorno de la bola unidad Bd por el hiperplano

L
d-1
Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (5.10) - (5.13) , obtenemos la

siguiente expresidn integral del valor medio del volumen de H 1
n-i,

min{d,i-1) ! d?+d-2-2r
: (d) _ . . 2 2
(5.14) Vv .(B,) = a(d,n,i) B_(d,n,i) I(p) (1-p%) dp
n-i,i d r
r=max{0,d+i-n} 0
donde
arccosp
-~ —.— A'- —-— d—
(5.15) I(p) = Vn . d+rSl r-1 f(cose—p) sin 29 de +
0 m
A n-i- Al i-r- d-2
s (p -y 5T [ (p-cose) sin® %0 de
d d-1
y b d+l arccosp
, Pa-1 n-i,,i-1,d2+d-2r
o(d,n,1) = i n-1 B, = (d—r r )_—dTr
d pd (d+1)




5.2. Casos particulares

(a) i = 0. Nos encontramos frente al caso en que los n puntos aleatorios en cuestién
son puntos interiores de Bd . En el desarrollo de las fdrmulas (5.14) y (5.15)

vimos que, en cierto momento, es necesario fijar un punto del contormo de Bd'

Por lo tanto, para no excluir este importante caso particular, podemos aplicar

d
el teorema de Crofton de puntos fijos (comparar capitulo 2) y el valor de Vi 3 (Bd)
(d) ’

se obtiene directamente a partir del valor de Vn 1 l(Bd) . Buchta [1984a],
1y

siguiendo otro método, obtiene para el plano y el espacio de tres dimensiones las

siguientes expresiones:

2T

(5.16) fozc))(Bz) = (1/1rn) + -2z f(t-sint)nsintdt

i 3(2112)n

y
(3) 2 L
_ n n n
(5:17) V(B = (3/4m° - = (3/4m" - 21(a-D)n(3/4m) Z(-z) x
k=0

-1
n~-k-2 ~2+v,/2n+k+5
3 G )

k 5

(b) i = n. Es el caso en que todos los puntos se encuentran en el contorno de Bd .

Sustituyendo i = n en las expresiones (5.14) y (5.15) obtenemos

1
2-4-2

d
(5.18) Védl)l(nd) = a(d,n,m) B,(d,n,n) [L(p) (1-pD) —Z dp

o



donde

2
n-1,(d-1) d+1 n-1
a(d,n,n) B, (d,n,n) = ( q )—dd—_l‘(pd_llpd ) y
arccosp "
~ _d—l d—z ~ -d— -
(5.19) I(p) = Sn [ (cos® -p) sin 0do + (wd_l—S)n d l,[ (p—cosG)sind 20 de
0 arccosp

Para el plano y el espacio de 3 dimensiones obtenemos por integracidn las

siguientes expresiones explicitas:

(222
k -2k
(2) ) (-1 " @
(5.200 V" (B) = <n’/‘”‘>z (n-2k-2)! Y
k=0
(3) ~ (n-1)(n-2)(n-3)
(5.21) Vo (B = 4w/ 3) {0y (e 3y

(¢) n = d+1. Con probabilidad 1 la cdpsula convexa resulta ser un simple

H
d+1-i,1i
aleatorio de dimensidén d . Sustituyendo n = d+l1 en las expresiones (5.14)

y (5.15) obtenemos

d2+d-21
2

1
(5.22) v(d) (B,) = a(d,d+1,i)g. .(d,d+1,i) | I(p) (1-p2) d
‘ d+1-i,1"d e T A prti-e P
0

donde

(d—l)(d+1 d . d% +d-2i+2

o, Io.) — y
¥ 1777 ), die

a(d,d+1,1) B, _ (d,d+1,1)



arccosp "
d-2 d-2
(5.23) I(p) = (cos @ -p) sin 6 do + (p-cosb) sin 0 do

arccosp

Cuentas algo engorrosas,pero en lo esencial elementales, muestran que

2
L, p(dir2d-21+3
(d) d-1 2
(5.28)  Vi-1,1B¢) ° 14 d+1-1
’ d" p, (4+1) r(d2+2d—21+2)

2

(d) d = 2. A partir de las expresiones (5.14) y (5.15) obtenemos para el plano

la siguiente tabla de valores nimericos:

i 0 1 2 3 4
n
15_(*) 35 (*) i(*) _3_(*)
3 48w 36w 4 2w
(0.232) (0.309) (0.398) (0.477)
35 P 17 20 21 3
4 24T 96T 97 8n m

(0.464) (0.580) (0.707) (0.836) (0.955)

(2) )

Tabla 5.1 Algunos valores numéricos de Vi i(By

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971] y
Buchta [1984al]. Los restantes son nuevos.



(e) d = 3. An3dlogamente, a partir de las expresiones

(5.14) y (5.15)

obtenemos

para el espacio de 3 dimensiones la siguiente tabla de valores nimericos:

n 0 1 2 3 4 5 6
121 35 () 2n (*) ZE.(*) 4n )
4 715 143 77 63 105
(0.053) (0.066) (0.082) (0.100) (0.120)
en (*)  36m 60T I 26m 2
5 143 715 1001 99 315 21
(0.132) (0.158) (0.188) (0.222) (0.259) (0.314)
*
2070ﬂ( ) 3457 16207 5481 268T 147 10w
6 29393 4199 17 017 5005 2145 99 63
(0.221) (0.258) (0.299) (0.344) (0.392) (0.444) (0.499)
- (3)
Tabla 5.2 Algunos valores numéricos de Vn i i(Bs)

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971] y
Buchta [1984al. Los restantes son nuevos.

5.3. Observaciones

Observacion 5.1

Las tablas de valores numéricos

de puntos aleatorios, el valor medio del volumen

5.1y 5.2

sugieren que, fijando el niimero

(d)
vn—i,i

(B,)

aumentamos el ndmero de puntos del contorno. Por lo tanto,

maximal para

i

= n

y minimal para

i

=0.

crece a medida que

(d)
vn—i,i(Bd)

n

resultaria

Parece razonable conjeturar que el

mismo comportamiento se observard en el caso mas general de un cuerpo convexo

cualquiera de dimensidn

d .




Obsevacidon 5.2

(2) (3)
Los valores de v4-i,i(B2) s 08154 , y de v5—i,i(B3) , 05155 , que figuran

en las tablas 5.1 y 5.2 se pueden obtener directamente utilizando la segunda gene-

ralizacién de la formula de Buchta desarrollada en el cipitulo anterior (comparar

formula (4.8) ) . Por ejemplo se tiene que:

(2) 1 (2) (2) 1,35 .5 20
Vy,o(By) = 5 (2 1By w2V B ) = 5 (250 2 ) = G
y
D, 1, (3 (3) 1,21 4w, _ 267
Vi 4By = 5 4V 3B + VT (BY)) 2 (Y63 * Tos ) = 315

de acuerdo con los correspondientes valores obtenidos a partir de las expresiones

integrales (5.14) y (5.15) .

Observacién 5.3

Miles [1971] obtiene una expresidén explicita del k-&simo momento del volumen
del simple aleatorio de dimensidon r definido por la configuracidn estocidstica
S(Bd;r+1-i,i) , 18srsd , 0sisr+l . Nuestra férmula (5.24) coincide con el resul-

tado de Miles (p.363, férmula (29) ) para el caso k=1 y r=4d.

Observacidon 5.4

d
Las dificultades para obtener valores explicitos de Vﬁ i i(K) aumentan
“Ly
considerablemente cuando K es un cuerpo convexo distinto de la bola unidad B, .

d
Reed [1974) considera el caso de puntos aleatorios en un simple y obtiene los

momentos del adrea de un tridngulo cuyos vértices estan distribuidos en el interior



de un triangulo o un paralelogramo. Buchta [1984c] desarrolla un método para calcular

2
Vﬁ é(Pm) , donde Pm es un poligono convexo de m lados y darea 1 . Buchta obtiene,

9
por ejemplo

n
2 1
n+l k
k=1

(5.25) Vﬁzg(triéngulo de area 1) 1 -

Observacion 5.5

Rényi y Sulanke [1963]) y [1964]) inician un nuevo camino en el estudio de la
capsula convexa de puntos aleatorios. Los autores mencionados hacen tender el niimero
de puntos aleatorios a infinito y estudian el comportamiento asintético del valor
medio del area, perimetro y nimero de vertices de Hn,O para el caso de una figura
convexa plana cuyo contorno es lo suficientemente suave. El caso de un poligono
convexo ha sido tratado por Buchta [1984b] . Otros resultados relacionados con el com-

(d)

‘portamiento asintético del valor medio del volumen Vn O(K) pueden encontrarse en
’

Wieacker [1978] y Buchta [1984b].

Observacion 6.6

El valor medio del volumen de la cadpsula convexa de puntos aleatorios distri-
buidos en una variedad métrica compacta ha sido considerado por Cover y Efron [1967]
(puntos aleatorios en una hiperesfera) y por Buchta y Tichy [1985] (puntos aleatorios

en el toro).

Observacion 5.7

El valor medio del volumen de la cdpsula convexa de puntos aleatorios estd

estrechamente vinculado al problema de la aproximacidn aleatoria de cuerpos convexos



por medio de politopos aleatorios. Consideremos en el espacio de cuerpos convexos
d
del espacio euclidiano E de d dimensiones la métrica de diferencia simétrica

S
§ definida por

S
(5.26) § (KI’KZ) = V(KllJKZ) - V(Kln KZ)

d
donde K  y K, son cuerpos convexos en E . La configuracidn estocastica S(K;n-1,1)

1 2
define politopos aleatorios inscritos Hn i1 de a 1o sumo n vértices. Para tales
L
politopos se tiene que
(5.27) GS(K H ) = V(K) - V(H )
) *n-i,1 n-1,1° °

y para el valor medio de la distancia en el sentido de la métrica de diferencia

P S
simétrica §

S d
(5.28)  EGS(GH . )) = v - v (k)
n-i,1i n-i,i
Por lo tanto, conociendo el valor de Vidi i(K) conoceremos también el valor medio de
L
la distancia de la cipsula convexa Hn i1 al cuerpo convexo K en el sentido de la
“Ly
S
métrica de diferencia simétrica &8 . El valor de E(§ (K,H )) nos da cilerta

n-i,i
informacidén sobre la calidad de la aproximacién. Por ejemplo, teniendo en cuenta uno de

los resultados obtenidos en la seccidn 5.2, caso particular (b), vemos que el valor
S

medio de la distancia en el sentido de la métrica de diferencia simétrica ¢ de la

bola unidad B a un poliedro aleatorio con vértices en el contorno de B3 es

3

igual a
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S 4 _(n-1)(n-2)(n-3)
(5.29)  E( (133,1-10’“)) 3 (1 (n+1)(n+2)(n+3) )

El tema de la aproximacidon de cuerpos convexos ha sido tratado por varios autores

(comparar el resumen de Gruber [1983]).



CAPITULO 6 EL VALOR MEDIO DE LA SUPERFICIE DE Hn-

i,i
Ll . .. (d)
6.1. Representacidn integral del valor medio de la superficie Sn i i(Bd)

d
Consideremos en el espaclo euclidiano E (d2 2) 1la configuracidén estocidstica

S(Bd;n-i,i) formada por n-1 puntos Pl,...,P (n2d) del interior e

n-1i
i puntos Sl,...,Si del contorno de Bd , la bola unidad de dimensién d . Supongamos

nuevamente que tanto P_,...,P i como S - estén distribuidos independiente
n—

1 1’ i

y uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.

En esta seccidn nos proponemos desarrollar formulas integrales que expresen el valor

d
S( ? (B,) de H , , , la capsula convexa de los puntos

medio de la superficie ]
n-i,i d n-i,i

PloeeesB 38 5eeenS,

Con probabilidad 1 el contorno de la cédpsula convexa Hn 1.4 ©5 la unidn de
ek ]
un cierto nimero de facetas (simples de dimensidén d-1 ). Del conjunto de puntos

elegimos un subconjunto de d puntos. Con probabilidad

G- )

(6.1)

n
(%)
obtenemos el siguiente subconjunto de puntos

[3ee By oS seeesS)



donde

r = max{0,d+i,n},...,min{d,1i}

El hiperplano L generado por Pl,...,P . PR divide a B, en dos partes.

d-1 d-r 1 r d

La capsula convexa de P_,...,P S. 5eeesS coincide con a faceta d
P 177 -t 0, un etade H _4,i°
inicamente si los puntos Pd-r+1"‘°’Pn—i y Sr+1,...,Si estdn contenidos en una

de las dos partes de Bd determinadas por el hiperplano L . La probabilidad de que

d-1
ocurra este evento es igual a

G n-i-d+r - i-r 0 n-i-d+r g i-r
6.2 (F) (=) v -5 (1-7%)

d d-1 d d-1
donde V = V(Pl,...,Pd_r,Sl,...,Sr) es el volumen de la menor de las dos partes en
que queda dividida 1a bola unidad Bd’ y § = §(Pl,...,Pd_r,Sl,...,Sr) la superficie
de la menor de las dos partes en que queda dividido el contorno de Bd por el hiper-

1 L .

plano d-1
Dado que Pl""’Pn i y 51""’51 estan distribuidos idénticamente en el interior

y en el contorno de Bd , existen (Z) posibilidades de elegir el subconjunto de
d puntos

{Pl,...,Pd_r,Sl,...,Sr}
Después de todo esto, teniendo en cuenta las expresiones (6.1) y (6.2) , podemos

afirmar que el valor medio de la superficie de Hn {4 es igual a
L
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min{d,i} (n—i)(i)
(d) _ (n n-1 1 d-r""'r
(6.3) Sp-1,1Ba) = (d)E: (1704 "0y )) (") g
r=max{0,d+i-n} d
an-i-d+rai-r ~ n-i-d+r A~ 1-r
j(v 557 4 (o~ @, -5 T)TdP ...dp, dS ...dS

d—r’sl

determinado por los puntos

donde T = T(Pl,...,P

P P

1200 d_r,S »e

1

,...,Sr) es el volumen del simple de dimensién d-1

.esS_ .

r

Estamos ahora en condiciones de aplicar la equivalencia estocastica de Miles [1971]

descrita en la seccidn 5.1. Remplazando la expresidén (5.5) en (6.3) se obtiene
min{d,i}
i I(p)
(d) (d-1)! n-i, i 2 . . .
= —_—_—— —( JT dP'...dP' dS!...dS
(6.4) Sn-i,i(Bd) pn-i i (d—r) (r) (l_pz)r/Z ( 1 d-r 1 r)
d d-1 r=max{0,d+i-n}
x dpdwd_1
siendo
an=i=-d+r ~i- -~ —i-~-d+ -~ i—
1(p) = vnidrslr+(pd_v)n1dr(wd-l_s) r

Las expresiones integrales de G(p) y §(p) estan dadas en la seccidn 5.1,

formulas (5.12) y (5.13) .

Utilizando la expresidon del segundo momento del volumen del simple de dimensidén d-1

determinado por los puntos P',...,P'_ »S

1 d-r’ 1

obtenemos finalmente

',...,S;

(comparar seccidn 5.1, formula (5.7))



min{d,1i}
(6.5) S(d) (B,) = a(d,n,i) 8 (dyn,1)
’ n-i,i d i
r=max {0,d+i-n}
donde
~nNn-1- P g ~ —i-d+
6.6)  I(p) = TN ENT (o )T
oy d i-1 n-1 oy
G(d,n,l) - (pd_l /d pd ) ’ Br(d’nal) - (d—l'

1 d2+d-2-2r

2
ﬁ(p) (1-p?) dp

0

n-i,,1, d2+d-2r
)(r) d-r
(d+1)

6.2. Casos particulares

(a) i = 0. Es el caso en que todos los puntos se encuentran distribuidos en el

interior de B

q- Remplazando los correspondientes valores en las expresiones

integrales (6.5) y (6.6) obtenemos
1 42+ d-2
(d) _ 2y 2
(6.7) Sn,O(Bd) = a(d,n,0) Bo(d,n,O) fI(P)(l P°) dp
0
donde
~ n-d ~. n-d
(6.8) 1) = V"4 (o, -D" y
n dz p:-l
a(d,n,O)Bo(d,n,O) = (d)




Este caso particular ha sido tratado recientemente de forma mas detallada

por Buchta y Miiller [1984].

(b) 1 = n. Todos los puntos aleatorios se encuentran en el contorno de Bd .

Sustituyendo 1 = n en las expresiones (6.5) y (6.6) obtenemos

1 d?-d-2
6.9) 598 = ad,n,n) B.(dyn,n) [I(p) (1-p2) 2 dp
. o,n d ’ ’ d ’ ’
0
donde
6.100 1(p) = 8" %4 (w  -35™9 y
d-1
d
0 od_l (d-1)
a(d,n,n)B (d,n,n) = () ———
d Dd

Este caso particular ha sido tratado recientemente de forma mas detallada

por Buchta, Miller y Tichy [1985].

(c) n = d. La capsula convexa Hd i es considerada como un cuerpo aplastado en
)

Sustituyendo n = d en las expresiones (6.5) y (6.6) obtenemos

1 a2 +d-2i-2

a(d,d,i)ei(d,d,i)fz (1-p%) 2 dp

0

~~
[}
—
—
S
[97]
~~
-]
St
1]

donde

E

d



(d?2+d-21)

-1
a(d,d,1)8 (d,d,i)
i 0 -1 1 1(d+l)

Q-Q-Q-Q-

Integrando (6.11) obtenemos la siguiente expresién explicita para el valor

medio de la superficie de H

d-i,i
d d%+d-2i+2
2Vmp r(————=)
(d) d-1 2
(6.12) S4-1,1B) = d-1 d-1 ”
b} .
(dl) d I,(d+d—21+1)

2

Buchta y Miiller [1984, seccidn 3, corolario 1] obtienen una expresidn equivalente

a (6.12) para el caso i =0.

(d) n = d+1. Con probabilidad 1 1la cdpsula convexa Hd+1 .4 resulta ser un simple
L

aleatorio de dimensién d . Sustituyendo n = d+1 en las expresiones (6.5) y

(6.6) e integrando se obtiene

¥+d-21+2)
2 (d+1—i i @2+ d-2i+2) ).
d (d+1)(d2+d-2i+1)

r(1/z)p r(
(6.13) S(d) (B.) = 1 ;

d+1-i,i" d

-1

(d+1) r(d2+d—2i+1)

d
d 2

Buchta y Miiller [1984, seccidn 3, corolario 2] obtienen una expresidn equiva-

lente a (6.13) para el caso 1 =0.

(e) d = 2. A partir de las expresiones integrales (6.5) y (6.6) obtenemos para el

plano la siguiente tabla de valores nimericos:
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\ 0 1 2 3 4
256 (%) 64 g (*)
) 457 9w T
(1.811) (2.264) (2.547)
128 M| s 100 2™
3 15w 457 97 L
(2.716) (3.169) (3.537) (3.820)

(*)

*
256 11075584 96 1384448 64 2240 68 2432 24 9é )

157 165375%3 | S5m 183753 | 3n 2773 | 3m 2713 w3

4
(3.273) (3.682) (4.115) (4.310) (4.543)
- (2)
Tabla 6.1 Algunos valores numéricos de Sn-i i(BZ)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Miiller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.

(f) d = 3. A partir de (6.5) y (6.6) obtenemos para el espacio de 3 dimensiones:

i
. 0 1 2 3 4 5 6
* X
187 ) 24 124 2
3 77 7 35 5
(0.734) | (0.898) | (1.077) | (1.257)
361 (M) 6n 227 s 4n %)
4 77 11 35 7 5
(1.469) | (1.714) | (1.975) | (2.244) | (2.513)
114487(*)| 3816w 5827 157 22m 8 (%)
5 17017 5005 715 165 21 7
(2.113) | (2.396) | (2.557) | (2.989) | (3.291) | (3.590)
*
13147 ) 14607 744w Thn 681 28w 107*)
] 1547 1547 715 65 55 21 7
(2.668) | (2.965) | (3.269) | (3.577) | (3.884) | (4.189) | (4.488)
s (3)
Tabla 6.2 Algunos valores numéricos de S . .(B_)
n-1,1 3

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Miiller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.
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6.3. Observaciones

Observacion 6.1

Las tablas de valores numéricos 6.1 y 6.2 sugieren nuevamente que, fijando
el nimero n de puntos aleatorios, el valor medio de la superficie S;f;’i(Bd)
crece a medida que vamos aumentando el nimero de puntos del contorno. Por lo tanto,
Sifi’i(Bd) resultaria maximal para 1 = n y minimal para i = 0 . Conjeturamos
que el mismo comportamiento se observari en el caso mids general de un cuerpo convexo

cualquiera de dimensidén d .

Observacion 6.2

d
Valores explicitos del valor medio de la superficie Si i i(K) no aparecen en la
“Lo
literatura relacionada con el problema de puntos aleatorios para el caso en que K es un

cuerpo convexo distintode la bola unidad Bd .

Observacion 6.3

Resultados relacionados con el comportamiento asintdtico del valor medio de la

g(d)

superficie g i(K) pueden ser consultados en Rényi y Sulanke [1963], [1964],

Wiacker [1978] y Buchta [1984Db].

Observacioén 6.4

d . sz
Sean K, 2 y K dos cuerpos convexos en E . Consideremos la desviacidn

1 2

P
de la superficie § (n6tese que § no es una métrica) entre K y K

1 definida por

2

P
(6.14) s (Kl,Kz)- = S(KILIKZ) - S(Kln KZ)
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donde S(K) es la superficie del cuerpo convexo K .

La configuracidon estocdstica S(Kjn-1,1) define politopos aleatorios inscritos

Hn ii de a 1o sumo n vértices. Para tales politopos se tiene que
L
(6.15) 6 (K,H . ) = S(K) - S(H . .)
) >“n-1,1 n-i,i" °’
y para el valor medio de §
P d
6.16) BT ) = sy - s w
n-i,i n-i,i
d
Por lo tanto, conociendo el valor de SE i i(K) conoceremos también el valor medio
=1
de la desviacidon de superficie entre la capsula convexa H .y el cuerpo convexo

n-i,i
Por ejemplo, integrando las expresiones (6.9) y (6.10) obtenemos el valor medio de

la desviacidn de superficie entre la bola unidad B3 y un poliedro aleatorio con

vértices distribuidos independiente y uniformemente en el contorno de B3

n (n-1)(n-2) )

P
(6.17)  E(S (By,Hy ) = 4w (1l - = Eres

O,n

Mds detalles acerca de la aproximacidn de cuerpos convexos y una lista completa de

referencias pueden ser consultados en el resumen de Gruber [1983].

K .
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CAPITULO 7 EL VALOR MEDIO DE LA ANCHURA MEDIA DE H i
n-i,

7.1. Representacidn integral del valor medio de la anchura media W(d{ i(Bd)
“Ly

d
Consideremos en el espacio euclidiano E (d2 2) 1la configuracidn estocastica

S(Bd;n-i,i) formada por n-i puntos Pl,...,Pn_i (n2 d) del interior e

i puntos Sl,...,Si del contorno de Bd , la bola unidad de dimensi6én d . Volvemos

a suponer que tanto Pl,...,P { como Sl,...,S1 estén distribuidos independiente
n—

y uniformemente en el interior y en el contorno de Bd , respectivamente.

En esta seccidn nos proponemos desarrollar férmulas integrales que expresen el valor

d

medio de la anchura media W( ? .(B,) de H , , , la capsula convexa de los
n-i,i d n-i,i

puntos Pl,...,Pn_i,Sl,...,Si .

. d .
La anchura media de un cuerpo convexo K en E  puede ser descrita por los

llamados "quermassintegrales" introducidos por Minkowski. Para el valor medio de la

anchura de H , ., obtenemos
n-i,i
(d) 2d
.1 1 B = —— W ces ...d
(7.1) n-i,i( Q) n-i i+l d-l(Hn-i,i)dPI dP 195, Sy
Pa “a-1
donde wd-l(Hn—i,i) es el (d-1)-ésimo "quermassintegral de Hn—i,i (comparar,por

ejemplo, Santald [1976, férmula (13.11)] ). Teniendo en cuenta que, salvo un factor
constante, el r-é&simo '"quermassintegral' de un cuerpo convexo K es igual a la
medida del conjunto de r-planos Lr que intersecan a K , podemos escribir

para el valor medio de la anchura media de Hn id
L



(d) 2
7.2 W B) = ——— d
(7.2) n—i,i( a n-i i+l ( Ld-l) dfy...dP _;45,--d5;
d d-1
Ld-1+Hn-i,i

Utilizando el teorema de Fubini podemos cambiar el orden de integracién.

El hiperplano Ld 1 interseca a la capsula convexa Hn i4 Unicamente si no todos los
- Ly
n puntos Pl,...,Pn i,S'l,...,Si estan contenidos en una de las dos partes de Bd
determinadas por el hiperplano Ld e La probabilidad de que ocurra este evento
es igual a
~n-1i a1
~n-i~i (p, - V) (w - S)l
(7.3) 1 - (V__S— + d d-1 )
’ n—iwi pn-iwi
Pa “a-1 d  “d-1

donde V = G(p) es el volumen de K , la menor de las dos partes en que queda

dividida la bola unidad B, por el hiperplano Ld R S = §(p) la superficie

de K N 3Bd . Para el valog medio de la anchura media de Hn-i,i obtenemos
1
(7.4) wifi,i(Bd) = 2 - ;;:IZ;I__— I(p) dp
d d-1 g
donde
(1.5 1) = "8 + (o - D" (w - B

Las expresiones integrales de G(p) y §(p) estan dadas en la seccion 5.1,

formulas (5.12) y (5.13) .
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7.2. Casos particulares

(a) i = 0. Todos los puntos aleatorios se encuentran distribuidos en el interior

de Bd . Este caso particular ha sido tratado con m3s detalles recientemente

por Buchta y Miiller [1984].

(b) i = n. Todos los puntos aleatorios se encuentran distribuidos en el contorno

de Bd. Este caso particular ha sido tratado con mds detalles recientemente

por Buchta, Miiller y Tichy [1985].

(¢) d = 2. E1 perimetro de una figura convexa plana K es igual a su anchura media

(7.6)

multiplicada por m (comparar Santald [1976], p.6). Tenemos por lo tanto

2 2
W @ = wmst?w
n-i,i n-1,1i
n N 0 1 2 3 4
26 M e 8 (%)
2 4512 92 n2
(0.576) (0.721) (0.811)
(*)
128 448 100 12 (%)
3 1572 4572 972 n2
(0.865) (1.009) (1.126) (1.216)
(*) (*)
256 _ 11075584 | 96 1384448 64 2240 | 68 2432 26 96
4 |1572 16537544 | 572 18375%4| 372 27«4 [3n2  274Y n2 T oqY
(1.042) (1.172) (1.310) (1.372) (1.446)
.. (2)
Tabla 7.1 Algunos valores numéricos de Wo_: 1.’(}32)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Miiller y
Tichy (1984], [1985]. Los restantes son nuevos.



(d) d = 3. Sustituyendo

el espacio de

d =3

3 dimensiones

(3)
(7.7) wn-i,i(B3) 2
donde
i n
(7.8) I(p) =
n~i
3
y remplazando (7.8) en
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en las expresiones

(7.7)

(7.4) y (7.5)

obtenemos para

2n- - - -
(a-»" ™ s ™t e-p™ty

1
(3) i-2n+1 2n-i -1 2n-1 -
(7.9) wn_i,i(B3) z -2 Jll(l-P) )T e ()T 2" i) dp
0
L 0 1 2 3 4 5 6
n
27 (%) 6 14 1 (*)
3 35 7 15
(0.771) (0.857) (0.933) (1)
666 (*)| 111 68 8 6 (%)
4 715 110 63 7 5
(0.931) (1.009) (1.079) (1.143) (1.2)
1044 (*)| 5568 194 37 9 4 (%)
5 1001 5005 165 30 7 3
(1.043) (1.112) (1.176) (1.233) (1.286) (1.333)
33102 (%) 1839 18706 928 74 25 10 (*)
6 291393 1547 15015 715 55 18 7
(1.126) (1.189) (1.246) (1.298) (1.346) (1.389) | (1.429)
L. (3)
Tabla 7.2 Algunos valores numéricos de Wn—i i(Bs)

(*) Estos valores también han gido determinados por Buchta, Miller y

Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.



- 64 -

7.3. Observaciones

Observacidn 7.1

Las tablas de valores numéricos 7.1 y 7.2 sugieren que, fijando el nimero

d
n de puntos aleatorios, el valor medio de la anchura media wﬁ i i(Bd) crece a
—4

medida que vamos aumentando el nimero de puntos del contorno. Por lo tanto,
(d) e s . .

S i i(Bd) resultaria maximal para i = n y minimal para i = 0 . Conjeturamos
n-1,

que el mismo comportamiento se observara en el caso de un cuerpo convexo cual-

quiera de dimensidon d .

Observacion 7.2

3 =
En el espacio euclidiano E la anchura media b(K) de un cuerpo convexo K esta
directamente relacionada con el integral de curvatura media M(39K) del contorno 3K .
Se deduce facilmente que
(7.10) M(3K) = 2ub(K)

(comparar, por ejemplo, Santald [1976, capitulo 13] ).

Observacion 7.3

Resultados relacionados con el comportamiento asintdtico del valor medio de la

d
anchura media Wi i i(K) pueden ser consultados en Wieacker [1978], Schneider y
Ly

Wieacker [1978] y Buchta, Miiller y Tichy [1985].



CAPITULO 8 EL VALOR MEDIO DEL NUMERO DE VERTICES DE H

n-1i,1i
Ca . . . e (d)
8. 1. Representacidn integral del valor medio del nimero de vértices En i i(Bd)
“ Ly

En el capitulo 3 vimos que el valor medio del niGmero de vértices de la
cdpsula convexa H_ ., . Trelacionada con la configuracidén estocdstica S(Kj;n-i,i)

n-i,i

d

y el valor medio del volumen V( ? .(K) de la capsula convexa H relacio-
n-i-1,1 n-i-1,1i

nada con la configuracién S(K;n-i-1,i), estdn vinculados por la siguiente

formula

(@) D) (@
(8.1) Fa-i,1®) = 7 V(K)  m-i-l,i

(K)

d
siendo K un cuerpo convexo de dimensién d en E y V(K) el volumen de K .

Por lo tanto, para K=B,6K , las expresiones integrales del valor medio del nimero

d

de vértices de Hn i se obtienen directamente a partir de las formulas (5.14)
—dy

y (5.15) establecidas en la seccidn 5.1 del capitulo 5:

min{d,i-1} 1 d%+d-2-2r
(d) _ . . 2 2
(8'2) E . .(B ) = n - G(d,n,l) B (dQn’l) I(P)(l‘P ) dP ’
n-i,i d r
r=max{d+i+1-n,0} O
arccosp
(8.3) I(p) = Gn—l—1—d+r §1—r-1 (cose-p)sind-ze de
0
T
~ n-l-i- ~ di-r- d-2
(p —V)n -1 d+r(w -S)1 -1 (p-cosB)sin 0 de
d d-1
4ol arccosp
+
(doni) (n-1) (d-1)py_, 5 (dn.i) (n—i-l)(i—l)d2+d—2r
a s Il = . [RLEY = _
d1pn—1 T d-r r (d+1)d r

d




Las expresiones integrales de G(p) y §(p) estan dadas por las formulas (5.12)

y (5.13) de la seccién 5.1 .

8.2. Casos particulares

(a) i = 0. Los n puntos se encuentran distribuidos en el interior de Bd.

De (8.1) se obtiene que

(d) _ _ n _(d)
(8.4) ELotBg) = Py Va-1,0084’

(b) i = n. Los n puntos se encuentran distribuidos sobre el contorno de B, .

d
Obviamente tenemos que
(d)

8. E
(8.5) O,n(Bd)

dado que todos los puntos resultan ser vértices de la cipsula convexa HO 0t

’

(c) n = d+1. Con probabilidad 1 1la cdpsula convexa H resulta ser un

d+1-1,1
simple aleatorio de dimensién d . Por lo tanto, independientemente del valor

de i, tenemos que

(d) .
(8.6)  Egi; (B = d+1l

(d) n = d+2. La capsula convexa H resulta ser un politopo del "tipo de

d+2-1,1
Sylvester", es decir, con probabilidad 1 tendremos siempre d+1 & d+2

vértices. Este caso particular serid tratado con mids detalles en el capitulo 1ll.



(e) d = 2. Aplicando la férmula (8.1) al caso del circulo unidad B2 , ¥ teniendo

en cuenta los resultados numéricos obtenidos en la seccién 5.2, caso particular

(d), obtenemos sin mayores dificultades la siguiente tabla de valores:

i
n 0 1 2 3 4 5
35 35 5 3
4 - - - — P
4 1202 [* " T2g2 |4 T2 |4 272 b
(3.704) (3.704) (3.747) (3.848) (4)
175 175 20 21 3
5 - - —_— = L =
5 242 |° T 24q2 | 0T 342 2T am2| P2 >
(4.261) (4.261) (4.324) (4.468) (4.696) (5)
L (2)
Tabla 8.1 Algunos valores numéricos de En-i i(BZ)

(f) d = 3. Aplicando la férmula (8.1) al caso de la bola unidad B3 » ¥ teniendo en

cuenta los resultados numéricos obtenidos en la seccidn 5.2, caso particular (e),

resulta la siguiente tabla de valores:

0 1 2 3 4 5 6 7
706 706 761 104 174 s
143 143 154 21 35
(4.937) | (4.937) | (4.942) | (4.952) | (4.971) (5)
831 831 5826 257 617 83 6
143 143 1001 44 105 14
(5.811) | (5.811) | (5.820) | (5.841) | (5.876) | (5.929) (6)
55681 55681 113044 33391 4804 224 289 ;
8398 8398 17017 5005 715 33 42
(6.630) | (6.630) | (6.643) | (6.672) | (6.719) | (6.788) | (6.881) | (7)
(3)

(B,)

Tabla 8.2 Algunos valores numéricos de E_ . .
- n-i,t 8
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CAPITULO 9 EL VALOR MEDIO DEL NUMERO DE FACETAS DE H

n-i,i
9. 1. Representacidn integral del valor medio del numero de facetas F;dé 1.’( B d)
—by

d
Consideremos en el espacio euclidiano E (d22) la configuracién estocastica
S(Bd;n—i,i) formada por n-i puntos Pl,...,Pn_i (n2 d) del interior e

..,Si del contorno de Bd , la bola unidad de dimension d . Supongamos

..,Si estén distribuidos independiente y

i puntos Sl,.
que tanto Pl,...,Pn_i como Sl,.

uniformemente en el interior y en el contorno de B, , respectivamente.

d
Andlogamente a los argumentos desarrollados en la seccién 6.1 obtenemos, remplazando T ,

el volumen de dimensién d-1 del simple formado por los puntos P_,...,P sS . 5042485

1’ d-r 1 r’
por 1 en la f6rmula (6.3)
min{i,d} !
(d) _ n n-i 1 n-1i.,4y, ny
@1 Fo1,1®) = (d)§: (Log oy ) (0~
r=max{0,d+i-n}
~n-i-d+r ~i-r n-i-d+r a fi-r
< §77 4 (py-1) @y ,=8)")dP ...dP, dS ...dS_

Aplicando la equivalencia estocdstica de Miles [1971] descrita en la seccidn 5.1

obtenemos

min{i, d} _r
(d) _ (d 1)! _nl 2 ' ' [} [
(9.2) Fn_i’i(Bd) = Z (" jI(p)(l p?) (dePl.. A} dSl...dSr)dpdw
d 1= max{O d+i -n}

d-

1
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siendo

~ _i_ ~ - -~ - - ~ -
(9.3) 1p) = yridrglor o J§yritdir 1-r

Necesitamos ahora el primer momento del volumen de dimensién d-1 del simple gene-

rado por los puntos Pi,...,Pé r,Si,...,S; . Segin Miles [1971] se ve que
- 2_ 2_,-
2w:_i F(d ;r+2) d°-r-1
(9.4) Tdp...dP} ds'...ds! - (1-p%)
r(1/2)d d®-2r+1
=)
Para el valor medio de nimero de facetas de Hn 11 obtenemos finalmente la siguiente
4Ly
representacion integral:
min{i,d} : $-2-1
(9.5) F 8y = ad,n,i) B (d,n,i) [I(p)(l-p?) 2 4
n-i,i d e r '
r=max{0,d+i-n} 0
siendo
~n-i-d+r~i-r A n-i-d+r A i-r
(9.6) i(p) =V S + (p,-V) (w -S) y
d d-1
n-iy iy d®-2r+2
) G hhn =2
a(d,n,i) ﬁ Br(dan,i) = i-r
/T o d d?-2r+1
d r(—,; )

Las expresiones integrales de G(p) y §(p) estin dadas por las férmulas (5.12) y (5.13)

de la seccidn 5.1 .



9.2. Casos particulares

(a) i = 0. Los n puntos aleatorios en cuestién se encuentran distribuidos en el
interior de Bd . Remplazando los correspondientes valores en las expresiones

integrales (9.5) y (9.6) obtenemos

1 d?-1
d 2
(9.7) Ffl,())wd) = 5(d,n,0) B,(d,n,0) ﬁ(p)u—pz) dp
0
siendo
9.8)  1p) = V" 4 (o )" y
(d2+2)
2 n 2
a(d,n,0) — B,(dn,0) = ()
Y1 p a2+1
; (L1

Este caso ha sido tratado con mas detalles por Buchta y Miiller [1984].

(b) i = n. Los n puntos aleatorios en cuestidn se encuentran distribuidos sobre el
contorno de Bd . Remplazando los correspondientes valores en las expresiones
integrales (9.5) y (9.6) obtenemos

1 d%-2d-1
9.99 FYB) = ad,n,n)8.(d,nn) [1(p) (1-p?) > d
- o’n d = ¢ ] ,n, d 9n’n P P p

0

donde



(9.10)  I(p) = § + (o, -8 y
r(d2—2d+2
2 n 2 )
a(d,n,n) = ';:—;:E' Bd(d,n,n) (d) 5
1Tpd F(d —22d+l)

Este caso particular. ha sido tratado con mids detalles por Buchta, Miiller

y Tichy [1985].

(¢c) n = d. Se considera la cidpsula convexa como un cuerpo aplastado en E

Hn-i,i
Sustituyendo n = d en las expresiones (9.5) y (9.6) se verifica facilmente

que
1 d?-2i-1
(d) 2 2
F = i -
.1 (B = odd, 1) B(dd,0) [20-p7) dp
0
r(d2-21+2) r(d2—2i+1)
2 2 e 2
= = = = 2 ,
429541 4%-2i+2
r( 5 ) r 5 )

como era de esperar.

(d) n = d+1. Con probabilidad 1 1la cidpsula convexa Hd+1 {1 resulta ser un
Ly
simple aleatorio de dimension d . Por lo tanto, independientemente del valor
d
de i , hemos de obtener F;+i—i,i(3d) = d+1 . Supongamos primero que

l£isd . Remplazando en la expresidén (9.5) se tiene que



1 d2-2i+1

(d) 2 2
= - d
d+1—i,i(Bd) a(d,d+1,1) Bi_l(d.d+1,i)j;d_1(l P°) P
0
1 d2-2i-1
+ a(d,d+l,i) Bi(d,d+1,i)j;d(l-p2) 2 dp
0
2 2
d%-21+4 d%-2i+3
) 2 (d+1-i)(i ) rie—=—) Ya-1"" (— )
dVmpy d-i+l” M-l r(d2-21+3) 2 (d2-21+4)
2 2
2 2
d-2i+2 dc-21+1
. 2 d+1-i)r( 2 ) eg’m T(—5 )
/oy d-1 d?-21+1 2 d2-2i+2

p(d=2i r(=2e2y

= d+1

Para los casos particulares 1 = 0 e 1 = d+l se verifica facilmente que

(d) d+1

Faer,0 = U g ) = 4%y

(d) d+1, _
Fo,d+1 = ( d) d+1



(e) d = 2. En el caso particular de la configuracidon estocastica S(Bz;n-i.i)
tenemos que el valor medio de lados de 13 capsula convexa Hn i es 1gual
1

al valor medio de vértices de Hn 14 Por lo tanto, la tabla de valores
]

nimericos se obtiene directamente del caso particular (e) de la seccién 8.2 :

n N 0 1 2 3 4 3
35 (%) 35 5 3 *)
6 |4 T T2 |4 T e |4 T o2 4 - o2 4
(3.704) (3.704) (3.747) (3.848) (4)
175 ) 175 20 21 3 (*)
5 ~ 242 |7 T 24m2 | ° T 3a2 S Tim2 | 0 T2 >
(4.261) (4.261) (4.324) (4.468) (4.696) (5)
Tabla 9.1 Algunos valores numéricos de Fizi 7:(Bg)
=Ly

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Miller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.

(f) d = 3. Con probabilidad 1 las caras de la cdpsula convexa Hn—i 4 som triangulos.
’

Por lo tanto, en virtud del teorema de Euler, se tiene que

(3) (3)

(9-11)  F70 (B = 2B, (B - 4
(3) ) _ 3(n-1) (3)
(9.12)  F 7 (B = 2n - 4 or Vno1-i,1(®3)

La tabla de valores numéricos se obtiene directamente de la seccidn 5.2, caso

particular (e) o también de la seccién 8.2, caso particular (f).
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1
. 0 1 2 3 4 5 6 7
*)
840 840 906 124 208 o ()
5 143 143 154 21 35
(5.874) | (5.874) | (5.883) | (5.905) | (5.943) (6)
1090 M| 1090 7648 169 814 55 (*)
6 143 143 1001 22 105 7 s
(7.622) | (7.622) | (7.640) | (7.682) | (7.752) | (7.857) (8)
38885 (*)| 38885 158020 46762 6748 316 205 (*)
7 4199 4199 17017 5005 715 33 21 10
(9.261) | (9.261) | (9.286) | (9.343) | (9.438) | (9.576) | (9.762) |(10)

Tabla 9.2 Algunos valores numéricos de Fgf; 1.,(33)

(*) Estos valores también han sido determinados por Buchta, Miiller y
Tichy [1984], [1985]. Los restantes son nuevos.

9.3. Observaciones

Observacion 9.1

Las tablas de valores numéricos 9.1 y 9.2 sugieren nuevamente que, fijando el

d
nimero n de puntos aleatorios, el valor medio del nimero de facetas Fﬁ i i(Bd)
“L
crece a medida que vamos aumentando el nimero de puntos del contorno. Por lo tanto,
d
Fﬁ i i(Bd) resultaria maximal para 1 = n y minimal para 1 = 0 . Conjeturamos que el
—1ly

mismo comportamiento se observarid en el caso de un cuerpo convexo cualquiera.

Observacion 9.2

Resultados relacionados con el comportamiento asintético del valor medio de facetas

Fiii i(K) pueden ser consultados en Raynaud [1970] y Wieacker [1978].
’







CAPITULO 10 RESENA HISTORICA DEL PROBLEMA

La Parte IV la dedicaremos de manera exclusiva al cldsico problema de probabi-
lidades geométricas propuesto por el matematico inglés J.J. Sylvester a mediados del
siglo pasado:

¢ Cudl es la probabilidad p;2)(K;4,0) de que cuatro puntos aleatorios,

distribuidos independiente y uniformemente al azar en el interior de un

conjunto convexo plano K , formen un cuadrildtero convexo ?

2
Se ve facilmente que la probabilidad complementaria p; )(K;4,0) ,» la probabilidad

de que la cédpsula convexa de los cuatro puntos en cuestidén sea un tridngulo, es

igual a
(2) 4 (2)
10.1 3 = —
(10.1) Pq (K;4,0) F(K) V3,0(K)
donde F(K) es el drea de K , y V;ZS(K) el valor medio del area de un triangulo

con vértices distribuidos independiente y uniformemente en el interior de K . Se ve,

por consecuencia, que el Problema de Sylvester est3d directamente ligado al conoci-

miento del invariante afin V;ZS(K) / F(K) .

Primeros resultados fueron obtenidos por Woolhouse [1867], Crofton {1885],
Czuber [1903] y Deltheil [1926]). La herramienta fundamental utilizada por estos autores
es el Teorema de Crofton de Puntos Fijos (comparar capitulo 2). Valores explicitos
de V;fé(K) » ¥ por lo tanto soluciones del Problema de Sylvester, se conocen para un
reducido nimero de casos particulares. Por ejemplo, para figuras convexas planas de

area 1 , se tiene que



(2) 35 (2) 1
v 11 - — 3 = —
3,o(e pse) 4872 V3,0(triangulo) 12 y
(10.2)

9cos?a + 52cosa + 44

2
V( )(poligono regular de r lados) =
3,0 2 2
36r sin «

2
donde a = :; . Este dltimo resultado fue establecido por Alikoski [1939].

Las siguientes propiedades extremales del Problema de Sylvester, conjeturadas
por varios autores, fueron demostradas por primera vez de manera rigurosa por

Blaschke [1917]:

(2)

(2)(elipse;4,0) s p3 (K;4,0) =

(2)
Py P

3 (triangulo;4,0)

(10.3)

es decir, entre todas las figuras convexas planas K de igual &rea, la probabilidad

(2)

Pq (K;4,0) es minima para la elipse y maxima para el triangulo.
Una primera generalizacién del Problema de Sylvester consiste en determinar

(d) (d)
pd+l(K;d+2’0) y Pd+2(K;d+230) ’

las probabilidades de que la cipsula convexa de d+2 puntos aleatorios, distribuidos
independiente y uniformemente en el interior de un cuerpo convexo K , tenga d+1 vy

d+2 vértices, respectivamente. Se verifica facilmente que

(d) d+2 _(d)

(10.4) 2y, (K3d+2,0) = G0~ Vo 00 Y
(d)
(d), . _ d+2 Vv (K)
(10.5) pd+2(K,d+2,0) 1 'VYES- d+1,0
d
donde V;+i 0(K) es el valor medio del volumen de un simple aleatorio con vértices



distribuidos en el interior de K , y V(K) el volumen de dimensién d de K .

- . d
Obsérvese que el cociente Vg+i 0(K) /V(K) es nuevamente un invariante afin, y que,
’
(d)

por lo tanto, para determinar valores explicitos de las probabilidades Py+)

(d)

y pd+2(K;d+2,0) , basta hacerlo para una imagen afin adecuada de K .

d
De todas maneras la determinacidn de valores explicitos de V;+i 0(K) resulta ser
’

poco accesible. Klee [1969], por ejemplo, propuso el siguiente problema que ailn se

(K3;d+2,0)

mantiene abierto:

¢ Cudl es el valor medio del volumen de un tetraedro con vértices distri-

buidos al azar en el interior de un tetraedro de volumen 1 ?

(comparar también Buchta [1986b]).
d
Kingman [1969] determina de manera elegante el valor explicito de V§+i 0(K) para el
?

caso particular de la bola de dimensién d y volumen 1 :

(d) _ d+1 -1
(10.6) vd+1’0(bola de volumen 1) = Yie1 Y(d+l)2 ’
donde
—(i+ i -
Y, 2~ 1)1“(i+1)(1"(§-+1)) 2

Groemer [1973], [1974] extiende la cota inferior de (10.3) a d dimensiones.

Primero demuestra que, entre todos los cuerpos convexos K de igual volumen, el

(d) H
d+1,0 d+1

para elipsoides. En el segundo trabajo el autor demuestra que la afirmacién también

valor medio del volumen V (K) del simple aleatorio es minimo Gnicamente
es valida para el valor medio del volumen de politopos aleatorios Hn (n2d+1l) .

Tanto Blaschke como Groemer utilizan en las respectivas demostraciones una propiedad

extremal de la simetrizacidén de Steiner de un cuerpo convexo K .

Miles [1971] generaliza el Problema de Sylvester en el sentido de determinar
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(d) (d) (d)

pd+1(B 3d+3,0) Pd+2(Bd;d+3.0) y pd+3(B 3d+3,0)

las probabilidades de que la cipsula convexa de d+3 puntos aleatorios, distribuidos
independiente y uniformemente en el interior de la bola unidad Bd , tenga d+1 ,

d+2 y d+3 vértices, respectivamente.

Miles introduce los llamados "m-filled d-simplices". Dados n (n2d+l) puntos
aleatorios en el interior de Bd » existen (dzl) posibilidades de formar un simple
de dimensién d . Miles llama a un tal simple "m-filled" si esté dltimo contiene
exactamente m de los restantes n-d-1 puntos. Para el plano y el espacio de tres

dimensiones obtiene

(2) _ 15 (2) 65 (2) _ 305
(10.7) (B,35,0) = 7x>5 (8,35,0) = 7,77 (B,35,0) = 1 - 725
y

(3) _ 9 (3) 27 9 (3) e |
(10.8) (B336:0) = 20052 (B336,0) = 743 ~ Toon2 ° (B336,0) = 753

Finalmente, Buchta expresa en un reciente trabajo [1986a] las probabilidades

(d),. . (d), . ), .
pd+1(K,d+3,0) pd+2(K,d+3,0) y pd+3(K,d+3,0)

en funcidn de M( )(K ;d+1,0) y M;d)

volumen de un simple aleatorio de dimensién d con vértices distribuidos en el inte-

(K;d+1,0) , el primer y segundo momento del

rior de un cuerpo convexo K de volumen 1

Buchta prueba que

9
* 20012 °
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d d
(10.9) p;+i(K;d+3,0) = ( 5 ) ( )(K ;d+1,0)
(10.10) péf;(K;d+3,0) = (d;3)( (d)(x ;d+1,0) - zm( )(K;d+1,0)) y
(10.11) ; ;(K d+3,0) = 1 - (d;3)( (d)(x ;d+1,0) - M;d)(K;d+1,0))

De acuerdo con resultados establecidos por Kingman [1969] y Miles [1971] los

valores de

( ) ( ) (d) o .
Pys 1(B 3d+3,0) , Py, (B,3d*3 0) y Pd+3(Bd,d+3,0)

se determinan de manera explicita para cualquier d .

Si m es un entero , m22 , la expresidn (10.9) se puede generalizar a

d+m) (d)

m-1

(K3d+m,0) = ( 1 (K3d+1,0)

(10.12) pgfi

(comparar Buchta [1986a], observacién 5).

2
Reed [1974] obtiene las expresiones de M( )(K 33,0) vy Mé )(K;3,0) para los

casos particulares del triangulo y el paralelogramo.

Por lo tanto, para el triidngulo T de drea 1 , se deduce que

2),.. 5 (z) _ 20 <z> 1
(10.13) Py (T;5,0) = 6 (T;5,0) 36 (T;5,0) 36
y para el paralelogramo P de area 1
(10.14) P( )(P 5,0) = _5 (2) 80 (2) 49
44 (P;5,0) = 144 (P;5,0) = —



En el mismo trabajo Reed determina el segundo momento del volumen de un simple

aleatorio para el caso de un simple Sd de dimensién d y volumen 1

(d) . . _ d!
(10.15) M, "7(S 3d+1,0) =

(a+1) % (a+2) ¢

De un teorema de Blaschke el cual afirma que, entre todas las figuras convexas
planas K de area 1 , el valor medio de una funcidn continua, positiva y mondtona
creciente del adrea de un triangulo aleatorio con vértices distribuidos en el inte-
rior de K , es minimo Gnicamente si K es una elipse y mdximo si K es un tri-

angulo, Buchta [1986a] deduce que

2
(10.16) pgz)(elipse;2+m,0) s pgz)(K;2+m,0) s pg )(triéngulo;2+m,0) , M22

Usando el segundo resultado de Groemer [1974] el mismo autor generaliza la cota
d
inferior de (10.16) a d dimensiones, es decir, la probabilidad ps+i(K;d+m,0)
expresada por (10.12) es minima entre todos los cuerpos convexos K de volumen 1

dnicamente si K es un elipsoide.



CAPITULO 11 LA GENERALIZACION DE R.E. MILES

11.1. Planteamiento del problema

Volvamos a la configuracion estocistica S(Bd;n—i,i) formada por n-i puntos
P,...,P . (n2d+l) del interior e i puntos S ,...,S, del contorno de B, ,
1 n-1i : d 1 i d

la bola unidad de dimensién d en E (d22) . Supongamos nuevamente que tanto

P «sP como S ,...,Si estén distribuidos independiente y uniformemente en

1’° n-i 1
el interior y sobre el contorno de Bd , respectivamente.

En el capitulo 10 vimos que Miles {1971] generaliza el problema de Sylvester
en el sentido de determinar
(d) .
pd+j(Bd;d+3,0) j=1,2,3
la probabilidad de que la capsula convexa determinada por la configuracidn
S(Bd;d+3,0) tenga d+j vértices. El autor observa asimismo que su argumentaciodn

puede ser extendida a configuraciones S(Bd;d+3—i,i) con i>0 .
Objeto de este capitulo es obtener de manera explicita las formulas generales
relacionadas con las configuraciones estocidsticas

S(Bd;d+2—i,i) y S(Bd;d+3-i,i)

es decir, pretendemos obtener formulas explicitas para las probabilidades

(d) . ), .
pd+j(d+m—i.1) pd+j(Bd,d+m—i,i)

donde i =0,1,...,d+tm , m=2,3 y j=1,2,...,m



Ilustraremos las férmulas generales dando en cada seccién todos los valores numéricos
para los casos particulares del plano y el espacio de 3 dimensiones.

En la seccidn 11.4 intentamos acercarnos a la configuracién S(Bd;d+4-i,i) .

En nuestras consideraciones evitamos la nocidn de "m-filled.simplices" introducida

por Miles [1971] aplicando directamente lo establecido en los capitulos 3, 5y 8 .

11.2. Politopos del "tipo de Sylvester"

11.2.1. Formulas generales

Consideremos la configuracidon estociastica S(Bd;d+2-i,i) formada por d+2
puntos aleatorios, d+2-i de los cuales se encuentran distribuidos en el interior,

los restantes 1 sobre el contorno de la bola unidad Bd de dimensidon d .

Con probabilidad 1 1la c3psula convexa definida por S(Bd;d+2—i,i)

H
d+2-1i,1i
tendra d+1 o6 d+2 vértices. Las dos siguientes ecuaciones nos proporcionan

una respuesta completa al problema

(d) s (d) N
(11.1) pd+1(d+2-1,1) + pd+2(d+2—i,1) = 1
y i=0,1,...,d+2
(d) . () ()
(11.2) (d+l)pd+1(d+2—1,i) + (d+2)pd+2(d+2—i,i) = Ed+2—i.i(Bd)
d
siendo E;+; i i(Bd) el valor medio del nimero de vértices de la capsula convexa
Hd+2 i (comparar capitulo 8). Por lo tanto, para las probabilidades en cuestiodn
“dy

se tiene que
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(d) (d)
11. - =
(11.3)  py, (d+2-1,1) d + 2 Byegoi,1(Ba)
y i=0,1,...,d+2
( ) (d)
11.4 d+2-1i = - -
( ) Pys 2( »1i) Ed+2-i,i(Bd) d 1,
o, en funcidén del valor medio del volumen de Hd+1-i,i ’
(d) d+2-1 (d)
11.3" d+2-i,i) = ——
( ) Pd+l( +2-1,1) b, vd+1-i,i(Bd)
y i=0o0,1, ..,d‘f'l
() d+2-1i _(d)
] - - —_—
(11.4") Pys 2(d+2 -i,1) 1 oy Viel- i, i(Bd) ’
donde
2 .
Dd+12/‘IT r(d +2d 21+3)
(d) (B.) = d-1 2
d+l-i,i d’° gt d -i 2
d(d+1) r(dr2d-2ir2,

(comparar capitulo 3, formula (3.7)

Para el caso particular = d+2 , es decir todos

buidos sobre el contorno de B, , sustituyendo en

d

(d) - p{d)
Pysp(0,d¥2) = 0 y Pgyp(0sd+2)

como era de esperar.

2

y seccidn 5.2 , caso particular (c) ).

los puntos se encuentran distri-

(11.3) y (11.4) se tiene que



11.2.2. Caso particular d = 2

Sustituyendo d = 2 en las expresiones (11.3') y (11.4') obtenemos para el

caso particular de puntos aleatorios distribuidos en el circulo unidad B2 las

siguientes expresiones

@ G-02" )
(11.5) p, (4-i,i)
3 33‘11,5/2(4_1)!
y i=0,1,2,3
. (4_1)24—1 r(11;21)
(11.6)  p,""(4-1,1) = 1 - 31 572 ’
3 L (4-1)

y por consiguiente la tabla con todos los posibles valores numéricos:

i 0 1 2 3 4
, 33 M 3 5 3

pg )(4‘i,i) 1272 1272 272 2m2 0

(0.296) | (0.296) | (0.253) | (0.152)

*

@) NECAN U I IR T B I
p, (4-1,1) | "7 1242 1272 272 272 1

(0.704) | (0.704) | (0.747) | (0.848)

L (2) .. .
Tabla 11.1 Valores numéricos de las probabilidades p; (32:4-1,1) v J = 3,4

(*) Estos valores también han sido determinados por Kingman [1969].
Los restantes son nuevos.
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11.2.3. Caso particular d = 3

Sustituyendo d = 3 en las expresiones (11.3') y (11.4') obtenemos para el

caso particular de puntos aleatorios distribuidos en la bola unidad B3 las

siguientes expresiones:

41
1.7y pP(sei,qy - 23 (5-1) (B-)!
4 8-i_ ,17-2i
4 r( )
2
’ i=0,1,2,3,4
(3) 273t (5-1) (8-1)1
(11.8)  p_ '(5-i,1) = 1 - :
&) 8-1 _17-2i
Shrs2

y por consiguiente la tabla con todos los posibles valores numéricos:

1 0 1 2 3 4 5
3, KIS S 9 1 1
p, (5-1,1) 143 143 154 21 35 0
(0.063) | (0.063) | (0.058) | (0.048) | (0.029)
3 134 %) 134 145 20 34
Py (5-1,1) 143 143 154 21 35 1
(0.937) | (0.937) | (0.942) | (0.952) | (0.971)
(3) s

Tabla 11.2 Valores numéricos de las probabilidades P; (33:5-i.i) J

(*) Estos valores también han sido determinados por Kingman [1969].
Los restantes son nuevos.
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11.3. La configuracidn S(Bd;d+3—i,i)

11.3.1. Formulas generales

Consideremos ahora la configuracidn estociastica S(Bd;d+3-i,i) formada por
d+3 puntos aleatorios, d+3-i de los cuales se encuentran distribuidos en el inte-

rior, los restantes 1 sobre el contorno de la bola unidad Bd de dimensidon d .

Con probabilidad 1 1la cipsula convexa definida por S(Bd;d+3-i,i)

H
d+3-i,i
tendra d+1 , d+2 6 d+3 vértices. Las tres siguientes ecuaciones nos proporcionan

una respuesta completa al problema

(11.9) pc(:i(d+3—i,i) = (/e (d+2‘i) M:()_d)(d+1—i,i)

(11.10) péii(d+3—i,i) + p;i;(d+3—i,i) + p;i;(d+3-i,i) = 1 y

(11.11) (d+1)p;ii(d+3—i,i) + (d+2)p§i;(d+3—i,i) + (d+3)p§i;(d+3—i,i) = Esi;—i,i(Bd) ’
siendo M;d)(d+l-i,i) el segundo momento del volumen del simple aleatorio de

dimensidén d relacionado con la configuracidn estocistica S(Bd;d+1-i,i)
Para la expresidon (11.9) observemos que 1la cidpsula convexa Hd+3 4 generada
—Lo

es un simple de dimensién d si y s6lo si

por los puntos P Sl,...,S

eeeyP
1’ ’Td+3-1i’ i
dos puntos interiores estdn contenidos en el simple generado por los restantes d+l

) .

puntos (ndtese que todos los puntos del contorno resultan ser vértices de Hd+3 i1
4y

La probabilidad de que ocurra este evento es igual a

M;d)(d+1-i,i)

2
Pd
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. d+3-1i
y teniendo en cuenta que existen ( 2 l) posibilidades de elegir dos puntos
interiores de los d+3-i en cuestidn, la expresién (11.9) queda demostrada.
De Miles [1971] se concluye que
2
(d) d +3d-21i+2

11.12) M +1-i,i) =
( ) My T(d+l-i,1) d+1-1

drd’ (d+2)

Yy por lo tanto para las probabilidades en cuestién se tiene que

(d) . d+3-i, (d)
(11.13)  p,, (d+3-1,1) (1/e3) (T75 T )M, T(d+1-1,1)
(d) o (d) 2 d+3-iy (d) ,
(11.14)  p,  (d+3-1,i) = d + 3 - Ed+3_i’i(Bd) - ;3 ( ; ) M, T(d*l-1,1) y
(d) . (d) d+3-i, 2 _(d)
(11.15) pd+3(d+3-1,1) d+3—i,i(Bd) ( ) ];7 MZ (d+1-i,1i)

para 1 = 0,1,...,d+1 .

Obsérvese que utilizando las férmulas (3.7) y (4.8) podemos expresar el valor

d
medio del nimero de vértices E;+; i i(Bd) en funcidon del valor medio del volumen
d ”
V;+i i i(Bd) cuyo valor explicito se puede encontrar en el caso particular (c) de la
Ly

seccidn 5.2 .

Para 1 = d+2 , es decir un punto esta distribuido en el interior, los restantes

d+2 sobre el contorno de Bd ,» se tiene que

(d)
+

(11.16) pd 1

(1,d+2) = 0
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d

(11.17) p((j+;(l,d+2) = d + 3 - Eid;+2(Bd) y
(d) _.(d)

(11.18) pd+3(l,d+2) = El,d+2(Bd) - d - 2

Para i = d+3 , es decir todos los d+3 puntos se encuentran distribuidos

sobre el contorno de Bd » obtenemos obviamente

d d d
(11.19) p§+i(0,d+3) = 0 , p§+;(0,d+3) = 0 vy p§+;(0,d+3) = 1

11.3.2. Caso particular d = 2

Sustituyendo d = 2 en las expresiones (11.12) - (11.19) obtenemos todos los

posibles valores numéricos para el caso de puntos distribuidos en el circulo

unidad BZ:
i 0 1 2 3 4 5
*
(2) s M s 3 3
p3 (5—1,1) 16172 16"2 4-"2 8-"2 0 0
(0.095) (0.095) (0.076) (0.038)
65 *) 65 31 9 3
(2),. . . — = — =
P, (5-i,1i) 12m2 1212 6T 2T T 0
(0.549) (0.549) (0.523) (0.456) (0.304)
30g*) 305 71 39 3
(2),_ . . - '~ R - =7 =
Py (5-1,0) | 1 ygnz | Vg2 | 1T Tez | a2 L-32 1
(0.356) (0.356) (0.401) (0.506) (0.696)

Tabla 11.3 Valores numéricos de las probabilidades p;Z)(B2;5_i,i) j=23,4,5

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.
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11.3.3. Caso particular d = 3

Sustituyendo d = 3 en las expresiones (11.12) - (11.19) obtenemos todos los

posibles valores numéricos para el caso de puntos aleatorios distribuidos en la

bola unidad B3 :
i 0 1 2 3 4 5 6

3 9 M 1 A

p, (6-i,i)| 200m2 20072 2572 24012 72n2 0 0
(0.005) | (0.005) | (0.004) | (0.003) | (0.001)

(3) 27 9™ 27 9 luso 2 |77 |13 _ 1 1

Pg (6-1,1) 143 100n2 [ 143 100n2| 1001 2572 [ 44 12072 | 105 3672 | 14 0
(0.180) | (0.180) [ (0.172) | (0.153) | (0.121) |(0.071)
e, 9Mue, 9 |81, 1 f37 7 |92 1| 13

péa)(6—i,i) 143 200m2| 143 20072[1001 25n2|44  240n2 [ 105 = 72m2 14 1
(0.815) | (0.815) | (0.824) | (0.844) | (0.878) |(0.929)

Tabla 11.4 Valores numéricos de las probabilidades pgs)(33;6-i,i) Jj=4,5,6

(*) Estos valores también han sido determinados por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.



sd+4-1,1)

11.4. La configuracidn S(Bd'

11.4.1. Formulas generales

Consideremos finalmente la configuracién estocidstica

por d+4 puntos aleatorios,

interior, los restantes i

Supongamos primero que

definida por S(Bd;d+4—i,i) tendrda d+1 , d+2

1sisd+}l . Con probabilidad 1

, d¥3 0o

d+4

S(Bd;d+4—i,i)
sobre el contorno de la bola unidad Bd

vértices.

la capsula convexa

siguientes ecuaciones nos proporcionan una respuesta completa al problema

() B 3, (d+4 (d)
(11.20)  p, | (d+4-1,1). = (1/pd)( 3 ) (d+1-i,1)
d+2-i d
(ar.21)  p'%(ars-1,1) (d+4 jl)((l/p yutd) ,(d+2-1,1) _d#2-d) ( ) (d+1-1,1) )
Pa+2 2,d+ 3
p
d
(d) . ( ) ( ) (d) N
(11.22) pd+l(d+4—i,1) + d 2(d+4 -i,i) + d 3(d+4 i,1i) pd+4(d+4 i,i) = 1
(d) (d) (d)
(11.23) (d+1)pd (d+4-i,i) + + (d+4)pd+4(d+4—i,i) Ed+4—1,1(Bd)
siendo Mgd)(d+1-i,i) el tercer momento del volumen del simple aleatorio Hd+1—i i
2
y M;d()i+2(d+2-i,i) el segundo momento del volumen del politopo aleatorio de dimensidn
2

d definido por la configuracidn estocdstica

S(Bd;d+2—i,i)

formada
d+4-1 de los cuales se encuentran distribuidos en el

de dimensidn

Hd+4-i,i

Las cuatro
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Para la expresidon (11.20) observemos que la cipsula convexa i generada

Hava-1,

por los puntos Pl"'°'Pd+4—i’Sl'°"’Si es un simple de dimensién d si y sdlo si

tres puntos interiores estan contenidos en el simple generado por los restantes

d+l puntos (ndtese que todos los puntos del contorno resultan ser vértices de Hd+4 id ) .
“do

La probabilidad de que ocurra este evento es

Mgd)(d+l-i,i)
;3
d

(d+4"i
3
interiores de los d+4-i en cuestidn, la expresion (11.20) queda demostrada.

y teniendo en cuenta que existen ) posibilidades de elegir tres puntos

De Miles [1971] se concluye que 442

d d?+4d-2i+5
(r(3)) ()
(d) 2dd+2—i 2 2
(11.24) M3 (d+1-i,i) = 3 del-1 arl
1(d!)” (d+1) (d+3) d+3 d?+4d-2i+2
(r(==)) r(—————=)
2 2
Para la expresién (l11.21) consideremos el siguiente razonamiento.
Para calcular el segundo momento del volumen del politopo aleatorio Hd+2 1.4
—1
definido por S(Bd;d+2-i;i)
(d) 1 2
. - = —— v ...d
(11.25) M2,d+2(d+2 1,1) pd+2-ia} (V(Hd+2—i,i)) dpy...dP, 595 Sy
d d-1

fijamos primero todos los puntos del contorno S .,Si y los completamos (si resulta

1re
necesario) con d+1-1 puntos interiores para asi formar un simple Hd+1-i 1 de
?

dimension d . Podemos afirmar entonces que



= - - - T ==

= §3 <
(d) 1 2
11.26 M d+2-1i,1 2 o o &% 8
( My g2t d+2-1 1 (V(Hd+2—i,i)) Wy 990 8R4 88, e 2B,
Pa “4-1 .
Par2-1% %4 ‘
Dividi hor 1 dominio de int io ‘ i
mos ahora e ominio de integraciodn de Pd+2—1 como sigue. El simple Hd+1~i,i

generado por los puntos P S .,Si divide a la bola unidad Bd en

1,...,Pd+1_i, 12

los siguientes subdominios:

Hd+l—i,i El simple generado por Pl,...,Pd+1_i,Sl,...,Si a

R Sean F_,...,F las facetas de que intersecan en el

j 1 d Hie1-1,1
punto Pj (1sjsd+1l-i). Cada faceta Fk (l1£sksd) esta conte-

nida en un hiperplano Sea K la parte de Bd deter-

L s
d-1,k k
K que no contiene la capsula convexa

minada por Ld—l, Hd+l—i,i

Definimos finalmente R, como la interseccidn de todos los
J

Kk (lsksd).

—(RluR U )

- H ...UR
d d+l-1,1 2 U Rdr1-1

Ilustramos a continuacidn la divisidn de Bd en los mencionados subdominios para

dos configuraciones del plano.

Figura 12.1



Teniendo en cuenta la divisién en subdominios se tiene que

(d) 1 2
, i) = — i dP. ...dP ds_...d
(11.27) M) 44p(d*2-1,1) d+2-1 i /Ev(Hd+2—i,i)) de+2—if 1 d+1-1 95177955

Pa “a-1
Pas2-1 ¢ Haa1o1,1

(d+1-1)
d+2-i i
P w

d d-1

(V(Hd+2-i,i

P R
dw2-i€ T3

1

2
)" dpy,,_; [dP,---dP ds, ...ds

2 .
—_—— dP. ...dP dS. ...dS
ar2-1 4 (V(Hd+2—i,i)) dpd+2-if 1 d+1-1%°1

i
p
d d-1
Far2-15®
. = = lo tant
Si Pd+2—i esta en Hd+1—i,i tenemos que V(Hd+2-i,i) V(Hd+1—i,i) , Y por lo tanto
obtenemos
d
1 9 M; )(d+1—i,i)
.2 _— \' dP ...dP dS....dS, =
(11.28) d+2-i i ( (Hd+2-i,i)) 1 d+2-1 1 i P
p W d
d d-1 P cH
d+2-1 d+1-1i,1
Si Pd+2 ., esta en Rj , usando el teorema de Fubini, camblamos el orden de integra-
-i

cidén y obtenemos

Mgd)(d+1—i,i)

2
(v(n )) dP ...dP, , . dS ...dS,

d+2-i,1i d+2 1 o

d
Fas2-1 5 R

para lgjsd+l-i .
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Si extendemos la integracidn de al subdominio R tendremos siempre un

Pd+2—i
politopo de d+2 vértices. Por lo tanto, llamando

1 2
1. i) =
(11-30) A4, 1) Jdr2-i i _/(V(Hd+2-i,i)) Py dByyp g 950 +95
d  “a-1

Fasp-1 &R

se ve facilmente que

d+4—i)A(d,i)

2 p2

(11.31) p;i;(dﬂo—i,i) =
d

y, teniendo en cuenta las expresiomes (11.27) - (11.30) , obtenemos finalmente

(d) -
M (d+2"1’1) .
d d+4-1i,, 2,d+2 d+2- d
aam pheenn - (TS - S Dan)

de acuerdo con la expresién (11.21) .

Las probabilidades en cuestidn se obtienen a partir de las cuatro ecuaciones

(11.20) - (11.23) . Las f6rmulas integrales que permiten calcular valores expli-
d d
citos de E;+Z—i,i(Bd) estidn dadas en la seccién 8.1 . El calculo de Mg,;+2(d+2—i,i)

parece ser inaccesible.

Quedan por estudiar los casos en que 1 es igual a d+2 , d+3 o d+4 .

(d)

Si i = d+2 , observando que entonces pd+1(2,d+2) =0 , las ecuaciones (11.21) - (11.23)
nos proporcionan las probabilidades en cuestiodn.
Si i = d+3 , observando que entonces péii(l,d+3) = p;i;(l,d+3) = 0 , las ecuaciones

(11.22) y (11.23) nos proporcionan las probabilidades en cuestidn.
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Finalmente, si i = d+4 , es decir los d+4 puntos en cuestidén estdn distribuidos

sobre el contorno de B, , concluimos obviamente

d
( ) (d) _ (
Pys 1(0 d+4) pd+2(0,d+4) = Pys3 (0 d+4) = 0 'y
(d)

Pyey(0sd+s) = 1

11.4.2. Caso particular d =

Para el caso particular de puntos aleatorios distribuidos en el circulo
unidad B2 , utilizando las expresiones (11.20) - (11.23) y lo establecido en el
capitulo 8 , damos a continuacién los resultados 'calculables" de las probabilidades

2
( )(6 -i,i) , 1sjs4 , 05156 .

i 0 1 2 3 4 5 6
(*)
1001 1001 77 35
(Z)(6 1,i) | 3207% 3207% 321" 32 1% 0 0 0
(0.032) (0.032) (0.025) (0.011) 0) (0) (0)
0 0
(2)(6 i,1i) ? ?

(0) (0)
3 b 0

(2)(6 1,1) ? ? ? ? n2  2nt
(0.430) | (0)

5 15
-5+ 1

(2)(6-1 1) ? ? ? ? ? n2 2mt
(0.570) | (1)

2
Tabla 11.5 Valores conocidos de p; )(Bz 6-i1,1) g = 1,2,3,4

(*) Este resultado también ha sido determinado por Miles [1971]. Los restantes son nuevos.



11.4.3. Caso particular d = 2

Para el caso particular de puntos aleatorios distribuidos en la bola unidad

B3 » utilizando las expresiones
8 , damos a continuacién los valores '"calculables" de las probabilidades

lsjgs4 , 05is57 .

(11.20) - (11.23)

y lo establecido en el capitulo

(3)
3+]

P (7_i9i) ’

i 0 1 2 3 4 5 6 7
15 ) 15 15 3 1 0 0 0
pP(7-1,1) | 419972 | G199w2 | WB6zn2 | 1430w2 | Il44n2
4 (0.0004) (0.0004) (0.0003) (0.0002) }(0.00009) (0) (0) (0)
0 0
p$ P (7-1,1)
3 (0) (0)
5
> 0
pi V(71,1 ? ? 2 w2
6 (0.119) | (0)
2L 1
p37(7-1,1) ? ? 42
7 (0.881) | (1)
(3
Tabla 11.6 )

Valores conocidos de las probabilidades p3+j(33;7-i,£) J=12,3,4

(*) Este resultado también ha sido determinado por Miles [1971].
Los restantes son nuevos.
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11.5. Observaciones

Observacidn 11.1

El mismo razonamiento seguido a través de todo el capitulo 11 puede ser exten-
d
dido sin mayores dificultades al caso de un cuerpo convexo K en E , pero, puesto

que los invariantes

(d) (d) . .. (d) . . (d) . Iy
Varroi, i (0 » My T(Ksdel-d,i) o Mp(Kydel-d,0) My o (Kpde2-d,1)
(d) (d)
Biezei, i) ¥ By (0O

que aparecen en el contexto se conocen de manera casi exclusiva s6lo para el caso
particular de la bola unidad Bd de dimensién d , hemos concentrado nuestro interés
en la configuracion estociastica S(Bd;d+m-i,i) ,M22 , 08isd+m , introducida

por Miles [1971].

Observacidén 11.2

(d)

Las probabilidades pd+j(K;d+m,0) ,ymM22 , 1SjsSm , son invariantes intrinsecas,
es decir, dependen inicamente de la forma del cuerpo convexo K . Por lo tanto, en
virtud del Teorema de Crofton de Puntos Fijos (comparar férmula (2.8)) , se verifica

facilmente que

(11.33) (f) (f)

Pd j(Bd;d+m’0) = Pd j(Bd;d+m-1’l)

para m22 , 1sjSm , en coincidencia con los valores numéricos establecidos en las

tablas 11.1 - 11.6 .
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Observacion 11.3

Las expresiones explicitas obtenidas para las probabilidades

), .. o () (d)
pd+1(Bd’d+2 i, 1) d 1(B 3d+3-1,1) vy pd 1(B sd+4-1i,1)

admiten sin mayores dificultades la siguiente generalizacidn:

( ) 1  d+m-i (d) .
(11.34)  p, (B 3d¢m-i,1) = ;“Tl( no1 M [ (By3d+l-i i) 0sisdm , mz22 .
d

La argumentacion es anadloga a la utilizada en la demostracidn de las expresiones
(11.3'") , (11.9) y (11.20) .
Para el caso particular 1 = 0 , la expresién (l11.34) ha sido demostrada también por

Buchta [1986a, observacidn 5] y por Miles [1971, teorema 7] .

Observacidn 11.4

El mismo razonamiento utilizado en la demostracién de la expresién (11.21)
puede ser generalizado al caso de d+m (m2 2) puntos aleatorios. Se verifica facil-

mente que

(d) . _ 1 d+m-iy (d) . 1 (d+m-1 (d)
(11.35)  p,5 (B sdem-1,1) = ——(T"%) o2, ds2 (Bg3d2-11) —pm_l( M
d d

Para el caso particular m=2 , 1 =0 , se tiene que

d+2 (d)(Bd;d+1,0)

(d) _
(11.36) pd+2(Bd,d+2,0) = 1 0 1 s

(B yd+1-1,1i)
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en coincidencia con lo establecido por Kingman [1969].

Asimismo, para el caso particular m=3 , 1 = 0 , se tiene que

(d) _ d+3 ()

, : 2 (443 (D)
Pyyp(By3d+3,0) Mo, (By3d+2,0) - °&°'( )

11.37 :
( ) o, 1,d¢2°d g MMy (By3d+l,0)

y, teniendo en cuenta la expresidon (4.7),

d d d 2 d d
(11.38)  pid) = m? (5 m,Y

pd+2(Bd;d+3,0) = ) 2 Ml (Bd;d+1,0) - ;g ) M2 (Bd;d+1,0)

en coincidencia con el resultado obtenido por Buchta [1986a] .

Observacion 11.5

Consideremos la configuracidon estocastica S(Bd;l,d+m—1) » m2 2 . Con proba-

bilidad 1 1la capsula convexa tendrd d+m-1 6 d+m vértices. Parg

H
1,d+m-1
este caso particular se obtiene facilmente

(d) . B (d)

(11.39)  py,  ((Bil,d#m-1) = d + m By aem-1(3d) y
), . ~ (d)

(11.40)  py, (B il,d+m=1) = 1 d mo+E] S (B

Por lo tanto, utilizando las expresiones integrales de la seccién 8.1 , obtenemos

las probabilidades en cuestidon para cualquier valor de m , m22 .

Observacidn 11.6

Argumentos similares a los utilizados en el capitulo 11 permiten establecer cuatro
de las cinco ecuaciones necesarias para determinar las probabilidades relacionadas

con la configuracidn estocastica S(Bd;d+5—i,i) :
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d d d
(11.41) (+i(d+5—i,i) + Pc(l+;(d+5-i’i) + ... 0+ p§+;(d+5—i,i) = 1

Pd
(d) (d) (@)
(11.42) (d+1)pd+1(d+5—i,i) + ...+ (d+5) pd+5(d+5—i,i) = Ed+5_i’i
(d) 1 d+5-1y (d)
(11.43) Py, (d+5-1,1) = 4( A )MZ‘ (d+1-1,1)
p
d
(d),, . _ L d#5-dy (d) _ 4 d#5-dy o (d)
(11.44)  p g -(d+5-1,1) 93( 3 )M3’d+2(d+2 i,i) p“( A )M4 (d+1-1,1)
d d

Observacién 11.7

d
El caso asintotico en que la dimensidn d del espacio euclidiano E tiende

a infinito ha sido tratado por Miles [1971] y Buchta [1986a]}, quien demuestra que

d
(11.45) d11'.m p((i+;(Bd;d+m,0) = 0 j=1,2,...,m-1 y
+
- (d) . _
(11.46) 512 pd+m(Bd,d+m,0) = 1

Conjeturamos que el mismo comportamiento se observara para el caso general de la

configuracidn estocastica S(Bd;d+m-i,i) , es decir, conjeturamos que

d
(11.47) dlim Pc(1+;(3d$d+m-i,i) =0 J=152,...,m-1 y
+ o0
. (d)
(11.48) dI::l Pd+m(Bd;d+m-i,i) = 1

. A e
/ ' e |
( f‘ g @1 . ’ _
. I/QM/ ( /i:f&f,?,;!,’:?o //’)/ l: T, T PEA ‘(-,-/.. ’P)




PARTE V

UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES

GEOMETRICAS
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CAPITULO 12 CIRCULOS ALEATORIOS EN LA BOLA UNIDAD Bd

Consideremos la configuracidn estocistica S(Bd;3,0) formada por tres puntos

P, P1 y P2 distribuidos de manera uniforme en el interior de la bola unidad B

d
d
en E (d2 2). Con probabilidad 1 , existe un dnico circulo BZ(R) de radio R

tal que los puntos P, P1 y P2 estén contenidos en la circunferencia BBZ(R) .

El objeto principal de este capitulo es encontrar una respuesta al siguiente

problema relacionado con probabilidades geométricas:

iCual es la probabilidad p(B,2) de que el circulo BZ(R) esté

d:

completamente contenido en Bd?

Para la medida del conjunto de casos favorables m(Bd;Z) consideremos

el siguiente razonamiento. Se tiene que

(12.1) m(Bd;Z) = fdePlsz

casos favorables

Utilizamos primero la siguiente f6érmula diferencial de Blaschke (comparar Santald [1976],

p. 201)

= d-2 ' ' '
(12.2) dePldP2 = (2T) dp dPIdPZdLZ

donde T es el area del triangulo formado por P , P1 y P2 s L2 la variedad lineal

de dimensién 2 que pasa por P , P y P_ , y dP' , dPi y dPé las respectivas densi-

1 2

dades de P , P1 y P2 en L2 (es decir, elementos de irea).

Combinando la expresidén (12.2) con otra féormula diferencial desarrollada por

Miles (comparar Santald [1976], p. 17), deducimos que
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- d-1 ' ' ' ﬂ '
(12.3) dePldPZ (2T) ds d51d52 R2 dC dL2

siendo dS' , dSi y dSé los elementos de arco en P' , Pi y Pé

de radio R 1y centro C' determinada por los puntos P' , Pi y Pé .

Pasemos ahora a la medida del conjunto de casos favorables:

d-1 d-1 ' ' ' d_R '
(JT “as dSldSZ) , 4c'dL,

(12.4) m(Bd;Z) = 2
R

El (d-1)-ésimo momento del area de un tridngulo formado por tres puntos distribuidos

independiente y uniformemente en una circunferencia de radio R , ha sido calculado

por Miles [1971]), de donde deducimos que

3 (3d-1, d
r(5rG) d+1

d-1 2d+1

12. T 'ds! ds!
(12.5) ds dSldS2

= a(d)R2

L[}
0

2 ra @ (r(5)

y por lo tanto,

r r-p
(12.6)  m(B;;2) = ZdTra(d)[ (f(fRZd'ldR)pdp)sz

00
L2 +Bd

donde p indica la distancia de C' al centro del circulo Bd n L2 de radio

r = (1--p2)i . Integrando se tiene que

1297 ()
d(2d+1) (2d+2)

d+1 dL

(12.7)  m(B;32) (1-p2)

de la circunferencia



slendo p 1la distancla de L2 a 0, el centro de la bola unidad Bd

De Petkantschin [1936], p. 283, deducimos la siguiente férmula diferencial

(12.8)  dL, = pd” 3dde1[0] sz([dO']l)

donde dL:[O] indica la densidad de rectas orientadas alrededor de O determinadas
por 0y 0' , siendo este dltimo el punto en L2 que realiza la distancia de 0 a
L2 s ¥ dL;?;;) la densidad de la variedad lineal L2 s pero ahora considerada en

el complemento ortogonal de Ll y alrededor del punto 0; . I

Observando que p no varia si integramos respecto de dLl[O] y dL2[0] » obtenemos

para la medida del conjunto de casos favorables:
d 4
r F-———
Wy 199 a2  @(d) T(d+2) (=)
(12.9) m(Bd;Z) = 3d 3 R
d (2d+1) (2d+2) (=)

de donde resulta la probabilidad en cuestiodn:

n(a-1a(r($)) r(3d H)

(12.10) p(B.,32) =
d d+1
6(2d+1)(r( )) r(

Observacion 12.1

Damos a continuacidén algunos valores numéricos de p(Bd;Z):
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2
p(BZ,Z) 5 = 0.4
2
12w
B_; = = .
p( 3 2) 245 0.483
14
p(Bl&’Z) - 27 = 0-519

Observacidon 12.2

Consideremos, finalmente, el comportamiento asintético de la expresidon (12.10)

cuando la dimensidén d del espacio tiende a infinito. Teniendo en cuenta que

r(dzl) ,
r(g) (d/2)
2
se verifica facilmente que
> o0 ™
p(Bd;Z)—_"ﬁ = 0.605

Observacion 12.3

Mas dificil se presenta la siguiente generalizacién. Consideremos la configura-
cidn estocdstica S(Bd;s+1,0) formada por s+l puntos P’Pl""’Ps distribuidos

d
independiente y uniformemente en el interior de la bola unidad Bd en E (dz2) .

Con probabilidad 1 , existe una Gnica bola Bs(R) de dimensién s y radio R de

tal manera que P,P ,...,PS estén contenidos sobre el contorno de BS(R) . Pregunta:

1
¢Cual es la probabilidad p(Bd;s) de que BS(R) esté completamente
contenida en Bd?

Serios inconvenientes aparecen al intentar generalizar al espacio euclidiano de dimen-

sién d (d22) la férmula diferencial de Miles que interviene en la expresidon (12.3) .
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