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El estudio de la Geometría Integral de grupos de Lie se ocupa de en

contrar conjuntos de elementos geométricos. en el espacio de definición del

grupo, que admiten una medida invariante respecto de este. La base de este

estudio reposa principalmente en la teoría del método de referencia móvil

desarrollado por Elie Cartan (Ver [1| y l2l). Utilizando este método Luis

A. Santaló realiza el estudio de la Geometría Integral de grupos de Lie de

transformaciones, esto es, de grupos de Lie que tienen una representación

natricial (ver |19|), para luego abordar el estudio de grupos particulares,

comoel grupo Proyectivo, grupo Afin, grupo de Movimientos. etc. (ver de

ll4l a |19|). De manera análoga en este trabajo se estudia la Geometría ln

tegral del grupo triangular especial ST(n), es decir, del grupo de Lie de

transformaciones definido por las matrices triangulares ((aij)), con aíj
= 0 para j <i , i,j = 1,...,n , con determinante igual a uno.

Ya desde S Lie se conoce también un método para calcular todos los

subgrupos (en nümero finito), de un grupo dado. M. Stoka en 1967 ([21]) ha

lla los subgrupos del grupo Afin. Más tarde Greco Angela (l7l) determina

los Subgrupos de 5 parámetros del subgrupo triangular del espacio proyecti

vo P3 . Siguiendo esos trabajos, aquí se hallan los subgrupos de 4, 3 y 2

parámetros del grupo triangular ST(3) en el plano proyectivo.

El grupo proyectivo en el espacio proyectivo P3 ha sido bastante

estudiado por L.A. Santaló |16|. M. Stoka [22]. Luccione [10] y Mariscalco

[11]. Ellos han encontrado condiciones de medibilidad de subespacios o di

rectamente han hallado subeSpacios que admiten una medida invariante reSpeg

to de este grupo. Sin embargo, son muchos los subespacios de P3 que que

dan por fuera de esas consideraciones; aquí se estudia la medibilidad de al

gunos de estos subespacios, sin agotar las posibilidades de encontrar otros.

El trabajo está dividido en cuatro capítulos, los tres primeros dedi

cados al estudio de la Geometría Integral de grupos triangulares. el cuarto

a la búsqueda de subespacios medibles respecto del grupo proyectivo P3 .

En el Capítulo Uno se desarrolla el caso particular del grupo ST(3)

operando en el plano proyectivo P2 . Este capítulo consta de cuatro par

tes. La primera dedicada al estudio de la Geometría Integral del grupo to



tal ST(3), la segunda parte al estudio de los subgrupos dependientes de

4 parámetros del grupo ST(3), la tercera a los subgrupos dependientes de

3 parámetros, y la cuarta a los subgrupos de 2 parámetros. En cada una de

estas partes primero se hallan los subgrupos mencionados, para proceder

luego a estudiar la Geometría Integral de cada uno de ellos. Aqui los con

juntos de elementos geométricos considerados son: conjuntos de puntos, con

juntos de rectas, conjuntos de pares de elementos (punto y recta, pares de

puntos y pares de rectas), dando una interpretación geométrica de la densi

dad, para aquellos conjuntos que admitan una medida invariante. Al finali

zar cada una de las partes aparece un cuadro de los resultados obtenidos.

En el Capítulo Dos se toma al grupo triangular ST(3), esta vez co

mo grupo de transformaciones afines en el espacio. Los subespacios estu

diados aquí son: conjuntos de puntos, de rectas, de planos. conjuntos de

pares de elementos (punto y recta, punto y plano), dando una expresión geg

métrica de la densidad para aquellos conjuntos que admiten una medida inyg

riante.

El Capítulo Tres aborda el estudio del grupo triangular especial

ST(n +1) operando en el espacio proyectivo Pn . En él se establecen con

diciones sobre los subespacios lineales y suma de subespacios de Pn para

que admitan una medida invariante respecto de ST(n+1).

El Capítulo Cuarto se propone ampliar el estudio de la Geometría Ig

tegral del grupo proyectivo en el espacio P3 . En este capítulo se estu

dia la medibilidad de familias de subespacios sin puntos comunesy con pun

tos comunes no contempladas en los trabajos mencionados de Santaló, Stoka,

Luccioni, etc.
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G E N E R A L I D A D E S

Dado un grupo de Lie de transformaciones G , e] cua] opera sobre un espa

cio E , 1a Geometría Integra] se ocupa de] estudio de medidas invarian

tes respecto de G , de objetos geométricos contenidos en E , Ios cuaies

son transformados transitivamente por e] grupo (ver [2]). En este traba

jo los grupos de Lie considerados son grupos isomorfos a grupos de ma
trices.

Resunimos a continuación 1a teoria que necesitamos sobre estos grupos, pg

ra la realización de] trabajo.

Grupo de Lie de transfbnwaciones. Sea G un grupo de matrices nx n de

dimensión r , esto es, cada matriz depende de r parámetros independieg

tes al...ar (más precisamente cada matriz A de G está detenninada

por un punto a = (al...ar) de una variedad diferenciable, denotada por

G ). Si G opera sobre un espacio En , n-dimensiona], y si x1...xn

son las coordenadas en En , entonces G define un grupo de Lie de trans

formaciones dado. por las ecuaciones:

xi = 91(x1...xn . a1...ar)

xé = 02(x1...xn , al...ar)
(1)

xá = on(xl...xn . al...ar)

donde 1as funciones oi son C0° en los n +r argumentos (ver [5], pág.

100).

Transf "anne Infïnï‘ ' 7 Dado e] grupo de Lie de transfonmacio

nes definido por las ecuaciones

l: ' n ¡no .= conxí 01(x1.. xn , a1 ar) i 1 n

una transfonnación infinitesima] de] grupo es un campovectorial, que a

socia a una función f(xl...xn) diferenciable, la función

n 3o. af(x ...x )
(2) ka: Z (_‘)I .—1_"_.

i=1 aak 3x

(I 1a identidad dei grupo).



Una transfonnación infinitesimal es entonces un operador lineal y homogé

neo. Toda combinación lineal y homogéneade transfonmaciones infinitesi

males es una transformación infinitesimal del grupo.

Si G es un grupo de transformaciones de r parámetros, las r transfor

maciones infinitesimales de G son linealmente independientes (ver ll],

pag. 82..) y satisfacen las ecuaciones de estructura de Lie:
r

-' - : ' ' =
(3) (Xi,le xíxj xjxi SEIc1J xs 1,; l,2,...,k

donde [xi,xj] se llama el producto de Lie y Cïj son constantes (cons
. tantes de estructura).

Se sabe entonces que el grupo (1) lo podemosdefinir por las r transforma

ciones infinitesimales X1...Xr dadas por (2). con estructura (3) (ver

lll, pág. 250).

Subgrupos de un grupo dado. Considerando el grupo G definido por sus

transformaciones infinitesimales X1...Xr con estructura (3), un subgru

po de G dependiente de s parámetros (s <r), está engendrado por s

transformaciones infinitesimales linealmente independientes, las cuales

son combinaciones lineales de las X1...Xr y verifican el producto de

Lie (3) (ver [l], pág. 250). Es decir, todo subgrupo de G de s pará

metros (s <r) , está dado por s transformaciones Yl...YS tal que
r

(4) Yj f = kz] pjk Xk f J = 1...s

con IY. Y.] = Ï C8. Y con Cl. constantes.
l J k=l lJ k lJ

Grupo transitivo. Un grupo G se llama transitivo respecto a un conjun

to de figuras H del espacio E (que en general van a.ser subespacios li

neales de E , o conjuntos de subespacios lineales), si dos objetos cuales

quiera de H pueden superponerse por una transformación de G . Cuando

esta transfonmación es única. el grupo se llama simplemente transitivo

respecto del conjunto de figuras H (ver lll, pág. 114).

FormasdeMaurer-Cartan para grupos deMatrices. Sea G un grupo de matrices

n xn de dimensión r . esto es, cada matriz Ae G está determinada por

r parámetros independientes al...ar . Si dA denota la diferencial de



la matriz A ,y A"1 su inversa, la matriz

_ -1 .(5) sz-A dA

de l-formas diferenciables es llamada la matriz de Maurer-Cartan de G .

Los elementos mi de Q , tienen la fenna

m1-=uil dal +a1-2 da2 + +a1-r dar

donde los coeficientes son funciones de los parámetros a1,a2...ar . De

esas n2 l-formas mi , existen r linealmente independientes (base del es

pacio vectorial dual, del espacio tangente de G) las cuales son llamadas

las formas de Haurer-Cartan de G y están definidas salvo una combinación

lineal con coeficientes constantes. La propiedad principal de la matriz

9 , es ser invariante a la izquierda respecto de G ; comoconsecuencia,

las r formas de Maurer-Cartan también son invariantes a la izquierda res

pecto de G (ver [19], pág. 153). En forma similar las l-formas defini

das por la matriz

(6) 9* = dAA'1

son 1-formas invariantes a la derecha respecto de G , y si G depende

de r parámetros, existen r de ellas linealmente independientes (base

del espacio vectorial de l-fonnas invariantes a la derecha).

Diferenciando exteriormente 9 = A'1 dA obtenemos 2-fonnas invariantes a

la izquierda du)i . dadas por los elementos de la ecuación matricial

(7) d9= 42M:

las cuales tienen la fonna:
r .

(8) du). = X C1. w Am. 'Í =1...r
‘ k.j=l "J k J

i i _ _ i
con ij constantes, con ij - Cjk .

Estas 2-formas du)í son las diferenciales de las formas de Maurer-Cartan.

Sus expresiones dadas por (8) son llamadas las ecuaciones de estructura de

Maurer-Cartan para el grupo G , y las c0nstantes Cij las constantes de

estructura del grupo. De la mismamanera las 2-formas invariantes a la de
1

recha dwï, obtenidas al diferenciar 9* = d AA' tienen la forma

* = '¡* * i
du).Í + Z ij (uk Amj

donde c‘”k = - cl (ver ¡191 á 156)



Elementos de Volumeny Grupos Unimodulares. Sean {mi} ,(i=1,...,r) las r

l-formas de Maurer-Cartan del grupo G . El producto exterior

(9) dL V = ml szll...Awr

es una r-forma invariante a la izquierda respecto de G y es única salvo

un factor constante. La r-forma dL V es llamada elemento de volumen de

G o densidad Cinemática de G . De la misma forma si {uï} , (Í=1,---,r)

son las r l-fonnas invariantes a la derecha por G , el producto exterior

(10) dR v = wï Am; A...Am:

es una r-forma invariante a la derecha, y es única salvo un factor constan

te. La llamamos el elemento de volumen invariante a la derecha. Integran

do el elemento de volumen invariante a la izquierda (o invariante a la de

recha) sobre todo el espacio (en el cual opera G ), se obtiene una medida

invariante a la izquierda (respectivamente invariante a la derecha). Esta

medida coincide con la medida de Haar invariante a la izquierda definida

para todo grupo topológico localmente campacto (respectivamente a derecha)

(ver [13]).

Un grupo de Lie es llamado unimodular si su elemento de volunen invariante

a la izquierda es también invariante a la derecha. En este caso dL V y

dR V coinciden excepto por un factor constante.

Se sabe que un grupo de Lie es unimodular. si sólo si. sus constantes de

estructura verifican la ecuación (ver |19|, pág. 158)

" k .

(ll) kgl Cjk = 0 J = l...r

Densidad y medida en grupos de Matrices. Sea En e'l espacio de puntos

en el cual opera un grupo de Lie G de matrices de dimensión r, engen

drado por las transfonnaciones infinitesimales X1...Xr . Sea H un con

junto de elementos geométricos en En (que en general es un subespacio li

neal de E , o conjuntos de subespacios) el cual es transfonmado transiti

vamente por G . Deseamos definir una medida para conjuntos H , invarian

te respecto a G .

Las transformaciones de G que dejan invariante un conjunto de elementos

H forman un subgrupo S de G de dimensión, digamos r -h . Suponemos que

S es a la vez isomorfo a un grupo de matrices. Entonces si S es engen



drado por r -h transformaciones infinitesimales

xh+1.... xr

(que verifican las ecuaciones de estructura de Lie (3)), S está representa

do en el espacio de parámetros de G p0r una variedad integral del sistema

(ver us], pág. 251):

(12) ml=0 m2=0 wh=0.

La integral de la fonna diferencial ah = m1Au? A... A uh sobre H , es

una medida invariante para H-, si sólo si. la diferencial

dí! = d(mll\u)2 A...A wh) = 0

(ver [1 l, pág. 86).

En este caso llamamos dH = ml sz A... Aalh la densidad invariante para

los elementos H , la cual es única salvo un factor constante.

Si h = r , el subgrupo S se reduce a la identidad y or = m1A... A w =

dH es la densidad Cinemática del grupo, o elemento de volumen.

Si el grupo G es simplemente transitivo respectode los elementos H ,

siempre existe una medida invariante, es la dada por la integral del pro

ducto exteri0r m1A... A mr. es decir es la medida Cinemática de G en

En .

Si ll>l‘ el grupo G no puede ser transitivo respecto a H y la medida

invariante para H no está definida.

Grupotriangular especial

El grupo triangular especial ST(n) con r1>2 , es el grupo de todas las

matrices n xn de determinante la unidad, tal que ST(n) = ((aij)) con

aÜ =0 pue 1<j<i<n.

Los elementos aij , con aij f 0 san los parámetros del grupo, luego

ST(n) depende de ¿Eigliflïll parámetros independientes. Es un grupo no

unimodular (ver [13], pág. 64) y tiene un subgrupo invariante cerrado

unimodular, el grupo ST1(n) de matrices n xn ((aíj)) , con aij = 0 Para

l<j<i<n y afi =1.



Grupo Proyectivo

Sea Pn el espacio proyectivo n-dimensiona]; todo punto x de Pn está

representado por n +1 coordenadas homogéneas xo...xn (punto analítico).

El grupo proyectivo Gr (r=n(n+2)) es e] grupo definido por las transfor
'macíones:

' = al}x. '(k=0...n)

con la condición laÏI = 1 (ver [14]).

Grupos I somorfos

Si G es un grupo de Lie de transformaciones, dos transformaciones de G

se dicen homólogas cuando una es 1a transformada de 1a otra por una trans

formación de G .

Dos subgrupos de un grupo de Lie G se dicen homóïogos, cuando uno de eïlos

es e] transformado de] otro por una transformación de G .

Dos grupos de Lie homólogos son isomorfos. es decir, son geométricamente

iguales (estudiar uno es estudiar e] otro). (Ver ll] pág. 103).
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C A P I T U L 0 U N 0

EL GRUPO TRIANGULAR ESPECIAL ST(3) COMO GRUPO DE TRANSFORMACIONES EN

EL PLANO.

"Para un ser completanente inmóvil
no habría ni espacio ni geometría".

Henri Poincaré
"EZvalor de la Ciencia".

PRIMERAPARTE: E'I grupo triangular ST(3)

1. Estructura g; grugo ST(3)

E1 grupo triangular especia] ST(3) es e] grupo fonmado por ias matri

ces

a b c .

(13) H = 0 e h

0 0 r

con detenninante H = a er = 1 , donde a, b, c, e, h, r son Ios paré

metros del grupo . Debido a 1a condición a er =1 se trata de

un grupo de 5 parámetros.

E1 grupo ST(3) puede considerarse que opera en e] espacio E3 mediag

te ias transformaciones centro-afines

x' = ax + by + cz

(14) y' = ey + hz

z = rz

comoestudiaremos en e] capítulo dos. También puede considerarse como

operando en e] plano'proyectivo, en cuyo caso x, y. z (y las x', y',

z') de (14) son coordenadas homogéneas.

En este capitulo vamos a considerar esta reaïización de ST(3) comogru

po de transfonnaciones de] plano proyectivo en si mismo.

En c00rdenadas no-homogéneas (g = x/z , n = y/z) las transfonnaciones

(14) se escriben:

m
+ :1 +

1|n

(15) . _
:I +

1|:'1|cr1|m-1ln:



Comono puede dar lugar a confusión pues siempre vamos a utilizar coorde

nadas no homogéneas podemos volver a utilizar x,y en vez de ¿.n . Asi

las ecuaciones (15) pueden escribirse

x' = x + y + E
r

1Im1IN
'< +

1|='1IU'

cm aer=1.

0 bien (a causa de que a er = 1)

x'=a2ex+ abey +ace
(16) 2

y = a e y + a eh

donde aparecen únicamente los 5 parámetros independientes.

Transformaciones Infinitesimales. Dadoel grupo de transfonmaciones (16)

y considerando las funciones oi(x, y, a, b, c, e, h) definidas por

x. = 01(xv y, a, bs Cs e. = azex + beay+ ace

y =Ó2(xo .Y. a, b) Cs en h)=aez._Y+GEh

con(a=e=l,b=c=h=0)=I laiduúühddelgnmo (oflx,y,1)= x,
02(x, y, I) = y), las transformaciones infinitesimales de este grupo están

dadas por los 5 camposvectoriales siguientes (ver (2)):

ao] 302
X1f= —)¡ p+ (—)¡ q= 2xp+yq

3a 3a

301 302x2f=(—)lp+( )¡q=yp
ab ab

a"1 ac"2xaf= p+ q=P
ac ac

Bol 302
X4f= (—)¡ p+ (—)¡ q =xp + 2yq

Be ae

301 3Ó2Xf=(—)p+(—)q=q
5 ah I ah I

poniendo como es costumbre, p = a: , q = a: .
ax ay

Los 5 campos vectoriales xlf, X2f, x3f, X4f, xsf son linealmente indepen

dientes y satisfacen el producto de Lie [Xi.le = XÍXj - Xin . Luego:



N

='xs9 =0 9 ='x2
(18) ='x3a = o =0='2
COntodo esto, podemosdecir que el grupo de las transfonnaciones (15)

o (16) está definido por las transformaciones infinitesimales (17)

{p.qiyp,2xp+yq. xp +2yq}
con estructura (18).

Estas transformaciones infinitesimales (17) con (18) van a ser ütiles

para calcular los subgrupos del grupo (15) o (16) siguiendo los traba

jos de M. Stoka ([21]).

Ahora necesitamos algunas caracteristicas del grupo ST(3) , o sea, ma

trices de la forma (13) operando sobre el plano proyectivo P2 .

. GeometríaIntegral É ST(3).

El grupo triangular ST(3) dependiente de 5 parámetros

H5= {p, q.yp. 2xp+yq. Xp + 2yq}

es el grupo de las transformaciones en el plano proyectivo, definido

por las ecuaciones

l:

Formas de Maurer-Cartan.

=ax+bz+c
(19) con a er =.1

r

= e 1+ h
r

Considerando la matriz

a b c

H = 0 e h con det H = 1

0 0 r

las l-formas invariantes a la izquierda o formas de Maurer-Cartan son

los elementos linealmente independientes de la matriz (ver [5]):

l/a -b/ae bh-ce da db dc ml wz m3

n=H'1d H = o 1/e -h/re o de dh = 0 m4 ws

o o l/r o o dr o o m6

Luego:



-db b=Q ____d
U1 M2 e

a a ae

(20) w3 = gs - JL dh + (bh - ce) dra ae

de dh h drtu =— m =—-—dr m =—
4 e 5 e er 6 r

con m1+w4+w6=0 (por ser detH= 1).
De estas ecuaciones podemosescribir

da = awl

dc=am +bm +Cw
(21) 3 5 6

de = 8w4

dh=&05+hu)6

dr = nnó

La densidad Cinemática de] grupo (19), elemento de volumen invariante a

1a izquierda es e] producto exterior de las formas de Maurer-Cartan, e;

to es

= daAdbAchdeAdh
a e(22) dLV = m1 AmzAm3Au14Am5

Formas invariantes a la derecha. Son las l-fonnas determinadas por los

elementos lineaïmente independientes de 1a matriz

da db dc l/a -b/ae bh-ce
l

{2* = dH.H- = 0 de dh 0 l/e -h/er

0 0 dr 0 0 l/r

mï tu; Los

Luego, si 9* = 0 mz tu; estas formas están dadas por:
'k

O 0 m6

da b dbw*=— w*=-—da+-—
l 2 ae e

3 = (bh-ce)da - i db + fi
(23) er r

de * h dh(n = — m = - — de + —
z e 5 er r

mg=d—: Con mï+m1+wg=0porser detH=1.

El eïemento de volumen invariante a 1a derecha será entonces e] producto



exterior de estas formas. Asi

(2M de=qum5Am3AmzAug= adaAdbAchdeAdh

Comparando (22) con (24) confirmamos que e] grupo (20) no es unimoduïar,

como 10 afirma Reiter ([13] , pág. 64).

Ecuaciones de estructura. Son las ecuaciones determinadas por 1a ecua

ción matricial dí? = -QAQ

dwl du)2 dw3

Luego si da = 0 dm4 dms

0 0 dm6

Ias ecuaciones de estructura son:

du)1 = 0

dar “"1"”? - “¿M4

(25) dw3 = -2 (ul/i m3 — sz m5 + w3A m4

dw4 = 0

duJ5 = -2 w4Au35 + wsAwl

Las constantes de estructura son ios coeficientes de 1as ecuaciones, es

toes:
2- 2- 3- .3=_.012"1 c24"1 c13"2 ’c25 1’
3_ 5_ 5

C34-1 045--2 051-1.

Se observa que

5
k _ 2 3 4 5 = _

z cik ’ C12 + c13 + c14 + C15 4 'k1

10 que confirma que e] grupo no es unimodular.

3. Densidades

3.1. Densidadpara pares de rectas paralelas.

Las rectas x = 0 y x = 1 son transformadas por e] grupo H5 en

b c bh . b c Q + alasrectasGl:x'=-_y'+--— y Gz¡x=_y-+__e r er e r er r
respectivamente. Las condiciones para que e] par (31H;2 permanezca

fijo bajo H5 :

d:
AÉ)=o d(E_É)=0 d(É)=o
e r er r

y (21) definen e] sistema:



3. N

U

-13

m=0 2m1+m4=0

De (25) obtenemos: d(<n2/\m3i\(2ml + m4 )) = 3w2Aw1Aw3Am4 f O .

Luego 1a densidad invariante para pares de rectas paraieïas no existe

. Densidhdpara pares de rectas.

Las rectas x = 0 y x = y son transfonmadas por el grup0' H5 en

ias rectas G1 : x' = É y' + E - En y GZ 1 X' = gig Y' + Er er e r
- 13:91h respectivamente.

er
Las condiciones para que e] par Gl + G2 permanezca fijo:

Mi) = o
Y‘

d?) = o M9) = o'
e e

definen e] sistema:

De (25): d(w2Aw3A(m1- m4) Aw5)= - 6 szwl Am3Am4Am5 f 0 .

Luego, 1a densidad invariante para pares de rectas no existe.

. . Densidad para pares de puntos.

Los puntos (0,0) y (0,1) son transformados por e] grupo H5 en 10s

puntos P1(E s h) y P2(P-ÏE , sin) respectivamente.r r r r

E1 par de puntos P1 + P2 define e] sistema

Por ('25) se tiene d(m2Am3Am5A(2 ¡.04+ m1) = 4 mlAmzAm3Aw4Aw5 7€

0 . Luego 1a densidad para pares de puntos no existe.

4. Conclusiones.

E1 grupo triangular especia] ST(3) comogrupo de transformaciones en

e] plano está generado por 1as transfonnaciones infinitesimales (17)

con estructura (18). Respecto de este grupo se ha probado e] siguiente:

Te0rema1. Los conjuntos depares derectas,rectas paralelas y pares de

puntos no admiten una medida invariante respecto de] grupo H5 

Nota. Para 1a densidad de conjuntos de puntos, de rectas y conjuntos

de pares de recta y punto ver capítuio tres.
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SEGUNDAPARTE: Subgrupos de 4 parámetros delggrupo triangular ST(3).

5. Determinación gg ¿gg subqrupos gg g parámetros gg} grupo triangular

ST(3).

Dadoel grupo triangular ST(3) definido por las transformaciones in

finitesimales (17) con estructura (18), un subgrupode 4 parámetros del

grupo ST(3) está definido por las 4 transformaciones infinitesimales:

Y1 = al X1 + a2 X2 + a3 X3 + a4 X4 + a5 X5

Y2 = b1 X1 + b2 X2 + b3 X3 + b4 X4 + b5 X5
(26)

Y3 = c1 Xl + c2 X2 + c3 X3 + c4 X4 + c5 X5

Y4 = d1 X1 + d2 X2 + d3 X3 + d4 X4 + d5 X5

si sólo sí, cada producto lYi,Yj] es una combinación lineal, con cog

ficientes constantes, de los Yk , k = 1, 2. 3. 4 .

Para determinar los diferentes subgruposde4 parámetros del grupo triag

gular ST(3), c0nsideramos la matriz

(27) bl b2 b3 b4 b5
c1 c2 c3 c4 c5

d1 d2 d3 d4 d5

Con ai, bi, ci, dí constantes. i = 1, 2, 3, 4, 5.

Se presentan los siguientes casos:

1) La matriz tiene la forma

OOOH OCHO OHOO I-‘OOO OOOO

Aqui: Y1 = X1 , Y2 = X2 , Y3 = X3 , Y4 = X4 .

Puesto que los productos [Yi,Yj] son combinaciones lineales con cg

eficientes constantes de los Yk , k = l,2,3,4, las transformacio
nes

{XP X2. X3. X4}= {2 xp+yq.yp. p. xp +2yq}

generan un subgrupo de ST(3).
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2) La matriz (27) tiene la fonna:

1 0 0 0 0

0 l 0 0 0

0 0 l 0 0

0 0 0 da 1

Aquí Y1 = X1 , Y2 = X2 , Y3 = X3 . Y4 = d4 X4 + X5 .

Para que estos Y1 , i = 1,2,3,4 formen grupo debe ser d4 = 0 .

Se obtiene el grupo:

{Xp X2»X3. X5}= {2xp+yq.yp.p,q}

3) La matriz (27) tiene 1a fonma:

1 0 0 0 0

0 l 0 0 0

0 0 c3 l 0

0 0 d3 0 l

Entonces: Yl = X1 , Y2 = X2 , Y3 = c3 X3 + X4 , Y4 = d3 X3 + x5

Estas transformaciones infinitesimales no forman grupo para ningün

vaior de c3 y d3 .

4) La matriz (27) tiene 1a fonma:

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 c3 c4 l

0 0 d3 d4 0

Entonces: Y1 = X1 , Y2 = x2 , Y3 = c3 X3 + c4 X4 + X5

Y + d X=d3X3 4 4'4

Estas transformaciones infinitesimales forman grupo si c3 = 0 .

c4 = 0 , d4 = 0 .

Se obtiene el grupo {X1, X2. X5, X3} ya obtenido en 2).

5) La matriz (27) tiene 1a forma:

1 O 0 0 0

0 b2 l 0 0

0 c2 0 l 0

0 dz 0 0 1
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Entonces Y1 = X1 , Y2 = bz'x2 + X3 , Y3 = c2 X2 + X4

Y = d4 2x2+x5

Estas transformaciones infinitesimaïes forman grupo si b2 = 0 ,

c2 = 0 , d2 = O . Se obtiene e] grupo

{X1. X3. X4. X5}= {pr +yq ,p.xp +2yq. q}

6) La matriz tiene la fonna

l 0 0 0 0

0 b2 1 0 0

0 c2 0 c4 1

0 d2 0 d4 0

Aquí: Y1=Xl,Y2=b2X2+X3,Y3=C2X2‘+C4X4+X5

Y4 = d2 X2 + d4 X4 .

Estas transfonnaciones forman grupo si:

b2 = 0 . c2 = 0 . c4 = 0 . d2 d4 = 0

i) Si d2 = 0 se obtiene e] grupo {X1, X3, X5, X4}

ii) Si d4 = 0 se obtiene el grupo {X1, X3, X5, X2}

grupos ya obtenidos.

7) La matriz tiene 1a fonna:

1 0 0 0 0

0 b2 b3 1 0

0 c2 c3 0 l

0 d2 d3 0 0

Aqui: Y1 = X1 , Y2 = b2 x2 + b3 X3 + X4

Y3 = c2 X2 + c3 x3 + X5 , Y4 = d2 X2 + d3 X3

Estas transformaciones infinitesimales forman grupo si: c2 = 0 ,

c3 = 0 , b2 = O . b3 = 0 , d2 = 0 .

Se obtiene e] grupo (xl, X4. X5, X3} ya obtenido en 5).

8) La matriz (27) tiene 1a forma:
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a1 l 0 0 0

b1 0 1 0 O

c1 0 O l 0

d1 0 0 0 1

Aquï Y1 = a1 x1 + X2 , Y2 = b1 X1 + X3 , Y3 = c1 X1 + X4

Y4 = d1 X1 + X5 .

Se dan dos casos:

i) a1 = 0 , b1 = 0 . c1 = 0 . 'dl = 0

caso en e] cua] resulta el grupo

U2. X3, X4, X5} = Up. p . xp + qu . q}

ií) a1 = 0 , bl = 0 . cl f 0 , d1 = 0

resulta e] grupo

{X2. X3, k X1+ X4. X5}= Up. p. (2k+1)xp+ (k+2)yq . q} .

9) La matriz (27) es de 1a fonna:

a1 1 0 0 0

b1 0 1 0 0

cl 0 0 c4 1

dl 0 0 d4 0

Luego: Yl = al X1 + X2 . Y2 = bl X1 + X3 , Y3 = c1 X1 + c4 X4 + X5

Y5 = dl Xl + d4 X4 .

Estas transfonmaciones ínfinítesimales forman grupo si: al = 0 ,

bl = 0 , c1 = 0 . c4 = 0 , d1 = k , d4 = n ; k y n constantes

Se obtiene el grupo:

{x2. X3. x5. k x1+ n X4}= {yp.p.q.(2k+n)xp+ (k+2n)yq}

10) La matriz (27) es de 1a fonna:

al 1 0 0 0

b1 0 b3 1 0

cl 0 c3 0 1

dl 0 d3 0 0

Aquí Yl = al X1 + X2 . Yz = bl X1 + b3 X3 + X4'.
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Y3 = c1 X1 + C3 X3 + X5 , Y4 = d1 Xl + d3 X3

Estas transfonmaciones infinitesimales fonmangrupo si: a1 = 0 ,

b1 = b3 = 0 . cl = c3 = 0 . dl = 0 .

Se obtiene e] grupo

{X2. X4, X5. X3} ya obtenido.

11) La matriz (27) tiene 1a fonna:

a1 a2 l 0 0

b1 b2 0 l 0

c1 c2 0 0 l

d1 d2 0 0 0

Aquí: Yl = al Xl + a2 X2 + X3 , Y2 = b1 X1 + b2 X2 + X4

Y3 = c1 X1 + c2 X2 + X5 , Y4 = d1 X1 + d2 X2

Se presentan dos casos:

i) a1 = a2 = 0 . b1 = b2 = 0 , c1 = c2 = 0 , d2 = 0

Resuïta el grupo {X3, X4. X5, X1} ya obtenido.

ii) a1 = a2 = 0 , b2 = 0 . c1 = c2 = 0 , d1 = 0 .

Resulta el grupo

{X3. k X1 + X4, X5, X2} ya obtenido

Con todo lo anterior podemosenunciar e] siguiente teorema demostrado:

Teorema 2. Los subgrupos de 4 parámetros de] grupo triangular ST(3)

definido por las transformaciones infinitesimaïes (17) con estructura

(18) son los siguientes; salvo isomorfismos:

HÏ = (xa. x3. x5. k x1+ n x4} = {yp,p,q .(2k+n) XP+(k+2n)yq}

Hg={X1. X3.X4.X5}= (“pH/mp, xp+2yq.q}

Hg= {Xp X3. X4, X5}= {yp.p. xp+2yq, q}

HÍ={X1. X2, X3, X4}= {2xp+yq.yp ,p.xp+2yq}



6. Geometría Integral ¿Leia Subgrugoa gig cuatro Earánetros de_L311420

ST(3).

6.1. E1 grupo

4 _ _
H1 - Up. p. q.(2k+n) xp+(2n+k)yq}- (xa. X3. x5, k X1+ n X4}

es e] grupo trianguïar dado por 1as transformaciones

xl = akx + + C
(28) r

y' =i‘m.
Y‘

con ak+"=.1/r . k y n constantes.

Formas invarianteaaZa-izquierda. Están dadas por Ios elementos de 1a

matriz:

1/ak -b/ak+" bh-ca" kak'lda db dc

n = A'1 dA o 1/a" -h/a"r o nan-1da dh

o o l/r o o dr

. _ k
donde. m1 - — daa

1' bn
(u = -‘ (db - —- da)

2 ak ' a

-dc_ b _ n
“3-21; ak+ndh+(bh ca )dr

(29)
n nw =—da=-m

4 a k 1

1 htu =—(dh--dr)
5 an r

u, =d_r
6 r

con 1a condición m1 + m4 + m6 = 0

o (1+Ï)wl+m6=0 Ho.

Elemento de volumen invariante a la izquierda:

Es e] producto exterior delas formas de Maure-Cartan

_ _ k

(30) dLV - wlAmzAwaAms - ——a2k+n+1daAdbAchdh
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Formas invariantes a La derecha. Están'dadas por los elementos de

“5 “3

9*=dA.A'1= o m3 mg

0 0 mg

donde: wï = L daa

1 bkm*=—-—da+db)
2 a" a

m5=kak'1(bh-ca")da-%db+19

mi=—da:!wi
4 k1

mg=Eduï
ra

dr“yk:
6 Y‘

con mï+w3+ug=o.o(1+Ï)mï+mg=o y “o.

Elemento de volumen invariante a la derecha:

Está dado por el producto exterior de las l-formas m*, independientes

(32) dV=w*Am*Aw*/\w*= " -'daAdbAchdh
R 1 2 3 5 a1-2k-n

Comparando (30) y (32) podemos decir: El grupo HÏ no es unimodular,

salvo el caso 2k = -n .

Ecuaciones de estructura. Son los elementos de la ecuación matricial

dm1 dm2 dm3

dfl= -QAQ = 0 dw4 dms

0 0 de

Luego dwl = 0

(33) un? = (f- 1) “lima

du)3= -(2+ all/lab - UIZAUJS



(33)

dm=-(1+2—n)w1/\w5 ka
k

Los coeficientes de estas ecuaciones son ias constantes de estructu

ra. Asi:

2-n_ .3=_ n . 3:- .5-_ 2_n
C12 - k 1 , C13 (2 + k) , C25 1 , C15 - (1 + k) .

Podemosverificar con estas c0nstantes que e] grupo HÍ no es unímg

dular, salvo cuando 2k =- n

5 .

En efecto . X C4
' 1

U. = (3-1)-(2+H)-(1+3!) =-(4+2—“) .y esta
J= k k k k

suma es cero sólo si 2k =- n .

De ias ecuaciones (29) podemos expresar:

ada=-w
k l

_ k n

db-a “2+1;wa
_ k En

(34) dc - a m3 + b m5 - k c ml

dh=a"m5—k—:5hml

dr = - 5:5 r ml

Densidad para puntos (P). E1 punto (0,0) es transformado por el gru

po HÏ en e] punto P(c/r, h/r).

Las condiciones d(c/r) = 0 , d(h/r) = 0 para que P permanezca fi

jo. y (34) definen el sistema: m5 = 0 , m3 = 0 De (33):

- k+_n

(35) d(m5/\m3) - - 3 ( k )w1l\m3l\m5

luego podemosdecir: E1 grupo HÏ tiene densidad invariante para

puntos sólo si k = -n , con k f 0 . en este caso la densidad está

dad por 1a expresión dP = dx Ady .

Densidad para rectas. La recta x = 0 es transformada por e] grupo

HÍ en la recta:

G : x' = b/an y' - ak(bh -ca")



_ 22 _

G penmanece fija si d(b/a") = 0 y d(ak(bh -ca")) = 0 .

De (34) se obtiene:

(36) d(b/an) = ak'" m2 d(ak(bh -ca")) = a2k+" w

Luego G define e] sistema: m2 = 0 , “3 = 0 .

De (33) obtenemos d(m2 Aug) = - 3 m1 Amz Am3 f 0 . Esto prueba que

e] grupo H? no tiene densidad invariante para conjunto de rectas.

Densidad para pares de rectas (G) y puntos (P) con P G G . E1

punto (0,0) y la recta x = 0 son transformados por e] grupo HÏ

en e] punto P(c/r, h/r) y la recta G : x' = b/an y' - ak(bh -can)

respectivamente.

De (34) y (36) eï par P +G permanece fijo si

:0 :0 (05:0.(02 U3

Aplicando (33) se tiene que 1a diferencia]

=ZQk+M
(37) d(m2Am3Aw5) k wlAw3Aw2Am5

esto nos asegura que e] grupo HÍ tiene densidad para pares P-rG ,

con P e G , sólo si 2k = -n , con k f 0 , en este caso 1a densidad
dPAde

cos2 e
euádmapm-MP+G)=

Densidad para rectas paralelas. Las rectas x = 0 y x = l son

transformadas en las rectas paraleias Gl : x = b/a" y - ak(bh -can)

n+k)y G2 : x' = b/an y' - ak(bh -can -a respectivamente. El par de

rectas G1+62 permanece fijo si:

d(b/a") = o d(ak(bh -ca")) = o , d(a2k+") = o .

Por (34) y (36) estas ecuaciones definen e] sistema

¿ul = 0 , 032 = 0 m3 = 0

Aplicando (33), d(mll\w2Aw3) = 0 . Esto prueba que 1a densidad in

variante para pares de rectas paraielas existe. Está dada por

Tomandocoordenadas nonnaïes, (p1,e) para G1 (p2,e) para 62 y

comparando con sus ecuaciones cartesianas obtenemos:



p p -p
—bn-= -tan e , ak(bh -ca") = ——1 , an+2k = ——2l
a cos o cos e

Diferenciando ténmino a término y multiplicando exteriormente, se llg

ga a la expresión:

5k+n (2k+n) _ dOAdplAdPZa ""4—
k cos e

Llamando 6 = Ip2 -p1I la distancia de G1 a 62 y reemplazando

a = (ó/cose)”n+2k se obtiene:

dG1 A clp2k 5k+n 3
2k+n ———

2k+n cos 2k+n e

(38) d(Gl +62) =

De (38) podemos observar que el grupo H: no tiene densidad invarian

te para pares de rectas paralelas, en el caso 2k a 

Densidad para pares de rectas. Los pares de rectas Gl +62 son trans

formados transitativamente por el gnupo HÍ . Puesto que Gl-+62 de

pende de 4 parámetros su densidad es la densidad Cinemática del grupo

d((;1 +G2) = u)1/\u)2 A4133Aus .

Para obtener una expresión geométrica de esta densidad, observemos

que las rectas x = 0 y x = y son transformadas por HÍ en las

rectas:
k

Gl : x' = b/an y' - ak(bh -can) y 62: x'=(9v%9)y'- ak(bh -can-*akh)
a

respectivamente.

Comparandoestas ecuaciones con las ecuaciones en coordenadas norma

les, (p1,01) para G1 y (p2,92) para 62 se obtiene las igualda
des:

p

b/an = - tan 01 ak(bh -ca") = - 1
cos 61

(39)
p

a á*b = - tan 02 ak(bh -ca"+ak h) = - 2
a cos 02

Diferenciando ténnino a término y multiplicando exteriormente se ob

tiene:
dO Adp AdB Adp

(ki) aókw Am Au) Am = ——————11 2 2
k l 2 3

COS el COS 02



Por tanto

dGl Ad62
6k 3 3aus.1+ GZ)=L

k-n a cos el cos 02

k_n = sen(01-ez)De (39) a

cos e1 cos 62

Luego

( ) (. ) k dG1 AdG24o d G +G =—
1 2 k-n [sen6k(el -62)cos'3(k+")el cos'3(k+")0211/k'n

Que también podemos escribir

dG1 AdG2

3(k+n)01

k+G) =__
1 2 k _n 3(k+n)62]1/k—n[sen6k(01 —92)sec sec

De (40) observamos que e] grupo HÏ no tiene densidad invariante pa

ra pares de rectas en el caso k = n .

Densidad para pares de puntos. Los pares de puntos son transformados

transitativamente por e] grupo HÏ . Comoen e] caso anterior, su

densidad coincide con 1a densidad Cinemática de] grupo

d(Pl +P2) = (ul Amz A033Aus

Para dar una interpretación geométrica de esta densidad, observamos

que los puntos (0,0) y (0,1) son transfomados en los puntos

P1(c/r, h/r) y P2(b+—c.fi) respectivamente.

Tomandocoordenadas cartesiranas (x1,y1) para Pl y (x2,y2) para

P2 se obtienen 1as igualdades:

dx1 = d(c/r) dx2 = d(b—+—c)r
n

dyl = d(h/r) dyz = cum)
Y‘

Reemplazandoen 1as diferencia1es de la derecha por (34) y multipïi

cando exteriormente término a término obtenemos:

= 2n + k 6(n+k)
dx1 Ady1 Adx2 I\dy2 k a m1 Amz Am3Aw5 .

_ 2n+k 6(n+k)
Luego dP1IidP2 - T- a d(P1+P2) .

)1/2n+klReemplazando a = (yz -y se Hega a:



6.2.

-25

k dP1 Asz
(41) d(Pl+P2) = 2n+k

2n+k
(yZ'yl)

Por (41) observamos que el grupo H? no tiene densidad invariante pg

ra pares de puntos en e] caso 2n =- k .

Hg = {p .q .xp +2yq .2xp-iyq} = {Xl. X3. X4. X5} .

Es el grupo dado por las transformaciones:

X.=ax+c
r

y.=ez+h
r

Conaer=1.

Formas invariantes a la izquierda. Sonlos elementos de 'la matriz:

I/a 0 -ce da 0 dc

n = A'1 dA = o l/e -h/er o de dh

0 0 l/r‘ O 0 dr

Luego: ml=É m2=ÉaE-cedr
de dh h

(42) to = -— u) = — - — dr
3 e 4 e er

= É con u) + tu + m = 0
“5 .1 3 5 '

Elemento de voïumeninvariantea 1aizquierda,o densidad Cinemática

_ _ daAchdeAdh
(43) dLV- m1szAwaAw4 - ——-—ae

Formas invariantesala derecha. Están dadas por Jos elementos de 1a

matriz:

mï 0 to;

9* = dA.A'1 = o m3 m;

0 0 mg

Así:
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m*=d—a' 'm*=-ceda+ï
1 2a r

de h dhm*=— w*=__de+_
3 e 4 er r

mg=-d-rc con mï+mg+wg=0.

Elemento de vo] unen invariante a 1a derecha:

=wïAmïAngwz=
l/ae

De (43) y (44) el grupo no es unimodular.

Ecuación de estructura.

dm1 0 dm2

d9=-9/\9 = 0 dm3 dm4

0 0 du)5

donde: dwl = 0 du)2 = - ml sz - m2 Aus

dm3=0 dw4=-m3Aw4-m4Am5

Puesto que ws = -(w1+w3) se puede escribir:

du)2 = -2 ml ¡Hu2 + m2 A003
(45)

duo4 = -2 wa lun.1 - ml Aw4

Constantes de estructura

2 _ 2 _ 4 _ 4 _C12--2 623-1 C34--2 C14--1.

De las igualdades (42) podemosestablecer Io siguiente:

da = aml

de = ew3

(46) dr = - r(ml +w3)

dc = amz - c(m1+w3)

dh = em4 - h(m1+tu3)

Densidad para puntos. E1 punto (0,0) es transformado por e] grupo

Hg en e] punto P(c/r. h/r) . Las condiciones para que P pennane;

ca fijo bajo e] grupo Hg



d(c/r) = 0 d(h/r) = 0 y GE»

definen e] sistema:

m2 = 0 m4 = 0

Aplicando (45) a d(w2 Au“) obtenemos:

d(mzflwq) = dmzAm4 - szdm4 =

= &QAw3Am4- üfiAmzAm4f 0.

Luego 1a densidad invariante para conjuntos de puntos no existe.

Densidad para rectas. La recta x = y es transformada por el grupo

Hg en 1a recta G : x' = a y' + EÉ—:_ÉÉ— Las condiciones para que
e er

G permanezca fija:

w-w
d(ce - ah) = 2 4 = o

er er2
d(2)=3(m -Lu)=0

e e 1 3

definen e] sistema: ml —m3 = 0 . m2 - m4 = 0 .

Por (45) obtenemos:

dl(w1 - ¡433)sz - m4” = d(w1 - w3)A(w2 - m4) - (m1 - m3)

Luego. 1a densidad invariante para rectas no existe.

Densidad para pares de punto y recta con P E G . E1 punto (0,0) y

1a recta y = x son transfonnados en e] punto P(c/r, h/r), y 1a reg

ta G : x' = É-y' + EÉ-¿-Én respectivamente.
e er

Las c0ndiciones para que e] par P-+G permanezca fijo:

d(c/r) = 0 d(h/r) = 0 d(a/e) = 0

es un sistema de ecuaciones equivalente a] sistema:

'De (45) obtenemos:

d(mzAm4A(m1 -tu3) = dtuZAw4A(m1—m3)-w2Adnal\(ml-Lu3)

+ szm4Ad(w1-w3) = 6 mzAwlAm3/im4 f 0
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y por tanto la densidad invariante para pares P + G , con P E G ,

no existe.

Densidad para pares de rectas paralelas. Las rectas x = y y. x =

y+1 son transformadas por el grupo Hg en las rectas G1 : x' =
- + 

Éy' +ce a_h_ y G2 :I x. ae ce aher
= É Y' + respectivamente. Las

e .
e er _ _
condiciones para que el par de rectas G1+G2 permanezca fuo:

(47) d(ï) = o . M21“) = o . d(9-) = o
e er r

y (46) definen el sistema

w1=0 w3=0 (mz-w4)=0

De (45) resulta:

d(m1Aw3 A (m2 -m4)) = du)1 A093A(mz - 934)- ml Adw3 A(Lu2 - m4)

+ m1 Am3Ad(m2-w4) = 0 .

Luego, la densidad invariante para pares de rectas paralelas existe

y está dada por:

d(Gl + GZ) = ml Aw3A(w2 - m4) .

Tomandocoordenadas normales para las rectas: (pre) para 61 y

(p2,0) para G2 se obtiene:

g = _ tan e ce_-ah= L
(48) e er cos 0

P -P
É: —2——1 Llamamos 6 = Ipz-pll 13r cose

distancia de G1 a 62 .

Diferenciando y multiplicando exteriormente término a término las

igualdades anteriores resulta:

2 doAdp Adp3 1 2(3) —w AmA(m-u))=—
r e2 r 1 3 2 4 cos4 e

Reemplazando É = 6 y —21—= É = - tan 0 , resultar cos e e r e

dG1 /\dp2
(49) d(G1 + GZ) = —2—-———3 6 cos 9.sen e
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Densidad para pares de rectas. El grupo Hg no es transitivo para

pares de rectas, luego su densidad invariante no está definida.

Densidad para pares de puntos. Los puntos (0,0) y (1,1) son trans

fonnados por e] grupo Hg en los puntos P1(c/r, h/r) y P2(a + c ,

e + h) respectivamente. Tomandocoordenadas (x1,yl) = (c/r, h/r)

y ïX2.y2) = (É-í-E , É-Ï—h) resulta

a 2 e 2

Luego

dP1 A dP2(5°) —2——*z
(xz'xl) (yz'yl)

d(P1+P2) =

4 - _
- - H3‘ {poq ¡yp ,XP+2.YQ}" X3, x4, 

Es e] grupo triangular dado por las transformaciones

x. = x + bz + c

(51) r

y. = ex + h
r

Con e r = 1 .

Formasinvariantes a la izquierda.

1 -b/e bh-ec 0 db dc

n = A'1 dA = o 1/e -h o de dh

0 0 l/r 0 0 dr

_ b _ b
m1 - db - — de m2 - dc - — dh + (bh -ec) dre e

(52)
de dh drw = _. w = _ - h dr m : _

3 e 4 5 r

Puesto que er = l se tiene m3-tm5 = 0.

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda.

= dbAchdeAdh53() ezdLV
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Formasinvariantes a la derecha.

Omï m5

a*=dAA'1= o m3 m3

0 0 tu;

mï=ï m5=-hdb+edc mg=d—°

w*=-hde+edh ng
4 “’5 r

con msm; ' 0 .

Elemento de volunen invariante a 1a derecha

dRV = m’l'Ami/img,sz

(54) de = dbAchdeAdh

Por (53) y (54) e] grupo Hg no es unimoduïar.

Ecuaciones de estructura.

0 dml dm2

dí2= JIM? = O dm3 dm4

0 0 dins

donde:

dwl = «nl lio»3

du2= -u.I1/\u)4- usa/int: LulAuJ4+ ¿nz/ima

(55) dm = 0

dm4 = -tu3 A014 - m4 Aus = -2w3 A034

dub = 0 .

Constantes de estructura:

1_ 2_ 2_ 4c13"1 ' c14"1 ' c23’1 ' C34"2'
De las ecuaciones (52) podemosestabiecer las siguientes iguaidades:

db = uh + bob

dc=u|2+bw4-cm3
(56)
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de = ew3

(56) dh = Ew4-hw3

dr= =-

Densidad para puntos. El punto (0,0) es transformado por el grupo
4
3

para que P permanezca fijo definen el sistema:

H en el punto (c/r, h/r). Las condici0nes d(c/r) = 0 , d(h/*r)=0

(02 " o (.04 = 0

Por (55) se tiene: d(wZAm4) = szAmaAw4 f 0 . luego la densidad

invariante para puntos no existe.

Densidad para rectas. La recta x = 0 es transformada por el grupo

Hg en la recta G : x' =-t¿y' +ce- bh .
e

Las condiciones: d(g) = 0 , d(ce - bh) = 0 para que G permanezca

fija, y (56) definen el sistema:

(¡Jl = 0 (.02 = 0

Por (55) resulta: d(m1Amz) = 0 , luego la densidad para rectas

existe y está dada por el producto exterior: dG = (ul Am2 .

Dando a G las coordenadas normales de la recta (p.e) se tiene:

a-tane ce-bh=-—L
cose

ro|o'

Dife'renciando y multiplicando exteriormente término a término obte

nemos:

(57) dG=L “e
' C05 e

la densidad para rectas en coordenadas normales.

Densidad para pares de recta y punto, con P E G . El punto (0,0)

y la recta x = 0 son transformados por el grupo Hg en el punto

P(c/r, h/r) y la recta G : x' = b/e y' + ce - bh respectivamente.

El par P+G define el sistema : 0)] = 0 , m2 = 0 . m4 = 0 .

Por (55) resulta: d(mlszAm4) = - 2m1Aw2Aw3Am4i‘ 0 , luego la

densidad invariante para pares P+G no existe.
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Densidadpara pares de rectas paralelas.

Las rectas x = 0 y x = 1 son transformadas por e] gnupo H; en
bl

las rectas G1 : x = —
e

y'+ce-bh y Gzzx'=9y'+ce+e-bh
e

respectivamente.

Las c0ndiciones para que el par Gl+G2 permanezca fijo bajo e]

grupo Hg:

d(b/e) = 0 d(ce - bh) = 0 de = 0

definen e] sistema:

m1 = 0 m2 = 0 m3 = 0 .

De (55) se tiene: d(wl AmzA033) = 0 , iuego 1a densidad para pares

de rectas paralelas existe, y está dada por e] producto exterior:

d(G1 +62) = ¡.01sz A033

Tomandocoordenadas normales para las rectas (pre) para Gl y

(p2,e) para G2 se obtiene:

p p -p
1 e = 2 1

COS e COS e

Q=-tane , bh-ce=
e

Diferenciando término a término y usando (56) resulta:

de Adp1 I\dp2
e (.01szAma=—í—'

cos e

Luego, si <5 es la distancia entre G1 y 62 :

dG1 A dp2
(58) d(Gl+Gz) = 3ócos e

Densidad para pares de rectas.

Las rectas x = 0 y x = y son transformadas por e] grupo Hg en

lasrectasGlzx'=2y'+ce-bh y Gz:x'=(1+b)y'+ce
e

bh - h respectivamente.

Puesto que 1a densidad para pares de rectas está dada por 1a densi

dad cinemática del grupo:

d(Gl +G2) = m1 A012Aw3Am4

tomando coordenadas normaies para 1as rectas: (p1,el) para G1 y

(p2,02) para G.2 obtenemos

9=-tanel 1+b
e

=-tan6
e 2
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P' p p
bh-ce= '1 h= 2 1

C05 el cos 62 cos el

Diferenciando término a ténmino y usando (56) resuïta

de1 Adp1 Ade2 A dp2
Lu Am Am Au) =

l 2 3 4 COS3 el COS 62

Luego

dGlAdG2
(59) d(Gl+Gz) = -—3———3 es 1a

cos el cos 02

densidad para pares de rectas en coordenadas n0rma1es.

(0.o) y (0.1)

formados por e] grupo Hg en los puntos Pl(c/r, h/r) y :P2(b+c/r,

Densiahd para pares de puntos. Los puntos son trans

e+h/r) respectivamente. Puesto que 1a densidad para pares de puntos

está dada por 1a densidad Cinemática de] grupo:

dando a Pl y P2 coordenadas (xl,y1) y (x2,y2) respectivamente,
se tiene:

c b + cx =— x =
l r 2 r

h e + h
y =—— y =——

1 r 2 r

Luego:
2

_ 2 e

dxlAdylAdszdyz - —-r4wlszAw3Am4
y

dPlAsz
(60) d(Pl +P2) = -——-—-—-—¡es la densidad para pares

2(y2 -y3)

de puntos.

H4 = {p ,yp .xp+2yq .2xp+yq} ={X1. X2. X3. X4}

Es e] grupo dado por las transformaciones

x. = ax + bz + c

(61) "
y'=.Él

r



Conaer=1.

Formas invaricmtea ala izquierda. Son ïos elementos de 1a matriz:

l/a -b/ae -ce da db dc

9=A'1dA= o l/e o o de o

0 0 l/r 0 0 dr'

donde:

da db bw =—- m =—-—de
1 a 2 a ae

dc de(62) Lu =.—-cedr w =—
3 a 4 e

U5=d_r con w1+w4+w5=0.
1

Elemento de volumen invaríante a ¡a izquierda:

_ daAdbAchde

i a e

Formas invariantee a La derecha.

“ï mi “5

m = dAA'l = o wz o

0 0 ¿ug

donde: mía-ii “5:-Lda+fi
a ae e

dc dem*=-ceda+— m*-—
3 r 4 e

t = fl cOn i + t + lr = o
0’5 m1 m4 m5 .

Elemento de volumen invariante a la derecha:

daAdbAchde
(64) dRV = mï A1135sz -'- e

Por comparación de (63) y (64) ellgrupo H: no es unimodular.

Ecuaciones de eetructura.
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du’1 “2 du’3

díz = -QAQ = 0 dm4 0

O 0 dm5

Con: du)1 = 0 dwz = - (ul/hoz - mzAw4

(65) dm3 = - 2 oil/uu3 + m3Aw4

dw4 = 0 dos = 0 .

Constantes de estructura:

2 _ 2 _ 3 _ 3 =C12--1 624--1 013--2 C341.

De las ecuaciones (62) podemosescribir:

da = aml

db = am2 + bw4

(66) dC = am3 - C(wl + (D4)

de = Em4

dr = -r(m1 + m4)

Densidad para puntos. E1 punto (0.1) es transformado por el grupo

H2 en e] punto (b+c/r. e/r). Las c0ndiciones para P permanecer

fijo bajo e] grupo: d(b+c) = 0 . d(e/r) = 0 definen e] sistema:
r

m2+w3=0 2L04+w1=0.

De (65) obtenemos d((w2+w3)l\(2m4+w1))= d(w2 +m3)l\(2m4+m1) =

auzAmlAm4 + 3Lu3Am1Aw4f 0 . Luego 1a densidad invariante para

conjunto de puntos no existe.

Densidad para rectas. La recta = 0 es transformada por e] grupo
b

H2 enla recta G:x'=—y'+

x

E . Las condiciones para que G
Te

permanezca fija: d(Q) = 0 , d = (5) = 0 definen e] sistema:
e r

De (65) obtenemos:

d(mahwz) = dmaAmz - m3Adw2 = -3 wlAwZAm3 f 0 .



Luego, 1a densidad invariante para conjunto de rectas no existe.

Densidad para pares de punto y recta, con P e G .

El punto (0,0) y la recta x = 0 son transformados pOr el grupo H2

en e] punto P(b+c/r. e/r), y 1a recta G : x' = L’-_y'+ S respecti
e r

vamente. E1 sistema que define e] par P + G :

d(b+c/r) = 0 d(b/e) = 0 d(e/r) = 0

es equivalente a1 sistema:

U2=0 LD3=0 2w4+m1=0.

mzAdm3 1’\(2m4 + m1) = 6 uz Aml A403Aw4 f 0 . Luego 1a densidad inva

riante'para pares P+G con PGG no existe.

Densidad para rectas paralelas. Las rectas x = 0 y x = 1 son

transformadas por e] grupo H: en las rectas GI: x' = Q y' + E .e r
b:x'=—‘y'+a+cG respectivamente.2 r

E] sistema que define el par de rectas G1+G2 z

¿(2) = o d(E) = o d(E) = o
e r r

es equivalente a] sistema:

U=0 U3=0 2m1+w4=0.

De (.65) obtenemos: d(tu2 [hu3 I\(2ml + 034)) = dm2 ALu3A(2ml + m4) 

mz Adw3A(2w1+ m4) = - 4ml Amz AM3Am4 f 0 . Luego Ia densidad invg

riante para rectas paraïelas no existe.

Densidad para pares de rectas. Las rectas x = 1 y x = y son trans

formadas por el grupo en las rectas: G1 : x' = Éy' + m G:
2

.=a+b ex y' + E .
e r 4

Puesto que e] grupo H4 es transitivo para pares de rectas, esta den

sidad coincide con 'la densidad Cinemática del grupo

d(Gl+62) = m1 ¡hu2 Au13Au)4

Tomandocoordenadas nonnaïes. (pl,61) para Gl y (p2,02) para G2
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se tiene

p

Q=-tane1 a+c=———l
e r cos el

p
a+l’=-tan62 9=——2

e r cos ez

Diferenciando y multiplicando término a término resulta:

de Adp Ade Adp 2 2
13—1_%_2= mlszAw3Aw4

cos el cos e2 er

Luego

dGl AdGZ
(67) d(Gl+Gz) = 2

sec el sec 02 sen2(el-62)(p1cos 02 -p2cos el)

Densidad para pares de puntos. El grupo H2 no es transitivo para

pares de puntos. luego su densidad invariante no está definida.

7. Conclusiones. Comosintesis del estudio de los grupds triangulares de

4 parámetros en e] piano se tiene e] siguiente cuadro de resuïtados:



Densidades

4
I"1 {x2,x3,x5,kX1+nX4}

{yp.p.q.(2k+n)x:>+(k+2n)yq}

4
H2 {XI’X3’X4,Xsï {2xp+yq,p.xp+2yq.q}

H4
3

{X2,X3,X4,X5; {yp,p.xp+2mm}

4 4 ItXl,X2,X3,X4}H {2x9+yq,yp,p,xp+qu}

Unimodular

No

No

No

dP

Sólosik=—n,dxAdy

Noexiste

Noexiste

Noexiste

d(G)

Noexiste

Noexiste

dg¡idecos3e

Noexiste

d(P+G)

PGG

COD

SólosidP“¿de 2k:-nC05e

Noexiste

Noexiste

Noexiste

d(G1+62)con

(3//G2

l

.‘l
5k+n3m’

¿2k+ncos2k+ne

2kf —

i‘l
62eos9sene

dG1Adp2

3

5cose

Noexiste

d(t's1+G2)

dG1Ad62

lsen6k(el-62)sec3(k+")91sec

kfn

Éïk+n

)1/k-n62]

Notransitivo

dGIAdG2

33
cos91cos92

dG1I\d62
22

secelsecezsen(91-62)(p1cos62-p2cos51)

d(Pl+P2)

dPAdP2

6m
)2n+k

1

(yz-y1
2n+kf0

dP1AdP2
(xa-x1)2(y2-y1

)2

dPAdP

12

3

(yz'yl)

Notransitivo

_ 33 
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TERCERAPARTE. Subgrupos de tres parámetros del grupo triangular especial

ST(3).

8. DeterminaciónÉ E M _d_efi paránetrosfi M triangular
especial ST(3).

Considerando el grupo triangular especial ST(3) en el plano, generado

por las transformaciones infinitesimales (17 ) con estructura dada por

(18 ), un subgrupo dependiente de tres parámetros de ST(3) está gene

rado por tres transformaciones infinitesimales, combinacioneslineales

de las ( 17)

Y1 = alx1 + azx2 + a3X3 + a4X4 + asx5

(68) Y2 = blx1 + b2X2 + b3x3 + b4x4 + b5X5

Y = clxl + c2X2 + c3x3 + c4X4 + c5X5Lo)

siempre que los productos de Lie lY¡,Yk| para i=l,2,3 . k=l,2,3 sean

combinaciones lineales de las transformaciones Yj , j=l,2,3.
Con el fin de determinar todos los subgrupos de tres parámetros de ST(3)

(i=

1,2,3,4,5) para que los Yí , i=1,2,3 formen grupo. Tomandola matriz

consideramos todos los casos posibles de las constantes aí,b1.,ci

al a2 a3 a4 a5

(69) bl b2 b3 b4 b5

cl c2 c3 c4 c5

pueden presentarse los siguientes casos:

l) La matriz (69) es de la fonna:

1 0 0 0 0

Transfonnaciones infinitesimales que verifican las ecuaciones (18). Lug

go

{Xp X2, X3} = {2xp+yq, yp, p}

es un subgrupo de ST(3).



2) La matriz (69) es de la forma:

.h

V

1 0 0 0 0

0 l 0 0 0

0 0 c3 l 0

Aquí: Y1 = X1 Y2 - X2 . Y3 = c3X3 + X4 .

Estas transfonnaciones forman grupo si = 0 . Luego
F3

{Xl, X2. X4} = {2xp-+yq, yp, xp-+2yq}

es un subgrupo de ST(3)

La matriz (69) es de la forma

l 0 0 0 0

0 l 0 0 0

O 0 c3 c4 l

Aquí: Y1 = x1 Y2 = X2 Y3 = c3X3 + c4X4 + X5 .

Estas transfonmaciones infinitesimales no forman grupo para ningún

valor de c3 y c4 .

La matriz (69) es de la forma

l 0 0 0 0

0 bz 1 0 0

0 c2 0 l 0

Aquí: Y1 = Xl , Y2 = b2X2 + X3 Y3 = c2X2 + X4 .

Estas transformaciones infinitesimales forman grupo para b2 =c2 =0 .

Luego

{X1, X3, X4} = {pr-+yq, p, xp-+2yq}

es un subgrupo de ST(3).

La matriz (69) es de 1a fonna:

l 0 0 0 0

O bz 1 0 0

O c2 0 c4 l

Aquí: Y1 = Xl Y2 = bzx2 + X3 Y3 = c2X2 + c4x4 + X5 .

Halïando todos los productos [Yi,le y teniendo presente (18) se

lïega a c2 = c4 = b2 = 0 .
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\I
V

{x19 =+yq, p,
es e] subgrupo que resulta.

La matriz (69) es de 1a forma

1 0 0 0 0

0 b2 b3 1 0

0 c2 c3 0 1

Y3 = c2'X2 + c X+x 33= b X + b XAqu" Y1=x1'Y2 22 33 4' “(5‘

Haliando todos los productos lYi.le, por (18), para que estos sean

combinaciones de ios Yk g k=1,2,3 debe ser que b2 =b3 =c2 =c3 =0 .

Luego se obtiene e] grupo

(xl. X4. X5} = {2xp+yq. xp+2yq, q}

La matriz (69) tiene la forma

1 0 0 0 0

0 bz b3 b4 1

0 c2 c3 c4

Aquí: Y1 = X1 Y2 = bzx2 + b3X3 + b4X4 + X5 ,

Y3 = czx2 + c3X3 + c4x4 .

Estos Y. . i=1.2,3 forman grupo si:
1

i) b2=b3=b4=0 , c2=c3=0 , c4= kcmwt

Resulta e] grupo {Xl, X5, X4} ya obtenido en (6).

ii)b2=b3=b4=0 , c2=c4=0 , c3#0.

En este caso se obtiene e] grupo {Xl, kX3, X5} que es el obte

(5).nido en

La matriz (69) es de la forma:

al 1 0 0 0

b1 0 1 0 0

cl O 0 1 0

Aquí: Y1 = alx1 + X2 . Y2 = blxl + X3 , Y3 = clx1 + X4 .

Hallando todos los productos [Y¡,le , para que estos sean combi
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naciones lineales de los Yk , k=l,2,3 se dan dos casos:

i) a1 = b1 = 0 , cl f 0 .

Resulta el grupo

{X2. x3. kx1 + x4} = {yp. p. (2k+l)xp + (k+2)yq}

ii) al = 0 . b1 = 0 , c1 = 0

Resulta el grupo

{X2. X3. X4} = {yp. p. xp +2yq}

9) La matriz (69) es de la forma:

a1 1 0 0 O

b1 0 1 0 0

c1 0 0 c4 l

Aquí: Y1 = alx1 + x2 . Y2 = blx1 + X3 . Y3 = clx1 + c4X4 + X5

Estas transformaciones forman grupo si

a1=b1=° °1=°4=°

dando lugar al grupo

{x22 x3) = {.th po q}

10) La matriz (69) es de la forma

a1 l 0 0 0

b1 0 b3 1 0

c1 0 c3 0 l

Resultan las transformaciones:

Y1 = a1x1 + X2

Y = blx1 + b3X3 + X4N

Ya = C1x1 + °3X3 + x5

Estas transformaciones no forman grupo para ningün valor de las con;

tantes al, bl. b3, c1. c3 .

11) La matriz (69) es de 1a forma:

a1 l 0 0 0

bl 0 b3 b4 1

c1 0 c3 c4 O
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Las transformac10nes son: Y1 = a1X1 + X2

Y = lel + b3X3 + b4X4 + XN 5

Y3 = ch1 + c3x3 + c4X4

Estas transtrmaciOnes forman grupo para los valores de las c0nstan

tes a1 = b1 = b3 = b4 = 0 . 0 = c1 = c4 , c3 f 0 .

Resulta el grupo {X2, X5. X3} ya obtenido en 9).

12) La matriz (69) es de 1a forma:

al a2 l 0 0

b1 b2 0 1 0

c1 c2 0 0 1

Las transformaciones son:

Y1 = alx1 + aZX2 + X3

Y2 = blx1 + bZX2 + X4

Ya = c1X1 + c2X2 + x5

Fonnan grupo si al = a2 = 0 , b2 = 0 , c1 = c2 = 0 , resultando

el grupo

{X3. kX1+X4. X5} = {p,(2k+1) xp + (k+2) yq. q}

13) La matriz (69) es de la forma

a1 a2 1 0 0

bl b2 0 b4 l

c1 c2 0 c4 0

Resultan las transformaciones: Yl = alx1 + aZX2+ X3

Y2 = bIX1 + bzx2 + b4X4 + X5

Y3 = clx1 + CZX2 + c4X4

las cuales forman grupo si:

Luego se obtiene el grupo

{X3. X5, le +nX4} = {p, q, (2k+n) xp-+(k+2n) yq}

14) La matriz (69) tiene 1a forma
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a1 a2 a3 1 0

b1 b2 b3 0 1

cl c2 c3 0 0

Las transformaciones son:

Y1 = alx1 + a2X2 + a3X3 + X4

Y2 = blx1 + bzx2 + b3X3 + X5

Y3 = clx1 + czx2 + c3X3

Estas transfonnaciones fonnan grupo si:

b = b b3 = 0 , al = a2 = 0 , c1 = c2 = 0 , a312=
luego resuïta e] grupo

(70) {kx3 + x4, x5. x3} .

Haciendo el cambio de variables dado por 1as ecuaciones:

x=A1x+A2y+A3

í=61y+82

el grupo (70) es isomorfo a1 grupo

{X4. X5. X3} = {xp-+2yq, q, p}

cuando

A3A2=Opk=risz
1

15) La.matriz (69) es de 1a fonna:

a1 a2 a3 a4 1

bl b2 b3 b4 0

c1 c2 c3 c4 0

Las transformaciones infinitesimales

Y1 = alx1 + azx2 + a3X3 + a4X4 + X5

Y2 = blx1 + b2X2 + b3X3 + b4X4

Y3 = clx1 + c2X2 + c3X3 + c4X4

definen grupos ya obtenidos en los casos anteriores.

Hemos probado:
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Teorema 3. Los subgrupos de tres parámetros de] grupo triangular ST(3),

dado por las transformaciones(l7)con estructura(18) son,salvo isomorfismos:

HÏ = {xr x3. x5} = {yp. p. q}

Hg= {x1.x4. x51= {2xp+yq,xp+2yq. q}

H3 = (xl. x2. x4} = {2xp+yq. yp, xp+2yq}

HZ = {X1, X3, X4} = {2xp-+yq, p, xp-+2yq}

Hg = {X3. x4. x51= {p. xp+2yq, q}

Hg = {X2, x3. X4} = Up. p. xp+2yql

H; = {xr x3. X1} = {yp. p. 2xp+yql

Hg = {x3. x5. kX1+nX4} = {p. q, (2k+n) xp+(k+2n) yq}

Hg = {x2, x3, kX1+X4} = Lyp. p, (2k+1) xp+(k+2) yq}

9. GeometríaIntegral Q m SubgrugosQ tres mrámetros M grugo trian

gular eaeecíal ST(3).

3 _ _9-1. ' ÍP,.VP. ‘ x2!
Es e] grupo definido por las transformaciones

{ x' = x + by + cy'=y+h

Fonnas de Mhurer-Cartan: Son los elementos de 1a matriz

1 -b bh-c 0 db dc 0 m1 m2

9 = 0 1 -h 0 0 dh = 0 0 m3

0 0 l 0 0 O 0 0 0

Esto es:

(71) m1 = db m2 = dc -b dh w3 = dh .

Podemosescribir:

(72) db=w1 dh=w3 ;dc=w2+bm3.

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda:

fly =dbAchdh
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Formas invariantee a la derecha: Son 10s elementos de 1a matriz

0 mï NE

0* = 0 0 (o;

0 0 0 /

wï=db m5=-hdb+dc m3=dh.

Eïemento de volumen invariante a 1a derecha:

dRV= dbAchdh

Comparando los elementos de volumen podenos decir que el grupo HÏ

es unimoduïar.

Ecuaciones de estructura. Son las ecuaciones determinadas por

0 dwl dwz

d9= -QA9 = 0 0 dma

0 0 0

Luego:

(73) dmz = wal/ma dm3 = 0 dm1= 0 .

Densidad para puntos.

E1 punto (0.0) es transformado por e] grupo HÏ en e] punto (c.h).

Las ecuaciones dc = 0 , dh = 0 definen e‘l sistema m2 = 0 , m3 = 0.

Por (73), d(m2Aw3) = 0 . Luego la densidad para puntos existe.

Por ser HÏ un subgrupo del grupo HÍ esta densidad coincide para

ambos grupos (aqui k = -n = 0), es decir:

(74) dP = dxAdy (ver cuadro pág. 38).

Densidad para rectas. El grupo HÏ es transitivo para conjuntos de

rectas; por ser HÏ un subgrupo de] grupo Hg , la densidad para reg

tas en ambos grupos coincide. Esto es:

(75) dG = de gd (ver cuadro pág. 38).cos e

3
Densidad para pares P+G com P E G . Por ser e] grupo H1 transi
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tivo para pares de conjuntos de punto y recta, con e] punto sobre 1a

recta, y por ser subgrupo del grupo HÍ , 1a densidad para estos c0n

juntos P-+G está dada por (aqui 2k = - n = 0)

(76) d(P-+G) = 931%É9 (ver Cuadro pág. 38).cos 0

Densidad para pares de rectas paralelas. E1 grupo HÏ no es transi

tivo para pares de rectas paraïeïas. Iuego su densidad no está defi

nida.

3 _ _
2 - {q. xp+2yq. pr +yq} - {X1. X4, X5}

Es el grupo dado por las transformaciones

x' = É x
r

y'=gy+n
r r

Con aer = 1 .

anmas invariantes a La izquierda: Son los elementos de:

1/a 0 0 da 0 0

n = A'l dA = o l/e -h/er o de dh

0 0 l/r 0 0 dr

Luego:

ml = m4 : d_ra r‘
de dh hw = - w ‘—— -— dr

2 e 3 e er

con m1+m2+m4=0_

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda:

= da AaeAdh
ae(78) dLv = u) [mz/hn31

Formas invariantea a la derecha: Son los elementos de:
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da o o l/a o o

9* = dA ¡url = o de dh o 1/e -h/er

o o dr o o l/r

da de
mi : —— wú' = _

1 a 2 e

h dh dru:*=-—de+— m*=—
3 er r 4 Y'

Con wï+w5+wz=0.

Elemento de volumen invaríante a la derecha:

(79) dRV = wïAmïAmg = da AdeAdh

Se observa de (78) y ( 79) que e] grupo Hg no es unimoduïar.

Ecuaciones de estructura. Están dadas por los elementos de la ecua

ción matricial

ml 0 0 m1 0 0

dSZ=-QI\Q=- 0 m2 m3 0 m2 m3

0 0 m4 0 0 m4

Luego

du’1 = ° d“’2 = °
(80)

dm3 = -2w2Aw3 - m1 Am3 dm4 = 0

De las iguaïdades (77) podemos eSCribir

da = mn dr = -r(m + w )
(81) l 1 2

de = em2 dh = Bw3 - h(m1 + m2) .

Densidad para puntos. El punto (1.0) es transformado por e] grupo

Hg en ei punto P(a/r. h/r).

Puesto que de (81) d(a/r) = 3 (2m1 + m2) y d(h/r) = É-m3 . e] sig

tema que define los puntos P res : r

2w1+w2=0 , w3=0.

De (80) d((2wl + m2) A033) = -3u)2Am3Aqu 1 o .
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Luego, 1a densidad invariante para puntos no existe.

Densidbd para rectas. La recta y = x es transformada por e] gru
3 .._5._gi¿

po H2 en Ia recta G . x - e y er

De (81) se obtiene d(%) = %(ml -u?) y d(%) = E w3 , luego e] si;

tema que define Ia recta G es:

wl-m2=0 w3=0.

Por (80) obtenemos: d((m1 -m2) Aug) = (m1 - wz) Adm3 = -3m1 Au? Aug?

0 . Luego 1a densidad invariante para rectas no existe.

Densidad para pares P-+G con P e G . E1 par P +G de punto y

recta, con P e G es transformado transitivamente por e] grupo Hg.

Luego, la densidad para pares P +G coincide con 1a densidad cine

mática de] grupo.

Para dar una interpretación geométrica a esta densidad, observemos

que e] punto (1,1) y 1a recta y = x son transformados por e] gru

po Hg en e] punto P(a/r, e+h/r) y la recta G : x' = % y' —2%

respectivamente.

Tomandocoordenadas (x,y) para el punto P . y coerdenadas nonna

1es (p,e) para 1a recta G se obtiene:

x = a/r y = h+e/r tan e = - a/e .

Diferenciando término a término y multiplicando exteriormente resul

ta:

2= wlAu)2Am3
cos e r

Reemplazando(a/r) en (82) resulta:

_ dP Ade(82) “PH”' fi
X COS e

Densidadpara pares de rectas paralelas.

El grupo Hg es transitivo para pares de rectas paraleïas, luego

tiene densidad para G1+62 . Las rectas y = x ; y = x +1 son
l _

transformadas en 1as rectas G1 : x’ = 2 y' - a h y 62 : x 

É y' - a2(h-+e) . Tomandocoordenadas nonmales para las rectas
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(p1,6) para Gl y (p2,e) para G2 se obtiene

dG1 A (¡Ip2

(33) d(Gl+Gz) = 62 senecos e

3 _ _
H3 - Up. 2xp+yq. xp+2yq}- {XP X2. X4} .

Es e] grúpo dado por las transformaciones

x'=ax_+b1
r

yl—?l
r

Formas invariantea a La izquierda. Están dadas por los e1ementos de

l/a -b/ae 0 da db 0

n=A'1dA= o I/e o o de o

0 0 l/r 0 0 dr

Luego

da db bw =— m =—-—de
1 a 2 a ae

(84)

3 e 4 r

(01+Ü3+m4=0.

Formas invariantes a la derecha. Son 105 eïernentos de

wï ms 0

9*=dAA'l= o m5 o

0 .0 mz

Con mï=d—a mE=-Lda+d—
a ae -e

de drm*=— “yk:
3 e 4 r

con mï + m3 + wz = O .

Elemento de volumen invaríante a la izquierda:

_ _daAdbAde
(85) dLV- (nl/hoz¡“03- ——ae
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Elemento de volumen invariante a 1a derecha:

= daAdbAde
2(86) dRV = wïAwEAmS a e

De (85) y (86) observamos que el grupo Hg no es unimodular.

De (84) podemosescribir las igualdades:

a = am dr = -r(w +w )
(87) l 1 3

de = ew3 db = acu2+bm3

Ecuaciones de estructura.

dwl dmz 0

CK? = 42 A Q = 0 dm3 0

0 0 dw4

donde: dm1 = 0

= -u) Am - w Am

(88) 2 l 2 2 3

3 - 0

du)“ = 0

Densidad para puntos. EI punto (0,1) es transformado por e] grupo en

e] punto (b/r. e/r). Puesto que de (87) d(b/r) = a/r m2+

b/r(2w3+w1) y d(e/r) = e/r(2w3+wl) , 1as ecuaciones que definen

e] conjunto de puntos son:

2w3+w1=0 w2=0.

Por (88) resulta: d((2m3+wl)/\w2) = -3LulAw2/\m3f 0 . Luego. 1a

densidad invariante para conjunto de puntos no existe.

Densidad para rectas. La recta x = 1 es transformada por e] grupo

Hg en 1a recta G : x' = Ey' + 9': . Puesto que de (87) . d(b/e) =

gmz y d(a/r) = É (Zwl+m3) . e] conjunto de rectas definen el sis
tema:

m2 = 0 2w1+m3 = O

De (88) resulta: d(m2A(2m1+w3)) = -3m1/\w2/\w3 f 0 . Luego, 1a

densidad para conjunto de rectas, invariante bajo e] grupo Hg no
existe.
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Densidad para pares P+G , con P G G . El punto (1,1) y la recta

x = l son transformados por el grupo Hg en el punto P(É%É , S) y

la recta G dada por x' = g-y' + é .

Por ser el grupo transitivo para pares P-+G , esta densidad existe y

coincide con la densidad Cinemática

d(P +G) = ml Amz A033

Tomandocoordenadas (x,y) para el punto P y (p.8) para la recta

G obtenemos:

(89) x =——“b
r

y:
1|m

9 = - tan e
e

Diferenciando término a ténnino y multiplicando exteriormente resulta:

2dxAdzAde= a
cos e r

Luego:

dPAde

(x cos e- y sen e)
(90) d(P+G)=

es la densidad invariante para pares de punto y recta con P e G reí

pecto del grupo Hg .

Densidad para pares de rectas paralelas. El grupo Hg no es transi

tivo para pares de rectas paralelas, luego su densidad invariante pa

ra Gl-+62 no está definida.

H2 = {p. 2xp+yq. xp+2yq1 = {xp x3, x4}

Es el grupo dado por las transfonnaciones

x. = ax + c
r

y':gl
r

Con aer = 1 .

Este grupo es isomorfo al grupo Hg por el cambio de variables x

por y , luego su comportamiento respecto a la Geometría Integral

es el mismo. Es decir, es un grupo unimodular, que no admite den
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sidad para puntos ni para rectas, mientras que 1a densidad para pares

P + G, con P G G está dado por 1a expresión

d(P + G) = ——2d“ge
y sen e

y 1a densidad para pares de rectas paralelas está dada por Ia expresión

dGIA dp2
cl(‘31+ Gz)=2——ó cose sen e

(ver (82) y (83) respectivamente).

9.5. Hg = {p, q, xp+2y'q} = {x3, x4,.x5}

Es el grupo dado por las transformaciones

x. = x+c
r

y. = e1+h
r

Con er=1.

Formas invariantea a la izquierda. Son los elementos de

1 0 -ce 0 0 dc

n = Ál dA = o l/e -h/er o de dh

0 0 1/r‘ 0 0 dr

Luego m1 = dc - ce dr .
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“2:!e. m3:d_h__h_dre e er
(96)

w4=dïr con m2+w4=0,

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda:

= _ dc Ade Adh
(97) dLV ¿ul/Hoz AM3 - ez

Formas invariantea a la derecha. Son los elementos de

0 0 wï

9* = dA 11V1 = o o; m5

0 0 wz

de de
donde: (9* = -— 01* = —

1 r 2 e

dh dr
(9* = -h de + — u) = —

3 r 3 r

con m5+wz=0.

Elemento de volumen invariante a la derecha:

GLAM(93) d v = mmm/w =
1 2 3 l/eR

Comparando (97) y (98) podemos decir que e] grupo Hg no es unimodular.

Ecuaciones de estructura.

0 0 m1 0 0 m1

d9=-9A9=- 0 m2 m3 0 m2 m3

0 0 m4 0 0 m4

0 0 dtnl

dQ= 0 dwz dw3

0 0 dw4

donde: dml = ml Amz dwz = 0

(99) dm3 = -2m2Am3 dm4 = 0
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De ias ecuaciones (96) podemosescribir:

= u) - Cm de '-' eu)
(100) 1 2 2

= ews ' “wz dr = '"u’z

Densidad para puntos. E1 punto (0,0) es transformado por e] grupo

Hg en el punto (c/r, h/r). De (100) resuïta d(c/r) = q} , d(h/r)=

É w3 , por tanto e] sistema que define e] conjunto de puntos es.

w1=0 , w3=0.

De (99) obtenemos d(uü Ama) = 3m1Am2Aw3 f 0 , y por tanto la densi

dad para conjunto de puntos, invariante bajo e] grupo Hg no existe.

Densidbd para rectas. E1 grupo Hg es transitivo para rectas y por

ser subgrupo de Hg tiene 1a mismadensidad para rectas de este üiti

mó (ver Cuadro pág. 38).

En efecto:

dG = de Adg
COS3 e

Densidad para pares de punto y recta, con P E G . El punto (0,0) y

la recta x = y son transformados por e] grupo Hg en el punto

P(c/r. h/r) y 1a recta G : x' = %%+ g -h respectivamente. Puesto

que e] conjunto P-FG, con P e G depende de] mismo nümero de pará

metros que Hg . 1a densidad para estos conjuntos coincide con 1a den
sidad Cinemática

d(P +G) = m1 AmZAma

Tomandocoordenadas normaies (p,6) para G y coordenadas (x,y)

para P resulta:

y = — tan 0 = l
e

x u

1In

b
r

Diferenciando y muïtiplicando exteriOrmente resuita:

__y__dxAdMe :L a, A“, Am
c052 e r2 1 2 3

Reempiazando r2 = tan2 0 se obtiene:
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dP AdB

COS4 e COSC2 9
d(G+P) =

Densidad para rectas paralelas. E1 grupo Hg no es transitivo para

pares de rectas paralelas, luego la densidad invaríante para estos

conjuntos no está definida.

Hg = {p. yp, xp+2yq} = {XT x3. X4}

Es e] grupo definido por Ias transformaciones

xn=x_+bu
r

y'=gl
r

Coner=l.

Formasinvariantea a la izquierda.

l -b/e -ce 0 ml wz

Q = 0 l/e 0 ' 0 de 0 = 0 m3 0

0 0 l/r 0 0 dr 0 0 m4

donde:

wl=db-Éde m2=dc_-_cedr
(101)

a, d_e u, = g:
3 4 r

con w3+m4=0.

Elemento de voïumen invariante a la izquierda:

= dbAchde
e(102) dLV = mlAmzAm3

Formas invariantes a la derecha.
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0 mï m5

9* = dA A'1 ‘= o m3 o

0 to;

db dc
COTI ¿0* = — (¡3* = —

l e 2 r

de drmi = _. ¿0*= _
3 e 4 r

Elemento de voïumen invariante a 1a derecha:

i = dbAchde
“’3 ' ‘

(103) dRV = mï Ami A e

De (102) y (103) e] grupo Hg es unimodular.

Ecuaciones de estructura.

0 (.01 (.02 0 LIJl (.02

dQ=-9AQ= 0 m3 0 0 m3 0

0 0 m4 0 0 m4

Luego:

dqu=-m1l\m3
dm. =-tu Am =m Au)

(104) 2 2 4 2 3
3=

dw4-0

De las igualdades (101) podemosescribir:

db=m +b.co de= em
(los) 1 3 3

dc=w2-cm3 dr=-rw3

Densidad para puntos. El punto (0,1) es transformado por e] grupo
3

"6

to de puntos

en e] punto (b+c/r. e/r). Las ecuaciones que determina e] conjug

d(b*—°) = o d(9) = o
I‘ r

son equivaientes a] sistema: ¡»3 = 0 , m1 + wz = 0 .

Por (104) d(uu3li(ml + 032)) = 0 , luego la densidad invariante para
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puntos existe y está dada por el producto exterior:

dP = m3/\(w1+ m2)

Tomandocoordenadas (x,y) para el punto P(c+b/r, e/r) se obtiene:

y:
1|“

Diferenciando y multiplicando exteriormente resulta:

— _e_

dxAdy - 2 r2 m3A(m1+w2)

Luego dP = 951%g%
2 y /

3
Densidad para rectas. El grupo H6 es transitivo para rectas. Su

densidad para conjunto de rectas es igual a la densidad para rectas

del grupo Hg del cual es subgrupo, luego:

dG = 3 (ver cuadro pág. 38).

Densidad para pares de punto y recta, con P E G . El grupo Hg es

transitivo para pares de punto y recta con P e G . Al punto .(O,1)

lo envia en el punto" P(b+c/r, e/r) y a la recta x = 0 en la recta

. I _ É l E
G . x - e y + r .

Tomandocoordenadas (x,y) para P y (p,0) para G se obtiene:

b+c y=g ,_tane=
r r

x: 2
e

Diferenciando y multiplicando exteriormente resulta:

e2 wlllwzllwa = dxAdzAdocos e

Luego: d(P-tG) = -%EJLg%-—
y cos 9

Densidadpara pares de rectas paralelas. El grupo Hg es transitivo

para conjuntos de rectas paralelas y su densidad coincide con la den

sidad para pares de rectas paralelas del grupo H; . del cual es sub

grupo. Luego:
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dG1 A dp2
d(Gl-+GZ) = —-—-5-— (ver cuadro pág. 38).

6 cos e

9.7. H3 = {p. yp. 2xp+yq1 = {x2. x3. x1}

Es el grupo dado por las transformaciones

xl = aX + b! + C
r

y'=x
r

lCOI'I ar =

Formasinvariantea a la izquierda.

l/a -b/a -c da db dc

n=A'1dA= o 1 o o o o

0 0 I/r 0 0 dr

Luego:

“¡4.a “2:22
(106) a a

m3=d—:--cdr m4=d—:

con ml+m4=0.

Elemento de volumen invariante a la írquierda:

_ _daAdbAdc
(107) dLV- mlAmzAw3- —a3

Formas invariantea a la derecha.

“’ï “'2' “3

9* = dA A'l = o o o

0 0 wz

Con wï=d—a w5=-Éda+db
a a

uJ'5=--cda+d—c w*=d—rr r

con mï + mi = 0 .
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Eïemento de voiumen invariante a 1a derecha

(108) dRV = mï Am; Am; = da Adb Adc

De (107) y (108) el grupo H; no es unimoduiar.

Ecuaciones de estructura.

“’1 “2 “’3 “’1 “2 “3

dn=-n/\n= o o o A o o 0

0 0 ¿»4 0 0 w4

du)1 = 0 dm2 = -ml Ama

(109) dm3 = -u.)1 Ama - uJ3Am4 = - 2w1Am3

dm4 = 0

De (106) podemosescribir las siguientes igualdades:

da = am] db = awz
(110)

dr = m4 = -rm1 dc = am3 - cw1

Densidad para puntos. El punto (0,1) es transformado en el punto

(b+c/r, 1/r) por e] grupo H; . (El grupo H; es transitivo para

conjunto de puntos excepto para los y = 0)..

Las ecuaciones d(9:—c)= 0 , dé) = 0 y (110) definen e] sistema

(¡11:0 , w2+w3=0.

De (109) d(w1/\(m2 + w3)) = 0 y por tanto 1a densidad invariante

para puntos existe y está dada por e] producto exterior:

dP = ml I\(w2 + m3)

Tomandocoordenadas (x,_y) para e] punto se obtiene:

x = a(b+c) y = a

Luego dx Ady = a3w1A(w2 + m3)

dp = dx Ad!
.Y
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Densidad para rectas. La recta x = 0 es transformada por e] grupo

H? en 1a recta G : x' = by' + ac . Las condiciones db = 0 , d(ac)

= 0 para que G permanezca fija definen e] sistema wz = 0 , m3=0.

De (110) d(wzliwa) = 3 wlszAw3 y!0 y por tanto 1a densidad inva

riante para rectas no existe.

Densidad para pares P+G con P e G . E1 grupo H? es transitivo

para pares P+G , luego existe 1a densidad para estos conjuntos y

ella coincide con 1a densidad Cinemática de] grupo

d(P +G) = cul M02 Ama

Puesto que e] par (0,1) , x = 0 es transformado en e‘l par P(a(b+c),

a), G : x' = by' + ac ; tomando coordenadas (x,_y) para P y (p,e)

para G resulta:

x=a(b+c) y=a -tane=ac

De donde: dx“ “e = a4 mlAwZAma
COS 9

Luego: d(P+G)={1%
y cos 0

Densidad para pares de rectas paralelas. E'l grupo H; es transitivo

para pares de rectas paralelas, además es subgrupo de] grupo HÍ

cuando n = 0 , k = l , e] cual tiene densidad para pares de rectas

paralelas.

Las densidades en ambos grupos coinciden.

dG1 A clp2———— (ver cuadropág.38)
2 65/2 cos3/‘2 eLuego: d(Gl+GZ) =

3 _ _
. . H8 _ {p’ q, (2k+n)xp+(k+2n)yq} - {X3, X5, kX1+ nX4}

Es el grupo dado por las transformaciones

x.=akx+c
Y‘

y' =ÉEY+_h
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con ak+n r = 1 . k y n constantes.

Hg se obtiene de] grupo HÍ cuando e] parámetro b es cero.

Formas invariantea a La izquierda. Reemplazando a b = 0 en e] gru

bo HÍ estas formas resultan ser (ver (29)):

-5.
wl- da

dc n-— - ca dr“Zak

(111) m3 = ncia = E m1

1 hu) =— (dh - —dr)
4 a" I‘

w5=_
1

con m1 + m3 + m5 = 0 . o Sea (1 + Í) m1 + m5 = 0 . k f 0 .

Elemento de volumen invaríante a 1a izquierda. o densidad Cinemática:

_ _ k

(112) dLV - wlhmz A004—ahh" da Adc Adh , k ¡a o.

Formas invariantea a la derecha. De (31) y tomando b = 0 se ob

tiene:

kw*=—da
1 a

_ k-l _ n gg = - k c gg(uE-ka (C3da)+r Wda+r

(113) m5=flda=flmï Ho
k

m3=-¿da+ï
ra r

-2
¿ug

conmï+w3+mg=0 , o,(1+Ï)mï+mg=o.con Ho.
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Elemento de volumen invariante a la derecha:

_ k

(114) dRV-Wdal\dcl\dh

De (112) y (114) e] grupo Hg es unimodular si 5610 sí k = 

Ecuaciones de estructura. Son los elementos de 1a ecuación matricial:

dwl 0 dm2

d9=-9Ag = 0

0 0 dws

Luego: dml = 0

dwz = -u)l Amz - mzAms = (2 + Ï) ¿ul Ama

(115) dma = 0

dma = -m3Am4 - m4Am5 = - (1+ 27:1)wlflw4

dos = 0

con k f 0.

Las constantes de estructura son:

2 nc =-(-+2)
12 k

4 _ 2_n

CI4 ' '(1 + k) k f 0 .

Con estas ecuaciones podemos comprObar que Hg es unímoduïar 5610

si k = - n. En efecto, para que Hg sea unimodular debe cumplirse

3
k . k n 2nque c. =o V1; pero c. =-[—+1+(1+—-)l=

¡(El1k ‘k k k
dor

ll"Mu
o-n-a

= - Bin + k) _ Luego para k = -n e] grupo Hg es unimoduïar,
k

k f 0 .

De (111) podemos escribir:

da=Ew
k 1

(116)
-n fl

dh-a m4-h(1+k)ml
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dc = ak m2 - c(1 + E) wl
(116)

dr = - r (1 + fl) ml con k f 0 .
k

Densidhd para puntos. El punto (0,0) es transformado por el grupo
3

H8

= 0 y (116) definen e] sistema: m2 = 0 , m4 = 0 .

en e] punto (c/r, h/r) . Las ecuaciones d(c/r) = 0 , d(h/r)

Diferenciando el producto exterior wzAtu4 y reemplazando en (115)
se obtiene

- En
(117) d(mzhwa) —- (3 + k)u)1/\u)2/\Lu4

Luego si k = -n 1a densidad invariante para puntos respecto al gr!

po Hg existe y está dada por

dP = dx Ady

Densidad para rectas. La recta x = y es transfonmada por e] grupo

Hg en 1a recta G de ecuación

Y' = an'k x' + h a"+k - c a2"

Las ecuaciones d(an'k) = 0 , d(h an+k - c a2") = 0 y (116) definen

e] sistema: ml = 0 . w4 - m2 = 0 .

De (113) obtenemos

(118) d(w1 A(m4 —w2)) = 0 para todo vaïor de k y n .

Luego 1a densidad invariante para rectas existe y está dada por dG

=wlA(w4-m2) .
T0mandocoordenadas normales (p,8) para 1a recta G se tiene:

- cotg 6 = an"k -B- = h an'k - c a2n
sen 0

Diferenciando y muïtiplicando exterionnente resulta

deAdQ=n-ka3nw¡\(m _w)
sen3 e k l 4 2

Luego:

k dOAdp
(119) dG'-'—k W c0nnf k.n- — _

senk'n 0 cosn'k 0
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el grupo Hg no tiene densidad in

n , (k f 0).

Observando (119) podemos decir:

variante para rectas en el caso k =

Densidad para pares P-tG , con P E G . Puesto que el grupo Hg es

transitivo para pares de recta y punto, la densidad para estos conjug

tos existe y coincide con la densidad Cinemática del grupo.

Con el fin de dar una interpretación geométrica a esta densidad obseg

vamos que el punto (0,0) y la recta y = x son transformados por el

grupo Hg en el par: P(c/r. h/r) y G : y' = an'k x' + h an+k 

- c a2" .

Tomandocoordenadas (x,y) para el punto, y (p,e) para la recta G

se tiene:

x = c/r y = h/r - cotg e = an'k .

Diferenciando y multiplicando exteriormente término a término resulta:

mlAmzAw4 = d(G+P) = k ——-Y—dXAdAda
k a2k+4n sen2n - 0

reemplazando el valor a2k+4n se llega a la expresión

- __ dPAde
(12°) “PH” ’ n k 2n+4k 2 2n+k

sen k'" e cos "'k e

para la densidad de pares P-+G , con P e G .

De (120) observamos que esta densidad no existe cuando n = k .

Densidad para pares de rectas paralelas. El grupo Hg no es transi

tivo para pares de rectas paralelas, así que la densidad invariante

no está.definida para estos conjuntos.

“g = {P' va (2k+1)xp+(k+2)yq} = {XT x3, kX1+X4}

Es el grupo triangular dado por las transformaciones

k
x. = a x + bz + c

r

y':u
r

con ak+l r = 1 , con k = constante.
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El grupo Hg es un subgrupo del grupo de 4 parámetros Hï . Se ob

tiene de HÍ sie1 parámetro h es cero (h=0) y 1a constante n
es uno.

Formas invariantea a 1.a izquierda. Reemplazando en (29) a h = 0

ya n= 1 , ellas son:

ku) =—da
l a

1 bu) =—(db-—da)
2 ak a

dc(121) m =—-cadr
3 ak

a, =d_a=_
4 a “1

u, :9;
5 r

con m1+m4+w5=0 ,o m5=-(1+Ï)ml

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda:

_ _ k

(122) dLV - mlnmznw3 - a2k+1 da AdbAdc

Formas invariantea a Za derecha. Se obtienen reemplazando los valo

res.h=0 y n=1 en (31):

kmi =_da
l a

m5=l(db-9kda)
a a

r
i l

da 1w*=_=_m*
4 a k 1

drw*=__
5 r

con mï+w3+mg=o .o mg=-(1+-¡lï)wï.con “o.
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Elemento de volumen invariante a 1a derecha

_ k

(123) dRV —gïïï da Adb Adc k f 0

De (122) y (123) e] grupo H3 no es unimodular para ningún valor de

k .

Ecuaciones de estructura. Son los elementos de la ecuación matricial

m1 U2 U3 (¡Jl m2 (A)

do=—s2An=- o m4 o A o m4

o o m5 o o m5

Esto es:

dw1=0

(124) dm2 = 4031sz + m2M4) = -(1 T É) m1¡mz

du3=-m1Am3-m3Am5=-(2+Ï)tol/Hua) a ¡(7‘0
3

E] grupo Hg es unimodular siempre que X cïk = 0 para cada i =
k=1

1,2,3.
3 k 1 1

Pero Z C1k = - [(1 - -J+(2 + —)] = 3 f 0 , esto confirma que e]k=l k k

grupo Hg no es unimodular para ningún vaïor de k .

Cone] fín de facilitar Ios cálculos de las densidades,de (121) pode

mosescribir:

(13:1
k

_ k E
db-a (¿12+ka

(125)

dc = ak m3 + c m5 = ak w3 - c(1 + i) m1

dr = r m = - r(l + l) m
5 k l

Densidhd para puntos. E1 punto (0,1) es transfonnado pOr el grupo

H3 en el punto P(b+c/r, a/r). Las condiciones d(9;5) = 0 , d(%)

= O que dejan a P fijo. y (125) definen e] sistema:

m1=0 m2+w3=0
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De (124) d(m1A(w2 + w3)) = 0 y por tanto la densidad invariante pa

ra puntos siempre existe.

Tomandocoordenadas (x.y) para e] punto P se obtiene:

x=u y:ak+2
Y‘

Diferenciando y multiplicando exteriormente término a ténnino resu1ta:

2(k+1)_ a k-+2
dxAdy - —-—-—2 ml A(m2+ ¿03)r k

lLuego: dP = —-K- —¡T%;ïï dx Adyk+2 a

Reemplazando a3(k+l) se obtiene ¡a expresión

(126) dP = L gxkfiï k ¡e —2
k+2 +2

para 1a densidad invariante de puntos.

De (126) observamos que si k = -2 esta densidad no existe.

Densidad para rectas. La recta x = 0 es transformada pOr e] grupo

3 . u - _b_ s
H9 en 1a recta G . x —a y + r .

Las condiciones para que G permanezca fija y (125) definen el sis

tema:

m2 = 0 (133 = 0

De (i24) se tiene

='3 (.01AmzAwaf 0

con lo cual 1a densidad invariante para rectas no existe para ningún

vaïor de k .

Densidad para rectas paralelas. Las rectas para1e1as tienen densidad

invariante respecto al grupo Hg , por ser este transitivo respecto a
ellas. La densidad coincide con 1a densidad Cinemática de] grupo

d(G1 +62) = ml sz A4133

Por ser Hg un subgrupo de] grupo HÍ . 1as densidades para pares de
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rectas paralelas en ambos grupos coinciden. En este caso n = 1 y,

por tanto su expresión es:

dGl Adpz__JL__
2k+1 —— 13

'ver Cuadro á . 38 .
5m ( p 9 )

62k+1 cos 2k+1 e

(128) d(Gl + GZ) =

Densidhd para pares de punto y recta (P-tG) con P E G . Por ser

el grupo Hg transitivo para pares P +G con P G G existe la den

sidad invariante para estos conjuntos y está dada por la densidad ci

nemática del grupo

d(P +G) = ml AmZAma

Puesto que el par de punto (0,1) y recta x = 0 son transformados

por el grupo H3 en el par:

+ .mufi) y e: =
Y‘

tomando coordenadas (x,y) para el punto P y (p,e) para la recta

G se tiene:

x=m y=-a- -tane=2
r r a

Diferenciando y multiplicando exteriOrmente término a ténmino se ob
tiene:

d(P+G)=-|-(Ï—2 para ¡ue-2.
y cos e

10. Conclusiones

El siguiente cuadro resume los resultados obtenidos para los grupos

triangulares de tres parámetros.

Nota: El grupo H; es un caso particular del grupo Hg , por tanto su

comportamiento geométrico es el mismode este último. Esta es

la razón por la cual no aparece en el cuadro.



Densidades

3
H1‘{xzvx39XS}

{yp,p,q}

3 _
“2'{xvX4!x5}

{2xp+yq,xp+2yq,q}

3 _3 _
{2xp+yq,yp,xp+2yq}{mxp+2yq,q}

Unimodular

Si

No

NoHo

dP

dxAdy

Noexiste

NoexisteNoexiste

dG

dgAdecos39

Noexiste

dEAde

Noex15tecos3e

d(P+G)

PGG

dPAde cos29

dPAdO X2COS29

dPnde

dPAde

cos4ecosec

_________________ï

(xcose-ysene)

29

d(G1+GZ)
61'G2

Notransitivo

dGlAdp2 2

NotransitivoNotransitivo

6senecose

Densidades

3 _.H6'X3)Up,p.xp+2yq}

83 _
H-{X3,X5,le+nX

4}

{p,q,(2k+n)xp+(k+2n)yq}

3 _
H9-{x2,x3,kX1+x4} Up,p.(2k+1)xp+(k+2)yq}

.‘lo

Unimodular

dP

Sólosik=

dxAdy

dG

donde

i.31k-n

senecosn'ke

nfkf0 Noexiste

PEGd(P+G)

dPAda

yzcos2e

dPAde

2n+4k2m
nk-nn-k

se9COS

dPAde

2m
yk+2cos2e

nfkakai-2

d(G1+G
GI”G2

2)

dGAdp2

3a
1

6cos

Notransitivo

dGlIidp2

5k+l3-k+1
62k+1cos2k+1e

2k+lf0

-70
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CUARTAPARTE:Subgrupos de dos parámetros de] grupo triangular especia]

ST(3).

11. Determinación gg ¿gg Subgrugos gg ¿gg Egrámetros gg; 95322 triangular

ST(3).

Los subgrupos de dos parámetros de] grupo triangular ST(3) están geng

rados por 1as transformaciones infinitesimales

XY = a + a X + a X + a X + a X

(13o) 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

Y2 = bIX1 + b2X2 + b3X3 + b4X4 + b5X5

siempre que e] producto [Yi, YjJ para i,j = 1,2 sea combinación

linea] de los Yk con k = 1,2.

Los Xi con i = 1,2,3,4.5 son las transformaciones infinitesimaïes

que generan e] grupo ST(3) dadas por (17), con estructura (18).

Considerando todos los casos posibles de 1a matriz

(131) al a2 a3 a4 a5
b1 b2 b3 b4 b5

para las constantes ai . i = 1....5 y bj , j = 1....5 quedan de
tenmínados los diferentes subgrupos de dos parámetros de ST(3).

Se presentan los siguientes casos:

1) La matriz (131) tiene la forma:

entonces Yl = X1 Y = X2 y

{X1, X2} = {2xp'tyq. yp} es un subgrupo de ST(3).

2) La matriz (131) tiene 1a fonma

Aquí X1 = Y1 Y2 = bzx2 + X3

{Yl, YZ} forman grupo si b2 = 0

entonces
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{x1. X3} = {2xp-+yp, p} es un Subgrupo de ST(3).

3) La matriz (131) tiene la forma

Y2 = bzx2 + b3X3 + X4

{Yl, Y2} forman grupo si sólo si b2 = D3 = 0 .

Resulta {X1. X4} = {pr-tyq. xp-tïyq}

4) La matriz (131) tiene 1a forma

entonces
0 b2 b3 b4

Y1 ‘ X1

Y 2 = bzx2 + b3x3 + b4x4 + X5

{Y1. Yz} fonna grupo si b2 = b3 = b4 = 0 .

Resulta {X1, X5} = {2xp +yq. q}

5) La matriz (131) tiene la fonma

entonces

Y1 = a1x1+ x2

Y2 = blxl + X3

{Yl. Y2} forman grupo si sólo si

alb1 = 0

Se dan tres casos:

i) al - O resulta el grupo {X2, kxl +X3}

Haciendo e] cambio de parámetros

í = A x + A y + A

(132) _ 1 2 3
y=81y+82



{x2, le +X3} es isomorfo al grupo {X2, X1}

(ya obtenido en 4)).

cuando ez = o A2 = o 2k = —1

ii) bl = 0 , resulta e] grupo {kx1 +x2, x3}

Haciendo e] cambio de parámetro de (132) este grupo resuïta iso

morfo a1 grupo

(XI, X3} = {2xp+yq. p}

cuando BZ = 0 A3 = 0 k = 

iii) Si a1 = b1 = 0 . entonces resuïta el grupo

{x2. x3} = up. p}

6) La matriz (131) es de la fonna:

Aquí Y1 = alxl + X2

v2 = b1X1+ ¡33x3 + x4_

{Yl, Yz} forma grupo si:

i) al = 0 , caso en e] cuaï resuïta e] grupo:

{X2, le +nX3 + tX4} con k. n y I constantes.

Haciendo e] cambio de parámetros (132) este grupo es isomorfo

a] grupo

{XT kX1+nX4J = Up. (2k+n)xp+(k+2n)yq}

11) a1 = 0 , b1 = b3 = 0 , resuïta e] grupo

{xr X4} = Up. xp+2yq}
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7) La_matríz (131) es de 1a forma

al l 0 0 0

bl 0 b3 b4 1

Aquí Y1 = alxl + X2

Y2 = blx1 + b3x3 + b4x4 + x5

{Y1, Ya} forma grupo si b1 = b4 = b3 = 0

y a1 = k constante.

Resulta e] grupo {le-+X2, x5}

Haciendo e] cambio de parámetros (132) este grupo es isomorfo a1

grupo

{X1, X5} = {2xp-+yq, q} ya ca1cu1ado.

8) La matriz (131) es de la fonna:

Aquí Yl = alx1 + azx2 + X3

Y2 = blx1 + bZX2 + qu4

Para que {Y1, YZ} fonme grupo debe ser que:

i) a1 = a2 = 0

Resulta {X3, le +nX2-+tX4} con k, n, t constantes.

Haciendo el cambio de parámetro (132) este grupo es isomorfo

a1 grupo

{X3. -kX1+tx4} = {p. (2k+t)xp+(k+2t)yq} .

cuando 53 = 0 n/k = - AZ/Al . 82 = 0 t = n

ii) a1 = a2 = 0 , b1 = b2 = 0 , resuïta el grupo

{X3. X4} = {p. xp-+2yq} .

La transformación triangular, con b y c parámetros de1 grupo



i = x - by + c

Y = y

transfonna este grupo en el grupo {X2, X4} , luego ellos son
isomorfos.

9) La matriz (131) es derla forma

{Y1, Yz} forman grupo sí:

i) bl = b2 = b4 = 0 a2 = O

Resulta e] grupo

{kx1 +X3. X5} .

Haciendo e] cambio de parámetros (132) este grupo es ísomorfo

al grupo

[X], X5} (ya obtenido en 7)),

cuando BZ = 0 A2 = 0 2k = Al/A3

11) Cuando a1 = a2 = b1 = b2 = b4 = 0 , resuïta e] grupo

{x39 = {Dvq}

lO) La matriz (131) es de la forma

Resulta Y1 = alx1 + a2X2 + a3X3 + X4

Y2 = blx1 + bzx2 + b3X3 + x5

{Y¡. YZ} fonnan grupo si:
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0 sea el grupo {kX1+nX3-+X4. X5} ,e1 cua] es isomorfo al grupo

{kX1-+X4, X5} = {(2k+l)xp-+(k+2)yq. q}

por e] cambio de parámetros dado por (132), cuando

n A3

2k+1_>\1
82:0

ii) a1 = a2 = a3 = 0

bl = b2 = b3 = 0

Resuïta e] grupo

{X4, X5} = {xp+2yq. q}

11) La matriz (131) es de 1a forma

Y1 = alx1 + azx2 + a3X3 + a4X4 + X5

Y2 = blx1 + bzx2 + b3X3 + b4X4

{Y1, Y2} forman un Subgrupo de ST(3) si

Resulta el grupo {kX1+nX3-+tX4, X5}

Haciendo e] cambio de parámetros (132) este grupo es isom0rfo a1

grupo

{kx1 + nX4, X5} = {(2k+n)xp +(k+2n)yq, q}

e] cua] a su vez es ísomorfo a] grupo obtenido en (8),í).

Coneste caso hemosabarcado todas las posibiïidades de 1a matriz ini

cia] (131) para que {Y1, YZ} formen subgrupo de ST(3).

Podemos enunciar e]

Teorema 4. Los subgrupos de dos parámetros de] grupo trianguïar ST(3)

generadopor las transformaciones infinitesimales le, Xzf,...,X5f

dadas en (17), con estructura (18) son los siguïentes, salvo isomor

fismos:



En todos los casos

“Ï = {Xp X4} = {2xp+yq. xp +2qu

2 _ _H2' ' {pt
Z

H3 = {X29 x3} = {yP. P}

H {X4. X5) = {xp+2yq. q}

H

H = {XT kxl+nX4J = Up. (2k+n)xp+(k+2n)yq}

2
4

2={x x1={ x+2}
5 29 4 YPt p yq

2
6

2
H7 = {X3. kX1+nx4J = {p. (2k+n)xp+(k+2n)yq}

k y n son constantes.

12. GeometríaIntegral ¿e fi Subgrugos_d_e_fi parámetros E E1420.trim:

gular ST(3)

12.1. HÏ = {2xp-+yq, xp-+2yq} = {X1, X4}

12.2.

Grupo isomorfo al grupo proyectívo dado por las ecuaciones

con AE f 0 .

A2/3 E2/3a = e =_
’7’513 A1/3

Este grupo ya ha sido estudiado por L. A. Santaló en [18]. Tiene

densidad invariante para puntos dada por dP = gïí%gï , y densidad

para rectas dada por dG = ——QE1LgQ-- . Además es un grupo unimo
psenecose

dular¿

H2={ }={x x}2 p'q 3' 5

Este es e] grupo proyectívo dado por las ecuaciones

x' = x + c

y'=.v+h

estudiado por L. A. Santaló en [18].
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Tiene densidad para puntos dP = dxA dy y no para rectas.

2- _
12.3. H3 - {p, yp} - {X3. X2}

Es e] grupo dado por 1as transformaciones

x' = x + by + c

y'=y

Formas invariantes a La izquierda.

1 -b -c 0 db dc

n = 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

m1 = db m2 = dc

dLV = dbA dc

Formas invariantes a la derecha.

Owï m5
9* = 0 0 0

0 0 .0

mï=db w5=dc

El grupo es unimodular.

Densidad para puntos .

El grupo Hg no es transitivo para puntos.

Densidadpara rectas.

E1 grupo Hg es transitivo para conjunto de rectas y por ser un

subgrupo del grupo HÏ la densidad para rectas coincide en ambos

grupos. Luego:

dG = ÉÉJÉQE (ver Cuadro pág. 70).cos 6



- 79 

HÏ = {q. xp+2yp1 = {X5. X4}

Es e] grupo dado por las transformaciones

x'=¿
r

y. = ez + h
Ï'

Con er = 1 .

Formas invariantes a la izquierda. Son los elementos de

l 0 0 0 0 0

n=A'1dA= o l/e -h o de dh

0 0 l/r O 0 dr

de dh dr(133) m=— m=—-hdr w=—
l e 2 e 3

Con m3+m1=0.
De (133) se obtiene:

(B4) de= mu ; dh= aQ-hfi dr= qml.

lemento de volumen invariante a la izquierda:

= deAdh= A

(135) dLV ml wz e

Formas invariantea a la derecha. Son los elementos de la matriz

o o o 1 o o

9* = dA A'l — o -de dh o 1/e -h

o o dr o o 1/r'

wï 99 m57-hde+d—h m*=dre r

Con m5 +mï = O

Elemento de volumen ínvariante a ¡a derecha:

dRV = w’ïAmï = deAdh

3
E1 grupo H4 no es unímodular.
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Densidad para puntos. E1 grupo Hg es transitivo para puntos, Jue

go la densidad dP existe y coincide con la densidad Cinemática

dP = (nl/hoz .

Puesto que el punto (1,0) es transformado por Hi en el punto

P(1/r, h/r) . tomandocoordenadas (xd) Para P se obtiene

dxAdy=d(l)Ad(h)=(°) Ar r 75””?

Luego dP= Mi
xy

Densidadpara rectas. El grupo H2 es transitivo para rectas,

luego dG = m1Amz . Por ser un subgrupo de] grupo Hg 1a densi

dad para rectas coincide con 1a de este último. Es decir

dG = de gd. (ver Cuadro pág. 70).
cos e

Hg = {.YpoXP+2yCI} = {x29

Es e] grupo dado por 1as transformaciones

x. = x+bx
r

y' =Éy
r

Formasinvariantes a la izquierda.

1 -b/e o o db o

n = A'l dÁ = o 1/e o o de o

o o l/r o o dr

b de dr(136) w=--de+db w=_ m=__
l e 2 e 3 r

Con m2 + wa = 0 .

Elemento de volumen invariante a 1a izquierda:

(137) dLV= (.31sz = dbAde
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Formas invariantes a la derecha.

o db o 1 -b/e o

9* = dA A'l = o de o o 1/e o

o o dr o o l/r

db de dr
m* = — ¿0* : .——- m'k =

1 e 2 e 3 r

Con mi + m3 = 0 .

Eïemento de volumen invariante a 1a derecha.

(138) dRV = mïAmE = —-—

El grupo HE no es unimodular.

De (136) podemos escribir:

(139) de = emz , dr = -I‘u.\2 db = ml + bmz

Densidad para puntos. E1 grupo Hg es transitivo para puntos.

luego dP = (ul Amz .

La densidad para puntos está dada por la ca1cu1ada para el grupo

Hg , de] cual es subgrupo HE .

Luego

(140) dP = dx—l\3% (ver Cuadro pág. 70).
2 .v

2
Densidad para rectas. El grupo H5 es transitivo para rectas.

Luego dG = m1 Amz . Por ser Hg un subgrupo de] grupo Hg 1a

densidad para rectas está dada por la expresión

dG = de Adp(141)
C053 9

(ver Cuadro pág. 70)..

Hg = {X2. kX1+nx4J = Up. (2k+n)xp+(k+2n)yq}

Este grupo es un subgrupo de] grupo Hï cuando Ios parámetros c

son nulos (ver (28)).y h

Es e] grupo dado por las transformaciones:
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x) = Éx_+l
(144) r

y. g ¿"1
r

Con ak+nr = 1 , n y k constantes.

Formas invariantea a la izquierda. Estas 1as podemosobtener de

(29) a1 reemplazar c = h = 0 . Resultan:

ku) =-da
l a

1 bntu — (db - -- da)
2 ak a

(145)
n n¿o ="da=-m

3 k lD

“gg:
4 T

Con m1 + m3 + m4 = 0 . 0 sea. m4 = -(1 + Ï)w1 y k f 0 .

Elemento de volumen ínvariante a la izquierda: Está dado por e]

producto exterior

(146) dLV = m1 ¡mz = k'íl da Adb
a

Ebrmaa invariantea a La derecha. Reemplazando en e] grupo HÍ .

en (31) a c = h = 0 , resulta:

km*=—da
1 a

1 kbm*=—(db-—da)
2 a" a

(147)
n nLu =-da=—w*

3 a k 1

*=fl=-(1+fl)wï
r k

Elemento de volumen invariante a 1a derecha:

(14s) de = cu'ïAm; = fi da Adba



_ 33 _

De (146) y (148) observamos que el grupo HE es unimoduiar si

k = n .

Ecuaciones de estructura. Son los eiementos de la ecuación matri

cia]:

du] dm2 0

dQ=-9A9 = 0 aún 0 wn a y B cmsunms,

0 0 Bdw1

de donde:

du)1 = 0

(149)

_ fl.

du)2- -(1- k)m1/\w2

Las constantes de estructura están dadas por

2 nc = -(1— -)
12 k

Jo que confirma que e] grupo Hg es unimoduiar si k = n .

Por (145) se tiene

da =-w1
(150)

- k g
db - a m2 + k bwl k f 0 .

Con estas ecuaciones faciiitamos e] cáicuïo de densidades.

Densidad para puntos. E1 conjunto Hg es transitivo para puntos,

asi que su densidad es dP = ml sz .

Para dar una interpretación geométrica observemos que e] punto (0,1)

es transformado por e] grupo en e] punto P(b/r, anlr).

Liamando (x.y) ias coordenadas de P obtenemos

X = b ak+n y = ak+2n

y dwa =aukm)flgg&m1M% ka.
k

Luego:

_ k dxAd
“51) d"' (m 3

n) 2n+k
.Y
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Por tanto, si k = -2n la densidad invariante para puntos no exis

te.

Densidhdpara rectas. El grupo Hg es transitivo para rectas.

Su densidad está dada por 1a densidad Cinemática dG = m1sz .

Para dar una interpretación geométrica de esta densidad observemos

que 1a recta x = 1 es transformada por e] grupo, en 1a recta

G z xt =_b_y| +a2k+nna

Tomandocoordenadas normales (p,e) para 1a recta obtenemos:

- tan 9 = 1% ——E-—= a2k+na cos 0

cos e k

de donde

(152) dG =
k dGAd

3k 3iIIII2k+n
p2k+n cos 2k+n e

De (152) observamos que si 2k = -n 1a densidad invariante para

rectas no existe respecto al grupo Hg .

H5 = {x3. kX1+nX4} = Ip. (2k+n)xp+(k+2n)yq}

Este grupo es un subgrupo de] grupo HÍ , cuando los parámetros

b = h = 0 .

Es el grupo dado por las transformaciones:

x. = akx + c
I'

(153) a"
y' = — y

r

k+n
Con a r = l , k y n constantes.

Fonnas invariantee a la izquierda. Están dadas por (29) cuando

b = 0 , h = 0 . Resultan:

(154) m1 = 5 daa
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(02=—k'Candr

(154) m =flda=flm
3 a k 1

m4=ÉE=-(1+Ï)wl

Elemento de volumen invariante a la izquierda

B = k

(155) dLV “¡maz ak+ldaAdc.

Formas invariantee a la derecha. Estan dadas por (31) cuando los

parámetros b = 0 , h = 0 .

kLu*=—da
l a

m5 = k ak+"'1 c da + an+k dc

(156)

w3=nda=Ïmï

wz=d—:=-(1+Ï)mï

Elementos de volumen invariante a la derecha:

. a k
(157) dRV= (dí/lu); W daAdc

De (155) y (157) el grupo H; es unimodular, sf sólo si, 2k =-n.

Ecuaciones de estructura. Son los elementos de la ecuación matti

cial

dnl O dm2

n = 421m = 0 ydml 0 con y y A constantes.

0 0 Adml

Resulta

(1 8) dwl 05
g 2k+n

due - ( ) m1 A012
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2k+n , de donde confirmamoscon constantes de estructura CÏZ = 

que e] grupo es unimodular cuando 2k = -n .

De (154) podemos escribir

da=3m1 dc=akm2-c(1+ï-) m1

Densidad para puntos. E1 grupo H; es transitivo para puntos, su

densidad coincide con 'la densidad Cinemática dP = tol/hoz .

E1 punto (0,1) es transformado en e] punto P(c/r, an/r), toman

do coordenadas (x,y) para el punto P se tiene

x = c a"I+k y = a2n+k

Luego dx Ady _ 2n+k a3(n+k)m1Am2 ’ de donde
k

_ k dxAd
(159) dP— 32n+k

y 2n+k

De (159) 1a densidad para puntos no existe en e] caso 2n = —k.

Densidad para rectas. E1 grupo H; es transitivo para conjuntos

de rectas, luego la densidad para rectas está dada por dG = ml sz.

Por ser el grupo H; subgrupo de Hg su densidad para rectas

coincide con 1a dada para este ü1timo. Esto es:

(160) dG=¿APT (verCuadropág.70).k‘" rn n
sen e cos e

Por (160) e] grupo H; no tiene densidad invariante para rectas
cuando k = n .

13. ConoZusionea

E1 cuadro que sigue resume el estudio realizado de los grupos triangu

lares de dos parámetros.
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Densidades

H

{x1,x4}

{pr-*yq,xp-+2yq}

2 1

2
H2

{p.q}

2
H3

{x2,x3} {yp,p}

Si

{x4¿x5}
{xp+2yq.q}

No

Unimodular

Si

Si

dxAd!

dP

dxA
xy

dxAdy

Noexiste

XY

dgl\d6

dG

dEAdO

psenecose

Noexiste

dgAdB COS39

cos3e

2

Densidades

2
H5

{x2.x4}

{yp.xp-+2yq}

2
H6

{x2,kxl+nX4}

{yp,(2k+n)xp-+(k+2n)yq}

H7

{X3,le+nX4}

{P.(2k+n)xp‘*(k+2n)yq}

Sólosi2k+n=O

Unimodular

kf0

dP

dxAdM“2"”

dxAdE31H",Zn+kfO

+k

y2n

dG

2k+nf0

dEAde

3”kf0

___n-k-nf0

- 37 
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C A P I T U L O D 0 S

EL GRUPO TRIANGULAR ESPECIAIS- ST(3) COMO GRUPO DE TRANSFORMACIONES EN EL

ESPACIO

"Tomarposesión del espacio es el
primer gesto de los seres vivientes,
de los hombres y de los animales, de
las plantas y de las nubes, manifestg
ción fundamental de equilibrio y de
duración, La primera prueba de exis
tencia es ocupar el espacio".

Le Corbusier
"Las grandes corrientes del Pensa

miento Matemático"

1. Estructura ¿el Mo ST(3) fl e_lespacio.

El grupo triangular especia] ST(3) de las matrices (13) de] Capituïo

Uno con detenninante uno. opera en el espacio mediante las transforma

ciones:

x' = ax + by + cz

(169) y' = ey + hz

z' = rz

con x. y, z, (x', y’. z') coordenadas no homogéneasy aer = 1 (*).

Transformaciones Infinitesimales. Definiendo en (169) las funciones

da .1 ¡i=1¡Z)3 g aS'Ï: 01(X. y) a. b) C9 e) h) r) = xl ; 02(xl y? a,

b. c, e. h, r) = y' ; 03(x, y, a, b, c, e, h, r) = z' ; y tomando 1a

identidad dei grupo I, es decir a = e = 1 , b = h = o , r = (ae)'1 ,

las transfdnnaciones infinitesímaïes de] grupo (169) resultan:

301 adz ada
le = (—)I p + (—)I q + (—)I s = 2xp+yqaa aa aa

(170)
adl ada ad3

Xzf = (—)¡ p + (—)¡ q + (—)¡ s = ypab ab ab

(*) Greco, Angela en [7] halla todos los subgrupos de 5 parámetros de]
grupo de transformaciones (169), con determinante diferente de cero.
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aol aoz 303Xf=(—) +(—)q+(—)s=zp
3 ac I ac I ac I

ao 34v

(170) X4f = (-1)¡ p + (-É)I q + (-2)I s = xp + 2yqBe e ae

ao ao ao
xsf = (-51 p + (-2)I q + (¿h s = zq

ah ah ah

donde p = a: q a: , s = a:
3x ay az

Las transformaciones infinitesimaïes X1, X2, X3. X4, X5 son linea]

mente independientes y satisfacen las ecuaciones de Lie:

lx1,x21=-x2 ; lx1,x3l =—2x3 ; lxl,x4l=o

[xzp =0 n =' ; ='
(171) [xzn =' ; = ; =0

[X4a = ' 2 .

Luego. e] grupo ST(3) operando sobre e] espacio, está definido por

las transformaciones infinitesimales

{xp+2yq. yp, yq +2xp. zq, 2p}

con estructura (171).

ST(3) fl e_Zespacio.

E1 grupo de transfonmaciones (169) tiene comomatriz 1a matriz trian

gular H considerada en (13) del Capitulo Uno. Luego, Ios elementos

de la Geometría Integra] para e] grupo (169) coinciden con los eiemen

tos ya hallados para 1a matriz H .

Esto es: las formas de Maurer-Cartan del grupo (169) están dadas por

1as l-formas (21) dei Capitulo Uno. Las ecuaciones de estructura de}

grupo (169) son las ecuaciones dadas en (25).

Las densidades invariantes para subespacios y sumas de subespacios

pueden estudiarse con 105 datos ya obtenidos en e] Capitulo Uno, te

niendo presente las transformaciones (169).
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3. Densidades

3.1. Densidad para Puntos.

. Densidad para Rectas.

Con el fin de detenminar si el grupo (169) ag

mite una densidad invariante para puntos observamos que el punto

(0,0,1) es transformado en el punto P(c, h, r) . Este punto per

manece fijo si dc = 0 , dh = 0 , dr = 0 . ecuaciones que por (21)

del Capitulo Unodeterminan el sistema:

= o ,m3 m5=0 ,

Llamando

w1+w4=02

9 = wa Aug A(w1 + w4) y utilizando las ecuaciones de es

tructura (25) obtenemos dQ = 0 , luego la densidad invariante para

puntos existe y está dada por el producto exterior:

dP = w3Aw5A(wl + m4)

Para dar una interpretación geométrica de esta densidad suponemos

que P tiene coordenadas (x, y, z). Esto es: dx = dc , dy = dh ,

dz = dr , de donde:

(172) dP = dxAdyAdz

es la densidad invariante para puntos.

El grupo (169) es transitivo para rectas. A

la recta de ecuaciones x = z -l = y ,la transfonna en la recta G

de ecuaciones:

x' = (É_iILÏJE) ¡I _ (a.+b)

(173) r
.v'=(e+h) 2' -e

r

G permanece fija si:

d(m)=0 d(a+b)=0 d(m)=0 de=0.
r r

Estas ecuaciones y las relaciones (21) definen el sistema:

m4=0 , m1+m3=0 . wl+m5=0 , m1+m2=0.

Llamando Q = m4 A(m1 + m3) A(w1 + m5) A(w1 + m2) y utilizando

las ecuaciones (25) resulta
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dQ=-ml\ml\ml\m41\w5;‘0,l 2 3

iuego la densidad invariante para rectas no existe.

PEG.

El grupo de transfonnaciones (169) es transitivo para pares P + G

(punto más recta) con P E G . Puesto que e] grupo (169) depende de

5 parámetros y el subespacio P +G , c0n P E G también depende de

5 parámetros, la densidad para estos subespacios es la densidad cine

mática de] grupo. Es decir

=daAdbAchdeAdh174
( ) (ae)3

d(P +G) = m1 AmZAw3Aw4 Aus

Conel fin de dar una interpretación geométrica de esta densidad, og

servamos que e] punto (0,0,1) y la recta de ecuaciones x = z -1 =y

son transformados por e] grupo (169) en e] par P-+G con P(c,

h, r), y G de ecuaciones

xl = (3+b+C) zl _ (¿+h)
r

y' = (——e+h) z' - e
r

(ver los numeraies 3.1. y 3.2.).

Tomando coordenadas (x. y. z) para e] punto P y expresando a G

en 1a forma:

x = cos o tan e z + p

y = sen o tan e z + q

con e e] ánguïo entre 1a recta G y e1 eje z , o el ánguïo for

mado por 1a proyección de G sobre e] piano xy , con el eje x .

(p, q) 1as coordenadas de 1a intersección de 1a recta G con e]

piano x y , obtenemos las siguientes re1aciones:

y=h z=r:¿
ae

(175) cos o tan e = É-ÏÉLÏJE = ae(a +b-+c)

sen o tan e = ÉLiD-= ae(e +h)
r
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p= 4a+b)
075

Diferenciando término a término en (175) y multipiicando exterionnen

te se obtiene:

dxAdxAdzAdÓAd0=
2 _1 e(dcl\dhAdeAda/\db)

[tan 0 sec el

Comparando con (174) y reempiazando a e por e = z sen o tan 9 - y

resulta:

Z3 tan e sec2 e dxAdyAdzAdqs/ide

(z sen 4) tan e - y)
d(P +G) =

Tomando dP = dxAdyAdz y simpïificando se puede escribir

3
d(p+G) = z sen 0 dPAdoAde(176) 2

cos e(z sen cp sen e - y cos e)

que es 1a densidad para pares P+G con P E G .

El grupo (169) es transitivo para pianos; al

plano de ecuación x+y+z = 1 10 transforma en e] piano E de e

cuación

(177) x—+(u) y' + (bh-ce-ha+ae) z' =1
a ae

Este plano permanece fijo si

d(l) = 0 d(bh-ce-ha+ae) = 0
a

Estas ecuaciones y las re'laciones dadas en (21) definen el sistema:

m1 = 0 w2+m4=0 m3+m5-m4=0

La densidad invariante para planos existe si la diferencial de] prg

ducto exterior

9 = wlA(w2 + w4)/\(m3 + ¿es - m4)

es nula.
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Utilizando las ecuaciones de estructura (25) se obtiene dn = 0 ,

luego la densidad existe y está dada por

dE =mlA(m2+w4)A(m3 +cu5 - m4)

Expresando el plano E por la ecuación:

(178) E I COS Ó sen 9 x + sen Ó sen 0 y + cos 9 z = p

y comparándolo con la ecuación (177) requtan las igualdades

cos Ó sen 3

p

_1.

a

a -b = sen Ó sen 0'
ae p

(179)

cos 8hb-ce-ha+ae=

Diferenciando (179) término a término y multiplicando exteriormente

se obtiene:

) =senedeAdQ/ldp4
m1 A (m2 p

I _
+m4)I\\m +u) m45 3

Luego

dE = sen e dz Adg Adp
p

Siendo do = |sen 0| de Add el elemento de área de la esfera unidad

correspondiente al extremo del vector unitario perpendicular a E

se obtiene

(180) dE = d°—"4d1’
p

Densidad para pares de punto y plano, con P E E . Por la misma ra

zón del numeral (3.3.) la densidad para pares P-+E con P G E coin

cide con la densidad Cinemática del grupo (169).

Para dar una interpretación geométrica de esta densidad tomamosel

punto (0.0.1) y el plano de ecuación x +y-+z = l . Este par de

subespacios son transformados por el grupo (169) en el punto P(c,

h. r) y el plano E : l-x + (5-19) y + (hb -ce —ha+ae) z = l .
a ae
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Comparando a P en c00rdenadas (x, y, z) y a E con la ecuación

(178) se obtienen las igualdades:

C=X h=y r=z

(131) l=M a-b=sengsene
a p ae p

(b-a) h+ (a-c) e ¿M
p

Diferenciando término a término en (181) y multiplicando exteriomeg

te se obtiene:

da Adb Adc AdhAde =
a4 e

sene(x coso+zldeAdoAdxAdyAdz
[cos e(x cos 0+ z)+ysenqpsen e]

Comparando con (174) y reemplazando a dP = dx AdyAdz se puede es

cribir:

d(P+E) = g sene(x cos9+z)d0Adg>AdP
cos ocos elcose(x cos 0+ z)+ _ysenq>sene]3

De (181) podemos expresar p en la forma

p = cose(x cos o + z)+ _ysenosene

Luego

sene(x cos0+ g) demndp
(182) 2

cos ocos elcos e(x cos 0+ z)+ y sen q) sen e]
d(P +E) =

Llamando do = |sen el dolido el elemento de area de la esfera uni

dad en el extremo del vector unitario perpendicular a E , podemoses

cribir

¿x coso+ z) doAdP
(183) 2

cos ocos elcose (x cos ¡9+ z)+ y senosen e]
d(P +E) =

para la densidad invariante de pares de punto y plano P+E , con

P E E , respecto al grupo (169).

El grupo de tran_s_

formaciones (169) no es transitivo para pares de recta y plano, con

G C E , luego la densidad invariante para estos conjuntos no está

definida.
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4. Conclusión

Hemos probado:

Teorema5. E1 grupo triangular definido por las transformaciones infi

nitesimaïes {xp-+2yq. yp. xp-+2yq. zq, zp} admite una medida inva

riante para conjunto de puntos y para conjunto de pianos. La densidad

invariante para estos conjuntos están dadas por las expresiones (172)

y (180) respectivamente.

Teorema 6. Los subespacios formados por pares de e1ementos: punto más

recta con P E G y punto más plano. con P G E , admiten una densidad

invariante respecto del grupo ST(3) en e] espacio, con expresión geg

métrica dada por (176) y (183) respectivamente.

Teorema 7. El conjunto de rectas en e] espacio no tiene una medida in

variante respecto de] grupo ST(3).
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C A P I T U L 0 T R E S

GRUPO TRIANGULAR ESPECIAL ST(n + 1) COMO GRUPO DE TRANSFORIMCIONES EN EL

ESPACIO PROYECTIVO Pn

"Todas las intuiciones son cuag
tidades extensivas”.

E. Kant
"Crítica de la razón pura"

1. Preliminares

El grupo triangular ST(n +1) con n2>1 es el grupo de las matrices

triangulares (n +1) x(n +1) de determinante uno, tales que ST(n+1)

=((a1.J-)) con ai‘j = 0 para 0<j<i<n (ver [13], Pág. 64).

Cuandoel grupo triangular ST(n+1) opera sobre el espacio proyecti

vo Pn puede ser representado por el sistema de ecuaciOnes

l .. _

(184) xk —igk aki xi k - 0,l,...

_ ' l I
con Iakil 1 , Siendo x°,xl... xn (x°,...xn) las coordenadas

homogéneas en Pn .

Las ecuaciones (184) dan lugar a la representación matricial

X' = AX

donde A es la matriz triangular ((aij)). con aij = 0 para ()<j <

i <n , aiil>0 , i = 0,...,n , X' y X son matrices columnas cuyos
l xlelementos son las coordenadas homogéneas x0.... n y x0...xn res

pectivamente.

Esto significa que podemos considerar el grupo (184) como el grupo de

transformaciones determinado por los n +1 puntos analíticos:

0 - (a00 0 . . . 0)

l - (a01 a11 0 . . . 0)

(185) _
A2 - (a02 ¿12 a22 0 . . . 0)

n = (aOn a1n a2n ’ ' ' ' ' ann)
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con (186) det (A0 A1 ... An) = det A = l .

Así considerado, el grupo (184) depende de flleiiíl parámetros inde
2

pendientes.

N . Geometría Integral gg ST(n+1).

Fonnas de Mhurer-Cartan. Son los elementos (l-fonnas) linealmente in

dependientes de la matriz

(187) 9 = A

siendo A la matriz determinada por los puntos analíticos (185) y dA

la diferencial de ésta.

Si m- son las l-formas de Maurer-Cartan, ellas (por (186) y (187MLi

satisfacen la relación

J'

(188) d Aj = ¿zo Ak mkj k = 0,...,n
k < j

con

n

(189) _z mii = 0
1=0

Diferenciando (188) y utilizando (188) y (189) obtenemos las ecuaciones

dUij= É. igj=0,...,n
k_1 i < k

llamadas las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan del grupo (184).

El grupo (184) no es unimodular (ver [13] pág. 64), luego, para las

constantes de estructura se tiene

n k ’
X Cik f 0 (ver [19] pag. 178).

k=0

Con estos elementos dados, procedemos al estudio de densidades inva

riantes, de subespacios del espacio proyectivo Pn , respecto del grg

po (184).

3. Dens¿dades

3.1. Densidad para subespacios lineales S . Sea S un subespacio line

al del espacio proyectivo Pn , de dimensión h , h< n . Suponemos



S está determinado por ios puntos analíticos:

A

An, An_1, An_2,...,

n-h '

S permanece fijo si sólo si para i1as diferenciales dAí = n,

n-1,...,n-h , son combinaciones Iineaies de los puntos Aí para

i = n, n-l,...,n-h . Dada 1a reiación (188) esto quiere decir que

S determina e] sistema:

fi i = 0,1,...,n-(h+1)m.- - 0 para
IJ l j = n, n-l,..., n-h

Llamando:

n-(h+1) n-(h-l)
= A w- Q = A m

o 1:0 in 1 1:0 1 n-1,

n-(h+1)

gh= min_h y Q= no

se tiene que 1a (h+l)(n-h)—forma Q es 1a densidad invariante para S,

si 5610 si, do = 0 .

De 1a re1ación (190) se tiene para cada j = 0,...,h

n-Éh+1)d = i=0 ' (Ún_jn_J-)
Usando (191) 1a diferencia] de 9 resulta:

h n-Eh+1)
da = (-1) 9A I 1:0 (wir wnn>+---+(wn - “’n-h n-h“

Usando (189) y simpiificando podemosescribir:

(192) do = (-1)h+1(n+1) 9A E m“. .n-h

Esta diferencial es cero sóio si n -h = 0 (ver (189)), es decir

cuando S tiene dimensión n Luego , podemos decir , e]

conjunto de subespacios lineaies de dimensión h < n

no tiene densidad invariante respecto de] grupo ST(n+1).

. Densidad para pares de h-plano S y punto P , con P E S , h = 0,

1,2,...,n-1.

Tomamose] h-pïano S generado por los puntos anaiïticos:

., A

An’ An-l’

n_h (ver 3.1.) y ei punto determinado por 1a suma An-+An_(h+l).
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De (3.1.) sabemos que S determina e] sistema:

i = 0,l,...,n-(h+1)
wij =0 para j = n, n-l,.... n-h

y por (188) P determina el sistema:

mi n_(h+1) = 0 para i = 0,...,n-(h+2)

mk" = 0 para k = n-h, ...,n-l

“’nn ‘ "’n-(h+1) n-(h+1) = °

Liamando

n-(h+l) n-(h+2)
Q = A m-- Q = A m.

1 í=0 13 2 i=o 1 n-(h+1)
j=n.n-1,..n-h

n-l _
Q3 = A mi Q4 ' (“nn ' “n-(h+l) n-(h+1))i=n-h n

De (192) se tiene

n

dfll=('1)h+l(n+l)

De (188) se obtiene:

n-ih+2)dn=nA
2 2 i=0 (“ii “ “n-(h+1) n-(h+1))

. "Eldfl = 9 A l m - h m ]
3 3 i=n_h ii nn

d94 = 0 .

Llamando n e] producto exterior:

Q =01A92A03Afl4

este será la densidad para S +P , con P É'S , si sóïo si d 9: 0 .

Diferenciando a se llega a la expresión:
n

“93) m 3 4"“) 9 A i=nz(h+1)wfi

Puesto que las mii están relacionadas únicamente por la ecuación
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(189), esta diferencia] es cero sóïo en e] caso n-(h+1) = 0 , esto

La suma de subesgacio linea]

P4? S , admite una densidad invariante respecto a1

es, cuando h = n-l . Hemos probado:

más Quntgi con

grupo ST(n-+1)7sólo si e] subespacio es un hiperplano.

Densidhd para pares de h-plano S y punto P , con P E S , h = 0,

1,2,...,n-1.

Sea S e] h-p1ano determinado por 105 puntos An, An_1,..., An_h y

P e] punto analítico An .

Por e] numeral (3.1.) sabemos que S así definido determina e] sis

tema:

0,...,n-(h+1)

n,..., n-h

Por e] mismo numeral (3.1.) (h = 0) P define e] sistema:

u). =0 ,n-l¡n i = 0,l,...para

Luego, e] par S +P con P E S define e] sistema:

i = 0,....,n-(h+1)
mi. = 0 paraJ j = n, n-1,...,n-h

min = 0 para i = n-h, ..., n-1

Llamando

n-(h+1) n-1
Q = A w-. Q - w

1 i=0 ‘J 2 i=n—h "‘
j=n,n-1...n-h

y Q = al A92 , e] conjunto S +P con P E S tiene densidad invariag

te respecto a1 grupo (184) ST(n-+1), si 5610 si, da = 0 .

Diferenciando 01 , 92 y o encontramos:

De (192)

h+1 n
(-1) (n+1) Auzi-n-h

De (188)

n-Éh+l)- A l i=0 + unn]



Luego

n

(194) da = 9 A [(n+2) Z m.. + (h+1) unn]1=n h 11

producto exterior que es diferente de cero para todo h <n . Luego

el conjunto S +P con P E S no tiene densidad invariante respecto

del grupo triangular ST(n+1).

3.4. Densidad para suma de Subespacios Lineales sin puntos comunes.

El grupo ST(n-+1) no es transitivo para suma de subespacios sin pun

tos comunes S1 +SZ-+... +Sm de dimensión hl +h2 +... +hm < n con

hí dimensión de Si y hi f 0 . Por tanto la densidad para estos

subespacios no está definida.

4. Conclusiones.

Hemos probado:

Teorema 8. Los subespacios lineales no admiten una medida invariante

respecto del grupo ST(n-+1) en el espacio proyectivo.

¡a .vo
O v Qnulo

Teorema 9. Los subespacios compuestos de h-plano S y punto P , con "::.

P í S admiten una medida invariante respecto al grupo ST(n+1), sólo

si S es un hiperplano.

Te0rema 10. La suma de h-plano S y punto P , con P e S no tiene

densidad invariante respecto del grupo ST(n-+1).
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C A P I T U L 0 C U A T R 0

DETERMINACION DE LA MEDIBILIDAD DE ALGUNAS FAMILIAS DE SUBESPACIOS DEL

ESPACIO PROYECTIVO P RESPECTO DEL GRUPO PROYECTIVO3.9

"Permaneciendo,pues, el infinito
y el todo móvil, inalterable, inco
rruptible, en él puedenexistir y
existen movimientosy alteraciones
innumerablese infinitas, perfectos
y completos".

Giordano Bruno
"Sobre el infinito universo

y los mundos"

1. Introducción

La Geometria Integra] en el espacio proyectivo Pn ha sido estudiada

por L. A. Santaió en [14] y [19], por M. Stoka en [20] y [23], I. Ma

niscalco y A. Potoiano en [11]. E1105 determinan 1a medibiiidad de al

gunas famiiias de subespacios dei espacio proyectivo P3 . '

En este trabajo se estudia 1a medibiïidad de otras famiïias de] espa

cio proyectivo P3 , no contempladas en ios articuïos mencionados.

L. A. Santaló en [14] demuestra dos teoremas importantes sobre 1a medi

bilidad de subespacios respecto de] grupo proyectivo, elios son:

Teorema 1 . Los subespacios Iineaies no tienen densidad invariante

respecto de] grupo proyectivo.

Teorema 2 . Dado e] conjunto de m subespacios Iineaïes sin puntos cg

respectiva
munes, Sh1,Sh2 ... Shm , de dimensiones hl, h2,..., hm
mente, con h1 +h2 + h3 ... + hm + nI< n + 1 . en el espacio proyecti

vo Pn , una condición necesaria y suficiente para que 1a famiiia

Sh +Sh + ... + Sh tenga una densidad invariante respecto de] grupo
2 m1

proyectivo es que hl + h2 + ... + hm + m = n + 1 .

Por el Teorema 1 105 siguientes subespacios de] espacio proyectivo

P3 gg son medibles.
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1.1) Conjunto de Puntos (P)

1.2) Conjunto de Planos (E)

1.3) Conjunto de Rectas (G)

Por e] Teorema 2 ng son medibïes Ios siguientes subespacios de) espa

cio proyectivo P3

1.4) Punto + Recta (P + G) , P e G

1.5) Punto + Punto (P1 + P2)

1.6) Punto + Punto + Punto (P1 + P2 + P3)

Mientras que por e] Teorema 2 son medibles Ios siguientes subespacios

sin puntos comunes de P3

2.1) P1ano + Punto (E + P)

2.2) Recta + Recta (G1 + GZ)

2.3) Punto + Punto + Recta (p1 + p2 + G)

2.4) Punto + Punto + Punto + Punto (Pl + P2 + P3 + P4)

Mariscaïco y Potolano prueban en [lll que Ios siguientes subespacios que no

se pertenecen de P3 son medibles

2.5) Piano + Pïano + Recta (E1 + E + G)2

2.6) Piano + Piano + Recta + Recta (E1 + E2 + Gl + GZ)

2.7) Recta + Recta + Recta (G1 + GZ + 63)

M. Stoka prueba en [22] que ias siguientes familias en P3 gg admiten mg
dida invariante

1.7 Pares de rectas concurrentes (G1+62) con G1 ñ 62 f 0 .

1.8 Triples de rectas concurrentes (G1+62 +G3) con GlfïGzrïG3 f 0 .

1.9 Recta más piano (G + E).

Aquï se estudiará 1a medibilidad de algunos subespacios con y sin puntos

comunes respecto de] grupo proyectivo, clasificados según e] número de

parámetros del cuai dependen.

A continuación resumimos 1a teoría necesaria para nuestro propósito.
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2. Preliminares

Sea P e] espacio proyectivo 3-dimensiona1 de coordenadas homogéneas3

xí . E1 grupo proyectivo 615 está dado porlas ecuaciones:

3

(195) (xk)' = z a: x. con k = o,1,2,3. 'I1=0

con 1a condición

(196) la?! = 1 .

E1 determinante IaÏI 10 podemos expresar en 1a forma Ia0 a1 a2 a3I

donde cada ai , i = 0,1,2,3 es un punto anaiitico de coordenadas
o 1 2 3

ai, ai, ai, ai .

Esto significa que cada transformación proyectiva de 615 está deter

minada por 4 puntos analiticos a0, al, a2, a3 que cumplen ¡a0 al a2

a3| = l.

Las componentes relativas dei grupo proyectivo 615 están dadas por
1as ecuaciones

3 u

3

(ver Cartan [1]), con 1a condición Xmii = 0 obtenida a1 difereni=0
ciar e] determinante (196).

Las ecuaciones de estructura de] grupo 615 se obtienen derivando extg

riormente 1as ecuaciones (197). Resuïta:

3 ‘ ' 0 l 2 3(me) dmü = ¿müAwU hJ- , .vk-O

Si H es un subespacio de1 espacio proyectivo P3 , e] cua1 determina
e] sistema:

(199) 0,..., m. . = O , ik,jk = 0,...3m..=0,m..=
‘131 ‘232

. . A... Am. . es 1a densi
1lJl 1an

dad de H respecto de] grupo proyectivo, si sólo si, dn = 0 .

L. A. Santaïó prueba en [14] que Q = m

Si H tiene densidad invariante decimos que H es medibie, su-medi

da está dada por I doH
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Utiïizamos para 1a determinación de 1as famiïias a estudiar Ios puntos

analíticos ao, al, a2, a3 antes mencionados.

3. Familias de SubesEacios gue ng gg Eggggngsgn

3.1. Familias dependientes de seis parámetros

3.1.1. Piano más p1ano E1 + E2 :

Tomamosel p1ano E1 generado por los puntos ao, al, a2 y E2

e] plano generado por Ios puntos a0, a2, a3 .

Por (197) para que E1 permanezca fijo se debe tener que m03=0.

mla = 0 , w31 = 0 .

Por (197) para que E2 permanezca fijo se debe tener que w01 = 0,

m2] = 0 , mal = 0 .

Luego Q = m03 wla m31 m01 w21 wal (*) es la densidad de E14-E2,

si 5610 si dQ = 0 .

Por (198)

d“ = 2(“’00'“33 ' u’11“"22)“Z

Puesto que woo + m1] + maz + m33 = 0 resulta

d9= —4(m0° + “33M s2

de donde dfl f 0 , y por 1o tanto 1a densidad invariante para e]

subespacio E1 + E2 no existe respecto del grupo proyectivo. Es

decir, ei subespacio E + E no tiene medida invariante respecto. l 2

de ese grupo.

3.2. Familias de Subespacios dependientes de nueve parámetros.

3.2.1. E1 + E2 + P

Tomando: (**) El : ao a1 a2

E2 : ao a2 a3

P : a1 + a3

(*) Aqui hemos suprimido el símbolo de] producto exterior (A) para faciïi
tar 1a escritura, entendiendo que se trata de productos de l-formas.
Se continuará en este capituïo con esta notación.

(**) En 1o que sigue esta notación significa eSpacio E1 qenerado por 105

puntos ana1ïticos ao,al,a2; e5nacio E2 generado por 105 puntos ao,
a2,a3; punto P generado por el punto ao + a3 .
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E1 permanece fijo si (ver (197))

“03:0'“13=°'"’23=°

E2 permanece fijo si (por (197))

m01= 0,m21= 0,u131= 0

P permanece fijo si (por (197))

“10+“3o=°' “12+“32=°' “33"“11=°

L1amamos al = dEl = w03 w13 w23 y 02 1a densidad para Pi-Ez,

Q2 = d(52“ P) = "’01t“21“31(“10+“3o)(‘"12+“’32)(“33Wu)

Por ser e1 espacio P+E2 medíbïe (ver (2.1)) se tiene:

Si 9 = 91 A 92 = d(El + E2 + P) entonces

da = 0 , s1 s61o si, dal A 92 - al A dnz = 0 , esto es

dn = 0 , si 5610 si. dal A 92 = 0 .

Veamos, de (198)

da = d(mo3Awl3Am23)A nz =

= (“oo ' 3m33+ “11+ “22)"91A92

= - 4w33A91A92 = - 44.033AQ

Luego dQ f 0 y por tanto e1 subespacio E1 + E2 + P no tiene

medida invaríante respecto de] grupo proyectívo.

P1 + P2 + E

Tomando: E : ao al a2

P1: a3

P2: a2 + a3

Por (197): E permanece fijo si

“’03=°' “1320* “’23:0

P1 permanece fijo sí
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P2 permanece fijo si

“20:0, “21:01 “33'“22=°

Liamando a = d(P2-+E)1 = “’20 “21(“33 ""22) “’03 “’13 “’23

Y n2 = CIP1 = “’30 “’31 “’32

Entonces si 9 = d(P1-+P2-+E) = 92 A 91 .

da = 0 , si soio si

Por (2.1) dal = 0

Luego, 1a densidad d(P1+P2 + É) existe si sólo si,

dflz A 91 = 0 .

Pero de (198)

d"2 A 91 = d(“’30 “’31 “’32’“ (“’20 “’21 “’03 “’13 “23(“33 ' “’22)“

= '(“’oo + “’11) “’30 “’31 “’32 " n1 " ° '

Luego d(P1 + P2 + E) no existe, y el subespacio Pl + P2 + E no

es medibïe.

Tomando: E1 : a0 a1 a2

F2 : a0 a2 a3

E3 z a0 al a2

De (197) el subespadio E1 + E2 + E3 permanece fijo si

“’02=°' “’12=°,' “’32=°' “01:0, “’21=°' “’31‘0'

m03 = 0_. m13 = 0 , m23 = 0 .

“amm” 9 = “’02 “’12 “’32 “’01 “’21 “’31 “’03 “’13 “’23 1“ “Mid”

invariante para E1 + E2 + E3 eiiste sí sólo si dQ = 0 .
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Pero de (198)

d“ = (3“00'“11""22 '“33) A“

= 4moo A Q f 0 .

Luego. eï subespacio E1 + E2 + E3 no es medibïe respecto del

grupo proyectívo.

3.3. Fumilias dependientes de diez parámetros.

3.3.1. P + E + G

Tomando E : ao al a2

G : a2 a3

P : ao + a3

De (T97): E permanece fijo si

“03:0 ' “’13:0 I t"23:o

G permanece fijo si

"’20 = ° ' “’21 =

P pennanece fijo si

“’01 = ° ' “02““32 = ° ' “33"”00 =

Lïamando 92 = dG = mzo w21 w30 m3l

3" n1 = d(P”) = u’01("’02“‘*’32)("’33Woo) “03 “’13 "’23

Por (2.1) dnl = 0 y puesto que

n=91A92=d(P+E+G)

1a densidad d(P + E + G) existe si sólo si al A dn2 = 0 .

Pero

‘21““2 = 91“‘2“11 “’20 “’21 “’30 “31*2‘”22 “’20 “’21 “’30 “’31'

= -291A(w11 -tu 22) A922 f 0 

Luego 1a densidad d(P + E + G) no existe.
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3.4. Familias dependientes de once parámetros.

3.4.1.
Gl + G2 + P

Tomando: Gl : ao a3

G2 : a1 a2

P :.a1 + a3

De (197): G1 pennanece fija si

“’01:0'“02=° '“31=°'“’32=°

62 permanece fija si

“’10:0 ' "’13:o "°’20=° ' “’23:0

P permanece fijo sí

“’30:o ' "’12:o ' “’33'“11=°'

L1amando

n1 = d(‘31 + Gz) = “’01 “’02 “’31 u’32 “’10 “’13 “’20 “’23

Por (2.2) dal = 0 (Gl + 62 admite un medida invariante)

llamando, 92 = dP = wao m12(w33 - wll)

resuïta

Q = 91 A 92 = d(G1 + G2 + P) . 1uego

1a densidad d(G1 + G2 + P) existe. s1 sóïo si,

91 A sz = 0 .

Pero

91 A d"2 = n1 “2mm “’33' (“oo + “22)(“33 ‘ “unu‘ao “’12

Por tanto 1a densidad para G1 + G2 + P no existe.

G1 + G2 + E

Tomando: G1 : ao a3

G2 : a2 + a3. a1 + a3

E : ao a1 a2
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De (197): 61 permanece fija sí

“01:0' "’02:o ' u’31:0 ' “’32:0

62 permanece fija si

“10+¿’30=°' “33‘”11'°’12=°'

“20*“30=° ’ t"33""21"”.22=°

E permanece fija si

m03=0 . m13=0 , “m23=0.

Llamando

Q1 = d(GI * GZ) = “’01 “’02 “’31 “32(“10 + “30) (“’33 ' “’11 ' “12)

(“’20 + “30) (“’33 ' “’21 "‘“22)

y 92 = dE = woa m13 w23 , entonces

n = nl A 92 = d(Gl + G2 + E) es una densidad. si sólo si

dfl = dfll A 92 - 91 A dflz = 0 .

Por (2.2) dal = 0 , luego o es una densidad, si sólo si

91 A dQZ = 0 .

Pero

n1 A c'92 = 91" (‘3‘°33 * “’00 + “’11 + u’22) "’03 “’13 “’23 =

= ZfllAw33A92 = 2L033AQ f 0 .

Luego, 1a densidad d(G1 + 62 + E) no existe.

3.5. Familias de subespacios dependientes de doce parámetros.

3.5.1. E1 + E2 + E3 + E4

Tomando: El : a0, al, a2

E2 : al a2 a3

E3 : a0 a2 a3

E4 : a0 a1 a3
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De (197): E1 pennanece fijo si

"’03:0 ' "’13:0 ’ “23:0

.nE2 permanece fijo s

t"10:o ' “’20'

E3 permanece fijo si

"’01:0 '“21=° ' "’31=°

E4 pennanece fijo si

"’02:o ' "’12:o ’ "’32:o

9 = “’03 “’13 “’23 “’10 “’20 t"30 “’01 “’21 “’31 u’02 “’12 “’32

es 1a densidad de E1 + E2 + E3 + E4 , si 5610 si. dn = 0 .

Veamos, de (198)

dfi = 0

luego 1a densidad d(El + E2 + E3 + E4) existe. está dada por

9 = “’03 “’13 “’23 "’10 "’20 “’30 “’01 “’21 “’31 "’02 “’12 “’32 ‘

E1 espacio dual Pl + P2 + P3 + P4 también tiene densidad inva

riante respecto de] grupo proyectivo (ver [10]).

E1 + E2 + E3 + P

Tomando: El : a0 al a2

E2 : a0 a1 a3

E3 : a0 a2 a3

P : al + a2 + a3

De (197):

E1 pennanete fijo si

“’03=°" "’13:0 ’ “’23=°

E2 pennanece fijo si

“02:0g g
E3 permanece fijo si
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“’01=°'“’21=0 ' “’31=°

P permanece fijo si

“’10“’20+“’3o = ° ' “’22'“’11 = ° ' “’33'“’11 = 0'

“99° 9 = “’03 “’13 “’23 “’02 “’12 “’32 “’01 “’21 “31(“10 + “’20 + “’30)

((022' ' esladensidadde

P+E1+E2+E3 [si sóïosi do=0.

Llamando al = d(P +E1) = “’03 “’13 “’23 (“’10 + “’20 + “’30) (“’22 ' “’11)

(“’33 ' “’11)

y n2 = “’02 “’12 “’32 “’01 “’21 “’31

por (2.1) dal = o y s1 9 = nl A 92

= - 9 A dQ
dfl = dfll A 92 - 91 A dflz 1 2

Luego,

Pero de (198) 91 A dfl2

dfl = 0 , si sólo si 91 A dflz = 0 .

= 29 A(w00 + w33) f 0 , por tanto 1a densi

dad d(P + E1 + E2 + E3) no existe.

. Pl + P2 + P3 +"E

Tomando: E : ao a1 a2

Pl: a3

P2: ao + a3

P3: al + a3

Por (197)

E penmanece fijo si

P1 permanece fijo si

“30:0'“31=°"°32=°

2 permanece fijo si

“01=° ' “’02:o ' “’33' 00=



P3 permanece fijo s1

“03 = ° ' “13"

“32 = ° ' “01 = ° ' “02 = ° ' “33 ' “oo = ° ' “lo = °

“12 = ° ' “33 ' “11 = ° :

Llama"d° “1 ‘ d(P3 + E) = “10 “12(“33 ' “11) “03 “13 “23

y n2 ‘ “30 “31 “01 “02(“33 ' “00) “32 á d(P1 + P2)

n = d(Pl + pz + p3 + E) = 92 A nl .

Puesto que por (2.1) dfll = 0 entonces

Q = 92 A 91 es una densidad si sóïo si

dflz A 91 = 0 .

De (198)

dflz A {21 = [2(t-J33 -mn)+(m33 -m00)+ 2(UJ00-w22)l A92 A 91

= 200004022) A 9 f 0 .

Luego, Pl + P2 + P3 + E no tiene densidad invariante.

3.6. melíia de Subeapacios dependientes de trece parámetros.

3.6.1. P1 + P2 + P3 + G

Iomando P1: ao

P2: al

P3: ao + al + a2

G : a2 a3

De (197)

Pi permanecefijo si:

“01 = ° ' '“02 = ° ' “03 = °

P2 permanece fijo si:
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P3 penmanece fijo si

“23 = ° ' (“11 ' “00) = ° ' (“22 ' “00) = °

G permanece fija si

“20 = ° ' “21 = ° ' u’30 = ° ' tu31 = °

Llamando 91 = dP1 = wOI woz woa

Y n2 = d(P2 + P3 + G) = “lo “12 “13 u’23(‘"11 ' “00)

(“22 ' “00) u’20 “21 “30 “31

n = 91 A 92 = d(P1 + P2 + P3 + G)

Por (2.3) dflz = 0 , luego 9 es una densidad si 5610 si

dfll A 92 = 0 .

De (198)

d‘21A n2 = ['(“11 ' moo)‘(“’22 ' touo)'(“’33 ' “00)1

“01 u’02 “03 A 92

=(%3-%&Aflf0

y P1 + P2 + P3 + G no tiene densidad invariante.

3.6.2. E1 + E2 + E3 + G

Tomando: E1 : a0 a1 a2

E2 : ao a1 a3

E3 : a1 a2 a3

G : ao + a3, a2 + a3

De (197):

E1 pennanece fijo si

m03 = ° ' “13 = ° ' “23 = °

E2 permanece fijo sí

ü) U
02 = ° ' 12 = ° ' “32 = o
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E3 permanece fijo si

“10 = ° ' “20 = ° ' m30 = °

G permanece fija si

u’01 + “31 = ° ' “33 ' m22 = ° ' m21 + “31 = ° '

m33 ' moo = °I°

L1amando nl = d El = w03 u13 w23

Q2 = d(Ez + E3 + G) = “02 “12 “32 u’10 “20 “30(“01 + “31)

(“33 ‘ “22)(“21 + “31)(“33 ' “00)

por (2.5) daz = 0

y 9 = nl A 92 = d(E1 + E2 + E3 + G) es una densidad

si sólo s1

dal A 92 = o .

De (193)

dal A n2 = ¡“oo ' 3m33 + “11 * “22' A Q1 A Q2

=—4w33As2ro.

Luego, 1a densidad d(E1 + E2 + E3 + G) no existe.

Pl + P2 + G + E

Tomando: P1: ao + a3

P2: a2 + a3

G : a1 a3

E : ao a1 a2

De (197):

P1 permanece fijo si

“02 = ° ’ (“01 + “31) = ° ' (“33 ' u’oo) = °

P2 permanece fijo si

u’20 = ° ' (“21 + “31) = ° ' (“33 ' “22) = °
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G) permanecefija si

“10:0'“’12=°'“3o=° ' "’32:o

rn penmanece fijo si

“03” ' “’13:0 ' ‘*’23=0

Llamando 92 = d(Pl + P2 + G) = m02(m01 + M31)(m33 - meo) wzo

(“21 + “31)(“33 ' c"22)

Q1 = “5) = “03 “’13 “’23

por (2.3) . da2 = 0 y por tanto

Q = 92 A nl = d(Pl + P2 + G + E) es una densidad si

sólo si 92 A dn1 = 0

Comparandocon el caso anterior

92 A dal f 0

y por tanto 1a densidad invaríante para P1 + P2 + G + E no existe.

E1 + E2 + G + P

Lïamando El: ao al a2

E2: ao a2 a3

G : a1 a3

P : a1 + a2 + a3

De (197):

E 1 permanece fijo si

u’03=° ' “’13=° ' “232°

Ez permanece fijo si

u’01=° ' "’21=° ' “’31=°

G permanece fija si

“’10=° ' “’12=° ' “30=° ’ u’32:o

P pennanece fijo si

(“’22 ' “11) = ° ' (“’33 ' a’11)= ° ' “’20 = °
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“aman” Q1 = d(El + E2 + G) = “’03 “’13 “’23 “’10 “’21 “’31 “’10 “’12

“’30 “’32

Y g2 = d”) = (“’22 ' “11)(“33 ' “11) “’20

por (2.6), dfll = 0 , por tanto 9 = 91 A 92 = d(E1 +E2 +G-+P)

es una densidad si sólo si

91 A dflz = O .

Veamos:

n1 A d‘72 = 91 M (“’22 ' “11)(“33 ' “11)(“22 ' “’oo) “20] =

= '“(wzz ' “’oo)7' 0'

Luego, la densidad invaríante para El + E2 + G + P no existe.

3.7. Familias de subeapacioa dependientes de catorce parámetros.

3.7.1. P1‘”"2“‘51+‘32

Tomando: P1 : ao + a3

+322:31
1‘3031

62 : a2 a3

De (197):

P permanece fijo si:
1

= 0“’01=° ' “’32=° ' (“33"”00)

P permanece fijo si:2

“1o=° ' “’23=° ' (“22'“’11)=°

G1 permanece fijo si:

“’02:o ' “’03=° '“12'0 ' “’13 °

62 permanece fijo si:

"’20:0 ' u’21:o ' “’30=° ' “’31 °

Llamando 91 = d(Pl + P2 + GI) = “01 “32(“33 ' u’00) tu10

“23(“22 ' “11) “’02 “’03 “’12 “’13
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Y Q2 = d Ge = “’20 “’21 “’30 “’31

pOr (2.3) dal = 0 , por tanto o = 91 A 92 = d(P1 +P2 +61 +G2)

es una densidad, si sólo si

{21A dQZ = 0

Veamos, de (198)

91" m2 = n1"l‘2‘*’oo + 2"’33 ‘ 2"’11 * ¿“22] AQ2

= 291"““22 ' “’11)+(“’33 ' “’oo)l “22 = ° '

Con 10 cua] 1a densidad invariante para P1 + P2 + G1 + G2 existe

y está dada por .

9 = 91 A 92

9 = “’01 “’32 (“’33 ' u’oo) “’10 “’23 (“’22 ' “’11) “’02 “’03 “’12 “’13

"’20 “’21 “’30 “’31 '

3.7.2. P + E + G1 + GZ

Llamando 91 = d(P + E)

Q2 = d(Gl + ‘32)

de (2.1) dfll = 0 3‘ de (2.2) dfiz = 0

por tanto 9 = 91 A 92 = d(P + E + G1 + GZ) es una densidad in

variante ya que

69 = 0 .

Asi. P + E + G1 + 62 es medible bajo e] grupo proyectivo 615 .

4. Conclusión.

Comoresultado del estudio anteriOr podemosenunciar los siguientes teg

rema S :

Teorema 11. En el espacio proyectivo P3 las siguientes familias de

subespacios queno Sepertenecen no admiten una medida invariante respeg

to dei grupo proyectivo 615 .

El + E2 P + El + E2 + E3

El + EZ + P P1 + P2 + P3 + E
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P1 + P2 + E Pl + P2 + P3 + G

El + E2 + E3 E1 + E2 + E3 + G

P + E + G Pl + P2 + G + E

G1 + G2 + P El + E2 + G + P

Gl + G2 + E .

Teorema 12. En e] espacio proyectivo P3 las siguientes familias de

SUbÉSPaCÍOS,queno sepertenecena tienen densidad invaríante respecto

a] grupo proyectivo 615 .

E1+E2+E3+E4

P1“"2“‘31‘“Gz

P + E + 61 + G2 .

5. Familias gg Subesgacioe Egg alguna relación gg 2ertenencia

5.1. Familias dependientes de cinco parámetros.

5.1.1. E + P , con ‘P e E

Tomamos E : a0 a1 a3

P : a0

De (197)

E penmanece fijo si: m03 = 0 , m13 = 0 , mza = 0

P permanece fijo si: m0] = 0

Luego P + E permanece fijo si:

“’03=° ' “’13:0 ' l"23:0 ' "’01:0 ' "’02:0

’s‘°=“’03 “’13“’23u’01“’02

por Teorema 2 de Luccioni en [10], dízf 0 , y E + P no admite

medida invaríante (ver Nota de pág. 120).

5.1.2. P + G con P e G

Tomamos G : a2 a3

P : a3

Por (197):
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G permanece fijo si: wzo = 0 , w21 —0 , w30 0 , m31 —0

P permanece fijo si: m30 = 0 , m31 - 0 , m32 0

Luego G + P permanece fijo si:

“’20:0 ' u’21=°"“3o=°""31 ° ' u’32:0

y n=“’2o “’21“’30 “31‘”32

Por Teorema 2 de Luccioni en [10], dílf 0 y P + G no es medi

bïe (ver Nota a] pie de página).

G + E con G C E

Tomamos G z a0 a1

E : a0 a1 a2

G permanece fija si: woz = 0 , m03 0 . wlz = 0 , wla = 0

E pennanece fija si: m03 = 0 , m13 0 , w23 = 0

Luego, G + E permanece fijo si:

"’02:o ’ “’03:0 ' “’12:0 ' "’13:0 ' "’23:O

9 = M02 m03 wlz ml3 m23 es 1a densidad para G + E si sólo

si dQ = 0 .

Veamos:

dQ f 0 por (198), también

por Teorema 2 de Luccioni en |10| (ver Nota a1 pie de página) ,

E + G no admite densidad invariante.

5.2. Familias que dependen de seis parámetros.

: E. Luccioni en [10] pág. 65 prueba el siguiente teorema para subes
pacios que se transforman transitivamente por e] grupo proyectivo:

Teorema: Sea H un eTemento geométrico de] espacio proyectivo P3
ta] que e] subgrupo que deja fijo a H define e] sistema Q :

(lb-:0 (JL-:0 -IU-’"=0D
1131 1232 ‘st

entonces H admite una medida invariante. si sóTo si, siempre que
w.. esté.

¡J este en Q tambien ¿51
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5.2.1. P+G+E , PeG y GCE

Tomamos para P : a0

G : ao a1

E : a0 al a2

Asi definidos estos subespacios se tiene según (197):

P pennanece fijo si: m01 = 0 , woz = 0 . wo3 = o

G permanece fijo si: woz = 0 , m03 = 0 , wlz = o , m13 =

E permanece fijo si: w03 = 0 , wla = 0 , m23 = o .

Luego P + G + E penmanece fijo si:

:0 ' “’12:o ’ "’13:o '“’01=° ' “02:0‘ ' “’03

“’23 =

Si a = u’01 “’02 “’03 “’12 “’13 “’23

Por Teorema 2 de Luccioni (ver Nota de pág. 120) P + G + E no

admite una medida invariante.

5.3. Familias que dependen de siete parámetros.

5.3.1. P1 + P2 + E con P1 E E , P2 G E .

Tomamos P1 : ao , P2 : al , É : a0 a1 a2

De (197):

F1 permanece fijo si: wOI = 0 , moz = 0 , m03 = 0

P2 permanece fijo si: mlo = 0 , mlz = 0 , m13 = 0

E permanece fijo si: woa = 0 . wla = 0 . w23 = 0 .

Luego. P1 + P2 + E permanece fijo si:

u’01:o ' “’02:0 ' u’03:0 ’ “’10:0 ' "’12:0 '

“’13=° ' “’23:o

9“’01 “’02“’03“10°’12‘”13“’23'

Por Teorema 2 de Luccioni (ver Nota pág. 120) dfl f 0 , y Pl +

P2 + E no admite densidad invariante.
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5.4. Familias de Subespacios de ocho parámetros.

5.4.1. P + G + E con P E G y G 1 E

Tomamos: P : ao

G : ao al

E ‘ a1 a2 3.3

De (197):

P pennanece fijo si: mol = 0 , maz = 0 , moa = 0

G penmanece fija si: moz = 0 , m03 = 0 . mlz = 0 . m13 = 0

E permanece fijo si: mlo = 0 . mzo = 0 , m30 = 0 .

Así, P + G + E pennanece fijo si:

u’01:0 ' “’02:o ' u’03=° ' "’12:o ' u’13:0 '

“10:0 ‘ u’20:o ' “30:0'

9 = “’01 u’02 “’03 “’12 “’13 “’10 “’20 “30

Por Teorema 2 de Luccioni (ver Nota de pág. 120) P + E + G no

tiene densidad invaríante.

5.4.2. P + G + E con G C E . P E E

Tomamos: P : a0

G : al a2

E ; al a2 a3

De (197):

P permanece fijo si: m0] = 0 . moz = 0 , w03 = 0

G permanece fijo si: mlo = 0 , wl3 = 0 . wzo = 0 . m23 = 0

E permanece fijo si: mlo = 0 . wzo = 0 , m3o = 0 .

Luego P + G m E con G C E pennanece fijo si:

m01 = 0 . moz = 0 , w03 = 0 . wlo = 0 , m13 = 0 ,

mzo = 0 , m23 = 0 , m30 = 0 .

Por tanto:

9 = “’01 “’02 "’03 “’10 “’20 “’30 “’13 “’23
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Por Teorema 2 de Luccioni (ver Nota pág. 120) P + G + E con

G C E no tiene densidad invariante.

P + El + E2 con P e El', P e E2

Tomamos: P : a0

El: a0 al a2

E2: a1 a2 a3

De (197):

P permanece fijo si : mel = 0 , woz = 0 , moa = 0

El permanece fijo si : ub3 = 0 . wl3 = 0 . m23 = 0

E2 permanece fijo si : mlo = 0 , wzo = 0 . m30 = 0

Luego, P + E1 + E2 permanece fijo si:

“01 = ° ' “02 = ° ' “03 = ° ' “13 = ° ' u’23 = ° '

“10 = ° ' u’20 = 0 ' tu3o = ° '

Y 9 = u’01 “02 “03 “10 “20 u’30 “13 “23

Por Teorema 2 de Luccioní en [10] (ver Nota pág. 120) P + E1 + E2

no tiene densidad invariante.

P1 + P2 + E con P2 G E , Pl í E

Tomando Pl : a0 , P2 : a1 . E : al a2 a3

p1 + P2 + E penmanece fijo si:

w01=0¡w02=0¡m03=0pm10=0’w12=0’

“13 = ° ' m20 = ° ' u’30 = ° '

Por Teorema 2 de Luccioni (ver Nota pág. 120) P1 + P2 + E no tie

ne densidad invariante.

G + El + E2 , G C E1

Tomamos G : a0 a1 , El : a0 al a2 , E2 : a1 a2 a3

con G C El . G í E2 .

G permanece fija si: moz = 0 , w03 = 0 , mlz = 0 , m13 = 0



5.4.6 P1 + P2 + G con P2 e G , P1 í G

Tomamos: P1 : a0 ; P2 : a1 . G al a2

Pl permanece fijo si w01 —0 , -m02 0 , wo3 0

P2 permanece fijo si wlo —0 . wlz - 0 , m13 0

E pennanece fijo si wlo - 0 . m13 —0 , mzo 0 , wza

P1 + P2 + G permanece fijo si

“’01'0 ' "’02 ° ' “’03:o ""10:0 ’ “12'0 '

(¡313-0 , m20=0 , 0323=0.

Luego:

9 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’12 “’13 “’20 “’23

Por Teorema 2 en [10] (ver Nota pág. 120) P1 + P2 + G no tiene

densidad invariante.

5.5. Familias que dependen de nueve parámetros.

5.5.1. G1 + 62 + E con 62 C E

Tomamos Gl : ao a1 ; G2 : a2 a3 ; E : a1 a2 a3

G1 permanece fija si moz = 0 . moa 0 , mlz - 0 . w13 = 0

62 permanece fija si wzo = 0 , mel = 0 , m30 = 0 , u31 = 0

E pennanece fijo si wlo = 0 , wzo - 0 , w30 = 0
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El permanece fijo si: m03 = 0 , m13 = 0 , m23 0

E2 permanece fijo si: wlo = 0 . wzo = 0 , wao 0

Luego G + El + E2 permanece fijo si:

u’02°*“’03 0""12'0""13 0""23 0'

"’10 ° ' “’20 ° ' “30'0

Y Q=“’02“’03“’12“’13"’23“’10“’2o"’3o'

Pero por Teorema 2 en [10] (ver Nota pág. 120) G + E1 + E2 no

tiene densidad invariante.



5.5.4.

9 = “’02 “’03 “’12 “’13 “’20 “’21 “’30 “’31 “’10

Por 1a Nota de la pág. 120, G1 + G2 + E no tiene densidad inva

riante.

P + E + G con P e E

Tomamos P : al ; E : ao a1 a2 ; G : a0 a3

P permanece fijo si: wlo = 0 , mlz = 0 , w13 = 0

E permanece fijo si: moa = 0 , “13 = 0 . w23 = 0

G permanece fijo si: wo] = 0 , moz = 0 . m31 = 0 . m32 = 0

P + E + G . si sólo si, ds2= 0 .

Por 1a Nota de la pág. 120, P + E + G no tiene medida invariante.

P1 + P2 + G + E , P2 E G , G C E

Tomamos Pl : ao ; P2 : a1 , G al a2 . E a1 a2 a3

P1 permanece fijo si: m0] —0 , moz 0 . w03 0

P2 permanece fijo si: mlo - 0 , wlz 0 . m13 0

G permanece fija si: mlo 0 ; mla 0 . mzo 0 , w23 - 0

E pennanece fijo si: mlo = 0 , mzo = 0 . w30 0 .

9 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 u’30 “’12 u’13 “’23

Por Nota de la pág. 120, 1a densidad de P1 + P2 + G + E no existe.

P1 + Gl + P2 + 62 con P1 E Gl , P2 G G2 3 G1 n 62 f 0

Tomamos P1 : a0 ; P2 : a2

G1 : a0 a1 ; 62 : al a2

P1 + G1 + P2 + G2 pennanece fijo si:

“01 = 0 , moz = 0 , m03 = 0 , mlo = 0 , wlz = 0 ,

w13 = 0 , m23 ='0 , mel = 0 . wzo = 0 .

Por 1a Nota de ¡a pág. 120, P1 + G1 + P2 + 62 no tiene medida
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invariante respecto a 615 .

P + Gl + G2 con P E G1 , G1 n G2 = 0

Tomamos P : a0

GI: a0 al

GZ: a0 a3

P + G1 + 62 pennanece fijo si:

“’01:o ' u’02:o ' “‘03:0 ’ “12:0 ’ “’13 ° '

“’20:o ' "’21:0 ' u’30:0 ’ “’31=°°

Por Teorema 2 en [10] (ver Nota pág. 120) P + G1 + G2 no admite

medida invariante.

5.6. Fumilias que dependen de diez parámetros.

5.6.1.

5.6.2.

Gl + E + P + G2 . G1 C E . P e 62 , Gl n G2 = 0

Tomamos G1 : a0 a1

G2 : a2 a3

E : a0 al a2

P : a3

Gl.+ 62 + E + P permanece fijo si:

“’02:O ' "’03=° ' t"12:0 ' "’13:0 ' “202° '

“21:0 ' “’30=° ' “’31=° ’ u’32=° ' “23:0

Luego:

9 = “’02 “’03 u’12 “’13 m20 “’21 u’30 “’31 “32 “’23 '

Por la Nota de la pág. 120 1a densidad para G1 + 62 + E + P

existe , es

9 = “’02 “’03 “’13 “’12 "’20 u’21 “’30 “’31 “’32 “23 '

Pl + El + P2 + E2 con Pl e El , P2 e E2

Tomando P1 : ao E1 : a0 a1 a2

P2 z a3 E2 : a1 a2 a3
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P1 .permanece fijo si: mel = o , “02 = o , “03 = o

pennanece fijo si: “03 =

2 permanece fijo si: “30 =

pennanece fijo si:

Luego:

9 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’31 “’32 “’13 “’23

Por 1a Nota de la pág. 120, P1 + E1 + P2 + E2 admite una medida

invariante, está dada por e] producto exterior

9 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’31 “’32 “’13 “’23

P1+E+P2+G . PIGE . PZEG

Tomamos P1 : a0 E : ao al a2

P2 : a3 G : a2 a3

P1 permanece fijo si: mel = 0 , woz = 0 . m03 = 0

E permanece fijo si: w03 = 0 . w13 = 0 , m23 = 0

P2 permanece fijo si: m30 = 0 , w31 = 0 , w32 = 0

Luego:

9 = “’01 “’02 “’20 “’21 “’03 “’13 “’23 “’30 “’31 “’32

Por 1a Nota de la pág. 120, la densidad para Pl + E + P2 + G no

existe.

GI + E1 + 62 + E2 con G1 C E1 , G2 C E2

Tomamos G1 : a0 a3 E1 : ao a1 a3

G2 : a1 a2 E2 : ao a1 a2

G1 permanece fija si: mel = 0 . moz = 0 , m31 = 0 , m32 = 0

62 permanece Si: (DIO= 0 , (.020 = o 9 (013 = 0 a ¿023 = 0

E1 permanece fijo si: moz =

E2 permanece fijo si: m03 = 0 .
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9 = u’01 ul02 u’31 u’32 “10 m20 u’13 “23 “12 “03

Por Teorema 2 en [10] la densidad ínvariante para Gl + E1 + E2+G2

'con G1 C-El . 62 CE2 no existe.

P1 + G1 + P2 + G2 con P1 e G1 , P2 e 62 , G1 ñ G2 = 0

Tomamos: Pl : a0 P2 : a2

G1 : a0 a3 62 : al a2

Para que P1 permanezca fijo se debe tener que:

u’01 = 0 ' “02 = ° ' “03 = °

G1 permanece fija si:

“01 = °.' “02 = ° ' “31 = ° * u’32 = °

P2 pennanece fijo si:

“20 = ° ' “21 = ° ' “23 = °

G2 permanece fijo si:

“10 = ° ' m13 = ° ' “20 = ° ' “23 = °

Luego, P1 + G1 + P2 + G2 permanece fijo si:

u’01 = ° ' “02 = ° ' u’03 = ° ’ tu31 = ° ' “32 = °

“20 = ° ' “21 = ° ' “23 = ° ' m10 = ° I “13 = °

Entonces

9 = “01 u’02 “03 “31 “32 “zo “21 “23 “10 u’13 '

Por la Nota en 1a pág. 120 Ia densidad para P1 + G1 + P2 + G2

'no existe.

5.7. Fanilias que dependen de once parámetros.

5.7.1.
P1 + P2 + E + G con P1 e E , P2 E E .

Tomamos: P1 : a0 ; P2 : al ; E : a0 al a3 ; G : a2 a3

P1 + P2 + G penmanece fijo si: m01 = 0 . moz = 0 . moa = 0

ulo = 0 . mlz = 0 . m13 = 0 , wzo = 0 , m21 = 0 .
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"’30:0 ' “’31:0

E pennanece fijo si: “02 = 0 , “12 = ó , “32 = o _

“69° 9 = “’01 “’02 “’03 “3o “’12 “’13 “’21 “’31 u’32"‘1o “’20

Por 1a Nota de 1a pág. 120, P1 + P2 + E + G no admite una medida

invariante.

5.7.2 P1 + G + E1 + P2 + E2 con P1 e G , G C El , P2 e E2

Tomamos: Pl : ao ; G : a0 al ; El : a0 al a2

P2 : a3 ; E2 z a1 a2 a3

Pl + G + E1 + P2 + E2 permanece fijo si:

“’01:0 * “’0'2=° ' u’03:0 ' “’10:0 ' “20:0'

u’30:0 ' u’13“) ' u’31:0 ' “23:0 ' "’32:0 '

"’12:o

Q“’01"’02"’o3‘*'1o“’2o""3o“’13‘*’31"’23“’32“’12'

Por 1a Nota de la pág. 120 1a densidad para Pl + G + El + P2

+ E2 no existe.

5.7.3. P1 + G1 + E1 + 62 + E2 con P1 e G1 . G1 C E1 , G2 C E2

Llamando P1 : a0 ; G1 : a0 a1 ; E1 : a0 a1 a2

62 : a2 a3 ; E2 : ao a2 a3

Pi + Gl + E1 + G2 + E2 permanece fijo si:

u’01=° ' "’02:o > “’03:o ' “’12:0 ' "’13:o '

u’23:o ' “’20:0 ' “’30:o ' "’21:0 ' “31:0 *

"’10:o

Por Teorema 2 en [10] no existe 1a densidad invaríante para este

conjunto.(Ver Nota en 1a pág. IZOL

5.7.4. G1 + El + E2 + E3 con Gl C E1

Tomamos G1 : a0 a1 ; E1 : a0 a1 a2

E2 : a1 a2 a3 ; E3 : a0 a2 a3
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Gl permanece fija si: “02 0 . “03 = 0 , wlz = 0 , m13 = 0

E1 permanece fijo si: “03 J , “13 = 0 , w23 = 0

E2 permanece fij0 si: “lo - 0 , mzo = 0 , “30 = 0

E3 permanece fijo si: “01 - 0 , m2] = 0 , m31 = 0

Por Teorema 2 en [10] 1a densidad invariante para Gl+E1+E2+E3

no existe. (Ver Nota en 1a pág. 120).

5.8. Familias que dependen de doce parámetros.

5.8.1. Gl+E1+GZ+P con GICE1

Tomamos G1 : a0 a1 E1 : a0 a1 a2

62 : a2 a3 P : a1 + a3

Gl permanece fijo si: woz = 0 , “03 - 0 , mlz = 0 , w13 = 0

62 permanece fijo si: meo = 0 , m30 - 0 , w21 = 0 , m31 = 0

E1 permanece fijo si: moa = 0 , wla - 0 , w23 = 0

P permanece fijo si: “la + wao 0 , mlz + w32 = 0 ,

“’33 ' “’11 = °

5.8.2.

\ .

“amm” 9 = “’02 “’03 “’12 “’13 “’20 “’30 “’21 “’31 “’23 “’10 “32(“33 '“’11)

91 = d(61“Gz) “’02 “’03 “’12 “’13 “’20 “’30 “’21 “’31

con dal = 0 (ver (2.2)), 1uego dQ = 0 si sóïo si 91 A dflz =0

= QA(w11 - woo) f 0 y por tanto 1a densidad para

G1 + E1 + G2 + P no existe.

P1 + E1 + P2 + G con P1 e E1

Tomamos: P1 : a0 ; E1 : a0 a1 a2

P2 : a1 + 33 ; G : a2 a3

P1 pennanece fijo si: w01 = 0 , moz = 0 , m03 = 0

E1 permanece fijo si: w03 = 0 , w13 = 0 , m23 e 0
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P2 penmanece fijo si: wlo + w30 = 0 , mlz + maz - 0 ,

“’33""11: °

G permanece fija si: wzo = 0 , N30 = 0 , 21 —o , m31 —o

9 = “’01 “’02 “’03 “’13 “’23 “’10 (“’12 + “32)(“33 ' “’11) “’20 “’30

“’21 “’31

es la densidad de P1 + E1 + P2 + G , si sólo si da = 0 .

Llamando 91 = d(Pl + P2 + G) = wOI woz 01030012 + w32)(m33 - mll)

“’10 “’20 “’30 “’21 “’31

dal = 0 (1a densidad Qlexíste, ver (2.3)).

Si 92=“’13“’23 n"71”92 y

dQ = 0 , si 5610 si, 91 A dflz = 0 .

91 A dfiz = QI A(wll - Zn33 + wzz) A 92

=-QI\(11133 -0122) f 0 .

Luego, 1a densidad para 5.8.2 no existe.

n
P1 + El + G1 + G2 con P1 E El , G1 62 f 0

Tomamos: P1 : a3 ; E1 : a0 a2 a3

Gl : ao al ; G2 : al a2

Pl permanece fijo si: m30 = 0 , m3] = 0 . maz = 0

E pennanece fijo si: m01 = 0 .

G1 permanece fija si:

G2 permanece fija si: ulo = 0 , wzo = 0 , w13 = 0 , m23 = o

Pl + E + G1 + G2 permanece fijo si:

“’30=°' “’31=°' “32:0, “’01=°' “21:0,

m23=0,m02=0,m03 0,0112 0,1013 0,

“’10 ° ' “’20 = °

9 = “’30 “’31 “’32 “’01 “’21 “’23 “’02 “’03 “’12 “’13 “’10 “’20
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Por la Nota de la pág. 120 la densidad para la familia P1 + El

+ G1 + G2 con P1 E E , Gl n G2 f 0 existe. es

9 = tu'01 u’02 “’03 “’10 "’20 “’30 “12 “’13 “’21 “’31 “’23 “’32

P1 + Gl + 62 + 63 con P1 e G1 , G2 n G3 y o

Tomando: P1 : a2 + a3

G1 : ao + a1 , a2 + a3

62 : a1 a3

G3 : a0 a3

P1 + G1 penmanece fijo si: mzo - “31 = o , “23 + “32 = o ,

u’33“”22=°' “11'“00=°' “03'“’12=°

G2 + 63 permanece fijo si: wlo = 0 , m30 = 0 , mlz = 0 .

“32:0” '“01=°' “31=°’ “’02:0

Luego P1 + Gl + 62 + G3 permanece fijo si:

“20:0' “23:0' “33"”22=°' “11"”00‘0'

u’03=°' “10:0' “12:0' “32=°' “01:0'

“31:0' “02:0' “30:0

“aman” 9 = “’20 “23 (“’33 ' “22)(“11 ' u’00) “03 u’10 “’30 “’12 “’32

“’01 “’31 “’02

Q1 = u’01 “’02 “03 u’10 m20 “’30

por (198) dal = 0

Y Si cm2 = (“’33 ' “22)(“11 ' u’oo) “12 "’31 “32 u’23

entonces

n = 91 A 92 y da = 0 , si 5610 si,

91 A = 0 .

Veamos:

91A =91A92A(m33'

Luego: nl A da2 = 0
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P0r tanto 1a densidad ínvariante para P1 + Gl + G2 + 63 existe,

está dada por

9 = “’01 “’02 “’03 “10 “’20 “30(“33 ' “22)(“11 ' “00) “’12 “’31

“32 “’23

5.8.5. P1 + Gl + E1 + P2 + G2 + E2 con Pl E Gl G E1

P2 e 62 e E2

Tomamos: Pl : ao G1 : a0 al El : aO al a2

P2 z a3 G2 : a2 a3 E2 : a1 a2 a3

P1 + G1 + E1 permanece fijo si: wo] = 0 , woz = 0 . m03 = 0

“12:0, “13:0' “23:0

P2 + G2 + E2 permanece fijo si: w30 = 0 , m31 = 0 . m32 = 0

“20:0' “10:0' “’21:0

9 = “’01 “’02 “’03 "’12 “’13 “’23 “’30 "’31 “’32 “’20 “’10 “’21

Por la Nota de la pág. 120 1a densidad invariante para

P1 + G1 + E1 + P2 + 62 + E2 existe, es

d(P1+Gl+E1+P2+GZ+E2)=Q

5.9. Familias que dependen de trece parámetros.

5.9.1. P + E1 + G + E2 + E3 con P G E , G E E2 , P E G1

Tomamos: P : a0 + a1 + a2 G : a3 al

El: a0 a1 a2 E2: a1 a2 a3

E3: ao a2 a3

E3 permanece fijo si: mol = 0 , w21 = O . w3l = 0

G + E2 permanece fijo si: mlo = 0 . m30 = 0 , “12 = o ,

“32:0' "’20:0

P + E1 pennanece fijo si: mll - “00 = o , “02 + “22 - “00 = o ,

“03:0’ “13:0' “23:0
Luego:
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9 = “’01 “’21 “’31 “’10 “’30 “’12 “’32 “’20 (“’11 ' “00)(“02 +“’22 '“’oo’

(.103¿.113¿.123 es 1a densidad de 5.9.1, si sóïo si,

dQ = 0 .

Reordenando, podemosescribir

9 = (“’11'“00’ “’02 “’03 “’01 “’20 “’30 “’10 “’12 “’21 “’13 “’31 “’23 “’32

+(“’11‘“’00’(“’22 '“’00’ “’03 “’01 “’30 “’10 “’12 “’21 “’13 “’31 “’23

“’32 “’20

E1 primer sumando tiene diferencia] igual a cero por 1a Nota de 1a

pág. 120 . 1uego dSI= 0 . si sólo si,

d ¡(“’11 ’ “00)(“22 ' “’00’ “’03 “’01 “’30 “’10 “’12 “’21 “’13 “’31 “’23

“’32 “’20] = ° '

Pe” d Í (“’11 ' “’00““’22 ' “’00’ “’03 “’01 “’30 “’10 “’12 “’21 “’13

“’31 “’23 “’32 “’201

= (“’11 ‘ “’00““’22 ' “’00) “’03 “’01 “’30 “’10 “’12 “’21 “’13 “’31

“’23 “’32 “’20 (“’00 ' “’22) '

Luego. 1a diferencial de] segundo sumando de S2 es cero, así

d? = O , y esto asegura que 1a densidad invariante para

P1+E1+G+E2+E3 existe.yes 9.

5.9.2. Gl+GZ+P+E con GlñGZfO.PEE

Tomamos:61:00 a2 P:a0+a3

Gazaoa1 Ezalaza3

61+ 62 pennanece fijo si: 0101 = o , 0103 = o , 0121 = o ,

P permanece fijo si: 0131 = 0 , 0132 = o , 0133 —0100 = o

E permanece fijo si: culo = 0 , 0120 = o , «.030= o ,

m
Q = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’21 “’12 “’13 “’31 “’23 “’32(“’33 ' 00’



- 135 

será 1a densidad para 5.9.2 , si sólo si, da = 0 .

“amm 91 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’21 “’12 “’13 “’31 “’23 “’32

por (198) se tiene do] = 0 . Luego da = 0 ,si sólo si,

91 A dnz = 0 c0n 92 = (w33 - woo) y puesto que por (198)

al A dfiz = 0 , la densidad para Gl + 62 + P1 + E existe, es:

d(G1 + G2 + P + E) = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’21 “’12 “’13 “’31

“’23 “’32 (“’33 ' “’oo) 

Gl+GZ+G3+E G3CE

Tomando: G1 : a0 a3 62 z a0 + a1 , a2 + a3

G3 : al a2 E : a0 a1 a2

G1 permanece fija si: m01 = 0 , moz = 0 . m31 = 0 , maz = 0

62 permanece fija si: m21 - “30 = o , “33 - “22 = o ,

“’11'“’00=°' “’03'“’12=0

63 + E permanece fijo si: “03 = o _ “13 = o , “23 = 0 ,

“’10=°'“’20=0

9 = “’01 “’02 “’31 “’32 “’10 “’20 “’13 “’23 “’03 “’12 (“’21 ‘ “’30)

(“’33 ' “22)(“11 ' “’00)

será la densidad de 5.9.3, si 5610 si, do = 0 .

Veamos:

Llamando

n1 = “’01 “’02 “’31 “’32 “’10 “’20 “’13 “’23 (“’21 ' “30)(“33 ' “’22)

(“’11 ' “00)(“03 ' “12)

= d(G1 + G2 + G3) con G. n G. = 01 J ’

Por tanto da = 0 , si sóïo si,

91 A dw03 = 0 .

Pero 5'21A M03 = 91A(w00 - 0:33) (no3

= 9A(m00 - ¿033) f 0 .

Luego, la densidad para 5.9.3 no existe.
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Gli+ E1 + G2 + E2 + P Gl C E1 62 C E2

Tomando G1 : a0 a3 E1 a0 al a3 P : a2 + a3

G2 : a1 a2 E2 ao a1 a2

G1 + E1 permanece fijo si: m01 = 0 , moz = 0 , N31 = 0 ,

“32:0' “’12‘o

G2 + E2 penmanece fijo si: w13 = 0 , m23 0 , mlo = 0 ,

“20:0'wo3 °

P penmanece fijo si: mao = 0 . w21 = 0 , w33 - w22 = 0

9 = “’01 "’02 u’31 “’32 “’12 “’13 “’23 “10 “’20 “’03 “’30 “21(“33 '“22’

será 1a densidad para 5.9.4. si 5610 si,

d n: o

“amm” Q1 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’12 “’21 “’13 “’31 “’23 “’32

de (198) y [101 dal = 0 . y también

91 A d(tu33 - maz) = 0 .

Luego da = O y la densidad para 5.9.4 existe

“(61’51 +62 HE2 “P’ =“’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’12 “’21 “’13 “’31

“’23 “’32 (“’33 ' “22) 

5.10. Familias que dependbn de catorce parámetros.

5.10.1. C EG1’51“‘32*’52"G3 GlcEl G2 2

G1 : ao a3 ; E1 : ao a2 a3

62 : a1 a2 ; E2 : ao a1 a2

G3 z a0 + a1 . a2 + a3

G1 + E1 permanece fijo si: mel = 0 , woz - 0 , “31 0 g

“32:0' “’21'°

G2 + E2 permanece fijo si: w13 = 0 , 23 - 0 , wlo - o ,

“’20=°' 03‘0
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63 permanece fijo si: m21 - wao = 0 , m33 - “22 = o ,

“’11'“’oo=°' “’03'“’12=0

9 = “’01 “’02 “’31 “’32 “’21 “’10 “’20 “’13 “’03 “’30 “’12 “’23 (“’33 ' “’22)

(“’11 ' “’00)

“aman” 91 = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’13 “’31 “’12 “’21 “’23 “’32

por (198) y [10] dfll = 0

y da = 0 , si sóïo si, 91 A d [(m33 - m22)(w11 - w00)] = 0 .

Pero esto se cumple.

da = oLuego, y 1a densidad para 5.10.1 existe

CI(61“E1H32 +E2 +53) = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’12 “’13 “’23 “’21

“’31 “’32 (“’33 ' “22)(“11 ' “’00) 

P1 + Gl + P2 + G2 + G3 Pl e Gl P2 e 62

Tomamos: P1 : a3 Gl: a0 a3

Pz‘al G2'alé‘2

G3 z a0 + a1 , a2 + a3

P1 + G1 permanece fijo si: wao - 0 , moz = 0 . w01 = 0 ,

“’31'0' “’32=°

P2 + G2 pennanece fijo si: wlo O , wlz = 0 , “13 = o ,

“’20‘0' “’23:o

G3 permanece fijo sí: “21 - “30 = o _ N33 _ “22 = o ,

“’11'“00=°' “’03'“’12=°

9 = “’30 “’02 “’01 “’31 “’32 “’10 “’12 “’13 “’20 “’23 “’21 “’03(“’33 '“’22)

(“’11 ' “’00)

será 1a densidad de 5.10.2, si sólo si, da = 0 .

Llamando

n1 = “’30 “’02 “’01 “’31 “’32 “’10 “’12 “’13 “’20 “’23 “’21 “’03
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y comparando en 5.8.5 tenemos que dfll = 0
= ' ' l _ — \ =

Luego dfl 0 , Si solo 51, 91 A d [(w33 w22)(w11 w00,l 0,

pero esto se tiene, al aparecer en 1a diferencial de mii siempre

uno de Ios términos de 91 .

Luego dfl = 0 y la densidad de 5.10.2 existe, es:

“(P1 + GI + P2 + G2 + G3) = “’01 “’02 “’03 “’10 “’20 “’30 “’12 “’13 “’23

“’21 “’31 “’32 (“’33 ""22’(“’11'“’00)

5.10.3. G1 + El + P2 + 62 + E2 + P1 con G1 C El , P2 G 62 C E2

Tomando: G1 : a0 a1 El : ao al a2 ; P2 : a3

62 : a2 a3 E2 : a1 a2 a3 ; P1 z ao + a2 + a3

se tiene:

G1 + E1 permanece fijo si: w

P2 + 62 + E2 permanece fijo si: w

P1 permanece fijo si: w01:0' “’22'“’00=°' “’ "° =0

9 = “’02 “’12 “’03 “’13 “’23 “’30 “’31 “’32 “’20 “’21 “’10 “’01(“’22 ""00)

(“’33 ' “’oo’

será 1a densidad de 5.10.3. si sólo si, da = 0 .

“aman” Q1 = “’02 “’12 “’03 “’13 “’23 “’30 “’31 “’32 “’20 “’21 “’10 “’01

se tiene e] mismo caso que en 5.8.5.

1uego. dfl = 0 . y esta densidad existe, está dada por:

9 = d(G + E + P + G + E + P ) .l l 2 2 2 1

6. Conclusión.

Comoresumen de 10 anterior podemos enunciar ios teoremas:

Teorema 13: En el espacio proyectivo P3 las siguientes familias

de subespacios con aiguna reiación de pertenencia no tienen medida

invariante respecto de] grupo proyectivo:



P+E con PGE

P+G con PGG

G+E con GCE

P+G+E con PE'GCE

P1+P2+E con PIEE,P2€E
P+G+E con PGG,GstE
P+G+E con GCE,PEE

P+E1+E2 con PGEl
p +P +E con PZEE1 2

G+E1+E2 con GCEl

P1+G1+P2+G2 con P1661, P2662

P +P2+E con PIEEl

GI+GZ+E con GICE
P+E+G con PGE

P1+P2+G+E con PZEGCE

P1+GI+P2+G2 con P1661, P2662

P+G +62 con PEG 1

+G con PIEE. PZGG

1

P1+E+P2

G +E +Gz+E2 con GlCEl, GZCE21 l

P1+P2+E+G1 con PIEE, PZGE

+Gz+E1+P2+E2 con PleGCE. PZEE2

l+Gl+El+Gz+E2 con PleGICEl. GzcE2
l+E1+E2+E3 con (SICE1

Gl+E1+Gz+P con GICE1

l+E1+P2+G con PleEl

1+GZ+G3+E con G3CE

Teorema 14. En el espacio proyectívo P3 1as siguientes familias

de subespacios con puntos comunes tienen densidad invariante res

pecto del gnupo proyectivo:

Gl+E+P+G2 con GICE,P€G2
P1+E1+P2+E2 con PleEl, PzeE2
P1+E1+Gl+G2con PlíEEl.Glnsz0
P1+GI+GZ+G3 con P1661, 62063740
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P1+GI+E1+P2+GZ+E2 con PIEGICE1,P2€GZCE2
P+E1+G+E2+E3 con PEEI.GCE2
Gl+GZ+P+E con Glñsz0,PfiEE
Gl+E1+GZ+E2+P con GICEI. GZCE2

Gl+E1+Gz+E2+G3 con GICE1,GZCE2

P1 + G1 + P2 + G2 + 63 con P1 C G1 , P2 c G2

Gl+E1+P2+-G2+E2+P1 con GICE1,P2€GZCE2.

Para subespacios con puntos comunes no se han encontrado candício

nes que determinen su medíbih‘dad o no respecto del grupo proyecti

vo. E1 estudio de algunos casos aisïados. hace pensar "queno exis

ten estas condiciones generales.
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