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El problema de distinguir nimeros prisos de compuestos, y de
descomponer los ndmeros compuestos en sus factores primos, es
uno de los mds importantes y dtiles de la aritaética.

... La dignidad de la ciencia exige ciertamente que toda
contribuci6n a la solucién elegante de un problema tan célebre
sea celosamente cultivada.

K. F. GAUSS, Disquisitiones Arithmeticae, Art. 329 (1801)
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INTRODUCCION

En este trabajo consideraresos polinomios en una indeterminada con coeficientes enteros
no todos nulos. Estamos interesados en la relacidn existente entre los divisores de tales
polinomios y sus valores en los enteros. Es un hecho bien conocido (Von Schubert, 1793,
redescubierto por Kronecker en 1883; véase [11) que los divisores de un polinomio
arbitrario de grado n > 1, digamos f, pueden hallarse, "via“ polinomios de interpolaci6n de
Lagrange, a partir de los divisores de los valores de f en n + 1 enteros cualesquiera
distintos entre si. Probaremos que serd suficiente considerar el valor de f en un Gnico
entero convenientemente elegido. Mds precisamente, asociaremos a f un cierto intervalo real
acotado y probaremos que sus divisores estdn en correspondencia biunivoca con sus valores
en uno cualquiera de los enteros del complemento del citado intervalo. Probaremos adesds
que estos valores se caracterizan, entre los divisores del valor asumido por f, mediante
condiciones aritaéticas sencillas. Los divisores de f se obtienen entonces fdcilaente,
expandiendo sus valores en una adecuada base numérica. Consecuentemente, caracterizaremos
los irreducibles y obtendremos nueva informacidn sobre la naturaleza de los enteros
representados por estos polinomios. Las mencionadas condiciones aritméticas se definen
independientemente de los polinomios y dan origen a un nuevo método para la investigacién
Leibnitz en 1679 (véase [2]), estableciendo una propiedad caracteristica de los nimergs de
Mersenne con exponente primo.

En distintos corolarios proporcionaremos condiciones suficientes de irreducibilidad
relacionadas con otras ya conocidas. Entonces, construiremos los polinomios irreducibles a
partir de los enteros, coaplesentando y mejorando as{ un resultado parcial anterior.

Condiciones aritméticas necesarias y suficientes para coprimalidad y separabilidad,
ejesplos y otros hechos menores también tienen lugar en el desarrollo que se realiza a
continuacidn; el mismo es autocontenido en lo esencial y de cardcter elesental.

1. POLINOMIOS CON COEFICIENTES ENTEROS

En esta secci6n estableceremos 1a terminologia apropiada y algunos hechos preliminares.
En todo lo que sigue consideraremos (sin pérdida de generalidad) polinomios de I[X] con
coeficiente principal positivo. Sean entonces, f y g dos cualesquiera de tales polinomios.
Para fijar ideas
n-1

. y"
f anX ta . L SN S alx +a

1 an>0,ak=0;k>n;

0 b}

__ e »-1
g= ch te. S clx tC

1 Ca >0, €= Osk>m

0 )

1.1. Definicidn. g es divisor de f (g/f) si existe h € Z[X] tal que f = gh.

Cuando g¢/f, el dnico polinomio h (entero si n = 0) que satisface 1.1, se denomina
complesento de g en f y se denota g* = g#(f).
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1.2. Definicidn. f es irreducible si se satisfacen:

n f#1;
II) g/f implicag=1 o0 g=*.

Las colecciones de irreducibles y de divisores de f con coeficiente principal positivo
se denotan I(2[X)) y D(f), respectivamente. La interseccibn de estas dos colecciones se
denota I(f). Para k =0, 1, ..., n las subcolecciones de D(f) e I(f) formadas por los

polinomios de grado k se denotan Dk(f) e Ik(f), respectivarente.

1.3. Definicién. f y g son coprimos si h/f y h/g implica h = 1.
1.4, Definicién. f es separable si h>/f implica h = 1.

Para evitar trivialidades, a partir de ahora supondremos n > 1. E] mdximo comdn divisor
de los coeficientes de f se denomina contenide de f y se denata c(f).

1.5. Definicién. f es primitivo si c(f) = 1,
Es un hecho bien conocido

1.6. Proposicién. Sea f primitivo. Entonces

f es separable sii f y f/ son coprimos.

El polinomio
f . = flctf)
pris
se denomina parte primitiva de f.

Se prueba directamente

1.7. Proposicién. Se verifican:

i) Fpril es primitivo;

ii) Fprin/f‘

1ii)Si g es prinitivo y g/f entonces g/fpril'

El resultado siguiente garantiza que podremos restringirnos, cada vez que sea
necesario, a los polinomios primitivos y separables de I[X1:

1.8. Proposicién. Existe un dnico h € I[X], con coeficiente principal positivo, tal que

1) h es prisitivo y separable;
ii) h/f;
1i1)Si g es primitivo y separable y g/f entonces g/h.

2



Prueba. Claramente, el polinomio (parte primitiva y separable de f)

(af/(f,£7)) .,
prim

donde (f;f’) es el miximo comin divisor ménico de f y f (obtenido mediante el algoritmo
euclideano en Q[X]) y a es el minimo comdn mdltiplo de los denominadores de los
coeficientes no nulos de f/(f;f’) (supuesto que dichos coeficientes se expresan comso
caciente de enteros coprimos entre si), es el dnico polinomio de Z[X] con coeficiente
principal positivo, que verifica las condiciones exigidas.®

La resultante de f y g es el ndmero real (ciertamente entero)
_ .
res(f,g) = ang(zl)g(zz)...g(zn),
donde 2 k=1,2, ..., nson las n raices complejas de f.

Obviamente se tiene

1.9. Proposicidn. Sea f primitivo. Entonces

f y g son coprimos sii res(f,g) # 0.

En consecuencia

1.10. Corolario. Sea f primitivo. Entonces
f es separable sii res(f,f’) # 0.

Por otra parte se prueba (véase [3])

1.11. Proposicion. Sea o ) 1. Existen dnicos Fo, 9, £ ZIX1\{0} tales que

i) grado(f)) {n , grado(go) {m

0
ii) res(f,g) = gof + fog.

Consideramos ahora la matriz de Sylvester de f y g (cuadrada de orden n + m), definida

[N} anan_luu..an_.+l

-nolaouoltcnuin

S(f'g) = """Il'anan_Iln--an_“ln-..ao

1 clcl'lu."cl'n‘”.""

conlu-na-n ::

[ eeessssneesl C ‘l...‘cl'n+l



Es un hecho
1.12. Proposicion. res(f,g) = Det(5(f,qg)).

Manipulando S(f,f’) cbtenesos la matriz (cuadrada de orden 2n - 1)

H n B |

i1 (h-Da a na @ tieeene !
n- n

1 n-i n

" 2a2 a2 H

S{tF) = 1 la1 i 2a2 a2.........:

R nENNIIII™

Cseessesrassssssssserassssnseed : .

0
El entero
disc(f) = Det(S(f)),
se denomina discriminante de f.

Es bien conocido el hecho siguiente!

1.13. Proposicién. restf, ) = (" " /2 giscep,

Con q denctamos un entero cualquiera. Utilizaremos el resultado que sigue:

1.14. Proposicidn. Sea g/f. Suponemos f separable y res(f,f’)/q. Sea f(0) separable.
Entonces
g(q) coprimo con gt(q).

Prueba. Sea d el mdximo comdn divisor de g(q) y g#{q). Dado que f = ggt tenemos

£/(q) = g*(q)g’(q) + glglg#‘(q).

En consecuencia

d/f(q).
Por 1.11 ocurre

d/res(f §/).
Luego d/q. Esto implica
d/gl0) , d/g#(0).

Entonces

d2/F(0).

Dado que f(0) es separable resulta



Los enteros representados por f son los valores f(k); k E Z. El mdximo comdn divisor de
tales enteras se denota d(f).

1.15. Definicién, f es totalmente primitivo si d(f) = 1,

1.16. Definicién. f es totalmente irreducible si se satisfacen:

1) f es irreducible;
I f es totalmente primitivo.

Para calcular d{f) utilizaremos el resultado siguiente!

1.17. Proposicién. d(f) es el mdximo comdn divisor de f(k) ; k=0, 1, ..., .
Prueba. Sea d el ndximo comdn divisor de f(k); k =0, 1, 2, ... , n. Dbviamente
dif)/d.

Sea x un entero arbitrario. Consideramos para k = 0, 1, ..., el nimsero combinatorio
generalizado

(:) = x(x-1)4.. (x-k+ ) /K!,
Es un hecho aritmético elemental
x € 1 isplica (:) E13k=0,1, e ,e

Definimos ahora (variaciones de f en 0)

AF(0) = QIF(O) = f(1) - f(0),

Ao = akron; k=1, 2, .

Convenimos

\OF(O) = §£(0).

Sea k entero no negativo. Razonando inductivamente obtenesos

/_\kF(O) = (g)f(k) - (:)f(k-l) ot (-l)k(:)F(O).

Entonces, es facil ver
a/1\*510).

Por otra parte, es un hecho bien conocido (Newton)

fao = () g0y + %

IN'EO) + 1w+ IO,

—



Luego

d/fix).
Entonces

d/d(f).
En consecuencia

d = d(f).%

El polinomio
(n) n ,
Fq = f(X4q) = (£ (q)/n)X" + ... + (F/(q}/11)X + f(q)

se denomina q-traslacion de f.

1.18. Nota. Las traslaciones
T th--—--- >T (h) =h,
Q q
constituyen el grupo de automorfismos del monoide formado por los polinomios de 2[X1 con

coeficiente principal positivo. Luego preservan primitividad, primitividad total,
separabilidad, irreducibilidad e irreducibilidad total.

Observando que d(Fq) = d(f), de 1.17 se deduce (Hensel; véase [2])
1.19. Corolario. d(f) es el mdximo comdn divisor de flqtk) ; k =0, 1, ...,
Por otra parte, se prueba ficilmente

1.20. Proposicidn. Se verifican:
i) D(f) = {h(X-q) ¢ h E D(Fq));
ii) I(F) = {h(X-q) t h E I(Fq)).

Estableceremos ahora algunas acotaciones relativas a los coeficientes y raices de los
polinomios de Z[X] (informaci6n adicional puede hallarse en [41, [51, [6] y [7]),

Para k=-1, 0, 1, ... , n-1 definimos (i | = sddulo)

P =8 1 kel

En primer lugar y en relacién con los coeficientes de fq, tenesos

1.21. Proposicit. r_y(F ) < (1 + :ql)nr‘_ltf).

6



Prueba. Para k = 0, 1, ... , n ocurre
(k) k k+1 n n-k
| =
f o (q)/k! (o)ak + ( 1 )ak+1q +,.. ¢ (n_k)anq
Luego
1 (k) (] n n (ol n 1 |n
QK € ((0) + (1).q. + ..t (n).q. )r_ltf).
Esto es

K @kt ¢ (e :q:)“r_l(f).l

Con w denotamos un complejo arbitrario. Se prueba directamente (Re = parte real)

1.2, lema. Sea w# 0. Parak =0, 1, ... , n-1 se verifican:

iy n, ' k, R ' .52 P VI I
1) 1flw)/w i 2 |ﬂn + an_l/“ t e t an_k/H ' .an_k+l./ Wi tes |30|/|“| H

| k

" e ottt -k,

ii) .an_k_l./.u. t ...t |30|/|'|

HIVEWMM YRela +a /w+ o +a /) - (60 Kok
n n-1 n-k k

Es un hecho bien conocido (Cauchy)

1.23. Proposicién. Sea r real positivo tal que
1> ta et 4 ta e e e et
n n-1 1
Entonces las raices de f se encuentran en el disco iz} < r.

Prueba. Sea w raiz no nula de f, Por 1,22 i), con k = 0, resulta

-1 nl ] 1 12" N - ! 171 ln-1 - ! [N AT
0= 1flw/u 2 .an- lan_llll"l e Iall/l'I ;aO-/-w. .
Observamos ahora que la funcitn
] [} 1 [} 2 1 1 n
X > .an_lulx + .an_zulx t o t .ao./x

es una "permutacién® decreciente de los reales positivos. Entonces, por nuestra hipttesis,
la desigualdad previa implica

nl Cr.8

Por 1,22 i) y ii), conpr=1+ ro(F), obtenemos de 1.23 la cota siguiente (también
debida a Cauchy)

1.24. Corolario. Las raices de f se encuentran en el disco | | {1 + ro(F)/an.

7



En este punto es conveniente la siguiente definicién:

1.25. Definicidn. f es no negativo (positivo) si satisface:

a 20 (ak > 0; respectivamente); k=0, 1, ..., .
Podemos establecer entonces

1.26. Proposicidn. Sea f no negativo. Entonces sus raices con parte real
encuentran en el disco

P e (14 kl(f)/an)llz)IZ.

Prueba. Sea w raiz de f con parte real positiva. Entonces

Re(1/w) = Retw)/! 123 0.
Luego

Reta +a ,/w) > a.
n  n- ="n

1

Por 1.22 iii), con k = 1, resulta

Wil - - (f)/a < 0.
1 n
Resolviendo esta inecuacién obteneaos
P+ (1 s kltf)/an)llz)lz.l

Cuando f es no negativo ry

rif) = Sey LA

Dado que r (f) < r_l(f) se tiene

1

positiva se

(f) se denomina radio de f y se denota r(f). Esto es

1.27. Corolario. Sea f no negativo. Entonces sus ralces con parte real positiva se

encuentran en el disco

RGNS I PR 4r(F))1/2)/2.

En consecuencia

1.28. Corolario. Sea f no negativo. Entonces sus rafces se encuentran en el semiplano

Re(z) ¢ (174 + rtiNY/2 + 172,



Tendresos oportunidad de utilizar la siguiente mejora de 1.28:

1.29. Proposicidn. Sea f no negativo. Entonces sus raices se encuentran en el sesiplano

Re(z) € (1 + rtnt/2,

Prueba. Podemos asumir a0>o y n23.5a w tal que

fiw) =0, Relw) > 0.

En priser lugar suponemos

Entonces, consideramos el polinomio
n
h=ax -a
n n-

Evaluando en (1+r‘(1=))1/2 obtenemos

1/2 n/2 n/2-1 n/2-3 172

hOLPEN 7Y > (14e(6))° = (14r(F)) - (14r(£)) = (14r(£))° 7 - 1,

De la desigualdad precedente deducimos

n/2-3

h((l+r‘(f))l/2) > (14rlf)) ((1+r‘(F))‘3 = (14r(f))-1) > 0.

La conclusidn sigue entonces de Re{w) € | i, pues 1.23 implica

i ¢ (1 + reEnt2,

Suponesos ahora an-1, an-2 y an-3 no todos nulos. Sea aden;s

Re(w) > (1 + r'(F))l/z.

Dado que fi(w) = 0, por 1,27 ocurre
wi ¢+ 1+ 4 ey,

De 1.22 i) y iii), con k = 3, cbtenemos

Y)Wt > Rela + a W+ a - et
n n-4 n-3

Calculando directamente resulta

/n+ a2

Re(1/w) > Re(l/uz) > Re(l/ua) = Re(w) (4 Rez(w) -3 :uiz)/:n

/u2 + a._ /u3) 2 Reli + 1/&3) 2 rif)/ I4 =1

7

Rela +a ,/Wwta
n n- -

1 n-2

Entonces, tenemos la contradiccién

3

W) W D 0,

con 1o cual la demostraci6n estd completa.d



2. POLINOMIOS ESTABLES Y CUASI-ESTABLES

En esta seccifn consideramos polinomios hien conocidos (las referencias mds importantes
son [4] y [81).

2.1. Definicidn, f es estable si sus raices se encuentran en el semiplano Re(z) < 0,

El cardcter de f, en lo concerniente a estabilidad, puede determinarse considerando,
para k =1, 2, ... , n, las matrices siguientes (cuadradas de orden k):

l ao PessenssrIN RIS ::

3.3 3.2 al ao reeee

Hk(F) =

i R DL ESRTTPITEL ML

Entonces, se tiene (Routh-Hurwitz-Lienard-Chipart)
2.2. Proposicidén. Son equivalentes:
1) f es estable;

ii) I) f es positivo

II)Los determinantes Det(Hn_ +l(f)); 1 { k {n/2, son positivos.

2k
Con mayor generalidad consideramos los polinomios siguientes:

2.3. Definicidn. f es cuasi-estable si sus raices se encuentran en el semiplano
Re(z) < 0.

Resulta trivialmente

2.4, Proposicién. Si f es cuasi-estable (estable) y g/f entonces g es cuasi-estable
(estable, respectivamente).

Observando los signos de los coeficientes de los factores irreducibles de f en RIX]
(ciertamente de grado < 2), deducisos de 2.4 el hecho siguiente:

2.5. Proposicién. Si f es cuasi-estable (estable) y g/f entonces g,g* son no negativos
(positivos, respectivamente).

10



Por otra parte se prueba directamente

2,6. Proposicidn, fq es cuasi-estable (estable) sii las ralces de f se encuentran en el

semiplano Re(z) < q (Re(z) { q, respectivasente).

2.7. Corolario. Si las raices de f se encuentran en el seaiplano

Re(z) (q + 1/2

entonces

f(g)i € flgHl).

Prueba. Ciertamente, 2.5 y 2.6 siguen vigentes cuando q y los coeficientes de f son

reales cualesquiera. Luego f tiene positivos sus coeficientes no nulos. Dado que n > 1

q+1/2
resulta

iflg)i = if (-1/72): <}

172 Falg /21 = Flasha

Por 1.24, 2.4, 2.5y 2.6 podemos restringirnos a los polinomios cuasi-estables no
negativos. Con mayor generalidad consideraremos los polinomios no negativos (un desarrollo
semejante tiene lugar utilizando polinomios positivos). Supondremos entonces, salvo
especificacidn en contrario, f y g no negatives.

3. POLINOMIDS ND NEGATIVOS

La coleccién de enteros no negativos se denota Z<+>. Las definiciones bdsicas relativas

a la divisibilidad en 15"/ IX1\(0} son las siguientest

3.1. Definicidn. g es <t+>-divisor de f (g/<*>f) si se satisfacen:

Il g/
I1) g#(f) es no negativo.

3.2. Nota. En términos probabilisticos, expresar f como producto de polinomios no

negativos equivale a expresar una cierta variable aleatoria XF' con funcién de

probabilidad pf(k) = Pr(X, = k) = ak/f(l); k=0,1, ..., n, como suma de variables

f

aleatorias con funciones de probabilidad racionales independientes entre si.

3.3. Definici6n. f es {+>-irreducible si se satisfacen:
I) f#1;

11) g/, ,.f isplica g=1 o g=+f.

1€
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3.4. Nota. Ciertasente, las {+>-factorizaciones de los polinomios no negativos siemspre
existen, pero no son necesariasente Gnicas. Por ejesplo, los polinomios

G=X+2, gt =X+ 43 h=X+1y b= Cer+x+b

son {+>-irreducibles y gg%* = hht,

Las colecciones de <+>-irreducibles y de <{#)-divisores de f se denotan I(Z<+>[X])

y D<+>(f), respectivamente. La interseccién de estas colecciones se denota l<+>(f). Para

> >

k=0,1, ..., n las subcolecciones de DG (f) e I<+ (f) formadas por los polinomios de

A\
grado k se denotan D:+’(f) e I:+>(f), respectivasente.

3.5. Definicidn. f es totalmente (+>-irreducible si se satisfacen:

I} f es {+>-irreducible;
I1) f es totaleente primitivo.

3.6. Definicidn. f y g son {+>-coprimos si h/, fy h/G)g implica h = 1,

4

3.7. Definicion. f es (+>-separable si h2/ f implica h = {,

167

Mostraremos ahora que podemos restringirnos a polinomios no negativos con coeficientes
acotados por un valor prefijado. En primer lugar tenemsos

3.8. Proposicién. Suponemos g/, .f. Sean c: 1 k=01, ..., los coeficientes de g*.

Entonces

16/

L I
ai+j2cic,j 1, i=0,1, .v s
Prueba. La no negatividad de g y g* implica

3 ] 3 LI
ai+j = ci”.co + 0. t cicJ. .. t coci”. 2 cicj 11,j=01, ... .#

En consecuencia

3.9. Corolario. Si g/, .f entonces r(girigt) < rif).

1§

Entonces, resulta

12



3.10. Corolarip. Sea f # 1. Entonces f es {(+>-irreducible o bien f tiene un {+>-divisor
propio h (esto es, distinto de 1 y de f) verificando cualquiera de las afirmaciones
siguientes:

1) gradoth) ¢ n/2;
ID rh) < r(f)“z.

Ademds, si h satisface I) y tiene grado minimo entre tales polinomios o h satisface II) y
tiene radio minimo entre los polinomios que satisfacen II) entonces h es (+>-irreducible.

Asimiseo, de 3.9 se deduce

3.11. Corolario. Si g/, .f entonces r(g) < r(f).

8
3.12. Nota. En general, 3.11 no se puede mejorar. Por ejesplo, los polinomios

2+X+6 Y g=X2+6

f= X3 + 6X
verifican
g/G>f y rig) =r(f),

Adeads, 3.11 se deduce tambien del hecho siguiente (corolario de 3.8 con j = 0):

sl 3, > 0 entonces g/<+>F isplica ¢, < 3 1= 0,1, «vv, B

Por otra parte, si f, g, g* son positivosy g # f, se verifican las acotaciones
siguientes (cotas inmejorables para polinomios de CIX] pueden hallarse en [9]):

1 k=0,1, ..., n Entonces

i) Sea a.k(n) = Infi _.Inf{ak+1.3n_.+k-i

=0, ves , N

c, {alm,c Calm;k=1,2 ...,nl ¢c (aln)
= ko k a~ a

0="0

1ii)8i m { n/2 entonces g{1) ¢ Infla ,a _}.
B N-2
En lo que sigue, p denota un entero arbitrario ) 2.

3.13, Corolario. Si r(f) ¢ p entonces g/<+>f isplica r(g) < p.

4. P-POLINOMIOS
Por 3.13 conviene considerar los polinomios siguientes:

4.1. Definicidn. f es p-polinomio si r{f) < p.

La coleccidn de p-polinomios se denota Zq:}[X]. Estableceremos entonces condiciones

necesarias y suficientes para que f € Zq))[X].

13



4.2. Proposicidn. Son equivalentes ([ ] = parte entera):
i) r(f) Cp;
oL k k+1
ii) 3 = [fF(p)/p 1 - plfp)/p T3 k=01, eau ,»
Prueba, Suponemos i). Entonces ii) sigue de
k n-k
[flp)/p’] = 3 + 3P +ea. t ap 1 k=01, ...
Reciprocamente, suponemos ii). Sea k entero no negativo. Ciertamente
a = LFp) /g1 - pLLFRI P 1.

Entonces i) sigue pues a, es el resto de dividir [f(p)/pk] por p.§

k

Alternativamente, reformulamos 4.2 de la sanera siguiente:

4,3. Proposicidn. Son equivalentes:
i) r(f) <p;

i) £ = f(p) + (X - p)LF(pI/p] + LE(RI/PEIX + .uv + LRI L),

Entonces, elementales y bien conocidas condiciones necesarias y suficientes para
iqualdad de p-polinomios pueden establecerse como sigue:

4.4, Corolario. Sea Sup{r(f),r(g)} { p. Son equivalentes:
i) f=g;
ii) f(p) = glp).

Podemos ahora reformular 4.4 de 1a manera siguiente:

4.5. Corolario, Sea r(f) < p. Son equivalentes:

i) f=g0;
ii) f(p} =qlp) y rig) <p.

Tiene interés propio e inesperadas consecuencias (adeads de 4.5) el hecho que sigue:

4.6. Proposicidn. Suponemos r(f) < p. Sea h € Z[X] tal que

f=g+ (X-ph
Se verifican:

i) h es no negativo;
ii) h=0 o rth) <r(g)/(p - 1) (£ rig)/r(f)).

14
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Prueba. Suponemsos h no nulo. Sean b, k = 0,1, ... , los coeficientes de h. Convenimos

k;
Ciertamente

Con k = 0 resulta

La hipdtesis r(f) { p implica

0<{b, =(c, -a

0 =% )p £ co/p.

0
Afirsamos
k k+1 _
0 gbk gck/p + 4. cl/p + colp L k=01, ... ,.
Entonces, suponemos que estas desiqualdades se verifican para k { s. Sea k = s. Luego

Rt
En consecuencia
- - 2 s+l
0¢ bs— (cs + 9% as)/p < cS/p + cs_llp + ..t colp .
Puesto que para k =0, 1, ... , tenemos
C/p+ o b eyfo™ Crigup + 1 4 L) = rigiip - 1,

la demostracién estd completa.d

Ciertasente los polinomios de ZG}[X]\(O} no poseen rafces positivas. Deducimos

entonces de 4.6

4.7. Corolario. Suponemos r(f) { p. Sea w real positivo, w # p. Son equivalentes:
i} f=g;
ii) f(p) =gip) y flw) = glw).

En particular ocurre

4.8, Corolario. Son eguivalentes:
i) f= gs
ii) f(p) = g(p) y f(1) = g(1).

Derivando sucesivasente y evaluando en ambos miesbros de f = g + (X - p)h probamos

15



4.9. Corolario. Sean wreal 2 p y k entero positivo arbitrario. Convenimos

1), _ (1)
=g

f oo (0) = 0.

Son equivalentes:

i) =g

i) fp) = gtp) , £ = g G =1, v k2 y F

K = gk (.

Con k = 1 obteneaos

4,10, Corolario. Son equivalentes:
i) f=gq;
ii) f(p) =glp) y £ (p) =g’ (p).

5. EVALUACIONES

Aprovecharesos ahora 1o hecho en la seccidn precedente, para representar en 7 los
{+>-divisores de los p-polinomios.

La aplicacidn
«g>> ¢ I0X1 ---~- >L 4t h----- > «g>>(h) = h(qg)
se denomina gq-evaluaci6n.

Son hechos elementales

S.1. Proposicidn. Se verifican:
i) <{g>> es el dnico morfismo de anillos entre I[X] y 1 que satisface:
LX) = gy
ii) <{g>> es suryectiva;

iii)El ndcleo de <{q>> es el ideal de Z[X] generado por X - g.
De 4.4 se deduce

S.2. Corolario. La restriccidn

oyt 1P - o

es inyectiva.

16



Por 3.13 y 5.2 se tiene

5.3. Proposicidn. La restriccidn

+> ( (+

>y 2 DR —-==> D (Fp))

es inyectiva.

6. P-EXPANSIONES Y P-POLINOMIOS DE ENTEROS

En virtud de 5.3 es conveniente un lenguaje mds aritmético. Con a y ¢ denotamos enteros
positivos cualesquiera.

/
Los numeros

ktt

a (o) = [ap¥ - ptangty k=0, 1, ool

k
se denominan p-coeficientes de a. El entero
n =n(a=Suptk €2 ¢ pFa)
P P
se llama p-grado de a. El entero positivo
rpld) =5y y AP

se denomina p-radio de a. El téraino

n
P
(an;p)...al(p)ao(p))p = anp(p)p + ..t al(p)p + ao(p)
se denomina p-expansit’m de a. El polinoaio

n
- P
a<p> an;p)x + ...t al(p)X + ao(p)

se dencaina p-polinomio de a.

Se prueba directamente (logp = logaritmo en base p)
6.1. Proposicion. np(a) = [logpa].

Dado que para k = 0, 1, ... ak(p) es el resto de dividir [a/pkﬂ] por p, se tiene

6.2. Proposicidn. rp(a) < p.

De las definiciones anteriores se deduce

{

2 "oy P
6.3. Corolario. a, . =a + (X - p)(la/p) + [a/p I + ... + [a/p "X " ).

>

17



Siendo r(a<p>) = rp(a), por 4.2 resulta

6.4. Proposicidn. a<p> es el dnico p-polinoaio que satisface a

q)>(p) = a.

Claramente, 6.4 equivale al resultado siguiente (existencia y unicidad de las
p-expansiones):

6.5, Proposicidn. Los p-coeficientes y el p-grado de a son los dnicos enteros que
satisfacen:

1) Ogak(p)Cp;k=0, 1, ...,an>0;

p
I a= (an(p)...al(p)ao(p))p.

La aplicacibn
. 84 .
P> 1 7\0) ----- >IN0 2 b ----- > {p>(b) = b<p>
se denomina p-polinomio.

Por 5.2, 6.2 y 6.4 se tiene

4.6. Corolario. Las restricciones
@t 20 -y o,
@t 10 -----> 17,

son biyectivas e inversas entre si,

Asinismo, 5.3 puede reformularse como sigue:

4.7. Proposicién. La restriccidn

R (4>
«p>: D (a<p>) > D 7 (a)

es inyectiva.

Con sayor generalidad, se prueba directamente

6.8, Proposici6n. Suponemos q 2 2. Sea a 2 c. Entonces
aq;.> = c<q> sii p2q vy as=s c<q>(p).

7. <+>-DIVISORES DE P-POLINOMIOS DE ENTERDS
Por 6.7, nuestra tarea consiste en determinar cudles de las p-expansiones de los
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divisores positivos de a son p-evaluaciones de <+>-divisores de a<p>. En esta seccién
estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que c, . sea (#>-divisor de a, ..

P> P>

7.1. Proposicidn, Sea c/a. Son equivalentes:
i) c<p>/<+}a<p>;
ii) c(p)“(p) y (c<p>)l = cl<p>;
111)a<p> = c<p>cl<p>.

Prueba. Las implicaciones ii) ----> iii) y iii) ----> i) son triviales. Suponemos i).
Entonces, tenemos

(c >)* no negativo y a

% o> = c<p>(c<p>)*.

Ahora utilizamos 6.4. Evaluando en p resulta a = cc<p>*(p), equivalente a

c* = (c<p>)l(p).
Esto es
ci<p>(p) = (c<p>)i(p).
Puesto que cl<p> Y (c<p>)* son p-polinomios obtenemos
c*<p> = (c<p>)*.i

8. <P>-DIVISIBILIDAD Y <P>-IRREDUCIBILIDAD
Por 7.1 son oportunas las definiciones siguientes:
8.1. Definicidn. c es {p>-divisor de a (c/(p>a) si se satisfacen:

D cla
D a (p) = cdplerip) + ¢ . (plerlp) + vuu + colple (p) s k = 0, 1
3P = c ipylpd + o (pdeylp) + oou +colpey (p) 5 k=0, 1, e

La condicién II) expresa que el producto de las p-expansiones de c y c* se realiza comso
si dichas expansiones fuesen polinomios en la “indeterminada" p, esto es, sin transporte de
digitos (véase [101).

8.2, Ejesplo. Ciertamente 12543 = 3.37.113. Dado que el producto de 111 y 113 se
realiza (en base 10) sin transporte de digitos, resulta

1ll/<1°>12543.

Por otra parte los productos 3.4181 y 37.33% requieren transporte de digitos. Entonces lcs
Gnicos <10>-divisores de 12543 son 1, 111, 113 y 12543,
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8.3, Definicidn, a es {p>-irreducible si se satisfacent
I a#1;

II)c/< a implica c=1 o0 c=a,

p>

8.4, Ejesplo. Los dnicos divisores propios de 111 son 3 y 37. Dado que el producto de
dichos ndmeros requiere transporte de digitos, ocurre

111 es <10>-irreducible.
Asimismo, puesto que 37 es primo, resulta
37 es {10>-irreducible.

Las colecciones de <p>-irreducibles y de {p>-divisores de a se denotan I<p>(l<+>)

y Dq’}(a), respectivasente. La interseccién de estas colecciones se denota I<p>(a). Para

k=0, 1, ... las intersecciones de D<p>(a) e I<p>(a) con [pk, pl'(+1

) se denotan D:p>(a)
e I§p>(a), respectivazente,

Se deduce trivialsente
8.9. Corolario. Si a es primo entonces a es {p>-irreducible,
Més precisamente, dado que p/a implica p/(p)a, se tiene

8.4. Proposicidn. Son equivalentes:
i) a es primo;
ii) a es <k>-irreducible ; k = 2, 3, ... ;

iii)a es <k>-irreducible ; k primo ¢ a“z.

8.7. Nota. Una referencia excelente para tests de primalidad es [11], Recientes avances
se discuten en [121, [13], [14] y [15). Por otra parte, si bien no se dispone actualmente
de algoritmos eficientes para factorizar enteros arbitrarios (véanse [11] y [16]), no puede
asegurarse a(n, como justamente se remarca en [13], que tales algoritmos no existan.

De 7.1 y 8.1 se deduce

8.8. Corolario. Sea c/a. Son equivalentes:
i) o <p>a;

ii) a

@ = C <p>c* @'



8.9. Nota. Se verifican:

i) /¢, es wn orden parcial en 1\,

ii) Las aplicaciones de 6.6 son isomorfismos entre los conjuntos parcialsente ordenados

dPonm, 7,0y aPuw,

@ I

Se muestra a continuacién que para determinar los (p>-divisores y los {p>-irreducibles,
sb6lo hace falta la "mitad” de los enteros.

El polinosio

sinf) = s h
se denomina simétrico de f. El nimero

51l<p>(a) = 51l(a<p>)(p)

se denomina p-simétrico de a.

Utilizando conocidas propiedades de sim(f), se deduce de 8.8 el resultado siquiente:

8.10. Corolario. Se verifican?

i) c/(p)a sii sm<p>(c)/<p>sm<p>(a);

ii) a es {p>-irreducible sii sia, ,(3) es {p>-irreducible.

P>
Mostramos ahora como cbtener divisores de sin(p>(a) a partir de los (p>-divisores de a.

8.11. Ejesplo. Sea p 2 6. Entonces (véase 8.2)

(113) /, (12543) .
p<p> p

Dado que (12543)p = (111)p(113)p, por 8.10 se tiene (311)p/ >(34521)p. Entonces

<
(34521) = (111) _(311) .
P P P

En relaci6n con la coprisalidad y separabilidad utilizaremos la terminologia siguiente:
8.12. Definicidén. a y c son {p>-coprimos si b/<p>a Y b/<p>c implica b = 1,

8.13. Definicitn. a es <p>-separable si c2/<p>a isplica ¢ = 1.
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9. RELACION ENTRE <+> Y <P>-DIVISIBILIDAD

Por 6.7 y 8.8, la relacién existente entre (+> y <{p>-divisibilidad puede sintetizarse
de la manera siquiente:

9.1. Teoresa. c<p>/<+>a<p> sii c/q))a.

9.2. Corolario. Se verifican:

i) Las restricciones

4y >
p» D (a<p>) > DV a),
Q> . (42
> D) > D (an))’
son biyectivas e inversas entre si.
i 0%, 0=, .t b/

(a o @ <p>a} :

P2y = :
ID D) = thip) * b/ sa0 )

9.3, Ejeaplo. Consideramos a = 12543 y p = 10. Ciertasente

3

>=x'+2x £S04+ 3

a
<)
Tenemos {véase 8.2)

D7) = 11, 111, 113, 12543).

Entonces
D<+>(a<p>) SCt, e, P ex 3,
Rec{procamente, conociendo
n<">(a<p)) s, P exet, Pares, B,

evaluando en p resulta

0%y = (1, 111, 113, 12543).

Es facil ver entonces



9.4. Corolario. Para k = 0, 1, ... se verifican:

i) Las restricciones

a4y >
“ 1 0 ey > 0,7 (a),

° > -----
it Dk' (a) > Dk (a: >),
son biyectivas e inversas entre si.

. @ i K, kH
i) 1D 07 ) = byt b2, pCh @

I (@) = thip) S» gradolh) = kb,

@

Podemos establecer ahora las siguientes condiciones necesarias y suficientes de
{+>-irreducibilidad:

9.9. Corolario. aqJ> es {+>-irreducible sii a es {p>-irreducible.

En particular ocurre

9.6. Corolario. Sea p > Sup{a,c). Entonces

a coprimo con c sii ap + c es {p>-irreducible.
Por 6.6 se tienen las “descripciones paramétricas® siguientes:

9.7. Corolario. Se verifican?

1P = o, be 190,

@
) 197G = mip ¢ h e 1P oam.

i)

8. Corolario. Se verifican:

i) Las restricciones

son biyectivas e inversas entre si.



i 0 1% REX®

. S ibE 1P (an,

<

@ . . W
I 1%t = thip) hE T ta .

9.9. Nota. Luego, las restricciones de 9.2 también preservan factorizaciones (no
necesariamente Gnicas por 3.4).

9.10, Ejemplo. Sean a = 12543 y p = 10. Luego

- 4 3 2
a<p>- T+ 285 + 5K + 4X + 3,

Tenemos entonces (véanse 8.2, 8.4 y 9.3)
1w = a1, 12,
En consecuencia

16 _ oy 2
1 (a<p>)-(X +X+1, X040 +3),

Reciprocamente, conociendo

I<+>(a<p>) ol exet, P exed,

evaluando en p se obtiene
I<p>(a) = {111, 113},

Entonces, de 9.4 y 9.8 se deduce

9.11. Corolario. Para k = 0, 1, ... se verifican:

i) Llas restricciones

& 1§*> (ay) == 1:‘9 (a),
@ I:'J}(a) ----- > I:+>(a<p>),
son biyectivas e inversas entre s{.
i) D I:+>(a<p>) =ty tbE 1P,
I I:p>(a) = (hip) t hE I:+>(a<p>)).

Las intersecciones de las colecciones DX*7(, ), n<">(c<p>) y 0%, 090, se

p>

denotan D<+>(a )y D<p>(a,c), respectivamente.

<p>*“<p>
24



De 9.2 se deduce

9.12. Corolario. Las restricciones

O3 P>

p» D (a<p>,c(p>) ----- > D (a,0),

son biyectivas e inversas entre si.
En consecuencia
9.13. Corolario. a<p> y C<p> son {+>-coprimos sii a y c son {p>-coprimos.

9.14, Corolario. a(p) es (+>-separable sii a es {p>-separable.

10. CARACTERIZACION DE LOS <P>-DIVISORES

Por 7.1, 8.8 y 9.1, con a AL en lugar de f y g, respectivamente, los

w> ¥ S

{p>-divisores de a se caracterizan, entre los divisores de a, mediante condiciones

aritséticas sencillas. En prieer lugar, de 4.5 se deduce el hecho siguiente:

10.1. Teorema. Sea c/a. Son equivalentes:

i) c/<p>a;
*

. % % _ .
ii) ck(p)co(p) + ck_l(p)cl(p) + ..t co(p)ck(p) {ps3 k=0, ..., np(c) + np(cl),

10.2. Nota. c/a implica np(a) -1 np(c) + np(c*) < np(a).

El entero

!alp = a<p>(1) = an(p) + .00t ai(p) + ao(p)

se denomina p-altura de a.

Razonando inductivamente se prueba (observacién de E. R. Gentile)

10.3. ici6n. ia +ci_ < ial_+ ici .
Proposici a cp_ p p



La desigualdad triangular 10.3 sigue vigente para enteros arbitrarios cuando se define

0! =0 , i-al =lal.

P P P
Luego, dp= Ixl ----- >R dp(x,y) =y - x:p es una métrica en Z. Por otra parte y de
acuerdo con 8.2, la p-altura no es un valor absoluto. Este hecho se debe a que los

(p>-divisores admiten, en virtud de 4.8 y 6.4, la siguiente caracterizacion:

10.5. Teorema. Sea c/a. Son equivalentes:
i) cf, \a;

ii) tal = ici ic#i .

10.6. Ejemplo. Dbviamente (véase 8.2)

:12543:10 =13, :111:10 =3, :113:10 = 9.
Puesto que
!12543!10 = .111:10:113:10
ocurre
111/<lo>12543.

De 3.10 y 10.5 resulta

10.7. Corolario. Sea a > 1. Entonces a es <{p>-irreducible o bien a tiene un {p>-divisor
propio b (esto es, distinto de 1 y de b) verificando cualquiera de las afirmaciones
siguientes?

Db (a3

e ¢r @t
p P

D! ¢ a2

P P
Ademds, si b satisface alguna de las condiciones mencionadas, digamos #), y b es el ainimo
entre los {p>-divisores propios de a que satisfacen #), entonces b es <{p>-irreducible.

Consideramos ahora el entero

Eja) = La/p] + Ca/p?] + ... + Lalp™P1.

Es un hecho bien conocido (Legendre; véase [171)
10.8. Proposicién. 5i p es primo entonces Ep(a) es el exponente de p en al.
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Por otra parte, por 6.3, evaluando en | abtenemos
10.9. Corolario. :alp =a-{p-1 Ep(a).
Entonces, reforsulamos 10.5 coao sigue:

10.10. Teorema. Sea c/a. Son equivalentes:
i) c/<p>a;
i1) E {a) = c#¥E_(c) + cE (c#) - (p - 1) E_(C)E (c#),
p p P PP

10.11. Ejesplo. Se tiene ([a/p*"1 = [La/g¥1pls kK = 0, 1, ... )
E o (12543) = 1254 + 125 4 12 + 1 = 1392,

E (11 =11 +1=12 E (113) = 11 +1 =12,

10 10
Dado que
1392 = 113.12 + 111,12 - 9.12.12
resulta
11/ (10)12543'

Si p es primo y x es racional no nulo, la norma p-ddica de x estd definida (véase [18])

-epix)
Np(x) = p '

donde e (x) es el exponente de p en x.

De 10.8, 10.9 y 10.10 resulta la siquiente caracterizacién de los {p>-divisores:

10.12. Teorema. Suponesos p primo. Sea c/a. Son eguivalentes:

i) c/<p>a;

ii) Np(a!/(c!"ci!'c'

Py =1,
Ademds, de 4.10 deducimos

10.13. Teorema. Sea c/a. Son equivalentes:
1) c/<p>a;
ii) a’<p>(p) = cit’<p>(p) + cci’<p>(p).
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10.14. Nota. De 6.3, derivando y evaluando en p, obtenemos

(a<p>)’(p) = [a/p] + [a/p]|;12 ...t [a/pnp]pnp-I.

El cardcter aditivo de 10.13 puede ponerse de manifiesto considerando la p-altura
logar{teica de a, definida (In = logariteo natural)
vai

(p)/a = (lna, .)’{(p).

= 3’
P @

Entonces, 10.13 presenta el aspecto siguiente:

@

10.15. Teorema. Sea c/a. Son equivalentes:

A continuacién generalizamos 10.1, 10.5 y 10.15 (con a= bc...1).

10.16. Corolario. Sean b, ... , 1 enteros positivos. Son equivalentes:

i) (bc...1l) vl

@ = BpySepy eyt
ii) bk(p)co(p)...lo(p) + ...+ bo(p)co(p)...lk(p) {pi:k=0, ..., np(b) t ...t np(l);
iii)ibc...li = ibi et ..aiDd s
P P P p
iv) tibc... it = bl + et 4+ . 00
p P P

El namero de {p>-divisores de a que no son potencias de p y cuyo producto es a puede
acotarse entonces de la manera siguiente:

10.17. Corolario. Sean k entero 2 1 y bl' b,, «.- bk {p>-divisores de a tales que

2'
Dot d>2i=1,2 o, ks
1p-

Il a= h1b2"'bk'

Entonces
k S 1092(.a.p).

Por otra parte, de 6.1 se deduce
10.18. Corolario. :a:p -1+ logpa).
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Utilizamos seguidamente la bien conocida notacidn 0. Dado que

lagpa = O(1lna),
se tiene (fijando p)

iai_ = 0(1na).
P
En resumidas cuentas, es un hecho

FORE bk coso en 10.17. Entonces

k = O(1lnlna).

10.19. Proposicion. Sean k y bl’ b

10.20. Nota. Asuriendo dnicamente
1) big2; i=1,2 ., ks

I a= b1b2"'bk'

solamente puede asegurarse
k = 0(1na).

11. CONDICIONES SUFICIENTES PARA (P>-COPRIMALIDAD Y <(P>-IRREDUCIBILIDAD
En relacidn con la coprimalidad tenemos

{1.1. Proposicién. Si p no es divisor de a entonces
la!p coprieo con :clp implica a <{p>-coprimo con c.
Prueba. Suponemsos a > 1 no divisible por py :a:p coprimo con :c:p. Sea b > 1 tal que

h/<p>a y b/<p>c. Esto implica

1ai_ = ibi _ib®{a)i , ici = ibi _ib¥c)i .,
P P P p p P
En consecuencia
1al_ib#(c)i = ici_ib#(a)} .
P ] P P
Entonces, resulta
1ai_/ib*(a)i .
P p
Luego

bt =1,
p

Dado que p no es divisor de b, la conclusién sigue de la contradiccidn b = 1.4
En conexién con la <{p>-irreducibilidad ocurre
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11.2. Proposicién. Si p no es divisor de a entonces
:a:p primo implica a {p>-irreducible,
Prueba. Suponemsos a no divisible por p y :aip primo. Sea c/<p>a. Por 10.3 tenemaos
1al = lct ik,

P PP
Luego

lalp primo implica :clp =1 o {tH_=1,
Dado que p no es divisor de a, resulta

c=1 o0 cx=1.%
12. NUMEROS DE MERSENNE

Son los enteros (bien conocidos por otra parte) de la forma
mo=22- 1.
a

En primer lugar se tiene

12.1. Proposicién. Se verifican:
i) DK = Ale 2y 2y
II)IHaI2 = a,

M= w2
ac a

c 22 e,
Entonces, se deduce (Cataldi-Fermat; véanse [2] y [101)
12.2. Corolario. Si "a es primo entonces a es primo.

12.3. Nota. El reciproco de 12.2 es falso. Por ejesplo, M $ 2047 = 23,89,

1

Modificaremas adecuadamente 12,2 de manera que la implicacién se torne equivalencia.
De 12.1 deducimos

12.4, Corolario. 5i I‘la es M-irreducible entonces a es primo.

Por otra parte, de 11.2 y 12.1, resulta



12.4. Corolario. 5i a es primo entonces Ha es (>-irreducible.

Por 12.3 y 12.4 caracterizamos los <2>-irreducibles de Mersenne como sigue (véase 8.6):
12.5. Teoresa. I‘Ia es {2-irreducible sii a es primo.

12,6. Ejesplo. °Probamos® aqui que 11 es primo (véanse 10.5 y 12.3).

Hll = (11111111111)2 , M 11,

1'2°
2= (0111), , 123, = 4,

89 = (1010101), , 1891, = 4,

Hll es <2-irreducible;

11 es primo.

Claramente ocurre

(Ha)Q>=X L SRR P 2 T

Entonces, por 9.5 se tiene

12.7. Corolario. (Ha) es {#>-irreducible sii a es primo.

v

12.8. Nota. Es bien conocido el hecho siguiente (polinomios ciclotdaicos):

(Ma)<2> es irreducible sii a es qrmo.

Obviamente, de 12.5 se deduce

12.9. Corolario. HH es (2>-irreducible sii M3 es priso.

a

12,10. Nota. Son hechos bien conocidos (véase [10]):

i) Teoresa (Lucas-Lehmer). Sea a primo impar. Se define

£-2:k=1,2 ...,

S =4,Sk+1=k

1
Entonces

M, es primo sii "alsa-l'
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ii) La conjetura de Catalan
Ha priso implica HHaprino,
fue refutada como sigue (Wheeler):

"13 primo y n"wcmpuesto.

13. CARACTERIZACION ARITMETICA DE LOS {+>-DIVISORES
Reuniendo y reformulando 9.2, 9.4, 9.9, 9.8 y 9.11 resulta

13.1. Teorema. Sea p > r(f), Se verifican!

i) 1) Las restricciones

o>y DR > D1k,

@ : 0P (f(p)) > 0P,
estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

(GO . {2
IND™ " (f) = {b<p> tbhEDT(F(pNI.
ii) Seak =0, {, ... , n. Entonces
I) Las restricciones

o 1 7 - 0Pk,

k k
o D:p>(f(p)) ----- > nﬁ”m,
estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

()

mn Dk (F=(,,:bE D§p>(F(p))).

{p>
iii)f es {+>-irreducible sii f(p) es {p>-irreducible.

iv) 1) Las restricciones

estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

IS . >
INE7H = by b E TP (FED.



vl Seak=0,1, ..., n. Entonces

1) Las restricciones

«odd ¢ 1:”(9 ----- > I:p>(F(p)),
@ 1+ 1Pt -3 1176,
estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;
@ D
7 = ey ¢ be 1P,

13.2. Nota. El teorema previo sigue vigente ({caracterizacidn residual de los
{+>-divisores; vease [19]) con las reinterpretaciones siguientes (como es habitual, Zp
denota el anillo de clases de enteros mddulo p):

i) f(p) es el polinomio de Zp[Y] cuyo coeficiente de orden k es la clase

sédulo p del coeficiente de orden k de f;

ii) E1 p-polinomio de FEZp[YJ, es el polinomio F, . E 2[X] cuyo coeficiente de

P>
orden k es el menor representante no negativo en la clase del coeficiente
de orden k de F;

iii)Si F, GE Zp[Y] entonces

. _ ‘o
D G/<p>F equivale a G/F y F(p>'6<p>6<p>'

II)F se dice {p>-irreducible si F # 1 y adenés 6/ isplica G=1 o G=F.

@
Asimisao, el enunciado que se obtiene de 4.6 al reemplazar f =g + (X - p)h por f =g + ph
es un hecho que peraite probar

G/ >f-' sii (p)/

© G(p) <p>qu(p).

Por otra parte, la factorizacién de polinomios con coeficientes médulo p mediante el

algoriteo de Berlekamp (y su aplicaci6n a la factorizacidn en Z[X]) puede verse en [11].
14, CONDICIONES SUFICIENTES PARA (+>-COPRIMALIDAD Y (+>-SEPARABILIDAD

Reforsulando 11.1 se obtiene



14.1. Corolario. Si f(0) # 0 entonces

f(1) coprimo con gf1) implica f {+>-coprimo con g.

Entonces, resulta

14,2, Corolario. 5i £(0) # 0 entonces
f(1) coprieo con f7(1) implica f {+>-separable.

El préxieo resultado coaplementa 1.14. Una de sus afirmaciones es consecuencia directa
de 14.2, la restante se establece derivando y evaluando en q ambos miembros de f = ggt.

14.3. Corolario, Suponemos g 2 1. Sea f’(q) primo. Entonces:
i) f es {+>-separable;
ii) g/<+\F implica g{gq) coprimo con g#{q).

15. CONDICIONES SUFICIENTES PARA (+>-IRREDUCIBILIDAD Y (+>-IRREDUCIBILIDAD TOTAL

En primer lugar reforaulamos 11.2.

15.1. Proposicign. Si f(0) # 0 entonces
£(1) prino implica f totalmente (+>-irreducible.

fhora extendemos 15.1.

15.2. Proposicion. Sean a primo y p > c. Entonces
f(p) = ac implica fprin {#>-irreducible.

f

Prueba. Si c =1 la conclusidn sigue de 15.1. Suponemos entonces c > 1. Sea g/G> .

Podemos asumir
g <{+>-irreducible , g(p) = ba ; b/c.
Esto implica
gt{p) = b# = c/b,
Dado que b# < p, resulta g¥ = b* = c(f).#

Con c = d(f) obtenemos

15.3. Corolario. Sea f prisitivo. Si p > d(f) entonces
f(p)/d(f) primo implica f <{t>-irreducible,



De manera semejante, utilizando 1.14 y 14,3 probamos
15.4. Proposicién. Suponemos f primitivo y separable. Sean k entero 21, p>c
y a priso tales que
flp) = akc.

Suponemos adesds que alguna de las condiciones siguientes se satisface:
I} £(0) separable y res (f,f’)/p;
I1) £/(p) primo.
Entonces
f es (¥>-irreducible.

En consecuencia

15.5. Corolario. Suponemos f prisitivo y separable. Sean k entero 21 y a priso
tales que

Fp AP = a~.

Suponemos ademds que alguna de las condiciones siguientes se satisface:
I) £(0) separable y res (f,f")/p;

I §/(p) primo.

Entonces

f es {+>-irreducible.
16. CARACTERIZACION ARITMETICA DE LOS DIVISORES

Suprimimos ahora la restriccién f y g no negatives. Eligiendo q de modo
que Fq sea cuasi-estable, teniendo en cuenta 2.4, 2.5 y 2.6, aplicando 13.1 a Fq
y retornando a los divisores de f mediante 1.20, resulta la siguiente "parte derecha® de la
caracterizacidn aritmética de los divisores de f (la parte restante se establece de manera

semejante con -1"FC-X) en lugar de f):

16.1. Teorema. Sean q y p tales que
I Las ra’ices de f se encuentran en el semiplano Re(z) ¢ g;
I p 3 rif ) esto es, p O Supyy f* @,
Se verifican:

W, e



i) 1) Las restricciones
otdd 1 DR -3 D (Fipeg)),

@ 1 DO (F(prg)) -==-=> D(F),
estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

IDD(E) = (b, (X : b € DP (Fiprqn.

{b<p>
ii) Sea k =0, 1, ... , n. Entonces

I) Las restricciones
{pgd ¢ Dk(F) ----- > D:p>(f(p+q)),

@ D (Fiprq)) == 1, 1),

estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

= - H <'p>
In ka {b<p>(X qQ) :bE Dk (f{p+g))}.

1ii)f es irreducible sii flp+q) es <{p>-irreducible.
iv) 1) Las restricciones
Kpgdd ¢ IHF) ----- > I<p>(f(p+q)),
@ 1 1P rpeg)y > 1P,

estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

IDIF) = ¢b, \(X-q) : b E I<p>(f(p+q))).
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v) Seak=0,1, ..., n. Entonces

I) Las restricciones
{ptg>> ¢ Ik(F) ----- > I<p>(F(p+q)),

@ ¢ 1Pt - 1),
estdn bien definidas y son biyectivas e inversas entre sf;

- Q) : N2
IDL (A = (b (X-q) £ b E L7 (F(pra.

16.2, Ejesplos. Ilustramos 16.1 con el polinoamio

F=af- 342
Por 1.24 podesos elegir
q=4
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Dado que

Flxeg) = X2 + 5K + 6,
elegimos
p=17.
Sea
a = fiptq) = 90.
Entonces

0P =, 2 3,5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90},

0P = 11, 9, 10, 907,

6

D lagy) = U, K42, X3, £,

>
DIFy = {1, X-2,X-1, f,
fF=0-2(X-1),

Consideramos también el polinomio

f= X2 + X+,
Por 1.24 podesos elegir
Q=2
Dado que
FiXeq) = 12 + 5K + 7,
elegimos
p=8
Sea
a = flptq) = 11,
Luego
0Pla = 4, 3, 7, 1,
D<p>(a) = {1, 1113,
Entonces

a es {p>-irreducible.
En consecuencia
f es irreducible.

Por 1.21 y 1.24 las hipbtesis de 16.1 se satisfacen cuando q 2 q(f) y p 2 p(f), donde

q(f) y p(f) son los enteros definidos coso sigue:
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q(f) =1 +r_(f),

1
plEy =1+ (2+ r_l(F))nr_l(F).
Andlogamente, en el caso f no negative, por 1.29 podemos definir
Q) = Infb EZ: b ) (1 +rint/D,
pF) = InFE 22 b D (1 + (1 + (e /3 nien,

Se tiene entonces el siguiente criterio de irreducibilidad:
16.3. Corolario. f es irreducible sii Flp(fi+g(f)) es C(p(F)>-irreducible,

16.4. Nota. Por lo dicho en 13.2, la caracterizacién residual de los divisores de f se
establece con el sisso enunciado de 16.1, salvo el reesplazo de f(ptq) por el valor de fq
en p (tasbién existe un andlogo de 16.3). Estas caracterizaciones se mantienen, con los
cambios notacionales correspondientes, cuando se reemplaza I por cualquier dominio real
cuyos elementos positivos estén bien ordenados. En particular, las cuestiones relativas a
polinomios en varias indeterminadas con coeficientes enteros se reducen al caso de
polinomios en una indeterminada (véase [201). Con mayor generalidad, esto también ocurre
para polinomios en varias indeterminadas con coeficientes en dominios arbitraries
(véase [211), Coso corolario resultan condiciones necesarias y suficientes de
irreducibilidad absoluta para polinomios con coeficientes en campos arbitrarios. Un

tratamiento unificado puede verse en [22].
17. CARACTERIZACION ARITMETICA DE COPRIMALIDAD Y SEPARABILIDAD

El miximo comdn divisor de f y g en Z[X] se denota d(f,g). Por 9.12 y 16.1 i) ocurre

17.1. Corolario. Sean q y p tales que
I) Llas raices de fg se encuentran en el semiplano Re(z) ¢ q;

Ip> Sup(r(fq), r(gq)}.
Sea d el miximo comdn divisor de a = f{p+q) y c = g(p+q). El mayor divisor de d que es
{p>-divisor cosdn de f{p+g) y glp+q) se denota b. Entonces

d(f,g) = b, __(X-g).

>
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17.2. Ejesplo. Sean f = X2 -3 +2 y g=X - 2+ 1, Por 1.24 podencs elegir

q=4
Dado que ocurre
g =X+ 5K+ 6 , gieg) = X+ ol 49,
elegimos
10.

=]
1]

Sean
a = f(ptq) = 136 , c = giptq) = 149,

Calculando el méximo comin divisor de a y c se obtiene d = 13. Ciertamente

13/00)156 . 13/“0)169.
Puesta que
B =¥+ 3,
resulta
d(f,g) =X -1,

Entonces, podemos establecer los resultados siguientes:

17.3. Teorema. Sean q y p coso en 17.1. Entonces
f vy g son coprimos sii fip+q) y glp+q) son {p>-coprimos.

17.4, Teorema. Sean q y p tales que
I} Llas raices de f se encuentran en el semiplano Re{z) € q;
Ip> Sup(r(Fq),r(fa)}.
Entonces
f es separable sii flp+q) es {p>-separable.

17.5. Ejesplo. Consideramos el polinomio
Farl-2+2
Cong=4yp=7se tiene (véase 156.3)

D<p>(F(p+q)) = {1, 9, 10, 90}.
Luego
f(ptq) es {p>-separable.
Entonces
f es separable.
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18. CONDICIONES SUFICIENTES PARA COPRIMALIDAD Y SEPARABILIDAD

Asumimos momentineamente

Las raices de fg se encuentran en el seaiplano Re(z) € g;

I p > Suptr(f ), rlg .

De 17.1 deducimos

18.1. Corolario. Suponemos f prisitivo. Sea d el »dximo comdn divisor de

y giptq). Entonces

d { p ieplica f coprimoc con g.

18.2. Corolario. Suponemos f prisitivo. Sea d el adximo comdn divisor de

y f’(p+g). Entonces

i)

ii) g/

D

d { p implica f separable.

Por otra parte, de 14.1 resulta

18.3. Corolario. Si fiq) # 0 entonces

f{q+1) coprimo con glq+!) implica f coprimo con g.

Considerando g = 1 se tiene

18.4. Coroplario. Sea f(g) # 0. Entonces
f(q+1) coprimo con f/(q+l) implica f separable.

Por 14.3 resulta

18.5. Corolario. Suponemos f(q) # 0. Sea f/(q+1) primo. Entonces:
f es separable;

<QF implica g{q+1) coprimo con g¥{qtl).

Ya sin restricciones sobre q y p mejoramos 18.3 y consecuentesente 18.4 y 18.5.

18.6. Proposicidn. Sea q tal que

Las raices de f se encuentran en el semiplano Re(z) { q + 1/2;

I1) fiq) #0.

Entonces

f(q+1) coprimo con g(q+l1) implica f coprimo con g.
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Prueba. Suponemos f(q+l) coprimo con g(q+l). Sea h € Z[X1, h con coeficiente principal
positivo, divisor comdn de h y g. Luego
higtl) = 1,
Ademds, h tiene sus raices en el semiplano
Re(z) { q + 1/2.
Suponemos ahora h de grado positivo. Por 2.7. resulta

th(g)! < higtl).
En consecuencia
h(g) = 0.
Resulta entonces la contradiccién
f(q) = 0,
Luego
h = hig+l) = 1.8

18.7. Corolario, Sea g tal que

I) Las rafces de f se encuentran en el semiplano Re(z) ( g + 1/2;
1I) f(g) #0.

Entences
f(q+!) coprimo con f”(q+!) implica f separable.
18.8. Corolario. Sea q tal que

I) Las raices de f se encuentran en el semiplano Re(z) { q + 1/2;
II) f(q) # 0;

IT1)£/(q+1) prima.

Entonces

1) f es separable;

ii) g/f isplica g(q+l) coprimo con g*(g+l),

19. CONDICIONES SUFICIENTES PARA IRREDUCIBILIDAD E IRREDUCIBILIDAD TOTAL

Sequidamente extenderemos a polinomios arbitrarios las condiciones suficientes de
{#>-irreducibilidad y <#>-irreducibilidad total obtenidas oportunamente.

De 2.5, 2.6 y 15.1 deducimos
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19.1 Corolario. Sea q tal que

I) Las ralces de f se encuentran en el semiplano Re(z) < q;
IT) fiq) # 0.

Entonces
f(q+1) primo implica f totalsente irreducible.

De aqui resulta (Brillhart, 1983; vease [23], citado en [241)

19.2. Corolario. Si las raices de f se encuentran en el disco | | < g entonces
flg+l) primo implica f irreducible,
A su vez, 19.1 se deduce del inmejorable resultado siguiente (Gmelin-Pélya, 1918-1919;
vease [7])¢

19.3. Teorema. Sea q tal que

I) Llas ralces de f se encuentran en el semiplano Relz) { q + 1/2;
1) f(q) # 0.

Entonces
fiq+l) primo isplica f totalmente irreducible.

Prueba. Suponemos f(q+l) primo. Sea g/f. Ciertamente

glq+l) =1 o g#iqHl) = 1,

Por 18.7 resulta

g=1 0 g¢t=1,
Esto prueba f irreducible. Asimismo, por 2.7 tenemos
if(q)i < flgHl),

Dado que f{q+l) es primo la desiqualdad previa implica

d(f) = 1.4

19.4. Nota. Si en 19.3 la constante 1/2 (en I)) se reemplaza por cualquier real w en el
intervalo 1/2 ¢ w { 1, la conclusién es falsa. Por ejemplo, el polinomio
9= +p-q-Dp-q-1+ 101
es totalmente primitivo, tiene sus raices en el semiplano Re(z) ( g + w, no se anula en q

y asume un valor arbitrario p < 1/(1 - w) en g+ 1.
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Por otra parte, por 15.2 podemos extender 19.1 como sique:

19.5. Corolario. Sean q y p tales que
1) Las ralces de f se encuentran en el semiplano Re(z) ¢ q;
I aprimo y plc.
Entonces

f(ptg) = ac implica Fpr'il irreducible.
En consecuencia

19.6. Corolario. Suponemos f primitivo. Sean q y p tales
1) Las ralces de f se encuentran en el semiplano Re(z) ¢ g
11) p > d{f),
Entonces
f(p+q)/d(f) primo implica f irreducible.

19.7. Corolario. Si f/d(f) representa infinitos primos entonces f es irreducible.

19.8. Nota. El reciproco de 19.7 es actualmente una conjetura (de V. Bouniakowsky;
véase [2]).

Entonces, resulta

19.9. Corolario. Si f representa infinitos primos entonces f es totalsente irreducible.

19.10. Nota. El reciproco de 19.9 ha sido probado parcialmente por Dirichlet (en el
caso n =1) en su Teorema sobre los primos en progresidn aritmética (véase [251) y es
consecuencia, no sé6lo de la conjetura de Bouniakowsky, sino también de una conjetura de
Bateman-Horn relativa al namero de factores primos de los enteros representados por
productos de polinomios irreducibles; véase [10].

Por 15.4 tenemos

19.11, Corolario. Suponemos f primitivo y separable. Sea q tal que las raices de f se
encuentran en el semiplano Refz) { q. Sean k entero 2 1, p > c y a primo tales que

flptg) = akc.

Suponemos adesds que alguna de las condiciones siquientes se satisface:
I} f(q) separable y res (f,f/)/p;
II) #(p+g) primo.
Entonces
f es irreducible.
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Por 15.5 ocurre

19.12, Corolario. Suponemos f primitivo y separable. Sea q tal que las raices de f se
encuentran en el semiplano Re(z) { q. Sean k entero > 1 y a primo tales que

Flptg) /d(F) = a5,

Suponemos ademds que alguna de las condiciones siguientes se satisface:
1) f(g) separable y res (f,f‘)/p;
I1) £ (p+g) primo.
Entonces
f es irreducible.

Estableceremos ahora condiciones suficientes para la irreducibilidad total de los
polinomios no negativos. Entonces, suponemos nuevamente f no negativo.

De 1.28 y 19.3 deducimos directamente

9.13. Corolario. Sea q > (1/8 + r(£)1}/2, Entonces

f(q+1) primo isplica f totalmente irreducible.
Reformulando 19.13, con p = q + 1 obtenemos

19.14. Corolario. Sea p > (178 + r(£)/% ¢ 1, Entonces

f(p) primo isplica f totalmente irreducible.

Dbservamos ahora que en 19.14 no puede ocurrir p = 2. Mds precisamente, tenemos

0> a+ 24t inplica p 2.

Asimiseo, es un hecho

b > Sup2,r(M) isplica p 3 (178 + r(enY2 4 4,

Entonces, resulta

19.15. Proposicién. Sea p > Sup{2,r(f)}. Entonces

f(p) primo implica f totalmente irreducible.

Probaremos ahora que en 19.15 1la r‘estriccian p > Sup{2,r{f)} puede suprimirse. En
priser lugar, por 1.29 y 19.3 ocurre

19.16. Corolario. Sea q > (1 + r(fN'/2 - 172, Entonces

f(q+1) primo implica f totalmente irreducible.
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Reforaulando 19.16, con p = q + 1, obtenemos

/

19.17. Corolario. Sea p 3 (1 + r(f1Y2 + 172, Entonces

f(p) primo isplica f totalmente irreducible,

Por otra parte se tiene
L 172
p>r(f) isplica p > (1 +r(f))"" +1/2

Mejoramos entonces 19,15 como sigue:

19.18. Teorema. Sea p > r(f). Entonces

f(p) primo implica f totalmente irreducible.

19.19. Ejemplo. Consideramos el polinomio f = X7 + X6 + 1, Tenesas
rif) =1, f(2) = 193,

Dado que 193 es primo, f es totalmente irreducible.
20. CONSTRUCCION DE POLINOMIOS IRREDUCIBLES Y TOTALMENTE IRREINCIBLES
Reformulando 1.28 para {p>-polinomios de enteros se obtiene

20.1, Corolario. Las ralces de a, . se encuentran en el semiplano

>
Re(z) < (p - Y2 4 172,

Entonces, de 19.15 se deduce (A.Cohny para la instancia tipica p = 10 véase [71)

20.2. Teorema. Sea 2 { p € a. Entonces

a primo implica a(p) totalmente irreducible.

Asimisso, reformulando 1.29 resulta

1/2

20.3. Corolario. Las raices de a, . se encuentran en el semiplano Re(z) Cp™ ",

P

Por 19.18 se puede extender 20.2 como sigue:
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20.4. Teoresa. 5ea p { a. Entonces

a primo implica a<p> totaleente irreducible.
20,5. Ejesplo. Dado que a = 9743 es primo, por 20.4 el polinoaio

13,40, .9, 3,42

a,,, = X X +X + X+ +X+1

@

es totalmente irreducible. Con mayor generalidad, los polinomios

9743, s k=2, 3, ... , 9743

o
son totalmente irreducibles.

20.6. Nota. La coleccién de polinomios totaleente irreducibles con coeficiente
principal positivo se denota TI(Z[X1). Entonces el reciproco de 19.8 implica (véase 19.10)

THILD) = (b, (=) ¢ bpriso, k=2, 3, «0o , b, JE D

Por otra parte, la construccién de los irreducibles se reduce mediante
traslaciones a la construccién de los irreducibles no negativos. Bastard entonces
(véase 6.6), determinar condiciones necesarias y suficientes para que los polinoaios

3y k=23, ... ,a sean irreducibles, Por 6.1 y 20.3, de 16.3 se deriva el

criterio siguiente (que puede utilizarse conjuntamente con 6.8):

20.7. Teorema. Sean q y p tales que

I p > k- 1+ /3HHoeal

Entonces

L irreducible sii a<k>(p + q) es {p>-irreducible.

20.8. Ejeaplo. Suponemos a = 93. Sea k = 4, Luego

3.2
By =X HX AL

Considerando q =2 y p = 82 las hipétesis de 20.7 se satisfacen. Ciertasente

aqo(p + q) = 614401,
Asimismo

614401 = (19(30)(57))82.
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Dado que

.614401.82 = 97 (primo),

por 11.2 resulta
a<k>(p + q) {p>-irreducible,
Podemos concluir entonces

es irreducible (totalmente irreducible pues d(a, .) = 1),

0% K>

Dbservamos ahora que para j = 1, 2, ... se tiene

P cacd implica (14 2/3HNA (o
Asimismo
k>3 dsplica (1 + /3109,

Entonces, de 20.7 resulta

{a.

20.9. Corolario. Se verifican:
. . s 2,j-l Z’
i) Sea j entero positivo. Suponemos ¢ a {2, Entonces
3y, & irreducible sii a.,,(2 + 3') es Gd-irreducible.
ii) Sea k } 3. Entonces

a<k> es irreducible sii aao(k + ka) es <{ka>-irreducible.

Finalsente, complementamos 20.4 como sigue:

20.10. Teorema. Sea c > 1. El entero r{c,p) estd definido
ric,p) = ¢ o bien rlc,p) =c+1
de acuerdo con que pl/2 sea 0 no entero. Suponemos p y c tales que

1+ 1+ e, pn22% ¢p Cac

Entonces
a priso implica ((aC)(p>)pr‘il irreducible.
. 1/2 -
Prueba. Suponemos a prieo. Sean q el menor entera ) p y t=p-q. Es trivial
. 172 1/2
si p  es entero entonces q=p .
En consecuencia
si p“2 es entero entonces (p - pll2 -c>0 sii t2cl

Por otra parte

si p“2 no es entero entonces q = [p“zl +1¢ pll2 +1.
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Luego

si pu2 no es entero entonces (p - pllz ~c=~-12>0 implica t >0l

En todo caso

p - p“2 - ric,p) >0 implicat >c.

Dbservasos ahora que para w real positivo se tiene

u2 -w-rle,p) 20 sii wd (1 + (14 4r(c,p))1/2)/2.

Entonces, nuestra hipétesis sobre p y c implica t >c. Por 20.3 las raices de

(ac), . se encuentran en el semiplano Re(z) { q. La conclusidn sigue entonces de

<p>
19.5 y la igqualdad

ac = (ac)<p>(t+q).l

20.10. Ejesplos. Convenimos ac<p>= (ac)<p>. Sean p =17 y c = 11, Dado que

(1 + (1 + arie,pn 27207 = 18,
las hipétesis de 20.9 se satisfacen si a 2 2, Sea a = 9973. Luego

ac = 109703,

ac, = xt s a5 4 q0x+ 2,

<p>

Ciertamente ac, . es primitivo. Puesto que a es primo ocurre ac<p> irreducible

<>

(totalmente irreducible pues d(ac<p>) = 1}, Andlogamente, con p =29, c= 12 y a = 5743
resulta
ac = 74456,
a3 2
ac<p>- 47 + 19X + 11X + 6.,
Nuevamente ac<p) es primitivo. Dado que a es priso ocurre ac(p> irreducible

(no totalsente irreducible pues d(ac, .) = 2). Por @ltimo, consideramos p =35, ¢ =20

<po

y a =131, Se tiene
ac = 2620, )

a£<p> = 2X2 + 28, }\)Q,{‘l/

=+ 14

Puesto que a es primo, el polinomio

tac oy Yorin
es (totalmente) irreducible.
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