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El problema de distinguir mineros primos de conpuestas, y de
descomponer los números compuestos en sus factores pri-os, es
uno de los más ilportantes y útiles de la aritmética.

La dignidad de la ciencia exige ciertalente que toda
contribución a la solución elegante de un problema tan célebre
sea celosanente cultivada.

K. F. GAUSS,Disquisitiones Prithleticae, Art. 329 (1301)
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IMM“)!

En este trabajo considerareoos polinolios en una indeterminada con coeficientes enteros
no todos nulos. Esta-os interesados en 1a relación existente entre los divisores de tales
polinonios y sus valores en los enteros. Es un hecho bien conocido (VonSchubert, 1793,
redescubierto por Kronecker en 1883; véase [1]) que los divisores de un polinomio
arbitrario de grado n 2 1, diga-os f, pueden hallarse, 'via" polinonios de interpolacidn de
Lagrange, a partir de los divisores de los valores de F en n + l enteros cualesquiera
distintos entre si. Probareoos que será suficiente considerar el valor de f en un único
entero conveniente-ente elegido. Hasprecisa-ente, asociarenos a f un cierto intervalo real
acotado y probarenos que sus divisores están en correspondencia biunivoca con sus valores
en uno cualquiera de los enteros del conplenento del citado intervalo. Probarenos ade-ás
que estos valores se caracterizan, entre los divisores del valor asulido por f, mediante
condiciones aritméticas sencillas. Los divisores de f se obtienen entonces faciloente,
expandiendo sus valores en una adecuada base nunérica. Consecuenteoente, caracterizaremos
los irreducibles y obtendrenos nueva infornación sobre la naturaleza de los enteros
representados por estos polinonios. Las mencionadascondiciones aritméticas se definen
independientemente de los polinomios y dan origen a un nuevo método para la investigación
de la divisibilidad en los enteros. Conoaplicación, resolvereoos un problena planteado por
Leibnitz en 1679 (véase [2]), estableciendo una propiedad caracteristica de los núleros de
Hersenne con exponente primo.

En distintos corolarios proporcionareoos condiciones suficientes de irreducibilidad
relacionadas con otras ya conocidas. Entonces, construirelos los polinonios irreducibles a
partir de los enteros, conplenentandoy oejorando asi un resultado parcial anterior.

Condicionesritoéticas necesarias y suficientes para coprilalidad y separabilidad,
eje-plos y otros hechos ¡entres tanbien tienen lugar en el desarrollo que se realiza a
continuación; el nisoo es autocontenido en lo esencial y de carácter eleoental.

l. PRIMIIDS CN CEFICIENTES Elfl'EROS

En esta sección establecereoos la teroinologia apropiada y algunos hechos prelininares.
En todo lo que sigue considerareoos (sin pérdida de generalidad) polinolios de ZIX] con
coeficiente principal positivo. Sean entonces, f y g dos cualesquiera de tales polinooios.
Para fijar ideas

n-l
= fl = . If anX+an_1X +...+a1X+a0,an>0,ak0,k>n,

_ o o-l _-ch +cr1X +...+c1X+c0,c.>0,ck-0;k>||.

1.1. lbfiniciúl. g es divisor de F (g/f) si existe h E Z[X] tal que F = gh.

Cuandog/F, el único polinonio h (entero si n = 0) que satisface 1.1, se denonina
conplenentode g en f y sedenota gi=gi(F).

l



1.2. Definición. F es irreducible si se satisfacen:

l) F # i;
II) g/F implica g = 1 o g = F.

Las colecciones de irreducibles y de divisores de F con coeFiciente principal positivo
se denotan I(Z[X]) y D(F), respectivanente. La intersección de estas dos colecciones se
denota I(F). Para k = 0, 1, ... , n las subcolecciones de D(F) e I(F) Fornadas por los

polinomios de grado k se denotan Dk(Fl e Ik(F), respectivamente.

1.3. DeFinicidn. F y g son coprinos si h/F y h/g ilplica h = 1.

1.4. DeFiniciún. F es separable si h2/F ioplica h = 1.

Para evitar trivialidades, a partir de ahora supondreoosn 2 l. El Iáxioo cooún divisor
de los coeFicientes de F se denooina contenido de F y se denota c(F).

1.5. Definición. F es pPiIÍtÍVO si c(F) = l.

Es un hecho bien conocido

1.6. Proposición. Sea F prinitivo. Entonces

F es separable sii F y F’ son coprilos.

El polinolio

F . = F/c(F)
prin

se denominaparte primitiva de F.

Se prueba directanente

1.7. Proposición. Se veriFican:

1) Fpri. es prilitivo;

ii) r . /F;
prim

iii)Si g es primitivo y g/F entonces g/Fpril.

El resultado siguiente garantiza que podre-os restringirnos, cada vez que sea
necesario, a los polinomios prilitivos y separables de ltX]:

1.8. Proposición. Existe un único h 6 ZIX], con coeFiciente principal positivo, tal que

i) h es prilitivo y separable;
ii) h/F;
iiilSi g es primitivo y separable y g/F entonces g/h.

2



Prueba. Claranente, el polinooio (parte prilitiva y separable de F)

(af/(F,f’)) . ,pri.

donde (f;F’) es el máximoconan divisor ¡único de F y F’ (obtenido Iediante el algoritlo
euclideano en DIXJ) y a es el ninino CDlún editipIo de los denooinadores de los
coeficientes no nulos de F/(fgf’) (supuesto que dichos coeficientes se expresan COIO
cociente de enteros coprinos entre si), es el único polinoeio de ZIX] con coeficiente
principal positivo, que verifica las condiciones exigidas.l

La resultante de F y g es el núlero real (ciertamente entero)

= n
res(F,g) angizl)g(z2)...g(zn),

donde 2k; k = 1, 2, ... , n son las n raíces coeplejas de f.

Obviamente se tiene

1.9. Proposición. Sea f prilitivo. Entonces

F y g son coprilos sii res(f,g) # 0.

En consecuencia

1.10. Corolario. Sea F prilitivo. Entonces

f es separable sii res(F,F') fi 0.

Por otra parte se prueba (véase [3])

1.11. Proposición. Sea n 2 1. Existen únicos f E Z[X]\{0) tales queo' go

i) grado(F ) < n , grado(g0) < I;0

ii) res(f,g) = gof + fog.

Consideranos ahora la natriz de Sylvester de f y g (cuadrada de orden n + n), definida

ll anan_1eI-Ia III-aolololllnln-o+l

: "'H'--vanan_1----an_'+1....ao

ll C.C'_1.....Cl_n+1---.Co-uuan

IIIIIIIIIIICC IIIIC¡"-1 "C0 IIII-n+l

3



Es un hecho

1.12. Proposición. res(F,g) = Det(S(f,g)).

Hanipulando S(F,f’) obtenelos la ¡atriz (cuadrada de orden 2n - 1)

¡l n 1 ...... ............. l:
El (n-1)a na a ....... i:

n-l an-i n n

l: 2a2 a2..................... ll
S(F) = g: 131 al 232 a2lllllllll ll

IIIIIOIIIIIIIIIOIIIII a .IIIIIIII
0

0

E1 entero

disc(F) = Det(S(f)).

se denoeina discrilinante de f.

Es bien conocido el hecho siguiente:

1.13. Proposicim. res(f,f’) = (-1)“‘”’“’2andiscm.

Conq denotalos un entero cualquiera. Utilizareoos el resultado gue sigue:

1.14. Proposición. Sea g/f. Suponenosf separable y res(F,f')/q. Sea f(0) separable.
Entonces

g(q) coprilo con gí(q).

Prueba. Sea d el maxi-o COIdndivisor de gig) y gl(q). Dado que F = gg! tenenos

f’(g) = g*(q)g’(q) + g(q)g&’(q).

En consecuencia

d/F’(q).

Por 1.11 ocurre

d/res(F,F’).

Luego d/q. Esto implica

d/g(0) , d/gi(0).

Entonces

d2/F(0).

Dadoque F(0) es separable resulta



Los enteros representados por F son los valores Hk); k E Z. El Iáxino coeún divisor de
tales enteros se denota dm.

1.15. Definiciú'l. F es totallente prilitivo si d(F) = l.

1.16. Definiciú'l. f es totalmente irreducible si se satisfacen:

I) F es irreducible;
II) F es totallente primitivo.

Para calcular d(f) utilizaremos el resultado siguiente:

1.17. Prqiosición. d(f) es el ¡axila cooúndivisor de Hk) ; k = 0, 1, , .

Prueba. Sea d el náxino colún divisor de Hk); k = 0, 1, 2, , n. IIJvianente

d(f)/d.

Sea x un entero arbitrario. Consideramospara k = 0, l, , el núlero coahinatorio
generalizado

(Í) = xix-l)...(x-k+l)/k!.

Es un hecho aritlético elemental

xEZinplica(:)ez;k=o,1,...H
Defininos ahora (variaciones de F en 0)

/_\F(0) = AIHO) = m) - HO),

/\k+1f(0) = ¿;(¿3*r(0)); k = 1, 2, ... .

Conveninos

\0f(0) = H0).

Sea k entero no negativo. Razonandoinductivanente obtenelos

flkHO) = (SNR) - (Ï)F(k-1) + + (-1)k(:)F(0).

Entonces, es fácil ver

k
d/Q H0).

Por otra parte, es un hecho bien conocido (Menton)

f(x) = (á)/\°5(0) + (Ï)¿3‘f(0) + ... + (:)¿39F(0).



Luego

d/flx).

Entonces

d/d(f).

En consecuencia

d = d(f).¡

El polínooio

(n) n ,
fq = F(X+q) = (f (q)/n!)X + ... + (f (g)/1!)X + f(q)

se denonina q-traslación de F.

1.18. Nota. Las traslaciones

T = h -----> T (h) = h ,
q q q

constituyen el grupo de autolorfisoos del Ionoide for-ado por los polinooios de Zle con
coeficiente principal positivo. Luego preservan prioitividad, prilitividad total,
separabilidad, irreducibilidad e irreducibilidad total.

Observando que d(Fq) = d(f), de 1.17 se deduce (Hansel; véase [2])

1.19. Corolario. d(F) es el máximocomúndivisor de f(q+k) ; k = 0, l, ... ,

Por otra parte, se prueba Fácilmente

1.20. Proposición. Se verifican:

i) D(f) = {h(X-q) = h 6 D(fq)};

ii) I(f) = {h(X-q) = h E I(fq)).

Establecereoos ahora algunas acotaciones relativas a los coeficientes y raíces de los
polinooios de lle (información adicional puede hallarse en [4], [5], [6] y [7]).

Para k = -l, 0, l, ... , n-l definilos (l l = Iddulo)

"k(" = Supi=o, 1, , n-k-l'ai"

En priler lugar y en relación con los coeficientes de fq, tene-os

1.21. Proposición. r_¡(rq) g (1 + lql)nr_1(f).

6



Prueba. Para k = 0, 1, ... , n ocurre

(k) k k+1 n n-k
l =

F (q)/k. (0)ak + ( 1 )ak+lq + ... + (n_k)anq .

Luego

. (k) l. n n . . n . .n

.F (q)/k.. g ((0) + (1).q. + ... + (n).q. )r_l(f).
Esto es

lF‘k)(q)/k!l g (1 + lql)nr_1(F).I

Conu denotalos un cooplejo arbitrario. Se prueba directanente (Re = parte real)

1.22. Lena. Sea u # 0. Para k = 0, 1, ... , n-l se verifican:

i) lF(u)/un: > la + a lu + ... + a Ink: - :
n n-l n-k

lll1_ -llll'
an_k+1¡/III ... ¡a I/IHI

" l l l l l In I _ I lk
11) .an_k_1./.u. + ... + a0./.u. < rk(f)/(.u. .u. ).

1

iii)lf(u)/unl > Re(a + a ¡u + ... + a Ink) - r (f)/(: :*+1 - lulk).
n n-l n-k k

Es un hecho bien conocido (Cauchy)

1.23. Proposición. Sea r real positivo tal que

¡a : > :a z/r + ... + :a :/r"'1 + :
n n-l l

Entonces las raices de F se encuentran en el disco lzl < r.

Prueba. Sea u raíz no nula de f. Por 1.22 i), con k = 0, resulta

o = lf(u)/un: z ¡a ' - ' l l I _ _ l l l In-1 _ o l a In
nl ¡an_1¡/IHI ... ¡all/¡HI ¡BOI/INI .

Cbservalos ahora que la Función

x -----> :a :Ix + :a l/x2 + ... + :a :/xnn-l n-2 0

es una 'perlutacidn' decreciente de los reales positivos. Entonces, por nuestra hipótesis,
la desigualdad previa implica

lu: C r.l

Por 1.22 i) y

debida a Cauchy)

ii), con r = l + r°(f), obtenenos de 1.23 la cota siguiente (tanbien

1.24. Corolario. Las raices de f se encuentran en el disco I l < 1 + ro(f)/an.

7



En este punto es conveniente la siguiente definición:

1.25. Definicim. f es no negativo (positivo) si satisface:

ak 2 0 (ak > 0; respectivalente); k = 0, l, , .

Podeoosestablecer entonces

1.26. Proposición. Sea f no negativo. Entonces sus raices con parte real positiva se
encuentran en el disco

1/2
l l C (1+ (1+ 4|" (filan) )/2.1

Pmeba. Sea u raiz de f con parte real positiva. Entonces

Ren/u) = Re(u)/l :2 > 0.

Luego

Re(a +a /u)>a.n -nn-l

Por 1.22 iii), con k = l, resulta

l I2 I l¡HI' l'l ' r <0.
l n

Resolviendo esta inecuación obteneoos

1/2
l l <(1+ (1+ 4r‘ (“la”) "2.1|1

Cuando F es no negativo r_1(F) se denooina radio de F y se denota MF). Esto es

"(f’ = Supk=o, 1, ...ak'

Dadoque r1”) g r‘_1(F) se tiene

1.27. Corolario. Sea F no negativo. Entonces sus raices con parte real positiva se
encuentran en el disco

lzl < (1+(l+ 4r(F))1/2)/2.

En consecuencia

1.28. Corolario. Sea F no negativo. Entonces sus raices se encuentran en el seniplano

Re(z) < (1/4 + r(F))l/2 + 1/2.



Ïendreoos oportunidad de utilizar la siguiente mejora de 1.28:

1.29. Proposición. Sea f no negativo. Entonces sus raíces se encuentran en el seliplano

Re(z) < (1 + r(f))1/2.

Prueba. Podeoos asunir a0 > 0 y n 23. Sea u tal que

Hu) = 0 , Re(a) > 0.

En primer lugw‘ suponelos

%4=%4=%4=m
Entonces, cmsideralos el polinolio

h=axn-a xn-l-a xn-z- -a
n n-l n-2 "' 0

Evaluando en (1+r(lï))1/2 obteneoos

h((1+r(f))u2) > mmm“? - (1+Mm“’2'1- mmm/H - (1+r(f))l/2 - 1.

De la desigualdad precedente deducilos

l n/2-3 3h((1+r(f)) l2)>(1+r(f)) ((1+r(f)) - (1+r(F))-1) > 0.

La conclusion sigue entonces de Re(u) g l i, pues 1.23 inlica

:m<u+MnW{
Suponeoos ahora an-l. an-2 y an-3 no todos nulos. Sea ade-as

Re(u) > (l + r(F))1/2.

Dado que Hu) = 0, por 1.27 ocurre

lu: < (1 + (1 + 4 r(F))1/2)/2.

De 1.22 i) y iii), con k = 3, obtenelos

{HM/un} > Re(a + a /u + a lu2 + a lua) - r(f)/H {4 - l ¡3).
n n-l n-2 n-3

Calculandodirectaoente resulta

Re(l/u) > Re(l/uz) > Ren/¡3) = Re(u) (4 Rezhl) - 3 lu12)/iu¡6,

Re(a + a lu + a lu2 + a laa) > Re(1+l/u3) ¿MH/(l :4 - I :3).n n-l n-2 n-3 

Entonces, teneoos la contradicción

lftu)/unl > o,

con lo cual la delostración está coqaletaJ



2. HIMHIOS ESTMS Y ClHSl-ESTMLES

En esta sección consideramos polinooios bien conocidos (las referencias ¡ás importantes
son [4] y [8]).

2.1. Definicion. F es estable si sus raíces se encuentran en el seniplano Re(z) < 0.

El carácter de f, en lo concerniente a estabilidad, puede determinarse considerando,
para k = 1, 2, , n, las matrices siguientes (cuadradas de orden k):

a0 Illllllllllllll
¡3 a2 al ao HHkH’):

ll a2k_1a2k_2a2k_3.......ak

Entonces, se tiene (Routh-Huruitz-Lienard-Chipart)

2.2. Proposición. Son equivalentes:

i) F es estable;

ii) I) F es positivo

(“Los determinantes Det(Hn_2k+1(f)); l g k g n/2, son positivos.

Conoayor generalidad considera-os los polinolios siguientes:

2.3. Definicim. f es cuasi-estable si sus raices se encuentran en el seniplano

Re(z) g 0.

Resulta trivial-ente

2.4. Prqiosicim. Si Fes cuasi-estable (estable) y g/F entonces g es cuasi-estable
(estable, respectivamente).

[bservando los signos de los coeficientes de los Factores irreducibles de f en R[Xl
(ciertaoente de grado g 2), deducilos de 2.4 el hecho siguiente:

2.5. Proposición. Si F es cuasi-estable (estable) y g/f entonces 9,9! son no negativos
(positivos, respectivalente).



Por otra parte se prueba directaoente

2.6. Proposición. fq es cuasi-estable (estable) sii las raices de f se encuentran en el
seliplano Re(z) _<_q(Rem < q, respectivalente).

2.7. Ctrolario. Si las raices de f se encuentran en el seliplano

Re(z) < q + 1/2

entonces

If(q)l ( f(q+1).

Prueba. Ciertalente, 2.5 y 2.6 siguen vigentes cuando q y los coeficientes de f son

reales cualesquiera. Luego f tiene positivos sus coeficientes no nulos. Dadoque n > 1
q+ll2

resulta
If(q)l = :r (-1/2): <q+1l2 .fq+1/2(l/2). = f(q+l).l

Por 1.24, 2.4, 2.5 y 2.6 podemos restringirnos a los polinoaios cuasi-estables no
negativos. Conlayor generalidad considerarenos los polinooios no negativos (un desarrollo
seoejante tiene lugar utilizando polinooios positivos). Supondreoos entonces, salvo
especificación en contrario, f y g no negativos.

3. PULINUHIDS ND lEfiATIVDS

La colección de enteros no negativos se denota la). Las definiciones básicas relativas

>
a la divisibilidad en Z<+[X]\{0} son las siguientes:

3.1. Definiciúi. g es <+>-divisor de f (g/<+>f) si se satisfacen:

I) g/F;
II) g!(f) es no negativo.

3.2. Nota. En términos probabilisticos, expresar f cono producto de polinooios no

negativos equivale a expresar una cierta variable aleatoria Xf, con función de

probabilidad pf(k) = Pr(X = k) = ak/fu); k= 0, l, , n, cono suna de variablesf

aleatorias con funciones de probabilidad racionales independientes entre si.

3.3. Definicitn. f es <+>-irreducible si se satisfacen:

I) f a: 1;

Illg/ fimlica g=1 o g=f.(+>



3.4. lbta. Ciertamente, las <+>-Factorizaciones de los polinolios no negativos sienpre
existen, pero no son necesaria-ente únicas. Por ejelplo, los polinolios

g = x + 2 , gi = xa + 2x + 3 , h = x + 1 y h! = x3 + x2 + x + 6

son <+>-irreducibles y 99* = hh‘t.

Las colecciones de <+>-irreducibles y de (+>-divisores de F sedenotan l(Z<+>[X])

y 06)”), respectivalente. La intersección de estas colecciones se denota l<+>(f). Para

k = 0, 1, , n las subcolecciones de D(+>(F) e l<+>(f) formadas por los polinooios de
\

grado k se denotanDÏ’H) e 1:0”), respectivaeente.

3.5. Definicidn. F es totalmente <+>-irreducible si se satisfacen:

l) f es <+>-irreducible;
Il) F es totaleente primitivo.

3.6. Definiciúi. f y g son <+>-coprilos si h/<+)f y hl<+>g ilplica h = l.

3.7. Definicion. r es <+>-separable si h2/<+>f ilplica h = 1.

Hostrarelos ahora que deEIOS restringirnos a polinoeios no negativos con coeficientes
acotados por un valor prefijado. En pri-er lugar tenelos

3.8. Proposicifin. Suponelos g/

Entonces

l . .

«>15 Sean ck ; k - 0, l, , los coef1c1entes de gi.

i . ._
ai+j_>_cicj;1,J0,1,

Prueba. La no negatividad de g y gi ilplica

i a i l . ._
ai”.- c“ja + +cic‘jt +cochjz Citj:1,J 0,1, .I

En consecuencia

3.9. Corolario. Si g/ F entonces r(g)r(gi) g MF).
<+>

Entonces, resulta



3.10. Cor'olario. Sea f al l. Entonces f es <+>-irreducible o bien f tiene un <+>-divisor

propio h (esto es, distinto de l y de f) verificando cualquiera de las afinaciones
siguientes:

I) grado(h) gn/Z;

ll) r(h) < r(F)1/2.

Adeoás, si h satisface I) y tiene grado nlnioo entre tales polinooios o h satisface ll) y
tiene radio ¡{nino entre los polinomios que satisfacen Il) entonces h es <+>-irreducible.

Asioisoo, de 3.9 se deduce

3.11. Corolario. Si g/ F entonces rlg) gr”).
<+>

3.12. lbta. En general, 3.11 no se puede mejorar. Por ejemlo, los polinooios

f:X3+6X2+X+6 y g=X2+6
verifican

g/<+>F y r(g) = r(f).

Adeoas, 3.11 se deduce tanbien del hecho siguiente (corolario de 3.8 con j = 0):

si a > 0 entonces g/o F inlica ci g ai;1= 0,1, ..., o.<+>

Por otra parte, si f, g, gi son positivos y g ¡l f, se verifican las acotaciones
siguientes (cotas inmejorables para polinooios de CtXl pueden hallarse en [9]):

1) Sea akh) = Infi=0' ' n_.lnflak+1,an_l+k_il; k= 0, l, ..., o. Entonces

co gaohn), ck < akh); k = 1, 2, , I-l, c. “¡un

iii)Si l gn/Z entonces gll) C lnFia ,a }.o n-I

En lo que sigue, p denota un entero arbitrario 2 2.

3.13. Corolario. Si r(F) < p entonces gl<+>F imlica r(g) < p.

4. P-PCllIIMIIJS

Por 3.13 conviene considerar los polinooios siguientes:

4.1. Definición. f es p-polinooio si rlf) < p.

La coleccitn de p-polinolios se denota Z<p>IXLEstablecereoos entonces condiciones

necesarias y suficientes para que F E Z<p>[X].

13



4.2. Proposición. Son equivalentes (l l = parte entera):

i) r(F) < p;

ii) ak = [Fipl/pkl - p[F(p)/pk+l] ; k = 0, l, ... ,.

Prueba. Suponenos i). Entonces ii) sigue de

n-k
P[F(p)/pkl = ak + ak+lp + ... + an ; k = 0, 1, ... .

Reciprocalente, suponemosii). Sea k entero no negativo. Ciertalente

ak = [F(p)/pk] - p[[F(p)/pk]/p].

Entonces i) sigue pues a es el resto de dividir [f(p)/pk] por p.l
k

Alternativanente, reformulanos 4.2 de la manerasiguiente:

4.3. Proposición. Son equivalentes:

i) r(F) < p;

ii) f = F(p) + (X - p)([F(p)/pl + [f(p)/p2 1x + ... + [f(p)/p"1x"'1).

Entonces, elenentales y bien conocidas condiciones ne:esarias y suficientes para la
igualdad de p-polinomios pueden establecerse cono sigue:

4.4. Corolario. Sea Sup{r(f),r(g)} < p. Son equivalentes:

i) F=gg
ii) F(p) = g(p).

Podemosahora reformular #.4 de la manera siguiente:

4.5. Corolario. Sea MF) < p. Son equivalentes:

i) F=g;
ii) ¡(pl = g(p) y r(g) < p.

Tiene interes propio e inesperadas consecuencias (ade-ás de 4.5) el hecho que sigue:

4.6. Proposición. Suponemosr(F) < p. Sea h E ZIX] tal que

F = g + (X - plh.
Se verifican:

i) h es no negativo;
ii) h = 0 o r(h) < r(g)/(p - 1) (g r(g)/r(f)).

14



Prueba. Suponelos h no nulo. Sean hk; k = 0,1, ... , los coeficientes de h. Convenilos

Ciertamente

ak + pbk = ck + bk_1 g k = 0, l, ... .

Con k = 0 resulta

a0 + pbo = co.

La hipótesis r(f) < p implica

0 g b =(co - a°)/p g colp.0

Afirnamos

ka+l0 g b g c /p + ... + c lpk + c , k = 0, 1, ... ,.
k k l 0

Entonces, suponelos que estas desigualdades se verifican para k < s. Sea k = s. Luego

as + pbs = cs + bs-l'

En consecuencia

lp2 + ... + cO/p5+l.0 g bs= (cs + qs_1 - aS)/p g cs/p + cs_l

Puesto que para k = 0, l, ... , tenemos

1

ck/p + + Cllpk + colpk+ < r(g)(l/p +1/p2 + ) = r(g)/(p -1),

la delostracion está conpleta.‘

Ciertamente los polinonios de Z<+>[X]\{0l no poseen raíces positivas. Deduciaos
entonces de 4.6

4.7. Ccrolario. Suponelos MF) < p. Sea u real positivo, u a!p. Son equivalentes:

i) F = g;

ii) f(p) = g(p) y f(u) = g(u).

En particular ocurre

4.8. Corolario. Son equivalentes:

Í) F = g;

ii) f(p) = g(p) y f(1) = g(l).

Derivando sucesivalente y evaluando en anbos nie-bros de f = g + (X - p)h prubanos

15



4.9. tardaría. Sean u real 2 p y k entero positivo arbitrario. Conveninos

¡('1’(0) = g('l’(0) = o.

Son equivalentes:

i) F = g;

ii) F(p) = g(p) , ¡(j’
( (k)

(0) = g(J)(0) ; j = -1, ..., k-Z y f k’(u) = g (u).

Con k = 1 obtenenos

4.10. Corolario. Son equivalentes:

i) f = g;
ii) Hp) = g(p) y f’(p) = g’(p).

5. EVMUACIOES

Pprpvecharelos ahora lo hecho en la sección precedente, para representar en Z los
<+>-divisores de los p-polinonios.

La aplicación

<<q>> : HX] -----> Z : h -----> <<q>>(h) = h(q)

se denomina q-evaluación.

Son hechos eleaentales

5.1. Proposición. Se verifican:

i) <<q>>es el único norfisno de anillos entre ZIXJ y Z que satisface:

<<q>>(X) = q;

ii) <<q>>es suryectiva;

iii)E1 núcleo de <<q>>es el ideal de ZEX]generado por X - q.

De 4.4 se deduce

5.2. Corolario. La restricción

<
<<p>> : z<9>tx1\{0} -----> z +>wc)

es inyectiva.



Por 3.13 y 5.2 se tiene

5.3. Proposición. La restricción

<+>( G)<<p>>: n f) -----> o (F(p))

es inyectiva.

6. P-EXPMSI Y P-PIIIICI‘IIOS[E BlTERDS

En virtud de 5.3 es conveniente un lenguaje las aritlético. Cona y c denotanos enteros
positivos cualesquiera.

I
Los nuneros

l
ak(p) = [a/pk] - pta/pk+ 1 ; k = o, 1, ... ,

se denooinan p-coeficientes de a. El entero

n = n (a) = Supik E Z = p g a}
P P

se llana p-grado de a. El entero positivo

'p(" = Supk=o,1, ...ak(p)

se denominap-radio de a. El ter-inc

"p

(anép)...a1(p)ao(p))p = anp(p)p + ... + a1(p)p + ao(p)

se denomina p-expansion de a. El polinooio

"p
> = anipH + + a

P
a (p)X + ao(p)(p 1

se denomina p-polinooio de a.

Se prueba directamente (logp = logaritmo en base p)

6.1. Proposición np(a) = [logpa].

+1] por p, se tieneDadoque para k = 0, 1, ... ak(p) es el resto de dividir [a/pk

6.2. Proposición. rp(a) < p.

De las definiciones anteriores se deduce

2 n n -1

6.3. Corolario. ¿(p> = a + (x - p)([a/p] + [a/p 1x + ... + [a/p Pix P ).

17



Siendo r(a<p>) = rp(a), por 4.2 resulta

6.4. Prop051c16n. acp) es el único p-polinolio que satisface a<p>(p) = a.

Claralente, 6.4 equivale al resultado siguiente (existencia y unicidad de las
p-expansiones):

6.5. Proposición. Los p-coeficientes y el p-grado de a son los únicos enteros que
satisfacen:

I) 0 g ak(p) < p; k = 0, 1, ... , an > 0;

II) a = (an(p)...a1(p)a0(p))p.
P

La aplicación

<p> = z<*>\{0) ----—> z<*>[x1\{01 : b -----> <p>(b) = b<p>

se denooina p-polinooio.

Por 5.2, 6.2 y 6.4 se tiene

6.6. Corolario. Las restricciones

(+>
<<p>>: Z<p>[X]\{0) -----> z \(0},

<p> : Z<+>\{0}-----> ch>tx1\{0},

son biyectivas e inversas entre si.

Asimismo, 5.3 puede reformularse comosigue:

6.7. Proposición. La restricción

. (+> ---__
<<p>> u D (ago) > D (a)

es inyectiva.

Con mayor generalidad, se prueba directanente

6.8. Proposición. Suponemosq 2 2. Sea a 2 c. Entonces

a<p) = c<q> 511 p 2 q y a = c<q>(p).

7. «Hui/¡SNES IE P-PIIIMHIOS[E NEWS

nuestra tarea consiste en deteroinar cuáles de las p-expansiones de losPor 6.7,
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divisores positivos de a son p-evaluaciones de <+>-divisores de a<p>. En esta sección

establecerenos condiciones necesarias y suficientes para que c sea <+>-divisor de a .
(p) (p)

7.1. Proposición. Sea c/a. Son equivalentes:

i) c<p>l<+)a<p>;

ii) c cl
<p>la<p) y (c<p))# = (p);

111)a<p> = c<p>CI<p>.

Prueba. Las ilplicaciones ii) ----> iii) y iii) ----> i) son triviales. Supone-osi).
Entonces, tene-os

(c >)i no negativo y a(p (p) = c<p>(c<p>)f.

Ahorautilizalos 6.4. Evaluandoen p resulta a = cc *(p), equivalente a(p)

ci = (c<p>)l(p).
Esto es

ci<p>(p) = (c<p>)!(p).

Puesto que c )* son p-polinonios obtenenos
'<p> Y ‘°<p>

ci<p> = (c<p>)l.0

8. <P>'DIVISIBILIDADY{FO-IMEI“le

Por 7.1 son oportunas las definiciones siguientes:

8.1. Definicidn. c es <p>-divisor de a (c/<p>a) si se satisfacen:

I) c/a;

II) ak(p) = ck(p)c;(p) + c *

i
k_1(p)c1(p) + ... + c0(p)ck(p) ; k - 0, l, ... .

La condición II) expresa que el producto de las p-expansiones de c y c* se realiza cono
si dichas expansiones Fuesen polinooios en la 'indeterminada' p, esto es, sin transporte de
digitos (véase [10]).

8.2. EjElplo. Ciertamente 12543 = 3.37.113. Dado que el producto de 111 y 113 se
realiza (en base 10) sin transporte de digitos, resulta

lll/<10>12543.

Por otra parte los productos 3.4181 y 37.339 requieren transporte de digitos. Entonces los
únicos <10>-divisores de 12543 son 1, 111, 113 y 12543.
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8.3. Definicion. a es <p>-irreducible si se satisfacen:

I) a # 1;

II) c/<p>a implica c = l o c = a.

8.4. Ejenplo. Los únicos divisores propios de 111 son 3 y 37. Dado que el producto de
dichos númerosrequiere transporte de digitos, ocurre

111 es (10)-irreducible.

Asimisno, puesto que 37 es primo, resulta

37 es <10>-irreducible.

Las colecciones de (p>-irreducibles y de <p>-divisores de a se denotan I<p>il<+>l

y D<p>(a), respectivanente. La intersección de estas colecciones se denota I<p>(a). Para

(p) +1
k = 0, l, ... las intersecciones de D<p>ial e l (a) con [pk, pk ) se denotan Díp>(a)

e IÍP>(a), respectivamente.

Se deduce trivialoente

8.5. Corolario. Si a es prilo entonces a es <p>-irreducible.

Has precisalente, dado que p/a ilplica pl<p>a, se tiene

8.6. Proposición. Son equivalentes:

i) a es prilo;

ii) a es (k>-irreducible ; k = 2, 3, ... ;

iiila es (k>-irreducible ; k primo( allz.

8.7. Nota. Unareferencia excelente para tests de prilalidad es [11]. Recientes avances
se discuten en [12], [13], [14] y [15]. Por otra parte, si bien no se dispone actuallente
de algoritmos eficientes para factorizar enteros arbitrarias (véanse [lll y [16]), no puede
asegurarse aún, cono justamente se remarca en [13], que tales algoritlos no existan.

De 7.1 y 8.1 se deduce

8.8. Corolario. Sea c/a. Son equivalentes:

1) c/<p>a;

ii) a
<p> = c<p>°*<a=>'



8.9. Nota. Se verifican:

i)%>ümewmnnÑMm
ii) Las aplicaciones de 6.6 son isooorfisnos entre los conjuntos parcial-ente ordenados

(z<°>[x1\(0), / ) y (z(+>\{o>, /
<+> (p>)'

Se nuestra a continuación que para deterainar los <p>-divisores y los <p>-irreducibles,
sólo hace Falta la 'nitad' de los enteros.

El polinooio

sin(F) = x"f(x‘l)

se denominasilétrico de f. El núlero

sil (a) = sil(a
(p) <p>)(p)

se denooinap-silétrico de a.

Utilizando conocidas propiedades de sinlf), se deduce de 8.8 el resultado siguiente:

8.10. Corolario. Se verifican:

i) c/ (c)/
<pa 511 sn<p> <p>51I<p>(a);

ii) a es <p>-irreducible sii sio<p>(a) es <p>-irreducible.

Hostralos ahora cono obtener divisores de sin<p>(a) a partir de los <p>-divisores de a.

8.11. Ejeoplo. Sea p 2 6. Entonces (véase 8.2)

(113) / (12543) .
p <p> P

Dado que (12543)P = (111)p(113)p, por 8.10 se tiene (311)p/ (34521)p. Entonces<p>

(34521) = (111) (311) .
p p p

En relación con la coprinalidad y separabilidad utilizara-os la terminología siguiente:

8.12. Definicion. a y c son <p>-coprilos si b/(p>a y bl<p>c ilplica b = l.

8.13. Definicion. a es <p>-separahle si c2l<p>a ilplica c = 1.
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9. RELPHIN ENTRE <+> Y <P>-DIVISIBILIDAD

Por 6.7 y 8.8, la relación existente entre <+>y <p>-divisibilidad puede sintetizarse
de la manera siguiente!

9.1. Teorela. c<p>l<+>a<p>sii c/<p>a.

9.2. Ca'olu'io. Se verifican:

i) Las restricciones

«p»: D<+>(a) own),
<p>

, (p) _____ <+>
<p>-D (a) >11 (a<p>),

son biyectivas e inversas entre sí.

.. <+> _

11) I) D (aqü) - {b
a};

(p) : b/<p>

<P> _ .

II) D (a) - {h(p) . hl<+>a<p>h

9.3. Ejemlo. Cmsideranos a = 12543 y p = 10. Ciertanente

3 2a =X4+2X+5X +4X+3.
<p>

Tenelos (véase 8.2)

11(9)“) = <1, 111, 113, 12543).
Entonces

n<+>tan>) = <1, x2 + x + 1, x2 + x + 3, n.

Reciprocalente, conociendo

<+> _ 2 2

D (a<p>)-{1,X +X+1,X +X+3, F},

evaluando en p resulta

mmm = (1, m, 113, 12543}.

Es fácil ver entonces



9.4. Ccrolario. Para k = 0, 1, se verifican:

i) Las restricciones

) ----—> oq”>k (a),
_ (+>

«p» - Dk (aqü

. (p) _____ <+>
<p>- 0k (a) >11k (a<p>),

son biyectivas e inversas entre si.

.. <+> _ . k k+l

11) 1) uk (am) —(bw) . b/<p>a, p gb (p },

II)DÍP>(a) = (Mp) = h/ >, grado(h) = k}.(+>a(p

Podeoos establecer ahora las siguientes condiciones necesarias y suficientes de
<+>-irreducibilidad=

9.5. Corolario. aq» es <+>-irreducible sii a es <p>-irreducible.

En particular ocurre

9.6. Ctrolario. Sea p > Sup{a,c}. Entonces

a coprilo con c sii ap + c es <p>-irreducible.

Por 6.6 se tienen las "descripciones paralétricas' siguientes:

9.7. Ccrolario. Se verifican:

<+>)) I
V

. <+> _ _ <p>

1) ¡(z [x1) - cu<p> . b e I (z

ii) ¡(“>(z<+>) = (h(p) : h e I(Z(+>[X])}.

9.8. Cmolario. Se verifican:

i) Las restricciones

<<p>> = IC+>(a ) -----> I<p>(a),
<p>

. <p> _____ <+>
@>. l (a) > I (a@>L

son biyectivas e inversas entre si.



.. (+> _ _ (p) I
11) I) I (aqü) - (bcn) . b El (a)},

<p> = _ <+>
ID 1 (a) {Mp)-hE I (a@>n.

9.9. Nota. Luego, las restricciones de 9.2 tanbien preservan Factorizaciones (no
necesarianente únicas por 3.4).

9.10. Ejenplo. Sean a = 12543 y p = 10. Luego

_ 4 3 2

a<p> - X + 2X + 5X + 4X + 3.

Tenemosentonces (véanse 8.2, 8.4 y 9.3)

I<p>(a) = {111, 113}.
En consecuencia

¿”a )=(É+X+1,É+X+3L

Reciprocanente, conociendo

¡“Na )=u2+x+Lx2+x+m,

evaluando en p se obtiene

I(p>(a) = (111, 113}.

Entonces, de 9.4 y 9.8 se deduce

9.11. Corolario. Para k = 0, 1, ... se verifican:

i) Las restricciones

, <+> -____ <p>
«p» . Ik (aqü) > Ik (a),

_ (p) _____ (+>
(p) - 1k (a) > Ik (ago),

son biyectivas e inversas entre si.

.. <+> _ _ (p) _
ii) I) 1k (a<p>) - {b<p> . b e Ik (a)},

<p> - . <+>
II) Ik (a) —{h(p) . h e 1k (a<p>)}.

Las intersecciones de las colecciones D<+>(a<p>), D<+>(c
(p) (p)

(p>) y D (a), D (c), se

<+> (p) .
denotan D (a<p>.c<p>) y D (a,c), respectivalente.
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De 9.2 se deduce

9.12. Corolario. Las restricciones

«p» : n<+ D<p>(a,c),>(a c )
<p>' (p)

, <p> _____ <+>
(p) - D (a,c) > D (aqümcw),

son biyectivas e inversas entre si.

En consecuencia

9.13. Corolario. aq?) y c<p> son (+>-coprinos sn a y c son (p>-coprinos.

9.14. Cu'olario. a<p>es <+>-separable sii a es (p>-separable.

10. MTBIZACIDI II LOS<P>-DIVISIRES

Por 7.1, 8.8 y 9.1, con a<p> y ccp>c*<p>en lugar def y g, respectivaeente, los

<p>-divisores de a se caracterizan, entre los divisores de a, mediante condiciones

aritoéticas sencillas. En primer lugar, de 4.5 se deduce el hecho siguiente:

10.1. Teoreoa. Sea c/a. Son equivalentes:

1) c/<p>a;
a a a" í . = .

u) ckip)c0(p) + ck_1(p)c1(p) + + co(p)ck(p) t p , k 0, ..., np(c) + np(ci),

10.2. Nota. c/a implica n (a) - 1 g n (c) + n (ci) g n (a).
P P P P

El entero

P

se denominap-altura de a.
¡al = a<p)(1)= anáp) + + al(p) + a0(p)

Razonando inductivanente se prueba (observación de E. R. Gentile)

10.3. Proposición. la + c: < la: + Ec: .



La desigualdad triangular 10.3 sigue vigente para enteros arbitrarias cuandose define

¡Oi = 0 , i-al = {al .
P P P

Luego, dp: ZxZ -----> R : dp(x,y) = ly - xlp es una letrica en l. Por otra parte y de

acuerdo con 8.2, la p-altura no es un valor absoluto. Este hechosedebeaque los

(p>-divisores adliten, en virtud de 4.8 y 6.4, la siguiente caracterización:

10.5. Teorena. Sea c/a. Son equivalentes:

1) c/<p>a;

ii) la: = {cl lcl: .
P P P

10.6. Ejemlo. Ebvialente (véase 8.2)

¡12543! = 15 , i111! = 3 , ¡113!1 = 5.10 10 0

Puesto que

¡12543:lo = {1112102113110
ocurre

lll/(10)12543.

De 3.10 y 10.5 resulta

10.7. Cor‘olario. Sea a > l. Entonces a es <p>-irreducible o bien a tiene un (¡D-divisor
propio b (esto es, distinto de 1 y de b) verificando cualquiera de las afirmaciones
siguientes:

l) b < a1/2

II) r (b) gr (a)“2;
P P

1/2
III):b: g la

p

Adenás, si b satisface alguna de las condiciones lencionadas, digamos i), y b es el oinino
entre los <p>-divisores propios de a que satisfacen i), entonces b es <p>-irreducible.

Considerands ahora el entero

Ep(a) = [a/pl + [alpzl + ... + [a/pnpl.

Es un hecho bien conocido (Legendre; véase [17])

10.8. Proposición. Si p es pri-o entonces Ep(a) es el exponente de p en a!.
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Por otra parte, por 6.3, evaluando en i obtenelos

10.9. Corolario. lalp = a - (p - l) Ep(a).

Entonces, reforeulanos 10.5 comosigue:

10.10. Teorela. Sea c/a. Son equivalentes:

1) c/<P>a;

ii) E (a) = CIE (c) + cE (e!) - (p - 1) E (c)E (c*).
P P P P P

10.11. Ejaplo. Se tiene (ta/pm] = [[a/pkllp]; k = o, 1, )

Ewuznm=12n+15+12+1=132

E (111) = 11 + l = 12 , E (113) = ll + 1 = 12.
10 10

Dado que

1392 = 113.12 + 111.12 - 9.12.12

resulta

lil/(10)12543.

Si p es prilo y x es racional no nulo, la nor-a p-ádica de x está definida (véase [18])

-ep(x)
NW) = p .

donde ep(x) es el exponente de p en x.

De 10.8, 10.9 y 10.10 resulta la siguiente caracterización de los <p>-divisores:

10.12. Teurena. Suponeeos p primo. Sea c/a. San equivalentes:

i) cl<p>a;

ii) Np(a!/(c!"c¡!"'
PH = 1.

Adelás, de 4.10 deducilos

10.13. Teoreea. Sea c/a. San equivalentes:

i) c/<p>a;

ii) a’<p>(p) = cic’<p>(p) + cci’<p>(p).
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10.14. lbta. De 6.3, derivando y evaluando en p, obtenems

(a<p>)’(p) = [a/p] + [va/p1p2+ + [a/pnplpnp-l.

El carácter aditivo de 10.13 puede ponerse de Ianifiesto considerando la p-altura
logarltnica de a, definida (ln = logaritmo natural)

Ha}: (p)/a = (lna )‘(p).: a’
p <p>

Entonces, 10.13 presenta el aspecto siguiente:

<p>

10.15. Teu'eoa. Sea c/a. Son equivalentes:

A continuación generalizanos 10.1, 10.5 y 10.15 (con a= bc...l).

10.16. Corolario. Sean b, , l enteros positivos. Sonequivalentes:

¡Ill
1) (bc...l)<p> = b(p>c<p> (p);

ii) bk(p)c0(p)...lo(p)+ + b0(p)c°(p)...lk(p) < p ; k= 0, , np(b)+ + op“);

iii)lbc...ll = lb! lc: . ll: ,
P P P P

iv Hbc...lll =HbH +Hcll +...+HlH.
P P P P

El núoero de (p>-divisores de a que no son potencias de p y cuyo producto es a puede
acotarse entonces de la oanera siguiente:

10.17. leario. Seank entero 2 1 y bl, bz, bk <p>-divisoresde a tales que

l) :b.: 22; i=1, 2, , k;
1P

II) a = blbz...bk.

Entonces

kg log2(.a¡p).

Por otra parte, de 6.1 se deduce

10.18. Corolario. ¡alp g (p - l)(l + logpa).
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Utilizamos seguidalente la bien conocida notación 0. Dadoque

logpa = 0(lna),
se tiene (fijando p)

la: = 0(1na).
p

En resumidas cuentas, es un hecho

10.19. Prtposicidn. Sean k y bl, bz, , bk colo en 10.17. Entonces

k = 0(1nlna).

10.20. Ibta. Asuniendoúnicanente

I) bi 2 2; i = l, 2, ... , k;

II) a = blbz...bk,

solamente puede asegurarse
k = 0(lna).

11. MICIDES SIFICIENTESPMAm-mrmrm Y<P>-IMISIBXLIDAD

En relación con la coprilalidad tene-os

11.1. Proposición. Si p no es divisor de a entonces

{alp coprioo con iclp ilplica a <p>-coprilo con c.

Prueba. Suponeeos a > l no divisihle por p y ¡alp coprilo con lc:p. Sea b > l tal que

b/(p>a y b/(p>c. Esto ¡mlica

la: = lb: :b*(a): , lc: = :b: lb*(c)l .
P P P P P P

En consecuencia

Entonces, resulta

¡al /:b*(a)i .
P P

Luego

lb: = i.
p

Dadoque p no es divisor de b, la conclusión sigue de la contradicción b = 1.!

En conexión con la <p>-irreducibilidad ocurre
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11.2. Prqmsición. Si p no es divisor de a entonces

laip primo ilplica a <p>-irreducible.

Prueba. Suponeeos a no divisible por p y ¡alp prioo. Sea c/<p>a. Por 10.3 tene-os

{al = ¡cl lcll .
P P P

Luego

la: riooi lica lc: =1 o ich =1.
P p lp P

Dadoque p no es divisor de a, resulta

c=l o c*=1.#

ILWIEIERSBOE

Son los enteros (bien conocidos por otra parte) de la Fam

n=2a-L
a

En priler lugar se tiene

12.1. Proposición. Se verifican:

1) 1) na = 2“'1 + 23'2 + ... + 2 + 1;

lI).Ha.2 = a.

ii) Hat = name)"1 + (23)"2 + ... + 2a + 1).

Entonces, se deduce (Cataldi-Femt; véanse [2] y [10])

12.2. Cu'ola‘io. Si I'!aes prilo entonces a es prilo.

12.3. Nota. El recíproco de 12.2 es Falso. Por ejemlo, H“ = 2047 = 23.89.

Hodificarenos adecuadamente 12.2 de Ianera que la ilplicación se tome equivalencia.
De 12.1 deducioos

12.4. Corolario. Si Haes <2>-irreducible entonces a es prino.

Por otra parte, de 11.2 y 12.1, resulta



12.4. Cwolario. Si a es prim entonces Ha es (2>-irreducible.

Por 12.3 y 12.4 caracterizans los <2>-irreducibles de Hersenne cono sigue (véase 8.6):

12.5. Teorela. Haes <2>-irreducible sii a es prilo.

12.6. Ejeqalo. 'Probaoos' aqui que 11 es prilo (véanse 10.5 y 12.3).

Hu = (11111111111) 11,2 ' '"11'2 =

23 = (10111)2 , .23.2 = 4,

89 = (1010101)2 , . .2 = 4,

H“ es (D-irreducible;

11 es prioo.

Claralente ocurre

(n ) = x"1 + xa'2 + III+X+1I
Entonces, por 9.5 se tiene

12.7. Corolario. (I‘la)<2>es <+>-irreducible sii a es prilo.

12.8. Ibta. E5 bien conocido el hecho siguiente (polinonios ciclotónicos):

(¡19(2) es irreduCible sn a es orion.

Obviamente, de 12.5 se deduce

12.9. Corolario. HHes <2>-irreducible sii Ha es prim.
a

12.10. Nota. Son hechos bien conocidos (véase [10]):

i) Teoreoa (Lucas-Lehner). Sea a prioo ilpar. Se define

S =4,S 2 _l %-2;k-1,z.u,.k+1 =

Entonces

Ha es pf‘lIO su Pla/Srl.

31



ii) La conjetura de Catalan

Ha prino inplica HHapPÍIO,

fue refutada cono sigue (üheeler):

H13 prilo y HH13coIpuesto.

13. CPRACTERIZACIMMITI'EI'ICAIE LOS(«Ü-DW!

Reuniendo y reformulando 9.2, 9.4, 9.5, 9.8 y 9.11 resulta

13.1. ïeorela. Sea p > r(F). Se verifican:

i) I) Las restricciones

>m -----> o<P>(r(p)),

<p> : D<p>(f(p)) -----> D<+)(F),

<<p>> = o<+

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

<+> _ _ <p>

II)D (f) - {b(p> . b e n (F(p))}.

ii) Sea k :0, 1, , n. Entonces

I) Las restricciones

<<p>>: DÉ+>(f) -----> n:p>(f(p)),

<p> : D:p>(F(p)) -----> DÍ+>(F),

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

<+> _ _ <p>

II) ok (n - (b<p> . b e ok (HpH).

iii)F es <+>-irreducible sii F(p) es <p>-irreducib1e.

iv) I) Las restricciones

>(f) -----> l<p>(F(p)),

<p> : I<p>(f(p)) ---—-> I<+>(f),

<<p>> : I<+

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

<+> _ , <p>

11)1 (r) —(b<p> . b e 1 (f(p))}.



v) Sea k = 0, 1, , n. Entonces

I) Las restricciones

<+>

k (<<p>>: 1 r) -----> I:p>(f(p)),

<p> : I:p>(F(p)) -----> IÍ+>(f),

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

<+>

II)Ik (F) = (b : b E IEDHHpH}.(p)

13.2. Ibta. El teorema previo sigue vigente (caracterización residual de los

<+>-divisores; vease [19]) con las reinterpretaciones siguientes (cono es habitual, Zp

denota el anillo de clases de enteros nódqu p):

i) Hp) es el polinonio de ZpIY] cuyo coeficiente de orden k es la clase

Iódulo p del coeficiente de orden k de f;

ii) El p-polinooio de FEZPEY], es el polinooio F EZIXJ cuyo coeficiente de(p)

orden k es el lenor representante no negativo en la clase del coeficiente

de orden k de F;

iii)Si F, GEZPIY] entonces
. _ a

l) G/(p>F equivale a G/F y F<p>-G<p>6<p>,

II)F se dice <p>-irreducible si F í 1 y adeoas G/C‘DF ilplica G = 1 o G = F.

Asisisoo, el enunciado que se obtiene de 4.6 al reemlazar f = g + (X - p)h por f = g + ph

es un hecho que perlite probar

Gl<p>F sn SCP) <p>F<p>(p).

Por otra parte, la Factorización de polinolios con coeficientes nódulo p nediante el

(p)/

algoritmo de Berlekanp (y su aplicación a la factorización en ZEXJ)puede verse en [ll].

14. 0040161058 SlFICIENTES PMA (+>-CIPRIIW.IDAD Y <+>-SEPMABILIDAD

Reforoulando 11.1 se obtiene



14.1. Corolario. Si F(0) a!0 entonces

F(l) coprino con gH) implica F <+>-coprino con g.

Entonces, resulta

14.2. Cor'olario. Si F(0) ¡i 0 entonces

F(1) coprino con F’(l) implica F <+>-separable.

El prdxioo resultado complementa1.14. Lha de sus aFirIaciones es consecuencia directa
de 14.2, la restante se establece derivando y evaluando en q albos nienbros de F = ggi.

14.3. Corolario. Suponenosq 2 1. Sea F'(q) pri-o. Entonces:

i) F es <+>-separable;

ii) g/GAF inplica g(q) caprino con gflq).

15. MICIMS SUFICIENTESPMA <+>-IRREIIEIBILIDAD Y (+>-IRREIIIIIBILIDAD TDTPL

En primer lugar reForlulalos 11.2.

15.1. Prqiosicion. Si F(0) ¡E0 entonces

F(l) prino implica F totallente <+>-irreducible.

Ahora extendemos 15. 1.

15.2. Proposición. Sean a prilo y p > c. Entonces

F(p) = ac imlica F . <+>-irreducible.
pr nl

Prueba. Si c = 1 la conclusión sigue de 15.1. Supone-os entonces c > 1. Sea gl<+>F.
Podeoos asulir

g <+>-irreducible , g(p) = ba ; b/c.

Esto ilplica

9*(p) = b! = c/b.

Dadoque b! < p, resulta 9* = b! = c(F).I

Con c = d(F) obtenemos

15.3. Corolario. Sea F prinitivo. Si p > d(F) entonces

F(p)/d(F) prioo ilplica F <+>-irreducible.



DeIanera selejante, utilizando 1.14 y 14.3 probalos

15.4. Proposición. Suponenos F prilitivo y separable. Sean k entero 2 1, p > c
y a prioo tales que

F(p) = akc.

Supone-os ade-ás que alguna de las condiciones siguientes se satisface:

l) F(0) separable y res (F,F')/p;

II) F’(p) primo.

Entonces

F es <+>-irreducible.

En consecuencia

15.5. Cor‘olario. Suponeoos F prilitivo yseparable. Sean k entero;l y a prilo
tales que

Fip)/d(F) = ak.

Supone-os adeoás que alguna de las condiciones siguientes se satisface:

I) F(0) separable y res (F,F’)/p;

II) F'(p) primo.

Entonces

F es <+>-irreducible.

16. WHEN]! PRIÏIETICAIE LOSDIVISIRES

Suprininos ahora la restricción F y g no negativos. Eligiendo q de lodo

que Fq sea cuasi-estable, teniendo en cuenta 2.4, 2.5 y 2.6, aplicando 13.1 a Fq

y retomando a los divisores de F Iediante 1.20, resulta la siguiente 'parte derecha' de la

caracterización aritmética de los divisores de F (la parte restante se establece de nanera

selejante con (-1)"F(-X) en lugar de F):

16.1. Teen-a. Sean q y p tales que

I) Las raices de F se encuentran en el seliplano Re(z) g q;
(k)

l

II) p > r(Fq) (esto es, p > Supk=o'1' “.F (q)/k.).
Se verifican:



i) I) Las restricciones

<<p+q>>: D(f) -----> D<p>(F(p+q)),

(p) : D<p>(f(p+q)) nm,

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

11)n(r) = (X-q) : b e D<p>(f(p+q))}.{bqü

ii) Sea k = 0,1, , n. Entonces

I) Las restricciones

<<p+q>>: 0k”) -----> DÍP>(f(p+q)),

<p> : Díp>(f(p+q)) —----> Dk(F),

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

II) Uk”) = {b >(X-q) = b E Díp)(f(p+q))}.(p

iii)F es irreducible sii F(p+q)es (p>-irreducible.

iv) I) Las restricciones

<<p+q>>: I(f) -----> I<p>(f(p+q)),

<p> : I<p>(f(p+q)) -----> I(F),

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

II)I(f) = {b (X-q) : b e I<p>(f(p+q))}.(p)

v) Sea k = 0,1, , n. Entonces

I) Las restricciones

<<p+q>>: 1k(r) -----> I:p>(f(p+q)),

Qu} = IÍP>(F(p+q)) -----> 1km,

están bien definidas y son biyectivas e inversas entre si;

IIH (f) = {b (X-q) 2 b E IÍP>(F(p+q))}.k (p)

16.2. Ejemlos. Ilustralos 16.1 con el polinoeio

f=f-3X+z
Por 1.24 podeeos elegir

q = 4.
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Dado que

elegioos

Sea

Entonces

F(X+q) = x2 + 5x + 6,

p=7.

a = f(p+q) = 90.

nm (a) = (1, 2, a, 5, 6, 9, 10, 15, 18, ao, 45, 90).

D(p>(a) = {1, 9, 1o, 9o},

¿”o )={Lx+2 X+3f}
(p) y v q v

nu>=u,x-Lx-1,n,
F=(X-2)(X-1).

Cmsideraoos tanbien el polinomio

f=X2+X+1.

Pa" 1.24 pode-os elegir

Dado que

elegilos

Luego

Entonces

En consecuencia

q=2.

F(X+q)=X2+5X+7,

p=8.

a = f(p+q) = 111.

3
D<+'(a) = {1, 3, 37, 111),

D<p>(a) = {1, 111}.

a es (p>-ir'r‘educible.

f es irreducible.

Por 1.21 y 1.24 las hipótesis de 16.1 se satisfacen cuando q 2 q(f) y p 2 p”), donde

q”) y p(F) son los enteros definidos cono sigue:
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q(F) = l + r_l(F),

p(F) = 1 + (2 + r_1(F))nr_1(F).

Análoganente, en el caso F no negativo, por 1.29 pode-os deFinir

1/2mn=IMmez:b;(1+Mn) n

p(F) = InFCbE Z = b > (l + (1+ r(F))l/2)nr(F)).

Se tiene entonces el siguiente criterio de irreducibilidad:

16.3. Corolario. F es irreducible sii F(p(F)+q(F)) es <p(F)>-irreducible.

16.4. Nota. Por lo dicho en 13.2, la caracterización residual de los divisores de F se

establece con el aisao enunciado de 16.1, salvo el reemlazo de F(p+q) por el valor de Fq

en p (tanbien existe un análogo de 16.3). Estas caracterizaciones se mantienen, con los

cambios notacionales correspondientes, cuando se reemplaza Z por cualquier dominio real

cuyos elementos positivos esten bien ordenados. En particular, las cuestiones relativas a

polinonios en varias indeterminadas con coeFicientes enteros se reducen al caso de

polinomios en una indeterminada (véase [20]). Con layor generalidad, esto también ocurre

para polinoeios en varias indetereinadas con coeFicientes en doeinios arbitrarias

(véase [21]). Cono corolario resultan condiciones necesarias y suficientes de

irreducibilidad absoluta para polinonios con coeficientes en camas arbitrarias. Un

tratamiento uniFicado puede verse en [22].

17. MMIZMIW MITI'ETICA[E CIPRIMIDADYSEMIle

El náxilo coadm divisor de F y g en ZIXJ se denota d(F,g). Por 9.12 y 16.1 i) ocurre

17.1. Cwolario. Sean q y p tales que

I) Las raices de Fg se encuentran en el seliplano Re(z) g q;

lI) p > Sup(r(Fq), r(gq)}.

Sea d el ¡axila condn divisor de a = F(p+q) y c = g(p+q). El layor divisor de d que es

<p>-divisor coadn de F(p+q) y g(p+q) se denota b. Entonces

d(F,g) = b (X-q).
<p>

Q



2
17.2. Ejeqalo. Sean f = X - 3X + 2 y g= X2 - 2X + 1. Por 1.24 podemos elegir

q = 4.

Dado que ocurre

f(X+q)=X2+5X+6 , g(X+q)= X2+6X+9,

elegimos

p = 10.

Sean

a = F(p+q) = 156 , c = g(p+q) = 169.

Calculando el Iáxino cooún divisor de a y c se obtiene d = 13. Ciertamente

13l<10>156 , 13/<10>169.

Puesto que

1300> = X + 3,
resulta

d(f,g) = X - 1.

Entonces, pode-os establecer los resultados siguientes:

17.3. Teoreoa. Sean q y p cono en 17.1. Entonces

F y g son coprilos sii F(p+q) y g(p+q) son <p>-coprilos.

17.4. Ïeoreoa. Sean q y p tales que

I) Las raices de f se encuentran en el seliplano Re(z) g q;

ll) p > Sup(r(Fq),r(fá)}.
Entonces

f es separable sii f(p+q) es <p>-separable.

17.5. Ejemlo. Considera-os el polinonio

f=X2-3X+2

Con q = 4 y p = 7 se tiene (véase 16.3)

D<p>lf(p+q)) = {1, 9, 10, 90}.

Luego

f(p+q) es <p>-separable.

Entonces

f es separable.
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18. CMICIMS Sil-'ICIENTES PMA CCPRIIWJDAD Y SEPMABILIDAD

Asuminosmnentánealente

I) Las raices de Fg se encuentran en el seniplano Re(z) g q;

II) p > Sup{r(Fq), r(gq)).
De 17.1 deducinos

13.1. Coralario. Suponeaos F prinitivo. Sea d el náxino conan divisor de F(p+q)
y g(p+q). Entonces

d < p inplica F caprino con g.

18.2. Caulario. Suponenos F prinitiva. Sea d el páxina común divisor de F(p+q)
y F’(p+q). Entonces

d < p ilplica F separable.

Por otra parte, de 14.1 resulta

18.3. Cmolario. Si F(q) a! 0 entonces

F(q+l) :oprima con g(q+1) implica F caprino con g.

Considerando g = 1 se tiene

18.4. Carolario. Sea F(q) # 0. Entonces

F(q+1) caprino con F’(q+l) ilplica F separable.

Por 14.3 resulta

18.5. Coralaria. Suponenos F(q) a! 0. Sea F’(q+1) prino. Entonces:

i) F es separable;

ii) g/<+>F imlica g(q+1) coprina con g!(q+l).

Ya sin restricciones sobre q y p nejoranos 18.3 y consecuentenente 18.4 y 18.5.

18.6. Prqiosicion. Sea q tal que

I) Las raices de F se encuentran en el seniplano Re(z) < q + 1/2;

II) F(q) a! 0.

Entonces

F(q+1) caprino con g(q+1) inplica F caprino con g.
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Prueba. Supanenas f(q+1) caprino can g(q+1). Sea h S HX], h can coeficiente principal

positiva, divisar conan de h y g. Luego

h(q+l) = 1.

Adenás, h tiene sus raices en el seniplano

Re(2) < q + 1/2.

Suponenosahora h de grada positiva. Por 2.7. resulta

!h(qH < h(q+1).

En consecuencia

h(q) = 0.

Resulta entonces la contradicción

Ho) = 0.

Luego

= h(q+i) = 1.!

18.7. Caralario. Sea q tal que

I) Las raíces de F se encuentran en el seniplano Re(z) < q + 1/2;

II) Hq) í 0.

Entonces

F(q+1) caprino can f’(q+i) inplica f separable.

18.8. thria. Seaq tal que

I) Las raices de f se encuentran en el seniplano Re(z) < q + 1/2;

II) Hq) ¡f 0;

III)f’(q+1) prino.

Entonces

i) F es separable;

ii) g/F inplica g(q+1)caprino can quH).

19. MICIMS SLFICIENTESPMA IWIBILIDAD E IWIBILIDAD TOTAL

Seguidanente extenderenas a polinomios arbitrarias las condiciones suficientes de

<+>-irreducihilidad y <+>-irreducibilidad total obtenidas apartunanente.

De 2.5, 2.6 y 15.1 deducinos



19.1 Corolario. Sea q tal que

I) Las raíces de f se encuentran en el seeiplano Re(z) g q;

II) Hq) a! 0.

Entonces

F(q+1)prioo ilplica F totaloente irreducible.

De aquí resulta (Brillhart, 1933; Vease [231, citado en [241)

19.2. Corolario. Si las raices de f se encuentran en el disco l i < q entonces

Hq+1) prilo ilplica F irreducible.

A su vez, 19.1 se deduce del inlejorable resultado siguiente (Gnelin-Pólya, 1918-1919;
véase [7]):

19.3. Teoreoa. Sea q tal que

I) Las raices de f se encuentran en el seliplano Re(z) < q + 1/2;

Il) Hq) a! 0.

Entonces

Hq+1) pri-o ilplica f totallente irreducible.

Prueba. Supone-os F(q+l) prilo. Sea g/f. Ciertalente

g(q+1) =1 o gi(q+1) :1.

Por 18.7 resulta

g = l o g‘l = 1.

Esto prueba f irreducible. Asinisno, por 2.7 tene-os

:Hq): < f(q+1).

Dadoque F(q+l) es primo la desigualdad previa inlica

d”) = LI

19.4. Nota. Si en 19.3 la constante 1/2 (en Il) se ree-plaza por cualquier real u en el

intervalo 1/2 < u < l, la conclusion es Falsa. Por eje-pla, el polinonio

g = (X + p - q - 1)(p(X - q - 1) + Ilm-l,

es totalmente prinitivo, tiene sus raíces en el seniplano Re(z) < q + u, no se anula en q

y asume un valor arbitrario p < 1/(1 - u) en q + 1.
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Por otra parte, por 15.2 pode-os extender 19.1 cono sigue:

19.5. Corolario. Sean q y p tales que

I) Las raices de F se encuentran en el seoiplano Re(z) g q;

II) a prilo y p ) c.

Entonces

F(p+q) = ac ¡mlica Fpri' irreduc1ble.

En consecuencia

19.6. Corolario. SuponeoosF prilitivo. Sean q y p tales

yI Las raices de F se encuentran en el seniplano Re(z) g q;

II) p > d(F).

Entonces

F(p+q)/d(F)prioo inlica F irreducible.

19.7. Corolario. Si F/d(F) representa inFinitos prilos entonces F es irreducible.

19.8. Nota. El recíproco de 19.7 es actualoente una conjetura (de V. Bouniakousky;
véase [2]).

Entonces, resulta

19.9. Corolario. Si F representa inFinitos prioos entonces F es totalnente irreducible.

19.10. Ibta. El recíproco de 19.9 ha sido probado parcial-ente por Dirichlet (en el
caso n = 1) en su Teorema sobre los prilos en progresión aritmética (véase [25]) y es
consecuencia, no sólo de la conjetura de Bouniakousky, sino tanbien de una conjetura de
Batman-Horn relativa al núoero de factores prilos de los enteros representados por
productos de polinooios irreducibles; véase [10].

Por 15.4 tenemos

19.11. Corolario. Supone-os F prilitivo y separable. Sea q tal que las raices de F se
encuentran en el seliplano Re(z) g q. Sean k entero 2 1, p > c y a prioo tales que

F(p+q) = akc.

Supone-osadeoás que alguna de las condiciones siguientes se satisface:

I) th) separable y res (F,F’)/p;

II) F’(p+q) primo.

Entonces

F es irreducible.
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Por 15.5 ocurre

19.12. Corolario. Suponeoos F primitivo y separable. Sea q tal que las raices de F se
encuentran en el seoiplano Re(z) g q. Sean k entero 2 1 y a prioo tales que

F(p+q)/d(F) = ak.

Suponemosadeoás que alguna de las condiciones siguientes se satisface:

l) F(q) separable y res (F,F’)/p;

II) F'(p+q) pri-o.

Entonces

F es irreducible.

Establecerelos ahora condiciones suFicientes para la irreducibilidad total de los
polinomios no negativos. Entonces, supone-os nuevanente F no negativo.

De 1.28 y 19.3 deducimos directaoente

19.13. Cu'olario. Sea q 2 (1/4 + mmm. Entonces

F(q+l) prilo implica F totallente irreducible.

ReFormulando 19.13, con p = q + l obtenemos

19.14. Ca'olario. Sea p 2 (1/4 + mmm + 1. Entonces

F(p) prioo inplica F totaloente irreducible.

[laservaoos ahora que en 19.14 no puede ocurrir p = 2. Más precisaoente, tenemos

p 2 (1/4 + mmm +1 ilplica p > 2.

Asimismo, es un hecho

p > Sup12,r(m inouca p 2 (1/4 + mmm +1.

Entonces, resulta

19.15. Prqaosición. Sea p > Sup(2,r(F)}. Entonces

F(p) primo inplica F totalmente irreducible.

Probareoos ahora que en 19.15 la restriccion p > SupC2,r(F)} puede suprilirse. En
primer lugar, por 1.29 y 19.3 ocurre

2
19.1o. Cu'olario. Sea q 2 (1 + un)“ - 1/2. Entonces

F(q+1)pri-o inplica F total-ente irreducible.
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Reforoulando 19.16, con p = q + l, obtenemos

/2
19.17. Corolario. Sea p 2 (1 + rm)‘ + 1/2. Entonces

F(p) prilo inplica F totalmente irreducible.

Por otra parte se tiene

p > r(F) implica p > (l + r(f))1/2 + 1/2.

Mejoralos entonces 19.15 cono sigue:

19.18. Teoreoa. Sea p > MF). Entonces

f(p) prilo implica F totallente irreducible.

19.19. Ejelplo. Consideranos el polinolio f = X7 + X6 + l. Teneeos

r(f) = l , f(2) = 193.

Dadoque 193 es primo, f es totallente irreducible.

20. CONSTRUCCION DE PULINUHIOS IRREDUCIBLES Y ÏOTALHENTE IRREDUCIBLES

Refornulando 1.28 para <p>-polinooios de enteros se obtiene

20.1. Corolario. Las raices de a<p> se encuentran en el seniplano
1/2

Re(z) < (p - 3/4) + 1/2.

Entonces, de 19.15 se deduce (A.Cohn; para la instancia tipica p = 10 véase [7])

20.2. ïeoreoa. Sea 2 < p g a. Entonces

a prilo implica a<p>totallente irreducible.

Asinisno, reformulando 1.29 resulta

1/2

20.3. Corolario. Las raices de a<p> se encuentran en el seoiplano Re(z) < p .

Por 19.18 se puede extender 20.2 cono sigue:
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20.4. Tecreea. Sea p g a. Entonces

a primo ilplica a<p>totallente irreducible.

20.5. Ejenplo. Dadoque a = 9743 es prino, por 20.4 el polinoeio

_ 13 10 9 3 2
a<2> - X + X + X + X + X + X + l

es totalmente irreducible. Con¡ayor generalidad, los polinonios

9743<k>; k = 2, 3, ... , 9743
son totalmente irreducibles.

20.6. Nota. La colección de polinomios totalmente irreducibles con coeficiente

principal positivo se denota TI(Z[X]). Entonces el recíproco de 19.8 ilplica (véase 19.10)

TI(Z[Xl) = {b<k>(X-j) : b prilo, k = 2, 3, ... , b, j 6 Z).

irreducibles se reduce lediantePor otra parte, la construcción de los

irreducibles no negativos. Bastará entoncestraslaciones a la construcción de los

(véase 6.6), determinar condiciones necesarias y suficientes para que los polinonios

Por 6.1 y 20.3, de 16.3 se deriva ela<k>; k = 2, 3, ... , a sean irreducibles.

criterio siguiente (que puede utilizarse conjuntalente con 6.8):

20.7. Teorela. Sean q y p tales que

m p > (k -n(1+ ¡(“2)”“3k”.
Entonces

a<k>es irreducible sii a<k>lp + q) es <p>-irreducible.

20.8. Ejenplo. Suponenos a = 93. Sea k = 4. Luego

_ 3 2
a<k> - X + X + 3X + 1.

Considerando q = 2 y p = 82 las hipótesis de 20.7 se satisfacen. Ciertanente

a<k>(p + q) = 614401.

Asinisno

614401 = (l9(30)(57))82.



Dado que

¿44401.82 = 97 (prllo),
por 11.2 resulta

a<k>(p + q) <p>-irreducible.
Podemosconcluir entonces

es irreducible (totalmente irreducible pues d( = 1).a<k> a<k>)

[bservanos ahora que para j = 1, 2, se tiene

2-"l g a < 2J ilplica (1 + 21’2)[1°°2a] < 3J.

Asimismo

1/2)[logka]k23 ilplica (1+k (a.

Entonces, de 20.7 resulta

20.9. Cu'olario. Se verifican:

. . . . 2‘j-l1) Sea J entero pos¡tivo. Supone-os g a < . Entonces

a<2>es irreducible sii a<2>(2 + 3J) es <p>-irreducible.

ii) Sea k Z3. Entonces

¡(D es irreduc1ble sii a<k>(k+ ka) es (kv-irreducible.

Finallente, conpleeentalos 20.4 cono sigue:

20.10. Ïeoreoa. Sea c > 1. El entero r(c,p) está definido

r(c,p) = c o bien r(c,p) = c +1

de acuerdo con que p“2 sea o no entero. Suponeoos p y c tales que

((1 + (1+ 4r(c,p))1/2)/2)2 < p g ac.

Entonces

a primo inplica ((ac) irreducible.
<p>’prin

Prueba. Suponenos a pri-o. Sean q el menorentero 2 p“2 y t = p - q. Es trivial

si p“2 es entero entonces q = p1/2.

En consecuencia

si p“2 es entero entonces (p - pl,2 - c > 0 sii t > c).

Por otra parte

si p“2 no es entero entonces q = [pl/2] + 1 < p“2 + l.
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Luego

si p“2 no es entero entonces (p - p“2 - c - 1 > 0 ilplica t > c).

En todo caso

p - p“2 - r(c,p) > 0 ilplica t > c.

Observanos ahora que para u real positivo se tiene

¡2 - u - r(c,p) > 0 sii u > (l + (1 + 4r(c,p))1/2)/2.

Entonces, nuestra hipótesis sobre p y c ilplica t > c. Por 20.3 las raíces de

(ac)<p> se encuentran en el seliplano Re(z) g q. La conclusión sigue entonces de

19.5 y la igualdad

ac = (ac)<p>(t+q).l

20.10. EJEIplOS. Conveninos ac<p>= (ac)<p>. Sean p = 17 y c = 11. Dado que

((1 + (1 + 4r(c,p))1/2)/2)2 = 16,

las hipótesis de 20.9 se satisfacen si a 2 2. Sea a = 9973. Luego

ac = 109703,

_ 4 3 2

ac<P> - X + 5X + 5X + 10X + 2.

Cierta-ente ac<p>es prinitivo. Puesto que a es prilo ocurre ac<p> irreducible

(totalmente irreducible pues d(ac ) = 1). Análogalente, con p = 25, c = 12 y a = 5743(p)

resulta
ac = 74656,

2

accp>= 4X3 + 19X + 11X + 6.

Nuevamente ac es prilitivo. Dado que a es prilo ocurre ac
<p>

(no totallente irreducible pues d(ac

(p) 1rreduc1ble

<p>) = 2). Por último, consideranos p = 36, c = 20

y a = 131. Se tiene
ac = 2620, ‘

ac<p> = 2X2 + 28. }\)(1Js&lj ‘

X2 + 14

Puesto que a es primo, el polinolio

(ac<p>)pril =
es (totallente) irreducible.
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