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g o. INI‘BUDUCCION

Los dos resultados centrales de este trabajo son de carácter general.

El primero consiste en la caracterización local de los escalares concomitantes

de un númerofinito de tensores cualesquiera,

iIOIOiL=L(F. p _

p Jl...j 11) ¡1' lvr v (001)

entorno de cada "punto" (Ï°,...,F°) que verifique cierta condición que denomina

mos "de rango matinal". A partir de este resultado obtenemos el Teorema II, que

exhibe una caracterización local de los concomitantes tensoriales

il...ip p ) ( )T . =T. .(F 1.1 0.2
11...3q Jlooan p k1...k

entorno de cada punto de rango maximal. Las precisiones t0p016gicas y_formales

de estos resultados se elaboran en el primer parágrafo, donde damosuna defini

ción de concomitante en términos de operadores de concomitancia y estudiamos en

detalle el dominio de los mismos.

Los pasos de la demostración del Teorema 1 pueden resumirse esquemáti

camente de la siguiente manera:

19) Sea G el grupo lineal general Gl(n,R), E un espacio euclídeo m-dimensional

y GxE9(A,X) h——*>A*XC E una acción. Dado un abierto G-estable U de un subes

pacio G-estable S de E, una aplicación fi : U——-Hes un operador escalar de

coneomitancia si verifica fi(A*X) = fi(X) para toda A C G y todo X 6 E. Median

te una elección adecuada de E, S y U , los escalares (0.1) puedan escribirse en

función de estos operadores. Se trata entonces de caracterizar los operadores

escalares.

29) Sea E:>S:3U ———a-Run operador escalar. S admite un suplemento 5 G-estg

ble. (Este hecho no es evidente y se demuestra en el Apéndice I). Sea P : E-—'S

ln proyección correspondiente y seu Ü = P-1(U) . Queda bien definido un opera



dor escalar É : Ü-——-Hmediante Ü(X) = fi(P(Ï)) . Puesto que É(P(Ï)) =

= fi(P(P(Í))) = fi(P(X)) , el problema se reduce a caracterizar los operadores

a : Ü-——oBdonde Ü es un abierto G-estable de E.

39) Las ecuaciones fi(A*X)= fi(X) son equivalentes (si fi es de clase Cl) a

un sistema de ecuaciones de la forma P:(X) fi,i(X) = 0 , a=l,p , donde fl,í

indica la derivada parcial de fi respecto de su i-ésima variable. (Esta equi

valencia se demuestra en el Lemade las ldeutidudes de lnvarinncia). En el

parágrafo 2 demostramosque las soluciones del sistema pueden escribirse, en

torno de cada punto X0 donde la matriz P:(X°) es de rango maximal, en la fo;

ma ñ(X) = f( fi1(X),...!flu(X) ) , donde fi1,...,fi8 son ciertas soluciones pg

linómicas que denominamos"trazas". Esto es válido para operadores escalares

cuyo dominio es un abierto G-estable de E. Si ñ es un operador definido en

un abierto G-estable U de un subespecio propio S G-estable de E, la reducción

al caso anterior se realiza mediante el paso 29): sea Ü(Í) = fi(P(Í)) ; podemos

escribir É(Í) = f(fi1(Ï),...,fls(Ï)) en un entorno Ñde cada punto Ío de ran

go maximal ; puesto que P es abierta, W= P(Ñ) es un entorno de X0 = P(Í°) y

podemosescribir por lo tanto fi(X) = f(fi1(X),...,fls(X)) en un entorno Wde

cada punto X0 = P(Í°) tal que Íoes de rango maximal (en este caso decimos que
0

X es de rango meximal).

A partir del Teorema I deducimos el Teorema II y de ambos obtenemos los

Corolarios I.l y II.1 . En éstos se exhibe la forma general de los concomitantes

de un tensor métrico y ouros tensores cualesquiera, entorno de cada punto de su

dominio, sea de raggo maximal o no . Probablemente, encuanto a las aplicaciones,

estos resultados son los más importantes del presente trabajo. Comocasos parti

culares de interés físico? damos la forma general de los concomitantes de un

tensor métrico y un númerofinito cualquiera de bivectores (fórmula (5.12)) y

de los concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas

(fórmulas (6.21) y (6.23)).

El último parágrafo es una presentación breve y esquemática del cálculo

de operadores escaleras en términos de representaciones de álgebras de Lie.

*Ver.porejemplo:[5], [6]. [7]. [8] y [9].



E l. DOMINIOS DE CONCOMITANCIA E IDENTIDADES DE INVARIANClA

Una definición general y rigurosa de concomitancia puede verse por ejemplo

en [_l_]. Puesto que trabajaremos exclusivamente con tensores concomitantes de ten

sores (sin sus derivadas), nos limitaremos a exponer brevemente el concepto de "opg

radores tensoriales de concomitancia", estableciendo de paso la notación e hipótesis

generales válidas para el resto del trabajo. Luegoestudiaremos con cierto detenimieg

to el dominio de aplicabilidad de nuestros métodos de trabajo, para dar a continua

ción una manera sencilla de incluir los casos importantes de la teoría de concomitag

tes tensoriales en los resultados finales.

Supondremos dado un entero positivo n y usaremos la convención de suma por

repetición de índices. Para cada par de enteros no negativos p y q, indicaremos con

E3 el espacio de np*q—uplasordenadas (v.gr. lexicográficamente) de números reales:

il...ip

con la estructura euclídea canónica dada por:

hu +nal-"3”... ,L!R JlooeJq JleoeJq Jleequ Jleoqu

J 1 aooi “ ”' i oooi M

tux.1 .P = ut x.1 .PlJloean Jleequ (1-2)

J i oeei ‘ J i Ceci N ' k I k i oeai h oeoh

<ux.l .PJJ.uï.1 .Pfl > = é. má. ¿Jl 1...33‘1 q x.1 .P Y 1 PJloeeJq Jloequ llhl Iphp Jleoqu kloeekq

para todo número real t, X e Y en E: y donde 5 es el símbolo de Kroenecker.

La razón por la cual distinguimos en (1.1) los índices en superíndices y sub

índices es la misma que para las componentes de un tensor: para cada par de enteros no

negativos p y q , consideraremos la acción del grupo lineal general G = Gl(n,R) sobre

E: dada por:



i i k k h ...h
* = 1 ... P '1 .1 ... '1 .q 1 p

A x [[Ahl Ahp (A )Jl (A )Jq XKIHJM (1.3)q

para toda matriz A=EÁÉDG G y todo X G E: . Para p = q = 0 convenimoe en definir 1a

acción de G sobre E: = B mediante A*t = t. En lugar del grupo lineal general puede

considerarse 1a componente conexa de 1a identidad G*={A € G1(n,R) / Det(A)>.0 1 .

Diremos que un subconjunto U de E: es G-estable si AiU C U para toda A € G.

Definición 1 z Un operador de concomitancia tensorial es una aplicación

. __, P
¡ó . leU2x ...er Eq (1.1.)

tal que:
pu

i) cada Up es un abierto G-estable de un subespecio G-estable S de E , p = 1,r

(en este caso diremosque le...er ee un dominiode concomitancin).

ii) para toda A G G y para todoo g G Up , p = 1, r 2

“(Aíïa 0-09 A*;) = A*fi({i"°l g) (105)

i ..oi
Diremos que fi es de clase'Ck cuando cada une de las componentes fijl j1...
de (1.4) es de clase Ck respecto de la estructura diferenciable natural de cada Uh

: eeeer—DB

comoabierto de un eBpacio lineal Sp.

1 ...i i 0.01
Nota: Un tensor T. .p es concomitante de r tensores H 1 , n = 1,r , si exig. . u

JlooeJq n JleeeJq
te un Operador de concomitancia fl tal que

....i 11.0.1
X = 121...]..bp X . P ... 'I X 11"..1pu .6

T( )Jl...Jq laJl...Jq([IIÏ( >31...jq:D ' ';[%( )j1... qu] ) (1 )

Por abuso de notación, (1.6) suele escribirse

lleeolp 11.001
jl...j p( il...ipT. . H . . u )- (1-7)

Jl"°Jq ll JleoeJquq

. . . «í

Dadoun cambio de coordenadas il = í1(x), si A;(x) = Qïï(x), se tiene:Ó:



il’lli _ il-eoip _ iloeeíp“j...jp( ...j D"0 ...jr] ) =
l q l p1 l qr

i . i i ...i i ...i (1.8)
O 0 1 1= ...jplui00'O ...J-prD)=1.00q l 1
i i k k h ...h i ...i i ...i s-1 -1 l l l

= A(x)h1...A<z)hP(A(¡niko (no); ¡akmkpqmnj más]. ....[Lxrunj 0.4%“) =
l p l q 1 q l ql l qr

i i k k h ...h i ...i. l -l l -l l —_ l= 000A(x)hp(A 0.0(A .kp= O
l p l q 1.0 q 1... q

i 0.0i

Resulta entonces que un tensor concomitante de H j jpn , p = l,r , es un tensori ¡sei , 1... q
le j que se "construye a partir deúudichos tensores n mediante una ley o re1... q i eooi
¿la de formación dada por las funciones fij jp y esta regla es la misma en cada1...
punto y en cualquier sistema de coordenadas (invariancia de forma). En (1.8) vemos

que las identidades (1.5) son esenciales para esta invariuncia de forma. Por otra pag

te estas mismas identidades requieren la G-estabilidad dc los dominios Up , n = l,r .
Veamosque también resulta natural exigir (en la Definición 1) la G-estabilidad de los

subespecios SP : en muchasaplicaciones importantes, los tensores g 3::::;pn satig
facen un sistema de ecuaciones de la forma: q”

AAÍWXÉÏÍÍIÉÏJD= o .
p a

donde %,m : Eqp-—---E'bll son operadoges lineales tales que h'm(A*X) = A*&'m(x) para

toda A CG y todo X perteneciente a Eqn (con lo cual lus condiciones (1.9) son efecti
vamentegeométricas (tensoriales): se satisfacen en cualquier sistema de coordenadas).

Estos tensores 52:: también suelen satisfacer inecuaciones escalares del tipo:

il...íp q
f Il . . A 0 6 0 = 1K 1.10
p_m(1[p<x)hmaq:y> < ,é >.m .p ( >

p a 'fi
. pp . _ "Im

donde ¿’m . Lq —-+l1 son escalaros o pseudoescnlares. fi'm(A*X) —det(A) 5,m(x)9

ap m C Z. Si estos enteros son pares, las inecuaciones (1.10) son invariantes por9

cambios de coordenadas. Si alguno es impar, dichos cambios deben ser de jucobiano pg

sitiVO. Ejemplo clásico de las inecuuciones (1.10) es det( [gij(x)] ) 5 0. De las
fi en el segundo miembro de esta igualdad, los índices u y m no están sumados, óbviamsnta

ü es decir: son funciones de las componentesg ... , p = 1,r .



- 6 _

ecuaciones (1.9) tenemos por ejemplo: F(x)ij + F(x)ji = 0 ; T(¡)Ï =1 o 3 g(¡)ij 

g(x)ji = 0 g etc. Puede comprobarse directamente que cualquier operador de la forma

L(x) = C(s n) xi.°(1).ni.°(p) (1.11)
swp’tmq ' Jt(1)”"]t(q)

(donde 8p y Bq son los grupos de permutaciones de p y q elementos, respectivamente, y

C = C(s,t) una aplicación de Sfi<8q en {-1,0,l} ) satisface L(A*X)= A*L(X) idénticg
mente. Más generales aún son las composiciones de estos Operadores con los operadores

de contracción de índices, que incluyen prácticamente todas las aplicaciones conocidas.

Las ecuaciones (1.9) determinan los subespacios

rKT
s,l z ¡“:1 Kerqí'm)

il...i
donde toman valores los sistemas de componentes u:%(x)j jpuïl . Estos subespacios1-00
resultan G-estables debido a las identidades L(A*X)= A*L(X). Dentro de estos subespg

cios tenemos los dominios {fï a m w
un g m=1 fi'm((ofo)) by

de variación de [E(x) \fl. La G-estubilidad de los dominios Up se deduce de las.Í. a
identidades fi m(A*X)= det(A) n’mfi m(X) ( p y m sin sumar ) y basta que las funcio9 ,

nes fi m sean continuas para que estos dominios sean abiertos.I

Nuestro objetivo final es caracterizar los operadores de concomitancia ten

soriules de clase C2 (esta condición de regularidad es muypoco restrictiva, teniendo

en cuenta (1.6) y en viste de las aplicaciones). Pero nuestros métodos de trabajo re

quieren necesariamente de derivaciones del tipo

il...ip iIOOOÍP. . A*. oso Aix . .
6) fial...3q g) fi< Ï’ ' r)Jl.-.Jq

q) í cool y b) (1’12)
a}, 1

Jlocoj
e“?

Estudiemos el problema:



llooolp
jlcoojq

y son de clase C1 en UIXU2...XUr , donde cada un es un abierto del espacio euclídeo

P

Caso l z En el caso en que Sn = E n , p:1,r , los funciones fi están definidas

p n IE n. Por lo tanto las derivadas (1.12) a) están perfectamente definidos (derivadas pa;

ciales clásicas) y son continuas. En este caso, las derivadas (1.12) b) tampocopreseg

tan dificultad, por ser G un abierto de Ei. Además, de (A-l i A: = 53 resulta

¿(A'lf k -1imkA. +(A)¿,=0
—-—ï J “J¿A

m

e inmediatamente:
. -1 i

¿(A5.
a ¿h ‘ -(A'1),i1 (A4);l (1.13)

Se tiene, entonces, para toda función f: le ....XUr-———>Iide clase C1 :
r

i i k k h h\ 1 _1 1 _1 1000

f<A*ï,...,A*p=Z ¿[Mu-A511“ {il-"(A>fiákl...k"n]
DAD p=1ax 1"°.p ¿Ab pp ql! q)!

n Jlooqu
n (1.12.)

donde

j i k k h ...h .
a [A<A-I>.1...(A-l>.qpx 1 ,1 = l

T hl p J1 anpklmkoAb p n (1.15)

pu
i i i í i k k h oooh b h . .h
1 3-1 á s 3+1 p -1 1 -1 q 1 a-l 3+1 ° p= ...A _ 11(A ). ...(A ).}1 x p +

l Ahl hs_1 d Ah Ahp Jl J B klooo-oooocoooooooks = 8+1... n qp q11

qu
i i k k k b k k h h1 -1 1 -1 3-1 -1 -1 -1 3+1 -1 1o..

- ¿Ah ".41th (A ) ...(A ). (A )S(A ). (A ). ...(A ).‘¡ux pll
5 = 1 1 p Jl Jg-l a JH Js* Jq B kloookp p qu

Caso 2 : Veamosahora el cuao general en que los U“ son abiertos de subeapacioa pro
P

pios Sn de E n , p:1,r . Unamanera general y sencilla de reducir este caso ul ante
rior es la siguiente:



l) Para ceda u = 1,r , see EL un suplemento G-estable de Sp. (Le existencia de estos

suplementos puede verse en Apéndice I ),

2) Para cada p = 1,r , see Pp z Epn——+-%ula proyección de EZ“ sobre S” respecto de 3;.

Estas proyecciones verifican idénticamente PN(A*X)= A*P“(X), :ues dado X € Epu , si

X = X0 + Ï es su descomposición (única) como sume de un elemento X0 6 Sp y d: un ele

mento Ï' € 3;, tenemos A*X = A*Xo + A*Ï , donde A*XOC Sn y A*Ï € g; (por ser S;l y g;

G-estebles). Entonces, Pp(A*X) = A*Xoz A*Pn(X).

3) Para cada p = 1,r , el conjunto U; = P;1(Ufi) es un abierto de E:p , por ser PD contl

nus. Veamos además que cada Uá es G-estable: see X C UL , es decir f Pp(X) € U“. Entonces

para cada A e G, Pp(A*X)=A*Pn(X)e “ch U)l (por ser Ull G-estable). o see: A*Xe UL .

h) Definimos d': UixUé ...xU;-——.Eg dada por

“'(Ïn-Ho%) = “(P1(ï)nooapr(%)) '

i ...i
Las componentes fi‘jl jp z UixUé ...xU;-——>Bde esta aplicación son de clase C1 (por10.0 q

serlo las componentes de fi y por ser cada PH lineal y continua, ergo C“’) y cede U;
P

es un abierto G-esteble de Eq: , p=l,r . Además, para toda A C-Gy todo ({,...,%) C
Uix.,,xU; se tiene:

“'(“ïwuvp z ¿(P1(A*Ï),...,Pr(inlg))= ñ(Aw1(})....,A*Pr(;))=

= A*fl(u)l(}),...’pr(%)) a: Al’fi'(ivan-g?)

1 00.1

Por lo tanto, las funciones fl'jl jp están comprendidasen el Caso l.1...
5) La reconstrucción de fi e partir de fi‘ es muysencilla, dede la idempotencie de las

proyecciones:

16(P1({)).....Prort))= mlwlqn.....nvr(u>,(¿s))> = ñ'(wl({).....u;(p)

Es decir: fi = fi'
[leu2 ."er



Veamosahora algunos ejemplos importantes de dominios de concomitancia:

Ejemplo l : Tensores métricas: Sea s un entero tal que -n é s á n y sea USCE; el

conjunto de matrices reales X =lrxijfl tales que:
1) x - xt = o

2) det(X) g o

3) signatura(x) = s

Si tenemos en cuente que la acción de G sobre E; está dada por

-1 h -1 k -1 t -1
mx .[u )i (A )jxhk]]_ (A ) X(A ) (1.16)

resulta inmediatamente que: a) el operador lineal L(X) = X - Xt verifica idénticameg

te L(A*X)= A*L(X) y por lo tanto el subespecio s = Ker(L) de E;

aplicación continua S 3X0-!-’-det(X) e R verifica f(A*X) = de'l;(A)-2 f(X) y por lo

es G-estable; b) la

tanto el conjunto U = f-1(R\{O}) es un abierto G-eetable de S; c) puesto que la sig

nature es invariante por congruencies, resulta ser Us un subconjunto G-estable de W.

Nos resta probar que Us es, además, abierto en W(con lo cual resultará abierto en S):

sea X0 € U8. Por ser H abierto en S, existe e 5 0 tal que el entorno esférico

B(Xo,c) a í x e s /||x - xo" ¿ c }

está contenido en W. Veamosque, además, B(Xo,c)CïUs. Sea X1 € B(Xo,c). Entonces el

segmento X(t) = X0 + t(X1-Xo) , 0 á t á l , está incluído en B(Xo,c), pues "X(t)-X°"

=|t|"Xl-X0“ ellxl-xo" 4 c . Tenemos,por lo tanto, una transformación continua X(t)

de rango constante ( = n, pues X(t) C B(Xo,e)c W ), de donde se deduce que la signa

tura de X(t) es constante. En particular, la signature de X1 = X(1) es la mismaque la

de X0 = X(0), es decir: X1 6 Us.

Hemos probado, entonces, que Us es un dominio de concomitancia. Lo denomina

remos "dominio de concomitancia de tensores métricas de signature e", debido a que un
1 ono].

tensor le jp concomitante de un tensor métrico de signature s es, por definición,1... q
de la forma

iIOOOÍP ilDOin
mi J = ¡43. J. ([[guw )1.o. q 1.o. q J

para algún operador de concomitancia ñ z Us———’E:. Por ejemplo y en abuso de notación:



_¿u_

Tijkh = gih gjk - gik gjh . Terminaremoseste ejemplo con una observación elemental

pero importante: un suplemento G-estable de S = {X € E: / X - xt = 0.}es el espacio

de matrices antisimetricas El: {X C E; / X + Xt = 0} ._ \
Ejemplo 2 : Tensores antisimétricos : Sea U C E; el conjunto de matrices X =[[Xijn
tales que X + Xt = 0. Teniendo en cuenta (1.16) resulta inmediatamente que U- es un

subespacio G-estable de E; y por lo tanto es un dominio de concomitancia. En las apli

cuciones físicas es importante el dominio

st U";U' .. .xU
m veces

( donde Ua está dado en el ejemplo l ), pues este dominio corresponde a los concomi

tantes de un tensor métrico gij y de m camposantisimétricos Pg; , u = l,m . Un eje!

plo de tales concomitantes ( para n a k ) es el tensor de momento-energía de las ecug

ciones de Einstein-Yang-Mills:

u v ab l ¡1 v ac bd
Tij 3 Bm ( Fia Fjb 3 ' K ¿13' Feb ch 3 g )

Nota: Las ecuaciones tensorisles ÜF\., + F. ,. + F .,. = 0 no afectan el dominio de— 1,] k Jk 1 k1 J

variación de las componentes Fij. Más precisamente: dado un sistema de coordenadas

locales 11,...,¡n entorno de un punto de coordenadasxi,...,x: , para cada matriz
- o

X 6 U y cada elemento Y 6 E3 tal que Yijk + ink —0 e Yijk + iji + Ykij —0 , exig

te un tenaor antisimétrico Fij que verifica Fij,k + ij,i + Fii,j = 0 tal que Fij(¡o)=
fi . _ k k

_ Xij y bij,k(xo) = Yíjk. Por egemplo: Fij(x) _ Xij + Yijk(x - xo).

. | c o .

EJemplo 1 . lensores de curvatura: Sea U C Eh el conJunto de elementos X = {xhijku
tales que:

Xhijk = thij + Yijhk ‘ thik ' Yikhj

para algún Y e talque (1.17)
Y Y
hijk = ihjk = Yhikj

0
Para ver que Uc es un subespecio G-estable de Eh basta considerar el subespecio

ü En el caso m = l, se tiene el tensor momento-energía de las ecuaciones de Maxwell

Einstein para un campoelectromagnético Fi. . Comoes habitual, F. indica 1a deriJ ij’k

vada parcial clásica de Fij respecto de xk.
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. 1o . ., . _ ‘o ,0

b = {Y € LA / = 0 a Y Yhikjjv y la uplicac1on lineal 6 . Lh-—#-LhYhijk ' Yihjk hijk '
dada por

6 ((Lhijkn) =[[‘hkij * ¿ijhk ' ¿hjik ' l'ikhj] '

La G-estabilidad de S es inmediata y G verifica idénticamente 6(A*Z) = A*9(Z), pues

(r1); (r1): (r1); (r1); zm“ url): (A'1)3(A'1>;(A‘1)fizabcd+

- (r1); (r1): (A'1)°(r1); z =i (A4): (r1): (Il); (r1); zabcd - abcd

-l a -l b -l c ol d , , .
’ (A >11(A )1 (A )j (A )k ( ¿adbc * zbcad ' ¿acba " ¿bdac ) .

Entonces: A'Uc = A*0(S) = 0(A*S) C 9(S) = Uc para toda A C G. Es decir: Uc es un demi

nio de concomitancia. En vista de las aplicaciones, consideremos un sistema de coorde

nadas locales 11,...,xn entorno de un punto de coordenadas xi,...,x: y veamosque Uc
. . . 10

cainc1de con el conjunto WClbh formado por los elementos [[Bhijk(xo)] , donde Rhijk

es el tensor de curvatura correspondiente a algún tensor métrico gij (de signature s
arbitrariamente prefijada). Para ver que WCUe, hasta tener en cuenta que

_ l a b a b
nhijk ' 2 ( ghk’ij * gij'hk ' ghj’ik ' gik'hj ) * rm; F13-gab ' |13- rik sab (1'18)

i l ai . .
donde[ak - a ( gja,k + gak,. - gkj,a ) g , y definirJ

Yhijk = 115( ‘hi'jk(¡o) ' Fhïho) Fjlïuo) 3ab(‘o) )

pues en ese caso tenemos Yhijk = Yihjk = Yhikj y Rhijk(xo) = thij + Yijhk - thik +
. c

- Yikhj . Es decir Hhhijk(xo)] € U .
c J

C : — .

Veamosahora que U W. Dado un elemento X lLthij + Yijll thik Yillj] de
UC, sen

zu) {zum} 412338,, (x°- x3) (xb-13)]

y {giga} = Mexp < u" uz) )

donde M=[[Mijfl es una matriz cualquiera de Us (ejemplo l) , v.gr.:
M= Diag(-1,ooo,’1'1’neogl)
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Entonces:

a) (gíj(xífl = M ( I + M'l Z(x) + á M’1z(x)M'lz(x) + %!M-IZ(X)M_1Z(1)M-IZ(I)+ ... ) =

= M+ Z(¡) + %Z(!)M-1Z(X)+ ;!Z(¡)M-lz(x)H-lz(x) + ... (1.19)

Por lo tanto, dadas las simetrías de H y de Z(x) (recordemos que Yhijk = Yihjk), es

inmediato comprobarque Egij(x)] es simétrica, pues el término general de la serie
matricial (1.19) puede escribirse (excepto el primero, que es óbviamente simétrico) en

la forma (íiïíï( Z(x)HÏl )k Z(x) , k é 0 , y se tiene:

[wm-1)“ zm] t = zu)t [mom-1)“? =z<x)[(z(x)n'1)t]k= uz) (me)? =
=zu) “¿zm n'lza) “’1qu = ¿mu-1 z(x)M'1 una“; zu) =

k veces k veces

= www)“ zo) .

b) [pij(xoin = M , pues Z(xo) = 0 .

c) Det Egij(x)fl = Det(M)eTr(M-lz(x)) i 0 para todo x = (xl....,xn) .

d) De b) y c) se deduce que si las coordenadas (11,...,xn) varían en un dominio B arco

conexo de HP (esta condición sobre el sistema de coordenadas locales no presupone pá;

dida de generalidad), la signature de Ígij(x)fl es lu de Mpara todo x 8 B : dado ¡1 €

B, sea c : [0,l]—-a>Rn una curva continua tal que c([U,l])c B , c(0) = xo y c(l) = xl .

Entonces X(t) = Ekij(c(t))] es una curva continua en E; de rango constante ( = n ,
por c) ). Se deduce que la signatura de X(t) es constante. En particular: signature de

{gij(x1)] = signature de X(l) = signatura de X(0) = signature de Egij(xo)fl = signatg
ra de H = s .

Tenemos,entonces, un tensor métrico gij(x) dado por (1.19) con la signatura
requerida. Un cálculo directo muestra que el correspondiente tensor de curvatura (1.18)

- Y
verifica Y khj = Xhijk y por lo tanto X € W.Rhijk(‘o) ‘ thij * Yijhk hjik ’ i

El cálculo es bastante sencillo si se tiene en cuenta que : l) Zij(xo) = 0 z 2)

¿ij,k(¡o) = 0 y por lo tanto gij,k(¡o) = 0 y 3) ¿hi,jk(x) = 2Yhijk y entonces , tenieg

do en cuenta 1) y 2) , ghi,jk(xo) = 2Yhijk .
En cuanto a las aplicaciones, es importante el dominio de concomitancia UÉKUC,

correspondiente a los concomitantes
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il...i
T(x). j =Jl... q 1

iloooi \ j x
P oooj: ' Hubijk(¡)l|) (1.20)

los el
Nota: De demuestra que todo concomitante T. p

1'..j de gij y sus derivadas primeras yq
segundas puede escribirse en la forma (1.20). Másadelante daremos una definici6n sd

hoc de estos concomitantes y demostraremos que efectivamente pueden escribirse en esta

forma.

221. : La fórmula (1.18) implica que para ceda xo las variables Ígij(xo)] € Ua y

uuhijk(xo)} GUc no son independientes. De todas maneras, del carácter tensorial de
T22: se deduce (a partir de (1.20) ) que ñ debe ser necesariamente un operador de con

comitancia de dominio UQKUC.Veamos porqué:

lbspecto del tensor gij(x) dado en (1.19), el sistema de coordenadas11,...,¡n

es geodésico (con origen xo), pues gij,k(xo) = 0. Consideremos ahora cambios lineales de
coordenadas:

ii: xk , A e G . (1.21)
Para cada uno de estos sistemas de coordenadas se tiene:

l) Sea í: = ïi(¡o) = A: x: . Entonces,lIEij(ío)] :flkA'1)Ï (A-l): gab(¡o)D =

nun-1): Hab (A'lflgfl = (A'l)t n ([1) = ¡un .

2) zumo-r)=[(A’1)‘; (r1): ¿“(42m = (Ml)? (A-1>g gab.c(x(2)>
OIC

1 -kIÓ

= (A_1):(A-1);} gab’c(¡(Ï)) o Porlo tanto = o 9 Puesgab!c(¡(Ïo))I:
= gab’c(¡o) = 0°

3) Éij'kh(Ï) = (A-1)Í (A_1): (¿-1): (A-l): gab'cd(x(ï)) ’ por 1° tanto EÍJ'kh(ï°) =

= 2 (r1): a"): a"): (r1): Yebcd
En resumen, para cada sistema de coordenadas del tipo (1.21) tenemos: '.. ï = A*M=gIJ o

= (,a'l)t M(A’l) ; iij,k(ío) = o yIII-lhijkfío)] = mlíyhkij + Yijhk —thik - Yikhj] = A*X.
El carácter tensorial de T21: en (1.20) implica entonces que

¡6(A*M,A*x) = A*fl(M,X)

para toda H € U5, X C Uc y A € G. Por lo tanto, ñ debe ser efectivamente un operador de

concomitancia de dominio U%<Uc.

Unejemplo clásico, histórico e ilustre de concomitante de gij y Rhijk es el
tensor gravitatorio de Einstein :

cum = aij<ngij(x)]].muhijk(x>])una)-%ïlgu(x)agua)
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Terminaremos esta sección demostrando una importante propiedad de los

operadores escalares de clase C1.

LEMAl ( De las "Identidades de Invariancia" ) ( Du Plessis - 1969 ). ( ['44] ),

1

G-estable de algún E P , n = l,r . Entonces, son equivalentes:
Sea G : U x...er—-———.It una función de clase Cl, donde cada U,1es un abierto

i) NA*Ï,...,A*%) = e(},...,)1g) para todos A e G , ñ e ull , u = l,r . (1.22)

.. a _ . . _ _

11)é¡;ï. 0(A*Ï,,,.,A*%)IA=I _ 0 para todos 1,3 - l,n , ñ G Un , n —1,r . (1.23)
J

(Las identidades (1.23) se denominan"identidades de invariancia").

Demostración: La implicación i)==eii) es trivial. Veamosla recíproca: dada una función

6': le...fo———*-R de clase C1 que verifica ii), definamos F : GxUIxU2...fo———a-B

tal que: F(A;Ï,...,%) = G(A*Ï,...,A*%). Entonces, F es óbviamente de clase C1y veri
fica:

a) F(A;B*Ï,...,B*Jlg) = F(AB¡{,...,;) , para todos A,B e G , ñ e Un , p = 1,r .
a . _ . =

b15;ï.F(A,ï,...,%)IA=I —0 para todos ñ € UJl , n 1,r .

Derivando ambos miembros de a) respecto de A; y teniendo en cuenta b), obtenemos:

=LFAB* ,...,B*X = 3 FAD;,...,x) ya}; =
OA‘. h f r)IA=I OA: ( í rIA=I IA=I

3% F(B;{...-.¿s) «3‘;ng ¡5% F(B;X.....x) B3 .
Por la inversibilidad de B:

a . z
a? r<n.}.....>,c> o

J'

para todos B e G, ¡lge Un , n = 1.1- . Por lo tanto, F(A;Ï,...,.;) = e(A*{,...,A*)¡g) no a;

pende de A y podemos escribir:

“Aií'ooo’A*%) a: F(A¡Ï’OOQ'%)= F(I¡}'OOO.%) = 6({'-00,;)

para todos A C G, ñ C Un , n = 1,r . Q.E.D.

Nota: Una consecuencia interesante de este Lemaes que si una función'G : le...fo——+B
1 + . . . .de clase C es G -invar1ante, entonces es G-invariante.
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É 2. CARACTERIZACION DE LAS SOLUCIONES DE UN SISTEMA LINEAL HOMUGENEODE ECUACIONES

DIFERENCIALES EN DEBIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN A COEFICIENTES ANALITICOS.

En este parágrafo, m y p son dos enteros fijos tales que l é p é m y la con

vención de sumapor repetición de índices vale para ambos: los índices h,i,j,k sumande

1 a m y los índices u,b,c,d de l a p. Indicaremos con t la m-upla de números reales

=°L
tl(tl,...,tm) y para una funciónf(t): f,i

Sea Wun abierto de BP y sean P; : W-—*-Rmp funciones analíticas, i = l,m ,

a = l,p . Nos proponemosestudiar las soluciones y = y(t) del sistema

fiu>ngo=o en)
a=llp

Denominaremos"solución local entorno de to" (resp. "solución global") a toda función

y = y(t) definida y de clase Cl en un entorno Uo de to (resp. en W) tales que las ecug

ciones (2.1) se satisfacen para todo t € Uo (resp. t C W).

Definición Ddiremos que t C V es de rango maximal si rangolIP:(t)] = p .

LENA2: Si existen p3 funciones analíticas F20 : w-—+n ( u,b,c = l,p ) tales que

fimu)fiu)-%mu>ñu)= ¿“mpyw (mw
para todos t C W; i = l,m 5 a,b = l,p

entonces: para cada punto to C H de rungo muximsl existe un entorno esférico

no={tenm/||t-to||4ó}c W (2.3)

y m-p soluciones locales analíticas yl , yz , ... , ym_ independientes en BoP

(i.e. : para cada t C Bo , grad(y1(t)),...,grad(ym_p(t)) son linealmente independientes)

tales que: para cada solución local 'y: Bo——¿Rde clase Cr existe un entorno abierto B0o

de to contenido en Bo y una función f z Ao———oRde clase Cr tales que

yu)=uygouuawgw)
(2.1.)

ra todo t C B
pa °ty
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siendo Ao = { ( y1(t),...,ym_p(t) ) / t € Bb'y} un entorno de ( yl(to),....y_Pp(to) )
abierto en RF-p.

Nota: Si p = l, le hipótesis (2.2) del Lemase verifica trivialmente ( con Fic z 0 )

y el resultado es"ultra-clásico". Si p = m y rungoflÏP:(t°ÏD = p, en un entorno de to
esta matriz es inversible y por lo tanto las únicas soluciones locales del sistema

(2.1) son, en este caso, constantes. Ergo, basta demostrar el Lemapara 1 ¿ p ¿ m .

Demostración: La demostración está basada fundamentalmente en le versión local del

Teorema de Frobenius dada por C. Chevalley en [r2_].

See to 6 U tal que rangolíP:(to)] = p. Algún subdeterminante de orden p

P:1(t) ... P;1(t)
: (2.5)D(t') = I

i; i;
P1 (t) ... Pp (t)

es, por lo tonto, no nulo en t = to . Puesto que la función Híatl—-—o-D(t) 6 R es con

tinua (por hipótesis las funciones P;(t) son analíticas) y D(t0) f 0, existe un entorno

m

U°_{t€B./"t-t°"4á'}cw

de to talque D(t) í 0 para todo t € Uo . Entonces, los p campos

veu) = Puna-iat It
(2.6)

¿“lop

son linealmente independientes en ceda t C Uo . Además, son analíticos, por ser P:(t)

analíticas. Tenemosentonces una distribución analítica p-dimensional [S sobre Uo

generada por V1,...,Vp z ¿xt a IÁ V1(t),...,Vp(t) ) para cada t C U0 . Es fácil
ver que la hipótesis (2.2) implica que [X es involutiva: dados dos campos en [X ,

X(t) = u°(t) v (t) = ua(t) pi(t)12T
a a (Dtl It

Y(t) = 78(t) Va(t) va(t) P:(t)iá_ÓtiIt

- es decir: Xi(t) a u°(t) P:(t) e Yi(t) = va(t) P:(t) -, se tiene

i Í a i a i b ' '
x ,k yk _ Y ,k Xk = ( u ,k Pa + u Pa,k ) v P: - ‘( va,k P: + va P:,k ) ub Pk =
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= ( ua,k vb Pk - va,k ub Pk ) P1 + na vb ( P:

a b c
= w P + u v ng P —

_ ( vc ua vb Fc ) Pi- * ab c

Por lo tanto, con la notación zc = vc + ua vb ¡tb , se tiene:

[x , y] (t) = zc(t) ¿(“52m .—.zc(t) veu) c At

pura cada t C Uo .

Podemosaplicar, entonces, el TeoremaLocal de Frobenius citado a la distri

I bución analítica p-dimensional involutiva [3 entorno del punto to z existe e i 0 tal
que para cada q = (ql....,qm_p) € Qc = (-e,c)m_p<: Hp.p eiiste una subvariedad eng

lítica p-dimensionnl S(q) inmersa en Uo tal que:

l) el conjunto U1 = qLEJQ S(q) es un entorno abierto de to en RP y cada t C U1 per

1 í

I 2) existen m-p funciones analíticas independientes yll : U1——«-R, n = l,m-r , tales

e

tenece a una única S(q). Es decir: {S(q)}q e Q es una "foliáción" de Ue

que:

| S(q)={t€U1/ yp(1=)=qnpn= lun-P}
para cada q C Qc ¡

(2.7)

3) S(q)t = [xt para cada t C U1 . Es decir: cada S(q) es una variedad integral de [5.

y1(t) = ql v 0-0 o ym_p(t) = qm_p

l Es inmediato comprobar que y1,...,ym_p son soluciones locales de (2.1) : dado t € U1 ,
sea S(q) la (única) variedad integral de [3 tal que t € S(q); puesto que los vectores

i grad(y1(t)),...,grad(ym_p(t)) son ortogonules a b'(q)t = ¿xt = L( V1(t),...,Vp(t) ),

I resulta: i
Pau) yn.i(t) =<va(t) . grad(yn(t))> = 0 (2.8)

l para todo a = l,p , n = l,m-p .

‘ También es inmediato comprobar que para cuda t C U1, los vectores

grad(y1(t)).....grad(ym_p(t)). v1(t).....vp(t) (2.9)
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constituyen una base de BP : el determinante de'Gram del sistema (2.9) es, de acuerdo

con (2.8) s

GRAN( grad(y1(t)).....grad(ym_p(t)).vl(t).....vp(t) ) =

(grad(y1(t)). grad(y1(t))> <grad(y1(t)). grad(ym_p(t))> o o

«¿rad(ym_P(t)),grad(y1(t)> ...<grad(ym_p(t)),grad(ym_p(t))> 0 o

= o o <V1(t),V1(t»...<vl(t),vp(t»

o o <Vp(t),V1(t)>...<Vp(t),Vp(t)>

= GRAM(grad(y1(t)),...,grad(ym_p(t)) ) . GBAM(V1(t),...,Vp(t) ) (2.10)

y por lo tanto, puesto que cada uno de los sistemas í grnd(y1(t)),...,grad(ym_p(t))} y

{V1(t),...,VP(t)} es linealmente independiente para cada t C U1 , el determinante (2.10)
es no nulo.

Sea á 5 0 tal que el entorno esférico Bo = {t C RF / "t - to" 4 5 } de to esté

incluido en U . Se tiene BoCZUl 1

Consideremos ahora una solución local y: Bo-——>Rde clase Cr. Puesto que el

CUOCWCHm .

sistema (2.9) es una base de Hp para cada t C Bo, podemos escribir

smash» = Alu) sr6d(y1(t))+ +AMM gnome» +
(2.11

+ C1(t) V1(t) + ... + Cp(t) VP(t) )

Por otra parte, por ser y solución local,

(grad(y(t)) . vam) = y.i(t) P;(t) = 0

para todo t C Bo, a = l,p . De (2.11) se deduce entonces

o = Cl(t)<V1(t),Va(t)>o + Cp(t)<Vp(t).Va(t)>

para todo t e Bo, e = 1,p . Puesto que GRAM(V1(t),...,Vp(t) ) J o , resulta ctt) = o,

,...,Cp(t) = 0 para todo t 6 Bo . De (2.11) y de la independencia lineal de grsd(y1(t)),

,..., grad(ym_p(t)) resulte entonces la expresión (2.4).
QoEoDo
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COROLARIO: Bajo las siguientes hipótesis:

3 funciones analíticas Fa : W-——-R( a,b,c = l,p ) teles quei) Existen p bc

i i _ c t irama) Ptm-Pwunfu) —Fabuwcm
para todos t C H; i = l,m ; s,b = l,p .

ii) Existe un sistema numerable./\h={:ï1,...;yh,... } de soluciones polinómicasglo

bales yh : UW—>Rtales que: toda solución global polinómica y z U-—»B puede escri
birse en la forms:

K r1 TS oso

ya): "Za- c”l “su;(unen(t) (2.12)
B pl ns

para todo t C W,(C"' constantes ).

iii)Pere toda solución local analítica y(t) =kim°°flh(t) , ceda sumaparcial

{Ku il is
ñh(t) 3 a = ciloooi t ooot (2013)s

es una solución global;

Se verifica que: para cede to 6 U de rango maximsl existen:
0

a) un entorno Do de to abierto y denso en W ( i.e.: Do = W );

b) m-p polinomios?r ,...,’y C A independientes en [D
hl hm-p o

tales que: dada uns solución global y : W-——'Rde clase Cr, para cede t C Do existe1

un entorno WI de t1 abierto en RP (y contenido en DO) y une aplicación f : A1-————>B

de clase Cr tel que

Y(t) = f( yhl(t)v°-°v Ïh (t) )m’P

para todo t C ul (2.14)

siendo A1 = {(‘7hl(t),..., ïhm-át) ) / t C H1} un entorno abierto del punto

( ühl(tl),..., thu.átl) ) en el espacio Bm-p.

Nota: Observese que los polinomios 5h ,..., yk son los mismospara cualquier solu
1 m-p

ción y : W-—>R.y cualquier tl C Do .

Demostración: Dado t0 de rango meximul, algún subdeterminsnte D(t) de orden p (ver

(2.5) ) es no nulo en t z t . Puesto que la función ¡(31;F——oD(t)C R es analítica,o

resulte que el conjunto

uo={tew/ D(t)¡¿0J (2.15)

es abierto no vacío y denso en U. Además, óbviemente, to C Ho . Los campos V1....,VP

definidos en (2.6) son analíticos y linealmente independientes en cada punto t C Ho .
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Sea Bo el entorno de to dado en (2.3) e y1,...,ym_p las soluciones locales analí
ticas independientes del Lema2. Podemossuponer ó suficientemente pequeño comopara

que las series
W

(h) i i i iw = 61 u1-tm uh-tm =
at Imbt h

(2.16)

i1 ih .

a h = 1 g i1"‘ih t '°'t = ski?» 3 k(t)

converjan absoluta y uniformemente en Bo , p = 1,m-p . ( Caso contrario, basta reem

plazar 5 por 5’ = Min í 6 , r1 , ... , r , siendo rn el radio de convergenciam-p}

de 1a serie (2.16)*).
¿

Sea ¿X la distribución analítica m-p dimensional sobre Bo generada por

grad(yl),...,grad(ym ) y sea, para cada t 8 Bo , Wi el espacio erineal generado'P

por gradk71(t)),....grad(yh(t)),... . Entonces:

1) En claro sus Wt es un subespecio de [3: : por Lema2, cada una de las funcio

nes'yh admite localment: una expresión de 1a fozma yh(t) = fh( y1(t),...,ym_p(t) )

( para tod: t.en un entorno abierto Bo’yh de to contenido en Bo ); diferenciando esta
expresión se obtiene

srad(?h(t)) = fh.1( y1(t).-o-.ym_p(t) ) gred(y1(t)) + --- +

+ th,m_p( y1(t),...,ym_p(t) ) srnd(ym_p(t)) .

_ Á

es dec1r:{grad(71(to)),....grad(ïh(to)),.u} C oo

2) Veamosahora que [3; es subespecio de Wt : las hipótesis ii) y iii) permiten escri
o o

bir cada suma parcial g k de (2.16) en 1a forms

K(u’k) r1 rs v ...vg =¿TI¿í ooo% Si s °
1 vs

Entonces, derivando respecto de t1 se obtiene una expresión del tipo

K.(P'h)

g k’i(t) 3 r = 1 gift) yhr.í(t) .

Multiplicando ambosmiembros poráïT y sumandosobre i = 1,m se tiene que grad(g h(tn

€ Wt . Puesto que hbim’grad(g h(to)) = grad(yp(to)) y Wto es un espacio lineal de

* i.e.: La serie (2.16) converge absoluta y uniformementepara "t - toll¿ rp .
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dimensión finita (demostrado en l) ), resulta que grad(yu(to)) CWi , n = 1,m-p.o

Hemosdemostrado entonces, que dim(vt ) = dim([&; ) = m-p . Existe, por lo
o o

tanto, un sistema

{gradehlun . . gradwhmgn} (2.17)

linealmente independiente en t = to . Puesto que la matrizlíyh ,i(t)fl , i = l,m ,N

w = l,m-p , es de rango m-p en to , existe un subdeterminante D‘(t) de orden m-p de

dicha matriz tal que D'(to) f 0 . Siendo Wiatv-->D'(t) CB analítica, el conjunto

H¿={tew/D'(t)¡éo} (2.18)

es abierto no vacio y denso en V. Además, 6bviamente, to C H; . De (2.15) results en

tonces que el conjunto

1) = Bonn; ={tCW/D(t)¡¿0;lD'(t)} ={tcw/ D(t)D'(t);¿0} (2.19)0

es abierto no vacío y denso en V y contiene a to , pues la función H3 trü>D(t)D'(t)€ B

es analítica y D(to)D‘(t°) f 0 . Teniendo en cuenta las definiciones de H0y H; se

observe que los sistemas{V1(t)¡...,Vb(t)} y'{gradúyh1(t)),...,grad(yhmít))} son linea;
mente independientes para cada t 8 Do . Por otra parte, puesto que por hipótesis las

funciones 71,...¿Yh,... son soluciones globales,

i
<va(t) . grad('yh‘(rt))>= Pau) vhv.i(t) = 0

para todo t C N (en particular para todo t € Do) y todos a = 1,p , v = l,m-p . Mediante

un razonamiento análogo al utilizado en (2.10) (considerando el determinante de Gram

del sistema) se demuestra entonces que los vectores

gradeyhítn , , ¿Hawks? , V1(t) , , Vp(t) (2.20)

constituyen una base de RP para cada t C Do .

See y : H-+B una solución global de clase Cr. Para cada t € Do , grad(y(t))

es combinaciónlineal de los vectores (2.20); por ser Z solución global, grad(y(t)) es

ortogonal a ceda uno de los vectores V1(t),...,Vb(t), por lo tanto (dada 1a independeg

cia lineal de éstos), grad(y(t)) es combinaciónlineal de grad(yqít)),...,grad(yh(t)) ,
para cada t C Do , de donde se deduce la tesis (2.14) del Corolario. m-P

Q.E.D.



-22

9 3. TBAZAS y TEOREMA I

En este parágrafo daremosuna caracterización de los operadores escolares

fi : leU2x...er--* R de clase Ck ( k = 1 )'cuyo dominio admita algún punto de

rango maximal ( Definición 1'), exhibiendo una base funcional numerable polinómica.

Másprecisamente: explicitaremos ( Definición 2 ) un sistema numerable Y1,...,Yh,...
de operadores escalares*ta1 que todo operador escalar fl del tipo mencionado puede

escribirse en la forma ñ(},...,%) = f( Yh1(},...,%),...,Yha(ï,...,%) ) entorno de
cada punto de un subdominio abierto y denso en U X...er , siendo Y ,...,Y los1 h h1 s

mismos para cada uno de estos puntos y para todo fi ; en cambio, f es una función de

clase Ck que en general depende del punto considerado ( y de H, óbviamente ). El

enunciado riguroso de este resultado es precisamente el TeoremaI.

Definición1' : Sealesz...erC Slxs2x...XSrCEZÍx “06:: un dominiode
concomitancia y sean

P ' Ep”_,. s ¡1= 1 r
p ' n l 9

las correspondientes proyecciones (ver Caso 2, pag.7 ). Diremos que un punto

(ï°,...,%o) C le...er es de rangomuximnlsi existe algún punto (go....,;°) €
p1 pr

e E x ...xE tal que:
ql qr

. o o o -o
1) (f .....% ) = ( P1(ï ).....g(¿ ) ) z

ii) se verifica la siguiente implicación:

i 00.1
1 p op = a

qn __. > )\b = 0 (3.1)

para todos p = l,r , il....,J = 1,n para todos a,b = 1,n
q'p

u b

Ab p<;°.....;°) a P jleeoj

donde

a 11...ip an ia il...is_1 a 13+1...ipP.(ï,eee’%)b n p = á ñ P 
Jl...Jq)l 8-1 jleeeesesee-ee-ecejqp

(3.2)
11......bOOOOCOOOOOÍqu a p-Z 8x. . b. .P

s = Js p J1°”Js-1 Js+1""]qp

* polinómicos
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Nota 1 : Esta definición no es más que una versión ebstruse (pero inevitable) de

la Definición l (pag.15 ), pues la implicación (3.1) puede escribirse en la for

N‘ ríen) = o A5 = o_ => (3.3)
para todo i = 1,m para todo i = 1,p

donde los índices múltiples

a _ il...ip
a ={ b } ' i = n ¿1...3 u (3'4)

qu

r
p +

varían de 1 e p = n2 y de l a m =¿;;; n n qu respectivamente; la variable t =i 00.1

(t1,...,tm) es la m-upla de las componentes ñ j] Jpp ordenadas "en línea".1... q
Lu implicación (3.1) equivale entonces a la independencia lineal de las columnas

de la matriz EPÉ(t)] € Rpxp en el punto to = ( ÏÏ...,;° ) y por lo tanto su reg
go es = p . Hemosoptado por la condición (3.1) pura la maximulidud del rango, pues“

H i ooei
1 p

. . n
b P Jloo-J

“¡a

Nota 2 z Teniendo en cuenta (3.2), las ecuaciones del antecedente de la implica

es prácticamente imposible trabajar con subdeterminantes de P

ción (3.1) se escriben

. p . . . . . . .

u 18 1100018-1 b 18*looelp qu a Iloooooo-ooeoooeoeelp

S - P JloooeoeooeoeoeeeoeJqp 8 ° JB H Jleoon_l a Js’lceeaqp

(3.5)

por lo tanto, si (Ï°,..., %o) es de rango maximnl, también es de rango maximal cual
_ P

quier punto de la forma (f0....,%°,r{ï ,..., g? ) , Cualesquiere seen ¡5° C Eé: ,
Ñ = r+l, r' .

Nota 2 : Si un punto (}°,..., %o)perteneciente a lesz...er verifica 61 mismo
lu implicación (3.1), entonces es de rango muximul, pues la restricción de cada prg

'6 w s 'd 'd d ° = x° = x° .yecci n p a n es la 1 enti a y basta por lo tanto tomar E Ph(u ) n
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Ejemglo 1 : Si n = h, es de rango maximal cualquier punto ( {0...., ¿0) tal que

11000” oroo‘í oooï‘o o 0100 ,o_ “_—rooo o_' o _00u'o;
í =[[{131] 0010 'é _[!ijfl- ooor" 'g {BUB- o-wooïi

0001 00-‘f'0' -w000

siendo rio, 1"; o, ra! f', v2 + w'2 ¡éo, w;éw'.

Ejemglo 2 : También es de rango maximal (en cualquier dimensión n) cualquier punto

(ía....,;°) , r = n , que contengan vectores {0: EÏ1,...,Ïnfl,..., %°=E21,...,HÏH
linealmente independientes, pues en este caso las correspondientes ecuaciones (3.5)

SOR

1b
Abal :0! ivj=1vn

y dethilif 0 .
Nota s Es interesante destacar que para cada u = 1,r , las ecuaciones

b 11...i

P(ï'ooo’;)a p jl...jq: = O

a,b,il,ooo,j = 1,11
qu

se verifican si y solamente si fi es isotrópico (i.e.: A*ñ= ñ para toda A CG). La
demostración de este hecho puede verse en Apéndice II. Podríamos decir, entonces, que

los puntos ({,...,%) cuyas componentes son isotrópicas son de rango minimal ( = 0 ).

Destacaremos ahora una familia de escolares polinómicos que jugarán un papel

fundamental en los resultados subsiguientes. Usaremosel símbolo (3) con su significg
do habitual:

i oooi i 0.0i p i'p
1 p p +1 p +p T p tv

¿(‘15 = ¿j jp ¡’v‘ p n Ñ l e Equm
1... q;l j OOOJ.

qp+l qp-o-qv

Definición 2 x Para cada entero positivo m, cada m-upla (pl....,pm) C{1,...,r} m tal
ue + +...+ + +...+ cada ar de ermutaciones s s' de

q Pl11 Pp2 Ppm = qnl qp2 qpm Y P P 9

+...+ elementos sea
Pll an o

Eur-""1<
Tplumms s'(Ï""'%) a ( fif:)---(Ï)fi ) S p"l ppm) (3.6)

la, (l)oeooela' (q)ll*...*q?lm)

Estas funciones polinómicas, que denominaremos"trazas", son claramente invariantes.



De hecho, podríamos definir a las trazas (3.6) comolos escalares obtenidos a partir

de {,u"; mediante productos tensoriales, contracciones y permutacionesde índices.
Otra manera de escribir estos escolares es

Joooj‘ i 00.1 í socia
1 1 ... x ’ (3.7). . . . ll . .

11.0.10 111Jlooqu 1 nm 3.000.)“
p1

con C::: isotrópicoÏ

Sea //\ el conjunto de trazas. Es clero que //\ es finito o numerable. Puede

ocurrir inclusive que sea vacío; por ejemplo si r = 1 y í = [ul] (es fácil ver que no
l

existen operadores escolares fi : E —>R no constantes). Podemosescribir entonces

//\=={v.‘¡¡}¡¡CI (3.8)

dondeI es un intervalo natural inicial (finito o infinito).

TEOREMAI : Sea U = le...er un dominio de concomitancia. Entonces, para cada pug

to XO= (ï°,...,%o) C U de rango maximal, existe un entorno abierto IDOde X0, denso

en U (i.e.: ño = U ) y un sistema finito de trazas T1,...,l‘s tales que:

i) todo punto de Do es de rango maxima];

ii) T1....,Ts son independientes en Do (1.9.: grad(T1(X)),I...,grad(\l‘8(X)) son lineal

mente independientee para cada X CDo ) y

iii) dado un operador escalar ¡6 : U-oR de clase Ck, pera cede punto X' € Do existe

un entorno abierto U' de X' contenido en Do y una función f : ¡A-oll de clase Ck tal

que

ñ(X) = f( T1(X).-.-.TB(X) ) (3-9)

para todo X e W', siendo A = { (T1(X),...,TS(X)) / X C W'} un entorno de 1a s-uple

(wl(x'),...,ws(x')) abierto en Rs.

Nota: ('Jbsérvese que las trazas T1....,\I‘ son las mismas para cada X' CDo y cada ¡Í .

i ...i
* Másaún: basta considerar los isotrópicos 91.1"“). = 0 ( si a #p) y =

il iq 1 fl
= C(t) ...á. (sio<=/3), con C(t) G {0,1} para todo t € S“ .

t €S“ J15(1) Jt(°‘) ——
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Demostración : Basta demostrar el caso en que Sp = EP” , n = l,r. (Ver Caso 2, pag 7 ).

Tenemosentonces un punto X0= (fo....,%o) = (91(Ï0),...,Pr(;°)) de rango maximal.

(Ver Nota 3. P38 23).

La demostración consiste en la aplicación del Corolario del Lema2 (pag 19), y

la llevaremos a cabo en varios pasos, cada uno de los cuales es la verificación de una

hipótesis de dicho corolario.

A) Sea fl z U-——oBun operador de concomitanciu de clase Ck. Por el Lema l, sabemos

que la. identidad fl(A*Ï,...,A*%) = fi(ï,...,%) , A € G, es equivalente al sistema de
identidades

3 _ _

e; a ñ(A*Ïo°-0s5*%)IA a I - 0 v aah - lo“ (3-10)

De (1.14), (1.15) y (3.2) resulta inmediatamente que (3.10) se escribe explícitamente:

í p(}.....p.b i1"'jl’u WWW?) =o (3.11)
1 qu

a p J'1’"3 i ...i
a 5 ¿1 jp"1...

para todos a,b = 1,n. Mediante los índices multiples (3.4), podemosescribir estas ecug

ciones en la forma

Pé(t) filí(t) = 0 v a = 1052 (3.12)

En resumen: una aplicación fi z U--'R de clase Ck es un operador de concomitancia sii

satisface un sistema de ecuaciones del tipo (2.1). Para verificar las condiciones de

involutibilidad (2.2) (hipótesis i) del Corolario), es necesario hacer un cálculo di

recto (y espantoso) a partir de (3.2). obteniéndose:

r a i eeei r C ¡soi

E)P l p}l P 1 nsoej c h eesh oeej a h eeoh
_______ï___lï¿ P 1 - ÁÏ:JE{_. 1 .15; 1 pN _ P N =

":1 h ’..h dÑ klooskqw v=1 h ...h b Ñ kleeskq'v
6) 1 p 1 PX Iv ¿D X IvÑ k seek ¡v k geek

l av l qv

(3.13)
a c h k i ...i a c h a c h a c h

1 p _ _
Fb d k Ph p jl...j ” ' FL d k ’ ¿a ák Ab ¿k áb ád

qu

Mediante los índices múltiples (3.4), estas identidades se escriben en ¡a forma
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Es decir que, efectivamente, las condiciones de involutibilided se verifican para las

identidades de inveriancia (3.10) - (3.12). Para concluir este paso de la demostración,

exhibimoa el cálculo de (3.13):

a i .001 , Ñ'kloook a
. 1 p . .1nd c re oa con P . av la derivado arc1al de P . res

1 u m b n JIOOOJq: hloooh p b p aloe-J np,v qu
h OOOh

k1 kiv . Esta derivada es nula si p #Iv , comopuede verse directamente en
1.00 qv

110.01

pecto de g

la definición (3.2). De esta mismadefinición se obtiene

Pa i .001 n k took n i i i a i i k k
1 p ’ 1 _ a 1 s-l sel p 1

Pb n 31o.-jq: hl...h:u ' 2:__ áb 6h1'°’áhs_1 áhB¿55*1°°'áhéu ¿51°"áj:p +n s=1 n n

‘11; a i i k k k k k
- é. loco p 8.1.008-5-1 s A B+loooé o

¿Y Ja a¡“1 A"p: J1 Js-l ¿b J“1 3::

Por lo tanto:

|n
Pa llo-clpp fi Ñ kloook Pc bloooh NI: Pa llos-lpp' P klo-ok Pc hlloch n =; .m_ b p j oooj h oooh d Ñ k cock b p j oocj h noch d p k cook

N=1 1 qp 1 BV 1 qv l qn 1 pp 1 qp

' p - . . . . p _u 1 1 1 a 1 1 k k n h h oooh c h each
s 1 0-1 3+1 p 1 z 1 z-l 2+1 p%% %á ...%n .................kp +

1 sol e 3+1 p l L——— 1
s=1 11 qu LZ=1 qu

|' pp is i 13_ a i“ 1 k k 

-' Ab 1 3h ¿h 1...6th 53.:...ájqn
L n3-1 s 8+1 qn ————y

in
¡«p/a rx

h oolooooooooooocooh
1 p

k H +
J- z 1"'kz-1 d kz+1°°'kqllN HiH

[-311 . . fi l En
S a 11 1 k1 ks_1 ka ke,l k hz bl...hs_1 c h8+1...h

‘/ ¿"a¿hl'°°éh:“¿jl“'¿ja_1 ab éj“_1'"éj: Z 5d x k1.................k
pp +

z;Í— p qu]

qu . - _ 9Pa 1 1 k k k k k C h ooooooocoooooococh
é. 1.o. p ¿.louoé.s-l a 8'10-0 1

É 1 J ¿a ¿un ¿1 J ab ¿j ¿3% ¿k 5k ...k d kz’l...k3+1 q —- z 1 z-l
pu

qus n u.Lz=1

ï____ - . . . . . . .
= IS álz x llooola_1 a 18*locolz-l c 1z+10001p +¡A d pjl..'-'O....-.................'..jn

s,z=l,p q
afz n

P
*-n . . . . . . . . .

‘.:> ¿:3 é? x 1100018-1 C 15*looolpp - ¿La éC x lloools-l a 18*10001p ‘W___ d n Jlo-nooooooooooooooj l ___ ln“ jz n jlooojz_1 d jz*1000j n
5:1 qu s = l,pll qu

z = 1
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4._ ¿a iloogls_1 c 18+looolp q)! ¿a ¿e x Iloooohoooooooooooolp—.——j dx’ j b' '"* j bnj..j dj ...j"
s = 1,pp z p J1’" z-l Jz+1”"]qn 8:1 s 1' 5-1 3+1 qu

C iIOOIOOOOOOOOOOOVOIOOÍOOOOOOOO°ÜÓi p
' j j b j . j d J ...j "
z 1"' 8-1 3+1 ’° z-l z+1 q"

u EN

a;zEI,qp a
sfz

Los términos 19 y 69 de este último miembro de 1a igualdad son invariantes respecto de

las permutacionea simultáneas aoac y bo’d ; y mediante estas permutaciones, el término

39 se transforma en el h9. Por lo tanto:

r . .

LPÜ llo-olpn . ¡7 kloook Pc hlooohpfl *b n jloooj bloc-h dÑklo..k
N=l qu BV qv

r .

- r Pc ilooolpn g Ñ kloook Pa hlo.ohp,v =
A d ll jloooJ hloooh b Ñ kloookn: qu PN q»;

1.a ia a ilooois-l C is*loooi q)! a C ilooooooooooaooooooi
= 3.. Mi j" + Zé Mi a- dJ‘ jp” *

100.000.000.000... q)! _ s 1000 a.1 8,1..s=l quOilllH.

X11...ls-1a 18*1...ip y il.................ip
n . d X . . b . . n

¿-—- Ja p J1"°‘]s-1 Js+1'°'an

l
u:;¡vl1: g-Q/H

0 O l
H jllooooooooooooooooj

p . . . . . .1 00.1 i ooo ocooooooooooo.ooo
¿a íT" ¿ha x 11 5-1 ° 9+1 1p,1 _ q“ ¿c 11 1p= . . . X . . +/ n J oooooooocooooooooJ J P J OCOJ bj 000.] n

LFEaÏ 1 q)1 así s 1 8-1 5+1 qll

pl!

- a: Í is x 1100018-1a ia+lcooipn - fu ¿a x ilcoooootocohloolooipn 
sg'l' d n Jloooaooooooiooonoqun JS ll JIO'OJs_l d 38’1000Jqp

a C i ¡.01 C a i ¡cai
:5 P .1 .Pp - ¿b P .1 .n =d b n chooJ d n Jlo-OJ

qu qu

a c h É i ...i c a h k i i a c h h k ' '= á 1 p - lao. p C a 1 ...1

dákábPhpjl...jn ¿báádphnjrujqï=(édékáb'áb%(éd)la 1qu h p 31....1' P
q»

Es decir: (3.13).



- 29 _

B) Veamosahora que el conjunto Í\ de trazas verifica las hipótesis ii) y iii) del

corolario del lema 2 : sea fl({,...,%) =kyimmfik(Ï,...,%) un operador escalar ana

lítico, donde

n... jOOOj i 00.1 i .OOÍ '
É 1 "h 1 s 1 p . sfikqnng) = c h J); . .n ...X .h (3.11.)J °’°J 1 j oooJ

h h l l q,l nh . sh
= o iIOOOIS'

l

son las sumasparciales del desarrollo de fi en serie de potencias de ñ ... . La iden

tidad fi(A*Ï,...,A*%) = ñ(ï,...,%) implica que los coeficientes de dicho desarrollo dz

ben ser necesariamente isotrópicos, comopuede verse desarrollando en serie la función

F‘ï,...,;) = “(A*ï,..¡,A*%) - ñ({,...,%) , para cada A en un entorno de 1a identidad.

Más precisamente: supongamosque el desarrollo (3.14) es válido en un entorno Wode un

punto X0= (f?...,%°)¡ puesto que la aplicación

pl pr f pl prGXE x...xE 3 A . .X A* ... A*X C E x...xEql qt ( .{. . .,> _#< f. . r) ql qr

es continua y f(I,X°) = Xo, existe un entorno abierto Bo de I en G y un entorno w; de

X0 (que podemos suponer contenido en U0) tales que f( Bóxwa )c: Wo . Entonces, para

cada A C Bo, la función F definida ut-supra admite un desarrollo en serie válido en W¿n 0.. 0.. n .0. OD.
C 1 nn) _ C 1 “hcuyos coeficientes (A_1* son todos nulos (pues F E 0 ).

Tenemos por lo tanto que

n ooo n ooo
c1 "h = «ucl "h (3.15)

para toda A C Bo. Sea B un entorno*de I contenido en Bo tal que 8-1 = B. Entonces, toda

matriz A C G’ puede escribirse en la forma A = A1 A2 ....A , con Aa ,...,AS e n . Se1

deduce inmediatamente que la igualdad (3.15) es válida para toda A C G’. Pero un ele

mento de E: es G*-isotr6pico sii es G-isotrópico (para cualquier p y cualquier q), cg
mo puede verse en Apéndice II(Corolario). Hemosdemostrado, pues, que las constantes

811...)!!! ooo son isotrópicas y por lo tanto su forma es bien conocida:

* abierto
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(3.16)

0 si s f s'

culos-¡1h alo-sas
i1°”ia' S á Culo"uh ¿91 ... ¿95 si s = s‘

n e sB it(1) ith)

De (3.14) y (3.16) se tiene para cada suma parcial una expresión del tipo:

“k 1 ks n ...h

yák(2f,...,2rt)= ¿:1 el;1 awhlq,...,g)...whsq....,;)
l s

(3.17)

En el caso particular en que ñ sea un polinomio, es 6bvio entonces que fi admite una

expresión del tipo (3.17) (emitiendo el subíndice k).r
p 9

Por lo tanto, si el númerom =¿;:1 n n q” de variables es mayor o igual que

el número p = n2 de ecuaciones, el Teorema I se deduce del corolario del Lama2. vea

mos que en el caso m 4 n2 este teorema también es válido: de la desigualdad m 4 n2

se tiene necesariamente que pn+qn 4 2 , n = 1,r; estamos por lo tanto en el caso en
I u o

que fl = fl(u1,...,uro, í....,%,, ï,...,ïn), donde euda uwvaria en un abierto JQFZEO= R,

cada X =IIX .] varía en un abierto G-estable U de E° y cada Y =IIY1D varía en unn u 1 p 1 Ñ' w

abierto G-estable q; de E: (recuárdese el Caso 2 pág ‘7), w = l,ro , n = 1,r' , a": l,r",

ro + r' + r" a r . Puesto que m a r° + r'n + r"n 4 n2 , se tiene r" é n y podemos

l
mediante: n-r"
por lo tanto definir un Operador a s Jlx...er><U1x...er,x U'x...xU;”xE1x...xE:-——+-Bo Low-4

Malu-nu, ¿"mag.ï....;..’,x,1.....g)= muynuur .ï.....;..ï.....;..) . (3.18)

El número de variables en el dominio de Ü es m' = ro + r'n + n2 y por lo tanto, por

lo ya demostrado,puedeescribirse comofunción de trazas de ul....,ur ,Ï,...,%.,ï,...,

g , entorno de cada punto de rango maximal. En particular, dados {0....,%? linealmente

independientes y ï°,...,;3 también linealmente independientes, todos en el dominiode

ñ (por hipótesis el dominiode fi debe admitir algún punto (uï,...,u: ,{?...,%?,ï?...,;:)
° 1

ocon esas condiciones), podemoscompletar una base Ï°,...,ïfi,rx:1,...,Y° de E y obtenern
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o . .

así un punto (uï,...,u: ,{°,...,;,. ï°,...,go) de rango maximalen el dominiode H.
o

Teniendo en cuenta la formo de las trazas? podemosescribir entorno de cada punto de

rango maximel del dominio de É :

ñ(u1.....u .ï.....%..ï.....g) = r(u1.....u . 011({.ï)..... €¡.n(;..g) ) (3.19)1' r
0

J J

se tiene, derivando ambosmiembros de (3.19) respecto de gl ( j á r"+1 ):

donde 6hj(á,ï) = ¿k Yk , n = 1,r' , j = 1,n . Puesto que ñ no depende de Y para j á r"+1,

pure todo i = 1,n y todo j = r"+1.n . Dada la independencia lineal de í....,%, en el en

torno considerado, se tiene

¿>0’.
NJ

para todo p = 1,r' y todo j = r"+1,n. Por lo tanto:

ñ = a = f(ult'°'iur 1 011({9Ï)'"°9 Orlru(%ltías) )
o

expresión válida entorno de ceda punto (uï,...,u; ,*°,...,%?,ï°,...,;2) del dominiode ñ
o

tal que los sistemas {0....,%? e ï°,...,;: son amboslinealmente independientes.

Q.E.D.

* En este caso, las trazas son de la forme

jl ja"
OCDE n1 a ¿1...33"

il...ia,
T = ¡Iv ooeuw x . eoox E1 a "1‘1 “s' s'

donde los coeficientes C... son isotrópicos (ver (3.16)); por lo tunto, son funciones

polinómicas de ul....,u y de los productos escaleras Ei Él , n = 1,r' , j = 1,n.1'
0
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Q h. UERIVADAS PARCIALES DE LAS TRAZAS Y TEOREMA II.

La idea central de la demostración del Teorema II se debe a1 Dr. Ricardo

J. Noriega y consiste esencialmente en lo siguiente: dado un operador tensorial

o —___ ‘PfiI leoüoxur

de clase Ck (k é l), podemosdefinir un operador escalar G : le...erng -——a-R
de igual clase mediante

e( x x ) ñ( X)11...ip x jl...j (4 2)goes, ’ = ¡0-0, o . . . g
í r r+1 ï r ¿1...3q r+1 11...1p

Bajo las hipótesis del Teorema I, tenemos una expresión

«KIf.....;.r51) = r(m}...-.;.,¿:1)..."waqnnaprw ) (4.3)

entorno de cada punto de rango maximal, donde f es de clase Ck y T1....,Ts son trazas

independientes. Si la expresión (k.3) es válida en un abierto WxB, donde Wes un abia;

to en le...er y B un abierto en E: tal que 0 C B , entonces podemosderivar (4.3)
3.1.le

q . . . . _

rél il. .i (esto siempre es p051b1e) y eSpec1f1car en r{1—
sible si 0 € B), obteniendo:

respecto de 0 (esto es po

8

a“ï""'%'°) _ ar( T1(}.....X.o).....T(innato) )__3Tw_(Ï'""’É'°) (m). . - 1' S r . .
choqu azv Jlooqu

a x . . c) x . .
r+1 11...1p v = 1 r+l 11...1p

i .001

Pero el primer miembrode (h.4) es precisamente fl(í,...,%)j1 jp , comopuede verse ig10’. q
medintamentea partir de (4.2).

Queda claro, entonces, que mediante este procedimiento (base de la demostración

del TeoremaII), 1a caracterización de los operadores tensoriales (h.1) se reduce a es

tudiar: a) el dominio de validez de (k.3). con especial atención a 1a posibilidad de

espec1f1car rzl= 0 g b) 1a forma general de las derivadas de las trazas T(Ï,...,%,r}1)

respecto de las componentes de ríl . E1 item a) es el más delicadoiy será tratado en 1a

demostración del Teorema II. Respecto del item b), haremos algunas observaciones previas.

* ver Nota pág 35
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P P q

Dada una traza T : E 1x...xEqE<Ep —————>R, podemos escribirle en lo forms:r

klleookl oooksloeoks hsleoohspn ( )w( ... x x ) = 1 s x 1 ... x s 4.5
f, ’r’r?1 chllooohlp soohsloeshsp ¡(11...qu ’15kaloesks

n1 ns u1 s

con 6:2: isotrópico. Sea g(T) el grado de T respecto de rïl (es decir: el "númerode y;

ces que aparece rïl" en el segundo miembro de (h.5) ). más precisamente:

r+1 r+l

g(T) = ¿al + ... + ¿La . (4-6)

Entonces, para todo Á C B :

¿(T)
¿c ) = A w(}.....;.r51) (4.7)www

Resulta inmediatamente que:

. Si g(T) = 0, T = T(Ï,...,%) es una traza de {,...,% .

. Si g(T) = 1, podemosescribir sin pérdida de generalidad:

x X ) kleooks ílooeip X bloosh x h.ooohs¡ x jlooojposo, g a . . D seo . .

r r4'1 chlssohs'JlsoeJq klee “Buk...ska r‘Ü’I11.0011,

y por lo tanto:

a“? = Ckloooka1.10001. x h tech u -‘. x h.soshs'
a x JlooeJq hlooohs'Jlooqu kloookqul ns"k.oosks

r+l iloooip 1

dondepl....,ns" C{1....,r} .

o Si 8(T) * 29

a W({I°°°|%Oo)fim- 8
a x q

r+1 11...1p

0

Por_lo tanto el segundo miembrode (A.h)*es una combinación lineal de expresiones del

tipo (h.8) y cuyos coeficientes son funciones de trazas de f,...,% .

1 scsi

* que coincide con flj jp siempre y cuando sea posible especificar rél = 0.... q
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Conestas observaciones en menta, pasemos directamente al:

P P

TEUREMAII = Sea U = leoo.er<: 81x...xSrc;Eq%x...xE r un dominio de concomitancial r
y sea M : U->Eq un operador tensorial de clase Ck (kel). Entonces, para cada punto

x0 = (fo....,%°) € U de rango maximal existen: 1) un entorno abierto Wode X0 contenido
P P

en U ; 2) un sistema finito de trazas WW: EqkloooXE r
_1 l r

A°-———-Rde clase ck , n = 1,u , donde A0 ={(T1(X),...,TB(X))/X e ¡J

n, w = 1,r ; un sistema fin;

to de funciones fh :

es un entorno de (T1(X°),...,TS(X°)) abierto en RB y h) un sistema finito de constantes
ul...na'k1...k«

bruhB

iIDOOI

isotrópicas respecto de los índices 111,...,k‘_‘,h1,...,h,5 tales que :

e(x). .P =
Jleoqu

(4.9)
""’ n ...n k ...k i ...i h ...h h ...h

_ 1 s' l P l p 1 . 5
_) c1. hl...h 0...1-¡X1k ...k ¡110.0%'k ...k---—- 8 l q l l q s . 0

h=l,H pl
s'=1,M
ulvoooonsv = lor

para todo X = (f,...,%) C Wo. La forma de las constantes C puede verse en (3.16).

Demostración: Indicaremos con X la variable (f,...,%) C U, con U* el dominio de concomi
q q., = . ‘* o

tancia le...Uerp Upr y con (X,rgl) la variable ({,...,%,rél) e U . Dadoun punto X
€ U de rango maximal, podemos aplicar el Teorema 1 ul punto (X°,0) 8 U* , pues este punto e

de rango muximal (ver Nota 2 pág.23). Sabemos entonces que existe un entorno abierto D:
P P q

de (X°,U), denso en U*, y un sistema finito de trazas T: z Eqk ... Eqï Ep——-+Il, v =l r
1,s* , independientes en D: , tales que todo operador escalar 6 : U*-———a-Rde clase Ck

(kñl) se escribe localmente comofunción de igual clase de dichas trazas entorno de cada

punto de D: . En particular esto es cierto para el escalar definido en (4.2) en un ente;

no ubierto v: de (X°,Ú). Puesto que grad(Tï(X,rél)),...,grad(T:*(X, ) son linealmenterïl)
independientes para todo (X,r51) C D: y grad(T;(X?U)) = U si g(T;) E 2, (ver (4.6)), de

ben ser necesariamente g(T:) é 1 para todo v = l,s*. Podemosescribir entonces, sin pér

dida de generalidad:

i ...i j C...)
1 P 1 q = _ * * _“(X)J ...j rÏl i ...i °(X'r51) ' f(T1(X'r351)"'°'Ts*(x'r51))‘
1 q 1 p (4.10)

= f( T1(x)p-’Ost(x)tTi(Xar51)v-'09T¿(xvrál) )

para todo (X,rEl) C w: , donde T1....,T ls son trazas de X y T',...,T¿o son trzaa de (X,rél)
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de grado g(T¿) = 1 (es decir: lineales en rïl), v = 1,80 .

Por otra parte, H: contiene un entorno abierto de (¡0.0) dela forma WoxBo,

donde Woes un entorno de X0 abierto en U y Bo un entorno de 0 abierto en Ep . Derivag
jleoej

X . .
r+1 11...1

en (X,0) C W¿<{0}se obtiene (4.9), si tenemos en cuenta (4.8) y definimos

do el primero y el último miembrode (4.10) respecto de y especificando

rh(T1(x),...,\rs(x)) a 8.:: (T1(X),...,T8(X),0,...,0)

para cada h = 1,eo .

Nota: La validez de (4.10) entorno de cada punto de un dominio de la forma Do>nBo,
q

donde Do ee un abierto denso en U y Bo un entorno de 0 en Ep , no ee clara. Ea debido a

este problema que el carácter local del Teorema II es más acentuado que en el Teorema I.
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Q 5 . TENSUBES METnlcos Y RANGO MAXIMAL.

La presencia de tensores mátricos en un dominio de concomitancia tiene una

consecuencia muyagradable: la eliminación de la hipótesis de rango maximal en los

Teoremas I y II. Demostraremos, por lo tanto, estos teoremns para el caso en que el

dominio de concomitancia es de la forma U%IU1xU2...er , donde US es el dominio

de los tensores métricas de signature s (ver Ejemplo l, pág. 9 ). Probablemente, el

carácter local de los correspondientes enunciados - Corolarios I.l y Il.l - puede

atenuarse, a la manera del TeoremaI. Nosotros hemospreferido exhibir una versión

más sencilla, dando directamente la expresión local de un operador de concomitancia

en función de trazas entorno de cada punto de su dominio.

CURDLAHIOI.l : Sea r un entero no negativo y sea U = USxleU2X...KUr un dominio de

concomitancia. Entonces, dado un operador escalar fi : U-—>Rde clase Ck (kál), para

cada punto X0 = (¿0,Ïo,...,%o) de U existe un entorno abierto w° de X0 , un sis

tema finito de trazas Tn : U-——’R , p=l,m , y una función f z A°-—ofl de clase Ck

tales que:

Mx) = r( T1(x).....rm(x) ) (5.1)

para todo X 6 Wo , siendo .Ao = { ( T1(X),...,Tm(x) ) / X 6 Wo } un entorno del pug

to ( T1(Xo),...,Tm(X°) ) abierto en Rm.

Demostración : Sea U- el dominio de concomitanciu de los tensores antisimétricos

(ver Ejemplo 2, pág.10) y sea fi- : stleU2 ... Uer-————»-Rel operador dado por

tó’(g.}.....;.r) = n<¿<,}.....;) + rijykh (¿c-1)“ (¿thin . (5.2)

Tomemosahora un punto cualquiera (go,ï°,...,%°) C stU xU2 ...er y veamosque el1

punto (%°,}°,...,%°,0) es de rango maximal en stUIxU2 ... ngU- : sea B C G una ma

triz tal que

s = H= Diag( -1,....-1,1,...,1) . (5.3)
B
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Elijamos ahora n números u1,...,u tales que ui f U y ui fi u‘j (i#j) , i,j=1,n ,n

y definamos

t -1 . -1
= C " o " ooo o OIQ Qij (u ) D1°8( “1'00 I us!“s+1v tun) B (5 i)

Sea P : Eg—-ahU- la proyección de E; sobre U_ respecto del subespecio U’ de matrices

simétricas, que 6bviamente es un suplemento G-estable de U- en E; . Puesto que Q es si

métrica, ?(Q) = 0. Por lo tanto (ver Nota 2 pág. 23) para ver que (g°,ï°,....%o,0) es

de rango maximal basta ver que el sistema de ecuaciones

a a

a) Ai J¿0M * Áj ¿(Dia = ° ' i'j = 1'“
a a (5.5)

b) + Qia= 0 i =lin
1

tiene comoúnica solución >\j = 0 , i,j = 1,n . Matriciulmente, estas ecuaciones se
escriben

t
o') >\ ¿5° + x°/\ :0

.6b')>\tQ “¡Á (5)

Hultiplicondo ambus ecuaciones a izquierda por Dt y a derecha por B se obtiene :

ll O

t-l
c)(Bt)\Bt )Bt)¿°B +Btg°B(B'1ÁB)=o

t t t'l t t -1d)(B ÁB )B QB +BQB(B ÁB) :0 .

Conlas notaciones B-l)\B = H y Diag(-u1,...,-u ,us+1,...,un) = Q0se tiene, a purS

tir de (5.3) y (5.k) z

c) HtM+MH=0
(5.7)

d) Hth+Q0H=0 .

Un cálculo directo muestra que la única solución de la ecuaciones (5.7) es H = U, con

lo cual resulta efectivamente que )\ = B H B-l = U .



Hemosdemostrado entonces que el punto (go,*o,...,%°,0) es de rango muximal. Apli

cando el Teorema I a1 operador (5.2), podemos afirmar que existe un entorno H- de

dicho punto, abierto en stleU2 ... U;‘U_ ; un sistema finito de trazas Tí,...,T;,

y una aplicación f :.A--——oRde close Ck tales que

p-(é’{""1%íy)= f-( rï<álï9°"l%iy)""1T;(%ÍÏI""%1Y))

para todos (¿,Ï,...,%,Y) C U- . Teniendo en cuenta que W-contiene un entorno de

(¿0.Ï0,...,%0,0) de le forma VQKV', donde U0 es un entorno de (é°,{°,...,;°), y

que para cada p = 1,m' Tp(g,{,...,%) = T;(%,Ï,...,%,U) es idénticamente nula o una
traza, la expresión (5.1) resulta de (5.2) y (5.8) para Y = 0 .

Q.E.D.

De la misma forma en que hemos demostrado el Teorema II a partir del Teorema I

puede demostrarse, a partir del Corolario precedente, el siguiente:

P

CUHULARIO11.1 : Dado un operador de concomitancia fi : stleU0 ...x r -———rEqde

clase Ck (kél), entorno de cada punto de su dominio podemosescribir

l'loooi
¡ami ¿P =1...

q (5.9)

,1 ¡con k ...k i ¡noi h each h noch
, 1 s' 1 ‘ 1 p 1 p . a= f T A ... T X . . X oo. x

¿‘ 1,( 1( )’ ' m( )) E nl...h931...3q pl k1...kq"1 ps,k....kd
h=lih P1
s'=1,M
p19°bilpsi=oír

para algunas funciones fh de clase Ck-l, algunas trazas Wv: stleU2 ...er-——a.R y

algunas constantes isotrópicas fi s ¡ po = U y q = 2 .
“lo-ou '00.
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Comoaplicación inmediata damos el siguiente:

Ejemglo: Concomitantes de un tensor métrico y r camposantisimétricos Fïj, u = l,r .

indicaremos con g la matriz de componentes H; = gla Fïj , u = 1,r . Dada la forma ue
nersl de las trazas

i j ...i j h k h ,k , u n
T = clJl p hlkl h“ k” g 1 1...1; 3 5 Fi J. Fi‘j (5.10)1°" s l 1°°' s' s' 1 1 s s

y las simetrías y antisimetrías de ¿la y Fïj (respectivamente), resulta inmediato que
podemosescribirlas en función de los escolares

= Tr( H oooH) , u ¡ooo'u = 1,1. o
ul...ns nl 112 na 1 s

il...i J
Por lo tanto, dado un concomitante T. .P de clase Ck (kñl) de g..,k..,...,F€. ,

,11..qu IJ IJ IJ
podemosescribir

K

Illooolp Ilcoolpalbloooaabs ps
El]. j = 11:.E p p h k h k g oocg Fa b oooFab

1°.. q h=1 '1"° s 1°°' q 1 1"' t t 1 1 s s

entorno de cada "punto" (Eïjvgijpo-oogïj) 1 donde 135 COHStanteSg nl.._us::: 5°“

isotrópicas y los coeficientes Lh son funciones de clase Ck-l de los escolares (5.11).
Si r = 0, estos coeficientes son constantes.
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a6 . CUNCOHITANTES DE UN TENSOR METRICO Y SUS DERIVAUAS PRIMERAS Y SEGUNDAS.

En este parágrafo aplicaremos los Corolarios I.l y II.l al estudio

de los concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas.

Puesto que no hemos definido concomitantes de un tensor y sus derivadas, dare

mos una definición ad-hoc para el caso que nos interesa.

Sean gij(x) ( i,j=l,n ) lus componentesde un teusor métrico entorno

de un punto de coordenadas ¡o = (xi,...,x:). Dada una matriz B = [83:H6 G ,

para cualquier elemento B' = [ngn C E; simétrica respecto de j,k y para cual

QUier elemento B" = HBSkgfle E; simétrica respecto de jykyh y las ecuaciones

i _ i i -j_ _j i _j_ _j -k- _k i _j_ _j _k_ _k _h_ _h
x - xo + Bj (x xo) + Bjk (x ¡0)(x xo) + Bth (x ¡0)(1 ¡0)(1 ¡0)

i = l,n (6.1)

definen un cambio de coordenadas entorno de ¡o = x(ï°) , pues la aplicación

nn 3 x .—. J(x) = DetH-ÉÉGÏH e u

es continua y J(ío) a Det(B) í 0. Para este cambio de coordenadas se tiene:

W

_ _ a b _ . _ _ w _ —1 _1) = gab(¡°)71°e°' ' B*[gij(xo)fll
_ b n b a b c

2) gij’küo) 3 32k Bj gab(¡o) ‘ Bi Bjk gabho) * Bi Bj Bk gab'c(‘o) ' ’(6’2)
_ _ a b a b a b c

3) gij'kh(‘o) ‘ Bm Bj gabho) * Bik th gabho) * B11;Bj "h gab'c(xo) *
a b a b a b c

* Bih Bjk gabho) * Bi Bjkh senha) * Bi Bjk Bb gab’c(¡o) *
a b c a b c

Bih Bj Bk gab'c(xo) * Bi th Bk gab’c(¡o) *
db c a b c

* B: Bj Bkh gab’c(¡o) * Bi Bj Bk Bb gab'cd(xo) ° J

1.

Recíprocamente, dado un cambio de coordenadas x1: 11(Ï) de clase C3 se tienen

. i _ .i _ i _ i _ i _ i _
las transformaciones (6.2) para Bj —Bj(xo) , Bjk —Bjk(xo) y Bjkh _ Bjkh(zo),

_donde

B'(¡) ÓXi(Ï) Bi (í) = 62IÍ(Ï)1 ... . , . ‘—f— y .
J ó ¡J Jk (a)¡J uk th



Los conjuntos

=E
I

,—A—\

tE = [[33]]e
,,_ "_ i 11

H_{B _[[Bjkh]]en3

Asimismo los conjuntos

s _ o
U ={ x-][xij]] €E2

,o
U' ={ x'= [Pink] e L3

0
4

n _ n: |
U' -{ x IIXijkhIIC-IL

verifican z

UEl={ [gij(xo)]] e E;

U' ={ [gij,k(xo):n8

U" ={ [gij'kh(‘o)]]e EZ

-211

. . *
/ 11=x1(ï) ee un cambio de coordenadas

i i _ . *
/ z =x (x) es un cambio de coordenadas

. . *
/ x1=¡1(í) es un cambio de coordenadas

/ B' ea simétrica respecto de j,k l

/ B" es simétrico respecto de j,k,h } .

/ xt —x = o , Det(X) ¡é o , signatura(X) = e}

/ xijk. = xjik]

/ xijkh= xjikh ' Kun: Xijhk]

*
/ g.. es un tensor métrico de signatura s }13

i
/ gij ea un tenaor métrico de signature e }

'I'
/ g.. es un tensor métrico de signature s

13

(6.4)

(6.5)

Estas tres igualdades se ven claramente si, dados X € Us , X' C U' y X" € U" , con;

truímos el tensor métrico

1J

kk kkhh_
gij(x) = X.. + Xijk(x - x ) + Xijkh (x - ¡0)(1 - xo) , 1,J—l,n .0

(Las otras inclusionea son 6bvias).

* de clase C3 entorno de ¡o a ¡(1 ) .
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Consideremosahora las siguientes aplicaciones:

u) K x stU'xleI' men-o U' dada por

. , _ a b a b a b c
K(x,x ,B,B ) _ [nik BJ. xab + 13113‘].kxab «r 13i BJ. uk xabc (6.6.e)

b) K': UBxU'xU“xGxHxH"—> U" dada por

, , n , u _ a b a b a b c
K (x,x ,x ,B,B ,B ) - [sin BJ.xab + Bik th xab + Bik 13jah xabc +

a b a b a b c
" Bih Bjk ab * Bi Bjkh ab “ Bi Bjk Bh xabc *’

a b c a b c (6’6°b)
+ Bih Bj Bk Xabc * Bi th Bk Xabc +

a b c a b c d xl* Bi Bj xabc * Bi Bj Bk Bb xabcdl

Se puede comprobardirectamente que estas aplicaciones están bien definidas, es decir,

que efectivamente K(X,X',B,B') e U' y K‘(X,X',X",B,B',B") e U" para todo x e U“, x' e

U', X" C U" , B € G, B' G H' y B“ C H". Si se compara (6.6.a) con (6.2)2) y (6.6.b) con

(6.2)3) resulta bastante natural 1a siguiente z

P

Definición: Una aplicación de clase Ck fi : stU'xU" ———eEqes un operador de conco
mitancia de orden 2 si

M B'lix, K(x.x'.B,B'). K'(X.X'.X".B.B'.B") ) = B'1*fi(X.X'.X") (6-7)

para todos X 6 U5, X' C U', X" 6 U" , B G G , B' € H' y B" € H" .

Un concomitante de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas es

entonces un tensor de 1a forma

00.1 i .IIi

wind: = M[gijon] . [[eij.k(x>]]. ¡[gimmfl [1:ij (6.a)

Por un cambiode coordenadas xl=xi(Ï) resulta (teniendo en cuenta (6.2),(6.6) y (6.7) )

ilooei
’=‘w[wn].[wn] {zu-M hits-i:

¡lam [suenan] , [afloran] . u’zi¿.kh(x<í>>]>2:13"
e q

= (u-1(2>)il...(n'1(¡))ipBb1(í)...Bbq(Ï)me)?”a
al ap blooobq

donde B%(x) =QÏ:SÏ) a
J ¡J

' .. ..-........._r..-_._..._.._._..r._____.. ..7.._ “eq-4..

* Esta igualdad es parte de 1a definición de concomitante.
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Por lo tanto, 1a ley de transformación (6.7) no es otra cosa que el comportamiento
OOO

tensorial de las funciones T... definidas en (6.8).

Un ejemplo fundamental para lo que sigue es el siguiente :

Ejemplo: Operador de curvatura: Sea Uc el dominio de concomitancia de los tensores

de curvatura (ver Ejemplo 3 pág.10 ). La aplicación B : UBXU‘XU"-——+-UCCEZ dada

en componentes por

1
H x x' x" _ l x - K p x
ijkh( ' ' ) _ 2 ( ihjk * jkih ikjh jhik ) +

(6.9)

+ y:h(x,x') Y:k(x,x') xab — yÏk(x,x') Yïh(x,x') xab

aki - ija) (X-l)a1 , es un operador de concomitancia de

orden 2 que denominaremos“operador de curvatura" por razones óbvias: si Xij = gij(¡°),

(xo) para algún tensor métrico gij, entonces (6.9) no

i , __¿_
donde ij(x,x ) - 2 (xjak + x

Áijk = gij'k(’o) y xijkh = gij'kh

es otra cosa que el tensor de Riemanncorrespondiente en el punto ¡o .

haremos ahora una demostración resumida (y adaptada a nuestra notación) de

un resultado conocido.

* P

LENA(T.Y. Thomas): Dado un operador de concomitancia fi : USxU'le‘———a-Eq de orden 2
P

y clase Ck (kEO), existe un operador de concomitancia a : stUc-——a.Eq de igual clase
tal que:

¡á(X.x'.x") = B(X.R(X.x'.x")) (6.10)

para todos X 6 Us, X € U', X" 8 U".

Todo concomitante de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas (ver (6.8))

se escribe entonces en la forma

.Oi ' 0.01

T(¡);::..J: = ñ( [gij(’)] ' [Rijkh(¡)] );:..,j: (6.11)

P

pura algún operador de concomitancia É : UBKU°———«vK.

1"‘lver['3_] .



- 44 

Demostración z Con la siguiente notación

2 = B'1*x

2': K(X,X‘,B,B‘)

X": Kn(x'x|’xn’B'Bl'Bn)

se tienen, para

___571.2

'= K(X,X',B,B') (6.12)

í»: K'(mv ,X",B,B',5")

HH

X"

i _ i i _ l -1 ei i _
BJ ’ ¿j ' Bjk ’ ";'(xjak * Xakj ' xkja)(x ) ' Bjkh ‘ o

31:51 ¡ai-o
J J ' Jk y

. (6.13)—i 1 - - - --1 a1

jkh a ";'( xajkh * Xekhj * X hjk )(x ) *

1 - - - --1 ai
+ 'E'( xjkha * xkhja + xhjka )(X )

lue siguientes igualdedes:

a) Í = X = X

b) Í' = 2' = ° (6 14)
= 1 - - - a n - _ ___ v l I n

c) x ijkh _ 3 ( Bikjh(x,x|,xv) + uihjk(x,x ,x ) ) .

Si indicamos con Q 1a aplicación UFxU'xU"-———vEZcuyas componentes Qijkh están dades

por el segundo miembro de (6.14 c), el comportamiento tensorial de R implica que

Í" = Q(Ï.Ï'.Ï”) = B‘1*Q(x.x'.x"> = 1*Q(X.X'.X")=

= Q(X1X'JX") 0

Por lo tanto:

fiammufluvn=ñfiíuñ)=ïhmnrífl
n'1*a(x.x'.x") = 1*a(x.x'.x"> = w(x.x'.x") . (6-16)

(6.15)

= I*fi(Ï'X'0Í") = fi(XIX‘IÏ") 3



Puesto que la aplicación H : UBXU'xU"--»-Uc es sobreyectiva, queda bien definida
e c p . *

una aplicación a : UKU -+ Eq mediante

a<x.n(x.x'.x")> = n(x.o.- ¿[nikjhm' ,x") + nihjk<x.x'.x")]l ) =
(6.17)

= ñ(x109Q(xvx'vx")) 

uesta ver que B es un operador teneoriel. Dada una matriz B 6 G cualguiere se tiene,

tomando en consideración (6.16) :

m B’1*x, B'1*R(x,x',x") ) = m B_1*X,n(B'1*x,K(x,x',B,0),K'(x,x',x",B,o,o) ) =

= M u‘1*x, o , Q(B'1*x,K(x,x',B,0),K'(x,x',x",u,o,o) ) =

= ,ó( B’1*x, K(X,X',B,U), K'(X,X',X",B,O,U) ) = B‘1*yó(x,x',x") =

= B'l*fi(X,O,Q(X,X',X")) = B'1*B(x,n(x,x',x")) .

Q.E.D..

De acuerdo con este Lena, 1a determinación de los operadores de segundo orden

,6 : U‘xu'x U" E: se traduce en la determinación de los operadores tensoriales
fi :stUc

-—————’E: . Antes de pasar directamente al estudio de eetos concomitantee,

haremos un cambio de variables que resultará cómodopara algunos cálculos. Se trata del

difeomorfismo

stu" 9 (x,z) v—F-——(x'1,z) e U'st°

(6.18)

donde U's =‘[X C EÏ / xt = X , Det(X) f 0 , signatura(x) = sí} .

Apliceremos el Corolario I.1 a la determinación de los operadores escalares

¡ó : U'ex U" B de clase Ck (kál) .

* khra ver que a está bien definida, es necesario tener en cuenta también 1a observa

ción hecho en pág. 13 z para cada X € US, Z € Ue, existen X' € U' y X" G U“ tales

que z = 11(x,x',x").
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CUHÜLARIO1.2. Dado un operador escalar ñ : U'ñKUc-————Rde clase Ck (kñl), para

cada punto (%,%) C U‘icUc existe un entorno Wode (g,%) abierto en U‘íKUc y una

aplicación f z A°———-Rde clase Ck tales que

¡fix/4) = t( ¡61(X.z).....só 20m) ) (6.19)n

para todos (X,Z) C No , siendo

i J
nh(x,z) = z 1 1.. z . . ... z . . (6.20)

2

h = 1,2.3,oso

jb
donde zi-Ïhk = Xi“ x zabhk y Ao = [(fi1(x,z),...,fi 2(x,z)) / (x,z) c wo } es un

2
. , , .n

entorno abierto de (ñ1(g,á),...,fin2(%,á)) en R .

En términos de escolares concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas

primeras y segundas, el Corolario afirma (teniendo en cuenta el Lemaprecedente) que

tales escolares puedenescribirse en la forma

.. .. i j i j i j
. . = 13 13 hk l l 2 2 m m

L(g1j,gij,k,gij,kh) r( a. ii , B hk R ij ,..., n izjz B i3j3...n iljl

m = n2 (6.21)

entorno de cada "punto" (go BP )ij’ ijkh °

Demostración: Ses T una traza:

_ ilalklhl...1pjpkphp alb1 aqbq r
- ca b a x ...x zi . k h ...¿i . k h . (6.22)

1 10000-000000 q q 131 1 1 pJp p p

Teniendo en cuenta la forma general de los elementos isotrópicos CII: y las simetrías

y antisimetrías de X y de Z, resulta inmediatamente de (6.22) que T es función poli

nómica de los escolares (6.20). Por otra parte, definiendo el producto de dos "bima

trices" P, Q C E22 mediante

wm.
se puede demostrar el Teorema de Cayley-Hamilton y las fórmulas de Newton para los cos
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ficientes del polinomio característico de une bimutriz. Por lo tanto, T puede escri

birse comofunción de ñl,...,ñ 2 en

QoEoDe

De manera análoga se aplica el Corolario II.1 a le determinación de los opera

dores de concomitancia ñ : U'%(U°-—-oE: entorno de cada punto de su dominio. Nosotros

daremos el resultado correspondiente en términos de concomitantes de un tensor métrico

y sus derivadas primeras y segundas, quedando la precisión de los términos topológicos

del enunciado a cargo del Corolario 11.1 y de le definición de concomitantes.

‘.. . . i1"'ip , .
LUhULARlO11.2. Todo concomitante tensoriel Tilo".j Ide un tensor metrico y sus de
rivadas primeres y segundas puede expresarse localmenge, si es de clase Ck (kñl), en 1a

forma

i eeoi

Tal jp =l... q
K (6.23)

_ Ï Lh(g n ) E i1"°1p alblcldl°°'arbrcrdr ghlkl ghsks R R— .., .. . ooo ooo

h=1 IJ leh Jleeejq hlkleeeenee-eeahsks alblcldl arbrcrdr

donde las constantes 82:: son isotrópicas y los coeficientes Lh son escolares de cla
se Ck-1 (su forme está dede en (6.21)). La expresión (6.23) es válida entorno de cede

n n opunto 0
Demostración: Se sigue de los Corolarios 1.2 y 11.1 . Q.E.b.
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Q 7 . lDEhfIUAUES DE INVARlANClA Y ALGEBBAS DE LlE.

Sea G un grupo de Lie, g su álgebra de Lie, V un espacio lineal y

va 3 (g,v) »————.g'v e v (7.1)

una acción de G sobre V. Sea C°°(V) el espacio de funciones F z V'-——vRde clase

C00. Se tiene un acción de G sobre este espacio dada por

(gwxv) = ug'lw) (7.2)

y una acción del álgebra dada por

(X*F)(v) = %t- F( exp(-tX)*v )It=u . (7.3)

En particular se tiene la identidad

X*(Y*F) —Y*(X*F) = [X,Y-]*F . (7.1.)

Una función F : V-——’B se dice G-invariante si

gíF -_-,F

para todo g 8 G. Se puede demostrar que si F es de clase C1, las ecuaciones preceden

tes son equivalentes a

X*F = 0 (7.6)

‘I’

para todo X C g. Esta equivalencia es la que se demuestra precisamente en el Lenmde

las identidades de invariuncia pura el caso en que G es el grupo lineal general, V el
P P

espacio E l x...xE r y la acción es A*(Ï,...,X) = (A*Ï,...,A*X). La demostraciónq1 qr r r

dada es válida para aplicaciones F : le...er—-—*>H donde cada Up es un abierto G
P

estable de un subespecio G-estable de Eqp.u

* Basta considerar, óbviamente,'un sistema finito de ecuaciones Xa*F= 0 , a = l,q ,

donde X1,...,Xq es un sistema de generadores del álgebra. Estas son, precisamente,
las ecuaciones (3.11).
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El problema de la caracterización de las apliCucionee G-invariantes

consiste entonces en el cálculo del radical

M= [ F e c°°(v) / xir = o para todo x e G } (7.7)

de la representación (7.3). Puesto que esta representación es de dimensión

infinita, el problemaes en general muydifícil de resolver. En este contexto

algebraico, se suele plantear el problemade determinar los invariantes poli

nómicos respecto de un grupo eemiaimple. El Teorema I resuelve parcialmente

el problema para invariantes de clase C1y la acción tensorial de un grupo

no aemisimple. En cuanto a los invariuntes polinómicos respecto de la acción

tensorial del grupo lineal general ,

K

ll ooo]! Joooj' oooi cogí n
F = É chl a il is fi .1 _ppl .o. ñ .. Ia 'h=1 1"' e" 1 J1”’Jq s J.°"Ja'

“1

DIH-uan
se ve claramente (puesto que los coeficientes C ... deben ser iaotrópih

cos) que pueden escribirse comofunciones polinómicus de las trazas.
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APENDICEI : SuBlementos G-estables.

P

Sea Eq el espacio euclídao dudo por (1.1) y (1.2), con su correspondiente
p

estructura de G-módulodada por la acción tensorial (1.3). La base canónica de Eqh each p

está constituida por los np*q elementos ek k C Eq cuyas componentes son x1... P

h .‘Oh i .Ooi i i h h
1 1 1 l(ek ) j s ¿kooo ooo e
1... p 1... q 1 p 1 q

k oook p

Su base dual está formada por las formas coordenadas uh1 h : Eq--’ R , es decir:1...

k OOOk k UOOk aIOOOap bIOOOb kIOOUk1 P(x)= 1 P( e q): (1.2)
“bl...hq “nl...hq Xbl...bq al...ap xh ...hq

P

para todo X C Eq . En particular:

i a..í h ...h i i h h
¡1.1 e 1 q ) = 1oe. p con e

J k k JJlooo q 1.o. p l p 1 Jq

P P *

Todo elemento fi : Eq-——»-Bde (Eq) se escribe , entonces, de una única forma

Jlooqu lloooip jlooan Jleoan
i i = ñ( e ) . (1.0)1... p

. . u. . . .

11.0'1p JIOOCJq 11.0.1p

Es decir:

fi(x)= ñ2:...jq il...ip
. . . (1.5)

coalp Jloo-Jq

P P i

para todo X C Eq . Para cada matriz A C G y cada forma lineal fi C (Eq) , definamos
P

1a función A*fi : Eá-——ol¿ mediante

(A*ñ)(x) = ñ(A*X) (1.6)

P

para todo X € Eq . Es inmediato comprobar que A*fi es lineal y que A*(B*fi) = AB*fi para
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P *

todas A y B en G. Tenemos, entonces, una acción de G sobre (Eq) dada por (1.6).
P * q

Definamos ahora una aplicación F : (Eq) ———_.Epmediante:

Fu) = [[m ¿1:30h = ¿1:12? (1.7)P P

p i
para cada fi C (Eq) . Consecuencias inmediatas de esta definición son les siguientes:

F.l) F es un isomorfismo lineal y su inversa está dada por

i 0.0i i 0.01 joeej

¡’1( [i 1 qu ) = Y 1 q u 1 P (1.8)jle-ejp jleoon llooelq

. P *

F.2) Para toda matriz A C G y toda forma lineal fi € (Eq) :

una) =¡“Fm (1.9)

q P

Por último, definamos H: Ep---*-Eq por:

H( [YÏ1...iq] ) = HéÏIhI...éiPhP 5. k ...é. k Y:1.'°:q fl (1.10)Jl J H' pJ1"'Jp 1 q q l

q

pura cada Y C Ep . Se comprueba directamente que:

H.1) H es un isomorfismo lineal.
q

H.2) Para toda matriz A C G y para todo Y € Ep :

H(A*Y) = At-1*H(Y) . (1.11)

Conestos elementos, pasemos a demostrar el siguiente:

P

LENA:Sea S un subespecio G-esteble de Eq . Entonces, existe un suplemento 5 G-estable
de S.

P .0 P s
hemostreción: Sea S un subespecio G-estsble de Eq y sea S ={]ó C (Eq) / ,6(X)=0V X C S J

su anuledor. Entonces, el subespecio

S = (HoF)(S°) (1.12)

es un suplemento G-estsble de S, pues:
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l) So es G-estable: dedos fi C So y A C G, para todo X C S ee tiene (A*ñ)(X) =

fi(A*X) = 0 , pues A*XC S (por ser S G-esteble por hipótesis). Es decir: A*fi C So.

2) É es G-esteble: para cede A € G ee tiene:

A*S g A*(HoF)(S°) = A*H(F(S°)) = H(At_1*F(S°)) = H(F(At*S°)) = (HoP)(At*S°)

Pero At*S°CI So, como se demostró en l). Resulta entonces que A*5 = (HoF)(At*S°)C:

c: (HoF)(s°) = S .

p

3) dim Eq = dim s + dim S : por ser HoF un isomorfismo lineal, dim s° = dim S. Por
P

otra parte, ee tiene le identidad dim Eq = dim S + dim So .

k)SnS ={0}:
Si además X G S, se tiene que fi(X) = 0. Por lo tanto:

See X-C 5. Existe entonces un elemento fi C 5° tal que x = (floF)(ñ).

...é
ind ih ih ku*

o=ga)=muuun)=g(mwándfl))=Mnálïnépp%*1 jkfiáumfl)P q q

jl...jq 2
P

l o... k Cook
_ ¿Jl Jq 5 1 1 á P P g á fi 1 q = ( ñi ...i '°° j k "' j k h ...h i ...i

l p l l q p 1 p i---3-;ï-; l p1""’ q 9

Jl"°Jq
Es decir : fii í = l,n , con lo cuel fi = 0 y finalmente1... p = 0 pare todos j1,...,ip

X = (HoF)(d) = (HoF)(0) = 0

Q.E.D.

COROLARIO:Dado un eubeepacio S de E: G-eetable, si un elemento Y G E: verifica

.001 . I...
Jl q 11 1P = o (1 13)i 0.01 jOOOj .

1 p 1 q

i e i a b ...b

para todo X C S, entonces Y' = é 1 1...5 p p B. b ... o. b Yal aq H pertenece- 1 q leonp
al suplemento G-estable S dado por (1.12).

JlooeJq 110.01Demostración: Basta definir la forme lineal fi = Y. p p *. u. . C (E ) , pues
lleoolp Jlo-oJ qq

las igualdndes (1.13) (para todo X € S ) equivalen e que fi 8 So. Por otra parte, Y' =

= (qu)(ñ), por lo tanto: Y' e (HoF)(S°) = S .

QeEoDo
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APENDICEII : Una caracterización de los elementos isotró icos.

P

LENA:Un elemento X 6 Eq es isotrópico sii satisface las ecuaciones

2- i i ...i a i ..Ii q a i ......I...’0.0.C’i

¿2; ¿ha x 1 “'1 3*1 p - ¿E l és x 1 P = o (11.1)q s = s8 = jl'.......lil......j jIOIOJB-lb js+1...jq

para todos a,b,i1,...,jq = 1,n.
p .

Demostración: Sea X € Eq isotrópico, i.e. :

1 k k h ouoh oooi
Ahl...Ahp (A’l).1...(A 1).q xkl RP= x.1 .P (11.2)

1 p Jl Jq 1... q JIOOIJq

para toda A c G. Escribiendo (11.2) en la forma

i i h ...h k k i ...i
Ahl... Ah? x.1 .P = A.1 ... A.q xkl k9 (11.3)1 p ¡11-0qu loco q

y derivando repecto de Aa se obtiene:

p i i i i i h ...h e h ...h
É Ah1 Ahs-l ¿bs A 3+1 Ahp x 1 s-l s+1 p =S = Í‘ l p Jlooooonoooooo-cocoaq

(11.4)
k k a k k i ......QOCUIIOOOOOÍ

= ¿E A.1...A.°'1 é. A.°*1...A.q xkl b ps = 1 J1 Js-l Js Js+1 Jq 1'°'ks-1 ks+1’°'kq

En particular, para A = I , se tiene (11.1).
P

Tomemosahora un elemento X C Eq que satisface las ecuaciones (11.1) y defina
P

nms una aplicación F :(}-—oEq dede por:

F(M) = H*X (11.5)

para cedsld G G. Tenemos que F(AB) = AB*X= A*B*X = A*F(B) para todas A,B C G. En com

ponentes, F(AB) = A*F(B) se escribe

i ...i i i k k h h b b a ...a
HAB).1 .p = A 1...A p(A'l).1...(A'1).q B 1...n p(B'l) 1...(B'1) q 1 P (11.6)- J .. h h J J a a k k ...b

1' Jq 1 p 1 q 1 p 1 q 1 q
‘ h'...h

, 1
HB)k

1.00kq
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herivando ambos miembros de (11.6) respecto de Ba :

‘ 11”".L h ° i i k k

¿”EJ-1m: ¿un = Ahl...AhP(A‘1)J.:.HW);.qh b P

(3 Mk a Ba (1107)

P
h1 hs-l hs h3+1 hp -1 bl —1bq al'°'as-1 a as+l"°ap

. B ...B B ...B (B ) ...(B ) xb ‘ a a a a k k OCIOOOCOOOOOOIOOOb
s = 1 s-l 3+1 p 1 q 1 q

q h h b b b a b b a a

É ‘ 1 p -1 1 -l s-l -1 s -1 -1 8+1 -1 q 1"’ p- Ba"'Ba 0"(B "°(B x'b...b
s = l p 1 s-l s 8+1 q 1 q

Teniendo en cuente que
h c

¿(Ac Bk) z Ah «a
E b

DBa

se tiene, haciendo B = I en (11.7):

a iIÓOCÍPF(A). . i i k k a h ...h
_.._¿'1'_;Jq-.A = A 1...A P (A-l).1...(A-1).q P(x) 1 (11.8)h b b -h J J bk ...k

DM l p 1 q 1 qa

a il...i
donde P(X)b j JP es el primer miembrode (11.1), para cada a,b,il,...,jq=1,n .1... q
Por hipótesis, X satisface dichas ecuaciones (11.1); tuniendo en cuenta la inversibili

dad de A resulta entonces de (11.8):

i ...1
b F(A).1 .P

_h_J_1L-1q_ = o

para toda A GG y todos h,k,i1,...,jq = 1,n . Hemosdemostrado que F es constante y por
lo tanto podemosescribir:

mx = F(M) = F(I) = x

para toda M € G.
QoEoDo
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P

COROLARIO:Si un elemento X C Eq es G*-isotr6pico, entonces es G-isotrópico.
P

Demostración: Dadoun elemento X € Eq G+-isotr6pico, se tienen las identidades (11.3)
1

para toda A C G*. Puesto que G es un abierto de El y G+ es la componente conexa de la

identidad, G+ contiene un entorno de I abierto en Ei . Se pueden derivar entonces las

identidades (11.3) respecto de Aa en A = I , obteniéndose (11.1) (ver (11.4) ). Pero

precisamente hemos demostrado en el Lemaprecedente que las ecuaciones (11.1) implican

que X es G-isotrópico.

QoEoDe

fiM)
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