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§ 0. INTRODUCCION

Los dos resultados centrales de este trabajo son de cardcter general,
£l primero consiste en la caracterizacién local de los escalares concomitantes
de un nimero finito de tensores cualesquiera,

il...i

L = L(F.

£ ijeees R) n=1,r (0.1)

entorno de cada “"punto” (fo,...,go) que verifique cierta condicién que denomina
mos "de rango maximal®, A partir de este resultado obtenemos el Teorema II, que
exhibe una caractprizaci6n local de los concomitantes tensoriales

i oooi i Q.oi h .o.h

U S L (0.2)

jl...Jq Jlooqu B 1°°°
entorno de cada punto de rango maximal., Las precisiones topolégicas y formales
de estos resultados se elaboran en el primer pardgrafo, donde damos una defini-
cién de concomitante en términos de operadores de concomitancia y estudiamos en

detalle el dominio de los mismos.

Los pasos de la demostracién del Teorema I pueden resumirse esquemdti-

camente de la siguiente manera:

1Y) Sea G el grupo lineal general Gl(n,R), E un espacio euclideo m-dimensional
Y GxE3(A,X) —— A*X € E una accién, Dado un abierto G-estable U de un subes
pacio G-estable S de E, una aplicacién § : U— 1l es un operador escalar de
concomituncia si verifica g(A¥X) = P(X) para toda A € G y todo X € k. Median-
te una eleccién adecuada de E, S y U , los escalares (U.l) pueden escribirse en
funcién de estos operadores. Se trata entonces de caracterizar los operadores

escalares.

¥

2¢) Sea E>S>U ——= R un operador escalar. S admite un suplemento 5 G-esta
ble. (Este hecho no es evidente y se demuestra en el Apéndice I). Sea P : E—3S

la proyeccidén correspondiente y sea U = P—l(U) . Queda bien definido un opera-



dor escalar § : U—R mediante 2(X) = g(P(X)) . Puesto que p(e(X)) =
= p(P(P(X))) = ¢(P(X)) , el problema se reduce a caracterizar los operadores

# : U— R donde U es un abierto G-estable de E.

32) Las ecuaciones WP(A¥X) = #(X) son equivalentes (si ¥ es de clase Cl) a
un sistema de ecuaciones de la forma Pi(x) ¢,i(X) =0 , a=1l,p , donde ¢’i
indica la derivada parcial de § respecto de su i-ésima variable. (Esta equi-
valencia se demuestra en el Lema de las ldeutidades de iunvariancia). En el
pardgrafo 2 demostramos que las soluciones del sistema pueden escribirse, en
torno de cada punto X° donde la matriz Pi(x°) es de rango maximal, en la for
ma #(X) = £( ¢1(X),...!¢'(I) ) , donde ¢1""'¢a son ciertas soluciones po
linémicas que denominamos "trazas", Esto es vélido para operadores escalares
cuyo dominio es un abierto G-estable de E, Si f es un operador definido en

un abierto G-estable U de un subespacio propio S G-estable de E, la reduccién
al caso anterior se realiza mediante el paso 2?): sea B(X) = #(P(X)) ; podemos
escribir ﬂ(i) = f(¢1(2),...,¢s(i)) en un entorno W de cada punto X° de ran-
go maximal ; puesto que P es abierta, W = P(¥) es un entorno de X° = P(X°) y
podewos escribir por lo tanto P(X) = f(¢1(x),...,¢s(X)) en un entorno W de
caua punto x° = P(io) tal que X%es de rango maximal (en este caso decimos que

X° es de rango maximal).

A partir del Teorema I deducimos el Teorema II y de ambos obtenemos los
Corolarios I.1 y II.1 . En éstos se exhibe la forma yeneiral de los concomitantes
de un tensor métrico y oiros tensores cualesquiera, entorno de cada punto de su

dominio, sea de rango maximal o no . Probablemente, encuanto a las aplicaciones,

estos resultados son los wmés importantes del preseunte trabajo. Como casos parti
culares de interés ffsico) damos la forma general de los concomitantes de un
tensor métrico y un ndmero finito cualquiera de bivectores (férmula (5.12)) y
de los concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas

(férmulas (6.21) y (6.23)).

El dltimo parégrafo es una presentacidén breve y esquemdtica del cdlculo

de operadores escalares en términos de representaciones de dlgebras de Lie.

* Ver, por ejemplo: /' 5/, [ 6/, [ 7/, [8]y/[97.



§ 1. DOMINIOS DE CONCOMITANCIA E IDENTIDADES DE INVAKRIANCIA

Una definicién general y rigurosa de concomitancia puede verse por ejemplo
en / 1 /. Puesto que trabajaremos exclusivamente con tensores concomitantes de ten-

sores (sin sus derivadas), nos limitaremos a exponer brevemente el concepto de "

ore
radores tensoriales de concomitancia", estableciendo de paso la notacién e hipétesis
generales vdlidas para el resto del trabajo. Luego estudiaremos con cierto detenimien
to el dominio de aplicabilidad de nuestros métodos de trabajo, para dar a continua-

cién una manera sencilla de incluir los casos importantes de la teoria de concomitan

tes tensoriales en los resultados finales,

Supondremos dado un entero positivo n y usaremos la convencién de suma por
repeticién de {ndices., Para cada par de enteros no negatives p y q, indicaremos con

p+q

Eg el espacio de n' *-uplas ordenadas (v.gr. lexicogrdficamente) de nimeros reales:

llo.olp
x=[[x. .]],i...j=ln (1.1)
ces 1’ ] ? 4
Jyeeedy q

con la estructura euclidea canénica dada por:

' 0001 ) i 71 0001 i 00.1 1 cesl
!, 3! | R uyl J [L 1 ij
S JloonJ / JloooJ Jlo.oJ onoJ
1 ..oi * - i seel
tnx.l Pl = ut x! pﬂ (1.2)
Jltoqu Jloto‘]q .
oo'l N A o¢oi N j. k i k 1,600l h eoeh
< LX ’ uY-l .pﬂ = 9, ...b. éJl 1...éJq 1 X.l Py 1 P
JlocoJ Jlooqu llhl lphp Jlno-Jq klo.okq

para todo niémero real t, X e Y en E: y donde O es el sfmbolo de Kroenecker.,

La razén por la cual distinguimos en (1.1) los indices en superindices y sub-
{ndices es la mismu que para las componentes de un tensor: para cada par de enteros no
negativos py q , consideraremos la accién del grupo lineal general G = Gl(n,R) sobre

Eg dada por:



i h ...h
* = 1 P p -1 1 eoe -1 q 1 P
™ |IA“1 *u, (5 e ), xkl"’k] (1.3)

para toda matriz A=[A;B € G y todo X € Eg .« Para p = q = 0 convenimos en definir la
accién de G sobre E: = B mediante A%t = t., En lugar del grupo lineal general puede
considerarse la compomente conexa de la identidad G’:{ A €Gl(n,R) / Det(A)>0 } .

Direwos que un subconjunto U de Eg es G-estable si A¥U C U para toda A € G,

Definicién 1 : Un operador de concomitancia tensorial es una aplicacién

2 UxUpx ooaxU_ ——-Eg (1.4)
tal que:

i) cada Up es8 un abierto G-estable de un subespacio G-estable S}1 de E ¥ s B = 1,r

n

(en este caso diremos que U x...er es un dominio de concomitancia),

1
ii) para toda A € G y para todos § € Up ym=1,r

¢(A*}v seey A*§) = A*”({v°°°v %) (1-5)

i ...i

Diremos que # es de clase Ck cuando cada una de las componentes ¢j j : lﬁ;...er——¢B
1... q

de (1.4) es de clase Ck respecto de la estructura diferenciable natural de cada Un

como abierto de un espacio lineal Sp.

i ..Oi i OOOi
Nota: Un tensor T, . es8 concomitante de r tensores H . M, n=1,r, si exis
— Jl...Jq n Jlooqu -
te un operador de concomitancia @ tal que n
1,000l ool coeld 1
1 1 L LN J
T(x)j ooan = ¢ ...Jp(ﬂg( ) 100 jpll] Pt IH(I) 1 J ] ) (1.6)
1 q * ql LE N J
Por abuso de notacién, (1.6) suele escribirse
i Ql.i i l..i i .'.i
1 1 1
LI S S DR (1.7)
l q 1 q 1...

N

. . . .1
Dado un combio de coordenadas X = ¥ (x), si A;(x) = -Ei(x), se tiene:
x



i ...1 ool oo.ip
R [[g(x(x)) O RS .[u(s(:)) A
P 9
ijeeeid eoi ijeeedy (1.8)
B A(x)*ﬂrg(x Ry e a@Aue) N R )
Jl...j q Jl...J
1 U
i i k k h seeb i el lieecel
=1 -1 1 1 1
= A(x)h1°'°A(‘)hp(A (‘)Zjl'"(A (x))jq Y ...kp([['f(x)j . Jplu’ '"'&g( )i jeaed k )=
1 P 1 q 1 q 1 9 1 r
i i k k b .'.h i ...i
. -1 1 -1 1 m(< 1
=A@t 7M@) L@@ @), P - TP
1 P 1 Jq 1°°° Jltoqu
il...i
Resulta entonces que un tensor concomitante de H j qu s = 1,r , es un tensor
i ...i 1...
jl j que se "comstruye a partir de" dlchos tensores ke mediante una ley o re-
ln.. q 1 ...1
1

yla de formacién dada por las funciones § y esta regla es la misma en cada

Jl...jq
punto y en cualquier sistema de coordenadas (invariancia de forma). En (1.8) vemos

que las identidades (1.5) son esenciales para esta invariuncia de forma. Por otra par
te estas mismus identidudes requieren la G-estabilided dc¢ los dominios U)l y B = 1,r,

Veuwos que también resulta natural exigir (en la Lefinicién 1) la G-estabilidad de los
i .Oti
subespacios S’1 : en muchas aplicaciones importantes, los tensores g i j n satis
100.

facen un sistema de ecuaciones de la forma:

L ()1"". P) = 0 L meik (1.9)

1°°° J n

9

P a
donde %,m : Eqi-————E#: son operado;es lineales tales que h'm(A*X) = A*ﬁ'm(x) para
toda A € G y todo X perteneciente a Equ (con lo cual lus condiciones (1.9) son efecti

vamente geométricas (tensoriales): se satisfacen en cualquier sistema de coordenadas).

LN ]

Estos tensores H... también suelen satisfucer inecuaciones escalares del tipo:

1
1(x N0 6£ 0 m=1,K 1,10
m([[()Jl..Jnu) (640),m=1k  (L10)
Pp Bn - *
: B : *X) = ' X
donde ﬁ'm Lqu-——+ll son e@scalares o pseudoescalares 5'm(A X) = det(a) S.m( )
a € Z. Si estos enteros son pares, las inecuacion:s (1.10) son invariantes por

n,m

cambios de coordenadus. Si alguno es impar, dichos cawbios deben ser de jucobiuno po

sitivo., Ejemplo cldsico de las inecu.ciones (1.10) es det( [gij(x)] ) > 0. De las

¥ en el segundo miembro de esta igualdod, los fnlices n y m no estdn sumados, obviamente.

% es decir: son funciones de las componentes g ess gy p=1,r .,



ecuaciones (1.9) tenemos por ejemplo: F(x) it F(x) =0 ; T(x)i =0 ; g(x)ij -

g(x)ji = 0 ; etc, Puede comprobarse directamente que cualquier operador de la forma

s(l)ouols(p)
L(X) = TS ) c(s, u)x ; (1.11)
P g Ju(1)°**de(q)
(donde Sp Y Bq son los grupos de permutaciones de p y q elementos, respectivamente, y
C = C(s,t) una aplicacién de 83<8q en {—1,0,1} ) satisface L(A*X) = A*L(X) idéntica
mente. Més generales alin son las composiciones de estos operadores con los operadores
de contraccién de {ndices, que incluyen pricticamente todas las aplicaciones conocidas.

Las ecuaciones (1.9) determinan los subespacios

K
S,; = D: Ker(‘li.'m)
iree0d
donde toman valores los sistemas de componentes ujg(x)ai--on \ﬂ . Estos subespacios
resultan G-estables debido a les identidades L(A*X) = A*L(X)qp Dentro de estos subespa
cios tenemos los dominios (ET
U, = oy fa((0) i

de variacién de HH(I) n + La G-estubilidad de los dominios U se deduce de las

identidades f (A*X) = det(A) p,mf (X) (n y m sin sumar ) y basta que las funcio-

nes ﬁ n Sean continuus para que estos dominios sean abiertos,

Nuestro objetivo final es caracterizar los operadores de concomitancia ten-
sorinles de clase C2 (esta condicién de regularidad es muy poco restrictiva, teniendo
en cuenta (1.6) y en vista de las aplicaciones). Pero nuestros métodos de trabajo re-

quieren necesariamente de derivaciones del tipo

¢i:loooi-p ”(A }'...’A x) oool
a) 3__:1__3.;_ s b J P (1.12)
. & X 100.1p a Al

R '31--.jq: j

Eétudiemos el problema:



Caso 1 : En el caso en que Sp = E* » p=1l,r , lus funciones ﬁ;l:::zp estdn definidas
y son de clase C1 en U1 o ...XUr , donde cada qu es un abierto del 2spacio euclideo

Epn. Por lo tanto las derivadas (1.12) a) estdn perfectamente definidos (derivadas par
ciales clésicas) y son continuas. En este caso, las derivadas (1.12) b) tampoco presen

tan dificultad, por ser G un abierto de Ei. Ademds, de (A-l); A? = 5; resulta

QL™ Al; v @h & =0

h
O A
e inmediatamente:
-1,i
(a™) s L
oW 5 . ~(A 1); (a 1)‘; (1.13)

aAm

Se tiene, entonces, pura toda funcién f: le ....XU}-——+It de clase C1 :

a‘ z Uf(A*¥’o¢o,A*X) a [Ah "'Ah n(A ) ...(A_l) qn x ooo::p ]
N r oo.l cee
jl...J
» (1.14)
donde
- 3 i -] kl -1 k h.eeeh
o L e g S |
UAp n 9, Q, (t15)

QOOh lb hs’-l...hp

no+
1..."0'.'."."'k

ZAh...A 3'1.-5 Ah“l...AhP (a” ) ...(A‘l)% X
by

Pa "o

.-.h

Z A ...Ahpp (A~ 1) ...(A'l) 8- 1(A'l) (A-l) (A-l) B*‘...(a") "u;; Py

= 1 o.ok
8 p s+l qu 1

Caso 2 : Veamos ahora el cuso general en que los Up son abicrtos de subespacios pro-

P
pios S de Eq)l » p=l1,r . Una manera general y sencilla de reducir este caso ul ante-

n
rior es la siguiente:



1) Para cada p = 1,r , sea §; un suplemento G-estable de Sp' (La existemcia de estos
suplementos puede verse en Apéndice I ).

2) Para cada p = l,r , sea Pp H Epp——e-sn la proyeccién de Ezu sobre S5 respecto de §;.
Estas proyecciones verifican idénticamente Pp(A*x) = A*Pp(x), 2ues dado X € Ezn , 8i

X = Xo + X es su descomposicién (Gnica) como suma de un elemento Xo € Sp y d: un ele-
mento X € S;, tenemos A¥X = A*Xo + A%X » donde A*Xo € Sn y A¥X € §; (por ser Sp y E;
G—estables). Entonces, Pn(A*X) = A*XO = A*Pn(X).

3) Para cada p = 1,r , el conjunto UL = P;I(Uﬁ) es un abierto de E:p y por ser gn conti
nua, Veamos ademds que cada UL es G-estable: sea X € U; , es decir ? PP(X) € Uu. Entonces
para cada A € G, Pp(A*X):A*Pn(X) € A*U C U)l (por ser U G-estable). O sea: A*X € U;l .

4) Definimos f': Ui“Ué ...xU;-——.Ez dada por

”'(}o--ov§) = ¢(Pl(¥)'°°°'Pr(¥)) .

i- ...i
Las componentes ¢'j jp s UixUé ...xU;-——»B de esta aplicacién son de clase C1 (por
1... q
serlo las componentes de ff y por ser cada Pn lineal y continua, ergo C* ) y cada UL
P
es un abierto G-estable de E » B=l,r . Ademis, para toda A € G y toda ({,...,§) €
Ulx..exU' se tiene:
1 r
! = * * = =
' (A*Y, .00 ,8%X) = BB, (A%)), 000, (8%X)) = g(a%) (Y),...,a%0 (X))
= A# *
AP (P yeeesP (X)) = AP (§y00,X)
i .'.i
Por lo tanto, lus funciones ﬂ'j jp estdn comprendidas en el Caso 1.
10'. q

5) La reconstruccién de § a partir de #' es muy sencilla, dada la idempotencia de las

proyecciones:
B (X))yeensP (X)) = B(@ (R (§))seee,P (R (X)) = B (B (F)yee B(X))

Es decir: § = @'
IleU2 voxU_



Veamos ahora algunos e jemplos importantes de dominios de concomitancia:

Ejemplo 1 : Tensores métricost Sea s un entero tal que -n £ 8 £ n y sea lind= E; el

conjunto de matrices reales X =]rxij] tales que:
1)x-xt=0
2) det(X) # O
3) eignatura(X) = s

Si tenemos en cuenta que la accién de G sobre E; estd dada por
-1\h ., ~1\k -1t -1
anx =@ )= G x @ (1.16)

resulta inmediatamente que: a) el operador lineal L(X) = X - Xt verifica idénticamen

te L(A*X) = A*L(X) y por lo tanto el subespacio S = Ker(L) de E) es G-estable; b) la

2
aplicacién continua S»Sxt—i—ﬁ-det(X) € I verifica f(A*X) = det(A)-2 £(X) y por lo
tanto el conjunto W = f-l(RN{O}) es un abierto G-estable de S; c) puesto que la sig-
natura es invariante por congruencias, resulta ser U° un subconjunto G-eatable de W.

Nos resta probar que v® es, adends, abierto en W (con lo cual resultard abierto en S):

sea Xo € U°. Por ser W abierto en S, existe € > 0 tal que el entorno esférico
B(Xo,c)a{XES/"I-Xo"‘c }

estd contenido en W. Veamos que, ademés, B(Io,c)CIUs. Sea X, € B(xo,c). Entonces el

1
segmento X(t) = X + t(Xl-Xo) y 0£ ¢t <1, estd incluido en B(Xo,c), pues “X(t)-xou

=|t|“X1-X0" £||x1-x°" < ¢ , Tenemos, por lo tanto, una transformacidén continua X(t)
de rango constante ( = n, pues X(t) € B(Xo,e)c W ), de donde se deduce que la signa-

tura de X(t) es constante. En particular, la signatura de X, = X(1) es la misma que la

1
de X = X(0), es decir: X, € v,

Hemos probado, entonces, que U® es un dominio de concomitancia. Lo denomina-

remos "dominio de concomitancia de tensores métricos de signatura 8", debido a que un
i ‘..i
tensor le jp
1 LR ] q

de la forma

concomitante de un tensor mélrico de signatura s es, por defimicién,

il...i i io.i

1
r(x>3.1mj: = ¢J.1mj:< [st);5])

para algin operador de concomitancia # : Us———»Ez . Por ejemplo y en abuso de notaciéns



Tijkh = 2 gjk - Bk gjh . Terminaremos este e jemplo con una observacidén elemental

pero importante: un suplemento G-estable de S = {X € Eg / X - xb = 0} es el espacio

de matrices antisimétricas S = {X € Eg / X + xb = 0} .

- N
Ejemplo 2 : Tensores antisimétricos : Sea U C Eg el conjunto de matrices X =‘[xijn

tales que X ¢+ Xt = 0. Teniendo en cuenta (1.16) resulta inmediatamente que U es un
subespacio G-estable de Eg y por lo tanto es un dominio de concomitancia. En las apli
cuciones fisicas es importante el dominio

URUX U™ 4uoxU”
( donde U® estf dado en el ejemplo 1 ), pues este dominio corresponde a los concomi-
tantes de un tensor métrico gij y de m campos antisimétricos F;; s B =1,m . Un ejem
plo de tales concomitantes ( para n = 4 ) es el tensor de momento-energia de las ecua

ciones de Einstein-Yang-Mills:

n v ab 1 n ~ ac bd
Tij =B).w(FiaFjbg " 585 Fap Fa 8 &8 )

Nota: Las ecuaciones tensoriales ﬁF}., + F.,. + F = 0 no afectan el dominio de

i Y Uikt T ki

variacién de las componentes Fij' Més precisamente: dado un sistema de coordenadas

locales xl,...,xn entorno de un punto de coordenadas xi,...,xﬁ » para cada matriz

o

X €U y cada elemento Y € E3 tal que Yijk + ink =0e Yijk + iji + Ykij =0, exis

te un tensor antisimétrico Fij que verifica Fij'k + ij'i + Fki’j = 0 tal que Fij(xo)a
- . _ k k

= xij y bij’k(xo) = Yijk' Por ejemplos Fij(x) = xij + Yijk(x xo).

. . c_ 0 . -
Ejemplo 3 : Tensores de curvatura: Sea U C EA el conjunto de elementos X Exhijkn

tales que:

ik = Yhkij * Yijhk T Yhjik T Viknj
pura algin Y € LZ talque (1.17)
Y

hijk = Yihjk = Yhikj

Para ver que U° es un subespacio G-estable de EZ basta considerar el subespacio

% En el caso m = 1, se tiene el tensor momento-energia de las ecuaciones de Maxwell-
Einstein para un campo electromagnético Fij . Como es habitual, Fij'k indica la deri

vada parcial clésica de Fij respecto de <.
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< 0 - = 0 = _ . i . . o -0
S = {Y €E / Yhijk Yihjk 0 Yhijk Yhikj} y la aplicacién lineal & : E, —E,

e ([[zhijkn) =[[zhkij * 2y " tnjik T Zikh,j] .
La G-estabilidad de S es inmediata y € verifica idénticamente ©(A*Z) = A*3(Z), pues
-l\a -1\b -1\¢ -1.\d -1,a -1\b -1\c -1.\d
@H O g iz e D G s g,

- - -1 -1 , -1\a -1\b - -1.\d ,
@ 1)} (U S U S S (e b (i o C M () P S

= ahE @Y @S @hy (2., +2

i adbe * Zbcad ~ Lacbd ~ “bdac ) .

Entonces: A*UC = A*9(S) = &{(A%S) Cc ©(S) = vt para toda A € G, Es decir: U® es un domi

nio de concomitancia. En vista de las aplicaciones, consideremos un sistema de coorde-

nadas locales xl,...,xn entorno de un punto de coordenadas x‘])',...,x:: y veamos que i
. . . 20

coincide con el conjunto WC h,‘ formado por los elementos [Rhijk(xo)] , donde R'hijk

es el tensor de curvatura correspondiente a algin tensor métrico gij (de signatura s

arbitrariamente prefijada). Para ver que Wc U , basta tener en cuenta que
_ 1 a b a b
Bijk= 3 ( Bhk?ij * €ij'nk ~ 8hj’ik ~ Bik’hj )+ N Fij Eab ~ I"hj ik 8ap  (1.18)
i 1 ai L
donde r'jk =3 ( €ja'k * 8ak’j ~ Bkj'a ) g , y definir

Yhijk = é ( ‘hi'jk(‘o) - I"hi'(*o) sz("o) 8ap(x,) )

pues en ese caso tenemos Yhijk = Yihjk = Yhikj y nhijk(xo) = thij + Yijhk - thik +

. c
- Yikhj . Es decir Enhijk(xo)]] € U .,

c b
Veamos ahora que U € W, Dado un elemento X —"\thi.]' + Yijhk - thik - Yikhj] de
c
U~, sea
6(x) = [[2,, 0] = [ 27, 1 (- 22) (x- )]
ij ijab 0 o
y [e:;] = Wexp (W7 u(x) )

donde M =[Mijﬂ es una matriz cualquiera de v® (ejemplo 1) , v.gr.:

M= Diag(-l,...,-l,l,..-,l)
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Entonces:

a)(siJ(Xiﬂ

Por lo tanto, dadas las simetrias de M y de Z(x) (recordemos que Yhijk = Yihjk)’ es

M(I+Mz(x)+ % Mz (M 12(x) + %!M-IZ(x)M_IZ(x)M-IZ(x) $ooes )=

M+ Z(x) + %Z(x)M.IZ(x) + é!Z(x)M-IZ(x)M-IZ(x) + eoe (1.19)

inmediato comprobar que Egij(x)] es simétrica, pues el término general de la serie
matricial (1.19) puede escribirse (excepto el primero, que es Sbviamente simétrico) en

la forma (;fiji( Z(x)Hfl )k Z(x) , k2 0, y se tiene:

(W™D 2 | ¢ = st [EErE] Y < a) [ @M )R - w) 0@k -

= 2(x) () W) oo WN2(x) = 2GOMTY 2GMTT L. 2N a(x) =

k veces k veces
= (2N 2(2) .

b) [[gij(xo)]] =M, pues Z(x ) =0 .
c) Det [gij(x)ﬂ = Det(M) eTr(M-IZ(x)) # 0 para todo x = (xl,...,xn) .

d) De b) y ¢) se deduce que si las coordenadas (xl,...,xn) varfan en un dominio B arco-
conexo de R" (esta condicién sobre el sistema de coordenadas locales no presupone pér
dida de generalidad), la signature de qgij(x)] es lu de M para todo x € B : dado x, €
B, sea c : [0,1]—*—Rn una curva continua tal que c¢([0,1])c B, ¢(0) = Xy c(1) = X .
Entonces X(t) = Egij(c(t))] es una curva continua en Eg de rango constante ( = n ,

por ¢) ). Se deduce que la signatura de X(t) es constante. En particular: signatura de
mgij(xl)] = signatura de X(1) = signatura de X(0) = signatura de Etij(xo)ﬂ = signatu
ra de M = 8 ,

Tenemos, entonces, un tensor wétrico gij(x) dado por (1.19) con la signatura
requerida., Un célculo directo muestra que el corresponliente tensor de curvatura (1.13)
verifica Rhijk(xo) = thij + Yijhk - thik - Yikhj = xhijk y por lo tanto X € W .

El célculo es bastante sencillo s8i se tiene en cuenta que : 1) zij(xo) =0; 2)
Zij'k(xo) = 0 y por lo tanto giJ’k(xo) =0y 3) Zhi’jk(x) = 2Yhijk y entonces , tenien
do en cuenta 1) y 2) , 8hi’jk(xo) = 2Yhijk .

En cuanto a las aplicaciones, es importante el dominio de concomitancia U?ch,

correspondiente a los concomitantes
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10-.1 i 000l

OIS ¢J.1 P ([[g (x)) J o+ (B (1.20)

ijesed
P

...j

segundas puede escribirse en la forma (1. 20) Hés adelante daremos una definicién ad-

Nota: ®e demuestra que todo concowitante T, de gij y sus derivadas primeras y

hoc de estos concomitantes y demostraremos que efectivamente pueden escribirse en esta
forma.

Ubs. : La férmulu (1.18) implica que para cada x, las variables Egij(xo)] e u® y
uuhijk(xo)] € U° no son independientes., De todas maneras, del cardcter tensorial de
Tt se deduce (a partir de (1.20) ) que @ debe ser necesariamente un operador de con-
comitancia de dominio U%U®, Veamos porqué:

Respecto del tensor gij(x) dado en (1.19), el sistema de coordenadas xl,...,xn
es geodésico (con origen xo), pues gij'k(xo) = 0, Consideremos ahora cambios lineales de
coordenudas:

gl A; X ,A€G . (1.21)
Para cada uno de estos sistemas de coordenadas se tiene:
1) Sea ii = ii(xo) = A; xﬁ . Entonces,l[éij(io)u =HRA'1)Q (A-l)? gab(xo)D =
(72w, (A'l)‘j’ﬂ = W Htn @Y = oA

2) Ty 0, (%) =£,;[(A'1)§ (0] gy x@)] = H] DY g, (x(x>>°: -

= 7HT WHY @HE g, (x(5)) « Por 1o tanto §, ., (%,) = 0, pues g, (x(5,)) =
gab'c(x ) = 0,
() = @ 07HY @ThHE @y

3) Eij’kh h gab' (x(i)) y por lo tanto Eij'kh(io) =

-1.\a =-1\b ,,.~-1l\¢ -1\d
2 O W) T a
En resumen, para cada sistema de coordenadas del tipo (1.21) tenemos: Héij(io)] = A%M =

=1\t -1 - - - N - ~
)M A7) 58 (F) =0 y["‘nijk(‘o)ﬂ = M Meij * Yighe T Yhgix " Yikhjﬂ =

El cardcter tensorial de T.:: en (1.20) implica entonces que

P(A*M,A%X) = A*g(M,X)
para toda M € Us, x e U® y A €G. Por lo tanto, f debe ser efectivamente un operador de
concomitancia de dominio U%US,
Un ejemplo clésico, histérico e ilustre de concomitante de gij y Rhijk es el

tensor gravitatorio de Einstein :

6y (0 = ey 0N iy ) = 2y ) - HE g () exgy ()
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Terminaremos esta seccién demostrando una importante propiedad de los
operadores escalares de clase Cl.
LtMA 1 ( De las "Identidades de Invariancia" ) ( Du Plessis - 1969 ). ( /4] ).
Sea € : le...er-————oIl una funcién de clase Cl, donde cada Uu es un abierto

P
G-estable de algun E o » B = 1,r . Entonces, son equivalentes:

i) 0(A*¥,...,A*¥) = 0(},...,}() para todos A €G , X €U , n=1,r. (1.22)
sy O .
n)a7 o(A*{.---oA*)’E)IA: = 0 para todos i,j =10, X €U ,n=1,r, (1.23)

(Las identidudes (1.23) se denominan"identidades de invarioncia").

Demostracién: La implicacién i)==9ii) es trivial, Veumos la reciproca: dada una funcién

- le...xui———.ll de clase C1 que verifica ii), definamos F : GxUl.xU2 ...er———e-H
tal que: F(A;{,...,%) = 0(A*{,...,A*¥). Entonces, F es dbviamente de clase C1 y veri-
fica:

a) F(A;Bﬂf....,ﬁﬂr() = F(AB;{,...,p » para todos A,B€G , X €U , n=1,r.

) . = . =
b{iKI.F(A,¥,...,¥)| ) = 0 para todos 5 € U)1 s B =1,r.
J .
Derivando ambos miembros de a) respecto de A; y teniendo en cuenta b), obtenemos:
a ¢
d d 24% B
=— F(A;B* ’...’B*x) = F(AB; ’oo.,x) —C—0- =
aAg 1 F g1 oAy t | per aAg ,A=I

r 1

= O F(BiJeesX) & ng =a_2_§ F(BiX,.0,X) B .

Por la inversibilidad de B:

a . =

YV S
J

para todos B € G, 5 €U, , u=1,r . Por lo tanto, F(A;{,...,%) = Q(A*{-...,A*§) no de

pende de A y podemos escribir:

(A%, 000 pA%X) = F(A3X,000,X) = F(LifyeeerX) = 8(fs00esX)

para todos A € G, ﬁ € Un y = 1,r, Q.E.D,

Nota: Una consecuencia interesante de easte Lema es que 8i una funcién € : UIx...fo——+H

de clase C1 es G+-invariante, entonces es G-invariante.
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§ 2. CARACTERIZACION DE LAS SOLUCIONES DE UN SISTEMA LINEAL HOMOGENEO DE ECUACIONLS

DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALLS DE PRIMER ORDEN A COEF)IC1ENTES ANALITICOS.

En este pardgrafo, m y p son dos enteros fijos tales que 1 € p< m y la con-
vencién de suma por repeticién de f{ndices vale para ambos: los fndices h,i,j,k suman de
lamy los {ndices a,b,c,d de 1 a p. Indicaremos con t la m-upla de nimeros reales

(tl’...,tm) y para una funcién f£(t): f'i - Df; .
Ot

Sea W un abierto de B" y sean Pz t: W—R mp funciones analiticas, i = 1,m ,

a = 1,p . Nos proponemos estudiar las soluciones y = y(t) del sistema

Py(t) y,;(¢) = 0 (2.1)

a=1,p

Denominaremos "solucién local entorno de to" (resp. "solucién global™) a toda funcién
y = y(t) definida y de clase C1 en un entorno Uo de to (resp. en W) tales que las ecua
ciones (2.1) se satisfacen para todo t € Uo (resp. t € W),
Definicidn lidiremos que t € W es de rango maximal si rango[[Pi(t)B =P
LEMA 2: 5i existen p3 funciones anuliticas Fﬁc : W—R ( a,b,c =1,p ) tales que

Py (t) Py(t) - Proy (t) Pi(e) = Fp(¢) Pi(t) (2.2)

para todos t €EW; i = 1,m ; a,b =1,p

entonces: para cada punto to € W de rungo maximal existe un entorno esférico

B ={tew /t-rt<8)c v (2.3)

y w-p soluciones locales anul{ticas Yy 0 Yo 0 ooy ym-p independientes en Bo

(i.e. : para cada t € B , grad(yl(t)),...,grad(ym_p(t)) son linealmente independientes)

tales que: para cada solucién local ‘y: Bo——FR de clase C" existe un entorno abierto B
?
de t, contenido en By una funcién f A —R de clase C" tales que

y(t) = 20y ()seenny, () )

2.4
para todo t € B° ( )



siendo A = { ( yl(t),...,ym_p(t) )/ t€ Bo,y} un entorno de ( yl(to)""').'ll-p(to) )
abierto en K" P,

Nota: Si p = 1, la hipétesis (2.2) del Lema se verifica trivialmente ( con P’;c =0)

y el resultado es"ultra-cldsico", Si p=m y rungolIPi(to)] = p, en un entorno de to
esta matriz es inversible y por lo tanto las tnicas soluciones locales del sistema
(2.1) son, en este caso, constantes. Ergo, basta demostrar el Lema para 1 < p < m ,

Demostracién: La demostracién estd basada fundamentalmente en la versién local del

Teorema de Frobenius dada por C. Chevalley en [2].

Sea to € W tal que rango EP:(to)]] = p. Algin subdeterminante de orden p

Pll(t) Ppl(t)
: (2.5)

(t) v.o P;p(t)

D(t) =

[N
o eee

P1
es, por lo tanto, no nulo en t = to . Puesto que la funcién W3tr—— D(t) € R es con

tinua (por hipotesis las funciones P:(t) son analiticas) y D(to) # 0, existe un entorno
U={tcn"'/||t-t ||4c5'}cw
o )

de t  talque D(t) # O para todo t € U, . Entonces, los p campos

ACICRADEY
ot’ |t
(2.6)

a=1,p
son linealmente independientes en cada t € U0 » Ademds, son analfticos, por ser P;(t)
analiticas., Tenemos entonces una distribucién analftica p-dimensional /\ sobre Uo
gensrada por Vl,...,\fp : At a L( Vl(t),...,Vp(t) ) para cada t C U, . Es fécil
ver que la hipétesis (2.2) implica que /A es involutiva: dados dos campos en A ,

X(t) = wi(t) v (t) = u®(t) PE(e)
Ol | ¢

Y(t) = v2(t) Va(t) = v2(t) Pi(t)i.

ATEN N

~ ey decir: Xi(t) = u?(t) P:(t) e Yi(t) = v2(t) Pi(t) -, se tiene

i oyl - a i a i b i i
x,kyk Y,kxk (u.kPa+u Pa,k)v Pt -'(va,kP:-rvaP:,k)ubPk =
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b b . b . .
( ua,k v Pt - va,k u Pt ) P: + ut v ( P;’k Pt - P;'k
- b

a .1 a (] i

w Pa + u v F;b Pc
c a b _¢ i
=(w +u v F\ ) P,

Por lo tanto, con la notacidn zc = wc + ua vb Fﬁb , Se tiene:

- 5C i igr
[x , y] (t) = z%(t) Pc(t)atl .

2°(¢) v(t) e A,

para cada t C Uo .

Podemos aplicar, entonces, el Teorema Local de Frobenius citado a la distri-
bucién analitica p-dimensional involutiva /\ entorno del punto to : existe ¢ » 0 tal
que para cada q = (ql,...,qm_p) € qQ = (-e,e)" P c R"P existe una subvariedad ana
1iftica p-dimensional S(q) inmersa en Uo tal que:

1) el conjunto U1 = S(q) es un entorno abierto de to en I y cada t € U1 per-

q €9
€
tenece a una vnica S(q). Es decir:{S(q)}q g o ©S woe "foliacién" de U, ;
€
2) existen m-p funciones analiticas independientes Yy : Ul————ll » 1 = 1l,m-r , tales
que:

s(q) ={t €U/ y,(t) =q, 4 n=1mp }

para cada q € Qc H

(2.7)

3) S(q)t = Z&t paera cada t € U1 . Es decir: cada S(q) es una variedad integral de A.

£s inmediato comprobar que yl,...,ym_p son soluciones locales de (2.1) : dado t € U1 N
sea S(q) la (dnica) variedad integral de A\ tal que t € S(q); puesto que los vectores
grad(yl(t)),...,grad(ym_p(t)) son ortogonales a b‘(q)t = [§t = L( Vl(t),...,Vp(t) ),
resulta:

Py() v, (8) =V, (2) , grad(y, () > = 0 (2.8)

para todo a =1l,p , n = l,m-p .

También es inmediato comprobar que para cuda t € Ul’ los vectores

grad(yl(t)),.. . .Brad(}'m_p(t)), Vl(t)' cve vvp(t) (2.9)
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constituyen una base de R® : el determinante de Gram del sistema (2.9) es, de acuerdo

con (2.8) 1

GRAM ( grad(y;(t))yeee,gradly, (£)),Vy(t)seecsV () ) =

(erad(y, (t)), grad(y) (1)) ... (grad(y,(t)), grad(y, (¢))) o 0
<§rad(ym_p(t)),grad(yl(t)i> ...<?rad(ym_p(t)),grad(ym_p(t))> 0 oos 0
= 0 0 <V1(t),V1(t)>...<V1(t),Vp(t)>
0 0 <Vp(t),V1(t)>...<Vp(t),vp(t)>
= GRAM( grad(yl(t)),...,grad(ym_p(t)) ) . GRAM( Vl(t),...,Vp(t.) ) (2.10)

y por lo tunto, puesto que cada uno de los sistemas { grad(yl(t)),...,grad(ym_p(t))} y
{Vl(t),...,Vb(t)} es linealmente independiente para cada t € U1 , el determinante (2,10)
es no nulo,

Sea & > 0 tal que el entorno esférico B = {t €R" / It -t | < o } de t_esté
incluido en U,, Se tiene BOCZU

1 1

Consideremos ahora una solucién local y: Bo——a-R de clase C*. Puesto que el

CUocwch .

sistema (2.9) es una base de B para cada t € Bo’ podemos escribir

grad(y(t)) = Al(t) grad(yl(t)) +oeee ¢ ATP(}) grud(ym_p(t)) +

+ Cs) Vi(t) + eeu s cP(t) Vp(t) (2.11)

Por otra parte, por ser y solucién local,

Lerad(y(t)) , V (£)) = y,,(t) Pl (t) = 0

para todo t € Bo’ a=1,p . De (2.11) se deduce entonces

(=}
|

Cl(t)<V1(t),V-a(t)>o cor + Cp(t)<Vp(t),Va(t)>

para todo t € B, a = 1,p . Puesto que GRAM( Vl(t),...,Vp(t) ) # 0, resulta C{t) = 0,
,...,Cp(t) = 0 para todo t € Bo o De (2.11) y de la independencia lineal de grad(yl(t)),
pesey grad(yn_p(t)) resulta entonces la expresién (2.4),

Q.E.D,
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COROLARIO : Bajo las siguientes hipétesis:

i) Existen p3 funciones analfticas F?)c : W—R ( a,b,c = 1,p ) tales que

pl, (¢) PE(t) - B, (4) PE(t) = FS, (¢)PE(t)

para todos t CW; i =1,m ; a,b=1,p .

ii) Existe un sistema numerable /\:{yl,...,yh,... } de soluciones polindmicas glo-
bales yh : W—R tales que: toda solucién global polinémica y : W—R puede escri-
birse en la forma:

y(¢) = ; ;1 2 g1 7, (8)eesy (8) (2.12)
n

1 Ry

para todo t € W,(C*** constantes ).

iii)Para toda solucién local analftica y(t) =ki_‘n.:°° ¢h(t) , cada suma parcial

5N i i
¢h(t) = g?;;l Cil...is t ..t (2.13)

es una solucién global;

Se verifica que: para cada to € W de rango maximal existen:
o
a) un entorno D, de t abierto y denso en W ( ie.e.: D, =W );

b) m-p polinomios ‘yhl,..., ‘yh € /\ independientes en D,
n-p

tales que: dada una solucidén global y : W—R de clase Cr, para cada t, € Do existe

1

un entorno Wl de 1;1 abierto en B™ (y contenido en IDO) y una aplicacién f : Al-——>B

de clase C° tal que

y(t) = £( ‘rhl(t)..... ‘yhm-;(f) )
(2.14)

para todo t € Wl

siendo A, = {(‘y-hl(t),..., yhm-r('t) )/ t € Wy } un entorno abierto del punto

(9. (£;)peees 9. (t,) ) en el espacio B P ,
b, 1 h 1
n-p
Nota: Ubsérvese que las polinomios ‘_rh pecey ?h son los mismos para cualquier solu-
1 m-p

cién y : W—R y cualquier t, € I)0 .

Demostracién: Dado t, de rango maximal, algin subdeterminante D(t) de orden p (ver

(2.5) ) es no nulo en t = t . Puesto que la funcién W3t+——D(t) € R es analitica,
)

resulta que el conjunto
H = {t €ew/ b(t) # 0_] (2.15)

es abierto no vacio y denso en W, Ademés, dbviamente, to € Ho « Los campos Vl,...,VP

definidos en (2.6) son analiticos y linealmente independientes en cada punto t € lio .
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Sea Bo el entorno de to dado en (2.3) e yl,...,ym_p las soluciones locales anali-
ticas independientes del Lema 2. Podemos suponer O suficientemente pequefio como para

que las series
(-4

y (¢) = )__ - ‘3ih)>'n(‘~z) (W eh) . (e eh) -
g R e B °

(2.16)

il ih %)
= C . - t eeot = le t
h — n 11...1h R g R

conver jan absoluta y uniformemente en Bo , b = 1,m-p . ( Caso contrario, basta reem-

plazar o por Q' = Min{. o, Fys eeey T , Siendo r el radio de convergencia

m-p}
de la serie (2.16)%).

n
Sea /\” 1la distribucién analftica m-p dimensional sobre Bo generada por

el espacio R-lineal generado

grad(yl),...,grad(ym_p) y sea, para cada t €B , V.

por grad(yd(t)),...,grad(yh(t)),... . Entonces:

1) Ea claro cue V, es un subespacio de [5:
o )

nes'yh admite localmente una expresién de la forma yh(t) = fh( yl(t),...,ym_p(t) )

: por Lema 2, cada unu de lus funcio-

( para tod> t en vn entornp abierté B ¥ de to contenido en Bo ); diferenciando esta
’
h

expresién se obtiene

grad(yy () = £, (v (£)yeeasyy (2) ) grad(y,(t)) + .o0 +

t fap o (v (thieeeyyy (2) ) grad(y,_ (¢)) ,

es decir:{ gradcyl(to)),....grad(yh(to)),...} c ZX: .

-
2) Veamos ahora que [xt es subespacio de Wt : las hipétesis 1i) y iii) permiten escri

° °
bir cada suma parcial de (2.16) en la forma
pa R

K(n,k) b o NieooV
ﬁk(t)=§=1£:=1"'€—=lﬁi vy, (e (b)) .

1 8

kEntonces, derivando respecto de t' se obtiene una expresién del tipo

K'(P'h)
fwst) = G=1 g¢) yhr.i(t) .

Multiplicando ambos miembros por(gir y sumando sobre i = 1,m se tiene que grad(g h(t))

€ W, . Puesto que hEiE,grad(g k(to)) = grad(xn(to)) y Wto es un espacio lineal de

* j.e.: La serie (2.16) converge absoluta y unifurmemente para Ilt - toll‘ rp .
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dimensién finita (demostrado em 1) ), resulta que grad(yu(to)) EV, , n=1,m-p.
0

Hemos demostrado entonces, que dim(vt ) = dim(A: ) = m-p . Existe, por lo
0o o
tunto, un sistema

{maals, () 4 een s wrealyy (0)] (2.17)
m-p

linealmente independiente en t = to + Puesto que la matriz Eyh ,i(t)]] y 1i=1m,
N
~ = 1l,m-p , es de rango m-p en to , existe un subdeterminante D'(t) de orden m-p de

dicha matriz tal que D'(to) # 0, Siendo W3t——D'(t) € R analftica, el conjunto

H;={t ew/D'(t);éo} (2.18)

es abierto no vacio y denso en W, Ademds, Sbviamente, t, € 11") « De (2.15) resulta en-

tonces que el conjunto
D, = Hoﬂn; ={t €W/ D(t) #0 # n'(t)} ={t €W/ D(t)p'(t) # o} (2.19)

es abierto no vacio y denso en W y contiene a t_, pues la funcién W3 t—D(t)D'(t)ER

es analftica y D(to)D‘(to) # 0 . Teniendo en cuenta las definiciones de Ho y H(', se

observa que los sistemas{vl(t)',...,vp(t)} y{grad(‘yh (t)),...,grad(&P (t))} son lineal
1 P
mente independientes para cada t € Do « Por otra parte, puesto que por hipétesis las

funciones ’y‘l, coe ’Yh’ ees BoOn soluciones globales,

V() aradly, (0)> = Pr(t) Ty ralt) =0

para todo t € W (en particular para todo t € Do) y todos a = 1,p , v = 1,m-p . Mediante
un razonamiento anilogo al utilizado en (2.10) (considerando el determinante de Gram
del sistema) se demuestra entonces que los vectores

gradfy, (t)) , «.. , grad(y, (t)) , Vi(t) , eee ¥ (t) (2.20)

by By p
constituyen una base de K" para cada t € Do .

Sea y : W—R una solucién global de clase C". Para cada t € D0 , grad(y(t))
es combinacién lineal de los vectores (2.20); por ser y solucién global, grad(y(t)) es
ortogonal a cada uno de los vectores Vl(t),...,Vp(t), por lo tanto (dada la independen
cia lineal de éstos), grad(y(t)) es combinacién lineal de grad(‘yq(t)),...,grad(yh(t)) ,

1 m-p
para cada t € Do , de donde se deduce la tesis (2.14) del Corolario.

Q.E.D,
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§ 3. TRAZAS Y TEOREMA I

En este pardgrafo daremos una caracterizacidén de los operadores escalares
g UIXU2X...er-——+ R de clase o ( k =1 ) cuyo dominio admita algin punto de
rango maximal ( Definicién 1'), exhibiendo una base funcional numerable polinémica.
M&s precisamente: explicitaremos ( Definicién 2 ) un sistema numerable Yl""'Yh""
de operadores escalares®tal que todo operador escalar § del tipo mencionado puede
escribirse en la forma ¢({,...,¥) = f£( th(§,...,¥),...,Yhs(§....,¥) ) entorno de
cada punto de un subdominio abierto y denso en UIX...er , 8iendo th,...,YhB los
mismos para cada uno de estos puntos y para todo ¥ ; en cambio, f es una funcién de

clase Ck que en general depende del punto considerado ( y de ¥, ébviemente ). El

enunciado riguroso de este resultado es precisamente el Teorema I,

Definicién 1' : Sea UxUyx.soxU C 8 XS x.. XS C E:x Ezzx ...xE:: un dominio de
concomitancia y sean
P : Epn-—-* S n=1,r
n n ' '

las correspondientes proyecciones (ver Caso 2, pag.?7 )+ Diremos que un punto

o o . . . , 20 <0
(¥ ,....¥ ) € le...er es de rango maximal si existe algin punto ({ ,...,¥ ) €
P P
(% E lx ...xE r tal que=
1 9

1) (Freensd®) = (P(F0)se e sBE) ) s

ii) se verifica la siguiente implicacién:

Al.l (go -O)b iloooip
P 'ooo'x . = 0 a
b r ‘a XX
Rodyeeed e }\b =0 (3.1)
para todos p = 1,r , il""'jqp= 1,n para todos a,b = 1,n
donde
a8 djeeei Pa 4, djeeei )@ ige1teeip
P foeeesd)y p jouug ® = Z—_ 9, X SR
1 8 =1 Jyeecererrencccecd]
q
B
(3.2)

il.....‘..........'i

9,
- Z S, X . . b 3 N
8 = Jg B J1e0eds Js+1"'Jqp

* polinémicos



Nota 1 : Esta definicién no es mfe que una versién abstrusa (pero inevitable) de
la Lefinicién 1 (pag.15 ), pues la implicacién (3.1) puede escribirse en la for

N* pi(t,) =0 A& =0

. — (3.3)
para todo 1 = 1,m para todo & = 1,p
donde los {ndices miltiples
a - il...ip
a ‘[ b} i TN Y sl (5.4)
qll

r
P.*
varfan de 1 a p = n2 ydelam =¢§;; n® qu respectivamente; la variable t =
i ...i
(tl,....tm) es la m-upla de las componentes ﬁ j jpp ordenadas "en linea",
1... qp
La implicacién (3.1) equivale entonces a la independencia lineal de las columnas

de la matriz EPg(t)B € AP en el punto to = ( g?...,;o ) y por lo tanto su ran

g0 es = p . Hemos optado por la condicién (3.1) pora la maximalidad del rango, pues
a i eeel
es prdcticamente imposible trabajar con subdeterminantes de Pb " jl i
1'..

U

Nota 2 : Teniendo en cuenta (3.2), las ecuaciones del antecedente de la implica-

cién (3.1) se escriben

) . . X . . . ,

u 1 1100018_1 b 18+1...1p q'u- a -ollooo.ooooootoooooolp
2_ D SO . M=o
8= s B Jpeecdgy @ Je+1"°Jqp

jlnootoooooooooocooj

(3.5)

por lo tanto, si (¥o'_..’ ¥°) es de rango maximal, tembién es de rango maximal cual

L

q,

quier punto de la forma (¥°,...,X° x° ¥? ) , cualesquiera sean ;50 €E

T 'r¥l "°°°? '

v =r1r1+¢l, T' ,

Nota 3 : Si un punto (¥o'...' §°) perteneciente a leU2x...er verifica €1 mismo
la implicacién (3.1), entonces es de range maximal, pues la restriccién de cada pro

ién P s identi °=p (x°)=x°.
yeccidn h a n es la identidad y basta por lo tanto tomar § Nﬁ(u ) &



Ejemplo 1 : Si n = 4, es de rango maximal cualquier punto ( {0,..., ¥°) tal que

T-1 0007 oroo‘[
o _ 0 0100 0 _ T - -£f 000 o =' o -
§-[[{ijﬂ 0010 & [Eijll ooof'i'§ [[§ijﬂ
0001 0 0=£'0

siendo f # 0, f'# 0, f;éf',v L £0, w#w.

Ljemplo 2 : También es de rango maximal (en cualquier dimensiém n) cualquier punto
({o,...,§°) , T =0 , que contenga n vectores {°= HT1'°"’TnH'°"' §°=Hgl....,gfﬂ
linealmente independientes, pues en este caso las correspondientes ecuaciones (3.5)

son

y det [[1‘]11]'# 0.

Nota t Es interesante destacar que para cada u = l,r , las ecuaciones

b i .eel

P({'°°°’ ) 1... pll =0
r‘ﬁJl Jq"

a,b,il,...,j = l.n

)

se verifican 8i y solamente si ﬁ es isotrépico (i.e.: A*ﬁ = ﬁ para toda A € G). La
demostracidn de este hecho puede verse en Apéndice II. Podriamos decir, entonces, que

los puntos ({,...,%) cuyas componentes son isotrépicus son de rango minimal ( =0 ).

Destacaremos ahora una familia de escalares polinémicos que jugardn un papel
fundamental en los resultados subsiguientes. Usaremos el simbolo (g) con su significa

do habitual:

1.000d i 0001
1°**%p A0 M X5 ﬂ Ppt iy

ﬁ(;)g =|x. .*Fx* JJ 3,29,
Wt

R Jieee]) N .
1 qp Jqy+1
Definicién 2 1 Para cada entero positivo m, cada m-upla (pl,...,pm) € {1,...,r} % tal

oooJ

ue + +oeet = cset cada par de permutaciones 8' de
q P}11 Pp2 P qu ‘l)l + q y P P 1 8,

P.. teestp  elementos, sea
n 1 )lm

(1) " " 5 (. +euurp. )

Tpl”'pms Bv(*lo"'x) = ( X@...Cx ) n b (3.6)
lgr(1)rets '(q_‘l reeerey, )

Estas funciones polinémicas, que denominaremos “trazas", son claramente invariantes.



De hecho, podrfamos definir a las trazas (3.6) como los escalares obtenidos a partir
de {,...,% mediante productos tensoriales, contracciones y permutaciones de fndices.
Otra manera de escribir estos escalares es
J o'.j‘ i QD.i i oo.io
T = Cl 1 XX X -. (3.7)

- . ) § .
ijeeedy My Jl...,]q 1 By d eeed,
"1

con Cl:: isotrépicos

Sea /\ el conjunto de trazas. Es claro que /\ es finito o numerable, Puede
ocurrir inclusive que sea vacfo; por ejemplo si r = 1y } = ﬂ:ul]] (es fdcil ver que no

existen operadores escalares g El—»R no constantes). Podemos escribir entonces

donde I es un intervalo natural inicial (finito o infinito).

TEOREMA I : Sea U = le...er un dominio de concomitancia. Entonces, para cada pun
to X° = (¥o’""¥0) € U de rango maximal, existe un entorno abierto lDo de Xo, denso

en U (i.e.: ﬁo =U ) y un sistema finito de trazas CireeesT  tales que:

i) todo punto de D es de rango maximal;

ii) Tyseee,T  son independientes en D (ice.: grad(ﬂ‘l(x)),....,grad(\l‘s(x)) son lineal-~
wente independientes para cada X €D )y

iii) dado un operador escalar  : U—R de clase Ck, para cada punto X' € D0 existe
un entorno abierto W' de X' contenido en Do y una funcién f : A —R de clase Ck tal
que

p(x) = 200, (X),...,0,(X) ) (3.9)

para todo X € W', siendo A = { (TI(X),...,\I‘B(X)) / X € W'} un entorno de la s-upla

(€(X*)yeee, 0 _(X')) abierto en R®.

Nota: Obsérvese que las trazas Tl,...,\l‘s son las mismas para cada X' € l)o y cada § .

i ...i
* M{s atln: basta considerar los isotr6picos Cj 3 = 0(8i #p) y =
1... /J

i i
= f‘ c(x) 0. ceeO, | (six=p), con C(z) € {0,1} para todo t € S

T €S, Je(1)  du(x
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Demostracién : Basta demostrar el caso en que Sp = El‘)}1 » = 1,r. (Ver Caso 2, pag 7 ).
Tenemos entonces un punto X° = (§o'.'.'¥o) = (Pl(¥°),...,Pr(¥°)) de rango maximal.
(ver Nota 3, pag 23).

La demostracién consiste en la aplicacién del Corolario del Lema 2 (pag19 ), y
la llevaremos a cabo en varios pasos, cada uno de los cuales es la verificacién de una
hipitesis de dicho corolario,

A) Sea P 1+ U—1R un operador de concomitancia de clase Ck. Por el lema 1, sabemos
que la identidad ﬂ(A*{,...,A*x) ¢(§,...,X) , A €G, es equivalente al sistema de
identidades

a_isﬂ(“f,...,zmlg)lA =0 ,a,b=1,n (3.10)

De (1.14), (1.15) y (3.2) resulta inmediatamente que (3.10) se escribe explicitamente:

> 1 P({,...,)lg).b i.lmJ:Pu Of s _ (3.11)

an Joeee] T 3

n= 1 1,000l
E) X .1 .pp

NJI-..Jq

para todos a,b = 1,n, Mediante los {ndices multiples (3.4), podemos escribir estas ecua

ciones en la forma

Pg(t) Bos(t) =0 ,a= 1,n° (3.12)
Ln resumen: una aplicacién ff : U—R de clase Ck es un operador de concomitancia sii
satisface un sistema de ecuaciones del tipo (2.1). Para verificar las condiciones de
involutibilidad (2.2) (hip6tesis i) del Corolario), es necesario hacer un cédlculo di-

recto (y espantoso) a partir de (3.2), obteniéndose:

o.ol r [ il...ip
P . '}
E) bn Jl...J c hl"'hp % a) dnp Jyeeed a hl"'hp
qu Pd v - o __:51 Pb v =
b W Kyeeok v=1_ b ...h v ke
10.. q'V 1 P
O x Py X ~
N kloookqw N klotok

(3.13)

ach k il...i ach a ¢

h a ¢
P _
dekphpjl...jq: v Brax =% %% - &Y

Mediante los {ndices mlltiples (3.4), estas identidades se escriben en la forma
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Es decir que, efectivamente, las condiciones de involutibilidad se verifican para las

identidades de invariancia (3.10) - (3.12). Para concluir este paso de la demostraciénm,

exhibimos el cdlculo de (3.13):

a i o..i ,’Vkloook

. 1 . . P
Indicuremos con P . la derivada parcial de P . res-
1eurem bn Jlnooj hlo..hp P b n Jlo.ojq:
heeoh ~
pecto de ; K KV e Esta derivada ¢s nula si p # v , como puede verse directamente en
1..’
la definicién (3.2). De esta misma definicibén se obtiene
8  iieeed 5 N K eeok - i i ik k
XL =) 828Ny 4t s ah
bR jjeeed Bpeeehy 1 Pae) Pe Peal By d1 g
YW n 8= n n
9% a i ik Kk k k k
SRR ST LR R S L Rt
g A1 P h Ja-1 ja+1 J
=1 p I
Por lo tanto:
r . .
- XX k o.ok ese i .oo. cee eee
Zi_ Pa 11 1pn » v k) Pc h1 hp‘v ) Pa i lp s B k1 k Pc h1 hp
e b n jlnooj hlonoh d~ klcook b ) 2 jl...j P hl...h d n kloo.k B
N= N Py 9 L Py
p . . . . . Ir p r
n 1 1 1 - a 1 1 k k n b h oooh - ch oooh
E ébs éhl"'éhs 1 éh éhs«o.l".éhpu 6,1,,,é‘qp S— éhz X k1 z-1 z+l kpp
1 s-l s s+1 p Jl J ‘__ n 1...00.0.00.0.....
s=1 n q'll_ L 2=1 q)l-
P . . . 7 F q .
[ Rn 1 1 i a 1 i k k n [« D cccecscoceecscassh
; 1 s-1 1 1
T ébs éh ooosh éh éha* oooéhpn éﬁ o‘oéBqn N é& ﬁ kl...k d k vk n
L s=1 1 s=1 "8 "8+l P, 1 I s 1 z-1 z+1 |
r‘gp ' =) rABn m
a 1 i k k k k k h h oooh ch o..h
L) SR st g el 8 || e 1Rl © Bty
‘L___ JB 1 p J]. Js-l Bf]. J e — d- n kllIOOQIOOOIO....l.k
~-8=1 n Gllze1 .
ar q -
qp 8 il i kl ks-l ks ks 1 k ‘p c hl....l'.....'.‘...h
é. % .o.ébp)l é ou.é. Ab é. M oooé.q)l q‘ X p).l
Jg ™ p. N Jg-1 Jg+l J _ dy Blyeedk, ; d kg eeck
8:1 n q)-h Lz=1 * an

a iloooi
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+

il...ls-l C 18"1...1 q'll éa éc 1 oooooocoo-ooo-ooolp
. . + . d
Jl...jz_1 b Jz+1...3 zz_. j. b n Jl...Ja_l

L}
™1
]
g
|
o
o
B

. P
8 ‘131-1"':'q,l

8=1

; a c il.O.....l.OQ......O....Q..O..O.’i

[
B

. . . A . . u
s;zél,qu g Iz B yeecdg ) P g geecdyy @ ‘]z+1"°‘]q’l

s#z
Los términos 12 y 62 de este Gltimo miembro de la igualdad son invariantes respecto de

las permutaciones simulténeas a+sc y besd ; y mediante estas permutaciones, el término

32 ge transforma en el 42, Por lo tanto:

a 11...1p ,/7 kloqok c 1...h

P b qv +
bn Jl...an hlooohp d” kloook

N

Pc 110001pn » v kloook Pa hlooohp’v
d n Jloooj hlosnh b~ k,...k

9, Py 17" gy

-/ Hn 19 éa 11...18-1 (4 19"1...ipp . Zq)-l éa C X 1looooc.oo¢oooooooolpp N
- d)-l j ocooooo'ocoooooooj J 3 J oooj d J oooj

%

C a i eeccescscccccsnsel
éj o, x 1 . . .pn =

o4 . . . .
-Z é18 é: X lloools_l a 18"’1."1])”
d n Jlooo.-.o.occoooOtoJ _ 8 d n Jlooc,]s-l b J.+1000an

I

d /
Ls-l

cee

j n
s+l q)l

P, B
i i ...i a i .‘Oi a i o...o‘oodohooo-ooi
Zi__é 8 x .1 8-1 o+l .pp - é. X ‘1 . d i .pn =
q, sy Jg P Jpeecds

n JIOOODOOOQOOQQOODQOJ

a Y—}l oool [ i evel q]l c l.eeseccocescocscnsl
=9 [— ébs s-1 +1 Pn ? S, x 1 b P
Lo s Bdpeeeden

i
o

s=1 d n Jlooooooooooucoocooa 8=1 Js+l°"‘]q

ér ¢ 11...ip c a 1 eeol

P . . . .
d "bn Jl...‘]q: dn JloocJ

a ¢ h k ije..i c.a h k i_,..i . .
S L s,

Es decir: (3.13).
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B) Veamos ahora que el conjunto /\ de trazas verifica las hiptesis ii) y iii) del
corolario del lema 2 : sea ¢(¥,...,§) =kEi2m ﬂk({,...,¥) un operador escalar ana-

1{tico, donde

-4

Nieee joooj 1 eeel i esel '
B (freensX) = 2 c!l n“il pox b ex o (Ba)
b 1°°°31gr 1 Jl.’.Jq.p l-lh W sh

=0
h 1

son las sumas parciales del desarrollo de § en serie de potencias de ﬁ el " La iden-
tidad ¢(A*¥,...,A*¥) = ¢(},...,¥) implica que los coeficientes de dicho desarrollo de
ben ser necesariamente isotrépicos, como puede verse desarrollando en serie la funcién
F({,...,%) = ﬁ(A**,..‘,A*¥) - ¢(¥,...,§) , para cada A en un entorno de la identidad.
Mds precisamente: supongamos que el desarrollo (3.14) es vélido en un entorno Wo de un
punto X = (}?...,;o); puesto que la aplicacién
P P. f P Py

Gxqux...xEqr 9 (AfreeesX) ———— (A%, 000 ,A%X) € qux...xEqr

es continua y £(I,X°) = X°, existe un entorno abierto B, de I en G y un entorno W! de

X° (que podemos suponer contenido en Uo) tales que f( B xw! )c W . Entonces, para

cada A € Bo’ la funcién F definida ut-supra admite un desarrollo en serie vdlido en W;

Mivee Xy} Rieeo cse
cuyos coeficientes (A™1*C ! nh) - ¢! " son todos nulos (pues F= 0 ),
*®® o0
Tenemos por lo tanto que
Mieee )} SR
CUTTR L e 1T (3.15)

para toda A € Bo. Sea B un entorno*de I contenido en Bo tal que B! = B. Entonces, toda

matriz A € G* puede escribirse en la forma A = Al A2 ....As y cCon Al

deduce inmediatamente que la igualdad (3.15) es vélida para toda A € G*. Pero un ele-

peesrd EB . Se

mento de Eg es G*—isoterico sii es G-isotrfpico (para cualquier p y cualquier q), co

mo puede verse en Apéndice II (Corolario). Hemos demostrado, pues, que las constantes

)llo-ol-lh XX
c son isotrdpicas y por lo tanto su foruma es bien conocida:

* abierto
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(3.16)

1} si 8 # 8'
nloool’-h Jlooon

R

t€s °© te(1) Tv(s)

De (3.14) y (3.16) se tiene para cada sumu parcial una expresién del tipo:

h....h
' ({,-..,X) :; /S‘k CL 1 y Thl({"'.'¥)"'wh (},..-,%)

s=l h =1
s

(3.17)

En el caso particular en que § sea un polinomio, es Sbvio entonces que @ admite una
expresién del tipo (3.17) (omitiendo el subfndice k).

P.*
Por lo tanto, 8i el nimero m = =1 2 n" de variables es mayor o igual que
el nimero p = n2 de ecuaciones, el Teorema I se deduce del corolario del Lema 2, Vea-

mos que en el caso m < n? este teorema también es vdlido: de la desigualdad m < n?

se tiene necesariamente que pn-tqu <2 ,n=1,r; estamos por lo tanto en el caso en

’ - o
que # jd(ul,...,ur ’ {,...,11&., {,...,}{,.), donde cuda u_ varia en un abierto ch' E0 = R,
cada X =lIX .] varfa en un abierto G-estable U  de E° y cada Y =]IY1D var{a en un
n ui n 1 N ~N
abierto G-estable q; de Ei (recuérdese el Caso 2 pg 7 ), w = l,ro s, m=1,r' , 4 =1,r",

2 .
ro +r' +«+r" =r , Puesto que m = r,+ r'n + r'"'n < n , se tiene r" < n y podemos

por lo tanto definir wun operador § : Jlx...xJ xle...er,x Uix...xU'”xElx...xEl—’R
r, ™ "o o

mediante: n-r"

¢(“1o""ur09¥v"°o¥v'¥v°°o¥n'r¥,19~-013) s ¢(ul"'°’uro’§”°"¥"{""'¥") . (3-18)

El nimero de variables en el dominio de § es m' = r, ¢ r'n «+ n2 y por lo tanto, por
lo ya demostrado, puede escribirse como funcién de trazas de Ujgesey ,i,...,%.,¥,...,
g , entorno de cada punto de rango maximal. En particular, dados {o,...,§? linealmente

independientes y ¥o’...'¥3 también linealmente independientes, todoa en el dominio de

g (por hipétesis el dominio de @ debe admitir algin punto (u;,...,u: ,{?...,X?,¥?...,¥:)

con esas condiciones), podemos completar una base { ,...,Y“, x 1,...,Y de Ll y obtener



o o O o o o . .
as{ un punto (ul,...,uro,¥ veeesXis ¥ aeeen) ) de rango maximal en el dominio de f.
Teniendo en cuenta la forma de las trazast podemus escribir entorno de cada punto de

rango maximal del dominio de # :
ﬂ(ul,ooo ,uro,¥,ooog§' .{,oooyg) = f(ulpooo’urog 011({.¥),00a’ 0r|n(¥| ,E) ) (3.19)

donde eﬁj(§'§) = ﬁk gk s A=1,r' , j=1,n . Puesto que § no depende de g para j 2 r"+l,

se tiene, derivando ambos miembros de (3.19) respecto de gl ((j2r"l):

para todo 1 = 1,n y todo j = r"+1l,n . Dada la independencia limeal de {,...,%, en el en-

torno considerado, se tiene

para todo n = l,r' y todo j = r"+1,n. Por lo tanto:
¢ = ¢ = f(“1t'°"ur ? 011({'{)!"" Gr'ru(¥| t¥.u) )
o

expresién vdlida entorno de cada punto (ui,...,u: ’¥o’...’¥?’¥o....’¥:) del dominio de
o

tal que los sistemas {o,...,¥? ° ¥°,...,¥: son ambos linealmente independientes,

Q.E.D.

* In este caso, las trazas son de la forma

T = uw coouw X i ooox i K ooo{ C. .
1 s M1 Parlsr N2 s" 917t Jgn

donde los coeficientes CI2: son isotrépicos (ver (3.16)); por lo tunto, son funciones

poelinémicas de Ujpoeepl, Yy de los productos escalares ﬁi %1 s, 0= 1l,xr' , j=1,n.
o
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§ 4. DERIVADAS PARCIALES DE LAS TRAZAS Y TEOREMA II.

La idea central de la demostracién del Teorema II se debe al Dr. Ricardo

J. Noriega y consiste esencialmente en lo siguiente: dado un operador tensorial

. R .
¢ . le.toxur Eq (l‘ol)

de clase Ck (k 1), podemos definir un operador escalar © : U

xoeoxUxEd — R
1 rp

de igual clase mediante

i.l...ip jl...jq
0( {’...'¥'r§1) = ¢(¥'.‘.'¥)j1..oj r¥1 i -..i (4.2)
q 1""""p
Bajo las hipétesis del Teorema I, tenemos una expresidén
&( {.-~-.§.r§1) = 12 TI({.---.§.r§1).---.TB({.---.§.r§1) ) (4.3)

entorno de cada punto de rango maximal, donde f es de clase Ck y Tl,...,Ts son trazas
independientes. Si la expresién (4.3) es vidlida en un abierto WxB , donde W es un abier

to en le...er y B un abierto en Eg tal que 0 € B, entonces podemos derivar (4.3)
jl...j
q . . o _ ; _
respecto de r¥1 il"'i (esto siempre es posible) y especificar en r*l— 0 (esto es po

sible 8i 0 € B), obteniendo:

8
N
Oe(’f'_""%'o) - E( T, (¥reeesXs0)seeesT (fre000X,0) ) ‘)Tw(ff""’f'“) (4.4)
31...Jq azw . 31...Jq
C) r¥1 ilotoip w=1 r§1 iloooi

i ...1
Pero el primer miembro de (4.4) es precisamente ¢({,...,§)j1 s como puede verse in

1 ..jq
mediatamente a partir de (4.2).

Queda claro, entonces, que mediante este procediwiento (buse de la demostracién
del Teorema II), la caracterizacién de los operadores tensoriales (%4.1l) se reduce a es-
tudiar: a) el dominio de validez de (4.3), con especial atencién a la posibilidad de
especificar r¥1= 0 ; b) la forma general de las derivadas de lus trazas w(¥""’¥’r¥l)
respecto de las componentes de r§1 « El item a) es el nds delicado*y serd tratado en la

demostracién del Teorema II. liespecto del item b), haremos algunas observaciones previas.

* ver Nota pdg 35
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p1 pr

Dada una traza T : E x...xEq)cEp ———— R, podemos escribirla en la forma:

1 r

k .Qle Q..k

11 sl

T(*,..., lpn o1

1

con Citt isotrépico. Sea g(T) el grado de T respecto de

ces que aparece X." en el segundo miembro de (4.5) ), wés precisamente:

r+l

r+l
g(t) = épl

Entonces, para todo A €ER:

(x)
T(freensdoh X)) = A :

Resulta inmediatamente que:

. Si g(r)

ccok
8

) = 1
rfl ch110~oh Qo.h -o.hsp

h .l.h
1p
o1

1q
o]

11
8 X

}11 klloaok

n

K]

r+l

"'ooo*ép .

T(freeesXs X))

0, T = T({,...,g) es una traza de X,...,X .

. Si g(T) = 1, podemos escribir sin pérdida de generalidad:

( ) kloooks il...ip
T 'ooo'x’ X = . .
{ r’rel chlooohB.Jlooqu
y por lo tanto:

C)T kloooks lloooip

Jl...J
l"fl 11-001

donde nlgoo..ns" € {1,...,!‘} .

. si g(¢) > 2,

O T(fsesesks0)
Jl...jq

X, . .
r+l 11...1p

= 0

Q)

hloooha'jlo-ojq

hl.’.h

B K
”1

hl...h

u L N
nl kl...kqul
1

QOQk ul eee

X

X

ns"k. oo .kB

L x

Mg

h ...h
P- "k Oook

h ...h

k
8

5.

X, . .
r+l 11...1p

(4.5)

X, (es decir: el "ndmero de ve
r+l -

(4.6)

(&.7)

(4.8)

Por lo tanto el segundo miembro de (A.h)*es una combinacién lineal de expresiones del

tipo (4.8) y cuyos coeficientes son funciones de trazas de },...,% .

i ...i
* que coincide con .
Jl...Jq

siempre y cuando sea posible especificar ré



Con estas observaciones en mente, pasemos directamente al:

P P

TEOREMA II : Sea U = UixeooxU < SixeeexS c qux...xEqr un dominio de concomitancia
1 r

yseaf§ : U ——»Eq un operador tensorial de clase c (k21). Entonces, para cada punto

© eee,X°) € U de rango maximal existen: 1) un entorno abierto W_de X° contenido
T o

X°=(
} P

en U ; 2) un sistema finito de trazas L Eqk‘...xE r
1

r
to de funciones fh : A ——R de clase ck‘l, h = 1,11 , donde A ={(w1(x),...,ws(x))/x € woﬁ

es un entorno de (T (x° ),...,T (x°)) abierto en R® y 4) un sistema finito de constantes
n ooon k oook
1

% hl...hﬂ

U, w= 1l,r ; un sistema fini

isotrépicas respecto de los indices kl,...,k«,hl,...,h,5 tales que :

1 ...i

gx).l P &
JloouJ
q
— (4.9)
Qo.u k .o.k 1 .ooi h ..Qh h ...h
_ o 'l 1 P 1 P . ¥
= f (T (X)’.OOQT (x)) cl‘ hl...ha‘]l...jq }xll kl...kqul OOOJXIS'k ...k(,
h=1,H n ¢
=1,M 1
nl....,us, = l,r
para todo X = ({,...,%) €W . La forma de las constantes C puede verse en (3.16).

Lemostracién: Indicaremos con X la variable ({,...,%) € U, con U* el dominio de concomi-

q q
- - . — o
tancia le...Uerp UxEP y con (X,rgl) la variable ({""’§’r¥1) € U* , Dado un punto X

€ U de rango maximal, podemos aplicar el leorema 1 al punto (XO,O) € U* |, pues este punto es

de ranco muximal (ver Nota 2 pdg.23). Sabemos entonces que existe un entorno ubierto D*

P P.
de (XO,U), denso en U¥, y un sistema finito de trazas T: H Lq& cee qu E—IR , w=
1 r

l,s* , independientes en D: , tales que todo operador escalar & : U* —- R de clase Ck
(k21) se escribe localmente como funcién de igual clase de dichas trazas entorno de cada
punto de D: . En purticular esto es cierto para el escalar definido en (4.2) en un entog
no ubierto V: de (Xo,O). Puesto que grad(T{(x,r§1)),...,grad(T:*(X,rgl)) son linealmente
independientes para todeo (X,r¥1) €D* y grad(T:(X?U)) = 0 si g(T;) > 2, (ver (4.6)), de-
ben ser necesariamente g(T:) £ 1 para todo w = 1,s8*, Podemos escribir entonces, sin pér-
dida de generalidad:

eeel jlao-jq

#(x), 1ttty

R = (X, X)) = 2(TF(X, X))yee0,05,(X, X)) =

(4.10)
= 00000 T 00,0 0 ) )T 0 ) )

para todo (x'r§l) € W% , donde [,,...,0  son trazas de Xy U],...,I', son trzas de (x’ril)
°
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') = ipe 13 =
de grado g(Tw) = 1 (es decir: lineales en r¥1)’ w 1,80 .
Por otra parte, W* contiene un entorno abierto de (x°,0) dela forma W xB_,
donde wo es un entorno de X° abierto en U y Bo un entorno de O abierto en Ep o Derivan

Jyeeeld
do el primero y el Gltimo wiembro de (4.10) respecto de _X 1 9

X1 il"’i y especificando

en (X,0) € WJ({O} se obtiene (4,9), 8i tenemos en cuenta (4.8) y definimos

£, (€, (),000,0, (X)) = %:f (T, (X)y00e ¥, (X),0,.0.,0)

para cada h = l,so .

Nota: La validez de (%.10) entorno de cada punto de un dominio de la forma Do><B° '
q
donde Do es un abierto denso en U y B° un entorno de O en Ep , Do es clara, Es debido a

este problema que el cardcter local del Teorema II es mds acentuado que en el Teorema I,
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¢ 5 . TENSURES METRICOS Y RANGU MAXIMAL.

La presencia de tensores métricos en un dominio de concomitancia tienme una
consecuencia muy agradable: la eliminacifén de la hipdtesis de rango maximal en los
Teoremas I y 11, Demostraremos, por lo tanto, estos teoremns para el caso en que el
dominio de concomitancia ¢és de la forma U%tleU2 ...er , donde U? es el dominio
de los tensores métricos de signatura 8 (ver Ejemplo 1, pig. 9 ). Probablemente, el
cardcter local de los correspondientes enunciados - Corolarios I.1 y Il.1 - pueda
atenuarse, a la manera del Teorema I. Nosotros hemos preferido exhibir una versidn
méds sencilla, dando directamente la expresién local de un operador de concomitancia

en funcidn de trazas entorno de cada punto de su dominio.

CUROLARIO I.1l : Sea r un entero no negativo y sea U = stlesz...er un dominio de

concomitancia, Entonces, dado un operador escalar ¥ : U——R de clase Ck (kél), para

cada punto x° = (§°,}°,...,¥°) de U existe un entorno abierto W° de X° , Un sis-

tema finito de trazas TB : U——R , p=1l,m , y una funcién f : A°— 1} de clase Ck

tales que:

BX) = 20 ¥ (X)e0ns® (X) ) (5.1)

para todo X € W® , siendo A° = { ( TI(X),...,Tm(X) )/ X €W ] un entorno del pun

to wl(x°),...,wm(x°) ) abierto en R® .,

Demostracién : Sea U el dominio de concomitancia de los tensores antisimétricos

(ver Ejemplo 2, pég.,10) y sea ¢ : stleU2 Ses Uer—————»-R el operador dado por
- . -1,1ik ~1,jh
B % freensXot) = BGkoeenn®) + Y Y, XCOF )T L 6.2)

Tomemos ahora un punto cualquiera (§°,¥°,...,¥°) € UU xU2 ...er y veamos que el

1

punto (%O,}o,...,¥°,0) es de rango maximal en stUlle2 ces UE«U- : sea B € G una ma-

triz tal que

B = }l = Diag( -1'0-0'-1’1""’1) (503)
8
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Elijumos ahora n nimeros u),...,u tales que u, £ 0y ug # u, (i#3) , i,j=1,mn ,

y definamos

1

Q = Q R (ut)-l Diag(-ul,..o,-us,us*l,...,un) B- (5.11)

1)
Sea P : Eg———*-U- la proyeccién de E; sobre U respecto del subespacio U* de matrices
simétricas, que Sbviamente es un suplemento G-estable de U en Eg + Puesato que Q es si-
métrica, P(Q) = 0. Por lo tanto (ver Nota 2 pdg. 23 ) para ver que (§°,§°,...,¥°,0) es

de rango maximal basta ver que el sistema de ecuaciones

a a
a) )\i o }\j X0 = 0 , i,j=1,n

a a (505)
b) )\1 Qﬂj + AJ Qia = 0 9’ 1’.] = lln

1
tiene como Unica solucidn >\j =0, 1i,j =1,n . Matriciulmente, estas ecuaciones se

escriben

I
[~

a') >\t§° . §°)\
.6
b') >\t Q + Q )\ 0 (5-6)

Multiplicando ambas ecuaciones a izquierda por Bt y & derecha por B se obtiene :

0
S
~

wﬂ'

w&
S—'

w(‘"

P

o
=}

+

=]

[
op
(-]
lse
~
o
!
—
>
=~
~—
I
o

a
o’
—~
=)
o+
o<
o
o
=
o+
©
to
+
[« o]
o
O
o
—_——
=
t
[
>
t
g
fl
c

Q_se tiene, a par-

. -1 .
Con las notaciones B )\B = H y Dxag(—ul,...,~us,us+1,...,un) o

tir de (5.3) y (5.4) :

¢c) H*M+MH=0
(5.7)
a) B qeq H=0 .

Un célculo direoto muestra que la dnica solucién de la ecuaciones (5.7) es H = U, con

lo cual resulta efectivamente que )\ =sEbl=0.



llemos demostrado entonces que el punto (go,fo,...,§°,0) es de rango muximal., Apli-
cando el Teorema 1 al operador (5.2), podemos afirmar que existe un entorno W de
dicho punto, abierto en UaxleU2 eee U;tU- , un sistema finito de trazas TI,...,T;,

y una aplicacién £ : A" — 1 de clase Ck tales que

B (K Free s oY) = 00 (Ko Free s oY) sen s U Xafsener oY) ) (5.8)

para todos (g,{,....%,Y) € W~ . Teniendo en cuenta que W contiene un entorno de
(§°,¥°,...,¥°,0) de la forma WxW' , donde W° es un entorno de (éo'{o’...,¥o)' y
que para cada p = 1l,m' Tp(g,{,...,%) = T;(%,},...,%,U) es idénticamente nula o una

traza, la expresién (5.1) resulta de (5.2) y (5.8) para Y = 0 .
Q.E.D.

De la misma forma en que hemos demostrudo el Teorema Il a partir del Teorema I

puede demostrarse, a partir del Corolario precedente, el siguiente:

P
COHULARIO Il,1 : Dado un operador de concomitancia § : UaxleU0 ...er»————vK de

clase Ck (kél), entorno de cada punto de su dominio podemos escribir

il;ooi
P(X). .
Jlooqu
(5.9)
n 0.0” k .l.k i on.i h o.oh h ...h
. 1 s' 1 L | p 1 P . f
- f “.1 A seo e T x - . X oece x
; q( 1 (X) e, T(X)) K Byevebgdjenedy M) kl...kq“l ok ook,
h=1,H Pl
s'=1,M

Ploo'-tps'=0'r

para algunas funciones f

de clase Ck-l, alrunas trazas Wv : stleU2

h ul...us,...

algunas constuntes isotrdépicas ﬁ R Oyq =2.

...er—*R y
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Como aplicacién inmediata damos el siguiente:

Ejemplo: Concomitantes de un tensor métrico y r campos antisimétricos F?j' n=1l,r.

Indicaremos con & la matriz de componentes H; = gla F:j » w=1l,r , Dada la forma ge-

neral de las trazas

t
r = C 8 £ ooogs

iljlooois j hlkl h ks'F].ll
]llo co}lshlkloochs.ks'

R
Ceee Fis. (5.10)

19 sJs

y las simetrfas y antisimetr{as de glJ y F?j (respectivamente), resulta inmediato que

podemos escribirlas en funcibén de los escalares

= Tr(H Haewoe H) , Miyeee,n = 1,r (5.11)
ulooons )11 )12 lls 1 s
il...i 3
Por lo tanto, dado un concomitante T P de clase Ck (k21) de g; o F. ,...,Fr ’
Jlo-qu ij'7i) ij
podemos escribir
T .001 i '°°1p81b1.°'a8b3 ghlkl ghtkt Fp.l Fps (5 12)
-ooJ Lh gnlooon JloooJ h kloo.h k e ﬂlbl... asbs ¢
entorno de cada "punto" (g° F1 yeee,F. ) , donde las constantes P *** son
IJ OIJ 0o1) }llooo}lsooo

isotrépicas y los coeficientes Lh son funciones de clase Ck -1 de los escalares (5.11).

Si r = U, estos coeficientes son constantes,
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§6 « CUNCUMITANTES DE UN TENSOR METRICO Y SUS DERIVAuUAS PRIMERAS Y SEGUNDAS,

En este pardgrafo aplicaremos los Corolarios I,1 y II.1 al estudio
de los concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas.
Puesto que no hemos definido concomitantes de un tensor y sus derivadas, dare-

mos una definicién ad-hoc para el cuaso que nos interesa.

Sean gij(x) ( i,j=1,0 ) lus componentes de un teusor métrico entorno
de un punto de coordenadas x = (xl,...,xn). Dada una matriz B = ﬂB%]le G,
para cualquier elemento B' [B B € E simétrico respecto de j,k y para cual

quier elemento B" = [Bjkgn € E simétrico respecto de j,k,h , las ecuaciones

i i i i 5 i <dyek_ <k i (i <dyok_ Skysh_ oh
X =x + Bj (z ) + BJk (x o)(x xo) + Bjkh (x xo)(x xo)(x xo)

i=1l,n (6.1)

definen un cambio de coordenadas entorno de x = x(io) s pues la aplicacién

) Sxo——J(x)—Detﬂbx(x):l] €n
O 1Y

es continua y J(io) = Det(B) # 0. Para este cawbio de coordenadas se tiene:

5
1) gij(io) = B‘; Bt.' gab(xo) y ie€es [[gij(io)] = 5 i« [[gij(xo)][;
2) 1J’k(i ) = B:k J gab(x ) + B BJk gab(x )+ B BJ Bk ab’c(xo) ; 1(6.2)
3) By jnn(%,) = By P b 8ap(x,) + B:k Bl"h gap(x,) + By B: By gy (x,) +

+ By E’k 8ap(%,) + bkh gap(x,) + B ng By Gaprc(x,) +

* B:h Bg Bﬁ gab’c(xo) M B: th BE gab’c(xo) +

M B: B? B;h gab'c(xo) M ”2 B? HE Bﬁ gub'cd(xo) ¢ J

Reciprocamente, dado un cambio de coordenadas x'= xl(i) de clase C3 se tienen

las transformaciones (6.2) para B; = B;(io) , B;k B (x )y Bth kh(x )
donde

iy Ox (%) iy O%i(x) R dIxi(x)

Bj(x) -bij ’ Bjk(x) -()_i‘]:k— Y Bjkh(x) —C)i’j éift\Jih (6.3)



Los conjuntos

H= { “ﬁef:(io)ﬂ € Ei

(- Q}Qx(i ) 1
H'= o €E
Lﬂei“]] j

3x x .
"= &—i—e}eé‘ogﬂ € L;

verifican 3

H= G
H'= { B' = [[B;.k]] € L;

o om T 1
"= { B -lIBJ.kh]] € B

Asimismo los conjuntos

v ={ x=[[x..]1 ¢ E°
ij 2
0o

U ={ X'= [[xijk]] ¢ &5

- :0
un ={ X"= [xijnlle hy

verifican

v® ={ ]l'gij(xo)][ € EJ
{ lIgij’k(xo)]]C E;

| sgrate, e 5

Ul

Estas tres igualdades se ven claramente si, dados X € o® » Xt €U' y X" € U"

/ x'=x*(I) es un cambio de coordenadas

/ xi=xi(i) es un cambio de coordenadas

/ xi=x1(i) es un cambio de coordenadas

/ B' es simétrico respecto de j,k ]

/ B" es simétrico respecto de j,k,h ]

/ Xt
! Ki
/ xijkh
/ &

truimos el tensor métrico

gi5(x) = X ¢ X4

(Las otras inclusiones son 6bvias).

(«* -

)

o

+

xjik ]

xjikh '

k
X; an (%

* de clase C3 entorno de x, = x(!o) °

xijkh =

- X=0, Det(X) # 0 , signatura(X) = s }

xijhk]

*
es un tensor métrico de signatura s }

+*
es un tensor métrico de signatura s }

es un tensor métrico de signatura s

ky,_ h h
- xo)(x - xo) y 1,3=1,n ,

(6.4)

(6.5)

y cons
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Consideremos ahora las siguientes aplicaciones:

u) K 1 UU'%GxII' — —=U' dada por

a b b a b ¢
K(X,X',B,B') = ﬂ:nik BJ. X+ Bi 13‘].k X, *+ B, nj o xabcI (6.6.a)

b) K's UxU'xU"xGxHxH" — U" dada por

b a b a b ¢
ikh Bj Xab * Bik Bijn Xap * Bik Bj By Xape *

a b a b a _b c
+ Bih Bjk xab + Bi Bjkh x;b + Bi Bjk Bh X +

a b ¢
+ Bih Bj Bk x'abc B1 BJh Bk abc *
b
+ B B B Xape * B By abch_l

Se puede comprobar directamente que eastas aplicaciones estan bien definidas, es decir,

K (X,X',X",B,B' ,B*) = I[B’

(6.6.b)

que efectivamente K(X,X',B,B') € U' y K'(X,X',X",B,B',B") € U para todo X € U®, X' €
U', X" €U" , BEG, B' € H' y B" € H'. Si se compara (6.6.a) con (6.2)2) y (6.6.b) con

(6.2)3) resulta bastante natural la siguiente

P
Definicién: Una aplicacién de clase Ck g : UxU'x U ———'Eq es un operador de conco-
mitancia de orden 2 ai
¢( B-l*x' K(x’x' 'BOB’)' K' (x'x' 'X",B,B"B") ) = B.1*¢(X,X"X") (607)

para todos X € Us, X*euv,x"euw™ ,B€EG, B €H' y B" € H" ,
Un concomitante de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas es

entonces un tensor de la forma

.I.l

CTRAEY CNO] Y CPNE) I ) A R O

Por un cambio de coordenadas x'=x'(X) resulta (teniendo en cuenta (6.2),(6.6) y (6.7) )

eeel ceel
(%) 1 1

Jlmaz #CJos 5] » [E:50)] » [31500,00) ] )jyeeis

(]

P

loocl

5@ g, ;@) o oy @] | 5@ i

i i b b d,¢008
(HE), e (B7HR)), P B @)L () x(x)),t P
1 p 1 q 1... q

donde B%(x) =§5i£i) .
J Ox?

i e e ——— e e

* Esta igualdad es parte de la definicién de concomitante.
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Por lo tanto, la ley de transformacién (6.7) no es otra cosa que el comportamiento
*o 0

tensorial de las funciones T... definidas en (6.8).

Un ejemplo fundamental para lo que sigue es el siguiente :

Ljemplo: Operador de curvatura: Sea U® el dominio de concomitancia de los tensores
de curvatura (ver Ejemplo 3 pég.10 ). La aplicacién R : U U'xU" —— UCc Bz dada
en componentes por
1
t " - - -
n (XX X") = ’;'( Xinik * Yikin = Likih ~ Xjhix )

(6.9)
+ y:h(x,x') ng(x,x') X, - Y?k(X,X') Y?h(x,x') X, 4

i S _ -l ai . .
donde ij(x,x ) = 5 (xjak + xakj ija) (X ) y €8 un operador de concomitancia de
orden 2 que denominaremos "operador de curvatura" por razones Obvias: si xij = gij(xo

Aijk = gij'k(xo) y xijkh = gij’kh(xo) para algin tensor métrico LD entonces (6.9) no

es otra cosa que el tensor de Riemann correspondiente en el punto X, e

Daremos ahora una demostracién resumida (y adaptada a nuestra notaci6n) de

un resultado conocido.

* P
LIMA (T.Y, Thomas): Dado un operador de concomitancia  : stU'xU"-————Eq de orden 2
y clase Ck (k20), existe un operador de concomitancia @ : stUc———a»Eq de igual clase

tal que:

(XX, X") = P(X, R(X,X',X") ) (6.10)

para todos X € U°, X € U', X" € U",

lodo concomitante de un tensor métrico y sus derivadas primeras y segundas (ver (6.8))

se escribe entonces en la forma

10..1

i ...i
1"""p
T . . = It. .
(x)almJ(l ACLess 0] 0 [7 5™ >Jlma (6.11)
para algin operador de concomitancia P : UxU —E, .

*ver /3] .
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Demostracién : Con la siguiente notacién

) X =5 lex
X= K(X,X' »B,B' ) §'= K(X,X' nEpE' ) (6-12)
Xn= K" (X,xl ,X",B,B' ,B") in_.: K? ()_(’Xt ,i",B,B' '§u)

se tienen, para

i i i 1 -1.\ai i
BJ. = éj , Bjk = ..;(xj‘ik + xakj - xkja)(x ) , njkh =0
: :

i7% 0B y

. . (6.13)
=i l /3 ¥ 3 z-1,ai

jkb = '; ( Xaskh * Yaxnj * Xanjk )XT)

(% X X .. )@E&hH
6 jkha * xkhja * xhjka
las siguientes igualdades:

ﬂ) i = X = X

b) T = I =0 (6.14)
c) x"ijkh = - ?( Rikj (X,X1,X") «+ Rihjk(x,k',)(") ) .

Si indicamos con Q la aplicacidn stU'xU“-———'EZ cuyas componentes Qijkh estédn dadas

por el segundo miembro de (6.1% c), el comportamiento tensorial de R implica que

X" = Q(X,X',X") = B'I*Q(X,X',)L") = I*Q(X,X',X") =

= Q(X,X' ,X”) . (6'15)

Por lo tanto:

R,E,2) = Bleg(R,R0,X0) = I0(RX,X0) = B(R,X,TV) =

BH(X,X1,X") = Is(X,X,X") = #(X,X0,X") (6.16)

#(X,;0,Q(X,X* ,X"))



Puesto que la aplicacién H : U Ut — U es sobreyectiva, queda bien definida

8_..C P . *
una aplicacién § : UxU — Eq mediante

#(X,R(X,X',X")) = ¢(x’0'n.i-ﬂnikjh(x'x"x") + Rihjk(x'x"x")] ) =
(6.17)

= ﬁ(X,O,Q(X,X',X“)) .

llesta ver que § es un operador tensorial, Dada una matriz B € G cualquiera se tiene,

tomando en consideracién (6.16) :

B 37 lex, 57len(x,x',x") ) = B( B71ex, m(slex,K(x,X*,B,0),K' (X, X' ,X",B,0,0) ) =

¢( B-I*X. o, Q(B-I*X’K(X,X',B,O),K'(X,X',X",B'U,o) ) =

$( B~*x, K(X,X',B,0), K'(X,X',X*,B,0,0) ) = B l%g(x,x',X") =

n

B Lo (X,0,Q(X,x*,X")) = BTUB(X,R(X, X" ,X")) .

Q.E!D. i

De acuerdo con este Lema, la determinacién de los operadores de segundo orden

g UexUX U —— Eg se traduce en la determinacidén de los operadores tensoriales

c

P U ¢ ——— Eg . Antes de pasar directamente al estudio de estos concomitantes,

haremos un cambio de variables que resultard cémodo paru algunos célculos. Se trata del

difeomorfismo

F

U%U® 3 (X,2) — (x°1,2) € UrSUC

(6.18)
donde U'® ={x € Ei / X% = X, Det(X) £ 0 , signatura(X) = s} .

Aplicaremos el Corolario I.l a la determinacién de los operadores escalares

p:uxuc R de clase C° (k21) .

* Para ver que @ esté bien definida, es necesario tener en cuenta también la observa-
cién hecha en pdg. 13 : para cada X € Us, Z € Uc, existen X' € U' y X" € U" tales

que 2 = R(X,X',X").
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CUMOLARIO 1,2, Dado un operador escalar f : U'%U® ——1 de clase Ck (k=1), para

cada punto (%,%) € U'%U°® existe un entorno W, de (%,%) abierto en U'xU° y una

aplicacién f : A —R de clase ¢ tales que

#(x,2) = £( ¢1(X.Z).....¢n2(1.2) ) (6.19)
para todos (X,%2) € W, , siendo

#,(x,2) = T e S (6.20)

h=1,2,3,.00

donde z‘-‘hk = xi8 xdP Lok Y A, = {(¢1(x,z),...,¢ o(X,2)) / (X,2) €W } es un
n

2
. . ., R
entorno abierto de (¢1(§,é),...,¢n2(§,é)) en R .

En términos de escalares concomitantes de un tensor métrico y sus derivadas
primeras y segundas, el Corolario afirma (teniendo en cuenta el lLema precedente) que

tales escalares pueden escribirse en la forma

. . i i,d i
. . - ij ij hk 11 292 m'm
L(gij,gij,k,gij,kh) (R 50 B B gy e B i3, R 1333"'R iljl)
m = n° (6.21)
" " o .0
entorno de cada “punto (gij'nijkh) .
Demostracién: Sea T una traga:
1131k1h1...1pjpkphp alb1 aqbq r
T = Ca b a b x ooox zi . k h ...Li . k h . (6.22)
l 10'.0.0..... qq lJl 1 1 pl)ppp

Teniendo en cuenta la forma general de los elementos isotrdpicos C..:! y las simetr{as
y antisimetrfas de X y de %4, resulta inmediatamente de (6.22) que T es funcién poli-
némica de los escalares (6,20), Por otra parte, definiendo el producto de dos "bima-

trices" P, Q € Eg mediante

se puede demostrar el Teorema de Cayley-llamilton y las férmulas de Newton para los cog
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ficientes del polinomio caracter{stico de una bimutriz. l'or lo tanto, U puede escri-

birse como funcién de ¢1,...,¢ 0 *
n

QOE.Do

De manera andloga se aplica el Corolario II,1 a la determinacién de los opera-
dores de concomitancia ¢ : U'ngc-———Ez entorno de cada punto de su dominio, Nosotros
daremos el resultado correspondiente en términos de concomitantes de un tensor métrico
y sus derivadas primeras y segundas, quedando la precisién de los términos topolégicos

del enunciado a cargo del Corolario 1I.1 y de la definicién de concomitantes.

il...i

CONULAR10 II,2. Todo concomitante tensorial Tj jp de un tensor métrico y sus de
1..' q .
rivadas primeras y segundas puede expresarse localmente, si es de clase Ck (kél), en la
forma
il"'ip )
Jloo-Jq
_ % OREIRY: yeecip aybycydyecca bcd, gh1k1 ghsks N "
— Iy ] + o " L N ] LN ]
h=1 1) 1th Jlooojq hlklooo-oo--cochsks alblcldl arbrcrdr

donde las constantes E:ZZ son isotrépicas y los coeficientes Lh son escalares de cla-
se 1 (su forma esté dada en (6.21)). La expresién (6.23) es vélida entorno de cada
[ 1] ” o

LDemostracién: Se sigue de los Corolarios 1,2 y II.1 , Q.E.L,



§ 7 . 1DENCIDALES DE INVARIANCIA Y ALGEBRAS DE L1k,
Sea G un grupo de lie, { su f1gebra de Lie, V un espucio lineal y
GxV 3 (g,v) — g*v € ¥ (7.1)

una accién de G sobre V, Sea C°°(V) el espacio de funciones F : V —— R de clase

€%, Se tiene un accién de G sobre este espacio dada por

(e*F)(v) = Fg %) (7.2)
y una acci6p del 41lgebra dada por

(x*F)(v) = g FCexp(=t)*v )| (7.3)
En particular se tiene la identidad

X*(Y*F) - Y*(X*F) = [X,Y]*F ., (7.4)

Una funcién F : V—R se dice G-invariante si

g*¥ = F (7.5)

para todo g € G. Se puede demostrar que si F es de clase Cl, las ecuaciones preceden-

tes son equivalentes a

X*F = 0 (7.6)

*
para todo X € g. Lsta equivalencia es la que se demuestra precisuwente en el Lemu de

las ideutidudes de invariancia pura el caso en que G es el grupo lineal general, V el
p P

espacio L 1 X eoexE r y la accién es A*({,...,x) = (A*%,...,A*x). La demostracién
ql qr r r
dada es vdlida para aplicaciones F : le...er——-~'H donde cada Un es un abierto G-
P
estable de un subespacio G-estable de Eqp.
n

* Pasta considerar, Obviamente, un sistema finito de ecuuciones Xa*F =0, a=1,q,
donde Xl,...,Xq es un sistema de generadores del 4lzebra., Estas son, precisamente,

las ecuaciones (3.11).
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El problema de la caracterizacidén de las aplicuciones G-invariantes

consiste entonces en el cdlculo del radical

M= { F€c®(V) / X*F =0 para todo X € G } (7.7)

de la representacién (7.3). Puesto que esta representacién es de dimensién
infinita, el problema es en general muy dificil de resolver. En este contexto
algebruico, se suele plantear el problema de determinar los invariantes poli-
némicos respecto de un grupo semisimple, El Teorema I resuelve parcialmente
el problema para invariantes de clase C1 y la accidén tensorial de un grupo

no semisimple. En cuanto a los invariantes polindémicos respecto de la accién
tensorial del grupo lineal general ,

K

n .0.)-1 j ouoj ' 1 cooi 1 ...i 1
Po= Z Ch1 s vl s' 1 P e X . s' ,

. . : SR . .
=1 ijeeein By Jl...Jq 1 Bo J eeedge
"
ulo--u (XX
se ve claramwente (puesto que los coeficientes C «.o deben ser isotrépi

b

cos) que pueden escribirse como funciones polinémicus de las trazas.
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APENDICE I : Suplementos G-estables.

Sea Eq el espacio eucl{deo dudo por (1.1) y (1.2), con su correspondiente

estructura de G-médulo dada por la accién tensorial (1.3). La base canénica de E(l
h ...h

estd constitufda por los nP*%  elementos ey K € E cuyas componentes son
1°°° P q
hl"'hq 11...1p i, lp éhl éhq
( ek k ) N J = eeco j soe J . (Iol)
100. P Jloco q 1 P 1 q
klc-ok P
Su base dual esté formada por las formas coordenadas w B ¢ Eq—' R , es decir:
1‘.‘
k ...k k ..Ok a .‘.a b ...b k ...k
1 P 1 P 1 P 1 q\ _ 1
1Lh .I.h (X) = ub ...h ( x.b ...b ea .O.a ) - xl] ...h (1.2)
1 q 1"°""q  1°°"7q 17777p 1" "q

P
para todo X € Eq « En particular:

i ..‘i h ...h i i h h
u.l p( e 1 q ) = 1 eoe p él e é.q . (103)
Jg= Kyeeok J
Jlooo q 1°°° p 1 P 1 Jq

P P«
Todo elemento @ : Eq——R de (Eq) se escribe , entonces, de una Wnica forma

) .... i ...i ) ...‘ j ....
Jpeeedg dpeeeig Jpeeedg ?1 J . (1.1)

i i u. :
1... p Jl.oqu

Es decir:

oooj ilo-oi

p0) = 4277

x>t (1.5)
1...1p Jlooqu

P ) L™
para todo X € L‘q . Para cada matriz A € G y cada forma lineal # € (Eq) , definamos

P
la funcién A*J : E-q——R mediante

(axg)(x) = p(a*x) (1.6)

P
para todo X € Eq . Es inmediato comprobar que A¥J es lineal y que A*(B*f) = AB*4 para
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P x
todas A y B en G, Tenemos, entonces, una accién de G sobre (Eq) dada por (I.6).

P x
Definamos ahora una aplicacién F : (Eq) ———a-Ep mediante:

F(¥) - [56( e;i::;‘l)ﬂ o o (1.7)
P P

P x
para cada §§ € (Eq) . Consecuencias inmediatas de esta definicién son las siguientes:

F.1) F es un isomorfismo lineal y su inversa estd dada por

i eeed i eeel J oooj
FY [% 1 lqﬂ ) = y 1@ P (1.8)

jl...jp jlotqu llooolq

., Pox
F.2) Para toda matriz A € G y toda forma lineal § € (Eq) :
F(asg) = A~ #F(4) (1.9)

Por Gltimo, definamos H: Ep_’Eq por:

H( [Y%1°°.iéﬂ ) = H éilhl...éiphp éj y ...éﬁ . Y:l:::ﬁq‘ﬂ (1.10)
P P

dyeeed 171 Q°q 1
q
pura cada Y € Ep « Se comprueba directamente que:

H.1) H es un isomorfismo lineal.

q
l1.2) Para toda matriz A € G y para todo Y € Ep :

t

H(A*Y) = A" =H(Y) . (1.11)

Con estos elementos, pasemos a demostrar el siguiente:

P
LEMA: Sea S un subespacio G-estable de Eq . Entonces, existe un suplemento 5 G-estable
de S,

P P
Lbemostracién: Sea S un subespacio G-estable de Eq y sea s° ={¢ € (Eq)*/ ¢(X)=OV X€S }

su anulador. Entonces, el subespacio

§ = (HoF)(s°®) (1.12)

es un suplemento G-estable de S, pues:
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1) S° es G-estable: dados § € S° y A € G, para todo X € S se tiene (A¥f)(X) =

#(a*X) = 0 , pues A*X € S (por ser S G-estable por hipbtesis). Es decir: A*g € S°,

2) S es G-estable: para cada A € G se tienme:

-1
A'S = A*(HoF)(s°) = A*H(F(s°)) = H(A® *R(s°)) = H(F(A**s®)) = (Hor)(abes®)
Pero A‘*s°C S°, como se demostr§ en 1). Hesulta entonces que A*S = (HoF)(At*So)CZ
C (HoF)(s®) = § .

P
3) dim Eq =dim S + dim S : por ser HoF un isomorfismo lineal, dim $° = dim 5. Por

P
otra parte, se tiene la identidad dim Eq = dim S + dim 8°.

4) 3fls = {0} : Sea X € 5. Existe entonces un elemento ¥ € S° tal que X = (HoF)(#).

Si ademfs X € S, se tiene que P(X) = 0. Por lo tanto:

i .... i.h i b k .o.ok
0 = $(X) = g( H(E@)) ) = #( u([[,ajim;qu) ) = #( ﬂs 11 8PP .§J_ . ...éj N ¢h1 q]]) =
P P

11 qq 1...h
jyseed (i,h ih K. oeeok jieeed 2
L R T XU AL (1)
i,eeed ee J.k,°°* ik "hie..h i eeed
1 P 171 qp 1 P i 1.1 1 P
1)-0-9Jq-'
Jpeeedg
Es decir : ”i i = 0 para todos jl,...,ip =1,m , con lo cual § = 0 y finalmente
10.Ip

X = (HoF)(4) = (HoF)(0) = 0

Q.E.D.

CORULARIQO: Dado un subespacio S de Eg G-estable, si un elemento Y € Eg verifica

Oooi i -.Q.
Jpeeslq amelp (1.13)
lieeel jo.oj
1°°%7p 71 q

i.a ia b essb
para todo X € S, entonces Y' = [é 1 1...5 PP 5. b.o** é. b Yal aq ] pertenece
_ Jyby Jq q 21°°°%
al suplemento G-estable S dado por (I.12).

Jyeeed dieeed *
Demostracién: Basta definir la forma lineal § = Y.l A u.l P e (Ep) s pues
—_— 1ieeei  Jyeee] q
1°°°7p “177"7q
las igualdades (1.13) (para todo X €S ) equivalen a que § € So. Por otra parte, Y' =
= (HoF)(#), por lo tanto: Y' € (HoF)(s®) =35 .

Q.E.D.
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APENDICE II : Una caracterizacién de los elementos isotrépicos.

p
Li‘MA: Un elemento X € Eq as isotrépico sii satisface las ecuaciones

Jloooooooooo.oooooo:j

s J1°°°Jg-1

para todos a,b,il,...,jq = 1l,n,

Vemostracién: Sea X € Eq iaotr6pico; ice.

i K K  h....h i eeei
P (-1y1 -1y q L1 P _ 1
cesdy (a )j eeefA )j X

i
1 K = X, .
1 P 1 q looo q Jl...‘]q

n
para toda A € G, Escribiendo (11.2) en la forma

hl...hp kl k il...i

! 1 q P

N q 1

b
y derivando repecto de Aa se obtiene:

_ ...h oc-h
E:: 1g-1 Psel L lp (B10tchaol B Bggptecby
% éb A ...Ah XJ .....'.....'0....j -
1 q

P
k k i 0.0...40-‘-.0.0-:]’.
:E ; ...A fo-l gt ylerl 4a x ! . P
Jg-1 Js I Iq 1°°°kg1 ks+1°"kq

En particular, para A = I , se tiene (II.1).

i i i ..'i ai .‘li a i- ...l.............i
8 1 8-1 8+l P 1 p
S8t R N

s+1°**Jq

(11.1)

(1r.2)

(11.3)

(I1.4)

P
Tomemos ahora un elemento X € Eq que satisface las ecuaciones (II,1) y defina

mos una aplicacién F :(}——*Eq dada por:

F(M) = M*X

(11.5)

para cada M € G, Tenemos que F(AB) = AB*X = A*B*X = A*F(B) para todas A,B € G, En com-

ponentes, F(AB) = A*F(B) se escribe

1...1 i1 -1 1 p 1 -1 ...ap
t“(AB)J p = h OOOA p(A ) OOO(A ) q B nooD (B ) o..(B )kq x.b b (II 6)
looqu 1 p 1 q 1 p 1 oo
— - — — —_—
h B Y

kl..'kq
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b
lierivando ambos miembros de (II.6) respecto de Ba

coel

1 P i i k k
X . 1 -1,1 -1
ab(AB) cordy a( Bk) A "'Ahp(A )j .(a )jq .
Q) Dn PR ' !
“k (11.7)
P
By hs-l by ha+1 hp -1 b1 q ByeeeByy 8 aa+1'°'ap
. B "...B B eesB F(B™7) Te. (B ) xb -
- a a a a k k ..I.O'....'...‘..b
8 = 1 s-1 s+l P 1 q
1 n h b b b a b a
1 Pramly 1 -1, 8-1 -1\ 8, ~1 -1, 8+l q By P
- ;Ba eeeB(BTT) e o (BT) 7 (B7T) (), (BT L (BT )k x‘b ceehy
8 = 1 P 1 8-1 8 s+l
Teniendo en cuenta que
h ¢
a(Ac Bk) ) Ah @
N b %
OB
a
se tienme, haciendo B = I en (II.7):
10.01
O F(A), P on a1 o a hi...h
—dyeeedg_ia. = 4l AP (a ) L. )q P(X) P (11.8)
h b h h b k.seek
E) M 1 P 9 1 q
a
a il...i
donde P(X)b j JP es el primer miembro de (II.l), para cada a,b,il,...,qul,n .
1.0. q

Por hipbtesis, X satisface dichas ecuaciones (II.1); tuniendo en cuenta la inversibili

dad de A resulta entonces de (II.B):

...1

1
O F(A)Jl""]: Y
D,

para toda A € G y todos h,k,il,...,jq l,n . Hemwos demostrado que I es constante y por

lo tanto podemos escribir:

M*X = F(M) = F(I) = X

para toda M € G,
QchDo
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COROLARIO: Si un elemento X € E_es G -isotrépico, entonces es G-isotrépico.

P
Demostracién: Dado un elemento X € E G’-isotr6pico, se tienen las identidades (II.3)

para toda A € G*, Puesto que G es un abierto de Ei y G es la componente conexa de la

identidad, G' contiene un entorno de I abierto en Ei o Se pueden derivar entonces las
b
identidades (11.3) respecto de Aa en A = 1 , obteniéndose (II.1) (ver (I1.4) ), Pero

precisamente hemos demostrauo en el lema precedente que las ecuaciones (II.1) implican

que X es G-isotrépico.

QoEoDo

oer )
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