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Introduccidn

El trabajo consiste en el desarrollo de la teoria de anillos
analiticos iniciada en [4].

Un anillo analitico es esencialmente una C-dlgebra A muni-
da, para cada abierto U de Cn , para todo n, de un con-
junto de n-~-tuplas A(U)C A", donde quedan definidas "opera-
ciones parciales", correspondientes a funciones holomorfas
en U,

Los resultados fundamentales obtenidos en este trabajo son:
la caracterizacifén de anillos analfticos locales, en la ca-
tegorfa &ns de los conjuntos, la construccién explficita del
topos clasificante de la teorfa de anillos analiticos loca-
les, y la construccibén del espectro de un anillo analftico
de presentacién finita.

Respecto a la caracterizacién de anillos analiticos locales
en &ns, se muestra que los anillos analfticos locales (va-
le decir que preservan cubrimientos) en &ns, son exactamen-
te los que tienen un morfismo local (de anillos analfticos)
en C.

Con respecto al topos clasificante, se prueba que el topos
clasificante de la teorfa de anillos analiticos locales es
el topos de haces sobre el sitio cuyos objetos son los mode

los locales (ver [4]1y [7]). Con la topologfa de Grothen-



dieck dada por los cubrimientos abiertos.

Finalmente, se constituye el espectro de un anillo analftico
de presentacién finita en dos pasos, primero para los cocien
tes de On(U) y luego para los retractos de cocientes de
On(U). Se prueba explicitamente que es espectro de

0. (U) es el modelo local asociado al ideal (h,,..
n 1
/(hl,...’hk)

""hk)' A partir de este resultado se obtiene el espectro
de un anillo analfitico de presentacidn finita cualgquiera.
Otros resultados obtenidos son las propiedades universales
del anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un punto p,
y los ceros de funciones holomorfas en un anillo analftico.
Ademés, se formaliza la definicién de modelo analitico de la
geometrfa diferencial sintética, lo cual sienta las bases pa

ra futuras investigaciones.
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CAPITULO I

Anillos analiticos

Y

anillos analiticos locales.

Consideremos la categoria (¢ de abiertos de c® (para todo
n) y funciones holomorfas.

Recordemos que si £ : U>V y g : W >V son holomorfas,
f y g son transversales cuando para cada u€U, wEW, ta
les que f(u) = g(w) = x, las imdgenes de las aplicaciones
tangentes f*,u Y g*lcd generan el espacio tangente a V
en X.

Asimismo, si h : U — Ck es holomorfa, h es independiente
(o las componentes hl,...,hk : U > C son independientes),
cuando para cada p€U tal que h(p) = 0, el rango de h

en p es k. Notemos que hl,...,hk son independientes si
y s6lo si h vy la funcién constante 0 son transversales.

Diremos que un diagrama en (C




es un producto fibrado transversal, cuando es un producto fi

brado en (¢ y f y g son transversales.
h

Yvy

Asimismo, un diagrama en ( E—>U C es un

0
egalizador independiente, cuando es un egalizador en ( y las

componentes de h son independientes.
Es f&cil probar que si A : C — & es un funtor, son equi-

valentes: (ver [4]) (*)

1) A preserva productos fibrados transversales y objeto ter-
minal.
2) A preserva egalizadores independientes, productos finitos,

objeto terminal e inclusiones abiertas.

1.1. Definicién:

Sea & una categoria con limites finitos. Un funtor A :

¢ - & es un anillo analitico en & cuando satisface algu
na de las condiciones equivalentes dadas en (¥*).

Un morfismo entre anillos analiticos es una transformacién
natural entre funtores. Vale decir que si A y B son ani
llos analiticos, un morfismo Y : A —>B es tener para ca-
da abierto U de " (para todo n), un flecha

v : A(U) - B(U) en & , de modo tal que si f : U=V es

U

holomorfa, entonces el siguiente cuadrado es conmutativo:



A(U) > B (U)

A(f) B (f)

A(V) > B (V)

1.2. Observacién:

Por abuso de notacién, notaremos A en lugar de A(€). Ade-
mis, si ¥ : A > B es un morfismo, notaremos ¢ en lugar de
wc. Si U y V son abiertos en c? y VCU, sea

iV,U : V- U 1la inclusién.

Si A es un anillo analitico en la categoria &ns de los
conjuntos, como A preserva inclusiones abiertas,

Al ) : A(V) »> A(U) es un monomorfismo, o sea, en este

V,U
caso, es inyectiva. Luego A(V) queda identificado con un
subconjunto de A(U), al cual notaremos nuevamente A(V). Se

tendrd por lo tanto una inclusién A(V)C—s A(U). No hare-

mos distincién entre los elementos de A(V) y su imagen por

A(lV’U).
Ssi £ : U =»> W es holomorfa, se tiene fIV : V. > W y re-
sulta

A(flv) = A(foler) = A(f)oA(lle)

Por lo tanto, identificando A(V) con un subconjunto de

A(U), es



ademds, si ¢ : A=> B es un morfismo de anillos analiticos

en €&ns, se tiene el cuadrado conmutativo:

A(V) > B(V)

A(U) > B (U)

con las correspondientes identificaciones, esto dice que si

a€A(V), entonces sPU(a) = spv(a).

Ahora bien, A(U) es un subconjunto de A = a@" = An,

y por lo tanto, vU(a) = ¢ n(a). Pero si llamamos ”j :
C

- C a la proyeccién a la j-&sima coordenada, (1< j<n), se

tiene el siguiente cuadrado conmutativo:

¥

Cn
AP > gl
A(T, B(w,
( J) i J)
A > B
14
agqui, con la identificacién A(ch) = al ’ A(Wj) es la pro-

yeccién; lo mismo B(Wj). Po lo tanto, esto dice que la j-

ésima coordenada de ¢ n(a) es w(aj), donde aj es la j-
C
€sima coordenada de a. Por lo tanto:



wcn(al,...,an) = (w(al),...,w(an)),

vale decir, wcn = ¢ . por lo tanto, si ¢ y ¥ son mor-
fismos y wc =‘PC ’

Por lo tanto, para U abierto en Cn y a€A(u)cC An, es

entonces ¥ = V¥ .

vyla) = (v(ay,...,¥(a)) si a= (a;,...,a ). En muchos ca
sos notaremos " en lugar de Yy-
Finalmente, observemos que las operaciones en <€ inducen en
A una estructura de C-&lgebra. Por lo tanto, un anillo ana
litico se puede pensar como una C-&dlgebra con una estructura
adicional de operaciones con dominio de definicién en A(U)

C An, para cada abierto U de Cn; adem8s, un morfismo

¥ : A—> B resulta ser un morfismo de C-&lgebras.

1.3. Ejemplo.

Sea U wun abierto fijo en ¢”. Llamaremos On(U) un anillo

analitico de funciones holomorfas en U. Vale decir: si V

. m
es un abierto en C,

(0 (U) (v) = {g : U>V holomorfas}

ysi £ : V->W es holomorfa, definimos:

0, (@) (£) = 0 (W (V) = 0_(U) (W) por:



(On(U)(f)(g) = f.g para g G(C%(U))(V)

Es f&cil ver que On(U) es un anillo analitico en é&ns

(ver [4]).
En realidad, On(U) : C - &ns es el funtor representable
por U. Por lo tanto, el lema de Yoneda (ver [6]) asegura

que, dado un anillo analitico A en &ns, hay una biyeccién

entre el conjunto de morfismos de On(U) -+ A y el conjunto

A(U). Vale decir, si v: On(U) - A es un morfismo de ani

llos analiticos, ¢ queda totalmente identificado con un ele

mento a€A(U). Segflin esta identificacién, dado un abierto
m

V en C, wv : (On(U))(V) - A(V) estid dada por: wv(f)

A(f)(a) para f : U =V holomorfa; ademés a =*PU(idU)

wn(idU).

Por lo tanto, si Yy ¥ son morfismos de On(U)-* A, tales

que wU(idU) = wU(idU), entonces, ¥ =V , aquf, por supues
to, idU : U =>U indica la identidad de U.
1.4. Ejemplo.

Llamaremos € al anillo analitico en &ns, dado por:

C(U) = U; C€(f) = f, vale decir, € es el funtor olvido.
Observemos entonces, que si ¥ : On(U) - C es un morfis-
mo de anillos analiticos, ¥ queda identificado con un ele

mento p€U, y es wv(f) = f(p) para f : U =V holomor



fa. Por lo tanto, ¢ = Evp es la evaluacidén en el punto p.
Notemos que C = Oo(l).

Probaremos ahora un resultado que se usard més adelante:

1.5. Lema:

Sea A un anillo analitico, sean U y V abiertos de "

Y " respectivamente, y sea f : U-> V holomorfa. Sea W

un abierto, WCV. Entonces

A Yam) = aetw)

Demostracidn.

Basta considerar el siguiente producto fibrado transversal:

|

donde la flecha f-l(W) - W se obtiene por restriccién y

£l W) ———>

correstriccidn de f£f.

Por lo tanto



A(f-l(W)%———————+> A (W)

es un producto fibrado.

A(U) —>» A (V)
A(f)

Esto dice que A(f T(W)) = A(f) " L(awm)).

1.6. Lema:

Los anillos analiticos preservan intersecciones finitas.

Demostracién.

Basta probar que si U y V son abiertos en Cn, entonces:

A(UNv) = A(U) N A(V)

Sea i : US— Cn la inclusién.

Por el lema 1.5, es:
a(i)"ramw) = aE"tw)

pero i 1(V) = UNV y A(i) " Y(A(V)) = A(U) NA(V). Por lo

tanto, A(UNV) = A(U) NA(V).



1.7. Definicién:

Sea m: A —->B un morfismo de anillos analiticos en una ca-
tegoria & con limites finitos. 7 se llama local, cuando
para cada par de abiertos U y V en " , con VCU, el
cuadrado

A(V) &——> A(U)

™
v "u

B(V) &~———> B(U)

es un pull-back en & . (1)

1.8. Observacién.

Es claro que esto es equivalente a tomar directamente U =

= ¢". Cuando & = &ns, la condicién (1) es equivalente

a que satisface la condicién:

"Para todo a€ A(U) tal que ﬂu(a)E B(V), ae a(w)"

Por lo tanto, un morfismo 7 : A - B de anillos analiticos

en &ns es local si y s6lo si, dado V abierto en <t y

ae A tal que n(a) € B(V), entonces a€A(V).
C
1.9. Lema.
Sea Vo un abierto acotado no vacio en €, sea A un ani-

llo analitico y sea 7 : A = ¢C un morfismo de anillos ana



liticos. Supongamos que 7 satisface que si a€A vy

1r(a)€Vo, entonces ac€ A(Vo). Entonces, T es local.

Demostracién.

Por la observacién 1.8, hay que probar que si V es abierto

en Cn, ae Al y wn(a)ev, entonces a€A(V).

C
Sea 5€V0 , fijo, y sea M >0 tal que VOCB(B,M), donde

B(B,M) indica la bola abierta en € de centro f y radio

M. Sea V abierto en %, aeaA"™ tal que nn(a)ev. Sea

C
a =7 n(a) . Como V es abierto, existe r >0 tal que
C
B(al,r)x...xB(an,r)CV, donde o = (al,...,an)
Sea fj : ¢t - ¢ definida por:
_ M, :
fj(z) = -ﬁ(zj Otj)+l3, 1<j<n. fj es holomorfa.

Por ser T morfismo de anillos analiticos, el cuadrado:

A(fj)

o]
Y
o]

T _n T conmuta.

Q
Y
a

Por lo tanto,



m(A(f, = f_ (7 = f (« = .
( (J)(a)) J(Cn(a)) j() 8
Entonces, T (A(fj) (a)) EVO, y por hipb6tesis, se deduce que
A(fj) (a) GA(VO), o sea aEA(fj)-l(A(Vo)) . Pero por el lema
-1 _ -1
1.5, A(fj) (A(Vo)) = A(fj (VO)). Por lo tanto,
aEA(fgl(Vo)) para todo j, 1<j<n.

n
Entonces, a€ N A(f.l(V)).
=t I °

Pero, por el lema 1.6, A preserva intersecciones finitas,

y entonces

n -1 no
N A(f. (Vo)) = A(N £, (Vo))
j:l J J=l J
|
Por lo tanto, a€A(N fj (Vo)). Pero
j=1

-1 -1 -
fj (v, c fj (B(8,M))

{ze a:n/fj(z)eB(b’,M)} = {ze¢n/ifj<z)—ﬁl< M }=

n, M _ n -
{zec /lE (zj-aj)|< M} =(z€c¢ /Izj aj|< R}
(1< j< n)
g1

n
.55 (VO) C .nl{zealn/|zj—aj|< r} =
J:



{zecn/lzj—aj | <r, para todo j, 1< j<n}

B(al,r)XB(az,r)X...XB(an,r)C V.

Como A preserva inclusiones abiertas, se deduce que

n
AN £.7(V))C A((V)
. ] o}
j=1
Por lo tanto, a€aA(V).

Esto concluye la prueba del lema 1.9.

1.10. Definicidn.
Un anillo analitico A en & preserva cubrimientos, cuando

para cada cubrimiento (U,) de un abierto U, con U,

a €1
abierto, la familia: A(Ua)c——e-A(U) es epimorfa efectiva
universal en &. Cuando & = &ns, esto quiere decir, con
las correspondientes identificaciones, que si U = U Ua'
entonces A(U) = U A(U,) . Aqui, hay una inclusféi gue se

a€ I
verifica cualquiera sea el anillo analitico A, ya que A(U,)

CA(U) para « €I, y por lo tanto U A(U,) CA(U).
a €T
1.11. Definiciébn.
Un anillo analitico A se llama local cuando A preserva

cubrimientos.



1.12. Observacién.

Como la familia vacia cubre el conjunto vacio, se sigue gque
A(g) = ¢ (o bien, se podria haber tomado esto como parte de

la definicién) .

1.13. Lema.
Sea A un anillo analitico en &ns tal que existe un mor-

fismo local 7 : A - C. Entonces, A es un anillo analiti-

co local.

Demostracién.

Sea {L&thI una familia de abiertos en C" , Yy sea U =
U Ua . Sea ®w: A—> C local. Dado a€eA(U), se tiene

o[qtfeI 1rU(a) € U. Por lo tanto, existe a € I tal que 1rU(a)
EUa . Como @ es local, se deduce que aGA(Ua). Esto
prueba que A(U) C téI A(U,) . La otra inclusibn vale para

a

todo anillo analitico:

Para cada « , es U,C U; por lo tanto A(U,)C A(U) (¥ «€ I)

y entonces U A(U,)C A(U) (ademd&s como L A(¢) ~> ¢
a€ I

entonces A{@p) = ¢). esto prueba que A preserva cubri-

mientos.

1.14., Teorema.

Sea A un anillo analfitico local en &ns. Entonces, existe



mTs: A ->C morfismo local.

Demostracidn.

Vamos a probar primero que A es un anillo algebraico local.

En efecto, si ¢* ={z€C/z # 0}, por ser A un anillo a-

nalitico es A(C*) = A* , el conjunto de elementos inversi-
bles de A (ver [4]). Como € = C* U(1-C*) y A preserva
cubrimientos, es A = A(C) = A(C*) UA(1l-C*) = A*U (1-A*) (don
de A(l-C*) = 1-A(C*) por ser A un funtor). Por lo tanto,

para todo a€A, a es inversible o 1l-a es inversible., Va-
mos a probar ahora que 0 # 1 en A.
Sea U={ze€/[z|<%}; V={ze¢/|z|>-]2'}. Como A pre-

serva intersecciones finitas (por 1.6), se tiene:

A(U)NA(V) = A(UNV) = A(¢) = ¢ (donde A(9) = ¢ por

ser A local)

ahora bien, A es una C-dlgebra, donde cada o € C tiene
una interpretacién aAGEA, y es a, = A(f) (1), donde f
es la funcibén consistente a« . Por lo tanto, si a € W, W
abierto en €, pensando a f:C->W (f es la funcibn
constante a ), se tiene A(f) : A - A(W).

Entonces,

a, = A(f) (1) € A(W)



Como 0€U y 1€V, se deduce que OAEAW) y lAGAW),y
como A(U) NA(V) = g, se tiene que 0A # lA’ osea 0 # 1en
A. Esto prueba, entonces, que A es un anillo algebraico

local. Vamos a probar ahora que el cuerpo residual de A es

C; o sea, que si I es el ideal maximal de A, entonces

ne

A/I C. Recordemos que I = {a€A/a no es inversiblel.
Para cada p€C, r>0, notemos B(p,r) = {z€C/|z-p| <r} la

bola abierta de centro p vy radio r.

Para cada jE€EN, es C = U B(p,%), y como A preserva cu-
PEC
brimientos, es:
1
A =A(C) = U A(B(p,Z))
pecC J

Por lo tanto, dado a€a, :E[aj€¢ tal que aEA(B(aj,%.')).

Como A es un anillo analitico, vale que:

a€A(B(a,r)) si y sb6lo si a-aAGA(B(O,r)),

hecho que se obtiene usando la funcién f£f(z) = z-a ; por 1lo
tanto,
1 .
-a. €A(B(0,= ¥JEN) .
a-o A€A(B(0,3)  (ViEW)

Para j,k€E€N, es: aj,A_ak,A = (aj’A-a) + (a-ak,A)' donde

1 1 ,
ozj -aGA(B(O,i-)) vy a—ak,AGA(B(O,E)) (se obtiene usando

f(z) = -2). Ahora bien, en general, si alEEA(B(O,rl)) y



azeA(B(O,rz)) , entonces a +a2€A(B(O,rl+r2)); en efecto,

1

basta considerar f(zl,zz) = zl+22; f : B(O,rl)XB(O,rz)*

—>B(0,rl+r2). Es A(f) : A(B(O,rl))xA(B(O,rz))—>A(B(O,rl+r2)),

y es al+a2 = A(f) (al,az) . Por lo tanto, a1+a2 €

€ A(B(O,r1+r2)). Aplicando este hecho, obtenemos que

1,1 .
(aj—ak)AG A(B(0,3+]-()) . Vamos a probar ahora que, si a €C y
aAEA(B(O,r)), entonces || <r. En efecto, si la| >r, sea
U=1{z€ec/|z|>r} . Es: AUNA(B(0,r)) = A(UNB(0,r)) =

= A(g) = g . Como a€ U, aAEA(U), y como A(U) NA(B(0,r))

=@%, se deduce que ay £ A(B(0,r)).

1
3
es de Cauchy en C; se

Usando este resultado, obtenemos que |aj—ak|< +1]z' .

Por .lo tanto, la sucesién {cxj }je N

deduce que existe a = lim o .

j—)w
Vamos a probar que a-a, € A(B(0,€)) para todo € >0
a-a, = (a—aj'A) + (aj,A—aA) = (a—aj,A) + (ozj—a)A

Sea € > 0. Existe j, €N tal que |Ot—01j|<62- para j=>7j,-

Sea j; tal que % <% » Yy sea j, = max {jo,jl}. Es:

a—aA = a—mjz'A + (a., -a)

Js A

aqui a- o, AE A(B(O,i)) , pero i < < =, por lo
Js 2

L
Jor j2 jl



tanto B(0,29)CB(0,5 y A(B(0,2))CA(B(0,5)). Luego,
J2 Jo 2

€ . . €
a-ozj A€ A(B(0,3)). Como j,>3_, es | a-a. |< 5+ O sea

27 Jo
¢ : €
aj2a6B(0’§)' entonces (otj2 a)AGA(B(O,Z)).
Deducimos entonces gque a—otAE A(B(0,¢)).

Se prob6, entonces, que para todo a€ A, 3a € C tal que

a—aAe A(B(0,€)) para todo € > 0.

Vamos a probar que a-a, no es inversible en A. Esto se

deduciri del hecho de que si c€ A es inversible, entonces

existe €>0 tal que c¢ & A(B(0,€)). En efecto: Sea c

, . . -1
inversible en A y sea b su inverso en A; b = C

= U B(0,j) y como A preserva cubrimientos, es:
JEN
A= U A(B(0,j)). Por lo tanto, I FjEN tal que
JEN
bE A(B(0,3)). Consideremos £(z) =1 , £ : {z€¢/0 <jz[< 3}

»{wec/|w|>31.} , osea: f : C*NB(0,§)=> {wec/|luw >§—.}.

Es
A(f) : A*NA(B(0,5)) — A({wE a:/|w|>%});

Como b€ A*N A(B(0,j)), es A(f) (b)EA({wEC/|w|>%}).

Pero A(f) (b) = b-l = ¢c. Por lo tanto,



ceA{wec/ |w| >51.}), y como A({we ¢/|w|>%.-})nA(B(o,%)) =

= A({lw € ¢/ w|>-J]%} ﬂB(O,%.‘-)) = A(g) = @, se deduce que

c g A(B(O,%’)) .

Aplicando este resultado a a—OtA, se obtiene que a-a, no

es inversible en A. Por lo tanto, si I es el ideal maxi-

mal de A, a—aAe I, o sea: a = a en A/I .

Se prob6 entonces que para todo a€A, existe a €C tal
que a = ay en A/I .

Sea y: C - A/I , P(a) = -—A ; obtenemos que ¥ es un e-

pimorfismo.

Vamos a probar que ¥ es también un monomorfismo:

Si v(a) =0, es a, = 0; por lo tanto, aAE I.
Si a # 0, es « (l) = (a -]-') = 1, ; por lo tanto « es
! Ao’ A ‘a’ A a’ A

inversible; lo cual contradice el hecho de que aAG I.

Por lo tanto, debe ser a = 0; luego, ¥ es un monomorfis-
mo .

Se prob6 entonces que Y es un isomorfismo y A/I = c.

Sea m: A —> C definido por: m(a) = ¢_l(§) . O sea, T (a)

= a siy s6lo si v(a) =a , o sea a_A = a , vale decir,
que 7(a) = a <= a-a, € I.

Por lo tanto, m(a) = « , donde « es el Gnico nGmero comple

jo que verifica gque a—aAE I, o sea a-a, no es inversible.



Por supuesto, a-a,€ A(B(0,¢)) para todo € >0, ya que co
mo € =C* UB(0,¢), es A = A*UA(B(0,¢)), y como a-a, £ A*,
se deduce que a-a,€ A(B(0,€)).

Vamos a probar que 7 define un morfismo de anillos analiti
cos. Para ello, vamos a probar primero que si U es un a-
bierto en " y a = (al,...,an)E A(U), entonces n(a) =

C
(ﬂ(al),...,ﬂ(an))e U.

Supongamos primero gque UC C. Hay que probar que si a€ A(U),

entonces « = w(a)€ U.
Como U es abierto, U es la unién de bolas Bj’ con
B.C U;
J
u= U B, , B.CU, B, =B(z_,,r.)
je g J J
Como A preserva cubrimientos, es A(U) = U A(B.). Por

jEJ
lo tanto, como a€A(U), 3j€JT tal que aeA(Bj) =

= A(B(zj,rj)) y luego, a—zj’AG A(B(O,rj)). Ademés, ay-a€

A(B(0,€)) (para todo € >0). Sumando, obtenemos que:

(Ot—zj)A
la-zjl <rj+ € , y esto vale para todo € >0. Se deduce cque

Ia-z.| < r..
J J

Por lo tanto, « Eﬁj , Yy como EjCU, se obtiene que « € U.

EA(B(O,rj+e)), y por lo tanto, nuevamente,

Cuando U es abierto en en, se puede escribir:

U= U B, ee.XB. , dond da B. 1<k<n
jeET J'lx *®4,n onde cada Jrk( )
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es una bola abierta en C, y lex...xBanU, para todo
jEJ.

Como A preserva cubrimientos, es:

A(U)

U A(B.lX...xB. ) =
jed ’

U A(B. «+.xA(B,
(O A,k XAy )

Como a = (al,...,an)GA(U), existe jE€J tal que

aeA(le)X...xA(Bjn) » O sea a;€ A(Bj,k) (l<k<n). Es:

1r¢n(a) = (1r(a1),...,‘1r(an)) = (a

1,‘..’an).

Razonando exactamente igual al caso n = 1, se obtiene que

ake B_j,k (l<k<n). Por lo tanto: «a = (al,...,an)e

oe}]

(S Xeoo.x B, CB..x ...xPB. CU, 0o sea « € U.
jn n

j1 il J

Queda definido entonces, para cada U abierto en Cn,

m. : A(U) = U por
my(a) = (May),...,m(a)) si a = (a;,...,a )€AUCA".

Para probar que 7T es un morfismo de anillos analiticos, hay

gue probar que dada £f:0 -V holomorfa, (U abierto en



(En, V abierto en Cm), el cuadrado:

A(f)
A(U) —> A (V)

"U \Y conmuta.

Supongamos que VCC€. Sea a

n
(al,...,an) eA(U)caAa.

1rU(a) = (&1,...,c¥n) con qk 1r(ak), (1<k<n), vy nU(a)EU.

Ademés, ak—ak'AG A(B(0,€)) para todo € >0,
Sea b = A(f)(a) €EA(V) y sea B = T,(b) = wb) (VCC).
Por definicién, BE€ C es el Gnico nfmero complejo que satis

face

b-BAe A(B(0,€)) para todo € > 0.

Hay que probar que f(al,.. .,an) = f ; basta probar, enton-
ces, que b-f(al,...,an)AGA(B(O,e)) para todo € > 0, o

sea que:

A(f) (a)~f («x €A(B(0,€)) para todo € >0.

l'-.o,an)A
Sea € >0. Por ser f contfnua, d86 >0 tal que:

me <8,z e |<8 = [ f(2)-f(a)[< e



Como ak—ak’AEA(B(O,r)) para todo r >0, se tiene que

ay=% p€A(B(0,8)), o sea € A(B(e,8)) (1<k<n)

ay

Por lo tanto, a = (al,...,an)EA(B(al,S))x...xA(B(an,S)) =

A(B(al,S) x...xB(an,S)) .

Como f : B(al,8)x...xB(an,8) - B(f(a),e) y es:
A(f) : A(B(al,B)x...xB(an,B)) - A(B(f(a),e)).
Por lo tanto, A(f) (a)€ A(B(f(a),e)), y entonces
A(f) (a)-f(a)AEA(B(O,E))-
Cuando V es abierto en Cm, la demostracién se remite al
caso m = 1, haciéndola coordenada a coordenada.

Finalmente, veamos que 7T es local: hay gque probar que si

aeAn, U es abierto en c" V% ﬂn(a) €U, entonces a€A(U).

C
Sea a= 7 (a) €U. Como U es abierto, entre r>0 tal que
C
B(al,r)X...XB(an,r)CU; o = (al,...,an)

Es o =1r(ak) (1<k<n) y se sabe que ay - A€ A(B(0,e))
4

para todo € > 0. Por lo tanto, ak-ak'AEA(B(O,r)), y luego,



a, € A(B(ak,r)) (1<sk<n).

Luego

a = (a .,an)e A(B(al,r))X...xA(B(an,r)) =

1.

A(B(al,r)x...xB(an,r)) CA(U) .
Luego, a €A(U).
Queda probado, entonces que T : A - € es un morfismo local

de anillos analiticos.

1.5. Observacié6n.

Es claro que si A y B son anillos analiticos, m : A—> B

es local y B preserva cubrimientos, entonces A preserva

cubrimientos.

Esto ocurre, ya que si U = ZI U, es un cubrimiento a-
a

bierto, entonces B(Ua)CL——>B(U) es epimorfa efectiva uni-

versal, y como 7 es local, el cuadrado

A(U,) C 5> aA(U)

™ m
U U es un pull-back, para cada a« €1I.

B(U,) &—— B(U)

Por lo tanto, la familia A(Ua)c——ﬁrA(U) es epimorfa efec-

tiva universal, o sea: A preserva cubrimientos.



1.16. EjemElo.

Sea On,p el anillo analitico de gérmenes en p de funcio-
nes holomorfas. Entonces Evp : On,p —> ¢ es un morfis-
mo local de anillos analiticos. Por lo tanto, on,p es local.
Para V abierto, Onp(V) es el conjunto de gérmenes de fun-

ciones holomorfas a valores en V, o equivalentemente, es el
conjunto de gérmenes en p de funciones holomorfas f tales

que f(p)eE V.

1.17. Ejemplo.

Sea ahora E un espacio topol&gico, y consideremos el topos

Sh(E) de haces sobre E. Sea g el haz de gérmenes de

funciones continuas en E a valores complejos. Entonces

C; es un anillo analftico en Sh(E), dado por: si U. es

abierto en <",

CE(U) es el haz de gérmenes de funciones continuas en
E a valores en U. Vale decir, €E(U)(H) = continuas (H,U),
es el conjunto de funciones continuas de H en U, para H

abierto, HCE. Se puede probar que CE preserva cubri-

mientos (ver [4 ] .

Supongamos ahora que U es un abierto en Cn, 3% hl,...,hk

son funciones holomorfas en U. Sea E = z(hl,...,hk) el

conjunto de ceros comunes de hl,...,h vale decir,

kl
E={peU/h,(p) =0, 1<i<k} .



Consideremos a E con la topologia de subespacio de

Sea OE el haz sobre E, cuya fibra en un punto

U.

p €E

es

On,p/(h b , donde (hlp,...,hkp) es el ideal gene
1p kp

rado por hlp""’hkp , que son los gérmenes de p de hl"'

...,hk , respectivamente.

Si1 S es una seccidn de OE sobre un abierto H, HCE, en

tonces para cada pe€H, existe un entorno abierto V de p

en U y una funcién holomorfa f en V, tal que:

S(x) = Ex para todo x€ VNE, donde f, es el gérmen de f

en x, Yy fx indica la clase de fx segln el ideal genera-

do por hlx""’hkx en ¢

n,x’
Queda bien definido VS(p) (el "valor de S en p") por
VS = f u i § = f entonces -f (h .
(p) (p), ya que si 9 p’ 95~ fp 1p’
...,hkp); por lo tanto, en un entorno de p, es g-f = Zaihi,
con a, holomorfa en ese entorno.
Evaluando en p, y teniendo en cuenta que p €E = z(hl,...,hk)
se obtiene que g(p) = f(p).
Esto define una funcifn continua VS : H = C.
Para W abierto en Cm, definimos OE(W) como el haz tal
que:
(Sl,...,Sm)/Si es una seccién de OE en H
OE(W)(H) =
Yy (VSl(x),...,VSm(x)) €W para todo x€H

14
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Se puede probar que 0  es un anillo analitico en Sh(E).(Ver [4].
Ademds, se tiene un morfismo de anillos analiticos 7 : OE-->
- CE dado por:
m

para W abierto en € , 7. : 0 (W) - Co (W) es el morfis

mo de haces definido por:

1TW,H(Sl,...,Sm) = (VSl,...,VSm) para HCE abierto.
Aqui, como (Sl"'°’Sn9 € OE(W)(H), (VSl,...,VSm) es una
funcién continua de H - W.
Es f&cil ver que 7 es local. Como CE preserva cubrimien

tos, por 1.15, se deduce que 0E preserva cubrimientos.

1.18. Observacién.

Se puede probar que si E es un espacio topol6gico y A es
un anillo analftico en Sh(E) gque preserva cubrimientos, en-
tonces existe 6 : A - e morfismo local.

La idea de la demostracién es considerar, para cada p€E,
la fibra Ap del haz A. Ap resulta ser un anillo anali-
tico en &ns, y del hecho de que A preserva cubrimientos,
se deduce que Ap preserva cubrimientos.

Luego, por el teorema 1.14, existe L : Ap-+ C morfismo

local.

Se prueba que esta coleccién {”p}pGEE define una funcién



continua h : A > € (agqui A estd pensado como espacio
etal), y, finalmente, para cada x €A (el espacio etal), se
toma el p€E tal que xGAp , Se toma un entorno de x
donde la proyeccitn A —>E sea un homeomorfismo, con una in-
versa S definida en un abierto HCE, y se define g =h,s,
g : H >C continua. Finalmente se toma 6 (X) = germen en
p de g=g_; y se prueba que 6 : A = CE define un mor-

P
fismo local de anillos analiticos en Sh(E).

1.19., Observacién.

Sea A la categoria de anillos analiticos en &ns.
Entonces A tiene limites finitos y colimites filtrantes, y
ambos se calculan "punto a punto". (ver [4]).

Diremos que un anillo analitico A es de presentacién fini-
ta si el funtor representable por A preserva colimites fil
trantes. Notaremos Apf a la categoria de anillos analiti-
cos en &ns de presentacitn finita.

Por una construccién categbrica general, se sabe que A es

de presentacidn finita si y s6lo si A es un retracto de

un cociente de On(U); vale decir, existe U abierto en
n

. — 5
c, hl""’hk holomorfas en U y w: On(U)/(hl,...,hk) A

. . . / —_——
retraccién (o sea, existe v :A —*'Jn(U)/(hl,...,hk) A

tal que wv = idA)' Aqui, el cociente on(U)/(hl""'hk)



est8 dado por la propiedad universal:

(l1lamada la pro-

yeccién al cociente), tal que r(hi) = 0 para 1<ic<k.

2) Si B es un anillo analiticoy ¢: On(U) - B tal que

¢(hi) = 0 para 1<i<k, entonces existe una finica
~ . by -
P 3 On(U)/(hl,..TTE;7_9 B tal que pr 12
r
0_(U > U
n() %@/, hy)
7
7
s
¥ Prd
Ve Qo
// 3.80
Y 4
B

¢ estd dado por un elemento b€&€B(U), es ¢(f) = B(f) (b)

para fe€ qlﬂn. Por lo tanto, la condicién w(hi) =0 se

escribe:

B(hi) (b) =0 (1<i< k)

1.20. Definimos:
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Zg(hy,ee.,hy) ={be B(U)/B(h;) (b) = 0 para 1< i<k}
el conjunto de ceros de hl""’hk en B.
Por lo tanto, la condicién ¢(hi) = 0, 1<i<k, se escribe:

b€E ZB(hl' .o ,hk)

De la definicién de On(U)/(h se deduce que hay u-

1'.v-,hk)
na biyeccién entre | On(U)/(hl""’hk)’ B] (el conjunto de
morfismos de On(U)/(hl,...,hk)————> B) y el conjunto de

morfismos ¢¥: On(U) - B tales que v(h;) = 0. Por lo tan

to, hay una biyeccién

~

[On(U)/(hl’””hk),B] = 25(hy,...,hy)
1.21. Observacién.
Consideremos la categoria dual A ;?
Sea i = ¢ - Ag? ; 1(U) = 6;?5). Entonces, i es un ani-
llo analftico en A°P (ver [4]).

pf

Por la teoria general se conoce que se tiene la siguiente
propiedad universal:

si B: ¢ - & es un anillo analitico en una categorfia & con
lfmites finitos, entonces existe un fnico funtor

F : Agg —> & que preserva limites finitos tal que

Fi = B.
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i
5, OP
C >A
f
. p
-
B -
7~
7 qF
-
J(/
&
En el caso & = &ns, F est& dado por F(A) = [A,B] vy

por una construccién categbrica general, esto se generaliza

a cualquier categorfa & con limites finitos.



CAPITULO IT

Gérmenes y ceros de

funciones holomorfas.

En esta seccibn estudiaremos las propiedades del anillo ana-

litico onp de gérmenes en p de funciones holomorfas

(pezcn).

2.1. Lema.

l) Sean U y V abiertos en ¢ tales que UDV. Enton-
ces, el morfismo de restriccibn On(U)—————> On(V) es un

epimorfismo de la categoria de anillos analfticos.

2) Sea peU, U abierto en ¢”. Entonces el morfismo ca-

nénico: On(U)————%> 0 es un epimorfismo de la catego-

n,p

rfa de anillos analfticos.

Demostracidn.

1). Sea »p : On(U)————+-0n(V) el morfismo de restriccién
y sean On(V).__—$_> A morfismos tales que yp = Vp.

Por ser v y V¥ morfismos, los cuadrados:



v
0, (V) (V) > A(V)
Yy
On(V)(U) > A(U)
lIIV
On(V)(V) —> A (V)
conmutan.
Yy
On(V)(U) > A(U)
aplicando a idv, se obtiene:
v, idy) = ‘pU(iv,U) =9yl ylidy)) = (pp) (id)
wv(idv) = wU(iV,U) . ¢U(PU(idU)) = (¢p)U(idU)
Pero como ¥P = ¥p , se obtiene que vy (1dy) = v, (idy) .
Por lo tanto, el lema de Yoneda asegura que ¥ = VY ., Esto

prueba que £ es un epimorfismo.

2) Sea ahora r : On(U)——+ 0n P el morfismo canénico, y
14

sean Onp.____l A morfismos tales gque vr = VyYr.
v



Sea a €0 . Existe V abierto en ¢ , con pE€V, VCU,
14

y existe g € On(V) tal que @ = g = germen de g en p.

P
Sean p On(U)——a’On(V) el morfismo de restriccién,
. .
r On(V)-——+ On,p el canénico.
Es claro que r'p = r. Por lo tanto:

(px')p = ¢(r'p) = ¢vr = VYr = VY(r'p) = (¥r')p.
ahora bien, por 1), # es un epimorfismo. Se deduce enton-
ces que yr' = VYr',

Aplicando a g, se obtiene: p(r'(q)) = V¥(r'(g)), o sea,
(teniendo en cuenta que «xr'(g) = gp = «):
() = V(a).

Esto prueba que ¢ = V.

Por lo tanto, r es un epimorfismo.

2.2. Lema:

Sea U abierto en €° y sea p €U. Consideremos el dia-

grama:



Sea a el elemento que define v(a = wU(idU)). Entonces,

una condicibén necesaria y suficiente para que exista

9 0, p ~ A que verifique §r = ¢ , es que acA(V) pa-
14

ra todo entorno abierto V de p. Adem8s, si esto ocurre,

" es fQnica.

Demostracién.
Supongamos que existe P : 0n p————> A tal que ¥r =9 .
14
a = 1 - 0
Sea rU(ldU) , « &(’n,p(U) , vamos a probar que aGOn’p(V)

para todo entorno abierto V de p.

Sea V abierto tal que p€V. Se puede suponer que VC U.

Entonces a = germen en p de idU = germen en p de idv.

Pero idV : V> V toma valores en V. Por lo tanto, (ger-
i 0

men en p de 1dv) € n'p(V), o sea « € On,p(V)'

Por lo tanto, dado V abierto tal que p€eVCU, se verifica:

a =¥ (idy) = (Px) (idy) = P (r (idy)) = Py(a

Pero como « GOn P(V) , €s npU(a) = ‘Pv(a) .

’
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(@) con ¢, : ¢ (V) —™ A (V).

Entonces a = 5 v n,p
4

v
Por lo tanto, a €A(V).

Reciprocamente, supongamos que a€A(V) para todo entorno
abierto V de p.

Vamos a definir ¢ Onp—>A.

Sea B €0 Es f = germen de f en p, para cierta

n,p’
fGOn(V) , donde V es un entorno abierto de p, y se pue-
de suponer que VCU. Se define: ¢ (B) = A(f) (a).
Recordemos que A(f) : A(V)—)/>A y que, por hipbtesis,
a€E€A(V) veamos que ¥ estd bien definida:

Supongamos que B = germen de g en p, con g€-0n(W), W
abierto, PpEW.

Como germen de f en p = germen de g en p, existe X

entorno abierto de p tal que flx =9ix - De nuevo, por

hip6tesis, a€A(X). Por lo tanto,

A(f) (a)

A(flx) (a)

A(g) (a) A(glx) (a)
y como f]x = ng , Se obtiene que

A(f) (a) = A(g) (a).

Esto define ¥ : 0 —> A. Por supuesto, ¢ : 0™ —p
n,p P ! ‘Pcm n,p



se define ¢Cm(ﬁl,...,ﬁm) = (P(By)seeesb(B)).
Vamos a probar que se tiene un morfismo de anillos analiti-

cos:
Hay que probar primero que si 8 = (51,...,ﬁm) € On p(W), con
14
W abierto en € , entonces ¢ m(B) €EA(W). Como Beon p(W) ,
’

C
df: V- W holomorfa, con V entorno abierto de p, tal que

B = germen de f en p. Si f = (£1700.,£ ), sera:

Bi = germen de f, en p, £, : V »C holomorfa.

st
=
]

(B seee,(B)) = (A(E) () ... ,A(E ) (a)) =

A(f) (a). (1)

Como f : V-»> W, es A(f) : A(V) —- A(W). Por lo tanto,

A(f) (a) €EA(W), o sea © m(ﬁ)GEA(W).
C
Hay que probar ahora que si g: X->W es holomorfa (X abier

to en ™ , W abierto en Cs) entonces el cuadrado:

Onp(g)
On,p(x) > Onp(w)
$X Gw conmuta.
A(X) > A (W)

A(qg)



Sea BE€ Onp(X). Por lo tanto, T f : V = X holomorfa, con

V entorno abierto de p, tal que B = germen de f en p.
Entonces, es Onp(g)(ﬁ) = germen de (g.,f) en p, y resulta,
¢W(0np(g)(ﬁ)) = ¢ (germen de g.f en p) =
=9 (germen de g.f en p).
s

Pero segln lo visto en (1), es:

$€S(germen de g.f en p) = A(g.f) (a).

Por lo tanto:

P (0,5(9) (B)) = Algof) (a) = (A(g) A(D) (@) =

A(g) (A(£) (a)) = A(g) (P4(B)).

Esto prueba que el cuadrado es conmutativo, y por lo tanto,

-~

¢ es un morfismo de anillos analiticos.

Finalmente,

®x) (£) ¢(r(f)) = ¢(germen de f en p) =

A(f) (a) = ¢ (f) para toda fEOn(U).

Por lo tanto: Pr =v.



-38-

Adem&s, es claro que ¢ es finica pues, por el lema 2.1, se

sabe que r es un epimorfismo.

2.3, Corolario.
On D es el anillo analitico que resuelve el problema univer
sal de "mandar f a todos los entornos de f(p)". Mis expli

citamente:

1) r : On(U) - Onp verifica que si f : U - ™ es holomor
fa, entonces rcm(f)e Onp(x) para todo entorno abierto X
de f(p).

2) Si ¥ : On(U) - A verifica que "si f : U->c" es holo-

morfa, entonces v m(f)e A(X) para todo entorno abierto X

C
de f(p)", entonces existe un fnica ¥ : Opp = 2 tal que
or =y.
Demos tracién.
1) rcm(f) = (r(fl),...,r(fm)) = (fl,p”""fm,p)'

Sea X un entorno abierto de £f(p). Como f es continua,
existe V entorno abierto de p, VCU, tal que f(V) CX.

Sea g = flV ;, 9 : V- X,
Por lo tanto,

r (f) = (£ p,...,f )

mp = J1p’ - Im,p



y como g toma valores en X, ) € 0 (X) .

(glp""’gmp n,p

2) Sea a = tPU(idU) el elemento que define ¢ . a€A(U).
Sea X un entorno abierto de p, XCu.

Sea i : U- ¢ 1la inclusién.

Entonces i(p) = p€X. Por lo tanto, por hipStesis, ¢ _ (i)

C
€A(X). Pero por ser ¥ morfismo de anillos analiticos,
tpcn(l) =~pU(1dU) = a.

Por lo tanto, a€A(X) .

Esto prueba que a€A(X) para todo X entorno abierto de p.
Por lo tanto, por el lema 2.2, existe una Gnica ¢ Onp -~ A
tal que or = v.

2.4. Observacién.

En 2), basta pedir que ¥ (f) €A(X) para todo entorno abier
to X de f(p), £ : U= C holomorfa, y usar las coorde-

nadas Zi : U~-> C.

2.5. Corolario.

Sea ao(EC. Onp es el anillo analftico que resuelve el
problema universal de "mandar a todos los entornos de «
las funciones holomorfas tales que f£f(p) =a ", mds explici

o
tamente:

1) r : 0 (u) =0 D verifica que si f(p) = o , enton-



ces r(f) € On p(V) para todo entorno abierto V de .-
’

2) Si vy : On(U) - A satisface que si "fe(%lﬂn es tal
que f(p) = ag entonces ¢ (f) € A(V) para todo entorno a-
bierto V de o ", existe una Gnica P 0, b~ A tal

14

que gr = 9.

Demostracidén

1) si f(p) = @, entonces dado V entorno abierto de ao,

f(p) € V. Luego, por 1) del Corolario 2.3, se deduce que

r(f) € On p(V) .

14

2) Sea a = ¢U(idU) el elemento que define v .

Sea f.(z2) = z.-p.+a
5(2) j P

it % : fj : U—C holomorfa; como fj(p) =

= ag , por hip6tesis se tiene que

¢(fj)€ A(V) para todo entorno abierto V de -

Ah bi : £f.) = A(f. = .-p.+a_ . Por lo tanto,
ora bien: ¢ ( J) ( J)(a) aJ pJ 2 r

aj-fj+ab€EA(V) para todo entorno vV de a - (aguf, pj
y af estdn pensados en la C-&lgebra A).

Resulta claro entonces que

ajE A(V-ao+pj) para todo entorno abierto V de o



O sea: ajelA(W) para todo entorno abierto W de pj. (1<
< j<n).

Sea ahora X un entorno cualquiera de p, abierto. Existen
Xl,...,Xn , entornos de PyrecesrPy v respectivamente, tales
que XlXXZX...XXnC X.

Se tiene que ajeA(Xj) (1< j<n). Por lo tanto,

a = (al,...,an)GEA(xl)X...XA(Xn) = A(XIX...XXn)C:A(X).

Luego, se prob6 que a€A(X) para todo entorno X de p.

Luego, por el lema 2.2, existe una Gnica @ : On p - A tal
14

~

que Yr = ¢ .

2.6. Observacién.

En el caso de los anillos C°% (ver [2]), el anillo C; tie
ne la propiedad universal de invertir todas las “

f tales que f(p) # 0. Esto se puede enunciar asi: sea
R* = {xER/x #01}; si ¢ : C°(U) > A (A un anillo C%)
verifica que v(f)€ A(R*) (o sea, v(f)&€ A*, conjunto de
elementos inversibles de A) para toda £ €C™(U) tal que
f(p)ER* (o sea f(p) # 0) entonces existe una finica

~

P : C: b - A tal gque hace conmutar el diagrama
14



En el caso analitico, tenemos el siguiente resultado:

2.7. Corolario.

Sea XO un abierto acotado no vacio en €, fijo. Entonces

Onp es el anillo analitico que resuelve el proeblema uni-
versal de "mandar a Xo todas las funciones holomorfas ta-

les que f(p)€ XO", mds explicitamente:

1) r : On(U) - onp verifica que V£ G(%(U) tal que

f(p) e Xo , entonces r(f)e€ On,p(xo)'

2) S1i v : On(U) - A verifica que v(f) € A(XO) para toda
£ EOn(U) tal que f(p)€ X , entonces existe una Gnica

[ Onp - A tal que vr = 9.

Demostracibn:

1) Es por lo ya probado en 1) del Corolario 2.3.

2) sea w_€X, fijo. Como X, es acotado, existe M >0

tal que XOC B(a%,M), donde B«oo,M) es la bola abierta
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de centro en wo y radio M.

Sea a = ¢U(idU) el elemento que define ¥ . a€A(U).
Sea ahora V wun entorno abierto de p, p = (pl,...,pn)
Existe A>0 tal que B(py,N) x...x B(pn,k)c V.

Sea

fj : U=>C (1<j<n), fj(z) =

>R

(zj-pj)+wo.
Se verifica que:
fgl(xo) c f;.l(B(wo,M)) = (z€U/ £ (2)-q | <M}=
= {ZGU/|%(zj-pj)| <M}={z€u/ zj-pjl <A}
Por lo tanto

n -1 n
2 £,7(x)) ¢ .n{zEU/Izj—ij<H=

1 j=1

= {ZEU/Izl-pl| <)\,...,[zn-pnl<)\}CV (1)
ademis, fj(p) = w _ E€X . Por lo tanto, por hip6tesis,

so(fj)EA(xo), O sea A(fj) (a) eA(xo).



1

Luego, aeA(fj)' (A(X)) (lL<j<n).

Pero por el lema 1.5, A(fj)‘l(A(xo)) = A(fgl(xo)). Luego
ae A(£51(x ) w3, 1<3<m.

Entonces a G.Tl A(f;l(Xo)). Como A es un anillo analiti-
co, A respei; intersecciones finitas. Se deduce entonces
que a€ A(jal f;l(xo)), y entonces, por (1), a€ A(V).

Por lo tanto, se prob6 que a€ A(V) para todo entorno abier
to V de p. Por lo tanto, por el lema 2.2, existe una Gni
ca ¢ : 0np - A tal que $Yr = ¢,

2.8. E1 lema de factorizacién.

Vamos a estudiar ahora otra propiedad del anillo de gérmenes.

n

Recordemos que dado U abierto en € , h ...,hk holomor-

ll
faen U y Qg€U, el cociente On de
4t, ,...,h )
l,q qu

anillos analiticos se calcula como un cociente de anillos
(ver [4])), y por lo tanto, la proyeccién al cociente

0 - 0 es suryectiva. (1).
n’q n’q/(hlql'O'lhkq)

Vamos a establecer el lema de factorizacién de un morfismo

Y On(U)/(hl,. ’hk)————a-B, cuando B es un anillo ana-

1ftico local.
Recordemos que el lema de factorizacifn dice gque todo mor-
fismo ¢ : A - B de anillos analiticos tiene una factori-

! A
zacibébn inicial A-——£—> D — B, ¢ =AYy con A



local, que verifica que para toda otra factorizacién

wl )\l
A > D' > B con A' local, existe una finica

T: D—> D' tal que 7Ty = Y' y A'r = A ; y ademds, T
es local.

Sea entonces ¥ On(U)/(hl,...,h ——> B , donde B es un

k)
anillo analitico local.

Por 1.14 se sabe que existe 7 : B = € morfismo local de

anillos analfticos.

Sean r : 0n(0)— on(U)/(hl""'hk) la proyeccién al co
ciente y p : On(U)——> 0, p el morfismo canénico.
vr : on(U) —> B esti dado por un elemento b €B(U).

b = (wr)U(idU) y (¢r)(f) = B(f)(b) para f € On(U).
Por otra parte, TYr = On(U) - ¢ est8 dada por un ele-

mento pe€ Ui p = mer)y(idy) = 7 ((er) (1dy)) = 7 (b)

y es (ror) (£) f(p) para feon(U).
Sea X entorno abierto de p, XCU. Como ﬂU(b) = p, en-

tonces (b) €X; luego, por ser m local, se deduce gque

Tu
b €B(X).
Por lo tanto, se prob6 que bEB(X) para todo entorno abier
to X de p (2). Por lo tanto, por 2.2 se deduce gue

existe una Gnica 7 : 0 b B tal que 7YP = vr.
14
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P
—
0, (u) 0o

Ve

/

7/
Sor //
// qJLY
/7
/
¥
B

ademds, segfin la construccién explicita de 7v ,

para

es:

un entorno de p

Y (germen de f en p) = B(f) (b)
Pero:
(7P)(hi) = (¢r)(hi) = w(r(hi)) =
o sea ‘7(hl’p) = 0. (1€i< k).
Sea r: 0 0
n,p n,p
/(hlp,...,hkp)
cociente.

~

Se deduce que existe una finica v :

~ ~

tal que Yr =7 .
r
0, > On
P _ p/(h
-
-
4 -7
_-  dly
-
-

v(0) =0

la proyeccién al

On —> B
’p/(hlp,...,h

kp)

1p, oo o ’hkp)

f holomorfa en
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ademds, se tiene Eb : 0_(U)y—/> ¢ que
n np/(hlp,...,hkp)
verifica: (;p)(hi) = f(hi p) = 0, por lo tanto
r
0_(u) —> 0_(u)
n /_n /(hl""’hk)
7
P
7~
0 d
Pid qTtp
-
-
0 ¥
np
/(hlp""'hkp)
~ —_—

se deduce que existe un Gnico p: On(U)/(h h. )
1’ooo'k

tal que pr = ;p .

np/(hlp,....h )

kp

Vamos a probar ahora que ¢ = YP .

En efecto:

(Yp)r = ¥((Pr) = ¥(xpP) = (AT)p = 70 = ¥r,

y por lo tanto, por ser r un epimorfismo, se deduce que
o =
Por lo tanto, se tiene una factorizacifn de ¢:

o Y
h ) On P B
l k /(hlplo L 4 lhkp)

On(U)/(h



~

Vamos a probar ahora que 7Y es local.
eVp
Consideremos, para ello, el morfismo: Onp - > C.

Se sabe, por supuesto, que evp es local. Ademds, si

fe On(U) , es:

evp(P(f)) = evp(fp) = f(p) = (myr) (f).

Por lo tanto, T Yr = evpp.

Entonces,

(T )P (TY) (Tp) = (m7) (pr) =

T(Yp)r = mpr = ev, P

ahora bien, por 2.1, »p es un epimorfismo.

Se deduce entonces que Ty r = ev,. (3)

Sea ahora z€ ( y supongamos que 7 (z)€

n,p
/(hlp, ce ’hkp)

€B(V), donde V es un abierto en €. Para probar que v

es local, habrd@ que probar (por 1.8) que

z €(0 ) (V).
np
/By s ihy )
Por ser r suryectiva (por 1 ), existe «a € On b tal
que z = r(a). Por lo tanto:

Y (Z(a)) = 7 (z)€B(V).



Ahora, por ser 7 un morfismo de anillos analiticos, se tie

ne que

T(yr (@))€ V; o sea, por(3) ,

e a) €V,
vp( )

|

un morfismo de anillos analfticos, r(a) €(0

Como ev es local, se deduce que OIGOnp(V), y como r es

o sea z€(0 ) (V).
n'p/(hlp,...,hkp)

Esto prueba que v es local. Por lo tanto se tiene una fac-

torizacibn de v :

p Y
0 —> B

0_(U)
n' 7/ (hyseeeshy) n'p/(hlp,...,hkp)

Con 7 local.
Vamos a probar ahora que esta es una factorizacién inicial,

O sea que si

On(U)

v
o
\ 4
os)

/(hqsee.rhy)

es una factorizacidén de ¢(n¥y = ¢) con 7N local, entonces

existe una Gnica 71 : 0 > D tal que

np
/by oeeay )

TP = ¥

nr ; , y ademds, T es local.
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En efecto, consideremos vr : On(U) ——> D, que estard da-
da por un elemento deD(U); es 4 = (IJ/r)U(idU) .

Por lo tanto:

nU(d) = ny(Wr),y(idy)) = (ny) ylry(idy)) =
= sPU(rU(idU)) = (wr)U(idU) = b.
O sea, nU(d) = b.
Sea ahora X un entorno abierto de p, XCU. Por (1),

se sabe que beB(X).

Por lo tanto nU(d) = bEB(X), y por ser n local, se dedu-
ce que dED(X).

Por lo tanto, dE€D(X) para todo entorno abierto X de p.

Se deduce entonces, por 2.2, que existe un Gnico ¢,

n,p
p
_
On(U) On,p
/7
/7
//
vr // q1Q
7/
e
¥



ademés, [ (hi,p) =Q (P(hi)) = (yr) (hi) = y(0) = 0, para

1 <1 <k.

Por lo tanto, se deduce que existe un finico

T On —> D tal que rr =2 .
P/th, _,...shy )
1p kp
r
0 —> 0
n,p n,p
- ’ /(hlp,...,hkp)
2 P
e
// H:T
Ve
K
D
Se verifica que:
(tP)r = 7(pr) = 7(Tp) = (+¥)p = Rp = yr

Yy por ser r un epimorfismo, se deduce que Tp= ¥ .

Ademé&s,
(nr) (Tp) = (ar)(pr) = pirplr = (Y r =
= ¢r =70 = (Yr)p = 7(zp)
y como rp es un epimorfismo (pues T Y p son epi-
morfismos) se deduce que 7T = v .

Se verifica facilmente la unicidad, ya que si 7' es otra



flecha, entonces T'B' =Tp .

ki

Por lo tanto, como Pr = p , se obtiene r'(;p) = 1(Tp)

y como ;b es un epimorfismo, 7 = 7',
Ademds, como N7 = ¥ y Y es local, se deduce inmediata-

mente que 7 es local.

Queda probado entonces que la factorizacién de ¢ :

PS50 — Y >3

%2 sy, .y PR/ (hy e by )

es inicial.



Sobre los ceros de funciones holomorfas

en un anillo analitico.

2.9. Definiciébn.

Sean hl""’hk funciones holomorfas sobre un abierto U

de c” r h, : U>C y sea A un anillo analitico a valo-

i
res en una categoria & con limites finitos. Se define
ZA(hl"°"hk) (los ceros en A de hl,...,hk) como el ega-

lizador en & de:

A (h)

Y Vv
o

A (U)

A(0)

donde h : U = Ck es h = (hl,...,hk); 0 : U~ ¢k.

2.10. Teorema.

En las hip6tesis de la definicién anterior, si V es un a-

bierto tal que Z(h .,hk)C V CU, (donde Z(hl,...,h

ll" k)
= {x<§U/hi(x) = 0, 1<i<k}), entonces ZA(hl,...,hk) es un
subobjeto de A(V).

Adem&s se verifica que:

i A (h) Kk
si 2,(h,,...,h ) &——> A(U) __—; A" ; (o sea si
A"l k 2 (0)

i es la flecha de egalizador), y si ZA(hl,...,hk)c_Ba.A(V),

entonces la composicidn:



P natural
ZA(hl”"’hk) —> A(V) < > A (U)
i
< ]
es ZA(hl""’hk) A(U);
o sea A(lV,U)p = 1.
Demostracién.

Se puede suponer que V # U (si V = U no hay nada que pro

bar) .

Sea g : U—-R definida por:

g(z) = | h(z)| + dist(z,U-v) para z€U.
donde dist(Z,U-V) = inf d(z,x) (y U-V # g pues VCU
xe€ U-vV

vV # U)

g es una guncién continua que satisface:

1) g(z) >0 para todo z€U.

En efecto, si 2€V, como V es abierto, dist(z,U-V)> 0;
y si z€U-V, como VD Z(hl,...,hk), se deduce que

z & Z(hl”"'hk)' Por lo tanto, dj, 1<j<k tal que
hj'(z) # 0. Por lo tanto, como h(z) = (hl(z),..;.,hj(z),...

.../ (2)), es h(2)#0. Luego lh(z)|] > 0.

2) glU-V= lhIU_v|osea, en U-V, g = | nl.



3) Iy >|hlvl o sea, en V, g >|h|. En efecto, si
Z€V, como V es abierto, dist(z,U-Vv)>0.

Sea

u, = {(z,w) /2 €U, w ECk y Yy lwl<g(z)}y .

Como g es continua, Ul es abierto, UICUXCZk.

Sea g: V- U1 dada por: 2 (z) = (z,h(2)) (z €V) (s1i

z €V, entonces |h(z)| <g(z); por lo tanto, (z,h(z)) € U))

y sea t : Ul - Ck , t(z,w) = h(z) - w,
) t
Vamos a probar que vV—— Ul S Ck es un egaliza-
0

dor.
4) tQf = 0, pues t(2(z)) = t(z,h(z)) = h(z)-h(z) = 0.

5) Sea (z,w) EUl tal que t(z,w) = 0; o sea: h{(z)-w =0
=w = h(z).

Como (z,c.o)eUl y w = h(z) =>(z,h(z))€Ul=> lh(z)] < g(z).

Por lo tanto, =z €V, vy por supuesto, £(z) = (z,h(z)) (por
2) y 3).
2 t "
Por lo tanto, se prob6 que V ——> Ul .__; C es egali-
0

zador; como t y O son funciones independientes (la matriz
Jacobiana de t, pensada como transformacién lineal

Cn+k - Ck es un epimorfismo, pues las derivadas respec-
to de las variables w ya dan la identidad), vy A es un

anillo analitico, A respeta egalizadores de funciones in-

dependientes.



Por lo tanto:

A(2) A(t) > k
A(V) ——— A(Uy) > A
A(0)
es un egalizador en & (aqui, 0 : U1 - Ck).
Sea m : U — Uy dada por m(z) = (z,0).

Hzm)EUl pues g(z) >0 ¥ z€U, por 1)).

Se tienen A(m) : A(U) = A(U1)

iz ZA(hl,...,hk) - A(U)

Sea ¢ = A(m) i : ZA(hl""'hk) =~ A(U;), vamos a probar

que A(t)Y =A(0)¥ . (0 : U, > )

A(t)y = A(t)(A(m)i) = (A(t)A(m))1 A (tm)i

Pero (tm)(z) = t(z,0) = h(z2)-0 = h(z) ¥ z€U.

Por lo tanto, tm = h. Luego

A(t)y = A(h)i

Pero por ser 1 1la flecha de egolizador entre A(h) vy
A(0), es:

A(h)i = A(0)i donde aquf, 0 : U - ¥



Por lo tanto, A(t)y = A(0)1i.

Pero 0 : U-> Ck es la composicibén: U k

Y
(]
3
(9]

Por lo tanto,

A(t)y

A(0)i = A(Om)i = (A(0)A(m))i =

A(0) (A(m)i) = A(0)e.

Se tiene entonces:

zZ . (h,,...,h,)
At k
Vd
//
7
7
¥ A(t) «
A(V) > A(U,) ————
A(R) A(0)

y por ser A(V) el egalizador, se deduce entonces que exis-
te una Gnica p : ZA(hl,...,hk)———>-A(V) tal que A(%)p = v.
Vamos a probar que p es un monomorfismo. Pra ello, basta
ver que A(f)p es un monomorfismo. Pero: A(Q)p =¥ = A(m)i,
donde 1 es un monomorfismo.

Por lo tanto, basta ver que A(m) es un monomorfismo.

Sea S : U1C——%>Cn+k la inclusién, y sea m' = sm. Es

A(m') = A(s)A(m) y nuevamente, para probar que A(m) es un
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monomorfismo, basta ver que A(m') : A(u) — An+k es un

monomorfismo.

n k n .
Sea LR CxC —>»C la proyeccién. Es claro que
ﬂlm' : yC—s " es la inclusién. Por lo tanto, A(Wlm') =
= A(7m))A(m') es un monomorfismo. Luego, A(m') es un mono
morfismo.
Por lo tanto, p es un monomorfismo y ZA(hl""'hk) es un

subobjeto de A(V).

Finalmente, se ve sin mayores dificultades que

A(lV'U)p = i,



CAPITULO III

El topos clasificante

de anillo analitico local

3.1. Definicién.
En esta seccién vamos a considerar la categorfia P de los

pares (U,h), donde U es abierto en o (para alglGn n)

y h:U0 - Ck es holomorfa (para algGn k). Notaremos

hl”"’hk a las coordenadas de h y h = (hl,...,hk). Co-

mo siempre, Z(hl,...,hk) indicard el conjunto de ceros

comunes a hl""’hk’ O sea: Z(hl""'hk) = {xXx€U tales

que h;(x) = ... =h (x) =0}
Dado vcec™ abierto, y g: V-~ ¢t holomorfa, g = (gl,..
...,gr), una flecha en P de (U,h) —— (V,g) es por de-

finicién, una coleccién (fa)aezl de funciones holomorfas,

fa : Ua - V, donde U,CU es abierto, y . é . U, D

D 2Z(h ,hk), que satisface las siguientes condiciones:

l’oo-

(como siempre, fx indica el germen de f en Xx).

1) va€I, wx€U N(Z(h -/hy), ¥y, 1sj<r,

AR

(gjfa)x E(hl,x""’hk,x) (ideal generado por

hlx""’hkx en On,x)'

2) ¥ xEUa ﬂUﬁﬂZ(hl,...,hk), fa(x) = I (x) .



hk) y para t holomorfa en un en-

3) Vx GUan UBn Z(hl’--o,
torno de ﬁa(x) = fﬁ(x), (tfa)x - (tfﬁ)x E(hl,x""hk,x)'
Dos de tales colecciones: (fa)ae I (fa')a'e 5 se con-

sideran equivalentes cuando

1') VxGUaﬂUa,ﬂZ(hl,...,hk), fo(x) = £ (x) @€ I, a'ej)

al

2') vx €U, N Ua' N Z(hl,...,hk) y V¥t holomorfa en un en-

h )

torno de fa(x) = fa,(x), (tfa)x - (tfa.)x E(hl,x""’ k,x

(x €I, a'€ j).

Las flechas de P son tales colecciones (cocientadas por e-

sa relacién de equivalencia).

3.2. Observaciébn.

En la definici6tn de flecha en P de (U,h) — (V,qg), en
las propiedades 3) y 2'), basta que se cumplan para ¢t = 25
(1si<m), donde z; ¢ v—>C son las proyecciones. Esto

se obtiene facilmente por el lema de Hadamard local (ver [a]).

3.3. Observacibn

Una flecha en P de (U,h) —> (V,g) equivale a un morfis
mo de espacios A.- anillados (E,OE)———> (F,OF), donde

E=2(My,...,h); F =2(gqs...,9.). (ver [4] vy 1.17).

En efecto dada un flecha en P de (U,h)— (V,qg9), dada



)

por una coleccibn (£

° gque satisface 1), 2) y 3),

a €T

es fdcil ver que esta coleccibén determira una funcién conti-

. i (b H
nuia f : E - F, y para X€E se define “x * OF,f(x)

—_—> OE,x por

¢x(tf(x)) = (tfa)x si x € U,.

se puede probar que esto estd bien definido, y que dos colec

ciones equivalentes (f ) ; (£ determinan el

a’'ax€E I

mismo par

(£,6) : (E,05) —> (F,0,)

(£,9)
Reciprocamente, toda flecha (E,OE)———————*-(F,OF) de espa-

cios A.-anillados estd dada por una colecci6n (£f.)

a’‘acl
(ver [4]), donde £, 2 Uy > V es holomorfa, EC U U, CU,
ac I
tal que para todo x€E NU, es fa(x) = f(x), y el diagra
ma:
0 0

—_—
m, £ (x) F, f(x)

0 —> 0

n,x E,x




conmuta, donde las flechas horizontales son las proyecciones
a los respectivos cocientes.

Esto dice que para t holomorfa en un entorno de f£f(x) es

(segn hi) (segln gi)
(tfa)x = ¢x(tf(x))
Tomando t = g; el miembro derecho es ¢q(0) = 0, enton-
ces
———, (segin h.)
CTET i 0
Luego, (gifa)x:e(hlx""'hkx)7 es también fa(x) = fﬁ(x)=

= f(x) si xEUaﬁ Uﬁﬂ E; y ademds,

Vo = 0 ( f(x))

R

) si x euarwu N E.

3)x T 05 (te(x) s

Por lo tanto, (tfa)x = (tfﬁ)x y (tfa)x - (tf ) « €

€ (hlx,...,hkx). Esto dice que la coleccién (£,)4 e1
define una flecha en P.
Estas asignaciones son unversas una de la otra; esto termi-

na de probar la equivalencia entre las flechas en P y los

correspondientes morfismos de espacios A -anillados.



Sea ( 1la categoria de abiertos de ¢ (¥n) y funciones ho

lomorfas. Se tiene el funtor A : (¢ =+ P dado por
A(U) = (U,0), ysi f :U=>V es holomorfa, entonces
A(f) (U,0) - (v,0) es el morfismo canbnico en P dedu-

cido de f.

3.4. Proposicién.

Sea & una categorfa con limites finitos y sea B un ani-
llo analitico local en & . Entonces, existe un funtor

p: P > & tal que pPA = B . Explicitamente:

p(U,h) = ZB(hl”'°’hk)
A
C —> P
-
”~
_~-_ ap
K
&
Demostracién.

Recordemos que ZB(hl,...,hk) es el siguiente egalizador

en &
i h

— 1 s~ k

Zg(hy,ee. b)) Ee— > B(U) ____3B
0

donde: h: U->¢C , h= (hl,...,hk).



Sea f : (U,h) —— (V,g9) dada por una coleccibn (f,), .’

fa : Uy=>V, que satisface 1), 2) y 3). Vamos a definir:

p(£f) : ZB(hl,....,hk)—-> ZB(gl""'gr)

Sea U= U U, Se tiene que 2Z(h,,...,k ) CUCU.
o 1 k
a€l
Sea i, : B(Ua)L—>B(U) la "inclusi6n" (donde i, : U,~
6 es la inclusién de abiertos).
Por el teorema 2.10 , se tiene que ZB(hl""’hk) es un sub

objeto de B(U), mas explfcitamente, se tiene:
j s ZB(hl,...,hk)C——> B (U) que satisface que si
t : B(U) ©—>B(U) es la "inclusién", (donde t : U - U

es la inclusi6n de abiertos), entonces

Para cada a €I, se tiene el egalizador:

) hIUa > _k
ZB(hlIU ,...,hklU )C———4>B(Ua) 5 > B
a o
Sea r, ® UaL—>U la inclusién. Se tiene: Iy ° B(Ua)

C<——>B(U). Es ti, = rq-

Se tiene:
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Z_ (h .
B'1 k
| U, lg,
s
I!m .// F
i r ]
P a Yo
//
i v
c h > _k
ZB(hl'oo-'hk) ] 7B([.]) —- B
i 0
que verifica:
h(raJJ = (hra)Ja = hanja =0
Por lo tanto, existe un Gnico m, : ZB(hlI ,...,hkI ) —>
U U
o« o«

N ZB(hl”'°’hk) tal que im =r,j

o
Se verifica sin dificultad que el siguiente diagrama es un

pull-back en & .

ZB(h1| ,...,hkI ) >’ZB(hl,...,hk)
UOI UO(
Iy j
B(U,) > B(D)
i
[s 4

Ahora bien, como B preserva cubrimientos, y U = af

v
x€e I
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la familia B(U,)< - —>B(U) es epimorfa efectiva u-
i
o

niversal en & ; y como

m
[24
Z (h ,-..,h )_-%ZB(hll...’hk)

B lan kan

Ia ]

B(U,) C - > B (U,)
la

es el pull-back, se deduce que la familia:

z_ (h
B 1
|u,,

R = Z5(hy, ... hy)
lu,

es epimorfa efectiva en & (es claro también que m, s mo-

nomorfismo. Consideremos ahora la familia:

fo I

Z, (h re ) —> B (V) (a €1)

B 1|Ua

«.,h
k
lu,

vamos a probar que esta familia es compatible, o sea que
ija Yy fﬁjﬁ "coinciden" en la intersecci6n. Luego, esta
familia inducir& una flecha ZB(hl,...,hk)—————> B(V). Fi-
nalmente, vamos a probar que esta flecha se factoriza por

ZB(gl,...,gr).



Veamos entonces que la familia fajc (¢ €I) es compatible.

De nuevo, es facil ver que

(h )

z ...,h ) =——>2_(h ...,h
B ‘71 vy B M1y ! r Dy
| U,NUg I U,NUg | U, l T,

z_(h , . h )L—>zB(hl,...,h)

B llUﬁ klUﬁ k

es un pull-back en &.

Por lo tanto, si llamamos uo[ﬁ : ZB(hlIU - soeos
ol g

eeesh ) C————)B(Uarwuﬁ) al egalizador, para probar

kann Ug

que es compatible, habrd que ver que

(faja)ae I
£ u = £ u para a,8 € I. (1)
Ny P Blugnug *F

Ahora bien, por la propiedad 3) de la familia (fa)ae I’

aplicada a t = z las coordenadas (l<i<m), se sabe que

o, i) x B,i)x e(hlx""’hk,x) para x€U, N Uﬁ N

NZ(h h )

1ree by
Por lo tanto, existe un entorno abierto V_ de x, V. C

k
c qar\Uﬁ » tal que en V, es: fa,i - fﬁ,i = E C

con C; holomorfa en V- (2)



Se tiene entonces que Z(hl yoe e .,hk yc v VXC
lug N Ug lu,Nug x

CUyNUg y nuevamente, por el teorema 2.10, se sabe que

ZB(hl ’ ...,hk ) es un subobjeto de B (V Vx) .
|ug N lug N Ug X
Sea V =\ Vx' Como B preserva cubrimientos, la familia:
X
B(V, ) < > B(V) es epimorfa efectiva

X
(X€UyNUg NZ(hy,...,h)

universal, y usando nuevamente que

h ) S—/—>7 (hl ,...,hk )
|u N ug anﬂUﬁ

(h cer
k
|Vx a

Z
B''1 re
|V,

B (Vx) <

es un pull-back en & , se obtiene que la familia

..,h )
SN
|UaﬂU3

Z,(h ;esesh ) =—>2Z_(h ’ e
B llvx kIVx B lanﬂUg

es epimorfa efectiva en &. (x€Uy NUzNZ(h,,...,h )).
o« B 1 k

Por lo tanto, para probar (1), es claro que basta ver que

falv Sx= fﬁlv Sx para todo x€U,N Ug N Z(hl""'hk)’
X X



donde Sx : ZB(hllv ,...,hle ) ‘”——;»B(Vx) es el egaliza-
X X X
dor. Pero por (2) es f£ - £ = Z h, C. en
v, ﬁlvx j=1 v,
B(Vx). Por lo tanto, (fa|V Sx) - (fﬁlv Sx) =
X X
k
= X ((hg )S_).(C.S_).
=1 v, x0TI
Pero por definicién de S_, es h. S_=0 para 1< j< k.
X jlv X
x
Luego, £ Ss. = £ S
alV X ﬁ[V X
X X
Esto prueba que la familia fajoz (¢€eI) es compatible.
My
Por lo tanto, como ZB(hllU ,...,hkIU )"—>ZB(hl,,,.hk)
e «

(x€ I) es epimorfa efectiva en & , se deduce que existe u
na Gnica 7 : ZB(hl""’hk) ——>B (V) tal que Tm, = 0 I
(VaeEI).

Se observa que la misma demostracifén que se hizo para pro-
bar que la familia £, (@€ I) es compatible, sirve para

probar que si se tiene una familia (fa') equivalente

a«'e j

a la dada, entonces la familia (fa,'la,)a, € 7 induce la
misma flecha 7T que la familia (fozja)ae I (ya que £, 34
Yy f,0340 "coincidird&n en las intersecciones").

Se tiene ahora



ZB(hlpa.o,h )

g
C N —_— T
Zg(gyreeerg)) ,,B(V).____B___>B

(S04

vamos a probar que g7 = 0; para ello, basta ver que para

todo « €I, (g7)m, = 0, ya que la familia ZB(hll
U
o

... h .o ,hk) es epimorfa efectiva.

-
) m ZB

(h
k|y, "

1’
Sea « €I, fijo. De nuevo, para cada xEUaﬂZ(hl,...,hk),

existe Vx entorno abierto de x, VxC U, » tal que

g.f

.‘LOllv A X
X

A

1di h7\IV , con dj)'\ holomorfa en V_ . (3)
x

(Por la propiedad 1) de la familia £ y nuevamente, como

o)’
) C UVXC U, » entonces Z_(h ’ e h )

z(h ..
"
|ug

[.oo,h
lIUa kan x B 1|Uoz

es un subobjeto de B(UVX) (x€U, NZ(h ..,hk)).

X

Como la familia B(Vx) -—>B(va) (x€eU,NZ(h
X

1"-

17+ -rh))

es epimorfa efectiva universal, se obtiene por pull-back

que

(h ree-ssh

) < —> 2 (h, h )

Z
B k 1 reeerhy
v, lu, lu,,

llV
x
es epimorfa efectiva (eraﬂZ(hl,...,hk))

aqui, " es la flecha que verifica j, % =2z_ S donde
b 4 a x X X



R B(Vx)c————ﬁrB(Ua) es la inclusién, y

s : Z (h ,..' ,h
X B 1|V klv
X X

Para probar que (gr)ma =0, (gr)ma : ZB(h

——> gt

(g7)m, Qx = 0.

(gr)im, 8 = glmm, )2 =g

)C;aB(Vx) es el egalizador.

,ooo,h )

Ly, klu,

basta ver que, para todo x:GUarWZ(hl,...,hk),

(£430) %, = (9£4) (342,) =

= (gfa)ZxSx = g(fazx)sx = (gfaIV )Sx = (por 3)
X
r r
= (X h .d))s_ = Z  (hy S.).(dys,).
A=1 My X A=1 lv. X x
b4
Pero
h
S, lvx .
c >
zB(h1|V ,...,hklv ) B(V,) > > B
b4 X

es egalizador.
Por lo tanto, hIVx Sx = 0 vy entonces, hx[v Sx =0 Vv

Luego, (gr)ma!Zx =0 (¥ x).

Esto termina de probar que

gr = 0.



Se tiene:

(h h, )

g 17 erhy

Yy
o

ZB(gll'o-,gr) % B(V)

Con gr =0 vy ZB(gl"'°’gr) el egalizador.

Por lo tanto, se deduce que existe una Gnica
T ZB(hl,...,hk) - ZB(gl,...,gr) tal que it = r.

Se define entonces p(f) = .

Es inmediato verificar que p es un funtor. Adem&s,
p(a(U)) = p(U,0) = 2y (0) = B(U); y resulta ademds inmediato
que "p(A(f)) = B(f)" para f holomorfa, f : U = V.

Por lo tanto, pA = B.

Esto concluye la prueba de la proposicién.

3.5. Observacién.

Tiene sentido ahora, pensar que si (E,OE) es un modelo es
pecial, (ver [4]),
entonces queda bien definido p(E,OE); ya que si (E,OE)

tiene dos presentaciones (U,h) y (V,g), entonces se



£
tienen flechas (U,h)  __~ (V,g) de espacios A-anillados.
m

tales que wf = fm =

*d(u,n) 7 d(v,q)
Pero, por la observacién 3.3, £ y m son flechas en P.

Aplicando entonces el funtor p, se obtiene que:

p(m)p(f) = idp(U,h) ; p(f)p(m) = idp(V,g)

Por lo tanto p(U,h) es isomorfo a p(V,g) en & y en
tonces p(E,OE) no depende de la presentacién de E.

Sea £ el sitio de los modelos locales (ver [ 4]) con la
topologia de Grothendieck dada por los cubrimientos abiex-
tos. Sea A el anillo analftico en £ , dado por

A(U) = (U,OU) para U abierto en ¢ ; vale decir A =

(C,Oc). (ver [4]).

3.6. Teorema.

Sea & un topos de grothendieck y B wun anillo analfti-
co local en & . Entonces, existe un fnico funtor p : L —>&
que preserva limites finitos y es punto del sitio £ , tal

que PpA =B



Demostracién.

Por la observacién 3.5, si E es un modelo especial, E =
= Z(hl""’hk)’ entonces p(E,OE) = ZB(hl""'hk) estd
bien definido, y ademds: p es un funtor de la categoria

de los modelos especiales en &.

Sea ahora (E,OE) un modelo local, dado por un haz de idea

les coherente I en OU , con ECU., El hecho de que I sea

coherente significa que existe un cubrimiento de E , E =

= U E, , donde cada Ei es un modelo espacial, Bi =
iel

= Z(hii),...,héi)), con héi) holomorfa en un abierto
i
U; C ¢} Yy Ei = E ﬂUi.
Ademds, para cada X€E; , Ix estd generado por (hili,
14
(1)

...,hki’x ) .
Se define p(E,OE) = U p(E,, 0, ) vamos a probar que es

i€l 17°Ey -

ta definicién no depende de la eleccién del cubrimiento

E= U Ei
i1e1l

, con F. = Z(g(J),...,géJ) )

jeg 3 ] 1 j

]
C
!

En efecto, sea E '



3

9 holomorfa en Vj abierto, VjCU Yy Fj = Eﬂvj. Ade-
mis para cada X€EF. I estd generado por (g(j) P
J X 1,x
...,g]ij) ). Sea j&€J , fijo. Para cada x€F. , se tiene
j.x ]
XEE= U E, .
ier *
Se toma entonces un iXGI tal que xEE:i . Se tiene:
X
(i) (i) . A
= x X = (gld) (3)
Ix (hl,x ,...,hki ,x) = (gl,x ""’gkj,x)

X

Por lo tanto, existe un entorno abierto Wx de x, WxC

c:Ui nvj , tal que, en W es:

< X
. k
(i) j :
h X = 3 ¢8/%¥ g(J) con ¢°'* holomorfa en W
s = r r r X
r=1
(1< I< k. ) (1)
Ix
Sea W= U W, ; W es abierto, WCV. , y ademés:
X J
xeF,
- (3) (3)
WDFJ - Z(gl ,-..,gkj )

Por lo tanto, por el teorema 2.10, se tiene que ZB(g](.J) ’

o1 9y es uns subobjeto de B(W).
]
O sea: la composici®n ZB(g(i),...,g}ij))"——>B(W)L>B(Vj)
]
es la flecha del egalizador ZB(giJ) ’ ...,g}?));—>B(Vj) .

J



Como B respeta cubrimientos, la familia B(W_)<—— B(W)
(xeFﬁ

es epimorfa efectiva universal,

Al igual que en la proposicibén 3.4 es f&cil ver que

ZB(g](_j) l---rglij) ) ;—QZB(gij)r---lg}ij))
W 3w j
X
B(Wx)c' > B (W)

es un pull-back en & , y por lo tanto, la familia

25(a1)) veigd) S > 2,(g83), . ,gf3)
lw Iy (X EF.) .
X lwx i

es epimorfa efectiva (universal) en &.

Se tiene: () ()

i Ly
ZB(g(J) ,...,g}g) ) &—> B(W_) E—>p
b 4 lwx p

(i) (1)) X i
X X >
ZB(hl,...,h ) ——— B(Ui ) > B




Adem&s, para l1l<s<k. , es:

X
(1) (i) (i)
x' . _ X L > S
hs (lex) = (hs Tx)lx hslw i, (por 1)
X
kj k
' (3) S,X, (3) ;
= (% c3r¥.g )i T (e *i) . (gldi) =0
- r r P - r X r X
r=1 IWx r=1 lwx
ya que g ~'i 0 vr, 1~\r=<kj » Por ser i la flecha
de egalizador.
(ix) (ix)
Se deduce entonces, por ser ZB(hl ,...,hk ) el egaliza
1x
. . . (3) (3)
dor, que existe una fGnica ﬁx : ZB(g1 reeer 9y ) ——>
| w 3
X -wa
(ix) (ix) '
_— ZB(h1 ,...,hki ) tal que 7kﬁx = T.i,
X

Es claro cue Yy ©s un monomorfismo; por lo tanto,

) . (i ) (1)
(3) (3 . X X
ZB(gllW reser Gy ) es un subobjeto de ZB(h1 ""'hk.
b'd JIW 1x
X
para cada x EFj .
(ix) (ix)
Como ZB(hl ”"’hk. ) = p(Ei ’OE. ) con iXGEI, se ob-
i X i
X pe
. (3) (3) .
tiene que ZB(gl rees 19y ) es un subobjeto de
IWx J| W

U p(E.,Q0 ) para cada X €F,_.
i€l 1" Ey j



El hecho de que ZB(gij) '...,géj))r >'ZB(g{j)’
[w j (x €EF.)
X |Wx ]

...,géj)) sea epimorfa efectiva (universal), dice que

(3) (3) - (3) j)
x EF, ZB(glI reeer 9y ) = 2g(9,°",..0rg,”) ¥y por lo

J W J|w ]
x
(3) (3) .
tanto, como ZB(g1 reee 19y ) es un subobjeto de
lw, ilw
X (3) (3)
U p(Ei’OE ) se obtiene que ZB(g reeer9y ) es un sub
i€l i 1 3
j = (3)
objeto de U p(Ei’OE.) y como p(Fj,OF_) = ZB(gl Poes
i€l i J
ooy géj)), se ha probado que, p(Fj’OF ) es un subobjeto
J J
de U p(E,,0. ) para todo j €J. Por lo tanto,
. i"'E.
iel i
V) p(F.,OF ) es un subobjeto de ) p(E.,OE ).
jEeJ 35y i€e1 o5y
De manera andloga, se prueba que U p(E,,0. ) es un sub
: i’ E, -
iel i
objeto de U p(F.,OF ). Podemos decir entonces que:

jeyg IF

1) Ccada P(Fj’OF.) es un subobjeto de U p(Ei'OE )

j iel i

2) si X€ & es un objeto tal que cada p(Fj,O ) es sub-

F.

J
objeto de X, entonces U p(F.,0. ) es subobjeto de
- j F.
JEJ J
X , y como v p(Ei’OE ) es subobjeto de ) p(F.,OF )
i€l i jEeJT 3y
entonces U] p(Ei,OE ) es subobjeto de X.

i€l i



1) y 2) dicen que ) p(Ei’OE ) = U p(F.,OF ).
ie1 i jedJ 37y

Esto termina de probar que p(E,OE) estd bien definido.

Sean ahora (E,OE), (F,OF) modelos locales y

(£,6) : (E,0p) —>(F,0p)

vamos a definir

P(f;¢) : P(EIOE) -_— P(FIOF)

Escribiendo F = U Fi , con Fi modelos especiales, y
i€l

teniendo en cuenta que f : E —> F es continua, es

f-l(Fi) abierto en E. Por lo tanto, f—l(Fi) es un mode

lo local, y se puede escribir:

£l(F.) = U E. con E. modelo especial.
i eg. 3 j
:] .
i
Entonces
-1 _
E = U f (F.) = U U E .
i€r i€r jeg;

Podemos escribir entonces:
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E = U E. ; E. modelo especial; y para cada j€J,
. -1
di_ eI tal e E.ef F..).
] ar aue By (Fy5)
Se tiene entonces:
Fley Pleco, )
ij N
(EjIOE.) r(Fij,oF..)
J 1]
flecha entre modelos especiales.
Por lo tanto, se tiene:
p(flE.'%*(oF y)
J ij

J iJ

componiendo, se tienen flechas:

Vamos a probar que esta familia de flechas es compatible;

(o sea que coindicen en las intersecciones).

Es obvio que

E.,O0 Np(E,,C =
p( 5 Ej) p (Ey E}\)



(3) (3) \) (A)y _
2, (hy ,...,hkj ) Nzg(hy by ) =
= z_(n{3 ,e..,nt3) N UL )
By, nu k5 Yy, nu K
3 ON lu.nu, i A IUj nu,

Recordando las definiciones de ©p(f P oex )
e, "l £* (0, )
j 17
p(fIE ’¢|f*(0 )), habrd que probar que si (f,¢) estd
A Fi)\
dada por f, en un abierto U, CU , y estd dada por fa

es un abierto UﬁC U)\ , entonces, la composicién:

7, (h{3) ,eo.,n(3) (M poeern M ) N
lusnuy Jlujnuk IanUx )‘Iujnu)\
fo

NB(U, NUg) & B (U, NUg) B (V) ——>B(V)

es la misma flecha que la composicidn:

2, (h{3) ,n {3 ,hlm ,...,hk()‘) ) n
IanU)\ JlanU)\ ]UjﬁU)\ xIanUR
£p

ﬂB(Uar\ Uﬁ) ;»B(Ua nuﬁ) "‘—)B(Uﬁ) C—— > B(V)
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En efecto:

para xEUaﬁUﬁ NE CUj ﬁU)\ NE = Ej ﬁEx es:

- (A) (M) (3) (3)
I - (h ,o-o,h ) = (h ,-o-'h )I
X 1,x kx,x 1,x kj,x

y es £f(x) EFij nFi;\ donde

(i) (i.)

= J J
ij Z(gl I"'nglj )
Fik = Z(gl g oo e ,gkix ) .

El modelo local F est8 dado por un haz de ideales cohe-

rentes M , y se tendra

(ij) (ij)
91,8007 %, ", £(x))
J
(iy) (iy)
_ A A
(91, 8(x) """ "Ik, ,£x)) = ¥
o\
fa Yy fﬁ verifican que, para t holomorfa en un entor-
no de f(x)
(i) (3)
J h

— 9 —
R ) = (EF)
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(i)
g, A hik)

t o
£ (x) )= EED,

0,

teniendo en cuenta que el ideal generado en f(x) por los

(ij) (iy)
gérmenes de las 9. y de las 9, es el mismo , se
obtiene que:
(3) (A)
hy h,
(tfa)x = (tfg) para t holomorfa en un en-

torno de f(x)

)

y usando que el ideal generado por los héj) y los r

en x es el mismo ideal Ix , podemos poner:

(3) (3)
hr hr
(t a)x = (tfﬁ)x para t holomorfa en un en-
torno de f(x).
Tomando t = zl,...,,t = Zm las coordenadas, y llamando
fa = (fa,l""’fa,m) : fﬁ = (fﬁ,l""’fﬁ,m)
se obtiene que
(3) (3)
hr hr
(f ) = (£ ) (1< s<m).

arS ﬁrs



Por lo tanto existe un entorno W)((s) de x, W)({S)C Uy C Uﬁ'

y funciones holomorfas Cés) en Wis) , tales que
55
- = 3 (8) L (3) (s)
fa,s fﬁ, 2 C h_ en W_ (l<s<m)
r=1
_ (1) (m)
tomando Wx = Wx Neoo N Wx entorno de x, se conclu-

ye que en Wx ’

£ - £
«,s Bi)s 4 T r
1 = (1) (m) .
finalmente, llamando Cr = (Cr ,...,Cr ) , se obtiene
que
k
- (3)
fa fﬁ § hr Cr en Wx entorno de x.
r=1
Usando que, como siempre
c —>

(3) (3)
ZB(h1IW reeerhy )

x 3w (x €U, NUg € E)
X
C—— z_(n{3 h(3) )
B 1|U ﬁU,. !
o g JannUﬁ



zg (03 ,oeesnf3) M RSN )
lu. nuy Iv.nu lu.nuy My nu
R P S T
lug N Ug I uy 0y Uy N Up Ranr‘Uﬁ
=z, a0 )
lUg NUg T ug N

(ya que los hij) Yy los hix) generan el mismo ideal en

cada punto), lo que hay que probar es que £, vy fﬁ coin

ciden en ZB(h{j) ,...,h(j) ) (para xet%!ﬁt% NE).

k.
W, Il
Se tiene:
(h{f’ ,oronf3 )
(1) (1) 1x Wy lex K.
z ;" ,...,n}d Ye— S5 BW) > B
B'1 k. X
Wx J |W 0
X

En B(W.) es:
x

J



k

J (4
. . ) . . _
Por lo tanto, fa!wlx fﬁ|w i, rfl (hklw lx)(crlx) 0
x X x
ya gque por ser el egalizador, héj) ix =0 Vr, 1<£r=£kj.
W,
. . (3)
Esto prueba que f, vy fﬁ coinciden en ZB(h1|W pove
X
(3)
""hk. ) .
Nw
X
Por lo tanto, la familia
p(EjIOE )————>p(P,0F) es compatible
J
p(f Y *
e, ®le (OFij) 2
(p(Ej’OE.) > p(Fij,OF”);—>p(P,0F)
] 1]
y define, entonces, una finica flecha
p(E,0;) — p(F,0L)
S
]

T = p(f,$) estd caracterizada por: si p(Ej,OE ) oe——— >

]
= [0)
CL——a-p(F,OP) entonces, TSj sz(flE."|f*(0_ ))
J F..
1]
Andlogamente a la prueba de que la familia anterior era com
patible, se prueba que esta flecha p(F,OE) - p(F,OF) no

depende de la eleccidn de las Ei ni de los Fj. Resulta



también claro que p es un funtor, y de nuevo, como en la
observacién 3.5 , p(E,OE) no depende de la presentacién de
E.

Vamos a probar que p respeta limites finitos. Basta ver
gque p respeta egalizadores, productos finitos y objeto
terminal.

Sean

(f,9)
(E,0,) ————3 (F,0.) ECU dado por I.
E (g,¥) F
Fc "

El egalizador en la categoria £ de estas flechas es

(E',0 donde E' = {x€E/f(x) = g(x)} es el modelo 1lo

E')

cal dado por el siguiente haz de ideales I' : (ver [41]).
Para cada x €E', sea UyCU abierto, con xe€ Ux , tal

que en U, , (£,¢) y (g,¥) estén dados, respectivamen-

te, por fo Y gB Achicando U, se puede suponer

que UxfWE es un modelo especial dado por (hl,...,hk ),
X

y se define I; como el ideal generado por:

(h

l,x""’hk (F ) )

x,x’(fa,l-gﬂ,l)x"" a,m-gﬂ,m X

Se puede escribir entonces:

E' v E! , Ei modelo especial; Ei = Uiﬁ E';

ier *
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E= U Ei
iel
v - (1) (1) (1) __ (1) (1) _ (1)
Ei - Z(hl ,.o-’hki ,fl gl ,-o.,fm gm )
donde f(l) Y g(l) son "extensiones", en U, , de f vy

i
g, respectivamente, y donde Z(hgi),...,héi))= UirﬁE = Ei.
i

Se tiene

(,id) (£,9)
(', 0 ) ———> (£, 0p)

(F, 0p)

Yy

(GI‘I’)

donde j : E' - E es la inclusién, que es el egalizador.

Como p es un funtor, se tiene:

p(j,id) p(f,%)
p(E'IOEI);—_)p(EIO

) — S p(F,0,)
Y F
y hay que probar que esto es un egalizador en &.

Sea X € & un objeto, y sea 0: X —f>p(E,OE) tal que

p(f,0) 6 = p(g,¥)b
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X
0
p(£f,9)
£(E', 05, ) &— —p(E,0p) _ p(F,0p)
p(j,id) pl(g,¥)
ji
Para cada i €I, sea p(Ei,OE )€ »p(E,0.),y consi-
i
deremos el pull-back
. m
i > X
6. p-back 0

J.

X
1

Se tiene que

(p(f,¢)ji)0i = p(f,¢)(j10i)

p(£,4) (6m,)

(p(£,8) 0y = (p(g,¥)0)my = £(g,¥) (6m,)

p(g,W)(jiﬁi) = (plg,¥3;)0; (2)

Por otra parte, la inclusién Ei(:Ei induce un morfismo
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p(E!,0.,) > p(E.,0_ )
i Ei i Ei
Es

v o (i) (1) (i) _ (i) (i) __ (1)
Ei—Z(hl,...,hki,fl D PROUE AR Al

k. m

. _ (1) (1) (1)__(1) (1) (1)
p(Ei’OEi) = ZB(hl ;+++,h . , £ -94 ;eeesf “9m )

es el egalizador:

(1) (1) (i) _ (1) (i) _ (1)
s, (hl ,...,hki ,fl -9; ,...,fm “9n )
k.+m
—_— i
—»> B
a su vez, es p(E,,0. ) = 2 (h(i) h(i)) es el egaliza
! i’ Ei B'"1 r°°°f ki -
dor
(i) (1)
ti (h1 ,....,hki ) ki
p(Ei,OEi)C———>B(Ui) z B

y por definicién, r; es el Gnico morfismo que satisface

X, = S..
tll 1

. . . C—
Se tiene: tiei xl B(Ui)

Es claro que héi)(ti, %) = 0, y a partir de (2) se prueba



(1)__ (1) -
-9, )ti9i =0 yr.

que (fr

Por lo tanto

X.
y 1
/
/
// 0
t. 0.
/// i1
, 3.6
// (1) ( (1) _ (1) (1) __(
i i) i)__(1 i) __ (1)
”/ ¢ (hl ,...,hki ,fl 9, ,...,fm Inm
p(E!,0_,)S—=>B(U,) -~ B
i" E! i
i si 0

se deduce que existe una finica 0; : xi-—+>p(Ei,0E.) tal
i

L -
que Siei = ti6i.

u,
Por otra parte, se tiene p(Ei,OE.)C——i———>p(E',OE,) que
i

verifica f(j,id)ui = jiri. Componiendo, se tiene:

. —_—
uiﬂi : Xy p(E',OE,)

Como p(E,OE) = U p(Ei,OE ), la familia
iel i

p(Ei,OEi)C—— A4>p(E,OE)

es epimorfa efectiva en el topos de Grothendieck & . Por

lo tanto, es epimorfa efectiva universal, y como
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my
X, G > X
i
0i 0 es un pull-back
en &,
L .
P(E;,0p )e—sp(E,0p)
i .
i
0y
se deduce que la familia xiC——————4>x. (LEI) es epimor-

fa efectiva en & ; adem8s, es facil ver que la familia

(uiOJ'._)i e1 ' uiei : xi-—————>p(E',OE.) es compatible (o

sea, coindicen en las intersecciones), y por lo tanto, se

deduce que existe un fnica 7 : X -———>p(E',0E.) tal que
— ) -

Tm; = uiei Viel.

Se verifica sin inconvenientes que p(j,id)7 = 0.

Ademds, como p(j,id) es un monomorfismo, 7 es Gnica con
esta propiedad. Por lo tanto, queda probado que existe una
Gnica 7 : X ———>p(E',0E.) tal que p(j,id)r = 8 . Esto

muestra que p(E',0 es el egalizador en & de

E')
Vamos a probar ahora que p preserva productos finitos:

Sean (El,oEl) Yy (E2,0E2) €L oEl dado por I, en

OU Y , dado por I, en 0U2’ El producto (El,OEl)x

x (E,,0p ) en £ es (E,0y), donde E = E;xE,C U, xCU

’
2 172 1 2



y OE estd dado por el siguiente ideal T :

Para X€E, x = (xl,xz); X4 €El, x2€E2; seré

I = (h PR o ):

1,xl l,x1 kl'xl
I2,x2 (glixz,...,ngIXZ)
Entonces es I, = (Hl,x""’ﬁkl,x’al,x’""Ekz,x)
hp(a3,dy) = hpelay) (4,9 €Uyx Uy , 1<w<ky

g.(a,qy) = g.(q,) (q;,9,)€ U, x U, , 1<r<k,

(alderedor de (xl,xz))

Sean

L
1
Q las proyecciones
2
Para probar que p(E,0,) = p(El,OE )xp(E5,0p ) en
1 2

brd que probar que dado X € & con flechas
Y1
—*
X P(E;,0g )
0 1
2
—_—
X P(Ey,0p )

2

donde

&

’



entonces existe un fGnica g : X ————9-p(E,0E) tal que

"
€

p(Rl)w

p(22)¢ =

1
)
[\M]

Podemos escribir E = U Ei H Ei modelo especial, con
iel
Ei = Ei in donde
1 2
E. CE es un modelo especial, E, CE es un mode-
11 1 i, 2

lo especial.

Consideremos los pull-back

2 p-back
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Sea X, = X. NX,. . Se tiene:
i i i
1l 2
v
C N [ il - "
X, 2 >p(B; ,Jp )C-————7>B(Ui )
1 1 11 1
¥
C o C -
Xi -—xl ,»p(Ei ’OE. )C————>B(Ui )
2 2 i, 2

Pero como B es un anillo analitico, B respeta produc-

tos finitos. Por lo tanto, si U, = U_,xU, , es B(U.) =
i i, i, i
= B(Ui )xB(Ui ). Por lo tanto, se induce una flecha
1 2

X; —> B(Ui), y es facil observar que esta flecha estd ega

~

lizada por hr Yy por §r con O.
Entonces, queda inducida una flecha

E) = ZB(hl’...'hk. rgll---rgk. )
h e ll 12

Componiendo con la inclusién

p(El'OEl) '———7-9 (ErOE) ’

queda definida una flecha:

X, —> p(E,0p) (i€1)
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Como antes, del hecho de que p(Ei /0

. ) S———>p(E;, 0, )

E. .
(ll€ Il) 1

11
sea epimorfa efectiva (universal) en & , se deduce por

pull-backs gque

> X es epimorfa efectiva en &.

Anidlogamente

X, &—> X es epimorfa efectiva en &.
12 .
(12€ I,)

Por lo tanto, como I = le12 la familia

X; =X, 0 X, &——> X es epimorfa efectiva en &.
1 12 ierx
y como la familia Xi——4> p(E,OE) es compatible, se deduce

una flecha X —ila»p(E,OE) que es la flecha buscada.

Veamos que p respeta objeto terminal:
El objeto terminal de la categorfia de modelos locales es
(1,01) ; donde 1 =¢° es el punto.

o

La funcién O : € = C es tal que c® = z(0) Por lo tan

to, p(l,Ol) = ZB(O) es el egalizador

Yy
(os]

ZB(O)L——>B(C°)



Por lo tanto, Zg(0) = B(c°).

Pero ¢° es el objeto terminal de la categoria (¢ de abier
tos de Cn , con n variando, y funciones holomorfas. Como
B es un anillo analitico, B preserva objeto terminal, vy,
por lo tanto, B(Co) es el objeto terminal de &, o sea
ZB(O) = p(l,Ol) es el objeto terminal de & .

Esto termina de probar que p respeta limites finitos. Va-
mos a probar ahora que p es un punto del sitio £ .

Hay que probar que si (E,OE) es un modelo local vy

E= U Ea modelos locales (abiertos en E), entonces
a€ I

p(E ) = U p(E_,0, ).
’QE €I a«f Eoz

Cada Ea es una unién de modelos especiales

Il
C
&3]

I
C
C
m

Por lo tanto, E

«€I ¢ a€1 pEI, 8
Entonces, podemos escribir:
E= U E donde, para cada f€J ,da €I/E, CE_ ,
y cada EB es un modelo especial.

Por definicidn,

p(E, 0.) = U p(E,, 0. )
B peas B E
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Pero como cada B €J, d« GI/EﬁC E, i es p(Eﬁ,OE )
B

). Por lo tanto, p(E,OE)CL> U p(E, 0 ) y

o a € 1 o

E
entonces
P(E,0p) = U p(E,,0p )

¢4

Veamos que PpA =B.

p(A(U)) = p(U,OU); como (U,OU) es el modelo especial dado

por h= 0; h : U - C , entonces:

o sea, p(U,OU) es el egalizador:

0
p(U,0y) = 25(0)—B(U) ”—— 3B
0
Por lo tanto, p(U,OU) = B(U).
Veamos ahora, finalmente, que p es fGnico.

Sea p,; : L 5 g punto del sitio £ Qque respeta limites

finitos, tal que plA = B. Se tiene:

P,(U,0p) = py(A(U)) = B(U) = p(A(U)) = P(U,04)

para U abierto en c".



Si (E,0.) es un modelo especial, ECU, E = Z(hl,...,hk),

entonces (ver [4]),

(E,05) S——> (U,0,) —> (c*,0

es un egalizador en el sitio de los modelos locales.
Como Py respeta limites finitos, entonces respeta egaliza
dores.

Se deduce entonces que:

pq (h,/h¥)
> k
Py (B, 0p) S——p, (U, 0y) > P,(C,0 )
’ LY (0,0m) 1 ck
es egalizador en &.
Donde
pl(U’OU) = B(U)
pl(ck,o x) = B(cX) = B®
C
Pl(hrh*) = pl(A(h)) = (plA) (h) = B(h) = "h"
pl(OIO*) = B(O) = nmgQn

Por lo tanto,



Py (E,0p) &———B(U)

Yy
~

es egalizador.

Entonces, pl(E,OE) = ZB(hl""’hk) = p(E,OE) (E especial).
Finalmente, si E es local; E = U Ea con Ea especial.
aeI ’

Como p, es punto del sitio £ y (Ea’OE )

. wen B8

es un cubrimiento en el sitio £ , se deduce que:

p,(E,0.) U p,(E ,0_)

1'7'"E « €I 1" Ea
Como E, es especial, ya se sabe que pl(Ea’OEa) = p(Ea,OEa)
Por lo tanto, pl(E,OE) = aZjI p(Ea,OEa) = p(E,0g), donde 1la

Gltima igualdad vale por definici6n de p. Esto termina de

probar el teorema.

3.7. Observacién.

~

Consideremos el topos L de haces sobre el sitio £ , cuya -

topologfa estd dada por los cubrimientos abiertos. Es facil

ver que esta topologfa es subcanfnica. Se tiene entonces

~ A ~
L < »£ Considerando la composicibn c > L > L,

a la cual llamaremos nuevamente A, se puede probar a partir

del teorema, que dado un anillo analitico local B en un to
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pos de Grcthendieck & , existe un finico p* : L -8
funtor que preserva colimites cualesquiera y limites fini-

tos tal que p*a = B (ver[1])

Esto dice que £ es el topos clasificante de anillo anali

tico local.
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CAPITULO IV

Anillos analiticos

de presentacién finita

4.1, Observacibn.

Sea (x,Ox) un modelo local vy U un abierto en ¢®. Es

facil ver que hay una biyeccibn:

~

r(x,0,(U)) [(x,Ox),(U,O )]

(ver [4]).

Teniendo en cuenta gque:
P(X,OX(U)) = P(X,Ox)(U),

y que pcr el lema de Yoneda, es:

e

I‘(x,Ox) (U) [On(U)rI‘(X,Ox)] .

obtenemos una biyeccidn:

[OD(U) rF(Xr Ox) ] = [(x' Ox) ’ (Ur OU) ]



Vamos a probar ahcra una generalizacién del resultado ante-

rior.

4.2, Lema:

Sea (X,Ox) un modelo local, sea U abiertc en " Yy hl’
...,hk holomorfas en U. Entonces, hay una biyeccién natu

ral

donde E = Z(hl,...,hk) (ver [4]).

4.3. Observacié6n.

. . e ) .
La naturalidad significa que si para cada v : On(U)/(hITTth;q5>

A
————>F(X,0X) llamamos ¥ a la correspondiente flecha,

_—

A
("2 (x’ox) — (EIOE)I Y s1 w : k)

Om(V)/(szl,...,sz

— > 0_(u)

n /(hl”’ ’hk) es un morfismo de anillos analiti

cos, entonces

Pat - A
oy = i(P)y

aquf, 1i : A;? —>L es el funtor que hace conmutar el dia

grama:



-104-

donde (¢ -+ £ es el anillo analfitico dado por:

W - (w,Ow) para W abierto (ver 1.2).

Se sabe que i(On(U)/(h h) = (E,0.) vy que
pre--rhy

= (F,OF) (pues 1 preserva limites fi

1’...’2}()

nitos), donde F = Z(Ql,....,Qq).

i(Om(V)/(E

Demostracif6n del lema.

1) Construccién de la biyecciébn.

Se tiene el siguiente egalizador en £ (ver [4] )

(h,h%)
(0,0%) C

Por lo tanto, un morfismo (X,Ox)——f>(E,0E) en L .equiva
le a un morfismo ¢ : (x,Ox)——av(U,OU) tal que (h,h*)y =

= (0,0%) ¢ (1) .



Serd v = (£,¢) donde f : X = U es continua y

¢ = f*OU -> OX.

Por la observacibén (4.1), ¢ equivale a s € I‘(X,OX) (U) . Ex-
plicitamente, s = (sl,...,sn) con s;(x) = ¢x(zi,f(x))
(1 <i< n), decnde Z; son las coordenadas (ver [4]).
Por (1) es:

hf =0 vy ¢th(x) = ¢x0§(x) (2)

*

(para x€X). Aqui, hp : 0 Kk _—> OU,p para p€EU.

¢ ,h(p)
Y lo mismo con O0%*.

* .
Por lo tanto, para x €X, hf(x) : Oek . g OU,f(x) (pues
h(f(x)) = 0), vy lo mismo con OE(X). Aplicandc la igualdad
(2) a las coordenadas wl""’wk de Ck, obtenemos:

¢x(hi,f(x)) = 0 en Ox,x (1<i<k)

Ahora bien, dadc x€X fijo, se sabe que existe un entorno

W de x y una extensién local holomorfa f de f en W,

tal que (‘bx‘ (tf(x')) (tf)x, para t holomorfa en un en-
torno de f(x'), x'€XNW (ver (4] ). Por lo tanto es:
s;(x") = A (2 p(xny) T (BiB) 0 = £



y entonces s(x') = Ex' para x'€ XNW. O sea, s estd da
da por f alrededor de x.
Por lo tanto, para 1< i<k, l"(X,Ox) (hi) : F(X,Ox) (g) —

—{(X, OX) verifica que:

((T(X,0y) (h;)) (s)) (x) = (h;E) ) =0

= ¢x(hi,f(x)

Se tiene entonces que F((X,Ox) (hi)) (s) = 0 para 1< i<k,

y por lo tanto, se€ ZF(x,Ox) (hl""’hk) . Por lo tanto, s

equivale a un morfismo On(U)/ _— F(X,Ox) (ver
(hl, . ’hk)
1.20).
Reciprocamente, un morfismo 0_(U) —> I(X,0,),
n X
(hyrev.rhy)

equivale a un elemento sezr(x 0 )(hl""’hk) CI"(X,OX) (U)
D

s GI‘(X,OX) (U) equivale a un morfismo v = (f,9) (X,Cx) -

-> (UrOU) .

Explicitamente, £f(x) = Vs(x) para x€X, donde Vs indi-
ca el valor de la seccién s en Xx, Yy ¢x(zi,f(x)) = si(x)

(1<i<n) (ver([4]). Por lo tanto, si s estd dada por

f alrededor de X€X, y t es holomorfa alrededor de

f(x), es:

e lte ) = (EB)  (3)



Ahora bien, como s(EZF(X'OX)(hl,...,hk) es

0 = ((T(X,0p) (hy)) (s) (x) = (h.£) (1< §< k)

~

Esto dice que (hjf)xez Ix , donde I es el haz de ideales
cuyos ceros dan X. Por lo tanto, hj}(x) = 0. (1 <j <k)
¢ sea, hf(x) = 0.

Vamos a probar ahora que para g holomcrfa en un entorno del

0 en Ck,

(ghf) - (g(0)) € I,
donde ghf' estd definida en un entorno de x (pues hf(x)=
= 0), v g(0) indica la funcién constante igual a g(0).
En efecto, en un entorno del 0 en Ck, se puede escribir

k
g(w) - g(0) = £ w..v.(w) con 7j holomorfa.

Por lo tanto, para x' en un entorno de x en el espacio
ambiente, es:

- k

g(hf(x'))-g(0) = Z

E)(x') .7 (hE(x"
(hyD0x') .7 (hE(x"))

Por lo tanto,
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(ghf) , = (g(0))  &((hyf) ,eun, (h ) )

gque es el ideal generado por (hlf)x"'°'(hkf)x'

Pero como (h-g) €T , se deduce que
J7'x X
(ghf)x- (9(0))x€ Ix .

Por lo tanto,

(ghf) = Tg(o)), .

Por lo tantc, si ahora se piensa a g(0) como una funcién

n

constante definida en € , se obtiene, por (3) que:

2 ((gh) £ 1)) = B,((g(0)) ¢ 1)

O sea:

¢x(h2(x)(go)) = ¢x(fE(x)(go))

Por lo tanto, ¢x0§(x)

*
9D (x)
Ademds, hemos visto que hf = 0.

Esto dice que (hh*)(f,¢) = (0,0*) (f,¢), o sea que el morfis

mo ¢ : (X,0 )-————>(U,0U) estd egalizado por (hh*) vy
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(00*), y por lo tanto, ¢ equivale a un morfismo de
(X, 0,) —> (E, 0p).
Es facil ver que estas aplicaciones dan la biyeccibn reque-

rida.

2) Demostraci6tn de la naturalidad.

Para ello, debemos probar el siguiente lema previo.

4.4. Lema.

Sea

v 0 (V) —> 0_(U)

n

/(2

l,-oo'Qq) (hl’ooo,hk)

un morfismo de anillos analfticos.

Sea € : 0_(U) — > I'(E,0.) el mecrfismo canéni

n / E =
(hl,...,hk)

co. (e satisface que er : 0 (U)—> I(E,0g) es el mor

fismo canénico, donde r : On(U)——é-On(U)/(hl’ es

...,hk)

la proyeccifn al cociente).

Por la biyeccibén establecida en 1), €y equivale a un mor-
N\

fismo €y : (E,OE)-———>(F,OF).

Entonces, A\
ey = i(¥y) . (ver 4.3)

Demostracién.
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Sea B: ¢ > £ el anillo analitico dado pcr

Wo—— (W, 0)

£oP
Sea Y :L &——> 8ns( ) el funtor de Ycneda. Se tie-~
LOP
ne: YB : C ——%-&ns( ) y comc Y preserva limites fi-
£oP
nitos, YB es un anillo analftico en &ns( ) Por 1lo
~ op (LOP)
tanto, existe un finico i Apf —>» &ns tal que ha-

ce conmutar el diagrama:

 ——— A.OP
pf
7
s
YB S~
s I 1
Ve
K

op
&ns(£ )

Recordemos la construccidén de 1.

Para (X,Ox)ez L consideremos la composicién

Ev
YB Op (Xlo )
c > .S‘;ns('C ) X > &ns

Este es el anillo analftico en &ns dada por:

W P—-)[(X,Ox) , (W, 0,) ] .



Nctaremos B(X 0.) a este anillo analitico, vale decir
4
X

_ (£°P)

B(x'ox) W) = [ (X,00),(W,0)] . Sea G, € é&ns (A €4 ¢)
donde Gp(X,0,) = [A'B(X,Ox)]
Es facil ver que GA es un funtor continuamente ya que
una flecha en £ (X,OX) - (X'OX,) da lugar, claramente,
a un morfismo de anillos analfticos B(X',Ox.) B(X,Ox)
y por lo tanto a una flecha:

A (xr,0,0] T [RB (g0

Dada A : A —> Kl » 0sea X\ :A,—>A, se tiene, para ca

da (X,OX)G L , una flecha:

*

] Lx00y [ ]
A,B —>
(X,Ox) Al'B(X,Ox)

[

dada por componer con A .

Es facil ver que esto define una transfcrmacién natural

A* : G,—> G

1
Luego, se usaba gque para todo A € AQSE ’ GA es un fun-~
tor representable, y eso define 1i : vale decir, GA es el
funtor representable por i(i) , O sea Yi(A) = G..

A
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En el caso

Vi on W) e ey On(U)/(hl,...,h

1 o k)

vamos a mostrar explicitamente que

G = [ ,(E,0p)]
0_ (U) T E
n /(hl""'hk)
Consideremos r: On(U)——* on(U)/(hly--.,hk) la proyeccibn
al cociente, h* : Ok(ck)———> On(U).
Es inmediato ver que
r* h*
G —> G ——3G k
(£°P)

es un egalizador (se ve "punto a punto") en &ns

Pero

e

G (X,0,) =L0_(0), B ]
0_(u) "% n (X,0,)

[(xlox)l(U,oU) ] para (X,O_X)E£.

Es facil ver que esto define un isomorfismo



N

G [ ,(u,0.]
0, (V)

cuya inversa [ ,(U,0.)] = G estd dada pcr el ele
U 0, (0) =

mento « _ de Gon(U)(U'oU) = [ on(U)'B(U,OU)] y ao(f) =
= (£,f*) para £ Eon(U).
Entonces

G = [ ,(u,0.)]
0, (V) U

n

k
G ['(C '0 )]
Ok(ck) ek

y como el egalizador

—_— k
[ oI (e ,o@k)l es [ ,(E,0p)]

(hh*)
(pues (E,0.) es el egalizador en £ de (U,0 ) — 5
£ U (0,0%)
—_— (¢k,0 k) se obtiene que
c
(hlr- ’hk)
T
Llamemos G - —-[ ,(E,(0.)]. Explicita
mente, para a« € G (X,0,) =
0_(u) X
n /(hlr rhk)
= [ 0_(u) , B, ]
n /(hl,...,hk) 1x,0x)



T(X,OX)(a) : (X,0,) — (E,C_.) es tal que si (E,OE)C—_>

E
i(r)
C———————a»(U,OU) es la inclusi6bn, entonces
i(r)T(X,O )(a) = (ar)U(idU).

Aqui, (a)y(idg)€ By o ) (U, 0) = [(X, 00, (U,0)].

La inversa T_1 est8 dada por: para A :(x,Ox)-*(E,OE)

-1 )
T \) = a€[0 (U) ,B ]
(X, 0y) n"/(h h (X,04)

177 k)

donde hrhﬁn%)=iiﬂkeBu,%)w)=[(xmxh(m0yl
Por lo tanto, (ar)(f) = B (£) (L(XT)N) = (££*)i(T)A
(x,Ox)

para £ eOn(U).

Por definicién de 1i, es I(on(U)/(hll---,hk)) =[ ,(E,0.)];

T ey =L (F0pl

Ademds, si D : G, V) >[ ,(F,0.)] es el
m /(21,...,2q)

correspondiente isomorfismo, entonces 1(¥y) es la ccmposi-

cibn
1 w* D
n m /
(hyseeeihy) (F1reees®)



O sea I(T[J) = Dl[J*T-l : [

'(E’OE)] - '(F’OF)]‘ Finalmen-
te i(y) : (E,0g) = (F,0R) es tal que corresponde a
I L ,(®cp)] > [ ,(F,0p)) ; vale decir i(y) =

(¥) (E’OE) (id(E,OE))' Pcr lo tanto,

)

e * -1 .
. -1 . _
Por definicibn, es T(E,OE)(ld(E,OE)) = «a donde
a: 0_(U) —> B es tal que
n /(hl,...,hk) (E,0g)
(er) y(idy) = i(r) EB(E,OE) (umy = [(E,0.), (U,OU)]. Por lo tan
to, (ar)(f) = (ff*)i(r) para f €9 (U). Por lo tanto,

por (1) es:

. = - * —

D
(E, 0

Sea J : (F,OF)L—A(v,OV) la inclusibén. Por definicidn
de D, es j D(E,OE) (ay) = (awrl)v(idv). Por lo tanto, por

(2) es:

i) = (@ yry), (1d,) (3)



Consideremos para p€E los morfismos:

XU
0_(U) —_—> 0
Mthyoeeamy) PP ng Ly )
Ev
0,(0) , P_ s ¢
(hl,.. ,hk)
Se define:
n: 0, (0) > B por:
" (hy, .. eshy) (E, 0p)

si W es abierto, ‘nw(a)GB(E 0 )(W) (para a EOn(U)/(h
'YE 1’7°°

""hk)(W)) o sea nw(a) (E,OE)-———r(w,Ow) queda defi

nida por: 17w(a) = (g,9) donde

g(p) = (Evp)w(a)

a = (a1l°'°lat)

¢p(Zi’g(p)) = xp(ai) donde

zl,...,zt las
coordenadas.

Es fdcil ver que n es un morfismo de anillos analfticos;

ademés, nr(f) = (g,¢#) donde (fejon(U))



g(p) = Evp(r(f)) = f(p)

= = f €E.
¢p(Zg(p)) xp(r(f)) fp para Pp€E

Esto dice que (g,%) : (E,0 ) —>(¢,0,) es la composicibn

(£,£*)
(EIOE)%(Ulou) -> (croc)
Por lo tanto, 7 = a.
Entonces , por (3) es:
ji(g) = (myr,y) (id)) = n_(a)

donde
a = (wrl)v(idv) € On(U)/(h h )(V)
1, e o o g k

vale decir que:

ji(y) (g,¢) : (E,0p) —(V,0)

donde
g(p) = Evp(a)

¢ (

. = . <3
p Zl,g(p)) Xp(al) 1<i<m

a= (¢r1)v(idv) (4)
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Por otra parte se tiene

j@ (E, 0) —— > (V,OV).

Como Jj es un monomorfismo, para probar el lema basta ver
N
que Ji(¥) = jey
A\ : .
Por (4.1) se sabe que jey equivale al morfismo Om(V)-—>
Al al >
—_ I(E,cE) dado por (ewrl)v(ldv) € F(E,OE)(V) y (g,9)
equivale a un morfismo Om(V)-———a-F(E,OE) dado por

s €' (E,0,) (V), donde si(p) = ¢ _(

Z. ). Por lo tanto,
p “i,g9(p)

para probar el lema basta ver que

s = (€ wrl)v(idv)
Es si(p) = ¢ _(Z..

) = X (ai) (por (4)). Por lo tanto

s (p)

"
)
e
<
V]
i

(xp)v(( \llrl)v(idv))
Por lo tanto, debemos probar que
(Xp)v((w rl)v(idv)) = GV(( wrl)v(idv)) (p)

o sea que (xp)v(a) = ((egy) (a)) (p) .
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Consideremos

Evp : F(E,OE)———+ 0

np/(hlp,...,h )

kp

Evp es un morfismo de anillos analfticos.

Debemos probar que (xp)v(a) = (Evp)v(ev(a)). Para ello,
vamos a ver, directamente, que xp = Evp €

Por definicién de X, es (xpr)(f) = fp para f€ 0 _(U)
y por definicién de € , es er(f) = seccifn global dada
por £. Por lo tanto, Evp(er(f)) = Evp (seccibn global da
da por f£f) = fp Esto prueba que xpr = Evpe'r , Y como
r es un epimorfismo, se deduce que ‘xp = Evp €

Esto concluye la prueba del lema (4.4).

Estamos ahora en condiciones de concluir la demostracion de

la naturalidad.

Sea entonces

Vo 0_(V) —> 0_(U)
m /(El,...,ﬁq) n /(hl,...,hk)
y sea ¢ : On(U)/ ———+>F(X,Ox), donde (X,OX)E L.
(hl,...,hk)
A A
Sea 6 = ¥V . Debemos probar que 6 = i(J)y ¢ equi-

vale a una seccidn s EZIWX,OX)(hl""'hk) - F(X,Ox)(U)-

Explicitamente, s = (wr)U(idU) donde r : On(U)-—————>
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_— On(U) es la proyeccién al cociente.
(hl,...,hk)

Por lo tanto, por el lema de Yoneda, es (¢r) (t) =
= F(X,OX)(t)(s) para t(EOn(U). (1). Adem&s, es

A
¢ = (Val s,9¢ ) donde Val s es el valor de la seccién s;
Como s EZTYX,OX)(hl""’hk)’ hemos visto que s toma valo-

res en E, vale decir, podemos pensar

val s «: X —>E.

AnSlogamente, 6 : Om(V)/(21,.TTTE;T__+'F(X’OX) equivale a

un elemento O'GZITX,OX) (Ql,...,Qq)C [(X,04) (V). Explfci

tamente, o = (Gp)v(idv)h donde p Om(V) - Om(V)
/(91,...,Qq)

es la proyeccibdn al cociente. Por Yoneda, es:

(6p) (£) = (I(X,04) (£)) (0) (2) .

vy , es:

Como @

Q
U

0, (V) ,(1d,)) . (%)

A
Ademé&s, es 6 = (val o ,n) donde Val o se puede pensar
de X ——F. Finalmente, i(y), = (r,7\); aqui, T + E—=>F

esti dada por:



para Pp€E = Z(hl,...,hk)C;U, se considera Evp : On(U) - C

que por supuesto se factoriza:

r
U —>
0p (U) D@/t .. np)
s
e
s
Ve
7 Ev
el P
¥
C
Se considera
v : v —C.
Bp ¥ Wy, T
gue por supuesto, equivale a un elemento Pp'€F = Z(Ql,...
...,%q). Explficitamente, p'A= (Evp¢P)V(idV) , Y es
7(p) = p'. Para probar que 6 = i($)39 , vamos a probar
primero que
Valo = 7 , Val s.
Sea X€X, y sea p' = 7 (Val s(x)), o sea,

p' = (EV ¥p)y(idy)
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donde p = Val s(x); es decir

(] —_ -~ 3
P = (EVVal s(x)wp)v(ldv)'
Por lo tanto, hay que probar que

~

(EvVal s(x)ll/p),\,(idv) = Val o0 (x);

Teniendo en cuenta que,o==¢v((wp)v(idv)) (ver *), hay que

probar que

(Evyai s(x))V((wP)V(idV)) = Val(wv((¢p)v(idv)))(x)

Sea a = (¢P)V(idv)€E(On(U)/(hl,...'hk))(V). Demos probar

entonces, que

(EV val s(x)’

y(a) = Val(y,(a)) (x)

m _ -
Como Vec y & = (all...’am)' aieon(U)/(hl,...,hk) te

niendo en cuenta que EVVal s(x) Y ¥ son morfismos de

anillos analfticos, es:

~ ~

(EVVal s(x))V(a) = (EVVal s(x)(al)""’EvVal s(x)(am))



Val(sov(a)) (x)

Val(w(al),...,¢(am))(X) =

]

(Val(v(a;)) (x),...,Val(¥(a ) (x))

Por lo tanto, hay que probar que:

-~

EVyal s(x) (31) = Val(®(a;)) (x), 1<i<m.

Vamos a probar directamente que para todo b € ¢ (U)
n /(hl""
""hk)
EvVal s(x)(b) = val(v(b)) (x).
Consideremos Valx (valor en Xx); Valx : F(X,Ox) - C es

un morfismo de anillos analiticos. Por lo tanto, todo se

-~

reduce a probar que EVyal s(x) - Valx o ¥, como morfis-

mos de anillos analiticos, de —> C.

0_(u)
n /(hl,...,h )

k
Como r : O0,(U) ——> On(U)/(hll ./hy) es un epimorfis-

mo, basta ver que EVVal s (%)

-~ ~

nicibn de EVy ) g(yx) ¢ ©5 F EVyay) g9 T

r = Valx ¢r . Pero por defi

EVVal s (x)

Por lo tanto, debemos probar que:

E = Valx Y r.

VVal s (x)
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Sea t€ On(U); (t : U—¢C holomorfa).

Es, por (1), (erx)(t) = (F(XIOX)(t)) (5).

Ahora bien, si sEEF(X,Ox)(U) estd dado alrededor de x por
una funcién g, a valores en U, entonces, (['(X,0,) (t)) (s) es

t4 dada alrededor de x por t,g. Por lo tanto, es:

vVal s(x) = g(x)

Val ((T'(X,04) (£)) (s)) (x) =

= t(g(x)) = t(val s(x)).

Por lo tanto,

Val((¢r) (t)) (x) = t(val s(x)),

O sea:

Valx(tPr) (t) = EVyal s (x) (t).
Esto prueba que Valx g r= EvVal s(x) ’ por lo tanto, hemos
probado que Val 0 = 71, Val s.

Observemos que si € : On(U) _— > P(E,OE) es

/(hl.....,hk)
el morfismo canbnico, entonces, por el lema 4.4,



€y

: Om(V)/(Ql,“.,Qq)——ﬂ“(E,OE) equivale a

19 = (1,0 (E,05) —= (F,0.).

Esto dice que si g = (ewp)v(idv)e I‘(E,OE) (V), entonces
T =Val f , y si para p€E, f estd dada alrededor de p

por £, entonces

(tT(p)) = (tc,f)p (3)

)\P
para t holomorfa en un entorno de 7 (p) (agquf, t.,f estéd
definida en un entorno de p, ya que f(p) = Val g(p) = r (p)
y t es holomorfa en un entorno de T (p)).

Observemos ademds que, por el lema de Yoneda, es:

(eyp) (t) = (I'(E,0,) (£)) (B) (4)

\ A
Para terminar de probar que /0 = i(y)¥ , hay que probar

que, para X €X,

My = ¢x )‘Val s(x) ° OF,T(Val s(x)) - OX,x
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(teniendo en cuenta que ya se prob8 que 7 (Val s(x)) =
= Val oJ(x)).

Consideremos el siguiente diagrama

¢ 0 EVVal s (x)
0_(u) > [(E ) > 0
n S E,Val s(x)
/(hl""hk)
¥ ¢x
Ev, Y
I‘(X,OX) >0x,x

Vamos a probar que es conmutativo. Teniendo en cuenta gque

r es un epimorfismo, basta ver que ¢x Ev r =

val s(x) €
= Evy, ¢ r. Sea teOn(U);xer(t) es la seccibén global da-

da por t. Por lo tanto, hay gque probar que

0y (Eyat 5! = ((9T) (£)) ()

donde — indica la clase segfin del ideal (hl,Val s(x)’

""hk,Val s(x))'
Pero, por (1), es ¢r(t) = (I'(X,04) () (s).

Pero si s estd dada alrededor de x por una funcién holo
morfa g a valores en U, entonces (F(X,OX)(t))(s) estd

dada por t,g alrededor de x.
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Por lo tanto, ((pr) (t)) (x) = (T(X,04) (t) (s))(x) = (ﬁ)x

Pero por definicién de /q\), es ¢x(tVal s(x)) = (tog)x si

S estd dada por g alrededor de x. Por lo tanto, es
¢x(tVal s(x)) = ((pr) (£)) (x).

Queda probado que el diagrama es conmutativo, o sea que
¢x EVVal s(x) ¢ EszP

Por lo tanto,

¢x EVyal s (x) €Yy = va¢¢= EV_ 0 . (5)

] . —_— T .
Sea ahora €' : Om(V)/(er.”,Qq) I (F,OF) el morfismo
can6nico, y sea el diagrama:

e' E:VVal g (x)
0_(v) >I(F,0 ) > 0
m " F F,vVval o(x)
/(810 eilg)
6 My
r(x, 0,) >0y, x
Ev



Este diagrama también es conmutativo. En efecto, teniendo en

cuenta que p es un epimorfismo, basta ver que

! = F
Tx EVya1 o(x)€ P = BV, 6r
Sea t€ Om(V); €'p(t) es la seccibn global dada por t.

Por lo tanto, hay que probar que
7. (t ) = ((8p) () (x).
Pero por (2) es:
(6p) (t) = (F(X,Ox)(t))(o).
Pero si 0 estd dada por d alrededor de x, entonces

(F(X,Ox)(t))(o) estd dada por t,d alrededor de x. Por

lo tanto,

((6p) (£)) (x) = ((D(X,04) (£)) (0)) (%) = (t.d),

A
Pero por definicién de 60 , es: (to4d)

"x(tVal 0(x)) X
si o0 estd dada por d alrededor de x.

Esto prueba que el diagrama es conmutativo, o sea que:

My EvVal o (x) €' = va 0 (6)
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De (5) y (6), se obtiene entonces:

¢_E E

) = 1
X vVal s(x)eV nx Vyval o (x) €

Por lo tanto,

= '
¢x EvVal s(x)ewp nx EvVal o(x) €°p
Recordemos que ¢€'p : Om(V)————>F(F,0F) es el morfismo ca-
nénico. Por lotanto, obtenemos que para t€ Om(V), es:

¢ ((e¥p) (t) (Val s(x))) = = (¢t

x ' Val o(x)) (7)

Pero por (4) es (eyp) (t) = (F(E,OE)(t))(ﬂ). Ahora bien,
si B estd dada por £f alrededor del punto p = Val s(x),
(p €EE), entonces (P(E,OE)(t))(ﬂ) estd dada por t.,f alre-

dedor de p. Por lo tanto

(eyp) (t) (Val s(x)) =

((C(E,05) (£)) (B)) (Val s(x)) =

(t°f)Val s(x)



A — i
Pero por (3), p OF,Val 3 (p) OE,p satisface que,

(como P estd dado por f alrededor de p), )\p(tVal ﬁ(p))

= (.0 _ = (5,0

p val s(x)" Por lo tanto, es:

(eyp) (t) (Val s(x)) = )‘p(tVal 8 (p))

donde p = Val s(x).

Por lo tanto, en (7), obtenemos reeemplazando, que:

$ xAval s(x) (tval g (Val s(x)))) = 1x(tval o (x))
Pero como Val g = 7, es Val f(Val s(x)) = 7 (Val s(x)) =
= Val o (x). Por lo tanto,

(¢x°)\Val s(x)) (tVal o (x)) = 77x(tVal o (x))

para tE€ Om(V) .

Consideremos ahora j : Om(V)—> 0 el morfismo

m,Val o (x)
canbénico ("germen en Valog (x)"). Por 2.1, Jj es un epi-
morfismo de la categoria de anillos analiticos en &ns.

Sea

u:0 —> 0

m,Val o (x) m,Val o (x) =
/(8 0 )
l,valo (x)""""""q,valo(x)



= OF,Val o (x)

la proyeccidn al cociente. u es un epimorfismo. Se tiene

entonces:

Px xVal s(x)((uj)(t)) = ﬂx((uj)(t)) para ttsom(v)

Por lo tanto, ¢x xVal s (x) uj = My uj.

Como uj es un epimorfismo (pues u y Jj son epimorfismos)

se obtiene

$x xVal s (x) = nx

Esto termina la prueba de la naturalidad.

4.5. Observacién.

Sea A un anillo analitico de presentacién finita.
Por (1.19), se sabe que A es un retracto de un cociente.

Vale decir, existe w: On(U) ——> A retraccidn,

/(hll" 'Ihk)

n

donde U es un abierto en € y h .,hke 0,(u). Por lc

17"
tanto, existe v : A - On(U)/(h h ) tal que wv =
1’7"k

= idA . Es facil ver que
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v id o
A ——— (0_(U) > 0_(U)
n / VW n /
(hl,...’hk) (hllo.a,hk)
es un egalizador, y que

id R w

0_(u) > 0_(U)

n' '/ > 'n "7/

(hl,.. ,hk) vw (hl""’hk)

es un coegalizador.

Sea 1 : Abzp-—> £ el funtor gque hace conmutat

op
—_——
C Af

Por preservacidén de limites finitos, obtenemos que:

i(A) es el egalizador en <£:

e 1 (w) id ]
i(a) > (E, 0.) S (E,0.)
E i(ve) E
Notaremos i(3&) = (Xp, 04 ) €L ; i(vw) = (£,9).



Vamos a probar ahora que hay una biyeccién

ne

X, =1[a,c]
Sea XGXA. Por lo tanto, x€E y f(x) = x
(Xp = {x€E/f(x) = Xx}). Como E = Z(hy,...,/hp).
x €EE equivale a un morfismo v : 0_(U) —> C.
n (h h, )
1,.-., k
Se tiene YV w 0_(u) —>» €, gque equivale a
n "/
(hl”"’hk)

un punto y €E; por definicién es f(x) =y. Como f£f(x) = x,
se deduce que x =y, O sea que YV w =y .

Se define T : Xa—> (a,e] por

T(x) = ¢v (donde xX€E equivale a ¢ : on(U)/ —
(h,,..
1

T E— .
ohy) 2
T es inyectiva:

Si Xq0%, GXA son tales que definen v, On(U)/(hl""’hk)

— > C y ¥

5 ¢ On(U)/(hl""’hk) > C tales que ¢Y.v =

1

= 302v , entonces wlvw = wsz. Pero como hemos visto,

¢1vw =P Y P,V =9, Por lo tanto, v =¥, ¥ luego,
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T es suryectiva:

Sea a : A - C; se tiene aw: on(U)/(hl""’hk) >C, que
eguivale a un elemento XE E. Sea ¢ = aw.

Se tiene ¢ vw : On(U)/(hl"“'hk) > C gue equivale a un
elemento y € E; por definicifn es £f(x) = vy.

Pero v v w =(aw)vw = a(wv)w =ozidAw = aq w= ¢ , Por
lo tanto, x =y, o sea f(x) = x. Esto prueba que Xx€ XA'
Ademds, T(x) = ¢v =(aw)v = a(wv) = « id, = a .

A

Sea ahora B un anillo analftico. Vamos a definir

fB : ZB(hl""’hk)_;__9'ZB(hl"""hk)

Dado be ZB(hl""'hk)C B(U), b equivale a un morfismo

Y On(U) > B se tiene
/(hll * o o ’hk)

VW : on(U) ) - B,
/th ...,
1 k

que equivale a un elemento ce€ ZB(hl,...,h ).

k
Se define fB(b) = c.

El resultado obtenido anteriormente se generaliza, o sea,



hay una biyeccién

[(A,B] = {bE ZB(h .,hk)/fB(b) =bl.

17"

En efecto, dado bGEZB(h hk) tal que fB(b) =b, b

IRARRY
equivale a un morfismo ¥ : On(U)/<h1,...,hy) —>B, vy
fB(b) =b dice, exactamente, que $Yvw = ¢ ; se tiene

Yv : A > B y se define T(b) = ¢v Exactamente igual que
antes, se prueba que T es una biyeccifn. Observese que es

ta biyeccidn establece auntomiticamente una biyeccidn

[A,B]= {v: 0, (V) — B/ pvw= ¢} (1)
/(hyse.shy)

4.6. Observacidn.

Al igual que antes, queda establecida una biyeccidn natuaral:

[A,T(X, 001 = [(X,0y) (X ((X,04) €£).

1Oy )]
ATVX,

donde la naturalidad significa que si B es un anillo anali
tico de presentacibén finita, v : B—> A es un morfismo

de anillos analiticos y Y A———>F(X,Ox) , etonces

N
oY = i(if/)@



Este resultado se obtiene a partir de la biyeccién natural ya

establecida para el caso de los cocientes, usando (1).

Modelos Analiticos de la Geometria

Diferencial Sintética

4.7. Definicidn.

Sea M la categorfa de las variedades analiticas complejas.
Un modelo analftico de la geometrfia diferencial sintética es
una categorfa & con lfmites finitos munida de un funtor
P: M~ & tal que P es plenamente fiel, manda cubrimien-
tos abiertos en familias epimorfas efectivas universales en
& , preserva productos fibrados transversales y P(C) es un
objeto anillo de tipo lfnea (ver [31]).

Vamos a probar que I (el topos de haces sobre el sitio de
los modelos locales con cubrimientos abiertos) es un modelo
analitico de la geometria diferencial sintética.

Sea P : M > L el siguiente funtor: para ME M Y%

(X,Ox) € Z , definimos

donde QM es el haz de gérmenes de funciones holomorfas so-



bre M, y consideramos los morfismos de espacios A-anillados

de (X,OX) en (M,0,) (es facil ver que OM es un anillo

analfitico a valores en Sh(M)).

Se verifica sin dificultad que P(M) es un funtor, P(M)

£ °P— gns y que, mas aGn, P(M) es un haz sobre el si-
tio £, o sea P(M)E€E L.

Adem8s, para g : Ml - M, holomorfa, (Ml,M
fine P(g) : P(Ml) - P(Mz) por la f6rmula:

2GM) sedg

P(g) (X, 0,) (¢) = (g,g")¥

para (X,Ox)€£ y Y (X,Ox)-> (Ml,OMl) , (donde

(g,g*) : (Ml,O ) = (M,,0, ) es el morfismo de espacios
M1 2 MZ
A-anillados deducido a partir de g).

Es facil ver que P(g) es una transformacién natural entre

funtores. Por lo tanto, gueda definido el funtor

veamos que P es plenamente fiel:

Sea 71 : P(Ml) - P(Mz) un morfismo de haces (transforma-

cidén natural entre funtores).

Como M, es una variedad analfitica compleja (de dimensién



compleja n), hay un cubrimiento abierto M, (0 € I) de Ml

tal que cada M, es biholomorfo a un abierto U, de cn.

= )
Por lo tanto, (Ma'oMa) (Ua,LUa) es un modelo local.
1 . —_—_—
Por lo tanto, se tiene M 0. ) ¢ P(Ml)(Ma’OM )

R @
(44 Ma

—_— P(Mz)(Ma’OM ) . Sea i, : (Ma,OMa)CL————a(M

,0 ) la
” 1""M

1
inclusién, y sea

)

Yo = T 0 ) g) i gy (M0, ) o (M2,02

o Ma «a Ma

M

¢2 = (ga,¢a) con g, : Ma - H2 . Es facil ver que, usan-
do que T es una transformacidén natural entre funtores,

que ga/Maﬂ Mﬁ =95 /Ma‘1%3 y por lo tanto definen una

g : Ml - M2 ; adem8s es facil ver que cada 9o es holo-
morfa, y por lo tanto g : M - M, es holomorfa.
Finalmente, se prueba sin dificultad que P(g) = 7 Por
lo tanto, P es plenamente fiel.

Es inmediato que P cumple con las otras condiciones: pre-
servar cubrimientos abiertos y productos fibrados transver-
sales.

Finalmente, P(€) es un objeto anillo de tipo linea: en
efecto, es P(C) = [ ,(C,Oc)] € es claramente un obje

to anillo; ademés, se tiene el egalizador



(0,0

o, 2)E—>(€,0,) > (€,04)

/z (0,0%)

y se verifica que

(0,0 )
0/,2

(¢, Oc) = (¢, Oc)x (¢, OC) ’

(o sea, (C,OC) es de tipo lfnea). En efecto, si (X,0,)€ L,

se tiene
/2 ~
[(X, 0y) , (€, 0p) 1S (X, 0% ({0},0, ), (£,04)]
/42
=[(X'10X|)I(CIO )]
donde X' = xx{0} , vy OX',(p,O) = OX,p QOO/ , donde
VA

@ indica el coproducto de anillos analfticos (ver [4]).

Por 4.1 es:

[(x'loxl)l(clo)] = T (X', Q

X')

Y [(x, 00, (¢, 0 x(e, 0] = [(x,6),(%,0 )] =
. c



-140-

_ 2
- P(X,OX(C )).

e

Como X' = X x{0} = X , basta ver que Ox(cz) ¢ como

Xl

haces sobre X.

. -0
La fibra de (y,, en p es Ox,p ® 0, (X,p [e], donde
/o2
yA
Qx,p[e]= {a+be , a,b € Ox, } . Como conjunto, es Ox,p[e]=
= 0 x 0 = (0 (Cz)) , Y resulta claro que 0 (@2) =
X,p X,p X P X
= Qx. como haces sobre X. Por lo tanto, (C’OZ) es de

tipo linea, y se deduce inmediatamente que P(C) es de ti-

po linea.



CAPITULO V

Espectro de un anillo

analftico de presentacidén finita

En esta seccibén vamos a calcular el espectro de un cociente

On(U)/(hl,...,hk) .

Recordemos que el espectro de un anillo analitico A en
&ns, es un topos de Grothendieck Sa junto con un anillo

analitico local Spec A en S y un morfismo A*p —>

A 7
—> Spec A, tal que, para todo topos de Grothendieck & vy

todo anillo analftico B en & local, junto con un morfis

*

mo A*A ——> B existe un Gnico par (p*,7), donde ©p* es

la imagen inversa de un morfismo geométrico, p* : SA—a-& '
y m : p*Spec A —B es un morfismo local de anillos a-

naliticos, tal que los diagramas

A*

A* > B
& .

&
&ns > &
/
/
* * /m
A P /
/
/
S
A



conmutan.

5.1. Observacién.

Aquf, A* es el haz constante en SA , Aé es el haz

constante en & ; y el morfismo A*A — Spec A da lu-
gar a un morfismo p* (A*A) ——— p*(Spec A) o sea de
Ag A ——— p*Spec A.

Se observa que, en este caso, el diagrama

&
&ns — &
A .
/ siempre conmuta, ya gue
A* // D*
/
/
S

existe un Gnico morfismo &ns — & vy es, por supuesto, el
"haz constante". Dicho en otras palabras, hay un Gnico mor

fismo geométrico &——> &ns, cuya imdgen directa es "seccio

nes globales" Yy su 1imagen inversa es Aé.

Sea U un abierto en €" , Sean hl""’hk holomorfas en
U. Notaremos E = Z(hl,...,hk)C U.

Se tiene el anillo analftico local OE en Sh(E), (ver

1.17).



5.2. Teorema.

El espectro de On(U{«hll...,hk) es el topos de Grothen-
dieck Sh(E) junto con el anillo analftico OE en Sh(E),
concretamente:

Spec(On(U)/ )y = 0
(h,,...,h
1 k

Demostracidén.

Como siempre, indicaremos F(E,OE) a las secciones globa-

les del haz OE sobre E. Se tiene el morfismo p : On(U)

———)F(E,OE). Dada £ holomorfa en U, p(f) es la sec-

cién global del haz OE

morfismo de anillos analitcos y p(hi) =0 (1<i<k). No-

dada por la funcidn f£. p es un

taremos

r : On(U)——————> on(U)/(hl,.. 'hk)

la proyeccién al cociente. Se tiene entonces:

0y, (U) > On(U)/(hl,...,hk)



que, por definicibén del cociente, existe una fGnica

Y On(U) —_— F(E,OE) morfismo de ani-

/(hll LI -lhk)
llos analiticos tal que or = p

Por supuesto, ¢ : On(U)/(h h )——*9-F(E,OE) equivale
17°°°""k

a un morfismo )——> 0 al cual no

A*
(On(U)/(hl,...,hk) E
taremos también Y. Se tiene entonces el morfismo de ani-

llos analiticos en Sh(E), ¥ : A*(On(U)/(h

)— (..
"hk) E

1’°°
Sea B un anillo analftico local en un topos de Gronthen-

dieck & y sea A\ : Aa(on(U)/(hl,...’hk))-———9-B un mor-
fismo de anillos analiticos en &.

Hay que probar que existe un fnico (y*m), ¥* : Sh(E)—>
———> & imagen inversa de un morfismo geomé&trico,

T ¢*0E ——> B morfismo local de anillos analfiticos, tal

qgue el diagrama

AE(On(U’/(hl,...,hk)

V*(p) -

conmuta, O sea que Te* (@) = A



Como & es un topos de Grothendieck, & es equivalente
a D, el topos de haces sobre un cierto sitio D . Sea
1 el objeto terminal de D.

El morfismo A equivale a un morfismo

A On(U)/(h ,....h )—————%~F(B) = B(1).
1 k
Se tiene entonces: Ar : On(U)-————a-B(l) que verifica
(xr)(hi) = X(r(hi)) = A(0) = 0 en B(1).

Por el lema de Yoneda, Ar equivale a un elemento en B(1)
(U) , al cual llamaremos "A", y que satisface, por supues-
to, que (B(l)(hi))("R") = 0.

Teniendo en cuenta que B(1l)(U) = B(U) (1), el elemento
"A"€B(U) (1), equivale, por el lema de Yoneda, a un morfis-
mo "W" : 1 —> B(U), donde ahora 1 es el objeto termi-
nal de & . Pensando h, : B(U) —> B morfismo en & ,
se obtiene inmediatamente que hi"k" = 0.

Se tiene entonces:

1
7
] )\"/
/ 'lxl'
v
7
7
¥ v N
Zg (hyse. h ) C—5B(U) >eX  donde h =
i
0 -
- (hll-o.,hk)



donde ZB(hl,...,h ) es el egalizador en & de h y 0.

k
Como h"A" = 0, se deduce que existe un finico morfismo

1 — ZB(hl,...,hk), al cual llamaremos de nuevo " A" que
hace conmutar el diagrama.

Por lo tanto, se puede pensar "\ 1l —> ZB(hl,...,h )

k
donde 1 es el objeto terminal de & .

Vamos a definir ahora un funtor ¢y : 0(E)——> & , donde
0 (E) es el sitio de los abiertos de E con la topologia
de Grothendieck dada por los cubrimientos abiertos.

Para cada H abierto de E, sea H = VNE con V abier-
to VCU.

Se puede probar facilmente que si también H = VlrWE con
v abierto, V (h

C U, entonces cessh

Zp

4 -
1 1 lIV LIV
= ZB(h1 ,...,hk ), pues, en realidad, ambos coinciden
|v |v
1 1
con ZB(hl ,...,hk ). Tiene sentido definir enton-
lvnv lvnv

1 1
ces Y(H) como el siguiente pull-back en & :

Y
’_l

Y (H)

Il)\ "

Z (h '--o,h )%ZB(hl’.o.’hk)

1y Klv' i
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donde iV es la "inclusién" natural entre los egalizadores:

es decir, si

i
Cc. N
ZB(hl""'hk) > B (U)
‘v,u
Iy
C 3
ZB(hlIV,...,hklv) —-B (V)
son las flechas de egalizadores, y si iV U es la inclu-
’
sién de V en U, entonces 1 es la finica flecha que ve-

v

rifica ii, = iy,u Jv donde aqui se piensa

iv,u B(V) ———B(U).
Teniendo en cuenta que las flechas de 0(E) son las inclu
siones, hay que definir, dada una inclusién 1i' : Hl-———>H2,
(H; vy H, abiertos en E, H,;CH,) wuna flecha V(i)
= = N
V(H,) —>V(H,) . Serd H, =V,NE , H, = V,NE con V;
Yy v, abiertos en U. Se puede suponer que VlC'V2 (pues

Hl = (Vlﬂ V2) NE).

Se tienen los pull-backs en & :



Y
-

v (H,)

" kll

Y
* & o Cﬁ e o o
1 1 V1

1] X"

Y

v
z_(h PR o ) &e——u—>2 (h,,...,h,)
B l|V2 k|V2 iv Bl k

2

De nuevo, se tiene una"inclusidén" j ZB(hl rooo ,hk )
lvy lv,

L———)ZB(h.I resssh ) que verifica que, si

k
v, lv,
]
C Vl
) —> B (Vl)

ZB(hl ,...,hkIV
1

lvy
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3
V2
ZB(hllv ,...,hkIV ) ,—B(Vz)
2 2
son las flechas de egalizadores, entonces jV j = iV vV jV
2 1772 71
donde se piensa iVl,V2 B(Vl)C————>V%Bz).
Se tiene
Y1
\
LN
> 1
II-AII
pull-back
Y
. o 0 C——% e o o
ZB(hlIV ' ,hkIV ) z ZB(hl' ,hk)
2 2 V2
vamos a probar que i, j = i, .
Va2 Vi
Recordemos que iV Yy iV verifican, por definicién,
1 2
que
ii =i j (2)
Vl Vl,U Vl
ii = i j (3)
V2 V2,U V2



Por lo tanto,

i(iy 3) = (4 i, )3 = (i, 4y, )i =

v, v, v,ulv,
i (J, 3) = 1 (1 gy ) = 4 i )3
v, Uy, VUt v v v, U, v, vy
=i, iy =1 iy i

v,.ulv, v,

y como i es un monomorfismo, se deduce que

i § =14
Va Vi

Por lo tanto, en (1), es

i, (jm.) = (i, j)m, = i_m, = "A"u
V2 1 V2 1 Vl 1 1

Se deduce entonces que existe un Gnico 7T : w(Hl)————> w(Hz)

tal que

m,7 = jm,

v

Se define, entonces:

v(i') =1 .



Es f&cil ver que Yy es un funtor.

Vamos a probar que ¢ respeta limites finitos. Basta ver
que ¥ respeta pull-backs y objeto terminal.

Un pull-back en 0(E) es una interseccibn: H1F1H2.

Por lo tanto, hay gue probar que

a
W(le\Hz) ‘>‘¢(H1)
es un pull-back
b
en & .
v(H,) — V(E)

Sea X€& , y sean a y B flechas que hacen conmutar el

diagrama:

«

x’—\a-

w(HlﬂHz) > w(Hl)

V() > V(E)
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Hl = Vlf\E; H2 = VZF\E con Vl y Vv, abiertos en U.

Por el teorema 3.6, existe un finico B* : L ——> & gue pre-
serva limites finitos y es un punto del sitio £ tal que
B*A = B; donde A : C— L es A(U) = (U,OU), y £ es el

sitio de los modelos locales.

Es
Hl = Z(hllv ? --'hklv ) ’
1 1
H2 = Z(h1IV ,...,hklv )
2 2
H.NH, = Z2(h .eesh )
1 2 1 ! g !
|vln v, Ivln v,
E = Z(hl""’hk)'

Se tiene el siguiente pull-back en £

Hy
i
\2
E

H.NH. < —>

c 5
H2 >

Como B* preserva limites finitos, preserva pull-backs y

es B*(Hl) = 2.(h ); B*(Hz) = 2_(h P )

1 ""’hk B lIV
1 2

B v,

| v v,



,o-o’h
2

B*(H,NH,) = Zz(h ); B*(E) = ZB(h

2

1 k 170
Ivlnv lvlnv

...,hk). Por lo tanto

(h 'oo.,h

2

A
B 1|vlﬁv Kiv.nv

(h ’o.o'h

)t >ZB(hl'oo._,h

A )
B klvz i k

1
|v2

es un pull-back en & .

A su vez, se tienen los pull-backs en & :

V(H,) —>1

\/
)25 (h;,...,hy)

Z,(h ""'hk .
1 \%

B ll Vl IV .
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Se tienen:

m@ : X—»ZB(h1|V ,...,hklv )
1 1
mye : X — ZB(hlIV ,...,hkIV )
2 2
que verifican:
ivl(mla) = (ivlml)a = ("k“ul)a = "A"(ula)
iv (mzﬁ) = (iV m2)B = ("K"uz)B = "K"(uzﬁ)

2 2

Pero

ula : X > 1

; por lo tanto, ula

uzﬁ : X =1

uf

(4)



Se deduce entonces, de ( 4 ) que i (mla) =i (r,B8).
V2 2

Se tiene entonces

m., &
X — 1
\\\ dip \
\ r
¥ 1
Z_(h seeesh ) C > Z_ (h seeesn )
B'"1 k > 4g 'ty k
lv,nv,  Slv nv, |7, lvy
i
r, p-back Vl
-en &.
7 Y
Z_(h PP | ) <€ »2Z (h,,...,h )
B llV ’ le i B'"1 k
2 2 V2

Se deduce, por lo tanto, que existe una fnica o: X ——>

—',ZB (hl o oy k ) tal que
vy 0V, lv, v,
rl¢ = mla
r2¢ = mzﬁ

Sea v : X -+ 1 la Gnica flecha. Es- v = u

Se tiene:



X
AN 844
N
N
N
V(H; NH,)
¢
m
v
Z_,(h reeesh
Bl
lv, nv,
donde p¢ (iV rl)¢
1
- " " - n "
Se deduce entonces que
tal que
uY = v
mvy = ¢

p-back en &.

Y

)L—>Z (h ,-n.,h )
k Bl k
Ivlnv2
=i_(r,¢) =i, (ma) = (i
Vl 1 Vl 1 v
= M\ "y,

existe una Gnica 7 : x-——a-w(nlrwnz)

m, )
1 1

Ahora bien, se verifica, por definicién de a y b, que:

Por lo tanto,

3
N

o

il

r,m.



ml(av) = (mja)y = (rym)y = r;(my) = r;¢ = mge
m2(b7) = (m2b)‘7 = (r2m)‘7 = rz(m‘y) = r2¢> = mzﬁ
ademis, ul(a'r) y upe son flechas X ——>1. Entonces
uy (a7) = up ; y andlogamente, u,(b7) vy uzﬁ : X— 1;
y entonces uz(b'y) = uzﬁ Podemos escribir entonces:
ml(a'y) = m | mz(b’Y) = mzﬁ
uy (a7 = u@ u,(b7) = uzﬁ
Por lo tanto, siendo a7y vy a ¢ x—>w(Hl), se deduce,

por la unidad de las flechas que llegan a un pull-back, que

ay = a. Andlogamente,

by = 8.

Por lo tanto, hasta aquf se prob6 que existe 7Y : X —»

——>W(H10H2) tal que

a7y

1
R

b v

Il
=™



Vamos a probar que Y es fnica.

Sea 7' X —— w(Hlf‘Hz) tal que
| a’y' =
by' = 6
Se tiene: my' : X ————->-ZB(hl ""’fhk ), que
lv,nv, lv,nv,
verifica:
. 1 - — ] -_
ry(my') = (rym 7' = (m;a)7' = my(a7") = ma
L} - L} - - ] [
r,(my') = (r,m 7' = (mb) 7" = my(b7') = m., B
Por lo tanto, por unicidad de ¢ , se deduce que my' = 9.

Se tiene también uy' y v : X——> 1. Por lo tanto,

uY' = v.
Entonces, ' : X ———+-¢(H1F\H2) verifica:
uY' = v
my' = ¢
Se deduce, enotnces, por definici6én de Y , que 7' = 7.

Esto termina de probar que



a
¢(Hfﬁ H2) >-¢(H1)
b es un pull-
back en &.
w(Hz) > V (E)
Por lo tanto, ¥ preserva pull-backs.
El objeto terminal de la categoria o(E) es E, y por defi
nicién se tiene un pull-back en &
V(E) > 1
\l
ZB(hl,...,hk)-——j——> ZB(hl,...,hk)
id
Por lo tanto VY(E) = 1 es el objeto terminal de & . Se

prob6 entonces, que VY preserva objeto terminal. Con es-
to queda probado que V¥ respeta limites finitos.
Vamos a probar ahora que ¥ es un punto del sitio o (E);

o sea, que si H, es abierto en E , (@ €I) y H= U H,,
a€ I

entonces la familia Y (H,) —> v (H) es epimorfa efectiva
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en &. Agqui, es H, = V{,NE con V,6 abierto en U; y se
tiene:
H = U H = v (VNHE)y =( U V)NE
acI « a€l « o€l «
Sea Vv = U Vi V es abierto en U y H = VNE,

a€ I

Como B preserva cubrimientos, la familia

B (V,) > B (V)

es epimorfa efectiva universal en &.
Consideremos el pull-back en £, la categorfa de modelos

locales:

(Ha'OHa)C* > (H,0,)
(Va,OVa)" >(V,0,) (H, = HNV )

Aplicando B* , obtenemos, usando que

Ha = Z(h r . h ) 14

« o
lIVa kIVa
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H=Z(h ,o--,h

que

z, (h reeesh )— 57 (h e )
ll ! kl B llv’ ! klv

B (V,) —B(V)

es un pull-back en &, y como B(V,) ——>B(V) es epi-

morfa efectiva universal en’ & , se deduce que la familia

h )

(h feeeny
liv K|y

h ) Ja (h

Z e o — N7

B''1 ' "k B
| Vg 1Vq

es epimorfa efectiva (universal) en &.

Vamos a probar ahora que

6 4
V(") > ¥ (H)
ma m
v v
z. (h yeeeshy, )e—>2 (h, ,...,h )
B llva K|lvey o B 1y k|y
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es un pull-back en &.

Por definicifén de 7 se verifica que

o’ o
Supongamos que se tiene:
a: X————>2Z_¢(h ree By
|y, |
b : X ——> y(H)
tales que je@ = mb.
Se tienen los pull-backs en &:
Yu
v(H,) > 1
m llxll
a
ZBchllv ,ooo,hklv )L—>Z (hlpoo-,h )
o
u
v (H) >1
m A
Y Y
ZB(hllv'...’hklv);i_—>z (hl'.o.'hk)

v



-163-

Y se tiene:

X Y
\\\~E! 6
S u
~a a
w(Ha) > 1
a
m, p-back "\
ZB(hl 'ooo'hk )C-*ZB(hll...’hk)
| v v i
(4] a v

donde y : X * 1 es la GGnica flecha. Por lo tanto,

y = ub. Se verifica que:

iua = (ivja)a = iv(ixa) = iv(mb)

(ivm)b = (llkllu)b - "k" (ub) = llxlly.

Por lo tanto, se deduce ¢ue existe una Gnica 6 : X = yY(H,)

tal que
nhe = a
Wi =y

vamos a probar que 748 = b. Se tiene:
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rpvaﬂ) = (mra)O = (janh)e = ja(mae) j.,a = mb.

Por otra parte, u(rae), ub X ——> 1; entonces,

uifa0) = ub.

Se tiene entonces que:

m(r,6) = mb

u(raG)

5

siendo 74 , b : X ——>VY(H), v siendo

u
Y (H) > 1
m [ "t un pull-back.
ZB(hlyo . .,hk);.—>ZB(hl, LR Ihk)
i
v
Se deduce entonces que 7,0 = b.

Luego, 8§ : X —>y(H,) verifica:
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maﬂ = a
w6 = Db.

Vamos a probar que 6 es finica con esta propiedad:

Sea 0' : X —> V(H,) tal que
maB' = a
T40' = Db

Se tiene u,6' X~——>1. Por lo tanto, uy,0' =y.

Por lo tanto, 0' verifica:
,maﬂ' = a
u,0' =y
Se deduce entonces, por la definicién de 6 , que 6' = 6.

Por lo tanto, se probl que existe una Gnica 6 : X —=Y(H,)

tal que

1}
o

mae

T =Db

Esto prueba que



Y (H,) > V(H)

Zz_(h PR o
B 1|va klvCr Ja | v
es un pull-back en & . (para cada « €1I).

Por lo tanto, como la familia:

ZB(hlIV ,.-o,hklv )c—>ZB(hllV,-oo
o « Jo
es epimorfa efectiva universal en & , se

milia:

.
V () —— ¥ (H)

es epimorfa efectiva (universal) en &.

Esto prueba que Y es un punto del sitio

serva lfmites finitos.

)C—>ZB(hl ,---,h )

Klyv

+h )

le

deduce que la fa

0 (E), que pre-

Por lo tanto Yy: o0(E) ——> &, se extiende (por preserva

cidn de colimites) a un y* o 5733 = Sh(E)—> & que pre-

serva colimites cualesquiera y lfmites finitos (ver [11]).

Vamos ahora a definir @ : w*QE———+ B morfismo local de

anillos analiticos.



Recordemos que para cada W abierto en c™ , m>= 0, QE(W)
es el haz sobre E, cuyas secciones sobre un abierto H en E
son las m-uplas (Sl,...,Sm), donde cada Si es una seccién
de 0E sobre H, tales que para x€H, (VSl(x),...,VSm(x))
€W; aqui VSi(x) indica el valor de la seccibn Si en Xx.
Por el lema de Yoneda, es:

OE(W) = colim [ , H]

S
[ IH]_>0E(W)

y es por definicién de y*:

v*(0g (W) = . colim v (H)
S
[ lH]_> OE (W)

Este colimite se toma sobre la categoria de las secciones s

del haz OE(W); y una flecha s —>t ,

s ¢ | ,H]—>0E(W)

t ¢ [ ,H']—>0E(w)

es una flecha en 0(E) de H ~——>H' , o sea una inclusié6n

i : HC——>»H' , tal que el diagrama:



[ ,H] < —=[ ,H']

conmuta

Og (W)

Esto dice que, si se piensa a s como seccifén en H de

Y ) -—
OE(W) , ya t como seccibén en H' de OE(W) , que t/H = S.

Vamos a definir ahora, para cada s :[ ,H] — OE(W) un mor-
fismo 'YS : Y(H) —@—> B(W). Esta coleccién de flechas ¥

7
induciri un morfismo ll/*(C'E(W))———*B(W) + que serd 7.
Sea entonces s : [ ,H]——)OE (W) . s equivale a un ele-
mento de OE(W) (H), o sea, a una secci6n s del haz OE(W)
sobre H. H = VNE.

Vale decir, s € l"(H,CH(W) ).

Por la observaci6n 4.1 se puede pensar s : (H,OH)—>(W,OW)

flecha en L. Y se tiene entonces
B*s : B*(H,OH) —>B (W)

Como B*(H,OH) = ZB(hl PR o )

lv Ky

se tiene entonces
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B*s : Zz_(h reeesh ) ———— B (W)
B 1|V le

ademds, se tiene el pull-back:

v (H) > 1

m’l_l L1} x "

v

Z (h 'o..’h
B 1|V kIV

)C————>ZB(h1,...,hk)

Se define:

Tg = (B*S)rn.H

75 ¢+ Y(EH)—— B(W).

Vamos a probar que dados H CH' abiertos en E, dada

t:[ ,H'] = OE(W) y s = t7H , entonces:

. _ . . ,
7tW(1H,H.) = 7 ig g ° HC—5>H

Pensando a iH,H' : (H,OH)C————>(H',0H.), se tiene que

* (4 -
B (lH,H') : ZB(hl ;e

..,h )C— 7 _(h
lv kv B

llV'



es la inclusién canénica; donde H=VNE; H' =V'NE,

Se tiene entonces que la composicidn:

ig,u t
— > (H' )G —_
(H,OH) (H ,Oh.) (W,OW)
es s : (H,OH)—————>(W,OW) (pues t/H = s).
Por lo tanto, B*s = B*(t)B*(iH H.).
Como vimos, B*(iH,H') = 3 : ZB(h h )C————:>-ZB(hl

1|v e k|v

) es la inclusién canénica j, o sea:

B*s = B*(t)j.

Componiendo con m, w(H)———+-ZB(h

,...,hk

iy v

ne:

B*(s)m, = B*(t) (jmy)

Sea 71T = W(lH'H,

= ij . Se tiene entonces:

B*(s)my = B*(t) (my, 7) = (B*(t)my,) 7 .

. = * - = ¥
Teniendo en cuenta gue 7 B*(s)m, Yy = B¥(tImy,

se obtiene 75 = 7tT © sea 7, = 7tw(1H’H.).

v

), se obtie-

). Por definicién, T satisface: My T =

14



Por lo tanto, por ser

w*(OE(w)) = colim Y (H) ,
[ ,H ]-S—>0E(W)

si llamamos ﬁs : ¢(H)—>¢/*(0E(W)) a la flecha natural al

colimite, se deduce que existe una Gnica Tw ’

T ® 'J/*(OE(W)) —> B (W) tal que
nwﬁ = 9 para toda s : [ ,H] = OE(W)

queda definida entonces, para cada W abierto en Cm, m=0,

una flecha:

LETEE \l/*OE(W) —> B (V).

Vamos a probar ahora que esta coleccién LY
Cm , mMm=>0) define un morfismo de anillos analiticos

(W abierto en

T W*OE'——%> B. Hay que probar que si W es abierto en

1
¢™ , w, abi c'2 £ : W, —>W hol £
’ 5 abierto en r Y : 1 2 olomorfa,

entonces el cuadrado:



17)

l Sy \
w*oE (wl) > B(Wl)
y*(£*) B(£) conmuta;
Y sz Y
w*OE(w?_) > B(Wz)

donde f* : OE(Wl)————>“0E(W2) es el morfismo de haces de-
ducido a partir de f£.
Sea s : [ ,H] - O (W) y sea fB_ : ¥ (H) —> w*OE(Wl) la

flecha natural al colimite.

Para probar que B(f)Trw = Ty y*(£*), siendo flechas que sa
1 2

len de un colimite, basta ver gue para toda s : [ ,H] —

—_— OE(Wl) , se verifica:

(B(ETy M8 = (my ¥*(£4)B.

Se tiene f} : OE(Wl)(H)———> OE(WZ)(H); sea t = fﬁ(s);
t€ 0 (W,) (H), o sea t : [ ,H] > 0 (W,).
Sea

8. ¢ V(H)—> ¢*(0E(W2)) la flecha natural

al colfmite.

Por definicién de ¢¥*(f*), el diagrama:



bs
v (1) > Y*0 (W)

U* (£%) conmuta.

.p*oE(wz)

ya que por definicién, ¢*(£f*) es la finica flecha tal que,

d/*(f*)ﬁs = Bt para todo s, donde t = flfl(s)).

Ademds, por definicién de = yr, . se verifica:

W 2

1
meBg = vy = Br(s)my

= B*(t)mH

3
=

o
‘-'-

|

2
r'-

Se tiene entonces que:

(B(f)ﬂwl)ﬁs = B(f)(ﬂwlﬁs) = B(f)(B*(s)mH) =
= (B(£)B*(s))my . (5)
Pensando t (H,OH)-———>(W2,0w ) ;

2



s : (H,0) —>(W,,0, );

(£,8%) 2 (W), 0y ) ——> (Wy, 0 )
se tiene que: t = (f£,f%)s y por lo tanto
B*t = B*(f,f*)B*s = B(f)B*(s)
se deduce entonces, de (5), que:
(B(E)Ty VB, = B (O)my =7, =7y b, =
=T, WHEDBY) = (ry YH(EDIE .

Esto termina de probar que w: d/*OE ——> B, dado por la co-

leccibn es un morfismo de anillos analfticos en &

1rw ’
Vamos a probar ahora que @7 es local:

Sea W un abierto en " . Hay gque probar que:

W
w*(OE(w)) > B (W)
N
Y*(i%) B (i) es un pull-
back en &.
v
. 5 oM
Vv*(0g) T > B



donde i : We—s> es la inclusién.

Este cuadrado es conmutativo por ser w morfismo de anillos
analfticos.

Sea s : [ ,H] — Og una seccién del haz OTE[l , donde H =
= VANE con V abierto en U,

s induce una funcibén continua "valor de s", al la cual nota

remos Vs.

Vs : H——C

Sea H' ={ x€H tales que Vs(x) EW]}.

H' es abiertoen H, H' = V'NE con V' abierto en U,

v'CcV.

Pensando s (H,OH) —————%>(€m,0 m) y restringiendo a H',
C

se obtiene:

St (H',0,,) — (W,0)

Resulta claro que

m

(H',0.,,) > (w,ow)

Hl

es un pull-

back en £,

(H, 0p) > (€",0 )
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y como B* : £ > § preserva limites finitos, se obtiene

que:
B*(s)
Z_.(h geecey ) —> B (W)
B 1|v' hk|v' N
N
i B(1i)
\ B*(s) v
Z (h ,...’h ) ;B
B llv klv
es un pull-back en & .
Ademds, es facil ver que
M
H' > Z_(h «essh
‘p( ) B( 1|V'I 14 klv|)
. ]
!
Vv (H) > ZB(h1 V....,hklv)

es un pull-back en & .

Por lotanto , se obtiene, juntando estas pull-backs, que:



B* ('sv)mH.

V(H') >B (W)

. B(1i)
B*(S)rn.H

¥ (H) > BN

Recordemos ademds, que si llamamos:

5 3 V(H) — y*(0p)

Sx 1 Y(H') ——> y*0 (W)

es un pull-

back en &.

(6)

a las flechas naturales a los colfmites, entonces, por defi-

nicién de w7, es:

3
>
it
.Y

It

o ls T s T BTsImy

L =7§=B*(s)mH.

ahora ya estamos en condiciones de probar que w es local:

Sea Xe&€& , y sean

V]

m
x——>w*(0E)

o

X —> B (W)



tales que B(i)b =« a

oo
X b
Y*0g (W) T > B (W)
W
a
y*(i*) B(1i)
m o oM
P
Hay que probar que existe una finica c : X—>¢l*(0E(W)) tal
que
TwC = b
y*(i*)c = a
Para cada s : [ ,H]—/—> 02‘} seccibén del haz OI; sobre H,

sea Xs el siguiente pull-back en & :

d
S

R m
v (H) —>¥* (0F)
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Por ser w*(og) = colim Yy (H), la familia:
s :[ ,H]— 02
8¢ m
y(H) —> w*(OE) es epimorfa en & , y como & es un to-

pos de Grothendieck , es epimorfa efectiva universal. Se de-

duce entonces que la familia:

d
S
xs > X es epimorfa efecti-
va en &.
Sean H' vy S como antes; se tiene:
* = = = =
(B (s)mH)as (wcmss)as wem(Ssas) ﬂcm(ads)

(1r¢ma)ds = (B(i)b)ds = B(i)(bds)

Se deduce entonces, por (6), que existe una fnica cg ¢ X

—> Y(H'") tal que

(B*(E)mH.)cs bd

TC

It
[}

S S

Se tiene ahora la familia:

X > Y0 (W)
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Es f&cil ver que esta familia es compatible (con respecto a
d

xs———a-x), y por lo tanto, como xs ———E———+>x es epimor-

fa efectiva, se deduce que existe una fGnica c¢ : X - \p*QE(W)

tal que

c para todo s : [ ,H] - OE

vamos a probar que:

ﬂwC = b

y*(i*)c

0
[+1]

y que c es finica con esta propiedad.

s b : X— B(W) verifican que
(ﬂwC)dS = ﬂw(cds) = ﬂw(ﬁgcs) = (ﬂwﬁg)cs =
= (B*('§)mH,)cs = bdS . (para todo s :[ ,H] —
d

—_—> Og), Y por ser Xs-———Ji———>}{ epimorfa, se deduce

que WS = b.

Andlogamente,

(W*(i*)c)d, = ¢*(1*) (cdy) = ¥*(i*) (65c.) =



(w*(i*)ﬁg)cs = (5ST)CS = 5S(TCS)

I
)
o
1l
A

y por lo tanto, y*(i*)c = a.

(Se observa agui que w*(i*)s§ = 851 por definicién de
yr(i*).).
Veamos la unicidad: ﬂwc‘ =b

Sea ¢' : X —> W*OE(W) tal que v
*(i*)cl

]
V]

Como VY*(i*) es un monomorfismo y ¢Y*(i)c' = a = Y*(i*)c,
se deduce que <c¢' = c.
Esto termina de probar que mT es local.

Hasta ahora se tiene:

y* : Sh(E)——> & gue preserva colimites cualesquiera
y limites finitos

T o w*OE —> B morfismo local de anillos analifticos.

Vamos a probar ahora que mYy*(¢) = A, donde:

0+ A*(0_(U) ) —> 0
n /(hl,...,hk) E

l,...,



Recordemos que ¢ equivale al morfismo 7 On(U)

/(hl,...
-—)—>F(E,OE) dado por ¢r = p , donde r : on(U)—T’
e e oy k
— 0_(U) es la proyeccién al cociente, y
n "/
(hl,...,hk)

p: On(U) —T (E,OE) es el morfismo candnico.

r se puede pensar como una flecha r : Aé(On(U)) —_—

—> A% (0_(U) ) ycomo r : ¢_(U) >
R S n

—_— On(U)/ es un epimorfismo, entonces también
(hl, .o ,hk)

r : A’é(On(U))—> A%‘(on(U)/(hl,...,hk)) es un epimorfis
mo.

Por lo tanto, para probar que ry*(p) =N , basta ver que

(my*(p))r = Ar.

Como Ag(on(u)) w*(A*(On(U))) y Ccomo

colim [ ,H] ,

A*0_(U)
[ u) £, a%0_ ()

entonces:

Aé(On(U)) = ll/*(A*(On(U))) = colim v (H)
B
[ ,H]—>A*(0n(U))

Por lo tanto, para probar que @y*(p))r = A r, basta ver



que, para toda 8 : [ ,H] - A*(On(U)), se verifica:

(my*(p) ) xy*(B) = Ary*(8),

donde

v*(B) V(H) ——> y*(a* (0 (U))) = AE(On(U))

es la flecha natural al colimite.

B : [ , H] - A*(On(U)) equivale a un elemento
f e A*(On(U))(H) = On(U); osea, f : U——>C holomorfa.
Y B es la composicibn

llfll
[ ,Hl— 1 > A*(On(U))

Como y* preserva limites finitos, preserva objeto termi-

nal.
Por lo tanto, yY*(1) = 1 vy entonces, y*(f) es la composi-
cibn:
u i
v (H) > 1 > Ag(on<u))
donde ahora 1 es el objeto terminal de &§ y "f" es la

flecha can6nica deducida a partir de f£f.

O sea:



-184-

‘p*(B) = "fllu

Se tiene r"f" : 1 ——> A%*(0_(U) Esta fle-
&' 'n /
(hl""’hk)

cha es lo mismo que considerar r : On(U)-—a»On(U)

y como fe€ On(U), r(f)e 0 (U)/ » Y se deduce a
n (hyseeeshy)
k
partir de «r(f), una flecha: "r(f)" : 1 -—> A% (0_(U)
& n /(hl,..

), o sea,
hk)

« e oy

r"f" = "r(f)".
Por lo tanto,
ry*(B) = r("f"u) = (r"f")u = "r(f)"u
Por lo tanto, hay que probar que:
ay* (@) "r(f)"u = A"r(£f)"u

Sea a = r(f) a€ On(U)/

(hl""'h )

k
Hay que probar que:

w.’r*(‘p) llallu . k"a"u . (7)



)

aqui’ a = r(f) y l'all 4 l —_— A(’E(On(U)/(hl’.."h

k)
Es
A*(On(U)/ ) = colim [ ,H]
(hl"°"hk) o
([ ,HI=> A* (0 (U) ),
(hl""’hk)
w*A*(On(U)/ ) = colim ¥ (H)
(hll 'Ih].)
oL HS Ao O, )
(hll lhk)
Pensando a: [ ,H ]=> A*(0_(U) ) y llamando
"/ (h h, )
1’7"k
t, : V(H)——=y*(a*(0_(U) )) a la flecha natural
n "/
(hll Ihk)
al colfmite (t, =y*(a); « : [ ,H]=> A*(0_(U) )
* A P
es, Y*(p)t, =y*@)y*(a) = y*pa).
Sea s = 9o : [ , H] ~ OE
Pero
0p = colim ([ ,H] y y*0p = colim Y (H) ,
s s
[ H— 0 [ — o,
y la flecha natural al colimite, 65 : W(H)-———é-w*oE es

tal que g, = v*(s).
Entonces, se tiene:

Vre)t, = U*(s)

Il
=]
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Ahora bien, como a : | ,H]___a-A*(On(U)

)

" n 1’...
o
la composicién [ ,H] - 1 “"“‘*’A*(On(U)
entonces VY*(a) es la composicién:
‘Il u n " .
(H) > 1 >A% (0, (U)
g n-ly
(hll "Ihk)
(pues "a" : 1'——>A*(On(U)/ ) es "
(h1' ) o'hk)
luego,
y*("a) = (y*A*¥)a = Ax(a) = "a").
O sea:
t, = ¥*(a) = "a"u.

Por lo tanto:

VE () "au = (o)t = B _

Entonces:

w*(‘p)nanu = ”ﬁs

Pero por definicién de 7, es

"ﬁs =7, = B*(s)my.

es



-187-"

Se tiene entonces, que #Y*(p)"a"u = B*(s)mH.

En resumen, el miembro izquierdo de (7) es:

B* (s)my,
donde s = ¢a : | ,H]-——*OE.
Por otra parte,
"a_n )\
1 —)AE(On(U)/ ) —>B
(hlloo-’hk)
eS "k(a)"

1 ———>B

donde
A0 (U) ~ > B, = B(1)
n / 1
(hl,...,hk)
y A(a)e B, equivale a "Aa)" : 1 —B.
Por lo tanto, el miembro derecho de (7) es "A (@) "u.

lo tanto, hay que probar que

B*(s)my = "Aa)"u (8)

donde @ r(f)

S = Ya.

Por
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@« : [ ,H] - A*(0_(U) )
n /(hl,...,hk)

¢t A*(0_(U) ) — 0

/ E
(hl,...,hk)

y es claro que Ya = v(a)/H; donde ahora, a GOn(U)
(h 2 ® o o
1

;9:0_(U) >T'(E,0.) y ¢(@)e I'(E,0.)
" by, ey E E

es una seccidn global del haz 0

. ,hk)

B
O sea,

S =¢(a)/H .

Por lo tanto, pensando s : (H,0 )————>(C,Oc), s es la

composicibn
1 v (a)
_—
o sea, s =¢(a)i. Por lo tanto, B*(s) = B*(¢ (a))B*(1).
Pero
B*(i) : ZB(hllv,...,hklv)C——>ZB(hl,...,hk) (H = VNE)
es el morfismo candnico Jy-

Entonces:

BX(s)m, = B*(# (@) (ymy) .
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Recordemos que

V(H)

Y
[

es un pull-

o [
My A back en & .

Y
) %_)ZB(hl’ e o o ,hk)
v

Z2,(h

B ,.c.,h

lIV klv

Por lo tanto, B*(s)rnH = (B*(p(a))"A")u.

Por lo tanto, para probar (8), basta ver que:

B*(p(a))"A" = "\ (a)" (9)
Es:

p(a) = ¢ (xr(f)) = p (f)

donde p (f) es la seccibn global del haz 0 dada por

E
f Gon(U); (ya que yr =p).
Pensando p (f) : (E,OE)-———>(C,O¢), p(f) es la composi-
cibén
i (£,£*)
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o sea,
por lo tanto:

pP(f) = (£,£%)1 ;

B*(v(a)) = B*(p(f)) = B*(f,£*)B*(i) = B(f)B* (1)

donde B*(i) : ZB(hl,...,hk)C———>B(U) es la flecha natu-

ral de egalizador

Bf : B(U) —B.

Ala) = (Ax)(f), con Ar : On(U)—->Bl.

"A"E Bl(U), o°'si se gquiere a

Por otra parte,
Pero, Ar equivale a

"\" : 1 —>B(U), que a su vez define "A" : 1 —>Zy(h;,...

ooo'hk)o

(Recordar que

Z.(th,,...,h ) &——>B(U) ).
B 1’ 'k B* (i)
Por lo tanto

B*(so(a))"k“ = B(f) (B*(i)")\") - B(f)")\"



donde ahora, "A" : 1 —» B(U).

Pero "A" : 1-—> B(U) , provenia de considerar

Xr:On(U)——>B , O sea

1

)\reBl(U), o sea Ar : 1 —>B(U)

o sea, por definicibn, era "W" = "\r" (recordar def de
"A" al principio del teorema).

Se obtiene entonces que

B*(p (a))"A\" = B(f)"Ar" con Ar : 1 — B(U)

adem8s, A(a) = (Ax) (f) = Bl(f) (Ar) donde Ar : On(U)—> Bl

o )\rEBl(U).

Por lo tanto, para probar (9), basta probar que

B(f)"Ax" = “Bl(f) Ar)"

Sea w = Ar; w € Bl(U), o bien "w" ¢ 1 —> B(U)

B(f) : B(Uy—— B

Hay que probar que

B(£)"w" = "B, (£) @)"
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B(f)"w" : 1 —>B estd dada por el elemento: ("Lema de Yo-
neda")
(B(f)"w")l(idl) = B(f)l(“wi(idl)) = B(f)l(w) =

Bl(f) (w)

que es justamente, el elemento que define "B, (f) (w)".

Esto prueba que

B(f) llw" = llBl(f) (w) n
Esto termina de probar que TY*(p) = A
Vamos a probar ahora la unicidad de (y*,m).

Sea

wi : Sh(E) ————> & (imagen inversa de un morfismo

geométrico)
' wioE ——> B (morfismo local de anillos a-
nalfticos)

tal que ﬂ'¢I(¢) = A .

Se puede probar sin dificultad el siguiente hecho general:

Sean Bl y B2 anillos analfticos en una cierta categoria
& con lfmites finitos, y sea 7 : Bl-——> B2 morfismo

de anillos analiticos.
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Sea U abierto en ¢n , n>0, vy hl"”’hk holomorfas en

U. Sea E = Z(h1'°"'hk)'

Entonces, existe una finica flecha ng ZB (hl,...,hk)———>
1

— 2 (hl,...,hk) tal que el cuadrado

B,
C ~
ZBl(hl""’hk) - 7Bl(U)
11
|
|
: nE nU conmuta.
!
|
Y
C ~
ZBz(hl""'hk) ) ’»BZ(U) (10)
2

ademds, si 17 es local, y H es abiertoen E, H = VNE

con V abierto, VCU, el cuadrado:

Jp
z (. ,...,h, )e—1 S32 (h,,...,h)
B, M1y K|y B, M k

(11)

es un pull-back en &.



Continuamos ahora con la prueba de la unicidad de (y*,w).
Se tiene w' : wioE ——— B morfismo local de anillos ana-
liticos.

Se tiene que, por (11)

1
Z * (h 'o-o'h );)Z (h 7 o oo h)
1% 1llv Kly vi0g 1 Tk
1
ﬂH ﬂé (12)
Y 32 Y
Z_ (h yeessh ) & >2Z . (h,,...,h )
B 1|V kIV B'1l k

es un pull-back en &.

Ahora bien, 1id,, : U — U, induce una seccidn global del

U
haz OE(U), a la cual 1llamamos id : [ ,E] - OE(U).
Se tiene
[ ,E]
s
//
gilid* -
// id
s
s
//
oz (h1I0-o'hk)
%)E(hl""'hk)c_—:;;—>(%(U) > 0 egalizador.
0



donde hjid : [ L,E] —> 0g es la seccién global del haz

OE dada por hj' Por lo tanto, hjid = 0.
Se deduce entonces que existe una finica id* : [ ,E] *'ZO (hl’
E
""hk) tal que g id* = id.
9
Andlogamente, si Z. (h PR o ) E———>0_(V), y si
OE 1|V kIV E

id [ ,H] - OE(V) es la seccidén en H del haz OE(V) da

do por la idV : V>V (H=VNE), se deduce que existe una

inica:
id* : [ ,H]— 2. (h yesesh ) tal que
O 1y kv
q, ig* = id.
Se puede ver que
Gnica
[ ,H] [ ,E]l =1
es un pull
1a* ia* -back en
Sh(E) .
\ 4 Y
z, (h resersh y)¢—on—>2 . (h,,...,h )
OE lIV kIV i 0E 1 k

Aplicando wi que preserva limites finitos, y por lo tanto
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preserva pull-backs y objeto terminal, se obtiene que:

Gnica
¢I(H) > 1 (objeto terminal de &)

Y3 (1d%) y%(id*)

Y

wi(ZOE(hl ,+..sh )C——;wI(ZOE(hl“..,hk))

r
| v K|y

es un pull-back en &.

(h 7 ® ® 0 'h )
Hy Klv.
E “|v | v 0

es egalizador vy ¢I preserva limites finitos, (por lo tan

to preserva egalizadores), se obtiene aplicando wI , que:

(h ,.o.,h )

v kIV\,w .

vy(Z, (h reeoh ) EC——Y*0 (V) 2
1%y K v 1% — Y10k

es un egalizador en &.

Por lo tanto,

wI(ZO (h1 reees

))
E |V K|y

=Z (h '-o-,h ).
Vil liv K|y
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Andlogamente, wI(Z (hl,...,hk)) = ZwIOE(hl,...,hk).

Og

Se tiene entonces que:

Gnica

V% (H)

Y
=

$;(id*) v (ia%)

Y \}

hk )€
. — * -
| v Jl-wl(l)

Z* (h F 2K B IR A >Z (h 'o.a[h)

es un pull-back en &.

Juntindolo con el pull-back (12), se obtiene que:

inica
* >
wl(H) 1
nﬁ¢{(id*) wé¢i(id*)
\ Y
Z_(h PR o ) &— >z (h,,...,h,)
B lI v kl v j2 B'1 k

es un pull-back en & .
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Vamos a probar gque ﬂé ¢i(id*) = "A"; AT 1-—a-zB(h

gree-
...,hk). Recordemos que
C il
Zygo, (ys e ooy > Y*0L (V)
wé nﬁ conmuta
v 12 Y
L 5
ZB(hl,...,hk) > B (U)

y que i"A" = "\" : 1 —B(U).
Por lo tanto:

iz(ﬂ'E':\l/J*_(id*)) = (izﬂé)\l/i(id*) = (ﬂ['Jil)dl’i(id*) =

= (mj¥1(Q)) ¥y (id*) = Tovi(q id*) = 7l ¥y (id) (13)

(donde wi(q) =1, por ser ¢I(ZOE(h1,...,hk)) =

=Z* (h po.o,h))-
Vi 0p 1 k
Recordemos que pU(idU)GIWE,OE)(U) es la seccién global
del haz OE(U) dada por idU ; O sea, pU(idU) = id.
id : [ ,E)=> 05(U) .
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Se tiene w;(id) : 1l — wIOE(U), que verifica:
(V3(id));(id)) = (Vf(p,(idy))) (id)) = (or = p) =

= (Wl lry (1)) (id)) = (Wiv), (x

o)1 (ryddy)) =

U U
= * i
W39, g (rylddy)).
Aplicando «' a ambos miembros se obtiene:

1 GCEEA) [ (Ed))) = m) (We) | lrglidy))

Se sabe que ﬂ'wi(w) = A.

Por lo tanto,

T!(Y*), = A A: 0_(U) > B
1'"17 71 n / 1
(hlr 'Ihk)
Entonces:
w]'_(w"lﬁp)lr = Ar = A on(U)—-rBl

y por lo tanto:

"i,uwi"’)l,u(ru(idu)) = RU(idU) = ANE Bl(U)
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Se obtiene entonces que:

wi,U(W{(id)l(idl)) = AE Bl(U) , O sea

(ﬂﬁwi(id))l(idl) = A € Bl(U);

de donde se deduce obviamente, que

ﬂt']\lli(id) = "\" : 1 —>B(U)

Por lo tanto, por (13) se tiene que:

iz(ﬂéwi(id*)) = W&WI(id*) = "\" : 1 —> B(U)

O sea:

i, (mpy%(ia%)) = ip"\"

donde ahora "A" s 1 —> ZB(hl,...,hk).

Como 12 es un monomorfismo, se deduce que:

"éwi(ld*) = m"

Se tiene entonces que:



Gnica

v (H) = ¥*(H) > 1
es un pull-
] ‘~ " " baCk en 8 .
WH¢1(1d*) A
Y 4
C N
ZB(hllv,...,hklv) fZB(hl,...,hk)

Ja

Recordando la definicién de V(H), se obtiene que Wl(H) =

= Y(H) en & (para HCE). Ahora bien, por preservacién de

colimites, se deduce inmediatamente gque

¥} = ¥*  (y también mg = 7V (1d%))

Vamos a probar que T!' = ® ,
Sea W abierto en Gm. Por definiciébn, "W es la Qnica
flecha tal que w8 _ =7  para toda seccibn s :[ ,H] -

- QB(W), 85 : Y(H) » w*OE(W) es la flecha natural al coli
mite, y es 65 = y*(s).

Ademés,

v, = B*(s)my = B*(s) (¥} (ida%)) =

(B* (s)7 ) ¥* (1d*)
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Es f&cil ver gque

Z (h , -«e,h ) > (Y*0_) (W)
og 1y Klv.  roprs) T E
ﬂﬁ ﬂ&
v Y
Z_(h sesesh ) » B (W)
By K|y B*s

conmuta.
Donde WEOE preserva cubrimientos ya que OE preserva cu-
brimientos, wi también y por lo tanto tiene sentido
* *
(V30E) *(s)) .

Se tiene entonces que:

Vg =y (W20.) * () ) Y% (1d*)

T ((W20L) *(s)¥*(id%)) = (usando que V¥, = ¥),,

I
"

T CWr0 ) * (s)w* (£a%)) = wl (W* (0 (s))w*(fa%)) =

= T ¥* (0% (s) ia%) (14)



Se tiene S (H,OH)—————>(W,OW), y COmo OE

mientos, se tiene

0%(s) zZ, (h reee,h ) —> 0 (W)
E OE llv k!V E
ademds
ia* : [ ,H] —> 2. (h, ,...,h, )
0E 1|V kIV
Supongamos que la seccién s viene dada en \ por

fa:Va'—>'W, con V DUVaDH (H = VNE).
a

Se tiene que

Ay
(h ’ h y————>»72. (h

z .
1 Tk 0
E v, lv, E

)

,-oo'h
0 lIV le

es epimorfa efectiva en Sh(E); ademds, la familia:

ba fo

Z (h ,-.-,h )L_éo (V )L——>O (W)

OE lIV le E '« E
es compatible, y entonces existe una finica 7 : ZO (hll r oo

E \Y

...,hklv)——*>0E(W) tal que Ta, = f,by ¥ @ . Por defini
cibén, es OE(S) =17,
Sea Ha = Hr1V&.

Es claro que

preserva cubri
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~

- %* - ,~*
id /[ ) aa:Ld ’

O sea que,

[ rHa] — !H]
id+* fé*
Z (h ,o-o,h );——>Z (h ,.-.,h )
B My, % vy g " 1ly kly
conmuta.
Se tiene:
*(c) iG = ' -
Os(.:) 1d*/ OE(S) (aald;)
[ ,H]
= (0f(s)a,)id} = (ra,)id* =

(fyby)id} = £, (b,id¥) = £,ig,

donde idy : [ ,H, ]~ 0.(V,).

Por lo tanto, Qxfam | ,ﬁa] - OE(W) es la seccién de

~

OE(W) en H, 2 dada por £, . O sea: f,id, = S/[ . f
" a

[ Bol> 0, ).



Esto prueba que O*(s)fa* = ara tod «@
P q E A rHa] s/[ . (p odo )

y como H = Ua H, , se deduce que

* Tk —
OE(S)ld s
Por lo tanto, por (14) se tiene:

T = TaVE(s) =7

, .
s WBS para toda seccién s.

Por lo tanto, por definicién de "W' se obtiene que ﬂ& =T
(para W abierto en Cm , m=20).
Esto termina de probar que #' = m,.
Queda probado el teorema 5.2.
Vamos a calcular ahora el espectro de un retracto de un co-
ciente.
Sea A un retracto de un cociente. Se tiene una retraccién
- T . . —_— )
w 3 On(U)/(h o) A; y sea Vv A (/n(U)/(h .
ll 14 k ll' .
tal que wv = id,. Recordemos (ver 4.5) que
. .,hk) A o
i(vw)
(X,,0, ) es el egalizador en £ de (E,0_)___ 2 (E,0.).
A XA E id E

5.3. Proposicién.

El espectro de A es el topos de Grothendieck Sh(XA) jun-

to con el anillo analfitico 0 en Sh(X.).
XA A
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Demostracién
Sean:
i) = (1,8) : (Xpr Oy ) (B, 0p)
i(v) = (gm)  (E,0p) —> (XA'OXA)
Sea Yo d on(U)/(hl,...,hk) >F(E,0E) el morfismo cans-

nico, (vor(t) es la seccibn global dada por t), y sea

T @ F(E,OE)————> F(XA,O ) dada por "proyectar el co-

X
A ciente"

vale decir, si SE P(E,OE) estd dada por £f alrededor de

un punto i(x), con X€ X, , entonces 7 (s) estd8 dada por

A
f alrededor de x. O sea 71 (s)(x) = ?; si s(i(x)) =
= fi(x) (donde fx indica la clase de fx segln el ideal
que define OXA,x y fi(x) indica la clase de f(i(x))
segln (hl,x""’hk,x))'
: O
Observemos que TY, On(U)/(h) F(XA,OXA) es tal que
Twor(t) es la seccidén global de 0x dada por t.
A

Por lo tanto, (T¢or)U(idU)€ F(XA,OXA)(U) es la seccibn

global dada por idU.

= . -
Sea ¥ Tvov : A F(XA,OXA).
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¢ equivale, por supuesto a un morliismo A*p - ox , al
A

cual llamaremos tambié&n ¢ , donde A*a es el haz constan-

te. Por ser (Twor)U(idU) la seccién global de Ox dada
A

por 1dU,

((re ) (id,) € T(X,,0, ) (U)),
A

equivale a la inclusién (XA,Ox )C————a-(U,OU), se obtie
A A
ne que Ty es la inclusién (X_,0. )&——»(E,0n) O sea:
o A" X E
A - A
T, = i(w).

Por lo tanto, por 4.2

N — -
Ty vw = i(vw)‘rspO = i(vw) i(w) =

i(av)i(@) = i(@) (L(V)i(@)) = i(W)i(vw) =

i (W) i (@v) i(a)i(IaA) = i(a)i(idﬁ) =

i(®)id i@) = 7o
i = =
(XAIOX.A) (o]

Por lo tanto, fwovw = 1¢0 ; O sea Yw = T¢O .

Sea B un anillo analftico local en un topos de Grothendieck

& , junto con un morfismo A : A*A — B,



Hay que prcbar que existe un finico par (g*,m), donde
g* : Sh(XA) - & es la imagen inversa de un morfismo geo-
métrico, m : gq*0)y, —> B es local, tales que Tmqg*(y) = AL

A
A equivale a un morfismo A : A —>TB.

Sea A_ = Aw : U > B.
° On )/(hl,...,hk)

Por ser Spec(0_(U) ) = 0 (por 5.2), junto con

n "/ (n h,) E

lpoa-’ k
. ) .

Y On(U)/(h .——>. ) I"(E,OE) existe un Gnico par

17°° """k
(p*,8); p* : Sh(E)—> & imagen inversa de un morfismo geo
métrico, 0 : p*OE——> B local, tal que 0p*(cpo) = )\o.
Se tiene i(v) = (g,n) (E,0_) ——> (X,,0, ), donde

E A XA

: E —m> xA es continua. Por lo tanto, se tiene

g
g* Sh(XA) ——> Sh(E); ademds, 7 : g*0,——>0 ( o sea,
XA E

0 ).

€ : —>
para cada p€E ,np OXA,g(p) E,p

Adem&s, 7N preserva el "valor" de las secciones (ver [4] )

. . -
lo cual dice que ﬂp OXA,g(p) OE,p es local, para

cada Pp€EE.

Es f&cil ver entonces que, n: g*Ox—> 0 es local, y co

A

mo p* preserva limites finitos, p*7n: p*(g*OX )—>p*0E
A

E

es local.

Se tiene entonces que ¢ p*n = p*(g*OX )—> B es local.
A

Sean g* = p*g* : Sh(XA) — & (imagen inversa de un mor-



fismo geométrico), @® = 6Op*(Mm) : q*Ox —> B, morfismo lo-

A
cal de anillos analfticos.
Vamos a probar que 7 g*(v) = A.
En efecto:
Tg*(p) = (0p*(n))p*(g*(¥)) = 6 p*(ng*(¥)) (1)

vamos a calcular ng*(¥) aqufi, ¢ : A*xp—> Ox + por lo tan

A
to, g*y A*A-——*-g*ox (g*A* = A*), Entonces
A

ng*y : A*p —> OE equivale a un morfismo:
£ : A ————>F(E,0E)
Dado a€A, es vy(a) GF(XA,OXA).
Pensando g*y : A —> r‘(E,g*OX ) vy es, para p€E,
A
((g*v) (a)) (p) = ¥ (a)(g(p)) (a€An)

Ademds, se puede pensar

n F(E,g*Qx )—————>IWE,OE) dada por:

A

(m(s))(p) = n_(s(p)) (PEE, s€T(E,g%0, ).
P Xp



Esta composicifn: ng*y es ¢ .

Por lo tanto, es

(§(a)) (p) = np((g*v(a))(p)) = 1'Ip(‘t’(a) (g(p)))

Vamos a probar que ¢§ = PV s A-——4>F(E,OE).

Como wr : On(U)————a-A es un epimorfismo, basta ver que
twr = PVwr : On(U)———>P(E,OE)

Pero ((wr(t)) (p) =ﬂp((Wr(t))(g(p))). Como ¢w = Ty¢ _,

es pwr(t) = Twor(t) = seccibén global de (XA,Ox ) dada

A
por t.
Por lo tanto,
wr(t = t
(fw r(t)) (p) 1?p( g(p))
Luego, hay que probar que (Wovwr)(t)(p) np(Eg(p)) para
te On(U), pPE€E.
S L= A
En efecto, observemos que PV = 1(v)v7o (por 4.6).

N .
Pero ¢o : (E,OE)-————4>(E,0E) estd dada por Opor)U(ldU),

que es la seccibén global dada por idU. Por lo tanto,

? = id N L (3) = 1
¢0 =1 (E,OE) y entonces wov = 1i(v) = (g,n); por lo tanto,



(¢ovwr)U (idU) EI"(E,OE) (U), equivale a la flecha:

(E,OE)—————é-(U,OU), que es la composicién:

(g,n)
(E,OE) ———— (xA,OXA)C—> (u,0..)

Por lo tanto, para Pp€E, si 5 es una extensién local de

g alrededor de p tal que np.(E (tg)p. (para p'

g(p'))

en E alrededor de p), es:
- ' — ~
((*/’var)U (1dU)) (p') = Ipt

Entonces, por el lema de Yoneda, es:
(~Povwr)(t) = (I'(E,04) () ((wovwr)U(idU))
y por lo tanto:

(¢ vwr) (t) (p) = (tg)p = np(tg(p))

queda probado entonces que £ = wov

Por lo tanto, en (1) es:



Tg*(¥) = Op*mg*(p)) = Op*() = Op*(‘POV) =
= 0p*(¢o)p*(v) = A _p*(v) = Aw p*(v)

aquf, p* ¢+ Sh(E) —> & vy es

v o3 A*A—>A*(0n(U) )

/
(hl,...,hk)

como p*A* A* , es p*(v) : A*A-—4~A*(On(U)/ )
(h

1’ooo,hk)
donde ahora A* es el haz constante (en & ).
Por lo tanto, p*v = p*A*v = A*v , equivale a v : A —>

—> 0_(U)
n

(hl,...,hk)'
Por lo tanto:
Tq*(@) = Aw p*(v), equivale a Awv = A idy =2A.
o sea, Tg*W®) =N .

Vamos ahora a probar la unicidad.

Sean

Q
[

Sh(&A)—-——> & imagen inversa de un morfismo

geométrico

To: qiox —> B morfismo local de anillos ana

liticos.
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tales que wlq*(w) = A,

Consideremos i : XAC——->E. Se tiene i* : Sh(E)——)Sh(XA).

Sean:
p{ = qu* : Sh(E)—> & imagen inversa de un morfismo
geométrico.
Recordemos que es: i) = (i,9) (X,,0, ) —> (E,CL); ¥y
A'TX, E
R . * . ik —_
sea: 01 2 miaf $ . Como ¢ : i 0E QKA es local (al

igual que 7), y qi preserva lfmites finitos, qi o :
*q % 1 =
qyi OE-—————> qioxA es local y es qil*OE piOE . Se

tiene entonces que:

- %*
01 : ploE - B es local.

Vamos a probar que 61 pi(wo) = A

o
Es:
0,p3(v) = (wlq{(¢)) qy(i*(e)) = qu{(¢i*(¢o)) (2)
Se tiene ¢i* (v ) A* (0 (U) ) —> 0 , que
° "/ (hy, b)) Xa
equivale a un morfismo v : 0_(U) > (X,,0, ).
B (hyse by AT Xy
Para b € On(U)/ , es wo(b)e F(E,OE). Por lo

(hl,...,hk)
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tanto ¢o(b) define una seccién de s en i*OE , dada por:

s(x) = (¢ (b)) (i(x)) para x€X, ; finalmente, pensando

¢ 2 (X, i%0g) ——> F(XA,O ), dada por:

Xa

0 )

(@) () = 0, (sG0) (8 = ({¥05), = Op 47 Oy x

se obtiene que esta composicién es Y . Vale decir:
(7(b)) (x) = ¢ _(s(x)) =& (v (b) (i(x))).

Pero claramente, T: I"(E,OE) ——>1"(XA,OX ) verifica que
A

T(0)(x) = ¢x(0(i(x)) para o€ I‘(E,OE), XE X .

Por lo tanto, 7Y(b)(x) =7 (wo(b)) (x) para x€ XA'

bed_(U) .
n /
(hl’..l,hk)

Esto prueba que 7 = 7Ty o Por lo tanto: ¢ i*(cpo) equi

vale al morfismo Two : On(U)/ —> F(XA,OX ).
(hl,...,hk) A

Por lo tanto, en (2), obtenemos:

* = * = * -
0191(“’0) wlql(wo) "1q1(""")

= 71,9 (Mai(@ = A qi (@)
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Pero w : 0_(U) > A equivale a
"/ (n h, )
1,.0., k
w : A*(0_(U) , ) > A*p
R T
1 k
y es:
* . A% —> A%
qy @ : a (On(U)/(h . )) A*A
17 by
qIA* = A* (en Sh(&))
Y qu = in*w = A*w = w o sea, qiw equivale
a w,
* = =
Por lo tanto, 01p1(¢0) Aw ko.

Luego, por la unicidad de (p*,f0), se obtiene que pi =

y 01 = 6.

Por lo tanto:

Por lo tanto:
q* = p*g* = gqji*g* = qj(gi)*

Pero i(Vi@ = i(ve) = i(aw) = id , O sea:
A

p*
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(gm)o(i,g) = iad

(X, .0y )
A XA
c _ . Yk o= g
Por lo tanto, gi 1dx y entonces (gi) ldSh(X y Se
A A
deduce entonces que q* = qI .

Adem&s, es 6 = ﬂlqi(¢) = qu*(w). Por lo tanto:
"1q*(¢)p*(ﬂ) = 0 p*(n) =7 (3)
Se tiene:
p* = pi = qii* = q*i* = (p*g*)i* = p*g*i* = g*i*
Por lo tanto:
q*¢p*n = q*(P)q*(i*n) = g*(¢i*(n)) (4)

Pero: di*(n) : i*0, ) = Ox'———> 0x

A A A

X estd dada por:

T * = - 7 %
Para xGExA, es (i n)x ni(x) ; entonces (¢i (7?))x es
la composicidn

i(x)_ X

3 -_—+
X Ell(x) X ' X



Como (g,mn) (i¢) = id

- , Se obtiene que
(xA’Lx )
A
¢xni(x) ig, para x € X, .

XA,x

Entonces, (¢i*(n)), = idg, o para x€ X, . Por lo tan-
A’
to: pi*(n) = idox Obtenemos entonces, por (4), que:
A

q*(@)p*(m) = q*(Bi% (M) = q*(idoy ) = id_y ¢
A

Xa

Por lo tanto, por (3), obtenemos que:
= * * =
T = ma*(é)p*(n) T, -
Esto termina la prueba de la proposicién 5.3.

5.4. Observacién.

Consideremos en Agg , la categoria dual de anillos anali-

ticos de presentacién finita, la siguiente topologfa de Gro
thendieck:

Ra-———————+> A € cov(d)
(¢ €ET)

si y sbBlo si existe un cubrimiento abierto U, ( € I) de
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un abierto U vy existen push-outs

0, (0) ——— 0_(y,)

l para cada a €T
Ay

Se desconoce si esta topologfa es subcanénica, vale decir,

>

S
re

si las familias A, > A son epimorfas efectivas. Se

puede ver que esto equivale a que si 2 E,Apf , entonces

AZ I(X,,0. )
A XA

Esto dirfia, por ejemplo, que On(U) = P(E,OE),

/(hn h )

1'°°°"""k
lo cual, en general se desconoce. Sin embargo, se tiene
el siguiente resultado, obtenido en colaboracién con A.

Dickenstein y C. Sessa.

Cuando un objeto A € Apf tiene una presenta
cibn, vale decir A = (_(U) , tal que E =
R (n h )
1’ 'Ik
= Z(hl”°"hk) tiene una base de entornos Stein (ver [5]),
entonces se puede probar que A = F(E,OE). En primer lugar,

es facil ver que si se toma un abierto U, Stein tal que
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UDU_DE, entonces A = (¢ (U) ; vale de-
o n /
(hll ’ -oo’hkl )
Uo Uo
cir, se puede suponer directamente que U es Stein.
Sea ¥ on(U)———> B tal que sP(hi) =0, 1<i<k. Sea
p: On(U) —>I"(E,OE) el morfismo canfnico; vamos a probar

que existe una finica ¢ = I"(E,OE) ——> B tal que ¥p = ¢ .

Esto dird que T (E,0.) = 0_(U) Para s €
E n "/ (n h, )
l’ooo, k
€ I"(E,OE), existe f EOn(U) tal que p (f) = s, (por ser U
Stein) y se define ¢ (s) = ¢ (f).

Esto esté bien definido, ya que si s = p (g) con g€ On(U) '

entonces p (f-g) = 0, vale decir fp-g G(hlp,.. h, ) pa-

P " kp

ra todo p €E.
Por lo tanto, por ser U Stein, se deduce que
)

f-g € (h .,h

1" k

y como *P(hi) = 0, se obtiene que

¢ (f-g) = 0, o sea ¢ (f) = ¢I(g).

Ademé&s se puede probar que si s€ T (E,Og) (W), con W abier
to en €, entonces ¢ (s) EB(W).

En efecto, s =p (f) para cierta £ EOn(U), y COmo
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SEF(E,OE) (W), se obtiene que f(E)C W. Luego, existe un
abierto V tal que ECVCU, tal que £f(V)CW. (por ser f£
continua) .

Por el lema de Yoneda, existe b€ B(U) tal que ¢(t) =

B(t) (b) para tGOn(U). Como W(hi) = 0, es B(hi)(b) =

=0 (1<i<k), vale decir bE ZB(h hk). Pero por

17
(2.10), ZB(hl,...,hk)C B(V). Por lo tanto, b€B(V), y co
mo f£(V) CW, se puede pensar flV : V> W y es ¢(f) =

= B(f) (b) = B(fl v) (b) . Como B(flv) : B(V) —» B (W), se ob-
tiene que ¢(f)EB(W), o sea ¢ (s)EB(W).

Finalmente, se define ;W , para WC ¢? del mismo modo;
queda por probar que &; es un morfismo de anillos analfiti-
cos:

Sea g : W > ¢C holomorfa; supongamos que W C C es abier

to, hay que probar que

*

W [‘p
> B

B(qg)

6

B (W)

conmuta. Sea seF(E,OE) (W); sera s = p(f) con fGOn(U),

y de nuevo, f(E)CW, y por lo tanto existe V abierto tal
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que ECVCU, tal que £f(V)CWw.

* = p! .
Es g*(s) p (goflv) donde p' : On(V) - [ (E,0p) es el
morfismo candnico. Por otra parte, existe té& On(U) tal
que g*(s) = p(t) y por definicidn es ¢(g*(s)) = ¢(t) =

= B(t) (b), ademé&s, ‘;’w(s) = ¢ (f) = B(f) (b), y por lo tanto,

B(g) (¥(s))

B(g) (B(£f) (b)) = B(g) (B(fi y) (B)) =

B(gofl V) (b) .

Por lo tanto, hay que probar que B(t)(b) = B(g°f|V) (b).
Como por hipStesis, E tiene una base de entornos Stein,
existe un abierto Vo Stein tal que ECVOCV, y de nuevo,

por (2.10), bEB(VO). Por lo tanto, es:

B(t) (b) = B(t|y ) (b);
o

B(g°f|V) (b) = B(g°flV ) (b)
O

Ademés,

g*(s) = p'(g°f|v) = p" (g°flv )
o

g*(s) p(t) = p"(tlv )
(@)
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donde p" 2 On(VO) - F(E,OE) es el morfismo candénico.
Por lo tanto, p"(goflv )y = p“(tlV ), lo cual dice que pa-
o o

ra todo p€E, (g,.f Y. - (t )..&€th, ,...,h ), como V
lv.'p lv.'p 1p kp o

'o--,hkl\r )I
o

o sea, gof -t = o. h, con o.€0_(V_ ).
|Vo |Vo i=1 i f|V 1 n o

es Stein, se deduce que g°f|V - q\] e(h1
" o o) |VO

o

Evaluando en b y teniendo en cuenta que B(hi ) (b) =

| A

= B(hi)(b) = 0, se obtiene que B(gof,V ) (b) = B(tlv ) (b).
o o

Esto prueba que ¥ es un morfismo de anillos analiticos. Es
claro que ¥P = ¥ vy que ¢ es finica con esta propiedad,
pues P es suryectiva.

Entonces, se prob6 que

L (E,0) = g, (U, = A

(hl""'hk)

Pero sabemos por (5.2), que Spec A = ( vale decir, en

~e

E
este caso, se obtiene:

I' (Sepc A) = A.
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