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Introducción

El objeto de este trabajo consiste esencialmente en plantear

la problemática del cálculo holomorfo para álgebras de Banach con
mutativas en términos de la teoría de haces analíticos.

En esta formulación resulta natural comparar las nociones de

espectro simultáneo sp(a) y espectro analítico sp(a,1), este últi
mo considerado comoel conjunto de inexactitud del complejo de

Koszul asociado a la n-upla (a1,...,an). Se da un ejemplo en C2
en el cual ambasnociones difieren, conceptualmente mas sencillo

que el ejemplo de Taylor en C5.

Por otro lado se introduce el haz estructural A en Cn aso

ciado a una n-upla (a1,...,an) e An; este haz -analítico pero
rara vez coherente- resume en sï toda la información sobre la

n-upla en cuestión, y brinda un marco adecuado al estudio de la

denominada "propiedad de extensión única" y presumiblemente al

estudio de las familias descomponibles de operadores.



CAPITULO I

Introducción

En este capítulo introducimos en primer término la no

ción de "propiedad de extensión única" ("p.e.u.") de una

n-upla a = (a,...,an) de elementos de un álgebra de Fréchet.
La teoría de e-producto y de nuclearidad nos permitirá tener

una extensión del teorema B que nos dará definiciones equivg

lentes de la "p.e.u.".
En segundo lugar introducimos la noción de espectro de

un elemento x del álgebra "respecto" de la n-upla a = (a1,...,an)
y probamos algunas propiedades interesantes de este conjunto.



1. s-producto

Sea E un espacio topológico localmente convexo, E¿ el dual de
E con la topología de la convergencia uniforme sobre compactos

de E.

Definición 1.1.1. Sean E,F espacios localmente convexos, llama

mos e-producto de F y E al espacio F e E = L(E¿,F) = {f:E¿ + F

lineales y continuas}.

Observación 1.1.2. Si i:E + (E¿)¿ indica 1a aplicación iCx)(v) =

= vi) y f*:F¿ + (E¿)' es la aplicación f*(w) = f°w para

f e L(E¿,F), entonces el teorema de Mackey (ver [1] ) asegu
ra que i es un isomorfismo, con lo cual el morfismo

h:L(E¿,F) + L(F¿,E) definido por th) = i'1°f* es un isomorfismo.
Resulta así E e F a F e E canónicamente.

Lema I.1.3. Sean E un espacio de Frechet y U un abierto de Cn.

Si para f e C(U,E) definimos 0Cf):E' + C(U) como 0(f)(w) = w°f

entonces

a. 0(f) e C(U) e E

b. 0:C(U:E) + C(U) e E es un isomorfismo.

Demostración

a. En primer lugar, es inmediato que 0(f) es lineal. Veamosen

tonces que GCf) es continua. Sea K C U compacto; si K1 = f(K)

(compacto en El, resulta que supIBCf)(w)(z)l = suplm°f(z)l =
26K 26K

= sup Ivill.
XeK1

b. La inyectividad de 0 no presenta problema alguno. Analicemos

entonces 1a suryectividad. Sea F:E¿ + C(U) lineal y continua.

Resulta entonces que las aplicaciones F*:C(U)¿ + (E¿)',

i'1:(E¿)' + E y ózU + C(U)¿, esta última definida por



¿(z)(g) - ng), son continuas. Si definimos f:U + E como

f = i'1°F*°8, tenemos que f e CCU,E) y 0(f) = F. En efecto,

duaweBuacflw)u)=v%u)=wcfln)=wüfihfiw(n)
= w(i"(1=*°s (zm = (P*°8)(z)(w) = F*(scz))m = scz) (nop)
=¿mmm = mom).

Lema 1.1.4. Sea f e c°°(U,E) y sea omo») = sp°f e c°°(U). Si

consideramos en Cm(U)la topología de la convergencia uniforme

de 1a función y sus derivadas sobre compactos de U, entonces
tenemos:

a. ecf) e c°(U) e E

b. 0:C“(U,E) + CQCU)e E es un isomorfismo.

Demostración

a. La linealidad de 0(f) es inmediata. Veamosentonces 1a conti

nuidad: si K C U es un compacto resulta que

33%|D°(0(f)(w))(z)| = :3? ID°(v°f)(z)| =
= sup IvCDaf(z))I < sup Ivi)l, donde K = {D°f(z), z e K}

26K XGKa a
(compacto de E).

b. La inyectividad se demuestra trivialmente. Estudiemos entonces

1a suryectivídad. Sea F:E¿ + C°(U) lineal y continua, si

j:Cm(U) + CCU) es la inclusión entonces j°F e LCEé, C(U)) y

el lema 1.3 asegura que existe f e CCU,E) tal que F(w) = w°f

para toda w e E'. Veamos que f e Cm(U,E).

Pensando a U como abierto de R2n(z e U, z = (x1,x2,...,x2n)),

sea Di:C°(U) + CCU) definida como Dng) = %%T;entonces

Di°E e LCEé, CCU)) y por lo tanto existe fí 2 C(U,E) tal que

D.°F(v) = v°fí para toda w e E'. Veamos que f e C1(U,E) yl
af = fx. i‘
a 1



8.
i

- Sean z0 e U, r > 0 tal que Bizo,ri C U, ei = 0...11...0) e R2“,
entonces

f(z +he.)-f(z) ch)(z +he.)-F(w)(z)
sa(—0—B-1—0- fi(20))| = l ° fi ° - Dícwmzon =

Z

= IDi(Fea))czo+ah ei) - DiCFCsoDCzOH= I:—x¡1=cm)czo+e¿ei)ehli
con 0h,0ñ e R, IBÉI < |0h| < |h| < r. Por lo tanto tenemos
que

f(z +h e.)-f(z ) 2
Iso(-—-°—ïl——° - fi(zo))l < Ihl. sup ¡3-7 F@)(z)l

u Iz-zol<r axi

para todo h tal que IhI < r y para toda v e E'.

La continuidad de F asegura la existencia de K C E compacto

tal que su ID°(F(2))(Z)I < sup Iw(x)l y así si p es
z-zoï<r xeK

lal<2
una semi norma de E, existe M> 0 tal que K C {x e E/pr) < M}.

Tenemos entonces que si "vflp = sup{lv(x)l, pCX) < 1}

(f(20+h ei)-f(zo)
f(zo+h ei)-f(zp———r—’fi(zo))=SUP

weE'

)0
- ficzonl<

<1"dlp

Ih. sup sup ID°‘(F(v))(z)I < IhI. sup sup IsocxH<MIhI,
WGE' Iz-zol<r WGE' xeK

flv“ <1 IM“ <1
p Ial<2 p

f(zo+h eí)-f(zo) _
con lo cual lim ——-——-7ï——-—————- fiCZO).IhI+0

Inductivamente se prueba entonces que f e CQCU,E)quedando
así demostrado el lema.



Corolario I.1.S. BCOCU,E)) = OCU) e E

Demostración

Sea f e 0CU,E), entonces 35- = 0 para todo i = 1,...n, con 10

cual para toda v e E', tene;os —É—(0Cf)(v)) = —É¿ (v°f) =
az.

= w033 f = 0, lo que demuestra que 6(f) e 0(U) elE.zi
Sea ahora F e OCU)e E; el lema 1.1.4 asegura que existe

f e CQCU,E)tal que para toda w e E', 0(f)0p) = F(v) y asi

0 = —%—(FCw)) = w(—%—f); de donde -É— f = 0 y por lo tantoaz. az. az.
1 1 1

f e 0CU,E).

Definiremos ahora el e producto de un haz de espacios de Fréchet

y un espacio de Fréchet.

Definición I.1.6. Sea E un espacio de Fréchet y S un haz sobre

un espacio X, S e E será el haz definido por el prehaz

{S(U) e E, U abierto de X}.

Observación I.1.7. S e E(U) = S(U) e E.

2. Nuclearidad

Si E1,EZ,F son espacios localemnte convexos toda h e L(E1,EZ)

induce canónicamente una aplicación HzE1 e F + E2 e F definida

como HCf) = h°f para f e L(F¿,E1). Lo mismo ocurre si 51,82 son

haces sobre un espacio X, F es un espacio localmente convexo y

h:S1 + 82 es un morfismo de haces. Estudiaremos en este párrafo,

bajo qué condiciones la exactitud de 0 + E1 + E2 + E3 + 0,

0 + S1 + 82 + 33 + 0 induce exactitud en



10.

0 + E1 e F + E2 e F + E3 e F + 0 y 0 + S1 e F + SZ e F + 33 e F + 0

respectivamente.

Definición I.2.1. Un espacio localmente convexo E se dice nuclear

sii existe una base de entornos del Ü,flh} tal que para todoíeI
i e I, existe j e I y una sucesión (wn)n>1 de elementos de E' tales
que:

a. 31 “vn” i = sup [wn(x)l entonces Z "wnHi < Wer. n
1

b. PU (x) = inf{k > 0/l x e Uí} < X [wn(x)l para todo x e E
i A n

Teorema 1.2.2. Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E

es nuclear sii existe una base de entornos del 0¿Ui) tal queieI
a. para toda i e I, si E'CUÏ) = {v e E'/Hw"i < ¿} = {w e E'/

W e A U2 para algún A} resulta: (E'CUÏ), H Hi) es un espacio
de Hilbert.

b. para todo i e I, existe j e I tal que Uj C Ui y la aplicación

inclusión azE'CUÏ) + E'CU?) satisface que existen (es)
0
i

seS’

(wtlteT bases ortonormales de E?CU1 y E'(U?) respectivamente
2

con Zl<u(es),wt>l < 0.

Demostración

(ver [2] capítulo 4)

Progosición 1.2.3. Si E es un espacio localmente convexo nuclear
entonces

i. todo subespacio de E es nuclear

ii. si F es un subespacio cerrado de E, E/F es nuclear.

Demostración

(ver [Z] capítulo 5)
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Proposición I.2.4. Si (Ei) es una familia de espacios localieI
mente convexos nucleares, entonces U Ei es nuclear.ieI
Demostración

(ver [2] capítulo S)

Teorema 1.2.5. Si U es un abierto de Rn entonces CGCU)es nuclear.

Demostración

(ver [2] capítulo 6)

Teorema I.2.6. Si U es un polidisco de Cn, entonces OCU)es
nuclear.

Demostración

(ver [3] pág 322)

Definición I.Z.7. Sea S un haz de espacios localmente convexos

sobre un espacio topológico X. Decimos que S es nuclear si exií

te una base de abiertos de X, (Ui) tal que S(Ui) es nucleariEI
para todo i E I.

Teorema I.2.8. Sean U un abierto de Cn y S un haz analítico

coherente sobre U, entonces S es nuclear.

Demostración

Sea V C U un polidisco; el Teorema A [S] asegura que existe

q e N y a20q/V + S/V una aplicación suryectiva de 0CV)-módulos.
Así, se tiene la sucesión exacta de haces coherentes

O + Ker a + Op/V g S/V + 0, que induce 1a sucesión exacta:

o + H0(V, Ker a) + 0(V)P + SCV) + o. Luego

SCV)E 0(V)p/ Teniendo en cuenta entonces las prgH0(V, Ker a)'
posiciones I.2.3, I.2.4 y el teorema 1.2.6, S(V) resulta nuclear

lo que demuestra el teorema.



Teorema 1.2.9. Sean E1,E2,F espacios localmente convexos,

f e L(E1,E2) suryectiva. Entonces si F 6 E2 son nucleares la

aplicación ÏzE1 e F + E2 e F inducida por f Cesto es:

ECG)(W) = f°G(w) para G e L(F',E1), w e F') resulta también
suryectíva.

Demostración

(ver [3] pág. 323)

Corolario I.2.10. Sean E1,E2,E3,F espacios localmente convexos.

Entonces si E3 6 F son nucleares y 0 + E1 + E2 + E3 + 0 es una

sucesión exacta, 1a sucesión inducida 0 + E1 e F + E2 e F +

+ E3 e F + 0 resulta exacta

Demostración

Es inmediata a partir del teorema 1.2.9.

Corolario 1.2.11. Si 0 + S1 + SZ + 83 + 0 es una sucesión exacta

de haces analíticos coherentes sobre U un abierto de Cn y E es

un espacio de Fréchet, entonces la sucesión inducida

0 + S1 e E + SZ e E + 83 e E + 0 resulta exacta.

Demostración

La sucesión exacta 0 + S1 + S2 + 53 + 0 induce una sucesión

exacta larga 0 + 31(V) + 82(V) + 33(V) + H'CV,S1) + ...; 1a

coherencia de los haces asegura que 0 + S1(V) + SZCV) + 83(V) + 0

es exacta para V polidisco. Por lo tanto para todo V polidisco

la sucesión 0 + 31(V) e E + 32(V) e E + 33(V) e E + 0 resulta
exacta lo cual demuestra el teorema.

Observación I.2.12. El corolario anterior es evidente cuando

los haces Si son localmente libres, por ([4]); sin embargo en el
TeoremaII.2.4. será necesario usar la conclusión con toda su

generalidad.



3. Una extensión del Teorema B

Sea E un espacio de Fréchet, s = (51,...,sn) una n-upla de
indeterminadas. Sea para 1 < p < n

n
AP(E,s) = G E s A...As. E E(p), para p = 0

1<i1<...<ip<n 11 1p
Ap(E,s) = E, para p > n APCE,s) = 0. Sea ACE,s) = 0 Ap(E,s).

90
E induce en APCE,s) y por ende en ACE,s) una topología que los

convierte en espacio de Fréchet. Notemos que Ap(E,s) = APCC“) 9 E.
C

Lema I.3.1. Si E es un espacio de Fréchet, U es un abierto de

Cn y s = (51,...,sn) una n-upla de índeterminadas entonces:
a. Ap(C(U,E),s) a Ap(C(U),s) e E

b. AP(C°°(U,E),s) 2Ap(c°°(U),s) e E

c. AP(0(U,E),s) a Ap(0(U),s) e E canónicamente

Demostración

Si 0p:Ap(C(U,E),s) + Ap(C(U),s) e E indica la aplicación

0p(f %1A...Asip)(w) = wof si A...Asip entonces, claramente 0p
es un isomorfismo, 0p(Ap(C°(U,E),s) = Ap((Cm(U),s) e E y

op(AP(0(U,E),s) = Ap(0(U),s) e E.

Sea E un espacio de Fréchet, U S_Cnabierto, dï = (dï1,...,dïh).
Sea ízAp(c°’(U,E),dï) + Ap+1(c°°(U,E),dï) la aplicación

n
ï(f dï. A...A dï. ) = Z ig- dï. A dïi A...A dïi . Tenemos que

11 1p j=1 az. J 1 p
ïoï = 0 quedando así definido un complejo que notaremos

(A(c“(U,B) ,dï) ,ï).

Teorema 1.3.2. Sí E es un espacio de Frechet, U un abierto de
Cn holomorficamente convexo y LCU,E) es el complejo

(Acc°cu,E1,dïj',ï) entonces HP(U,oE), a HPLLCU,E)) = o para

todo p > 1



Demostración

Sea LCU) = (LCU,C)). Sabemos que HPCL,(U)) = 0 para todo p > 1

([5]) capítulo 4), con lo cual tenemos la exactitud de 1a sucg
ción

a í
o + mp 1(c (Uma) +APcC (Uma + ïcAp(c°°(U),dm + o.

Además, el teorema 1.2.5 y las proposiciones 1.2.3 y I.Z.4 nos

permiten asegurar que ïQ\p(C°(U),dï) es nuclear y así, gracias
al corolario I.2.10 resulta 1a exactitud de 1a sucesión

3-o

o + ímp'1cc°w),dn) e E +Aptc°°an,da e E -> =@P(c°(u),dm e E + o

donde 30 es la aplicación: ï0(F)(v) = Ï(F(W)) para v e Eé y

F e L(E¿,APCC°(U),dïn.

Si 0p es 1a aplicación del lema anterior, entonces

0p°ï = ï0°9p_1. En efecto: dada f e CQCU,E),
9 oïfdï. A...Adï. =o ífAdï. A...Adï. ;

p c 11 1p4) p( 11 llp_1)

entonces si W6 Eé, 0 °ïCf dzÍ A...A dzi ICP) =
p p-1

= «0°? f A dï. A...A dï. = ïopof) A dï. A...A dï. =
11 1p_1 11 1p_1

= íca (‘f dï. A...A dï. )(w)) = í (a (f dï. A...A dï. mp)
p-1 11 1p_1 0 p-1 11 1p_1

= 3000p_.](f dzi1A...A dzip-1)(‘P)
Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

ïo.
o + ímp‘1tc”(U),da) e E +AP(c°°(U),d‘z)e E + ïmpm"an_,dme E + a

Te Ta
Tap p p+1

3'
o + íqu'1(c°°(U,E) ,da + Ap(c°°(U,E),d‘z)+ ï(AP(c°°(U,E),d'z) + o,



de donde 1a última sucesión es exacta quedando así demostrado
el teorema.

4. Comparación entre dos complejos

Sean A un álgebra de Fréchet, a = (a1,...,an) una n-upla de ele

mentos de A, U un abierto de Cn y dz = (dz1,...,dzn). Si c indica
n

_Z1:
todo p, la aplicación eczAp(0(U,A),dz) + Ap+1(0(U,A),dz) eCCW)

el elemento de A1(0(U,A),dz),c(z) (zi-ai)dzi, entonces para

c A w satisface ecoeC = 0, produciendo así el complejo

Q\(0(U,A),dz)ec) que notaremos RCU,A).

Si Ap’q(c°(U,A)dz,dï) es el subespacio de A(C°(U,A),dz,dï) formado

por las formas de grado p en dz y q en dï, el elemento c también

define una aplicación que seguiremos llamando e del subespacioc,
Ap’q(C0(U,A),dz,dï) en el subespacio Ap+1’q(C°(U,A),dz,dï)

(eCCW)= c A w). Luego, teniendo en cuenta que 1a aplicación

ízAP'q(c°(U,A) ,dz,dï) + Ap'q+1(Cm(U,A),dz,dï) satisface
o3 ec ec

QKLC°(U,A),dz,dï), ï+ecl que notaremos a(U,A).

+ oí = 0, queda definido el complejo

Observación I.4.1. Ap(0(U,A),dz) puede pensarse comoel subespacio

de Ap’0(C°(U,A),dz,dï) formado por todas las formas w tales que

ïw = 0, resultando además que ï+eC = eC en este subespacio.

Teorema I.4.2. Si U es un abierto de Cn holomorficamente convexo,

entonces Hp(a(U,A) e Hp(R(U,A)] para todo p.

Demostración

Dada la observación anterior, con 1a notación del apéndice (pág 44 )

gracias a1 teorema demostrado allí, basta ver que 'Hq "Hp(a(U,A)) 0
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para todo p > 1 y para todo q. Probaremos aquí que "Hp(a(U,A)) = 0

para todo p > 1. Sea entonces para q > 0, el espacio de Fréchet

Eq = A9CA,dï). Tenemos que para todo p, la aplicación

wpzAp’q(C°°(U,A),dz,dï) + Ap(c°°(U,Eq),dï) definida por

w f dz. A...A dz. A dï. A...A dï. = d . A...A dz. d’. A...A d’.
PC J1 Jq 11 1p) (f 231 Jq) 211 zlp

resulta un isomorfismo y satisface ï°wp = W °ï. Por lo tantop+1

"Hp(A(U,A)) es isomorfo a e Hp(L(U,Eq)). Luego como U es holomor
q

ficamente convexo, el teorema 1.3.2 nos permite asegurar que

HPCLCU,Eq)) = 0 para todo p > 1, quedando así completada la demos
tración.

Corolario 1.4.3; Sean CZAel anillo de gérmenes en z de funciones

C0°a valores en A y 0? el anillo de gérmenes en z de funciones
holomorfas a valores en A. Sean los complejos

a (A) = (A(c°°A dz a?) ï+e 1 P. (A) = (A(oA dz) e )
Z Z 3 9 i C 9 z z! 9 C '

Entonces del teorema anterior resulta que para todo p

Hpcach)) e HPchcA))

5. Propiedad de extensión única

Notaremos:

Hp(c°(U,A),ï+eC) = Hp(a(U,A))

chc°(U,A),í+eC) = BPCaCU,A).1= (Ï+ec)(Ap'1(C°°(U,A),dz,dï))

zpcc”(U,A),ï+ec) = Zp(a-(U,A)) = Ker ï+eC CAP(C°(U,A),dz,dï)

Hpcc:,ï+ec) = Hp(aZ(A))

Bp(C:,'a'+eC)= chazom

zp(C:,ï+eC) = zpcach))



Hp(0(U,A),eC) = Hp(R(U,A))

Bp(0(U,A),eC) = BP(R(U,A))

zpc.ocU,A)),ec) = zP(RcU,A))

Hp(0:,ec) = Hp(RZ(A))

Bp(0É,ec) = Bp(RZ(A)

3P(oá,ec) = Zp(Rz(A))

Lema I.S.1. Si V1 y V2 son subconjuntos abiertos de Cn y w es un

elemento de AQCCWCV1n V2,A),dz,dï) entonces, existen

w1e chc°(v1,A),dz,dï) y wz e chc°cv2,A),dz,dï) tales que
w = w1-w2.

Demostración

Sean (Wj)jeJ un cubrimiento abierto localmente finito de VJ U V2

subordinado al cubrimiento {V1,V2}y (wj)jeJ una partición Ccnde

la unidad tal que sop vj C Wj para todo j.

Sean J1 = {j e J tal que Wj C V2} y J2 = J-J1.
- - _ - _ _ 1+1. . n

Sl 1 —1,2 y J 6 Ji, sea wi,j(z) - C 1) wj(z)w(z) 51 z 6 Wj Vi,

(z)=Osiz€Vi-W.ÑVwi.j J i’

Teniendo en cuenta que w e Aq(C°(,V1 ñ V2),dz,dï), que sop wj C Wj

y que para j e J., W. ñ Ví C V1 ñ V2, resulta que1 J
q CD .

wi,j e A (C (Vi,A),dz,dz).

Por otro lado, comoel cubrimiento (WJ.)jeJ es localmente finito,

las formas wí = Z wi j están bien definidas y pertenecen a
jeJi ’

chc“(vi,A),dz,dï).
Por último, para z e V1 ñ V2, w1(z)-w2(z) = Z vj(z) w(z) +

jEJ1

+ Z chz) w(z) = z w.(z) w(z) = w(z)3'er jeJ J
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Lema1.5.2. Sean V],V2 abiertos de Cn que satisfacen
-1 a: _ m _

HP (c (v1 n V2,A),a+ec) = o. Dada w e Ap(C (v1 u V2,A),dz,dz)

si w/vi e Bp(C°(V1,A),ï+eC) para i = 1,2, entonces resulta que
w e 131”(c°°(v1 U V2,A) ,ï+ec).

Demostración

Sea para i = 1,2 wi e Ap'1CCQCVi,A),dz,dï) tal que w/v = (ï+ec)wi.i
Entonces (3+ec)(w1-w2) = O en V1 n V2. Como

-1 a) _ _ _ a) _
HP (c cv1 n V2,A),a+ec) = o ex1ste w3 e AP ch cv1 ñ V2,A),dz,dz)

tal que w1-w2 = (3+ec)w3.

El lema anterior asegura la existencia de w3 1 e Ap'2(C°(V1,A),dz,dï),
D

-2 co _ _

w3’2 e Ap (C (V2,A),dz,dz) que satisfacen w3 = w3’1-w3’2 en V1 n V2.

Entonces, definiendo wi = wi-(ï+ec)w3,i (i = 1,2), resulta que
-1 m _ _ _

wi e Ap (C (Ví,A),dz,dz) y wi = w1-(3+ec)w3’1 = wZ-(‘c)+ec)w3,2 = wi

en V1 ñ V2.

Luego, si w1’2(z) = wïCz) si z e V1, w1,2(z) = wiCz) si z e V2,

tenemos w1 2 bien definida. Además w1 2 es un elemento de
9 I-1 a _ _ _ _

Ap (C (V1 U V2),dz,dz) y (,'c>+ec)w1,2 = (3+ec) wi = Ca+ec)wi en Vi.

Por lo tanto (ï+ec)w1 2 = w, quedando demostrado el lema.i

Lema 1.5.3. Sea U un abierto de cn tal que Hq(c°°(v,A),ï+eC) = o

para todo V C U y para todo q <>p.

Si w es un elemento de APCC°(U,A),dz,dï) tal que para todo z e U,

el gérmen de w en z, wz e BPCCZA,ï+eC) entonces w e BPCCDCU,A),ï+eC).

Demostración

Sea (Kí)ieN una sucesión de subconjuntos compactos de U tales que
0 . D

. . = u . ,K1 C K1+1 para todo 1 y U K1i=1
Sea para z e U, VZ un entorno de z contenido en U y

wz e Ap'1CCDCVZ,A),dz,dï)1 tal que w = Cï+eclwz en Vz.



m

Dado que Ei es compacto, ex1sten 21,...,zrn tales que Ki C .U1 Vz_._ _ a _ J: J

Sl Ui = .U1 Vz_, como Hp 1(C (V,A),3+ec) = 0 para todo V C U,
J= m

el lema anterior asegura que existe wí e Ap'1(C (Ui,A),dz,dï) tal
= —+ . ..que w (a ec) wl en U1

- 0
. C . C . C _Podemos suponer que K1 U1 U1 K1+1

Veamos ahora que existe una sucesión (wi)

C K1+1 C U1+1°

ieN' con
-1 m _ _

wi e Ap (C (Ui,A),dz,dz), wí+1/Kg+1 = wi y (3+ec)wí = w.
En efecto: sea (Wí)ieN una sucesión de conjuntos abiertos tales

que Ki C Wi C Wi C Ui; sea para cada i e N,wi e CQCU) tal que

Sea wi = w1. Supongamos tener para i = 1,...,n
-1 cn — .

wi e Ap (C (Uí,A),dz,dz) que satisfacen wifi/Kg+1 = wi,
(¡4ec)wí = w en Ui. Entonces (ï+ec)(w¿-wn+1) = 0 en Un, por lo

tanto existe wn’n+1e Ap'2(CW(Un,AI,dz,dï) que satisface
w, n,n+1 wn,n+1)n-wn+1 (a+ec)w en Un. Luego wá = wn+1 + (3+ec)(wn.

0 _
en Kn pues wn - 1 en Kn.

n,n+1)' ' = + _+Sl entonces w wn+1 (a ec)(vn.w , vemos quen+1

wá+1 e Ap'1(C°(Un+1,A),dz,dï) pues vn = 0 en un entorno de U:

y wn,n+1 e AP'Z(C°(Un,A),dz,dï).
' ’ v = - =

Ademas Ca+ec)w (a+ec)wn+1 w en U Sea entoncesn+1 n+1'

w1(z) - wïCz) si z e Kg. Así, w1 está bien definida,
w1 e Ap-1(C°(U,A),dz,dï) y (ï+ec)w1 = w, quedando demostrado
el lema.

Corolario I.5.4. Si U es un abierto de Cn que satisface

i. para todo z e U y para todo q < p Hq(C:A,3+eC] = 0

ii. para todo V subconjunto abierto de U y para todo q < p

HqCC°(V,A),ï+eC) = 0, entonces para todo subconjunto abierto

v de U Hp(c°(v,A),ï+eC) = o.
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Demostración

Resulta inmediata a partir del lema anterior.

Teorema I.S.5. Si U es un abierto de Cn, son equivalentes:

i. Hp(0í,ec) = 0 para todo p < n-1, para todo z e U

ii; HPCCZA,ï+eC) = 0 para todo p < n-1, para todo Ze U

iii. HPCCQCV,A),ï+eC)= 0 para todo p < n-1, para todo V abierto
de U

iv HPCOCV,A),eC)= 0 para todo p < n-1, para todo V abierto de

U que sea holomorficamente convexo.

Demostración

i. á ii. es inmediato a partir del corolario 1.4.3.

ii. á iii. por el corolario I.S.4 basta ver que HOCC°(V,A),ï+eC)= 0
para todo V abierto de U. Sea entonces V un abierto de U y

f e C”CV,A) tal que (3+ec)f = 0; si Ez es el germen de f en z,

tenemos Cï-ec);z = 0, con lo cual Ïz = 0 para todo z e V y por
ende f = 0 en V.

iii. a iv. es inmediato a partir del teorema I.4.2.
iv. = i. resulta trivial.

)

una n-upla de elementos de A tal que sp(a1,...,an) es compacto.

Definición I.S.6. Sean A un álgebra de Fréchet, a = (a1,...,an

Decimosque a tiene la "propiedad de extensión única" (p.e.u.)

sii Hp(0á,ec) = 0 para todo z e Cn y para todo p < n-1.

Observación I.S.7. El teorema 1.5.5. nos permite dar definiciones

equivalentes de esta propiedad.

Proposición I.S.8. Sea a = (a1,...,an) una n-upla de elementos
de A que tiene la "p.e.u." y U un entorno abierto holomorficamente

convexo de spCa). Entonces, si x es un elemento de A tal que su



21.

germen en zo,ïzo e Bn(0go,ec) para todo z0 e U, resulta que
x = 0.

Demostración

Como Ïz dz e BHCO: ,ec) para todo zo e U, tenemos que

ïzodz e BnCC:2,í+ec) para todo z0 e U. Luego por el lema 1.5.3
resulta que x dz e BHCCGCU,A),ï+eC).

Dado que V es holomorficamente convexo, el teorema 1.4.2 asegura

que x dz e Bn(o(U,A),e ). Por lo tanto existen ... elementosC g1! ¡gnn

de oCU,A)que satisfacen x = .2 (zi-aí)gí(z) para todo z e U. En
tonces, siendo 6:0(U,A) + A el cálculo holomorfo obtenemos

n

x = 0(x) = iz1 BCZi-ai).0gí = 0.

6. Espectro relativo

Definición I.6.1. Sean A un álgebra de Fréchet, a = (a1,...an)
una n-upla de elementos de A y x un elemento de A, llamaremos

resolvente de x respecto de a, notando r(a,x), al conjunto

{z0 e Cn/x dz e BHCC::,ï+eC1}.

Definición 1.6.2. Llamaremosespectro de x respecto de a, notan

do spCa,x) a ría,x)c.

Observación 1.6.3. Del corolario I.4.3. se deduce inmediatamente

Que rCa.x) = {z0 e Cn/x dz e BHCOá ,ec)} = {z0 e Cn/existen VZ
0 0

’ nn

x = Z (zi-ai)fí(z) en Vz }.i=1 0

entorno de z0 y f1,... f e 0(Vz ,A) que satisfacen
0

Proposición 1.6.4.

i. sp(a,x) es cerrado
ii. sp(a,0) = fl
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iii. SpCa,bx) C sp(a,x) para todo b e A

iv. sp(a,x+y) C spCa,x) U sp(a,y)

Demostración

Se desprende inmediatamente de la definición.

Sea K un subconjunto de Cn. Notaremos con IK el subconjunto de A,

IK = {x e A/sp(a,x) C K}.

Proposición 1.6.5.

i. IK es un ideal de A.

ii. Si K contiene a sp(a,1) entonces IK = A.

Demostración

Es inmediata a partir de la proposición anterior.

Vamosa estudiar la relación entre sp(a,1) y sp(a).

Lema1.6.6. Si A es un álgebra de Fréchet y {a1,...,an} es un
subconjunto finito de A contenido en un ideal propio de A, en

tonces existe un carácter de A, h, tal que hCai) = 0 para todo í.

Demostración

(ver [6] pág. 177)

Lema 1.6.7. Si A es un álgebra de Fréchet, U un abierto de Cn

holomorficamente convexo y X(0(U,A)) el conjunto de caracteres

de 0(U,A), entonces XCOCU,A))= {vo 620, carácter de A, z0 e U}.

(620(f) = f(zo), f e 0(U,A)).
Demostración

Sea h un elemento de XCOCU,A)). Si consideramos a OCU) como sub

anillo de 0CU,A), identificando f e 0(U) con f.1 en 0(U,A) donde

1 es la identidad de A, resulta que h restringido a 0(U) es un

carácter de OCU); Por 10 tanto, existe z0 e U/th) = fCZO)Para
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toda f e 0(U) (ver [6] cap. V. párr. 7),

Por otro lado si pensamos a A como subanillo de 0CU,A), identi

ficando los elementos b de A, con la función identicamente igual

a b sobre U, resulta que h restringido a A es un carácter de A y

así, existe w carácter de A tal que h(b) = w(b) para todo b e A.

Por último, dado que el subespacio de 0(U,A) generado por los

elementos b.f con b e A y f e 0(U) es denso en 0CU,A) (ver [4]

) y que h(b.f) = va).f(zO) = w(6zo(b.f)) resulta que h = v°620.
Para terminar, resulta inmediato que si v e X(A) y z0 e U entonces

ws zo e M0 (U,A)).

Observación 1.6.8. Con 1a misma demostración, si U es un abierto

cualquiera de Cn, los carácteres de 0CU,A) se obtienen de manera

análoga, pero con z0 e Ü, cápsula de holomorfía de U.

Teorema 1.6.9. sp(a,1) C sp(a).

Demostración

Sea z0 d sp(a), entonces existe un polidisco V de centro zo incluido

en sp(a)c. Supongamosque zo d sp(a,1); luego, para todo entorno

abierto U de zo, existe un ideal propio de 0CU,A), IU tal que

zi-ai e IU para todo i = 1,...,n. Entonces, comoOCV,A)es un álge

bra de Fréchet, el lema I.6.6 nos permite afirmar que existe

n. Así,h e X(0(V,A)) tal que hCZi-ai) = 0 para todo i = 1,...,
teniendo en cuenta el lema I.6.7, sabemos que existe w e XCA)y

w e V tal que h = w°8w. Por lo tanto v°8w(zi-aí) = O para todo

i = 1,...,n. Entonces wi = wCai) para todo i = 1,...,n, con lo

cual w = (v(a¡),...,v(an)) resulta un elemento de sp(a), absurdo
ya que V n sp(a) = fl.



7. Un ejemplo

En general la inclusión del Teorema I.6.9 es estricta. Veremos

un ejemplo.
_ 2 l 1 2 1

Sean U — {z e C [max2 Izil < I} U {z e C /7 <l , 1

áx Iz.| < 1}

1 =1,2 1
cfi) x c107), donde dci) = {f e c (U) tal que tanto fyX=

como sus derivadas de primer orden (pensando U como subconjunto

de R4) pueden extenderse con continuidad a Ü}.

Consideremos en X la norma producto: “(f,g)“ = 52% Isz)I +z
+ sup Ing)I + sup

zeÜ zeU
i=1,2,3,4

I%%—(z)l. Resulta claro que X es un espacioi

de Banach. Sea LCX)= {sz + X lineales y continuas} y

a],a2,b],b2 los elementos de LCX):

Z1 —3- faï a
a1(f,g) = 1 = (Z1f + 'jr- g, 212).

az
0 z1 g 1

z2 —%— f

aZCf,g) - az2 = (zzf + —%—g, 22g).
322

0 z2 g

Z1 0 f
= =(z1f'21g),

0 21 g

z2 0 f
= =(zzf,22g).

24.
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Es fácil comprobar que a1a2 = aza1, b1b2 = b2b1, aibj = ajb i
i,j = 1,2. Sea A una subálgebra conmutativa cerrada que contig

ne a {a¡,a2,b1,b2} maximal de L(X). Si a = (a1,a2), veremos

que spCa,1) C spCa).

T )Proposición 1.7.1. Sean A un álgebra de Fréchet, a = (a1,...,an

b = (b1,...,bn) dos n-uplas de elementos de A tales que

(ai-bi)n = 0 para todo i = 1,...,n y para algún m. Entonces

a. spCa,1) = spCb,1) y b. spCa) = sp(b)

Demostración

a. Es claro que basta demostrar r(a,1) C r(b,1). Sea z0 e r(a,1),

sabemos que existe VZ , un entorno abierto de z0 y (f1,...,fn),
0

una n-upla de elementos de 0CVz ,A) que satisfacen
0

1 = Z (2.-2.) f.(z) en V . Sea ahora h un carácter de A;
i: 1 1 1 z0

como (ai-bi)m = 0 para i = 1,...,n, resulta que h(ai-bi) = O
para todo i = 1,...,n y por lo tanto 1 = h(1) =

n n

n

Luego si u(z) = Z (zi-bi) fiCZ), del lema 1.6.6 se desprende

que u(z) es inversible para todo z e Vz .
O

Así, si definimos en Vz , giCz) = u'1(z).fi(z), tenemos que
0n

gi e 00720,10 y 1 = _E1 (zi-bi) giCZ).

b. Se desprende fácilmente de la demostración de a.

Corolario I.7.2. Si a = (a1,a2) y b1 = (b1,b2)son los pares de
finidos anteriormente, entonces spCa,1) = sp(b,1) y spCa) = spCb).

Demostración

Gracias a 1a proposición 1.6.11, basta ver que (ai-bi)2 = 0 para
i = 1,2. Entonces
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zl % zi o 2 0 —Ï-.-2
Z _ azi azi

(31'51) ' - = = o

0 zí 0 zi 0 0

Proposición I.7.3. sp(b,1) c Ü

Demostración
O - c . . 1 0 1 ,

Sea w E (U) , entonces ex1ste 1 tal que I < Iwil < 7 o

IwÏI > 1. Luego existen e > 0 y V o entorno abierto de wo
_ w

tales que V 0 está contenido en V = {%-e > IwiI > ¿+e} U
w

1 1 cU >1-E}.SeaU'=({ï';> > U > o
Resulta que V es un entorno de V 0, U' es un entorno de Ü y

w .

wi-zi á 0 en V x U'. Por lo tanto la función uÉV«U' + C definida

como u(w,z) = z EW es analítica. Sea para w e V o, fiCW):X + X
z

1 1

z.-w. z.-w.
1 1 1 1

f,definida comofí(w)(f,g) = ( g). La analiticidad

de u respecto de z asegura la conmutatívidad de fiCW) con a1,a2;

con lo cual, para todo w e V 0, fíCM) e A.

Además, la analiticidad de u respecto de w induce 1a analiticidad

de 1a aplicación fifV'o + A.

Por ultimo¿ fij)(bi-:i)(f,gl = fi(wl((zi-wi)f, (zi-wílg) = (f,g).

Corolario 1.7.4. sp(a,1) C Ü

Demostración

ES consecuencia inmediata del corolario I.7.2 y la proposición
I.7.3.

ProRosición 1.7.5. {z e Czllzil < 1} C spCb)

Demostración

Sea z0 l spCb), entonces existe c1 y c2 elementos de A tales

que cJ(b¡-z?) + c2(b2-zg) = 1. Por lo tanto especializando esta
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igualdad en el elemento (0,1) de X, tenemos: 1 i

o 0 c 1 C12 f

(c1CbI-Z1) + CZCbz-zz))(0,1) = (0,1). A51 51 cin,g) = l i
C21 C22 g

. 0 1

1 = 1,2, resulta que (21-21) c22(1)(z) + (zz-23) c%2(1)(z) = J
para todo z e Ü.

Sean vizñ + C, vi(z) = c%2(1)(z). La conmutatividad de cí con
o .1L. o .1L.

h1,a2,b1,b2} asegura que ci aïj = aïj ci y por lo tanto
0 0 0 0

o —É_ o o _É¿ cízcl) _

o = ci “j = “j . = [-É- c;2(1),o] Se
o o 1 o o c52c1) azj

desprende entonces que las funciones vi son holomorfas en U.

Entonces, existen vi definidas en {Izjl < 1} holomorfas tales
que ti/U = vi y (21-2?)31(z) + (zz-23);2(z) = 1([7] Teor. 1.6.5).

Luego, zo e {Izjl > 1}, lo cual prueba 1a proposición.

Corolario I.7.6. sp(a,1) C Ü C {Izil < 1} = sp(a).

Demostración

Gracias al corolario I.7.4 y a la proposición 1.7.5 basta obseï

var que {Izíl < 1} 3 sp(a) dado que Hai" < 1 i = 1,2.
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CAPITULO II

Introducción

En este capitulo introducimos la noción de álgebras

a-representables para n-uplas a = (a1,...,an) de un álgg
bra de Fréchet. Para dichas álgebras obtenemos una suerte

de extensión del cálculo holomorfo para los gérmenes de

funciones analíticas sobre subconjuntos compactos del es

pectro de a y también un teorema de tipo Shilov. Por últi

mo, damos algunos ejemplos interesantes.
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1. Algebras a-representables

Sea A un álgebra de Fréchet, a = (a1,...,an) una n-upla de els
mentos de A.

Definición II.1.1.

i. Sea I e 0A el haz sobre Cn de ideales generados por

21-a],...,zn-an; esto es IZOes el ideal de Oéogenerado
por los gérmenes en zo de zi—ai i = 1,.,.,n, para cada

nzoeC
ii. Sea A el haz de fibras}z = o? 11 .

0 0 zo
Observación 11.1.2.

i. Se tiene una sucesión exacta canónica 0 + I + 0A + A + 0

ii. Si zo é spCa,1) antonces AZ = 0. En efecto, existen

f1,...,fn elementos de 0CV,A)para algún entorno V de 20
n

tales que 1 = Z (zi-aílfi; con lo cual, si para f e 0CU,A1

f es el germen de f en zo, tenemos 1 = .2 (zi-ai) fi1-1
y así 0A = I .

Zo

Definición II.1.3.

Sea N C (0A)n el haz sobre Cn, cuyas fiibrasNZ consisten de las
z z 0

n-uplas (E19, ÏHO) de gérmenes en z0 de funciones analíticas en

un entorno de z0 tales que iz (zi-aí)fi - 0.

Observación II.J.4. Si x (0A)n+ I indica la aplicación,
N n N m .

A(f¡,...,Ïn) = .2 (zi-ai)fi, tenemosla suce516nexacta

o + N í (0A)n + I + o.
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Definición II.1.S. Decimosque A es a-representable si

1. 5p(a) es un compacto holomorficamente convex0

2. H‘(spca).N) = o, Hzcspca),N) = o

Teorema II.1.6. Si spCa) es un compacto holomorficamente convexo

y a tiene 1a p.e.u. entonces A es a-representable.

Demostración

Si a tiene la p.e.u. HPCOCV,A),eC)= 0 para todo p < n-1 y para

todo V subconjunto abierto holomorficamente convexo de Cn. Enton

ces para todo z e Cn, tenemos la sucesión exacta
ec e ec

o + o? + A1(0?,dz] i:,_,__ + An'1(02,dz) + NZ+ o.

Por otro iado, el teorema I.3.2 asegura que Hp(v,Ai(0á,dz)) a

a HPLV,0:l(A'dZ)) = 0 para todo V holomorficamente convexo,
para todo p > 1; esto es, los haces AÍCOA,dzlson aciclicos.

Así, con un argumento usua1,HpCV,N) = 0 para todo V subconjunto

holomorficamente convexo de Cn y para todo p > 1 y entonces

HPCSpLa),N) = 0 para todo p > 1.

LemaII.1.7. Sea U un subconjunto abierto holomorficamente convexo

de Cn, entonces

a. HICU,I) E H1+1(U,N) para todo i > 1

b. si A es a-representable y U 3 spCa) resulta:
. n

H1(U,I) = o para todo i > 1, H°(U,I) a H°(U,oA )/ o
H (U,N1

Demostración
An

a. Basta notar que 1a sucesión exacta 0 + N + 0 + I + 0 da

lugar a la sucesión exacta larga
n n

o + H°(U,N) + H0(U,0A ) + H0(U,I) + H1CU,N) + H1(U,0A ) + H‘(U,I) +
. n . . . n

+ H2(U,N) + ... + H1(U,oA ) + H1(U,I) + H1+1(U,N) + H1”(U,oA ) + .
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. n

y tener en cuenta que H1(_U,0A) = 0 para todo i > 1.

b. Resulta inmediato.

2. Secciones del haz A

LemaII.2.1. Si U es un subconjunto abierto holomorficamente

convexo de Cn y I es un ideal finitamente generado de OCU),

entonces I es cerrado.

Demostración

(ver [S] Cap. 6 pág. 169).

LemaII.2.2. Si U es un subconjunto abierto holomorficamente

convexo de Cn, I es un ideal cerrado de OCU)y S es el haz de

ideales generado por I resulta que S'es coherente y

SCU) = H°(U,31 = I.

Demostración

(ver [S] Cap. 7 pág. 179].

Lema II.2.3. Sean U un subconjunto abierto de Cn, I1 C OCUxU)

el ideal generado por {zi-2i i = 1,...,n}, I2 CZOCUXU)el ideal
de las funciones holomorfas en UxUy nulas sobre la diagonal.

Resulta entonces que II = Iz.

Demostración

Notemos primero que 11 es cerrado gracias al lema II.2.J y que

trivialmente I2 resulta cerrado. Sean entonces SJ el subhaz de

0(U) generado por I1 y 82 el subhaz de 0(U) generado por IZ. Si

probamos que S¡ = S2 resultará del lema II.2.2 que

I1 = 81(U) = 32(U) = IZ.
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Entonces basta ver que para todo x e UxU, 82 C S1 , dado quex x
I] C Iz. Sea A la diagonal de UxU. Analizaremos los casos

a) x = (20,20) í A, b) x = (20,20) l A

a. sea (20,50) l A, entonces existen i y WC UxUentorno de

(20,20) tales que es inversible en Wy por lo tanto
1

21'51
s = o 3 s

1

(20,2 (20’s ZCZO)‘;

b. Sea (20,20) e A y f e 32 . Supongamos primero que
(20’50

20 = 0. Sea r > 0 tal que f es holomorfa en {Izil < 2r,

IEiI < 2r}. Luego para todo E tal que IEíI < r, fECZ) = f(z,E)

es holomorfa en Izi-Eil < r y fE(E) = 0; por lo tanto
CI.

fgnzl = 2 ¿ilíl- D°f¿(s).m2: “°

Entonces: í) DufECE)= D:f(1,8) por ser f holomorfa en

1 n ° Sup Iftz.s)l,(Zn) Iz.l<r
IEÏI<T

Izi! < r, Iii] < r y ii) Si M =

considerando que

a = a! fC_Z E} d

D fECE] ————-—II ........ J EzïgízïrfïTTïïTT Z»
(21rí)n r

zi 1|-Ï Izn' n :7

resulta ID°f¿(E)I < —É—%ÉT. Así, si para todo i = 1,...,n
(2')

(Z_E)a-(0,..1,..O)Dafs
definimos gi(z,E) = Í ,

alaj=0 j<í a!
“i>1

de i) y ii) se desprende que'gí(z,E) es holomorfa en



{|51| < E. IZiI < %}} para r' < r. Además, f(1,5) =
n

i _ r' r
121 (zi si) gicz,z) en {|21| < ,ï, |21| < 7}.

Sea ahora z0 e U cualquiera, entonces h(z,E) =
0 0 .

= f(z +2, z +2) e 32(0,0) y por lo tanto ex1sten g]...gn
funciones analíticas en un entorno del (0,0) tales que

n
h(z,t) = X

n i=1

iZI (zi-Ei) giCZ-zo, 8-20) donde giCZ-zo, E-zo) resultan
analíticas en un entorno de Q0,zo).

(zi-Ei) gi(z,5). Luego sz,E) = h(z-zo, 5-20) =

LemaII.2.4, Sean A un álgebra de Fréchet, U un subconjunto

abierto holomorficamente convexo de Cn. Si f es un elemento

de 0LUxU,A)nulo sobre la diagonal, resulta que f pertenece al

ideal de 0CUxU,A)generado por {zi-Ei i = 1,...,n}.

Demostración

Teniendo en cuenta que OCUXU,A)= OCUXU)e A, resulta que si f

es nula sobre 1a diagonal, f es un elemento de L(A¿,I) donde I

es el ideal de 0(UxU) generado por {zi-Ei i = 1,...,n}.
Sea I el subhaz de 0(UxU1 generado por I y consideremos la su

cesión exacta 0 + K'i 0n 1 I + 0, donde ¡(g1,,,.,gn)
n

¿a
Observando que K, 0n e I son haces coherentes y A es un espacio

(zi-{1)gi, K es el Ker A e i es la inclusión.

de Fréchet, podemosaplicar el corolario I.2.11 y deducir la
i A

exactitud de la sucesión 0 + KeA+ OneA + IeA + 0.

Además, como U>Ues holomorficamente convexo y K es coherente,

HQCUxU,K)= 0 para todo q > 1 y por lo tanto del corolario

1.2.11 se deduce que HQCUxU,KeA).= o

33.



Notando por último que H0(UxU,0n6A) = OCUxU,A)n y que

H0(IeA) I(U)eA IeA (observación 1.1.7), podemosconcluir
A

que 1a sucesión OCUxU,A)n+ IeA + 0 también es exacta, lo cual

demuestra el lema.

Proposición II 2.5. Si U es un entorno abierto holomorficamente

convexo de sp(a) y BU:0(U,A) + A es el cálculo holomorfo, enton

ces Ker BU ICU) donde ICU) es el ideal de 0(U,A) generado por

{zi-ai i = 1,...,n},
Demostración

Dado que ICU) es un subconjunto de Ker aU trivialmente, basta

probar que Ker OU C ICU).

Si f es un elemento de 0CU,A]cualquiera, resulta que sz)-f(fi)

es un elemento de 0CU*U,A)nulo sobre 1a diagonal y por lo tan

to el lema II.2.4 asegura la existencia de g¡,...,gn elementos

de 0(UxU,A) tales que sz)-fCE) = _E (zi-Ei) gi(2,5).

Dadoentonces z fijo, si 0%es el cálculo holomorfo en la varia
E _ E

ble É, resulta que fCZ)-6Uf - 121 (Zi'zi)aUgi°
Si hizU + A indica las funciones hitz) 0%g.(z,2), se tiene quen l
h. son holomorfas tales que sz)-0 f = Z (z.-a.)h.. Por lo tan

1 U 1:] 1 1 1 —toSi =‘09fe
Proposición 11.2.6. Si U es un subconjunto abierto holomorfica

mente convexo de Cn; I y N, los haces del lema II.J.7 e ICU), el

ideal de la proposición anterior, resulta que HJCU,N)e
a O

Demostración
. n a

Consideremos la sucesión exacta 0 + N + 0A + I + 0 donde

34.
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n n

¡an1,...,gn) = iz] (zi-Zi)gi. Teniendo en cuenta que HICU,0A)
se concluye que la sucesión

A

o + HOCU,N) + ocu,A)n -3 HOCU,I) + H‘(U,N) » o también es exacta

con lo cual H1(U,N) 2 HOCU,I)/I(U) ya que Im Aa = ICU).

Corolario II.2.7. Si A es a-representable y U es un entorno

abierto holomorficamente convexo de spCa) entonces

HOCU,I) = ICU) = Ker BU

Demostración

Resulta inmediata a partir de 1a pr0posición II.2.6.

Teorema II.2.8. Si A es a-representable, entonces A a ACspCa)) =

= HOCSpCa),A),donde A es el haz definido al principio de este

capítulo.

Demostración

Sea U un entorno holomorficamente convexo de spCa). La exacti
tud de la sucesión 0 + I + 0A + A + 0 induce 1a exactitud de

la sucesión larga
0 0 1

0 + H CU,I) + 0CU,A) + H (U,A) + H (U,I) + ...

Así, dado que el lema II.1.7 asegura que H1(U,I) = 0 resulta
0 . .

H U,A 2 0 U,A / 0 . Po t o lado 51 0 :0 U,A) + A es el( ] ( ) H (U,I) r o r U C
cálculo holomorfo, que como se sabe es suryectivo, tenemos que

A E 0CU,A)4<erBU. Por último, el corolario II.2.7 nos permite
concluir que A e HOCU,A)canónicamente.
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3. Un cálculo holomorfo

Sea A un álgebra de Fréchet a-representable para una n-upla

a = (a1,...,an) de elementos de A. Sean para K subconjunto

compacto del sp(a), IK = {x e A/sp(a,x) C K}, LACIK)el álgg

bra de morfísmos A-lineales de IK en sí mismo.
Vamosa construir para cada U entorno abierto de K un morfís

mo OU:0(U,A) + LACIK) que satisfaga BUCZi) = ai donde ai se

piensa como elemento de LACIK). Así tendremos lo siguiente:

Teorema II.3.1. Si K es un subconjunto compacto del spCa),

existe un morfísmo de anillos 9K:0LK,A) + LACIK) tal que

’KCZi) = ai para i = 1,...,n.

Demostración

Sea U un entorno abierto de K y A el haz definido en el párrafo

1 de este capítulo. Vamos a definir un morfísmo óuzACU) + LACIK)

que luego compondremos con el morfísmo canónico n:0(U,A) + A(U).

Si U1, U2 son dos abiertos de Cn tales que U1 C UZ,

iU]:0(U2,A) + 0(U¡,A) indicará la función definida como

iU1Cf1 = f/U]. Esta aplicación induce canónicamente dos aplica
ciones que notaremos de 1a misma manera: iU :ÁCUZ) r ACU1),

iU1:A + ACU1); 1a segunda resulta de pensar a cada elemento de A
como función analítica constante sobre U1. Observemos que el teo

rema II.2.8 afirma que si U1 es un entorno holomorficamente con

vexo del spCa), entonces iU :A + A(U1) es un isomorfismo (a).

Sea ahora f e A(U) y x e IK. Veremos que el elemento de ALU),

f.iU(x1 es en realidad iUCyl con y e IK. En efecto: sean V = KC,

WJ:A(U U V)-9A(U) x ACV), wzzACU) x ACV) + ACU n_V) las aplica

ciones definidas como W1Cf) = (iUCf), iVCf)),
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WZCf,g) = iUñVCf)-iunng). Resulta muy fácil ver que W2°W1= 0
y que la sucesión

(*) 0 + ACU U V) el ACU)xA(V) f3 A(U ñ V)

es exacta.

Si x e IK, resulta que para todo z0 e V, x = eCCZ) w(z) en un

entorno de zo, con lo cual el germen de x en zo es un elemento

de Izo y por lo tanto iUñVCx)(zo) = 0.
Entonces WZCf.iU(X),0) = íunvfif.iU(x)) = iUñVCf).iUÑV(x) = 0

y así la exactitud de 1a sucesión (*) y la observación C°) ase

gura la existencia de un único elemento de A tal que íU(y) =

= f.iU(x), iv(y) = 0. Luego, para todo z0 elemento de KC, el ge:

men de y en ¿o pertenece a Izo con lo CUal zo es un elemento de
r(a,y) e y e IK.

Sea entonces OUCf)Cx) = y. Tenemos:

_ál ÓUCf) es A-lineal pues

11-0UCfl(x_¡+x2) = QUCf)(x1) + ¿UCfozl trívialmente

ii) dado b e A, b.óU(f)(x) es un elemento de IK y por lo tanto

w1(b.óU(f)(x)) = (íUCb).f.iU(x),0) = (f.iU(bx),01, resul

tando que GUCf)(bx) = b.ÓU(f)(x).

b) áuzACU) + LACIK) es un morfismo de A-álgebras dado que

w1(oU(f)ooU(g)(x)) = w1(oU(f)(och)(x))) = (f.iU(óU(g)(X)),0) =

= (f.g.iU(x),0).
Por último si GU= fl°óU, se tiene que 0U(zi-ai) = 0 pues

HCzí-ai) = 0. Además, si U1 C U2 y iU1:0(U2,A) + 0(U1,A)
tenemos BU °iU = GU , quedando así demostrado el teorema.

1 Z1

Observación II.3.2. Si K = sp(a,1), entonces IK = A, LA(IK) = A
y así 0 es un cálculo holomorfo.
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4. Un teorema de Shilov

Teorema II.4.1. Sea A un álgebra de Fréchet a-representable y

K un subconjunto compacto del spCa). Si existen K1 y K2 compag

tos no vacíos tales que K = K1\u K2, entonces LA(IK) tiene e13
mentos idempotentes no triviales.

Demostración

Sean U1, U2 abiertos disjuntos tales que Ki C Ui i = 1,2.

Sean U = U1 U U2 y f el elemento de 0CU,A) definido como f(z) = 1

para z e U1, f(z) = 0 para z e U2. Entonces resulta fácil compro

bar que si BUes la aplicación definida en el teorema II.3.1

a) sum e LACIK). b) (oUcf))2 = aucfz) = aUcf).

c) BUCf) # 0 y 0U(f) á 1 pues si x e Ik, 0U(f)(x) = f.iU(x) =

= iUCX) si x e U1 y BUCf)(x) = f.iU(x) = 0 si x e U2.

5. Ejemplo

Mostraremos un ejemplo de un elemento a de un álgebra que satis

face N = 0. Entonces, resultará A un álgebra a-representable.

Sean H = 22(N), R. e H (2.). = 8. .. Sea azH + H definida como1 1 J 1,3

a(Qi) = 9i_¡ si i > 2, a(21) = 0. Sea A 1a subálgebra de L(H)
generada por a.

Proposición II.5.1. spCa) = {z e C/IzI < 1}.

Demostración

i) spCa) c {IzI < 1}, en efecto: dado x e 22 na(x)n =

= X [inZ < "x", por lo tanto spCa) C {IzI < Han} Ci=2
C {IzI < 1}.
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ii. sp(a) 3 {Izl < 1}.

xiQi)= Z zx.Q. —i=1
(z xi-xi+1)2í, entonces s1 Xi = z

Sea z tal que IzI < 1, (Z-a)( X
a: 0’ .=1

= z
coi=1

Z x. 2

i=2 1 2
resulta que Z xí fli es un elemento de Q ya: i:
(z-a)( Z x. Q.) =

i=1 I 1
ble en A y por lo tanto z es un elemento del spCa),

i-1

0; en consecuencia z-a no es inversí

Por último, dado que A un álgebra de Banach, spCa) es

cerrado y se deduce entonces la proposición.

Proposición II.5.2.
a.

b.

a.

si IzI < 1, resulta z-azH + H suryectiva

si z # 0 entonces {Bi í > 1} C Im(z-a)

Demostración

Sea 3*:H + H el adjunto de a, (a*(Qi),9j) = (Qi,a(9j)) =
= (Ri,2. ) = 8

*
a (Qi)

todo z tal que 0 < Izl < 1, z(a* - %) es inversible en
L(H). Si b:H + H b =

= (za*-1)(za*-1)'1 =

¡k _

i+1,j, (a (Qi),21) —0. Por lo tanto
||1-!

-1

>2í+1, a.a* = idH y Ha*H = 1. Entonces para

a*(za*-1)'1, tenemos que (z-a).b =

1, obteniendo así el resultado para
o) ('a)('a*) =
0, vamos a encontrar que todo i e N,

0 < IzI < 1. Si z = 1 lo cual completa a.

Sea z tal que |z| >

un elemento de H, Yi = (Yik)k>1 tal que CZ-a)(Yik)k>1 = 2-°1

Así, dado que (z-a1( Z yik 2k) = k;1 (zyik'yik+1)9k'k>1

deberá ocurrir zyík-yik+1 = ¿ik y por 10 tanto Yik = Zk-JYíj
k-1 _zk-(i+1) para k > i+J. Tomandopara k < i, yik = z yi,]

' zk-(i+1)entonces yi1 = z'1 resulta que yik = para k < i,

yik = 0 para k > i+1, con lo cual Yi = kg] yik 2k es un
elemento de H y (z-a)yi = ii.
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Proposición II.S.3. Nz = 0 para todo z e Cn.

Demostración

Sean z0 e Cn, V un entorno de zo y f un elemento de OCVz ,A)
z o

otal que (z-a)f(z) = O en VZ . Se tiene que sz)(z-a)(x) =
0

para todo x e H, con lo cual como Qi e Im(z-a) para todo

i e N, f(z)(2i) = 0 para todo i e N y en consecuencia sz) = 0
en V .

zo

Corolario II.S.4. A es a-representable.

6. Ejemplo

Mostraremos ahora un ejemplo de un elemento a de un álgebra

A1 tal que A1 no es a-representable. Este ejemplo es interesan
te ya que se vincula estrechamente con la teoria expuesta en [S].

Sea A1=AxH,donde A y H son los del ejemplo anterior, identi
ficando (a,0) con a y donde el producto está definido como

(b,x).(C.y) = (bc,by + cx).

Proposición II.6.1. sp(a) = {z e C/IzI < 1}.

Demostración

Con las identificaciones b en (b,0) para b e A y x con (0,x)

para x e H, 1a demostración resulta idéntica a 1a de 1a pro

posición II.S.1.

Proposición II.6.Z.

a. Si |20| < 1, NZ = Ozfi.üz donde 320 es el germen en zo de la
función u(z) = z z '1 2k.

k>1

b. Si |20| > 1, N = o.zo
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Demostración

a. Sean z0 tal que Izol < 1, VZOentorno de z0 y f1 6 0(V20,A),

f2 e 0(VZO,H)tales que (z-a)(f1(z), f2(z)) = 0 para todo

z e V20. Por un lado, la proposición II.5.2. permite asegu
rar que f1(z) = O en Vz . Por otro lado f2(z) = Z wk(z) 2k

0 k>1

con vk e 0(Vz ) y Z Isok(z)l2 < m para todo z e V ; entonces
o zo

(z-a) fZCZ) = 0 para todo z e Vz implica que ZWkCZ)-vk+1(z) =
0

2k"1 v1(z) para todopara todo z e VZ . Por lo tanto wk(z) =
0

k > 1 y para todo z e Vz , de donde se deduce que f2(z) =
O

= u(z].v¡(z) con v1 e 0(Vz ).

b. Sean zo tal que |20| > 1, Vz entorno conexo de z0 y
f e OCV ,A), f e 0(V ,H) tales que (z-a)(f (z),f (2)) = 0

1 z0 2 z0 1 2

para todo z e VZ . Como en a. f1(z) = 0 para todo z0 e VZ .

Por otro lado z-a resulta inyectiva cuando IzI > 1. En efes

to, si 0 # (xk)k>1 satisface (z-a)((xk)k>1) = 0 entonces
k-1

z xk = xk+1 para todo k > 1 de donde (nck)k>1 = (z x1) e H

si y sólo si Izl < 1. Luego fZCZ) = 0 para todo z tal que

IzI > 1 que implica, considerando que V20 es un abierto conexo»
que f2(z) = 0 para todo z e V

Zo

'Corolario II.6.3. Si U es un abierto conexo que contiene a

{lzI < 1}, entonces N(U) = 0.

Demostración

Si f es un elemento de NCU), la proposición II.6.2. asegura que

f(z) = 0 para todo z tal que IzI = 1. Luego como f es analítica

en U, f resulta nula.

Proposición II.6.4. Si U es un abierto de C que contiene a

{Izl < 1}, entonces ICU) í HOCU,I1.
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Demostración

Sea e1 el elemento de H, e1 = (1,0,0,...). Si izA1 + 0(U,A1)
es la inclusión canónica i(b)(z) = b para todo z e U, entonces

i(e1) e H0(U,I) - I(U). En efecto, en primer término

i(e1) e HOCU,I) ya que:

a. si g:{Izl < 1} + L(H), indica 1a aplicación a,e(za*-1)"1

resulta que g es analítica y por 10 tanto 1a función

g1:{IzI < 1} A1 dada por g1(z) = g(z)(e1) es analítica y

e1 = (z-a)g1(z).

b. si g2:{lz| > 0} + A1 indica la aplicación g2(z) = % e1, g2 es

analítica y (z-a)g2(z) = e1.

Por último, i(e1) d ICU): supongamos que esto no es cierto,

entonces existe una función analítica gzU+ A1 tal que

e1 = (z-a)g(z) en U. Luego, teniendo en cuenta lo hecho en la

proposición II.5.2 parte b, si g(z) = ï gk(z)ek, resulta que
k-1 ki 2 _ k-Z

z - z (z g1(z)-1) Y

Iz g1(z)-1|2 es convergente para todo z # 0, con

|—l

para todo z # 0, gkCZ) = z

zk-ZIZ

81(2) '
así Z |

k=2
lo cual z g1(z) = 1 para todo z tal que IzI > 1.

Teniendo en cuenta entonces que g1 es analítica en U, y que

{Izl = 1} C U, resulta que z g1(z) = 1 en U que es absurdo ya

que 0 e U.

Corolario II.6.S. Si U es un abierto de C que contiene a

{IzI < 1}, entonces H1(U,N] % 0.

Demostración

Resulta inmediata a partir de la proposición II.2.6. y del
corolación II.6.S.
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Corolario II.6.6. A1no es a-representable.

Demostración

Inmediata a partir del Corolario II.6.S.

Observación. Si BU:0(U,A1) + A1 es el cálculo holomorfo, enton

ces 6U(H0(U,I)) es un subconjunto denso de H.

Demostración

En primer término si f e HOCU,I) y f = (f1,f2), f1 e 0(U,A),

f2 e 0(U,H), entonces comoA tiene 1a p.e.u. resulta que

f1 e (z-a).O(U,A), con lo cual la primer componente de 6U(f]

es nula y entonces GUCf) e H. En segundo lugar, como en la de

mostración de la proposición II.6.4, se prueba que i(en) e H0(U,I)
para todo n natural, con lo cual si S es el subespacio de H gene

rado algebraicamente por {enzn > 1}, resulta que i(S) C HOCU,I)

Y 9U(í(5)] = S que es denso en H.
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APENDICE

Teorema

Sea K = 9 Kp’q un módulo bi-graduado, d':l(p’q + Kp+1’q
p,q>0

y d”:Kp’q'+ Kp’q+1 morfismos de módulos que satisfacen

died! = o, dnodn= o, dyodn+ dnodl = 0.

Sea Kn = G Kp’q, la aplicación d'+d":I(n + Kn+1 define
P+q=n

un complejo (K,d'+d“)
* *

Sea Kp’ = e Kp’q, (Kp’ ,d") es un complejo que da lugar
>0

q * ie
a los grupos de cohomología Hq(Kp’ ,d") = "HQCKP’)

La aplicación d'2Kp’q + Kp+1’q induce un morfismo
* *

d‘:”Hq(Kp’ ) + "Hq(Kp+1’ ) ya que gracias a iii) d'Ker d" C Ker d"

y d'Im d" C Im d".

* .
Sea "Hq(K) = 0 "Hq(Kp' ). Se tienen los complejos ("Hq(K),d')

P

que dan lugar a los grupos de cohomología 'Hp "Hq(K).

Sea R = 6 Rp donde Rp = {w e Kp’q tal que d"w = 0}, tenemos
P

el complejo (R,d').

E1 teorema dice que si 'Hp "Hq(K) = 0 para todo p > 0 y para

todo q > 1, entonces Hp(K,d'+d") a HPCR,d').

Demostración

(ver [8] pág. 86)
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