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Introduccidn

El objeto de este trabajo consiste esencialmente en plantear
la problemdtica del cdlculo holomorfo para dlgebras de Banach con
mutativas en té&rminos de la teoria de haces analiticos.

En esta formulacidén resulta natural comparar las nociones de
espectro simultineo sp(a) y espectro analitico sp(a,1), este Glti
mo considerado como el conjunto de inexactitud del complejo de
Koszul asociado a la n-upla (a1,...,an). Se da un ejemplo en C2
en el cual ambas nociones difieren, conceptualmente mas sencillo
que el ejemplo de Taylor en CS.

Por otro lado se introduce el haz estructural A en C" aso-
ciado a una n-upla (a],...,an) e A"; este haz -analitico pero
rara vez coherente- resume en si toda la informacidén sobre 1la
n-upla en cuestifn, y brinda un marco adecuado al estudio de 1la

denominada '"propiedad de extensidn finica' y presumiblemente al

estudio de las familias descomponibles de operadores.



CAPITULO I

Introduccidn

En este capitulo introducimos en primer término la no-
cidn de ''propiedad de extensidn fnica' ('"'p.e.u.") de una
n-upla a = (a,...,an) de elementos de un dlgebra de Fréchet.
La teoria de e-producto y de nuclearidad nos permitiri tener
una extensidn del teorema B que nos dard definiciones equiva
lentes de la '"p.e.u.".
En segundo lugar introducimos la nocidn de espectro de
un elemento x del dlgebra "respecto'" de la n-upla a = (a1,...,an)

y probamos algunas propiedades interesantes de este conjunto.



1. e-producto

Sea E un espacio topoldgico localmente convexo, Eé el dual de

E con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos

de E.

Definicidn I.1,1. Sean E,F espacios localmente convexos, llama-

mos e-producto de F y E al espacio F e E = L(Eé,F) = {f:Eé + F

lineales y continuas},

Observacidon I.1.,2, Si i:E ~» (Eé)é indica la aplicacién i(x)(») =
=p(x) y f*:Fé > (Eé)' es la aplicacidn f*(w) = fop para

fe L(Eé,F), entonces el teorema de Mackey (ver [ 1] ) asegu
ra que i es un isomorfismo, con lo cual el morfismo

h:L(EL,F) + L (F.,E) definido por h(f) = i Tof* es un isomorfismo.

Resulta asi E e F = F e E candnicamente.

Lema I.1.3. Sean E un espacio de Frechet y U un abierto de ch.

Si para f € C(U,E) definimos ¢ (£):E' » C(U) como 0 (f)(v) = v°f
entonces

a, 0(f) ¢ C(U) e E

b. o:C(U:E) + C(U) ¢ E es un isomorfismo.

Demostracidn

a. En primer lugar, es inmediato que 0 (f) es lineal. Veamos en-

tonces que 8 (f) es continua., Sea K C U compacto; si Ky = f (X)

(compacto en E), resulta que sup|f (£)(v)(2)] = supleef(z)]| =
ze K ze K
= sup e (x)].
xeK1

b, La inyectividad de 0 no presenta problema alguno. Analicemos
entonces la suryectividad. Sea F:Eé + C(U) lineal y continua,
Resulta entonces que las aplicaciones F*:C(U)é > (Eé)',

1-1:(Eé)' + Ey6:U > C(U)L, esta Gltima definida por



6 (z)(g) = g(z), son continuas., Si definimos f:U + E como
f = i-1°F*°8, tenemos que f e C(U,E) y 6 (f) = F. En efecto,
dada v € E', 0 (f)(v)(z2) = vof(2)
o (171 (F*o5 (2))) = (F**5) (2) (v)

8§ (z)(F(v)) = F(e)(2).

0 (£(2)) = v (i 'eF*es (2)) =
F*(5 (2)) (¢) = 8(2) (F) () =

Lema I.1.4. Sea f e C (U,E) y sea 0 (f)(¢) = wof ¢ C"(U). Si

consideramos en C° (U) la topologia de la convergencia uniforme

de la funcidn y sus derivadas sobre compactos de U, entonces

tenemos:
a, 8(f) e CT(U) € E

b. 0:C“(U,E) > C”(U) € E es un isomorfismo.

Demostracidn

a. La linealidad de 0 (f) es inmediata. Veamos entonces la conti
nuidad: si K C U es un compacto resulta que

sup |D*(6 (£) (#»))(z)| = sup |D*(w°f)(2)]| =

ze K ze K
= sup |v (D*£(z))| < sup |e(x)|, donde K = {D%*f(z), z ¢ K}
ze K xe K @

(compacto de E).

b. La inyectividad se demuestra trivialmente. Estudiemos entonces
la suryectividad. Sea F:Eé > C7(U) lineal y continua, si
j:C”(U) » C(U) es la inclusidn entonces j°F ¢ L(E!, C(U)) vy
el lema 1.3 asegura que existe f ¢ C(U,E) tal que F(v) = v°f

para toda ¢ ¢ E', Veamos que f ¢ Cm(U,E).

Pensando a U como abierto de Rzn(z e U, z = (x1,x2,...,x2n)),
sea Di:Cm(U) + C(U) definida como Di(g) = %%T; entonces
i

Di°E € L(Eé, C(U)) y por lo tanto existe fi e C(U,E) tal que

Di°F(¢) = w°fi para toda vy € E', Veamos que f € C1(U,E) y

of
= f..
3 i 1

~



i
- Sean z, € U, r > 0 tal que Bizo,ri cu, e, = 0...qz...0) € RZn’
entonces
f(z,+h e.)-f(z,) F@)(z,+h e.)-F(¥) (z,)
o (——— - £ )| = — 2} LD, FEN ()] =

2
= 1D (F6)) Gy, &) - D FEN ) = 2 FE) (290, €
i

con 0,0 € R, |6ﬁ| < |6h| < |h| € r, Por lo tanto tenemos
que
£(zyth e;)-£(z))

2
Jo € - - £ < |hl. swp P FE)@)]
i z-2, <r axi

para todo h tal que |h| < r y para today € E',
- La continuidad de F asegura la existencia de K C E compacto

tal que sup |D¥(F(e))(z)| < sup |e(x)]| y asi si p es
z-zOT<r xe K

|e|<2
una semi norma de E, existe M > 0 tal que K C {x ¢ E/p(x) < M},

Tenemos entonces que si Hw"p = sup{]e (x)], p(x) < 1}

f(z,+h e.)-f(z,) f(z,th e.)-f(z,)
p— - : - £;(z) = Sup | o (—2 — . - £, <
veE!
I i ﬁ<1

|h[. sup sup  |D*(F@)) (@] < [h|. suwp sup [¢(x)| <M,

soe“E' lz—z0 <r "wTIE' xe K
, <1 <1
bl lal<2 “'p
f(zo+h ei)-f(zo)
con lo cual 1lim R = f-(zo).
|h|+0 1

Inductivamente se prueba entonces que f € C”(U,E) quedando

asi demostrado el lema.



Corolario I.1.5, 8 (O(U,E)) = 0(U) ¢ E

Demostracidn
Sea f ¢ 0(U,E), entonces 3%— = 0 para todo i = 1,.,..n, con lo
2.
i
cual para toda y € E', tenemos —%— 6(f)w)) = f%— (pef) =
azi azi
= yo i f = 0, 1o que demuestra que 8 (f) € 0(U) ¢ E.
9z.
i

Sea ahora F e 0(U) e E; el lema I.1.4 asegura que existe
fe C°(U,E) tal que para todav € E', 0 (f)(v) = F(v) y ast
0 = —%— (F(»)) = w(—%— f); de donde —%— f = 0 y por lo tanto
3Z. 3z. az.
i i i
0 (U,E).

Hh
o™

Definiremos ahora el ¢ producto de un haz de espacios de Fréchet

y un espacio de Fréchet.

Definicidon I.1,6. Sea E un espacio de Fréchet y S un haz sobre

un espacio X, S € E serd el haz definido por el prehaz

{S(U) ¢ E, U abierto de X}.

Observacidén I.1,7, S ¢ E(U) = S(U) € E,

2. Nuclearidad

Si E1,E2,F son espacios localemnte convexos toda h € L(E1,E2)
induce candnicamente una aplicacidn H:E1 ¢ F > E, e F definida
como h(f) = hef para f e L(Fé,E1). Lo mismo ocurre si 31,32 son
haces sobre un espacio X, F es un espacio localmente convexo y
h:S1 > S2 es un morfismo de haces. Estudiaremos en este parrafo,
bajo qué condiciones la exactitud de 0 » E, » E2 > E3 + 0,

0 ~» 31 > SZ > 33 + 0 induce exactitud en
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0 » E e F » E, ¢ F» E3 e F>0y 0> S, ¢ F~ S, € F>Sse F>0

respectivamente,

Definicidén I.2.1, Un espacio localmente convexo E se dice nuclear

sii existe una base de entornos del U,mi)ieI

ie I, existe j e I y una sucesidn (wn)n>1 de elementos de E' tales

tal que para todo

que:
a. si e . = sup |¢_(x)| entonces § ly I, < =
ni eri n 5 ni
b. Py (x) = inf{: > 0/l X € Ui} <) Iwn(x)l para todo x € E
i A n

Teorema I.2.2, Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E

es nuclear sii existe una base de entornos del O,(Ui)i tal que

el
a. para toda i e I, si E'(Ug) = {v € E'/Hwﬂi < &} = {¢ € E'/
¢ € A Ug para alglin A} resulta: (E'(Ug), i ﬂi) es un espacio
de Hilbert.
b. para todo 1 e I, existe j € I tal que Uj CU; vy la aplicacibn

inclusidn a:E'(Ug) > E'(U?) satisface que existen (e

0
i

s)seS’

th)teT bases ortonormales de E!' (U y E'(U?) respectivamente

2
con ZI(a(es),wt)I < =,

Demostracidn

(ver [ 2] capitulo 4)

Proposicidén I.,2,3. Si E es un espacio localmente convexo nuclear

entonces
i. todo subespacio de E es nuclear

ii. si F es un subespacio cerrado de E, E/F es nuclear.

Demostracidn

(ver [ 2] capitulo 5)
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Proposicidn I.2,4, Si (Ei)ieI es una familia de espacios local-

mente convexos nucleares, entonces I E. es nuclear.
ieI
Demostracidn

(ver [2] capitulo 5)

Teorema I.2.5. Si U es un abierto de R™ entonces Cm(U) es nuclear.

Demostracidn

(ver [ 2] capitulo 6)

Teorema I1.2.6. Si U es un polidisco de Cn, entonces 0(U) es

nuclear,

Demostracidn

(ver [ 3] pag 322)

Definicidn I.2,7. Sea S un haz de espacios localmente convexos

sobre un espacio topoldgico X. Decimos que S es nuclear si exis

te una base de abiertos de X, CUi) tal que S(Ui) es nuclear

ieI
para todo i € I.

Teorema I.2.8. Sean U un abierto de C" y S un haz analitico

coherente sobre U, entonces S es nuclear.

Demostracidn

Sea V C U un polidisco; el Teorema A [5] asegura que existe

qe Ny a:Oq/V + S/ una aplicacidn suryectiva de 0(V)-mddulos.
Asi, se tiene la sucesidn exacta de haces coherentes

0 > Ker a » Op/V 3 S/V + 0, que induce la sucesidn exacta:

0 » HO(V, Ker o) » 0(V)P » S(V) » 0. Luego

sS(V) = 0(V)p/Ho(V’ Ker a)° Teniendo en cuenta entonces las pro
posiciones I1.2.3, 1.2.4 y el teorema I.2.6, S(V) resulta nuclear

lo que demuestra el teorema.
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Teorema I.2.9. Sean E1,E2,F espacios localmente convexos,

f e L(E,,E,) suryectiva. Entonces si F & E, son nucleares la
aplicacién f:E; ¢ F » E, ¢ F inducida por f (esto es:
£(G) (v) = foG(v) para G € L(F',E1), ¢ ¢ F') resulta también

suryectiva.

Demostracidn

(ver [ 3] pag. 323)

Corolario I.2.10. Sean E1,E2,E3,F espacios localmente convexos,

Entonces si E, 6 F son nucleares y 0 ~» E, » E2 > E3 + 0 es una
sucesidén exacta, la sucesidén inducida 0 ~» E1 ¢ F » E2 e F »

> E3 € F > 0 resulta exacta

Demostracidn

Es inmediata a partir del teorema 1.2.9,

Corolario I1.2.11, Si 0 ~» S1 -+ S2 > 33 + 0 es una sucesidn exacta

. . n
de haces analiticos coherentes sobre U un abierto de C" y E es
un espacio de Fréchet, entonces la sucesidn inducida

0 ~» 31 € E » S2 € E » 33 €e E > 0 resulta exacta.

Demostracidn

La sucesidn exacta 0 -~ S, » S2 > Sg > 0 induce una sucesidn
exacta larga 0 » S1(V) > SZ(V) > SS(V) > H'(V,S1) > ...; la
coherencia de los haces asegura que 0 - 31(V) > SZ(V) > SS(V) > 0
es exacta para V polidisco. Por lo tanto para todo V polidisco

la sucesidn 0 - S1(V) e E » SZ(V) e E » Ss(V) e E > 0 resulta

exacta lo cual demuestra el teorema.

Observacidn I.2.12. E1 corolario anterior es evidente cuando

los haces S, son localmente libres, por ([41); sin embargo en el
Teorema II.2.4, seri necesario usar la conclusidén con toda su

generalidad.
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3. Una extensidn del Teorema B

Sea E un espacio de Fréchet, s = (51""’5n) una n-upla de
indeterminadas, Sea para 1 < p <n
Ap(E,s) = ® E s. Avooprs, = E(g), para p =0
164<.. <i<n op p
Ap(E,s) = E, para p > n Ap(E,s) = 0, Sea AE,s) = 20 Ap(E,s).
P>

E induce en Ap(E,s) y por ende en A(E,s) una topologia que los

convierte en espacio de Fréchet. Notemos que AP(E,s) = AP(cny @ E.

Lema I.3.1, Si E es un espacio de Fréchet, U es un abierto de

ch y s = (51,...,sn) una n-upla de indeterminadas entonces:
a. AP(C(U,E),s) = AP(C(U),s) ¢ E
b. AP(C=(U,E),s) = AP(C™(U),s) ¢ E

c. Ap(O(U,E),s) = Ap(O(U),s) ¢ E canbnicamente

Demostracidn

Si Gp:Ap(C(U,E),s) > Ap(C(U),s) € E indica la aplicacidn
Bp(f %ﬂA...Asip)(w) = y9of S5 A...Asip entonces, claramente Bp
es un isomorfismo, Op(Ap(Cw(U,E),s) = Ap((Cm(U),s) e Ey

ap(Ap(O(U,E),s] = aPo),s) ¢ E.

Sea E un espacio de Fréchet, U S'Cn abierto, dz = (d71,...,d?n).
Sea 3:AP(Cc”(U,E),dZ) » Ap+1(C°(U,E),d?) la aplicacién

n
3(fdz. A...adZ. ) = ] ig— dz. A d?i Avo A d?i . Tenemos que
11 1p j=1 97, J 1 P

203 = 0 quedando asi definido un complejo que notaremos

(A (C”(U,E),dZ),3).

Teorema 1.3.2, Si E es un espacio de Fréchet, U un abierto de

c® holomorficamente convexo y L(U,E) es el complejo
(A (C®(U,E),dZ),7) entonces HP(U,0E) = HP(L(U,E)) = 0 para
todo p = 1
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Demostracidn

Sea L(U) = (L(U,C)). Sabemos que HP(L,(U)) = 0 para todo p > 1
([ 51) capitulo 4), con lo cual tenemos la exactitud de la suce

cidn

9
0+ 3P (CW),dD) ~APCW,dD) ~ TR C V), dD) ~ o.

Ademéds, el teorema I.2.5 y las proposiciones I1.2.3 y I.2.4 nos
permiten asegurar que icxp(CQ(U),dEU es nuclear y asi, gracias

al corolario I.2.10 resulta la exactitud de la sucesidn
%
0+ FAP (W) ,dD) ¢ E>APC (W),dD) ¢ E > TAPC W),dD) ¢ E > 0

donde 30 es la aplicacidn: 50(F)(w) = 3(F(v)) para v e ELy
Fe L(BLAP(CT(V),d7)).

Si Bp es la aplicacidén del lema anterior, entonces

8 o3 = 3,08 .
p 0 p-1

6 _o3(f dz., A...A dZ. =8 (3 £ A dz, A...A dzZ. ;
D ( i 1p_1) p( i, i)

En efecto: dada f € CQ(U,E),

entonces si ¢ € Eé, 0 _°3(f dzi Ao.oA dzi Y () =

o o
3
]
—

= ¢°3 £ A dZ, A...A dZ, =
i
p-1 1
= 3(8 _1Cf dzi Ao A dzi Y(p)) = ao(ep_1(f dzi
1 p-1
Aoooh dz, ) (v)
p-1
Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

1 P-

9

0
03P (CW,d) ¢ E-APCW,dD) ¢ E »~ TAPC W], dZ1 ¢ E»> 0
o "o . 1o
0+ 3P 1 (c"w,E),d) ~ AP (U,E),dD) + TAP(C"(U,E),dZ) ~ 0,

p+1



15,

de donde la Gltima sucesidn es exacta quedando asi demostrado

el teorema.

4. Comparacidn entre dos complejos

Sean A un dlgebra de Fréchet, a = (a;,...,a ) una n-upla de ele
mentos de A, U un abierto de C" y dz = (dz1,...,dzn). Si ¢ indica
n

el elemento de Al(O(U,A),dZ),C(Z) = Z (zi-ai)dzi, entonces para

todo p, la aplicacidn ec:Ap(O(U,A),d;§1+ Ap+1(0(U,A),dz) ec(w)
= c A w satisface e.ce. = 0, produciendo asi el complejo
Q\(O(U,A),dz)ec) que notaremos R(U,A).

Si AP»9(Cc™(U,A)dz,dZ) es el subespacio de A (C” (U,A),dz,dZ) formado
por las formas de grado p en dz y q en dz, el elemento c también
define una aplicacidn que seguiremos llamando ey del subespacio
Ap’q(Cm(U,A),dz,d?) en el subespacio Ap+1’q(C°(U,A),dz,dE)

(ec(w) = c A w). Luego, teniendo en cuenta que la aplicacidn
7:AP>9(C™(U,A) ,dz,dZ) » AP 9*1(C™(U,A) ,dz,dT7) satisface

dee  + ecof = 0, queda definido el complejo

(A (C”(U,A) ,dz,d7), §+ecl que notaremos a(U,A).

Observacidén I1.4,1, Ap(O(U,A),dz) puede pensarse como el subespacio
de Ap’O(CQ(U,A),dz,d?) formado por todas las formas w tales que

aw = 0, resultando ademis que '§+ec = e. en este subespacio.

Teorema I.4.2. Si U es un abierto de C™ holomorficamente convexo,

entonces Hp(a(U,A) = Hp(R(U,A)) para todo p.

Demostracidn

Dada la observacidn anterior, con la notacidn del apéndice (pig 44 )

gracias al teorema demostrado alli, basta ver que 14 "Hp(a(U,A)) =

0
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para todo p = 1 y para todo q. Probaremos aqui que ”Hp(a(U,A)) =
para todo p = 1. Sea entonces para q = 0, el espacio de Fréchet
Eq = Ag(A,d?). Tenemos que para todo p, la aplicacidn

wp:AP’q(c“’(U,A),dz,d?) > AP(c“’(U,Eq),dE) definida por

v (fdz, A...Adz. AdZ, A...AdZ, ) = (fdz. A...A dz. )dz. A...A dz.
p Jq Jq 1 1, Jq Jg 1

resulta un isomorfismo y satisface 3°¢p = ¢p+1

"Hp(A(U,A)] es isomorfo a @ Hp(L(U,Eq)). Luego como U es holomor

°3, Por lo tanto

q
ficamente convexo, el teorema I.3.2 nos permite asegurar que

HP(L(U,E )) = 0 para todo p = 1, quedando asi completada la demos

tracidn.

Corolario I.4.3. Sean C:A el anillo de gérmenes en z de funciones

C” a valores en Ay 0? el anillo de gérmenes en z de funciones

holomorfas a valores en A, Sean los complejos
a (A) = (A(CTA,dz,;d7),3ve ), P (A) = (A (02,dz),e)
z z 27 ’ c’r 'z z? et

Entonces del teorema anterior resulta que para todo p

HP (e, (A)) = HP(R,(A))

5. Propiedad de extensidn fnica

Notaremos:

HP (C¥(U,A) ,T+e ) = HP (a(U,A))
BP (C” (U, A) ,Jate ) = BP (a(U,A))
zP(C™(U,A) ,T+e ) = ZP(a(U,A))

(3+e.) WP~ T(C™(U,A) ,d2,dD))

Ker 3+e_ C AP(c®(u,A),dz,d7)

HP (C},3+e ) = HP(a,(A))
Bp(C:,3+eC) = Bp(az(A))
ZP(c7,3+e ) = ZP(a,(A))

0
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HP (0 (U,A) ,e) = HP(R(U,A))
BP(0(U,A),e) = BP(R(U,A))
zZP(0(U,A)) e ) = ZP(R(U,A))
HP (0%,e ) = HP(R_(A))
BP(0%,e ) = BP(R_(A)
2P (0%,e ) = ZP(R,(A))

Lema I.5.1, Si V1 y V, son subconjuntos abiertos de ct y w es un

elemento de Aq(Cm(V1 nVv,,A),dz,dz) entonces, existen
Wy € Aq(Cm(V1,A),dz,d7) Yy W, € Aq(Cm(VZ,A),dz,d?) tales que

W = W“’WZ.

Demostracidn

Sean ij)jeJ un cubrimiento abierto localmente finito de VJ U V2
subordinado al cubrimiento {V,,V,} y (s«vj)jeJ una particién C~ de

la unidad tal que sop wj - Wj para todo j.

Sean J, {j e J tal que wj CVy,}yJ, =J-J

1.
.. . _ (_qyitl . )
Sii=1,2y je J;, sea wi,j(z) = (-1) wj(z)w(z) si z e Wj Vi,

. = i . = W. NV,
wi,J(z) 0 si z ¢ V1 W} V1'

Teniendo en cuenta que w € Aq(CwCV1 N Vz),dz,df), que SOP ¥ - wj
y que para j € S Wj N Vi c vV, N'V,, resulta que

q o« —
Wilg o€ AM(C (Vi,A),dz,dz).

’

Por otro lado, como el cubrimiento ij)jej es localmente finito,

las formas Wi = ) Wi 3 estan bien definidas y pertenecen a
jeg, b
Aq(c“(vi,A),dz,dZ).
Por Gltimo, para z € V; NV,, w,(2)-w,(z) = ) vj(z) w(z) +
jeJ1

* .z vj(z) w(z) = ] ¢j(2) w(z) = w(z)
JGJZ jeJ
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Lema I.5.2. Sean V4i,V, abiertos de ch que satisfacen

HP=1(C"(v, N V,,A),T+e_) = 0. Dada w e AP(C™(V, U V,,A),dz,d7)

si w/Vi € Bp(Co(Vi,A),?+ec) para i 1,2, entonces resulta que
we BP(CT(V, UV,,A) ,3+e ).

Demostracidn

. -1 © - -
Sea para i = 1,2 w; e AP (C (Vi,A),dz,dz) tal que w/Vi = (3+ec)wi.
Entonces (?+ec)(w1-w2) = 0en Vy NV,, Como
HP"(c""cv1 N V,,A),3+e ) = 0 existe wy € AP'Z(C"”cv1 A V,,A),dz,dz)
tal que Wi-w, = (§+ec)w3.
El lema anterior asegura la existencia de W3 9 € Ap'z(CO(V1,A),dz,dE),

-2 © -— .
w3’2 e AP (C (VZ,A),dz,dz) que satisfacen Wq = w3’1-w3’2 en V1 N VZ'
Entonces, definiendo w! = w.-(3+e _)w, . (i = 1,2), resulta que

i 1 c’"3,1
p-1 ® = 1 - Y = - EY =

wi € A (C (Vi,A),dz,dz) y wi Wy (3+ec)w:,”1 W) (8+ec)w3’2 wé
en V1 N VZ'
Luego, si Wy 2(z) = wi(z) si z € V1, Wy 2(2) = wé(z) si z e VZ,
tenemos w; , bien definida. Ademias Wy , €s un elemento de

Ap-1(C°(V1 U Vz),dz,df) y C?+ec)w1,2 = (3+ec) wi = ("c>-+ec)wi en V..

Por lo tanto (?+ec)w1 5 = W, quedando demostrado el lema.
’

Lema I.5.3. Sea U un abierto de C" tal que Hq(CG(V,A),34eC) =0

para todo V C U y para todo q < p.
Si w es un elemento de AP(C"(U,A),dz,dz) tal que para todo z e U,

el gérmen de w en z, W, € Bp(C:A,3+ec) entonces w € Bp(Cm(U,A),§+eC).

Z

Demostracidn

Sea (Ki)ieN una sucesidén de subconjuntos compactos de U tales que
0 A o
= U .
Ky - I(i+1 para todo i y U 2 Kl.
Sea para z ¢ U, V, un entorno de z contenido en U y

w, e APTT(CT(V_,A),dz,d7)) tal que w = (Fredw, en V,.
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m
Dado que K; es compacto, existen Z1seees2 tales que K, € v v, .
m ' =1 j
. - ® - J ]
Si Ui = .U1 Vz.’ como HP ](C (V,A),a+ec) = 0 para todo V C U,
)= J
el lema anterior asegura que existe W € Ap'1(C°(Ui,A),dz,d?) tal
que w = (3+ec) w; en Ui'
0
i+1
Veamos ahora que existe una sucesidn (wi)ieN’

t p'1 ® > = ey —
wieA (€ (U;,A),dz,dz), w{+1/Kg+1 = w!ly (a+ec)wi = W,

Podemos suponer que K; © Ui - ﬁi C K cu

17 Pt

con

C Ki"'

En efecto: sea (wi)ieN una sucesidn de conjuntos abiertos tales

que K. C W, C Wi C U,; sea para cada i € N,po, ¢ c”(U) tal que

= c =
0 < v; < 1, v, = 0 en Wo, es = 1 en Ki'
Sea wi = Wy Supongamos tener para i = 1,...,n
-1 @® -— .
wie AP '(c (U;,A),dz,dz) que satisfacen wi”/Kg+1 = Wi,

(?4ec)wi = w en Ui' Entonces (?+ec)(wﬁ-wn+1) = 0 en U,, por lo
tanto existe whn*1 e Ap'z(cw(Un,AI,dz,dE) que satisface
= n,n+1 —_ +1
wﬁ-wn+] (a+ec)w 2 en Un' Luego wﬁ = Wit [3+ec)(¢n.wn’n )
0 -
en Kn pues v = 1 en Kn.

. - n,n+1
! = + + ’
Si entonces LAPE Woq € ec)(wn.w ), vemos que

Wi € Ap'1(C°(Un+1,A),dz,d7) pues v = 0 en un entorno de U;
y wh e APT2(C7(u_,A),dz,d7).

Ademias (a+ec)wr'l+1 = (a+ec)wn+1 =wenld Sea entonces
w1(z) ° wi(z) size Kg. Asi, w1 esta bien definida,

wh e AP 1(c™(U,A) ,dz,d7) vy (5re dw'

n+l1*

w, quedando demostrado

el lema.

Corolario I.5.4. Si U es un abierto de C" que satisface

i. para todo z e U y para todo q < p Hq(C:A,3+eC) =0
ii. para todo V subconjunto abierto de U y para todo q < p
Hq(Cm(V,A),3+eC) = 0, entonces para todo subconjunto abierto

V de U HP(C™(V,A),5+e ) = 0.
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Demostracidn

Resulta inmediata a partir del lema anterior.

Teorema I.5.5. Si U es un abierto de C", son equivalentes:

i. Hp(Oé,ec) = 0 para todo p < n-1, para todo z ¢ U
ii, Hp(C:A,3+ec) = 0 para todo p € n-1, para todo ze U
iii. Hp(Cm(V,A),3+eC) = 0 para todo p < n-1, para todo V abierto
de U
iv. Hp(O(V,A),ec) = 0 para todo p < n-1, para todo V abierto de

U que sea holomorficamente convexo.

Demostracidn

i. = ii, es inmediato a partir del corolario I.4.3,

ii, = iii, por el corolario I,5.4 basta ver que HO(Cm(V,A),§+eC) =0
para todo V abierto de U, Sea entonces V un abierto de U vy

fe C°(V,A) tal que (3+ec)f = 0; si ¥z es el germen de f en z,
tenemos (E-ec)¥z = 0, con lo cual ¥z = 0 para todo z € V y por

ende f = 0 en V,

iii. = iv. es inmediato a partir del teorema I.4.,2,

iv., = i, resulta trivial.

Definicidn I.5.6. Sean A un ilgebra de Fréchet, a = (a1,...,an)

una n-upla de elementos de A tal que sp(ajy,...,a,) es compacto.
Decimos que a tiene la "propiedad de extensidén Gnica'" (p.e.u.)

sii Hp(OQ,eC) = 0 para todo z € ch y para todo p < n-1,

Observacidn I.5.7. E1 teorema I.5.5. nos permite dar definiciones

equivalentes de esta propiedad.

Proposicidn I1.5.8. Sea a = (ay,...,a,;) una n-upla de elementos

de A que tiene la "p.e.u." y U un entorno abierto holomorficamente

convexo de sp(a). Entonces, si x es un elemento de A tal que su
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germen en zo,kz € Bn(OQO,eC) para todo z, ¢ U, resulta que

0
x = 0,
Demostracidn
Como kz dz e Bn(Og ,ec) para todo zq € U, tenemos que

0

kz dz e Bn(C:A,3+ec) para todo z; ¢ U, Luego por el lema I.5.3
0 0

resulta que x dz e Bn(CQCU,A),F+eC).

Dado que V es holomorficamente convexo, el teorema I.4.2 asegura

que x dz e Bn(o(U,A),e ). Por lo tanto existen g;,...,g. elementos
c n 1 n

de ¢(U,A) que satisfacen x = } (z;-a;)e;(2) para todo z € U. En-
i=1
tonces, siendo 6:0(U,A) - A el cdlculo holomorfo obtenemos
n
x = 0(x) = i£1 0 (z;-a;).0g; = 0,

6. Espectro relativo

Definicidén I.6.1, Sean A un 4lgebra de Fréchet, a = (a1,...an)

una n-upla de elementos de A y x un elemento de A, llamaremos
resolvente de x respecto de a, notando r(a,x), al conjunto

n n, A =
{zge C'/x dz ¢ B (Czo,a+ecl}.

Definicidn I1.6.2, Llamaremos espectro de x respecto de a, notan

do sp(a,x) a I{a,x)c.

Observacidén I.6,3. Del corolario I.4.3, se deduce inmediatamente

que r(a,x) = {z0 e C"/x dz e Bn(oéo,ec)} = {z0 e C'/existen VZO
entorno de zy y fq,...,f e 0(vV. ,A) que satisfacen

n n 20
x = )} (z.-a,)f.(z) enV_1}.

121 i 91771 2

Proposicidén I.6.4,

i. sp(a,x) es cerrado

ii. sp(a,0) = ¢
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iii. sp(a,bx) € sp(a,x) para todo b € A

iv. sp(a,x+y) C sp(a,x) Y sp(a,y)

Demostracién

Se desprende inmediatamente de la definicién,

Sea K un subconjunto de c". Notaremos con Ty el subconjunto de A,

Ig = {xe A/sp(a,x) C K}.

Proposicién I.6.5.

i. IK es un ideal de A.

ii., Si K contiene a sp(a,1) entonces IK = A,

Demostracidn

Es inmediata a partir de la proposicién anterior.

Vamos a estudiar la relacifn entre sp(a,l1) y sp(a).

Lema I.6.6., Si A es un &dlgebra de Fréchet y {a1,...,an} es un

subconjunto finito de A contenido en un ideal propio de A, en

tonces existe un caricter de A, h, tal que h(ai) = 0 para todo 1i.

Demostracién

(ver [6] pag. 177)

Lema I1.6.7. Si A es un dlgebra de Fréchet, U un abierto de ch

holomorficamente convexo y X(0(U,A)) el conjunto de caracteres
de 0(U,A), entonces X(0(U,A)) = {¢0 8
(8, (£) = £(zq), £ ¢ 0(U,A)).

0

, cardcter de A, z, € U}.
20

Demostracifn

Sea h un elemento de X(0(U,A)). Si consideramos a 0 (U) como sub-
anillo de 0(U,A), identificando f ¢ 0(U) con f.1 en 0(U,A) donde
1 es la identidad de A, resulta que h restringido a 0(U) es un

cardcter de 0 (U). Por lo tanto, existe z, € U/h(f) = £(zj) para
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toda f € 0(U) (ver [6] cap. V. pirr. 7).
Por otro lado si pensamos a A como subanillo de 0(U,A), identi-
ficando los elementos b de A, con la funcién identicamente igual
a b sobre U, resulta que h restringido a A es un caricter de A y
asi, existe ¢ cardcter de A tal que h(b) = ¢.(b) para todo b e A,
Por Gltimo, dado que el subespacio de 0(U,A) generado por los
elementos b.f con be Ay fe 0(U) es denso en 0(U,A) (ver [4]
) vy que h(b.f) = w(b).f(zo) = w(SZo(b.f)) resulta que h = ves . .

0
Para terrinar, resulta inmediato que si v ¢ X(A) y 2 € U entonces

vos ., e X (U,A)).
0

Observacidén I1.6.8., Con la misma demostracidn, si U es un abierto

cualquiera de Cn, los carédcteres de 0(U,A) se obtienen de manera

aniloga, pero con Zg € ﬁ, cidpsula de holomorfia de U.

Teorema I.6.9. sp(a,1) C sp(a).

Demostracidn

Sea Zg ¢ sp(a), entonces existe un polidisco V de centro Zq incluido
en sp(a)®. Supongamos que zg ¢ sp(a,1); luego, para todo entorno
abierto U de z;, existe un ideal propio de 0 (U,A), I; tal que

z;-a; € Iy para todo i = 1,...,n. Entonces, como 0(V,A) es un dlge-
bra de Fréchet, el lema I.6.6 nos permite afirmar que existe

h e X(0(V,A)) tal que h(zi-ai) = 0 para todo i = 1,,..,n, Asi,
teniendo en cuenta el lema I.6.7, sabemos que existe ¢ € X(A) y

we V tal que h = v°s . Por lo tanto ¢°8w(zi-ai) = 0 para todo

i=1,...,n, Entonces Wy = w(ai) para todo i = 1,...,n, con lo

(g!

[t

I

| d

=
!

(¢(aq),...,»(a;)) resulta un elemento de sp(a), absurdo

ya que V N sp(a) = 4.



7. Un ejemplo

En general la inclusidn del Teorema I.6.9 es estricta. Veremos
un ejemplo.

Sean U = {z e C%/ méx lz.] < %} U {z e Cz/% < max |zi| < 1}
i=1,2 1 i=1,2

y X = C(ﬁ) x C](ﬁ), donde C1(ﬁ) = {f e C](U) tal que tanto f
como sus derivadas de primer orden (pensando U como subconjynto
de R4) pueden extenderse con continuidad a U},

Consideremos en X la norma producto: f(f,g)l = sup |£(z)] +
Z€

+ sup |g(z)] + sup |%§7(1)|- Resulta claro que X es un espacio
zeU zeU 1
i=1,2,3.4

2T

de Banach, Sea L(X) = {F:X » X lineales y continuas} vy

a],az,b],b2 los elementos de L(X):

z4 —%— f
a1(f,g) = 321 = (z1f + ,a_ g, Z1g)’
3z
0 z4 g !
z, —%— f
az(—f’g) = 322 = (sz + — £ zzg)°
92
0 z, g 2
z, 0 f
b1(f,g] = = (z1f’ Z.‘g),
0 Z4 g
Z, 0 f
b, (f,g) = (z,f, z,8).

24,
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Es facil comprobar que aja, = a,aq, b1b2 = b2b1, a.b. = ajb

i7j i
i,j = 1,2, Sea A una subdlgebra conmutativa cerrada que contie
ne a {a],az,b1,b2} maximal de L(X). Si a = (a1,a2), veremos

que sp(a,l) g.sp(a).

Proposicidén I.7,1, Sean A un 4lgebra de Fréchet, a = (a1,...,an)

b = (b1,...,bn) dos n-uplas de elementos de A tales que

(ai-bi)n = 0 para todo i = 1,,..,n y para algln m. Entonces

a, sp(a,l) sp(b,1) y b, sp(a) = sp(b)

Demostracidn

a. Es claro que basta demostrar r(a,1) C r(b,1). Sea zg € r(a,l),
sabemos que existe V, , un entorno abierto de zj y (f1,...,fn),
0

una n-upla de elementos de OCVZ ,A) que satisfacen
n 0
1= 7§ (z,-z,) £.(z) en V_ ., Sea ahora h un caricter de A;
= i “i i 2
como (ai—bi)m = 0 para i = 1,...,n, resulta que h(ai-bi) =0

para todo i = 1,...,n y por lo tanto 1 = h(1) =

n n
= hC ] ((z;-b;) + (a;-b)) £;(2)) = h( [ (z4-by) £;(2)).

i=1 n i=1

Luego si u(z) = (zi-bi) £,(z), del lema I.6.6 se desprende
i=1
que u(z) es inversible para todo z € VZ

0
Asi, si definimos en V_ , gi(z) = u'1(z).fi(z), tenemos que
n“o0
g; € OCVZO,A) y 1 = .21 (zi-bi) giCZ).
1=

b. Se desprende féacilmente de la demostracidn de a.

Corolario I,7.2, Si a = La1,a2) y b1 = (b1,b2)son los pares de-

finidos anteriormente, entonces sp(a,l1) = sp(b,1) y sp(a) = sp(b).

Demostracidn

Gracias a la proposicidn I.6.11, basta ver que (ai-bi)2 = 0 para

i = 1,2. Entonces
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2, 2 (zg 0} o 2P
2 _ azi azi
(ai'bi) = - = =0
0 zi 0 zs 0 0

Proposicién I.7.3. sp(b,1) C U

Demostracidn

sea w0 e (U)€, entonces existe i tal que % < |wg| < % 6

lwg| > 1. Luego existen € > 0 y V  entorno abierto de w?

w
- . 1 1
= - U
tales que V o esta contenido en V {7 e > |Wi| > I+E}

w
U {lwyl > 1-e}. Sea U' = ({%-3 > |w,| > }+§} U tlw| > 1-5D°C.

Resulta que V es un entorno de v g» U' es un entorno de Uy

wo-zo # 0 en V x U', Por 1o tanto la funcién u:V=xU' » C definida

como u(w,z) =

es analitica. Sea parawe V 4, fi(w):X + X
1 1 Z o

FETR f, 7;:;; g). La analiticidad

de u respecto de z asegura la conmutatividad de fi(w) con ag,aj;

Z.-W.
1 1

definida como fi(w)(f,g) = (

con lo cual, para todo we V 4, fi(w) € A,
W
Ademds, la analiticidad de u respecto de w induce la analiticidad
de la aplicacidn fifv'o + A,
W

Por Qltimo, fij)(bi-wi)Cf,gl = fi(wl((zi-wi)f, (zi-wi]g) = (f,g).

Corolario I.7.4, sp(a,l) C 1]

Demostracidn

ES consecuencia inmediata del corolario I.7.2 y la proposicién

1.7.3,

Proposicién I.7.5, {z € C2/|zi| < 1} C sp(b)

Demostracidn

Sea 20 ¢ sp(b), entonces existe Cq1 Y S elementos de A tales

que cJ(bI-z?) + cz(bz-zg) = 1, Por lo tanto especializando esta



igualdad en el elemento (0,1) de X, tenemos:

cl Ci
0 0 11 12
(c1(b1-z1) + cz(bz-zz))(0,1) = (0,1). Asi si ci(f,g) = . .
€21 22
. 0y _1 0, .2 _
i= 1,2, resulta que (21-21) c22(1)(z) + (zz—zz) c22(1)(z) = 1
para todo z € U,
Sean v*:U » c, vl(z) = c§2(1)(z). La conmutatividad de ci con
0 2 0 2
&,,2,,b,,b,} asegura que cs a?j = afj c; y por lo tanto
0 0 0
0 2 }(o 0 2}t (n
37, az. || 12 5 i
0 = Ci J = J . = ('___ CZZ(I] ,0 Se
o o0/ 0 0l (1) 3z

desprende entonces que las funciones vi son holomorfas en U.
Entonces, existen %i definidas en {Izjl < 1} holomorfas tales

que ti/U = vy (21-22)31(2) + (zz-zg)tz(z) = 1({ 7] Teor. I.€.5).
Luego, 20 e {lzjl > 1}, lo cual prueba la proposiciédn.

Corolario I.7.6. sp(a,1) CUC {Izil < 1} = sp(a).

Demostracidn

Gracias al corolario I.7.4 y a la proposicidn I.7.5 basta obser

var que {Izil < 1} O sp(a) dado que ﬂaiﬂ <1 i-=1,2,



CAPITULO II

Introduccidn

En este capitulo introducimos la nocidn de 4dlgebras
a-representables para n-uplas a = (a1,...,an) de un dlge
bra de Fréchet, Para dichas dlgebras obtenemos una suerte
de extensidn del cdlculo holomorfo para los gé&rmenes de
funciones analiticas sobre subconjuntos compactos del es-
pectro de a y también un teorema de tipo Shilov. Por Glti

mo, damos algunos ejemplos interesantes.

28,
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1. Algebras a-representables

Sea A un dlgebra de Fréchet, a = (a1,...,an) una n-upla de ele

mentos de A,

Definicién II,1.1,

i, Sea T ¢ 0™ el haz sobre C" de ideales generados por

a_; esto es Iz es el ideal de Oé generado

Z4=81,000,2
LI 0 0

n °n’

por los gérmenes en z, de z;-a; i=1,.,.,n, para cada
n
Zg € C
ii. Sea A el haz de fibras A, = 05 /T .

0 0 Zg
Observacidén II. 1.2,

i. Se tiene una sucesidén exacta candnica 0 » I -» 0A + A+ 0

ii. Si zj ¢ sp(a,l) antonces Azo = 0, En efecto, existen
fl""’fn elementos de 0 (V,A) para algln entorno V de Zg
n
tales que 1 = J (zi-ailfi; con lo cual, si para f ¢ 0(U,A)
'\,ZO i=1 n /-\-/ZO nZ
f ~ es el germen de f en zj, tenemos 1 = ) (zi-ai) £
=

A 1
y asi 0 =1_,

20 20

Definicidén IT.1.3,

Sea N ¢ (OA)n el haz sobre Cn, cuyas ﬂibrasNz consisten de las
0

20 %0 . ers
n-uplas (f]”, fn ) de gérmenes en Zg de funciones analiticas en
n ,\JZO
un entorno de z, tales que 121 (z;-a;) £, = 0.

Observacién IT,.d1.4, Si 7\:(0A)n + I indica la aplicacidn,

n ,% n /\_//\' .
k(f1,..., n) = 121 (zi-ai)fi, tenemos la sucesidn exacta
i n
0+N3 Y >1 50,
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Definicién II,1.5, Decimos que A es a-representable si

1. sp(a) es un compacto holomorficamente convexo

2. H'(sp(a) ,N) = 0, H%(sp(a),N) = O

Teorema II,1.6, Si sp(a) es un compacto holomorficamente convexo

y a tiene la p.e,u, entonces A es a-representable,

Demostracidn

Si a tiene 1la p.e.u, Hp(O(V,A),eC) = 0 para todo p < n-1 y para
todo V subconjunto abierto holomorficamente convexo de CT, Enton

ces para todo z € Cn, tenemos la sucesidn exacta

e e

€c o c
0> 08 S alhazy v LA™ TR az) » TN, - 0,

Por otro lado, el teorema I,3.2 asegura que Hp(V,Ai(Oé,dz)) =
= Hp(V,Otch’dz]) = 0 para todo V holomorficamente convexo,
para todo p # 1; esto es, los haces AiCOA,dzl son acfclicos.
Asi, con un argumento usual,Hp(V,N) = 0 para todo V subconjunto
holomorficamente convexo de C" y para todo p > 1 y entonces

HP (sp(a) ,N) = 0 para todo p > 1.

Lema II.1.7. Sea U un subconjunto abierto holomorficamente convexo

de Cn, entonces
a. #iu,1) = o1 (U,N) para todo i > 1

b. si A es a-representable y U O sp(a) resulta:

. n
HY(U,T) = 0 para todo i > 1, HO(u,1) = HOu,0® )/
1O u,n)

Demostracidn

n
a, Basta notar que la sucesidn exacta 0 - N ~» 0A + 1 + 0 da

lugar a la sucesibn exacta larga

n n
0 - u'wny » 0,0ty » 80w, »H'@W,M > B ,0N) > U, T) -+
. n . . . n
+~ HE@U,N) » ... » BEq, 0y s Hiw,n) - v T, - BEY T ULty -
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. n
y tener en cuenta que Hl(U,OA ) = 0 para todo i > 1,

b. Resulta inmediato,

2. Secciones del haz A

Lema II,2.1, Si U es un subconjunto abierto holomorficamente

convexo de C" y I es un ideal finitamente generado de 0 (U),

entonces I es cerrado.

Demostracidn

(ver [ 5] Cap, 6 pag. 169).

Lema II.2.2. Si U es un subconjunto abierto holomorficamente

convexo de Cn, I es un-ideal cerrado de 0(U) y S es el haz de
ideales generado por I resulta que S es coherente y

s = How,sy = 1.

Demostracidn

(ver [ 5] Cap. 7 piag. 179).

Lema II.2.3., Sean U un subconjunto abierto de Cn, I, C 0(UxU)
el ideal generado por {zi-si i=1,...,n}, I, €O(UxU) el ideal
de las funciones holomorfas en UxU y nulas sobre la diagonal,

Resulta entonces que I] = I,.

Demostracidn

Notemos primero que I, es cerrado gracias al lema II.2,1 y que

trivialmente I, resulta cerrado. Sean entonces S, el subhaz de

0(U) generado por I, y S, el subhaz de 0(U) generado por I,, Si
probamos que S, = 32 resultari del lema II.2,2 que
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Entonces basta ver que para todo x € UxU, S, ¢C Sl , dado que
x X

I, ©€I,. Sea A la diagonal de UxU, Analizaremos los casos

al x = (z4,65) # 8, Db) x = (zg,6g) ¢ 8

a. sea (zgy,65) ¢ 4, entonces existen i y W C UxU entorno de

(zg,€5) tales que Z.IE. es inversible en W y por lo tanto
i°i
S =0 oS
1 (zn,60) 2
(209E 0) 0 0 (ZO,E 0)

b, Sea (z,,6,) ¢ Ay fe S . Supongamos primero que
0°*0 2
(2,6 )
zy = 0, Sea r > 0 tal que f es holomorfa en {|z;| < 2r,

|¢;] < 2r}. Luego para todo ¢ tal que |¢;| <7, £ (2) = £(z,t)

es holomorfa en |zi-Ei| <7ty f ) 0; por lo tanto

= (Z'E)a a
£, (2) = lalél v D%f, ().

Entonces: i) DafE(E) = D:f(z,t) por ser f holomorfa en
20 < v, gyl <ry ii) SiM=——0" sup [£(z,8)],
1 (2n) lz, I<r ‘
£11<r

considerando que

D, (5) = —2— | ........ G D: dz,
¢ J J G (T

_Tr
29- ql=7 lzp- ql=7

resulta IDafE(E)I < _%—%éT . Asi, si para todo i = 1,,..,n
(7] ‘i
(Z-E)a"(o,.o1’coo)DafE (E)
definimos gi(z,E) = I ’
u/aj=0 j<i ol
ai>1

de i) y ii) se desprende que‘gi(z,E] es holomorfa en



tleg] < 7. lzy] < I} para r' < r. Ademds, £(z,t) =
n '

= LGy g Gard en izl < 5y fegl < 3
1=

Sea ahora z,; € U cualquiera, entonces‘h(z,s) =
0 0 .
= f(z +z, z +§) ¢ S or lo tanto existe cee
( , ) 2(0,0) y por lo tanto isten gy &

funciones analfticas en un entorno del (0,0) tales que

n
n
= 121 (z;-8,;) g;(z-z(, £-z() donde g, (z-z(, §-2z3) resultan

analfticas en un entorno de &o,zo).

Lema II.2.4, Sean A un dlgebra de Fréchet, U un subconjunto

abierto holomorficamente convexo dé Cn. Si f es un elemento
de 0 (UxU,A) nulo sobre la diagonal, resulta que f pertenece al

ideal de 0(UxU,A) generado por {z;-¢(;, i = 1,...,n},

Demostracién

Teniendo en cuenta que 0 (UxU,A) = 0(UxU) € A, resulta que si f
es nula sobre la diagonal, f es un elemento de L(Aé,I) donde I
es el ideal de 0(UxU) generado por {z;-8, 1= 1,.0.,0},

Sea I el subhaz de 0 (UxU) generado por I y consideremos la su-

"1 A
cesion exacta 0 - K > 0% 5 1 » 0, donde k(gl,,.,,gn) =

.Z (zi-{i)gi, K es el Ker A e i es la inclusibn,

Ob;:ivando que K, 0" e T son haces coherentes y A es un espacio
de Fréchet, podemos aplicar el corolario I.2,11 y deducir la
exactitud de la sucesidn 0 + KeA i 0%e A i TeA ~ 0,

Ademds, como UxJ es holomorficamente convexo y K es coherente,

Hq(UxU,K) = 0 para todo q » 1 y por lo tanto del corolario
1.2.11 se deduce que HqCU«U,KeA) =0

33,
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Notando por Gltimo que HO(UxU,OHEA) = O(UXU,A)n y que
HO(IeA) = I(U)eA = IeA (observacidén I,1.7), podemos concluir
que la sucesidn O(UxU,A)n ﬁ IeA > 0 también es exacta, lo cual

demuestra el lema.

Proposicidén II 2,5, Si U es un entorno abierto holomorficamente

convexo de sp(a) y GU:O(U,A) + A es el calculo holomorfo, enton
ces Ker OU = I(U) donde I(U) es el ideal de 0(U,A) generado por

{Zi-ai i = 1,ooo,n}o

Demostracibn

Dado que I(U)} es un subconjunto de Ker 0y trivialmente, basta
probar que Ker 0 C 1Qu).
Si f es un elemento de 0(U,A) cualquiera, resulta que f(z)-f(f)
es un elemento de 0 (UxU,A) nulo sobre la diagonal y por lo tan-
to el lema II.2.4 asegura la existencia de 81++++58n elementos
de 0 (UxU,A) tales que f(z)-f(¢) = g (zi-Ei) gi(z,E).
i=1
Dado entonces z fijo, si 0% es el calculo holomorfo en la varia
Eo _ 3

ble &, resulta que f(z)-0,f = 121 (z;-2;)0585-
Si hi:U + A indica las funciones hi(z) = Gig.(z,i), se tiene que

n 1
hi son holomorfas tales que f(z)-OUf = Z (zi-ai)hi. Por lo tan

i=1
to Si OU(:E) = 0, f € I(U]-

Proposicién II.2,6. Si U es un subconjunto abierto holomorfica-

mente convexo de Cn; I y N, los haces del lema II,1,7 e I1(U), el
ideal de la proposicibén anterior, resulta que HJ(U,N) =

= 12U,/ -

Demostracidn

A
, n %a
Consideremos la sucesidn exacta 0 - N -+ 0A + I + 0 donde



n

: 1 n
xa(g],....gn] = 121 (zi-zi)gi. Teniendo en cuenta que H (U,OA )
se concluye que la sucesidn

0 n*a 0 1
0 -H (UN) »0(U,A)" »~ H'(U,T) > H (U,N) » 0 también es exacta

con lo cual HI(U,N) = HOCU,I)/I(U) ya que Im xa = I(U),

Corolario II,2,7, Si A es a-representable y U es un entorno

abierto holomorficamente convexo de sp(a) entonces

HO(U,1) = I(U) = Ker 0

Demostracidn

Resulta inmediata a partir de la proposicibn II,Z2,6,

Teorema II,2,8, Si A es a-representable, entonces A = A(sp(a)) =

= Ho(sp(a),A), donde A es el haz definido al principio de este

capitulo,

Demostracidn

Sea U un entorno holomorficamente convexo de sp(a), La exacti
tud de la sucesibn 0 - T - 0A +~ A » 0 induce la exactitud de

la sucesidn larga
0 0 1
0 -H (U,7) » 0(U,A) » H (U,A) » H (U,I) » .,.

Asi, dado que el lema II.1.7 asegura que H1(U,I) = 0 resulta
0 ' .
H (U,A) = 0(U,A)/,0 . Por otro lado si 6,:0(U,A) ~ A es el
(,) (’)H(U,I) T U(.
calculo holomorfo, que como se sabe es suryectivo, tenemos que
A = OCU’A]ker GU' Por Gltimo, el corolario II,2,7 nos permite

concluir que A = HOCU,A) candénicamente,

35,



3, Un calculo holomorfo

Sea A un dlgebra de Fréchet a-representable para una n-upla

a = (a1,...,an) de elementos de A, Sean para K subconjunto
compacto del sp(a), Iy = {x e A/sp(a,x) C K}, LA(IK) el dlge
bra de morfismos A-lineales de Iy en sf mismo,

Vamos a construir para cada U entorno abierto de K un morfis-
mo GU:O(U,A) > LA(IK) que satisfaga BU(zi) = a; donde a; se

piensa como elemento de LA(IK). Asi tendremos lo siguiente:

Teorema II.3,1, Si K es un subconjunto compacto del sp(a),

existe un morfismo de anillos GK:OLK,A) > LA(IK) tal que

OK(zi) = a; para i=1,..,.,n,

Demostracidn

Sea U un entorno abierto de K y A el haz definido en el pirrafo
1 de este capftulo, Vamos a definir un morfismo ¢U:A(U) > LA(IK)
que luego compondremos con el morfismo candnico 7:0(U,A) + A(U),
Si Uy, U, son dos abiertos de C" tales que Uy €Uy,

iU]:OCUz,A) + 0(U1,A) indicari la funcidén definida como

iU](fl = f/U]° Esta aplicacién induce canénicamente dos aplica-
ciones que notaremos de la misma manera: iU]:A(UZ) > AU,
iU1:A -+ A(UI]; la segunda resulta de pensar a cada elemento de A
como funcidn analitica constante sobre U;, Observemos que el teo
rema II.2,8 afirma que si Uy es un entorno holomorficamente con-
vexo del sp(a), entonces iU1:A -+ A(U1) es un isomorfismo (°).
Sea ahora f e A(U) y x ¢ Ig- Veremos que el elemento de A(U),
f.iU(xl es en realidad iU(yl con y e IK' En efecto: sean V = Kc,
v1:AU U V) -A(U) x A(V], v,tA(U) x AC(V) » A(U N V] las aplica-
ciones definidas como v, (f) = (i (f), iy(£)),

36.



v,(f,g) = iunv[f)-iunv(g). Resulta muy ficil ver que voovy = 0
y que la sucesibn

vy V2
() 0+ AU UYV) » AU*A(V) + AU N V)

eés eXxacta,

Si x e Iy, resulta que para todo zy e V, x = €c(z) w(z) en un
entorno de z2g, Con lo cual el germen de x en zy es un elemento
de IZO y por lo tanto iunvi)(zo) =0,

y asi la exactitud de la sucesidén (*) y la observacibn (°) ase

gura la existencia de un dnico elemento de A tal que iU(y)

= f.iU(x), iv(y) = 0, Luego, para todo 2, elemento de KC, el ger

men de y en z, pertenece a I
20

r(a,y) e y e I
Sea entonces ¢U(f)Cx) = y, Tenemos:

.3) ¢,(f] es A-lineal pues
i) o (fl{x +x,) = ¢y (£) (x) + ¢y (f)(x,) trivialmente

con lo cual z, €s un elemento de

37.

ii) dado b e A, b.¢U(f)(x) es un elemento de I, y por lo tanto
WI(b.¢U(f)(x)) = (iU(b).f.iU(x),O) = (f.i5(bx),0], resul-

tando que ¢U(f)(bx) = b.¢U(f)(x).

b) ¢U:A(U) -+ LA(IK) es un morfismo de A-ilgebras dado que

Wy By (E)oe(g) (X)) = ¥ (8y(E) (Byle) (X)) = (£.iy(8y(R) (x)),0) =

= (f.g.iU(x),O].
Por Gltimo si 0y = M°dy, se tiene que OU(zi-ai) = 0 pues

tenemos 0U °iU = GU , quedando asi demostrado el teorema,
1 1 2

Observacién II.3.2, Si K = sp(a,1), entonces IK = A, LA(IK) = A

y asi & es un cilculo holomorfo.



4, Un teorema de Shilov

Teorema II.4,1. Sea A un 4dlgebra de Fréchet a-representable y

K un subconjunto compacto del sp(a). Si existen K,y K, compac
tos no vacios tales que K = K1\y Kz, entonces LA(IK) tiene ele

mentos idempotentes no triviales.

Demostracidn

Sean Uy, U2 abiertos disjuntos tales que K4 - Ui i=1,2,

Sean U = U; UU, y f el elemento de 0(U,A) definido como f(z) =

38.

1

para z € Uy, f(z) = 0 para z ¢ U,. Entonces resulta fécil compro

bar que si &;; es la aplicacidn definida en el teorema II.3.1
a) 0y(£) ¢ LT, b) @uE)? = 0,05 = 008,
c) 9U(f) £0 vy 9U(f) # 1 pues si x € Ites 0U(f)(x) = f.iU(x) =

= iU(x) si x € U1 y 0U(f)(x) = f.iU(x) =0 si x e UZ’

S. Ejemglo

Mostraremos un ejemplo de un elemento a de un dlgebra que satis

face N = 0, Entonces, resultari A un dlgebra a-representable,

Sean H = RZ(N), 2. ¢ H (.,). =8, .. Sea a:H - H definida como
1 1°) 1,)

a(2;) =%, ,sii>2,a(,) =0. Sea A la subdlgebra de L(H)

generada por a.

Proposicién II.5,1. sp(a) = {z e C/|z| < 1},

Demostracién

i) sp(a) c {|z| < 1}, en efecto: dado x € 22 pa(x)n =

= 7 lxi|2 < Ixl, por lo tanto sp(a) C {|z| < fjaf} C
i=2

C {|z| < 1},



ii. sp(a) 2 {]|z| < 1},

e~ 8
3]
~
o
1

Sia z tal que |:| <1, (z-a)(.z1 x;2.) = 1
iZZ X4 Qi-l =wiz1 (z xi-xi+1)é;, entonceslsi X; =z
resultamque iz X; 2. es un elemento de 2 ? y
(z-a)(_z Xy Qi) = 0; en consecuencia z-a no es inversi
ble enlx1y por lo tanto z es un elemento del sp(a).

Por Gltimo, dado que A un 4dlgebra de Banach, sp(a) es

cerrado y se deduce entonces la proposicidn,

Proposicién II.S5.2.

d.

b.

si |z|] < 1, resulta z-a:H + H suryectiva

si z # 0 entonces {Qi i=> 1} C Im(z-a)

Demostracidn

a.

Sea a*:H + H el adjunto de a, (a*(Qi),Qj) = (Qi,a(ﬂj)) =
= (2,2, ) = si+1,j’ (a*(2,),2 = 0. Por lo tanto
o

a*(Qi) 1410 a.a* = idy y la*l = 1. Entonces para

n

todo z tal que 0 < |z| < 1, z(a* - %) es inversible en
L(H). Si btH > H b
= (za*-1)(za"‘—1)'1

a*(za*-1)°1, tenemos que (z-a).,b =

1, obteniendo asf el resultado para

0< |z|] <1, 8i 2z 0, (-a)(-a*) = 1 1o cual completa a.

. Sea z tal que |[z| > 0, vamos a encontrar que todo i e N,

un elemento de H, y. = (y;;)ysq tal que (2-3) (yyydysq = 2

Asi, dado que (z-al(k;] Yik 2x) = k;1 2y Y i+ 180
deberd ocurrir 2y -¥ip,q = 84 Y Por lo tanto y; = Zk-JYiJ

para k < i, y; = Zk-1yi 1-Zk-(1+1) para k > i+1, Tomando
,
= 5,1 - Kk-(i+1]
entonces y,q = Z resulta que Yik = ¢

para k < i,
Yix = 0 para k > i+1, con lo cual y; = k;1 Yix i €s un

elemento de H y (z-a)yi = Qi'

39.
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Proposicidn II.5.3. N, = 0 para todo z ¢ c”.

Demostracidn

Sean z; € Cn, VZ un entorno de 2 Y f un elemento de 0(V_ ,A)
0 20
tal que (z-a)f(z) = 0 en Vz . Se tiene que f(z)(z-a)(x) = 0
0
para todo x ¢ H, con lo cual como Ri e Im(z-a) para todo

ie N, f(z)(ﬂi) = 0 para todo i € N y en consecuencia f(z) = 0

en V.,
29

Corolario II.5.4. A es a-representable,

6. Ejemplo

Mostraremos ahora un ejemplo de un elemento a de un &dlgebra

A; tal que A; no es a-representable. Este ejemplo es interesan
te ya que se vincula estrechamente con la teorfa expuesta en [9].
Sea A1=AxH, donde A y H son los del ejemplo anterior, identi-
ficando (a,0) con a y donde el producto esti definido como

(b,x).(c,y) = (bc,by + cx).

Proposicién II.6.1, sp(a) = {z e C/|z] < 1}.

Demostracibn

Con las identificaciones b en (b,0) para be Ay x con (0,x)
para x € H, la demostracidén resulta idéntica a la de la pro-

posicién II.S5.1.

Proposicidén II.6.2.

. _ A "
a. Si |20| < 1, Nzo = Ozg.uZO donde uzo es el germen en zy de 1la
funcién u(z) = ] z -1 R
k=1
b. Si |zO| >1, N, =0,
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Demostracidn

a. Sean z; tal que |zol <1, Vz0 entorno de z, y f, ¢ O(VZO,A),
f, € O(VZO,H) tales que (z—a)(f1(z), fz(z)) = 0 para todo

zZ € Vzo. Por un lado, la proposicidn II.5.2., permite asegu-

rar que f,(z) = 0 en V, . Por otro lado f,(z) = k;1 v (2) 2,

0
con v, € 0(V, )y Y e (z)l2 < » para todo z € V_ ; entonces
zZg k zg

(z-a) fz(z) = 0 para todo z € Vzo implica que zwk(z)-¢k+1(z) =0
para todo z € Vz . Por lo tanto wk(z) = zk"1 ¢1(z) para todo

0
k> 1y para todo z ¢ VZ , de donde se deduce que fz(z) =

0
= u(z).w1(z) con ¢, € O(Vz ).

b. Sean z, tal que |z,| ® 1, V. entorno conexo de z, y
0 0 Zg 0

f, € OCVz LA, £, ¢ O(Vz ,H) tales que (z-a)(f1(z),f2(z)) =0
0 0

1 2

para todo z € Vz . Como en a. f1(z) = 0 para todo zg € Vz
0
Por otro lado z-a resulta inyectiva cuando |z| > 1., En efec

to, si 0 # (xk)k>1 satisface (z-a)((xk)k>1) = 0 entonces
k-1
z Xy = X ,q Dbara todo k > 1 de donde (xk)k>1 = (z x1) € H
si y sélo si |z| < 1. Luego £,(z) = 0 para todo z tal que
|z] » 1 que implica, considerando que Vzo es un abierto conexo,
que fz(z) = 0 para todo z € v, .
0
Corolario II.6.3. Si U es un abierto conexo que contiene a

{|z] < 1}, entonces N(U) = 0.

Demostracién

Si f es un elemento de N(U), la proposicibn II.6.2, asegura que
f(z) = 0 para todo z tal que |z| = 1. Luego como f es analitica

en U, f resulta nula.

Proposicidn II.6.4. Si U es un abierto de C que contiene a

{|z] < 1}, entonces I(U) # Ho(U,I).
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Demostracidn

Sea e, el elemento de H, ey = (1,0,0,...). Si itAg » 0(U,A1)
es la inclusidn candnica i(b)(z) = b para todo z € U, entonces
i(e1) € HO(U,I) - I(U). En efecto, en primer término

i(e1) € HO(U,I) ya que:

a. si g:{]z| < 1} » L(H), indica la aplicacién a (za*-1)""
resulta que g es analitica y por lo tanto la funcidn
g1:{|z| < 1} A, dada por g,(z) = g(z)(e;) es analitica y
e, = (z-a)g1(z).

b, si gz:{|z| > 0} » A1 indica la aplicacién gz(z) = % €1, 8, es
analitica y (z-a)gz(z) = eq.

Por Gltimo, i(e1) ¢ I(U): supongamos que esto no es cierto,

entonces existe una funcidén analitica g:U - A, tal que

ey = (z-a)g(z) en U. Luego, teniendo en cuenta lo hecho en 1la

proposicién II.5.2 parte b, si g(z) = gk(z)ek, resulta que
k=1

para todo z # 0, gk(z) = zk'1 g1(z) - zk-2 = zk'z(z g1(z)-1) y

asi ) |zk'2|2
k=2
lo cual z g,(z) = 1 para todo z tal que [z]| > 1.

|z g1(z)-1|2 es convergente para todo z # 0, con

Teniendo en cuenta entonces que gq es analitica en U, y que
{lz] = 1} € U, resulta que z g1(z) = 1 en U que es absurdo ya

que 0 € U,

Corolario II.6.5. Si U es un abierto de C que contiene a

{|z|] < 1}, entonces H1(U,N) # 0,

Demostracién

Resulta inmediata a partir de la proposicién I1I.2.6. y del

corolacidén II.6.5.
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Corolario II.6.6. A, no es a-representable.

Demostracidn

Inmediata a partir del Corolario 1II.6.S.

Observacidn. Si OU:O(U,A1) + Ay es el cédlculo holomorfo, enton-

ces GU(HO(U,I)) es un subconjunto denso de H.

Demostracidn

En primer término si f € HO(U,I) y £ = (f1,fz), f1 e 0(U,A),

f2 e 0(U,H), entonces como A tiene la p.e.u, resulta que

f1 € (z-a).0(U,A), con lo cual la primer componente de GU(f)

es nula y entonces BU(f) € H. En segundo lugar, como en la de-
mostracidén de la proposicidén II.6.4, se prueba que i(en) € HO(U,I)
para todo n natural, con lo cual si S es el subespacio de H gene
rado algebraicamente por {e :n > 1}, resulta que i(S) c HO(U,I)

y BU(i(S)) = S que es denso en H,
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Teorema

Sea K = 8 kP»? yn médulo bi-graduado, ar:xP-q . Kp+1,q
p,q>0

y dr:kP»d 5 gPra*1 morfismos de mdédulos que satisfacen

0

i) d'ed’ , ii) d"ed" = 0, iii) d'ed" + d'"ed' = 0,

Sea Kn

® Kp,q’ la aplicacién d'+d":K" » Kt define
p+q=n
un complejo (K,d'+d")

* *
Sea kP»~ = go Kp,q, (kP> ,d") es un complejo que da lugar
q

*

a los grupos de cohomologfa HA(KP» sd") = "Hq(Kp’*)

La aplicacidén d':xP»9 » Kp+1,q induce un morfismo

Q.vP,* q..p+1,* . e s
d':"H*(K** )} » "H'(K * ) ya que gracias a iii) d'Ker d" C Ker 4"
y d'Im d" € Im d",
* .
Sea "HA(K) = & "HA (kP> ). Se tienen los complejos (”Hq(K),d')

P
que dan lugar a los grupos de cohomologia 'gP g9 (K),

Sea R = & RP donde RP = {w e KP*9 ta1 que d"w = 0}, tenemos
P
el complejo (R,d').

El teorema dice que si 'HP "HA(K) = 0 para todo p = 0 y para
todo q > 1, entonces HP(K,d'+d") = Hp(R,d').

Demostracidn

(ver [ 8] pag. 86)
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