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INTRODUCCION.

Este trabajo exhibe una manera de utilizar los elementos que provee la geometria

integral,permitiendo obtener algunos resultados nuevos y otros que llevan de diferen

te manera a resultados conocidos. Está dividido en tres partes, de acuerdo con los te

mas en que se ha trabajado.

La primera, que trata sobre redes de curvas planas, se refiere esencialmente a

un trabajo de R.Sulanke [11]. Se prueba una conjetura del mismoque permite ampliar

sus resultados y con la que se han podido exhibir los casos en que existe una red que

puede ser cortada por rectas (según conjuntos de medida no nula) en ciertos números

de puntos dados, para Ms 6 (Sulanke habia resuelto el problema para Ms 5),quedando

por resolver sólo el caso {1,2,3,6},es decir, el caso de 1a existencia o no de redes

que pueden ser cortadas por rectas (según conjuntos de medida no nula) en 1,2,3 ó 6

puntos. Después se considera la distancia entre redes dada por Sulanke y se 1a compa

ra con la distancia entre curvas definida por Steinhaus [9], obteniendo diferentes

desigualdades entre ambas distancias y observando que hay casos en que no son compara

bles.

La segunda se basa en un trabajo de L.A.Santaló [7] que es a su vez una generali

zación, con un enfoque diferente, de un trabajo de J.Bokowski [3] sobre desigualdades

para el producto de los volúmenes en que un hiperplano divide a un convexo en un espa

cio de dimensión n. Prueba una conjetura de L.A.Santaló [7] que permite generalizar



los resultados al caso de los volúmenes de los cuerpos en que un convexo dado es divi

dido por una hipersuperficie secante, en vez de por un hioerplano. Se obtienen desi

gualdades válidas para el espacio euclideo y para el hiperbólico. Para el caso elip

tico hay que limitarse a cuerpos convexos de diámetro menor que "/2. Se comparan las

desigualdades obtenidas que resultan a veces equivalentes_y a veces mejores que las de

Bokowski. Los resultados de esta segunda parte están en vías de ser publicados [4].

La tercera trabaja sobre congruencias de rectas en el espacio de tres dimensiones,

siguiendo los trabajos de R.Sulanke [10] y W.Pohl [6]. Se dan diferentes expresiones

para la densidad de rectas en congruencias y se las compara con las conocidas. En par

ticular se estudian dos maneras prácticas de dar una congruencia de rectas, a saber:

i) Considerando una superficie que corta a las rectas de la congruencia y determinando

cada una de ellas por su punto de intersección con la superficie. Si las coordenadas

curvilineas sobre la superficie son u,v; la congruencia queda determinada por los co

senos directores a(u,v), B(u,v) y Y(u,v) de cada recta, en un sistema de ejes unido a

la superficie que tomamosformado por la normal a la superficie y las tangentes a las

lineas de curvatura. La densidad para las rectas de la congruencia toma entonces la

formaexplicita (III-3.4).

ii)Considerando la congruencia formada por las rectas que unen los puntos de dos cur

vas fijas dadas. En este caso la densidad toma la forma simple (III-3.6), que se de

muestra que equivale a la (III-3.7) de Pohl.

Se hace una generalización a congruencias de los espacios eliptico e hiperbólico y se

dan algunas aplicaciones de los resultados obtenidos.



I-REDES DE CURVAS PLANAS.

l-Introducción.

En su trabajo " Integralgeometrie ebener Kurvennetze " [11] R.Su1anke estudia

propiedades geométricas (invariantes por movimientos) de redes de curvas planas.

El invariante más simple que se puede asociar a una red de curvas G es el conjun

to de probabilidades pi=pi(G) (i=1,...,M)de que una recta que corta a la red la corte

en exactamente i puntos; y relacionado con éste el tipo de la distribución que es el

conjunto de naturales mi / pm(G) > 0. Se plantea entonces el problema siguiente:
1

dado un conjunto de naturales, cuándo éste es realizable por una red de curvas, es de

cir, cuándo existe una red tal que el tipo de su distribución geométrica coincida con

el conjunto dado. Sulanke estudia todos los casos posibles para M s 5, probando una

serie de resultados, algunos de los cuales sólo valen para redes de segmentos. Resuel

ve todos los casos excepto dos ( que son resueltos en un trabajo posterior de G.Hristov

[5] )y conjetura que si un conjunto es realizable por una red de curvas, también es

realizable por una red de segmentos.

Enotraparte de smtrabajo define y estudia una medida en el espacio de redes de

curvas planas.

En el parágrafo 2 se dan algtnas definiciones y algunos de los resultados obteni

dos por Sulanke y Hristov. En el parágrafo 3 se prueba la conjetura de Sulanke. En el

parágrafo 4 se estudian Losconjuntos realizables para M=6,quedando pendiente el con

junto {1,2,3,6} . En el parágrafo 5 se compara. 1a medida de Sulanke con la definida

por Steinhaus [9].



2-Definiciones y algunos resultados de Sulanke y Hristov.

r

Una red de curvas planas se define como la unión ig k , donde ki son arcos1 i

convexos contenidos en el plano con la siguiente propiedad:

si un punto a e kinkj ( iíj )=9 a es un extremo de ki y de kj. Una tal red se nota

G=i;1 ki .

Los extremos de los arcos se llaman nudos de la red. El grado de un nudo yG(a)

es el número de arcos que lo tienen por extremo. Un nudo se dice trivial si YG(a)=2 .

é es la cápsula convexa de una red G. G se llama una red de segmentos si se puede es

cribir comounión de segmentos de rectas. G se llama una red de Euler si se puede

escribir comounión de ciclos.

Definiendo en el espacio de rectas no orientadas del plano ( con densidad

dg=dp A dé ) una topología ( los abiertos son los conjuntos de rectas que cortan a

dos segmentos de recta abiertos ), Sulanke prueba que la aplicación sobre este espa

cio que a cada recta g le asigna el númerode puntos de intersección que la recta

tiene con una red fija G

nG(g)= número de puntos de Gng

es una función medible, por lo cual tiene sentido definir la probabilidad

pi(G/E)= prob.{ nG(g)=i / gnE á o} i=0,1,...

donde E es un conjunto cerrado y acotado que contiene a G. En particular podemos to

mar E=G; llamamos entonces tipo de G al conjunto

T(G)= { m=m1 < ... < ms: M }={ mí/ pmi(G) > O }

Es decir, mi e T(G) si existe un conjunto de rectas de medida no nula tal que corten



a G en exactamente mi puntos.

Por ejemplo, con dos arcos convexos se pueden generar redes con los siguientes

tipos:

{1} {2} {1,2}

{1.2} {2,3} {2,4}

{1,2,3} {1,2,4} {2,3,4}

{1,2,3,4}

Se plantea entonces el siguiente problema:

dado un conjunto T= {m1 < ... < ms} de números naturales, ¿ cuándo existe una red G

tal que T(G)=T ?

Por ejemplo, los conjuntos {1}, {2}, {1,2}, etc. son realizables por las redes

que mostramos arriba. Entre los ejemplos de Sulanke tenemos que el conjunto {3,4} es

realizablepor A

y el conjunto {1,2,3,4,5} es realizable por ¿ÉÉEZÉ/I

En cambio no son realizables, entre otros, los conjuntos {3}, {1,3}, {1,2,5}.



Sulanke estudia todos los conjuntos posibles para MS 5. Para ello define:

Una recta g se llama regular respecto de G si existe un entorno V=V(g) tal que para

caSi tOda 8,8 V(g) vale nG(g')=i=cte. En tal caso se escribe nG(g) E i.

Por ejemplo.para la siguiente figura es l = nG(g) E 2.

V g/\
Una recta que no es regular se llama singular.Por ejemploN4
donde para cualquier entorno alrededor de g algunas rectas del entorno cortan en 2 pun

tos y otras en 1 punto a 1a red.

a.

b.

C.

d.

Sulanke prueba - entre otros resultados - que:

La medida de un entorno de rectas es positiva.

El conjunto de rectas singulares tiene medida nula.

pi(G) > O si y sólo si existe g regular respecto de G tal que nG(g) E i.

Si G es una red tal que é es un poligono, entonces los vértices de é son nudos (e

ventualmente triviales ) de G cuyo grado pertenece a T(G).

. Una red es de Euler si y sólo si su tipo contiene sólo números pares.

. El único conjunto realizable que sólo contiene números impares es {1}.

. Los únicos conjuntos unitarios realizables son {1} y {2}.

. Los únicos conjuntos binarios realizables son {1,2}, {2,3}, {2,4}, {3,4} y {4,6}.

Exhibe luego una tabla con todos los conjuntos realizables ( siempre para M SS )



dejando sin poder determinar si son o no realizables los conjuntos {1,2,5} y {1,4,5}.

En un trabajo posterior, referido al de Sulanke, G.Hristov [5] prueba que

si T(G)= {m=m < m < ... < m < m =M} es realizable, entonces m z M+1O 1 s-l s S-l T
con lo cual descarta el {1,2,5} y exhibe una red que realiza el {1,4,5} .

Aquí tenemos otra red que realiza el {1,4,5} :

Con este ejemplo quedan completamente resueltos los casos para M SS. Los únicos

conjuntos realizables son:

{1}, {2}, {1,2}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4},{1,3,4}, {1,4,5}, {2,3,4},

{2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5}, {1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, {1,3,A,5},{2,3,4,5},

{ 1,2,3,4,5 L

Un ejemplo de cada caso se puede ver en Sulanke [11].

3-Prueba de la conjetura de Sulanke.

Cuandoencara el problema de la realizabilidad de conjuntos dados comotipos de

una red, Sulanke [11] prueba que siempre puede tomarse la cápsula convexa G de G como

un poligono, y dice que lo mejor seria poder probar que siempre puede tomarse G como



una red de segmentos.Para probar esto, utilizaremos las definiciones y

resultados de Sulanke citados en el parágrafo 2. Observemos además que

el número de segmentos de la red de segmentos es en general mayor que el

número de arcos de la red de curvas con el mismo tipo.Por ejemplo, pode

mos mostrar una red de tipo {2}formada por dos arcos, pero una red de

segmentos con el mismo tipo debe contener por lo menos tres segmentos:OAÜ
Proposición:

Sea G una red que realiza el tipo T(G)= {m1 < ... < ms} ,enton
ces existe una red de segmentos G' tal que T(G') = T(G).

Demostración:

Si G es una red de segmentos, basta tomar G'=G. Si no, llamemos

k a uno de los arcos de G que no es un segmento y sean a y b sus extremos.

Si la cuerda EF € G, o si a=b, dividimos el arco k en dos subarcos (intro

duciendo un nudo trivial en G, lo cual no modifica su tipo) y consideramos

como arco k a uno de los subarcos obtenidos.

Sea G* la red obtenida a partir de G reemplazando k por su cuerda Sí. Ya

que las rectas regulares a G que cortan a k en un solo punto cortan tam

bién a Sí en un solo punto (ver fig.1a, por ej. g3), sólo pueden modifi
carse por el reemplazo los números de puntos de intersección de rectas re

gulares a G que son secantes a k, de modo que valen los siguientes dos
enunciados:

(1) m e T(G) ==b m e T(G*) v m-2 e T(G*).

(2) m e T(G*) ==> m c T(G) v m+2 c T(G).



fig.1a
gl T(G)={1,2,3,4}

T(G*)={1,2,3}

nG(gl) 5 3 y nG*(gl) 5 1

gb g3 nG<gz> s 4 y nG*<gz) 2 22
nG(g3) 5 2 y “6*(83) 5 2

i)Si después de este reemplazo resulta T(G*)=T(G), trabajamos con G*—como

antes con G- desde el principio, hasta haber reemplazado todos los arcos

de Gycomoel número de arcos de una red es finito, el proceso también lo

es y tomando G'=G* obtenemos la red de segmentos buscada.

Si con alguno de los reemplazos resulta T(G*)#T(G), puede suceder que

T(G) f T(G*), o bien que T(G*) ¿ T(G) , o ambas.

ii)Si T(G) 4:T(c*)=> 3m e IN / m e T(G) A m ¡5 T(G*) Lg, m-2 e T(G*)

(Ver fig.1a,donde m=4). Sea g una recta regular a G tal que nG(g)Em,
entonces g es secante a k. Sea V un entorno rectangular de g (es decir

un entorno tal que los segmentos de recta abiertos que lo determinan son

ambos perpendiculares a g) tal que para casi toda g' e V es nG(g')Em.
Puedenpresentarse las siguientes dos situaciones:

En cada caso tomamos G* como la red obtenida a partir de G reemplazando

el arco k por las cuerdas indicadas en las figuras, con lo cual resulta

m E T(G*).Si todavia fuera T(G) t T(G*), trabajamos nuevamente desde ii)



teniendo en cuenta que ahora k será alguno de los subarcos que reempla

zamos por una cuerda. ComoT(G) es un conjunto finito, el número de

reemplazos también es finito y obtenemos una red G* que verifica

T(G) C T(G*).

iii)Si T(G*) fi T(C)==á 3 m e m / m e T(G*) A m y T(G) ¿gg? m+2 e T(G)

(Ver fig.1b,donde m=1).

fig.1b

b T<G>={2.3.4}
x.

T(Gfi¿{l,2,3,4}

Llamemos R al convexo determinado por k y Sí, y llamemos E=G—k. Es claro

que m e T(E) (pues m e T(G*), m fi T(G) y m+2 e T(G) ).

Si alguna subred de E es interior a R , no puede tener puntos de contac

to con k (pues k no tiene más nudos de G que a y b).En este caso podemos

reemplazar el arco k por una poligonal de extremos a y b , contenida en

R y tal que determine con el segmento EF un conjunto convexo que conten

ga a la subred de 6 interior a R.Este reemplazo sólo puede agregar a T(G*)

elementos de T(G), o sea aquellos que ya le pertenecen.

Si todavia m e T(G*), debe existir otra subred de 6, exterior a R tal

que las rectas g, regulares a G,para las que nG(g)Em+2 verifican que

n6(g)Em. Estas rectas regulares a G son secantes a alguno de los subarcos
de k que reemplazamos por cuerdas (puede haber distintas rectas para el

mismo m que corten a diferentes arcos). Para cada uno de estos subarcos

procedemos como sigue:



Sea 1 el subarco de k considerado, c y d sus extremos. Sabemos que el convexo K deter

minado por l y la cuerda EE es tal que Kt1G==1. Sea H==G—l.Tracemos desde los nudos de

H y desde sus arcos convexos (no segmentos) todas las posibles tangentes a 1 (ver fig.1c).

Sean c1,c2,...,cn los puntos de contacto de las tangentes, ordenados sobre 1 de manera

que c1 es el más cercano a c.sea d. el punto de intersección de las tangentes por ci1

y por c. , para i=1,...,n-1.1+1

Sea H la red obtenida a partir de G reemplazando l por la poligonal ccldldz...dn_1cnd

(donde puede ser c=c1 ó d=cn). Afirmamos que T(H)CT(G).

l fig.1c

Es claro que las rectas regulares a G y secantes a 1 , para las que nG(g) E m+2 son

ahora secantes a la poligonal (entre c1 y cn), con lo cual nH(g) E m+2 (con los mismos

entornos que para G, por ej.). Lo que debemos probar es que si existe g regular a H con

nH(g) E s y tal que gcsl==o , entonces s E T(G). Pero si existe una recta g en estas

condiciones debe cortar a la poligonal (entre c1 y cn) en dos lados consecutivos . di

Sea V el abierto determinado por los segmentos de recta abiertosgamos dld2 y dzd3 .

c2d2 y d2C3 ; para casi toda g' e V es nH(g')=s (por construcción). Sea e un punto de

l entre c2 y c3 ; sea V' el abierto determinado por los segmentos de recta abiertos

EEE y EE; . ComoV'c.V, toda recta de V' es regular respecto de G y verifica nG(g) E s

(ver fig.1d). Reemplazandoentonces en G* el arco EH por 1a poligonal indicada, y ha

ciendo esto mismo para todos los subarcos de k indicados, resulta m í T(G*). Con

este nuevo G* volvemos a iii).



Nuevamente, comoT(G*) es un conjunto finito, el número de reemplazos

es finito y obtenemos una red G* con la que volvemos a i).

Agregamos aqui un diagrama que muestra los pasos de la demostración y

que puede facilitar el seguimiento de la misma. Es fundamental elhecho

de que el número de reemplazos realizado, si bien puede ser muy grande,

siempre es finito, lo que asegura que a1 finalizar se obtiene una red.

G=G*r-—ü<I::iÏÏÏ;)>_ Ï/’/”\\\ z/ÍJ l
G de no G-oG* (G*)=T(G no G)CT(G*)>-—sí

reemp.iii)reemp.ii)

ú-Resultados obtenidos para M=6.

Se desprende de los resultados de Sulanke citados en el parágrafo 2

me el único conjunto para M=6de menos de tres elementos que es realizable es el

{4,6}.- El conjunto {1,2,6} no es realizable por el resultado de Hristov [5].- Se

probará a continuación un lema que permitirá, junto con algunos de los resultados de

Sulanke, demostrar que no son realizables los conjuntos {1,3,6},{1,4,6} y {1,5,6}.

A1 final de esta parágrafo se exhiben en una tabla ejemplos de redes que reali

zan los demás conjuntos para M=6.

Queda pendiente el conjunto {1,2,3,6}.—



Lema:

Sea G una red tal que existe un nudo a € G con YG(a)=1 y T(G) á {1} . entonces

existe m z 1 / m y m+1 € T(G).

Demostración:

Por la proposición, se puede considerar a G como una red de segmentos, y

comoT(G) ¿ {l}, debe tener por lo menos dos segmentos no consecutivos.

Sea b el otro extremo del segmento k /a es un extremo de k con YG(a) = 1.

Sea G'= G-k # o y a t G , entonces existe una recta g regular a C'por a (según 1e

ma 4 de Sulanke [11], ver *) con nG,(g) : i > 0 ( por ser G'# o ). Sea V el entorno

rectangular de g tal que para casi toda g'e V es nG,(g') : i ( Ver figura 2 ).

V = CDEF(es el conjunto de rectas que cor

tan a los segmentos abiertos CF y DE )

Entonces, para casi toda recta g' E CDNMes nG(g') E i, y para casi toda g' e MNEF

es nG(g') E i+1 . Entonces i, i+1 E T(G) como se queria probar.

*)Cita: Lema4,parágrafo 3 de Sulanke [11] :

Por cada punto a i G pasan a lo sumofinitas rectas singulares a G.



Imposibilidad de realizar el conjunto {1,3,6}.

Supongamos que existe una red G tal que

T(G) = {1,3,6}. Por el lema, G no tiene nudos de grado 1. Comolos vértices de é son

nudos de G cuyo grado pertenece a T(G) (ver par.2,d), los vértices de é tienen grado

3 ó 6.

Sea ai un vértice de G del que suponemosyG(ai)=6. Sea aj un vértice de G consecuti
A

vo de ai ; sea g una recta regular paralela al lado aiiajde G y lo suficientemente

cerca de éste ( ver figura 3 ). Obviamente resulta nG(g) z YG(ai)+YG(aj)-2 z 7 (pues
a. z 3 .

YG( J> >

fig.3
a .a.

g//\\\ Ti

Entonces, como g es una recta regular, existe en T(G) un número mayor o igual que 7,

lo cual es absurdo. El absurdo provino de suponer que un vértice de 8 tenia grado 6,

entonces todos los vértices de 6 tienen grado 3.

Según prueba Sulanke (lema 11,[11],ver f) si G tiene un nudo de grado 3, entonces exis

te j' z 1 con j', j'+1 E T(G) lo que es falso. Entonces G no tiene nudos de grado 3,

y por tanto los vértices de G no pueden tener grado 3, lo que es un absurdo ya que to

dos tenian grado 3, Entonces no existe ninguna red que realice el conjunto {1,3,6}.

*)Cita: Lema 11, par.6 de Sulanke [11] :Sea G una red de segmentos.Si tiene un nudo im

par con YG(a)=2j+l, entonces existen j',j'+l e T(G) / j': j. Si G tiene un nudo no

constante con YG(a)=2j, entonces existen j',j'+2 E T(G) / j' z j-1.—
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Imposibilidad de realizar el conjunto {1,4,6}.

Procediendo comoen el caso anterior,
A

por el lema, no existe a E G / YG(a) = 1, entonces los vértices de G tienen grado 4
A

0‘

ó. Si existiera un vértice de G de grado 6, existiría un número1.6116) con

i z 6+4-2 = 8, lo cual es absurdo. Entonces los vértices de 6 son todos de grado 4.

Sean ai , aj dos vértices consecutivos de 8. Para que al tomar una recta g regular

paralela al lado de 6 ésta aporte al tipo de G ,T(G),un número no mayor que 6, cada

uno de los vértices debe tener uno de sus segmentos contenido en el correspondiente

lado de é. Comoademás no existen en G nudos de grado 1, todos los lados de.¿ deben

pertenecer a G, pero entonces 1 t T(G). Entonces el conjunto {1,4,6} no es realiza

ble.

Imposibilidad de realizar el conjunto {1,5,6}.

Comoen los casos anteriores la red que

supongo realiza a1 conjunto es de segmentos, y comono existen j', j'+2 e T(G), usando

el resultado de Sulanke (ver * pág.anteriof) se sabe que G no tiene nudos no constan

tes de grado par. Comolos vértices de é no pueden ser nudos constantes ( un nudo se

dice constante si para cada segmento que llega a él, también le llega el segmento con

tenido en la semirrecta opuesta respecto del nudo ),los vértices de 6 tienen grado 1

ó 5.

Si hubiera dos vértices consecutivos de grado 5, existiría i € T(G) / i25+5—2= 8, lo

cual es absurdo.
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Supongamosque hay dos vértices consecutivos de grado l, entonces los segmentos que

los tienen por extremos deben ser segmentos de 1a misma recta. Si no lo fueran, exis

tiría una recta regular g que corte a ambos; como2 É T(G) ,en este caso debe incidir

en el correspondiente lado de 6 un nudo de grado 3 ( de grado 4, para obtener el ó ,

no se puede ya que el nudo debe ser no constante ), pero entonces 3 e T(G) ó 4 e T(G)

( ver figura 4 ).

nG(31) E 4

nG(32) 5 3

Además, más de dos vértices consecutivos de G de grado 1 no puede haber por el razona

miento anterior; y comoG tiene por lo menos tres vértices (pues T(G) í {1}), entonces

hay por lo menos un vértice de grado 5 seguido de uno de grado 1.

Son posibles entonces sólo las siguientes dos situaciones:

fig.5 fig.6

‘*\.\’al k.
/ h‘\;L\7ai

/ /

/ //
/ /

/

a ai+1
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En el caso de 1a figura 5 el segmento exterior del nudo de grado 5 está alineado con

el nudo de grado 1. Esto lleva a un absurdo razonando como en el caso de dos vértices

consecutivos de grado 1 ( ya que todo el segmento cuyo extremo es el nudo de grado 1

no puede estar alineado con el segmento citado del nudo de grado 5 ).

En el caso de la figura 6, llamemos ki al segmento que tiene el nudo de grado 1 en uno

de sus extremos, y k al segmento exterior del nudo de grado 5. Si existe una recta g

regular que corte a ki y a k, estamos en el caso anterior. Si 1a continuación de k no

corta a ki ni a ningún otro segmento de G, entonces existe una recta regular g tal que

nG(g) E 4 ( ver figura 7 ) lo cual es absurdo. Si la continuación de k no corta a ki

pero si a otro segmento de G, entonces existe una recta regular g que corta a este seg

mento y a k, 10 cual nos lleva al caso de la figura 5.

fig.7

Entonces el conjunto {1,5,6} no es realizable.



Tabla de conjuntos realizables gM=6g.

{2,3,6} A {2,4,6}

{3,4,6}©8513}

{4,5,6} {1,2,3,6} {1,2,4,6}

{2,5,6}

ÜEÉ'@'%

>É

ME>%

{1.2,5.6}

©
‘ {1;4,5,6}‘ {2,3,4,6} {2,3,5,6}

{2,4.5,6} {13,4,5,6}
[1,2.3.4,6}

{1,2,49576}Á{1139415)6}

{2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6}

\\\\\

M4
%©{1,2,3,5,6}
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5-Comparaciónde las distancias de Sulanke y Steinhaus.

Sean C1 , C2 dos curvas en el plano, nC (g) y nC (g) el número de puntos de
1 2

intersección de una recta g con C1 y C respectivamente.2

Steinhaus[9] define la distancia entre C1 y C2 por 1a integral
1* = _. _

o (c1.c2) 2 I Incl(g) nC2(g)l ds
extendida a todas las rectas del plano.

Si 1a extendemos a redes, podemoscompararla con la distancia definida por Sulan

ke [11] en el espacio de las redes:

p(G1oG2) = u {8: nG1(8) í “62(g)}

Llamando Fij = u { g : nG1(g)=i y nG2(g)=j } resultan:

1* =_ ._.
p (GI’GZ) 2 iíj ¡1 JI Fij p(G1,Gz) = iéj Fij.

Comopara iíj es Ii-jI z 1 , entonces 20* = iii Ii-jI Fij a iii Fij = D .

Es decir, en general vale que

2p* z p.

Lema:

Si G1 , 62 son redes de Euler (es decir, se pueden escribir comounión de ciclos ),

entonces 0* z p



Demostración:

Se sabe por Sulanke (cita par.2,e) que una red es de Euler si y sólo si

su tipo sólo contiene númerospares. En este caso es Ii-jl z 2 (si iíj), entonces

1 . . ¡1-11* _ _ _ _ > _
0 ‘ 2 iéj ¡1 JI Fij ' igj 2 Fij ' igj Fij ‘ 9'

Entonces,
0* a p

A continuación estudiamos todos los casos posibles siendo G1 una red de tipo uni

tario y G2 una red de tipo unitario o binario:

a) T(G1)={1} y T(G2)={1} , entonces G1 y 62 son segmentos cualesquiera.

p=F01+F10 y p*= %'( F01+F10 ) , entonces 20* = p.

Ademáspodemoscalcular, usando un resultado conocido [8,p.33]

F01 = 2 l2 ‘ ( Li ’ Le ) y F10 = 2 11 ’ ( Li ' Le )

donde l1 , l2 son las longitudes de los segmentos G1 y G2 respectivamente; L , Le i

son las longitudes de las cápsulas exterior e interior respectivamente.

Entonces,

20* = p = 2 [ 11 + 12 — ( Li — Le )].

b)T(G1)={1} y T(GZ)={2} , entonces G1 es un segmento y G2 es un convexo.

=F +F +F _
0 02 1o 12 p*=F F zp*_2 F02+F10+F12
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1

ï (F10+F12) = 0 t? F10= F12= 0
1*_ _ _ _

Entonces, p.—p ¿q F10+F12—2 (F10+F12) ea

con lo cual ninguna recta puede cortar a G1, lo que es absurdo.

ZpÏ=g) éá F02=2 F02 #4 F02= 0 es decir, ninguna recta regular que corte a

G2 puede cortar a G1 ,absurdo. Luego,

20* >,o > 0*

c)T(G1)={1} y T(G2)={1,2} , entonces G1 es un segmento.
í 1 1

p‘F01+F02+F12+F1o y 0*=F02*ï F01*? F12*? F1o

En general vale que 20* > p > p*.

Zp*=p 4:5 F02: 0 ea toda recta que corte a G2 en dos puntos, necesariamente corta a Cl.

G,

/
/ s,I——_.

G- \

Un ejemplo de este caso es

p*=p eá F01=F10=F12=0, es decir: las que cortan a G1 en un punto deben cortar a GZ,

las que cortan a G2 en un punto deben cortar a G1 y las que cortan a 62 en dos puntos

no pueden cortar a G1.Un ejemplo es:

Entonces, en este caso vale

20*zp=p*.



-20

d)T(G1)={“ y T<Gz>={p.q} . p = 2, q ->-3 ({2,3}, {2,4}. {3,4}. {un

p=F0p+FOq+F10+F1p+Flq
*_P.F lp_ El El g-_1

p 2 op + 2 Foq + 2 + F + F10 2 1p 2 lq

2pF= p F0p + q Foq + F10 + (p-l) Flp + (q-l) qu

Para que Zp*=¡)deben ser en particular Fop = Foq = O , entonces todas las rectas regu

lares que cortan a 62 necesariamente deben cortar a Cl, lo cual es absurdo, luego

2p*>p.

Para comparar p con¡)* consideremos primero el caso T(G2)={2,3} .

P: F02 + F03 + F1o + F12 + F13

3 1 1.1o+ïF + F12 13

En los siguientes ejemplos se ve que no son comparables:
a

a . a

G1=ab Gl=cb G1=bc
__ o __ o __ b

G =abuade G =abuade G =acuade
e d 2 e d 2 e d 2

p*= p o > 0* 0* > p

Análogamente se puede ver que los demás casos tampoco son comparables.

e)T(G1)={2} y T(C2)={2} , entonces G1 y 62 son convexos (por ser de Euler).

F + F = * , entonces siempre es p: 0*: L1 + L2 - 2 ( Li —L )02 20 D e

donde L1 ,LZ son las longitudes de los convexos; Li ,Le como antes.

p:



f)T(Gl)={2} y T(Gz)={1,2}

+ F + F + F
p: F 01 20 21 y 0*:01

entonces en general vale

2p* a p z p* .

p=p* ¿á Fbl = F21 = O que es absurdo pues no habría rectas que cortan a G2 en un

punto.

p=2p*‘ ee F02 = F20 = 0 . Por ejemplo

b
o

G1 = dbe

G2 = 331,3?
e c

Entonces,

2p* a o > 0* .

°= F02 + F03 + F20 + F23 y p*= F02 + g-FO3 + F20 + á-F23

20* = p-éá FO2 = F03 = F20 = O , por ejemplo

b

a
G1 = dbe

o __
-d e G2 = dbeoab

D y 0* no son comparables. Entonces

2p* z p.



h) T(Gl)={2} y T(Gz)={2,4}

O= F + F
02 04 + F20 + F24 Y 0*: F02 + 2 F04 + F20 + F24

p*= O ‘=5F0¿ = 0 , por ejemplo

1 1

62 = Klu K2

K2

Y como son redes de Euler, vale que

p* z p .

i) T(Gl)={2} y T(GZ)={3.4}
3 1

o: F03 + F04 + F20 + F23 + F24 Y 9*: ï'Fos + 2 F04 + F20 + ï'F23 + F24

20* = p no puede ser pues F04 y F24 no pueden anularse simultáneamente. 0* y p no son

comparables, entonces

20* > p .

j) T(G1)={2} y T(G2)={4,6} , como son de Euler es 0* z p .

p= F + F + F + F + F y p*= 2 F + 3 F + F + 2 F + F06 24 26 20 04 06 24

p*=(3no puede ser pues F06 y F26 no pueden anularse simultáneamente, luego es

04 26 20

0* > D 
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Cuadro de comparación de las medidas de Sulanke (p) y Steinhaus (9*).

T(G1)

{1}

{1}

{1}

{1}

{1}

{1}

{1}

{2}

{2}

{2}

{2}

{2}

{2}

T(G2)

{1}

{2}

{1,2}

{2,3}

{2,4}

{3,4}

{4,6}

(2}

{1,2}

{2,3}

{2,4}

{3,4}

{4.6}

20* =

20* >

20* z

20* >

20* >

20* >

20* Z

20* z

0*20.
20* >

p*>p.

o=2[
o>p*

O 2 0*

0.oy
p.py
p.03!
p.0y

L1+
p>p*
p.0y

p.0y 0*

+ 1 - ( Li - Le ) ]

no son comparables.

no son comparables.

nó son comparables.

no son comparables.

- 2 ( Li — Le )

no son comparables.

no son comparables.
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II-DESIGUALDADES PARA EL PRODUCTO DE LOS VOLUMENES DE LA PARTICION QUE UNA SUPERFICIE

DETERMINA EN UN CUERPO CONVEXO.

l-Introducción.

. . . . g n

Sea K un dominio convexo en el espac1o euclídeo n-dimen31onal E y An 1 cual

quier superficie de dimensión n-l que divide a K en dos partes K1 y K J.Bokowski [3]2.

probó, en el caso de ser An_1= Ln_1 un hiperplano, las siguientes desigualdades:

< g1-2‘“2gn-12 n+1
(1,1) Vn(K1)Vn(K2) - “(n+1) Kn_1D Vn_1(H)

< g1-2'“)
(1.2) Vn(K1)Vn(K2) - 2(n+1) D Vn(K-K)Vn_1(H)

donde Vn representa el volumen n-dimensional; H = KI1An_1 ; A-B es el conjunto dife

rencia definido por

(1.5) A-B = {x / x=a-b, a E A, b E B}

D es el diámetro de K y Kn_1 es el volumen de la esfera unitaria de dimensión n-l, con

lo cual, llamando On a1 área de la esfera unitaria de dimensión n, se sabe [8,p.9] que

2 TT(n+l)/2 K 0n_1 2 1T[1/2(1.6) On=m) n = n = n TUI/2)

donde F es 1a función gama que satisface las relaciones

F(n+1)=nF(n) ; F(n)=(n-1)! (n entero) ; F(1/2)=/Í .Asi por ejemplo

=21r2 ; K =2 ; Ko 10:2 ; 01:2" ; O ;4fl ; O =fl ; K3=(4/3)fl .2 3 2

Santaló [7] dio una nueva demostración de (1.1), para el caso An_1=Ln_1y dimen

sión n=2,3 y 1a generalizó a cuerpos convexos de los espacios eliptico e hiperbólico.
\
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Para poder aplicar una demostración similar al caso más general de una partición de K

en dos conjuntos K1 y K2 no necesariamente convexos, separados por una curva (n=2) o

una superficie (n=3), Santaló estableció 1a siguiente conjetura:

Consideremosen la recta real el intervalo cerrado [0,a] dividido en m+1partes

por los puntos 0 < a1< 32< ... < am< a. Llamemos a0=0; am =a y consideremos los+1

siguientes conjuntos de intervalos

T = { [0,a1],[az,a3],[a¿,a5],...}

T*= {[alvaZ]![a39a4]!'°°}

Definiendo la integral

(1.3) I(a1,a2,...,am,a) = tfeTf(lt-t*|)dt.dt*
ÜeT*

la conjetura es que ésta integral tiene un máximopara m=1y al=a/2 para cualquier

función f integrable y no negativa definida sobre el intervalo [0.a].

En el parágrafo 2 se prueba la conjetura en el caso de ser f una función no de

creciente. De otro modola conjetura no es cierta, comose muestra con el ejemplo

f(t)=cos t.

Usandoeste resultado, en el parágrafo 3 se generaliza el trabajo de Santaló [7]

al caso de curvas (n=2, planos euclideo e hiperbólico) y superficies (n=3, espacio hi

perbólico).

En el parágrafo 4 una aplicación a cuerpos convexos del espacio euclideo En da

el siguiente resultado:

1

(1.4) Vn(K1)Vn(K2) 5 D“+ vn_1(H)g1—2‘“) Kn(n+l) n-l
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que mejora la desigualdad (1.1) de Bokowski para n > 2, en el caso de ser An_1 = Ln_1,

se observa que (1.2) es mejor cota que (1.1) y se exhibe un ejemplo para ver que (1.2)

y (1.4) no son comparables. Se ve también que el resultado del parágrafo 25e puede a

plicar en el espacio hiperbólico n-dimensional (si bien el resultado no es sencillo de

expresar); en el caso elíptico una demostración similar sólo sería posible para conve

xos cuyo diámetro verifique D s n/2.

En el parágrafo 5 se da una nueva demostración de (1.2)— usando fórmulas integra

les- que vale para cualquier superficie An_1de dimensión n-1 del espacio euclideo En

y es , por tanto, una generalización de (1.2).

2-La conjetura.

Primero veamosque si tomamosf(t)= cos t 1a conjetura no es cierta. Para ello

vamosa evaluar (1.3) sobre el intervalo [0,n/2] en los casos m=1, a1=a/2 y m=3,

a1=n/8 , a2=n/4 , a3: 3n/8 y compararlas.

I(a/2.a) = I(n/4,w/2)- Aquí es T = {[0,n/4]} . T*= {[n/4.n/2]}

I(a/2,a) = It€[0 "/41 cos(|t—t*|) dt dt* =
t*€[n/4,n/2]

"/2 n/ú
= I [ I cos (It-t*|) dt ] dt* =

n/4 0

"/2
= I [ - sen (t*-n/4) + sen t* ] dt* =

"/4
cos (fl/2-fl/4) - cos 0 - cos "/2 + cos n/á = 2 - 1 .



I(al,a2,a3,a) = I(n/8,"/4,3"/8,"/2) . T = {[O,n/8],[W/4,3"/8]}

T*={ln/8,"/4].[3"/8."/2]}

fl/4 TT/8 3"/8

I(a1,a2,a3,a) = Í [ Í cos (t*-t) dt + Í cos (t—t*) dt ] dt* +"/8 0 n/a

"/2 "/8 3n/8
+ Í [ f cos (t*-t) dt + Í cos (t*—t) dt ] dt* =

3fl/8 0 fl/4

"/4
= I [ —sen (t*—n/8) + sen t* + sen (3n/8-t*) - sen (n/4—t*) ] dt* +

n/8

n/2
I [ —sen(t*-fl/8) + sen t* —sen (t*-3n/8) + sen (t*-n/4) ] dt* =

3n/8

= cos ("/A-W/S) - cos 0 - cos n/4 + cos n/8 + cos (3n/8-n/4) - cos (3n/8-n/8) - cos 0 +

+ cos (n/á-n/B) + cos (n/Z-n/B) - cos (3fl/8-fl/8) —cos n/2 + cos 3n/8 + cos (n/2-3n/8) 

- cos O - cos (n/Z-n/ú) + cos (3n/8-n/4) =

= 6 cos n/B - 3 cos 0 - 4 cos n/4 + 2 cos 3n/8 - cos n/2 =

= 6 cos "/8 + 2 cos 3fl/8 - ( 3 + 2 /ï ).

Comocos "/8 > 0,92 y cos 3n/8 > 0,38 , entonces

I(a1.az.a3.a) > 5,52 + 0.76 - ( 3 + 2 /ï ) = 6,28 - ( 3 + 2 Jï ) > 6.28 - ( 3 + 2X1,42)=

= 0,44 > Ji —1 = I(a/2,a)

Es decir,
I(a1,a2,a3,a) > I(a/2,a)
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Pero si resulta cierta si pedimos que f sea además una función no decreciente como

prueba el siguiente lema:

Lema:

Sea I(al,...,am,a) definida comoen (1.3). Entonces

I(a1,...,am,a) s I(a/2,a) para roda función integrable,no negativa y no decreciente

definida sobre el intervalo [0.a].

Demostración:

Primero observemos que el área de integración es máximapara I(a/2,a).

El área total de integración para I(a1,...,am,a) es un rectángulo de base

b= l-ao+a¿-a3+a5-a¿+... y altura h=a2-a1+a¿-a3+... (ver figura 1)

fig. 1 (m=4)

D) b
q

N -';\\\\\\"

l ¡
É T35 t

n)

O
Nil-—— D)

Nan

D)
u-.——_ .ÁR--_
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Es decir un rectángulo de perímetro 2a. Comode todos los rectángulos de igual peri

metro el que tiene área máximaes el cuadrado, y el cuadrado cuyo perímetro es 2a

es el de lado a/2, es decir el que utilizamos al calcular I(a/2,a) comoárea de inte

gración, resulta la observación.

Para 1a demostración procedemos por inducción sobre m:

P(1): I(a/2,a) 2 I(a1,a). Ver demostración en Santaló ([7],p 125).

P(m) =9 P(m+1): debemos ver que si

I(ai,aí,...,a¿,a) s I(a/2,a) =>I(a1,...,am+1,a) S I(a/2,a)
Para ello escribimos

a

I(a1,..,am+1,a) = I(a1,...,am+1) + I I, 'f(It-t ) dt dt
m+1 t ET

donde TéT si m es par y TéT* si m es impar.

Usandola hipótesis inductiva sobre I(a1,...,am+l) para el intervalo [0,a , esm+1]

I(a1,...,am+1) a I(am+1/2, am+1).

Luego, basta probar que

(2.1) I(a/2,a) z I(a
a

m+1/2,am+1)+ Ia I I T, f(It-t |) dt dt.
m+1 t e

Supongamos primero que am 1 > a/2.+

Podemospensar que siempre existe j(1 s j s m) tal que a/2=aj. De no ser asi,

a/2 E (aj,aj+1) y para integrar podemoshacerlo sobre los intervalos [aj,a/2] y

[a/2,aj+1] .
Hechaesta salvedad, definimos los siguientes conjuntos de intervalos:

T = {[ai,ai+1] t T y ai < a/2 } , TlcT /[ai,ai+1] E T1 #9 ai < a/2

ngT'/ T2: {[ai,a ] E T'/[ai,a. 1+1] t T1 }’i+1

Llamando r=It2—t1¡ podemos escribir (ver figura 2)
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a/2 a (a )/2 a a
I(a/2.a) = I I f(r) dtzdt1 = I m+1 f “+1 f(r) dtzdtl + I f f(r)dt dt +

0 a/2 O a/2 m+1 tleT1 1 2

a a/2

+ f It TI, f(r) dtldtz + I f(r) dtzdtl .
am+1 1E am+1

a (a-am+1)/2 a/2I(a /2,a ) + I I f(r) dt'dt = I I f(r) dt dt +
m+1 m+l t,€T, o ( ) 2 1 2am+1 am+1

(a )/2 a/2 (a )/2 a
I “+1 f(r) dtldc2 + I “+1 I “+1 f(r) dtzdtl +

(a-am+1)/2 (am+1)/2 0 a/2

+ a a

I I f(r) dtldt2 + I I f(r) dtldt2 .
am+1 t1€T1 am+1 t1€T2

Entonces, como

a/2 a (a )/2 a/2
_ I “+1 f(r) dtzdtl = I “+1 I f(r) dtldtz
(am+1)/2 a/Z (a_am+1)/2 (am+1)/2

a a-a
m+1 m+1 a a , . .1 .

ya que 2 — -ï-- = m+1- ï- , o sea que las areas de 1ntegrac1on son iguales

y en ambas integrales es 0 s r s (am+1)/2 ; nos basta comparar

a

(2.2) I I f(r) dtldt2t eT"
m+1

(a-am+1)/2 a/2 a(2.3) I I f(r) dt dt + f I f(r) dt dt .
(a ) 2 1 2 a t ET 1 2m+1 m+1 1 2

Sabemospor la observaciónhecha al principio de la demostración que el área de inte

gración es mayor en (2.2) que en (2.3). Si verificamos que los valores de r también
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son mayores en (2.2) que en (2.3), entonces- al ser f no decreciente- obtendremos (2.1).

En (2.2) es t2 / am+l E t2 s a y t1 € T" con lo cual 0 S t1 S a/2 . Como

am+1> a/2 resulta It2—t1I = t2-t1 y am+l-a/2 Slt2—t1IS a .

. , _ . _ < s .En (2.3) es, procediendo analogamente, a“1+1a/2 s r s a y am+1 a/2 . r a/2

Luego, vale (2.1).

La demostración en los casos am+1=a/2 y a < a/2 es análoga, quedando conm+1

ellas probado el lema.

3-Primeras generalizaciones.

a) n=2 . Plano euclideo.

Consideramos una curva C que divide al conjunto convexo K en

dos dominios K1 y K2 . Sea L la longitud de Kr\C y sean F1, F2 las áreas de K1,K2

respectivamente.
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Utilizamos la fórmula integral ([8],p.28,46)

dP1 A dP2 = lt2—t1| dt1 A dt . dG2

donde dPi es el elemento de área del plano en el punto Pi , dG es la densidad de rec

tas en el plano, y tl, t2 son las abcisas de P1 y P2 respectivamente sobre G.

Integrando sobre todos los pares de puntos P E K y P c K2 , el lado izquier1 1

do da el producto de las áreas y del lado derecho obtenemos

2

I(a ,...,a ,a) dG
cnc zo 1 m

donde I(a1,...,am,a) es 1a definida en (1.3), y a1, ... , amson los puntos de inter
sección de Gn C.

Por el lema sabemos que I(al, ..; , am,a) s I(a/2,a) = a3/8 s D3/8 . Si usamos ade

más que I dG s Im dG = 2 L ([8],p.31),donde m es el número de puntos de CAC,
GACXÓ

entonces
D3 D3

I(al, ... ,am,a) dG s -g f dG s -g 2L .
GnCzÓ GoCXÓ

Por lo tanto
3

D

F1 F2 s A L

b) n=2 . Plano hiperbólico.

En el plano hiperbólico valen las fórmulas integrales

dP1 A dP2 = |sh(t2-t1)|dtlhdt2AdG ([8],p.316) y I m dG = 2L ([8],p.309).

Haciendo lo mismoque en el plano euclideo, aplicando el lema para f(r)=sh(r) y ope

rando como Santaló [7], obtenemos

F1 F2 s e sh(D/2) sh2(D/4) L .



c) n=3 . Espacio hiperbólico.

Consideramos aqui un cuerpo convexo K y una superficie A?

que divide a K en dos dominios K K2. Si G es una geodésica que corta a A2 en m pun1!

tos y dG nota la densidad de geodésicas en el espacio hiperbólico, sabemos que

Im dG = TïF , donde F es el área de AzrsK ([8],p.309,245/6) y que vale la fórmula in
2

tegral dP1 A dP2 = sh |t2—t1| dtlidtzndG ([8],p.316).

Llamando V1,V2 a los volúmenes de K1,K2 respectivamente, evaluando como Santaló [7] y

aplicando el lema para r = |t2-t1| , f(r) = sh2(r) , obtenemos

v1 v2 s (l/8)( 4 sh2(D/2) + shZD —D2 ) 1TF .

4-E1 espacio de dimensión n.

Sean P1, P2 dos puntos en el espacio euclideo n-dimensional En y G la recta que

ellos determinan. Sean t1 , t2 las abcisas de P1, P2 sobre G. Si con dgn_1 notamos el

elemento de volumen del hiperplano perpendicular a G en P1, el elemento de volumen de

En en P1 se puede escribir

dP1 = dgn_1*dt1 .

Por otro lado, el elemento de volumen en P2 puede escribirse
n-l

dP2 = t dun_ladt2 donde t = It2—t1| y dun_1 es el ele

mento de ángulo sólido correSpondiente a la dirección de G. Tenemosentonces, llamaná
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do dG a la densidad de rectas en En , la siguiente fórmula integral
n-l , _

(4.1) dP1 A dP2 = t dGAdtladt2 ([8],p.¿3/).

Integrando sobre todos los pares de puntos P1 e K1 y P2 g K2 , del lado izquierdo

obtenemos el producto de los volúmenes n-dimensionales de K1 y K7 .

Del lado derecho, procediendo comoen el parágrafo 3-a) y aplicando el lema para

r = |t2-t1| , f(r) = rn-l , resulta

n_1 a/2 a n_1
I ff |t2-t1| dtldtsz s f f y |t2—t1| dtldtsz =

GnAn_lx® GnAn_lz® 0 8/2

_ I gI-2‘“) n+1 donde a es la longitud de erK.
— n(n+1)

CnAn_le

on

Comoaqui es I m dG = 6: Vn_1(H) para H = An_1r¡K , Oi como definido en (1.6),

obtenemos

g1-2““) n+1
(1'4) vn(Kl) vn(K2) s n(n+1) I<n-lD vn-1(H) °

En el espacio hiperbólico n-dimensional, la fórmula que sustituye a (4.1) es
n-l

Comosh r es creciente, podemosaplicar aqui- operando comoen el espacio euclideo En

el lema para r = {tz-t1| , f(r) = shn_1(r) , obteniendo

a/2 a n_l
Vn(K1)Vn(K2)s I I I sh (|t2-t1|) dtldtsz , pero el cálcu

GaAn_IÍÓ 0 8/2

lo de esta integral nos deja con una cota que no tiene una expresión sencilla.



Pasemos a comparar las desigualdades para n 2 2 en el caso euclideo. Es obvio que

(1.4) mejora (1.1). Pero ya (1.2) mejoraba (1.1) pues :

n z 2 á (n-1)/n z 1/2 y Vn(K-K) s Vn(B(0,D)) = Kn_1 D“ , donde B(O,D) es la bo

la de centro 0 y radio D. Entonces

Vn(K-K)
2 SKn-1D T

Pero (1.2) y (1.4) no son comparables, ya que:

Si K es una esfera de radio D, Vn(K—K)= Kn_1Dn z (Z/n) Kn_1Dn ' En eSte caso (1'4) es
mejor que (1.2).

Si tomamos K como 1a intersección de una semiesfera n-dimensional de radio D con un

cono de vértice en el centro de la esfera y de ángulo sólido tal que verifique
n-1

Vn(K) S (Kn_1Dn)/h con h > nXZ

Entonces Vn(K-K) s [Kn_l(2D)n]/h < (2/n) Kn_an , con lo cual resulta que (1.2) es

mejor que (1.4).



S-La otra desigualdad.

n . .
Evaluando en E como en el parágrafo 4, obtenemos, para el caso n-dlmen31onal,

-n n "n a

Vn(K1) Vn(K2) s I 5%Í%-l a 3- dG s í%í%-l D I I tn_1 dt dG .anzo anzó o

Para calcular esta integral, escribimos comoantes dG = an_1Adun_1. TomandoPi E H

( H = An_1r\K ) tenemos quJ = sen E dPí , donde E es el ángulo entre G y H y dPí

es el elemento de volumen de H en Pi . ComoPí puede ser un punto de abcisa positiva

o negativa sobre G (para Gr\H = Pi ) evaluamos dos veces dun_1 , entonces

a

' dPí ya que dPá = tn'l du dt .tn_1 dt dG = I IIsen g |/2 dP2 n_1P'cH
I I

GnHZÓ 0

Por otro lado, si fijamos Pi en H, considerando Pi comoorigen, Pé c K-K (definido en

(1.5)) y obtenemos

I ' I ¡sen ¿I /2 dPí dPi s (1/2)Vn(K—K)Vn_1(H) .
Pch

Entonces,

Vn(K1) Vn(K2) ' 2(n+1) D Vn(K‘K) Vn—1(H)

que es el resultado de Bokowski (1.2), generalizado a1 caso de ser An_1cualquier

superficie (n-1)-dimensional en En.



III-CONGRUENCIAS DE RECTAS.

l-Introducción.

La teoria de congruencias de rectas ha sido tratada desde distintos puntos de

vista por diferentes autores, entre ellos por W.F.Pohl [6], L.A.Santaló [8] y R.Su

lanke [10]. A partir del enfoque de Sulanke [10], que se expone brevemente en el pará

grafo 2, se hallan- en el parágrafo 3- diferentes expresiones para la densidad de con

juntos de rectas de una congruencia,que llamaremos densidad de congruencias, en el es

pacio euclideo E3, que resulta ser, salvo signo, la mismaque las introducidas por

Pohl [6] y por Santaló ([8],cp.19).

En el parágrafo 4 se desarrolla una expresión para la densidad de congruencias

de rectas en los espacios eliptico e hiperbólico a partir de la densidad de geodési

cas definida en espacios de Riemannpor L.Santaló ([8],p.332) y comouna generaliza

ción de la expresión obtenida para el espacio euclideo por W.Poh1[6].

En el parágrafo 5 se dan algunas aplicaciones de las expresiones obtenidas.

. 3
2-Congruenc1as de rectas en E .

. 3 . . .Una congruenc1a de rectas en E es un conjunto de rectas dependientes de dos pa

rámetros. Para obtener invariantes diferenciales ( formas diferenciales invariantes

por movimientos ) de la teoria de congruencias. R.Sulanke [10] trabaja en el espacio
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4 . _ , . .H de rectas orientadas del espac1o euclldeo de la Sigu1ente manera:

El espacio E(3) de todos los movimientos del espacio euclídeo de puntos E3 ( y

que tiene dimensión 6 ) puede pensarse comotodos los triedros ortonormales

(X,e1,e2,e3) del E3. En tal caso, las rectas de H4 se representan por las clases de

equivalencia de la relación
_,

(X*,eÏ) m (X,ei) ¿á eg = e3 y XX*= a e3 , a un número real.

Una recta g e H4 determina el triedro (X,ei) donde

X es el pie de 1a perpendicular a g desde un origen 0;

e3 = e(g) es el versor dirección de g, o sea su imagen esférica;

e1,e2 generan el plano tangente a la imagen esférica de 0.D

Tenemos entonces

dX.= e101 + ezoz + e3o3

- e u.) — e (1)

(2'1) 1 2 3 3 2

de2 = —e1u33 + e3w1

Cl“"3 = e1“’2 ’ e2u’l

. . . 4 . . .

Las oi,wi son las formas d1ferenc1a1es de pr1mer grado sobre H ( 1nduc1das a part1r
. . 4 . . ,de las de E(3) ). Para obtener invariantes de H basta tomar comb1nac1onesde estas

que no dependan de la elección de la esfera de referencia ni de los vectores tangen

tes e1,e2. Las transformaciones según las que deben ser invariantes son entonces:

(2.2) e1 = e1 cos g + e2 sen E e2 = —e1 sen g + 92 cos a

(2.3) X" X + f(g) e3 , con f(g) cualquier función diferenciable de g.
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Por las transformaciones (2.2), las formas 01,02,w1 y m2 se transforman análogamen

te y oá = o3 má = m3 + da .

Por las transformaciones (2.3) resultan

n _ n _ _
ol - o1 + f(g) m2 02 —02 f(g) m1

o; = 03 + df m. = w. (i=1,2,3),1 1

. . 4 .Los invariantes de H que introduce Sulanke son:

ds2 = mí + w; (forma cuadrática,elemento de arco de la imagenesférica)
o = wl A m2 (forma exterior, elemento de área de la imagenesférica)

(2.4) T =
olwl + o2‘02 (forma cuadrática)

Y = 01 A m2 —o2 A m1 (forma diferencial exterior)

. . 4 ,
Cuando con51deramos conjuntos de rectas cmli que dependen de dos parametros, es de

cir congruencias de rectas, por la inmersión
. 41 z F -9 H

2

las formas 0.,w. inducen formas diferenciales sobre F (0. =i*0. ,w. =i*w.) que nota1 1 2 iF 1 iF 1

remos Oi,wi , resultando las formas diferenciales correspondientes a las definidas en

(2.4) también invariantes sobre F2. En particular, ? será 1a densidad para conjuntos

de rectas de una congruencia, o sea la densidad de congruencias. Veamosentonces que

es invariante por las transformaciones (2.2) y (2.3):

W = o - 02 A m1 = ( Olcos i + o2 sen a ) A (-wl sen a + wz cos ¿ ) 

— ( —01 sen a + 02 cos á ) A ( ml cos E + m2 sen á ) =
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= —sen g cos g o1 A m1 + coszg 01 A m2 — senzg c& A un + seng cosg c? A u? +
2 2

+ sen g cosg ol A m1 - cos g 02 A m1 + sen g 01 A wz — sen g cos¿ o7 A w? =

2 2 2 2
= ( sen g + cos g ) 01 A wz - (sen g + cos g ) 02 A m1 = ol A m2 - 02 A m1

H H‘l'=0ïAw2-02Awï=(01+f(8)w2)aw2-(02-f(8)w1)«¿ul=

=°1hw2'°2“”1'

Para medir un conjunto de rectas de una congruencia, se toma 1a integral, extendida a1

conjunto, de la forma W. Para los cálculos conviene tener a manoalgunas otras expre

siones para w.

3-Distintas expresiones para 1a densidad de congruencias.

i) Una congruencia, dijimos, es un conjunto de rectas que dependen de dos pará
. . . . . 3 .metros. En particular, dada una superf1c1e del espac1o euclideo E , un conjunto de

rectas tal que cada una pasa por un único punto de la superficie es una congruencia.

Queremos escribir 1a densidad de congruencias Wen función de los parámetros de la

superficie.
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Consideremos un punto X de la superficie y en él definido un sistema ortonormal

{e1,e2,e3}. En el mismopunto definimos otro sistema ortonormal {a1,a2,a3} tal que

a3 sea el versor dirección de la recta de 1a congruencia que corta a la superficie en

el punto X. Será entonces

a3 = a e1 + B e2 + Y e3 con a2 + 82 + yz = l

a2 = ( e3 Aa3 )//Ï:ïï = ( a e2 - B e1 )//Ï:7ï

a1=a2Aa3

Resultan

a1 = (1/V1-Yz )[ aYel + BYe2 - (14Y2)e

a2 = (1/./1-Y2 )[ -Be1 + aez ]

a3 = ael + Be2 + ye3 .

3 ]

con 10 cual serán

el = ( ya//T:ïï )al - ( B/(JÏ377 )82 + aa3

e2 ( yB/JTÏÏT )a1 + ( afi/Ïzïï )a2 + Ba3

e3 = (/ÏÏQÏ-)a1 + ya3

donde convenimos que para a+0, 8+0, 7+1 es ( a//Ï:ïï ) +1 , ( B/VÏÏQÏ.) +0 

En la superficie X:X(u,v) tenemos definidas las primera y segunda forma fundamental
2 2 2

ds = E du + 2P du dv + G dv

II = L du2 + 2M du dv + N dv2

Tomandocomocurvas paramétricas las lineas de curvatura u=cte., v=cte.,se sabe que es



F = M O.

El sistema {e1,e2,e3} lo tomamosde la siguiente manera:

e1,e2 son las tangentes a las lineas de curvatura, e3 es 1a normal a 1a superficie .
Es decir

e1 = xu / MÉ- e2 = xV / JE

Sabemos además que (Blaschke [2],p.79)

xuu = (Eu / 2/E)e1 — (Ev / 2/C)e2 + Le3

xuv = (EV / 2ví5e1 + (Gu / 2/63e2

xvv = (-Gu /2/í)e1 + (Gv / 2/63e2 + Ne3

Escribiendo

dx = ole1 + oze2 + O3e3

dX'= x du + x dv = «Íïdu e + /C'dv eu v 1 2

y comparando, obtenemos

01 = /É du

02 = JÜ-dv

3 = o

Para calcular los mi, hacemos de3 = d(e1 A ez) = de

de1 = d(xu / JE) = (xuu/Jíjdu —(quu/zE/Ebdu + (xuv

e3 el ‘ ez

1 A e2 + e1 A de2

//É)dv —(quv/zE/Éüdv

=(Eu/2E)du e1 — (EV/z/É6)du e2 + (L/MÉBdu e3 — (Eu/ZE)du e1 + (EV/ZE)dv e1 +

+(Gu/2/É5)dv e2 — (EV/ZE)dv e1
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(-E du + G dv)
de = V u e +-L du e1 27K? 27! 3

Análogamente resulta
(Evdu — Gudv)_ N

dez ‘ zfi e1 + 76d“ '33
Entonces

de3 =(L//Ï)du e3 A e2 + (N//Ü)dv el A e3 =

=(-L//E)du e1 —(N//Ü)dv e2

de3 = (-L/E)Xudu - (N/G)dev .

m1 = e3de2 = -e2de3 = -(Xv//C)[-(L/E)Xudu -(N/G)dev]

m2 = elde3 m3 = e2de1

Resultan

ml=
wz =-(L//É)du

w3'= (-E du + G dv)/2/ECv u

Escribiendo dX = ole1 + 02e2 + 03e3 y reemplazando los ei en función de los al

olya ozyB —018 02a
dx = (7T:7z+ 1_ a1 + (7Ï:ïï + 7T:ïz)a2 + (ola + 028)a3

Como

dX = O'Ï'a1 + 03a2 + OÉa3

Comparandoresultan

0* = (/Éïa/Jl-Y2)du + (/ÜÑB//1—Y2)dv
1

(3.1) o; = (-J‘íe/A-yïmu + (/Ca//1—y’)dv

og=wïadu+fisdv
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Para calcular wï y má usamos las relaciones de Sulanke (2.1). según las cuales es
.. *_

da3 ‘ a1‘02 azwÏ

Como

a3 = del + Be2 + Ye3

resulta

da3 = dae1 + dBe2 + dye3 + a(e2w3 —e3w2) + B(-e1cu3 + e3w1) + Y(e1w2-e2w1)

Reemplazando,comparandolas expresiones y operando, resultan

= (1//1-Y2)[Bda - ade + anl + BYw2- (1-Y2)w3](3.2)
“Í

w; (1//1-Y2)[-dv -Bw1 + awzl

La expresión que buscamos es

(3.3) W*'= OÏ A má — 03 A uï

Reemplazandolos valores obtenidos en (3.1) y (3.2),11egamos a

w* = (/É71-y2)[82du.da — a8 duAdB - ay duAdY ] + (V671—Y2)[—GBdvada +0:2 dvAdB —

- YB dvAdY ] + JÉÏ YduANZ — B duaw3) +/6Í—Y dvaw +a dvam3).1

Observemos que

- quuAdB —aY duAdY = a(BdB + YdY)Adu= (*)

como ada + BdB + YdY =O

(*)= a(—ada)Adu=a2 duada.

2Usando que 02+ 82: 1- Y y reem lazando (analogamente en el otro sumando) resultaP
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41*= x/íduad a+ ñ dvAd8- (BGu/W)duadv + (aEV/z/í) duadv

pero

d a: a du + a dv , entonces duada = a duAdv
u v v

analogamente

dVAd B: —Buduadv.

Luego

w = [/Ïav - JCBU—(eeuu/6+ (aEV/Z/ÉH duAdv

(3.4) w = [(ou/E)v —e(Ann] duadv.

DondecLBson los cosenos directores de a3 (versor según la dirección de la recta)

respecto de los versores e1,e2(que son las tangentes; a las lineas de curvatura de la

superficie. E y G son los coeficientes de la primera forma fundamental de la super

ficie.

A partir de la densidad para geodésicas en espacios de Riemann de dimensión n y

para n >2,Santaló ([8], p.334) define comodensidad de congruencias de geodésicas ( pa

ra un conjunto de geodésicas tal que existe una superficie transversal que corta a

cada geodésica en uno y sólo un punto,)

dG1 = dp1 dx1 + dp2 dx2

donde se eligió un sistema rectangular de coordenadas de manera que las ecuaciones de

la superficie son localmente

x3=0, x4=0, ... ,xn=0
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La forma cuadrática fundamental se escribe

2 n 2
ds =; giidxi y pi:

1=1

El ángulo ai de la geodésica G con 1a curva xi está dado por

dx.
__¿

311 ds

cos ai: Vgii(dxi/ds);
pOI' lO tanto tenemos

pi: Vgii cos ai .

Reemplazando obtenemos

1

(3.5) dG = - V311 sen al daladx1 - V322 sen a2 dazadx2 +

+ [(Bngz/Bxl) cos a2 —(afgll/sz) cos al] dxladx2

donde para el caso n=3, 1a superficie tansversal considerada tiene localmente

ecuación x =0.
3

., . . 3
Veamossu expre31on en el caso del espac1o euc11deo E . Para la super

ficie es
2- 2 2

ds = E du + G dv

y comparando, como x1=u, x2=v, cos al: a , cos 02: B, resultan

=E , 322=G , sen alda1=-da , sen a2 da2=-dBg11

con lo cual

dG1= VÍÏdaAdu + «ñ dBAdv + [( cu/z/C)s —(EV/z/É')a 1 dundv=

= —/É duada —/C'dv.ds + ( BCU/Z/C') duAdv — ( aEv/z/É‘) duAdv=

T* .

Es decir, la expresión (3.5) general para geodésicas de una congruencia de un

espacio de Riemann, se reduce a la densidad W*expresada por (2.4) o por

(3.4).



11) También forman una congruencia las rectas que unen puntos de dos curvas de E3.

En tal caso, llamemos X = X(sl) , Y = Y(52) a los puntos de cada una de las curvas,

queremos expresar 1a densidad W*en función de los parámetros que determinan X e Y.

La recta g de la congruencia es 1a que pasa por X e Y, por lo tanto tenemos

(Y-X)/r donde r = ¡(Y-X)2 es 1a distancia entre X e Y.a3

Si llamamos C1 , C2 a las curvas, consideramos como sistema {e1,e2,e3} el triedro de

Frenet para la curva C1 en el punto X, o sea

e1 = T1

e2 = N

e3 = B

Obviamente es

dX = T ds

y como

dX = Ole1 + 02e2 + O3e3

comparando obtenemos



0 = ds
1 1

o2 = O

03 = O

Además,usando las relaciones de Sulanke (2.1) será

dT = de1 = w3e2 - w2e3 = w3N - sz

dN = de2 = 4n3e1 + w1e3 = -u5T + wlB

dB = de3 = w3e1 - wlez = sz - wlN

Comparandoéstas con las fórmulas de Frenet

dT = X N ds1

dN = — X T1 ds1 + T B ds

dB = - T N ds

1

1

Resultan

m1 = T dsl

m2 = O

N3 = x ds1

donde X es la curvatura y T es la torsión de 1a curva C1.

Reemplazandoestos valores en (3.1) y (3.2) obtenemos

oï = (.olya//Ï—y2) + ( OZYB//1-y2) = ( ya//1-Y2)d51

o; = (-OlB//ï‘Y2) + ( oza/Ml-yz) = (-B/Ml-Y2)dsl

wï - (1//1-y2)[ 8da - adB + ayml + Bywz - (1-Y2)w3 ]

m1 = (1//1—y2)[ Bda —adB + aYTdsl - (1-Y2)X ds 1 1
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E
= (1/V1—Y2)[-dY - Bw1+ wz]

*
2

5 = (-dY - BTdsl)E

con esto calculamos

W* = oï A w; - o; A mï = (-Yü/l-Y2)dslAdY + (B/1—Y2)(Bdslada «uds1.de) =

= (1/1-Y2)(-Y0dslndY +B2dslad0 —BadslAdB)

y operando como antes

-yadsl.dy-Badslad8= a(YdY + BdB)«dsl= a(—ada)«ds1= azdslada

y como a2+82=1-y2 , resulta

(3.6) w* = ds da .
1A

Que es una expresión simple para 1a densidad de rectas de una congruencia formada

por las rectas que unen puntos de dos curvas dadas.

Para estas congruencias de rectas determinadas por dos curvas, podemosaún ob

tener otra expresión de la siguiente manera:

a es el coseno director de a3 respecto de e1,por tanto

a =[(Y—X)/r].T1 = [(Y-X)//(Y-X)2].T1

dY=T dscomo da=(3a/aX)dX + (aa/BY)dY y dX=T1ds1 2 2

resulta

dSIAda = (Ba/3Y).T2 dslAds2
1 Y-X X;g

dado que (3a/3Y).T2= ;[( r .Tl).( r .T2)]
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y usando que (XAY)(X1AY1) = (XX1)(YY1) - (XY1)(X1Y)

resulta
_lY-_X Lx

dSIAda - r[( r ATI).( r AT2)]dsladsz

Comotodos los vectores son de módulo unidad, los productos vectoriales nos dan

el seno del ángulo entre g y T1, y entre g y T2 respectivamente, y el producto esca

lar nos da el coseno del ángulo entre los planos generados por [g y T1] y por [g y T2].

Entonces

(3.7) W*= (l/r) sen nl sen n2 cos 6 dsl.ds2

Comparandocon el invariante dI introducido por Pohl [6] es

W* = -dI

4-Congruencias de rectas en los espacios eliptico e hiperbólico.

A partir de la definición dada por Santaló ([8],p.332/4) para densidad de geodé

sicas en espacios de Riemannn-dimensionales
n

dG = X dp. A dx.. 1 11=1
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éste considera el caso de conjuntos de geodésicas determinados de la siguiente manera:

Dadas C1, C2 dos subvariedades de dimensión h tales que todo par de puntos X E C1,

Y e C2 determina una única geodésica g, entonces
h

dG = (dG)h= z h! dpi Adx. A...Adp. Adx.
11<...<i 1 11 1h 1hh

y podemosescribir

dGh = h!(—1)(h’1)h/2 z dp. «...«dp. Adx. A...Adx. para IShSn. . 1 l 1 l
11<...<1h 1 h 1 h

El caso que aqui nos interesa es n=3, h=1 y el espacio de Riemann de curvatu

ra constante,que es una generalización a los espacios eliptico e hiperbólico de 3ii).

Sean entonces C1,C2 dos curvas (variedades de dimension l) de un espacio de Riemann

de curvatura constante de dimensión 3 tales que todo par de puntos XeCl, YEC2deter

mina una única geodésica g. Con las mismas notacionesdeíBifl, sean 81,82 las varieda

des planas de dimensión 2 que.contienen a g y a T1, T2 respectivamente.

Consideramos en X el siguiente sistema de coordenadas ortonormal

x1 es el vector tangente a g en X

x2551

con lo cual queda determinado x3.

Sea S¡={X€Sl/ x1=0}

Determinamosg por su intersección con S'(es decir X).

Entonces resulta

(4.1) dG= dpzidx2

También con centro en X consideramos el sistema {ai} definido por



a3 = x3

a2 € T1

a tal ue ' ' "
1 q ala2 tenga 1a misma or1entac1on que xlxz.

Proyectando es

= n '_ =sen nl cos ( /2 nl) dxz/da2

o sea que

dx2 = da2 sen nl

Por otro lado, según Santaló ([8],p.334—337) es

dpz = V822 se“ o‘2 daz dsl = V322 daz

y el elemento de arco correspondiente a la circunferencia euclídea unitaria de centro

X, en la dirección tangente a g en X es

dgl = (sena2 daz/cosv ) donde cosv = 1 ya que v es el ángulo entre g y x1;

es decir que

dgl = sen 02 daz

y reemplazando en (4.1), resulta

(4.2) dG = sen n1 dgladsl
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Ahora nos ubicamos en 82 (X,Y € 82; g c 82). Consideramos el sistema ortonormal

de coordenadas {bi} en Y definido de modo que b2 genere T2; b1,b2 € 82 y orientado

comoxi,xí,xá que son los traslcdados paralelamente de x1,x2,x3 a lo largo de g des
de X hasta Y.

Para un punto de 82 llamemos Ai a los ángulos de las direcciones del punto res

pecto del sistema {b1,b2} de 82, O a la distancia de X al punto; un sistema de coor

denadas polares en 82 con centro en X será tal que

ds2 = doz + H2(O) dAÏ

donde H(0) es

D en el caso euclideo

sen D en el caso eliptico

sh p en el caso hiperbólico.

En p= cte. será db. = H dx.1 1

Con lo cual el elemento de arco en p = cte. será

dgp: H du1
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con dui el elemento de arco de la circunferencia euclídea unitaria en 1a dirección

respecto de las bi.

Comoel ángulo entre xí.y b1 es n2 (salvoin /2) resulta

sen n2 ds2 = dgp

Si además llamamos du1 al elemento de arco respecto del sistema xí será

cos 0 = dul/du1

Entonces

dgl = du1 = cos 6 du1 = (cos e dgp)/H = (cos e sen nz dsz)/H

Reemplazando obtenemos

(4.4) dG = (l/H) sen nl senn2 cos 9 dsz.ds1

que en el caso euclídeo coincide, salvo signo, con 1a expresión (3.7) obtenida para

W*.

Para los casos eliptico (H=sen p) e hiperbólico (H: sh p) se obtienen respectiva

mente

(4.4) dG = (l/sen p) sen nl sen nz cos 8 dszAds1

(4.5) dG = (l/shp ) sen nl sen n2 cos 6 dszadsl

Observaciones:

a) Un razonamiento similar da por resultado en dimensión n, para C1, C2 de dimensión h,

(dG)h = (l/Hh) h! (-1)(h_1)h/2 sen nl sen n2 cos 0 dVZAdV1

que generaliza la fórmula de Pohl [6] a los espacios euclídeo e hiperbólico de di

mensión n.
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b) Si trabajamos directamente con las formas de primer grado en H4, Sulanke [10]

define

W = 01 A w2,- 02 A m1

Pohl [6] define

dI = w31 . o + u

como m31 = de3 e1 = m2 y m32 = de3 e2 = -wl

resulta

S-Algunas aplicaciones.

i) Sabemossegún Santaló ([8],p.335) que la condición necesaria y suficiente

para que una congruencia de rectas sea normal (es decir que sus rectas sean las nor

males de una superficie) es ï'EO.

Segán Blaschke ([2],p.71) la condición necesaria y suficiente para que un sistema sea

normal a una superficie dada es que

3)v 3)u

haciendo pasos sucesivamente equivalentes, esta condición es

(Xu.a = (Xv.a

(/ï €1.33)V= ezloa3)u

(on/É)v = (¡s/c?)u

(«mv —(8/6)“ = o.
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y utilizando la expresión para congruencias (3.4) esto es equivalente a la citada‘#EO.

ii) Observandola expresión (3.6)

‘P= dsrxda "comoaqui es‘P’O se sigue que las rectas que unen puntos de

dos curvas del espacio no pueden formar una congruencia normal (como observa Pohl

([6].P-1327))

iii) En el caso de ser la congruencia el conjunto de rectas secanteszauna cur

va C de longitud L, usando la expresión (3.6) donde a dijimos que es el coseno di

rector de a3 respecto de e1 (o sea a = cos nl ), calculamosn
I .dI=-I ‘l’=-[I dSIA(n1= —Lcosnll =2L
CFC C 0 0 0

que es el resultado de Pohl ([6],teorema 2).

iv) Utiliáando este último resultado y una fórmula obtenida por Sulanke [10]

según 1a cual

In(E) dE = (11/2) I|w|

donde n(E) es el númerode rectas de la congruencia contenidas en el plano E;

si consideramos una curva C de longitud L del espacio euclideo, llamando N(E) al

número de puntos de Cr1E, como n(E) = N(E) ya que las rectas de la congruencia se

tomanorientadas, resulta

IN(E) dE = In(E) dE = (n/2)II W l =("/2)2L = TTL

que es una conocida fórmula de la geometría integral (Santaló [8],p.246).
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v) Veamosfinalmente algunas generalizaciones a los espacios eliptico e hiper

bólico de resultados obtenidos por Pohl [6].

Para ello observamos primero que tanto el resultado de Banchoff y Pohl ([1],P'183)

IA2(C E,g) dG(E)AdE*= —I( t _;(xi,xj) ix. ix.) dE*

(donde A es el "linking number"de lacurjaé respecto d: la recta g; x1,x2,... son

los puntos de Er\C, r(xi,xj) es la distancia entre xi y xj,y ix. es el númerode pun

tos de intersección de C(\E en xj) comolas fórmulas integrales
dG(E)AdE*= dE(C)AdG (Santaló [8],p.207)

y de(G) = O /O = fl (Santaló [8],12.36 para el caso1 0 n=3,r=2,q=1)

valen en espacios de Riemannde curvatura constante.

Además

A (C,g) = A(Cr¡E,g) si gc E, C una curva del espacio de dimensión 3.

Sea B = {(E,g)/ gc.E }. Queremos calcular IA2(C,g) dB

donde dB = dG(E)AdE* = dE(g)»dG

Si para ello fijamos primero g es

IA2(C,g) dE(G).dG = NIA2(C,g) dG

y por otro lado, comoCnE es una variedad de dimensión 0 en E, usando el resultado

de Banchoff y Pohl ([1],p.183) para E fijo es

IA2(c,g) dG(E)AdE*= IA2(Cr\E,g) dG(E)AdE*= -I( .Z'r(xi,xj)ix ix_)dE*1.J i J
Con lo cual obtenemos laffórmula 1 de Pohl [6]

NI Asz = —Í ( Z r(x.x ) i i ) dE*.
GcEa EaE3 iJ 11 xix'

Más aún,como también vale en los casos eliptico e hiperbólico que

dE= sen2 o dG(EO) do (Santaló [81,p.211)



resulta

I [ z r(x.,x.)i i ]dE=
EcE3 1,3 1 J x1 x3

fijando E tal que contenga a la recta xixj ,

= ¡"r senzd>dG(E0)dd)= (#2) Ir acaso)
O

Obtenemos entonces que

[ .2. r(xi,xj) ix ix. ] dE-*= (n/2) Ir dG*(EO)= -(fl/2) I r dI
EcE 3 1,3 1 J

que es el otro resultado de Pohl [6].

Observemosfinalnente que también puede generalizarse la fórmula de BanChoff y

Pohl ([1],p.189), obteniendo para el espacio n-dimensional

eliptico Isen p dGh= -(h-1)! (-1)h(h-1)/2 I(1/senh-lp) cos n cos nz cose dVZAdV1 1

hiperbólico fsh p dGh = -(h-1)! (-1)h(h—l)/2 I(1/shh_lp) cos nl cos nz cos 9 dVZAdV1

si bien la aplicación que Pohl hace en el caso euclideo obteniendo una generalización

de la desigualdad isoperimétrica no es generalizable con ellas.
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