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INTRODUCCION

El punto de partida de esta tesis fue un trabajo realiza

do con el Dr. Meir Shillor [MS] donde estudiamos el problema de

electropintura con sobrepotenciales. Este problema, que llama

mos (P0), consiste en hallar un par de funciones (W(x,t),h(x,t))

tales que (‘l’(x,t))t >01 es una familia de funciones armónicas
en un dominio anular 9 , con frontera exterior S y frontera

interior P, y el tiempo t hace las veces de un parámetro;

h está definida en Px[0,T] y es en las ecuaciones que la con

tienen donde t pasa a ser una variable más. Ambassatisfacen

(1.1) Ax? = o en Q , 0<t<T

(1.2) w = 1 en s , o<t<T

(Po) (1.3) w = Ï en r , o<t<T\).1 h

t ‘P(x r) +(1.4) h(x,t) = 0(x)-+ G((——-¿——-—e))dT en F ,
0 h(x,T) 0 <tL<T

donde vi es el vector normal interior a Q sobre F; e > O,
T >0 son constantes dadas, y 0 y G funciones dadas sobre

las que hacemos las suposiciones (1.5) y (1.6).

El significado fisico de este problema se puede encontrar

en el Capitulo l, que resume los resultados obtenidos en [MS] para

(Po): enlos teoremasl.1.yl.2 seestablece laexistenciayrunicidad de
solución asi comola regularidad de la misma; dicha solución

tiende en forma creciente, cuando t‘ïw , a una función que re

sulta ser la única solución del estado estacionario correspon



diente a (PO), que llamaremos (P2), y que consiste en hallar
un par de funciones (Í(x),ñ(x)) tales que

(1.11) AW = 0 en Q

(1.12) W = 1 en S

(Po) (1.13) V = ï p.p. en P\) . l ht

’El
A

X
V

II m. si ñ(x) > o(x)
(1.14) l p.p. en P

si ñ(x) = 0(X)“el É //\ m

lo que se enuncia en los teoremasl.3 y 1.4. Podemosobservar que

(l.l4)se obtiene de poner ht =0 en (1.4) lo cual nos daría g
= Tv. í e ; la condición VVi(x) = e si E(x) > 0(x) se deduce

del Éecho de que si para algún í E Y, r3>0 , h(í,r) > 0(í) en

tonces ht(i,t) > 0 Vt > r ((1.10)) o lo que es lo mismo Ï (i,t)=

= Wv'(i,t)> 6 . Es interesante destacar que estas dos condiciones
que parecen de tipo cualitativo son suficientes para probar la uni

cidad de solución de (Pg) (teorema 1.4). La equivalencia del prg

blema (P3) con una inecuación variacional de tipo Signorini se
puede encontrar en el teorema 1.5.

En esta tesis .estudiaremos el problema que llamare

mos (Pa) y que surge de reemplazar (1.1) por una ecuación pa
rabólica, donde aï>0 aparece comoun parámetro, a saber:

au =Axu en QX(0,T) ,



con las mismas condiciones de contorno que para (PO) y al que
le agregamosun dato inicial con hipótesis que resultan natura

les si pensamosen la solución del problema de electropintura

en t==0 , para luego hacer a'*0 y tratar de mejorar los re

sultados obtenidos en [MS], aunque (Pa) no posea un significa
do fisico inmediato.

Para fijar ideas pensemos primero en el problema (P1)
que consiste en hallar un par de funciones (u(x,t),h(x,t)) ta
les que

(2.1) ut = Axu en 9x(0,T)

(2.2) u = 1 en Sx(0,T)

(pl) (2.3) u = E en I‘X(O,T)vi h
u(x,1)
h(X,T)

t
(2.4) h(x,t) = 0(x)-+J G(( -e)+)dr en Fx(0,T)o

(2.5) u(x,0) = u°(x) en n

donde ahora hacemos las suposiciones (2.6) y (2.7) sobre las

funciones o, G y uo (Capitulo 2). Vemosque la condición (2.6)

es más general que (1.5) y como vamos a esperar menos regulari

dad en la solución, comenzaremospor decir (definición 2.1) qué

entenderemos por solución débil de (P1).

Unade las condiciones que debe satisfacer una solución

débil (u,h) donde u e Hl(flx(O,T)) n L”(9x(o,T)) y h e
G L°°(I‘x(0,T)) es



que es equivalente a

u(x,t)
F h(x,t)I ut(x,t)v(x)dx + I Vu(x,t).Vp(x)dx + J w(x) =0 ,

Q Q

wean), «p=oen s
p.p. t G (0,T) l

lo cual se deduce del hecho de que al aparecer la derivada en

t en la función u en (2.8) se puede separar variables en las

funciones de prueba n .

Para encontrar dicha solución usaremosun proceso iterativo

para el cual debemos buscar solución del mismoproblema pero pa

ra h dada. Definiremos aproximantes y obtendremos las cotas

necesarias para poder pasar al límite: lema 2.4 y teorema 2.5.

La existencia y unicidad de solución débil de (P1) se demues

tra en los lemas 2.6, 2.7, 2.8 y teorema 2.9. El paso fundamen

tal para la existencia es la obtención de la acotación (2.58)

la que permite deducir la fórmula (2.62). El uso de acotaciones

similares nos dan la demostración de unicidad, siempre para T

suficientemente chico, pero una vez probados los resultados pa

ra este caso podemosusarlos, así comotambién las ideas de sus



demostraciones,para estudiar el caso general.

El comportamiento asintótico de la solución débil de (Pl)
se estudia en el Capitulo 3. En la definición 3.1 diremos qué

entenderemos por solución débil de (Pg) , el estado esta

cionario de (PO). En el teorema 3.3 podemos observar que en

caso de ser o comoen (1.5) y agregando ciertas hipótesis al

dato inicial, la solución de (P1) tiende de manera creciente
a la solución del estado estacionario del problema de electro

pintura, obteniendo de esta forma una aproximación de la misma

mediante la solución de un problema parabólico.

Los mismos resultados obtenidos en los Capítulos 2 y 3 se

pueden conseguir para el problema (Pa) lOS resumimos en
los teoremas 4.6 y 4.7, donde aparece además una acotación que

nos permite pasar al límite cuando a'*0 , en el caso de

tener comodato inicial a una función armónica (lema 4.8 y teo

rema 4.9). Comoantes, la demostración se realiza primero para

T suficientemente chico, donde es esencial la obtención de la

fórmula (4.38), y luego lo probamos en general.

Definimos solución débil del problema (Po) y probamos
unicidad de solución (teorema 4.13) y aproximación de la misma

por soluciones de (Pa) con dato inicial más general (teorema
4.14). Además,esta solución tiende en forma creciente a la

única solución débil de (PZ) (teorema 4.15), de la misma forma

que las soluciones de (Pa) (teorema 4.7).





NOTAC ION

n .. .Sea 9 C R ,r)>2 , un dominio anular con frontera exte

rior S y frontera interior F; ñ = 9 U S U P.

Con (x,t) = (x1,...,xn,t) notaremos puntos de ñx[0,W);

n 2
v = (Dx ,...,Dx ) A = Ax = .Z DX. ;1 n i=1 1

vi es el vector normal interior a 9 sobre F;

(z)+ = máx {0,2} y (z)_ = min {0,2} .

Para cada t>0 sea

gt = Qx{t} y r = rx{t}

y para cada TZ>0 sea

QT = Qx(0,T) y RT = Px(0,T) .

Usaremosfrecuentemente la notación abreviada:

I g = I g(x,t) , sobreentendiendo la integración con
S2 S2

t t respecto a dx , x G Q,

en lugar de J g(x,t)dx .9

La siguiente nomenclatura es habitual:

Ca(K) = {o G C0(K) : sup °(x) _ Ó( ) < 0°} , a G (0,1)
x,y€K llx-ylla n

xfy K C IR , compacto,

I



no" = sup ¡©(x)|+ sup °‘x’ ’ °( ’
a x E K x,y'€K ux - yu“

){#y

cLa(m = u)e<91K): ox e dHK), 1<i<rn ,a e(o,n ,
1

KC Rn , compacto,

n
no" _= sup |o(x)l+ Z "ox "a

l,a x G K i=1 i

Lips (P) = {o : o continua Lipschitz sobre P}

HQ" = sup Ó(x)'_Q(Y)L + sup I©(x)l
Lips(I‘) x,y€1‘ IIx-yll x E 1"

xsíy

En los siguientes espacios las derivadas son considera
das en el sentido de las distribuciones:

Hlm) = {cpG Lzm) : ox, e L2(SZ) , 1<i<n}
1

n

= ("Luz2 + X no II2 )1/2"o"
H1(g) L (a) i 1 Xi L2(Q)

Hl’O(QT) = {n e L2(QT) z nxi e L2(QT) , 1<i<n}

n

"n" 1 o = (HnH22 + z an "22 >1/2
H ' (QT) L (QT) 1:1 i L (QT)

H1(QT) = {n e L2(QT) = nxi e L2(QT) , 1<st<r1, nte L2(QT)}

"n" l = (“nH22 + untuz2 + _ nx.H22 >1/2
QT) L (QT) L (QT) 1:1 1 L (QT)



=weH1<m :4>=o en S}

wT= {ne Hl(QT) : n=0 en SX(0,T)}

Lm(O,T; H1(9)) = {n : sup es Hnfl l < eo}0<t<T H(Qa

"n" l = sup es "n" 1
L°°(0,T; H (9)) 0<t<T H (gt)

L°(0,T; L2(P)) = {n : sup es "n" 2 < oo}
0<t<T L (Pt)

"n" 2 = sup es. "n" 2
L°°(0,T; L (F)) 0<t<T L (Pt)

T T

w1'2(o,T;H1(m) 2 H1(0,T; H1(s2)) = {mí un"2 +J un nz1 oo}1 t
0 H (gt) 0 H (gt)

_ T 2 T 2 1/2
HnH l 1 - ( Hn“ 1 + "nt" 1 )

H (0,T: H (9)) 0 H (Qt) 0 H (Qt)

l m 1 _ ,
w ' (0,T; H (9)) — {n: max (sup es unn l ,sup es "nt" 1 )<cfl

0<t<T H (gt) 0<t<T H (:2)

"n" 1 = máx (sup es "n" ,sup es “ntfl
W'"(0,T; Hl(9)) 0<t<T Hlmt) 0<t<T Hlmt)
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1. EL PROBLEMA DE ELECTROPINTURA CON SOBREPOTENCIALES

Este problema,que llamaremos (PO) , consiste en hallar un
par de funciones (w(x,t), h(x,t)) tales que

(1.1) M = 0 en Qx[0,T]

(1.2) ‘v = 1 en s x[o,T]

(Po) l
(1.3) w = l en 1" x[0,T]

“i h t

(1.4) h(x,t) = G(x)+ {GUM —€)+)dT en r xlo,T1O h(x,1)

donde S y r E Cl'a , Va E (0,1); e > 0 , T > O son constantes

dadas.

Hacemoslas siguientes suposiciones sobre las funciones
o y G :

(1.5) o e Lips (F)
*

0 < 0* < G(X) S o < |I—'

|| O(1.6) G eclm) , o < k*< G' s k* , G(O)

Problemas similares fueron considerados por Hansen y Mc

Geough, [HMG],Aitchison, Lacey y Shillor, [ALS], y Caffarelli

y Friedman, [CF]. En todos estos trabajos se supone G(s) = s

Un problema del tipo (1.1)—(1.4) se puede considerar (ver

[ALS] o [HMG]) como un modelo para el siguiente proceso: Un

cuerpo metálico con superficie exterior F , que se desea pin



tar, se sumergeen un recipiente con una solución electrolïtica.

La solución ocupa el dominio 9 tal que 39 = P U S , donde S

es la superficie interior del recipiente. La parte metálica se
conecta a una fuente de potencial eléctrico, el recipiente mis

mo (S) actúa comoel otro electrodo y, comoresultado del flu

jo de la corriente eléctrica en la solución y a través de F ,

un proceso de deposición de pintura se lleva a cabo sobre F .

La presencia de e > 0 en 1.4, que fue postulada en [ALS], nos

dice que solo hay deposición de pintura en aquellos puntos de

F donde la corriente in satisface ïxï > e . Uno de los
principales propósitos de la construcción del modelo en [ALS]

fue poder predecir qué partes de F resultan pintadas y cuáles
no.

Es conocido (ver p.e. Levich [Le] o McGeougthG]),el he

cho de que mientras la corriente eléctrica está pasando a tra

vés de una solución, algunos procesos que conducen a una rela

ción no lineal entre el potencial y la corriente, tienen lugar
cerca de los electrodos. Esto viene representado por (1.3).

Más aún, tomando o(x) > 0 se permite que ciertos procesos ten

gan lugar cerca de P , aún cuando no den como resultado deposi

ción de pintura, de manera que en nuestro caso el espesor de

pintura (adimensional) es h(x,t) -o(x) para x E r , OS t .

Nos referimos a estos dos fenómenos, en forma vaga, mencionando

el empleode sobrepotencialcs (¡Le],[MG],[La]).

Lo que sigue es una serie de resultados que citaremos

en los próximos capítulos y cuyas demostraciones se pueden en



contrar en [MS]

Sea m* la solución de

w* = 1 en S

en F

de manera que m*(x) = Y(x,0) donde W es solución de (Po).
Si

m < e en P

entonces w(x,t) E m*(x) junto con h(x,t) E U(x) son solu

ción del problema (PO) . Para excluir este caso trivial supo
nemos que la geometría y los datos son tales que

m* > e para algunos puntos x E P .

Teorema 1.1: Existe una única solución (w,h) del problema

(PO) para cada T > 0 que satisface

wewl'2(0,T; Hl(Sz)) n C°‘(?zx[0,T])

(1.7) wecl'auï) , o< t<T

h, ht,“ e c“(r x[0,T]) , Vae (0,1)i
Más aún

wew1'°°(o,T;H1(s2)).

La demostración se basa en la discretización del tiempo,



obteniendo un sistema de problemas elípticos y cotas necesarias

a priori.
En realidad podemosobtener más regularidad:

Teorema 1.2:

vw es continuo en 5 x[0,T]

wt(.,t) e cl'“(5) , o < t < T
(1.a) _

vt E C°(9 x[0,Tl)
w .EC“(rx[0,Tl) Vae (0,1).v.tl

Además

o < w < 1 en 6 x[0,T l,
(1.9)

W(x,t1ï < w(x,t2) , Vx e a u r, si

y si para algún i G P, r > 0

h(í,r) > o(í)

entonces

(1.10) ht(í,t) > o Vt > r .

El estado estacionario asociado al problema (Po)

cribe mediante el siguiente problema que llamaremos (P3):

tl< tz,

se des

Hallar un par de funciones (W (x), ñ(x)), We Cl(ñ) ,

H E L°(r) , tales que

(1.11) A? = 0 en Q

(P0) _
(1.12) W = l en S
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(1.13) Í = í p.p. en F
Vl- E

(P2) _

Tvi(X) = e si ñ(x) > o(x)
(1.14) p.p. en F .

ívi(X) < e si ñ(x) = 0(x)

Entonces obtenemos el

Teorema 1.3: w(x,t) r í(x) en c“(ñ), Va e (0,1) y débilmen

te en H1(9) , y h(x,t) f ñ(x) puntualmente en P , cuando

t -> oo. Más aún, ñ(x) s 1/5.

y además el

Teorema 1.4: Existe una única solución (3,5) del problema

(Po) Mas aún

xíe cl'“(íz)
(1.15)

ñ e c°‘(r) Va e (0,1) .

Definamos ahora el obstáculo

Z(x) = lim w(x,t) , x G F
t+TZ (x)

donde

1(x) = sup {t 2 0 : h(x,t) = o(x)} , x E P

y el convexo cerrado
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K={c€Hl(SZ):C=l en s,c>z en r}

para formular una inecuación variacional, un problema de Signo
. . . ao

rini, que será equivalente al problema (P0).
Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.5: (Í,ñ) es solución del problema (P2) si y sólo
si Í GK y satisface la inecuación variacional

(1.16) J VÏ.V(; -Í)+ e í (g -Í) > 0 VCe K .

Finalmente, la condición o(x) > 0* > 0 es esencial para

las demostraciones de los teoremas anteriores,pero estudiamos,en[MS],

el caso o(x) E 0 suponiendo que S es ahora la frontera intg

rior de Q , F la frontera exterior, ambas en Cl'a Va E (0,1),

F es convexa y G(s) = s . Obtuvimos el

Teorema 1.6: Si o(x) E 0 se obtiene una solución débil

(W(x,t), h(x,t)) del problema (Po) para cada T > 0 , en el
siguiente sentido:

i) xve L°°(0,T;H1(m) n c“<s‘leo,TI) , Va €(0,1)

n e L°°(r x (om),

h e L°°(o,T ; L2(I‘)) .t

ii) M = 0 en sz x [0,T]

W = 1 en S xl0,T]

iii) existe una función Wv_G L°(0,T; L2(r)) tal que1
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J V;,VW= - í c Wv_ para casi todo t e [0,T],
P 1

para toda función suave c tal que c = 0 en un entor

no de S , de modo que Wv_ puede considerarse como una1

derivada normal interior generalizada de W

iv) h Y = W para casi todo punto de P x[0,T]

v) h=J (Tv - e)+ dr para casi todo punto de F x[0,T].

La solución se obtiene comoun limite monótono de solucig

nes con o(x) E o > 0 , cuando o * 0 , para las cuales conse

guimos acotaciones a priori.



2. EL PROBLEMA PARABOLICO ASOCIADO AL DE ELECTROPINTURA

El problema parabólico (P1) asociado a (Po) consiste
en hallar un par de funciones (u(x,t), h(x,t)) tales que

(2.1) ut = Au en SZX(O,T)

(2.2) u = 1 en S x(O,T)

(pl) (2.3) uvi'= Í en r x(0,T)
t u(x ) +

(2.4) h(x,t) =0(x)+ J G((———4l—--e))d1 en r X(O,T)0 h(x,1)

(2.5) u(x,0)= u°(x) en 9

donde S y P E Cl ; e > 0 , T > 0 son constantes dadas.

Hacemoslas siguientes suposiciones sobre las funciones

o , G y uo :

o e L°(r) , o < 0* < 0(x) < 0*

(2.6) G e Cl(lR) , osksc' <k* G(0) = o

u° e Hl(9) n L“(9) , u° = 1 en s

y suponemos que existe f E L2(Q) tal que

. O

(2.7) J Vuo.VW + I E—-¿ = - Í f P VW e V .
Q P

Definición 2.1: Una solución débil de (Pl) es un par de fun

ciones (u(x,t), h(x,t)) tal que u E H1(QT) Ñ Lm(QT) , h e

Lw(RT) y satisfacen (2.2), (2.4),(2.5) y

II O
N(2.8) Í utn+J Vu.Vn+J En vn e wT .

QT QT RT



Resolvamos primero el problema para h dada por

t
(2.9) h(x,t) = u(x) +í G ((ï‘ïi’í'J-L —e)+)dr en P x (0,1")0 h*(x,t)

donde

(2.10) u* e L°(RT)

y además

(2.11) h* > oi

Notar que por la definición de h , (2.10), (2.11) y las

hipótesis hechas sobre G y o resulta

h e L°(RT)

(2.12) h > 0*

ht E L (RT)

Comenzaremospor resolver el siguiente problema (P1(h)):
Hallar una función u(x,t) tal que

(2.1) u = Au en 9X(O,T)

(2.2) u = 1 en Sx(0,T)
(P1(h))

2.3') uv_ = u/h en Fx(0,T)l
(2.5) u(x,0) = u°(x) en 9

En (2.3') h viene dada por (2.9).

Definición 2.2: Una solución débil de (P1(h)) es una función

u e H1(QT) que satisface (2.2), (2.5) y



(2.13) I utn -+Í Vu.Vn-+] 3 n = o Vn E wT .h
QT QT

En (2.13) h viene dada por (2.9).

Pongamos v = u -l y entonces (2.1), (2.2),(2.3') y (2.5)

se transforman en

(2.1') vt = Av en €2X(0,T)

N (2.2') v = 0 en S x(0,T)
(P (hH

1 (2.3") v = X + í en r X(0,T)
“i h h

(2.5') v(x,0)= u°(x) -l en Q

Definición 2.3: Una solución débil de (51(h)) es una función

v E WT que satisface (2.5') y para casi todo t e (0,T)

(2.14)Í vtw +1 VV.V*P+Í v+l«p=o VWEV.F ht

Sea {wl,...,w m,...} una base de V en el siguiente
sentido:

i) Para todo HI, {w1,...,wm} es un conjunto linealmen
te independiente;

m

ii) Las combinaciones { X g. w.} , g. E R , 1_<j <n1,
j=1

son densas en V .

Ademáselegimos wl de manera tal que uo -1 pertenezca

al subespacio generado por wl y el producto escalar (wi,wj)L2(S»=

= ¿ij , v1, Vj
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La idea es aproximar v por funciones vm definidas por
m

vm(x,t) = kElgk(t) wk(x) en SZX(O,T)

donde (gk) verifican el siguiente sistema de ecuaciones dife
renciales ordinarias

m l'l'l

(2.15) '(t) J w w. + Z (t) J Vw .Vw. +kglgk Q k 3 9k 9 k 3t k=1 t

m wk I Ïi+ 29km [r h 3 rt h

o sea,

(2.16) gï(t) = - g (t)(I Vw .Vw. + Í ——w. ) J k=lk {lt k 3 Ft h J
w.

-J —l l<j<m,F h

con la condición inicial

(o =Im°-1u
gl ) L2(sz)

(2.17)

gk(0) = 0 k > 1 .

El sistema (2.16) junto con las condiciones iniciales
(2.17)es equivalente al sistema de ecuaciones integrales

wkt m

g (t) = g.(o) - j < g (J Vw .vW. + í ——w. > +J J o kil k Si k J rth_ J
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Por (2.12) existe M> 0 tal que

A B
\::—‘ b

<2
w

<í +
‘——\ ’fi

vI S
LJ

A E 4:

o¡a mm Ax e

Lo que sigue es una versión abreviada de la demostración

usual de existencia y unicidad de la solución.

Sea d > 0 tal que de < l

Consideremos el espacio Cm, cuyos elementos son los sis

temas ordenados 5 = (91,...,0m) de m funciones, definidas
y continuas para todo t , siempre que |t| < d y cuya métrica

está definida por

puw) = má); I4>i(t) - wi(t)l .t,l
La aplicación A5 = a definida por

t ï wk
W-(t) = g (0) - I ( Q (Í Vw .Vw. + J ——w.) +3 3 0k=1 k sz k 3 r h 3t t

w.

+j —l), 1<j<mPth

es contraida pues
t m

1 2 1 2.t - .t =— - v .v .+
wa“ wJH JO kglwk «pk Mía wk wJt

W w.

+I 1<J<m
1‘ h

y entonces
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máx |w%(t) -w%(t)| < de máx I©;(t) -o?(t)| , con de<<1.
tlj J J tlj J J

De aquí se deduce que la ecuación E = AE tiene una y só

lo una solución a = (gl,..,gm) en cl espacio Cm, y por lo

tanto el sistema (2.16) con las condiciones iniciales (2.17) tie
ne unaúnica solución para 0=<t sd . Repitiendo este argumento

y observando que d sólo depende de M y M no depende de t

para 0 <t<T, podemosobtener una única solución para O<t ST.

El siguiente lema nos da una cota necesaria para poder pa
sar al límite cuando m-+m.

Lema 2.4:

(2.18) Hv H < C Vm
m 1 l

H (QT)

donde Cl es una constante que solo depende de T, 0*, f, uo

y I|u*'ll°o
L mw

La idea es hallar una cota para "v H “2.32” dondemt 2
L (no)

vmt = (vm)t y luego usarla para obtener (2.18). Las vam que

dan acotadas en L2(QT) por (2.25).

Dem.: Multiplicando (2.15) por gj(t) y sumando en j obte
nemos

2v v

I vmt vm + í IVle2 + Í —E—+ J —E = O , Vm ,
Qt gt Pt h Ft h

0<t<T,



o equivalentemente

Si ahora integramos (2.19) con respecto a t , t G (0,T)

nos queda

<
ENIvaI2+J —+Í

RT h RT

(2.20)
NIH

‘-—fi

< N +
\‘_\ OIi

í J (u°--l)2 , Vm.2 9
O

De (2.20) resulta la siguiente acotación

2
V

(2.21) ¿J v2 + IVV|2+ ¿“- < ¿uno-luzz +2 m Q m h 2 L (9)“T T

V2 12 1+(í -L)/ (I l)/2,Vm
RT h RT h

Luego para todo m se verifica

v2 v2
(2.22) I i< ¿Ilu°-l"Í2(Q)+ (I ¿HL/2 (MH/2

RT h 2 RT h 0*

y como además
2 2

(2.23) (J 3-)1/2(LUE)1/2<—J VL+llLlï
R 2

1

2 R h 0*T 0* T

obtenemos
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2
V

(2.24) ¿Í _m_< l Ilu°-l||2 + L IPIT2 R h 2 2

De (2.21) y (2.24) se tiene

2
V

(2.25) ¿J v2 +I |vV|2+J L<luu°-1u229+
2 Q m Q m h 2 L ( )T T RT

F F

+ (uu°—1uL2(m+ (L-¡ïH/ZHJiH/z
0* 0*

2 _
con lo cual, Dx vm quedan acotadas en L (QT) y como vm — 0

en S x(0,T) , lo mismo ocurre con vm , por el lema de Poincaré.

Busquemos ahora una cota para vmt . Como ht E Lm(RT)

podemosderivar (2.15) con respecto a t , con lo cual

v h - v h

(2.26) I (V t)t w. + í Vv .Vw. + í (-EE—————-E——EQ 3 a r

Multipliquemos (2.26) por 95 (t) y sumemos en j , en
tonces

í 2 (th)2 vmth ht
(v ) v +I IVV | + I _ I _¡Q mt t mt Q mt r h r hzt t t t

v h

-I —mïï—3=o,Vm,p.p.te(o,T),
Ft h

O sea,
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2(v )

(2.27) ¿Í [(v t)21 +I ¡vV [2 +í mt =2 9 m t Q mt P ht t t

V v h v hm mt t r
í 2 + J mtz t , Vm, p.p. t €(0,T).

Pt h Ft h

Integremos (2.27) con respecto a t , t E (0,T); obtenemos

(vl 2 2 mt
(2.28) - J (v ) + J IVV I + J ———-—- =2 9 mt Q mt R

)2 ; para ello consideremosNecesitamos acotar J (vQ mto
(2.15) para t = 0 , nos queda

Multipliquemos (2.29) por gj (0) y sumemos en j , en
tonces

2 o U0 _
(2.30) J (vmt) + J Vu .vat + IP 7: vmt — 0 , Vm.

Qo Qo o

Si en (2.7) ponemos como función de prueba W(x) = vmt(x,0)
obtenemos
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Oo u
Vu .Vv + J ——V = - I f v

IQ mt r o mt “o mt

que junto con (2.30) nos da

2 _

(2.31) [a (vmt) _ {a f vmt < IIfIIL2(Q)|IvmtIIL2(QO).
O O

Luego

(2.32) Ilvmt||L2(Qo)< IlfIILzmo) .

Ahora debemos obtener cotas para los demás sumandos del

miembro de la derecha de (2.28).

Comencemos acotando J
RT h

v V h h v2

(2.33) I I_E__%E__EI<"_E“ m (( J _E_)1/2
R h h L (RT) RT h

( I (vmt) )l/2).
RT h

th ht
Si ahora queremos acotar í ———ï——obtenemos

RT h

th ht ht (Vt)2 1/2 |r|T 1/2
(2.34) J |——2 R ||—|| (Í ——"‘) ( )

RT h h L°(RT) RT h 0*

Además



G((Eï — e)+)h hi:
ms) u—tum = H——-II a,

h L (RT) h L (RT)

k*Hu*H m
L (RI) = C '
2

0*

Entonces usando las acotaciones (2.32), (2.33), (2.34)

(2.35) en (2.28) obtenemos

2
(v )

(2.36) í J (v >2 + Í IVV ¡2 + I mt <2 mt Q mt R hT T T

2 2v (v )

< l HfH22 + c ( J _E_ )1/2 ( I mt
2 L ) R h RT ho T

2

+ c (LLLï,l/2 ( J (vmt) )1/2
0* RT h

Pero
2 2(v ) v

(2.37) C (í m )l/2 (J mt )1/2 < c2 I .3. +
RT h RT h RT h

2

+ _ í (vmt)
RT h

2
(v )

(2.38) c (LLLÏ )1/2 (J __EE__ ,1/2 g C2 lili +
0* RT h 0*

2

+ ¿J (vmt)
4 RT h

De (2.36), (2.37) y (2.38) resulta lo siguiente
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(th)2 2 2 vá 2 |r|T
J ——————S "f" 2 + 2 C í ——— + 2 C 

RT h L (9) RT h 0*

De (2.24), (2.36)y (2.39) se tiene que las Dx v estánmt

acotadas en L2(QT) , lo cual implica que vmt están acotadas

en L2(QT) Esto,junto con (2.25L nos da

"vm" l < C:L Vm
H (QT)

donde Cl es una constante que solo depende de T, 0*, f, uo

y Hu*H

L (RT)

Habiendo estudiado las aproximantes de la solución v de

(31(h)), pasemos a demostrar el siguiente teorema para el cual
mantendremoslas hipótesis (2.10) y (2.11).

Teorema 2.5: Existe una única solución débil de (P1(h)). Más

aún, u e L“(QT) y satisface

(2.40) llull e c2 = máx{lluo|| , 1} = IluOII
L“(QT) L”(9) Lm(9)



(2.41) llull < c
H1(QT) 3

donde C3 es una constante que solo depende de T, 0*, f, uO

y Hu*H m
L (RT)

Dem.: De (2.18) existe una subsucesión de (vm) que volvemos

a llamar (vm) y v E 31(QT) tales que

(2.42) v ——xv en H (QT).

Veamosque u=v+l es solución débil de (P1(h)) .

Sea j G N , t G (0,T) y 6 > 0; entonces para m > j

tenemos,integrando (2.15) entre t y t-+6 ,

t+6 t+6 t+6 V
(2.43) J I v w; + J I Vv .Vw. + í J(—m w. +t thJ t szm 3 t Ph]

w.
+ —l ) = 0 .

h

Pasando al límite cuando m + w en (2.43) obtenemos

t+6 t+6 t+6

(2.44) J I vt w. + I J Vv.Vw. + J í (X w. +t sz 3 t s2 3 t 1" h 3

w.
+—l)=0 VjGN,

h

Dividamos (2.44) por 6 y pasemos al límite cuando 6-+0;

nos queda, para casi todo t E (0,T):

(2.45) J“ vt wj + J“ Vv.vw. + Ir w. = 0 Vj E N.



Sea ahora n G WT , entonces

THW”
0 9

y además, para casi todo t E (0,T)

Í ¡VIII2 < w
Qt

con lo cual, como {wj} forman una base de V , tenemos

(2.46) [a Vt n + IQ Vv.\7u + Ir v_+_1n= 0 , P.P. t E (0,T).t t t h

Podemosintegrar(2.46) con respecto a t entre 0 y T

para obtener

(2.47) v n + Vv.Vn + Xi; n = O , Vn G w ,
Q t Q R h TT T T

o lo que es lo mismo, si u = v-tl

(2.13) J u n + J Vu.Vn + J E n = 0 Vn e W .Q t Q R h TT T T

Además, como vm = 0 en S x(0,T) y vm = uo -1 para
ot = 0 , entonces v = 0 en S x(0,T) y v = u -1 para t =0,

de donde obtenemos (2.2) y (2.5).

Vamosa probar la unicidad. Sean ul y u2 dos solucio

nes débiles de (Pl(h)) Entonces ambas satisfacen (2.13),con
lo cual obtenemos, restando (2.13) para u2 de (2.13) para ul
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2 2 (ul-u2)
(2.48) J (u1-u.% n+ J V(u1-u ).Vn + Í ————————I1=0 ,

QT QT RT h

Vn E WT .

Pongamos como función de prueba n = u1 -u2 en (2.48); resulta

1-_ 2 2

J i [(ul-u2)2]t + J |V(u1 -u2)I2 + J 12___2_L_= o
QT 2 QT RT h

1 2 _y como u (x,0) -u (x,0) - 0 obtenemos

1__ 2 2

J l (ul —u2)2 + í |V(u1 —u2)I2 + J LH___E_L_ = o
9T 2 QT RT h

con lo cual

u- E u en QT .

La acotación (2.41) resulta de (2.42) y (2.18). Veamos

(2.40).

La función n = (u--C2)+ satisface

n e H1(QT) y además n =‘0 en S X(O,T)

entoncespodemos utilizarla comofunción de prueba en (2.13) pa
ra obtener

J (u--Cz)t (u--02)+ + J V(u--c2).V(u'-C2)+ +
QT QT

c
+í ¿(u-c2)+=oh R h

(u-c)(u—c>+
+J __2__2__

RT T
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o equivalentemente

+ 2
[(u-—C2) l

J ¿Hu-CQ+2]+ J IWu-CQ+I2+ J -——-————-+
QT 2 t QT RT h

C

+ I .3 (u..c2)+ = o ,h
RT

y como (uo -C2)+ = 0 resulta

+ 2
[(u-—C ) ]

I l [(u-—C2)+]2 + J |v(u-—CZ)+|2 + J ______¿____9 2 Q R hT T T

c

+ J —3 (u-C + = o
)

RT h 2

con lo cual (u--C2)+ = 0 p.p. en QT , o sea,

(2.49) u < C2 p.p. en QT .

Consideremos ahora la función n = (u + C2)_ < 0 ; como

n e H1(QT) y además n = o en s x(0,T) ,

podemosutilizarla comofunción de prueba en 12.13) para obtener

Í (u-+02)t(u-+C2)- + J V(u-+C2LV(u-+Cz)- +
QT QT

I (u+C2) (u+.C2) Í (-C2) (u+C2)+ ——————————————— + -————————————

RRT h T h

o equivalentemente



- 2[(u+C)]
I l [(u-+C2)_2] + Í lV(u-+C2)_I2 + J ______É____ +Q 2 t RT QT T h

(-C )(u'FC )_
+J _2___2_=o

RT h

y como (u°-+C2)_ = 0 resulta

- 2[(u+C)]__2__.+
J l [(u-+C2)-]2 + í |V(u+C2)_]2 + í

S2T2 QT RT h

(-cz) (u + c2) ' =+Í
RT h

con lo cual (u-+C2)- = 0 p.p. en QT , o sea,

—C2 < u p.p. en QT r

que junto con (2.49) nos da

"u" < C

L°° (QT) 2

con lo que queda demostrado el teorema.

Observemos que,como u E Hl(QT) n L“(QT), entonces

u E L“(RT) ; además, como "u" < C2 , resulta
Lm(QT)

Hu" < c2
L (RT)

Ya obtuvimos los resultados necesarios para poder estu

diar el problema (P1) z hemos resuelboel problemapara.una h dada
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y eso nos permitirá realizar un proceso iterativo.
En los lemas 2.6 y 2.7 demostraremos existencia de solu

2
ción para T‘<——21———y en el lema 2.8 unicidad de solución pa

2 k* C2

ra T-<——33——— Las ideas de estos lemas son esenciales para2k*c
2

obtener existencia y unicidad de solución en el caso general.

2 . .

Lema 2.6: Sea T<<——21-—. Definimos una sucesión (uj, hj) in
2 k*C

2

ductivamente:

Sea h1(x,t) = 0(x), O-St ST , y sea u1 la única solución

débil de (Pl(h1)). Si suponemosdefinidas (uJ-l, hj_l) tales
que satisfagan (2.10) y (2.11) definimos

. t j_1
(2.50) hJ (x,t) = 0(x) +[ G ((UI-J-(XIT) _ +0 hJ (x,1)

en F x(0,T) , j 2 2

y uJ comola única solución débil de (P1(hj)). Entonces (hJ)

es una sucesión de Cauchy en Lm(RT).

Obsérvese que podemospensar hl definida por (2.9),donde

u* = 0 y h* = 0* y por la observación que sigue a la demostra
ción del teorema 2.5 resulta

llulll s c
L (RT)

Comoademás hl 2 0* , entonces estamos bajo lashipótesis

2

(2.10) y (2.11) para definir h2 y obtener u2 tal que



||u2l| < c
L°°(RT)

con lo cual estamos nuevamente bajolas hipótesis (2.10) y (2.11);

2

así SUCGSivamen te tenemos

(2.51) HuJH S C2 Vj > 1
L (RT)

Por un razonamiento análogo obtenemos

"ujll 1 < c 3 Vj > 1
H (QT)

donde ahora C3 solo depende de T, 0*, f y uo, por (2.51).

Dem.: Consideremos la ecuación (2.13) para (um, hm) y (um-1,

hm_l), entonces

m m um

(2.52) J ut n + Í Vu .Vn + í ——n = 0 , Vn G wQ Q Rhm TT T

Y

m-l

(2.53) J u? 1 n + I vum‘1.Vn + J “m_l n = o ,
QT QT RT h

Vn E WT .

Restando (2.53) de (2.52) obtenemos

(2.54) Í (um--um‘1)t n + í v(um-um‘l).Vn +
QT QT

um m-l+J (—- )u=0,Vn€wT.

Supongamos que "um-u _ > 0 y que {(x,t)<ERT:
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(um-um-l)(x,t)ï>M3>0} tenga medida positiva para M tal que

um'ln m .
L (RT)

En el caso que {(x,t) e RT: (um-l —um)(x,t):>M:>0} ten

0 <M<|Ium

ga medida positiva para M tal que 0 <M<<Hum-—um-1H
L°°(RT)

el razonamiento es análogo.

Sea entonces M tal que 0 <M<<Hum-um_1n y pongg
L°°(R )T

mos n = (um--um_14-M)+ como función de prueba en (2.54); ob

tenemos

J (um--um_lA-M),(__(um--um_l-M)+ + J (V(um-um_l-M).QT QT

m m-l

'V(uml_um 1_M)+)+ í (EE _ um_1 )(um._um—l__M)+ :0
RT h h

de donde

— + _

J ¿[(um_um 1_M) th +J IV(um_um 1_M)+I2 +
QT 2 QT

m-l

+ J (EE _ um_l )(um._um 1 _M)+ = o I
RT h h

y como (um--um-l--M)+ = (uo -uo -M) = (-M)+ = 0 para t = O,

resulta

(2.55) J ¿[(um-um’l-M)+]2+J |v(um-um'l-M)+|2+
QT 2 QT

m m-l

+ J um um_l)(uml_um 1 _M)+ = 0h h

De (2.55) obtenemos



con lo cual

m m-l
5- - H———á 0 para un subconjunto E de medida positi

hm-1 M 

va de {(x,t) G RT: (um-um_l)(x,t) > M} .

Como

m m-l um um-1 m-l m m 1 umu ‘L'l = - m_l) h + "h )—ñ
h h h

en F x(0,T) r

resulta

M < um--um-l < Ihm-hm_l| —g sobre EM ,
0*

o sea ,

E2; < Ihm-hm_l| sobre EM ,
C

2

con lo cual

(2.57) “En <IIhm-hm‘1ll
C2 L (RT)

Haciendo M tender a "um-um_l" en (2.57)
L°(RT)resulta

<

L°°(RT) 0* L°°(RT)

C
(2.58) llum-u .3 "nm-hm-lll
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Notemos que (2.58) es también válida para el caso "um-um_l" =
LP(R )T

= O .

La definición (2.50) para j = m es

m t um“l +
(2.59) h = 0 + J G (( - 8) ) dT en T x(0,T) 1m-l

0 h

y (2.50) para j = m-kl es

t m

(2.60) hm+l = o + I G ((26 - c)+) dr en P x(0,T) ,0 h

con lo que,por (2.56),resulta

m-l
(2.61) un“1 —h“‘u < k*T u“—m- “HHH

L (RT) h h L (RT)

S fi llum‘le-l" + "hm_hm_l"
0* L°°(RT) 0* L°°(RT)

De (2.58) y (2.61) obtenemos

(2.62) uhm+l-hmll < w uhm-hm’lu
L°°(RT) 0* L°°(RT)

2 k*T C2
Por hipótesis 2 = B < 1

0*

con lo que

(2.63) Ilhm+l-hmll m g sm’l |th -h1|| m
L (RT) L (RT)

La desigualdad (2.63) implica que (hj) es una sucesión

de Cauchy en L°°<RT)
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El lema 2.6 nos permite pasar al limite cuando j * m

para obtener una solución débil de (P1) Más precisamente:

o2
Lema 2.7: Sea T < ——L———. Entonces

2k*C2

(2.64) hm -> h en L°°(RT)

(2.65) um '—>u en L°°<RT)

(2.66) um * u en Hl'0(QT)

m A l
(2.67) u u en H (QT)

donde (u,h) es solución débil de (P1) . Además

Hu" m < C2
L (QT)

Dem.: Por el lema 2.6 (hm) es una sucesión de Cauchy en

LW(RT) Entonces existe h e'Lm(RT) tal que

hm * h en Lm(RT).

Ademáslas fórmulas (2.52) - (2.58) son válidas para dos

subindices j y Q cualesquiera, y obtenemos

. C .
nuJ _u9u g _2 |th —h9u

L (RT) 0* L (RT)

por lo que (um) es también una sucesión de Cauchy en L°(RT).

Luego existe E G L”(RT) tal que

(2.68) u * u en L°(RT)
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Para probar (2.66) consideremos (2.13) para (uj, hj) y

restémosle (2.13) para (u2 , hQ) ; obtenemos

. Q . Q uj uQ

(2.69) J (uJ-u)tn+ V(u3-u).vn+ (—j-—Q—)n=0,
QT QT RT h h

Vn E WT .

Pongamos n = uj -uQ como función de prueba en (2.69);

resulta

(2.70) J -l-[(uj—u2)2] +í IV(uj—uQ)I2+Q 2 t QT T

j _ Q 2 . j .

+í 2-344 (hJ-hQ) 9 (uQ-u3)=
RT h’Z R th’ZT

:0,
y como uj -uQ = u0 -uo = 0 para t = 0 obtenemos

(2.71) J í (uj-u2)2+f |V(uj—u9)[2+
9T2 QT

(uj -uQ)2 + J (hj -h2) ujR

Q j. (u "Ll )=
h3 h’2

Como (hm) y (um) son sucesiones de Cauchy en Lm(RT),

de (2.71) resulta que (um) es una sucesión de Cauchy en



H1'0(QT) , de donde existe u e Hl’0(QT) tal que

um á u en Hl’0(QT)

y por lo tanto

umI * ulR en L2(RT)
RT T

Comoademás vale (2.68) tenemos

u| s E
RT

de donde um-+u en L”(RT) , o sea, (2.65) y además "u" SL°°(R)
s c2 por (2.51). T

Para probar (2.67) basta recordar que

m <

T

y que vale (2.66), por lo que obtenemos

um A u en H1(QT).

Veamos que (u,h) es solución débil de (P1) Sea n G WT,
entonces de (2.64), (2.65), (2.66) y (2.67) resulta

Iutn+J Vu.Vn+JEn=0.
QT QT RT h

Comotodas las um satisfacían um = uO para t = 0 ,

entonces u(x,0) = u°(x) , x E Q y obtenemos (2.5). De la

misma forma se satisface (2.2). Además,comovale (2.64) y

(2.65),resulta de
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t
hm = o + J G ((u _ - 8)0 hm l

+) dT en P x(OIT)

y las hipótesis sobre G que

t u +
h = 0 + í G ((— - E) )dT, en F x(0,T) I0 h

o sea, (2.4)

Además,como u y h satisfacen (2.10) y (2.11), por la

unicidad de la solución que nos da el teorema 2.5 tenemos que

u G L°°(QT) y

Hu" < C

L°°(QT) 2

El siguiente lema nos da la unicidad de solución, para

o2
T < ——1—— .

'k
2k C2

Lema 2.8: Sea T < —21———, entonces la solución débil de (P1)2 k*C
2

es única.

Dem.: Sean (ul, hl) , (uz, hz) soluciones débiles de (Pl).
Comoambas satisfacen (2.10) y (2.11) resulta, del teorema 2.5,

que

(2.72) nui" < c
L°°(QT) 2

Podemosrepetir el razonamiento (2.52) —(2.62) que, para este

caso, nos da
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(2.73) un? -h1u < BIIh2-th e < 1
L”(RT) L”(RT)

de donde

(2.74) hl 5 h2 en RT .

De (2.58) para este caSo obtenemos

(2.75) ul E u2 en RT ,

y como

l 2

J ¿(ul-u2)2+J |v(ul-u2)|2+J (L1-%)(u1—u2>=o,
9T 2 QT RT h h

resulta

(2.76) ul s u en QT .

Teorema 2.9: Existe una única solución débil de (Pl) para
cada T > 0 .

Además

uuu s c2
L (QT)

Dem.: Supongamosque probamos existencia y unicidad de solu

ción débil de (Pl) , (u,h) para 0<tz<T*,entoncespodemos con

seguir existencia y unicidad de solución débil de (Pl) para

0<t<Ï, si ï' -T* < —0L , usandolas ideas y los resulta
2 k*C

2
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dos obtenidos en los lemas 2.6, 2.7, 2.8 y el teorema 2.5.

La solución se obtiene mediante iteraciones; definimos

h(x,t) si 0<t<T* , x G F
(2.77) h1(x,t) =

h(x,T*) si T*<t<E , x e r ,

Podemos pensar que hl viene dada por (2.9) donde

u(x,t) si 0<t<T* , x E I‘
u*(x,t) =

0 Sl T*<t<ï‘,xel,
(2.78)

h(x,t) si 0<t<T* , x e I‘
h*(x,t) =

h(x,T*) si T*<t<ï" , x e 1‘.

Como u* y h* satisfacen (2.10) y (2.11), podemos aplicar el

teorema 2.5 y obtener una única solución débil de (Pl(h1)) ,
ul tal que

llull] s c2
L (RE)

Y

llulll 1 < 3
H (QT)

y por (2.45) ul satisface

1 1 u1
(2.79) J ut n + J Vu .Vn + Í ——I1= 0 , Vn E w *.Q Q R h T

T-k III-k T-k

La solución u, que habíamos conseguido para 0 < t <T* , tam
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bién satisface

(2.80) J ut n + J Vu.Vn+J —n=0, VnEWT*.
QT* RQT'k T‘k

Comoambas cumplen las condiciones (2.2) y (2.5) y el problema

(Pl(h)) tenia una única solución débil resulta

(2.81) ul z u en QT* .

Definamos

2 t ul( ) +
(2.82) h (x,t) = o(x) + I G ((—Ï—EL1—— e) )d1 en R; _0 h (x,1)

1 _ 1 _
COmo u = u en RT* y h = h en RT*, tenemos

2 - t u(x ) +
(2.83) h (x,t) = o(x) + J G ((———Ll—— e) )dt en RT*0 h(x,r)

o sea,

2 _
(2.84) h : h en RT*

Como u1 y hl satisfacen (2.10) y (2.11), podemos apli

car el teorema 2.5 y obtener una única solución débil de (Pl(h2))
u2 tal que

IIu2Il < c:2
L”(RE)

2
Hu H 1 < C3

H (0;)
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lEl mismo razonamiento que hicimos para u nos dice, en

este caso, que

(2.85) u2 E u en QT* .

En general, si n1>3 y tenemos definido (um-1, hm_l),

que satisfacen (2.10) y (2.11) y además um—lE u en QT* y

hm_l E h en RT* , definimos

m t um—l(x 1) +
(2.86) h (x,t) = o(x) + I G((-—————L——- e) )d1 en R“m-l T0 h (x,1)

y obtenemos

m _
(2.87) h = h en RT*.

Sea um la única solución débil de (P1(hm)) que nos da
el teorema 2.5; se tiene

(2.88) "um" g c2
L°(Rï)

m
(2.89) Hu H l < C3

H (QE)

y además

(2.90) um E u en QT* .

Las mismas demostraciones de los lemas 2.6 y 2.7 se pueden

hacer en este caso para conseguir una solución débil de (P1)o
Además
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< C(2.91) Hu" 2
L‘” (Q5)

La unicidad se prueba imitando la demostración del lema

2.8, observando que si (ul,hl) y (u2,h2) son soluciones dé

biles de (Pl) para 0‘<t=ST., entonces (u1,hl) y (u2,h2) son
Or:t=:T*, y comohabía unici“

2
soluciones débiles de (P1) para

1 Euz su y h1 Eh Ehdad para este último problema, resulta u

para 0<t<T* .

Repitiendo este argumento un número finito de veces obtg

nemos la conclusión del teorema para cada Tï>0 .
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3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA PARABOLICO.

Recordemos que el estado estacionario del problema

(PO), que llamamos (pg), consistía en hallar un par
de funciones (ï(x), ñ(x)) tales que

(3.1) a? = 0 en Q

(3.2) ¡í = l en S

G =ï en P
Vi ñ

(P‘) - —
o. Ï(x) = e si h(x) > o(x)

h(x)
(3.4) en P,

Élfl < e si E(x) = .o(X)
h(x)

1
donde ahora S y P E C y mantenemos sobre o las hipótesis he

chas en (2.6).

Definición 3.1: Una solución débil de (P ) es un par deo

funciones (W,H) tal que í E Hl(u) , o < ñ E LW(F), y

msatisfacen (3.2), (3.4) para casi todo x P y

W = 0 y? e V .
'J'II'El

(3.5) Jvuïmp +Í
9

Comencemospor estudiar la unicidad del problema (ng

0° .) es única.Lema 3.2: La solución débil de (Po

Dem.: Sean (51,51) y (52,ñ2) dos soluciones débiles de

(PmO). Entonces por (3.5) resulta
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(3.6) IWÏW +I , vcpev 1:1,2.
Q F

Si restamos (3.6) para i.=2 de (3.6) para i =1 obtenemos

-l
(3.7) J V(gl- ¡2).V9 + J (ÉÏ Q F h

'el
N )P =o, Vwev.

231"

Pongamos 9:: ïl-W2 como función de prueba en (3.7), entog
ces se tiene

Vamos aprobar que (—Ïw-:— )(W —W) 2 0 p.p. en P .

El razonamiento que sigue se hará para casitodo x G r .

Tenemosque considerar varios casos:

. . -1 -2l) Sl x G r es tal que h (x) > o(x) y h (x) >

> o(x) , entonces

_ 2(x) _- c
2(x)

A
x

V
uel(3.9) W

E
D‘I

ii) Si x e r es tal que ñl(x) > o(x) y 52(x) =

= o(x) , entonces

y por lo tanto

(3.10)
í! (x) > Tvzm

iii) Si x e r es tal que Hl(x) = o(x) y 52(x) >



> o(x) , entonces

-2
í (x) < e = Ï2(x) y por lo tanto
h (x) h (X)

(3.11)
Elm) <52(x)

iv) Si x E F es tal que 51(x) = 52(x) = o(x) tene

mos
-1 -2

(3.12) (“i-Ï-‘ï-2Hní1-qïzux): 1 (il-ízfix)h h 0(x)

Por (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12) se tiene
-1 -2

{(L—Ï—)(El—u72)>or

que junto con (3.8) nos da

(3.13) J ING1 -ï12)l2 < o9

de donde

(3.14) El s E2 en a .

Comoademás ¡1 E Wz en P, resulta que,de los cuatro

casos anteriores,solo puedenocurrir i) y iv).
Si ocurre i),por (3.9) tenemos

1 —2

(xL _ W (x) = 52(x) o
E

-E|
l

(3.15) ñ (x) =
E

Comoiv) considera los x E F tales que

(3.16) ñ1(x) = 52(x) = 0(x)



entonces de (3.15) y (3.16) resulta

(3.17) h = h en F

y por (3.14) y (3.17) la solución débil del problema (P2)
es única.

Podemosconsiderar ahora (u,h) solución débil de (P1)
para 0=<t<<W,ya qúe gracias a la unicidad de solución débil

de (Pl), si T ‘<T y (ui,hi) es la solución débil de (Pl),1 2

para 'I'=Ti , i =1,2 resulta

lll CZu2 1 en QT
y l

2 en RT
h

1
lll 23"

Veamoscuál es su comportamiento cuando t 4'”.

Teorema 3.3: Sea (u,h) la solución débil de (P1) para
0 í t <°°. Entonces

C2 *
i) h < máx {——,o } , p.p. en F x(0,w);

E

si en (2.6) y (2.7) suponemos f2>0 y u°2>0 entonces:

ii) u es creciente en t para casi todo x E 9

y x€P , y O<u<l p.p. en szx(0,°°).

Además, uT‘Í e almm L°°(m y h TE e L°°(r), cuando

en).t'*‘”, donde (¡,5) es la única solución débil de (Po

La demostración de la parte i) del teorema 3.3, la ha

remos en el lema 3.4 y la parte ii) en el teorema 3.5. Des

pués probaremos la parte final del teorema 3.3.

a»
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Lema3.4: Sea (u,h) la solución débil de (P1) para
0 < t <°°. Entonces

C2
h S máx{ ——,o*} , p.p. en Fx(0,w).

E

239;: El razonamiento que sigue se hará para casi todo x.€F.
Debemosconsiderar dos casos:

C
i) Si XEI‘ es tal que o(x) 2 i entonces se tiene

E

C
M<——2—=c Vt>OI
h(x,t) (CZ/L)

con lo que ht(x,t) = 0 , Vt2>0 , o sea,

(3.18) h(x,t) = o(x) < 0* Vt.>0

C

ii) Si. )<€P es tal que o(x) <—2- entonces queremos
€

ver que

C2h(x,t) S —— Vtizo
E

Supongamosque exista t >0 tal que

_ C2(3.19) h(x,t)> ——
E

Como h es una función continua en t para x fijo
C — _

y h(x,0) = o(x) < —g entonces existe É<<t tal que
E

_ c
h(x,t) = —2

C

y por lo tanto



cz = _h(x,t) >—— para t<t<t
e

de donde obtenemos

C _ _
_——u(x't)<———2 =L para É<t<t
h(x,t) (CZ/c)

o sea,

ht(x,t) = 0 para Ï<t<t

con lo cual

h(x,t) = h(x,1=:) =
m[No

que contradice (3.19) y por lo tanto

C2
h(x,t) < —— Vt > 0 .

c

De i) y ii) resulta

C2
h S máx {——, 0*} p.p. en F x(0,w).

E

Teorema 3.5: Sea (u,h) la solución débil de (P1) para
o<t<°° . Si en (2.6) y (2.7) suponemos f>o y u°>o ,

entonces u es creciente en t para casi todo x E Q y

x G P. Además ()<L1<1 p.p. en Qx(0,m).

Antes de pasar a la demostración del teorema 3.5 obser

vemosque, en caso de tener suficiente regularidad, la misma

es una consecuencia inmediata del principio del máximo. Vea



mos primero que u°=íl . Por (2.7) tenemos

(3.20) Auo = f 2 o en s2

o sea, u0 es subarmónica y entonces el máximolo alcanza en

un punto xo G S U F. Por (2.6) uo =1. en S , luego si

x e P se tiene que uo(x ) 21..o o

Además por (2-7)

o uo(xo)
u (x ) = ——————> O
vi o o(x)o

lo cual contradice el principio del máximo.

Tenemos, pues, que x0 G S , de donde

o(3.21) u < l en Q .

Recordemos que uo 9 0 por hipótesis.

Veamos ahora que 0 < u S 1.

Tenemos

(2.1) ut = Au en €2x(0,T)

(2.2) u = l en S x(0,T)

(2.3) u = E ‘en r x (0,T)
Vi h

(2.5) u(x,0) = u°(x) en sz

donde

t < )

h(x,t) = o(x) +I c;((u—x'T——c)+)dr .o h(x,-r)

Sea (xl,tl) E S x[0,T] U P x[0,T] U €2x{0} el punto donde



u alcanza el máximo. Si (xl,tl) E F x[0,T] entonces por
(2.2) y (3.21) resulta

u x 2( l,tl) 1 .

Luego por (2.3) y (2.7)

u(x ,t}
uv'(xl'tl) = __l__l_ >

l h(xl,tl)

lo cual contradice el principio del máximo. Entonces (x1,t1)
E S x m,T] LJSlx{0} , de donde

(3.22) u < 1 en Ó x[0,T]

Sea ahora (x2,t2) e S x m,T] U P x[0,T] U S2x{0} el punto
donde u alcanza el mínimo.

Supongamos u(x2,t2) < 0 , entonces (x2,t2) E F x m,T]

y por (2.3) y (2.7) tenemos

u(x ,t )u(x't):___2_2_<0v122 h( t)x2'2
lo cual contradice el principio del minimo. Luego

(3.23) o < u en x [0,T]

De (3.22) y (3.23) obtenemos

0<u<1 .

Queremosver ahora que ut 30 berivando (2.1), (2.2)
y (2.3) con respecto a t obtenemos
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(3.24) (ut)t = Aut en 52x(0,T)

(3.25) ut = 0 en S x(0,T)

ut11— u ht
(3.26) (ut) = -————-———— en F x(O,T)vi h2

con la condición inicial

(3.27) ut(x,0) = Auo(x) en s2

Sea (x3,t3) e S x[0,T] U F x[0,T] U SZX{0} el punto
donde ut alcanza el mínimo.

Supongamos ut(x3,t3) < 0 , entonces,por (3.20) y (3.25),

(x3,t3) e P x(0,T] , pero

(x t ) = Ït(x3't3)h(x3't3) ’u(x3't3)ht(x3't3)
l. 3' 3

(3.28) (u)t v 2
h (x3,tfl

pues ht=c((3—e)+)>o y u>o
h

Como(3.28) contradice el principio del mínimo tenemos

0 < ut en ñ x[0,T]

Pasemos ahora a demostrar el teorema 3.5. La idea

es definir una sucesión (ua) de aproximantes de u que

tiendan a u en casi todo punto de 9 3rde F cuando 6-+0;
6cada u se definirá de manera que resulte creciente en t

para casi todo x .

Dem.: Sea M e N y sea 6 = Ï > 0 Definimos funciones
M

hmELmU‘) o<m<M



de la siguiente manera:

hm(x) = h(x,m6) x e r ,

y funciones

umEHlm) 0<m<M

tales que

um: 1 en S 0<m<M,

o uo
(2.7) Jvu.vw+Í—ow=—J f9) , V‘pev,Q Ph u

l. . . m- . .y Sl suponemos definida u , definimos um de manera tal

que

m m-l m

(3.29)IE—1¿—-P+JVum.V1P+Iu—W=O wev.
Q 5 Q F hm '

Observemosque um está braldefinida.porel teorema de

Riesz, pues poniendo 5 = um-—l (3.29) es equivalente a

N N m-lN _ v

Í X v + I Vv.Vw +I 1% o = J E—————¿o -I —¡ ,Q 5 Q P h Q P

Ahora bien, como

(2,9) = JÏÏ + J Vz.Vv +J -%¡v9 5 Q F h

es un producto escalar en V equivalente a

(2,9) = L zp-+J vz.vwV 9
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m-l
- (P

F(ap)=J u_—;50—J _mQ F h

satisface

|F(v)| < c HWHV VW e V I

donde C es una constante que no depende de P , entonces, por

el teorema de Riesz, existe una única v e V tal que

F(w) = (3,?) Vw e V

Además si uo y Go satisfacen (2.7) y u°==E° =1. en S ,

entonces

N o _”o
J V(u°-u°).Vv + J E——32—v = 0 VWe VQ F h

y tomando w = uo —EO como función de prueba en la igualdad an
terior resulta

N o _"o 2
J IV(u°--u°)l2 +J ¿iL-JLJ—- = 09 F o

con lo cual

GO E uo en Q.

Wmmsqm

(3.30) um 2 um“l p.p. enQ y p.p. en r , 1<m<M .

Para nl=l debemos ver que u12>u0 . Tomemos v =
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=(ul-uo)_s:0 comofunción de prueba en (3.29), luego

1 o

(3.31) J (u u) (ul-uo) +J Vu .v(ul—u)‘+
Q 6 Ql

+ J EÏ (u1-u°)_ = 0l h

y por (2.7) tomando como función de prueba w = (ul -u°)_'<0

tenemos

o 1 o - uo 1 o 
(3.32) - J Vu .V(u —u ) —J ——(u -u ) =Q P o

= J f(ul -u°)_ < 0
Q

Sumando (3.31) y (3.32) se tiene

l o - 2

(3,33) J LLB_;LH_L_L_+ Í ¡V(u1._u°)‘I2 +Q 6 Q

Pero como h122h° resulta

1 o

(EÏ - E3)(ul--u°) > 0

y por (3.33)

II O(u -u

o sea,

11 >L1 p.p. en Q y p.p. en F.



Supongamos que hemos probado que

m-2um-l
u 2 p.p. en Q y p.p. en

veamos que

m-lumu > p.p. en 9 y p.p. en

pero por (3.29) utilizahdo comofunción de prueba
tenemos

m m-l

(3.34) Jr LLL__> (um
Q 6

m

+ J Ea (um--um l) = 0P h

y además

m-l

(3.35) —J vum‘1.v(um-um’1)' —J u _1 (umQ P h

m-l m-2

= J (u u. ) (um um 1)- g 0Q 6

Si sumamos (3.34) y (3.35) tenemos

m m-l - 2

(3_35) J LÁE_¿LE___L_L_+ J |V(um._um’1)‘|2Q 6 9

m m-l _1 _
+ I (3- - B—:Ï)(um--um ) <r hm hm

y como hm;>hm_1 resulta

m m 1

(LI-m‘ Erï-THUm‘um 1) > 0h h

um_1)_ + I Vum.v(um-u
Q

+

60



y por (3.36)

(um-um-1)_ = 0

o sea,

um>um"l p.p. en Q y p.p. en I‘ .

Además, queremos Ver que

(3.37) um<1 p.p. en Q, 0<m<M .

Pongamos como función de prueba o = (um--1)+ en (3.29)

para obtener

(3.38)} Lum’—um—ll—(um-l)+ +¡2+Q 6
+J |V(um-l)

Q

Como

O<u°<um

y además vale (3.30) se tiene

(um-1)+ = o

o sea,

u < 1 p.p. en Q .

Definimos u6 e H1(QT) como sigue:
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LM) um(x)+ _(3.39) u6(x,t) = ( Éïiïïïlï) um'1(x),
5

x69, (m-l)ó<t<mó , l<m<M .

Veamos que

(3.40) uuón l g c4
H <

donde C4 es una constante que no depende de 6.

Acotemos primero Dx u6 .
Si 0 < t < ó tenemos

J |Vu6I2<E J IVu1I2 + (1-É) í IVuOI2sz 6 9 a 9t
1 o 1

SÍ 1—lï-(1—u1)+J E—(1-u1)+Íf(1-u% +9 9

de donde

1 o

(3.41) J ¡Vu‘5|2< I E_;;E_ + "f" l + ¿lil
szt s2 <5 L (sz) 0*

o<t<5—

En general, para (m-l)6<t<m6 , 2<m<M , se tiene

t-(m-l)6) I ¡Vumlz+ (1_t-(m-l)6) Í ¡Vum-lIZ
Q QJ ¡Vu5|2 g (Q 6 6t

m._ m-l m
sí u——u—(1-um)+íHHH-um) +9 Ph
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6 hm-l '

de donde

m_ m-l m-l_ m-2
(3.42) J IVu6I2<J ———uu +J ———uu +2“ ,

Qt Q 6 Q 6 0*

mde<t<m6, 2<m<M.

Por (3.41) y (3.42) tenemos

T 6 2 1 o

(3.43) J J |Vu| <J (u -u) + ¿an l +
o gt sz L (sz)

M

+ Z J (um-um'z) + M6 2|“m=2 Q o *

J (UM+ uM-1-ul-u°-+ul-uo) +
Q

+ GIIfII + T HLL
L1(9) 0*

de donde

T

(3.44) J I IVuGIZ 2|9| +-2—T—l-L-I-+TllfII
o s2

A
1

t 0* L (Q)

Además, como 0<um<l , 0<m<M , tenemos 0<u6<1 y

T

(3.45) I J Iuólz < lol T0 Q

6
Veamos qué pasa con ut .
Para (m-l)6<t<m6 , l<m<M , se tiene

m m-l
(3.46) uf: = u ’u
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Si ponemos W = um--um—l como función de prueba en (3.29)

obtenemos

m m-l 2 _ m _

J LE——JL——l—-=J Vum.V(um l--um) + J EE (um 1--um)9 6 Q F h

S J Vum.Vum-1 - I Vum.Vum .Q Q

Entonces

T M m6 m m-l 2H 21 “—w
0 nt m=l (m-l)5 n 6

M m m-l 2 M

= z J ———(u“u ) < [(J Vum.vum‘1_m=l 9 6 m=1 Q

- Vum Vum) ,
Q

o sea,

T M

(3.47) J f (ua)2 < J Vul Vu° + Z0 9 Qt m=2 Q

' J quMlz I

pero por (3.29)

_ _ m-l _ m-2 _
(3.48) I V(um-um l).Vum 1 =I E—u—— (um l—u“‘) +Q u 6

um-l m-l ‘———(u -um <0 ,2<m<M.
¡F hm-l

Luego, por (3.47) y (3.48) tenemos

T O

(3.49) J J (1132<I Vul.\7uo= í f(l-ul) +I u—(1-ul),
0 Q Q Q P

de donde



T

(3.50) I J (uÍ)2 < "f" 1 + ¡FI
0 Qt L (Q) 0*

Por (3.44), (3.45) y (3.50) tenemos (3.40), o sea,

nuón l < c4
H (QT)

donde C es una constante que depende de T, 0* y f pero es4

independiente de 6.

Entonces existe G G H1(QT) y una subsucesión de (uó)

que volvemos a llamar (uó) tal que

(3.51) ud --* E en H1(QT)(5*0)

u‘S ——‘—* G en L2(QT)
(3.52) (5 * 0’

utS '-—-—* G en L2(RT)(690)
uó '————*G para casi todo punto de QX(O,T)

(3.53) (6 a 0’
u‘s '-—-—* E para casi todo punto de Px(0,T).(6*0)

Por (3.30) y la definición (3.39),cada u‘5 es una función

creciente en t para casi todo x e 9 y x.e P , entonces por

(3.53) ü tiene la misma propiedad.

Queremos ver que u Eu y para ello debemos ver que

Vn G W .
SIG?

J II O
(3.54) J Gt n + J vE.vn + J

QT QT RT

Entonces por (3.51) y el hecho de que para cada 6, ud Eu para
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t.=0 resulta G Euo para t.=0: (2.5). Además, por la misma

razón E.=l en Sx(0,T): (2.2), y comoel problema (P1(h))
tiene única solución débil, resulta

(3.55) Eau

de donde u es creciente en t para casi todo x E Q y x e P.

La acotación

(3.56) 0<u<1

se obtiene de (3.53), (3.55) y el hecho de que O‘Su6=<l para

cada 6.

Vamosa probar (3.54).

Para cada t tal que 0=<t=<6 , consideremos la ecuación

(2.7) multiplicada por (1 -E), obtenemos
6

o

Vl(1-E)u0].vp+I (1_E) Eó_p=0=ó(3.57) í (1-5) fw+IJ a 5 hSl Sit t Ft

t ° t °
=I (1-—) u v-J (1-—) u v,wev.

rt a h(t) rt a h(t)

Si ahora multiplicamos (3.29) por E tenemos
6

l _ O l

(3'58) J -t- (B—u)tp +J WE ul).th +J Eu—w = 0 =691:5 6 gt I‘tóh

1 1

=I E u ‘P-J E u so WGV.
Pt 6 h(t) rt a h(t)

Sumemos(3.57) y (3.58) eintegremos con respecto a t entre 0 y
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para obtener

) W +

t t

6 ' t 1 1

0 P 6 h ht

En general, para (m-l)6 <t<mó 2 <m<M , se tiene

m-l m-2 m m-l

(3,60) É J E_____E___ w + á Í u u W +2 Q 6 2 Q 6

t

m5 t-(m-1)<S m-l 1 1
=I J -—————'—)U gp+(m-l)6 P 6 h h

m6 t -(m-1)ó m 1
+J I (-——-————-)u (---—)w p Vw e V(m-l)6 Ft 6 h h

Sea ahora o E V , tenemos para 1.<nn<M

m5 t- (rn-1)<S m-l 1 1
(3.61) ¡J j (1-————) u (—-—r—n_—1)w | s

(m-l)6 Pt ó h h

¿H<
(1* 0*

*

¿JJ |w| = Ilspll1 5- 62r L (r) o



recordando que por hipótesis y (3.37)

0<u <1

de donde

Hu" m < 1
L (RT)

Además tenemos

m5 t-(m-1)<S m 1 1
(3.62) I J J (————————-)u (---ïfi WI <(m-1)6 F ó ht

g ¿“SJ lvl = Ilpll 1%62
0* 0* P L (P) 0*

<T , entonces existen O<j <2 <M tales

que

(j-l)6<t <j6<26<t2< (24.1”l

Entonces por (3.59), (3.60), (3.61) y (3.62) se tiene

j_ 3-1 2-1 m -1
(3.63) |—J u u 9+5 z I“ u .p+2 9 6 m=j+1 Q 6

Q 2-1 26

+ É J u ' p + I J Vuó.Vw +
2 Q 6 Ja nt

95 5 *

+ J J E_ pl < 2 k Hp" 1 [(2-j)6] 6r h L (

uj _uj-1
donde ————————se reemplaza por f si j =0 .

6
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Por (3.63) y (3.46) se tiene

j _ j-l 26 2 _ 2-1
(3.64) ¡EI 1-—-u—_—sp+Ií uógp-ÉJ Lu__p+2 Q 2 9

. t
5

6 J Qt 6

26 26 6

+ J J Vu .Vw + J í 3- ml <
36 nt 36 Pt h

< 2 2* Hp" 1 (t2 -tl)6
o L (T)*

Pero comoen realidad queremos integrar con respecto a t

entre tl y t2 debemosacotar:

j6
(3.65) I J lu: ml < uufiu 2 ¿1/2 uwu 2 <

tl at L (QT) L (9)

< ¿1/2 c "v"
4 L2(Q)

donde la última desigualdad vale por (3.40).
De la misma manera:

t
(3.66) I 2 J lu: wl <uuíu 2 61/2 "wn 2 <

96 at L (QT) L (a)

< 51/2 c4 up" 2
L (Q)

jó
(3.67) J I IVu6.VW| S n "VuGH 2 51/2 "VW" 2 S

tl Qt L (QT) L (9)

1/2
< (S n C "V50" 24 L (a)
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t
(3.68) J 2 J |Vu6.Vv| S n "vuóH 2 61/2 "Vw" 2 <

26 at L (QT) L (9)

g ¿1/2 n c4 "W?" 2
L (9)

j6 a
(&w)I J fiw|<iawnt r h1 t 0* L1(r)

t a

(3.70) J 2 j IE. 9| < _L.a "v" 1
26 rt h 0* L (1‘)

Además,

J"- j'l 3'5
(3.71) Ii J E___E___ pl = l ¡í I u: WI g

2 9 5 2 (j-1)6 gt

< l Hui" ¿l/znwu < l c4 ól/ann 2
2 L (QT) L (sz) 2 L (sz

y si 3 =0 ,

5

(3.72) IÍ J fvl g — "f" 2 "w" 2 .2 a 2 L (9) L (9)

También tenemos,

2 2-1 25
— 1

(3.73) |É J E———E———.p|= — ¡Í J ui pl <2 9 a 2 (2-1)5 a t

g l "ui" 2 51/2 wn 2 g l c4 51/2 wn .
2 L (QT) L (sz) 2 L (:2)

Por (3.64) -(3.73), (3.51) y (3.52) tenemos
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t t

VWEV,

pero podemosdividir (3.74) por t2 -tl y hacer tender t2 a

tl para obtener para casi todo t e (0,T):

(3.75)í EW+J Vu.Vs0+J Ew=o WGV,
Q t Q P ht t

de donde

(3.76)J E n+I VE.Vn+í En=o VnEW ,
Q t Q R h TT T T

que es lo que queriamos demostrar.

Observemos que si f220 y u0220 la demostración del teg

rema 3.5 nos proporciona otro método para encontrar solución dé

bil delproblema (P1(h)) donde h viene dada por (2.9), y
(2.10) y (2.11) son válidas.

Pasemos ahora a demostrar la última parte del teorema 3.3.

Dem.: Por las partes i) y ii) podemosdefinir

(3.77) um(x) = lim u(x,t) , p.p. x E Q y p.p. xGEPKJS
tTen

(3.78) H(x) = lim h(x,t) , p.p. x E r.t?"
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Como (u,h) es solución débil de (P1) resulta

T T

(3.79) J V(l J u).VW + J (l I H)w =QTO I‘T0h
lro

= - (J u W - u v) , vw e vT9 Q
o T

.T '

y poniendo W= í J (u-1) como función de prueba en (3.79)T 0
obtenemos

T 'T T

(3.80) leií u)|2 + í ¿le (ELJ (u—1>1=
Q T 0 FT 0 h 0

o T T

= í [J (H_J (u -1))- J (E I (u-1))]
T 90 T 0 QT T 0

Sea (Ti)ie¡q una suce51ón tal que Ti<Tj Sl 1 <j y

Tim Ti=+ w .
i—>°°

Entonces como 0<11<l , de (3.80) resulta que

(L
T .l [Ti u)0 1€ N

es una sucesión de funciones acotada en Hl(9); por lo tanto

existe We Hl(n) y una subsucesión de (Ti) que volvemos a

llamar (Ti) tal que
T.

(3.81) ¿J 1 u ‘- í en Hlm)T. o (i->°o)l
T.

(3.82) ¿I l u —> w en L2(g) y en L2(I‘US)Ti o (i eco)
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T.

(3.83) -í-J l u ——__* w p.p. en SZ y p.p. en P U S.
Ti 0 (i * m)

Comoademás por (3.77),

T

(3.84) —í-í l u -——’* u0° p.p. en Q y p.p. en P U ST. 0 (i * on)

resulta,de (3.83) y (3.é4)

m -"=l(3.85) u en Q U F U S.

Por (3.77), (3.78) y (3.85) tenemos

1 Ti
(3.86) ——-J E

p.p. en P
D‘ll'el

(i * 0°)

y por (3.79), (3.81), (3.86) y el teorema de la convergencia mayo

rada de Lebesgue

(3.87) J Ví.Vp + Jg F FHel

con lo cual hemos probado (3.5).

Además, por (3.77) y (3.85),

(3.88) o<q7<1 p.p.‘ en sz

(3.89) W=1 p.p. en S, o sea (3.2) y

_ C2
(3.90) o-Sh < máx {——,o*} p.p. en P .

e

Probemos (3.4), o sea,



¡el

UI 35,

‘El >< V si
D'l

El razonamiento que sigue se hará

t
Comoh(x,t) = 0(x) +J GUM0 h(X,T)

de la parte i) y (2.6) resulta

(3.91) lïm (EM —e)+ = o
tToo h(x,t)

o sea,

(3.92) Ï‘x) < e
h(x)

de donde, si E(x)==o(x) tenemos

(3.93) Í“) s e .
h(x)

Si ñ(x) > 0(X)

(3.92). Supongamos que

(3.94) Í“) < e
h(x)

entonces existe t >0 tal que

(3,95) ELELEL g e
h(x,t)

Además,podemoselegir E

Como ñ(x) >0(x) resulta E >0 ,

74

ñ(x) > 0(x)
p.p. en r .

ñ(x) 0(X)

para casi todo x E F.

-€)+)dT , x e P, tz’O

x E

debemos probar que vale la igualdad en

para t 2€

como el minimo con esa propiedad.

con locualpodemoselegir
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una sucesión {tm}m(EIN tal que

tm<<t tm‘Tt y
(3.96)

u(x¡HJ >e h(x,tm) .

Por ii), (3.77) y (3.85) tenemos

(3.97) q7(x)2u(x,tm) >e h(x,tm)

y haciendo tender m a infinito en (3.97) resulta

(3.98) ‘Í(x) >e h(x,E)

pero por (3.95)

ht(x,t) =0 , para t>t
con lo cual

(3.99) h(x,E) =h(x,t) =B(x) para tzE

De (3.98) y (3.99) obtenemos

'Éi un >e
(X)

(3.100)
’J'l

que contradice (3.94).

Luego si ñ(x) > o(x) entonces

’El (x) = E
(X)D'l

y queda probado el teorema.



76

4. EL PROBLEMA DE ELECTROPINTURA COMO LIMITE DE PROBLEMAS PARABOLICOS

Los resultados de los capítulos 2 y 3 siguen siendo Váli

dos,con ligeras modificaciones, para el siguiente problema (Pa):
Hallar un par de funciones (uu(x,t), hu(x,t)) tales ueq

(4.1) a u: = Aua en QX(O,T)

(4.2) u“ = 1 en SX(O,T)

u ua
(P ) (4.3) u = —— en Px(0,T)

a Vi h“
t a l

(4.4) ha(x,t) = 0(x) + J G(( E—ÁïL¿¿--e)+)dr en rx(o,T)o hu(X,T)

(4.5) u“(x,0) = u°(x) en sz,

donde S y F E C1 ; e >0 , I'>0 , uï>0 son constantes dadas.

Mantenemoslas hipótesis (2.6) y (2.7), hechas sobre las
. ofunCiones o , G y u .

Definición 4.1: Una solución débil de (Pa) es un par de fun

ciones (ua(x,t),ha(x,t)) tal que ua E H1(QT)ñ Lm(QT), ha e

L°(RT) y satisfacen (4.2), (4.4), (4.5) y
(XE.
a \

RT h

n = 0 Vn E w .(4.6) I a ui n + J Vua.Vn + I T
QT QT

Definamos

t
(4.7) ha(x,t) = o(x) + J G((EÏLEL1L"EYF)ÓT en FX(O,T)O h*(X,T)

donde u* y h* satisfacen (2.10) y (2.11).
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Comenzaremospor resolver el siguiente problema (Pa(ha)):
Hallar una función ua(x,t) tal que

(4.1) a ui = Aua en 9x(0,T)

(4.2) u“ = 1 en Sx(O,T)
(P (h°‘)) a

a (4.3') u“ = 3- en PX(0,T)
v . a

1 ’h

(4.5) ua(x,0) = u°(x) en Q.

En (4.3') h“ Viene dada por (4.7).

Definición 4.2: Una solución débil de (Pa(ha)) es una función

u“ e H1(QT) que satisface (4.2), (4.5) y
(1

(4.8) I a uz n + J Vu“.vn + I 3- n = o Vn e w .a T
QT Q RT h

En (4.a) h“ viene dada por (4.7).

Pongamos va = ua -1 y entonces (4.1), (4.2), (4.3') y
(4.5) se transforman en

(4.1') a v: = Ava en 9x(0,T)

N a (4.2') va = 0 en Sx(0,T)
(PaÜ1)) a Va 1

(4.3“) v = ——+ —— en Fx(0,T)
v1 h“ h

(4.5') va(x,0) = uo(x) -l en Q .

Definición 4.3: Una solución débil de (Ïa(ha)) es una función

va G WT que satisface (4.5') y para casi todo t G (0,T)
0.

(4.9) J a vÏe4-J VVa.VW+ I V '21 e = o vw e v .
SZt Slt I‘t h
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Todo lo hecho en el capitulo 2 se puede repetir ahora.

Indicaremos solo los cambios que se producen en este caso.
. a . a . .

Vamosa aprox1mar v por fun01ones vm definidas por

v;(x,t) = g:(t) wk(x) en 9x(0,T),
x">45 ’_|

donde (gi) verifican el siguiente sistema de ecuaciones dife
renciales ordinarias

m m

(4.10) 2 a(ga)'(t) I w w. + X ga(t) J Vw .Vw. +
k=1 k gt k 3 k=1 k gt k 3

m w w.
+ z au) -Ew.+ —l= 0 1<j<mgk a J a ' '

k=l Pt h Pt h

con la condición inicial

a _ o _
91(0) — Hu 1HL2(Q)(4.11)

g:(0) = o k>1 .

El lema 2.4 se transforma en el

Lema 4.4:

(4.12) uvgn l < cÏ Vm ,
H (QT)

donde CÏ es una constante que solo depende de T , 0*, f , uo

Hu*H m y a ; y si 0 <a=SA y en (2.7) f EO
L (RT)

(4.13) nvfr‘lu 1 < El Vm ,
H (QT)

donde E es una constante que solo depende de T , 0* ,1
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Hu*" m y A .

L (RT)

Dem.: Repitiendo el razonamiento hecho en (2.19) —(2.39) con las

modificaciones correspondientes, obtenemos (4.12).

Para obtener (4.13) observemos que, en este caso, la fór

mula (2.25) se transforma en

a a 2 a 2 (Vg)2 a o 2
(4.14) — (vm) + lemI + — a x — Hu —1u 2 +

2 9T QT RT h 2 L (9)

+ (/Elluo —1II 2 + (IFIT)1/2)(|F|T)l/2
0*L (9) 0*

la fórmula (2.36) en
2

(Vat)
(4.15) EJ (va )2+J IVVa|2+J m— \2 mt Q mt R haT T T

2 a 2
(va) (v t)

S C (J ma )1/2 (J mét )1/2 +
RT h RT h

- 2(Vut)
+c (LI-rT)1/2 (J ——ma >1/2

0* RT h

k*"uÏH
dondeC=—uïfl I

y la fórmula (2.39) en

(vgt)2 2 (va) 2 r T
(4.16) J -—a—<2c J ma +2c LL

RT h

que nos dan las acotaciones necesarias.

Habiendo estudiado las aproximantes de la solución va
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de (Ea(ha)) pasemos a enunciar el siguiente teorema para el
cual mantendremoslas hipótesis (2.10) y (2.11).

Teorema 4.5: Existe una única solución débil de (Pa(ha)). Más

aún, ua e Lm(QT) y satisface

(4.17) Iluull < c2 = máx {Iluoll ,1}: IIuOII
eo(QT) L°°(9) L°°(Q)

A
(4.18) Iluall 1

H (QT)

donde C3 es una constante que solo depende de T , 0* , f ,
u°, IIu*II y a, y si o<u<A yen (2.7) fEO

L°°(RT)

(4.19) lluall < E
H1(QT) 3

donde E3 es una constante quesolo depende de T , 0* ,

Hu*H m y A .
L (RT)

La demostración,que omitiremos, se obtiene a partir de los

mismos razonamientos que hicimos en la demostración del teorema
2.5.

Ya obtuvimos los resultados necesarios para poder estudiar

el problema (Pa): hemos resuelto el problema para una ha dada
y eso nos permitirá realizar un proceso iterativo. Vamosa re

sumir los análogos, para este caso, a los lemas 2.6, 2.7, 2.8 y

teorema 2.9'en el siguiente

Teorema 4.6: Existe una única solución débil de (Pa) para
cada T'>0 .



Además

(4.20) Hua" < c2
L”(QT)

(4.21) Hua" < cu
H1(QT) 4

ysi 0<a<A yen (2.7) fEO

(4.22) uúau 1 < E
H (QT)

donde C: y E4 son constantes que solo dependen de T , 0* I

f , uo y a , y de T , 0* y A respectivamente.

La demostración se obtiene a partir de los mismos razona

mientos hechos en los lemas 2.6, 2.7, 2.8 y el teorema 2.9 y la
omitiremos.

Acerca del comportamiento asintótico de 1a solución débil

del problema (Pa) obtenemos el siguiente teorema cuya demos
tración es análoga a la del teorema 3.3.

Teorema 4.7: Sea (ua,ha) la solución débil de (Pa) para
0<t<°o. Entonces

C2
i) ha < máx {——, 0*} p.p. en rk(0,m) ;

e

si en (2.6) y (2.7) suponemos fE>O y uO>0 entonces

ii) u es creciente en t para casi todo x E Q y

x G I‘ , y 0<ua<l p.p. en Qx(0,°°).

Además, ua‘Tï E H1(Q) ñ L°(Q) y ha TE E L"(r), cuando

t-+W, donde (¡,5) es la única solución débil de (Pg).
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Vamosa estudiar el límite de (uu,ha) cuando a'*0 . En

el lema 4.8 y teorema 4.9 veremos el comportamiento de una sub

sucesión muyparticular, lo cual nos permitirá estudiar el lími

te en el caso general: teorema 4.14.

2 3
Lema 4.8: Sea T < min'{——2i—— , ———21——-} donde y ="—“ 2510 y 4/2_k*
= máx {l , 0*} y para cada m E N , sea (um,hm) la solución

E

débil del problema (Pl/m) correspondiente a f EO en (2.7).
1,0

Entonces (um) es una sucesión de Cauchy en H (QT) y (hm)

es una sucesión de Cauchy en L2(RT).

Observación: Para la demostración del lema es esencial la ob

tención de la acotación (4.38).

. . oDem.: Veamos que con esas hipóte51s L1 30 .

Como f EO se tiene

o

(2.7) J VuO.W+J 3-43 =0 Wev,
Q P o

y poniendo W = (u°)— como función de prueba en (2.7) obtenemos

o o - uO o -‘
J Vu .V(u ) + J —— (u ) = 0Q F o

o sea,

o - 2

(4.23) I |\7(u°)‘|2 +J [—(“—)—]—= oQ F o

con lo cual

E 0 en Q
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o equivalentemente

(4.24) o < u° p.p. en u .

Además, por la demostración de la parte ii) del teorema

4.7,

(4.25) u° < 1 p.p. en n ,

de donde

(4.26) c2 = máx {uu°u ,1} = 1
L°°(s2)

y entonces

O<um<1 p.p. en QX(O,T)
(4.27)

hm=ímáx{l ,o*} = y , p.p. en Px(0,T), m G N.
El

Sean (uj,hj) y (u2,h9) las soluciones débiles de los

problemas (Pl/j) y (Pl/Q) , respectivamente, correspondientes
a f EO en (2.7). Entonces

. . j

(4.28) J 1 ui n + I Vu3.vn + J 2- n = o , vn e w
QT QT

. ' T
J RT h]

Y .

1 Q Q ug

(4.29) Í — ut n + I Vu .Vn + J —ï-n = 0 , vn G WT.Q Q R hT

De (4.28) y (4.29) tenemos

(4.30) í l (ui-ug)t n + Í (l-¿) u n +
QTj ' 2
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. j Q

+I V(uJ —u2).Vn +I (u—.—-1¿Q-)n= 0 , Vn EWT,
Q RT 1:13 hT

Q como función de prueba en (4.30) resultay poniendo n —uj -u

(4.31) J ¿L [(uj--u2)2]t + I (;-¿) ug (uj-u2) +

. j Q .

+J |V(u3-uQ)I2+I (u—j-u—2)(uJ-u2)= o
QT RT h h

Como uj =u’2 para t=0, tenemos

(4.32)] i (uj-u2)2 +J (¿-l) th (uj-uQ) +
9T 2j QT j Q

. j_ s2 2

+J Iv(u3_uQ)I2+J (_u_1;_l__+
QT h

+J (hs2-hj) uJ-(uj -uQ) _ o- 2 
RT JnJ h

Acotemos el último sumando de (4.32): por (4.20) y (4.26)

j_ Q j j_ 52 . .

(4.33) J ¡(h hgugm “Hsizf |h3—h2||u3-u2|
RT h h 0* RT

<¿2 (J Ih3_h;2|2)1/2 (J Iuj_u2|2)l/2
0* RT RT

y ahora busquemos una cota para (J th -h52|2) 1/2
RT

Por (4.4) y (2.6), (4.20) y (4.26), si x E I‘ y 0<t<T
resulta

. 3 2

(4.34) |(hJ-h2)(x,t)| <j k*¡3—.-“—Q¡(x,r)dro h3 h
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T . * T .

ski] IuJ-uQI(x,I)dI +57J IhJ-hQI(x,T)dI
0* 0 0* 0

1/2 T . * 1/2
<E*—T_(I IuJ-u9|2(x,1)d1)l/2+——kg 0* 0*

T .

. (J |h3 —hQI2(x,-t)d'r)1/2o

de donde

. 2 T .*

(4.35) |(hJ -h2) (x,t) [2 < ¿“(TUI-"I lu] -uRI2(x,t)d-r +0* 0

2 T
* - Q

+ ELE?L—EJ th -h |2(x,1)d1 .4
0* 0

Integremos (4.35) con respecto a t entre 0 y T para
obtener

T . * 2 2 T .

(4.36) J |h3—h2|2(x,t)dt<3“‘—ÏZT—J |u3—u2I2(x,T)dT +0 0* 0

2 2 T .*

+ ÉÁE_%_Ï_J lh] _hQ|2(x,T)dTo; 0

integremos (4.36) sobre F y acotemos recordando que

2
T < __2¿__2/ïk*

. Q * _

(4.37) (Í |h3—h ¡2)1/2</_2_k__T (I ¡uJ_u52|2)1/2+
RT 0* RT

* - Q

+ fïkz T (J Ih] _h l2)1/20*
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g Ji k*T (J luj_u9I2)l/2 + ¿ ( J Ihj_th2)1/2
0* 2 RT

de donde

(4.38) (J |hj-hQI2)l/2su (J |uj—uQ|2)l/2R0* T

Si usamos la acotación (4.38) en (4.33) obtenemos

j- Q j_ Q _ * .
(4.39) J I(h n).u (u u)¡<2/2};TÍ Iu]_u52|2_

R hJ h 0* RT

Ahora bien, de (4.32) se tiene

. j _ Q 2

(4.40) I |v(u3-u’2)|2 +í QLTLL <hT

Q * '

< ¡gl-¿MJ IutI2)l/2(T|Q|)l/2 + ——2/Ï3——kTJ ¡uJ —u9|2.
T °*

o3
Además, como T <————JL——-, y valen (4.22) y (4.27), resulta

Y 4514*

de (4.40)

. 2 I N

[Iqu-u >I2+¿I Iu3—u”I2<I¿-¿IC4(TI9I)l/2+
T Y Q j

+ ¿L J |uj -uQ|2 ,
2y RT

o sea

(4.41) I|V(uj-u2)|2+—]¿-J ¡uj-u’H2 <

< ¡í-¿| E4 (TIQI)l/2
Q j

donde E4 es la cota para las derivadas en t obtenidas en el
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teorema 4.6 gracias al hecho de que f EO .

De (4.41) podemos deducir que (um) es una sucesión de

Cauchy en Hl’0(QT) y en L2(RT) y entonces de (4.38) obtene

mos que (hm) es una sucesión de Cauchy en L2(RT) y queda de
mostrado el lema.

Teorema 4.9: Para cada m GEN, sea (um,hm) la solución débil

del problema (Pl/m) correspondiente a f EO en (2.7). Enton

ces (um) es una sucesión de Cauchy en H1'0(QT) , (hm) es una

sucesión de Cauchy en L2(RT) y existen h E L“(RT) , We H1(QT)n

n L”(QT) tales que

(4.42) hm —> h en L2(RT)(m'*“)

(4.43) um -—> w en H1'0(QT)
(m-*°°)

(4.44) um —A w en H1(QT)
(m'*m)

donde (W,h) satisfacen (1.2), (1.4) y

(4.45) I vauvn +J n = o , vn e wT .
QT

1
RT h

Dem.: Sea 0 <T* <T y supongamos que (um) y (hm) sean su

cesiones de Cauchy en H1'0(QT*) y L2(RT*)‘ respectivamente.
Vamos a probar que (um) es una sucesión de Cauchy en

H1'0(QX(T*,Ï)) y (hm) es una sucesión de Cauchy en L2(Px(T*,Ïn
N N 2

donde T* <T'<T‘ y T —T* < mín {2i— , ——23—}. Si repetimos el
4k* y 8k*

razonamiento hecho en (4.28) —(4.32) obtenemos en este caso

(4.46) I ¿(uj-u2)2—J ¿(uj-ug)?‘ +
QE 23 SZT*2j
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I IV(uj4-u2)l2 +
t 3 11* gt

+ JT J (uj -u9)2 + JT J (hQ-hj)uj(uj -uQ)o "‘ j Q
T* lt h T* Ft h h

Acotemos el último sumando de (4.46). Comoen (4.33) re

sulta
N

(4 47) T |(hj-h2)uj(uj—u2)l g
o . Q 3

Pt h h

a . E .

< ¿2 (j J IhJ-hQI2)1/2 (I í Iu3—u2|2)1/2,
0* T* Pt T* Ft

E .

y ahora busquemos una cota para (í J IhJ —h’ZI2)1/2 .
P t

Comoen (4.34), si x e P y T* St SE resulta

. 1/2 T* .

(4.48) ¡(hJ -h2)(x,t)|s;ÉÏÁïÏl————([ |uJ -uQ|o0*
2(x,1)d1)1/2+

1/2 T* .* *

+ 5_ÁÏL%——-(J lhJ -h2|2(X,T)dT)1/2 +0* 0

N _ 1/2 T .

+ EIÁÉ__2:L___(J IuJ._qu2(x,T)dT)l/2 +T*0*

+ (JT
0*

lhj -th2(x,T)dT)l/2 l
T'k

de donde

. * 2 * 'T* .

(4.49) ¡(h3 -h2)(x,t)|2 < ÍÁÉ—%—Ï—J luJ -uQI2(X,T)dT +
0* o

2 T** * 

+ ííï—%¿2- I |hJ -h9|2(x,1)d1 +0* 0



+ 4(k*)2(ï= -T*) IT2 *0* T
Iuj-u2|2(x,1)dr +

2 N N

+ 4(k*) ¿T -T*)
0*

T .

J IhJ -hQI2(x,r)drT*

Integremos (4.49) con respecto a x y t para obtener
N
T .

(4.50) (Í [IhJ-h2|2)1/2<T* F

s 2 k*(T*)l/2(E _T*)l/2 (J luj nuszlz)“2 +
0* RT*

1/2 N_, 1/2 .
+ 2k*(T*) (T '1*) (J Ih3_hszl2)1/2 +0* *

N T .

+ 2k*(T-T*) (í I lu] _u9¡2)1/2 +
0* rt

k*(T-T*) T ' j 2 2 1/2
+ —————2—( J lh —h | )

ot T* Ft

Acotemos elúltimo sumandodb(4.50) recordando que E -T*< —g*—
4 k*

I

para obtener
E .

(4.51) (I Ith-h9|2)1/2<
T* rt

1/2N_ 1/2 .
<4k*(T*) (T T*) (J lu3_UlsZI2)1/2+

RT*
1/2N_, 1/2 .

+ 4 k*(T*) 2(T T*) (í Ihj _hQI2)1/2 +0*

0*

*

w T .

+ 4k*(T-T*) (J JIU; _u2I2)1/2 .0* T* I‘t



De (4.47) y (4.51) se tiene
N

T j _ 2 j j _ k

(4.52) J [Im h).u2(u u)¡T* l h] h

12" 1 2 .
<4k*(T*) / (T-T*)II‘J / (J lu3_u2l2)1/2 +3

0* RT*

1/2 N ‘ 1/2 .'k * _ *

+4k (T) (T T)|1| (I lh3_h2I2)1/2+
0* T*

4k* (5-1”) T j sz 2
+ —-——jï————-J J lu ’U I

0* T* l't

N 03
De (4.46) y (4.52) , como T -T* < ———1—, repitiendo el razo

Y8k*
namiento que hicimos para obtener (4.41) tenemos

(4.53) I J |V(uJ-u2)I2+¿J [luJ-UQI2<¿|9| +
T* szt 2y T* r 23

+ l-l (Ï--T*)l/2 9 1/2 E +
j 9 4

1/2 1/2
+ 4k*(T*) éT-THII‘L ¡uj_u

0,, (Law
2'2)1/2 +

1/2 N . 1/2‘ 

+ 4 k* LT;)____¿2_:_T_ÉLJI_I_-_(I ¡hJ -th2)1/2 <
0* RT*

< i [9| +|l-Ï|'I‘1/2|s¿|1/2 E4+j23'

3/2 1/2 .*

+4kT 31* (J Iu]_uszI2)1/2+
0* RT*



3/2 1/2 . .
+ :1_k*_T__4_m_ (J ¡hn _h2¡2,l/2

0* RT-k

De (4.53) deducimos que (um) es una sucesión de Cauchy

en H1'°(ax(T*,E)) y en L2(rx(T*,E)) y por (4.51) (hm) es

una sucesión de Cauchy en L2(Fx(T*,E)).

Si repetimos este argumento un número finito de veces,

comenzando con la conclusión del lema 4.8, podemos obtener que

(um) y (hm) son sucesiones de Cauchy en H1’0(QT) y L2(RT)

respectivamente.

Por lo tanto existen Y E H1'0(QT) y h G L2(RT) tales

que

(4.43) um --+ w en Hl'0(QT)(m"°°)
y

2(4.42) hm --+ h en L ( ).
(m * oo) RT

Además, por (4.22) y (4.43), se tiene que w e H1(QT) y

(4.44) um -——-> w en H1(QT) .(m->°°)

De (4.43) tenemos

(4.54) um -—-+ w en L2(RT) ,(m-*°°)

y entonces de (4.42) y (4.54) sabemos que existe una subsucesión

de (hm) y una subsucesión de (um) que volvemos a llamar (hm)

y (um) respectivamente, tales que
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(4.55) nm --+ h p.p. en PX(0,T)
(rn-M”)

Y

(4.56) um ——-—* W p.p. en Px(0,T).
(m"°°)

Como um satisface (4.2) para todo m y vale (4.43),

se tiene que Y satisface (1.2). De (4.4), (4.55) y (4.56) te

nemos que (W,h) satisfacen (1.4), y por (4.6), (4.44), (4.55)

y (4.56)

n = 0 Vn G w
(4.45) IQVT.Vn + J T .T D‘I‘G

Por (4.27) y (4.43) resulta

(4.57) ()< W<1 p.p. en 9x(O,T)

y por (4.27) y (4.55) tenemos

(4.58) h s Y = máx {l ,o*} , p.p. en PX(0,T),
E

con lo que queda demostrado el teorema.

Vamosa decir qué entenderemos por solución débil del prg
blema de electropintura.

pefinicign_}.10: Una solución débil de (Po) es un par de fun

ciones (W(x,t),h(x,t)) tales que w e H1(QT)n L°(QT), h e

e L”(RT) , y satisfacen (1 2), (1.4) y

(4.59) J vw.vn + J
QT

ï n = O Vn e WT .
RT h
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Corolario 4.11: Existe una solución débil de (Po).
La demostración es inmediata a partir del teorema 4.9.

Veamosahora algunas propiedades de una solución débil de

(Po).

Lema 4.12: Sea (W,h) una solución débil de (PO), entonces

i) 0=<‘Y< l p.p. en Qx(0,T)

ii) h < y = máx {l,o*} , p.p. en FX(0,T)
E

La demostración de i) se sigue de poner como función de

prueba en (4.59) n = (W)_ y n = (W-1)+.

La demostración de ii) es la misma que la del lema 3.4.

Teorema 4.13: La solución débil de (Po) es única.
La demostración se realiza usando las mismastécnicas utilizadas

en la demostración de la unicidad de solución débil de (P1) y
la omitiremos.

Demostraremos ahora el teorema que permite conseguir la

solución débil del problema de electropintura comolímite de 59
luciones débiles de problemas parabólicos de‘una manera más ge

neral que la considerada en el teorema 4.9.

Teorema 4.14: Para cada a > 0 , sea (ua,ha) la solución dé
O

bil del problema (P ) correspondiente al dato inicial ua0.

que satisface

(4.60) IIuOII < K
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donde K es una constante positiva. Entonces

(4.61) u“ —> w en H1'0(QT)(a * 0)

(4.62) h“ —> h en L2(RT) ,(a * 0)

donde (W,h) es la única solución débil de (Po).

Dem.: La demostración es similar a la del lema 4.8 y teorema

4.9 y por eso solo indicaremos las fórmulas y acotaciones más

importantes.
2

Veamos que si T < min {-—g%——, -—--g*—-}
Z/Ék* 4y/2’k*K

entonces

ua -—-+ Y en H1'0(QT)(a * 0)

h“ -—> h en L2(RT).(a 9 0)

Repitiendo el razonamiento hecho en (4.28) -(4.32) obte
nemos

(4.63) J ¿(ua-wz-J 2(u°‘-w)2+I awt(u°‘-w)+
Q 2 9 ‘ Q

QT

(h —h“) u“ (ua -w)

+JRT hah

Comoen (4.34) -(4.38) obtenemos en este caso
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2614* T (í Iua_w|2)1/2
0*(4.64) (J |h°‘ -h|2) 1/2 <

De (4.63) y (4.64) tenemos

a 2
——__:Ïl—-< (K+l)2|QI +(4.65) J ¡v(u°‘-w)|2+J (u E

QT RT h 2

+ a(K+i) (í IWtI2)1/2 (TIQI)1/2 +
QT

+2/2—k*TK Jlua_\y|2'
0* RT

de donde

(4.66) J|v(u°‘-w)|2 + ¿J |u°‘-w|2 < E(K+1)2|s2| +
QT 2Y RT 2

+ a(K+l) (I |wt|2)1/2(T|s¿|)1/2
QT

De (4.66) podemos deducir que ua'-—* Y en H1'0(QT) y(a * 0)

en L2(RT) y entonces de (4.64) obtenemos que

ha '-* h en L2(RT).
(a * 0)

Sea ahora 0 <T* <T y supongamos que ua -* W
(a * 0)

h: ——»)h en H1'0(QT*) y L2(RT*) respectivamente.a + 0

a -* w en Hl’0(9X(T*,Ï)) YVamos a probar que u
(a * 0)

h“——> h en L2(Fx(T*,Ï‘)) donde T*<Ï<T y
(a * 0)
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2 3
T-T*<mIn {_°t_ , ___1¡k__ }

4 k* y 8 k* K

Comoen (4.46) tenemos, en este caso,

a a 2 a a 2 T a
(4.67) J — (u -w) -J -—(u -‘P) +J Ja wt(u -w)+

95 2 9T*2 T*

N ñ a 2

+J JIVhla-‘HIZ'FI J (u A“ +
T Qt T* Pt h

Repitiendo el mismo razonamiento que hicimos en (4.48) 

(4.51) obtenemos
N
T

(4.68) (Í J |h°‘—h|2)1/2 <
T* Ft

4 k*(T*) 1/261 —rr*)1/2

0*

.(J Iua_w|2)l/2 + 4 k*(T*)l/2(T-T*)l/2* oí

.(J Iha_h|2)l/2 + 4 k*(ÉE-T*)
RT* 0*

E

.(I I Iua_w¡2)1/2
T* rt

De (4.67) y (4.68) tenemos
N N
T T

(4.69) J Jqua-“HIZ + ¿J Í Iua-W|2<Q(K+1)2I9l+
T* gt 2y T* rt 2

+ o¿(K_¡_1),I.l/2IQI1/2(J IWtI2)1/2 +
QT
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3 2 1 2

+4k*T/Jr| / K(K+l) (í Iua_w|2)l/2+
0* RT*

3/2 1/2 1
+ 4 k* T IFAI} K (K+1) (J Iha_h¡2) /2

0* RT*

1 0 N
De (4.69) deducimos que ua ——* W en H ' (Qx(T*,T)) y

(a * 0)

en L2(rx(T*,E)) ypor (4.68) h“—> h en L2(I'X(T*,T)).
í (a fi 0)

Si repetimos este argumento un número finito de veces,

podemos obtener

1,0
(4.61) ua —-—> w en H (QT)

(a * 0)

2
(4.62) ha —-> h en L (RT).

(on-’O)

Finalmente vamosa estudiar el comportamiento en el infi

nito de la solución débil del problema (PO).

Teorema 4.15: Sea (W,h) la solución débil de (Po) para
0 á t <°°. Entonces

. 1 *1) h < máx {—,0 ) p.p. en Px(0,w) ;
e ,

ii) W es creciente en t para casi todo x G Q y x E F,

y 0<W <1 p.p. en QX(0,”).

Además, WTÍ E H1(Q) ñ Lm(u) y h‘ïñ E Lm(F), cuando

t ->oo, donde (Taj) es la única solución débil de (pg)

Dem.: La demostración de i) es análoga a la del lema 3.4.
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Además,de (4.43) y la parte ii) del teorema 4.7 obtenemos ii).

La parte final se prueba de la mismamanera que la última parte

del teorema 3.3.

Comentarios finales: Si bien es cierto que en esta tesis se dis

cute un problema parabólico, es interesante comparar los resulta

dos obtenidos en el caso elíptico con sus análogos de [MS]. Obtu

vimos existencia y unicidad de solución del problema (Po) (teo

remas 4.9 y 4.13) y de (PZ) (lema 3.2 y teorema 3.3) en el caso

de tener datos más generales que los considerados en los teoremas

1.1 y 1.4, es decir, pedimos o G Lm(F), 0 < 0* < o(x) < 0* en

lugar de o G Lips (F) , 0 < 0* < 0(x) < 0* < l/e , y S y P G

G C1 en lugar de Cl’a, Va E (0,1), si bien es cierto que las so

luciones de (Po)(W,h) y (P:)(Í,ñ) se encuentran ahora en otros

espacios, w e H1(QT) n L°‘(QT), h e L“'(RT), E e film) n L°°(sz),

E E Lm(F) y las ecuaciones se satisfacen en sentido débil.

Por último,podemosdescribir los resultados de los capítulos

3 y 4 mediante el siguiente esquema:

(teorema 4.7)
(f>0 , 11020)

(P ): <u“,h°‘) >(Pg): (RE)a t ->cn

(teorema 4.14) a-+O t'+W (teorema 4.15)

(Po): (w , h)

7 (zw/E7
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