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RESUMEN

Se estudia el problema del confinamiento magnético de plasmas

en configuraciones de campo invertido, empleando modelos de tipo

magnetohidrodinámico. Se analizan las propiedades de equilibrio,

estabilidad y transporte preservando las características geométricas

típicas de estas configuraciones. Se muestran dos clases de equilibrios

posibles y se estudia un problema de bifurcación en el espacio de

parámetros para el vértice de Hill en un campomagnético externo dado.

Se trata también la estabilidad respecto de los modosde intercambio

y de vuelco interno del plasma en estas configuraciones. Finalmente

se calculan los tiempos típicos de difusión de partículas de estos

equilibrios, utilizando el modelodel estado estacionario. Los tiempos

así hallado estan en razonable acuerdo con las mediciones experinen

tales.
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I - INTRODUCCION

Gran.parte de las investigaciones sobre fusi6n nuclear controlada

están basadasen el confinamiento magnético de plasmas. Existen distintos

nétodos (o conceptos) que permiten confinar un plasma empleando campos

magnéticos. Generalmente, se califica la eficiencia de un método a través

de un parámetro denominado B, que corresponde al cociente entre la

energía térmica total del plasma y la energía magnética utilizada para

confinarlo. Para que un reactor de fusión basado en el confinamiento

magnético sea energéticamente rentable se estima que B deberia ser

mayor o igual que 0.1.

La situación actual de las investigaciones en este tema muestra

que se ha llegado a un punto en el cual el alcance de las condiciones

necesarias para un reactor de fusión (temperatura, densidad y tiempo de

confinamiento del plasma) está por transformarse en un hecho.1 Sin

embargo, esta deuxostración de factibilidad está por lograrse empleando

la última generación de las máquinas toroidales de tipo tokamak, cuya

característica principal es el bajo valor de B, del orden de 0.04. Esta

característica, junto con el gran tamaño (las cámaras que contienen el

plasma tienen volumenes de decenas de metros cúbicos), y el enorme nivel

de complejidad tecnológica (imanes superconductores, inyeccion de haces

de neutros, calentamiento por radiofrecuencia, etc...) ponenserias

dudas en las posibilidades reales de llegar a producir un reactor

comercial de fusión basado en este concepto.

En la década del 70 las investigaciones sobre fusión nuclear

se concentraron, casi exclusivamente, en los tokamaks debido esencial

mente a la urgencia de demonstrar la factibilidad de 1a fusión en



laboratorio. En consecuencia, los distintos conceptos alternativos para

confinamiento magnético de plasmas fueron dejados un poco de lado.

Ahora que la demcastración está muypróxima a lograrse, se está también

reconociendo la urgencia de disponer de métodos más eficientes y menos

complicados tecnológicamente para el confinamiento del plasma. Por

estas razones, la comunidadcientífica de física del p1asma,recientemente,

está volcando esfuerzos en investigar conceptos alternativos que

permitan producir plasmas de interés termonuclear en máquinas de menor

tamaño, menor complejidad tecnológica y valores mayores de B.

Entre los distintos conceptos alternativos, en los últimos años,

han ido asumiendo importancia los toros compactos. Un toro compacto es

una configuración de equilibrio en la cual no hay conductores externos

concatenados con el plasma, lo cual representa una gran simplificación

desde el punto de vista constructivo con respecto al tokamak. Este

concepto se caracteriza,además, por tener valores de B del orden de la

unidad.

En general estas configuraciones son de tipo axisimétrico y

se describen en función de coordenadas cilíndricas r, o, z con el eje

z a lo largo del eje de simetría. Entre los toros compactos se pueden

distinguir dos especies:

i) el esferomak, en el cual el plasma es confinado por campos magnéticos

poloidales y existe una componente de campomagnético acimutal que

cumple una función estabilizadora y que desaparece fuera del plasma.

En este caso el plasma ocupa una zona de líneas magnéticas cerradas

o ergódicas de forma aproximadamenteesferoidal (de allí el nombre).

La superficie que separa las líneas magnéticas cerradas de las



abiertas se llama separatriz y se identifica con el contorno del

plasma (superficie en la cual se anula la presión cinética del plasma).

H H. V las configuraciones con inversión de campomagnético, que abrevia

remos con FRC (field-reversed configurations), en las cuales el

campomagnético acimutal está ausente. Aquí también existe una

separatriz, que en los experimentos es generalmente de forma muy

elongada. Experimentalmente se han obtenido con éxito FRC únicamente
. . . 2-7en los theta-pinches con campode base invertido, aprovechando

el fenómenode reconexión de líneas magnéticas antiparalelas, mientras,
, . . . . . 8 9en maquinas tipo el espejo de campo invertido, o el Astron, donde

la inversión de campomagnético debería obtenerse a través de la

inyección de partículas neutras o cargadas de alta energía, no se

obtuvieron resultados satisfactorios.

En la presente tesis se tratará esencialmente el problema del

confinamiento magnético en las FRC , en cuanto el tema resulta ser de

interés para las actividades de la División Fusión Nuclear de la Comisión

Nacional de Energía Atómica, lugar en el cual el autor desempeña sus

funciones y donde se dispone actualmente de un theta-pinch lineal que

puede operar con campode base invertido con respecto al principal,

posibilitando así, el estudio experimental de este tipo de configuraciones.

El estudio teórico de las características y los problemas rela

cionados con las FRC es de importancia a fin de mejorar la comprensión

de los fenómenosexperimentales y optimizar algunos de los distintos

parámetros de las máquinas.

El problema del confinamiento magnético se puede dividir en tres

partes principales:



a) Teoría del equilibrio: traza las condiciones mediante las cuales el

plasma puede ser confinado por campos magnéticos.

b
V Teoría de la estabilidad: determina si los estados de equilibrio

son estables, o no, a pequeñas perturbaciones, permitiendo encontrar

cuáles tendrían que ser los movimientos inestables del plasma.

c) Teoria del transporte: se ocupa de los fenómenos de difusión y

disipación en el plasma con el objeto de estimar cual debería ser

el tiempo en que la configuración de equilibrio decaería en ausencia

de inestabilidades.

Para tratar estos problemas se utilizará un modelomagnetohidro

dinámico (MHD)de tipo ideal para el equilibrio y la estabilidad. En

estos casos los tiempos de interés, durante los cuales se quiere descri

bir el plasma, son muchomenores que los tiempos tipicos de difusión o

disipación macroscópicas. Para el problema del transporte se utilizará

un modelo MHDresistivo con conductividad del plasma de tipo escalar.

Si bien 1a teoría MHDpuede no ser 1a más adecuada en muchas situaciones,

hasta el momentoparece ser la ünica que permite tomar en cuenta las

características geométricas de las FRC utilizando métodos de cálculo

de tipo analítico.

En casi todos los experimentos con FRC se ha observado que, en
2-4,7el equilibrio, el plasma rota alrededor del eje de simetría. Este

movimiento de rotación lleva a una inestabilidad de tipo m=2 (donde m=2
., . 2i

significa una dependencia de la perturbac1on con el angulo de tipo e Ó)

que destruye el confinamiento llevando el plasma hasta las paredes de

la máquina. Todavía no se ha explicado con certeza el origen de la

rotación y existen distintas teorías al respecto. Unaexposición excelente



de dichas teorías puede encontrarse en la ref. 9. La aparición de

1a inestabilidad de tipo m=2ha sido confirmada teóricamente con

modelos de tipo MHDy de tipo cinético, solamente para cilindros

infinitos de plasma.11-13 Para configuraciones con geometría de tipo

bidimensional todavía no han aparecido en 1a literatura tratamientos

teóricos del problema. Por lo tanto, en la presente tesis no se han

tratado los temas de la origen de 1a rotación y de la inestabilidad

m=2en las FRC, dada su extrema dificultad.

En el capítulo II se obtendrán las ecuaciones que describen el

equilibrio de un plasma rotante, se mostrarán dos clases de soluciones

y se extrapolarán los resultados al caso de rotación nula. Para una

clase de equilibrios no rotantes se mostrará que el equilibrio no está

determinado unívocamente por las condiciones de contorno, sino que

existen dos equilibrios posibles con distintas separatrices.

En el capítulo III se considerará el problemade las inestabili

dades de intercambio en las FRC no rotantes, utilizando el criterio

de Bernstein et al..15 Este tipo de ínestabilidades no se observa

experimentalmente y la teoría parece ofrecer una explicación aceptable.

Ademásse mostrará que las FRC con separatriz muy elongada son inesta

bles, produciendo una especie de vuelco interno del plasma que en la

literatura se conoce como"tilting" interno. Esta inestabilidad tampoco

se observa experimentalmente, y la exolicación en términos de efectos

debidos a la rotación del plasma parece no ser la correcta, ya que los

valores de velocidad angular necesarios para estabilizar el vuelco

interno, son varias veces mayores que los medidos en las experiencias.

En el capítulo IV se tratará el problema del transporte de



partículas a través de las líneas de campomagnético, obteniendo esti

maciones del tiempo de confinamiento de partículas que concuerdan

mejor con los valores experimentales que estimaciones anteriores

existentes en la literatura.

En toda 1a tesis se utilizará el sistema de unidades c.g.s.

gaussiano, aunque en algunos casos, por una cuestión de tradición, se

expresará la temperatura en eV.

Dadoque gran parte de 1a originalidad de la tesis es de

carácter algebraico se ha decidido no incluir ningún apéndice e

insertar en el texto los cálculos esenciales para la comprensiónde

los resultados. Asimismo, no se han incluído los programas numéricos

que se han utilizado para el cálculo de algunas funciones matemáticas

y de integrales en una dimensión, dadalla relativa sencillez de los

mismos. En algunos casos, y con el fin de agilizar el texto, se han

tomadoresultados directamente de la literatura existente sin desarro

llar los cálculos necesarios para obtenerlos.

El autor se excusa con los lectores por las molestias que

tal conducta pueda ocasionar.



II - EQUILIBRIO MHD

Para describir equilibrios del tipo toro_compactose asumirá

simetría acimutal y ademássimetría de reflexión con respecto al plano

ecuatorial (z=0) en un sistema de coordenadas cilíndricas r, o, z.

Dada 1a evidencia experimental de la rotación del plasma en
2-4,7las FRC se considerará directamente el caso en el cual el plasma

posee una velocidad acimutal distinta de cero del tipo vo=9(r,z)rÉÓ,

con Q velocidad angular. En el línite Q+ O los resultados serán válidos

para desribir equilibrios de tipo estático (EFG).

Utilizando un modelo MHDideal para describir el plasma, despre

ciando el campogravitatorio, los equilibrios estacionarios quedan

descritos por las siguientes ecuaciones:

V'(og)= 0 , (1)

pX-VX = —Vp+ ixÉ/c ', (2)

WE: ¿mi/c , (3)

V-_s 0 , (4)

g + lxfi/c= 0 , (5)

donde p es 1a densidad de masa del plasma, y su velocidad, p su presión

cinética, E el campomagnético, i la densidad de corriente, É el campo

eléctrico y c la velocidad de la luz en el vacio. Para simplificar el

conjunto de ecuaciones (1-5) se seguirá el método trazado por Maschke y

Perrin.16 Estos autores obtuvieron resultados para los casos en que la

entropía o la temperatura del plasma se consideren constantes a lo largo



de g. Aquí se limitará el análisis al caso en que 1a temperatura sea

constante a lo largo de la líneas de campomagnético, dado que en

general, en un plasma de interés termonuclear la conducción del calor

es muchomayor a lo largo dela que ortogonalmente a él. Indicando con

T= Te+ Ti la suma de las temperaturas electrónica e iónica del plasma,

la relación antedicha se expresa:

E'VT = 0 . (6)

Si se introduce la función flujo magnético poloidal:
r

W(r,z) = ZnÍ dr'r'Bz(r',z) (7)
o

y la corriente poloidal:
r

I(r,z) = Znr dr'r'jz(r',z)o (e)

se puede expresar el campomagnético de la siguiente forma:

E = ¿ÓZI/cr + VWXeQ/an (9)

Con esta notación las FRC corresponderán obviamente al caso en que

I=0 (ausencia de campomagnético acimutal).

AsumiendoXÉQIÉÓ,utilizando la (9) y tomando el rotor de 1a

(5), de la condición de estacionariedad VXEF-c_13g/3t=0resulta:

av ag av an _ (lo)ar az"ar az ’

La (10) indica que el jacobiano de la transformación r,z + W,Qes nulo

y por lo tanto Q es función de Wsolamente. En otras palabras las

superficies W=const. rotan rigidamente alrededor del eje z, esto
17

constituye la conocida ley de isorotación formulada por Ferraro en 1937.



Utilizando la (9), i_se puede escribir:
a * . ‘

c 2 aI e + v w e _ 2 aI ei=_———r __
¿ur c az Zn Ó c ar z (11)

_ a 1 a 32 .donde V*: r —-- +-—2 se conoce en la literatura comooperador de
ar r 3r_ az

Grad-Shafranov.17 Usando la (9) y la (11) la (2) se puede expresar

de la siguiente forma:

(ap/Br - szr)er+ (ap/az)éz= - V*WV‘P/16113r2- I VI/‘nzczr2

a BI BW BI BW)- eo _____________ar Bz az Br

(12)

La componente acimutal de la (12) tiene que ser nula. En analogía con

la (10) resulta que también I es función de Wsolamente. Dado que las
l

líneas de.g yacen arriba de las superficies W=const., también la

temperatura T es una función de W. Entonces 1a (12) se reduce a:

2 2

(v*w 4-532 -93 ) vw = -16n3r2(Vp —szrVr)
C dw (13)

Suponiendo unitaria la'carga de los iones del plasma e indicando con

n la densidad i6nica o electrónica, podemosexpresar p=nKT, con K

constante de Boltzmann; y es posible transformar el miembro derecho de

1a (13) de la siguiente forma:

16n3r2(Vp - szrVr) = 16113r2{nV[KT2n(p/po) —(me+mi)92r2/2]

+ n[KdT/dw —K1n(p/po)dT/dw + (me+mi)r29dQ/dw]vw}
(14)

donde me i son las masas electrónicas e iónicas respectivamente y oo

es una constante. De la (14) comparando con la (13) se puede deducir



que la componente ortogonal a VWde V[KTln(p/po) - (me+mi)92r2/2] tiene

que ser nula, y por lo tanto 0=KT2n(p/po)-(me+mi)erz/Z es constante

arriba de W=const., o sea es una función de Wúnicamente. De la

definición de O se obtiene:

p =po exp [G/KT + (me+mí)í22r2/2KT] (15)

Introduciendo la función g(W)=nKTexp[-(me+mi)92r2/2KT]la (13) resulta:

vw =_16n3r3exp [(me+mi)92r2/2KT] [dg/d‘l’+ g(me+mí)r2d(92/2KT) /dw]

2 2

r 952%; =-8n2rjÓ/c
(16)

. . ., . 1La (16), conoc1da en la literatura comoecuac1on de Maschke-Perrin, 5
4

es la ecuación a la cual tiene que obedecer Wpara describir el equili

brio axisimétrico de un plasma en rotación confinado por campos magné

ticos. Tomandoel límite 9 + 0, la (16) tiende a la más conocida
., . . . - . , . 17ecuac1on de Grad-Shafranov para equilibrios tor01da1es estaticos:

2 2
v*w =_1 3 ZÉR _ Él.gl

6" r dv c dv (17)

donde p resulta ser función de W.

La solución de la (16) depende de cuatro funciones arbitrarias

de W,para resolverla es necesario hacer hipótesis sobre la dependencia

funcional con Wde I, g, Q y T.

Para solucionar el problema del equilibrio, si el plasma no se

considera en contacto con una pared rígida y perfectamente conductora,

es necesario también resolver la (16) fuera del plasma, en ese caso

la ecuación para Wse reduce a:



V*W = 0 (18)

y 1a Wsolución de 1a (18) tiene que empalmar con la Wsolución de

la (16) en 1a separatriz, ademásde serconstante en la superficie de

los conductores externos necesarios para mantener el equilibrio.

En general, el problema del equilibrio se simplifica suponiendo

que la separatriz coincide con una pared perfectamente rígida y

conductora sin necesidad de resolver la (18).

Cabe mencionar aquí que la comparación entre los resulados

teóricos y experimentales, correspondientes a las variables de equili

brio, es de importancia relativa en la evaluación de las soluciones

teóricas, en cuanto los datos experimentales presentan errores

considerables que dificultan la comparación. La importancia de las
<

soluciones teóricas del equilibrio reside en el hecho de que las

mismaspueden ser usadas para el estudio de la estabilidad y procesos

de transporte.

Uno de los parámetros más importantes, que se toman en cuenta

en la descripción de las configuraciones de equilibrio tipo toro

compacto, es la elongación de la separatriz, definida comocociente

entre su longitud máximay su diámetro máximo, independientemente de

su forma (elipsoide de revolución, caja cilíndrica, caja cilíndrica

con las tapas redondeadas, etc...).

En lo que sigue se darán soluciones exactas de la (16) Para

dos conjuntos distintos de hipótesis sobre I, g, Q y T.



II.1 - Solución de Maschke-Perrin.16

Asumiendolas siguientes hipótesis:

1 = o , (19)

(me+mi)92/2KT==yh2/2a2 , (20)

g = 330(1/b2+ 4/a2)W/16n2, (21)

donde Y = cP/cv es el cociente entre los calores específicos del
plasma (típicamente y = 5/3), h2 es una constante, a y b son longitudes

características y Bo es una constante relacionada con la intensidad de

g. Dadoque I=0, este caso corresponde a equilibrios tipo FRC.

Definiendo la separatriz comola superficie W=0,se puede compro

bar que una solución de la (16) correspondientes a estas hipotesis

está dada por:

w = 3nB°r2[1-zZ/b2-H(r)]/2 , (22)

con H definido por:

H =-r2/4b2- 2a2(4 + a2/b2)[1/r2+ yhz/Zaz- eancp(yh2r2/2a2)]/Y2h'+ (23)

y la presión del plasma es:

p = 3B°(1/b2+4/a2)exp(yh2r2/232)W/lónz (24)

Para poder interpretar mejor 1a solución (22) es conveniente considerar

primero el límite para h2+ 0, en este caso Wtiende a:

W= 3nB°r2(l-r2/az-zz/b2)/2 (25)

. ¡y l a . H 9 1La (25) se conoce en la literatura como vortice de Hill , para e

cual la separatriz es un elipsoide de revolución de semiejes a y b.
u,

Para a=b la separatriz es esférica y se puede comprobar que una SOIUCIOÜ



de la (18), que empalmaexactamente con la (25), está dada por:20

w = -1rBor2[1-a3/(r2+zz) 3/2] (26)

De la (26) se deduce que para r2+zz>> 32 É_=-BOÉZ , y el campo

magnético externo necesario para mantener el equilibrio de un v6rtice

de Hill esférico es un campouniforme.

Para h2> 0 la separatriz definida por la (22) es una especie

de elipsoide achatado de longitud 2b y cuyo radio máximosale de la

solución de 1a ecuación 1 —H = 0 (resulta ser siempre ser menor que a).

Lamentablemente todavía no se conocen soluciones de la (18)

que puedan empalmar en forma exacta con la (22) en la separatriz para

h2# O. Para h2= 0 existen soluciones de 1a (18) que empalman con la

(25) también para b/a # 1, y comose verá en 11.4, su estudio permitirá

conocer la disposición de los conductores externos necesarios para

mantener el equilibrio, y mostrar que, para dadas condiciones de

. contorno, hay dos equilibrios posibles con distintas elongaciones de

la separatriz.

Si se supone T constante en el plasma, también Q lo será y 1a

(22) representará FRC rotantes rígidamente. La velocidad del sonido

en el plasma está definida por cs=[YKT/(me+mi)]12 y el número de Mach

en el plasma queda expresado por:

M = Qr/cs= hr/a , (27)

lo cual da una idea del significado del parametro h.

Para h2= 0 el máximo de p coincide con el máximo de W, para

h2>0 el máximo de p se desplaza con respecto al máximo de W. En la

fig. 1 se puede apreciar 1a variación del perfil normalizado de presiones



en el plano ecuatorial para una elongación de 1a separatriz b/rmax—5

(donde rmax indica el radio máximode la separatriz), y como función
r ara M = 0 M = 1. Comose ve la rotación i lica

de r/ max p (rmax) y (rmax) mp

un desplazamiento haCia afuera del máximode p.

En la fig.2 se puede apreciar la variación del perfil de Bz

(normalizado a -1 en r=0) en el plano ecuatorial, para los mismosvalores

de elongación de 1a separatriz y M(rmax). Puede apreciarse que la

rotación del plasma produce un aumento de la presión magnética en la

parte externa del plasma.

Missiato y Sudano,21 han extendido la solución de Maschke

Perrin al caso en que 12 a T2, obteniendo soluciones en forma de serie

numérica infinita, cuya aplicación a los esferomaks (I#0) presenta

dificultades debido a 1a forma de la solución misma.

Cabe mencionar aquí que la solución de Maschke-Perrin así como

la de Missiato-Sudano presentan el inconveniente de que la componente

toroidal de la densidad de corriente no se anula en la separatriz.

Esto no quita validez al modelo en cuanto a 1a descripción aproximada

de las situaciones experimentales, pero, por razones de intuición

física y continuidad de jo al cruzar la separatriz ( fuera del plasma
no hay densidad de corriente), es conveniente obtener modelos de

equilibrio en los cuales jÓ se anula en el borde externo del plasma,
conn se muestra en el párrafo siguiente.



p/po

r/rrnax

Fig. 1 - Perfiles normalizados de presión en el plano ecuatorial

para el modelo de Maschke-Perrin con b/rma = 5. La curva 1 correspondeX

a M(rmax) = O y la 2 a M(rmax) = 1.



r/rmax

Fig. 2 - Perfiles normalizados de Bz en el plano ecuatorial para el

modelo de Maschke-Perrin con b/rmax= 5. La curva 1 corresponde a

M(rmax) = 0 y la 2 a M(rmax) = 1.



II.2 - Solución con jo gue se anula en la separatriz.22

En este caso se considerará que el plasma esté contenido en

una caja cilíndrica perfectamente rígida y conductora de radio a y

longitud 2b, coincidente con la separatriz. El presente modelo puede

ser considerado comouna representación de un toro compacto en un

conservador de flujo magnético de tipo cilíndrico y con tapas en las

puntas. Para que jÓ se anule en la separatriz se adoptarán las siguientes
hipótesis:

I = Iow , (28)

= 2
g go? , (29)

(me+mí)92/2KT = 3e/2a2 , (30)

con Io, go y e constantes. e = (me+mi)92a2/3KT es el cociente entre la

energía cinética de rotación y 1a energía térmica del plasma en r=a.

Para resolver la (16) es conveniente introducir las variables adimensio

nales x=r/a y t=z/2b , y escribir la (16) de la siguiente forma:

2

¡{3.13.4. l u =_[0,.2¡.¡2exp(3€x2/2+c12]‘{l
8xx ax 4A2 322

donde A=b/a es la elongación de la separatriz, a2=32n3augo, y 02=

lónngaz/cz. De 1a (31) se ve que jÓ se anula cuando Wse anula. Dado

que W(x,t=t1/2)=0 , la (31) admite soluciones del tipo:

W(x,t) = F(x)cos(nt) (32)

Recordando la expresión (9) para É, Ig puede escribirse como:

Ig: c26/64b2 (33)
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donde 6=B2 /B2 , siendo B y B los valores máximos de IB I yomax rmax omax rmax o

IB I en el plasma; 6 caracteriza el tipo de equilibrio, 6=0 corresponder
a las FRC y 6>0 a los esferomaks.

Introduciendo la variable w=x2/2es posible obtener la siguiente

ecuación para F:

32F/3w2 + [aexp(3ew) + n2(6-1)/8A2w]F = o , (34)

con la condición de contorno F=0 en w=0 y w=a/2.

Para e=0, ausencia de rotación, la (34) admite la sblución:

F = AF°[n2(1—5)/16x2a,aw] (35)

donde Fo es la función regular de onda de Coulombde orden cero, argu

nento aw y parámetro n2(1-6)/16A2a , y A es una constante relacionada

con el valor máximode Wen el plasma. La (35) se conoce en la literatura

como solución de Maschke-Hernegger.23’24

Cuandoe>0 y 6=1 la (34) admite la siguiente solución analítica

válida para todo A222’25

F = A[J°(E)/Jo(€0) - Yo<¿)/Yo(ao)] (36)

siendo Jo e Yo las funciones de Bessel de 1a y 2a especie, orden cero y

argumento ¿=2aexp(3cw/2)/3e , €o=2a/3c y A es una constante. F(w=1/2)=0

fija el valor de a2 para un dado e.

Si e>0 y 6%1no existen soluciones analíticas de la (34) y por

lo tanto la ecuación para F ha sido resuelta numéricamente.22 Fijando

e, A, y 6 se estima un valor para a2 (utilizando por ejemplo la (36))

y empleando el método de disparo, con un esquema de diferencias finitas,

se integra la (34) de w=0hasta w=1/2. El procedimiento se repite

ajustando el valor de a2, hasta que F(w=1/2)=0. En las figuras 3 y 4 se



ha graficado a2 como función de e para distintos valores de 6, A=5y

A=1. e=0 corresponde a la solución (35) y en la fig. 4 6=1 corresponde

2es una función decrecientea la solución (36). En todos los casos a

de e. En las figuras 5 y 6 se muestran los perfiles adimensionales

de presión y campomagnético longitudinal en el plano ecuatorial para

6=0 (correspondiente a una FRC), A=5y distintos valores de e. Es

evidente que el efecto de la rotación consiste en desplazar hacia

afuera el máximode la presión cinética e incrementar la presión magné

tica en la zona externa del plasma con respecto a la zona interna. Los

mismos efectos se producen para otros valores de 6 y A.

Las soluciones de este caso tienen la particularidad de presen.

tar dos círculos en r=a, z=ib, en los cuales E_se anula. La existencia

de zonas en las cuales g_se anula en la superficie del plasma consituye

un divertor para el sistema, es decir, un sumidero para el escape del

plasma en base a procesos de difusión. Esta especie de sumideros se

está empleando en los tokamaks para reducir la concentración de impu

rezas en el plasma, y se estima que se usarán también para extraer

del plasma los productos de fusión (por ejemplo partículas alfa) en

los futuros reactores. Por lo tanto, la solución aquí obtenida podría

ser de interés para modelar un reactor de fusión basado en un espejo

de campoinvertido calentado por haces de neutros (que deberían dar

momentoangular al plasma) y con un sistema de divertores en las puntas

para reducir la concentración de impurezas. En este caso el modelo

debería ser completado resolviendo 1a (18) en la zona externa al plasma

y poder definir así la distribución de las corrientes en los conductores

externos, necesarios para conformar los divertores.
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05- 123

0 0.5 1

r/R

Fig. 5 - Perfiles normalizados de presión en el plano ecuatorial

para el modelo con jo que se anula en 1a separatriz y b/a - S. La

curva l corresponde a c = 0, 1a 2 a e - 0.5 y la 3 a e c l.
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0
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0 0.5 1

Fig. 6 - Perfiles normalizados de Bz en el plano ecuatorial para el

modelo con jo que se anula en 1a separatriz y b/a = S. La curva 1

correspondé a e = O, la 2 a e = 0.5 y la 3 a e = 1.
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II.3 - Beta del plasma.

Desdeel punto de vista de la eficiencia de 1a utilización

del campomagnético, es interesante considerar el B del plasma definido

como:

e = en Sd; p / ja; ¡gl2 (37)

donde las integrales se extienden al volumenencerrado por la separatriz.

Empleandoel método indicado por Storer,26 se puede mostrar que, para

el caso de las FRC ., si en la (16) se asume g «Wq (q>0), a través de

oportunas integraciones por partes resulta que B=2/q y no depende de

QZ/ZKT.Esto implica que la eficiencia magnética de confiinamiento es la

misma, tanto en el caso estático comoen el caso rotante, para una dada

clase de equilibrios. El resultado se explica considerando que la presión

centrífuga es responsable por el incremento en la presión magnética

externa, y ademásayuda a balancear la presion cinética en la parte

interna del plasma. Se puede también decir que los equilibrios de Maschke

Perrin, para los cuales B=2, son muchomás eficiente que los desarrollados

en el párrafo anterior con Io=0 para los cuales B=1.

Dado que en los esferomaks BÓ#0 la (37) indica que para la

misma clase de equilibrios el B del esferomak será siempre menor que el

B de las FRC , ya que Bo no ayuda a confinar (se anula en la separatriz).



11.4 - Bifurcación de equilibrios esferoidales.27

El v6rtice de Hill (25) tiene la particularidad de poder ser

empalmadoexactamente con la solución de la (18) para el campo magné

tico externo, permitiendo obtener, con uétodos analíticos, indicaciones

sobre la distribución de los conductores externo necesarios para

mantener el equilibrio y nnstrar que, para dadas condiciones de con

torno, el equilibrio no está unívocamente determinado, sino que existen

en general dos configuraciones posibles con distintas elongaciones de

la separatriz.

Para agilizar la notación se introducirán los subindices pl

y v para indicar las cantidades de equilibrio dentro y fuera del plasma

respectivamente, ademáspara distinguir los equilibrios con separatriz

alargada (b/a>1,"prolate") de los que tienen separatriz achatada (b/a<1,

"oblate") se utilizará un supraindice p u o.

Para resolver la (18) es conveniente usar coordenadas esferoida

les alargadas o achatadas según el caso. La relación entre las coordena

das cilíndricas r,o,z y las esferoidales alargadas u,6,o' está dada

por las siguientes expresiones:

r = asinh u sin e

z = acosh u cos e

Ó = Ó'

u varía entre 0 e infinito, G entre 0 y n, 201=2(7b2-a2)]/‘2es la distancia

entre los focos de las elipses o=const., u=const. elegida de manera

que u=const.=uo defina la separatriz. Análogamente, 1a relación entre

r,o,z y las coordinadas esferoidales achatadas v,e,o' está dada por:
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r = ncosh\)sine
I

= nsinh vcoseN

Ó = Ó'

v varía entre 0 e infinito, 6 entre 0 y n, 2n=2(a2-b2)1I/2es la distancia

entre los focos de las elipses ©=const., v=const. elegida de manera

que v=const.=vo defina la separatriz en este caso. La sóluciSn de Hill

(25) para b/a>1 puede expresarse en coordenadas esferoidales achatadas

de la siguiente forma:

wgl= 3nBoa25inh2usin26[l-¿sinhzu/Ssinh2u°-cosh2u/5cosh2po

+ 2P5(cose)(sinhzu/sinhzuo-coshzu/cosh2u0)/15]/2' (38)

donde no define 1a separatriz, P3(x) es la función de Legendre de 1a

especie y orden 3, y la tilde indica diferenciación con respecto al
I

argumento x [P3(x)=3(5x2-1)/2]. Análogamente para b/a<1:

W21=311Bonzcosh2vsin29[l-4cosh2v/5cosh2vo-sinhzv/sínhzvo

I 2 2 _ ' 2 ' 2
+ 2P3(cose)(cosh v/cosh vo Sinh v/51nh v0)/15]/2 (39)

y vo define la separatriz en este caso.

Para resolver la (18) recordamos que V=2nrAÓ, con AÓcomponente

acimutal del potencial vector A (E=VKA).En el vacío y con axisimetría,

AÓtendrá que obedecer a 1a ecuación:

v2A — A r2 = 0 (40)
Ó Ó/

La solución de la (40) en coordenadas esferoidales puede hallarse en
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en 1a referencia 28, y la solución para w3’° que se anula en 1a sepa

ratriz y satisface allí la condición de empalmevwgi°= VWE’O,está
dada por227’29’30

ws = 3nBoa2sinh2usin29{f4b/a+a/b)[l-Qí(coshu)/Q11]Q11/Q12

+ 2(b/a-a/b)[Ï5(coshu)/P31-Q5(coshu)/Q31]P5(cose)/3(P32/P31-Q32/Q31)}/5 ,
(41)

O= 2 2.2 _ ..
Tv 3nB°n cosh v51n GEfAb/a+a/b)[1 Qí(131nhv)/T11]T11/T12

+ 2(b/a—a/b)[P5(isinhv)/S31-Q5(isinhv)/T31]P5(cose)/3(S32/S31-T32/T31)}/3_
(42)

Siendo Qí(x) las funciones de Legendre de 2a especie y orden i, y
(

la tilde indica diferenciación con respecto al argumento x. Además

para abreviar se han introducido las siguiente cantidades:

d=v =_I
P31 P3(coshu°) P32 duP3(coshufl u=uo

Q = Q'(coshu ) Q = É Q'(coshufi
il i o i2 du i u=uo

d="' =_"'
S31 P3( 151nhvo) S32 va3( lSlnhV)Iv=vo_"' =É'-.
Til- Qí( 151nhvo) Tí2 vai( 1s1nh\))lv=\)O

Se puede comprobar (ver ref. 25, pag.331) que para le tendiente a

infinito las Qí(x) tienden a cero, esto implica que a gran distancia de

la separatriz, donde las coordenadasesferoidales tienden a las esféricas

, v5”comunes tiende a:

Hp’or2 [1 + Kp’°(422-r2)] (43)

HP: 3nBo(4b/a + a/b)Q11/5Q12 (44)
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o
H — 31rBo(4b/a + a/b)T11/5T12 (45)

xp: 15Q12/2abP31Q11[(4b/a + a/b)(P32/P31-Q32/Q31)] (46)

K°=-15T12/2ab831T11[(4b/a + a/b)(S32/S31-T32/T31)] (47)

Kp’°= 0 corresponde al flujo creado por un campomagnético longitudinal

constante. Kp’°< 0 implica que en la cercanía del origen el campo

magnético longitudinal es de tipo antiespejo ( es decir, decrece al

KP’°alejarse del origen), > 0 implica que el campoes de tipo espejo

magnético en la mismacercanía (es decir, crece al alejarse del origen).31

Comola contribución de las corrientes en el plasma a WS’Opuede

asimilarse a la de una suma de dipolos magnéticos, ésta decae rápidamente

con la distancia de la separatriz y la (43) tiene que corresponder al

flujo magnético creado por los conductores externo al plasma. La necesi

dad de la existencia de estos conductores está asegurada por el teorema

del virial.18 En la hipótesis que los conductores se encuentren suficien

temente lejos del plasma comopara que exista una región intermedia

entre el plasma y ellos en la cual sea válida 1a (43), se pueden obtener

algunas conclusiones interesantes.

Considerando el flujo máximo atrapado por el plasma, Wmax=3nBoa2/8,

de las (44-47) se pueden deducir las siguientes expresiones adimensiona

les:

Kpwmax_ 75QÏ2a/b (48)

HP 16QÏ1P31(4b/a + a/b)(P32/P31-Q32/Q31)

K°wmax_ -7STÏ2a/b (49)

H° _16TÏIS31(4b/a + a/b)(S32/S31-T32/T31)
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Las (48) y (49) han sido graficada en las figuras 7 y 8 (curvas A),

en funci6n de b/a. De los gráficos se deduce que, para un dado flujo

magnético esterno del tipo (43), pueden existir equilibrios solamente

si IWmaxIes menor que un cierto valor WE’O. Para lwmax|= WÉ’O hay un

solo equilibrio posible con elongación b/a = 1.61 en el caso de

separatriz alargada y b/a = 0.23 en el caso achatado. Si IWmaxI< wg’°

hay dos equilibrios posibles con diferentes elongaciones de la separa

triz. Para IWmaxI<< WE’O,en el caso alargado uno de los equilibrios

es casi esférico mientras el otro es muyelongado, en el caso achatado

uno es casi esférico y el otro muyachatado.

b/a = 1.61 y b/a = 0.23 representan puntos de bifurcación en

el espacio de parámetros de los equilibrios aquí considerados, es decir,

puntos a partir de los cuales, variando los¿parámetros, el estado de

equilibrio no está unívocamante determinadpg'

En las figuras 7 y 8 se han graficado también apr’o (ver ecs.

(47 y (48)) en función de la elongaci6n (curvas B). En el caso alargado

abKP<0, lo cual significa que el campomagnético creado por los con

ductores externo es de tipo antiespeflaen la cercanía del plasma. Análo

gamente en el caso achatado abKo>0 significa que el campo magnético

externo es de tipo espejo en la cercanía del plasma. Dado que la (43)

tiene que ser válida lejos del plasma (r2+z2>>a2+b2), de los valores

numéricos de apr’o resulta que, en general, hay que admitir 1+Kp’°(4zz—

r2) N 0. Esto implica que fuera del plasma existen otras dos superfi

cies WB’°=0, aproximadamente a lo largo de los hiperboloides r2=1/Kp’°+

422, como se puede comprobar en las referencias 29 y 30.

Resulta de interés considerar la posibilidad de producir en la

práctica el camponecesario para mantener el equilibrio. A tal fin, se
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Fig. 7 - La curva A corresponde a KPWmax/Hp,la B a apr y la C a

«ZIKPI3/2(wp-Wo)/(Hp)2, todas en función de la elongación de la

separatríz (Y=5/3).
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Fíg. 8 - La curva A corresponde a K°wmaxlu° , la B a abko y la C a
o 3 2

nle l / (Wo-Wo)/(H°)2, todas en función de la elongación de la

separatriz (y=S/3).
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considerará el flujo magnético poloidal WW,creado por n pares de

espiras de radio si, dispuestas simétricamente a distancia li del
origen del sistema de coordenadas y por las que circulan las corrientes

1/2 1/2
I.. Vwpuede ser desarrollado en potencias de r/(sÏ+lÏ)

2 21 y z/(si+li)
de la siguiente forma:

n

WW:521 hir2[1 + ki(422-r2) + ...] (50)

= 2 2 223/2 . = 2_2 222hi 4n Iisi/c(si+1i) , ki 3(4li si)/8(sí+li)

y donde los puntos indican términos de orden superior. La (50) es válida

para Ikí(422-r2)l<<1, es decir, lejos de las espiras, ademáspuede ser

escrita de la misma forma que la (43) si definimos:
n

Hp’°= Z h.
. 11=1

n
o

Kp, = 7' h.k_/Hp,o7* 1 1
1=1

Si, por simplicidad, se elije sÏ+lÏ= dz, para que WWrepresente con
. ., o . . .

buena aprox1mac1onWï’ lejos del plasma, hay que satisfacer la condi
., o . ., . .

Clon IKp’ d2I>>1. Esta cond1c1on no puede ser satisfecha 51 n=1, pero

sí cuando n>1, por medio de una elección adecuada de los signos y
. . . . 0

magnitudes de hi y ki es posible hacer arbitrariamente grande IKP’ d2I.

Entonces, para mantener en equilibrio una FRCtipo vértice de Hill,

son necesarios por lo menos dos pares de espiras. Una vez asignados
o . n o

HP’o y Kp’ ( con los conductores dispuestos de forma que IK ’ d2|>>1),

las dimensiones del plasma están relacionadas con Wmax,ya que eso
. . ,D,0determina b/a y en consecuenc1a abk .

En las figuras 9 y 10 se puede apreciar, cualitativamente,la
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disposición de los conductores externos y la forma de las superficies

W=const. para el caso alargado y achatado respectivamente.

En una hipótetica experiencia para obtener equilibrios esfe

roidales, el plasma presentará una elongación bien determinada. Física

mente esto se puede interpretar comoque el sistema tendría que

evolucionar hacia el estado de menor energía. La energía del sistema

se puede expresar de la siguiente forma:

W= 5d; [l'A/Zc + p/(Y-1)] (51)

dondeA es el potencial vector, y=cp/cv y las integrales se extienden
a todo el volumen ocupado por el plasma y los conductores externos.

. . = .=. + . . .
Escribiendo A Apl+ Av y J_lp1 ¿w como suma de las contr1buc1ones

. 31debidas al plasma y a los conductores externos, resulta:
<

ídï 591.114= ídï Aw'im

= 2 2 pio 2 pa°=
Recordando que p 3B°(4/a +-1/b )Wp1 /16n , Apl

P,0 2 _ P,° 2_ 2 ‘ -P,°=_* * P10 2 »
H r [1 PK (42 r )]eÓ/2nr y ¿pl eÓcVI‘Ypl/8n r , la energia

‘ P90 =
eÓWpl /2n , ¿w

total del sistema se puede calcular facilmente:

P- P 2 P 3 2 2 _ _
w _ wo+ (u ) IabK a/bl / Q12[ su 1)Q12/7(y 1)Q11(4b/a+a/b) + 1

+4apr(b/a-a/b)/7] /12n2|1<‘-°|3/2Q11 (52)

w°= wo+ (H°)2labK°a/bI3/2 TÏZL'S(Y-1)T12/7(y-1)T11(4b/a+a/b) + 1

+ltabl(°(b/a-a/b)/7:|/12112IK°|3/2 T11 (53)

donde

w°= ía; jw-Aw/Zc

En las figuras 7 y 8 se han graficado las cantidades (Wp’o—wo)"2|Kp’oly&/
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Fig. 9 - Superficies W=const.y disposición cualitativa de los

conductores externós para el vértice de Hill alargado.
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Fig. 10 —Superficies W=const. y disposición cualitativa de los

conductores externos para el vértice de Hill achatado.
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(Hp’o)2 (curvas C), para y=5/3 como función de b/a. Se puede observar

que para IWmaxI< VZ’Olos equilibrios más esféricos tienen menor

energía, ya sea en el caso alargado comoen el achatado. Esto indica

ría que en un hipótetico experimento sólo se podrían obtener equilibrios

estables con elongación comprendidaentre 0.23 y 1.61. Equilibrios

con b/a>1.61 o b/a<0.23 deberían ser inestables a modosaxisimétricos

en los cuales el flujo magnético se conserva, colapsando hacia equili

brios más esféricos, y los puntos de bifurcación deberían ser umbrales

para algfin tipo de inestabilidad.

Para b/a=0 1a presión del plasma se anula con IWmaI, perox

(wo-wo)n2IK°l%/é/(HO)2=0.195, dado que en este caso la separatriz es

un disco de radio a # 0 e introduce una curvatura adicional en el campo

magnético creado por los conductores eiternos, incrementando así la

energía del sistema.

Para Kp’°= 0 (campo creado por un solenoide infinito) el problema

de la bifurcación ha sido considerado en la referencia 30, en general,

para un dado Wmaxhay dos equilibrios posibles, uno esférico y el otro

cilíndrico (infinitamente largo) con diferentes radios. En este caso

también la energía del equilibrio esférico (W-Wofinita) es menor que

la del caso cilíndrico (w-woinfinita).
Se ha demonstrado analíticamente la existencia de puntos de

bifurcación en el espacio de parámetros para una clase de FRC con

separatriz esferoidal. En consecuencia, equilibrios muyalargados o muy

achatados tendrían que ser inestables a algun tipo de modoFEDideal

axisimétrico. Asimismo,se ha resuelto un problema de frontera libre,

ya que para un dado campomagnético externo se han hallado las posibles

configuraciones de equilibrio del plasma, determinando, también, la
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forma de la separatriz. Los resultados obtenidos indican ademásque

para maximizar el flujo magnético atrapado por el plasma, un parámetro

importante a fin de mejorar 1a eficiencia magnética de todo el sistema,

habría que lograr equilibrios con elongación de 1.61 o 0.23. El presente

análisis ha sido limitado a las FRC , pero conclusiones similares

deberían ser válidas también para los esferomaks, dado que en ellos

Bo desaparece fuera del plasma.

Experimentalmente se han producido FRC de tipo muy elongado

(b/a N 5),2-7 que se mantuvieron en equilibrio por tiempos largos con

respecto al tiempo típico de tránsito de las ondas de Alfvén (tiempo

también típico de las inestabilidades MHD),en contradicción con la.

teoría aquí expuesta que predice un colapso hacia configuraciones

másesféricas. La discrepancia presenta una interesante paradoja entre

teoría y práctica que no ha sido todavía interpretada. Se podría dar

una explicación posible en términos del hecho que, en los experimentos,

los conductores no están lo suficientemente leios del plasma comopara

que las aproximaciones usadas aquí sean válidas, de manera que podría

existir algún efecto estabilizante debido a las paredes conductoras

de las máquinas (corrientes imágenes). Podría también ser que el vértice

de Hill no sea un buen modelo de 1a situación experimental y que la

teoria debiera ser aplicada a soluciones de equilibrio mássofisticadas

(calculadas numéricamente, por ejemplo).
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III — ESTABILIDAD MHD

Para lograr largos tiempos de confinamiento del plasma es

necesario que las configuraciones de equililibrio obtenidas experimen

talnente sean lo más estables posible, es decir, que el tiempo de

crecimiento de las eventuales inestabilidades presentes en el plasma,

sea suficientemente largo comopara que el equilibrio se destruya

debido, esencialmente, a procesos de difusión de partículas y campo

magnético.

En los experimentos con FRC la inestabilidad más peligrosa
. . . . . 2-4resulta ser la inestabilidad rotac1onal de tipo m=2, donde m=2

I
. . . . . . . . 2iindica una dependenc1a ac1mutal de la inestabilidad de tipo e Q,

que lleva al plasma a romperse en dos columnas que alcanzan a tocar

las paredes de la máquina con consecuente destrucción del confinamiento

y enfriamiento del plasma. Esta inestabilidad debida a la'rotación

del plasma ha sido estabilizada utilizando camposmagnéticos de cua

drupolo que compensanel desbalance en la presión centrífuga, debido
., 33 .. . .a la perturbac1on, en la zona externa del plasma, y tambien, dlSml

nuyendo el contacto del plasma con la pared, en la fase de formación
5 . , .

de la FRC, empleando un campo de octupolo. El estudio teorico de

esta inestabilidad ha sido limitado a modelos de equilibrio de tivo
-l , . . .

lo 3 y todav1a no han aparec1do en la literatura estudioscilíndrico,

que partan de configuraciones de tipo bidimensional comoson en

realidad las FRC.

Despreciando la rotación del plasma y suponiendo que los tiempos

característicos de crecimiento de las inestabilidades sean muchomenores
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que los tiempo típicos de difusión, la teoría MHDideal prevé distin

tos tipos de modosinestables que no encuentran verificación en las

experiencias. Esta extraña discrepancia es, en la actualidad, objeto

de estudios teóricos y, aparentemente, surge de las restricciones

del modelo MHDque no toma en cuenta el efecto estabilizante debido

al radio de Larmorfinito de los iones. Pero la inclusión de este

efecto en la teoría no resulta para nada fácil y no hay modelos

satisfactorios al respecto.

El instrumento teórico más usado para estudiar la estabilidad

MHDde los distintos modelos de equilibrio para las FRC , es el

principio de la energía de Bernstein et al.15, que se basa en una

linealización de las ecuaciones MHDalrededor de un estado de equili

brio de tipo estático. Si la variacióntde energía potencial, debida

a una perturbación del plasma en el estado de equilibrio es negativa,

el sistema será inestable a tal perturbación. Esto implica que la

amplitud de la perturbación crecerá con el tiempo y, posiblemente,

podrá llegar a destruir el confinamiento.

Las perturbaciones se definen comodesplazamientos infinite

simales de los elementos de fluido, de los cuales se supone consti

tuido el plasma y, en general, se dividen en dos grandes clases:

i) perturbaciones que no deforman el contorno del plasma;

ii) perturbaciones que deforman el contorno del plasma.

La primera clase ha sido objeto de numerosos estudios teóricos,34_40

mientras 1a segunda prácticamente no ha sido todavía considerada

debido a las dificultades que implica el cálculo del potencial vector

perturbado en la zona externa del plasma.
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En lo que sigue limitaremos el análisis a la primera clase de

perturbaciones, más precisamente, se considerarán las inestabilidades

de intercambio y los modosde vuelco interno ("tilting-mode") del

plasma.
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III.1 —Inestabilidades de intercambio.

Las inestabilidades de intercambio pueden considerarse como

intercambios de pequeños tubos de flujo magnético solidarios al

plasma, que pueden dar origen a movimiento de tipo turbulento. En

general, se desarrollan en zonas en las cuales las líneas de.g se

cierran sobre si mismas, condición que en las FRC es ampliamente

satisfecha dada la ausencia de Bo (W=const., o=const. define una
línea magnética).

Este tipo de inestabilidades en configuraciones de equilibrio

axisimétricas con densidad de corriente únicamente acimutal, ha sido

considerado por Bernstein et 31.15, quienes asumieron que las pertur

baciones no deformaban el borde del plasma y que admitían un desarro

llo en serie de Fourier en el angulo o del tipo eimÓ. Utilizando el

método de extremación de funcionales de Euler-Lagrange, llegaron a

formular un criterio suficiente para la inestabilidad en el límite de

m tendiendo a infinito. Para el caso de las FRC estáticas y axisimé

trica, en las que la curvatura de las líneas de campomagnético apunta

siempre hacia la zona de mayor presión del plasma, del criterio de

Bernstein et al. resulta la siguiente condición suficiente para la

inestabilidad del equilibriozls’34

d(DV'Y)

dW
> '0 , (54)

donde Y es el flujo magnético poloidal que representa la FRC, definido

positivo en el plasma, V'= é dl/LEI se conoce en la literatura como

volumen específico, Y=cp/cv y p es 1a presión del plasma.
La (54) ha sido evaluada numéricamente para dos clases de
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equilibrios de tipo numérico, encontrando el resultado que para que

la (S4) no se satisfaga en ningún punto del plasma tiene que existir

un fondo de presión distinto de cero en la separatriz, y que tal

fondo es tanto menor cuanto más agudo esel perfil de jo en el plano
ecuatorial.33 Este resultado se puede obtener también en forma análi

tica utilizando el vórtice de Hill y la solución de Maschke-Hernegger

(en el límite de gran elongación) comomodelos de equilibrio. A tal

fin se considerará p=p°+ p(W) y de la ecuación de las líneas de g;

dr/B = dz/Br z

sigue que dl/IÉI= dr/lBrl, lo cual permite calcular el volumenespecí
fico:

r2(W)

v'm = 2 Í dr/IBrI (55)
r1(W)

donde se ha tomadoen cuenta la simetría ecuatorial, W(r1,0)=W(r2,0)

y Br(r1,0)=Br(r2,0). Recordando que Br=(3W/Bz)/2nr resulta:
r2(W)

V'(W) = 4n Í dr r/IBW/azl (56)
r (Y)

1

Empleandopara Wel vórtice de Hill e introduciendo la variable adimen

sional x=r/a y el valor máximo de W, Wo=3nBoa2/8, se obtiene:

(1/2+s/2)12
2

I = IÉLJZ 2_ u_ ’1/2 7
V (WVH) zw dx (x x WVH/4Wo) (5 )

° 12(1/2-5/2)

donde s=s(‘l’)=(l-‘{’/‘i’o)12y VHindica que se está usando el v6rtice de

Hill. Introduciendo ahora la variable w=x2-1/2 y w1=s/2, se obtiene

para V':
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w2
2 _

v'(wVH) =-ïí—É Í dw[(s2/4—w2)(w-+1/2)] 1/2 . (se)4V -w
o 1

Utilizando una nueva variable, o, definida de forma que cosZp=2w/s

es posible obtener:
11/2

2 _

v'WVH) =———"¿¿1—/2—-I dq; [l-Zssinztb/(1+s)] 1/2(2-+2s) w 0

_ 2 1/2
—na b K[2s/(1+s)]/wo(2+2s) (59)

con K integral elíptica completa de 1a especie, igual a n/Z para s=0

y divergente para s=1 (en la separatriz) en forma logarímica con WVH.

Suponiendo que la presión del plasma esté dada por p=póí3Bo(1/b2+
2 2: fi o

4/a )WVH/16n pmax(WVH/WO+-6)/(1-+6) con pmax valor max1mo de p y 6

constante, resulta que p(V')Y es definido positivo y proporcional a:

. Y -1/2 Y
p(V ) a (ww/110+ 6) {(1+s) K[2s/(1+s)]} (60)

Para satisfacer al criterio (54) la (60) no tiene que ser una función

decreciente de WVH/Wo.Se puede observar que la estabilidad a los modos

de intercambio en el vórtice de Hill no depende de la elongación de la

separatriz. Si definimos la presión relativa del plasma comopr=pmax/Do=

6/(1+6) se puede evaluar la (60) en función de pr . En la figura 11

se ha graficado la (60) en función de WVH/WOpara y=5/3, pr=0 y pr=0.68.

Para pr=0 el criterio queda satisfecho en todo el plasma, mientras que

para pr=0.68 no se satisface. pr=0.68 puede interpretarse comoun

umbral para la estabilidad. Tambiénpara pr>0.68 no puede satisfacerse
el criterio.

El valor pr=0.68 está en perfecto acuerdo con el valor dado en
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ES
I

)J5/3

1+s
25

plr =O.68

(wm/wo+<5)(1+s)—1/2[K(

U1

I

Fig. 11 - Criterio de Bernstein en funcíSn de WVH/WOpara el vórtice
de Hill (y=5/3).
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la referencia 33 dondeel criterio fue calculado con integraciones

numéricas.

Se ha demostrado en forma analítica que-el modelo vórtice de

Hill para FRC , es inestable a los modos de intercambio si la presión

relativa del plasma en la separatriz es menorque 0.68. El resultado

se puede interpretar, también, comoque la existencia de un fondo de

presión ayuda a estabilizar el plasma. Dadoque este fondo existe en

las experiencias, debido a la difusión del plasma, ésta podría ser

la interpretación teórica de la estabilidad observada en los experimen

tos.2_7

Si se utiliza para Wla solución de Maschke-Hernegger correspon

diente a las FRC en el límite de gran elongación de la separatriz,

podemos aproximar 1a función de Coulomhcon sin(nr2/az). Para tener

una idea más precisa de la aproximación aquí usada; para b/a=3, n2/16A2a=

1/100 y Fo(1/100,0)=0 , F°(1/100,1.58)=1.002 , Fo(l/100,3.17)=0 ,

por lo cual aproximar Fo con sin(nr2/a2) puede ser considerada una

buena aproximación para b/a>3 , siendo en este caso el parámetro de Eb

menor que 1/100. Conesta limitación resulta:

= . 2 .
BWMH/az HW051n(nx )51n(nz/2b)/2b

donde con MHse indica la solución de Maschke-Hernegger, WOes el valor

max1mo de TMBy x=r/a. Para WMH=const. resulta:

Isin(nz/2b)l= [l-WfiH/Wgsíñïflxz)11/2

y V'(WMH)puede expresarse:
x2(wMH)

832]) . 2 2 2 2' - — - o
V (WMH) - dx x [Sln (nx ) WMH/WO] ( )

W

o x1(WMM)
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Introduciendo la variable 0, definida de manera que sine=cos(nx2)/
1/2 _

(l-WMH/Wo) se puede obtener.
n/Z

2

v'(wMH) = 4a—b de |1-(1-w2 /\l’2)sin29I-1/2MH o
HW —n/2o

= Lazh K(1_\y2 p.112) (62)
MH o

nWO

con K integral eliptica completa de 1a especie y parametro l-WMH/Wo.
D . " = 22+ x

ado que en este caso p puede escribirse como p pmax(WMH/Wo6)/(1+6,,

con pmax valor máximo de p y 6 constante relacionada con el fondo de

presión, resulta:

. Y a 2 2 __ 2 2 Y
p(V ) (wm/wo +5 ) [K(1 Wim/won (63)

La (63) se ha graficado en la figura 12 en función de WMH/Wopara y=5/3

y pr=6/(1+6) igual a 0 y 0.58. Para pr=0 el criterio (54) se satisface

en todo el plasma, para pr=0.58 el gráfico indica estabilidad. pr=Ó.58

representa el umbral para las inestabilidades de intercambio en FRC

muy elongadas basadas en el modelo de Maschke-Hernegger.

Se ha mostrado que el vértice de Hill y la solución de Maschke

Hernegger, son inestables si 1a presión relativa en la separatriz es

menor que 0.68 y 0.58 respectivamente. Comoel modelo de Maschke

Hernegger corresponde a un perfil de corriente acimutal del tipo jo“

rw más agudo que en el v5rtice de Hill, en el cúal jour , puede presu
mirse que perfiles más agudos deberían ser más estables, en el sentido

de necesitar una menorpresión relativa en la separatriz para no satisfa

cer el criterio (54). Este hecho ha sido demostrado cuantitativamente

en la referencia 33, donde se han generado numéricamente equilibrios
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T10

53

(wifi/wg+6)[K(1-wfm/wg)]/

Fig. 12 - Criterio de Bernstein en función de wMH/wopara 1a solución

de Maschke-Herneggeren el límite de gran elongación de la separapríz

(Y= 5/3).



con jo muyaguda, para los cuales el umbral estaba dado por prN 0.025.

Concluyendo, puede decirse que la estabilidad de las ÉRC,con

respecto a los modosde intercambio, observada ekperimentalmente podría

deberse a un fondo de presión en el borde del plasma. Una comparación

más cuantitativa entre teoría y experimentos no resulta posible debido

a 1a escasa precisión de las mediciones experimentales.
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III.2 - Inestabilidad de vuelco interno.

Estudiando el modelolibre de fuerzas ("force-free") para el

esferomak en coordenadas esféricas, Rosenbluth y Bussac41 hallaron que

si la forma de la separatriz es de tipo alargado, el plasma es inesta

ble con respecto a una especie de vuelco interno alrededor de un eje

ortogonal al eje de simetría en el plano ecuatorial (que en la literatura

se conoce como"tilting mode"), comose ve cualitativamente en la figura

13. Asimismo, ellos propusieron que también las FRCmuy elongadas

deberían ser inestables respecto de este tipo de desplazamientos. Dado

que el análisis de Rosenbluth y Bussac se basa en la invarianza de la

helicidad magnética del plasma K=rd; ¿1g , y que en una FRCaxisimétrica

K=0, la conclusión de que las FRCtendrían que ser inestables al vuelco

interno no era para nada inmediata y necesitaba mayores comprobaciones.

La previsión ha sido confirmada primeramente con métodos numéricos de
37,38 .,y tambien con un

39,40

integración de las ecuaciones MHDen el tiempo,

métodoanálitico sencillo basado en el principio de la energía.

A pesar de las altas tasas de crecimiento previstas para este tipo de

inestabilidad, en la mayoría de los experimentos con theta pinches de

campoinvertido no se han observado modos inestables parecidos al vuelco

interno. Las únicas evidencias de una inestabilidad parecida se deben
- 42 , . ,

a Clark y Wuerker en el ano 1962, y mas rec1entemente se observo en
, . . . 6 .la maqu1nade la Mathematical Sc1ence Northwest Inc., algo parec1do

. . . . . . 43al vuelco interno en uno de los disparos (s1n repet1t1v1dad). Esta

discrepancia entre la teoría y los experimentos presenta una interesante

paradoja y todavía no ha sido explicada satisfactoriamente.

El métodoanálitico para demostrar la inestabilidad respecto
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Fig. 13 - Representación cualitativa del modode vuelco inte

las FRC.



51

del vuelco interno de las FRCcon separatriz elongada,se basa en la

aplicación del principio de la energía a un desplazamiento de prueba

que simula 1a inestabilidad.

Para un autodesplazamiento g del plasma (donde por autodespla

zamiento se intiende un desplazamiento de los elementos de fluido que

resulte de resolver exactamente las ecuaciones MHDlinealizadas alrede

dor de un estado de equilibrio) de tipo infinitesimal, con divergencia

nula y que no deforma el contorno del plasma, el principio de la

energía proporciona 1a siguiente expresión para el cuadrado de la
. . . 15frecuenc1a temporal asoc1ada al autodesplazamiento:

{dd l“(92) I2- vxg-M92) xy] . (64)
m2

¿m gd}; p_€_'¿*

donde las integrales se extienden a1 volumen ocupado por el plasma, *

significa complejo conjugado, p y g son la densidad de masa y el campo

magnético al equilibrio . Si m2; 0 el equilibrio es estable con respecto

al autodespalzamiento, si w2<O es inestable.

Aplicando la (64) a unlg de prueba no coincidente con un auto

desplazamiento, las conclusiones sobre m2dejan de ser válidas. Pero si

w2<0 queda demonstrada la inestabilidad del equilibrio ya que, en este

caso, por lo menos uno de los autodesplazamientos en los cuales se

puede descomponerel g_de prueba es inestable (dada la ortogonalidad

de los autodesplazamientos).

Un desplazamiento que se ha demostrado efectivo en probar 1a

inestabilidad respecto del vuelco interno de las FRCaxisimétricas
. . 40puede representarse de la Sigu1ente formaz39’
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.5 « (ercoso —é sino)XV(W/r2) (65)Ó

donde Wes el flujo magnético poloidal que representa el equilibrio a

examinar. La (65) reproduce una especie de rotación del plasma alrede

dor del eje z=0; o=0,n que no deforma la separatriz. En lo que sigue

se reemplazará la (65) en la (64) utilizando para Wel v6rtice de

Hill y la solución de Maschke-Hernegger. Se supondrá que la temperatura

del plasma es uniforme y que los iones tienen carga unitaria, de manera

que o=p(me+mi)/K(Te+Ti).

i) Vértice de Hill.39

En este caso Westá dada por la (25) y todas las integrales de

la (64) se pueden calcular en forma análitica, obteniendo la siguiente

expresión para wz:

m2 = 63K(Te+Ti) (az/b2—1)/2b2 (me-hai) (6a2/b2+a‘*/b"+3) (66)

Comose puede apreciar w2<0 si a2/b2<1 , con lo cual queda demostrada

la inestabilidad al vuelco interno de los equilibrios alargados. Para

b/a>>1 + m2=-3.9K(Te+Ti)/(me+mi)b2, lo cual indicaría que,para una

temperatura dada,la tasa de crecimiento, Im{m},de los equilibrios

muyelongados debería ser inversamente proporcional al largo de la

separatriz. Cabe mencionar aquí que el Im{m}dado por 1a (66), en general

no coincide con la tasa de crecimiento del autodesplazamiento más

inestable, pero puede dar una idea al respecto. Para valores experimen

tales típicos del experimento FRX-Bdel laboratorio de Los Alamos:44

a=5.4cm, b=25cm, Te+Ti=310eV y deuterio como gas de llenado la (66) da;'-
Im{m}=106en buen acuerdo con las previsiones numericas. ’
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ii) Solución de Maschke-Hernegger.4o

En este caso WcFo(q,y)cos(nz/2b) con q=n2a2/16b2a, y=ar2/2 y a

relacionado con la presión del plasma, p=a2W2/32q3,se obtiene así la

siguiente expresión para m2:

m2= n2K(Te+Tí)Q/4b2(me+mi) (67)

con Q dado por:
Yo

Q = [—.75112q(e2"q-1)-2+ S dy F:(q,y)(7.5q/yu-1.25/y3-32q2/3y3+16q/3y2)1/0

y0

[So dy Fg(q,y)(1/4y3+ q/y2+ 1/2y)] (68)

donde yo es el segundo cero de Fo(el primero es y=0). El’signo de m2

depende del signo de Q. Q ha sido evaluado numéricamente y los resultados

para Q<0se encuentran en la figura 14 en función de b/a=n(32yoq)-'5.

Comose ve los equilibrios de Maschke-Herneggerson inestables si b/a>0.97.

Para b/a>>1 Q satura aproximadamente en -l.72, lo cual indica nueva

mente que, para una temperatura dada y gran elongación, la tasa de

crecimiento del vuelco interno debería ser inversamente proporcional

al largo de la separatriz. Utilizando los valores del experimento FRx-B

del laboratorio de Los Alamos se obtiene Imfm}=106, prácticamente

equivalente al vértice de Hill.

Dado que en el experimento de Los Alamos el plasma se mantiene

en equilibrio por varias decenas de microsegundos, los resultados

obtenidos indicarían que el vuelco interno debería ser observado. En

casi todas las experiencias con FRCla separatriz es de tipo muyelon

gado y no hay evidencia de este tipo de inestabilidad. Esta extraña

contradicción entre teoría y experiencia podría ser debida a estabili
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l- 0.5

- 1.5 l

0.97

Fíg. 14 —Q (ver ec. 68) en función de 1a elongacíón de la separatriz.
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zación por efecto de radio de Larmor finito de los iones, lo cual

implicaría la invalidez del modelo MHDpara este tipo de problemas y

el desarrollo de técnicas que estan más allá del proposito de la

presente tesis.

Hasta aquí se ha aproximado el equilibrio del plasma comode

tipo estático, pero hay evidencia experimental de que el plasma rota

alrededor del eje de simetría. La rotación del plasma debería tener

efectos giroscópicos estabilizantes. Para tomar en cuenta estos efectos

hay que considerar equilibrios de tipo estacionario . La presencia de

un campode velocidades en el estado de equilibrio puede llevar al

fenómenode la sobrestabilidad, y en general, la frecuencia asociada

a una perturbación del sistema estará compuesta de una parte real y

una imaginaria. Para un autodesplazamiento de los elementos del plasma,

definido en forma lagrangiana, del tipo g_= ¿{Ejeiut , Frieman y

Rotenberg encontraron que la siguiente condición es suficiente para
. , . . . . . 4garantizar la estabilidad de un Sistema estaCionario: 5

Ii 5d; oá*'(V°V>5|2- (Ídz 055%de SED]
w = > o , (69)

(Id; 053)?

con

¿(5) = thV-s + ¿'VP-E'VX(E><E>]+i-Wx<5xi) + wey-vi

+v-(pQ-v1 - pfl'Vg) (70)

donde 0,.1 y.g son la densidad de masa, velocidad del plasma y campo

magnético en el estado de equilibrio. Las integrales se extienden al

volumen del plasma. Cuando W>0, w es una parte de uz y el sistema es

estable. Si W<0,Wcoincide con el cuadrado de la parte imaginaria de u
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y el sistema es inestable. Fríeman y Rotenberg discutieron el hecho

de que la (69) no provee, en general, un principio variacional para

m (comoes el caso para el principio de 1a energía), lo cual es rele

vante para determinar valores extrenmsde la frecuencia de la perturba

ción. En caso de inestabilidad esto implica que la tasa de crecimiento

que surge de la (69) puede no ser la tasa real asociada a la inestabi

lidad. De todas formas comocondición suficiente la (69) puede dar

una idea sobre el comportamiento del sistema. Aquí se aplicará la (69)

a un desplazamiento de prueba, si w<0quedará demostrada la inestabi

lidad, pero si w>ola estabilidad no estará del todo asegurada y habrá

que interpretar la condición comonecesaria para la estabilidad.

Conoexperimentalmente se observa que el plasma rota prácti

camenteen forma rígida alrededor del eje de simetría, para simplificar

el análisis se supondrá que al equilibrio la frecuencia de rotación

Q es constante en el plasma.

Para representar una FRCrotante utilizaremos la solución de

Maschke-Perrin para el flujo magnético poloidal:

w = 3nBor2 [1-22/b2— H(r)]/2 (70)

con H definido por la (23). En este caso dado que Q es constante,

también Te+Ti es constante, lo cual permite definir p comoproporcional

a p. Definiendo como rmax la solución de 1-H=0, la elongación de la

separatriz está dada por b/r .max

No es claro comotendría que modificarse el desplazamiento para

reproducir el vuelco interno en un equilibrio rotante, de todas formas,

dado que ya se conoce una función de prueba inestable para equilibrios

estáticos, es lógico considerar la extensión natural de tal modoa
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sistemas rotantes. Para eso será suficiente considerar en la (65) o

comoel ángulo en un sistema de referencia rotante con la velocidad

angular Q del plasma. Por lo tanto, se utilizará la siguiente expre

sión para la parte espacial del desplazamiento que reproduce el vuelco

interno en una FRCrepresentada a través de la (70);

5 K Re{(-eriz/b2 + ¿(bz/b2 + Ez É-gg )eló} (71)

con o definido en un sistema de referencia rotante con velocidad

angular Q. Utilizando las (70) y (71), tomando en cuenta que V-EÉO

y que 5 es tangente a la separatriz, es posible obtener la siguiente
., 46

expre51on para w:
r /a
max r

2 2 2 3 3/2 2 2 2 2w = 92 [(1/4+b /a m dt c (1-11) (an/at) exp(Yh c /2)]
0

r /a
max

-(1+4b2/32)yh2 r dt c3(1-H)3/2[(aH/at)2/4 +2a2(1-H)/5b2]exp(Yh2t2/2)
o .

max/a

xí dt t(l-H)1/2[t(3H/at)(1-H)(32H/3t2+4a2/b2)/2+14a2(l-H)2/5b2
o

+(3H/3t) 2(5-5H—3c2a2/b2)/4+ (1+4a2/b2)yh2t2(1-H) (au/ac) (3H/8t-2ta2/b2)

r /a
max

XexP(Yh2t2/2)/4] x (1+4b2/a2)yh2 í dt t3(1-H)
o

3/2I(8H/3t)2/4

-2

+2a2(1-H)/5b2 lexp(Yh2t2/2)} (72)

/2Dondese han efectuado las integraciones parciales en o, z entre -b(l-H)1
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/2
y b(1-H)1 y se ha introducido la nueva variable t=r/a. W/Q2ha sido

calculado numéricamentepara y=5/3 y para distintos valores de hzjrb/a.

Los resultados se presentan en la figura 15 en función de la elongación

y de M=hrmax/a el número de Mach máximo en 1a separatriz.

Para interpretar la figura 15 recordamos que para h2=0 (caso

estático) el vértice de Hill era inestable para b/rmax=b/a>1. Para h2>0

se ve que para M<1.58siempre hay un valor límite de b/rmax más allá

del cual hay inestabilidad. La curva W/92=0representa el umbral para

la inestabilidad, empieza en b/rmax=1 para M=0y se vuelve asintótica

para M=1.58. Los resultados muestran que la rotación del plasma

debería tener un efecto estabilizador sobre el modode vuelco interno,

y que configuraciones muyelongadas podrian ser estables si M>1.58.

Esto implicaría una energía cinética de rotación del plasma del mismo

orden que 1a energía térmica.

Los experimentos indican números de Machen la separatriz del

orden de 0.3,3’4’7 aproximadamentecinco veces inferiores a lo requerido

para obtener estabilidad según la teoría aquí expuesta. Estos resulta

dos hacen desechar el mecanismode estabilización del vuelco interno

por efecto giroscópico aquí examinado,por cuanto la energía cinética

de rotación observada experimentalmente es muchomenor que 1a energía

térmica del plasma. Por lo tanto la discrepancia entre la teoría MHD

y los experimentos, en cuanto concierne el vuelco interno, persiste y

hasta el momentono se ha demostrado cual podría ser el verdadero

efecto estabilizador.
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Fig. 15 - Representación 3-dimensiona1 parcial de W/Q2en función del

número de Machmáximoy de la elongación de la separatriz, para el

vuelco interno en el modelo de Maschke-Perrín.
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IV - TRANSPORTE CLASICO

Uno de los factores que limitan el tiempo de confinamiento en

las experiencias con plasmas es la difusión de partículas a través del

campo magnético y la disipación de este último. Un modelo MHDideal

no puede describir estos fenómenosporque no toma en cuenta la resisti

vidad del plasma. Una descripción muysimple del transporte se puede

obtener a partir de las ecuaciones MHDresistivas, en las cuales se

supone que 1a conductividad (o) del plasma es una magnitud escalar.

Existen también modelos más sofisticados al respecto pero, en general,

estan muylimitados en las aplicaciones a configuraciones que dependen

de más de una variable espacial.

El objetivo principal de la teoría del transporte es obtener

tiempos típicos de los procesos de difusión en función de los distintos

parámetros experimentales, que reproduzcan en lo posible las mediciones.

Además, los resultados pueden servir para fiormular leyes de escala, o

sea expresiones en base a las cuales se pueden prever los tiempos de

confinamiento al variar las dimensiones de las máquinas.

Existen mediciones experimentales del tiempo de confinamiento

de partículas (definido comoel tiempo durante el cual la densidad de

partículas decae e=2.718 veces) en las FRC, aquí consideraremos como

típicas las mediciones correspondientes a los experimentos FRX-By

44’47 Estos experimentos dieronFRX-Cdel laboratorio de Los Alamos.

los siguientes resultados:

FRX-B:radio separatriz a=5.4cm; largo separatriz b=25cm; densidad

electrónica máxima ne=3.5°1015cm_3; Te=110eV; Ti=200eV; deuterío como

gas y tiempo típico de confinamiento de partículas rFRx_B=39ilSHSeg
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FRX-C: a=10cm; b=50cm; ne=5°1015cm'3, Te=100eV; Tí=250eV; deuterio

como gas y T = 187i25useg.FRX-C

Heuristicamente se pueden obtener estimaciones del tiempo típico

de difusión de partículas en una FRCcomparándolo con el tiempo típico

de difusión resistiva. Para estimar este tiempo se parte de la ley de

Ohmresistiva:

j_ = OG + gxg/c) (73)

De la (73) y las ecuaciones de Maxwell resulta:

ag/at = Vx(!xg/c) —c2Vx(ng/o)/4n (74)

Suponiendo que g_difunda sin dar origen a movimiento del'plasma (370)

con una ley de tipo exponencial _ï_fi5)exp(-t/TR), y que L sea una
distancia característica sobre la cual varian todas las cantidades

en la (74), se puede estimar TRde la siguiente forma:

TR: 4noL2/c2 (75)

Generalmentese utiliza para o la conductividad clásica de Spítzer que

se puede expresar en la forma dada por Braginskii:47

3/2
e (eV)/(ZlnA) seg_1 (76)o = 0.9°101“T

con Z número atómico efectivo de los iones en el plasma y lnA es el

logaritmo coulombiano, que para Te>50eVesta definido por lnA = 25.3 +
1/2

2n|Te(ev)/(ne) | .

Utilizando los datos del experimento FRX-Bse puede estimar

L=2.7cm y la (75) da TR=840/Zuseg. Análogamente para FRx-C, L=5cmy

TR=2500/Zuseg. Comose ve si Z=1 (los experimentos usan deuterio) los

TRasí obtenidos son muchomayores que los valores experimentales,
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aproximadamente20 veces. Esto sugeriría que la conductividad de Spitzer

no debería ser adecuada para describir el fenómeno, y que para eso

habría que considerar algun tipo de resistividad anómala debida a la

presencia de microinestabilidades en el plasma. A continuación se

mostrará que la discrepancia se debe en parte al método utilizado para

calcular TR. Con un método un poco más riguroso se puedentomar en

cuenta efectos debidos a la geometría cerrada de las líneas de campo

magnético. Los tiempos de difusión resultantes seran pocas veces supe

riores a los medidos experimentalmente, lo cual indicaría que el papel

de la resistividad anómala es muchomenor de lo que podría suponerse

en base a la fórmula heurística (75).

Si se supone que en el plasma existe una fuente de partículas

a lo largo del círculo correspondiente‘al valor máximode IWI, que es

posible alcanzar un estado estacionario en el cual hay un flujo constante

de masa a través de las superficies magnéticas y que la masa total del

sistema también se mantiene constante, podemosidentificar el tienmo

de confinamiento de partículas, TP, con:

Tp= M/I'p (77)

donde M representa la masa total de la FRCy Pp el flujo de partículas
a través de las superficies magnéticas. Este modelo supone que una

vez que las partículas llegan a la separatriz se consideran perdidas

para el equilibrio, esto equivale a suponer que al cruzar la separatriz

las partículas pueden moverse muy rápidamente a lo largo de las líneas

magnéticas abiertas o también que en la separatriz existe una pared

perfectamente absorbente. El problema se reduce entonces a calcular M

y FP suponiendo que Pp es constante en el tiempo y en todas las super
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ficies magnéticas. Para eso se utilizará el métodopropuesto por

Auerbachy Condit,49 basado en la teoría del estado estacionario de

un plasma con difusión lenta de Kruskal y Kulsrud.50

Si se supone que 1a velocidad de difusión del plasma es sufi

cientemente pequeña comopara despreciar los efectos de inercia en la

ecuación de balance de momentos(2), es posible desacoplar las ecuaciones

que describen el equilibrio de las que describen la difusión. Esto

implica que para un plasma en equilibrio estacionario, en el cual la

difusión es suficientemente lenta, el estado de equilibrio queda

descrito por la ecuación VpáiKE/c . Por lo tanto en el caso de las FRC

axisimétricas se puede seguir representando el equilibrio a través de

las soluciones de la ecuación de Grad-Shafranov. Dadoque la condición

de estacionariedad implica VKÉé-c-lag/3t=0 podemosescribir EFVV(V

potencial escalar) y, multiplicando escalarmente la (73) por i, resulta:

i'(VV + xxi/c) = 1- vv - x-ixi/c = Lilz/o' (78)

de la cual podemosobtener la componentedel! ortogonal a las superfi

cies magnéticas (p=const.):

v: -x-i>‘B/clel = (i-vv +IiI2/0)/IVpl (79)

y el flujo de masa a través de una superficie p=po está dado por:

I‘p=Jai-1p = ÍdspdiIz/O +i'VV)/IVpI (80)
p O pO

con ds=|dg| elemento de area de la superficie p=p°. Si suponemos que

p es función de p se puede demostrar que :

í ds i-vv/lel = 0
po
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Para eso es suficiente escribir IVpI=Idp/dl| y transformar la integral

de superficie en una de volumen entre las superficies p0 y po+dp .

Recordando que i'VV=V-(iy) , se puede transformar la integral en una

sobre la superficie que encierra el volumen,que se anula por ser V

unievaluado y i_tangente a las superficies magnéticas.

Finalmente resulta:

r = 3 Í ds IiF/IVPI (81)P
po

donde se supone que también o, que depende esencialmente de Te, es

una cantidad de superficie. Para que Pp sea constante en el plasma
será necesario que p y o tengan una apropiada dependencia funcional

con p(W), que dependrá del tipo de_equilibrio que se considera. Una

vez hallada tal dependenciafuncional se utilizará p para calcular

la masa total del sistema.

En el caso de las FRCaxisimétricas, i tiene solamente compo

nente acimutal, y de la ecuación de Grad-Shafranov (17) puede obtenerse:

|i|2= c2(v*w)2/64n“r2 (82)

IVpI = IV*‘l’HV\Yl/161r3r2 (83)

De donde resulta:

czp
1"= — ds IVWI/IV‘PI (84)p 4nd

p0

Dado que las curvas W=const., 0=const. coinciden con las líneas de g,

ds puede expresarse como ds=rd©dl con dl elemento de línea magnética.

Pero de la ecuación de las líneas magnéticas, dr/Br=dz/Bz resulta
1/2

2nrd1/lVTI=[(dr2+d22)/(BÏ+B:)] 4dr/BJ=2nr/I3W/azl y por lo tanto:
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r2(W)
2

F = fill dr r -JjfiïïL— (85)
P ° |aw/azl

r1(W)

donde se ha integrado parcialmente en o , se ha tomado en cuenta la

simetría respecto del plano ecuatorial de las FRCy W(r1,0)=W(r2,0).

A continuación se aplicará 1a (85) al caso del v6rtíce de

Hill y a la solución de Maschke-Hernegger (en el límite de gran

elongación de 1a separatriz).
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IV.1 - Tiempode difusión de partículas en el vértice de Hill.49

En este caso Westá dada por 1a (25) y resulta:

2 r2(W)

Pp= EEB (1-+4b2/a2) dr r/z (86)
r1(W)

/2
En las superficies W=const. z=b(1—r2/a2-a2‘i'/4r2\l’o)1 , con Wo=3nB°a2/2

valor extremo de Wen el plasma. Introduciendo la variable w=r2/a2-1/2 ,

resulta:

2 s(w)/2 1/2
- bc o 2 2 w + 1/2

Pp- 20 (1-+4b /a ) dw [gïíï7z:;?] (87)
-s(W)/2

/2
con s(W)=(1—T/WO)1. Utilizando ahora una nueva variable, o, definida

(

de manera que 4w2¿s(W)cosz(2o) resulta:

n/2

r _ bczp (44- 2/b2)[1/2_+ (w)/2]1/2 d [i 2s(w) . 2 1/2p_ o a s o nïmsl”
0.

b 2 1 2 2 V

= coo(¿+az/b2)[1/2+s(‘l’)/2]l (88)

con E(k) integral elíptica completa de segunda especie y parámetro

k=25(W)/[1+S(W)].Utilizando las tablas de la referencia 25, pag. 587,
1/2 25(W) ,

=w ,
se puede comprobar que [1+s(W)] E[í+s(w) varia entre "/2 en Y o
y 1.41 en la separatriz (W=0). Por lo tanto con una aproximación del

5% podemos expresar Pp como:
2

rp= B%R(4+a2/b2) 1.06 (89)

Para que Pp sea constante en el plasma p/o tiene que ser constante.
. 3 2 , .

Dado que o depende esenc1almente de Te/ , y que para el vortlce de
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Hill pu? , asumiendo Tecomofunción de Y se puede satisfacer esta
/5 _ 3/5

y p—p°(W/W°) con oo y po valorescondición asumiendo o=o°(W/W°)3

máximosde o y p en el plasma. Esto permite calcular la masa total

para este modelo como:

M = p dr (w/w >3/5 (90)o - o

donde 1a integral se extiende a1 volumenencerrado por la separatriz.

Introduciendo ahora las coordenadas polares v;e tales que r/a=vcose

y z/b=vsin6 la (90) se transforma en:
n/2 1

M= ponazb 48/5 ( d0(cose)11/S ‘í dv v11/5(1-v2)3/5 (91)
o0

donde se ha efectuado la integración en o. La segunda integral en la

(91) puede también escrirse en la forma:
1

2

0.5 ídx x3/5(1-x)3/5= 0.5 B(8/5,8/5) = [Na/5)]
0 2T(16/5)

con B y P funciones beta y gammade Euler respectivamente (ver ref. 25,

pag. 253). Además:
n/Z

í d9(cose)11/5 = o_5 ¿(l/2,8/5) = 0.5 r(1/2) T(16/5)
0 2 F(37/1o)

y Mresulta:

2

M= po azb 43/5 IP(8/5)l r(1/2) = 2.44 peazb (92)
P(37/10)

Finalmente de las (88) y (92) es posible obtener el tiempo de confina

miento de partículas para el v6rtice de Hill:
2.3 o a2=—° (93)

‘l'

v" c2(4+a2/b2)
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Utilizando para oo la (76) es posible obtener para los datos del

experimento FRX-B Tv“: 160/Z useg y para el experimento FRx-C

Tv“: 480/Z useg . Comose ve los tiempos son notablemente inferiores

a las estimaciones heurísticas y aproximadamentetres veces superiores

a los valores experimentales. La (93) da el tiempo típico de difusión

de partícuals en una FRCbasada en el modelo de Hill en función de la

elongación de la separatriz, el radio del plasma y su temperatura

electrónica. Para configuraciones muyelongadas TVHva comoel radio

del plasma al cuadrado, lo cual constutuye una típica ley de escala.
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IV.2 - Tiempo de difusión de partículas en el modelo de Maschke
39

Hernegger.

Dado que experimentalmente se obtienen esencialmente FRCmuy

elongados, en este caso limitaremos el análisis a b/a>>1 , lo cual

permite aproximar la función flujo magnético poloidal con W=Wosin(nr2/a2)'
cos(nz/2b) (ver III.1). Resulta entonces:

r2(W)
2 _

I‘= M J dr r3[‘l’zsin2(1rr2/a2)/\l’2- 1] 1/2 (94)
p aka r (W) o

1

Introduciendo la variable w=nr2/a2-n/2 , Pp se transforma en:
W

1 .
2 _

r = ¿EE-EÏ- í dw ( 1 - wz/w2 -sin2w) 1/2 (95)p no? oo -w
1

con w1 definido de manera que sin2w1=1—W2/Wg. Haciendo un nuevo cambio

de variables definido a través de sin26= sinzw/(l-Wz/Wg) , la (95)

resulta: fl/Z
_ (¿bcsz 2 2 . 2 -1/2

rp- ——3ï—- de [1 - (1-? /wo)51n e ]o 0

_ 4bcsz 2 2 (96)
— —-3;—— K(1 w /wo)

con K(k) integral elíptica completa de la especie y parámetro k=1—W2/Wg.

Para W=WoK(0)=n/2 y para W=0 , K(1)= m. La divergencia de K en la

separatriz es una consecuencia de la existencia de dos círculos, en r=a

y z=tb , en los cuales g se anula y formalmente se concentra todo el

flujo de partículas. Estos círculos actuan prácticamente comodivertores,

por lo cual el modelopodría ser de interés para representar un espejo



70

magnético de campoinvertido con inyección de haces de neutros y

divertores en las puntas para reducir la concentración de impurezas

en el plasma.

Para que PP sea constante pWK(1-W2/Wg)/0Wodeberá ser constante.

En analogía con el caso anterior, y tomando en cuenta que en este caso

2 . .1 l - o
pcw , esta cond1c10n podra ser satisfecha Sl se asume p=p°(W/WO) °

2 2 -2/5 _ _ 2 2 3 3 3/5
[2K(l-W /W0)/n] y o—o°[2K(1 W /WO)W /nW0] , con po y oo

valores máximos de p y o respectivamente.

Para calcular la masa total del plasma es conveniente observar

que, dado el comportamientode las integrales elípticas, resulta:

/5 /5
po<w/wo)6 < o < pon/wo)4

y por lo tanto:

"/2 "/2

20 a2b [2 ‘ dx(sinx)6/5]2 < nM < 2p a2b [2 í dx(sinx)o 0 ' o o
"/2

Pero 2 {o

4/5]2 (97)

dx(sinx)1+€ = «1/2P(l+s/2)/P(1.5+e/2) con P función gamma

de Euler. De los valores numéricos correspondientes resulta entonces:

0.72 "poazb < M < 0.92 npoazb (98)

En consecuencia el tiempo típico de difusión de partículas para este

modelo será:

2 2 2 2
0.36 00a /c < TMEH< 0.46 Goa /c (99)

Comoaproximación se puede tomar TMH=0.4100a2/c2 , válido para a2/b2<<l.

Comparando con el modelo de Hill para a2/b2<<1 vemos que TMH=0.71-rVH,

lo cual implica que para el experimento FRX-BTM“=114/Z useg y para

FRX-C TMM=340/Z useg , valores aproximadamente dos veces superiores

a los medidos. Estos valores constituyen hasta el momentolas mejores
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aproximaciones, basadas en la conductividad clásica de Spitzer, a los

datos experimentales. Son menores también que las estimaciones propuestas

por Nguyen y Kammash,51que utilizaron una ley de Ohmgeneralizada,

con coeficientes clásicos, para el modelo de Hill. Cabemencionar aquí

que el resultado de Nguyen y Kammashes prácticamente equivalente al

de Auerbach y Condit,49 dado que en sus cálculos subestimaron Mutili

zando pc? y no paW3/5.

El resultado obtenido con el modelo de Máschke-Hernegger es

una consecuencia del perfil de jo, más agudo que en el modelo de Hill,
lo cual es una mejor aproximación de 1a situación experimental.

Comose ve el papel de la resistividad anómala resulta aun más

reducido y posiblemente, con el método aquí empleado, se podrían

obtener reducciones ulteriores usando equilibrios más cercanos a los

reales e introduciendo efectos debidos a la rotación del plasma.
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V - CONCLUSIONES

Se ha considerado el problema del confinamiento magnético de

plasmas en configuraciones de campoinvertido, dentro de los límites

de un modelo MHD,utilizando esencialmente métodos analíticos. En cada

una de las partes en las que se puede dividir el problema del confina

miento magnético, se han hecho contribuciones originales al tema.

En el capítulo II se ha extendido la solución de Maschke
23,24Hernegger de la ecuación de Grad-Shafranov, al caso de un plasma

21 Tambiénse ha considerado el problema del equilibrioen rotación.

del modelo de Hill para un campomagnético dado, resolviendo exacta

mente el problema de frontera libre en el límite en que los conductores

externos se encuentren a gran distancia del plasma. Se hallaron puntos

de bifurcación en el espacio de parámetros del equilibrio. La existen

cia de los puntos de bifurcación implica que, en general, existen dos

equilibrios posibles para condiciones de contorno asignadas, con distin

tas energías, de lo cual se dedujo que equilibrios muyalargados o muy

achatados deberían ser inestables y colapsar hacia equilibrios más

esféricos.

En el capítulo III se han confirmado analíticamente los resulta

dos numéricos obtenidos por Sparks et al.,3l+ con respecto a las inesta

bilidades de intercambio en las FRC.Se infiere que 1a estabilidad

observada experimentalmente se debe al fondo de presión existente en

la separatriz. Además, dentro del modelo MHD,se ha demostrado 1a inesta

bilidad respecto del vuelco interno de las FRCelongadas,39’4o'46

utilizando ya sea modelos de equilibrio de tipo estático (vértice de

Hill y modelo de Maschke-Hernegger) o de tipo rotante rígidamentc (m0d810



73

de Maschke-Perrin). Para el caso rotante se ha obtenido el resultado

de que para que haya estabilidad respecto del vuelco interno, el

número de Mach máximo del plasma debería ser mayor que 1.58. Como

experimentalmente este númeroparece ser cinco veces inferior, la

discrepancia entre la teoría y los experimentos, donde el modode

vuelco interno no se observa, queda comoun problema todavía abierto.

En el capítulo IV se ha extendido el tratamiento, debido a

Auerbach y Condit,49 para hallar el tiempo típico de confinamiento de

partículas en el vértice de Hill, al caso de FRCmuyelongadas basadas

en la solución de Maschke-Hernegger.40Los resultados así obtenidos

representan hasta el momentolas mejores aproximaciones a los tiempos

de confinamiento medidos experimentalmente, hechas en base a un modelo

de conductividad clásica de Spitzer para el plasma.

En toda 1a tesis se ha puesto énfasis en mantener las carate

rísticas geométricas de las FRCen el análisis de los distintos proble

mas. Asimismose ha restringido al mínimo indispensable el uso del

cálculo numérico.

Nose ha considerado la posibilidad de inestabilidades debidas

a la resistívidad finita del plasma, comolos modosde desgarramiento,

o la posibilidad de coalescencia de islas magnéticas presentes en el

equilibrio, ya que la teoría existente no permite tratar estos proble

masen forma consistente (preservando las características geométricas).

Por las mismas razones no se ha anlizado la inestabilidad

rotacional de tipo m=2 , que en los experimentos destruye el confina

miento. Tampoco se han tratado temas muy importantes como la fase de

formación y compresión de las FRC, para la cual se necesitan compli

cados códigos numéricos, y la inclusión en las ecuaciones de los efectos
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de radio de Larmor finito de los iones que presenta grandes dificulta

des debido a los fuertes gradientes típicos de las configuraciones de

alto B.

Quedanalgunas palabras sobre posibles desarrollos de los temas

estudiados. En cuanto al equilibrio, queda siempre abierta la posibi

lidad de hallar nuevas clases de equilibrios de tipo analítico o

numérico. En estabilidad quedan para estudiar las inestabilidades que

deforman el contorno del plasma. Respecto del transporte clásico quizás

lo más interesante sería encontrar un métodopara incluir en el trata

miento los efectos debidos a 1a rotación del plasma.
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