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INTRODUCCICN .~

Loa grupos finitos de reflaxiones complejas fueron establecidos por Shephard
¥y Tood en (9), basdndose éstos en la determinacién de los grupos proyectivos
generados por homologlas, la que se sigue de G. Bagnera en (1), Hei'e Blich-
feldt en (2) y NoH. Xitchell en (6).

los grupos finitos de reflexiones, en el caso real, fueron determinados por
H.S.l!. Coxeter en (4). En este caso la clasificacién se reduce al andlisis

de grafos asismados & dichos grupos, construfdos a partir de un sistema sim-
ple de raices.

A.l. Cohen en (3), presenta un estudio m&s sistematizado del caso complejo,
analizando también grafos de raices. Aquf, la efectividad de los grafos no
queda suficientemente clara, probablemente por no haberse establecido un
andlogo de sistema simple en el caso real.

ntendemos que an (3), Cohen deja ideas claves para conseguir la clasificacién
en forma mis compacta. Estas ideas son usadas en este trabajo para arribar a
la determinacién de los grupos, en nuestro caso, los grupos que van surgiendo
se describen detalladamente en forza independiente de los trabajos citados y
tal desoripcién permite determinar nuevos grupos de un modo mids directo que el
andlisis de grafos.

En (3) Cohen se limita a la determinacién de los posibles grafos apoydndose en
(9), en tanto due aquf{ presentamos una versién autocontenida de la determinacién
¥ construccién de los grupos.

s afirzacibn en vi) de 5.3 en (3) no es correcta, pues es posible dar contra-
ejemplos observando las raices de H(J3(5)) (ver pdg. 60), esto resta validez
a la dezostpacién de 5,5 dada en (3).

A continuacién damos el contenido de cada capftulo meneionando los resultados
principales de este trabajo.

El primer capitulo es introductorio, en 81 se obtiene un criterio de finitud



(1.11) para grupos presentados por un grafo.

In el capftulo 2 se estudia el caso imprimitivo, que no presenta mayores di-
fioultadea. Allf se establecen los resultudos en 2,11 y 2,13 los que indican
una omisién en 2,7 ¥ 213 de (3), seguramente inducida por el anilisis de &ér-
bitas para n=2 en 2,5 vi) de (3). La proposicién 2.4 puede considerarse un
eriterio de imprimitivismo para grupos de reflexiones.

En el oapftulo 3}, los grupos prizitivos en 02 gon establecidos a partir de

su accibdn en la rectq proyectiva, lo cue permite determinar las Sruitas de las
direcciones reflexivas que luego se combinan para contruir los grupos.en 3el2.
El capitulo 4 reproduce resultados obtenidos en (3) para grupos primitives, con °
ligeras modificacione®, En 4.5 se da una versién débil del teorema de Blich-
feldt en (11) pdg. 169.

En el capftulo 5 se obtiene 5,8 para gupos primitivos que contengan reflexiones
de orden 3, En 5.6 diferimos caon 5.14 de (3).

Finalmente, en el capftulo 6 se completa la ciadsificacifn de los grupos primiti-
vos a partir de 6.3, 6.6 y 6,10.

Deseo expresar mi més sentido agradecimiento al Dr. Znzo R, Gentile, quien me
indicara el rumbo en el estudio de 1la matemética Y de quien recibo un permanen-

te estimulo y entusiasmo para seguir avanzando en él.
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6 1. NOTACION, TERMINOLOGIA Y PROPIEDADiS BASICAS.-

A lo largo de este trabajo notaremms con C, R y Z los nﬁmeros comple-
jos, reales y enteros respectivamente. Para un complejo z, z notard el
conjugado, Izl el mbdulo.

Con My Dos referiremos a las raices m-ésimas de la unidad, reservando
las letras w, i y ¢ pare las raices de argumentos %E . g-y %1 respec-
tivamente.

Notaremos con V el espacio vectorial CB, con el,..,en la base candnica
y usaremos ¢ , ) para el producto escelar candnico en V, lv| para ek
mddulo de un vector en V y U(V) para los automorfismos unitarios.

Para un conjunto A, !Al notard el cardinal de A.

Definicidn:
Sea f # 1 un complejo unitario y T # 0 en V. Se llama re-

flexidn asociada a 1 con valor propio | al automorfismo de V dado pore

s, (V) = v+ (ﬁ-l).-i—:::—;.'r (v en V) (1)
Observacidn:

Las siguientes propiedades son inmediatas a partir de (1):

i) s e u(v).

T,B

i) s (v) =v & <1,v>=0.
T,p

ii) sut,ﬁ = St,p (0 £ 0 en C)

iv) Su(r),ﬁ = u.sT’B-u-l (u en U(V)).



v) Existe una base ortonormal en V tal que la matriz de S_ B es
14
diag(B,1,..,1) en dicha base.

vi) si 41, ('5_t )® es 1a reflexién asociada a 1 con valor propio -

o8

vii) T es un subespacio s -invariante si y solo si <1,T>=0o0 18 T,

104-

1.5-
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. T,

Definicidn:
La recta C.T serd llamada direccidn reflexiva de s Yy un

Tyf

vector unitario en dicha recta se dird una raiz de st B.
?

Definicidn:

Un grupo G de automorfismos de V se dird un grupo de reflex-
xiones si puede ser generado por las reflexiones que contenga. Llamare-
mos direcciones reflexivas (resp. raices) de G, a las direcciones (res-
pec. raices) de las reflexiones contenidas en G. Una raiz o direccidn
reflexiva en G, se dird de orden k si k es el mAximo orden de una reflex-

xioén en G asocieda con dicha reiz,0-direccidn reflexiva.

Observaciodn:

Si G es un grupo de reflexicnes en V, y sus raices pueden
ser agrupadas en dos conjuntos A y B no vacios y ortogonales entre si,
los subespacios V(4A) y V(B) generados por A y B respectivamente, re-
sultan invariantes por la accidn de G, siendo este ademds, el producto
directo de sus restricciones a dichos subespacios. En consecuencia in-
teresa el caso en que las rzices de G no puedan descomponerse en el sen-

tido mensionedo.



- Puede probarse que el concepto de grupo irreducible, en el caso de gru-

pos de reflexiones, equivale a la siguiente definicidns:

1.7- Definicidn:
Sea G un grupo de reflexiones en V, G se dice irreducible
81 sus raices generan V y no pueden ser agrupadas en dos conjuntos no
vaciog ortogonales entre si. En general, diremos que G es k-dimensio-

nal si sus raices generan un subespacio V(G) de dimension k sobre el

G opera irreduciblemente.

1.8- Grifico de Reflexiones

-Por un grafico R entenderemos un conjunto finito Rv, conjunto de vér-
tices de.R, una funeion o de R, en los naturales, llamade orden y una
funcidén ¢ de R x Rv en.C llamada arista tal que ¢(v,v) = 1 ¥ v en R,
¥ la matriz de coeficientes aij = Q(vi,vj) es hermitiana y definida
positiva.

Un gréfico puede ser representado identificando cada vértice con un

punto, ‘anotando sobre cada punto el orden del vértice correspondiente
y uniendo con une flecha cada par de puntos sobre el cual colocamos el
valor de la ariste correspondiente. Naturalmente pueden tomarse las a-

ristas en un solo sentido por la condicion & . = a_  , ademis pueden
ij ji

omitirse: la orientacién en las aristas recles, las aristas asociadas

a los pares (v,v) y las aristas nulas.

Si G es un grupo generado por SyseesSp reflexiones con raices Tireor Ty

linealmente independientes y con rzices de la unidad Bl,..,ﬁm como va-



lores propios, podemos asignarle a G un gréfico de reflexiones R(G)

como sigue:
R(G)v = Tt G(Ti) = orden de ﬁi y ?(Ti,Tj) = (Ti,Tj)

Si bien R(G) depénde de las raices elegidas, en el sentido contrario,
dado un griafico R, pcdemoe esignarle un {nico grupo de reflexiones,
salvo conjugados en U(V), resolviendo el problema <1i,1j7 = aij y eli-
. 21'[ I3
endo = ex o Un tal o sera notado con W(R).
&1 ui P(m) grup (
Como en nuestro caso asociaremos graficos & los grupos, debemos iden-

tificar los resultantes de permutar las Ti o de cambier :i por u.Ti si

p es un complejo unitario.

En general, diremos que G admite un grifico de reflexiones si puede .

ser generado por reflexiones can raices linealmente independientes.

1.9- Definicidn:
’ . 3 . - -
Un grafico de reflexiones se dice conexo si dos vertices

cualesquiera pueden ser unidos por uns sucesion de aristas no nulas.

"1.10- Proposicion:

Supongamos que G admita un grafico R(G). Entonces, G es

es irreducible si y solo si R(G) es conexo y G n~-dimensional.

Prueba :

El subespacio generado por los vértices = peryt de R(G) es in-

1

variate por la accion de G, lo mismo ocurre con el subespacio generado



por una componente conexs de vértices en R(G), luego si G es irreduci-

ble debe ser m = n y R(G) conexo.
Para la implicacidén en el sentido contrario, notemos que por 1.3 vii)

un subespacio T es G-invariante si @ es ortogonal a todos los Ti o si

existe un Tj en é. En el primer caso T = O, en el segundo de :
s(t)=1 + (-l ot g T
i j j i ji 1

se sigue que la componenete conexe de T en R(G) queda incluida en T,

Juego T = V.

l.11- Teorema:
Sea R un griafico de reflexiones tal que el subanillo B genera-
do sobre Z por los elementos (ﬁ.-l).aj_ es un conjunto discreto de C,
i i

entonces W(R) es finito.

Prueba:

Si venV es 61.11 + oo + bn.tn , la forma cuadratica dada por:

- .6 .6
Q(v) Ii’j %55°%517

resulta invariante por la accidn de G y definida positiva, luego los v
en el reticulo B.Ty + .. + B.t  que cumplen Q(v) = 1 son permutados

por G, de donde G es finito.

1.12- Definicidn:

Sea G un gruvo de reflexiones, G se dice real si G deja
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invariante un suvespacio real Vo tal que V = Vb & C. G se dice comple-

jo en otro caso.

Notar que si G es real, las reflexiones de G son de orden 2, estos son

llamados grupos de Coxeter 2 quien se debe el siguiente resultado (ver

(4) ¥ (5)). '

1,13- Teorema;:

Sea G un grupo de reflexiones finito irreducible en R™, enton-

ces G es conjugedo a W(R) siendo R uno de los siguientes graficos:

m
ns=2 Ia(m) o 0
a
n=23% H o-—é—o o]
3
a
4
n = F o] o o] o
4 4
a
H o 2 o 0 o)
4
= o o o 0 o
ns==6 E6 l
n=17 E7 o o] T o o o)
o
n=28 E8 o) 0 T o] o 0 o
o
n23 A o o 0..0 o (n vertices)
n
«
B o—tmo 0 ¢+ © ) (n vértices)
n
n24 c ) o O ¢¢ O o (n vértices)




siendo am =-cos(%) y al ser todas las reflexiones de orden 2, se omite
el orden sobre los vértices, en las aristas no veluadas corresponde el

valor a3 el cual también es omitido por la frecuencia con que aparece.

De aqui en mds, en los grificos que se presenten, los valores a3 serdn

omitidos en las aristas que lo posean, asi tambien los drdenes cuando

todas las reflexiones sean de orden 2.

1.14- Definicidn:
Un grupo G de automorfismos de V ge dice imprimitivo, si G
opera irreduciblemente en V y V se descompone como suma directs de V_,
Vz,..,Vk subespacios propios los cuales son permutados por G. En tal
sitaucidn,el conjunto de los subespacios Vi se llama un sistema de im-

primitivismo de G. Si G no es imprimitivo G se dire primitivo.

1.15- Proposicidn:
Conservando las notaciones en 1,16, si G es imprimitivo,
los V_poseen la misme dimension, mds aun, estos son permutados iransi-
i

tivamente por G.

Prueba:
La suma de los subespacios en la G-érbita de Vl es un subespa-
cié no nulo y G-invariante, de la irreducibilidad de G se sigue la pro-

posicion.

1,16~ Proposicién:

Sea G en U(V) imprimitivo admitiendo un sistema de impri-



mitivismo L y..,L ~ con dim(Li) = 1, entonces (Li,Lj) =08ii¢j.

Prueba:

Pongamos L, = C-Vi con Iv.1 = 1. Sea h el automorfismo dado por:
para g en G se tiene:

(hg)(vj) = Zj_(S‘(VJ),vf v, = zi(vj,g'l(vib .g(g-l(vi)) -
=L Vv eglvy) = (en)(v)

. s -1
pues existe una permutacion n y escalares ai tales que g (vi) = ai'vu(i‘)'
De la irreducibilidad de G se sigue que h es una homotecia, o sea que

(Vivyy = 0eii#fJ.



B 2, CASO IMPRIMITIVO.-

2.1- Sea G un grupo de reflexiones finito imprimitivo con un. sistema gde
imprimitivismo Ly,..,L y m = dim(Li)-
Pars uns reflexidn s en G notemos con n(s) el nimero de subespacios L,
que son fijados por s. Si @ es el velor prorio de s, lz trzza de s pue-
de ser calculada teniendo en cuenta solo la suma directa de los Li ta-

les que s(Li) = L, de donde:

n(s).m

km - 1 + p = tr(s) = {n(s).m —1+p (2)

resultando f = ~1 , n(s) = k-2 y m=1 en el primer caso y =(s) = k
en el segundo. De la irreducibilidad de G, se sigue que n(s) ¢ k pars

alguna reflexidn s en G, luego de (2) se concluye:

i)me1l, k =n.
ii) a(s) = n si s tiene orden mayor que 2.

iii) La accion de G sobre el'sistema de imprimitivismo equivale a la del
grupo'de permutaciones de n letras, siendo las transposiciones rea-
lizedas por reflexiones de orden 2 en G.

iv) Por i) y 1.18 se tiene <Li,Lj> =0siidgj.

En virtud de iii) podemos considerar slyo-,sn 1 reflexiones en G tales

que s_(Li) = Li+1 y construir una base de V tomando: v. un vector uni-
i

tario en L, v, = sl(vl) » Vg = 52(v2), cey V_ = (vn_l) en la cusl

Sn-l
el subgruro de G generado por las s, se rerresente como el grupo de las

matrices permutacionales que notaremos con L



«]10=

Sea D el grupo de matrices diagonales obtenido de representar en la ba-
se vi los elementos gien G tales que g(Li) = Li°Es claro que la repre-
sentacion en dicha base coincide con el producto semidirecto entre D y
nn. De este modo la determinacidén de G quede reducida, en virtud de iv),
a la del grupo D.

Para una reflexidn s en G, segun (2), se verifice une de las situacio-

nes siguientes:

iv) Existe i tal que s(vi) = oV, » s(vj) =y si j # i.

v) Existe un par i,j tal que s(vi) = Bevy s(vj) = E.vi, lul = 1
s(vk) = vk sik £ 1,J.

Notemos con D1 Y D2 los subgrupos ciclicos de D cuyos elementos son de
le forma diag(f,l,e.,1) y diag(p,f,l,..,1) respectivamente, y sean
my q los dos correspondientes dordenes. Se tiene que q es un divisor
de m , ponemos ®m = pP.q , ¥ que Dl, D2 ¥y nn generan la representacidn
de G, pues pueden representarse todas las reflexiones de G con dichos
grupos..

Es claro que el grupo D queda generado por D , D y los conjugados de
estos bajo la accidn de nn, pudiendo de este modo escribirse como el

conjunto de matrices disg(a. ,.., @ ) con a  en By a ...0 €en p .
1 n i m n

2.2- Notacidn:
Sean m y p naturales, p divisordem y gq = % , con D(m,p,n)

notaremos el conjunto de matrices diagonales dado por los elementos de



=1]l-

lz forma dlag(al,..,an) con ai en po Y al...an en pq . Notaremos
ademds con ® el grupo de las matrices permutacionales de nxn y con
n

G(m,p,n) el producto semidirecto entre D(m,p,n) y & .
n

2.3~ Teorema:

Si G es ur grupc de rcflexiones finito imprimitivo, G es con-

jugado en U(V) a un grupo de tipe G(m,p,n).

Prueba :

Se sigue de le discusion en 2.1.

2.4- Proposicidn:

Sea G un grupo de reflexiones irreducible. Supongamos que

existe en V una base ortonormal VireesVy tal que pare cads raiz T de

G se verifica:

I<1,va?l = 0,1 s8i 7 es de orden mayor que 2

I<ty,v> | = O, I%, l si T es de orden 2.

Entonces Li = C.vi es un sistema de imprimitivismo de G.

Prueba:

Si G posee una raiz 1 de orden mayor que 2, existird un indice
j tal que C.v = C.vj. De la irreducibilidad de G se tiene que G.7T gene-
ra V quedando estsa orbita contenida en la unidn de las rectas C.vi,as{,

2.4 resulta de la isusldad C.G.T = g C.vi.
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En otro caso G estard generado por reflexiones de orden 2. Si T es raiz
de una reflexién s de G, se tiene que a lo sumo dos de los valores T,V

i
son no nulos y en cualquier caso, s permuta las rectas C.vi.

2.5- Observacion: .
i) ¢(m,p,n) es irreducible si w # 1 y (&,p,n) # (2,2,2).
ii) G(m,m,2) es el grupo de Coxeter Iz(m) (my 2). G(1,1,n) operando

en el ortogonal de el+e + oo +en es el grupo de Coxeter U(An 1).

2
G(2,1,n) y 6(2,2,n) son los grupos W(Bn) y W(Cn) respectivamente.

iii) 5i p.q = m, G(m,m,n) y G(q,1,n) son subgrupos de reflexiones de

G(m,p,n).

2.6= Proposicidn:

i) 16(m,p,n)! = ¢ L.nt | 14(G(m,p,n))! = g.med(p,n)

(peq = m).

ii) ¢(4,4,2) y G(2,1,2) es el unico par de irreducibles conjugedos.

Prueba:

i) Pare el orden de G(m,p,n) basta observar que ID(m,p,n)! = q.m" +
Yy para el orden del centro, notar que este esta formado por las matri-
ces escalares u.l con p en hoY pnq = 1, luego su orden sera

med(m,nq) = q-mcd(P'Q)-

ii) Supongemos que G(m,p,n) Yy G(n:-’,p’,n) son conjugedos. Pongemos m = pq
m’= p’q’. Noter que si qy 2, de 2,1 se sigue que q queda determinado

como el m€ximo orden de una reflexion en G(m,p,n).
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como el miximo orden de una reflexion en G(m,p,n).

Siqg=q',dei) sesigue m=m" y p=p . Luego si q £ q' po-
demos suponer q =1 , q* = 2, en este caso de i) se sigue m = 4 ’

m = 2.

Para ver que G(2,1,2) y G(4,4,2) son conjugados, basta observar que am-
bos son el gruno de Coxeter I (4) presentado en una version real en el
primer caso, como grupc de permutaciones de sus direcciones reflaxivas,

y en el segundo, permutando los espacios propios de sus rotaciones de

orden 4, en una versién compleja.

2.7- Proposicidn:

G(my1,n) y G(m,m,n) admiten, respectivamente, los siguien-

tes graficos de reflexiones:

a
g 0 0 0 © o (n vértices) a = - cos(%)
Omrmem Qo) ¢ O (n vértices) 6 = cos(g).exp(E>)

En genersl G(m,p,n) puede generarse con n+l reflexiones,

Prueba:

3 . 3 ] ’
Las refllexiones cuyas direcciones reflexivas estan dadas por:

e-e,e-e,.o'e

17527 ©27% €

n-l- n

generan n « Dichas reflexiones juntamente con uns reflexidén de orden
n



(8]
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D segun la direccidén dada por el o con una reflexion de orden 2 segun
la dada por ne -e, (p = exp(g%l)),generan G(m,1,n) y G(m,m,n) res-
pectivamente.

El caso general se sigue de 2.4 iii).

Defiricidn:
Una reflexién en G(m,p,n) se dird diagonal si es un elemen-

to de D(m,p,n), en otro caso se dird transversal en otro ceso. Lo mis-

mo para raices y direcciones reflexives.

2.9- Proposicién:

Sea G(m,pyn) irreducible, Si n) 2 las direcciones reflexi-

vas en G(m,p,n) pueden ser agrupadas en una orbite de % @.n.(n-1) ele-

mentos, més una drbite de n elementos, si q # 1.

Si n = 2, las direcciones reflexivas se agrupas en mcd(2,p) orbitas de

m/med(2,p) elementos, més una 6rbita de 2 elementos si q # 1.

Prueba:

Segin 2.1 iv) y v), las reflexiones en G(m,p,n) se obtienen re-
uniendo las de D(q,1,n) con las de G(m,z,n). Si q # 1, las reflexiones
diagonales dan lugar a n direcciores reflexivas agrupadas en una orbita
y coincidiendo €sta con el sistema de imprimitivismo.

Las direcciones reflexivas de G(m,m,n) corresponden a reflexiones trans-

1

verseles de G(m,p,n) y pueden ser tomadas segur las >

m.n.(n-1) direc-

ciones:



ei'um-ej y i, =n, 1 £ j-

Si i,j,k son i{ndices distintos y s la reflexién definida por:

s(ej) = E.ek , s(ek)

Bees s(eh) =e sih £1,j

se tiene c{e -pe ) = ¢ - e de donde, si n»2, tode reflexidn trans-
i J i k
. N . {
versal es conjugada & una transposicién en n , y asi, las correspon-
n

dientes direcciones reflexivas forman una unica dérbita.

Para n = 2 , teniendo en cuenta que G(m,m,2) es un grupo diedral, sus
direcciones reflexives formardn a lo sumo dos orbitas, dando luger a
una sola orbita en el caso que puedan conectarse en G(m,p,2) las di-

recciones:
e,-e, ¥ e -ue, p = exp(==
los transformados por G(m,p,2) de el-e son de la forma:

-+ (ple -paez) con p divisor de i+j (3)

1

luego dichas direcciones podrdn conectarse si para algun par i,j se
verifica que m es un divisor, y luego p, de i+l-j = 21+1-(i+j) de don-
de, p es un divisor de 2i+l.

Reciprocamente, si p es impar, tomando i = Bél y J = E%l se sigue de

(3) que las direcciones mensionadas pueden ser conectadas en G(m,p,2).

2.10- Los sistemas de imprimitivismc de G(m,p.n).-

Muchos de los grupo rrimitivos resultan extensiones de grupos de tipo
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G(m,p,n) que admiten mas de un sistema de imprimitivismo, razon por la

cual estos casos son determinados & continuacidn.

Si q»> 2, del andlisis en 2.1, se tiene que las direcciones reflexivas
asociadas a reflexiones de orden mayor que 2 en G(m,p,n) determinan el
sistema de imprimifivismo de este, en consecuencia dicho sistema es el
dnico posible pare G{m,p,n).

Se tiene entonces que G(m,p,n) admite mas de un sistema de imprimiti-
vismo 81 m = 2p o0 m= p.

Si G(2p,p,n) admite dos sistemas de imprimitivismo, estos coinciden en
cada caso, con la érbita de las n direcciones reflexivas asociadas a
las reflexiones disgonales, salvo G{(2,1,2) que puede presentarse como
G(4,4,2). Tendremos entonces p=1, n=2 o G(2p,p,n) posee dos Orbi=-
tas de direcciones reflexivas con n elementos, en este caso por 2,9 la
dnica posibilidad es p=2 , n = 2,

Para G(4,2,2) sus tres rbitas de direcciones reflexivas:

e

ey ©

5 0=€,s € %e, e,~ie,, e-1+1e2 (4)
dan lugar & tres sistemas de imprimitivismo, naturzlmente estos también

lo son de G(2,1,2) = G(4,4,2) por ser subgrupo de G(4,2,2).

Consideremos ahora G(m,m,n), si n = 2 y m> 2, sea g una rotacidn de or-
den m, un sistema de imprimitivismo estarid dado por los espacios de va-
lores prorios de g, o por vectores no nulos v tales que v y g(v) son

ortogonales entre si, pero esto Ultimo sdlo es vosible en el.caso & = 4,

siendo los posibles sistemas, los dados en (4).

Surongamos n 735, un sistema de imprimitivismo esta dado por la base ca-



nénica, y supongamos que la 6rbite de un vector unitario v = (&_,e.,a )
n

da lugar a un nuevo sistema de imprimitivismo, Teniendo en cuenta la

accidén de 1, » consideremos w el vector obtenido a partir de v permu-

tando dos de sus coordenadas a y a . Los vectores v y w resultaran ali-

neados u ortogonaIes entre si, lo gue equivale respectivamente a:

i)aisiaj ¥ o =0 ¥ k£i,3 o

@ =a, 5i existe a £ 0 conk £ i,j.
i J k

(5)

ii) ta,-a.l = 1.
1)

Si v tiene una coordenada nula, eligiendo esta como aj Y como ai cual-
quier coordenada no nula, se sigue de (5) que lail = 1 es decir v se
encuentra en la recta C.e lo que contradice que la 6rbita de v de lu-
gar a un nuevo sistema deimprimitivismo.

Se tiene ¢ O para todo 1 y (5) puede reescribirse como:

- lg wa | = C . 7 s
a aj o la, aj 1 si i# (6)

Es claro, apartir de (6), que las coordenadas de v pueden tomar a lo
sumo tres valores distintos, dados en el caso extremo, por los vértices
de un triangulo equilatero en el planoc complejo, cuyas aristas tienen

longitud igual & 1.

Supongamos por comodidad que aj, o, ay son distintos dos & dos y sea
a. +a,+o
B = —l——g-—i s dado que v es unitario se tiene:

.,
P+ la 12+ la, 1® £ 1

2
318154 1 = lay » 3
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de donde P = 0, n = 3 y v puede elegirse en la direccion dada por
(1,w,%). Sea p una reiz primitiva en p_, de la condicién en (6) pa-
ra los vectores en la drbite de v, aplicada a le direccion dade por

(uwop,W),5€ tiene u ¢ bz » ©S decir m = 3.

Supongamos que las coordenadas de v tomen exactamente dos valores a y

B. Sea py como antes, v tendrd en su Orbite un elemento de la forma:

(noyfiayBye.)

si pa,fia,p son distintos entre si, del razonamiento precedente se si-
gue que {1,w,%) posee en su G(3,3,3)-brbita un elemento con exactamen-
te dos coordenadas distintas, lo que es imposible. Se tiene entonces
B = pa,pa 0 m= 2, En el primer caso,si m # 2, se tiene a y f comple-
jos del mismo médulo que distan en 1, pudiendo tomarse v en este caso
en una de las direcciones dadas por (1,l,w) o (1,1,w) , es decir m = 3.

Sea m = 2, el vector en la 4rbita de v dado por:
(a’-B’-a"O)

no puede tener tres coordenadas distintas, pues m = 2, se tiene enton-
ces f = +a . Es clero que en este ceso n = 4 y que v puede tomarse en
una de las direcciones dedas por (1,1,1,-1) o (1,1,-1,-1).

Finalmente si v tiene todas sus coordenadas igusles, podemos cambiarlo
por un elemento en su orbita , pues m £ 1, y caer en los casos anterio-

res.

En conclusidn, si ny 2, sélo para los grupos G(3,3,3) y G(2,2,4) se tie-
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nen los nuevos sistemas de imprimitivismos dados por:

(1,1,1),(1,wyw),(w,1,w)

(1,1,w),(1,w,1),(w,1,1)

(1,1,w),(1,w,1),(w,1,1) (7
(1,1,1,-1),(1,1,-1,1),(1,-1,2,1),(-1,1,1,1)

(1,1,1,1),(1,1.—1,-1),(l,-l,l,-l),(l,-l,-l,l)
Del andlisis precedente resulta:

2.,11- Proposicion:

Sean G(m,p,n) irreducidble, si (m,p,n) ¢ (2,1,2),(4,4,2),
(4,2,2),(3,3,3),(2,2,4), entonces G(m,p,n) admite un unico sistema de

imprimitivismo.

2.12- El normalizador de G(m,p,n).-

A continuacién analizaremos el grupo normalizador N(m,p,n) en U(V) de
G(m,p,n). Observemos que G(m,p,n)'<1G(m,l,n) , ademas cualquier elemen-
to en el normalizador, debe permutar los sistemas de imprimitivismo de
G(m,p,n).

Fijemos los ejes cartesianos como el sistema de imprimitivismo canoni-
co para G(m,p,n). Si una transformacidn t deja invariante el sistema
candnico, médulo n_» Podemos suponer t(ei) =ae si ademas t esta

en N(m,p,n) debe permutar las direcciones reflexivas transversales,de
donde a € a_ p , es decir t es un escalar modulo G(m,1l,n).

h) im

Se concluye que K(m,p,n) = U.G(m,1,n) {con U los complejos unitarios)
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si G(m,p,n) posee un unico sistema de imprimitivismo.

Para G(2,1,2), debemos notar que los sistemas de imprimitivismo esta-

blecidos en 2,10 (4), corresponden a direcciones reflexivas los prime-
ros, mientras que el tercero esta dado por los vectores propios de sus
rotaciones, en consecuencia este ultimo debe permanecer invariante por

los elementos de N(2,1,2).Puede concluirse en este caso que:

N(2,1,2) = U.G(4,1,2) = U.G(8,8,2) (U complejos uniterios)

G(4,1,2) presentado sobre el sistems de imprimitivismo C.(e +iez) .

1
C.(el-iez) , G(8,8,2) en el sistema C.e ,Cee, .
En los casos restantes, puede observarse, que G(m,l,n) presentado en
cunlquiera de los sistemas de imprimitivismo establecidos en (4) y (7)
de 2,10, no s6lo normaliza a G(m,p,n), sino que permute transitivamen-
te los sistemas restantes. En consecuencia si notamos con E(m,p,n) el
grupo generado por las distintas presentaciones de G(m,1,n) tendremos
que éste normalize & G(m,p,n), ademds para culaquier elemento t en
N(m,p,n) podremos suponer t(ei) = a.e; mbdulo E(m,p,n) y como antes
concluir que t es escalar médulo E(m,p,n), y asi, el cdlculo del norma-
lizador queda reducido a la determinacion de E(m,p,n). Notemos que es-
te ultimo puede ser generado con una presentacidn de G(m,l,n), por e=
jemplo en el sistema de imprimitivismo canonico, y unz reflexidn s de
orden m con direccion reflexiva en cualquiera de los sistemes restantes.

Se sigue por 2.7 que E(m,p,n) puede generarse con n+l reflexiones, pero

como veremos 8 continuacidn, puede suprimirse un generador en cada caso.
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Consideremos E(4,2,2) quien puede generarse con dos reflexiones de or~
den 4 en las direcciones dadas por e, Y e-e,, ¥y con una reflexion

de orden 2 en la direccion e -e,y es claro que este Ultima es innece-
saria, en consecuencia segun 1.8 E(4,2,2) admite un grafico de reflex-

xiones de tipo:

et u-exp(@)

quedando definido en Z(pe), el orden de su centro no puede exeder a 8,
y desde que permuts los sistemas de imprimitivismo de G(4,2,2), se si-
gue que E(4,2,2) resulta finito, necesariamente primitivo a partir de

2.1. Este grupo se verd en 3.9 b) y 3.12 como w(4ol).

N(3,3,3) puede ser generado por reflexiones de orden 3 en las direccio-
nes el,e1+e2+e3 y reflexiones de orden 2 en las direcciones €1-€os

~92-e3. Notemos estas reflexiones con B198,95548

respectivamente,asig-

34

nandole el valor propioc w a las reflexiones de orden 3. Se tiene:

TS N |

5561558, 335153(e1 e2) = e,mey
y usando 1.3 iv) se sigue que s puede descartarse del conjunto de ge-
neradores considerado. De este modo E(3,3,3) admite un grafico de re-

flexiones de tipo:

M3 g < g-ii—g ax = 1%1 s B = I%

Los detalles sobre W(N3) serdn estudiados en 5.3.
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Finalmente E(2,2,4) puede generarse por reflexiones 81,52,53,84,5 de

2

orden 2 segun las direcciones:

e te tezte,, ), € -8,y €,-€5y €;-8,

respectivamente. Como antes , puede verse que s_ es innecesaria y as{

5

este grupo admite un grafico de reflexiones de tipo:

a
F o o] 4 0 o

4

es decir, E(2,2,4) es el grupo de Coxeter W(F4) listado en 1.13.

El andlisis realizado nos permite enunciar:

2.13=- Proposicion:

Si N(m,p,n) es el grupo normalizador de G(m,p,n) en U(V)

¥y U los complejos unitarios, entonces:

i) ¥(m,p,n) = U.G(m,1,n) , si G(m,p,n) posee un unico sistema de im-

primitivismo, o (m,p,n) = (4,4,2).

i1) ¥(4,2,2) = U.W(4o,) , N(3,3,3) = V(M) y N(2,2,4) = U.W(F,).

Nota: omitimos G(2,1,2) presntandolo como G(4,4,2).
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§ 3. GRUPOS PRIMITIVOS EN C2-

La determinacion de los grupos del plano sera realizada mediante los
sistemas de rectas invariantes que asignamos a cada grupo en 3.6.

La accidén de un grupe sobre su sistema de rectas lleva a considerar el
correspondiente grupo d¢ homografies en la recta proyectiva, y natural-
mente, el grupo de rotaciones asociado en el espacio tridimensional re-

al.

Notaremos con SU2(C) el grupo de transformaciones unitarias en C* de
determinante igual a 1. Un elemento de SU2(C) queda determinado por
un par de complejos a,B tales que lal®+ 1812 = 1, pues SU2(C) puede _
pensarse como el conjunto de matrices de la forma:

« B

B a
Notaremos con P = C U @ a la recta proyectiva compleja y con PSUZ(C)

el grupo.de homografias en P inducidas por los elementos de SU2(C),es

decir las homografias de la forma:

Se tiene SUZ(C)/il = PSU2(C).

Un elemento no escalar h en SUZ(c) posee exactamente dos rectas invaw
riantes, asociadas a sus vectores propios, estas se corresponden con

los puntos fijos en P de h.



La siguiente identificacidn de PSU2(C) con SOB(R) serz utilizada en la
determinacidn y construccion de los sistemas de rectas invariantes de

un grupo finito de U2(C).

Pensemos el espacio tridimensional real como E = CxR donde el producto

escalar y la norme estdn dados por:

(zga)y(uyB) = Re(zl) + of

1(z,a)1? « 1212 + &

SO(E) = SOB(R) es el grupo de transformaciones ortogonales de determi-
nante igual a 1.
Sea S la esfera en E formada por los vectores de norma l. Se tiene la

proyeccidn n de S en P dada por:

n(z,a) = ﬁ , 1(0,1) = ®

Desde que n es biyeccion, podemos metrizar P a travez de = con la dis-

tancia esfdrice:

1z-ul?
@ (u2) = Zl+|zlz§.?1+lulz) y @ l2) - EI%ETZ (8)

Para t en 303(R) ponemos t, = xtn~l. Con las notaciones precedentes es

conocido el siguiente hecho:

3.2= Proposicién:

i) PSU2(C) deje invairante ladistancia d dade en (8).

ii) Para t en SOB(R) yt € PSU2(C).



-25-

iii) La aplicacion t -» i es un isomorfismo de SO}(R) en PSUZ(C).

Como consecuencia de la proposicién precedente, los grupos finitos de

PSUZ(C) se corresponden con los de SOs(R), los que pasamos a describir

8 continuacién.

3,3~ Grupos finitos de rotacioness

Los grupos de rotsciones en el espacio real, estan dados esencialmente
por las transformaciones que dejan invariante un poliedro regular.

Los resultados descriptos 8 continuacidén pueden encontrarse en [5).

3.4~ Teorema:

Si G es un subgrupoe finito de SO}(R), G es conjugado a8 uno de

los siguientes grupos:

i) Cn’ grupo ciclico que deja invariante una piramide recta cuya base

es un poligono regular de n lados.
ii) Dn ,grupo diedral que deja invariante una bipiramide recta cuya base
es un poligono regular de n lados ( se excluye el octaedro).

iii) T , grupo tetraedral, formado por las rotaciones que dejan invarian-

te un tetraedro.

iv) O , grupo octaedral, formado por las rotaciones que dejan invariante

un octaedro.

v) I , grupo icosaedral, formado por las rotaciones que dejan invarian-

te un icosaedro.
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3,5~ Para un tal G, si A es el conjunto de puntos en S que son fijados por
alguna rotacion en G distinta de 1, se tiene que G permuta los puntos
en A y de este modo induce en A una particidn en orbitas que detalla-

mos en la siguiente tabla.

G 1G1 JAl lOll 1021 1031
C n 2 1l 1l -
n
Dn 2n 2n+2 2 n n
(9)
T 12 14 4 4 6
0 24 26 6 8 12
1 60 62 12 20 30

Los subgrupos finitos de SU2(C), son conocidos como grupos poliédricos

binarios y pueden construirse segun el grupo de rotaciones asociado.Pa-

ra el siguiente resultado puede consultarse [10).

3.6- Teorema:

Si G es un subgrupo finito de SU2(C), G es conjugado a uno de

los siguientes:

i) C_»gTupo ciclico generado por:

% 9 2ni
a = exp(5=)
n

01i

ii) Dn' grupo diedral binario generado por D y ‘i ol



-27-

iii) ¥, grupo tetrasedral binario generado por D2y

3
g8
2 =
v-z' '[B B7 y B = exp(%).

iv) @0, grupo octaedral binario generado por T y
fp3 0
n
5 ’ [5 = exP(Z)'
o0 B
v) ¥, grupo icossedrsl binario generado por:
etoe ez-e3 el-et ed-1

Vs, y V5.

5 |e?-& e-et 5 l-e e-¢

3.,7- Sisteme de rectas invariantes.

Sea G un grupo {inito de U2(C), llamaremos sistema de rectas inveriantes
de G al conjunto U(G) de rectas en C° invariantes por algun elemento

no escalar de G.

Si det(G) = b en C, notaremos con G? el grupo uzm.Gr\SUz(C). Con es-

tas notaciones se tiene:

L’
3.8~ Proposicion:

i) o(G) = o(G’).

ii) G ¥y G’ coinciden como grupos de permutaciones de los elementos de

o(G).

iii) Si G es primitivo, G'/,(G?) es isomorfo & uno de los grupos E , B

o I y G no posee reflexiones de orden superior e 5.
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o I y G no posee reflexiones de orden superior a 5.

Prueba:

i) y 1i) se siguen de la siguiente observacion: si g esta en G

Yy p es una raiz cusdrada en C de det(g), p.g es un elemento de G’.

iii) G y G* operan en o(G) del mismo modo que G’/u(G?) lo hace en el
conjunto de puntos fijos de sus homografias. Cuando G es primitivo,o(G)
no puede poseer orbitas con 2 elementos y la primer parte de iii) se
sigue de le tablas en (9) de 3.5.

Finalmente si g en G no es escalar y L en o(G) una recta no invariante
por g, una de las rectas g(L),gz(L),gB(L),g4(L),gS(L) debe ser L ,pues
como permitacidn g no puede tener orden superior a 5. Se tiene que une
de las potencias 32,g3,g4,g5 es un escalar, en particular si g es res

flexién, una de las potencias mencionadas sera la identidad.

Notemos con G el cociente G'/u(G'). A continuacidn describiremos a(G),

salvo cambios unitarios de coordenadas, segun G sea isomorfo a P, @ o Z.
Sea E = CxR, la inscripcién del tetraedro en el cubo nos permite cons-
truir simultaneamente los puntos fijos de las rotaciones correspondien-

tes a los grupos respectivos. Estos pueden ponerse como:
('1190) ’ (;_i-_i,O) ’ (0911)

puntos fijos de rotaciones de orden 4 en C y de rotaciones de orden 2

en T.

ﬂ . (..".'.l..'!'.i ’il)
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correspondiente a puntos fijos de rotaciones de orden 5 de T y O.

V2.(£1+1,0), V2.(x1,21), V2.(xi,#1)
2 z 2

puntos fijos de rotaciones de orden dos solo en O.

En el easo de T las orbitas son:

T1 : V3 .(tlii,:l)l (con un némero par de signos _negativos)
3

T2 t V3 .(41+i,+1) 1 (con un nimero impar de signos negativos)
3 -

T3 s (;"_1’0) ’ (ii,O) y (0y41)

En el caso del grupo O, las orbitas son:

(@

puntos fijos de las rotaciones de oxrden 4.

o

puntos fijos de las rotaciones de orden 3.

0. : puntos fijos de las rotaciones de orden 2,

Para el grupo I, sea y = l%Ii . Se tiene las siguientes orbitas:

I1 ¢ puntos fijos de las rotaciones de orden 5:

ks <Garei,0), ey o8) s s (elya)

I2 : puntos fijos de rotaciones de orden 3:

V3 .(17'1:71.0). V3 .&r'li.:y) o V3. (+yyr™2), V3. (21ei,41)
3 3 3 3

I3 i puntos fijos de las rotaciones de orden 2:



-30-

(£1,0),(C,41),(0,41), 2+ (slaviyzy ™), & (277 bei,2y), o (erari,a)

Ahora podemos realizar o(G) segzin los casos como:

a) 8 _ T, las rectas en 6(G) pueden agruparse en las siguientes orbi-

tass )
3, (+1+i)ex + (V3+1).y = O (con un numero par de signos negativos)
t., : (#1+i)ex + (Y3+1l).y = O (con un nimero impar de signos negativos)

t, ¢ X=21y ,x=21iy , x

0,y=0.

b) & = 0, las drbitas en o(G) son:

o = t3

02 = tlUt2

o, : (#l+i)ex = V2.7 , x = #(V24+1).y , x = +i(V2+1).y

¢) G = I, las orbitas son:

1, 1 Vr+2 ox a(eyeidey , (Vys241)ex = syiy ,(Vye2sy)ox = 2y

i, * V3ex = (a7 teyidey , (V3ay)x = .tr'l

iy
(V3er 1) ex = +7.y  , (V321)ex = (31#i).y

i3 t1X=+YyY ,xXx=3iy ,x=0,y=0, x= (1717-1)-y

3ox = (e Dy, (201)ex = (2r7388)0y, (2677 D)x = (3lsyi).y.

3.,10- Sea G un subgrupo finite de UZ(C), 0 une drbite en 6(G), llamaremos
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orden de 0 al orden del grupo de isotropia en § de un elemento de d.

Notemos que si k es el orden de 0 y g en G tiene una recta invariante
en ¢, entonces gk es un escalar.

Con las notaciones introducidas podemos enunciar el siguiente resultado:

3+11-Proposicidn:
Ses s une reflexidn en G con direccidén reflexiva en uns or-

bita o de o(G), entonces el orden de s divide al orden de o.

Prueba

Se sigue de 3,10.

3.12- Enumeracién de los grupos de reflexiones primitivos.

En lo que sigue, notaremos con G un grupo primitivo en UZ(C) generado

por reflexiones, o(G),G* y G como en 3.7 ¥y 3.9.
Por 3,8 iii) se tiene G = ¥ » D ,X. Las direcciones reflexivas quedan
contenidas en o(G) y si une reflexion & tiene direccion reflexive en una

orbita ¢ de 6(G), el orden de s y 0 coinciden salvo ¢ = o0, caso en que

1l
s puede tener orden 2 o 4.

Si o # 0 notaremos con W(o) el grupo generado por las reflexiones con
raices en o, con w(201) y w(4ol) el grupo generadc por las reflexiones
de orden 2 y 4 respectivemente, con direcciones reflexivas en o, -
A continuacidn determinamos G segun G:

a) Si G=¢F » Se tiene los siguientes casos:
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i) G = w(tl)

En este caso G posee 8 reflexiones de orden 3 con direcciones reflexi-
vas en tl, y puede ser generado por dos reflexiones de orden 3 cuyas
raices 1 y ¢ pueden tomarse de modo que < T,¢) = v% i, adnitiendo G
un grafico de reflexiones que permite definir G en Z(w).

Por otra parte u(G) no puede contener elementos de orden 3, pues G nc

posee reflexiones con direcciones reflexivas en t2, ademas GF]SUZ(C)

es necesariamente D2 de indice 3 en G. Se concluye que IGl = 24 y

u(G) = u2. 1.

ii) G = w(tl).W(tz) - w(tlUtz)
Se tiene p(G) = p6.I , ¥ claramente GF\SUZ(C) = T de indice 3 en G.
Resulta IGl = 72, ademss G posee 16 reflexiones de orden 3 con direec-

ciones reflexivas en tlﬂtz.

iii) ¢ = w(tl).w(t5) = w(tlUtB)

Notemos que W(ts) es el grupo imprimitivo G(4,2,2) de donde 4 divide
a 1u(G)! y como en i) u(G) no posee elementos de orden 3. Teniendo en

12

cuenta los generadores, si u.I € p(G), se cumple p~“= 1, luego p(G) = u4.1.

ersuz(c) = D2 de indice 6 en G, luego IGl = 48.

iv) G = w(tl).W(tz).w(tB) = w(tlUtzUtB)

De los casos anteriores se tiene p(G) = p12.1 , ademas GF\SUz(C) =T de

indice 6 en G, es decir IGIl = 144.

Observemos gque W(tz) y W(t2Ut5) son conjugados s w(tl) y w(tlUtj) res-



pectivamente y W(t3) es conjugado a G(4,2,2).

b) G = 0 , los casos son:

i) G = W(4o,)

Si un elemento n& escalar en Gf\SUz(C) tiene una recta invariante en
o3 con vulor propio u, dene ser u4 = 1l, es decir p = +i. Como i.I es-
td en G, se tendr{a una reflexidn con raiz en O3+ Se concluye que
G(\SUZ(C) = T , pues es un subgrupo notmal de Gr= 0. Se tiene ademds
1G! = 96.

Los elementos en p(G) satisfacen pe = 1, pero G no posee escalares de

orden 8, pues en caso contrario D = G’ = Gf\SUz(C) = T , se sigue que

u(G) = u4-Io

ii) G = w(oB)

Dado que G no posee reflexiones de orden 4, razonando como en el caso
anterior se tiene GNSU (C) = £ de indice 2 en G, luego IG! = 48.

Los elementos de p(G) satisfecen p4= 1, pero el escalar i.I en G impli-

ca G = B. Se tiene u(G) = TP

iii) G = w(4ol).w(02) = W(401U02)

Se tiene GNSU,(C) = ® de indice 12 en G, luego IG! = 288.Como en los

casos anteriores, p(G) = p12.1.

i = oW =W
iv) G W(4ol) k(os) (4olU03)
En este caso G = Gf\SUz(C) = D de indice 4 en G,as{, IG! = 192.Como

D posee elementos de orden 8 con rectas invariantes en o, es p(G) = pSI.
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- ‘l’ =
v) G = w(zol).»(o3) w(2°lU°5)
Nuevamente G(\SUZ(C) = D de indice 2 en G, resulta 1Gl! = 96, y desde

que D posee elementos de orden 4 con rectas invariantes en ol, se tie-

ne p(G) = p4.I.

vi) G = w(°2)‘w(°3) = W(OQUOS)
Se tiene G SUZ(C) = T de indice 6 en G, luego IG! = 144. Como G' = O,

C no posee escakares de orden 12, resulta u(G) = pgele

. . ; . _
vii) G w(4ol).¥(02) W(oi) "(4°1U°2U°3)

Resulta GNSU,(C) = D de indice 12 en G, luego IGI = 576 y de los casos
precedentes u(G) = %Mfl.

viii) G = w(2ol).W(02).W(05) - w(2olU02U05)

Es GNSU,(C) = D de indice € en G, asi 1G! = 288, y de los casos pre-

cedentes p(G) = “12'1'

Notemos que W(Zol) = w(tB) ’ W(oz) = w(t1Ut2) fueron considerados en a).

c) Gw I, se tiene GNST,(C) = ¥ pues I es simple y G SG,(C) es un
subgrupo normal de G* = I. En los siguientes casos el orden de G depen-

de de las orbitas consideradas,razonamos como en los casos anteriores

pare u(G).

) G - W(i

i) (11)

1Gt = 600 , p(G) = plo.l.

ii) G = w(i2)
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IG! = 360 , p(G) = u LI.

6.

iii) G = w(iB)

181 = 240 , u(G) = p4¢1 (X posee elementos con valores propios i,-i en 13).
iv) G = W(il).w(iz) = w(11U12)
IGt = 1.800, n(G) = "50'1'
- (i) = V(i U
v) G w(il) W(ls) (11U13)

1G! = 1.200 , pu(G) = .I (de i) y iii)).

H20
vi) G = w(i2).w(i3) = w(12U13)

IGI = 720 , p(G) = By el (de ii) y iii)).

vii) G = w(il).W(iZ).W(i3) = w(11012Ui3)

IGl = 3,600, p(G) = p60.1 (de iii) y iv)).

3.13~- La siguiente tabla resume le informacion obtenida en este capftulo 80~
bre los grupos de reflexiones primitivos en C®. En ella notaremos la

reunidn de orbitas en forma abreviada, por ejemplo ilUi2 = 1i,.

G IGt tpu(G)t numero de reflexiones de orden
2 3 4 5

W(tl) 24 2 - 8 - -

w(tl2) 72 6 - 16 - -

w(t13) 48 4 6 8 - -

w(t123) 144 12 6 16 - -
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G IGI lu(G)1 nimero de reflexiones de orden

2 3 4 5

W(40,) 96 4 6 - 12 -
W(ol) 48 2 12 - - -
w(4°12) 288 12 6 16 12 -
W(4ol3) 192 8 18 - 12 -
w(2°13) 96 4 18 - - -
w(°23) 144 6 12 16 - -
w(40123) 576 24 18 16 12 -
w(20123) 288 12 18 16 - -
W(il) 600 10 - - - 48
W(iz) 360 6 - 40 - -
W(i3) 240 4 30 - - -
w(ilz) 1.800 30 - 40 - 48
w(iIB) 1.200 20 30 - - 48
w(123) 720 12 30 40 - -
W(i ) " 3.600 60 30 40 - 48

123
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§ 4. GRUPOS PRIMITIVOS.-

En este capitulo reproducimos los resultados generales sobre grupos
primitivos establecidos en [3). Aunque estos aparecen ligeramente mo-
dificados en 4.3 ¥ 4.5, las demostraciones de estos hechos no varian
esencialmente de las dadas en [3). El teorema 4.f puede considerarse
una versidn débil, pero simple, del teorema de Blichfeldt y suficiente
para establecer 4.8, resultado de suma importancia en los capitulos
siguientes.

En todos los casos los grupos considerados serdn de orden finito.

Definicidn:

Diremos que G C U(V) opera irreduciblemente en un subespacio
T de V, gi T es invariante e irreducible para la accion de G y G opersa

trivieslmente en el ortogonal a T.

Proposicidn:

Sea G C U(V) operando irreduciblemente en un subespacio T
de V. Supongamos que exista un subespacio S £ O en V, con ortogonal So’

tal que S £G.SCSU S, » entonces se verifican:

i) Si SNT £ 0 , G es imprimitivo en T admitiendo un sistems de impri-

mitivismo Tl,..,'I‘ con dim(Ti) = dim(SNT).

k

ii) Si SNT = 0 y G de reflexiones , entonces G es de tipo W(Am) con

m = dim(T).
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Prueba:
i) Sea 51195, 12 G-orbita de S. Si g en G es tal que g(S) # S,
se tiene ¢ S,g(S)> = 0, de donde (Si,Sj> = 0 para i # j. Sea T.= T S,

de ls irreducibilidad de G resulta T =@ T ,
i

ii) Notar que G se presenta como un grupo imprimitivo en @ S , razo-
nando como en 2.1 y teniendo en cuenta que G posee a lo sumo una re-

flexidn en el plano determinado por cads per Si,S , resulta G de tipo

J

W(Am) y desde que sus raices generan T, debe ser dim(T) = m.

Propogicion:

Sea G un grupo irreducible en U(V) conteniendo un subgru-
po H de reflexiones,primitivo, m-dimensional.Si H no es de tivo w(Am),

entonoes G es primitivo o todo sistema de imprimitivismo Vl,..,Vk de G

satisface dim(vi);-m.

Pruebsa.:

Supongamos G imprimitive con sistema de imprimitivismo Vl,..,Vk.
PongamosﬁT = Vv(d), si T Vi # 0,T para algin indice i, esto daria lugar
a un sistema de iprimitivismo de H en T, Si Tr\Vi =0 ¥i, ninguna
raiz de H podra pertenecer a Vi.De este modo, si T es una raiz de una
reflexion s en H, existira un indice j tal que <1,Vj) £ 0y por 1.3
vii) s(Vj) # vj . Se sigue de 2.1 i),1.16 y 4.2 que H es de tipo W(Am).

En consecuencie debe existir un indice i tal que TAV, = T , luego
i

m = dim(T) ¢ dim(Vi).

Comc consecuenciz inmedizta de 2,1 i) Y 4.3 se tiene:
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Corolario:

En las hipétesis de 4.3 si ademds G es de reflexiones y m>1,

entonces G es primitivo.

Proposicidn:

Sea G en U(V) primitivo conteniendo un subgrupo de reflexio-
nes H m-dimensional, 1< m<n . Si H es imprimitivo con un unico siste-
ms de imprimitivismo, entonces existe una reflexidn s en G tal que Hy

s generan un grupc primitivo m+l-dimensional.

Prueba:

Supongamos H C H , con H de reflexiones imprimitivo. Sea Lysees
Lk un sistema de imprimitivismo de H_ en V(Ho). De las hipotesis en m,
se sigue que existe un indice j tal que l?t.L‘_‘.| ¢ Lj' luego por 4.2 H.L.
es el dnico sisteme de imprimitivismo de H en V(H), Resulta que dos sis-
temas de imprimitivismo de Ho tendran rectas comunes en V(d), por 2.10
Hy debe tener un unico sistema de imprimitivismo.
Notemos con Go el grupo generado por las reflexiones en G, siendo G pri-
mitivo, de 1.3 iv) y 1.5 G° resulta irreducible. Si G0 es imprimitivo,
tendrd un unico sistema de imprimitivismo, pues H C Go, pero G° es nor-
mal en G y 2,13 i) contradice la primitivided de G.
Supongamos m = n-1 , Ll""Lm un sistema de imprimitivismo de H en V(H),
y L 1la rectas ortogonal a V(H). Pongamos Li = C.vi con Ilv i = 1,

i
Como Go es primitivo, por 2.4 y 1.6 existen reflexiones s y t con raices

T y o respectivamente tales que:

T8 GLiU Ln
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l¢<p,v>! £ 0,1 si t tiene orden mayor que 2
! (20)
2 : .
l<¢,vj71 40, VE,I si t tiene orden 2

para algun indice j. Si H y s generan un grupo imprimitivo,éste tendra
algs..,L, por sistma de imprimitivismo, necesariamente, de modo que cam-
tiando & ¢ por un corjugsado, si es necesaric, podemos suponer i = n er
(10), luege por 2.4 K y t generan un grupo primitivo n-dimensional.
Para el caso general hacemos induccidén en n-m. H puede sumergirse en un
grupo H de reTlexiones n-l-dimensionsl. Si H es primitivo, 4.5 se sigue
de le hipdtesis inductiva. Si H es imprimitivo, tendré un unico siste-
ma de imprimitivismo Ll,..,Lm,..,Ln_l siendo Ll”"Lm el sistema de im-
primitivismo de H. Si ¢ es como antes, podemos permuta sus n-1 coorde-
nadas iniciales y suponer l(Q,Vﬁ)l £ 0, luego H y t generan un grupo

primitivo m+l-dimensional, pues l¢¢,v !, £ O.
n

Teorema :

Pea G en U(V) primitivo, H un subgrupo de G actuando irreduci-

blemente en un hiperplano T de V. Si h # 1 esta en H, entonces h tiene

un velor propio p tal que I1l-pl> 1,

Prueba:
Sea e un vector unitario ortogonal a T, v en G.e tal que:
le-vl = min { le-wl , w en G.e, i<e,w>l £ 0,1}
Notar que por ser G primitivo, nc es posible lce,wy! = C,1 para todo

w en G.e, Escribamos v=ae + t , a #CenC, t £ O en T.
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Para h en H se verifica h(v) = pv si y solo si h(v) = v. (11)
Si hen Hnc es 1, sea S el subespacio ortogonal al conjunto de puntos
fijos de h en T. S # C y H.S genera T, luego debe existir u en H tal
gue u(s),v £ 0 , de donde uhu ™2 mueve a v. En consecuencia puede pen-

sarse h(v) £ v.

Fongamos v = gi(&), se tiene:
te-g(e)l = le-g "phele)l = Ig(e)-hg(e)l = lv-h(v)l o l¢v,h(v)y1=0,1
en el primer caso resulta:

Ja=11%+ 1812 = 1h{t)=t1? = 11-p1%,1t12

siendo p el valor propio de h mis distante de 1, se sigue que I1l-pls 1.

En el segundo caso, como h mueve & v, por (11) no puede ser ICh(v),vyl =1,

luego:

0 = <vyh(v)> = 1al® + ¢t,h(t)> = 1 = <t,t> + <t,h(t)?

es dedir:
(t,l-h(t)7 =1
de donde 1 € 1t1%2.41-pl ¢ 11-p! siendo p el valor propio de h mas disten-

te de 1.

Corolario:

En las hipdtesis del teorema se tiene Iu(K)! < 6 para todo

subgrupo irreducible K de H.

Prueba:

Si h genera p(K), h posee a lo sumo dos valores propios 1 ¥y u
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como elemento de G. Si p # 1 del teorema se sigue que el orden de p no

puede exeder a 5.

4.8~ Corolario:

Sea n% 3, G en U(V) primitivo, entonces se verifican:
i) G no posee reflexiones de orden * 4.

ii) Si H es un subgrupo de reflexiones m-dimensionsl de G, l<m<n ,

entonces H es de tipo G(4,2,2) o 1u(H)! ¢ 4.

iii) Si G posee un subgrupo de tipo G(m,p,k), entonces mé 5 y mé3p.
iv) Los Ynicos subgruros de reflexiones bidimensionales posibles de G

son los de tipo G(3,3,2),(}(4,4.2),(}(5,5.2),9(3,1,2),w(t1) y G(4v272)

si n”> 3.

Pruebs

i) Sea s una reflexion de orden ® 4 en G. G permuta las raices de
los conjugados de s, y como G es primitivo, estas no pueden ser ortogo-
nales entre si. Si t es un conjugado de s tal que s y t no conmutan, s
Yy t generan un grupo bidimensional, neceseriamente primitivo por 2.1
ii). Notemos con H este grupo, comc H puede sumergirse en un grupo
n-l-dimensional, se tiene lu(H)! 6 por 4.7. Teniendo en cuenta la ta-
bla en 3.13, la \nica posibilidad es H = W(4ol) , pero segun 3.6 iii)

y 3.12 b) i), este grupo posee un elemento con valores propios -Wy =Wy

lo que contradice 4.6.

ii) Si H no es de tipo W(i_)s G(44442),G(4,2,2),6(3,3,3),6(2,2,4) de
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4.4 y 4.5 H se sumerge en un grupo primitivo m+l-dimensional,con lo que
podemos suponer n = m+l. Si un escalar p esta en p(d), el grupo genera-
do por p.I y G es primitivo y posee reflexiones con valor propio u, de
i) se sigue que el orden de p no puede exeder s 3, luego Ip(H)! ¢ 4.

Por otra parte la desigualdad precedente se satisface siempre que

H ¢ G(4,2,2).

iii) G(m,p,k) tiene elementos con valores propios p,p,l,..,1 con L en

By ¥ reflexiones de orden % , 8e sigue de 5.5 y de i) que m € 5y m ¢ 3p.

iv) De iii) los subgrupos bidimensionales posibles seran G(3,3,2),G(4,4,2),
G(5,5,2),G(3,1,2) y G(4,2,2), razonando como en ii) se tiene n%3

en el ultimo caso.

En cuanto a los subgrupos primitivos, por ii) los posibles son W(tl) Yy

W(o3) en la lista 3,13, De 3.6 iii) y 3.12 b) ii) el segundo posee un

elemento con valores prorios =w,-w ¥y queda excluido por 4.6.
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8 5. GRUPOS PRINMITIVOS CONTENIENDO REFLEXIONES DE ORDEN 3,-

En este capi{tulo G notarid un grupo de reflexiones finito primitivo y
supondremos que G posee reflexiones de orden 3, seré ademas dim(V) = n

mayor o igual que ‘3.

- « 7
Proposicion:

Para k¢n , G posee un subgrupo k-dimensional primitivo ge=-

nerado por reflexiones de orden 3.

Prueba:

Sea C.t una direccion reflexiva de orden 3 de G. Los elementos
en la G-drbita de C.T generan V y no puden ser agrupados en dos conjun-
tos ortogonales entre si, pues G es primitivo. Se sigue que existen ra-

ices Tyreor Ty de orden 3 que dan lugar & un gréfico conexo y si sl,..,ak
son las respectivas reflexiones, de 1.10 se tiene que el grupo H gene-
rado por las si es irreducible k-dimensional., Teniendo en cuenta 2,1 y

que H posee reflexiones de orden 3 con raices no ortogonales, resulte

H primitivo.

Proposicion:

Sean T,¢,n raices linealmente independientes de G.Se veri-

fican:
i) 0, V% g1 T y ¢ son de orden 3
I¢t,02l = {0, V% si 1,9 de orden 2,3.
0, L si 1,9 son de orden 2.

2



ii) C.1 y C.9 son conjugadas por G si y solo si tienen el mismo orden.

iii) Sin=3 , <3,92 # O y 1,9,n de orden 3, los valores ¢7T,N> , <9,7>

no se anulan simultaneamente.

Prueba:
i) Si ¢1,0» £ 0 y no son ambas de orden 2, las correspondientes

reflexiones generan, segun 4.8 iv), un subgrupo de tipo w(tl) o G(3,1,2)»
luego i) queda percialmente probsdo a partir de 3.12 a) i) y 2.1.

Si <1,9>» £ O y ambas de orden 2, podemos tomar una raiz n de orden 3

tal que <T,n># O ¢ <9,n> y las raices de orden 3,3 y 2 respectivamen=

te dedas por:
G1= 0 - 2 {NyT> 7T

62- Ne=24109".0

633 T - 2 (T!¢> oq’

se tiene:

0, V% ,!<al,02)l=l4(1,¢34¢,n><n,1> - 1!

o, V% =I<n,65>l = legytrll 1 = 4 <3,muen,pr¢0,1r |

de donde:

4 (T, P<P,T> = 1 > l¢ty,! =

N -

ii) Desde que G no posee reflexiones de orden 6, segiin 4.8 i), es claro

que si C,1 y C.q¢ son conjugadas, deben tener el mismo orden.
Reciprocamente, si C.1 y C.¢ tienern el mismo orden, razonando como en

. . ’ . . - )
5.1 , existiran raices Ul""ck de un rmismo orden tales que o1 =1,

0. = ¢ €0,,0, 2 #0 i i igue de i).
W= F Y <€0.,0, > #0, luego ii) se sigue de i)
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iii) Sea P el plano generado por 7 y ¢, Se sigue de 4.8 iv) que las re-
flexiones asociedas 8 T y ¢ generan un grupo H de tipo w(tl) actuando
en P. Supongamos que g en G realiza el elmento de orden 2 en p(H), se
tiene My oG primitiyo y -g una reflexion de orden 2 con reiz en la rec-

ta ortogonal a F. Si ¢1,M>» = 0 = «@,M> y s 1la reflexion asociada a n,

se tendrd -gs una reflexion de orden 6 en pz.G en contradiccion con

4.8 i).

5¢3= Supongamos n = 3 y G° el subgrupo de G generado por las reflexiones de

orden 3 en G.

Por 5.1 Go posee un subgrupo H de tipo W(tl) generado por reflexiones
s y t cuyas raices T y ¢ pueden elegirse de modo que ¢ 1,9> = V%'l .
Sea P el plano generado por Ty ¢ , 1 # P une raiz de G e Las raices

de G en P pueden tomarse como:
o

Ty @ 5 T =WO , ¢ + WT

pongamos ;-

% = <TyN2 o &, = <PyM?7 , a3 = al- wa2 ’ a4 = a2 + wal

Por 5.2 se tiene lail = 0, V% tomando el valor O & lo sumo uno de los

o . Si ag #£ 0 los complejos:

@ &y p —WE Uy = 0,

w L)

formar los vértices de un tridngulo eguilétero cuys ariste mide % y lue-

go por 5.2, uno de éstos deve ser cero. Se concluye gue 7m es ortogonal
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a una uhica raiz en P.
Sea h en H el elemento que induce la multiplicacion por -1 en P, e un

vector uritario ortogonal a P. Supongamos <7T,n> = 0 , ¢@,N> = I%i-

¥y pongamos :

n=pe+p B#OenC,pygOenP

se tiene 7 y h(n) raices en G, ortogonales a T, ademas :

p=x=-V3e | =V§ = 181

se sigue que (mn,h(n)) = Ip1%-1pI®= 0 de donde por cada raiz en P hay
exactamente dos raices en Go ortogonales a esta, mas aﬁn, asociada con
cada direccion reflexiva en P hay una unica terna ortogonal de direccio-
nes reflexivas en Go' Se concluye que Go cuenta con 24 reflexiones de
orden 3 sobre 12 direcciores reflexivas que pueden ser agrupadas en 4
ternas ortogonales en forma unica.

Notemos que las 8 direcciones fuera de P se proyectar. en P sobre leas
rectas de,t2 dada en 3.9 a) Y en consecuencia son permutadas transiti-
vamente por H. De este modo, G0 puede generarse con las reflexiones s,

t y uns reflexién u con raiz 7n admitiendo un gréfico de reflexiones de

tipo:
503 a3 V3
L} [»4 3J.

es decir G_ es de tipo w(LS) cuedando definido en Z(Ww), resulta finito
segun 1.11.
Si G # G, entonces G posee una reflexion r de orden 2 con raiz ¢. De

- ’ - - - ’
5.2 se sigue que 0 es ortogonal a una unica direccion en cada ternes or-
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togonal de Go y podemos suponer ¢t1,0? = O, Las reflexiones r y u gene-
ran un grupo K de tipo G(3,1,2) segin 4.6 iv), cuyo sistema de imprimi-
tivismo esta dado por las direcciones C.n , C.h(mn).

Pongamos r(n) = 6h(n), de 2.9 se sigue que las reflexiones de orden 2

en K forman una unica o6rbita bajo la accidn de G, al igual que sus di-

recciones reflexivas las que vienen dadas por:

n - u;bh(ﬂ)

y por 5.2:
V3

0, 3 =K, n-p3dn(n)>1 = V% 11+pz61
como !l+p56! no puede tomar siempre el valor 1, se tiene 6 en ~uz ¥ po-
demos elegir ¢ en la direccidén dade por 1 + h(n) = 2Be,
Resulta entonces, que las reflexiones de orden 2 en G formen una unica
6rbita con respecto a G_ ¥ G puede generarse con G_ ¥ una reflexién r
de orden 2 con raiz ¢ = e, Notemos que en tal caso, r = -h,asi, G = u2'Go'
Como Go tgmbién puede ser generado por las reflexiones de orden 3 con

raices o.n,h(n) y 8€ sigue que G puede generarse con las reflexiones t,u

y r , admitiendo un gréfico de reflexiones de tipo:

£3 Vi,

a 1’p=2

Los grupos G y Go quedan definidos en Z(w) ademés, “(Go) = uS-I,u(G) = “6‘1'
Sobre cada ternes ortogonal de direcciones reflexivas, G posee subgrupos
de tipo G(3,1,3), razonandc como en 2.12 y teniendo en cuente p(G), el

subgrupo de G que deja invariante uns terns ortogonal sera de la forms
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u20(3.1,5) y desde que G permuta transitivamente las cuetro ternas ,
serd IGl = 2x4x162 = 1.296 ¥ G 1 = 648.

Finalmente, el nimero de reflexiones de orden 2 en G coincide con el
numero de subgrupos de tipo W(tl) de G, si notamos que las reices de
un tal subgrupo se.encuentran en ternas ortogonales distintas y que
ceda raiz de Go pertenece & exactamente 5 subgrupos de dicho tipo, se
un total de 9 subgrupos de tipo W(tl) en G, o tambien 9 reflexiones de

orden 2 en G.

Las raices de G pueden tomarse segun las direcciones dadas por:
De orden 3:

€ (1,1,1) , (ly“vﬁ) ’ ("vlya)
(1,1,vw) , (l,W,l) ) (Wolyl)

(1,1,%) , (3,w,1) , (¥,1,1)

(12)

De orden 2:

ei_HBej y 1 # Jsi,J €3

El grupo W(M3) aparece en 2.12 al estudiar el normslizador de G(3,3,3),
obtenido a partir de agregar reflexiones de orden 3 con direcciones en

los distintos sistemas de imprimitivismo de G(3,3,3) dados en 2.10 +

esto justifica la eleccion de las direcciones en (12).

Conservanc las notaciones, del analisis precedente se tiene:

5.4~ Proposicion:

Sin=3%, entonces G es de tipo W(LB) o W(H3) = “2'W(L3)'
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5.5=- Corolario:

Si ny4, G no posee reflexiones de orden 2.

Prueba:

Si 1Ty ¢ son raices de G de orden 3 y 2 respectivamente, no pu-
diendo ser <1,p»> = O al variar 9 de 4.8 iv) se sigue que G tendrd un
subgrupo de tipo G(3,1,2) y este una extension tridimensional primiti-
ve en G, segun 4.5, necesariamente de tipo w(ms) por 5.4 , lo que con-

tradice 4.7 pues p(W(NB)) = ug-I.

5.6- Proposicidn:

El grupo normalizador de W(LB) y W(MB) en U(V) esta dado

por U.W(LB) con U el conjunto de complejos unitarios.

Prueba:

Desde que w(M3) = "2'W(L3) s 8mbos poseen el mismo normalizador.
Si un elemento t en U(V) normaliza a W(MB) , este debe permutar las ter-
nas ortogonales de direcciones reflexivas, modulo W(H3) , podemos supo-
ner que t deja invairante una terna ortogonal, de moso que t normsliza
al subgrupo de W(M3) de tipo G(3,1,3) presentado sobre dicha terna, por

2.13 i) se sigue que t ¢ U(F3) = UW(Lg)

5.7- Sea n = 4, por 5.1, G posee un subgrupo H de tipo W(L3) actuando sobre
un hiperplano P, Sea e un vector unitarioc en la direccidn ortogonal &
Fyo@Puna raiz de G tal aue {{o,e)! # 1.

Pare cada terna ortogonal de raices er B , de 5.2 i), 0 resulta ortogo-
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nal por lo menos a un elemento de dicha terna, razon por la cual ¢ no
puede ppoyectarse en P sobre una direccidén reflexiva de H, en consecuen-
cia 0 es ortogonal e una iunica direccién en cada terna.

Sean 1,¢,n,h(n) en H como en 5.3 y supongamos <1,06> = O, 0 se proyecta

en P sobre un elemento de le forma:

gn + 6n(n) con If} =Y% =151

Yy por 5.2 i)

Vz -— HN Vi
0’ = ! » l - l -élo
3 <0,9> P 3

de donde 6 8 uBB y segun 5.3 , 0 se proyecta en P sobre las direcciones

reflexivas ocupadas por reflexiones de orden 2 en W(MB) s las que son
permutadas transitivamente por H.

Por otra parte, si dos raices de G en las condiciones de ¢ se proyectan
en P sobre una misma direccidén deda por n + ph(n) y p(n + ph(n)) ,
de la condicidn en 5.2 i) resulta $ en b3y €S decir, hay a lo sumo tres
raices que se proyectan sobre une misma direccion en P.

Ahora bién, si g representa el elemento de orden 3 en p(H), las raices
¢,8(0),8" (o) se proyectan sobre una misma direccidén en P concluyéndose
que exactamente direcciones reflexivas de G se proyectan sobre cada una
de las direcciones C.(7n + u}h(n)). Se sigue que G posee 3x9 = 27 direc-
ciones reflexivas fuera de PUC.e.

Notemos que las reflexiones asociadas 2 n,h(n),0 dan lugar a un subgru-
po de tipo W(LB) en el hiperpleno ortogonal &8 1, con lo que G posee a-

demas une raiz y en la direccidrn C.e ¥y un total de 12 + 27 + 1 = 40



direcciones reflexivas, pudiendo ser generado con H y una reflexion

asociade a la raiz ¢ . Si 0 se elige de modo que su proyeccién en P
[

caiga sobre -‘%’i.(n + h(n)), las reflexiones asocisdas & T,¢,T7,0

generan G admitiendo este un grifico de reflexiones de tipo:

Jajajald Y3

L, O0—e0—=0—+»0 a-=
[

es decir G = W(L4) queda definido en 2(w) y la finitud la garantizg 1.11.
Notar que en los planos ortogonales determinado por los pares T,9 y G,7
G posee subgrupos de tipo W(tl) de donde -I 6 p(G), como ademas G posee
une base ortongonsl de reices, se tiene u(G) = ué.l.

El grupo de isotropia de y debe normalizar & H, siendo por 5.6 un sub-
grupo de “2°H en P, pero si la multiplicacidn por -1 en P es realizada
por un elemento g de G, se tendrd una reflexion -g en G de orden 2 con
raiz y, en contradiccion cor 5.5, luego el grupo de isotropia de y coin-
cide con H.

Los multiplos de y que aparecen en su G-orbita son exactamente p6.7 lo
que de un total de 6 x 40 = 240 elementos en dicha orbita , de donde

iGl = 240 x 1H! = 240 x 648 = 155,520,

Finelmente las raices de G = W(L4) pueden tomarse sezin las direcciones

dadas por:
ei ’ (1’N3vﬂ3vo) ) (1"H5’0"N3) ’ (lvov'ﬂ51H5)1(0911'N59P3)

Conservando las noteciones introducidas en & 5, el siguiente teorema

y los datos en la tablea son consecuencias del andlisis realizado en este

capitulo.
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5+8- Teorema:

Sea G un grupo de reflexiones primitivo conteniendo reflexio-
nes de orden 3, n=3., Entonces n = 3 y G de tipo w(LB) o W(MB) on-=4
y G de tipo w(L4).

Se tiene ademas la siguiente tabla:

G n IGI Tu(G)t nimero de reflexiones de orden
2 3

”(Li) 3 648 3 - 24

W) 3 1,269 6 9 24

w(L4) 4 155.520 6 - 80



8 6. GRUPOS PRIMITIVOS GENERADOS POR REFL:XIONES DE ORDEN 2.-

En este capitilo estudiaremos los grupos primitivos generados por re-
llexiones de orden 2, recordando 1l.12 y 1.15 , solo consideraremos el
caso complejo.

En lo que siguve G denotara un grupo complejo mrimitivo generado por re-
flexiones de orden 2 y n = dim(V) serd mayor o igual que 3.

Usaremos &(G) para referirnos al méximo entero k tal que G contiene

ur subgrupo de tipo G(k,k,2), y para el numero 20050?) y Q3,Q,4,Q5 para

los conjuntos dados por:

1
% =10, 3}
1 2
Q = {0 3+ 18]
-1 o1 y2
Q5 = {O ’ % "5y VE v'%]

6,1- Observacion:

Si 6(G) = k , por 4.8 iv) se tiene k = 3,4,5y si 1ty ¢

son raices linealmente independientes de G, sera I<t,9>] € Qk'

El siguiente resultado fue establecido en 4.6 de (3), aunque la demos-
tracion que se expone de este hecho es algo mds breve, en ella se su-

pone familiaridad con los grupos de Coxeter listados en 1.13.

6.2 - Teorema:
Sea H irreducible generado por reflexiones de orden 2 y 6(H) = k.

Si toda extension tridimensionel en H de sus subgrupos de tipo G(k,k,2)

es real, entonces i es real.
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Prueba:
Si D en H es un subgrupo de tipo G(k,k,2) , s una reflexidn en

H con raiz 1 tal que D y s generen un grupo tridimensional, la condicidn
de que esta extensidn see real equivale a que exista una reiz ¢ en D
con <1,9> = O,
Si H es complejo, existira un entero m minimo con la propieded siguien-
te: Existe un subgrupc real K de reflexiones m-dimensional con &(K) = k

y une reflexidén s con reiz t en H tal que K y s generan un grupo

complejo.
Notar que en tal caso m 2 3 y un tal subgrupo existe pues podemos tomar
une extensidn real meximal irreducible de un subgrupo de tipo G(k,k,2).
Si K es de tipo W(Bm), presentando las raices de este segin las direccio-
nes -dadas por ei, ei-pzej s los valores l<1,ei>l i=1l,..,m , no pue-
den tomar siempre el valer 0 o una vez el valor 1, de donde para un par
de {ndices i,j sera 1<t e;>1 £ 0,1 # I<1,ej>l s ¥ conteniendo K un sub-
grupo de tipo G(4,4,2) en el plano determinado por e, ¥ ey debe ser 7
ortogonal & un elemento de la forma e+ uzej.
Si K no es de tipo w(Bm), las raices en K forman una unica K-orbita.
Se tiene, en cualquier caso, cambiando s por hsh! (h en K) si es nece-
sario, que T puede tomarse ortogonal a2 una raiz ¢ de K representada por
un punto terminal al cuel llega una arista con valor - % en el corres-
pondiente grédfico segun 1.13.
Sea t la reflexion asociads e ¢ ¥ K el subgrupo de K asociado al grafi-

co resultande de suprimir dicho vértice terminal en el grafico de K.

ror 1.1C y 1.13% , Y. es m-l-dimensional y 6(K) = k , luego K y s generen
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un grupo real, y desde que ¢1,9> = 0 , K , s y t generan un grupo real,
pero esto es K y s generan un grupo real, en contradiccién con las hi-

potesis asumidas sobre K y s.

- - 4
6.3- Proposicion:

Gea 6(G) =5, m el mdximo entero ial que G contiene un sub-
grupo H de tipo G{5,5,m) y & una reflexidn en G con raiw 7 tal que H y
8 generen un grupo irreducible, complejo si m = 2. Entonces m =2 y G

es una extensaién de w(JB(S)), siendo:
= -
33(5) Q\U/P a= 3

Prueba:
Presentemos H aegﬁn sus direcciones reflexivas dadas por ei-use_
J
ifj, i, % m. Pongamos < = (al,..,am,p) dado por sus coordenadas

en la base candnica de Cn+l. Por 6.1 se tiene:

la -psast 6 V2.0 (i # 3) (13)

Si existe un indice i tal que a = 0, consideremos un j con aj £0y
los conjugados de T dados por ¢ = (aj,o,..,u) , 0 = (Eaj,o,..,p) , se

tiene ¢(9,0> = !ad!ze + (1-!aj!2) un elemento en el segmento que une

. . - . 1 1
1l con ¢ con modulo en QS. Siendo ie unica posibilidad laj(2 E‘, se
sigue que el grupo generado por H y s es de tipo G(5,5,m+1) o contie-

ne un subgrupo de tipo G(k,k,2) con k »5, lo que contradice las Lipd-

tecis en 6{(G) y m. Debe ser o £ 0¥ i,



Por la condicidn en (13) , se tiene que lai-psaj! toms exactamente 3
valores distintos, por tratarse de las distancias de aiual pentagono
usaj. Podemos decir entonces que los pentégonos “5“1 tienen todos un

vértice sobre una misma recta real por el origen, y desde que G(5,1,m)

normaliza a G(5,5,m), podemos suponer los a, reales.

Notemos que la -0 | es el minime ¢ mdximc entre las disiancias la_-gsa_l
i 3 1 J

segUn @ a Sea mayor o menor que cero. ror otra parte si & £ a_ , por
i) i

(13) se tiene:

V2

la -a. | £
ai aj 2

si y sclosi aa,>» O
i)

(14)

la,-a.l » 1 si y solo si a,ax.< O
i) 1)

Si T posee tres coordenadas distintas a; ¢ a; < ap de (13) y la igual-

J
‘ : Y2y .
dad a -a, =(ak-aj) + (aj-ai) se tiene ao-a, = o0 > 1 mientras que
Tp=ay o T5=a3 ¥4 Y% , lo que contradice (14). En consecuencia los a %o-

man & lo sumo 2 valores distintos.

3

- - = -2 v o
Pongamos 61 lai ajl ’ 62 = lai eajl , & Iai € ajl s e verifica

la siguiente relacidn:

& - 76, + y’lag =0

que solo cumplen las siguientes ternmas (61,62,63) en V2.Q5 :

t = [% (7'1.1,V2) s L v% (7,V2,l) y t = v% (091'7)

siendo en cada caso:

- 5 perat, (15
“y 3 = 10 i%3/ =20 PETR Y >
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di + d% = %%1 , (a.a)? = 2 para t2

i3 20

R
u

R
Ry
n
¥

i 7% i~ 10 para t,

Si m = 3, podemos suponer a,= «, ¥ considerar a partir de (15) 1e

desigusldad: '

2ty 3=y
1 = 5 + 5 = ai + a% + a% =1

de donde a% = ﬁ;l y (alaa)2 = I% contradice (15).

Se tiene m = 2y 1t = (a,pyp) « Si @ = i, T es ortogonal a la direccion
reflexiva deda por e,-e, generando H y s un grupo de tipo W(Hj), cas0

que se descarta por la eleccidn de s.

Si a y p tienen el mismo signo, las reflexiones asociadas a las direc-

ciones dadas por:

(1,~€,0) , (eB-a).(ayByn) o (ea=)e(Boayp)

generan la extensidn asociéndole un grdfico de tipo J3(5) a partir de

(15).

Si a y p tienen signos opuestos, se vuelve al caso anterior si se con-

sideran las direcciones dadas por:

(asﬁsll) ’ (CSB'G)-(lv"szo) ’ (52‘3‘“)0(1"53’0)

El grupo w(ajgazz.-

Sean 1,9,n las rasices asociadas a J3(5) s SUPONEMOB: {T,P> = - gﬂ .

(1,n)'='%-= <%,ny. Notemoe con G el grupo w(JS(S)) generado por las



reflexiones s,t,u asociadas a las raices t,9,7n respectivamente,

Sea r la reflexidn en G con raiz d = sts(vn) , se tiene:

R
1et,050 = 1= 5 1 =
-1
l¢c,o! = 1"—2-7—1 = V% (16)
<ny¢> -0

de donde s,u,r y t,u,r generan subgrupos de tipo I_ = W(H5) y W(BB)

3

- . . 4
respectivamente, es decir, poedmos realizar G como extension de uno de

estos grupos segin (16).

Las raices de I3 se distribuyen en 5 sistemas ortogonales de direccio-

nes reflexivas dadas por:
(1,0,0) (0,1,0) (¢,0,1)

(1’7t7-1) ('TvY-lvl) (Y-Io’loY)

(10’797-1) (7.7-11'1) (7-19197) (17)

(-117!7-1) (717-1t1) (7-1’11'7)
(1:71‘7’1) (7?'7-101) (‘Y-l’le)
las cuales son permutedss transitivamente por la acciodn de 13, ademds

el producto de las reflexiones ssociadas a (1,-7,7"1) y (y71,1,-y) es

una rotacidn de orden 3 cuyo eje se encuentra en la direceién de (1,1,1),
de donde un elemento de 13 permuta ciclicamente las coordensdas.

Teniendo en cuenta (16), podemos elegir:

T =%(1'YQY ) s N = (-1,0,0) y O = (O."W,O)
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y luego ¢ =% (1,1+wy,-w). Considerando:

s(9) = L (1,-v,0)

4 .+ .
podemos reinicisr nuestro analisis pensando que B ests generado por I

5

y una reflexidn s con reiz T en la direccion de (1,-w,0). Es claro en-
tonces que G contendrd un subgrupo de tipo W(BB) presentado por la ba-

se candnica y las direcciones dadas por:

<1vIYvO) ’ (Ovlviy) ’ (iyaovl)

y por la accion de 13 sobre los sistmas ortogonales en (17), podemos

establecer 45 direcciones reflexivas en G dadas por:

) (18)

Vl’v2'v3' VWY, vziyv3 ’ vjiyv
siendo VisVy sV, una de las ternas ortogonales en (17). Notar que son
etfectivamente 45 direcciones que pueden ser agrupadas en 5 subgrupos
de tipo W(Bj) segun fueron presentadas en (18).

Si un vector (a,3,6) en (18) tiene sus coordenadas no nulas, las afines

correspondientes a (%u %) toman los valores:

(+15477) » Grorr™d) , (2r72,0070)
(swp? 1wr) , (ewy~l,amy) |, (a7t 00y72)
%)

(7 yowy) 5 (emy L,ewy) , (y L, ey

de donde las direcciones en (18) son permutadas por s, luego por G, sien-
do estas el total de direcciones reflexivus ae G.

Sea t la reflexidn en G dada por t(a,i,6) = (a,wd,w) se tiene:

st(a,p,8) = w.(6,a,8)
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y desde que -I y las permutaciones ciclicas de coordenadas son realiza-

das por elementos de 13, se tiene p(G) = ngeI, pues G = w(JB(S)) queda
definido en Z(y,w). Por le misma rezdn, los tnicos multiplos de une ra-
iz ¢ en su drbita son exactamente u6.1 , es decir la G-drbita de uns

raiz posee 6x45 = 270 elementos.

Sea H el grupo de isotropie de 35. Si hen H aplice e, en le direccion

de e tvwe, o arlicard el-;e3 en la direccidn de eliy62-§e3 sobre la

cual G no posee raices, luego h aplica el en la direccidn de e_ 0 € .

Como H posee un subgrupo de tipo G(4,4,2) en el plano generado por e1
odemos suroner h{e.) = p.e asi, hie_-we_) = pe -fe_ d
Y ey by P ( 1) Mo Y y i 1 3) u 1 ebe ser

una direccidn reflexiva de G, luego u = 1 y H de tipo G(4,4,2).

Finalmente se tiene 15! = (HIx270 = 8x27C = 2.160.

Proposicidn:

Si 6(G) = 5, entonces G = W(JB(S)).

Prueba:

Por 6.3 , bastara ver que i = w(J3(5)) no posee extensiones irre-
ducibles. Teniendo en cuente p(i) = ugeI, por 4.7 , H solo pusdé tener
extensiones tridimensionales. Presentemos H por sus direcciones como-en
(18) y supongsmos que T = {a,p,d) es raiz de una reflexidn s que da
lugar a una extensién de G. Por 4.8 iv) podemos suponer «,|i,6 ¢ C, pues
G posee subgrupos de tipo G(4,4,2) en los planos xi = 0. Ademas, G posee
las raices ei ¥ las permutzaciones de los ejes cartecionos, luego por

6,1, podemos pensar T = %(l,ay,ﬁy-l) con a,3 complejos unitarios con
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Re(a) 2 0, Re(p)2 0. De la condicién I<T,p>1 6 Q5 para las raices ¢
de G en las direcciones de (1,+w,0) , (+w,0,1), (1,7,¥"!) resultan

@ =1=p3, de donde H no tiene extensiones propias.

Proposicion:

See &{G}) = 4, & el miximc entero tal aque C rosee ur sub-
grupo E de tivo G(4,4,m), s una reflexion en G con raiz T tal que H
y s generen una extensidn irreducible propis de H, m+l-dimensional
sim<n, compleje si m = 2. Entonces m = 2 y <TH,§)”=‘W(J3(4)) s O

m=n=4yG-= w(N4) 0G = EW(N4) es a la vez una extension de

.W(N4) vy G(4,2,4), siendo:

35(4) °\":£7° « - 7i

-5

0—-0-2-'0
! V4 e

n
[
'
(WS

NI

Prueba:

Presentemos H por sus resices segun las direcciomes de ei-p4e.
J

i,j = m. Pongamos T = (al,..,am,p) dado por sus coordenadas en la base

canénica de C™1l, Por 6.1 se tiene:
lai-p4ajl 6 Q4 (19)

Si elgun o es cero, de (19) se sigue que H ¥y s generan un gruno den-
1

tro de los siguientes tinos: G{4,4,m+1), G(h,h,m) con hy 4 , ambos casos

contradictorios, ¢ bien, G(4,2,m). En este ultimo caso es m = n ¥ por

pvoseer G un subgruro de tirvo G{4,2,2), vor 4.6 iv) se tiene n = 4.
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Sin»4 , por 4.5 y 2.11, G contendrd une extensién K S-dimensional
primitiva de G(4,2,4), siendo u(G(4,2,4)) = u4-1 , p4.K contendra re-
flexiones de orden 4, en contradiceidn con 4.8 ii). Luego n = 4 y G una
extensidn de G(4,2,4).

Sea ai £0%¥i, Razonando como en 6.3, puede establecerse que pars ca-

do par i, se verifics uno de los siguientes cesos:

i) arg(aiaj) = i.% , :_%E N lai12+ lajl2 =2 laa .t = Y2

(20)
1

: 4 a la | = =

ii) a 6 u4 3 ¥ >

Supongamos que existe un par a ,a en la situacion de (20) i). Sea k # i,J,
i)

de (20) se sigue que p4ak debe eoincidir con uno de los dados por p a ,

41
u4a‘, s 1o que contradice las condiciones en (20) para los médulos de
J
a_,a.,ak. Se tiene en este caso, m = 2 y desde que G(4,1,2) normaliza
1]
a G(4,4,2) , podemos tomar T = (a,E,p) con a real positivo, arg(p) = %

y « < IBl. Si consideramos las raices:

¢ = (B-a).(l,-l,O) y 0= (a+ip).(-1,i,0)
las reflexiones asociadas a 1,¢,n generan la extensidon de H asignadole
un grifico de reflexiones de tipo J5(4).
Supongamos que solo ocurre ii) en (20). Como G(4,1,m) normaliza & G(4,4,m),
podemos suponer ai = % para i = 1,..,m. Como en 6,3, si m = 2, la ex-
tension resulta real, caso que se descarta .

La direccidn reflexivs dada por el+e2 se aplica por s en la de:

(0.0,-1,--,-1,-2u)
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esta Wltima debe ser una direccidén reflexiva de H si G no es una exten-
sidn de G(4,2,4), en consecuencia es m = n = 4.

Finalmente, las reflexiones segun las direcciones de:

(1’191919v(iv“lfoto),{19'1v0v0)v(0’19'110)

generan la extensidn de I asociéndole un grifico de tipe h4.
Notemos que si uns raiz 1 da lugar s una extensién de G(4,4,4), cambian-
do 1 por un conjugado bajo la accidn de G{4,4,4), podemos suponer que su
direccién reflexive esta dsda por un elemento de la forms (1,1,1,u) con

i en u4. Las extensiones obtenides con cualquiera de estos elementos,
resultan conjugadss por la accion de G(4,1,4) y resulten grupos de tipo
W(N4). Por otra parte las extensiones de W(N4) se obtendran a partir de
G(4,4,4) agregando dos o mds de las direcciones reflexivas mencionadas,
por la condicion en 6.1, solo es posible extender con uno de los siguien-

tes pares:

(1,2,1,+1) , (1,1,1,+i)

obeteniendose extensiones conjugadas por la accion de G(4,1,4) que nota-
Temos con Ew(N4), notese que esto equivsle & extender G(4,2,4) con la

direccién reflexive dade por (1,1,1,1).

El grupo W(J;(4)).~

Notemos con G el grupo N(J3(4)) y con u el complejo ligll . Desde que

G queda definido en Z(pn), G resulta finito en virtud de 1l.1l1l. P'rocedien-

4
do como en 6.4, podemos poner a G como una extension del grupo de Coxeter
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w(BB) presentado por sus raices en las direcciones de. ey 1 €5t ejal que

ad juntamos la direceidn reflexiva dadapor {1,-l,p).
Por la accidn de W(BB) obtenemos un total de 21 direcciones reflexivas

en G dadas por :

e.v ek sy (Lxlyn) 5 (wyxdytl) 5 (1,20,41) (21)

Supongamos que uns reflexion s con raiz ¢ = (al,az,aB,ﬁ) da luger & une
extensidn irreducible H de G con &(H) = 4. Si H es 4-dimensional, supon-
gamos tomada ¢ en H de modo que If! sea maximo.

A partir de las raices en E(Bs) y 6.1 se tiene:

~ 2 ~y
lagl 6 Q,4 » lajr asl 8 VE .Sy (22)

. (3 7 . v
Teniendo en cuenta las reices en H segun las direcciones s(ei) , s(eiiej)

y la condicidn en {5, se tiene:

1 2
lail = E ’ laj_.‘t ajl = VE (23)

de (22) y (23) resulta x; 6 u4-% vy vor la accion de W(B5) podemos su-

poner ¢ = %.(l,l,2a ,2k), para la raiz en G 1© = % {1,-1,p,0) se tiene

3

[ ’ .
e, n>l \% en contradiccion con 5.1. Luego H es tridimensional , es

]

decir @ O en 9.

Ahora, por 4.8 iv) debe ser ay £ 0, luego (22) y la accidn de w(B3) en
X . 21 _Vz s S
9 nos permite supomer : a; =5 = la,l , lagl ='5 ﬁe\az) 20, Re(aj) a 0,

en tal caso, nuevamente de (22) se tiene: « = % = a, 2a3 = Koo

Si ¢ = % (1,1,5) , pers la reiz en G 1 = % {p,~1,1) se tiene que

,
1<, 12l = V1 en contradiccidén con 6.1.



Resulta entonces que G no sdlo notiene extensiones irreducibles en le

situacidn de H, sino que sdemas todas las direcciones reflexivas de G

son las dadas en (21).

Por otra parte, al quedar G definido en Z(p) , como en 6.4 podemos es-
tablecer: u(G) = p2.1 , la G-4rbita de una raiz en G posee 2x21 = 42

elementos y el gruro de isotropie de una raiz es de tiyo G(4,4,2), con

lo que IGt = Bx42

336.

Tenemos tambien el siguiente resultado.

6.8- Proposicidn:

En las hipotesis de 6.6, si m = 2, entonces G = W(J3(4)).

6.9~ Los_grupos W(N4) y EW(N4).-

Para describir las extensiones de G(4,4,4), recordemos que segﬁn 2,10,

G(2,2,4) posee tres sistemas de imprimitivismo que pueden ser tomados

como e
5, = | c.(1,9,0,0), c.(0,1,0,0), ¢.(c,C,1,0), C.(C,0,0,1) }
s, = {c.(1,2,1,-2),C.(1,1,-1,1),C.(1,-1,1,1),C.(-1,1,1,1)} (24)
s, = {c.(1,1,1,1),c.(1,1,-1,-1),c.(2,-1,1,-1),C.(1,-1,-1,1)}

es fdcil ver que si tomamos una reflexion con raiz en uno de estos sis-
temas, este deje invariantes las direcciones en dicho sisteme mientras
que permuta laz de los dos restantes intercambidndolos entre si. Por otra
parte, semin 2,12 una tel reflexidén normalize a G(2,2,4).

Notemos también que G{2,2,4' puede extenderse a G(4,4,4) en tres modos
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diferentes presentando este ultimo sobre los distintos sistemas dados
en (24). Sea H la presentacgén de G(4,4,4) sobre S, » s le reflexion
cuya reiz estd en la direccion de (1,1,1,1), se tiene que H y s gene-
ren un grupo de tipo W(N4) y s(H) es la presentacion de G(4,4,4) sobre
sg. 8l mismo tiempo, si T es la raiz de s, la L-orbita de C.1 coincide

corn S3UC(tiiw) con v ¥ w un par de vectores cue determinan 82 er (24).

En consecuencia W(N4) posee 40 direcciones reflexivas dadas por:

ei+p4ej ) @8 ta e ta e b e, (ai e g s M@ = 1)

Si extendemos w(NL) A EW(NA) segun la direccion reflexiva dad por
(1,1,1,-1), es claro que tendremos las tres presentsciones de G(4,4,4)
como subgrupos de EN(N4) y 6C direcciones reflexivas que pueden tomar-

se segun:

e, v Byt e, X €t e tase A e (ai € pu,, na, = +1)

117272 33 474 4 i

Desde que ambos grupos quedan definidos en Z(i),como en 6.4 podemos es=-

tablecer: u(W(N;)) = u(BW(N4)) = py.I, le Orbita de une raiz contera

con 160 o 240 elementos segun el caso considerado, el grupo de isotro-
pia de una raiz es de tipo w(Bs) para W(N4) y de tipo G(4,2,3) para

Ew(N4) , concluyéndose de este modo que:

IW(N4)I = 7.680 , IEH(NA)I = 46,080

6.10- Proposicidn:

Sea 8(G) = 3 , m el mayor entero tal que G posee un .subgru-

Ty

po H de tino G(3,3,m), s vna reflexidn cor. raiz T tal que H Y S generan
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una extensidén proria de E, m+l-dimensional si m<{n , compleja si m = 2,

Entonces m=4yn=5y G-= W(K5) s, 0O mMm=n=6 yG= W(K6) siendo:

a
= = !
2
[+4
K, O e () emmmasly () seomeamne. () arsm O
(o]

Prueba:
Presntemos H por sus raices en las direcciones de ei-uae, Y pon-

gamos T = (al,..,am,ﬁ), la condicion en 6.1 dard:

!ai-u3ajl 6 V2.Q3 (25)

Si algun o, es cero, de (25) se sigue que H y s generan un grupo de tipo
G(h,h,m) con h miltiplo de 3 o G(3,3,m1) , siendo ambos casos contra-

dictorios, se tiene o, £0 Vi,

Ahora, de (25) resulta yu a = p a  para cada par i,j y la | = V% .
31 53 i

Desde que G(3,1,m) mormaliza a G(3,3,m) , podemos suponer a = Ve |
i

Si m =2, v es ortogonal a la direccidn dada por e -e, y la extensibn
resulta real. Si m = 3, el gr&fico asociado a las raices:

1-; Wel-e -

—-T [ ]

V3 5

2 , w. S17%2 , €%
V2 V2

segin 2.7, indicen que le extensidén es de tipo G(3,3,4), en contradio-

cidn con la maximalidad de m, seri entonces m > 4 y por las coordenadas

de T n2=5,

Surongamos m = 4 y que unz raiz ¢ da lugar & unz extensicn del grupo
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generado por d y s, cambiando ¢ por un conjugado bajo la accidn de es-
te grupo, 8i es necesario, podemos suponer que ¢ no e€s ortogonal con T
y con alguna raiz de H. Por comodidad representamos esta extensién en

06 escribiendo:

T - V%.(l,l,l,l,l,l)
Vé 2, 1802 =
0 = 6.(l,l,l,a,B,b) a6 hg 9 115 +161° = 2

con f = 6 si le extension es 5-dimensional. El aspecto de ¢ se debe a
esta puede jugar el papel de T en el analisis realizado al comienzo de
ls demostracidn. ntre los conjugados de o por la accién de H tenemos
la raiz 10 = V%.(l,w,ﬁ,a,ﬁ,b) s 6i la extension es 6-dimensional, es

decir f # & , se tiene:

; 1
i € 1+131+161 (12 o 2
IKn,7t2 3 3 >

de donde por 6.1, debe ser a+3+b6 = O , luego <T,¢$> = 1 y observando

2
las coordenades de s(¢) = ¢ - T , resulta a = 1. Si consideramos el
grafico asociado & las raices T,¢,m, lﬁ%'(el-ez)’ !%%n(ez-ea) y Due-
vamente por 2.7 se tiene una contradiccion en la maximalidad de m.
Supongamos entonces § = 6 , se tiene I3l = 1 y de la condicion en 6.1

para IKt,ml = 15%2Qi resvlta ¢ = T.

Iy consecuencia si m = 4 , debe sern = 5 Y G puede generarse con las

reflexiones cuyas raices estan dadas por:

es decir G = W(KS)-
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Finslmente si m 2 5 , sexa n * 6 y tenemos un conjugado ¢ de T bajo
la accioh de H en la direccién de (w,w,w,w,%,1) de donde s(¢) en la
direccidén de es-ﬁe6 nos permite asumir m = 6, Desde que u(G(3,3,6))
es p6.1 , de 4,7 se sigue que m = n = 6,

Por otra parte, tods raiz de G que no este en H , podra ser llebada
por le accidén de H & un elemento en la direccion de (1,1,1,1,1,u) con
B en u5, teniendo en cuente T y le condicién en 6.1 , la unica posibi-

lidad es g = 1.

Desde que G puede obtenerse a partir de W(K_) y la reflexidén en la di-

>

reccidn de e =-e se tiene G = w(K ).
65"’ ( 6

6.11- Los grupos W(K5)~¥fw(K6)"

Como ambos grupos quedan definidos en 2(w), la finitud de estos se si-
gue de 1.11. De 46.10 y con las mismas notaciones, las raices pueden ser

tomadas segin las direecciones de:

ei-u3ej ’ G(3’514)01 (iaj < 4) para W(Ks)

ej-uzes » G(3,3,5)et (1,5 ¢ 6) vpare W(K)

haciendo un totel de 45 dirrecciones para W(KS) y 126 para W(K6).

Es claro que ambos grupos son primitivos. Por 4.7 tenemos p(W(Ks)) a

lo sumo de orden 3, pues queda cortenido en us.l, pero -I esta en W(K_)
J

por poseer reflexiones en las direcciones ortogonales dadas por:

(l,-l,0,0,0,0),(l,l,l,l,l,l),(0,0,l,-l,0,0),(w,w,ﬁ,ﬁ,l,l),(G,G,w,w,l,l)

de donde p(ﬁ(ﬁs)) = kyel. Tambien parz este grupo, ¥ luego pare ambos,
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cada raig en su orbita aparece multiplicada vor los elementes de pévya
que sdlo en G(3,3,4) parsrecen multiplicadas por hy
Para W(KS), sea H el grupo de isotropia de 1 actuando en el espacio P

ortogonal a t. Las reflexiones en P segin las direcciones:

0;-e; (i,5 ¢ 4) n4-(w,w,ﬁ,§,l,l)
generan un grupo de tipo G(2,2,4) que notamos con D. lLesde que H norma-
liza a D, por 2.13 resulta H C pm.W(F4) pera algin entero m. Observan-
do que todo elemento de W(F4) es de la forme D.u o D.r donde u posee
valores propios w,w,w,Ww ¥y r es una reflexidén, un elemento h en H serd
de la forma pu o ur modulo D, y desde que tr(h) ¢ Z(w) , det(n) = + 1,
se sigue que p = + 1, es decir h solo puede ser u o 1 médulo D. Si u
esté en H y s es lawllexion asociada 8 1, resulta u.s en w(xs) con
Ww,W,W,W,-1 como valores propios, lo que contradice 4.6 pensando W(K )
como subgrupo de W(Ké). En consecuencia H = D y IW(K5)| = 45x6x192 =

= 51.840.

Es claro que p(W(Ké)) = p{G(3,3,6)) = “6'1’ khora, si & es el gruyo de

isotropia en W(K6) de la raiz en la direccién de es-e , este permuta

6

las raices de W(Ks) a quien tiene como subgruvo. Si h esta en H, médu-

lo W(KS), podemos suponer h(r) = T, y como antes resulta h en D, luego

h en W(K5) , de donde 1W(K )l = 126x6x51.840 = 39.161.040.

El siguiente teorems y lz correspondiente tabla resumen los resultaedos
obtenidos en este cap{tulo, completéndose de este modo, le determina-

cion de los grupos finitos de reflexiones en el caso comrlejo.
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6.12- Teorema:

Ses G un grupo primitivo complejo generado por reflexiones

de orden 2, entonces G es conjugado a uno de los siguientes grupos:

W(J5(4)). W(JB(S))' W(N4) ’ EW(N4) ’ ﬁ(KS), W(K6).

Se tiene ademas 1ld siguiente tabla:

o n IGI tp(G)t N° de reflexiones
w(J3(4)) 3 336 2 21
w(J3(5)) 3 2,160 6 45
w(n4) 4 7 .680 4 40
(N, ) 4 46,080 4 60
w(xs) 5 51.840 2 45
W(k,) 6 39.161.040 6 126

Los resultados en 6.3,6.6 y 6,10 probablemente puedan ser presentados
en un solc teorema pues los razonsmientos empleados en sus demostracio-
nes,esencialmente,no varian.

La finitud de los grupos en generalse obtiene a psrtir de 1,11, en tal

sentido, surge el interrogente de si es posible ampliar este criterio

de modo que contemple el caso J3(5)'
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