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INTRODUCCIGN.­

los ¿nupos finitos de reflexiones complejas fueron establecidos por Shepherd

y Tood en (9), basándose éstos en la determinación de los grupos proyectivos

generados por homologïas, la que se sigue de G. Bagnera en (l), H.F. Blioh­

feldt en (2) y N.H. Mitchell en (6).

Los grupos finitos de reflexiones, en el caso real, fueron determinados por

H.S.M. Coxeter en (4). En este caso la clasificación se reduce al análisis

de grafos asignados a dichos grupos, construidos a partir de un sistema sim­

ple de raices.

A.H. Cohenen (3), presenta un estudio más sistematizado del caso complejo,

analizando también grafos de raices. Aqui, la efectividad de los grafos no

queda suficientemente clara, probablemente por no haberse establecido un

análogo de sistema simple en el caso real.

Entendemosque en (3), Cohendeja ideas claves para conseguir la clasificación

en forma más compacta. Estas ideas son usadas en este trabajo para arribar a

la determinación de los grupos, en nuestro caso, los grupos que van surgiendo

se describen detalladamente en forma independiente de los trabajos citados y

tal descripción permite determinar nuevos grupos de un modomás directo que el

análisis de grafos.

En (3) Cohense limita a la determinación de los posibles grafos apoyándose en

(9), en tanto due aqui presentamos una versión sutocontenida de la determinación

y construcción de los grupos.

La afirmación en vi) de 5.3 en (3) no es correcta, pues es posible dar contra­

ejemplos observandolas raices de ¡(J3(5)) (ver pág.60), esto resta validez
a la demostgsoión de 5.5 dada en (3).

A continuación damosel contenido de cada capitulo mensionando los resultados

principales de este trabajo.

El primer capítulo es introductorio, en él se obtiene un criterio de finitud



(1.11) para grupos presentados por un grafo.

En el capitulo 2 se estudia el caso imprimitivo, que no presenta mayores di­

ficultades. Allí se establecen los resultados en 2.11 y 2.13 los que indican

una omisión en 2.7 y 2.13 de (3), seguramente inducida por el análisis de 6r­

bitas para n-2 en 2.5 vi) de (3). La proposición 2.4 puede considerarse un

criterio de imprimitivismo para grupos de reflexiones.

En el capítulo 3, los grupos primitivos en C2son establecidos a partir de

su acción en la rectq proyectiva, lo que permite determinar las órbitas de las

direcciones reflexiVas que luego se combinanpara contruir los grupos.en 3.12.

El capítulo 4 reproduce resultados obtenidos en (3) para grupos primitivos, con ?

ligeras modificaciones. En 4.5 se da una versión débil del teorema de Blich­

feldt en (ll) pág. 169.

En el capitulo 5 se obtiene 5.8 para gupos primitivos que contengan reflexiones

de orden 3. En 5.6 diferimos con 5.14 de (3).

Finalmente, en el capítulo 6 se completa la ciasificación de los grupos primiti­
vos a partir de 6.3, 6.6 y 6.10.

Deseo expresar mi más sentido agradecimiento al Dr. Enzo R. Gentile, quien me

indicara el rumboen el estudio de la matemática y de quien recibo un permanen­
te estimulo y entusiasmo para seguir avanzando en él.



E l. NOTACION, TERMINOLOGIA Y PROPIEDADES BASICAS.­

1.1¿ A lo largo de este trabajo notarenns con C, R y Z los numeros comple­

jos, reales y enteros respectivamente. Para un complejo z, í notará el

conjugado, lzl el módulo.

Con umnos referiremos a las raices m-ésimas de la unidad, reservando

las letras w, i y e para las raices de argumentos gï , g-y ÉL respec­
tivamente.

Notaremoscon V el espacio vectorial Cn, con el...,en la base canónica

y usaremos < , ) para el producto escalar canónico en V, lvl para al

módulo de un vector en V y U(V) para los automorfismos unitarios.

Para un conjunto A, ¡A! notará el cardinal de A.

1.2- Definición:

Sea B # 1 un complejo unitario y 1 fi 0 en V. Se llama re­

flexión asociada a 1 con valor propio p al automorfismo de V dado por:

s1’B(v) = v + (p-l).í%:í%.1 (v en V) (l)

1.3- Observación:

Las siguientes propiedades son inmediatas a partir de (1):

i) s e U(V).
TvB

ii) s (v) ='v ¿a <t,v> = 0.
Tip

iii) sw,B = sm3 (p ¿ o en c)

u(1),B = u.sT'pou-l (u en U(V)).iv) s



vii) T es un subespecio s
T‘
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v) Existe una base ortonormal en V tal que la matriz de sT es
diag(B,l,..,l) en dicha hace.

vi) Si Bm# l , (sT B)m es la reflexión asociada a 1 con valor propio um­’

B-invariante si y solo si <1,T7 = 0 o 1 e T.9

Definición:

La recta G.1 será llamada dirección reflexiva de sT Y un

vector unitario en dicha recta se dirá una raiz de st B.9

Definición:

Un grupo G de automorfismos de V se dirá un grupo de reflex­

xiones si puede ser generado por las reflexiones que contenga. Llamare­

mosdirecciones reflexivas (resp. raices) de G, a las direcciones (res­

pec. raices) de las reflexiones contenidas en G. Unaraiz o direccion

reflexiva en G, se dirá de orden k si k es el máximoorden de una reflex­

xión en G asociada con dicha raiz,ocdirección reflexiva.

Observación:

Si G es un grupo de reflexiones en V, y sus raices pueden

ser agrupadas en dos conjuntos A y B no vacíos y ortogonales entre si,

los subespecies V(A) y V(B) generados por A y B respectivamente, re­

sultan invariantes por la acción de G, siendo este además, el producto

directo de sus restricciones a dichos subespecios. En consecuencia in­

teresa el caso en que las raices de G no puedan descomponerse en el sen­

tido mensionado.



; Puede probarse que el concepto de grupo iireducible, en el caso de gru­

pos de reflexiones, equivale a la siguiente definición:

1.7- Definición:

Sea Q un grupo de reflexiones en V, G se dice irreducible

si sus raices generan V y no pueden ser agrupadas en dos conjuntos no

vacios crtogonales entre si. En general, diremos que G es k-dimensio­

nal si sus raices generan un subespacio V(G)de dimension k sobre el

G Opera irreduciblemente.

1.8- Gráfico de Reflexiones

_Por un grafico R entenderemos un conjunto finito RV, conjunto de vér­

tices denfi, una función o de RVen los naturales, llamada orden y una

función o de va Rv en.C llamada arista tal que 9(v,v) = l V v en Rv

y la matriz de coeficientes aij = o(vi,vj) es hermitiana y definida
positiva.

Ungráfico puede ser representado identificando cada vértice con un

punto, anotando sobre cada punto el orden del vértice correspondiente

y uniendo con una flecha cada par de puntos sobre el cual colocamos el

valor de la arista correspondiente. Naturalmente pueden tomarse las a­

ristas en un solo sentido por la condición üij = aji , ademáspueden
omitirse: la orientación en las aristas reales, las aristas asociadas

a los pares (v,v) y las aristas nulas.

Si G es un grupo generado por 31,..,sm reflexiones con raices 11,..,1m

linealmente independientes y con raices de la unidad 91,..,pm comova­
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lores prOpios, podemosasignarle a G un gráfico de reflexiones RSC!

como sigue:

H(G)v = 11,..,1m , d(1i) = orden de Bi , 9(Ti,1j) = (11,13)

Si bien R(G) depende de las raices elegidas, en el sentido contrario,

dado un gráfico R, podemosasignarle un único grupo de reflexiones,

salvo conjugados en U(V), resolviendo el problema ¿1i,1j7 = ai

giendo pi - exp(02: ). Un tal grupo será notado con W(R).

_ eli­
J Y

1

Comoen nuestro caso asociaremos graficos a los grupos, debemos iden­

tificar los resultantes de permutar las Ti o de cambiar :1 por p.11 si
p es un complejo unitario.

En general, diremos que G admite un ggáïico de reflexiones si puede ­

ser generado por reflexiones con raices linealmente independientes.

1.9- Definición:

Ungráfico de reflexiones se dice conexo si dos vértices

cualesquiera pueden ser unidos por una sucesión de aristas no nulas.

Í1.10- Proposición:

Supongamos que G admita un gráfico R(G). Entonces, G es

es irreducible si y solo si R(G) es conexo y G n-dimensional.

Prueba:

El subespacio generado por los vértices 11,..,1m de R(G) es in­

variate por la acción de G, lo mismoocurre con el subespacio generado



-5­

por una componente conexa de vértices en R(G), luego si G es irreduci­

ble debe ser m = n y R(G) conexo.

Para la implicación en el sentido contrario, notemosque por 1.3 vii)

un subespacio T es G-invariante si m es ortogonal a todos los 1_ o si
1

existe un TJ en T. En el primer caso T = 0, en el segundo de z

s.(1.) = 1. + (5.-1).a...1. e T
i J J 1 Jl 1

se sigue que la componenete conexe de TJ en R(G) queda incluída en T,

luego T = V.

1.11- Teorema:

Sea R un gráfico de reflexiones tal que el subanillo B genera­

do sobre Z por los elementos (9.-1).aj_ es un conjunto discreto de C,i 1
entonces w(R) es finito.

222225!

Si v en V es 61.11 + .. + ón.tn , la forma cusdrática dada por:

Q(v)= _a. 25.45..J

resulta invariante por la acción de G y definida positiva, luego los v

en el reticulo 3.11 + .. + B.1n que cumplen Q(V) = 1 Bon permutados

por G, de donde G es finito.

1.12- Qgrinición:

Sea G un grupo de reflexiones, G se dice real si G deja
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invariante un suvesPacio real Vo tal que V = Vo G C. C se dice comple­

jo en otro caso.

Notar que si G es real, las reflexiones de G son de orden 2, estos son

llamados grupos de Coxeter a quien se debe el siguiente resultado (ver

(4) y (5)).

1.13- Teorema:

ces

L'J lll

Sea G un grupo de reflexiones finito irreducible en R“, enton­

G es conjugado a W(R)siendo R uno de los siguientes gráficos:

2 12(m)

3 H
3

F
4 4

H
4

6 E6

7 E7

e E8

5 An

B
n

4 c
n

(n vértices)

(n vértices)

m
O 0

a
O 5O O

a
4

O 0 O O

a
O 5O O 0

0 O I-O

O O Ï O0

0

O O 0..0
G o..o

o o .0 o

0-0

(n vértices)
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siendo am =-COS(%)y al ser todas las reflexiones de orden 2, se omite

el orden sobre los vértices, en las aristas no veluadas corresponde el

valor a3 el cual también es omitido por la frecuencia con que aparece.

De aqui en más, en los gráficos que se presenten, los valores a3 serán
omitidos en las aristas que lo posean, asi también los órdenes cuando

todas las reflexiones sean de orden 2.

1.14- Definición:

Un grupo G de automorfismos de V se dice imprimitivo, si G

opera irreduciblemente en V y V se descompone como suma directa de V ,

V2,..,Vk subespecios propios los cuales son permutados por G. En tal

sitaución,el conjunto de los subeSpacios Vi se llama un sistema de im­
primitivismo de G. Si G no es imprimitivo G se dirá primitivo.

1.15- Proposición:

Conservando las notaciones en 1.16, si G es imprimitivo,

los V.poseen la mismadimensión, más aun, estos son permutados transi­
1 _

tivamente por G.

Prueba:

La suma de los subeSpacios en la G-órbita de V1 es un subeSpa—

cio no nulo y G-invariante, de la irreducibilidad de G se sigue la pro­

posición.

1.16- Proposicion:

Sea G en U(V) imprimitivo admitiendo un sistema de impri­
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mitiviamo L1,..,Ln con dim(Li) = 1, entonces (Li,Lj> = 0 si i # j.

Prueba:

Pongamos Li = C-Vi con ¡vil = l. Sea h el automorfismo dado por:

8ijfiváívi,‘vi

para 5 en G se tiene:

(h8)(vj) =X1<E(Vj)fl17.vi=[luyg'lhib os(s'1(vi)) ­

=ï i< vj.vi>.g(vi> = (sh)(vj)

.I -1
pues existe una permutacion n y escalares ai tales que g (vi) = ai.vu(i).
De la irredncibilidad de G se sigue que h es una homotecia, o sea que

{Vj,ví) s 0 si i f j.



E 2. CASO IMPRIMITIVO.­

2.1- Sea G un grupo de reflexiones finito imprimitivo con un. sistema de

imprimitivismo L1,..,Lk y m = dim(Li)o

Para una reflexión s en G notemos con n(s) el número de subespecios Li

que son fijados por s. Si 9 es el valor propio de s, la traza de s pue­

de ser calculada teniendo en cuenta solo la sumadirecta de los Li ta­

les que s(Li) = Li de donde:

n(s).m
km - 1 + p = tr(s) = {n(s) m _ 1 + p (2)

resultando B = -l , n(s) = k-2 y m = l en el primer caso y u(s) = k

en el segundo. De la irreducibilidad de G, se sigue que n(s) ¿ k para

alguna reflexión a en G, luego de (2) se concluye:

i) m - l , k = n.

ii) u(s) = n si s tiene orden mayor que 2.

iii) La acción de G sobre el sistema de imprimitivismo equivale a la del

grupo de permutaciones de n letras, siendo las transposiciones rea­

lizadas por reflexiones de orden 2 en G.

iv) Por i) y 1.18 se tiene ('Li,Lj) = 0 si i # j.

En virtud de iii) podemosconsiderar 319-.ysn l reflexiones en G tales
que s_(L ) = L_ y construir una base de V tomando: v un vector uni­

1 1 1+1 l

terio en L1, v2 = sl(v1) , v5 = s2(v2), .., vn = sn_l(vn_1) en la cual

el subgrupo de G generado por las si se represente comoel grupo de las

matrices permutacionales que notaremos con un.
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Sea D el grupo de matrices diagonales obtenido de representar en la ba­

se vi los elementos ¿(en G tales que g(Li) = Li.Es claro que la repre­
sentación en dicha base coincide con el producto semidirecto entre D y

nn. De este modola determinación de G queda reducida, en virtud de iv),
a la del grupo D:

Para una reflexión s en G, según (2), se verifica uns de las situacio­

nes siguientes:

iv) Existe 1 tal que s(vi) = uni , s(vj) = vj si j ,4 i.

v) Existe un par i,j tal que s(vi) = n.vj , s(vj) = fi.vi, ¡pl = 1

s(vk) z vk si k Á i,j.

Notemos con Dl y D2 los subgrupos cíclicos de D cuyos elementos son de

le forma diag(B,l,..,l) y diag(p,ñ,l,..,1) respectivamente,y sean

m y q los mos correspondientes órdenes. Se tiene que q es un divisor

de m , ponemos m = p.q , y que D1, D2 y n generan le representaciónn

de G, pues pueden representarse todas las reflexiones de G con dichos

grupos.

Es claro que el grupo D queda generado por D , D y los conjugados de

estos bajo la acción de nn, pudiendo de este modoescribirse comoel

conjunto de matrices diag(a ,.., a ) con a en p y a ...a en u .
l n i m n q

2.2- Notación:

Sean m y p naturales, p divisor de m y q = Ï , con D(m,p,n)

notaremos el conjunto de matrices diagonales dado por los elementos de
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2.4­
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la forma diag(a1,..,an) con ai en pm y al...a en pq . Notaremosn

además con u el grupo de las matrices permutacionales de nxn y conn

G(m,p,n) el producto semidirecto entre D(m,p,n) y n .n

Teorema:

Si G es un grupo de reflexiones finito imprimitivo, G es con­

jugado en U(V) a un grupo de tipo G(m,p,n).

Prueba:

Se sigue de la discusión en 2.1.

Prooosición:

Sea G un grupo de reflexiones irreducible. Supongamosque

existe en V una base ortonormal v1,..,vn tal que para cada raiz T de
G se verifica:

l<1,vi?l = 0,1 si 1 es de orden mayor que 2

¡(1,V) l = 0, 1%, 1 si 1 es de orden 2.

Entonces Li = C.vi es un sistema de imprimitivismo de G.

Prueba:

Si G posee una raiz 1 de orden mayor que 2, existirá un indice

j tal que G.1 = C.vj. De la irreducibilidad de G se tiene que G.1 gene­
I . .- .I l

ra V quedandoesta orbita contenida en la union de las rectas C.vi,a51,

2.4 resulta de la igualdad C.G.T = E C.vi.
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En otro caso G estará generado por reflexiones de orden 2. Si 1 es raiz

de una reflexión s de G, se tiene que a lo sumodos de los valores 1,vi

son no nulos y en cualquier caso, s permuta las rectas C.vi.

2.5- Observación: '

i) G(m,p,n) es irreducible si m# 1 y (m,p,n) í (2,2,2).

ii) G(m,m,2) es el grupo de Cozeter 12(m) (m) 2). G(l,l,n) Operando

en el ortogonal de el+e2+ .. +en es el grupo de Coxeter U(An_l).

G(2,1,n) y G(2,2,n) son los grupos W(Bn)y w(cn) respectivamente.

iii) Si p.q = m, G(m,m,n) y G(q,1,n) son subgrupos de reflexiones de

G(mvP!n) ­

2.6- Proposición:

i) lG(m,p,n)l = q.mn"l.n! , lp(G(m,p,n))l = q.mcd(p,n)

(p-q = m)­

ii) G(4,4,2) y G(2,l,2) es el único par de irreducibles conjugados.

Prueba:

i) Para el orden de G(m,p,n) basta observar que lD(m,p,n)! = qm“-1

y para el orden del centro, notar que este esta formadopor las.matri­

ces esoalares “.1 con p en pmy pnq = 1, luego su orden 9era

mcd(m.nq) - q-mcd(p.q)­

ii) Supongamos que G(m,p,n) y G(m;p}n) son conjugados. Pongamos m = pq

m’= p’q’. Notar que si q) 2, de 2.1 se sigue que q queda determinado

como el máximoorden de una reflexión en G(m,p,n).
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como el máximoorden de una reflexión en G(m,p,n).

Si q a q' , de i) se sigue m = m’ y p = p' . Luego si q á q' po­

demos suponer q = l , qv = 2, en este caso de i) se sigue m = 4 ,

m' = 2.

Para ver que G(2,Í,2) y G(4,4,2) son conjugados, hasta observar que am­

bos son el grupo de Coxeter I (4) presentado en una versión real en el

primer caso, comogrupo de permutaciones de sus direcciones reflaxivas,

y en el segundo, permutando los espacios propios de sus rotaciones de

orden 4, en una versión compleja.

2.7- Proposición:

G(m,1,n) y G(m,m,n)admiten, respectivamente, los siguien­

tes gráficos de reflexiones:

g 4 o o .. o o (n vértices) a4 = - cos(%)

o (n vértices) 5 = °°5(%)-9XP(É¿)0——O-—O oo O

.-¿V

En general G(m,p,n) puede generarse con n+1 reflexiones.

Prueba:

o o o n ILas reflex1ones cuyas d1recc1ones ref1921vas estan dadas por:

e-e,e-e,..,e
1 2 2 3 n-l-en

generan n . Dichas reflexiones juntamente con una reflexión de ordenn
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m según le dirección dada por el o con una reflexión de orden 2 segun
2ni

la dada por pel-e -¡r­2 (p = exp( )),generan G(m,l,n) y G(m,m,n) res­

pectivamente.

El caso general se sigue de 2.4 iii).

2.6- Definición:

Una reflexión en G(m,p,n) se dirá diagonal si es un elemen­

to de D(m,p,n), en otro caso ae dirá transversal en otro caso. Lo mis­

mopara raices y direcciones reflexivas.

2.9- Proposición:

Sea G(m,pcn)irreducible. Si n) 2 las direcciones reflexi­

vas en G(m,p,n) pueden ser agrupadas en una órbita de É m.n.(n-l) ele­

mentos, más una órbita de n elementos, si q # l.

Si n = 2, las direcciones reflexivas se agrupas en mcd(2.p) órbitas de

m/mcd(2,p) elementos, más una órbita de 2 elementos si q # l.

Prueba:

Según 2.1 iv) y v), las reflexiones en G(m,p,n) se obtienen re­

uniendo las de D(q,l,n) con las de G(m,m,n). Si q # l, las reflexiones

diagonales dan lugar a n direcciones reflexivas agrupadas en una órbita

y coincidiendo ésta con el sistema de imprimitivismo.

Las direcciones reflexivas de G(m,m,n)corresponden a reflexiones trans­

versales de G(m,p,n) y pueden ser tomadas según las É m.n.(n-l) direc­
ciones:
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ei-um-ej , i,j = n, i ¡é j.

Si i,j,k son indices distintos y s la reflexión definida por:

si h í i,j
S(ej) = ‘Iïhek y S(ek) = ¡he- 1 S(eh) = ehJ

se tiene s(e.-pe_) = e_- e de donde, si :172, toda reflexión trans?
i J 1 k

. . . lversal es conJugada a una transp051016n en n , y aSi, las correspon­n
dientes direcciones reflexivas formanuna única órbita.

Para n = 2 , teniendo en cuenta que G(m,m,2) es un grupo diedral, sus

direcciones reflexivas formarán a lo sumodos órbitas, dando lugar a

una sola órbita en el caso que puedan conectarse en G(m,p,2) las di­

recciones:

2ni
el'e2 y el-uez L1= exp( m )

los transformados por G(m,p,2) de el-e2 son de la forma:

_:_(p1el-p3e2) con p divisor de i+j (3)

luego dichas direcciones podrán conectarse si para algún par i,j se

verifica que m es un divisor, y luego p, de i+l-j = 2i+1-(i+j) de don­

de, p es un divisor de 2i+1.

Reciprocamente, si p es impar, tomando i = 2%; , j = 2%; se sigue de

(3) que las direcciones mensionadas pueden ser conectadas en G(m,p,2).

2.10- Los sistemas de imprimitiviggp de G(m,p,n).­

Muchosde los grupo primitivos resultan extensiones de grupos de tipo
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G(m,p,n) que admiten mas de un sistema de imprimitivismo, razon por la

cual estos casos son determinados a continuación.

Si q) 2, del análisis en 2.1, se tiene que las direcciones reflexivas

asociadas a reflexiones de orden mayor que 2 en G(m,p,n) determinan el

sistema de imprimitivismo de este, en consecuencia dicho sistema es el

unico posible para G(m,p,n).

Se tiene entonces que G(m,p,n) admite mas de un sistema de imprimiti­

vismo si m - 2p o m = p.

Si G(2p,p,n) admite dos sistemas de imprimitivismo, estos coinciden en

cada caso, con la órbita de las n direcciones reflexivas asociadas a

las reflexiones diagonales, salvo G(2,l,2) que puede presentarse como

G(4.4,2). Tendremos entonces p = l , n = 2 o G(2p,p,n) posee dos órbi­

tas de direcciones reflexivas con n elementos, en este caso por 2.9 la

única posibilidad es p = 2 , n = 2.

Para G(4,2,2) sus tres órbitas de direcciones reflexivas:

e.1' e2 el-ez, elche2 81-182, e;+ie2 (4)

dan lugar a tres sistemas de imprimitivismo, naturalmente estos también

lo son de G(2,l,2) = G(4,4,2) por ser subgrupo de G(4,2,2).

Consideremos ahora G(m,m,n), si n = 2 y m)r2, sea g una rotación de or­

den m, un sistema de imprimitivismo estará dado por los espacios de va­

lores propios de g, o por vectores no nulos v tales que v y g(v) son

ortogonales entre si, pero esto último sólo es posible en el.caso m= 4,

siendo los posibles sistemas, los dados en (4).

Supongamosn 23, un sistema de imprimitivismo esta dado por la base ca­
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nónica, y supongamosque la órbita de un vector unitario v = (al...,a )n

da lugar a un nuevo sistema de imprimitivismo. Teniendo en cuenta la

acción de nn , consideremos w el vector obtenido a partir de v permu­

tando dos de sue coordenadas a y a . Los vectores v y w resultaran ali­

neados u ortogonaÏes entre si, lo que equivale respectivamente a:

i) ai =‘¿ aj y ak = o u k ¿ 1,3 o

a = a, si existe a # 0 con k # i j.
i J k ' (5)

ii) la.-a.l = 1.
1 J

Si v tiene una coordenada nula, eligiendo esta comodj y comoai cual­

quier coordenada no nula, se sigue de (5) que ¡ai! = 1 es decir v se
encuentra en la recta C.e lo que contradice que la órbita de v de lu­

gar a un nuevo sistema deimprimitivismo.

Se tiene ai fi 0 para todo i y (5) puede reeecribirse como:

_ l _ l = . . .
ai aj o ai dj 1 Sl 1 í J (6)

Es claro, apartir de (6), que las coordenadas de v pueden tomar a lo

sumotres valores distintos, dados en el caso extremo, por los vértices

de un triangulo equilátero en el plano complejo, cuyas aristas tienen

longitud igual a l.

Supongamospor comodidad que a1, a2, a3 son distintos dos a dos y sea
a +a +a

B = _l——%——l, dado que v es unitario se tiene:

BlBl2+ 1 = ¡a1¡2+ |a212+ ¡a312 é 1
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de donde B = O , n = 3 y v puede elegirse en la dirección dada por

(l,w,ü). Sea u una raiz primitiva en pm, de la condición en (6) pa­

ra los vectores en la órbita de v, aplicada a la dirección dada por

(uw,ñ,;),se tiene u c “5 , es decir m = 5.

Supongamosque las coordenadas de v tomen exactamente dos valores a y

B. Sea u comoantes, v tendrá en su órbita un elemento de la forma:

("doñavpvoo)

si pa,üa,fi son distintos entre sí, del razonamientoprecedente se si­

gue que (l,w,ü) posee en su G(3,5,5)-6rbita un elemento con exactamen­

te dos coordenadas distintas, lo que es imposible. Se tiene entonces

fi = pa,ña o m = 2. En el primer caso,si m # 2, se tiene a y B comple­

jos del mismomódulo que distan en l, pudiendo tomarse v en este caso

en una de las direcciones dadas por (1,1,w) o (1,1,G) , es decir m = 3.

Sea m = 2, el vector en la órbita de v dado por:

(ao'Bv'aooo)

no puede tener tres coordenadas distintas, pues m = 2, se tiene enton­

oes B - ¿a . Es claro que en este caso n = 4 y que v puede tomarse en

unade las direccionesdadaspor (l,l,l,-l) o (l,l,-l,-l).

Finalmente si v tiene todas sus coordenadas iguales, podemoscambiarlo

por un elemento en su órbita , pues m # l, y caer en los casos anterio­

res.

En conclusión, si.r¡72, sólo para los grupos G(3,5,3) y G(2,2,4) se tie­
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nen los nuevos sistemas de imprimitivismos dados por:

(l,l,l).(l,w,w),(w,l,w)

(l,l,w),(1,w,1),(w,l,1)

(l,l,w),(l,w,l),(w,l,l) (7)

1,1,1,-1),(1,1,-1,1),(1,-1,1,1),(-1,1,1,1)

(lololvl)y(lvlv’lv’l)y(lv'lylv'l)v(lv'lo'lsl)

Del análisis precedente resulta:

2.11- Progosición:

Sean G(m,p,n)irreducible, si (m,p,n) ¿ (2,1,2),(4,4,2),

(4,2,2),(3,3,3),(2,2,4), entonces G(m,p,n) admite un único sistema de

imprimitivismo.

2-12-Misma.­
A continuación analizaremos el grupo normalizador N(m,p,n) en U(V) de

G(m,p,n). Observemos que G(m,p,n) 41(3(m,1,n) , además cualquier elemen­

to en el normalizador, debe permutar los sistemas de imprimitivismo de

G(m,p,n).

Fijemos los ejes cartesianos comoel sistema de imprimitivismo canoni­

co para G(m,p,n). Si una transformación t deja invariante el sistema

canónico, módulo nn, podemossuponer t(ei) = aiei , si ademas t esta

en N(m,p,n) debe permutar las direcciones reflexivas transversales,de

donde aj e aipm, es decir t es un escalar móduloG(m,l,n).
Se concluye que N(m,p,n) = U.G(m,l,n) (con U los complejos unitarios)
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si G(m,p,n) posee un único sistema de imprimitivismo.

Para G(2,l,2), debemosnotar que los sistemas de imprimitivismo esta­

blecidos en 2,10 (4), corresponden a direcciones reflexivas los prime­

ros, mientras que el tercero esta dado por los vectores prepios de sus

rotaciones, en consecuencia este último debe permanecer invariante por

los elementos de N(2,l,2).Puede concluirse en este caso que:

N(2,l,2) = U.G(4,l,2) = U.G(8,8,2) (U complejos unitarios)

G(4,l,2) presentado sobre el sistema de imprimitivismo C.(el+ie2) ,

C.(el-ie2) , G(8,8,2) en el sistema C.e1,C.e2.

En los casos restantes, puede observarse, que G(m,l,n) presentado en

cualquiera de los sistemas de imprimitivismo establecidos en (4) y (7)

de 2.10, no sólo normaliza a G(m,p,n), sino que permuta transitivamen­

te los sistemas restantes. En consecuencia si notamos con E(m,p,n) el

grupo generado por las distintas presentaciones de G(m,l,n) tendremos

que éste normaliza a G(m,p,n), además para culaquier elemento t en

N(m,p,n) podremos suponer t(ei) = diei módulo E(m,p,n) y comoantes

concluir que t es escalar móduloE(m,p,n). y así, el cálculo del norma­

lizador queda reducido a la determinacion de E(m,p,n). Notemosque es­

te último puede ser generado con una presentación de G(m,l,n), por e;

jemplo en el sistema de imprimitivismo canónico, y una reflexión s de

orden mcon dirección reflexiva en cualquiera de los sistemas restantes.

Se sigue por 2.7 que E(m,p,n) puede generarse con n+l reflexiones, pero

comoveremos a continuación, puede suprimirse un generador en cada caso.
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Consideremos E(4,2,2) quien puede generarse con dos reflexiones de or­

den 4 en las direcciones dadas por el y el-e2 , y con una reflexión

de orden 2 en la direccion el-ez, es claro que esta última es innece­

saria, en consecuencia según 1.8 E(4,2,2) admite un gráfico de reflex­

xiones de tipo:

ni
o—--lc1> u = exp('¿-)

quedando definido en Z(p8), el orden de su centro no puede exeder a 8,

y desde que permuta los sistemas de imprimitivismo de G(4,2,2), se si­

gue que E(4,2,2) resulta finito, necesariamente primitivo a partir de

2.1. Este grupo se verá en 3.9 b) y 3.12 comow(4ol).

N(5,3,3) puede ser generado por reflexiones de orden 5 en las direccio­

nes e1.el+e2+e3 y reflexiones de orden 2 en las direcciones el-e2,

"ez-e}. Notemosestas reflexiones con 81,52,83,S4 respectivamente,asig­

nándole el valor propio w a'las reflexiones de orden 5. Se tiene:

s -l l -l
5581-5592 sasls3(e1 e2) e2 e3

y usando 1.5 iv) se sigue que s puede descartarse del conjunto de ge­

neradores considerado. De este modoE(3,3,5) admite un gráfico de re­

flexiones de tipo:

m3 á a 2-Ji—g a = 1%; , B = 1%

Los detalles sobre w(m3)serán estudiados en 5.5.
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FinalmenteE(2,2,4) puede generarse por reflexiones sl,sz,ss,s4,s5 de
orden 2 segun las direcciones:

e1+e2+e3+e4, el, el-e2, e2-e5, e3-94

respectivamente. Comoantes , puede verse que s es innecesaria y asi
5

este grupo admite un gráfico de reflexiones de tipo:

a

F4 o o-—4-o
O

es decir, E(2,2,4) es.e1 grupo de Coxeter W(F4)listado en 1.1}.
E1 análisis realizado nos permite enunciar:

2.13- Proposición:

Si N(m,p,n) es el grupo normalizador de G(m,p,n) en U(V)

y U los complejos unitarios, entonces:

i) N(m,p,n) = U.G(m,1,n) , si G(m,p,n) posee un único sistema de im­

primitivismo, o (m,p,n) = (4,4,2).

ii) N(4,2.2) = U.w(4ol) . ¡«(3.55) = Umag) y N(2.2.4) = U.w(F4).

Nota: omitimos G(2,1,2) presntándolo comoG(4,4,2).
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s 3. GRUPOSPRIMITIVOS EN cï­

La determinación de los grupos del plano sera realizada mediante los

sistemas de rectas invariantes que asignamos a cada grupo en 3.6.

La acción de un grupo sobre su sistema de rectas lleva a considerar el

correspondiente grupo dc homografías en la recta proyectiva, y natural­

mente, el grupo de rotaciones asociado en el espacio tridimensional re­

al.

Notaremos con SU2(C) el grupo de transformaciones unitarias en C2 de

determinante igual a l. Un elemento de SU2(C) queda determinado por

un par de complejos a,B tales que lalz+ ¡812 = l, pues SU2(C) puede _

pensarse comoel conjunto de matrices de la forma:

a 43

a a

Notaremos con P = C U a) a la recta proyectiva compleja y con PSU2(C)

el grupo.de homografías en P inducidas por los elementos de SU2(C),es
decir las homografías de la forma:

.. az­
h(z) = pz + E

Se tiene SU2(C)/:1 = PSU2(C).

Un elemento no escalar h en SU2(c) posee exactamente dos rectas invae

riantes, asociadas a sus vectores propios, estas se corresponden con

los puntos fijos en P de ñ.
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La siguiente identificación de PSU2(C)con so}(n) será utilizada en la
determinación y construcción de los sistemas de rectas invariantes de

un grupo finito de U2(C).

Pensemos el espacio tridimensional real como E = CxRdonde el producto

escalar y la norma están dados por:

(29a)v(u16) = Re(2ü) + a8

¡(2.a)12 - ¡zx2 + a2

SO(E) = SOB(R)es el grupo de transformaciones ortogoneles de determi­
nante igual a 1.

Sea S la esfera en E formada por los vectores de norma l. Se tiene la

proyección n de S en P dada por:

n(z,a) = É , n(0,1) = co

Desde que n es biyeoción, podemosmetrizar P a travez de n con la dis­

tancia esférica:

2

(u'z) Z1+Izlz¡.(1+zuI25 ’ ("32) 1+lzl2 (e)
1

Para t en SOB(R)ponemostu = ntn' . Con las notaciones precedentes es
conocido el siguiente hecho:

5.2- Proposición:

i) PSU2(C)deja invairante ladistancia d dada en (e).

ii) Para t en soñ(n) , tu e PSU2(C).
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iii) La aplicación t -o t11 es un isomorfismo de SO}(R) en PSU2(C).

Comoconsecuencia de la proposición precedente, los grupos finitos de

PSU2(C)se corresponden con los de SOS(R), los que pasamos a describir
a continuación.

3.3- Gruposfinitos de rotaciones.

Los grupos de rotaciones en el espacio real, están dados esencialmente

por las transformaciones que dejan invariante un poliedro regular.

Los resultados descriptos a continuación pueden encontrarse en (5).

3.4- Teorema:

Si G es un subgrupo finito de SOB(R), G es conjugado a uno de
los siguientes grupos:

i) Cn, grupo cíclico que deja invariante una pirámide recta cuya base

es un polígono regular de n lados.

ii) Dn ,grupo diedral que deja invariante una bipirámide recta cuya base

es un polígono regular de n lados ( se excluye el octaedro).

iii) T , grupo tetraedral, formadopor las rotaciones que dejan invarian­

te un tetraedro.

iv) 0 , grupo octaedral, formadopor las rotaciones que dejan invariante

un octaedro.

v) I , grupo icosaedral, formadopor las rotaciones que dejan invarian­

te un icosaedro.
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3.5- Para un tal G, si A es el conjunto de puntos en S que son fijados por

glguna rotación en G distinta de 1, se tiene que G permuta los puntos

en A y de este modoinduce en A una partición en órbitas que detalla­

mosen la siguiente tabla.

G lGl ¡A! ¡011 ¡02! |03|

C n 2 l 1 ­n

Dn 2n 2n+2 2 n n
(9)

T 12 14 4 4 6

0 24 26 6 8 12

I 60 62 12 20 30

Los subgrupos finitos de SU2(C), son conocidos comogrupos poliédricos

binarios y pueden construirse según el grupo de rotaciones asociado.Pa­

ra el siguiente resultado puede consultarse (10).

5.6- Teorema:

Si G es un subgrupo finito de SU2(C), G es conjugado a uno de

los siguientes:

i) En.grupo cíclico generado por:

“n o 2ni
a = eXP(-n—)n

0 i
ii) Dn. grupo diedral binario generado por D y i o .
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iii) T, grupo tetraedral binario generado por D2y

5
B B2 _

EL B7 ,a-exp<;p.

iv) D, grupo octaedral binario generado por T y

[B3 o n

5 9 B = exp(Z) 0
0 B

v) i, grupo ioosaedral binario generado por:

e4-e 62-53 c2-c4 54-1

Vi. y Vi.
5 €2-e5 8-64 5

3.7- Sistema de rectas invariantes.

Sea G un grupo finito de U2(C), llamaremos sistema de rectas inveriantes

de G al conjunto U(G)de rectas en C2 invariantes por algun elemento

no escalar de G.

Si det(G) = pm en C, notaremos con G' el grupo u2m.Gf\SU2(C). Con es­
tas notaciones se tiene:

5.5-
i) = O'(G,).

ii) G y G’ coinciden comogrupos de permutaciones de los elementos de

a(G).

iii) Si G es primitivo, G’/u(ci) es isomorfo a uno de los grupos T , m

o i y G no posee reflexiones de orden superior a 5.
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o Í y G no posee reflexiones de orden superior a 5.

Prueba:

i) y ii) se siguen de la siguiente observación: si g esta en G

y p es una raiz cuadrada en C de det(g), p.g es un elemento de G'.

iii) G y G’ operan en 0(G) del mismo modo que G’/p(G’) lo hace en el

conjunto de puntos fijos de sus homografias. CuandoG es primitivo,d(G)

no puede poseer órbitas con 2 elementos y la primer parte de iii) se

sigue de la. tabla en (9) de 5.5.

Finalmente si g en G no es escalar y L en 6(G) una recta no invariante

por g, una de las rectas g(L),gz(L),gS(L),g4(L),gS(L) debe ser L ,pues

comopermutación g no puede tener orden superior a 5. Se tiene que una

de las potencias 52,53,g4,gs es un escalar, en particular si g es res

flexión, una de las potencias mencionadassera la identidad.

3.9- Notemoscon 5 el cociente G'/p(G’). A continuación describiremos U(G),

salvo cambios unitarios de coordenadas, según G sea isomorfo a T, m o io

Sea E = Gin, la inscripción del tetraedro en el cubo nos permite cons­

truir simultaneamentelos puntos fijos de las rotaciones correspondien­

tes a los grupos respectivos. Estos pueden ponerse como:

{1190) v (tito) t (09:1)

puntos fijos de rotaciones de orden 4 en 0 y de rotaciones de orden 2

en T.

Il -(:1:i.:l)
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correspondiente a puntos fijos de rotaciones de orden 3 de T y O.

V2.(11:1, 0) . V2.(¿1,11) , V2.(11.11)
2 2 2

puntos fijos de rotaciones de orden dos solo en 0.

En el caso de T las órbitas son:

T1 a Y} .(tlii,:l)l (con un númeropar de signos -negativos)
3

T2 z V1 .Qtlii,ii) 1 (con un númBIO'imparde signos negativos)5 ­

'I‘3 ’ (i110) y (tivo) y (evil)

En el caso del grupo 0, las órbitas son:

0 : puntos fijos de las rotaciones de orden 4.

0 2 puntos fijos de las rotaciones de orden 3.

o5 : puntos fijos de las rotaciones de orden 2.

Para el grupo I, sea y = ¿gli . Se tiene las siguientes órbitas:

Il : puntos fijos de las rotaciones de orden 5:

wi? -(i711v0)vVVÏZ-(iï o'il) 9 fit 06:19:?)

12 z puntos fijos de rotaciones de orden 3:

V2 417431.0). V21511.11) . V2.(17.174). Ví-(ilzi._+_1)
3 3 3 5

I3 i puntos fijos de las rotaciones de orden 2:
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(11,0).(0.:i).(0.:l). %«(:l:yi,:1'1). %.(iy'lii.:y). %w(;11]‘li,11)

Ahora podemos realizar O(G) según los casos como:

a) C g T , las rectas en 6(G) pueden agruparse en las siguientes orbi­

tas:

tl z (3111).: + (V511).y = 0 (con un número par de signos negativos)

te : (ilii).x + (V5;1).y = 0 (con un número impar de signos negativos)

ta : x = ¿_y , x = ¿Áy , x = 0, y = 0.

b) C = 0, las órbitas en o(G) son:

ol = t3

o2 - tlUt2

o3 = Eliihx = V2oy . x = ¿(V2+1).y , x = 11(v2+1).y

e) 5 - I , las órbitas son:

11 =V7+2 -x -(:y:i)-y , (V1+2:1).x = :yiy .(Vr+2:y).x = ¿y

12 =V3.x = (xy'lzyi).y , (Vñty)x = :y’liy

(Vizï’1)cx - ir-y . (V311)-x= (:111).y

13 : x = 1 y , x = iiy . x = 0. y = 0, x - (¿Jim-l)-y

5.x = (11:7’1).y , (2ry).x = (21'311).y, (21y'1).x = (iliyi).y.

3.10- Sea G un subgrupo finito de U2(C), o una órbita en o(G), llamaremos
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orden de d al orden del grupo de isotropia en G de un elemento de o.

Notemosque si k es el orden de o y g en G tiene una recta invariante

en o, entonces gk es un escalar.

Conlas notaciones introducidas podemosenunciar el siguiente resultado:

5.11-Proposición:

Sea s una reflexión en G con dirección reflexiva en una or­

bita o de 6(G), entonces el orden de s divide al orden de o.

Pruebax

Se sigue de 3.10.

5.12- Enumeraciónde los grupos de reflexiones primitivos.

En lo que sigue, notaremos con G un grupo primitivo en U2(C) generado

por reflexiones, d(G),G' y 5 comoen 5.7 y 3.9.

Por 5.8 iii) se tiene 5 = T , D ,Ï. Las direcciones reflexivas quedan

contenidas en d(G) y si una reflexion s tiene direccion reflexiva en una

órbita o de 6(G), el orden de s y d coinciden salvo o = ol caso en que

s puede tener orden 2 o 4.

Si o # ol, notaremos con W(O)el grupo generado por las reflexiones con

raíces en d, con w(2ol) y w(4ol) el grupo generado por las reflexiones

de orden 2 y 4 respectivamente, con direcciones reflexivas en ol.

A continuación determinamos G según Ó:

a) Si a = T , se tiene los siguientes casos:
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i) G = w(tl)
En este caso G posee 8 reflexiones de orden 5 con direcciones reflexi­

vas en tl, y puede ser generado por dos reflexiones de orden 3 cuyas

raices 1 y o pueden tomarse de modoque (1,0) = V? i , admitiendo G

un gráfico de reflexiones que permite definir G en Z(w).

Por otra parte u(G) no puede contener elementos de orden 5, pues G no

posee reflexiones con direcciones reflexivas en tz, además GFISU2(C)

es necesariamente D2 de indice 3 en G. Se concluye que lGl = 24 y

“(G) = ¡12.1.

ii) G = w(t1).w(t2) = w(tlUt2)

Se tiene u(G) = p .I , y claramente GF‘SU2(C) = T de indice 3 en G.6

Resulta IG! = 72, ¿demas G posee 16 reflexiones de orden 3 con direc­

ciones reflexivas en tlUt2.

iii) G = w(t1).W(t5) n w(tlUt3)

Notemosque w(t3) es el grupo imprimitivo c(4,2,2) de donde 4 divide
a lp(G)l í como en i) u(G) no posee elementos de orden 3. Teniendo en

cuenta los generadores, si p.I S p(G), se cumple “12: l. luego p(G) a “4.1­

GflSU2(C) = D2 de indice 6 en G, luego lGl = 48.

' G = ” t .W t .W = V Ut Utlv) w<l> <2) (g) ‘(tl 2 3)

De los casos anteriores se tiene p(G) = pl2.l , además GF)SU2(C)= T de
índice 6 en G, es decir IG! = 144.

Observemos que W(t2) y W(t2Ut5) son conjugados a w(t1) y w(t1Ut5) res­
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pectivamente y W(t5) es conjugado a G(4,2,2).

b) G = 0 , los casos son:

i) c = W(4ol)

Si un elemento no escalar en GF18U2(C)tiene una recta invariante en

o5 con valor propio p, debe ser u4 = l, es decir p = ii. Comoi.I es­

tá en G, se tendria una reflexión con raiz en o}. Se concluye que

GflSU2(C) = T , pues es un subgrupo normal de Gi: m. Se tiene además

lG! - 96.

Los elementos en u(C) satisfacen ue = l, pero G no posee escalares de

orden 8, pues en caso contrario o = G' a GF\SU2(C) = T , se sigue que

u(G) = u4-I.

ii) G = w(05)
Dado que G no posee reflexiones de orden 4, razonando como en el caso

anterior se tiene GFISU(C) = T de índice 2 en G, luego lGl = 4B.

Los elementos de p(G) satisfecen “4: l, pero el escalar i.I en G impli­

ca G = r. Se tiene u(G) = “2.1.

iii) G = W(4ol).W(02) = W(4olU02)

Se tiene GFïSU2(C) = T de índice 12 en G, luego IG! = 288.Como en los

casos anteriores, u(G) = p12.1.

iv) G = w(4ol).W(03) = W(4olU05)

En este caso G = GÍÏSU2(C) = m de índice 4 en G,asi, IG! = 192.Como

m posee elementos de orden 8 con rectas invariantes en o1 es p(G) = “SI.
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._ .7 = .v) G _ w(2ol).v(03) W(201U05)

Nuevamente GflSU2(C) = m de índice 2 en G, resulta lGl = 96, y desde

que m posee elementos de orden 4 con rectas invariantes en ol, se tie­

ne p(C) = ¡44.1.

vi) c = W(o2).W(03) = w(o2U03)

Se tiene G SU2(C) = T de índice 6 en G, luego IG! = 144. Como G’ = m,

G no posee escañares de orden 12, resulta p(G) = p6.l.

.. y J . =
V11) G W(4ol).ï(o2) W(05) W(401U02U05)

Resulta GF18U2(C) = m de índice 12 en G, luego |GI = 576 y de los casos

precedentes uCG) s HMfI.

V111) G a w(2ol).w(02).w(03) a w(2olU02U03)

Es GflSU2(C) - m de índice 6 en G, asi IGI = 288, y de los casos pre­

cedentes u(G) s “12.1.

Notemos que W(201) = w(t5) , W(02) = W(tlUt2) fueron considerados en a).

c) G b I , se tiene GFWSU2(C)= i pues I es simple y G SU2(C) es un

subgrupo normal de G’ = i. En los siguientes casos el orden de G depen­

de de las órbitas consideradas,razonamos comoen los casos anteriores

para p(G).

. G = w .
1) (11)

¡Gt = 600 , p(G) = “10.1.

ii) G = W(i2)
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IG! = 360 , “(G) = u6.I.

iii) G = w(13)

¡GI = 240 , "(6) = p4.I (i posee elementos con valores propios i,-i en i3).

iv) G = w(il).w(12) = w(1lU12)

¡GI = 1.800, u(G) = “30.1.

v) G = w(1l).w(13) . w(11U15)

IG! a 1.200 , u(G) = “20.1 (de 1) y 111)).

vi) G = w(i2).w(13) = w(i2Ui3)

lGl = 720 , u(G) = "12.1 (de ii) y 111)).

vii) G = w(il).w(12).w(13) = W(11Ui2Ui3)

IG! = 3.600, “(G) = n60.1 (de iii) y iv)).

3.13- La siguiente tabla resumela información obtenida en este capíïulo so­

bre los grupos de reflexiones primitivos en CZ. En ella notaremos la

reunión ¿e orbitas en forma abreviada, por ejemplo i Ui2 = i1 12'

G IG! ¡“(G)l número de reflexiones de orden

2 3 4 5

W(t1) 24 2 - a — —

w(t12) 72 6 - 16 - ­

WH) 48 4 6 e - ­

w(t123) 144 12 6 16 - ­
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G IGI Ip(G)I nu'mero de reflexiones de orden

2 3 4 5

W(4ol) 96 4 6 - 12 ­

W(ol) 48 O 2 12 - - ­

w(4812) 288 12 6 16 12 ­

w(4015) 192 8 18 - 12 ­

w(2013) 96 4 18 - - ­

W(023) 144 6 12 16 - ­

w(40123) 576 24 18 16 12 ­

w(20123) 288 12 18 16 - —

W(il) 600 10 - - - 48

w(12) 360 6 - 4o - ­

w(13) 240 4 30 - - ­

w(112) 1.800 30 - 4o — 48

w(113) 1.200 20 30 — — 48

W123) 720 12 30 4o - ­

w(i ) ' 5.600 60 30 4o - 48123
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5 4. GRUPOSPRIHITIVOS.­

En este capítulo reproducimos los resultados generales sobre grupos

primitivos establecidos en [3). Aunqueestos aparecen ligeramente mo­

dificados en 4.5 y 4.5, las demostraciones de estos hechos no varían

esencialmente de las dadas en [3]. El teorema 4.6 puede considerarse

una versión débil, pero simple, del teorema de Blichfeldt y suficiente

para establecer 4.8, resultado de sumaimportancia en los capitulos

siguientes.

En todos los casos los grupos considerados serán de orden finito.

Definición:

Diremos que G C U(V) opera irreduciblemente en un subespacio

T de V, si T es invariante e irreducible para la acción de G y G opera

trivialmente en el ortogonal a T.

Sea G C U(V) operando irreduciblemente en un subespecio T

de V. Supongamos que exista un subespecio S # 0 en V, con ortogonal So,

tal que S # G.S g S U So , entonces se verifican:

i) Si SFWT# 0 , G es imprimitivo en T admitiendo un sistema de impri­

mitivismo Tl,..,Tk con dim(Ti) = dim(S(lT).

ii) Si SÍWT= 0 y G de reflexiones , entonces G es de tipo W(Am)con

m = dim(T).
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i) Sea 81...,8k la G-órbita de S. Si g en G es tal que ¿(8) # S,

se tiene (s,g(s)> = o, de donde.csi,sj> = o para i # j. Sea Tin T si

de la irreducibilidad de G resulta T = 0 Ti.

ii) Notar que G se presenta comoun grupo imprimitivo en 0 Si, razo­

nendo como en 2.1 y teniendo en cuenta que G posee a lo sumo una re­

flexión en el plano determinado por ceda per 81,8 , resulta G de tipoj

W(Am)y desde que sus raices generan T, debe ser dim(T) = m.

4.5- Proposición:

Sea G un grupo irreducible en U(V) conteniendo un subgru­

po H de reflexiones,primitivo, m-dimensional.Si H no es de tipo W(Am),

entonces G es primitivo c todo sistema de imprimitivismo Vl,..,Vk de G

satisface dim(Vi)a m.

Prueba:

SupongamosG imprimitívo con sistema de imprimitivismo V1,..,Vk.

PongamosT = V(H), si T Vi # O,T para algún indice i, esto daría lugar

a un sistema de iprimitivismo de H en T. Si thvi = 0 U i , ninguna

raiz de H podra pertenecer e Vi.De este modo, si 1 es una raiz de una

reflexión s en H, existirá un índice j tal que <1,Vj) é O y por 1.3

vii) s(Vj) g vj . Se sigue de 2.1 i),1.16 y 4.2 que H es de tipo W(Am).

En consecuencia debe existir un índice i tal que Tflvi = T , luego

m = dim(T) é dim(Vi).

Comoconsecuencia inmediata de 2.1 i) y 4.3 se tiene:
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4.4- Corolario:

En las hipótesis de 4.5 si ademásG es de reflexiones y nl>l,

entonces G es primitivo.

4.5- Proposición: .

Sea G en U(V) primitivo conteniendo un subgrupo de reflexio­

nes H m-dimensional, 1< m«<n. Si H es imprimitivo con un único siste­

ma de imprimitivismo, entonces existe una reflexión s en G tal que H y

s generan un grupo primitivo m+1-dimensional.

P2212:

suP0n89m°S H Q Ho y con Ho de reflexiones imprimitivo. Sea L190’9

Lk un sistema de imprimitivismo de Ho en V(H°). De las hipótesis en m,

se sigue que existe un indice j tal que H.Lj # Lj, luego por 4.2 H.L.
es el único sistema de imprimitivismo de H en V(H). Resulta que dos sis­

temas de imprimitivismo de Ho tendrán rectas comunes en V(H), por 2.10

Ho debe tener un único sistema de imprimitivismo.

Notemoscon Go el grupo generado por las reflexiones en G, siendo G pri­

mitivo, de 1.3 iv) y 1.6 Go resulta irreducible. Si Go es imprimitivo,

tendrá un único sistema de imprimitivismo, pues H g Go, pero Go es nor­

mal en G y 2.13 i) contradice la primitividad de G.

Supongamos m = n-l , L1,..,Lm un sistema de imprimitivismo de H en V(H),

y Ln le recta ortogonal a V(H). Pongamos Li = C.v_ con lvil = 1.

ComoGo es primitivo, por 2.4 y 1.6 existen reflexiones s y t con raices

1 y o respectivamente tales que:

1 G GLiU Ln
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l<o,v_>l Á 0,1 si t tiene orden mayor que 2
J (lo)

2 . .

|¿9,vj71 Á o, “5,1 Sl t tiene orden 2

para algún índice j. Si H y s generan un grupo imprimitivo,éste tendrá

a L1,..,Ln por sistma de imprimitivismo, necesariamente, de modoque cam­

biando a e por un conjugado, si es necesario, podemos suponer j = n en

(lO), luego por 2.4 H y t generan un grupo primitivo n-dimensional.

Para el caso general hacemos inducción en n-m. H puede sumergirse en un

grupo ñ de reIlexiones n-l-dimensional. Si É es primitivo, 4.5 se sigue

de la hipótesis inductiva. Si ñ es imprimitivo, tendrá un unico siste­

1...,Lm,..,Ln_l
primitivismo de H. Si o es comoantes, podemos permuta sus n-l coorde­

ma de imprimitivismo L siendo L1,..,Lm el sistema de im­

nadas iniciales y suponer I<9,v¿>l %0, luego H y t generan un grupo

primitivo m+l-dimensional, pues ¡(9,v 7¡,¿ 0.n

Teorema:

_Sea G en U(V) primitivo, H un subgrupo de G actuando irreduci­

blemente en un hiperplano T de V. Si h í l esta en H, entonces h tiene

un valor propio u tal que ll-pl) l.

Prueba :

Sea e un vector unitario ortogonal a T, v en G.e tal que:

le-vl = min í le-wl , w en G.e, l<e,w>l # 0,1]

Notar que por ser G primitivo, no es posible l<e,w7l = C,1 para todo

w en G.e. Escribamos v = ae + t , a í O en C , t # O en T.
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Para h en H se verifica h(v) = pv si y solo si h(v) = v. (11)

Si h en H no es l, sea S el subespecio ortogonal al conjunto de puntos

fijos de h en T. S # 0 y H.S genera T, luego debe existir u en H tal

que u(S),V f 0 . de donde uhu.l mueve a v. En consecuencia puede pen­

sarse h(v) %v.

Pongamosv = ¿(6), se tiene:

Ie-g(e)l = le-g'lhg(e)l = lg(e)-hg(e)l = lv-h(v)l o l<v,h(v)>l=0,1

en el primer caso resulta:

¡cr-112+ me = lh(t)-tlz = 11-p12.1t12

siendo p el valor propio de h más distante de l, se sigue que ll-pl> l.

En el segundo caso, como h mueve a v, por (ll) no puede ser l<h(V),V}l = 1,

luego:

o - <v,h(v)> = lala + <t,h(t)> = 1 —<t,t> + <t,h(t)>

es dedir:

(t,l-h(t)> = 1

de donde 1 é lt12.dl-pl<ll-ul siendo p el valor propio de h más disten­

te de l.

Corolario:

En las hipótesis del teorema se tiene Ip(K)l < 6 para todo

subgrupo irreducible K de H.

Prueba:

Si h genera u(K), h posee a lo sumo dos valores propios l y u
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como elemento de G. Si u # l del teorema se sigue que el orden de p no

puede exeder a 5.

4.6- Corolario:

SeaIIbB, G en U(V)primitivo, entonces se verifican:

i) G no posee reflexiones de orden é 4.

ii) Si H es un subgrupo de reflexiones m-dimensionel de G, 1< m«<n ,

entonces H es de tipo G(4,2,2) o lu(H)l<_4.

iii) Si G posee un subgrupo de tipo G(m,p,k), entonces mé 5 y m4=3p.

iv) Los únicos subgrupos de reflexiones bidimensionales posibles de G

SOI].lOS de tipo G(3,3p2)1G(4y412)9G(595v2)’G(591’2)9w(t1) y C(41212)

si n, 3.

M=
i) Sea s una reflexion de orden i 4 en G. G permuta las raices de

los conjúgsdos de s, y comoG es primitivo, estas no pueden ser ortogo­

nales entre si. Si t es un conipgado de s tal que s y t no conmutan, s

y t generan un grupo bidimensional, necesariamente primitivo por 2.1

ii). Notemos con H este grupo, como H puede sumergirse en un grupo

n-l-dimensional, se tiene lp(H)l 6 por 4.7. Teniendo en cuenta la ta­

bla en 5.15, la única posibilidad es H = W(4ol) , pero según 3.6 iii)

y 3.12 b) i), este grupo posee un elemento con valores propios -w,-G,

lo que contradice 4.6.

ii) Si H no es de tipo W(Am),c(4,4,2),G(4,2,2),G(3,3,3),G(2,2,4) de
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4.4 y 4.5 H se sumerge en un grupo primitivo m+1-dimensional,con lo que

podemos suponer n = m+1. Si un escalar p esta en p(H), el grupo genera­

do por u.I y G es primitivo y posee reflexiones con valor propio u, de

i) se sigue que el orden de p no puede exeder a 3, luego lp(H)l ( 4.

Por otra parte la desigualdad precedente se satisface siempre que

H fi G(4,2,2),

iii) G(m,p,k) tiene elementos con valores propios u,ñ,l,..,l con p en

umy reflexiones de orden % , se sigue de 5.5 y de i) que m é 5 y m é 3p,

iv) De iii) los subgrupos bidimensionales posibles seran G(3,5,2),G(4,4,2),

G(5,5,2),G(3,1,2) y G(4,2,2), razonando comoen ii) se tiene1173

en el uïtimo caso.

En cuanto e los subgrupos primitivos, por ii) los posibles son w(t1) y

w(03) en la lista 3.15. De 5.6 iii) y 3.12 b) ii) el segundo posee un
elemento con valores prOpios -v,-Ü y queda excluido por 4.6.
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E 5. GRUPOS PRIMITIVOS CONTENIENDO REFLEXIONES DE ORDEN 2.­

En este capitulo G notará un grupo de reflexiones finito primitivo y

supondremos que G posee reflexiones de orden 5, seré además dim(V) = n

mayor o igual que'S.

Proposición:

Para k< n , G posee un subgrupo k-dimensional primitivo ge­

nerado por reflexiones de orden 3.

Prueba:

Sea G.1 una dirección reflexiva de orden 3 de G. Los elementos

en la G-órbita de G.1 generan V y no puden ser agrupados en dos conjun­

tos ortogonales entre si, pues G es primitivo. Se sigue que existen ra­

ices 11,..,1k de orden 3 que dan lugar a un gráfico conexoy si 51...,3

son las respectivas reflexiones, de 1.10 se tiene que el grupo H gene­

rado por las si es irreducible k-dimensional. Teniendo en cuenta 2.1 y
que H poéee reflexiones de orden 5 con raices no ortogonales, resulte

H primitivo.

Prooosición:

Sean 1,W.n raices linealmente independientes de G.Se veri­

fican:

i) o, V; si 1 y o son de orden 5

l<r,o71 0, mg si 1,9 de orden 2,3.

O, á si 1.o son de orden 2.

k
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ii) G.1 y G.9 son conjugadas por G si y solo si tienen el mismoorden.

iii) Si n = 5 , <1,o7 # O y 1,o,n de orden 3, los valores ¿1,n7 , ¿o,n>

no se anulan simultaneamente.

P_rue_be=

i) Si (1,07 ¿ 0 y no son ambas de orden 2, las correspondientes

reflexiones generan,según 4.8 iv), un subgrupo de tipo w(tl) o G(3,1,2)y
luego i) queda parcialmente probado a partir de 3.12 a) i) y 2.1.

Si (1,9) # O y ambas de orden 2, podemos tomar una raiz n de orden 3

tal que .(1,n31# 0 ¿ <9,n> y las raices de orden 5,3 y 2 respectivamen­

te dadas por:

ol: n - 2 (n,1> .1

o - n - 2 <n,o> .92

03: 1 - 2 (1,9) .o

se tiene:

0, Vg =|<01,02)l=l4(1,ovto,n><n,1> - ll

o, Y? =I<n,63>l = l<q,1>l.l 1 - 4 LT,fl>(n,97(Q,1) l

de donde:

4 <1.n><n.w><9.1> = l e. 141,9)! = á

ii) Desde que G no posee reflexiones de orden 6, según 4.8 i), es claro

que si C.1 y 0.? son conjugadas, deben tener el mismoorden.

Reciprocamente, si C.1 y 0.o tienen el mismo orden, razonando como en

5-1 y eXiStirán raices 0 .. 6. de un mismo orden tales que o = 1 ,1’ ’ K l

0. = , < . o. > ’ 0 lu ii se si e de i .
K 1 y 01, 1+1 r . ego ) gn )
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iii) Sea P el plano generado por 1 y o, Se sigue de 4.8 iv) que las re­

flexiones asociadas a 1 y o generan un grupo H de tipo w(t1) actuando

en P. Supongamos que g en G realiza el elmento de orden 2 en u(H), se

tiene
"2

ta ortogonal a P. Si <1,n> = O = lo,n> y s la reflexión asociada a n,

.G primitivo y -g una reflexión de orden 2 con raiz en la rec­

se tendrá -gs una reflexión de orden 6 en “2.6 en contradicción con
4.8 i).

5.5- Supongamosn = 3 y G0 el subgrupo de C generado por las reflexiones de

orden 3 en G.

Por 5.1 Go posee un subgrupo H de tipo W(t1) generado por reflexiones
Ví-i

3
s y t cuyas raices 1 y o pueden elegirse de modoque<’1,p> a

Sea P el plano generado por 1 y e , n Q P una raiz de Go. Las raices

de G en P pueden tomarse como:
O

T, W , T - W? , Q + WT

pongamosa.

“1 = <Tofl7 9 a2 = <9,n> , a3 = al- wa2 , a4 = a2 + wal

Por 5.2 se tiene lail = 0, V; tomando el valor O a lo sumo uno de loa

ai. Si al # O los complejos:

ala2 , -wu1a3 = alaz­ wltl

forman los vértices de un triángulo equilátero cuya arista mide % , lue­
go por 5.2, uno de éstos debe ser cero. Se concluye que n es ortogonal
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a una úhica raiz en P.

Sea h en H el elemento que induce la multiplicación por -1 en P, e un

vector unitario ortogonal a P. Supongamos <1,n) = o , ¿o,n> = Igi.
y pongamos:

n = Be + p fi # 0 en C , p ¿ 0 en P

se tiene n y h(n) raices en Go ortogonales a 1, además:

v2_ 1 - i _ =
— 2 lp!2 ’ =

se sigue que (n,h(n)) = lplz-lp|2= 0 de donde por cada raiz en P hay

exactamente dos raices en Go ortogonales a esta, más aún, asociada con

cada dirección reflexiva en P hay una única terna ortogonal de direccio­

nes reflexivas en Go. Se concluye que Go cuenta con 24 reflexiones de

orden 5 sobre 12 direcciones reflexivas que pueden ser agrupadas en 4

ternss ortogonales en forma única.

Notemosque las B direcciones fuera de P se proyectan en P sobre las

rectas det2 dada en 5.9 a) y en consecuencia son permutadas transiti­

vamente por H. De este modo, Go puede generarse con las reflexiones s,

t y una reflexión u con raiz n admitiendo un gráfico de reflexiones de

tipo:

L3 a=V;-i
es decir Go es de tipo w(L5) quedando definido en Z(‘w), resulta finito
segun 1.11.

Si G í G , entonces G posee una reflexión r de orden 2 con raiz a. De
c I c - c I5.2 se Sigue que d es ortogonal a una unica direcc1on en cada terna or­
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togonal de Go y podemossuponer 41,0) = 0. Las reflexiones r y u gene­

ran un grupo K de tipo G(5,1,2) según 4.8 iv), cuyo sistema de imprimi­

tivismo esta dado por las direcciones C.n , C.h(n).

Pongamosr(n) = óh(n), de 2.9 se sigue que las reflexiones de orden 2

en K forman una única órbita bajo la acción de Go al igual que sus di­

recciones reflexivas las que vienen dadas por:

fl ’ “56h(n)

y por 5.2:

O,V% =kW,n-u56h(fl)>| = Vg ll+p36l

como |l+p361 no puede tomar siempre el valor 1, se tiene ó en -u5 y po­

demos elegir o en la dirección dada por n + h(fl) = 2Be.

Resulta entonces, que las reflexiones de orden 2 en G forman una unica

órbita con respecto a Go y G puede generarse con Go y una reflexión r

de orden 2 con raiz o = e. Notemos que en tal caso, r = -h,asi, G = u2,Go,

comoGo tembién puede ser generado por las reflexiones de orden 3 con

raices o,n,h(n) , se sigue que G puede generarse con las reflexiones t,u

y r , admitiendo un gráfico de reflexiones de tipo:

g-Eúg-E—g a = Y? i , p = VS

Los grupos G y Go quedan definidos en Z(w) además, u(G°) = p5.1,p(G) = u6.I.

Sobre cada terna ortogonal de direcciones reflexivas, G posee subgrupos

de tipo G(3,1,3), razonando comoen 2.12 y teniendo en cuente u(G), el

subgrupo de G que deja invariante una terna ortogonal será de la forma
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p2G(5,1,5) , desde que G permuta transitivamente las cuatro ternas ,

será lGl = 2x4x162 = 1.296 y ¡Gol = 648.

Finalmente, el número de reflexiones de orden 2 en G coincide con el

número de subgruPOS de tipo W(tl) de G, si notamos que las raices de

un tel subgrupo se encuentran en ternas ortogonales distintas y que

cada raiz de Go pertenece a exactamente 3 subgrupos de dicho tipo, se

un total de 9 subgrupos de tipo W(tl) en G, o también 9 reflexiones de

orden 2 en G.

Las raices de G pueden tomarse según las direcciones dadas por:

De orden 5:

ei s (191,1) 9 (leoü) o (uvlvü)

(1910") y (liwvl) 9 (V9191) (12)

(lvlaü) v (loüvl) y (üvlvl)

De orden 2:

ei-psej , i í J , 1,3 é 3

El grupo W(M3)aparece en 2.12 al estudiar el normalizador de G(3,3,5),
obtenido a partir de agregar reflexiones de orden 3 con direcciones en

los distintos sistemas de imprimitivismo de G(5,5,3) dados en 2.10 o

esto justifica la elección de las direcciones en (12).

Conservanolas notaciones, del análisis precedente se tiene:

5.4- Proposición:

Si n = 3 , entonces G es de tipo w(L5) o W(E3) g p2.w(L3).
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Corolario:

Si n>4, G no posee reflexiones de orden 2.

m:
Si 1 y o son raices de G de orden 3 y 2 respectivamente, no pu­

diendo ser (1,?) = 0 al variar o de 4.8 iv) se sigue que G tendrá un

subgrupode tipo G(5,l,2) y este una extensión tridimensional primiti­

va en G, según 4.5, necesariamente de tipo w(m5) por 5.4 , 1° que con­

tradice 4.7 pues p(W(P%))= p6.I.

Proposición:

El grupo normalizado: de w(L3) y W(M3)en U(V) esta dado

por U.W(L5)con U el conjunto de complejos unitarios.

M=
Desde que w(m5) - u2.W(L5) , ambos poseen el mismo normalizador.

Si un elemento t en U(V) normaliza a w(M3) , este debe permutar las ter­

nes ortogonales de direcciones reflexivas, módulo W(H3), podemossupo­
ner que t deja invairante una terna ortogonal, de mosoque t normaliza

al subgrupo de w(M3)de tipo G(3,l,3) presentado sobre dicha terna, por

2.13 i) se sigue que t C u,w(m3) = u.w(L5)

Sea n = 4, por 5.1, G posee un subgrupo H de tipo w(L5) actuando sobre

un hiperplano P. Sea e un vector unitario en la dirección ortogonal a

P y o G P una raiz de G tal que l(o,e>l # l.

Para cada terna ortogonal de raices en H , de 5.2 i), o resulta ortogo­
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n . . I
nal por lo menos a un elemento oe dicna terna, razon por la cual d no

puede proyectarse en P sobre una dirección reflexiva de H, en consecuen­

cia o es ortogonal e una única dirección en cada terna.

Sean 1,o,n,h(n) en H como en 5.5 y supongamos <1,6> = 0, o ae proyecta

en P sobre un elemento de la forma:

un + óh(n) con IB! =V%=1ól

y por 5.2 i)

0,“; a l<o,o>l = ¡p-ól. V?

de donde ó e uSBy según 5.3 , o se proyecta en P sobre las direcciones

reflexivas ocupadas por reflexiones de orden 2 en W(M3), las que son
permutadas transitivamente por H.

Por otra parte, si dos raices de G en las condiciones de o se proyectan

en P sobre una misma dirección dada por n + ph(n) y B(n + ph(n)) ,

de la condición en 5.2 i) resulta p en p}, es decir, hay a lo sumotres
raices que se proyectan sobre una mismadireccion en P.

Ahora bien, si g representa el elemento de orden 3 en u(H), las raices

o,g(o),g?(o) se proyectan sobre una mismadireccion en P concluyéndose

que exactamente direcciones reflexivas de G se proyectan sobre cada una

de las direcciones C.(n + u}h(n)). Se sigue que G posee 3x9 - 27 direc­
ciones reflexivas fuera de PUC.e.

Notemosque las reflexiones asociadas a n,h(n),o dan lugar a un subgru­

po de tipo W(L5) en el hiperplano ortogonal a 1, con lo que G posee a­

demas una raiz y en la dirección C.e y un total de 12 + 27 + 1 = 4o
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direcciones reflexivas, pudiendo ser generado con H y una reflexión

asociada a la raiz a . Si o se elige de modoque su proyeccion en P
Í

caiga sobre -\%'i.(n + h(n)), las reflexiones asociadas a 1,0,n,d
generan G admitiendo este un.gráfico de reflexiones de tipo:

Mama “uiL. o-—o--o
q 5

es decir G = W(L4)queda definido en Z(w) y la finitud la garantizg 1.11.
Notar que en los planos ortogonales determinado por los pares 1,9 y 6,7

G posee subgrupos de tipo W(tl) de donde -I G p(G), como ademas G posee

una base ortongonal de raices, se tiene u(G) = “6.1.

El grupo de isotropia de y debe normalizar a H, siendo por 5.6 un sub­

grupo de “2.H en P, pero si la multiplicación por -1 en P es realizada
por un elemento g de G, se tendrá una reflexión -g en G de orden 2 con

raiz 1, en contradicción con 5.5, luego el grupo de isotropía de y coin­

cide con H.

Los multiplos de y que aparecen en su G-orbita son exactamente “6.7 lo

que da un total de 6 x 40 = 240 elementos en dicha orbita , de donde

¡GI = 240 x lHl = 240 x 648 = 155.520.

Finalmente las raices de G = W(L4)pueden tomarse según las direcciones
dadas por:

ei v (19H39P310)a (ly'üsvov'PS) 1 (lyoy-u3,u5),(C,l,-u5,u3)

Conservando las notaciones introducidas en E 5, el siguiente teorema

y los datos en la tabla son consecuencias del análisis realizado en este

capítulo.
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5.8- Teorema:

Sea G un grupo de reflexiones primitivo conteniendo reflexio­

nes de orden 3, n.=5. Entonces n = 5 y G de tipo w(L5) o w(M3) o n = 4

y G de tipo w(L4).

Se tiene ademásla siguiente tabla:

G n [GI ¡“(G)l número de reflexiones de orden

2 3

W(L5) 3 64a 3 - 24

W(M3) 3 1.269 6 9 24

w(L4) 4 155.520 6 - eo
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B 6. GRUPOS PRIMITIVOS GENERADOS POR REFLEXIONES DE ORDEN 2.­

En este capitulo estudiaremos los grupos primitivos generados por re­

flexiones de orden 2, recordando 1.12 y 1.13 , solo consideraremos el

caso complejo.

En lo que sigue G denotará un grupo complejo primitivo generado por re­

flexiones de orden 2 y n = dim(V) será mayor o igual que 3.

Usaremos ¿(6) para referirnos al máximoentero k tal que G contiene

un subgrupo de tipo G(k,k,2), y para el número Zoos(g) y Q3,Q,4,Q5para
los conjuntos dados por:

l
Q3‘{°'ï}

Q4‘{°v%'v'g'}
-1

Q5 = {o o g 9 á’o [g o‘á]

6.1- Observacion:

Si ó(G) = k , por 4.8 iv) se tiene k = 3,4,5 y si 1 y o

son raices linealmente independientes de G, sera ¡(1,971 e Qk.

El siguiente resultado fue establecido en 4.6 de (5), aunque la demos­

tracion que se expone de este hecho es algo mas breve, en ella se su­

pone familiaridad con los grupos de Coxeter listados en 1.15.

ON o N
i Teorema:

Sea H irreducible generado por reflexiones de orden 2 y ó(H) = k.

Si toda extensión tridimensional en H de sus subgrupos de tipo G(k,k,2)

es real, entonces H es real.
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Prueba:

Si D en H es un subgrupo de tipo G(k,k,2) , s una reflexión en

H con raiz 1 tal que D y s generen un grupo tridimensional, la condición

de que esta extensión sea real equivale a que exista una raiz o en D

con (1,9) = 0.

Si H es complejo, existirá un entero mmínimocon la prepiedad siguien­

te: Existe un subgrupo real K de reflexiones m-dimensional con ó(K) a k

y une reflexión s con raiz 1 en H tal que K y s generan un grupo

complejo.

Notar que en tal caso m a 3 y un tal subgrupo existe pues podemos tomar

una extensión real maximalirreducible de un subgrupo de tipo G(k,k,2).

Si K es de tipo W(Bm),presentando las raices de este según las direccio­

nes dadas por ei, ei-p2ej , los valores ¡(1,ei>l i = 1,..,m , no pue­
den tomar siempre el valor 0 o una vez el valor l, de donde para un par

de indices i,j sera ¡(1,ei>l # 0,1 # l<1,ej>l , y conteniendo K un sub­

grupo de tipo G(4,4,2) en el plano determinado por ei y ej debe ser 1

ortogonal a un elemento de la forma ei+ pzej.

Si K no es de tipo w(Bm), las raices en K forman una única K-órbita.

Se tiene, en cualquier caso, cambiando s por hsh‘1 (h en K) si es nece­

sario, que 1 puede tomarse ortogonal a una raiz mde K representada por

un punto terminal al cual llega una arista con valor - É en el corres­
pondiente gráfico según 1.15.

Sea t la reflexión asociada e e y Í el subgrupo de K asociado al gráfi­

co resultande de suprimir dicho vértice terminal en el gráfico de K.

Por 1.10 y 1.13 , Í es m-l-dimensional y ó(K) = k , luego K y s generen
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un grupo real, y desde que <1.9> = 0 , K , s y t generan un grupo real,

pero esto es K y s generan un grupo real, en contradicción con las hi­

pótesis asumidas sobre K y s.

Pronosicion:

Sea ¿(6) = 51 m el máximo entero tal que G contiene un sub­

grupo H de tipo G(5,5,m) y s una reflexión en G con raiz 1 tal que H y

s generen un grupo irreducible, complejo si m = 2. Entonces m = 2 y G

es una extensión de W(J3(5)), siendo:
C!

V a= a!J5(5)

Prueba:

Presentamos H según sus direcciones reflexivas dadas por ei-use,J
i i j , 1,3 é m . Pongamos 1 = (al,..,am,u) dado por sus coordenadas

l
en la base canonica de Cn+ . Por 6.1 se tiene:

¿ai-gsajl e v2.95 (i ¡é j) (13)

Si existe un índice i tal que ai = O, consideremos un j con aj # 0 y

los conjugados de 1 dados por o = (aj,0,..,u) , o = (Eaj,0,..,p) , se
tiene (9,6) = !aj!ze + (1-!aj!2) un elemento en el segmento que une

, . - . . . . 1

l con e con modulo en Q5. Siendo ia única pos1bilidad lajl2 = 5', se
sigue que el grupo generado por H y s es de tipo G(5,5,m+l) o contie­

ne un subgrupo de tipo G(k,k.2) con k 75, lo que contradice las hipó­

tesis en ó(G) y m. Debe ser ai # C 3 i.
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Por la condición en (13) , se tiene que ¡ai-psaj! toma exactamente 3

valores distintos, por tratarse de las distancias de ainal pentágono

usaj. Podemosdecir entonces que los pentágonos “Sai tienen todos un

vértice sobre una mismarecta real por el origen, y desde que G(5,1,m)

normaliza a G(5,5,n), podemossuponer los ai reales.

Notemosque ¡ai-dj! es el mínimo c máximoentre las distancias la_-; a_l

según diaj sea mayor o menor que cero. Por otra parte si ai f a_ , por
(13) se tiene:

2
la.-a_l é V‘ si y solo si a,a,>' O

1 J 2
(14)

la.-a.l á 1 si y solo si a.a. < O
1 3 1 J

Si 1 posee tres coordenadas distintas ai < aj < ak de (13) y la igual­
‘ . Ig; .

dad ak-ai =(ak-aj) + (dj-ai) se tiene ak-ai = 2 > l mientras que

ak-aj , aj-ai é ï , lo que contradice (14). En consecuencia los ai to­
mane lo sumo2 valores distintos.

=l-l = - =l-2 "
Pongamos 61 ai aj , 62 (ai eajl , 63 ai c ajl , se verifica
la siguiente relación:

bi - 762 + 7'16? = 0

que solo cumplen las siguientes ternas (61,62,63) en V2.Q5 ‘

2 -1 2 2
t = [5 (Y '19V2) 9 t = V5 (7.V2.l) o t = Y? (091,7)

siendo en cada caso:

2 . Ézl 2 _l ,
ai T a? lo , (aiaj) = 20 para tl (15)
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a: + dz = íál , (aiaj)2 = 5% para t2

al = aj , a: = ÏÉÏ para t3

Si m = 3, podemossuponer al: a2 y considerar a partir de (15) la

desigualdad: '

1 = 2%: + 2%1 = dá + a2 + a? = 1

de donde a; = ¿Él y (ala5 2 = Iá contradice (15).

Se tiene m = 2 y 1 = (a,fi,p) . Si a = p, 1 es ortogonal a la dirección

reflexiva dada por ei-ez generando H y s un grupo de tipo w(H5), caso
que se descarta por la elección de s.

Si a y B tienen el mismosigno, las reflexiones asociadas a las direc­

ciones dadas por:

(1.-c.0) . (CB-a)-(a.B.u) . (ca-B)-(B.a.u)

generan la extensión asociándole un gráfico de tipo J3(5) a partir de
(15)­

Si a y B tienen signos opuestos, se vuelve al caso anterior si se con­

sideran las direcciones dadas por:

(01.641) y (Esfi'a)-(lv’czvo) a (Cap-a)o(lo'€390)

El grupo WÉJ5S522.­

Sean T.Q.n las raices asociadas a J5(5) , suponemos: (1,97 = - É!

(1,n)_=’%-= <q,n7. Notemos con G el grupo w(J5(5)) generado por las
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reflexiones s,t,u asociadas a las raices 1,9,n respectivamente.

Sea r la reflexión en G con

l<1,0>l

¡(0,0)!

(WH-5)

raiz a = sts(n) , se tiene:

= l- El 1 = 1
2 2

_x-1

— o

de donde s,u,r y t,u,r generan subgrupos de tipo I5 = W(H3)y W(BB)
reapectivamente, - . _ Ies deCir, poedmos realizar G como extenSion de uno de

estos grupos según (16).

Las raices de I5
se distribuyen en 5 sistemas ortogonales de direccio­

nes reflexivas dadas por:

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

(1,7.7‘1) (-7.1'l.1) (7’1.-1.7)

(1.-7.7’1) (7.7'1.-l) (1'1,l.7) (17)

(-1.7.7’1) (7.7‘1.1) (7‘1.l.-7)

(1.7.-7’1) (Vï'ï'lol) (-7'1.l.7)

las cuales son permutedas transitivamente por la acción de I , además

el producto de las reflexiones asociadas a (l,-y,y'l) y (7-1,1,-y) es

una rotación de orden 3 cuyo eje se encuentra en la dirección de (1,1,1).

de donde un elemento de 15 permuta ciclicamente las coordenadas.
Teniendo en cuenta (16), podemoselegir:

T =%(1'797 ) 9
n: (-1,0,o) , 0 = (O,-w,0)
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y luego 9 =%(l,l+wy,-w). Considerando:

s(q>)= 1%! (1,4,0)

podemosreiniciar nuestro análisis pensando que B esta generado por I5
y una reflexión s con raiz 1 en la direccion de (l,-w,0). Es claro en­

tonces que G contendrá un subgrupo de tipo W(B3)presentado por la ba­
se canonica y las direcciones dades por:

(1.:v.0) o (0,111?) v (iyvool)

y por la accián de 13 sobre los sistmas ortogonales en (17), podemos
establecer 45 direcciones reflexivas en G dadas por:

vl,v2,v5, vliyvz , vziwv3 , vsiyv (18)l

siendo v1,vh,v¿ una de las ternas ortogonales en (17). Notar que son

eflbctivamente 45 direcciones que pueden ser agrupadas en 5 subgrupos

de tipo W(B5)según fueron presentadas en (18).
Si un vector (a,6,ó) en (18) tiene sus coordenadas no nulas, las afines

correspondientes a (%, %) toman los valores:

(iïviyz) . (11.:1'1) . (11'2.:y'l)

(:vrzoiíï) . (:v1'1,:iv) .(ivï'lyiír'z)

(:ívzoxwy). (:Fv'1.:yr) , (:ív'l.:vv'2)

de donde las direcciones en (18) son permutadas por s, luego por G, sien­

do estas el total de direcciones reflexivas ae G.

Sea t la reflexión en G dada por t(a,fi,b) = (a,üó,wfi) se tiene:

5t(atpvó) = W'(óvavb)
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y desde que -I y las permutaciones cíclicas de coordenadas son realiza­

das por elementos de 13, se tiene p(G) = p6.I, pues G = w(J3(5)) queda

definido en Z(y,w). Por la mismarazón, los únicos multiples de una ra­

iz o en su órbita son exeétamente u6.1 , es decir la G-órbita de una

raiz posee 6145 = 270 elementos.

Sea H el grupo de iSOtI‘OPillade es. Si h en H aplica e1 en la direccion
e ¿ye -Ge

1 2 5

en la dirección de e1 o ez.

de e +we2 , aplicará el-Ve5 en la dirección de sobre lal
cual G no posee raices, luego h aplica el

ComoH posee un subgrupo de tipo G(4,4,2) en el pleno generado por el
e -W

p l e5 debe ser
una dirección reflexiva de G, luego p = l y H de tipo G(4,4,2).

odemos s .oner h e = .e asi h'e -Ge =
y e2. p ur ( l) u l y . k 1 3)

Finalmente se tiene IG! = (Hlx270 = 8x270 = 2.160.

Propgsición:

si ¿(0) = 5, entonces G = w(J5(5)).

Prueba:

Por 6.3 . bastará ver que H = w03(5)) no posee extensiones irre­

ducibles. Teniendo en cuenta u(H) = u6.I, por 4.7 , H solo puede tener

extensiones tridimensionales. Presentamos H por sus direcciones como-en

(18) y supongamos que 1 = (a,p,ó) es raiz de una reflexión s que de

lugar a una extensión de G. Por 4.8 iv) podemossuponer a,p,ó ¿ 0, pues

G posee subgrupos de tipo G(4,4,2) en los planos xi = O. Además, G posee

las raices ei y las permutaciones de los ejes cartecianos, luego por

6.1, podemospensar 1 = %(l.ay,By-l) con a,p complejos unitarios con



6.6’

-62­

Re(a) e 0, Re(B)¿ O. De la condición ¡(1,97! C Q5 para las raices o
de Gen las direcciones de (l,iy,0) , (:y,0,l), (1,7,7'1) resultan

a = 1 = B, de donde H no tiene extensiones propias.

Proposición:

Sea ó(G) = 4, m el máximo entero tal que C posee ur sub­

grupo H de tipo G(4,4,m), s una reflexión en G con raiz 1 tal que H

y s generen una extensión irreducible propia de H, m+1-dimensional

si m 4 n , compleja si m = 2. Entonces m = 2 y '( H,s>.,= 'W(J3(4)) . o

m = n g 4 y G = w(N4) o G = EW(N4) es a la vez una extension de

.w(N4) y G(4,2,4), siendo:
Cl

J(4) °"'° _1+ i
3 X0 a- 4

___É.. ­o o o ;;¿
N4 V B: 2

Prueba:

Presentemos H por sus raices según las direcciones de ei-p e. ,

i,j = m. Pongamos 1 = (al...,am,u) dado por sus coordenadas en la base
canónica de Cm+1.Por 6.1 se tiene:

lui-p4ajlG

Si algún a_ es cero, de (19) se sigue que H y s generan un grupo den­
1

tro de los siguientes tipos: G(4,4,m+l), G(h,h,m) con h) 4 , amboscasos

contradictorios, o bien, G(4,2,m). En este último caso es m = n y por

poseer G un subgrupo de tipo G(4,2,2), por 4.6 iv) se tiene n = 4.
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Si n7_4 , por 4.5 y 2.11, G contendrá una extensión K 5-dimensional

primitiva de G(4,2,4), siendo p(G(4,2,4)) = p4.I , p4.K contendrá re­
flexiones de orden 4, en contradicción con 4.8 ii). Luego n = 4 y G una

extensión de G(4,2,4).

Sea ai # O V i. Rezonando como en 6.3, puede establecerse que para ca­

da par i,¿ se verifica uno de los siguientes casos:

i) arg(aiaj) = i Ï , 1 EL y lailz+ lajl2 = É la.a.l - %g
(20)

ii) ai c p4aj y la I = É

Supongamosque exista un parai,aj en la situación de (20) i). Sea k # i,j,

de (20) se sigue que p4dk debe coincidir con uno de los dados por p a ,4 i

p4dj, , lo que contradice las condiciones en (20) para los módulos de

a_,a_,ak. Se tiene en este caso, m = 2 y desde que G(4,1,2) normalize1 J

a G(4,4,2) , podemostomar 1 = (a,B,u) con a real positivo, arg(p) - í

y a < IBI. Si consideramos las raices:

cp-=(B-a)-(l.-l.0) . n = (a+i¡s).(-1,i,o)

las reflexiones asociadas a 1,9,n generan la extensión de H asignadole

un gráfico de reflexiones de tipo J5(4).
Supongamosque solo ocurre ii) en (20). ComoG(4,l,m) normaliza a G(4,4,m),

podemos suponer ai = á para i = l,..,m. Comoen 6.5, si m = 2, la ex­
tensión resulta real, caso que se descarta .

La dirección reflexiva dada por el+e2 se aplica por s en la de:

(0,0,-1,--,-1.-2u)
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esta última debe ser una dirección reflexiva de H si G no es una exten­

sión de G(4,2,4), en consecuencia es m = n = 4.

Finalmente, las reflexiones según las direcciones de:

(1’1919191(iy'110’0)9(lv'11000)9(0911'lyc)

generan la extension de H asociándole un gráfico de tipo H4.
Notemosque si una raiz 1 da lugar a una extensión de G(4,4,4), cambian­

do 1 por un conjugado bajo la acción de G(4,4,4), podemos suponer que su

dirección reflexiva esta dada por un elemento de la forma (l,l,l,n) con

u en u4. Las extensiones obtenidas con cualquiera de estos elementos,
resultan conjugadas por la acción de G(4,l,4) y resultan grupos de tipo

W(N4).Por otra parte las extensiones de W(N4)se obtendrán a partir de
G(4,4,4) agregando dos o más de las direcciones reflexivas mencionadas,

por la condición en 6.1, solo es posible extender con uno de los siguien­

tes pares:

(1.1.1.:l) . (1,1.1911)

obeteniendose extensiones conjugadas por la acción de G(4,l,4) que nota­

remos con EW(N4),notese que esto equivale a extender G(4,2,4) con la'

dirección reflexiva dadapor (l,l,l,l).

6.7- E; grupo wgJ5gá22.—

Notemos con G el grupo W(J5(4)) y con p el complejo ligl; . Desde que
G queda definido en zu), G resulta finito en virtud de 1.11. lr’rocedien­

do como en 6.4, podemos poner a G como una extensión del grupo de Coxeter
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w(33) presentado por sus raices en las direcciones de. ei , eii ejal que
adjuntamosla dirección reflexiva dadapor (l,-l,p).

Por la acción de W(B3)obtenemos un total de 21 direcciones reflexivas
en G dadas por :

ei' eii ej o Onil-vi“) 1 (Pvilvil) 7 (líilhl'l) (21)

Supongamosque una reflexion s con raiz o = (a1,a2,a5,fi) da lugar a una

extensión irreducible H de G con ó(H) = 4. Si H es 4-dimensional, supon­

gamos tomada o en H de modo que IB! sea máximo.

A partir de las raices en H(BB)y 6.1 se tiene:

n 2 n
lail c Q4 , ¡aii ajl . V5 . 4 (22)

Teniendo en cuenta las raices en H segun las direcciones s(ei) , s(ei1ej)
y la condición en b, se tiene:

l 2
lail = 5 , lui: ajl = V5 (23)

de (22) y (23) resulta ai G u4.% y por la acción de W(35) podemos su­

poner o e %.(l,l,2a3
V2

¡49,n)l = z en contradicción con 5.1. Luego H es tridimensional , es

,ZE), para la raiz en G n = í (l,-1,p,0) se tiene

decir B = O en Q.

Ahora, por 4.8 iv) debe ser ai # 0, luego (22) y la acción de w(B3) en
. . _1 _ _V2 u z a

o nos permite suponer . al —z — laz! , la5 —2 , Hekaz) _ O , He(a5) a 0,

en tal caso, nuevamente de (22) se tiene: al = á = a2 2a3 = p,ü.

Si o = % (1,1,G) , para la raiz en G n = á (u,-l,l) se tiene que
f

l<c,n)l = Vi en contradicción con 6.1.



Resulta entonces que G no sólo notiene extensiones irreducibles en la

situación de H, sino que ademástodas las direcciones reflexivas de G

son las dadas en (21).

Por otra parte, al quedar G definido en Z(p) , como en 6.4 podemoses­

tablecer: u(G) e p2.ï , la G-órbite de una raiz en G posee 2x21 = 42
elementos y el grupo de isotropia de una raiz es de tipo G(4,4,2), con

lo que lGl = 8x42 = 536.

Tenemostambién el siguiente resultado.

6.8- Prooosición:

En las hipótesis de 6.6, si m = 2, entonces G = W(J3(4)).

6.9- Los 522908 W(N4) I EW(N4).­

Para describir las extensiones de G(4,4,4), recordemos que según 2.10,

G(2,2,4) posee tres sistemas de imprimitiviamo que pueden ser tomados

como 2

s e {c.(1,o,o,o), c.(o,1,o,o), c.(o,o,1,o), c.(o,o,o,1)}

s = {c.(1,1,1,-1),c.(1,1,-1,1),C.(1,-1,1,1),c.(-1,1,1,1)} (24)

s = {0.(1,1,1,1),c.(1,1,-1,-1),c.(1,-1,1,-1),c.(1,—1,-1,1)}

es fácil ver que si tomamosuna reflexión con raiz en uno de estos sis­

temas, esta deja invariantes las direcciones en dicho sistema mientras

que permuta la de los dos restantes intercambiándolos entre si. Por otra

parte, según 2.12 una tal reflexión normaliza a G(2,2,4).

Notemos también que G(2,2,4Ï puede extenderse a G(4,4,4) en tres modos
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diferentes presentando este último sobre los distintos sistemas dados

en (24). Sea H la presentación de G(4,4,4) sobre Sl , s la reflexion

cuya raiz está en 1a direccion de (l,1,1,1), se tiene que H y s gene­

ran un grupo de tipo w(N4)y s(H) es la presentacion de G(4,4,4) sobre

82. al mismotiefipo, si 1 es la raiz de s, la H-órbita de G.1 coincide

con SSUC(v1iw) con v y w 'n par de vectores que determinan 82 en (2A).

En consecuencia W(N4)posee 40 direcciones reflexivas dadas por:

ei+p4ej , a e +a e +a e +a e (ai G “4 , n ai = l)l l 2 2 5 5 4 4

Si extendemos w(N¿) a EW(N4)según 1a direccion reflexiva dadapor
(1,1,1,-1), es claro que tendremos las tres presentaciones de G(4,4,4)

como subgrupos de EN(H4)y 6C direcciones reflexivas que pueden tomar­

se según:

e. , ei+p e., a e +a e +a e +a e (ai 9 u1 43 1122 35 44 '"ai‘in4

Desde que ambos grupos quedan definidos en Z(i),como en 6.4 podemos es­

tablecer;. u(w(N4)) = u(EW(N4))= “4.1, la órbita de una raiz contara

con 160 o 240 elementos según el caso considerado, el grupo de isotro­

pia de una raiz es de tipo W(B3)para W(N4)y de tipo G(4,2,5) para

EW(N4), concluyendose de este modo que:

IW(H4)I = 7.680 , ¡EH(N4)I = 46.080

6.10- Pronosición:

Sea ¿(0) = 3 , m el mayor entero tal que G posee un.subgru­

vvpo n de tino G(5,5,m), s una reflexión con raiz 1 tal que H y s generan
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una extensión propia de H, m+l-dímensional si m<Ln, compleja si m = 2.

Entonces m = 4 y n = 5 y G = W(K5) , o m = n = 6 y G = W(K6) siendo:

a

K5 0-0-7—o
a a — H

2

a

,
G

Pruebe:

Presntemos H por sus raices en las direcciones de ei-pñej y pon­

gamos 1 = (al,..,am,5), la condición en 6.1 dará:

Si algún ai es cero, de (25) se sigue que H y s generan un grupo de tipo

G(h,h,m) con h múltiplo de 3 o G(3,3,m+1) , siendo ambos casos contra­

dictorios, se tiene aí # 0 V i.
Ahora, de (25) resulta p p a_ para cada par i,j y la_l a VÉ

1a_ = 6 ,
31 3;) 6

Desde que G(3,l,m) mormaliza a G(5,5,m) , podemos suponer ai = VE .

Si m = 2, 1 es ortogonal a la dirección dada por el-e2 y la extensión

resulta real. Si m= 3, el gráfico asociado a las raices:

-- we -e e -e e -e
17%.1 , l 2 , w. l 2 ,

V2 V2 v2

según 2.7, indican que le extensión es de tipo G(3,5,4), en contradic­

ción con la maximalidad de m, será entonces m a 4 y por las coordenadas

de 1 n e 5.

Supongamos m = 4 y que una raiz e da lugar a una extensión del grupo
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generado por H y s, cambiando o por un conjugado bajo la accián de es­

te grupo, si es necesario, podemossuponer que o no es ortogonal con 1

y con alguna raiz de H. Por comodidad representamos esta extensión en

C6 escribiendo:

1 a V%.(1.1.1,1.1,1)

V6 2 2

con 6 = ó si la extensión es 5-dimensional. El aspecto de m se debe a

esta puede jugar el papel de 1 en el análisis realizado al comienzode

la demostración. Bntre los conjugados de o por 1a acción de H tenemos

Vé
la raiz n = 6.(l,w,i,a,p,ó) , si la extensión es 6-dimensional, es

decir p # ó , se tiene:

¡(“,1,¡ ¿ 1+lÉl+lól < ¿1g = l
‘ 6 6 2

de donde por 6.1, debe ser a+B+ó = 0 , luego <1,m> = É y observando

las coordenadas de s(o) = m- 1 , resulta a = 1. Si consideramos el

gráfico asociado-a las raices 1,c,n, lÜÉ-(el-ez), !:!.(82-65) , nue­V

vamente por 2.7 se tiene una contradicción en la maximalidad de m.

Supongamos entonces b = ó , se tiene lpl = 1 y de 1a condición en 6.1

para l<1,n)l = ¿EEÉQL resulta o = T.

En consecuencia si m = 4 , debe ser n = 5 y G puede generarse con las

reflexiones cuyas raices estan dadas por:

V%.(el-92) , V; .(ez-ea) . V3 .(eS-e4) , {g .(ael-we2) , Ei? .1

es decir G = W(K5)­
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Finalmente si m é 5 , sera n e 6 y tenemos un conjugado o de 1 bajo

la accioh de H en la dirección de (w,w,w,w,w,1) de donde s(9) en la

dirección de es-Ñe6 nos permite asumir m = 6. Desde que u(G(5,5,6))
es p .I , de 4.7 se sigue que m = n = 6.

6

Por otra parte, {oda raiz de G que no este en H , podrá ser llebada

por la acción de H a un elemento en la dirección de (l,l,l,l,l,p) con

u en u), teniendo en cuenta 1 y la condición en 6.1 , la unica posibi­
lidad es p = l.

Desde que G puede obtenerse a partir de W(K5)y la reflexión en la di­

rección de e4-e , se tiene G = w(K6).5

6.11- Los gggpos W(K5)v w(x6).­

Comoambosgrupos quedan definidos en Z(u), la finitud de estos se si­

gue de 1.11. De 6.10 y con las mismas notaciones, las raices pueden ser

tomadas según las direcciones de:

«ei-“¿ej , c(5,3,4).1 (1,3 é 4) para w(K5)

ei'P3ej ! G(3o3,5)-T (isj é Para w(K6)

haciendo un total de 45 dirrecciones para V(K5) y 126 para W(K6).

Es claro que ambos grupos son primitivos. Por 4.7 tenemos p(W(K5)) a

lo sumo de orden 5, pues queda contenido en u .I, pero -I está en W(KF)
95

por poseer reflexiones en las direcoiones ortogonales dadas por:

(19'190’0v090)¡(191119191¡1)a(ooovlv'1v0,0)9(W9V9G9Q91v1)y(Gyavwvwvlvl)

de donde u(d(K5)) = u2.1. También para este grupo, y luego para ambos,
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cada rei; en su órbita aparece multiplicada por los elementos de péyya

que sólo en G(3,3,4) pararecen multiplicadas por p}.

Para W(K5), sea H el grupo de isotropia de 1 actuando en el espacio P
ortogonsl a 1. Las reflexiones en P según las direcciones:

ei'ej (isj é 4) y n4'(w9w1;v;9191)

generan un grupo de tipo G(2,2,4) que notamos con D. Desde que H norma­

liza a D, por 2.15 resulta H C um.W(F4)para algun entero m. Observan­

do que todo elemento de W(F4) es de la forma D.u o D.r donde u posee

valores propios w,G,w,G y r es una reflexión, un elemento h en H será

de la forma uu o ur modulo D, y desde que tr(h) c Z(w) , det(h) = 1 1,

se sigue que p = i l, es decir h solo puede ser u o l módulo D. Si u

está en H y s es largflexión asociada a 1, resulta u.s en w(K5)con

w,G,w,G,-1 comovalores propios, lo que contradice 4.6 pensando w(K5)

como subgrupo de W(K6). En consecuencia H = D y IW(K5)| = 45x6x192 =
= 51.840.

Es claro que “(W(K6)) = p(G(3,5,6)) = u6.I. Ahora, si E es el grupo de

isotropía en W(K6)de la raiz en la dirección de eS-e , este permuta6

las raices de W(K5)a quien tiene como subgrupo. Si h está en H, módu­

lo w(K5), podemos suponer h(1) = 1, y como antes resulta h en D, luego

n en W(K5) , de donde ¡w(K6)¡ = 126x6x51.e4o = 39.181.040.

El siguiente teorema y la correspondiente tabla resumenlos resultados

obtenidos en este capitulo, completándose de este modo, la determina­
.I . .. . . .Cion de los grupos finitos de reflexiones en el caso compleJo.
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6.12- Teorema:

Sea G un grupo primitivo complejo generado por reflexiones

de orden 2, entonces G es oonjugado a uno de los siguientes grupos:

w(J5(4)). w(J5(5)). w(N4) . Ew(K4>, fi(K5), w(K6).

Se tiene ademaslá siguiente tabla:

G n ¡GI lp(G)l No de reflexiones

w(J3(4)) 3 536 2 21

w(J3(5)) 5 2.160 6 45

¡4014) 4 7.680 4 4o

EN(N4) 4 46.030 4 60

w(K5) 5 51.840 2 45

w016) 6 39.161.040 6 126

Los resultados en 6.3.6.6 y 6.10 probablemente puedan ser presentados

en un solo teorema pues los razonamientos empleados en sus demostracio­

nes;esencialmente,no varian.

La finitud de los grupos en generalse obtiene a partir de 1.11, en tal

sentido, surge el interrogante de si es posible ampliar este criterio

de modo que contemple el caso J3(5).
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