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INTRODUCCJCN

' E1 objeto de este trabajo es demostrar le relaCiOn entre los
anillos ¿a iio“ gr un’efiqufimñnoethsriano ano necesariamente regulargun
nubosouemu cerrado ñ de Y}el esquema Y' obtenido por la ExplOñion de Y'o

1° largo dc Xïy El CFOÜUCtOFibrado de x con Y' sobre Yíque llamaremos x'}
El anillo de Chowesta definido comola Humodirecta de los gru;

Dos thE,áj},cm1;73ïn1o Cual tiene un producto definido a partir del producto

Cup de Karoub1.Lou funtores Kp utilizados son los de 1a teoria K de Koroubi y
Villamayor.

Los Cuatro primeros capitulos corresponden a1 desarrollo elemental
oe lu teoria de interrecciún clasica de geometria algebraíca,de lo teoria K de

Karoubi y Villamuy0r¡o 1a demostracion ddiísomorfícmbentre 1a p-éqima compo

nnntn del anillo de ühow de|31&snuema 4 regular X y el p-eeimo grupo de cohoq

moïogïa de X a valores en K ;y el esbozo da los principales rerultados de Cohow

mcloqia sobre e DaCÍOHparacompactos.La demostración de que 1a páesima componente

del anillo de Choweñ innmorfa al grupo PP(X,5P) se bano en 1a demontrnción de

onto ronultpdo hecha por D. Guillen para su teoria K;bubliceda en Locture Notes

in Lath. 341 (77-139),Gpringer Verlag,1972.

En a} ¿LG. V.se define un producto de FP(X,fib} x Hp(X;5p) en

Hp+q(X,ép+q},paratodo par p,ha.0,utilizando el producto en los agrupos K' de,
rinido por Karouhi en Ann. SCiPnt. Ec. Norm. Sup.—4' serie t. 4 (p. 63-95},1971}
ie demuestra adomïn on e'e cap1tulñ que el producto definido coincide con el

producto de intersección clásico sobre esouemaqregularen.v1a al isomorfismo

del capitulo III.
Eh el Uno. VI se definen F. y Fx ,para un morfihmo de e quema; f;

y no demuestran para nuemtra definición de anillo de Chowlas principales propio:
dada" de la teoría dc internecciOn ¡lesicaf

En el Cap. VII se definen Clanan de Uhern de un fibrado,en Forma

análoga el cano c1áoica para arquemesregulares,Siguiendo al desarrollo de

W.'Fulton.Interuection Theory.A serees of mod. surv. Lumath.-Soringer Vérlag.1984.

Hasta este capitulo el trabajo Fue realizado en Formaconjunta con MJ

0. Roncd,quien tumbiEn se aneuentra realizannn su teqis bajo la direcoiOn del



Ing. Orlando Villamayor.

[-‘jnel Cap. VIII ,Finalmenta,se obtiene una sucesión exacta

+d-1 ,A +d +d 1
p o -—-> J‘Lxmky --> H" (X .Kk+d_1Je rf‘ mkm) —-—->FF (Y “andy-a

donde x L...) Y es: una inmersidn cerrada y regular en codimensiún d:

Y' es 1.a axnlosiOn de Y a lo largo de X;y X' es; el producto Fibrado de

X con Y' sobre Y.Para lograr ante resultado se definen las Morfismor.da Gy'tin

Refineu’os,siguiendo nuevamente al desarrollo de W. Fultoanntersection '¡‘hen'Jr'yÁi



5.91lJLÜ Ï - INTHÜÜUCUIÜJ

flrnnósíto de este capítulo es fijar la terminolngia y notacionas

de geznquia algebruica que usar mosen nuestro trabajo, asi comotambién

dar Comatrncionew o referencias de algunas propiedades bósicaa que utili

2 fuman. Haremoshincanifi en los resultados concernientes a la Teoria

de 1nïhrúncción, basándonos en el denarrollo que se bese en (A) del tema.

En tado lo que sigue supondremos que los esquemas son noetherianos

y los Cuerpos de base son algebraicamente cerrados.

I.1 —gggacios anillados

Un espacio minado es un par (x, 0x}. donde x es un espacio topolo

gicn y Oxes un haz de anillos sobre X. llamado el haz estructural del aa
pacio anillado.

Hn morfismo de espacios anillados f: (X, 0x)-————+(Y3DY} es un par

(F1. f2}, donde F1:X--»Y es una función continua y f2 en una aplicacion
que Gaiman a cada abierto V de Y un morfismo de anillos

F2[V): Ftv, OY}—————J\P1-1(V),0x}, compatible con las rentr1c010nas. Pa

rn Cada x e X, F2 determina entonces un morfismo en las fibras
Fr. :0 -————+Ü

K . Y,F[x} X,x ‘

1.? _ ELJUvqu afines

_ea Aun anillo conmutativo y X . 5pec(A). Sean f,b e A tales nba

D[f} CLDkn}, donde Uk?) y D{g} son los abiertos de Spnc(A} formados por

todos los ideales primos que no contienen a f y a g, pernectivamente: am

tnnccs HLF]:>H\g} y, por lo tanto, existen n) Ü y s E A talañ que gnqs,f

“nFinimos entonces un morfismo de anillos 9 

q m m nm g'f f g
rurmu ("f(n/F J a a.a /g g se verifica que Qh 99 . Qla

y qun Q está
G.1”



bicn'definida.
La asignación Dtrj'-—9/ï,forme un prehaz sobre 1a base de abiertos

I xl!{U(r:;f€r de Saec[ñ):este orehaz determina un haz sobre x¡que notaremos 0\

PHÜH.1.1:[Lluj pag.a7) (ijLa fibra de UXen un punto XGLX'es isnmorfn a A”..________ .
. n b A .(11)Ux,eq un haz so re X,Luegoï‘kU(F}.0xJ 3 LF},

para todo re Agennarticular,P\X,Gx} a A.
not.:

El asnucio unillado {X,0 j se llamara o] esquema afin del anillo A.
x

_L. Lñ- vreu ÜS-‘ï:u mas

Ji [X,Uy) es u1 espacio anillado.un abierto V-ne X se Llamara abierto

afin si [V,0Vlvj es isomorFo al esquema afin de algún anillo A.

Uthun oredesnuema es un espacio anillado [xsukj tal que.pura todo xe X;

existe un entarno abierto afin V de x.U sea, [X.Ux) es localmente un esquema
afin.

Sea Lx,0x¡ un pre-esquema:

LtMn1.2: {leos abiertos afines forman una base de la toaalogia de X.

{11121 U es un abierto en X,al espacio anillado {U,ÜxlUJ es un
nre-esquema llamado restricción de (X,q*} e U.

\iii¡|odo currado irreducible P de x tiene un único nuntó generico.
y ¿a correspondencia entre puntos de X'y Cerrados irreduciblec

de x,aadu por xmqiïï .es blunívoca.

oeen \x,ux4 a [Y,0ï) pre-esquemas.Lh morfiemo de_esoacioa anilladas

es un morFismode pre-esquemas si,paru todo x6 x. d: es un morfismo local

ue Or;rlx} en Ox'x (si el morrismo f es el par [Y}B*}].Deah1.B: define



un 5.0r‘f'izsrtzo(o cuerpos gfikcflxu .5 k(x,‘, con lo cual k(x) rn-ulta una
cxt'":.;ión de. E:(‘f‘(;-:),‘.'

.01' (¡'Zz'i ¡7:rte, dr'dos dos esqucm‘s af‘inc: xa Spec(A) e Y-. Specüï), se
tu \I,=:(¿304.7535 ue resulta un e-z';ucma¡31'10que. vsrifiípa las praxipdedes

univ;*r_alr_=:';c! producto cn ln ccatcgoria de esquemas afines. Anelogcmchta ,’

g-pdeinc e]. producto de dos".pre-esquemas utilizando el hecho cfe nue local

m un, han rw: I:His. afines.

De lu ::.';..'nlüform-z, dados tres anillos A, B y C tales que existen morfismos

{HC-9 ¡'-.y 5:0 -—) C, si x-. Shoe“), Yu Sñecw} y Z- Spec(C}, sn pu7r'e

:‘r.f"_n;?.rx Y' .5 Spec (A28) 17-1productó film’do entre etiquem-"F.afines X e Y
raL-re Z. Erto nos permite dcí’inir X í Y g para X, Y y Z pre-esr-uemas tales
que Existen G :x _) z y X ¡Y ._) z morfi’smosde pre-esquemas.

see ahora X un pre-esquema; sa tiene el morfismo diagonal Azx -—) X x X;

y si Y es otro pre-esquema y fzx .—) Y un mnrfismo, también tenemos [»¡X'.—) X“? x .

DEF: Un esqunm es un pra-ccquema x separch sobrez g o sea, tr‘l que el mor

fismo crrv cterïstico X-DSpedz J es separado. (recordemos nue un morfis

:.-.ou'c-pre-esquemas fzx --) Y se llama separado si Ay(x) es; cerrado en X x x .

01ml: Si X=Spec(A), entonces x rosulta un esuuema.

De lu mismrzmanera, si U. V y Z son ers-wenas con 'F:U rn) Z y g: V e z

murfismos rntonccs U x V es un esquema.
Z

»_.-'.'.F:'Jn nor-firmo de pre-esquemas f:x--) Y cz; de TIPO FINITO cai Y cs unión dq

-; r=f‘i.nc::Vd.tales que cada Fluid} ee:-una unión finita de r-biertos

¿Fincas L-‘i‘con la propiedad de que cada anillo Ama) .es un álgebra de
tipo finito sobre INV“) ¿J

U .. Wi X c: Y son c..p::clo:: afines; X. Specf’) e Y. 809003), entonces fix...) Y

En;de L'ij Finito si y solo ¿:1 A cs un ¿lgabra Finitamrmta gmc-rada sobre El:



.
UEF: Un morfí:uo sz _—)Nes Erogio si y solo ri:

(i) f La mer:do y de tipo Finito.
(ii) r undir “lmente cerrado; a; decir: para cada morrivmoY' -—>Y;

lr crcyccción de X x Y' un Y' e: un worfisro cerrado.
Y

I-A - 2212:;2113211992

Un esquema «lgabruico sobre un cuerpo k es un esquema X con un morfismo de

tipo finito de x un Spec(k). Es decir, un esquema X que tiene un Cubrimiento

finito de atiurtes afines cuyos anillos de coordenadasson 'k.álgebras de tipo
finito;

El anillo de coozdenadas de un abierto afin U se notará A(U}.

De ahora en más "esquema" significerá equeme algebraico sobre nlgún Cuer
po algebreicemnnte cerrado. .

Todo SubcsquemaY de un esquema x está caracterigado por un haz de ideales

J(Y} del haz cnïructural 0Xde X; Para un cubrimiento afin de x, J(Y) correspon

de n un idezl en cada anillo de coordenadas de X,‘el cociente de éstos resulta
el anillo de coordenadas de Y.) l

Un Subeïquemn cerrado de un esquema X , llamado Y, 5ta provisto de una

inmorrión Corr da de Y en x. Además U- X- Y es un subesquemn abierto de X .

ggf¿_Una VARÍÉUADcs un esquema algebrnico reducido e irreducible (integro).

fina SUCV‘RIEDADde un esquema X e: un subesquema cerrado de X, reducido

irrecucíble; una subvoriadad de un esquema X, llamada V corresponde

a un ideal primo en el anillo de coordenadas de todo abierto afin que

intersuque a V. el anillo local de X "obre V (0V.x) es 1a localización
de tal anillo de coordenadas en el correspondiente ideal primo; su ideal

urximul se fenotadïnv_x . El cuerno de Funciones racionales de una
var ed¿d V ze notvrá ñ[V}. Si V es une subVariedad de X, R(V} es el

cuurpo rcnídual OV’x/an'x .



DEF: se llamo DIMENSIONde un esquemo X a 1a máxima longitud ñ que puede tener
une andan" de subverfiedados cerrroau de X:

ímv v v9V
L J o S:1 Si S'n

Cbs: Si X es un: v rieded; dim X en el grado de tr soendenci de R(X) sobre k.

UHF: Si V cs una aubvrriednd de un esquema X, se define lo CODIHENSIONde V

en X ( qu: se notará codim(V,XJ J como la máxima longitud d de una cadena

ddr-rubvwriudades z

v . VOSLVIS gvd cx

DEF: Un morfiumo fzx -fi) Y de esquemas algebroicos es un morfiemo de espacios

anillados que es compatible Con el morfismo estructural en Spec(k}: Es

decir, el siguiente diagrama es conmutativo :
X'._.__)'v

SbeclR-Í

Si f aplica un abierto afin U' de X en un abierto afin U de Y, entonces
. I - '

a f le corresponde un morflsmo de k-álgebraa F :A(U}-fi> ALU') J

-; í Un norffiruc de dior DOHINANTEsi su imagen en densa En el codominio.

Si V es rubvariedad de x; existo une única subvariedad Wde Y trl que

FLJÜÍ-e>ïie: dominante: f induce entonces un morfiemolocal f'ïow'Y —q)Dvíx

y un morficmo (t.mti(n notado f. J ent?“ 105 CUCFDOFTGSiÜUSlBS. que Pdcmfis _

L: inyectivo , y Lidimv a Cimwentonces R(V} es extensión Finitu (como cuerpoe)

oe H[W) .

Si f:X -a> Y cs un morfinmo te esquemas y Z e" un suïesqueme cerrado de

Y, el earuemü ímwgeninversa f_1(ZJ se identificará con el producto fihrrdo
_ -1 _ -1 '

x 5 Z y el fiüeal gue define a f 1(Z} en X ( J(f "(¿}} ) es f [J(Y)}.Üx



Cts: Si f es una inmersión cerrada, F_1(Z} u Zn X .

'rt un esquema X es CEUPLETÜsi 01 mnrfirmo Psx -—) Spec(k) BS PFODiO.lu.
man-n

.7
Á4._.I a“0 Un norfiumo F:X -) Y es PLAYCsi y 5010 si para todo nur de abiertas

afines U y U' da Y y x respectivamnnte, t le: que fÚJJCLN, el morfismo

inducido f*=A(UJ-—9 A(U') convierte a A(U'J cn un A(U)-módu10playa.

Es decir, prra toda subvariadad V de X, si WHfLV}: 0V x es un 0m Y-móv "

dulo playa.

DEF: Un morfiamo fzx -fi> Y tinna DIMEHÑIONHELATIVAfl si para toda subvariedad

“FE; Un esquema X

-"yr-" "3’ 41’21 ¡n!_.

-|_¿,13_p 1.4:

V de Y y toda componente innuducible V' de f"l(V}, se verifica que dim V',

dim V + n.

se dice LOCALMENENOETHEHIANOsi existe un cubrimimto (ui‘JieI

de X til que si Ui- Spec(A11j Ai es anillo noetheriuno;

x e" un ;:;ucma nothériano si a: loc"1mcnte noetheriano y comarcto (y por

10 ETHtOD'r:companto).

E: decir, X es un esquemanouthrrirno si exintc un cuhrimiento (Ui}ifl.'_.n
tel que Ui 7 Spec(Ai} y Ai es anillo notherinno.

Un ccquenn X es loanlmentc noetwnrí no si y solo si para todo abier

to "Fin U de x, si U. Snec(A), entonces A es noethcrirno.

\I
A

. Z U

el espacio afin 6 , x e SpecÚ<Dfij x21}. Vbrmos que X es un
esquemanothcriano:

El ’ni]l°“k[gll k2] es noatheriano f por el teorema de lor caros de Hilbert,
lo t ntu X s: lucrlmente noeth9r1¿no.

Ve mos -uc es compacto:

Se? (UjjjeT un cubrimiento dc X por abicrtús. Puede demostrrrse cue esta



D

un refinamiento :'vlJ.ï..;1‘to:;'e la for": Xr (donde si
._...:".Lvï'1;..';:1

f €!:[xl, x2] , XF ez; G.1Conjunto dr 10.5'".1-mrnto" PQ Spuc(k[xl, x2]J tiles

¿ue f4 P ). nupongiamosentornos U¿¡_.-zXFi t iEI Comotgvxfi 1-57zec(k_[x1"

r='-:_.1ta-"ue 1€ < fi) ie]: ¿setir-ne entonces un ubconjunto finito JC I

"-“e 1 "'. G.5. (a. €' A J r-or lo t=nto los _ ..l.
¿GI 1 1 1 y JiEJ fin r1n el

I.:".'r..ir.r.tofinito busc¿;d0.

Ger;v. z( xg-xï JCAZ, erspec ( k[>'.l.x2]/(x2_’q3_J)2
2

ComoY es: un subconjunto Cerrado de B , Y es compr-voto. Además Y es local-l

¿..r_ntrnoethc:ri:.no porque k[x1, x2]/ (x2 x3 J es: noetherirzno (nor ser co' l2’
cientL-sde un milla notheriano).

Ídonfis, Y e15.un? \,'-‘.'.riedc.d.—no regular.

nooordemos que la sepan-¿bilidad es ol concepto análogo para esquemas al

de nmoacio HuusUOI‘F‘Fpara espacios 12090167111301“,y que un esquemr-r X dice

TCP/.R'DDsi es sozmrcado sobre Spec(fl_ J.

Un morfismo F:X —) Y en separado si y solo si 1a imagen del morfismo

CiagonelAz Xe X <5x es cerrada en X? X .

03:53:

Volviendo ’71ejemplo anterior, Y es separado.

Er. ¿entra-1, dado un esquem.‘ Z.a Soec(AJ, Z es separado, porque 1:: aplica

Snoc(.'._1-—> Spec(A) a Spec(z\) 2."Spec(A%/\) corres-pondra a la aplica

- nïx‘. ..-n dada por xw |—> x.y, que es sur‘yectiva y por lo tanto

opus“) oe: homomorfo a. un CBI‘I‘ECIOdc- SpchAïA) .

I.5 - Fi!2r¿-fc¡oc__veigtor‘ielss

Un FIBHAOD‘JECTORIALE de rango r' sobre un esquema X es un per (E, 'ÏÏ },'

donde E r-z-zun «¿sI-mmmy TÜE -—) X es un morfismo t¿1 que oxisto( UijjeI



-l
cubrimiento abierto de X a isomorfismos [91:11 (UL)"-9 U1 ¡Ar tales que

ú}. _. ..
-. 4-.' . tr'" ¿F ¿.- ' ' " u

¡{th “,lfiuj} o [66].“, {Lai-nu I ) es un un “Ïrm món l'LneaL, J ca 1.15
¡:zxi'2togij: U1nt "9' Glgtk} tïïl HUB ¡_"\Pj " LU ’ y ademáli

—1

gij'gjaz‘ 91k ' Uij " {’31 v 911" ‘d

¡.1

JE?! Unri z'eccifin dc E. es un morfismo de n:._r¡uemns32x —> fi tel nue ¡los .. idx .

¿demás , si si. e/U .1s queda datenninucia por (91}161 , sigui ¿A?

L.¡\.¡L'verifican sin giasá en Uifl Uj para todo i,_j G 1'

lí!;::: E. huz de secciones de E es un haz í de {lx-módulos, localmente libra de

rango r‘ .

LG o Dáviscreg

Bea x un esquema sobre un Cuerpo algebraiuamente cerrado k.

Se dic: "ue ‘Í'as un CICLOde G'Úl'HJïtflrïiÓn2‘ en El si es un elemento del

grupo ebcliano libre generado por las subvmadades irreducibles de x

de codivanrión f,-' o una; Y .2. niYi con ni GZ o Yi aubvariedad do cudimBn-o
uidn r üc x.

Si Z es un suimsQuem-scerrado de x; sem Y, ,.....’ Yt sus ccmponantesJ.

irücrduCíthL; Libor-¡cesel ciclo unücictlo a Z esti niYi . donde ni es la lan-n
('ítud del anillo ica-.1 D. ¡si yt es- el punto grnéricn cie Y
.¿r ciclo rzc.(Ji-cc:nosigfmzr ci nl? 0 , nrrc: todo :ï. .¿-.

i o

gp,dice que una. ciclos) Y y Z se cos.‘tünpropiemnnts si para toda compmunw

te CUFIGXCX: gi?! Y" Z,

dim Xi v: dim Y + dim Z — dim YflZ .

-‘-.- y C v‘ 'r
uu fix-é» X un mo¿f‘1..-mg¿le esquemas y sea Y un subwsuuenïa cerrada



de X; se define {’¡[Yj como:

0 si dim flY) <dim {Y}
f (Y) .
" [nm : RU’WH]Im , si dim mr; . dim Y

donde [RW] z RU’WJJ] es el grado de 1a extensión.

Este aplicación está bien definida y se extienda por linealidad al grupo

de. ciclos sobre. X.

Sea X un esquema regular en cadimensïdn 1: integro, npetherianp y sepa

rado, y sea f e R{X}' , donde B(X) es ei cuerpo de funciones racionales sobre X .

DEF: Llamaremos BIVISORde f a (fJ-Ï: vY(fJ.Y', donde la suma se toma sobre

todos los esquemas cerrados Integrps de x de cadimensión 1, y vY(f} es
la valuación de F en X.

DEE- Dos ciclos D y 0’ se dicen LINEALMENTEEQUIVALENTESh: D - D' a (f),

para alguna f e R(x}. .

Dos ciclos Do y 01 se dicen.nACIONALMENTEEQUIVALENTESsi existe un

ciclo C en el esquema producto X x k tal que corta a X x 0 y X x {1}

propiamente y CÍÏ(X x; 0]) c Do x {0} z Cf](x x {1}) . D1 x [1] .

Ohm; En pl caso en que Do y D1 sean dos ciclos de codimansidn 1, ambas
definiciones coinciden.

Para cada r6 Zéb, sea Ar(xj el grupo de ciclos de codimensión r en x.
1

m Culo equivalencia racional, y sea A(Xj -_®A (X) .
“230

Mx; “multa un grupo graduado y F“ está definida comouna aplicación de
MX} en AUN} (si fix --) X' J

Seu X un esquema. Para cada abierto afín U 1 Spec(A), sea S al conjunto



10.

de elementos de A que no son divisores de 0 y sea K(U) la localización de A

por el sisteme multiplicativo S.

p LlamamOSa KLU)el anillo total cociente de U.

Entonces (KQUHU (donde U recorre el conjunto .de los abiertos afines de X),-i
es un prehuz Cuyohaz de anillos asociado K reemplaza el concepto de cuerpo

de funciones de un esquema íntegro. Notnmosjíiel haz de elementos inversi

DILS en el haz já , y (0* el haz de elementos inversibles de GD.

i
DEF: Un DIVIJÜR DE CARTIERen un esquema X es una sección global del hez fl;45*.

Usando las propiedades de los Cocientes de haces se ve que un divisor

de Cartier en x puede ser descripto dando un cubrimiento abierto (Ui)161 de

x, y para cede 1€ I, un elemento fie r7(Ui,jfï tales que para cada 1,36 I:

rinJ e ¡“win u¿,co" J .

un divisor de Cartier es PRINCIPALst esta en la imagen de la apliCBción

natural P( X, Jí“ ] --> r'(x, ¡{f/ef“).

nba: Sea X una veriedad,jf.el haz constante R(X). See ¡”e-MX)ll . E1 divisor

principal asociado a f es, comoentes; (f) h z:uv(f}.Y g donde Y recorre
las eubvaricdades de X de codimensión 1.

La suma es Finita porque el soporte de f es un cerrado propio dex y por

lo tanto existen solamente finitas subvariedades de X de codimensión 1 tales
i '

1 O .¡“r f7? v,x

DEF: Dado un divisor de Cartier D sobre un esquema X, representado por

[Ui.-'f‘i}1 I g definimos un subh:z.É(D) asociado a D del haz de anillos6

cocientes totales.}6. tomendo.¿(nj comoel 0 ‘ submddulode já generado.
X1

por Pi en U:L o

Ubs: ¿:(G) nrtf bien definido pues f’i/fJ es inversible en Uif\UJ , por lo
-1 -1

tanto fi y fJ generan el mismomódulo sobre 0x .
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C rn .n ' Un divisor de Cartier es EFECTIVOsi los ecuaciones locales Fi son secciones

de 0 sobre Uí; en este Caso hay una sección Canónico de Ü(D) que será notado

33- ' 13 - e: ‘F. .ú' d _.
D i 1

DEF: Un haz de módulos Ssobre un esquema X se dice LOOFLMENTELIBRE si existeri
un cubrimiento [UÍJÍG I de x tal que 5x (U1) 1 (¡Jim , para algún r-i e N y
para todo ie I.

(lbs: Si X U5 Conexo, entonces r1 .-.r. para todo ie I. decimos entoncas que
rango b: a r.

DEF: 5‘ es un haz INVERSIBLEsi es localmente libre de rango 1.

a grupo de Picard de x, Pichi). es el grupo de Clases de isomorf’iemodeCJ F1 Ti

heces inversibles sobre X, con le operación ® .

I.'7 - goles orozectivos x Fibrados

Sea S‘un álgebra graduada. Notaremos 5+ r e Sd. Se define el conjunto

Proj 8.-: {D ideel primo homogéneo /P € 8+}. d>o
Si a. es ideal homogéneode S. definimos e]. subconjunto VKI) -.

._.{Peij r /0.e
Puede probarse que ProJ S' es un eSpecio topológico. considerando como

cerrados los subconjuntos de la forme Wa}.
Pere cada Pe Proj 5', consideremos el anillo S de elementos de grado(PJ

cepa del anillo localizado T'J'S, donde T es el Conjunto de elementos homogéneos

que no pertenecen a P.

Dado un abierta UGProJ S', definimos 0(UJ coho el conjunto de funciones

5:U —) 1L Í“); te]. que pare cada P6 U, e(P)€ 30,) , y tal que e es localmente
un Cociente de elementos de S. es decir para cede P6 U existe un entomo V

de PC U y elementos homogéneos e y f en S de igual grado teles que para todo

eev, rd,-..1y sm) .1curse“).
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O resulta un prehaz de anillos y es claro por su definición que es un hez.

DEF: Si S. es un álgebra graduada definimos (Proj S: 'U} comoel especie topeldgico

con el haz de anillos e31 construido.

PROPlaa: Sea S un álgebra graduada.

(a

(b) Para todo PES“ tal que f es homogéneo, sea D+(f'} q i PGProJ S / féP}

s Para todo PE Prej S, le fibra 0p es isomorf‘a a SUD}.

entonces D+(f’) es abierto en PreJ S. Másaún. estos abiertos cubren
ProJ S y para cada uno de ellos se tiene un isomorf‘iamo de especies

localmente anillados dado por (0+[fJ,D DJ”) 93 (Spec(8f}).
(c) (Proj 8, Ü J es un esquema.

282: Ver [4). Pág. '76.

51: Sea a un anillo, Pn{A}. Proj Aha...”an

Obs: See A un anillo y Mun A-mddulo. Sea T"(M}el producto tensoriel M9... en

(n veces},si TODA}a A,’ entonces TW) .9 ¡"(MJ es una A-álgebra no conmuta
agotiva.

n

DEF: Se define el álgebra simetría: SW} .353 (M), comoel cociente de TW) por""" O
el ideal bildtero generado por las expresiones my - yex , para todo x.yeM.

SUA}resulta una A-álgebra conmutativa.

See ahora X un esquema neather‘ienoí'r un haz de Ox-módulos cuasicoherentes,

que es (JK-álgebra graduada generada localmente perdi como(lx-álgebra y tal que

50= Üx

Dado U abierto afin de X, U - cseeds), sea S(U} el Dx-álgebra graduada

P (U, {IU}. Consideramos entonces Proj S(UJ yÏÏU: ProJ S(UJ --) U. Si fe A,
, . . -1

U1,—.meuLI-«fh resulta que ProJ SUIF) .Tf U (UP).

Si U y V son dos; abiertos afines de x resulta queïfültUflV} aÏÏGI(UflVJ.
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Se obtiene entonces un esquema (Proj 53)con une proyección IIde Proj S en X

tal que para todo U abierto afin de X,ÏT-1(U} 1 Proj S(U}.

. Además.los haces invereibles 13(1)son compatibles con este construcción,¡J

donde Dll} es: el haz asociado al álgebra graduada SU).

Sea X esquemanoetheriano,€ un haz coherente loCelmente libre sobre x.

Se define el FIBRADOPROYECTIVOASOCIADOP(¿} en le forma:

Sea Sim(E,‘ nl álgebra simétrica de 5- , entonces P(&) a ProJ(SirnE).

Entonces, PLE}tiene un morfismo proyección ÍITen x. y un haz invereible DE(1}.

Ubs: Si E es libre de rango n+1 sobre un abierto U, entonces TT¿(DJ . VJ .

EXRCEÏUN DE UNA CURVA EN UN PMTÜ

¡n PASO:Eanstrucción de: Ia explosion de A" sobre (0.....0}.

Consideremos la variedad producto A" x ¡“n-.1 .

Sean x1....,xn las coordenadasafines de A" e yl.....yn las coordenadas
homogéneas de (P n"1.

Entonces todo cerrado de Anx ¡9nd viene dado por un conjunto de polino

mios en x1....,xn,yl,...’,yn, homogéneosen los yi.

n n nl
La Mmmm” de A 31 o . (D,...,U) es 91 subconjunto cerrado x de A x PCJ Í’l 

definido por las ecuecrlcnesí xiyj o ¡(Jai 3 1.3.1."..n}

Se tiene entonces z Xnun-96"., que es le restricción de 1a proyección

A”x Pn‘l A" t

Obs: [i] See PGA”, P ,J O. Enthes q)..1(P} es un solo punto yd? de un isomorf‘isrno

enLne A”- {0] y x -.í4>‘1(01}



_1 . .

(11W [0} ={(x1.-u.xn,_y1.-u.yn}€ AnxP""Ital que xr“ n 1415"ï"

.{UÏ-"uqo .YIDIO'lyn)EAnj‘Pn_1}rg Pnfll

9 (iii) Sea L una recta an'fln que pasa por [O....,O}, y sea

L1.<\>'1(L -{0])éx -4”1(0)

Si L u.{(x1.....xn} / xi=a1.t 1-1,...,n :3J/aJJD , tehl} entonces
f

L1 =Í(KlnnsxnoY1I--HYHJ / xi-aid: ¡.yiuai.fi , teAI-{D} }

={(Xl,ooo¡-xngy1¡olnyyn)/ xi=ai°t =Y1‘-61-}I }x(61,...,an)

5 LX (a1’0t0.anJ
lmi'Ll --1

1G“; = [al,.‘..,an}e P”

.'. se tiene una corresponddzauta biunívooa entre rectas que pasan por 0 en A”
-—1

y puntos ¡10(3) (0] .

{iv} X es irreducible. Porque:

. Ó’l ""1 NA"- o} 3-1 n51 x . (x — (ouucïn (DJ:- í JU? (a) , (A ——{0})meduc1ble.

Pero todo punto usé-110} este en la clausura de la imagen da alguna recta L

que pasa por 0. Por lo tanto todo punto está en 1a clausura de algún subcon

Junto de X - (ZP-110}.

Luego. 00m0x 'Ó-IUJ) es denso m x, Xresulta irreducibla.

C mÏ’.‘ Si Y es uubvariedádï'cemda de A" tal que Dey. .3 define la explosión de
N -1 n ._ . n .

Y en 0 Como Y a (4) (Yorüjj, donde®zx —-)A es le explüsiúïï- den en O.
'V ru

Se notará tambiénd) :Y —n>Y a1 morfismo obtenido restringiendo 4) :x QA" a Y _

gba: (i) Pure hacer 1a explosión de Y en un punta PGA'Ïtfia hace un cambio de

co-rdenndes lineal. llevando el origen e P.
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(ii) t#1nduce un isomarf‘ismoentre f; ¿ii-Im} e Y 4p}

(iii) A pesar de 1a dnfinicid.» de .151axplosiüï. finde-.153!»no ¡"apenas ds la
n

fiwmcrsión de Y en

2 E
Sea. Y le cabina (¿Adapct la acuaCídn y ax (xd)

Entcnceá: C€YS.¡<4
¡‘1 calcular la emi-¿sión de Y ar. 0 (punta singular de la curva}

51(43Pdg 29):

2 .‘I
se nhtima un subcnnjunto cerrada d'infl x F.

Sean t,u las coordenadas homogéneas de P1
. 2 — n 2 '

5m .X.¿a explosión Si: A en E, Km {(xyfiíujéh x Pl; ¡cu-yt}

Ó'J'LO)2:91. 11mmst a‘b'lmj 1:1curva sxccgcimg {noteda E}
.1 2 1 r

q’ 'lYJ a [lmuhuNA P l mryt 1 v¿=-x2lx+13}

Se tiam un cubrimiento ds P1 dada por U1.{Linus}/ un] y U2. [[tmj / Lilo}
En U1 modernassummer tai y usar u cms warámefiroafin. Sa tienen entonces las

yz-leml}ecuaciones
yaxu en Ba (con coordenadas agyfil}.

2á
Sustituyend-z" se vaticina 1a emacúén x u alan-Uno qua se factoriza como

x2(u2-— (>:+1}}-Ü .

untar-¡masaz: dos campanmtes ineducibiess la ¡ar-1mmdefinida par (no; yet): u

cualquiera]. que cs E; asimtms- qua la segunda está definida por (vol-Lu?ysxu).
N

Que es Y.
N
Yná? a í(x,y,u} / nazi g xq: .20} , valores nus cat-respondan a las das pendientes
de las tungnntes a 1m curva efi 0.

'2 1
Considerandoel ¡“lam-5U2m fit: F‘ se m Formamálaga.

bs: a efi. '20de la explosión es ¿separar las ramas de 1a curva que pasa por D.’
de acuerdo a sus. pendientes.



Definiremos ahora una noción más general de le explosión. Este es le de la

explosión de un esquema noetheriano con respecto a un subesquema cerrado.

Comotodo subesquema Cerrado corresponde a un haz de ideales, hablaremos
D

también de 1a explosión de un haz de ideales.

En el-caso en que Y es una variedad y el subesqueme Cerrado es un punto de la

variedad, ambasnociones coinciden.

DEF:

See X un subesquoma cerrado de Y, definido por un ideal Y? .

E1 CONONORMALCXYe X en Y es el cono sobre x definido por el haz graduado
m.

de Ox-álgebras 9 "m; es decir CXY1Spec{ e nn ).MO ' 3 noo 3

, 1
Dbs: Sea f:Y'-—€>Yun morfismo de esquemas, see X’qf‘ (K) y gqf'xl ; entonces existe

una inmersión canonica:
cxm C; g*cxv . CxYxxX'

Además. 1a aplicación de f‘ï} en el haz de ideales de X' en Y' es suryectIVa
por lo tanto se tiene una suryección de G9g'( m MJ” en EB '

¡“>O ‘a/g M)C;3//

M
I

¡3,11114

ch; Une sucesión de elementos al....,ed de un anillo A es una sucesión REGULAR

si el ideal I generado por al....,ed es un ideal propio de A, y le imagen

de ai en A/(al,...,ai_1} no es divisor de cero (1.4.1Ad)

Gbsz Existe un epimorfismo Canónico de anillos graduados

oc : (A/I) [x1....,xd] finge I"¡1n+1

x1 y-——) Eïe 1/12dado por

DEF: Une inmersión cerrada de esquemas i:X -—) Y es REGULARde CODIMENGIDNd si

¿odo punto de X tiene un entorno abierto afín U en Y tal que si es el ideal

que defi: OX_Uen DY.U, entonces 3 es generado por una sucesión regular de
long itud d.
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bs: Si 3 es el ideal de Xen Y, el haz es un haz localmente libre, de rango
d sobre X.

See ahora i:x —-) Y inmersión cerrada regular de codimoneión d. entonces CXY

os un fibrudo vectorial de rango d sobre X, notado también NXY,tal que su haz de
V

seccioneses

Q_E_E:La exglosión de Y e lo largo de x, notado leY es el cono proyectivo sobre Y
NL

h d 41mm EB
de]. az eOY go sm>o'3.

N m.
YnslesprOJ (e }

m>0

N
Sea 'IT:Y -—) Y le proyecoión.

IY,tiene un haz inversible canonico 0 “(1). que es exactamente ¡T '1(X). San
69

Ea'ïï’1(X), por construccion:

E a Hong/303 Jeogx J . miasomngoyox )) ,, 91.03130373m“) . ptcxv)

Entonces CEY. QWEJIE 1 agb-1) (0.3)“)

Sea 71 le. proyección de E.P(CXY} an X.

La inmersión candnica NE'YIQ2* NxY es la inmersión del fibrado linea].
*

¿2:51 1a inmersión es regular. GXYes un Hoz-ado de rango d sobre X y por lo tanto

E-ÏÏ’HXJ es un Fibrado de rango d-l sobre x.

Supongamosque nadim Y, entonces dim “Y!-..n también. Porque sb “1.....th es

la sucesión regular que defino a X en Y, T1....;Td las Coordenadas homogéneas
"¿ñPÓJ' entonces Y es el aubesquema de Yxi’d-1 definido por las ecuaciones

ttiTJ‘ a tJTi . ng 1:21 (jénj
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Eiemplo 1

51 Y=n2 , X: {[0....,0)] , veamosque la explosión definida de esta forma,
Dcoincide con 1n definida antes:

Eneste caso “599° k[xli'"|xn] . dondek[xl,...,xn] es A, y X corresponda
al ideal I=-[X1,...,)g.¡}. .

Entonces YI= PTGJ [ 69 Id)
¿>O

Definimos una aplicación sun/activa de anillos graduados

Ó: AEYIÍ".’yn]—-—?
d>O

y1 v-—-> xi e11

N ...

Entonces Y resulta isomorfo a un subesquema cerrado de Proj AEyl.....yr].-=P?\ 1¡
definido por los polinomios homogéneosen yi que generan el nücleo de que son

aquéllosde la foma {xiyJ - yixJ/i,J-1.....n

Ej“.ng 2

F-‘¡eanX Y C-J) Z inmersiones regulares
N _ N

Sean 243le, Faq 1M) [donde 9:2 .a Z es 1a proyección
(¿01,3

N _l -1
Veamosqua ch [Y]; Fc? (Y) y se verifica que

N Y .

3m. am (Q’ltm
y además, 1a inmersión de Y en Z en regular y tal que

"' I
WZ ':.' 'IT Nyze Ol-E)

donde 71'97—) Y es 1a proyección y Gan-1le

Para demostrar esta afirmación, podemos suponer que Z es un esquema afín,

cm ¿ahiilo de coordenadas A.

comeY L.) 7. ee: ¡Jenni-ar, áltáEQ (t1,...,'td) sucesión regular en A que defino



e Y. Y (tl'...,td....,tn}sucesión regular en Aque defina a x.
Seen T1.....Tn las coordenadas homogéneasen Pn‘l.
EntonCes Z es el subesqueme de Zx,¡{I-idefinido por 1o.-;ecuaciones

[tiTJ-- tjïfu g 1AiÁJén}

y V es el subesquemade YxïPd'J' definido por las ecuaciones

{EJ-TJ.. 537130 ; d+1é 1 un}
donde E1 es la imagende ti m A/(t1,...."td) .

See Uk el abierto afín de Z definido por {TKM} , que tiene comoanillo de
coordenadas:

A[x1'oo',n<’oI-yxn]lt "’ / J

Ü1tonces:

-ltY} este definido en Ukpor el ideal Ik generadopor (tl.....td)

Si kéd, Ike-{tk}, que es el ideal de F en

Si d, Ik'llthlyoon¡thdjltk(x1.ooogxd)
N

Comotk define F en Uk, y (x1....,xd) define Y en Uk, resulte que

N -1
¿(mg U’J gt? Y) en uk

Además;(x1....,xd} ee sucesión regular en el anillo de Uk, si k>d; por lo
tanto le inmersión de Y en Z es regular.

gbjz [1} Supongamos ¿que 13X --)' Y; JzY —-)Z son inmersiones regulares.

Éntonces jai es inmersión regular y se tiene le siguiente sucesión
exacta de fibredoe vectoriales:

I
O-9NxY-—)NXZ——>1NYZ—90

[11) Supongamosque 1:X -—->Y es inmersión regular y sz' -)Y es playa,



entonces la inmersión de X'sf‘l[x) en Y‘ es regular, y
a

' -: I .
NWY g NXY ' donde g F/X

Un morfismo fzx --> Y se llame un morfismo de INTEHSECCIONLUCALMENTE COMPLETADEE:

[i.1.c, ) de cadimensiún d ei f admite una factorización en une inmersión een-a

da regular de codimensión e (para algún e}, seguida por un morfismo suave de
dimensión relativa d+e.

Übs: Si x admite una inmersión cerrada j en un esquema M suave sobre Specüd, enton

ces todo morfismo fix --9' Y admite una fectorizaciún:

X ¿9 YxMJl; Y , donde i-[ff-J} y p es 1a proyección, que es une factor-nación

00m0la pedida m la definición anterior..

1.8 — Tsaoxf__i_21_deintersección

Sen X un eSQuem-aalgobraico. Un-‘ateoria de intersección en X consiste
r t r s

1::1d'ir‘ un": .=:'1'|_ic:c.ïón de A (X) x Aq(XJ en A + (X); para todos INSGÍNU S que

satisface los siguientes axiomas:

2313;: Esta cplic-zción convierte e Mx) en un anillo graduado, conmutativo

y con identidad, llamado anillo de Chow de x;donde AEX’.)a. G3An't'x‘):
¡1-30

¿92: Si Ye AP(X) y 2:6.A500, notar-emos le intersección de Y y Z como Y.Z ,
+5

que pertenece e A (X) .

¡".x.?.: Sea f :x -—) X‘ un morfismo de esquemas. Definimos un morfismo
a . ..

f ¡Mx'j «9 MX}como¿(Y'J a pllkr'fmzlw'n . donde Y' es un sub
eímuemu de X'g pl y pz son las proyecciones de X x x' en X y x' respec

tiv ment!) y “FE-4€ElK‘ es el grafico de f. Entonces f* resulta un morfismo



de anillos y además, si g: X' —) X" es otro morf‘ismo,f: g' n (90?).

‘> X í (¿J O. Para todo rporf'ismo propio f 2 X —) x“, 1"l es un morfismo de grunos

greduL-dc'2; y si g: X' —-) X’ os otro morf’ismo , entonces glofi. n (90?).

¡1.4: Si f‘ : X —) X' es un morfismo propio. entonces, pero todo x €A(X},y€A(X'}
afaix'f ' y

/’\__:-_<.5:Si Y, Z son ciclos en x yA z X --) x x x 61:.1a diagonal, entonces:a
Y. z .A (Y x 2}

Alle; Si Y, Z son subvariedades de x en posición general: , entonces :

Y. z .2 1(Y.2¡ wJ). wJ
donde W recorre las componentes irreducíbles de Y. Z

J

Mz Si Y es una subvariedad de x y Z es un divisor de Cartier positivo que

corta a Y propiamente, entonces Y.Z es el ciclo asociado al divisor de

Cartier Yn Z de Y, que se define restringiendo le ecuación local de

Z e Y.

TEDREMAAM), pág.4?7)

Existe una única teoria de intersección para variedades no singulares
sobre un Cuerpo K que satisface Ax.1-—Ax.7.

si X es un esquemaregular, el anillo de Chowverifica también las siguientes

propiefiadésl

Ama: Comolos ciclos de oodimensidn 1 son exactamente los divisores sobre X

y la equivalencia racional coincide con la equivalencia lineal,” resulta

que A1124)“: Pic (X) .

- nr' m‘ .
.-"-\.9i Consideremos el capoeio afin R y sea o: X x A -—) X la proyecbíón:



entoncas, p": MX) ---) Mx x Am) es un isomorf’ismo.

í-.x.]¿9_:Si Y es un subesquema Cerrado regular de x y U . X - Y: la sucesión:i
A[Y}.9 Mx} 9-) A(U}_.) 0

c CX.:Ct(, donde i: Y -—) x en la inclusión y J: U -—) X es 1a inclu_,

sión de U en X.

¿Belli Sea E un haz locabente libre de rango r sobre Xy sea Mi) el fibra

do proyectívo asociado. Sea 3€ A1(P(‘¿JJ, la clase del divisor corres
pondiente a UPN-dll} ‘Iver (7)); saa'h': HE} —-) X1a proyección.
Entoncesfih'“ transforma a MME” en un Apu-módulo libre genera-2dopor

1.5.52.......,ï¿ "1.

I.9 - Clases de amm

Sea E un haz localmente libra de rango r sobre X; la 1-Gsima clase de

Chem de E , 01(2) E(K100, (Os'ig ¡[pueda definida por las siguientes

C7 m'11

coneiciones:

(i) 60(8) ' 1

(1111; (-1111r'(ci(g}}.‘5r’1. o en ANNE“.

¡Jr-F: La (JL/'SE TOT-1L DE CHERNc(E} de fi es:

CtEJ - 60(E)+ CHEF ---+ CAE] .

y el POL¡nov/.10 OE CHERNctm) de E, es:

sus) .. c015“ c1(E}.t+ ...+ cr(&).t"

L ..-¡CÍïaut-rsde Chcm verifican las siguientes proniedadeszíyer (4}, pág.429 }

Si E 31(0), haz localmente libre asociado a un divisor D, entonces:

otti) - 1 + D.t



"Y‘J'.:5l” "wanna.

gg: Si F: X'—-9X es un morfismo ya es un haz localmr-ntn libra sobre X,
entoncescflffiij} - f“(cí(€}}, nara todo i. Oéiér.

P gg: Si se tiene 1a sucnsüón exacta de haCes localmente libres sobre X:

o —> E' —-)E ->r€" --a> 0

entonces , ct(E) q ct(E'}. ct(E“}. En particular; nara todo k, Oék-ér:
I"

ckte) "zo C1“ ' J-°k_i{¿"JL:

93: Si E tiene una filtración cuyas Cacientes son los haces inveraibles
181,”...‘lfr, resulta que z

¡L

ctm {El ett/5;}



II — TEORIA K ¿LGEBRAICA

Deserrollaremos ahora las principales. nociones de lo teoria l<algebraica

l’de Karoubi- Villamayor, basándonos en (2} y [3).

Existen distintas Construcciones de teorias K, realizadas por Guillen,

Voiodin, Swany Karoubi- Villamayor: una compareciOn entre ellas puede encon

trarse en (IC) y {11).

II.1 - Los grupos Kn de categories en grupos de Benach

, Sea’¿ una categoria aditivo tnl que para todos M,NG Objlá), Hom¿(M.NJ
es un grupo de Benach, cuya estructura es compatible Con1a estructura

de grupo abeliano. ‘6 se llame una CATEGORIAEN GHU'rjOSDE BANACHsi

por-e todos M,N,P€Obj(¿} existe una constante c tel que |Igoffléc||gfl.llf‘l|‘,’

C F".1.
l .

para toda ge Home{MP} y f EHome(MJU.

Sean A y B des anillos de Benach'y sean Fo y f1 dos morfismos acotado:‘Orn .11

de A en B; entonces fo y f1 se llamen HOMOTOPICDSsi existe f:A —-) 840€.)

tal que fo. poof y fl- plot; donde B<x>ee el conjunto de expresiones de
la Forma

y pieEKx) -—) B es 1a evaluación en i (1.0.1 J.

21.85:El anillo A se dise CONTRACTIBLEsi el morFismo nulo de A es homotOpico

al norf’izsmoidentidad de A.

. . _ . ev:Jotur‘emos E-Aru.-núcieo de la aplicación A<x> Ae
ïJotoreÍñosx.QAal nucieo de 1a aplicación ¡(«30.3 A

Dec!" una: Categoria en grupos de Benach'6 ," puede asociársele la cata

qeria ¿(x1,...,xn> , cuyos objetos son los Objetos de ¿y cuyos rnorFismos
. in

f:E -) F son expresiones Formalesclzieil'uin x1}... xr, a con 311...!“"1

._-.-c-:r‘tenr,-(:juntese Hom¿(ï,F} y teles que ail i < oo
L‘...'L.m .Í. n



l

Sea <P:€-—)¿ Funtor de categories en grupos de Benach, se obtiene un

funtor ¿(x1,...,xn> —'> ¿‘<x1,...,x,.> el que también llamar'emosd) .

Consideramos: ahora los p-t-ar'es(E, 0L); dundn E€0bJ[É<x1,...,xn>} y

¿lx1.....xn)= idE si algún x1 es: 0 6 1 yqfloq “.1.

g’ï: Dos automorf‘ismosdoy cáson homot ópicos si existe un automorfismp

¿”C/vb‘lv-t-vxn't, En ¿(Kli'"lxnlt> tal que

(xl’ooogxn’tjt Si x110¡1
i [X1,ooo.xxn,ÜJIdo

mi) eL[x1,...,‘xn,1} «¿1

(iv) dHoChl

955: Doa pares (Epi) y (E’,o¿'} son EQUIVALENTESsi existe un par [G ,idG J tal

que 461d aida es homatópica a NEO 04"0 1:16E!

LENA:Dados 105 pares (E,a¿) y (E,q{.‘] resulta due los pares (E,o¿.o¿¡}: (E,o¿'°-¿ ) y

LEGE, oleaL‘} son equivalentes.

[Demzver (3} Pdg 292)

: Sea (bm —.) a marfismo de anillos de Benach, entonces cb es una FIBHACIUNDE[m-.1

BEHHF.si pura todo p e 51(B.<xl.....xn>} tal que {9, [0....,0) a Id, hasta
¿e Gl(f'\<x1.....xn>) tal que +(JLJ¿p

DEF: Sean 6, y C " dps categorias en grupos de Bancada. Entonces Ó es FUNTÜRDE

SEHHEsi. para todo EEDbj G, el morfismo de anillos de Banach,

End¿e 1 a End;¿¡.(qm} es fibración de Serra.
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UCF: Sea 436-.) la" un Funtnr de Serra, entre dos categories en grupos de Benach,

suryectivo. See newn ° 53 dBFïne Kn+1 ((1))como el conjunto de clases de
equivalen-¡cia de pares [E,o¿}, donde

E e maig, o< e «Éuté J
E

<X1....'Xn>(

91 c, K“F1 ((15;333notará Kn+1(‘¿J.

:1 fi . 37H}. entonces Kn+1[¿} se notará KndU‘}

PHOPII.1:Eu Kn+1{<P'Jse define la suma (EZJHEH-aá‘Jv-(EQEHMGÏ J. Kmdhf} resulta

un grupo ebeliano.

E5 evidente que el elemento ¡6.331! es el elemento neutro, para cualquierU (¿3 .I O.

G e maná)

Le conmutabflided se Verifica, pues

(E e E‘,¿QaL'}-lE'-0 End'e el}
. 1

tamando comohomotopie Ide Z (¿11. . .1“ 90(11. ' 'hjxlï mi" 4,1.911' n

\ ' i 1

4'“fl Z Mi ...1 e ¿1...1 “¿’41...1 eLi...1]xl]¡°°"nn)
11...!“ 1 n 1 n 1 n

Además dedo (EL?) e KMUPJ. 't's'e''EZ'oZ-T) « ÏEeE.b<°C'*) w {Ee 6.16)

y’por 1o tanta (EN?!) es el elemento inverso de (EN-J

Engeneral, ei f es une categoría editive cualquiera, puede ser considerada

comouna categoria de Benach con le métrica discreta, en ese Caso los elementos de

Kn'ráj-son les clases de equivalencia de pares (E,o¿}con E € (Rafi-¿Jy ¿un polino

mioz'enn-1 variables con coeficientes en I-bmfi(5,5}.



Ubrz- Un ..0Ï?_'.'L.'I-.'.".‘.-'Jdr- esta forma rnculta inversiblc si y 4310 SioLo 823...o
inversihlc yaáil.”í‘ es nilnotunte si algún iJ ¡l D .Í

53cm: Ver (13), L“c). l.

Además, si (¡(72511)—)?(5\") es. :‘l funtzor extensión de asu-lares escolado

uma f'iurzaciún de Sorre CP: A —-g) A" y A' w Ker ‘P,’ existo un isomorfinmo

natural entre Kndw’J y Kn+1(A‘J .

qu im: el mor’r'ismo de conexión ¿"+1 : Kn+1[€."} __) KnU‘P}’ [ná 1)
¡1-3 1;; sig; "r Form-3:

ComocPes suryectiva,dado(W) 6 “114.1%”:
uxiste Eeübj á tal que‘HE} n E“. Ademas,tomandot Variable, «¿"[x1,...;"xn_1,'t)

es una homotopia que se levanta adtx1,...,xn_1,tj e Autd{E}, donde
¿[fino-‘04,..1ooj " Id °

Entonces tomamos amvltE“,.¿"}.[E.e¿lx1.'...,xn_1.1)}

U-‘Fzs‘mdefine HW} como al conjunto de trip1es (E, F. ná} tales que E, Feobjtfi),

a e HL!.’¿.((PE,<PF)y as un immorl’ismo.
Dos triples (E, F, IC}y [EH F',-¿‘} IinMDHFOS'siexisten dos

somorfi'emos f: E -) E' y g: F --) -F° tales que ol‘o‘flf’} ,‘f [gjo 04-1,

El triple (t, F, «¿J es ELt-J.'-ENTALsi E . F y ¿a IdE ,

. Dos triples LE, Rol.) y (2', F345 son EQUIVALENTES[Not2N J si existe

un triple elemental (G. G, 1da) tel que (E95, FeG,a¿9idG} es

isomorf‘o a tE'oG, F168, ide} .
Se define KLCP}o RUN/N .

Dos triples tE, PNL} y [EH F', aL'} son HDMDTOPICDSsi existen dos

Isonïorfismos f: Ens-91,9 y g: F —-) F' tales que'Á es homotdpica a
. ú].474.51¿ww

9-38define KH?) I RW’}A, . donde rv' es la relación de equivalenciaQ

generada por 1a homotopíey la adición de friúles.



F SUPlI.2:Si LPes una Fibración de Serra, la aplicación identidad de RUP}

induce un isomrt‘ismo entre KUf} y K°(‘«P}.

9 953m Ver {3), pág. 2581.

tonCes, si n 1 0, definimos 61: KIM") -—) K°[<P}cn la siguiente forma:

‘Ja'dous" ,¿"J tel que E”E ObJc" yo¿"€/".ut¿.,LE"}.existe Eeá ta]. queme; . E",
entonces tomamosáltE",gU'} - (E, E, oL"),' que resulta bien definido.

TI-ZOHEMA11.12538fl‘f2'a-9‘C" funtor de Serra suryeotivo. Entonces la siguiente
Sucesion es exacta:

mia
mmm ->‘ Kn+1(fi"J-—>'Kn(‘f’l—>me} —->MG") —->

11.2 —PI'nrfqíií cu «unla teoría K nlgubr-¿ic-a7.....—

{joanA y Eldos anillos; se Considera en A%Bla muitiplicación definida
por [a,b}.{e.'¡b') .(a.a',b.b'}.’

Si A y B son unitarios entonces AGB también lo es.

li] -';'0t|u(3t0 tant-'nrial de módulos induce entonces un f‘untor bílineal de

Y ("-1 ¡I'YWJ an/ÍU‘ÉBJ, y por lo tanto, un morfismo bilineal de KotA} x K°(BJ

nn Komïïij; d-=ndeai C es un anillo unitario, KOUBJes el grupo de Grothendieck
r“-'. C.

Si Ay B no‘son unitaricná, se tiene al siguiente diagrama conmutativo:

Ic\+ “á 1+
...___..) Z‘8+

conde, si C 9': un anillo," 0+. ZeC, con la operación (n,c}.[m.c'} 1 (m.n,cm¡.c'n+cc');

C+1‘€ïcu1tr—!un :‘¡nillD unitario con elemento neutro (1.0} para al producto es!

définido. Además,si C tiene unidad, 84“ C. definiendo la anlicaciOn



+

. _ +

Si A no tiereun1d:-:d, se define KOUAJ- Kerl KOM j ——>KOLZH 

Sea D el producto fibrado A+i 8+ , la siguiente sucesión de anillos
Des exacta:

o_>A%s_9A+%B+->D—)o

Ademas, existe un isomori’ismo bilineal m de KON} x Kata} en KbtAQB);l
donde Koux És ) . Ker(Ko[A+%¡3+1—> nou)“.

¿Sem 7., B y C Fnillos dé Benach: un BIMOHFISMDde A x B en C es una apli

cación 9 cue satisface las siguientes propiedades:

{i} 6 cs a bilineal."
{ii} 9[u,b}.“9[a',b'} aeLaa',bb’) .

(111) Existe una constante e tal qua IIQLa,b¡||_4t.||e{a,o}||.||9(o,b}u .'

Por la candicidn [ii], 9 induce un mrf'ismo de anillos de A%Ben C; y

por .Lotanto, un marfist 91: KotAïa) --) KON}.
Componicnrmel y m se deduce un morfismo 6: KotA} x Role} a KOUZJ

¡:UHEMA11.2: Seafluna Categoria de anillos de Benach; a toda cuatmpla

m, B, G.9}ta1 que A,a, ce cuna) y em x a -)C es un
bimorfismo, pueden asdciarse de manera única aplicaciones

n
bilinsains naturalese 'p'i ¡(“UUx KptBJAÑWLC), para
todo rï. pásü .‘ que satisfacen los siguientés axiomas:

. o ome ' - 5
[ii Ja} bEa 91 diagrama conmutativot

0-4 É'¡EfiAxB'fifa'xB-QO
l l i

o——) 0.-; c ——_)c" —_)o

donde las sucasiones horizontales son tibeaciones de Serra,
mtunces se tiene el siguiente diagrama conmutativa:



Kn+ILAMJx kaHJ ——") Km-p+l[C"}

¿m-lx id bn+p+1

Knu} x pr} —_—_..> ¡(n (CJ+n
(iinJ Sea el diagrama conmutativo:

0-—)AxB'-—)AxB—-)AxB"—-&0
i i i

o—_)c'—__>c__) c" _>o

donde las sucesiones horiáontales son Fibraciones de Sort-e,'
entonces no tienta el siguiente diagrama Conmutntivo:

Knl'J)x -—_—> |SNH_D.',1(.G")

ll J Jn-xa04-1 lan+p+1Knk/l‘}x —-'-"9
Pere. la demostración de este teorema, ver (3}. pag. 79.

Uhr-¡zEn el caso A s B . 0,9: AÏA .9 A el producto, notaramos .K a las
. _ "tp

apllcgcmnese 2 ¡("(A] x Kp(A}-—-9gun“)

, . . u . , p.’q

15:50:15]“.II¡3:_-‘)Eñn Dm U;s:|: x KDUU e yz Kq[E%),entonces ¡bkx te (-1) x.Ky.'

i3rzm.:Ver (3}

11.3 Extensím de la d.-.-1'iniciondel. Eroducto cua a Ia caüggorle de Hecas

coherentes sobre un esguema

Gorang ,Ï) dos categorids abellenas.Se considera 1a categoria producto

g, ,sc tiene un morfismobílineal‘ trivial de K {g} x K ®J ---—- K (g,x9}o o o

[EUHEMA.LI.daDr:dnadon categorias? y?) {existen aniicaciones únicas bilineales



"ip

¡(“gl X Kplg) 1-9 Kn+p(-gax'%)tales que :
me“? e
(iijtaj Sii tenemosla sucesión exacta carta:

u———>fl.i—.>5_—)fin‘:——> o

donde los murfismus son f’ibr‘aCiones de Serre.Entonces z

v emagica
Kn+I(-e") X .———-—-+Kn+p+1lgg31g}

x Id
amil." b n+p+1

n,'p
‘ 9 _ .

95 conmutativo.
M 0'

tu) .551u ._.) f: a? _95’o -—-) 0 es exacta,entcmCess
FBP+Ï

KRW}a «MW; -—--—>e xmmflgxg",

, _ n

. [yId-j X3p+1 ¿”ml

"ab
. e . . .

Km:thx K913.J «-—-9 KWlÉffl-J

es Cunmutativn.

Dem: Es -=:imil¿¡ra1 caso de módulos pmyectivos sobre un anillo y hasta

observar que si f es una categoria abeliana,entdnces E; es com.
tractible.
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III - FURMULRDE BLDCH

E1 objnto de este capitulo es der una demostración de le fórmula de BIOCh

Aptx) - HDLX. 5p)

donde ÁP(X}es el gruno de clases de ciclos do codimensión p; módulo equiva

lencia racional de un esquemaregular y noetheriano para loa funtores K defi

nidos por Karoubi- Villamayor en [2}:

Esta demostraCión fue realizada en (1} por D. Guillen para los Funtores

K definidos a partir del espacio clesificente BQ(M).donde g es una categoria
exacto.

III}! - Definición del haz de grupos KD(X)

Dado un esquema X y un abierto U de X llamaremos Kn(U} el grupo-Kn de

de 1a categoria de haces de módulos nroyectivos de dimeneüdnfinita sobre

0X,U. tal como se define en el capIÉulo II. Evidentemente {Kn(U)}Uabierto en x
define un prehez de grupos sobre X, y tomaremos 5n{X} como el .hez
asociado a dicho crehez.

neonrdemos nue si X es un esquema regular y noetheriano. le categoria
de haces de medulos proyectivos sobre U coincide Con le Categoria de haces

coherentes sobre U (para cualquier U abierto en X} e 1a que noteremos QtU}

y ademas, por ser X noetherieno; los grupos de oohomologie coinciden con los
V

grupos de cohomologie de Cech (ver [6)].

III.2 - Construcción de 1a sucesión espectral esociede e_5p

Sea p 6 Ï¡U {o}, noteremoa yb(X} a la subcategoria de @(X)de haCes cohe

rentes con sonorte de codimensión mayor o igual que p. donde 1a oodimensión



dr: un cerrado Z es igual al inf {dim 07 zi ,donde z rucorre los nmtoq gene,l-s
ricos de Z.

MMA III..1:-3e3¡-¡x el conjunto de puntos: 'de cndimensión n de X,Lsi x EX‘,

codímkx) -- codjmdï}; j.

Se time la siguiente sucesión esnedtral:

E-pqlx; —..u. K

x e Xp

(Mx); ,con D+q_>_0:1 0+0

Consideremos la Filtración de gflX}nor subcategorips de Barre dude nor:

HHU'r’.III.1:Existe una equivalencia de categorias entre MptxflypuM) y
_L.L U ¡mato / r? ¡donde manu) / " ev; la 0a..

XEXDnGN x!” “Rx” x'x NJ!" _
- o U n.

tegorie de madulos finitamente generados sobre ÜXm/fhk'xw

q’lx'x es el ideal maxima].del anillo local OX“.

M; Definimos la aplicación 2%{XJIED+I[XJcan-D ¿ELX gn Nbdf.[CLK/(Ji: Jx - n- : -,x

com091{EJ - [Ex] :[si xe soplEN‘sX-‘pentonces Ex esxesomEjfl
un modulo finitamente generado sobre G / n" para algún ne N -ver (13}.

X,x m‘x'x

Tambiendefinimos la aplicacion:

g .:-_1_L t L) Mount!) / “ )} ———) y (X}/_M (xj en'la eiguiente foi'ma
xex- nGN mx “59x p “9+1

51 x entes! E émbdrdox’x/qqg'x} para alguin neN'.Si yeíx} se toma Ey .

e í-j,t650x,y.Como Ex es finitamente generada sobre ox'thL" y,por lo
Ü I.x'x x’x

turno sobre DXx,se tiene entonces un epimorf'ismo de 0: x en Ex (peq
I O

¡‘E ¿Zlgün q 2 Ü).

¡infinitas 1a aplicacion 0;” -—-9 Ex gox'y, es un epimorfismo. (x)x.x



Définimos

E E'i yeíï}

ï‘; si. nn

.2

E resulta un haz coherente (por (un. Se tiene enter-lees la aniicacion busesnda.

Las aplicaciornus 81 >82mminversaS'y ¡te tiene una equivalrxncia de categorias.

PHLP.III.2: Para todo n e No:

in
Kn[ U ModflONx/‘hk i Ji Kn[k[x}}

r" 1.,x

LaaplicaciOn¡[1:KnU<liJ--)Kn( ghïodfloxfiiñnï. )
Bütá definida por [F1J(x1,. ou;kn_l ijxm‘I-á UCLXJ‘,‘ lxl¡ ooa'xn_1)jmxm}

Hay que probar que si [E,a¿[x1,....xn_1]}€Kn[Uh10df'[Üx.xAn:_")',"lx
entonces existen mEN- y [fijlxlv .".¡and mm tales que

{E' 9L[x1gooa.thl 83 homotúpiCOa lklx’m. ¡“ooo.Xn_1í]mxm'3

[es decir, def-'1th el m1_.s_mc¿_g]_.g_rngg_1:é__gnKnkku“

5-B EC O on'o- ' 0:01: 10'.¡l
Je { x'xmx’xj' (XI' - 1 l l-eiloooín-l x1 xfl-l1' ' ¿rr

XQ: X,’x _ Xp!
a a a . n .

i o o o o o o 0’. ¡1

l 1 in-Zl l 11 i'1'6-1 iil. mol

x- x Mix‘ KK.»I
_. . . k 0 firk

ete definido porque (ox'xfinx'x; es proyectivo sobre 0x.x x,“
á,
¿loaoin-l

¡'V

air-¿"-1 está definido porque la aplicación de Ox'x en 0x,x,471\|;’_x
q ..

u. upimorñsmonyOx’x es proyectivo sobre Bx'x y ademasailn'irhl
también es un morf‘ismo de módulos sobre Uxm

q q
°x,x —--> kt!) ---d) U

Lailn onin-1 l
oxïx -—-> kw“ —-—->0
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1

Si ei 60X?x (donde ei 1 [D,...;ï,...,0)}, entonces {El}l¿¿¿q grnern k(x}q

Si y. . (e 1 a b? . , entonces toma
11...1n_1 1' 11,..1n_1

: _ _ i
a11...in_1(c=1}- bil...ín_1 (¡JI J

ay que probar ahora que (k(x)q, É[x1,...,xn_1)) es homotónico a

[El d‘txll"'9xn_ljj v

Prro {E®k[x)q.ol,lx1,...,xn_1}9 idkbqq j es equivalente a:

{riel/xv)“, idEeÉLx1,...,xn_1}J pues:

{oq ooq ‘3th x Jeid J (oq eoq 1d n «bath x n
.x,x X,x' 1""' n-I ox‘ÏxN x.>« X,x' o,” 1""' n-l

y se tiene entonces la homotppta
i iZ “lo-nox"¡donde
q CI Q q

biloooin_linecilounin_lin : 0X,XQOX,X'_')0X,xeox.x

oï.x———> E——) o

l bilII01nlb1100Iin
q

- Q

donde birninexiste porque Ox'x es proyectivú sobre si misma.
q q

o,“ ———>ku)

1011-...1n 1511...:Ln
o?“x ———) er ¡q

= q q
dande C11...ainlk[XJ —--) kh} esta definida comoen [a a J

Como 'zl es epimorfismo y ademas aa claramente un monomorfisamo,y nor la
Prop. III.1

K¿(yplx)/up+1txn9-’ XAÉXSiMxn



:Js: Los Funtores K1 conmuten con los coproductos.

PHOP.III.3: Dr'dela sucesión exacta carta :

(Pp

¿“un —>gptx) -> gptxvrgmtx) (p20)
nezulta:

Kn-1(CRD?Knk'gmlxn (n91)

I‘m-m:Se tiene 1.a sucesión exacta larga:

...——>KilcfplXJJñKinU‘H -'3t KitïptxHL‘D-bllxn‘9 ¡(i-10%)", "'

new:

donde los elementos de ¡(“(#5) son las clases de equivalencia de pares

de la forme (E,6L} con E6210“). yaL(x1.....x1_1) 1 Id ei elgúb x5 ee

o 6 1 (14341-1).

Sabemos qee SOPLEJFÍkgpxkpere SEDE-{e11I implica que ¿pr . Id," tomamos
. _,- ¿ LJ aL'x id c: LJ Q
entoncea,ix k; ( j + } kzpñ<

Si restringimos (E ,04) e eee conjunto. obtenemos un haz Coherente sobre

{x e‘ LJ Mi (x) ,l Id} , que puede extenderse por Ü fuera de eee conjunto.¡"24(2) _ 
El el emwto (E,o¿.) obtenido tiene naturalmente sepoetr d codlmensidn

mayor o igual que p+1g ademas,o¿lx1,...,x1_1) - Id ei algún xJ a O ó l
(l é j é 5.-]. ,1.

Es claro por otra parte que Ki(l¿ïp+1(X))C-)K1(}Pp).
Resulta fácil Comprobarahora eue los morfismos definidos antes resulten

inverso une de ctm, con lo cual queda probada la proposición.

Ubr: (¡e tiene entonces le BUCSSiónexacta larga:

Ki(!='rn\1(XH->K1(5p[X}}-> Kith(XJ/gp+1(xJ)-—) K1_1_(I¿D+1{XJ)—-).

(i G'NJ



37

Sean ahora ,

¿i Si,
(1) ...—>Kitgp+1(xn —->4<itgp(xu :3 Kiwptxngmltxn -'-'>»DKJ.__1U¿'-D+I(XJJ—>,

Tomando1:1 composición 8 asi.p se obtiene un morfismo do Ki(gp(X)/ED+1(XJJi-1.p+1

en K¿_l[l¿4[)+1(X)/ge+2{xn, e partir del cual, usando las proposiciones anterio

r-ezz, se tiene un mor'f’ismo do .LL Kikbc} en .LL Ki lkh} y para cada nGN' ,
x GXÏ x ' . ¡“1

e>2i:te una sucesión espectral:
n

6 do d2

l n10 -> Kniggtxn—->,‘J¿|,<°Knklie, ¿{MMM ->

l'THA311.1: Las siguientes condiciones son awuivalantas:

(i) Para todo p-AO, 1a inclusith __l_kp_¡_1(ÁX)‘-> indutïea El Ü
en los K grupos. .

(iiJPara todo nG-INI,1a sucesión espectral ( a J es exacta.

’¿Egzliiw (ii 1

'Vcramos que o es un monomorfismo

Se tiene
Ü e

(1} Kat-¿lun ——>Knl'goiXJJ -)x1¿lxgnk(xl
quo es exact-.1, con lo Cual, Ker e n'Im O a: 0 .

n
,Paro ver quo Im e n Kar do

o Dn o .(2)——'>K,.-1u¿txn-)K tg {XJJ—->-1L,_Kkm

Hotmcs oue sn g e a 0 t por (1)}; pero:I

_.n .. n
doce .—.8n_1'10.2n08 a 0 . por lo tanto Im ogKer do

Ademas , (S ,____l'lresu1ta un monomorf’ismo. o sea:
_,n

Kor no e Kcr sn’o u Im a



n
Veamos que on gcnerak Im di_l a Ker d? (new J

->Kn_i(rgi+1lxn —°—>Kn_iu_41(xn-—>x1¿X ¿kw —->Kn_i_1(H [XM-5..K .
1 n r=1+1

. 0 . u
'°-“"Kn-i—1(ïi+2(XH-'>Kn-i—1(ïiuWJ-ÏE XKn-1_1‘<(>‘J-*K-1_2U;11+2(X))-5..1+1

Ü

m-éKn-¿“Shawlfianfi'ïndx“ ’2Egg-2”"J-‘Wn-i-aïïnau’}->+5

Como3n_1_9’i+2 os monomorf‘ismo,resulta Ker d1+1 . Ker sn_u+1)'1+1 1
n-1

c . - d J ‘ .
Zfiflsn_l_i'1+l Im i I Purs 3n-i.i es un epimorfiqmo

\iij=t>(i)
Se ve por inducción sobre p; comenzamosprobando que:

Kn(I=JI{X}J—-)Kn(go(xn es coro. lo Cue]. es trivial ya que e es un mono
marfismo.

Supongamos ahora que 1a aplicación de Kn(l¿1(>(}}en Kn(Mi_1(X}}

es cero, para todo iáp, para todo ne NP:debemosprobar que 1a oplimción

dean¿mltxn enanpun es sem.

Se consider:-'nlos siguientes Ïncesiones exactas:
0 . o "¿agb-2' H- n _ a¡14-2,'r.v-2

" 5 ' '-> ‘ I K M“) Kn+2”‘p_1W}-> Kn+2lr0_2(xu .u,_ Kn+2<m_> tn+1

x e Xp_2

(KHD-l

0 ¿rm-Im- ,_ afin-1'34 .
- Kn+1U-"p(x)}--> Kn+1(Mp-1(XH-> Kn+1kb<l-—> KanÉXH —3>

e .x Xp‘l
¿'n :5 .p nop I

. .._.> Kn(.\-.M1{x_1}.5.) ¡("(Mpu“.é lañux}.9 Kn_1U¿p+1(x)} ..
’luerer‘nOsprobar que án,pes_un moRomorí’iamo,pero:

,y 1. I K91- d _ .KFsn'p m9n+1'p-1[ l

pues. por hipótesis inductiva , sn+1’p_1 es un animorfismo. Aclemfás¡a

r: d (S v s '
Im num-¿[Kar p-l) an+1.p-1um n+l,p—1° n+2,p—2} ’

con lo Cu'll, ¡(L-«ránp. a Im s q D, pues.1

S
n+1 . p-1° n+1 ,p.1° Bru-2,p-2



.. 8.r:?1'p-'1° . 0

UROH.ÏII.4: (Gursten)

Sea K' el haz sobre X asociado a1 prohnz do grupos:

u‘peKnlgowu (UCXabierto)

Supongamosque Spnc (23x,xsatisface las condiciones del Lema III.1.
para; todo xex. Entonces,

rfix, 5;. 1- Ker dg/ Im (124 (¡3.a eN )

Dr'm: .3an U abierto en X, se Considera la sucesión de prehaces:
n n

o —->K(MLU)J-E->11.Kktxl—d°)J-L.K kw ¿’19
n -o x; uan x eul n-1

y sr: obtiene la Sucesión da hacas:

HKkm}exlg‘íi 1u<iklxhxhn XII’Iv .LL[aa}D-éénïexái

mondeix: SpachxJJ ——)Xes 1a aplicación canonica.

La fibra de u es}sobra x es 1a sucesión L a) para Spectox’x}; pues

SpBC{Dx.x)-. E Spacwx’u}, donde U recorre los entornos abiertos
afines de x, y ademas1a sucesión espectral construida conmuta con lí

mitos proyectivos. Por hipótesis, (¡t II} es exacto.‘ por lo tanto se tiene

una resolución por haces Fláccidos de gg. 8 sea,

s,-n
“Qué” q FP(SHP(X*%x;1x}¡Kn_Sk[xH. ¡fis HE 1 an .

Conjgture de Gerstgn z Las Condiciones del LemaIII.1 se satisfacen si
x . SpecM) , donde A es un anillo local regular.

Prob-r-cmosahora la conjerura en un caso menos general tal comolo hace

Huilíeh r-:n (1}.

Jean x. n Y ¿quemas Plgrï.rgjrga.



au

¿[f2 Un morf'i:_:mo sz -->Y se llama SUM/E DE DIMENSIONRELATIVAn si; z

(i) f ee. playa

Liijrïi X'CX, Y'CY '3ontales que flx'ng', entonces dim x' a dim Y' +n .
.. l . n 1 __ f > fl

[111, elmkkxfl NY kaJ) n , oara todo xex, donde x/Y es el

modulo de diferenciales de Kahl'er de X sobre Y,

E 'n Pier:P. una K-algebra de tipo finito: Fl se llama suave sobre K si

f: R —-;>K es suave.

Si K es ademas un cuerpo perfecto, se tienen los siguientes lemas:

LEM":111.2: Sea B une localización de una K-Glgebra de tipo finito, donde

K es un cuerpo perfecto. Entonces:

{Ze/K es un B-mdduiolibre de rango igual e le dimensión de B si
y solo si B es un anillo regular local.

l.Í.Í-':.-"\III.3: Sen sz —-)V un morf’ismo de variedades no singulares sobre K.

Sea n a dim X - dim Y.

Son equivalentes:

(1) f es suave de dimensión relative n.

(ii) [lx/Y es locúlmente libre de rango n en X.

Frralas demostraciones de estos lemas ver (¿LChJI .

SeaKunCuerpoalgebreicementecerradoy RunaK-álgebrade

tipo finito . Sea SC'Spacm}, subcanjunto finito tel que RP
ns regular, para todo Pe S; y sea Aa RFel anillo semiloml
regular. o

Entonces X a. Soec(A} satisface los condiciones del Lema III.2.



Sem: (i) Reducción al caso R suave sobre K.

Es bien conecido que existen K' subcuerpo de K tal que K' es Finita

mente generado sobre el cuerpo primo, y una K'-élgebra R' teles que

R - Kégfl'. Esto puede verse facilmente ya que:

R e K[x1,....xá]/(p1(x),...p5(x)} y se tome entonces comoK' el
SUbCufirpogenerado por el Cuerpo primo y los coeficientes de los

polinOmiospi [ls 153), y Fl' - K'Lxl’...,xn1/lnl{x)..u: ¡55(ij
(Para Consultar una demostración de que K' ‘y H' verifican 1o pedi

oo, ver: HymanBass: Lectores un Topics in Algebraic K-Theory,TATA

Institute of Fundamental Research, Bombay).

Sea S’CZSpec[H’)finito tal que si PE 8, entonces P es una exten

sión de algún P'e 8’. Entonces A’ a Ré' es tel que A a qua' y A'
es regular.

Seen Ki los subcuerpos de K que contienen e K' y son finitamente

generados sobre el Cuerpo primo.

Se tiene que A i (KLEHCUJ,y entonces:

Kntspusoecm - 1.113¡("(SbectKikqfi'H .

nor lotanto baste probar el teorema ouendo K es finitamente generado

sobre el Cuerpo primo.

En eete caso A es una localización de una K-álgebro de tipo finito

sobre cl cuerpo primo, luego puede pensarse a R como un Algebra so

bre el cUerpo primo, que es perfecto.

Aplicando el Lema III.2 e B n RP se tiene que ¡IR [K es un B-mfidulop

libre de rango n; y por lo tanto, por el LemaIII.3, f es suave de

¿imvnr‘ón rel tiva n, es desir RP es suave sobre K, de dimensión

¿"(21-0Í'."_v.l r1.
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Ent.=nce:t, R es suave sobre K en los runto; de S, y nor lo tanto can

un cntcu'no abierto de S [ver {4}). Se memnlaza R'por nf , si F-f P
para tcc‘n P en ese entorno de S.

Puede SUDÜHBFSBentonces R ÉUÍBVBSobre K.

[iij'lucremos probar ahora que, para todo náÜ, la inclusión de ED+IMJ
en Lt(fi) induce .Laaplicación O en los=D

Sabemos que, K (M
n .=3+1lkl) - ¿ip Kn{gp+1(af}}, donde r(p) J g, para

todo EE S. Si llamamos R .- Rf ,’ basFFÏrIa con_vsr que:__”

51(Lb¿1H}4-) ¿“(HDHHQpara todo pau.

Pero, ¿nmmlm a Enmpw/tH}, dondete Hes un elementoregular.

Basta demostrar que dado tneR, t regular, exista 1’tal que fé P, para

todo Pet}: y la aplicaciú'l MHM? de ¿ADM/tn) en_!¡__1p(R)induce el 0

UC5n(ïq(H/t9)) e" 1%!!me ,

Famaesto necesitamos el siguiente e

LEMA111.4: Sea R uno K-álgebra de tino finito, suave y de dimensión r.

Sea tGR, regular y sea ScSpec(R} finito. Entonces, exis

ten xu. ..xr_¡ e R (elgebraicnmente independi==ntes sobre K)

tales que si B--.¡([xl . . . . .xr_1]:

(i) R/tR es finito sobre B.

(ii) RP es suave sobre B, para todo P68.

Dmnzoadc;nes axir.tc 771maximal tal que P Q Puede sunnnerse ScSpeCMÉR)
FJf’"nit0( donde Spec 'h-Las el espectro maximal).

Semíl el módulo de difcrcnciales de Knhler de R sobre K. Sabemos

quen- es un ¡”i-móduloproyectivo de rango r si y solo si, H es ra

!v-o'x eli?.cw-ïrn“. MCM-S Si. PCS. HP us suave ¿"obre B 1 ¡([241 r-IJ
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solo si, {dxi} es linealmente independiente en P.(Pues <dx,> _n_Miér-1 1 leur-1’

que debu-ber localmente libre de rango r}.

ïeu de: n 777-Wentonces R/Jn «TT R/9np.
he s n 77165

Por lo tanto, H/J tiene dimensión Finitn sobre K. Existe entonces un

subespacía VSFitel que dimkves Finitagy, para todo W161“existen v1,..;vr
l

nn V teles que [dvdléflr es base de nah/K y tales que v1 e 771-, para
todo We?(7’1’,{ '77LJ.

Pod-¿mossuponer además que V genera a R como K-élgebre.

DedotER, t regular, definimos una filtración de R/tH:

a/tR; 22FllH/tn}D Fam/tn}- u
donde Fn(R/tR.) es el eubespacio generado per los monomiosde grado menor

o igual que n, en los elementos! de V. E1 anillo graduado asociado, que
notemos Gr(H/tR},' tiene dimensiün r-I.

Para ver este, observemoe que ProJLJál Fn(H/tR) es 1a clausura en el es
pacio proyectivo del subesquema SpecR/tR del espacio afin Soec[S[V}}.

ComoR/tH tiene dimensión r-1, 1a parte de este proyectívo en infinito

llamado ProflGrm/tR“ tiene dimensiónr-2. Entences, Grua/ta} tiene di
mensión r-l Comose afirmó antes.

Sean 21...,z'zulun sistema de parametros de GrtFl/tR) tales que ceda zi
ee homugéneo de grado mayor o igual que 2.

GAR/Im}resulte Fin-¡to sobre K[zl,...,zr_1];, luego, ei los zi son

levwntados" a elementos xi é R, R/tR será finito sobre K[xi....,xr'._1].

Puecen elegirse x en V tales que x «-x' + u:l (1 éi ér-I)1"""‘r-1 1 1

ttzngan diferenciales independientes en los puntos de S, con lo cual

RP resulta suave eobre B, para todo Pe S.

Por otra parte, los xi tienen terminos principales zi en GrLR/tR}:1ue

go, n/tn es finito sobre K[x1,...,xr_fl .

Fntonces «guedademostrado el lema.
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Continuamos Con la demostraCiOn del teorema:

TomemosB' s R/tFl y R' -. HGB'; luego, tenemos un diagrama:

¡“fr->54
a'—____.)e

nunca los Flechas horizontales son Finites.

Sea S' el conjunto finito de puntos de Spectfi') que esta sobre los pun

tos de S. Comou es suave de dimensión relatiVa uno sobre los puntos de S,

u' es suave de dimensión relative uno sobre 105 puntos de 8'.

Sabemos que el ideal” I e Ker(R' ——9'B'}es princioalen los puntos de 8'

{ver SGA1, 11.4.15]. Luego I es principal en un entorno de S'. Como

R78 es finita; este entorno contiene 1a imagen inversa de un entorno

de S en Soec(R).

Luego. podemosencontrar F558 tel que f no se anula dobre los puntos de

S y teu. nue I es isomorfo e P.’ como Rf-módulo. Podemos también suoonerf F

que F esta elegido de modoque Hí',es suave, luego playa, sobre B'.

Entonces, si Mea un B'-m6dulo, tenemos 1a sucesion exacta de ¡af-módulos:

O I M R' e M M Ü(a) -> f3. —-) f5. —) f—->

como R' e: Mayo sobre 8', si MeM (8'). entonces R'QM e M[R’j;y,

mir-¿do como far-módulo, Hit-ame LAÜMP}.
Bï' ’

Luego, tenemos que (a) es una sucesión exacta de funtores exactos de

gpxe'J en EJ[R,).

¡xDÏÍC:ndo el Lema III.5 (que proba-memosmás adelante}; y uzubdo el iso

morriamo mt”, IF y Fl} concluimos que el funtor EDLB‘}——) Enmf}

induce 1.:. aplica-cian D en los grunos K.



.EHA111.5: Se: g una categoria exacta, y sea g 1a familia de sucesiones exac

tas cartas en H, considerada Comocategoria editiva. LLamnremos

a los objetos de E, E. E', 9to.: y sean SE, tE, qE definidos en
la Siguiente forma:

siEeg O—-> sE—-)tE-—>qE—-—a0

Una sucesiOn un E se llamará exacta si da origen a tres sucesio

nes exactas en 2 anlicnndo s,t,q. Conesta nacion de exactitud

resulta clero que E es una categoría exacta; y que, s,t y q son

Funtores exactos de g en fi.

Resulta ademásque el Funtor (s. qug x g induce una

e'Iuivalencia de homotopias en los grunos K".

95g: Knts. q}: Knkg} —-—)KnU_J_Jx KnUgl

0 -—-9:.E ——;otE ——>gE-—> o sE qE

V ¿Q l“ '—_’*(l s L)
o—-—)sE—->cE——>qE-—>o sE de

.Veamosprimero la buena definición de la aplicación:

Si. UE, (fue) ,üí. ¡j es nomotúpica a la identidad es fácil ver que (MEL?)
y (¡415,041son homotOpicos a 1a identidad.

.üx un animorfiamo:
i 1 _ i 1 

053605“Him-1...4 x11”"‘n211 JY lB-XQ'i ...1 x¿MK-.211 1
‘ 1 n=1 - -' 1 n-I
¡«HLA-l trig‘fl

se tienes

Ü ——-)A«un->AOB —->a .90

l“ 1‘” l?
g .....)A ¿mas ——)B—-)O

. És un monomorfismo!

. ._ . - i _ _ 1

SunongamOnque (Üfiígéfíil:xin-i x11...xá211 Í Y (QE{X°&iïo'oin 1 x1}..x:2Ï5
l ¡"-1 .. tínimq 



son llamaba-picas;a la identidad. Es claro que:

0 ——)slï —--) qEOsE —-&qE -—--—)O

lr la” l“
0 ——)SE —--)¡¡E 03€ -—-)qE ——»Ü

es homotúpicu u la identidad.

Veremos; unan) que:

0 ——):3E6:;li'-——)t5 GSEO<1E —9(1E0CIE —-—70 \

¡Pela QLQmIdend JÏUBHJ
0 ——95E®:;EntesEqu ——)qE®qE——)0

ea homatópicu

U -—-).sí-ZesE —-)1:E05EOQE ——-)-flE0qE —-)D

i'm ox“ im eK-ooc 11mm
0 -—-)st'®sE HtEÜSEGQE --9qE©qE —-)D

Para ello, hasta tomar de SEQSE en sEGsE ln ¡uulicat Ón:
i 1 1 11 n--1 _- 1 n-1

:1 _ n-l 1 l n-1 1 n-1
11...in_ÍJ'O-.-O 11cc-1n__ {0...0

s :l- d ..'|.’ .I 1, .Eb 011r0 nur K‘ÜHÑGI Ba inveraiflt. (yn mex“on 1 e ) y que los

demascoeficientes son nilpotcbtes, por lo tanto este Inrf‘ismoes inversible.

Arïhlggnuufltfi tomamosg du tEQsEQqE un tE 055€qu 1.1 (-ulicznción:
, 11 1n_1 11 1n_1

“JO. .06 ldGId JOZÏHI _. i'm-oi 0m Jxl. .xn_1+xn X(-Q311 . ing m1. _1n_ Ïqil . ¿(231.. .xn_1
11...1”_1¿o...o 11...in_11lo..'.o

y de ¡1€qu en ¡IECBQE.la aplicación:



". y :1’ categorias ¡metas y sea D —-) F' ---)F -—) F“ ——)0= .=

una muCLSLÓHexacta de funtores exactos de E' un y.

Entonces K F - K F! + K F"
n n n

Gesta: vrrií’icar El lema para 1:2 sucedan exncta Ü .95 -—-—)t-—-)q —-)0

¿e f'ux‘nh‘rrnsde É en E. Sea fzg x —-—)g el f'untor exacto ":UEmanda

[7.-1', H") en 1-3 sucesión exacta:= l=

0 Hgveüll___)El."
Los r'untores tf y e (s, a)? son isomorfos, de donde:

KfHKÍÜSC 1KS®K - ¡KM IM KM1t 1' h "m (1 iqki' i=x <i=_+ i=.

pero KiF r3: una s- cción de (K113, Kin}: ¡(ig _—)KiM x KiH , que es un-_-_ e

isomorfismo por el lema.

De donde, Kit .1 Kis + Kiq g con Lo cual quedar demostrado el corolario.

ÏÉÜREMA111.3: Set.-X un esquema regular de tipo Finito sobre un Cuerpo. Entonces

w

Dem:

la imagun do:

LLKk(x —-—-)‘_1_Lka .11 .x
xerhfl J xexp° t l xexr,z

en le sucesión espectral es el subgrupo de ciclos de sedimen

sión p que son linealmente equivalentes o 0.

Luego, Hptx, En) es isomorfo a1 grupo ADM) de ciclos de
codimensidn p, móduloequivalencia lineal.

Sen lP11:: recta proyectiva sobre K, y sea t la Funcion racional Canóni

ca un [P1 . Sea CDU} el grupo de ciclos de Codimensión p. El. subgrupo

de ciclo-.3 linealmente equivalentos e O esta generado por ciclos de la

forma '-.'¡Ú- , donde w es una subveriedad irreducible de X xIPl de

Codimensíün o. 'y tdi que Wo-= wa x 0) y W”. WTHX x oo) son



interseccaionas propia5¡

Necesitamos usar una Fórmula para Wo- vc,, que es la que recordamos a
continuación:

Si Y es la imagen de w por la proyección de X xlF'I en X, entnnces

dim Y m djmw o dim Y . dim W- 1; en este último caso, se tiene W1 Y x1F;

o nea EO - ïLg 0. Podemos suponer entonces que dim Y a dim W, da donde

Y ticno cadimcnsídn p-l en X.

Si y es el punto genérico de Y y w el punto generico da W, tenemos que

ktw) es una extensión Finita de k[y}. Sea É el elemento no nulo de ktw}

obtenido como imagen inversa de t en W, y see x un punto de cudimensión

uno en Y, de donde OY'Xes un dominio local de dimensión uno con cuer
po de cocientes k[y).

La fórmula que necesitemos es :

[multiplicmded de x en wo-w..} - ordyxtNomakthkuyt"

donde orrlyx: k(y}' ———-)L es al único morfismo tal que

orcny’} long LOY’x/Fov’x). para fé. OY’x . 1’J 0

(ver (a); 2-12).
Por lo tanto, el subgrupo de ciclos linealmente equivalentes a cero es

la imugen del morfismo:

q>:LLKlkb’)---> L1 z - 0°li
)'€XE_1, xiLXp

(19(an Zordyxkf'}, donde Draw“) —.o si xÏ{7}

Dbuervcmon nhora nue ¿1_ k(y) es isomorfo a LL K k(y}.
ye X €X 1

¡3-1 y p-1

l)_‘:"in'lz!:ur'-,para esta: ’

. JELX ku} ——> _LL K_k(y);donde si f‘ek(y)'
,G,‘ _ y p-1 y ¿x -1 1 '

L!) a (K[y),f! (“en f notnnon tambien La hnmntncia de rnvñn Fl



te: Claramc-ntuun isomorfismo, ya que si (k(y]n, [fiJD es un clamor:

to dz i-iïkwi, det[fij] € k(y}': y (kLy)n ,[FHIJ rnsu1t= homotópicna

(kh/j, datvij]; 
“6‘

Por lo tïnto hasta Ver que (bd. dim-1°

Php-g.9119 alcanza con considerar feoY x, para xe a Y.
O

Vara-s. ahora que es dl’p_1 °fc=

Si F€k(y}' rtomamos(kh), fje K1k(y) que por el ¡Somorf'ismoentre

_|_LK k[y} y K [M (xl/M [XM se aplica en un par (Eyed) tal nue:' . 1 l =p-1 =p
Y €?‘.,_.__1

(1}Ez-k(y)®0Y’z (si zev}
.. C'ng0L,az

y se verifica que “ME/>45}; qu , ya que si ztü} , entonces z . y
<1? n

o z e kixq g de donde Ez/qL¿Ezv. 0, o bien, debemos verificar queapp
(Ez/szzJ = long[0Y'z/f'0dimMz} Y.z,'

bea ÉZ/dzEz U<V1'00Ivs > o

v1 e ¡dijOY’z . F.Ezg <v1>
¡Y

u :1 m. al , con m €k(y,‘
1 Z 1 Hi i

Tnnundo n:_’tal que -m-' + m m' e 0 se tiene que:
.1 1 XIY

1‘1
I “afa0Y,zg >n

Veamosque (Z mi>es simple en DY’z/f‘OYJ.Bi

.‘Sulnnngemosque Existe ne UY.z tal que (3) S {711.1 > ,
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ccmc ae 0 , entonces la ae k(y]® Ü z y nor lo tanto, <ïïíE>c<3>-.
Y,z D Y,z 1

_.___ _. ¡Y .
C’ntOflCCS[e P- 1 Ü Ü<18 Q>Ú(V1) . pero a {<f) g luego<i e a) ___<V1>

Tenemos entonces:

Vq>goooooauoog<V1'o-I’VF> T‘UE

QUÉ. . . . . ,73 >¡K5ï , . . . .531) - < 73) es simple con el mismo argumento

que antes.

Ademas,<7í,...,'\:> - 0 zlf’O , con lo cual queda demostrado eliY Y,z

teorema.

TEÜHEMAIII.4: Sea X un esquema regular dé tipo finito sobre un cuerno.

Entonces, existe un isomorfiama entre HDR, Á?) y APH}:
donde Ap(x} son las clases de ciclos de Codimensión p,

móduloequivalencia lineal .

32m:nosulta trivial a partir de los teoremas III.2 y III.3 y de la pro
.ÜÜSI'Cion IIIoan

Si p a 0 a H°L><.zJ =-COU}

53:.p - 1 ; !-|1(X,Dx}-.1Pic[)(}



IV - COHGKOLOGIA

En este Capitulo deserrollaremos le noción general de cohomologie de un

ha? de grueos abelienos sobre un espacio topoldgico y enuncieremoa led princi

pales rcsultuoos sobre cohomologiede haces coherentes y cuasi coherentes sobre

un esquema noethnriano.

En la construcción de le teoria de 1a intersección para los PP(X,I=<DJ(o); 0}
utilizaremos eschialmente que la cohomrlogie de Cech de un haz de grupos

nbolienos sobre un esquema coincide con la Cohomologia de Funtores deriVHdos:

esto nos permitirá definir el producto de intersección y las clases oe Chen1

utilizando la cohomologiade Cech nue resulta en general más Fácil de calcular
que la du funtores derivados, a le vez que realizaremos 1a demostración de que

Ü p

AllX) a H (XESDJ,si X es un esquema regular y noetheriano, utilizando 1a coho

mologia de Funtores derivados.

En esta carte nos hemoabasado fundamentalmente en el desarrollo que se

hace en {a} y [En de este tema; la demostración de la coincidencia oe las dos

c homologiou está realizada en EGAIII.1.

lv.l - Funtores derivados

Unecategoria ABELIANAee una categoria a , tnl que:

(j) Para cada pnr de objetos A, B de CLg HomaéA,B)tiene une estructura
Je grupo nbeliano,'y 1a ley de composiCión:

Homdhfl} x HornalB,C) ——-—-—-)HorÏCL(A.C)
reuultñ un morfismo de grupos.

[iijïxistnn tnu s las sumascirectes Finitas.

üiiJTuflc morfismo himno un nücleo y un confialeo.



:n

(EJ

(b)

{C}

(iv) Todo msnomort'ismo es. el núcleo de su conúclr-o.

Torta enimorf‘inmo es el conúcleo de su núcleo.

Todo mor-Fi:st pucca ser Fnctorizado como un epimor‘f’isrno ccmnuesto{ví}
L;an un monomurfismo.

siguiente: resultan categorias abelianas:

ANX}, 1:: categoria de haces de grupos abelirmos sobre un espacio topolo

giÜD X.

Mod(X},12; categoria de haces de (lx-módulos sobre un espacio anillndo (X,0x]

CDU, la categoria de haces cuasicoherentes de Ox-módulOSsobre un esquema X.

{d} MLX},1:: categoría de haces coherehtes da (IX-módulos sobre un esquema noethe
riano X.

Def: Un comnlnin A. en una categoria abeliana es una colección de objetos
1+1 i. v . í

A1, íel , y morfismos dit A1-—-———>Í\+1, tales que d 9 d «.0, para todo 1.

Uh morfiszmode Comglejos ft A'--——--))B es un conjunto de morfismos

. - 1fl : Ai .__....991 para cada 1, que conmutan con los morfismos d .

"-31i-ñ':imo objeto de CohOmologighitA'} del cnmoleja A' se defina como

¡6er dí/‘Im d1--1 . Si F: A'——-—-—?B'es un morfissmo de comnlejos, entonces

ihr'uce una aplicación natural hiU’J 2 hikA'} —-—-p‘hiU3}.

:3}D“ja-A. HB. -—--)C. -—-—-90es una suse-siónaxncta corta

HM.)
1 i . i

Ge complejos, fixisten ap116nC1Dncsnaturales : h [C j -———-9.h

nur.-clrn origen a la sucesión exacta larga:

1+1
.i

l Ü Ó ainoc'fláhll'fi'J j Acne-obl
“o” '“nr‘ï-smos de WWW-9.1057.9! A. --—)B'.=.e dicen hqmctmïCns
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1 i
(not: fñJn j si existu unn colección de m rfínmos k z A —————arBipara

. i i i-L 1 i 1 i . .
cr:- -:‘=.1, tales: que F - g a dB ok + k +0 dq ; 1:2 coleccmn de morflsmo".

i
k u [K J se ¿Lam? oonrador de homntooia.

\ i . . i
Si F g, rntoncrr F y g inducen el mismo morl’itmo h [A ) —-—-——)h(EU,

pum-4crurz i El.

Un{unter F :CLfigfibde una categoria abeliana en otra es aditivo si

kprzrc;cho: rar-r de objetos A, A' de a , 1a aplicación inducida de Homq(A,A'}

en HomfiéñizfA') es un morfismo de granos abalinnos.
F e" ex::cto a izquierda si es aditivo y para naciosucesión exacta corta

O ;‘A' ; A ; A" > 0

en Q , 1a sucesión:

es exacta en (ñ .

Mulognnusnte so define exacto a derecho.

031:: Un objeto I de CL es inzectivo si el Funtor Hcmat ,I} es: exacto.

Una resoluciqn_¿gngE¿!¿ de un objeto A de Cl es un complejo I' ,

definido on grados no negativos [Ai q. D si 150),“ Junto Con un

morfismo A —-———-ID tol que Itl es un objeto inyectivo para cada

1;;0, y tal que 1a sucesión:

0- ';A ' :I ';I
es exacta.

Ü.¿si cs; a objeto de Q es isomorí’o o un subohjeto de un objeto inyectivo

dirumoz our CLtíens suficieñtns inyeCtiVOS. Es Fácil ver además que dos

regulacionu" :‘nyactivaa resultan homotooicanmnteequivalentes.

himmaru 0.. una categoria abonan-:1Con suficientes objetos inyectivos,



y seaF: unFuntor'exactoa i7r1uinrda.
. 1 \

1'iedefinen los Fun-tores derlvadns a derecha R F , 1; Ü, como:

RiF(AJ. hi(F(I')J

(Sonda?I' es una resolución inyectiua de A.

‘31a es unacategoriaabelianaconsufiacientasobjetosinyecti
vos,y F: es unfuntorexactoa izquierdaenotra ca

tegoria abeliana . Entonces:

{i} Para cada iz O, HiF es un funtor aditivo, que no (¡apde de

las: resoluciones inyectivas elegidas.

(ii) F resulta isomorfo a ROF.

(iii jPara cada sucesión exacta corta:O -——>\‘A”
y cada 15-0, exista un marfist natura]. sizñlFIA") —a> 91+1FtA‘}

tal que se tiene 1a sucesión exacta lazïga:

...——>H1F(A'¡_.;R1F(A¡ —-)R1F(A“}igniflpwy --}Ri+1F(AJ.-—).

(iv) Dadoun morfismo de la sucesión exacta corta:

en 1a Sucesión exacta Corta:

Ü_____)BI“y B____>B" D
los morf‘ismos dan un diagrama conmutativo:

1 1+1
HFM") -—---—>n Fw}

i 1
Rifle") -——-———;n“ HB'J

(v) Para cada objeto inyectivo I de , y para cada 1 50,’ se tie
ne que Hit-II} c. 0.



IV.2 - thomqlagia de haces

:ïyy¿.IV.l: Si A es un anillo, todo Acm0dulooszisnmorfo a un submódulo de un

A-mdduloinycctivo.

¿52: Ver ( b) 1,I,1.2.2 .

PHCPIVtg: Sea [X,0x) un espacio anillado. Entonces,‘1a Categoria Mod(Xjde

haces de Oy-módulostiene suficientes inyectivos.

gsm: Ver (a), III,2.2

COR.IV.1: Si x es un espacio topológico, entonces la categoria de haces de

grupos abelianos sobre Xtiene suficientes inyectivos}

Saf: Sen X un esoacio touclOgico. See P(X, J el fufltor sección global de AthJ
- i

en Abi'se definen los funtores de cohomologia H (X, J comolos funtores

derivados a derecha de F(x, J. Para todo haz ;F: lós gruoos.H1(X, ) son

los grupos de cohomolugia de JF.

Jer: Un haz JF sobre un espacio tcpolOgico x es f15cido, si para toda inclusión

de ¡abia-11'15vgu, la restricción Í (U) —-——>J’(V) es sobreyectiva.

&EHAIV¡¿; Si [X,0X} es un espacio anillado,’todo Ox-m0dulo inyectivo es flacido.

¿59? IV.3: ?i 5‘ ee un haz Plácido sobre un espaCio topoldgico X¿‘antonces
Him. y) , o, para todo no.

¡—

r“rá 1a ñémaütra01óndel lema y la proposición, ver [4}; ch,3,



H-10H.IVA: dea un haz de grupos sobre un espaCio topológico X, y sea
n-l. ¡o .1o——-)'?‘-—>FDLa Fl

una sucesión exacta t.-1 que F1 es Flacido (1€ NJ).

i i .
Entonce'; H (mi?) - h mX. HF J}

Como (X, j es exacto n izquierda, resulta evidente que:

Maa-ai) - PM?) - ¡Puma MF'n
G

Se tiene ¿ademas0 --)F°‘-—)Im‘8' --> O es exacta, du donde.ceobtiene.
o

x3)
0 —9PLX.Ï‘J ---.>'¡Ï'[X."F°}—-->f'\x. 1.1139;—__>H‘(x.J’») _—_> o

que también es exacta.

1 A,
Entonces H [xrfq ar lP(X.ImÉ9)/Imflx’.‘.pj

pero hlmx.‘ JlF'H - Kermm-‘IJnM-(x, 3-0, Y

Kar LX.V1)=’I\°\><. Inn?)- tu)

.i 1 1 i 1
Siguiendo,‘ se tienen D ——-a.b"Imï’——-a;F + —-—)>Im‘@“+-—-) 0 [150}

y usando que HHH, Pida} - U [n>01,¡l resulta que Hn+1{x,"Im¿¿)1 rf'txnm 8‘91“),

Para, anwáj . H"‘1(x.1ma°). H”‘2(x,mg}; . . Hltme‘g-P‘Ï.

For otra parte,

r.)——..———,>Imrn-2-——)Fn-1 —--——-}Fn——-¡

es una resolución por haces flacidos de Im ¿2-2,‘ y, usando (n- ) para

Ih’v‘gp-zsmlugar de ,' resulta nue:

nol 2 .\. n
H{X,ImU“ J“ KB!“ {‘(X’í‘n-l}

cnn lo rz-J'zlqurda probada 1a nroposición.

[ELE¿ELthz(mothendieck. Sur quolnuas points d'algebre homolonínue,‘
Tohoku Math. J. 9 (1957),].19-221).

"393X un espacio tupolbglco noetherinno dq dimnnsiün n.
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Entonces, para todo 1> n y toco haz ae gruaos abelieno 5‘30er X,
1 Y

se tiene H {X,5’-} - 0.

ThOREW‘.IV..: ( EGAIII,1.3.1}

‘ïea X a SpecM} mespectro de un anillo A. Entonces, pera todo haz

ceasicoherente sobre X, y nara todo 1>0,¿ se tiene que H1 5931) .0

IBM-¡EMAIVA: [Gerre,u.P:‘; Sur 1a cohomologie des veï‘ietes elgebriques,"

j. de Maths. Pares et Appl. 36 (1957) 1-16]. San X un esquema

noetheriano.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Xes afin

{ii} Hilxhfij - 0 para tudo Fcuasicoherente y todo i> 0.

{Hifi-¡1093) a Opara todo haz coherente de ideales jr.

IV.3 - La resolución canúnica de un haz

Sea un haz sobre un espacio topolbgico x. designamoemeguá‘j
«:1haz de get-meneade secciones no necesariamente continuas de F g"una sección

D A

defiogxnf‘) sobre un abierto U ee une «sensación su U4m} te]. que

".{x)g¡fix[ para todo x ¿Un las operaciones de restricción se definen en forme
.0

evidente en¿cpu? )« Es clara anemeeque szetiene une inyección ".cenónice J.\ I
W :0 .

de Si snfiolxfifíp

PHUH IV.5: E1 haz Bugs!) es f'la'cido.

leg: Hezulta evidente , ya que Cualquier seccion s: U -—-->S"[U} se puede

extunüei‘e E: x “4mm como:



n
Vamosu duFinir ahonz los hacesfio(x,?}:

fiin?) - 32m 21M“. donde21m?) 42m W):

¿:(X. Si) - ¿2m 221mm. donde22m?) «¿ilxfij/ ‘(xJ/‘J

Y “Si sucasiwmnnte.

_ . ’ 1

Es tmviul ver que todos los(&°(X,F} resultan flrficidos. (190}.

Se tienen además;los morfismos:

n n n+1
do 240m?) -————><}°(xr?)

que se obtienen comnoniendo:

¿gm F} +——>z“*1tx..91-é2tx'5"’z“tx-3‘J
con 1a inyección:

z”+1(x.í1 —-—>;98+J(X.FJ - f2“! ZMIWF“

y además es claro, por 1a construcción, que 1a siguient-- suceuidn es exacta:
O d].doJ o «1 °

o —-—>S‘——>fio(x.s‘J - agota?) ———>

n
0 son, que se tiene una resolución de Épor' haces flaci-Zosque llamaremofl

Obzs:Se nuede dar una construcción explicita de las saco: ne de 10-. hacas 5:“,‘ÉJ.

Si U es un abierto de X, una aecciún de figtxáï} solar-.2U e-a una FunciOn f
: ‘:. 0

de u en situ, tal que “¡0,55% .4Por otra parte,f “,51; .fi0(x,fg{x.S¿J/sïj,‘
1

cie mudo que uni: sección (.135 un?) anbz‘e un abierto da U en una FunciónO

\ o

flxo) que toma valores en los grupos cociemc.!s,golx, *)¡O/fi;‘o.
o o

(Matan/emm;.Jdumas que,g°(x,9{) es suma directa (leg: y de]. subgrupo ‘l’b)
formado por Los garmenes de funciones (no cuntinuw: de sien x. que «obre x

turan al v-1Lor 0x .
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1

A p .rtir (:0 Esto, puede PL'DÏ'L'JSBntÏEÏ'S-ïflunn sección f defdxfig «obra u como

Una funfiion:
o

xo —-———-)flxojmz, [x0]
o

Por otra pu:te, el elemento fun}qu {xa} se representa {no en Formauni

voce} por una aplicación:

x1———>rlx°.x1¡e ¿xxl

(salir-eun entorno abierto leo] de xo , que se anula si xl q xo; por con

. 1 sisigumnte las secciones defioixfij sobre U son les funciones f'lxmxlje xl

definidos para xo e U, x1 e Utxoj y tales que flxofxoj a CI[xoe U).
1

Ademas, dos: Funciones f' y f" definan la misma secciOn de goli-Ï} en U

si y solo si todo xo e Utiene un entorno Vtxoj tal que f'onbq j. ¡"(xmxlj

para x1 e leoj.

La construccion anterior permite expliciter el operador de borde

o o
Lyfiygtxgij“gigx,?) g

O O .

ui f es; una secciOn de ¿otxfiij sobre U, df’ en la seCCiOnde fotxáïy/Ji
deduciou de: f pasando al oociente; 51 se representa df comouna función

o
(¿ue toma v.:1 "¡es en Los grupos variables nkxoj, se tendrá:

d‘r'tx )- flx j (modF’ }
o o "o

w o _ ‘ o
¿turistaflxou {ha}; es el germende seccihn contlnua de #0095.) definida
por -:-en x0"o Representantes dflxo) por una aplicación:

xlwa df‘txo'xl Fxl
definida [-‘rflun entorno de x1; La relacion anterior nos señala que 1a seccion

oo 5* es C'JnÏinUfien xo; Comodflxwxoj . U, la apliCacíon anterior es naco

E"¿”‘ï‘-"’"*”"'-;L"malo 9" EL Entorno de XO. a ln sanción continua de que, m x ,o
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vale f(xo); si deuignamos como:

x1—--——>le0¡txl)

une. Cu.';.1-;ui-.:zv¡de estas saccionés, definida en el abierto le J, obtenemoso

lu furmula:
df'kxo,xl) a flxlj - f’txojlxlj

que es validn nn un uoñjunto de 1a Forma xo e U, x1 E Utxo).

FinuLmBnte, comogikaïj - fi:[x,g:{X,SÏ}/5Ïj, nl mismorazonamiento que antes

muestra que para todo x, ÉÉHÁJ‘)! es auna directa del subgrupo “El(x) formado

por Los germenes de seuciones {no continuas} de'}? que en x tomen el valor
1 o

U , y de subgruoo tax-qlkx}.

Si representamos una seccion flxoml} de ÉÉMJÏ} comouna aplicacion:

fix ¡e °tx 1
M

xo o “y o
N 1 1

es claro quo 91 germenfun fotxfiijx definido por 1’en x pertenece awm

si y solo si F[x} o U; comofo} es, en el punto x. el germen de 1a secciin

mo C0ntf.nu“.}un 53‘definida por la aplicacibn x1..._9 f{x,x1} se ve que

la relacion! 1
fm e ‘hím

equívuie nl hUChode que se tiene f‘(x,x1) a U si xl es suficientemente
prOximo a x.

Fntcs de cxtcnder estas reeultaocs n un grado p cualquiera, notemon reue
p p 0a]. p-l '

tin”.ndaI ¡Z I'Éo setienelc:relacion:
p o

X . xgot .FJ got .3”)
. . D _

y por arn-‘nujumnte, que para toda “¿01mm es suma dlrncta de]. subgrupo
r: p '

zz y dni subgzuoo‘?y(x) formado no: los germanas de sancione? no continua?x

N
cle ¿A ¿zm tomrm el valor U en x.
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de dumuuutru untonuos, nor inuuccion sobre p, qua (vez \ó) ,pa;.17 j:

{a} lodu UUClIOHue :É\X,Ffi sobre un abierto U oe punt reuresen..r Sumo

una ¡uncion ftxo ,x1,...,xp_1}eíixp ¡ nula si xo") y uufinidu :JLFB

un conjunto de 1d forma: x0 e U; x1 e ULxO};....; p L d(x0,...,xn_1},ll}

dondu su nusiuna un forma general RomoU\x0,...,xi) un Abierto que contiene

a xj y dupundu de x0....,xi; además, dos de taIÉa funL una» f' y f" durlnen
n

lu Mlsmusucción ue É [X,F1 si y solo si coincidan hub u un cnnjunto deo

la fonmu (n).

p-l n-l p
{D} El rnorf'iomodos gon}; >fipokx, «j este dudo nor le! fórmula:

p-l : - p-l 1 P .

{*.) d o kao'....xpj CEE:l- 1’ f[xo,....xi....,xp}+L-lj P(xu,..,xp_1)(xpj-U

Hondo F(xo,...,xp_1}\xp) designa el vuLor un ul punto b de una secciOn Con
si x - xtinua de un uhiorto Utx0,...,xp_lj, y es igual a f(x0, ..,xp_l) p p-l

p
{o} neu f uno sección de É°\X,FU sobre un ontorno de ' punto x, representada

1 o. . t l "r n

no: una nunL1nnf[x°,...,xp} e Jikp, pura quo el _ rmun f(x}g‘go{x,?Jx
D .

darinidn por F un x, este en el subgrupo(\k(x) es nec; dPIO y nuficionte que

f[X.X .....Xp} Ú U1

sobre un conjunto de La forma!

x1 e U: x2 e Utxljz...,xp g U\x1,...,xp . .

donuu U es un entorno de x;

- 'amilias de soggrtas

noo u ¿("\x,;q, llamamos soporte de 9 ul uonjunLo de ; e X t.1us ¡ue s{x}/ 0x.
En Cluro quehoporte us s es cerrado en X.

Q unu TumllJJ de subconjuntos cerruuus de X.Lied

Uiremos que É es una familia de gpportes en X si:



[a] La unión de dos elementos de esta en

(b) Toco cerrado contenido en un conjunto que este en Ó , e'tá también en ó .

Dudo un hoz de grupos sobre X, notnremos PQ(Si) a las seccionns o en

¡"(find-¿j telen- que el Banorte do s está en Q .

¡“(#511 resulto nntonces un subgrupo de‘r‘Ugg") y se‘tiene 51-——) FQ{F}.

DEF: Llam¡.\rcrr.osFamilia paracogozctíí’icente en X a todo fiamilia Q'de partes

de X que

(n) Todo

[bj'fodu

lo} Todo

[d] Todo

satisfaga los siguientes condiciones x

5€ Qes cerrado y puracompncto.

unión finita de conjuntos que están en Q ',‘está nn Q .

subconjunto cerrado de un Se ó está en -.

Se: Ó posee un entorno que también pertenece a} .

t.

Dada una familia de soportes {I en x, y un haz á sobre X, notnremos:

ner:_.......

CEU}¡5 Í 'r'q (flglxo‘f

. See x un espacio toooldgico parccomoeoto y un haz de conjuntos sobre X.

‘31por-:2todo ¡(.6x. existe un entorno U de x que verifica le condición:

(Todo sección de 5 sobre un subconjunto cerrado de x, contenido en U,"
se orolonga e U), nntonces diremos quesï os mudo.

Sen 5 un haz de grupos sobre un espacio topológico paracomoocto X.

Diremos quo 5:1 es Fino si ol haz de anillos hbmzlf ,F j es mudo.

UC" ‘ x un inzp'dCLOtopológico. 5 una Familia parocomoactificvnte en X yc?
un ¡15:2de conjuntos sobre x.

OÍFÉJÍHOÜque Í es mudo sobre Í 51.1 para todo Se Q .u el haz inducido
' T»



es: mudo; o sea, si para todo par 5', ‘3"e(3con S"cfi', la restricción

h") n...) (5.1")es suryectiva.

Def,- Sc.. X un espacio tonológiso, CI)una familia paracnmpactificrmtn en X y

5í un ha: de qrunos abelianoa sobre X, diremos nue 5‘ es fino «obre

Ó si 9,3 es Tino, para todo S

IV,_5- Cohomoloqia a valorgg en un haz sobre una fgmnia de sogortea

Dados un espacio tecnológico K, una familia de soportes sobre Xy un hoz

sobre X, llamaremos Hgm, 51) al n-ásimo grupo de cohomologia de]. complejo

631%.?“ ¿[036.5411 .

¡corernaIV,_E'¿:LosFuntoros¿"Maga y É___9H3(x,ip, son
isomort’os.

Dem:Resulta evidente a partir de que Pq,es exacto a derecha y se tiene la
suCesidn exacta:

o __—>&——+&Ï,LX.«FJ—-—->-_6:(X.FJ—-—->

con lo Cual, se obtiena 1a susesión exacta:

o——->Q¡,L.FJ >cgtó.s¡——->c:p9‘.ñJ-——>

Dada una sucesión exacta de hocae:D (T VIlt.

o “93' -—-——-)S-'---->,'F" ————>o

se time: um: sueeoión exacto de comolejos:

u —---->cgtó.-s='1--—ac;(@.s=1—-->c;(<5.'zr"¡ ——-—-+o



de donde sn obtiene una sucesión exacta larga de cuhomologia:

o “Aras”; ———>r'©(ï*}—-———>T¿blí«")——-> “gt-MN} --—-> HIM?) ——>

i 1 1 1+1

-—> -———>H©(I<.sï‘1-—-9H@\X.«F1————>H_®lX.S-"j—-aHQ (xy)

l’LUh..L’-.-".If}. : íBer-.1.X un espacio topalógico, una. Familia de snnnrte'a en X yt;

un haz sobre X. Se tiene:

+{¿[x,5‘!’)-0 ,pare n>/1

en los siguientes casos:

(a) El hazg‘ es nacido.

(b) La familia es oaracompactificante YÉ verifica que para

todos 5.::‘6 teles que S'qS,‘ la aplicación de restricción

\:-i)\——-)-Ï:'[::i'}es suryactiva.

Dem: \6)" O

IV.6 - Cohomolnniu da Each

San X un espacio topolagico y 'L. o {U1ju]: un cubrimiento de X: dada unn
n- l

n+1—up1aen I '- , (10.11,...¡1nh notaremos comoU1 1 1 U¡ n u,-n ...flUí .'o'” n o "l . n

liado un haz 5: sobre X, se toma un buen orden en I y su define el complejq

C.(md?) de grunoq cabalianos de 1a siguiente Forma:
o I ' '

C (U. ¿F a TT " t
t i J já .<..1¿SU\louoiipj

y u": Cpt'há‘ J --->- Cpflk’b-Jï}
0+1

; k
dLoL . ir _ h o"

Jlo...i.!+.g ku?) t iav..1k\io01°+1 Uin,_.í_n+1



W . 0+1 nResulta! I-:'-c¿l ver que d a d «. U kau}.

Üímtrvnmuz-Jue se podria tomar TTSli J , con la condición de que ri
{rap io...1D

oLe001%,}not .051‘. existe-1 .1 cnnjlkyOLigovnin 1 k lóg..in1
16' es ILLperlrtutncion que ordena los indicas de menor a mayor.

Def: aaa; K un espacio topologico yu un cubrimiento de X. Dado un haz de grunotz
' V

abnnanos S: sobre X. se def’ine el o-eaimo grupo de cohomologta de Bach, con
\

rasnecto el cubrimiento M, como:

v p ,Hpt‘háá; - h U3m .51“ (o? 01

Dado un morfismo de haces f:Si-—--) ñ se deuuca en forma «evidente un :morfis

mo f“: 'ÉD{M.SÍJ -—->Ïipl‘li,c¿j para todo pÏ/‘au.

Veamnsemm-aOtra Forma de definir :Pth,";‘ }.

DadoU abierto en x;"b.nu v (Uinuha resulta un pubrimianto de U; además

se tiene i: U ——->x 1a inclusion. 91 p>,U, Consideremod:

¿”xmynw - T'T ¡.(81LU1,,,1 n
15.‘ip ° p

tontasávh,g\j rcsuum un hnz sobre X (ver {6}, Cap.II.5.2} y se tienen

comoantes,dnrgn\n«,p‘} ('Lfí‘)
Entonces, es; fácil ver que:

V‘t“=._€nl‘1u5¿})y Grim?)

Esta fórmula nos; conduce a definir, para una familia Í) de snpnrtem en X, el
Koniplejn:

I(mogj «P
Ci) 5(9D(m‘oy¡}



D

y zar.designan lo: grupo: de cohcrnologin de este camalejo:

V

H%}qk,óï}
o

szscrvemos::;uePx'íste un morfiamocanónico ngfifi (mu?) definido cor:

¿i dE. 85(1))eno-meet: ¿{cui es 1a restriccion de gba Uflui Er: claro que dooJ .0o o

TíïOíiEwIV.7= ‘31el Cubrimiento (h es abic'r‘to, o bien cerrado y localmente finito:

entonces, para todo haz S: la sucesión siguiente ec. exacta:

si J f. - d 1 g dl .10-————>———-1)g:(qk’s:} -_-——;qfi tq*,51’I-u—€’..¡.’)

o sea,'g*{‘k,81) ea una resolucion de y:

Dem:a hecho de que J es inyectiva resulta inmediato a partir da las prepiedades

elementales de los haCes, lo mismoque Kar-(do) a IMJ?) sim, es abierto.

":1(h. es cerrarlo y localmente f’inito,‘ nos remitimos a la demostración de

La}. 11.1.3 y 11.5.2.
n n+1

Falta: p‘z‘obur que Im(d J a KerLd J si n‘a 1.

N "+1 n+1
Prra entra r‘onridcrszmos en xex un germena. deg- m“? )x tal que d (a) a n;
existe unn-nursrno abierto U de X tal que 37.195el representante de un elemento

enffimsimu

'-',:j,(L. es. abierto se puede suponnr UñUi para elng Indice 1, con lo cuel'

uñuí 1 .- UnUi “.1 para todos animé. in; se define asi
o n o n
0.0i...

fv
[5 -ól.’ .oL.

100.01” 10.0I1I0'in 10.0.1

wnÏl (-1 J" ot
kqo ioclliv1I1n+1

{3e finding HU):

m: tinrnrr rrun d
‘ .p}io...1m_1



pero, c:an deu-D,' resulta:
m-l

( 1 k o"- " OÍOIOOin+1 - - J iDOOIikOOin+l ‘k10

en U'flUi j g con lo cual dfi- 0L .‘o"' n+1

Si (Lu.ns cm"r-.’-‘.doy localmente Finito,‘ se puede sunoner, tomando U suficiente

meni: pGQUBñoque qk es Finito y que x E U1 . para todo 1 [reemnlazandorE. por

QL(\U). 00m0 x pertenece a todos los Ui se puede considerar elo'°'1n+1
vnlor en x de 1a sección d- como d « Ü resulta:in°'°1n+1' .9 ’

n42
k

Z {-11 ui (x) . o
¡(:0

A.0-1¡Ikav

Elijamos ahora un indice i cualquiera y tomemos:

(’9 .oLio...1nl’<¡ 1°...1...1n(x)

Comohay Finitos i, se puede sunoner nue U es tan pequeño que los germenes

de secciones; asi definidos se prolongan e secciones (51 1 í (U1 1 jo... n o... n

de donde JÉGJÉH(QL,5*J[UJ, y es claro con la misma cuenta que en el ceso

abinrto, que las secciones que Componenqfl>ydÉtienen el mismovalor en x:

como hay un número finito de telas secciones, se ouede suooner que d [5vot- ,4

Can lo Cual Queda probado el teorema.

O ÜI Íua QAun Cubrimiento abierto, a cerrado y localmente finito dd X. para tbdo
n n a

haz S", Ïi ULL“?j resulta isomorfo e Fund} a 7-1mai).

fle tiene por otra parte el siguiente resultado:

TEÜHEMÏ.IV¡8Iïüe K un Éáñééio topolúgíea: “Lun cúhrimiento de X,'É1un haz sobre



X y Q) una familia de soportes en X. Entonces:

9 ¡fvh;9)-o (n21)
ü)

se cumnlealguna de las siquientas condiciones:

(¿jm es abierto y SÏ‘es Flecido.

(b) (Lx.es; abierto: es par51CompaCt1FiCEnta y SÁns, Fina sobre fi .

{c} (1A.es cerrado y loca-Ilmpntefinito, ó es u;-sracan:pactifica-nte y

verifica que si 9' y sab y S'CS entonces-la restricción

51(5) —-—-)91(9) resulta suryectiVa.

Ver(6}II.5.2.

Se: tiene ademas (ver {6},II.4.7) un morfiamo Genómica:

ü’v1»¡5‘J --A> H’ïQióíJ

TEOHEM;IV._g: ’79.an un cubrimiento abierta de X ycSi un haz sobre X.‘ Para que

los murfirsmos Canónicos:

ÑWQLHSÏ)_._...)p-f"[x,¿r]

sean biyectivos es suficiente que para toda n+1-uplu i°< ... <1“ en I.

ïfituio,,.1n.sï) - o la? 1)

25:2: Vef‘kfin 11.5.4.

dos Cubrimientos de un espacio tmolúgicofill-sanCL“, (UiJi‘I y 1,9. (¡53:!)J‘J

x.- Dimrnos que‘uí’ es mas Fino que CL. si exista una aplicación 9 g J «¿I

g Ue“) , para todo J ¿J.
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Gigi es un ha? sobre X yw un cubrimiento mas Fino que (Lg. y Q una familia

de soportes en K: se tiene un morfismo de comadejos:

n u ¡1

l 0
9 (Ok). es la restrlitción e "--'

J
.. U

0...5“ ¿Do-¿nc emanan")

n
I'mln mismaformase obtiene e :5f‘h‘, F} __9 g'ncï'sk}

TFÜHEL!!!IV._IQ: 31%? es mas Fino coach y G,‘ 9' son dos aplicaciones de J en' I

tales que '-.'lCU y WJc. U para todo J 6 J: entonces 6’J QUI
I

y ev soo homotooicae:.

e'UJ'

932i” Ver {5}, II.5.'7.

Luego, si‘V’ es mas fino quem. se tienen morfismos canónicosz

Tint’b'.’si} --—) PPM. Ji)

735m1,?) —-——)Hgm; ,

para todo haz 51 y toda Familia de soportes Ó .

Si consideramos ahora los cubrimientos abiertos de X de la formaQL1[Ux}¡¿x

tal que Ux es un entorno de x, para todo xex, se tiene en la familiaQAX} de

todos los Cubrimientos de esta forma una relación de orden:

mk ((1551 y solo si Ux: 1'!“, para todo xex.

.‘ ' 3 . . abi‘h<<‘\=«5 se tu:an morflnmos conanicosz



CEN. #1-—-->c'¿tm.aiJ—-> c'mïsïj -—-—>C't‘h. 9}

nara tooo dc:ha? sobre X y toda chilía de soportes Ó g que induce un morfismo

3313.5} -—->ï%&‘\«.É)y ¡{'Nfi) —-->HTM?)

Definimosc’(x,g) . lim ¿“(MJU
Q 635;}?

C'tmïJ - La;d'un?)
GsMXJ

de donde, se tienen:

n n
II Ü ' - . '14;;th Hg; (Mi); ¿Carga Si}

mmm - J‘t'c"tx.51n- LimH“meam
V "

los gruooe de cohomologia de Cach de X con soporte en Q y a valoren en Si f y Tor.

sms de cohomologia de Each de X a valores en 9 . resnectivamente.

3'31Mes ..n Cubrimiento de X que puede sar refinado por un cubrimiento abier

to, se tienen morFismoscanonicos!

vn n

Hgm.er —-—->Hth.a=¡

«¿tu result: burlatodo cubrimiento de esa formotiene un refinamiento fica“),
1:22tome lL' la composicion:

¡53m51Malanga) -—->“¿Lun
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(anñlogamanth, Jñra IP[Q¿,5:} .———-)nntx,áïj J

N
Foto norïinmn resulta índonondiente del refinamientonk-nlenído (Ver(6),II.5.B)

Se podría decir en cierto sentido que ÏTÓMJRJ} (raso. ¡TDCNFH resulto

1-:1lír‘ite in:‘.‘=.nctivode los IÏÏ'ÏQFLHFJ (resp. ¡Int‘LHSïJh cua-Inch)chrecorre todos.

10:: CUÏ'JI‘imiHnLÜEabiertos de X. (En general, la Familia de todos los oubrimicntos

ebiurtos no c: un conjunto].

Es claro, aor‘ otra parte, que si x es cuasicampacto pera calcular los grunov:

de ¿och se ouede tomar e]. limite sólo sobre los cubrimientos finitos dex.

TELÜHF-Zrflf.IV.11: Sea X un espacio topologico, Ó una familia de soportes en x. y

supongamos que todo Se (I)posee un entorno en Q .

Entonces el funtor' 63)“, J transforme las sucesiones eyactes de
haces en sucesiones exactas de comnlejos.

922: Los morf’ismoscanonicos WMA, Si] -——9 FFMM} y F%(%,'Sï} —-) mdx,'áï)

inducen nzorf’ismosFantasy ——-9Hn(X,F} y ¡{atmáïj ---—) “¿tng j
r; snect iva m::ÍltÍL".'

_..-.Fauna“: IV.1?: ’Teiïx un .spacio tooolúgico.‘si un hr-Izsobre X y Ó un" "'-"”"111‘3

paraCnmpactiFioante en X.

Los morfismos canónicos:

a
ÉQ(X,“.91)----> Hakkfi.)

son biyectivos.

firm: Vnr (5),ÏI.É.ÁU¡1, pág.223.



¿31'x es un espacio cuasicompucto, la familia Se todos los cerrados de X, a la
D .' vn v

¡ue llamaremos ¿f us naracomnactiücanta, y Hgm"; } 1. ¡{'[thih con lo cual

¿lasulta que si .‘-’.es cuanicompacto, FFMM?) 1::Muga), para todo ne No.

a a
Iu.'} - wrismo Canonicountre 41x51 ygotxfifl

p
:‘¡ac‘osun 525.5»..Ciotooologico X y un haz SÏ sobre X, recordemos quef‘vQXJï)

p
thlefie tomandolimita de -fi (195) cuenco(k recorre la familia oe cubrimientos

de La forme. (Lu- (ijxéx y LLes un entorno de x, para todo x a X.

vor otra parte, si (Ls.- {Uxjx x y U es un abierto de X, el grupo {forms-Um}

es el subgrupo de TT i.{9¿[ux . xp U, Formado por tones las oLtales queo OI
É I .xp

. .Usicxistex-xconigljol ung'.Ó°— "¡si
xauap 1 J 9 xo...xp {x0}...6‘(xp}’

e La g).::.rmut:.w.jonagus ordena Los x1 de menor a mayor; donde se tiene un buen

amen dc.-x njo e i: UL-—9X es Ia 1nc1usion.

.. . D D
a)c-r1na:.:osuntunces 1 gg muy; “afuflm , donde (LL. [u 1o x xex

a esta, dario U 'sbierto en x; sieL es una secciOn sobre U de ÉDGLHSÏI-J:o
o

win. el- ¡»a u ‘ ) se le asigna 1a sección def°[x,91} sobre U dada por:
0 D

¡"(xú,...,xD}c5:xD es la Clase dealxondp pngxp,

L-:-.pnlicacim queda bien definida, a nar-tir de la caracterización que se
p

Hizo an IV.3 de 900994) 3/ es trivial ver que los siguientes diagramas resultan

Conmututivos.

o" +1
ü}? UL“9:93Jfins?)

(11 l9 dp 0+1
Éntx .911 -—--—-u9-—->í.” (xy,



m brimianto de x de ¡a ma muy(ijx‘x_

-'.‘.
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V - PRODUCTO DE INTEHSECCIQH

E1 objefívn de este capitulo es demostrar que, en el caso en que X es

un esquemaregular y notheriano, el producto Hp“, ¿(“mata gq} _'>Hp+q{x,50+q}

inducido por lr: definición de .K :_|=<p[!\}x_l__<'q(8}—-—)_=Kp+q{AQB)dada en el

Capitulo II, coincide con el producto en el anillo de Chowde X; es decir,

que el siguiente diagrama es conmutativo:

'K
lex. 5p} x HQKX.gq} ———-—> H‘mm ¿pm

A [ijx Áth) " —) Ama“)

V.1 - Construcción de .‘K

Seo X un esquema, entonces existe un Cubrimiento (Ui)1€Ide X tal que

wi, OX'U. J es isomorfo a1 esquema afin SpecMi}, para algún anillo A1 , y1

para todo :l.e I.

Es evidente fiue con el .K del capitulo II, se tiene :
'K .¿atunx5M) 4-59 ¿mw U5!

Si x.€ X, existe UJ e (Uiji I tal que x 1':UJ y tomando 2
1*

n+q 0+6!

donde A: U1 ——9Ui x U1 es la diagonal.

Comopara: definir el producto basto definirlo en cada fibra, sa tiene

gon) x__|_fq[.‘xïj-——>K
a . 

=p+quJ l SJ. x e Ui U‘j , como UiflU‘j tambien es un es

:zecnu:afín, v"; DJ'OdUCtOCoincide}.

v V -- ' ' a __ n I ql
'L». (¿JJEJ un cquimiento de X, - 21H x. En) y tefil x, gq};.
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_ . . p+q
se quiere deflnu‘ s.Kt E3 (Qu, gsm}

p Si tomo “¿xk 1(V x V J. :Lx‘ï» resulta un cubrimiento de X x X1 J lIJtJ
m

tomo entonces sxte g (iman, 5 J de la siguiente Forma:
0+0

(s x t; tw) «si i (x) (y). . t
[1030)(1131).41ququ o... p K30.”me

ya que, si x G V,- .i ¡:9 x e Vi "-1-000 o p
’ 6 V

51y V coyé JandJ0'”Jp+q p+q

Y V e ¿splvis. Ilo...ip
icoolip+q

mudo” [VJO...Jp+qJa e 5Jdoco

Por otra parte se tiene A‘: gmq[ (hifi , ¿(91.41,figp+q[(\;’ 5pm.) ,
'K

dada por:lesJiOH_ip+q[yJ v Suoiobwu ¡(VJ o (y é- Vio...1 Jp+qin+q p+q
7‘

x - i
Es evidente ",ue [A o x} conmuta Cnn los morfismos de borde ó , y por

10 tanto puede definirse:

O q \ +q I;
.Kmn H (1.4150) x H m._1=<q1—->I H" mg“)

y tomando Limite sobre todos los cubrimientosz

. +q
.K = Wu. gn) x HW. gq) ——->Hp (X. ¿MJ

\j.2 - Comparación de .K can e]. producto del anillo de Chow, Cuando X es regular

Dado m, La..Jemn x neu-gm. y nothrwmno, se time 1a resolución por



haces Flnccides de K

‘p 7€va yexlp' xexg

Conde Xi es el LJñJUfltO de puntos de cndimensión uno en X.

¡o , dada por z

Reco*denos además que Ep( X’) es a1 haz asociado a1 prehez (KD(V
1
1'

76

|
’v abierto en x

y que la imagen de di son los ciclos de codimensión p linealmente equivalentes

G CC‘I‘O.

PROP V.1: Sen V

KOLV] x KDLV) -—-—15-—> KDIV)

lao
La-L’É-auz

yq_Vó t:€Vb

dD x db

ll. Z. x
x eV’b1

donde .1 gs el producto de intersección
O si x{y

Si x, y e V°¡entonces x.iy s
x si xay

abierto en X, entonces el siguiente diagrama es Conmutativo

¡Pm x A°m —->A°(v)

ya que tanto [í }come[;}son componenetes conexas de V ,y los puntos
gentricos de cada comuonente conexe son uno.

Dem: Seen P, Q e KD(VJ

{do x d0)(0, Q) a [(nxj.(my))xevo si dimkdex . nx y dim
yevo

.1 (no x dOHP, a} ,. (nxunijevo

Por otra marte:

. tn. a) «- (hay)

IdYfiy’lï ’



d°.K (P. ¡JJ =' i dimkhjtpx 8 'JxJJxevo' (nx'mexEVO
V,x

PROPV.2: Sea'u, un cubrimiento de V, con V abierto en X: el siguiente diagrama

es conmutativo:

KON} x Ko_l'\/¡__3°_x_¿-;.9 ¿OLMKOJ xgoLMKO)

9 K

KolVx V}L9 QOÜMXWJOJ

Egg: Se =n P.Q GKOWJ:

(¿o XBOHP, Q} a {5,t): donde:

s.i z U1 —9K0(Uij. 31004. PX

tj :UJ -—-)K°[UJ),tjm . ax

.K(s,t} s .t : U x U:j -—9|(0lU1 x U )um" iKJ i J

{Si Ian

Por otra parte, P. Q. PGQ
K 0V‘P.Q :U xU K.(UxU)BJ “(1.31 1 1'90 i J

.'. 1, 0

Rx
ó

93.341} Es rcvidente que Koh! x V) -—-°-—)6°(ZLX2¿ ¡ KO)

1d 1A
pr; ¿ownKO)
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es conmutativo, para V abierto en X y qchobr'imiento de V.

(2100 las proposiciones V21y V.2; y de lo anterior se ded'uce que:

Aopq x fix} ——-—-——-)A°(X}

o .
H (X.goJxH°(X.50J—-—->H°l><.5oJ

es conmutativo. 1

PROPV.3: Dados p‘q e No: Dsi<p+q y V abierto en X; se tiene que los siguientes

diagramas son conmutativos:

{1) .
0K .

Kp_¿(1.4J(VJ/¿2,1J+1kv11qu_llgl(VJ/Mm Lv)1 —->Kp+q_1(!ileV}/J¿ji+1(Vx\/}l

o-J ' Id m-q-i
av x axV x V’

M ¿5K IVÏI M v v
Kn-i+1“'=‘¿+1(VJ/¿5+2WJWQ.LWL(VJ/¡“JWJ mmiftr - x Jl=ï+¿ x J}

(2}

K ' ' K I M V M VD-thJlVJ/EJHWH" Q-LKLLWHL-fiu-IWH P+C|-i[=i[ "VJ/:iut “VU

. D'J q-'. 0+1
H-lJ ¡xóv ¿vxv

K (¿-1 [VJ/M [VJNK
(¡h-j “J ’j+1

0K ’
M V M V ' M VV M V

q_L+1L_.L+1lHg“? J)—)5+c,_f_llï+Sx )/,i_+2_le JJ

donde ,1 +1. n 1
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donde x x X es el esquema producto que resulta regular y noetheriano

pues X lo es; Qí{X} es la categoria de haces coherentes sobre X con

soporte de codimnnsión mayor o igual que i.

¡mp/naa, 5;: Kimkwugkflwn —-—>Ki_1(b_4k+lW)/gk+.¿(VH

está dada oor:

__ L! 10 “Hmflw’ïmz ;
(VN —->Lk(VJ/Mk+2w)—->Mle}/LAK*1[V}-->0

La demostración es obvia e partir de 1a prooiedad II. del producto.

CGR:Dados p,qtNb :(Jsj.<p+q y V abierto en X, se tiene que el siguiente die
ggrana es conmutetivo:

e cazo
419(.u. Kp_¿ktx}x LL Kany); “"1 fix LL x Mt)

t VXE ye p+q—i

g (¿pg?x 1a + ("1¡”'Jtid x ¿“fu ¿TA

G) t LL K _ _ Mx") x .LL K .k(y) o aq a

l; 1 l LL Kp+q-i—1k(lt'¡“3‘ Kp_Jle} x K tu ¿Vkly' "
u:V¿ yoew , 0*..4-1 1+1J il



BO

con A} K i(¿itv xvnghlw x vu) ——-———)K1(fii[V}/f¿i+l(V}}p+q- 0+!!!

1nc'ucidu. 1.101"A: V —-——)Vx V g AU} c (x, x) \ Ver Agendice de
esta Capitulo}

PROPv. 4 : Dados p.q E No; L‘-slb<p+q y V abierto en X y “La {UiJi‘I cubri

L-ntode V; se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo.
1..

K A 1+1 ,
¿31thpr x éleKq) z 4 (WXMKDMJ

1 1 1 .1
aux 1a + (-1; ud x si; ¿wink

.‘-‘ + ¿4 I J 11' 1 _ i. 3+1 , K K + =+ _ .'

uf [pr1 x {16Man (g (Mp) x 5‘ en;an -——-> f, (mm-kw;
. i .

.K :¿iLW-L,Kpjxédfluxq} +J(hx'b.,Kp+q}está dadapor

u.KMs.tu (x.y)- s {ad-Ki: (y)[1050J550{11+J51+J} 100.0 1 Bio-¡51+J

(Por abuso de notación. seguimos notando como 51 1 a s U j
D... i . 100.111+J

Ser-m(mtjeéiühmp) ¡33(M.Kq}

.J J 4+ 4-1 k
(af o - {sus}; - HMS.“ A . -

‘ K [1050}...[1i+J+181+J+1} ¡spa K (105°)v0(1k3k100(_11|+d# sig-JH
14- +1

+ (-1) s
.Kt51+ caos 10-o'a11.KtS ¡ogaos1 1+J+1 k-.i+1 1 k. 1+J+1

i ka7 s A
k...r3. 1°.O.lk. 0011+1

(af uso -Ï(-1;’s
b“ Jamjul no Jo'HJr'NJiq-l

J I." r

(B .Ht} . - ¿Fl-¡t
CU» ioutolj+l ‘ ios-¡irnoviJ+1
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1
(.Kotáu x idMs J

nt“
lloso)"'°ui+J+131+J4-L

i
O . t a

10..ali+l Kgi+l"'si+‘j+1
141 r

aí J UO.ï ’..1 .‘Qs - ( . fi J
r o o r 1+1 1+1 1+J+1

1 .

LoK'fl-l} lid x J Ms.th 1 l 
l (3501”.L 1+J+181+j+1J

1 J-(-1}s .( t} .
10-0011 Kuzfi¿_ siooosi+d+1

i JÏÏ rfl 5 - t A I
100.011 K 510.051+r-u081+.j+l1'10

ÉÉÏ
r+i

. {-1} s -t . A '
rgto 10.0011 K siboosi+roo-51+J+l

iïbl. (-1; s . t A - t a IBi J
¡(“o 1000.11 K Sioonskooosi+d+1

Se ve inmediatamente que l a I ) + t a I a J a ( a 1 , que es lo que se

queria probar.

COH:Dados p ,n. G ¡roms i< p+q, V abierto en x y (Ls cubrimiento de V: se tiene

el siguiente diagrama conmutativo:

n
’ I ¿3 , \ , N ;

C.ÉLÍ‘MMDJxgdl‘quq} _O fix
L-LJIÍ. 

1; . L j 1

ltgnimkx 1d+ {-1}ud XEM” akI . J
-1.+1 e J ' , fi+1 .- A um \ 1+1 ‘

e B wm”;LM.KqJefiLtkap1xfi (qu———-—v6—> (ru-Mp”)L+



Hilti“ V.5: E1 morfismn inducido en ADM) x Aq[X} por el diagrama de la Prom.

V.3 .n el producto de intersección clásico.

I 1‘ ¡a " k
LL. no .‘z)_x_lj_Kany-1L) _}_¡_ ¡(kun-¿LL K'k{z}
x sap ye v' te wam 7e °

(2° zz . ' V55”KIS-WVHHVKEVEV. MVVM vv MVh V
°l=wl =Ú+1l “x 0L l H-n-ílorgKo‘ÏPS-qx Jl'aumílx J}_)K°(zrvíq)/‘¿p+qí1“

Pero .Ktí, E; . 50M si (e. meKOLQDKVJ/g,+1tVJ¡xKotgqtvugmlvn
V

n rn mm
o sea que, si xevp e erq , .K(k(x) ;k(y} j. k(x.y}

Pero,en Ap“) x AQ“): si nexo o ngq resulta que x.y 5.15%wa

i i .
0__b¿s_:Si en las proposiciones en las cuales aparecefi Cuál“) aparecierefonstr}

(dondef ¿(XJLFJ son las secciones no necesariamente continuas). dichas:
proposiciones continuarian siendo verdaderas. Además,se tiene, nera todo

V abierto en X y para todo (LA.Cubrimiento de V, que los diagramas:

i . j al u.-' 1+3 _
¿a mío) xgatüagq) -—-——-K-> ¿v ((155 )Dm

5

1 ' " -. .
¿éáwspixé’agmrq)¿Jafi’ïu J=-n+q

14;p; gejg'm son Conmutativos.

Por otra porte tanto X9 K . v
, °( ,__p})0s1sp , Comoí%fp_ik(x})asi\<p .oni

rorulucionos de ¿(pi por haces Fláccidos: por lo tanto,1 Como

¡[7:¡K357p induce un único morfismode Hp(x,'5_n)x Hq(X,KJ =q41 —‘-=p+q



en Hp+q(x,¿<p+q}-resulta que el morfismó inducido por

fip( JL,I<J xflqtfu } ——>fi°"°('x, 5 J coincide con el producto deO :0 0 ‘q D ‘FNQ

intersección.

‘J..3 - Agóndicq

. . IK

Definlremos aqui A : Kp(x x X} __.g KDD” .

En el próximo capitulo definiremos, en general, si 1’: x —-—) Y es un

morfismo de esquemas la animación f. : K (Y) ———)¡(DUO inducida.n 2
por f’ (Dem J.

0

a II , o
Si (EN 1€Kp(x x X}. definimos A [add .- E.'A°L} , donde 2a n

-1 _ 
ASA [VJ-tv Ox:1W},aiVes abiertosnXnynes tal queEV

n
es sumando directo de 0 

XxX,V
¡E —l . resulta un D -1 - módulo pro ectivo.A a (v: KA (V) y

i
y ¿soil-IW) . ¿void o; _1¡A (VJ

V,¿I. - ¿loumïí g II

FJ'IUnCitlr'emDSaqui los axiomas 6 y '7 que verifica el anillo de Chow

ue un es ¿uemcaregular X; como App” e H°[x,¡_sp) si x es un esoueme regular y'

nn este caso el producto definido en .nmbosmiembros coincide, los axiomas: se

w-¡uf’lcan tanbien en HtX}.

"x‘iorna6: Si Y y 7. son subveriedades de X que se intersecan propiamente [es

deczzr, toda componente 1rreduc1b1e de vnz tlene Codimensión igual e
ocum Y 1' 86mm Z). Buque escr1birscg

7.2 .Z 117,2;wJ1.‘wd



fixiuma 7:_——_

donde 1a suma recorre las Componentes irreduuibies WJ09 YÏÏZ. Y donae

ily,Z:wJ) es un entero quo defiende solamente de un entorno del Dunto

generlco ue W sobre X.

bi Y es una sunvariedadd de X y Z es un divisor de Cartier afectivo

que 1nter50ua proplamente a Y,‘entoncas Y.Z es el ciclo asociado al

Lic. 15'. ecuadivisor de Cartier Yf\Z sobre Y, que se define restring‘a
cian local de 'Y a Z.
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JI - DEFTNÏCIÜN Y PROPEÜflDES DE f}. 1 1" , DADO UN MORFIZ‘ÉMODE EQ‘JUFÏMASf

Sea f: X —-—€)Y’unmorfismo de esquemas. Se tiene entonces un morfismo

del espacio no base de X en el eenecio de bese de Y, y para cndn abierto V

dal eespacio topológico y, un morfismo de anillos de OYN en Ox'T-¡(VJ .

v1.1 - Definición de r“

(¡ea1ENh, definimos: fina“) ___) Kitx) comof'tgflc) 1,m)

donde, dado un abierto V de Y, Ev es un UYV-mddulo proyectívo. (Es decir, exisI
n

tu algún nefid tal que Ev es sumando directo de 0Y V)I

Definimos entonces f“E _1
n

n -1 S - . ‘ - d
(V) Ox’f w]. que re ulta un Dx’rle) m6ulo

W,‘ '
n

proyectivo porque si S es tal que EVes u of”, , entonces:

c ( n _ .0 n 1 .n

‘H‘r‘d WQV DY,uuuxx :E-.—-)E‘sedefine
Kia v 1-1} 9 f'd _.1 w aoLl. 1do.; __1 >. f (W V (gw ..F un

Se vu claramente que F‘ está bien definida y además induce un morfismo al

n n
0 1 -.n 90 1 J
Vx,f- (V) _r,v0Y 5.9- @V)

i i
:uc también llamaremos f‘ entre H (Yéi) y H (X451) en le siguiente forma:

Fi KF“ {VJJ1ÉI es un cubrimiento de Y y ee tienen secciones

Vjoudi ““ü-áKflVJo'uáih donde V:l . v.jn .,,('\V0°”Ji o Ji‘jo..;jj

en tuhiu «al cubrimiento Nx- (UJJJÏI da x , donde UJ n f-1(VJ) y las: secciones

(rs) :U ——)K1(UJ.. . . }deda5 por:
Jos-cai Jollojl o ¡tdi

{fas} x --. Fl s 4' , a
. ¿U_O'Ji( J t Jo“¿ibm e Kitf {VJ°..’JÍ)) Ki(UJ°'.'jiJ , M1F(x}ay
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Übz: f' Conserva le Codimensión.

See: ahora F: X —-—> Y un morf‘ismo de esquemas. Supongamos, sin pérdida

de generalidad que X e Y son conexos. Sea n q dim x y rn 1. dim Y.

Def-miremos ahora , en el caso en que n es menor o igual que m,1a aplicación
-:'L m-if¡¡gm (XI¿”-11 (Y!¿"1-1)o1€”

Pedimos que f sea un morfismo propio; en este caso, 1a imagen por 1’de

Cualquier conjunto cerrado de x será un cerrado de Y.

Dadoun cubrimiento M: mi)“I de Xy una sección SGI-¡141%, ,' s'hi}

resulta que f‘(sop s} es cerrado en Y. Puede suceder que dirflflsop s})<d1m(sop s}

o que di.m(sop s) s- dim(1’(sop 5]}.

En el primer Caso decime que f's a 0€ H":1(°\P', Emi}, donde °\?°s (VJJJ IU“;

es el cubrimiento de Y dado por VJ a (HUJIÜJ, si JJ Jo y VJO1| (Neon 5)}.

En el segundo caso consideremos a f cama 1a composición de los morfismos

f1 e i, donde f1 es 1a correstricción de 1’a HXJCY 'e i es le incluflón

del subersquema cerrado HX} en Y.

Si pedimos que F. a 1.071’. bastará con definir 1‘ y F1Il .

(I) DefiniCión de f1 :
¡l

Sea (m) g ¿(n ilx}. Si U es un abierto cualquiera de

A, EUes un módulo proyectivo sobre 0x U: sea entonces néN tal que EUesI

sumandodirecto de Ugur Entonces, dado un abierto V de Y, sea:i

f" TH. o E -1 mirado como O -módu10
h!" xv |P (VJ ( Y,V )

f1.o¿l V. célfslw') E IF-IWJ ——-)EI (mirado como morf'ismo de D ' -mó
-1

F (VJ Y v
dulos, o sea:

(f1_na.xJ - fm." (x). si aeoY'V )



É’

Para que fl‘E V resulte un móduloproyectivn sobre es necesario queY,V

s . ,cti o sobre 0 .Esta condición se satisf1ce en el cas°x.+-1m e“ my“ " m l o

cn rue f es morfismo propio, Doraue entonces 0 _1 es una D -61gebra de
X,F (V) Y.V

tipo Finitu.

Defí.nmos ahora 1a aplicación buscada, n la que también notnremos f1”.
n-i .

“¿de el cubríwicnto Í» de x y 1a sección 5€ H (q&,5n_ij le anocinmos eh

cubrimiento'flfde Y comoantes yz la sección(F1.5}ehp’iC\F.5n_iJ dada por

——-—>K mamá ° n".1
. (Vn-i J “.3

o
(F1 53} 3 V J, donde Vfl j ...J . J ---J .

o n—1 o n-1
"’J on.n-i n-i

(fil sjly} a f1 (s(x)}.[R[F(sop 5)}:Rlsop 5)] , si x es el punto genéri
' x co de frllfijfl

(II) Definición de il :

Esta definición no se hará en general , sino 5010 para una

c1 se esoecial de innersiones: las inmersiones cerradas regulares de codimensidn

d, aura ngün díJND .
o

sea Á': f(X) . A X' puede asociarsele un elemento de H (x'.50),=r"(x',.5©},,

e es la sección global oLx'Yque a cada xex' le asigna. al elemento Ux' _ de, ,x

g y se tienaun cubrimiento por abiertos (UijieI de X', donde, para cada ieI.

. u_n x' abierto de Y.
5' I 1- .¡

y y es

¡14%,Y le asociamos un elemento de Hd(Y,5d) al que notqrnmos de 1p

forma. Tomamosel Cubrimientq abierto de Y dado por (VijieIkJLX:,xï,..,xdÏI}

ñdumfis

misma

X‘ a X C“"“ÜÜ 0——....É;>Q¿SEYes una cadena de cerrados.( Observar que X' tigne

uudimen ión d).

———Ühss Pademos sunoner que d n 1, si no, se considera x' cerrado en X1, x1 en X2,



BB

etc. [todos de codimensión 1 en el siguiente}

D Sea entonces i: x' G——-95Yinmersión Cerrada regulnr de codimensión 1. Entonces

el anillo lacal de un punto x€ X' es el cociente QYx/(Flj, donde f es unI

elemento regular (o see, que no divide a cero en ÜYx ). Tomamosel elemento
9

0¿Xfc HlfiY,51) asociado a X', definido por:

{a , id) si yd X'Yvy

H" 0o- ñ
[qv,y. 1 f1) si ye x uin uJ

bs: La multiñlicación por [1- f1) es un morfismo inveraible. (Se sabe que f1

no es inversible porque (f1).0Y'y debe ser un ideal propio. pero comoOy’y

es un anillo local, entonces 1- fi tiene que ser inversible)

k .

Podemosdefinir ahora, para todo k elKLuna aplicación 1al de H (X', 5k} en
+1

H (Y, ¿(+11 como sigue:

Se: 1L e (UÍJieI un cubrimiento de X', donde, comoentes , cada Ui es le

Jí - 5 ' 1 ' 1 ° Si . 2 K U_

-nter ecc16n CJn X (e un ablerto V1 de Y y acciones sionik Uio ’1k-—+kl 1

Se toma entonces el cubrimiento de Y dado nor (Vijfi;fj {x'c} y lan secciones

o"1k

(iah)io...í z v. __.__) V J tales que
k+l 10...1k+1 Kk+1( 1°...1k+1

- . p o¿ J ( ' lI 1, . e a o Si y e x
x1; ’io...1k+1\Y¡ 1°...ikky} Kk x'v 1k1k+1 v

' ¡0:0
a i.c’...'.!.k“1 X

Dbtz F cunrerva la dimensión de un subesquema cerrado..___— I
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Verificaremos ahora los axiomas que deben cumolir f y F! para que el nroa

duCtO .K definido de Hr(X,5r} x H5(X,5ü) en Hr+5(x,5r+3} sea una teoria de inter
D .580616n.

.5JiIO?.1.-'\ 1:

I'AIX 2 2

Übs: En Los pesos intefmedïbs omitimoe , dada la buena definición de

El producto .K es conmutativo.

Basta ver que el producto definido en los 5p es anticonmutetívo.
Heferimos a1 Teorema 4.3 (3}, pág. 83.

Sean f:x -———)Y;g:Y -——-—4)Zmorfismos de esquemas. Se VEFÍfÍCH que
a n n

Fog a [QGFJ .

Basta probarlo para los morfismos f' y 9* .en 103]}p
Sea E" un haz de módulos proyectivos sobre Z.

Sea w un abierto de Z, V un abierto de Y, U un abierto de X.

* ' "'jzf I' n[f og (En - _ c f L u Q o _1 ¿a - - a
I f, llg luv“ Eivozflpïtg. f, 1(g luv),

n.uegqoo ¿"Mmm 1 -1. .K®idl-'- ng (¡U 1P- (g U”)
U ' W193].th

LU _n m _ _ n o! r-V

{(C..'¿80vx'f ltlfol},}’ ® Jgti

.HE; ÍÏIÏ’f-ltg-IWH¿r
¡"'m,oz® 1a) e”

num
a“. 0 - .48) 1d 2'

‘ w? ,><.r'1lg'1twn ’
Z,w 

'Ï‘ u ¡6. - ..
f'yg'

lan barras que indican la clase de un elemento ani; .

“¿K1 C-E.‘’X IE:

ü p

nroníos¿ Weverifica entonces que (g;ona . g.of* .

g:Y —*——)Zmorfismos de esqueman; que ademas son
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[Pedimos (además que dim Xé dim Y édimZ}

Podemossuponer, sin perdida de gnnernlidad quef {X}tiene codimensidn

1 en Y y que gkY} tiene codimension 1 en Z.

Sea ZC: (U1) un cubrimiento de x y sea si ".1 :Ui “i ——9Kp(ui“1 )o p o p o o
iEI

Probar-emos primero que:

dim gU‘ksop s)}<dim[soo s}<]=p dim ghop f¡€)<dim[son fis} o

dim r(son s}( dim(e=ops]

Observemosque (sap fiis) es vacío si dim flsop s)< dimtsop s) y es
igual a f(sop s) si dim flsop a} c dim(sop a).

h) 1'31dim flsop a}(aim(sop s}. entonces:

dim'g(f‘(sop aJJé dim f’lsop s)<dim(aop s]

Si dim g(f[sop s}}< dim [sap ns]. resulta dim g(sop F.s)<dim(=on fis}

(considerando dim flsop s). dim(sop s) J, luego se obtiene la desigual

dad buscada.

La demostraciónes análogaa la anterior.

Podemos suponer ahora que dim{sop s}. d1mg flsop s).

‘ácani:r[X} —-—-) Y; nghj ——->Zinmersiones regulares de codi

menszdn 1. Sem¿XY el elemento de HltY. 51} asaciado a HX} .sea

a¿Y? el elemento de ¡4112,21} asociado a gb!) y ser-zOÁXZel elemento
p

de HI'LZJSÚ}asociado a g{F(X}J.

ol oLp - - o¿
01" Pf'lnlción, xY.K YZ .xz "

Dz'Uoel Cubrimientoude X, le asociamos el cubrimiento V. (Vi)16IU(Y_X}

de: Y, dcmde Vi a (fltUÏHc
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Entonces: (f‘ sj- :V o —-——-)K {V 
' It 10...ip+1 10...).p+1 0+1 io...1n+1}

r
(FKVJÉYJw LR(F(50DSJJ=R(300 511 - (Fl'sgtYJ-K(D&Y}i i (Y) , si y€F(X),

"LP p p+1 0 =i no

Para. aplicar g. , a K/ se le asocia 01 cubrimiento Uf. (wijia. (Z-Y]

g.(f.s}1 "-1 (z). [Hutflsop s:})):R(f[sopsu] .[H(f(sop s)}:R(50po 'p+1
a¿f.sJJD-oon+1(ZJ. .

c [Mgülsop s}}}:H(sop .gliü‘l‘SJJO' . 'Jm-IWJOK
. (0€ } {z} , si y es el punto genérico
K YZ Jp+1Jp+2

de g'l({ï})

' Efldflmp 9-“hmson 5’].'gll'tfijp- on(S(x}’ko¿vap (yJ9+1

. (z) . si x es el punto genérico de Fllí}
K YZ

áp+ljp+2
n 1 '

Se necesita qua ¿mb/j - 91m3},con? € H (2,51): lo que resulta

ciurto si tomamosflhfi' (0:2 ' 2“ o 51 Z N EW} o (donde X99 la "‘uu’i'"I
aliencidn por g(1-f’1),

(On ' id). si no. nue es inversible)
_.z

U“ EntonCES,9*[f*(s)}‘jonhjp+1[z).

. EHgU’h-ops)}aR(sop s}_].(gl¡of‘1¡}Jo__.Jp(slx}).K

- (styJJ- o! (z) 
K/%pjp+1 K Ysz+1jp+2

.‘Ln{g(f’(sopsnzfllaop 5)].[91“0P1.}J0”.Jp(s[x}LK
(0

n I
3‘ . o n , '2.9ty1' J (2.2 (n'K

[dnnt'c Ï' es la multiplicación nor (1-1’2) ,l.



Por 0| 1u parte,

(g r¡.j (z) n (al r1;_J .3 (s(xJJ-9J (z) .¡1' l ¡»H-2 0'” D k X] jujn+ljn+2

e. ul nunto generico de f’l (g'IQÉÍH .
n[inch ¡{W lt es por definicióri (Ü.

J \'; ¿»UL J“¿Jn-’pu-jp-I-Z 'Ï J. (Citi/U

(si f(x)-y), barataver que al; r1. - (glof1)' ‘.

Puro (r1 1*(8Myj .. ehhh”; si x es punto gcn¿'rico de f-1({;}}

ohlfkhmz) - 9131315)“)! - 91.(f1.(5lx}}

(31°f1J.(ÜJ(l’ - (gloflJ'tstx)J

Luego. hasta: ver que (glofl JI y 91.0f1. coinczirlm nn los __|_<p.

.,1 V uz. abierto en Y, Wes abierto dn Z:

í’1¡(lï',a¿}u. (E‘f-ltVroCJf-1‘w)

r E,«: .fE ,fo¿
gls} 11} “W t ll |g'1(W} 1 lg’IUJJ J

JW' (E r‘ “ILWJ'd‘alg'ltw)’ ' {Eon (aorJ“1(wJ"“ ágof)'1(w)

- (131°f]Ï.UEI ¿JW
'_;:)-..:Pura (i'ntu dunuzatrucidn se utilizó al Axioma 4 en (G)

Sea f: x ———-—)Y un morfiamopropio. Entonces:

.,i x6 (I)HI(X.51); yeGBHi(Y.51Jresultn que f¡!x.Kl’.(y)) a. f (x).Ky
ielNo iGNÚ "

::;e purzde vur‘ificur que:

ui". t'{:.up[x.K1"(;sop y)))<r.iim sop(x.Kf.(y)}q»_-¿u:m ¡"(son x) (d1m(sop x) o
nl-‘J f’flxnsnp y 1 a
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Si dim f‘(sop(x. fly“ q dim sop(x. F'Ly“, y f’ y i of ,
K K I a a

u l nf ' f . F I¡(xq (yn - 1,} “(a K¡tu (ym (en

Si el axioma vela para inmersiones regulares y para morfismos tales que

Xt Im(XJ' 1 IIi. -.|P'qu'
(I)

nea se H (Xéi) y sea te (ná) , queremosprobar que:
¡n

F1'[5.Kfl[t“[yj c. €1.3(y}.Kt(y), para todo (Jo'ooo'dl'giy para todo
€Vy Jo"'JI.+1

(¿ondesi (Vj JJeI es el cubrimiento dado con s, y (‘t'kJmI._ es el cubri

miento dado con t, entonces {UJJJGIHes el cubrimiento dado por:
c c

(flViH Ñ Wk.

Supongamosque i>0.'

Basta ver entonces que e]. siguiente diagrama es conmutativo:

H.‘F.'.x id' 'K

51m ¿gjm —————->¿im x ¿jm ———-——>J_.<1+J(YJ

1in x f' l FMI;'K
gi“) x 53W} ¿índtm

(sLyJ'ttyJ) 1-———->1F1.F.s(y},'t(y)} H—-)4>'1(4>(R-f.s(yJ-Kt(yn

e.) = R.F.l4>’1(<1>tstyni,<r'tttyJ

{ukym‘ttyn e ;<Í>'1(‘{>sty}..<fitly}n

monde R 1! [FHHsop si- Qsob sil



Donde q): iii“) ——-)__tíi ll-QX) es un isomorfismo .

Hrïyque ver que @" © '
-1

pero (D . a.<l>t? (asuman;
1

Por lo tanta, basta observar nue 1’Ilconmuta con 433147porque entonces

¿WH Ci>ts(yn.,¿""u:(yn- 4>“Huq>t==tyn.Kr'tt(ynJ

y a este último termino . podemosaplicarle 1a hiúótesis inductiva

(inducción en i), resultando igual a:

CP'ltr.(4>(s(an.Kttyn - qD-lWlfllüym-Kflyn

“Supongamosahora i. O.

See s€H0(X,I:<OJ y sea te HLtYLiSL)

Sea yeU , queremosver que (PisHyLKfly) a f*(s.Kf*(t)(y})JocooJL

Basta probar que: f*(s(y}).Kt(y) u ¡akii-Juny“

Pero: f'(t)(y}e KL{UJ. J J; si fly) . (e, o< ) y v es abierto de vo... L

F'ktky}1r-1 - (E

nen _ 91d dondenestalqueEGS.d_1
(VJ v¡JY«xx IW)” °< J' v vÍ

YV

5 ‘.Ft -th2F"E’_
(Y: (NIF-itv} JF lu“

-(F )
n n-1 ao -1 sEJ-(F-1 es

f‘ (v; y X,f (wo v .i’ (ver v
¡(J-"¡gw ww ww

donde s(y} a ¡6500” , F haz de módulos pmyectivos subre 0x.

Por otra carte, si V es abierto de Y:
- É

aflv . FEF-1“,

fítstle-tlfl - (F _1 e E y idG’aU
K v r m0 v

vw,

Pero: f‘*{s;(y}.Kfmyuiv . (game EV, id® au
“mv

'I
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{II}

Sea izx ———)Yinmersión cerrada regular de cadimensián 1.
m

Dados 56H1(X,5i1; teH (Y!=Km},queremos probar que para todo

ye V. (donde al cubrimiento es el siguiente: Si (XHU )
Joooojj-+m+1 J

es un cubrimiento de X, y los U son abiertos de Y y (wljm I, es elJ

cubrimiento dedo para Y con 1a sección t, entonces los Vk son de la

Forma Uán JL , donde U3 v U.j para algún JGI o U3 a Y-X )

l, 1 í s t K. V
i¡(s(y, Ki (ttyJJJ fl (y), {y} e 1+m+1(¿DHJHWJJ

. , e g
81 yeA , i.(J.Ki tHy} «-0

Adem‘s (1*5)(y1- Ü =s> [1‘5.Kt)(y} - O

91 y x, i (s. ft} (y) -..--[s. i‘t) (y). °¿ (y).
75 g K Jo...Ji+m+1 K Jounin!“ K XY31+mJi+m+1

ItIs i t Dé
don'Ji K J:l"°“J:i.4-m K mái+mji+m+l

Ademas:

(ip-KH . (H- (5- °¿ J 5 [S'Kt'KdXYJ. t .
Jou'Ji-HIH-l K XYK jo""ji+m+1 Jo"'J i+m+1

(y)
1+m+1" (S'Kt°K"¿xY’J°...J

y ÍÏ’It coincide con t sobre los puntas de X.

.--.xIDMLg: Sean sei-F{x,gp); te Hq(x.5q}: Azx -——-)x x X la diagonal:

Entonce3 a sxte Hp(X,I_<p)x H“[x,5q) puede asocidrsele un elemento 'de

HDMI“ x X,[<_¡Hd que llamaremos también sat, y resulta que:

s.Kt .A"(s«t)

La demostración es clara por la definición del producto.



Übs: Los 'xiomïzs 6 y ’7del anillo de Chowse veriFiCnmn en el capítulo V.

¡"EDESA8: X un esquema, entonces ¡410951) 1? Pichi)

¿ea Ze Pic“) yu. (U,)_ un cubrimicn'i'nabierto de Xtal que1 1€I ui

es libre, y sea(Pigouj-“áL UIS-1€ 1).

¡:1 ¡J

—1

tir:rr.-:¿ntmcesq)1ocbj : GUI“,J --—-----)ÜUPUJ isomor‘fismo [ihj GI)1

, h F. a 1 -1 r.
4.. con..,1d._r. 5‘64; H (X,l_<1}.(5;)ijtxj ' louinuj,av?iotfii>‘,}

v
Hemosdefinido entonces una aplicaciónp5¡——-)s¿ de Pichu en "lung-1)
que resulta un morfismoddegrupos. Para definir la inversa: daremos dos

_ v1 v1 . a v1 a .
morflsmos: H 0951} —-->H [X,0xj y H (X,0x} —-—>Pic[X} cuya composi

ción será el mori-“¡15m0buscado.

s ¡{.1 ¡i u(a) bea 55€ (MDX), entonces existe s (UijieI cubrimiento por abier

tos de X tal que s n (513}1<J€I
a

suguinuJ —-->ox(uinud)

Per-o, por definición del haz o; : tener una secciób del haz sobre.

U_.;nUJ es lo mismoque tener side P(Uifl.UJ,0x) inversible.
qua definen unSe tienen entonces (0 ) y 5:0 ._.__)

Uí iEI UinUJ OUinUJ

haz localmente libre de rango 1.

1
(b, qm"ahorJ 5€ H “551), exista entonces u. will-¿I cubrimimto

aiiiért-o de x tal que s v (915)1qu '

siJzuifl Uj‘fiKltuin Ud}

existen entonces, para cada x6 Uin U1 [V Lj), ne IN y o(e Autw'xnxjL x Ü

tales que s a Ü n \lX'XICXX
_. K

“:r ujnsider-‘- entonces s :UD U —-——-)0 U Uij 1 J >(t in J}
' /
su“) q det mx



.. v1
S é X K. o

Y i 0:1}

... .. m m
'-.>(.¡.(‘;í.'w.9: Sea A o]. espacio afin m-dimenzsionol y seo psx x A ---) X118 Proyecciñn

.. . x o . m - .
Entonces p z Hq[X,.|5q}—-—) HgUt x A ,Bq} es un isomorf‘ismo,:para

todo q “No.

li} Se puede suponer "h!" porque X x Am- (X x Bru-1} x A1:

(15,119 .. iipec ktxlj y x- x A1 - x x Spac ktx11'%-.x;x‘ ¡tf' 'SDeGk

.‘guego;UM]; - 0x kaIJ n Dxbí] .‘

.. , 1 ¡ ‘ 1 N a

[iii] Si [UÏJ’ie I. es un cubrimiento de X:(p'1(U1)]1¿I a (Ui x A1)"os un
cubrimiento de X x Al.

Dado (U1)1€ I cubrimiento de X‘JW'J)J e J. cubrimiento de A1le cubría

miento de X x A1 dado por (U1 x ijie a es un refinamiento de ‘
(ui xAljiqfi J‘

{Junta domostrer entonces: ol Axiomo9 conutruyendo una aplicación

inversa a pIi g ¡(quJ -——) Kq(X x AI} a 1a que llamaremos: ’h”.

Sea U-ÏPlelf. . .',"'xq_1)}e qux x Al ),'entonces (“E3564 en
¡e _

(Ti ny m E nue oo proyectivo oobre 0M1’1(-X’OJ S Üx’ux{X90}

(71“ch 'aLt.wáj.Es claro que p“ y T‘r'nonaplicaciones inversor.

A>:_L[‘¿¡_'._r¿_1[j:Sea Y’——-;I X"subvariedad cerrado y seo U 1 X - Y.‘

Entonces,para todo qe N ,io siguiente sucesion es exacto:

c: in "514d 1"l pm

donde i z Y'-—-) X”es una inmersión cerrado regular de codimonsiún d.
j : U —--> X'es la inelusión.
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Beata probarlo en el cano d e 1.

(I) Vo mos que j*oi¡ _ 0

w Vin Y, y S?fi90? LUiJÍGI un Cubrimiento de Y, dondn Ui
1 in

11.q . i
H(Yi-5:1). ¡{Ey’ZC"1]"..icax|pequ_|

k
(Puede sunoneree Ey s OY’Y J

Tomamosel cubrimiento de X dado por ((Vi)ieI,X-Y)

-—) Kq+1(V1 Ji e :V 
( i Jiooociq+1 incoolq+1 oiooiq+1

id si xgéY
i S X 1

51°...1q x .K(Ox'x,1- 1) si xe‘{

donde s ' “ Iïï es el elemento de K (0 - ) obtenido extendiendo
io...iq q X,x

1 fi 0C k ‘ o k o k os mor emos¿ruth-1 .ÜY,yaque ¿irniq-l. X'y_9 x'y ’
ooe J,

Cono Jfl restringe el haz e X-Y1 U, resulta que 3‘91“(sj s 0

(II}CnmoU os denso, toda sección contínua de un abinrto se extiende
du manera única a unn sección de X.

Por lo t1nto, J. es un eoimorfismo.

(IIIJVeamoe rue Ker jgchm 1*

Sea tGLHq+1lX,Eq+1) tal que Jat o 0 en Hq+1{U¿En+1J

Esto dice que tadn intersección de abiertos del cubrimiento

V de U nara todo x V ' 1 lt xio"'1q+1
es h'n tó ic " d . . . .

ono o o e [Ox’x¡ i j en Kq*1(0xfix) Pero,

(j t); (x) . t. . [x si xe U.¿L)o.'1q+1 J’



QuE-remosprobar que existe squ(Y,l_(q ) tal qua 1‘5; 1 t.
. r

Sea ye Y- X-U, entonces ti ".1 [y] g (OxTy,Z°¿ÉNJ. xanxrq},
o q+1 1 q

l o¿ _ m mi

mnde r1...r¿lox,y —')0X,y
k J1 Jq_1 .

‘31sion_iq[y} a (OY,y,Zfi Jlu_3q_1x1...xq_1 J, daba ser
n

homotópícoa Siouïq ïÜ.K(0x,y, I-Fl) en Kq+1(0x’y}.

Po B‘ïtü sucede si y solo sic]> (t . [yn es homotópico aion-clq+l

zion.iqu).K 1[°¿XY(y)),dondeijzKwafl} )KJ_1(f?-0x'y) es al

isomorf'ismoque se usa en la demostración anterior. (Jél)

nObS‘ ' ’1
Entonces:

------—-—¡—T k .__________ . a1 Jq-1
sia-"iq y ’KCPÑJXYWH" {OxvYoïf-OX'Y’Z/M MWh-1° 1d’x1""‘q-1 J

y si Batamoscïq+1üí°u°1q+1 (VJ).
L L

m Z N e 1d 1 (1-1- 0 IU.
( xml?” x.y' . (¿11...Lq4 J"1 "a-l ’

Bï‘ñtf“dir ue _. a z
i HL q flJlo.-J(¡_1 Jlno-Jq_1

a
A continuación probare-mosalgunas propiedades de F y f"

¿10* VI.1: CerznX e Y esquemas y sea sz .___>Y un morfismo de esquemas.
k

EntonCns, para todo kai], F‘:Hk(Y,_i5k)--——-)H (X, ¿k1 es inyectiva

' k
¿251: "aan 7,1.«[U ) uh Cubrimiento de Y y 56H (U. ,Ekji ieI

Y‘ .(VJ “¿letra cubrimiento de Y y te «(37,53) y sunongamosnue (‘13,:f‘t

Enixnena:

.\ .., .. .._ m- - - ¡I
:e um... .1 cub_1mlento Ufflwrjren que reflne a ambos. como F’s 1 f‘ t,

¡F i

(f‘ :;)r0.“rk(xje [F t}r°”.rk(x}, para todo x6“!g .HrkHVLro ... rk

Pero \F“s)ro.¿_rktxl - r'ts,°,..,k(yJJe Kklf'ltvro.._,k JJ-Kk(wro__.r¿.si thJsY
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r I
(F t‘ Lx) - 1’ U: U“¡r0.oork Tono-rk

a
D B'ïnti! ver entonces que f es inyectiva en los Kk.

’jean (E ,aá);(E',‘o-¿‘) elementos de Kkb'lron'mk j tallas "(UB

F"(E, o¿) - F‘(E',.>¿'J. Si V es un abierto de Wr0...1:‘ki

EL n nf j - 1 - 1 d. a ,. h m
fllv} EVOS'Éfi'F ltVJ (t on P n es t 1 que Eve"; csumando d recto de UYNl

f' oál — o¿ 0 1
p...lui} I it

Entonces:

[E oc‘" 4.61%}. (9030"...Vow ¿of-INV v .v,vxx 1M

por Intento existe G, proyectivo sobre OX'F-llw, tal que:

( Oka)¿(Mamés 1dlúJ®idwes homotopicoaudEg idh}@(v¿'o iqü.)®1d8

Sea Z‘fïtl la homotOpia,dondeñ y YJO_'¿Ï.iáxiE..xí‘°

.d'eidnwen Kktr'ltvn

V» -(E on -1 Jeauz' a o". -1 G (E o n -1 63
.jl...Jki° VO"X,f’ (V) v x,r (VJKB .9 ¿e x.r (w)

Y,\l OYoV 'V n
(E'QD -1 JGG

U VOYMYJ’ (V)
conde‘ff‘mno as inversible y Los demas son nilgotentes.

Tomamoscntoncas la restricción de cada +31"_Jk1 a

(EVaíup..,11})e)(e¿@{u....,u} ¡es (mirando a G cornoOY,V—módu10

proyectivo, si 0. -1 e un al ebra de ti.o finit .- br
x'f (V) 5 g D o so e CNN)

a la que notamos:’ñluo‘jki . obteniendo entonces una homotopIa
. , J

entre (¿e idÉG ida) y “década 118}.
Por lo tanto: {E.o¿} - (E',o¿") en KRW)

¡3,4qu;VI" 2, 31 teH=<Lx,EK); eGl-+j(x;1_<_.¡h 1':X' —-)X es un marfil-mo da esquemas:
a: al» I

¿nu-¿i[Basta ver nun ni ole Kkmx’x} 3/36 Kij'x}, F‘báKfija F.[0¿}.Kf‘*((5}en ijmx'x)
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Supongamos que .90. l

f‘ld.Kfi} . f*(ái1(¿ , 45W)“; donde es 01 isomorfísmo entre Kjíoxfi‘) y KJJQQO
Entonces} razonando por inducción.

PH'KF‘Ü-óg'ltf'loé.k?(/JJ¡ -'?>"1(95¿.Kf'tóipn 

¿'Q‘ltf'w.,¿@tf’tfi)n - r'to¿).Kf’(_{¿J
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VlI - CLASES DE CHHRN

El oojetivo de este cqpitulo es definir las clases de Chcrn dé un Fibrado

vectorial E soïre un esquema X.

Le forma de hacerlo consiste en definir primero las clases de Chern de un

fibrudo lineal y luego, pidiendo que las clases de Chern de un fibrndo cualquiera

satisfagan ciertas prouiedades; obtener le definición general.

VII.1 - Notaciones

Gea E un fibrudo vactorial de rango r sobre un esquema algebraico X.

Notaremos PLE} el Fibrado proyectivo asociado e E, pE:P(EJ ——-—9'Xe la

proyección, y DELIJal fibredo lineal Canónico sobre PlE} (o sea: el fibrado

lineal dual de OEl-ljg que es el subfibrado lineal trivial de p’E a P[E} í E}.

Se tiene el siguiente diagrama:

OEb-l }

1.“
XPlEJ -—-—ï--—-—

conce puE es un Fibrado de rango r sobre P{E).

le,? mElases de Chnrn de un Fibredo lineal

Sec E un Fihrado vectorial de rango 1 sobre X.
Dafinimas las clmses de Chern de E en le forme:
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Cokïj a 1

cllEJ=dPl0E(1}}-‘Pl[5]}

cita} . o, si 1.22

donde [EJG píqx} y q? ¡Pic(X} H1(X 0'} '3.’HILXK ) es el isomorfivmoÍ —-—9 9 X '=1 ‘ '

descripto en el capitulo VI.

Entonces ci[E} e H1[X,_i__(i},'para todo i emo.

VIl.3 - (¡LW-ze:de Chzernde un f’ibr-vdo cualnuiora

Sea E un fibrado vectorial de rango r sobre X. r) 1. El. fibrado PLE)tiene

rango r-l sobre x y pq‘Etiene rango r sobre HE}.

Veamosprimero el caso r n 2.Flesu1ta entonces que p'E/Oel-I) ee un fibrado

linea]. sobre PlEj,‘ asi comoOst-.1).

Definimos el golinomio de Chem de p'E

ctlp‘EJ - u + c1{b*E/OEl-1)JtJ.l1+alma-1mm

y si i á O, ciLo't} es el coeficiente de t1 en ct[p'EJ.

Entonces cilpflE) e Hthtjéij, para todo 16N . Si. pedimosademasque:

CAFE} = fficihï“ la), para todo fibredo vectorial E y para todo morf‘ismode

¿:s=;uemasf , obtenemos p.(ci{E}}. Comotambién,‘ dado f, f' es inyectiva en el

zmticïo (¡81 capitulo VI, obtenemos c1(E}6H1[X.é1}; ya que éstos queden deter.
mianos de. manera única.

flv-aahora r">1 Cualquiera.

StrïanE(1)= p‘E/Dat-IJ; PU”){E} slPkFíi-DE}: pi: ¿ilEj -—9t5’i-1)U;) la pro

yección u. éi ér-l) g y en general Eu)- pït - /0F(1_])lEJ(-1)}.2514.-r-1.
ha)

Entonces es un fibrado de rango r-i sobre [WLEJy 0Ji.-1)kE1[—1}es
t'ibraïdulineal sobre Nit}.

Si auconemos definidos cilEa') ¡e Hi(|-'(E},_i51},decimos que:

1 .

ctm'E} a cttE J." {1 ar:animé-ut};
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3 ct(én} “1;;1U¿(élbti

. k
Egg: (1) ¿i p u a filtración:

m u¡i' 1’ ¡OI 1‘ lp E r'rD 'rul J E0 a

2n+25Iinnulcs Lí 1 Ei/E lé ié,r, resulta que:1-1 ’

Ct(p*€} ='j:r(1 + c1(Li}tJ

{ii} La propiodzd (a) se veriFiCa si rg E n 1, porque:

Si g! x' -——-¿9Xes un morfismo de esquemas y E es un fibrndo lineal

sobre X;

elm’rsj'q)(ïog'5(1)]}-4>[g'(oE(1n]-g't‘hoeum- Julien

Liii]81 E es un Fibrado vectorial cualquiera, exista un morfismoplaya de
esquemas f: x' )X tal que:

(1) f“: Hm >H(X'j es inyectivn

(2; f‘e tiene una Filtración por subfibrs'ldos:

il ,fE' ¡0.3
Confibrados cocientes lineales Liu Ei/E1_1, léié. r
Ente morFismof se construye por inducción an el rango de E.

Si rg E - 1 es claro.

Hen n e rg E y sea p: PtE} ————-9X 1a proyección . Sabemos nue

p* es inyectivu y p'E tiene un subfibrado de rango 1. Si EL1JGS

p*E/0E(61); tenemos por hipótesis inductiva un mnrfismo playo ;
q:xt—-¿; X tal que q. es inyectivo y q’éL) e: filtrado. Entonces,
si f a pon. f‘ es inynctiva y se obtiene una Filtración inducida de

ifi
F E. Luego, podamosobtener una filtración ¡de E cnn cocientes
linenlns.

IEQHÉMSVïl¿lz Lns clanes de Cher“ de un Pibredo vectorial de rango r, E; satis
Facun mas siguiuntes propiedades:



1U5

(í) Si E tísna unn filtración con Cócíentes linenles Li,r
14 iér, ct(E) ,in (1 + 01(Lijt}nl.

[11131 Dr, CJ(E) .. o

(iiijfii f:X' ————-5Xes morfismo nropio de esquemas, narn toda

sección se Hk(_x,5kj,para todo kéü:

F.(61(F'EJ-K3J - 61(Echf'..(s)

(iv) Si E es un Fibrado vectorial sobre X, f:X'-————axes un mor

Fismo de esquemas playa:
a I

c a I o¿(#5) Ke s r [c1(E) Ka)

para toda sel-¡((Xhtskj, para todo Mismo .

(v) F rmula de Whitngz:

Si Ü ?E' tE"
exacta de Fibrados vectoriales sobre X,

';0 es una sucesión
entonces:

ct(Ej . ct[E'). ct(E"}. o sea: ck(E) gÉ;;kci(E'J.KcJ(E"J
kéD

Ufi!: Conla propiedad (i) demostreríamos la primera parte de 1a observación anterion.

bom: (ii)

[Lii}Sea fzx'

m ;

Ec claro a nartir de la definición de las clases de Chern.

>Xun morfismo propio; sea s e FF(X'¿ERJ, entonces:
n

f*(ci{f*E}.Ku) v F.[f (Cí[E)}.Ks} aciLE}.Kf's (por el axioma 5}

Sea sz' ———-axun morfiamo playa. sea s 5.+F(xtgk}, entDnCEF2

ci(r*EJ.Kf*s . f'(ci(E}J.Kf*s . f"(c1(E).Ks}

(La última igualdad está demostrada en la PROP.VI,2J

Razonundo por inducción en r a ru E.

“P” L' ir #1 resulthüa un trivial.



444.-“!
| . \ . .

I "¿(16

"jj. r 1 k + 1, son p'E/O [-1] 1| E D ....DFZ D E -. a una Filtración.E r-l 1 o

b Por híoútenis inductiva: ctm'E/OEFIJJ (1 + c1(Li)}, dondeLi
111

l (lá 1'¿ru-2'.)son los cocientes lineales de la Filtración de p'E/OEl-l)

duda. Entonces p"E tiene una Filtración con Fibrnds cocientes lineales

Uat-1)/Eine0E(_1JuLi YLI.=
1 r.

CAD’ÏJ1 ct(5°)).u+ cuasi-Int) (1 + cltLich

(v) Sea 0 ——-)-E' ————)E -——--)E" —————)D una sucesión exacta de

Fibredos vectoriales sobre X.

AgliCamosln 0bs.(iii} para hallar F:X' -——-f>Xtel que f“ es inyectiva

y f‘flE'tieneuna filtración con fibrndos ‘cacientes lineales L1 [léiérj

y ffifi" tiene una filtración con Fibrados cocientes lineales Lglléíjé:s)

Entonces f‘E tiene una filtración con fibrados cociente: lineales L1 y

L3 . Por lortento: W

ctlf*€) - {Si (1 + 61(L1Jt} ¿fill + 01(L3'Jt}- cttfa'E'J-Cttf'E")
Luego: f“(ct(E)J - f*(ct(E'}J.f*[ct(E"}}; y Comof“ en inyectiva,

ctUÉ} 1, ctU-É'J. ctm")

1nun:.*.sobservaciones;JII.4 u fi
“¡W

CL‘:!';.¡210t¡-=rc‘mnseste Capitulo con algunas observacmnas sobre las clases de

Lnurnl

{.195(1%; '3u;nongumosque se quiera probar una Fórmula que relacione las clnses

tin Choemde un número Finito de Fibrmdos vectoriales. Si la fórmula es

vrrxizm'rzracada vez“que los Fibrodos tienen Filtracionns con Fibredos

CGC'Í.¿:'11L(‘.‘5lineales, y ln relación entre los f'ibrados se preserva por

productos f'ibre-¡dosplayas, entonces ln fórmula Vale en general.
.‘Zsstor’iïïLlltC:por la Forme on que se construyeron las Clases de Chnrn

:;..rt9 (lo del teorema anterior.



Si s21polinomio de Charo de un Fibrdo E de rango r se factoriza como:
1|

1
C.¿(E)¡TT (l +°‘¿_t),con 0(j_6H Phil) .d1,...,0(¡, se llamarán las raíces de 01mm

iwl
del fibrcdo E.

U

Esta:-Factorizecidn es puramente Formal y las clases de Chern de E son las fun

ciones simfitricas elementalesdeal....,°íñ.
r

Si E tiene una filtraciún con Cocinntes lineales Li y cttE) .TF (l +o(lt)¡ enton1-11CBS
Todo polinomio simétrica en las raices de Chern de E tiene una expresión como

:olin :mio en las clases de Chern de E.

>E'--9E -->E"—50Le fórmula de '.'.'h’.tneydiCe que pere todo sucesión exacta 0

de fibrados vectoriales sobre X, el conjunto de raices de Chern de E es la unión

cie los conjuntos de raices de Chem de E' y E".

PRGRVIIJ: Dádo un fibrado vectorial E sobre un esquema X, las clases de Chem
V

del Fibrado dual E están dadas por:

ciu‘a’}. [-ljiciu-I} (i-eNol

52m:‘31E es un fibrado lineal es trivial.

Si E tiene una filtración con Cocientes lineales Li (1 ¿i ér}, entonces
v v
E time una Filtración con cocientes lineales Lr._i.

Luego, “Punoy son las raices de Chemde E; -°í,...,-Pí. son las raíces
V

dc. Chem de E .

LL!fórmula de Las clases de Ghern de un producto tensoriel de fibrados vectoriales

'erzut'eX; EDI? tiene una expresión sencilla en terminos de les raices de Chern de

y F.

-;L'.U.\III.:?¡Sidi....,0‘; son las raicea de Chern de E3fllyocllá 50" las de Fo

“tonc‘ú “(5"fli (141-3 P: léjss) son las raices de Chern de EQF.
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La [itunes-í:ación de este resultado es analogía a lu anterior, contider‘ando

prime ¿al caso de Fíbrados lineales y luego el cmo general. Resulta nur:

ck(E 8)?) e; l': k-esima Función simétrica element-nl de “HHH” . . . . , «¿ra-fis .

F1 c rictcr de Chem de un f‘ibmdo vectorial E se define por la Fórmula:
r

in]. oo

donde OKI....,0(F son las raíces de Chem de E y exp x s Z ¿n
nao nl

Übs: (v) Las clanes de Chern de un fibrado vectorial E quedan univocamente deter

minadaspor las partes (iii) y (iv) del TeoremaVII.1 y la definición
de las clases de Chernde fibrados lineales.

(viJ-ïeen x e Y esquemas. Sean D y q las proyecciones de X x Y en x y en Y

respectivamente. Sea E un fibrado vectorial sobre Xy F un fibrado vec
torial sobre Y.

:Ji OSGMX}: (BerY), resulta que:

(01(8).Ko<} x F - citp'EJ.K(0(x/5} {ieINDJ

Epïmcr definición“ x fl). p’cx.anifi .

Lungo.citp'EJ.Ktax /3) - citp'EJ-Ktn'd-KQWJ 
. (citn'E1.Kp'°<¡«af/3 .

a an

- p (01(EJ.K’< ).Kq /¿ .

.[ci(E).K0( J x flv .
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VIII - MÜHFIÍWDS HEFIN‘DDS Y Í-SUCESÏON EX’KCTA DE GYLÉIN

E1 objetivo de este capitulo es drmostrnr algunas relaciones existentes
\

entre un esquema noetheriano X by el esquema Y obtenido por 1€ explosión de Y
a lo largo de un subes-suena cerrado X, tal que la inmersión de X en Y es regu

lar de codimcnsión d.

Se construirá una sucesión exacta:

k+d-1 N k+d +d N
\ Ho --—> ¡msm -—-—> lx,5k+d_1)0H {wm} ——->H" lY.;(+dJ-->D

donde X'es el producto Fibrado de x e Y sobre Y y k ¡E N10.

Pera construir esta sucesión es necesario definir los mrf‘ismos de Gysin

refinados , primero para inmersiones y luego para morrismes de intersección losal

mente comp].eta .'

VIII.1 - Morfismosde stin refinados

Sec 12X ———>Y una inmersión cerrada regular de codimensión d y see

F: Y’ -—-——>Y un morrismo de esquemas.

X' Ñ X X Y'.
Y

Se tiene el siguiente aiegrama,’ que es un producto fibredó:

x" —--—---—)''J' Y'

if
X.“urna-'97

‘ïii J: X' —————)Y'es también una inmersión cerrada regular de codimensión d".



liD

d' :Jefin'ircmos un morf’ismo:
y k k 1 :9HlY',_ }-—--—-)€3H x',

kai) 5< k2?) ( LS“

¿ea :3 el ideal rtuc define a X en Y. Comala inmersión de X en Y es regular

m3 cadimnn-sión d, ttzn'ïmos que nl Cono CXY- Specs-,3 tan/3nd") es un Fibrado

vectorial de rango d sobre X, notado también NXY(llamado e]. "fibrach normal
virtual" J.

Llinamos Y a la exnlonión de v a lo largo de x ( Y . Proj-(alnnnn2(
\ k . l su nSid-GGHt‘. df‘ilmosi ol.- .c N ." et.

¡(30 muy). e n l J ¿(g XY}KJ t J

fl ,0'52 s Y' a d C v '- 1 1 '
o (1} 31 Y , f 1 Y” snton es g idx , g 1dHJ<(x’5,<} , CXY CX_Y

i
y J .-. 1, por lo tanto :L es en este caso el morfismo de Gysin clúáibo .

Probnremos ahora algun-as nmpiedades de los morf’ismoade Gysin refinados.

'l‘í-íUaEMAVIIIJ: "Sean i: X ———-)Y. 1': X' -—-—--9_,Y' e 1": X" ——-—-)Y"

inmersiones regulares de codimensidn d, d' y d" respectivamente.

tales nue x' g X x Y‘, X" . x x Y" y se tiene ¡21diagrnma:
Y Y

Entonces [si n" y‘ q. e-ztán‘definidas) se Cumnls que:
_ ! . . ! ' J

{a} ¡“(damiva n qiuYÁd-H , para todo ole-G H [Y‘LEJ]
JQÜ

(D) Si p es morfismo olmyo de dimensión relativa n,
! n ¡,lÍ(D°L}1UQ(1 cx. ara tod oLE GHJ Y' K
Y" Yi‘ J},p o l

lc) 'zi d s d' . 14..(0L}=i'íton . para todo qñgijngá)
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Dem: {a} Si p es un morFiSmopropio; 1l (o ot} «nc (g'Nj. iñpOLJ
""" Y. I d K i

lb}

[CJ

Qgg: ComaCaso PsDuCiül de {c} puede Considerarse 1"= i',

(donde N - NXY J .

Por otra parte, q¡(i’ 0L] . q (c (q'g'NJ. íufituw 1'
Y" u d K

* Iv
a C N . Í" OL

dlg J Kq' t )

Basta ver entonces que 1': p. 1.q'oi" " .

En general, si f" y g. están definidas y se tiene e]. Cuadrado cunmutativo

m

z ————-——) w

g l l? donde Z es el producto Pilar-ado
X-—-—h—-—>Y dexyw sobre Y.

se verif1Ca que:
I I

h f n9‘nflam

i’ [D'CLJ- c tq'g‘NJ. iáïp'ccj - c_\q*g'N). {n 1")'(e¿1
Y" d K d K

.Eientras que:

a*t1‘ e»; - q*tc lg’NJ. i"ch}J - c (q'g'NJ. (1' a}'(°¿}
Y' d K d K

Pero :Joi" n í'oq .

.! \ ' i n OL
ly..( °'—.v Cata g NJ.K1 l J

, y l _ . m
1;“[g¿¿ . cd[q N }.Ki' (ca) . donde N' . NX,Y' .

Basta ver. Entonc'es que NX¡Y‘ 1 g‘NXY

Esto no sucede an general, pero si en este caso porque d a d' y las

inmnrsiones son regulares.

p‘idYI’qiidx”



112

lResulta entonces que i“. u i" y por 1° tanto 1 tu} _ 13““).

VIII.1: ‘ïïen'E un Fibrado vectorial de rango d sobre un esquemaY; sem
i

TTIDH'im

Dem: 1Y“

Mientra

cd-d' (JE). ,1" {OL}.. q"(cd_d'(g*N/N- }.

s una secciñn regular de E, X w ZL-sj; i 1a inmersión regular

de X en YgoLG I-FlYék); Y' —.somos.) g X' q. XÜY': o y q las

inmersiones de Y' en Y y x' en x respectiVamnte y sE la restric
ción de s e X.

Entonces, por el TeoremaVIII.1 {C}, al Considerar el diagrama:

x'My.

su verifica que:

1 l liMac}- sega; a s (saw):

VIII.2: En Las condiciones del teorema VIII.1, sea E el fibrado cocien
a

tr: g N/N', de rango dod'.

Entonces, para todo 01.4 9 HJLY",KJJ:
.120

! ¡a Ju.
iyulokJ - cd_d,la EIoKiY.l J

‘°" ‘ “d“g QJ'N"K1"'(°‘¡' q'(°dtg'u¡).gi"'(ebj

QUO:

l i i .
' I . n d,

tx Y" ch'tq N J K1 L I



Basta probar entonces que:

a m

cd(g N}. cd_d.(g N/N'}.ch.(N'}

Consideremos la sucesión exacta:

Io____..._>u' ¿g N ¿g'N/N'M90
Jegún 1: fórmula dé'n1itney para clases de Chern z

, a ' a

,u
1,0 K

Hero g¡H/N‘ es un fibrado de rango d-d', luego ci(g‘N/N'J n D si i es mayor

que d-d', y N' es un Fibrado de rango d', luego cd_1(N'J a 0 si O¿i(d-d'

Entonces, cd[g¡Nj a :ï ci(g'N/N'}.ch_i(N') 1i wD

- cd-d-(g'N/N'1.ch.(N'¡
\

Qggplario VIII.2.1: Si i' es un isomorfismo:

1¿.(°LJ - cdtg‘NJ.Kot . para tododéjgfíát‘fwé JJ

sem; Beata considerar X" s x'; Y" . Y'; p . id g q a id .
——"' XI YU

En cae caso: NX'Y' - 0, d' . 0; y resulta E 1 g'N

PROPVIII.1: :-Ses.-:ni: X -———)Y:1’: X’ ——-)Y' inmersiones regulares

de CodimensiOnd y d' respectivamente y sea F un fibrado Vec

tnrinl sobre Y'. Entonces, si el siguiente diagrama es un pro

ducto fíbfado,

’F'—;'r"—'-".Y'

si lr
x'—i—->*

se verifica que:
I. l

1 [cm[F).Kc*} 1 cmti"F}.Ki [CL]
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. j
LOCO«¿e .9 H LY',’!;1} y nara todo m Q ZM.) 'Jai ‘ "

; ru- [F,‘. vu _.c, {E¡.Ki'*(cm(r=J.Ka) [por el teorema VIII.2Jm .1 :_.—r!'

a c.. "" "aL
l.-—i. k I Kcmtl [FJJOKi

n c u-“m. c: (El i"‘dIn K ¡1..d' "K

., N .!
-. cm'z. a(um; [ou

;ï¿ï)lo VïII.?: ¡ea E un fíbrado vectorial de ranqo d sobre un esquemwY y sea

una secciOn regular de E. Si X 1 Z(s), la inelusión 12X ———QY

es regular de codimensidn d y E v. N Y.
X x

Si F : Y' ———+Yes un morfismo de esquemas, se tiene el pro

c‘uuto Firmado:

x._f_._,w
al if

X--—-i—-——)Y

J
Entonces JE°1|[°L) ‘ cdlfflEJoKWo para todo aLe G H WWE.“

TEUREMAVLIIvS: Sean i: X' —-—-—)Y; 1': X‘ -——-—)Y' e i": X" ——-——9,Y"inmer

siones regulares de codimensiónd, d', y d", resnectivamente.

SeanJ: 8-...51’, JI: Yn_..)nyJov: xn____>Xl mmm
:siones'regulares de codimensióne, e', y e" , respectivamente.

Supongamosque se tiene el siguiente diagrama, en el que todós

los Cuadrados son productos fibracos:

in p
x" >Y" >

juli doi
x' 1, 91!) g >T
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- J . l .l .n l ,
Lntonces: para todo de GH [Y ,53}. J ol (aL) - J. ej {pc} ,jéü

Duel: Gea F - N5! .
.-' .5 "1‘ K .“i x 'x
J oJ [0L] a Cko oq N).K1[Ce{p FLKJ 0L} ,

"x Í .. n" I, “fi "
.—.ch “q N}.Kce[i pp 1-},Ku PJ o“,

"" ou.
. edu .2"N).Kce(1 op'F}.Ku'°1"Jflou}

Minntras que:

J’oi'tou - cam" p'F¡.KJ"'tcdtq'NJ.Ku"oan v
I I I I l

= Celina FJ-KCdU"oq NJ-Kli'oJ"} Lou 

- ceu""op'r).,<c LJ"‘oq"NJ.Ku'o1"}'tou

Se VEPÍT'ICF.‘entonces el enunciado.

¡ECM-{umVIII.4: Consideremos el diagrama Fibrfedo:

il pl
1.:. >Yo

h i gl f‘l
x >Y ) Z

l D

")onde i (respectivamente p} es inmersión ¡"aguilar de codimensión

dkresp.ej y donde i' (respectivnmente p'} es inmersión regular

cin Codimsn-sion d' (rest). e' j.

Entonces: Doi es inmerrion regular de codímanaión d 4- e: y

p‘, i’ es inmersión regular de codimensibn d' + e',

y para {andan-but (B HJlZogJJ:
.120

won't“) - i'ap'tou

Íngu: Es Claro que poi y p°.i' son inmersiOnas regulares de CoaimensiOn d + B y



d' + e' res;ectiv:mente.

Jean N 1 NXZ g M a NXY g H i NYZ

Fntonces:una}!de « c (h‘w. (o'oi'i'ldd a
’ d+e ' K

v cd+e(h-"M1.Ku"1chow

fiar otra parte: !° l . l i i "
1 p (oo) cdth NJ-Ki' (Gets; HJ-Kln OH} a

v a ¡l l ¡a ¡a
cd[h N).Kce(i g R}.K[1 [p 0k.“ .

l I ‘I i i
- cdth NLKCBÜ'1 RJ-Kti' lo' ou}

Basta Ver entonces que M/i'H o N .

Pero este resultado está demostrado en EGAIV - 19.1.5.

PHÜP.VIII.2: Consideremos un diagrama Fibrndo como el anterior, donde 1 es una

inmersión regular de codimensión d, y p y pci son morfismos playas

de dimensión relativa n y n-d, respectivamente,

Entoncns 1' es inmersión regulár de codimensidn d; p' y p'ui'

son p1==.yos, y si CL ENG HJLZ'.5 ) :
520 J

(o'ai‘Jfitd-J a i"(p'*°k) - i'lpJOH

¡emzPara las afirmaciones sobre i', p' y p’gi' ver (5}, App. A .

Para probar la fórmula, es claro nue:

a a I ,lp’oi') {CM- i'm‘ (el-J

La otra iguñlüad resulta ae la observación oosterior el TeoremaVLII.1.

_ÏpP.VIII.3: Considerando el mismo diagrama , sunongamos que 1 es una 1nmarsinn
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regular de cagimensión dl y que i' es inmersión regular de Codimen

Sion d‘} g p es suave de dimensión relativa n (y p' es suave de

dimensión relativa n') Y noi es inmersiOn regular de codimensión

d-n (o'oi' es ínmersion rngular ae codimensifind'-n');

EntonCes, para todo oLe ÉDWPÑ(Z',gJ}, se verifica que:¿2L '

. ! ! ¡n(pm (eu ‘ i. (.0 ou

Dom:Consideremos el siguiente diagrama; cue as un producto fibrndo:

J
w .x Y—--———-).x

Z

q l
X

‘3

YMi
pci

La inmersión i :X-———4>Ydetermina una secdión s: X ————-a>wtal que

qos = 1dx e 1 - Jes.

p es suave de dimensión relativa n y por 10 tanto q también es suave de

1a mismadimensión relativa.

Entonces s resulta una inmersión regular de codimensidn n (ver Cap.I. pág. J

Por lo tinto:

11m... ou - (dos)'lo'5<=c)

a Slojllp'?oL) [por teorema VIIIÁd}

a S'oq"(p i}!LGL} (por teorema VIII.1 (bj)

. (q'ga').{poijl(ou) t por prop.VIII.2, usandoque
q‘ S. n 1d}

- (n-U‘hM

Gus: ComoCOHFUCUGHCÍHdel'teorema VIII.2, podemos afirmar quo para todo
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J' .O‘ .oLe g: . a
_ :ÉBÜH(nai), 1.1“ }. cd(N}.K°L

Parn fiomostrar este hecho , hasta considerar en el corolario VIII.2.1,

L' X'-X:g=ir‘ {Y'.X;fvi.
X

íïümEgELvïiI¿g; Éeun ij: xd _____.9‘YJ inmersiones regulares de codimensión dd

(ISJQr). Sean szY3 ————9YJmorfismos de esquemas.

ïen x; 1 xi x Yi ; 15 2X3 --———€>Y3inmersiones regulares de
YJ

coz'ïjmensión U5 (1 ájgrj Y OL'JQK?O"Fly'lskj' n

Entonces: . 11x...mir es una inmersión regulnr de Codimensidn :ïïdkn
k=1

. 11¡...x1; cs una inmersión regular de CodimensiOn dé;

l z . 1 k'l
c (ilíooak-ir)(dll..."d4r)a 11(leí.o.

Ü m :3 ' Podemossuponer r q 2, porque 1a demostración para r cunlquiera es análoga.

Además, como (i xi J n (i xid blid a i J, por el teorema VIII.4," andamos
1 2 1 Y2 Yl 2

suponer ig a idYg.

Luego se usa 01 teoremP VIII.1 (c).

ELLEEÉELJLLELQE:Para la demostración del teorema VIII.4 se utilizó le conmuta

tivídndl(teorema VII1.3}.

Sunongamosahora probado el teorema VIII.4 y demostremos la cop

mutrtividad a partir del mismo.

En 1a situación del teorema VIII.4, consideremos el producto

fibrndo siguiente:



XI____,YO

l luna)
XxS—-———)YxT

ixJ

Entoncesz J'oi'hILJ-n (1x3)'(ou- 1'.J'\---J

992: Si «¿Rar-¡"(vugkh 1x3. unaï jo(idxxjj

Luego.“xu'gou-tinic;_(J'tl1d,xxJJ'tauJJ-. mua;

Escribiendo ixj . (idxuuouxddï) obtenemosln otra igualdad.

VIII.3 - Morfismos de interseCCión localmente complete

Supungamoeque todos los esquemas considerados admitan inmereiones cerradas

en esquem.znsregulares.

Entonces, tndo morfiemo de esquemas f : X ———)Y Emite una f’ectorizecib

en una inmersión cerrada y gn morfismo suave.

x f —-—)Y1\ /L
P

(Tomar, por ejemplo: si J: X -———)Mes inmersión cerra a y M es un esquema

regular, P - Y x M; 1 - (1’,ij p: Y x M———-)Yla pro acción}.

Recordemos qua un morfiem f: X ——-)Y ee de inter acción localmente Cam

pleta (1.1.0.) de Codimensidnd si admite una factorjzec en en una inmersión

cerrada regular- de codimensión e (pere algun e give). i : X ———-)Py un morfis

m suave p: P ——--)Y de dimensión relativa d+e.

Para un morfismo 1.1.0. 1’: X -—-)Y definiremos también el morfismo de

Bys‘lnrefinado o

See entonces e]. diagrama:
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X!¿a Y.
h' l lh

X ———-—)Y
’ f’

donde F es 1.1.c. de codimensibn d, f' es 1.1.0. de Codimensídn d' y X' es c1
producto Fibrado de x e Y' sobre Y.

Definimos entonces el morfismo de Gysin refinado:

F! :Gmw'ék} ————>®I-lk(X',_!5k¡'
¡(20 k,>_0 '

.r-anle siguiente Forme:

Si f . poi (i inmersión regular de cudimensión d, p mor

fismo suave de dimensión relative d+ej y f’ - p'oi', construimos el diagrama:

ic pc
xv >pv 7\YI

h'l l h" ‘Lh
x ;P . >Y

y si ets GBkangkn f'tou - Unam»).
¡(20 .

I .Para ver que f' está bien definida hey que probar 1a siguiente proposición.

PHOP.VIII.3: En laz; Condiciones anteriores:

[1} F es independiente de le factorizeción.

(ii) Si F es 1.1.6. y p1ayo,‘entonces f! a. f‘..'

[iiijLos teoremas VIIÍ.1. VIII.3 y VIII.4 son verdaderos para 1".

i D
Dem: (i) Suponga-mosque X —-—1—)P1 —¿—>Y es otra factorizecidn de f.

Cons ideramos el siguiente diagremaz

P1 p

tu, PxP1’/ \\1\ YYl\ P/pX
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a1 nue se le aalica la Prop. VIII.3 nara obtener el resultado.

{iijfie sigue de la Proa. VIII.2.

(iii) La validez de los tuoremas VIII.1 y VIII.3 se deduce de que esten

se verific n para morfismos suaves.

Pvrn ver la Funtoríalidnd (teorema VIII.4):

Bean F: X -—-—4>Y y g: Y ————-e}Zmorfismus 1.1.c.

Podemoselegir factorizaciones tales que el diagrama que sigue sea

conmutativo, con aplicaciones verticales suaves. y aplicaciones hori

zontales que sean inmersiones Cerradas regulares. y los cuadrados

sean nrcductos Fibrados.

1 J'
x ;;P >F!

ï>\‘\\\“ll D JI p'q
' Y -———!————-CJ

\;\\\\‘\\Es 49'

(Por Ejemplo, si P . Y x M, podemos tomar H 1 Q x M)

Entonces: fa>g!(oL} - fl[j‘oq.(=*)J [por def. de gl}

- 1’(p'u’oq"(oun (om-der. de 9')

. 1’u"(p"1n*(otm (por teoremaVIII.1LbJ}
! a

- (J'°1} {(Q°D'} (ciJJ

- (9°FJ'(CLJ (por def. de (99?!!!
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VIII.4 - Transformaciones monaidales

Bunongamos que X es un subesquemn cerrado de un asqusma Y, y ln inmersión

i: x-——————)Yes regular de codimension d, nara elgün d 6 No. Wen N 1 N YX

r1 Fibr: ‘Lal virtual de X en Y, que es un Fibrndo vnütorial sobre X.

(vur Cnp.I, Dág. )

AJ M
.ez Y 13 exnlosión de Y a lo largo de X y X el Fibrado proyectivo sobre X

r oc4=do a N. 12 tiann entonces el siguiente diagrama, que es un producto
Fibrado:

N J FU

g1
X -——9>Y

1

donde j es una inmersión regular de codimensión 1.

N fl N I
ComoNïx a ONth-l), entonces E . g N/Nïy w g N/0N[_1,

Supondremas hn lo que sigue que Y es un subesquema de un esquema regular
y /'

[o que f: Y -——-—-5>Yes 1.1.0.), por lo tanto, también lo es 9:

Entonces F es i.1.c. de dimension relativa 0.

üuerumcs vrnbur que en estas condiciones existe una sucesión exacta (suce

sión exactd du Gysín} dc la forma:

' k+d-1l‘ ¿TL I. k d d
5 wal-“Xvid ¿ni-HH “¿km-1’49“ + “¡1%ka—'—9'HJ<+“¿mal-¿IO

“onde:
-- fl l - ' o ' e'

oL(,} a (cn ¡Lu*N/NxY I .Kg*(x} , i¡x) 1 (F {x}, —1*x} , M1 x1E “((X,5k}

\ y y k CLJ. k d
fi.,,¡} .. j¡(.\) + F (y) , si x._€H + (x.;<,k+d_1)e ye H + (Yofilqdl



Dem:

1°p=r:.o: er: un monomorr'ismo.

-‘ k I o '

aer". x 6 H {MER} tal r¡ue 1¡x n 0 -. f (x)

Pero il es un monomorf'isrno, luego x -. o

202-; .q: Imouc; Kar (b .

n.)- mos n;-¡nbar que, par-Wtodo x g ¿{máh

. a a ‘ - II IC - a 1sat d_1&EJ.Kgx) f'oi’lXJ) 0. o sea J¡\Cd_1lEJ-K9 x) f o1_(x1

Pero f'n i.{x} sho?!le aplicando el teoremaVII.1 19}. al diagrama:

4-93x

1 1

v-——-¿———)v

La.

dz'JndeF es 1.1.6. de cadimensión d, y g es 1.1.c. de codimencíon 1.

(1‘ y ¿fiestán bien definidas)

soga-.0: fi es un npimorf'ismo.

_. N <+d N
nea y e P! \Y,5<+d}.

. +d-1 N N i N rd3?: su! (qteÏJGI-F X 1:81 ue nf f' v
vn m0 ur- e>1 *< { ¡Islan-1} fl Y o ¡“L I + J.(X)

Ob“:F =D°1
"" a a n

N l N rv N
Brueta ver me y - f‘o 1’l(y) se anula en Y - X pm"qu entonces, con.
nirlnrflïdn ¿n sunsión exacta:

iK-l-d-J. N
, \ uN. deN“
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N k+d-1 . N N ’
existe x í H (X.__¡_Sk+d_1}1331 que JAH '- Y - P FA?)

Per'o nara esta hasta con calcular 7 - F“ {1'67} en un elumento de

7 - ( o ver el cm'olario VIII.2.1}

¡(erp cIm ol.

_‘ N K'H’J-l d'JBH.[x,y},EH talque Ó el0
Entonces,Fi“) - -j¡{ï)

y . F! f"(y} . —F.3.6:} - ¿“9,0%.

Basta ver entonces que:
N a m
x-

N N fl N .
Tomemosx' 1 x - cd_1lE}.K9 c9¡lxl

gñ' - 9:57) - gnlcd-1(E"Kg*’g*ñ“ 5'

. am —9.6?)

9132:La última igualdad es una consecuencia directa de la defini

ción de gi cuando g : F ——-9X y F cs un fibmdo sobre X.(ver[15

N’ y - .0 ay 1 lx Jv JJXJ J¡(Cd_1(E)-Kg giltxn

N I av
a JJ‘\X, - f oi‘og.(X} n

N ¡I «an - r OF‘.J’kx)'

- J.(X) - J‘ (X) <- D

De aquí pndr-amosdeducir que 37' -» 0:

d'l i 1+ ¡I
Z citoNun .Kg(xi) .

i «G
Si [ver (15H
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El"!tOnCE'ï d-l
i 1

o - gfithntcltoNun + .Kg'txin «

d-l
k k- d

DDT‘ÏUC,g,:H Dusk} —-—--) H t -1)(X.5k J , luego; si k<d-1-(d-l}

9*(x) a 0, nara toda x Q Hk(X,5k).

Además, 0 u 3'93 1;) 'a

01(0N(-1)).KX 9su
‘ ' 1+2

1ÉcltoNun .Kg'txi;

y aplicando nuevamente g, resulta que xd_2- O _

Si luego multipliCamos por c1(0N[1}) y aplicamos g.l , obtenemos

que xd_3- D y procadiendo de la misma forma, resulta que:

Xd-l '- Xd-2 i noo-1 xo! 0 o

Por lo tanto, Q“ a 0.
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VÍ-II.5 «- Alvsunr-mobservacjnnes

¡.ggryjlg¿remos ahora algunos resu] tnst relacionados con las morfismas

(¡e Gysi. “dor.

F"¡-'3!¡¡)12_\{_TII.¿"¿: "3.." e] siguiente dizzagr-x-m.‘un producto fibrádo:

gl Le
' i

donde i, J, f y g son inmersinnes cerradas regulnras.

EntonCes;
ii "" aNW v- J h ,Y/

9 X una” 'Y Nx,x

El Fibrado gmeY/ es llamado también al "fibrada normal
www

exceso", y el ajemglo dice que en este caso ec indepenúianta

de ln orientación del cuadrado.( ver (5}, pág.10á J

_;"mnln VIII.6 : Consideremos un producto Fibrado comoel del ejamnlo anterior

úande i y J son inmersiones Cerradas regulares de codimansion

¡1 y d' respostiVHmonte.

’Unqngamos también 1ue cd(NXY) a D.

Tontas , existe un único morfismo que haca Conmutñtivo oí

siguiente diagrama:

k i' , k+d' , 3“ ,k4-d'H IlY',-I_:_k+d.)M}, (Yl_xl'&<+d'
d-O1 __,¡í

kw 16,.»
H 1x. L5-k+d}l
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Porque, sabemos quo 1a fila es exacta por el Axioma10.
.1

Luego J es un epímorfiamo.

Además,0' está bien definida, ya que:

1'. 1;ny . cd(g“'NY}.Kx (por teorema VIII.1[á}}
. o

k

para todo x G H‘tx'.gk).
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