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INTHÜDUCCION

El objeto de este trabajo es desarrollar una teoria de interseccidu'

para esquemas'fimnecesariamente regulares,\1tiliZando 1a órmula de Bloch

Ap(XJ u Hngïfi } lp;¿OJ;que establece el isomorfiemo ent e la pyésima campo.

nente del anilïo de Chowde un esquema regular x y el p-únimo grupo de coho.

Mologia del esquema e Vakores en log becas 5B .

Para ello se demuestra la fórmula de Bíoch para los heces_Eb defi,

nidos e partir de los funtoree Kb de le teoria K polinomita de Keroubi y “111.1
mayor; este demostraciOn,uueocupa el tercer capitulo de ¿a tesis;bigue los pe,

eos de ia demostración realizada por D: Guillen pera su teoría K,Hesarrollada

en Lect. Notes in Meth.‘34l [77-139}¡Springer Verleg,1972.

Se define en el Gap. N'un producto "90530) :-<H9“,qu en

hP+thlgp+qj,ïnducido por el producto cup de Karoubi para los funtores K}
si demuestra finalmente que este producto coincide sobre GFQUBMBSregulares

con'el producto de intersección clásico;b1a el isomorfismq de Bloch)

Eh los capitulos VWy VII'se desarrollan definiciones elementales
de le teoria de intersecciOn clasica para nuestra nueve (afinicion de anillo

dB Chowatales cONO013505 de Charo? f, y f; ¡y se demueri‘an varias de eee pro1
piedudes.

Finalmente,en el último capitulo se demuenbrí quefsi E es un fibras

do sobre un esquema noetherieno xybl anillo de Chowde P J esta generado como
álgebra sobre el anillo de Chowde X‘por loe elementos dl grupo de Picerd de

P(E0,donde P(E) ea e] fibredo proyectivo asociado a E.

Los siete primeros capitulos de esta tenia fc ron relizodos con.

Juntemente con A. üoloter,huién tambien reeliz¡;su doctoy‘do bajo le dirección
del Ing. Villamayor:
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CAPITULO I - INTRODUCCION

El propósito de este capitulo es fijar 1o terminulogia y notaciones

de geometria algebreice que usaremos en nuestro trabajo, asi comotambién

dar demostraciones o referencias de algunas propiededua basicas que utili­
zaremos. Haremoshincapio en los resultados concernientes e 1a Teoria

de Intersección, basándonos en el desarrollo que se hice en (a) del teme.

En todo lo que sigue eupcndremos que los esquema son noetherienos

y los cuerpos de bese een algebrsicemente cerrados.

I.1 - Eseacios enillados

Un espacio snillado es un per (X, 0x}, donde X ee un espacio topolo­

gico y 0x es un haz de anillos sobre x. llamado el has estructural del ea­
pacio anilledo.

Un morfismo de espacios cnilledos f: (X, 0x)-———+(Y3CY} es un per

(f1. f2), donde flsx--wY es una funcion continue y f? es una aplicación
que asigna a cede abierto V de Y un morfismc de anillos;

f2(VJ: Ftv, QY}—————J\f1-1(V),0x}. compatible con le: restricciones. Pa­

ra cada x e X, f2 determine entonces un morfiáqo en lrs fibras—a0
f2,x:DY,f(x) X,x ­

1.2 - Esguemasafines

sea A un anillo conmutetivo y x . Spec(A). Seen P,h e A tales que

Dkf} CLD[g), donde Dt?) y D(g) son los abiertos de Sp =(A) formados por

todos los ideales primos que no contienen e fi y s g, aspectivamente; en­

tonces Htf} :)HLgJ y, por lo tanto, existen n) 0 y s A teles que gn-s.f

Definimos entonces un morfismo de anillas 9 f: P————,Aen le

Q lgm e m/ nm ee verifica que R g, 99o . o uforma g’f(e ) e g ¡ h.g g’f h’f
ue está

Y q q g'f
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bien‘definida;

La asignación D(r)'——)lk,forma un prehaz sobre 1a basa de abiertos

(U[T})f€A de Spec[n};este prehaz determina un haz sobre x3qba ngtaremos 0x.

PHOP¡1.1:{t14} pag.a7} (ijLa fibra de 0k an un punto xGJX‘es isomorfa a A .X

[11}Ux¿esun haz sobre x,1uegoï‘fiu(f),0xj a Atf};

Para todo fe A:en particular.P[X,Üx} u A.

IEl espacio anillado [X,OX)se llamará el esquema afin del anillo A.

1.3-www;

51 LX,UXJes un espacio anillado.un abierto V ae x se Llamará abierto
afin si (V, J es isomorfo al esquema afin de algún anillo A.xelu

UtFüUn Eraqesquema es un espaCio anillado (x€u*1 tal qUB’DHrdtodo x5 X¡

existe un entorno abierto afin V de x.u sea, (X,Ux} es locajwente un esquema
afin.

Sea [X,0x} un pre-esquema:

LtMH1.2: [1}Los abiertos afines forman una base de la tunel-gía dg X.

{11131 Ues un abierto en X,el espacio anillado [Lkalques un
pre-esquema llamado restricción de [X,qxj a U.

(iiijlodo cerrado irreducible F de X tiene un ún1Cnnunto generico,

y 1a correspondencia entre puntos de Xy carrPdos irredueiblec

de x,dudú por xmqúï} ,98 blunivoca.

bean \X,UXJe {7.0,} pra-esquemaa.Lh morriamo de'eaoaci' anilladoa

es un morfismo de pre-esquemas si,para todo xe-X, H: es un mcrfismo local

ue Oy;rlx} en 0x.x {si el morrismof es al par {Y}9*}}.Deah'.8; define



o

un morfismo de cur por. szl:(‘f‘(x)) --5 k(x), con 10 Cuo'l. I<(><_!rr ultn una
extensión de I<(‘f‘(: ,‘.

Por 01:1"!nprriu , dr'dos dot- nqucm"9 af‘inos Xi- Spec(/\) o Y-nSr'c:c(n), se
tom“ Xqu Good/WL" nun resulta un e-quoma afin que vrririrx- las [womípdr-dns

univerz'alnn ds! producto r'n ln categoría de esquemas nf‘ines. An-T'lognmnhta,'

se define el produrto de don pre-esquemas utilizando e]. hecho He "ue loa-nl­

mrrn'to won con_¡urtmrr nfinen.

De 1a mir-ma f'. I‘m-1,dt‘dos tres anillos A," B y C tn] nz: rluo exintan ¡norris-mos

f:C-—) A y 9:0 -——)Ü, ri Xa Spnc(A), Y-vSpacm) y Z- Sp90(C), no nuer’o

rlnfinir X 2 Y."vbSor-rc(han) o]. producto Fibrpdo entre nnluomr'n ¿tfines X e Y

sobre Z. Esto nos mamita definir X 2 Y g para X, Y y Z ore-etr‘uemns t-"les
que Pxisten C, :X ——) Z y Í :Y —-) Z morf’iomos r'e pro-esvunmr‘e.

Gea nhorn X un rare-esquema sa tinne el marfian ute-{Inn'1 A:X—) X x X;

y si Y en otro pro-nhquema y ‘sz -—) Y un morfismo, trmlliif-n tr'non‘oz-ANX .9 X y X

DEF: Un esnunmn er. un pre-nnnuemn X separado nobrez g o sea, t“). rgur el mor­

finmo crm-ctm Istico X-) Spec(Z ) es separado. (rncordmnos r-un un morfir­

mo do pre-esquemas HX e Y se llama separado siAy(X) or».cerrado en X ü X.

mi Si X'=Spe'c(l\j, entonces X resulta un esquema.
De la misma r-zanI‘B, si U, V y Z son esquemas con f‘:U r-) Z y g: V —) Z

morfismos oniuncr's U x V es un esquema.
Z

DEF: Un morfinmo dt pro-esquema f:X-—) Y es de TIPO FIT-JITL‘.ni Y cz: unión de

rrbierton nfim :3 Voxtales que Onda f-¡(VOLJes una unión Finitm de r'bier'ltos

afines Ui“ cor 1o propiedad de que cada anillo A(Uiú) .en un-‘Jgobrn de
tipo Finito r-(hr'e A(V°¿).'

Obsl": F11X e Y son trip-“Ci :7.afines; X. Specf") e Y. Specm), entonces f:X -—) Y

es de tipo finito "-5.y rolo 1-1 A o: un filgebrr {‘J'.nítnm--n|.:nn- nrer-o“ 'ohre FJ.­



DEF: Un mOPFiLmof:X —¿>Yes Erogio ei y solo si:

(i) f Lu “LDrbdo y de tipo finito.

(ii) F es univHr,'lmente cerrado; es decir: peru cede morFismoY' —-) Y;
lr proyección de X x Y' en Y' es un norfiemo cerrado.

Y \i I

1.4 - Esr:L_I:.r.‘.:'ï.--,¡¡lkLyr‘csipi

Un eequomu olgcbruico sobre un cuerpo k en un eefiueme A Con un morfismo de

tipo Finito de X un upcn(k). Es decir, un esquema X uuu tiLru un Cubrimirnto

finito de :biurtun hfines cuyos anillos de coordenedus son k_álgebres de tipo
finito.

El anillo de coordenadas de un abierto afin U su notará A(U}.

De ahora en más "esquema" significerd Buquemnalgebrnícq sohre rlgún cuer­

po nlgtbrricamunte uerrndo. Q

Todo nubebquema Y de un esquema X está caracterizado por un haz de ideales

J(Y) del haz estrucLural 0X de X. Para un cubrimiento afin ru X, J(Y} correspon­

de e un ideal en onde anillo de Coordenadas de X,‘u1 cociente de estos resulta
el anillo de coordenadas de Y.)

Un subenquema cerrudo de un eeuuema X , llamado Y, esté provisto de une

inmersión cerrada de Y en X. Además U- X- Y es un suheb.urm: rhitrto de X .

DEF: Una VARIEDADe; un esquema algebraico reducido o irrudl.ible (íntegro).

Une QUDV“RIEDD Ue un esquema X eu un nubecquemu Ceratl de X, rcdurido

o irrcducible; unn subvvricdad de un esquema X, 1]um¡úe V corresponde
a un ideal primo en el anillo de coordenadas de todo el LFtO afín que

interseque a V. e] anillo local de X "obre V (UV'X)ee a localización
de tal unillo de enordenedde en el correspondiente idr. primo; su ideal

maximul se donotatln . E1 cuerpo de Funcionuu r cio' les de uneV,X

variedad V LE notwrá R(V). Si V es une subvuriedad de R(V) es el

mmnmzeúmmlovxfhwx.9



DEF: se llama DIMENQIONde un esquema X a la máxima-longitud n que puede tener
un: uudunr de subveriedadcs cerradas de X: \*

u!{Ivo9/19 ..-.......gvn9v

Dbs: Si X es una eriedud; dim x es el grado de tr scendencja de R(X) sobre k.

UEF: Si V cs una subvariedad de un esquema X, se define la CHDIMENÜIONde V

en x ( que se notará codim(V;R} J como 1a máxima longitud d de una cadena

dde rubvuriedudes :

v- VOSLVl-S......;vd gx

DEF: Un morfiumo fzx -€> Y de esquemas algebraicas es un morïiumo de eïpacioa

anillados que ts compatible con el morfismo estructural en SpeC(k). Es

decir, el siuuirnte diagrama es conmutativo :
X'..__fi¡ r

Snec[K)

Si f aplica un abirrto afin U? de X en un abierto afin J de Y, entonces

a f le corresponde un morfiamo de k-álgebrüs f.:A(U) ——>A(U') J

UEF: Un morfismo de dior UDHINANTEsi su imagen as densa rn :1 :odominio.

Si V es subvuricdud de x; existe una única subvariedvd 7 de Y trl que
:V 'sd.i"t. dc cs 15,101.50

flv -—fi>w e on nun e f in u e enton e un morf mo u a f W,Y .g) OV'X

y un morfiumo (tumbifn notado f' } entrfi 105 CUKrDOfro'iduales, quo ndcmás

cs inyectivo , y LdUimVa dimwentonces R(V} es exthuión fi itu (como cuerpos)

dBH(W)o

Si f:X -€> Y ns un morfismo de esquemas y Z er un aulas uuma cerrado da

Y, el Baquemüimagen invarsa f-1(Z} se identif1Chrá con ul r aducto fibrido

x Q g y el 1:19.31que define a f‘1(2) en x ( .J(f“1(z)} J es f "(J(Y));0x



Dbs; Si f es una inmersión cezrada, f_1(2) - Zn X .

“EFï Un esquema X cu COMPLETO¡í El mnrfismo fzx ——)Spec(k) es propio,

QÉELUn morfiumo fzx -—) Y es PLAYÜsi y solo si pará\Ludo p v du ¿biurtos

afines U y U' de Y y X respectivamente, trles quá f(U)C H', el morfismo

inducido f*=A(UJ-—) A(U’) convierte a A(U'J en un A(U}-módulo playo.

Es decir, pm. toda subvariedad v de x, si w=¡Tv-Í; 0V,X es un Ow’Y-md­
dulo playa.

DEF: Un morfiamo f:X -9_Y tinne DIMENQIÜNHELKTIVAn si para toda subvariedad"

V de Y y toda componebte Lnneducible V' de f-1(VJ, se vurifica que dim V'=

dim V + n.

“¿EL Un esquema X se dice LOCALMHÏENDETHEHIANDsi exista un cubrimionto (UiJíGI

de X trl que si U1: Spec(Ai} ; Ai BS anillo noethnrinno.

x en un üSquumunothérinno si es locvlmunte noetheriano y comnrcto (y por

10 trnto nrrucompanto).

Es decir, X en un crquema noetherinno si existe un cuhr ¿iento (U,)1 i-=1....n
tal que Ui = Spec(Ai) y Ai es anillo notherinno.

PROP:1.3: Un esquema X es localmente noethnrí no si y solo :í para todo abier­

lo afin U du X, ui U- Spec(A), entonces A es noetlvriüno.

Z

EHÏHHQ1,4: San x el espacio afin A , X - Sp€C(k[Xl, x21). \2.mos que X es un
esquemancthcriano:

E1 ¡”111°"k[*1' k2] es noetheriano f por L1 teorem“ du 1ne ceros de Hilhrrt.

por 10 ttntu X Lt Incrlmunte nosthprigno.

Veumos que es compacto:

San (HiijI un cubrimiento de X por nbiortús. Puedu dlmüftrírfie que LHtB



(.IUÍJI‘lÍJiLHtlI|:.í.r.u, un r'raf‘inamianto por :‘rbicrtus Je 1:1 firma; XF (donde si

F €I:[x1, x2] , XF ez; ul conjunto (JL'los ..1.-m:ntu:« Pe rinec(k[x1, x2]) trlus

que F4 P ). :¡uponuiamoz entmnces U1: Xfi Í ie I J. [Sumo.¡lérxri ___'&¡{¡ec(k_[x1,xá)

¡«(azulta .Iue 1€ < Fi) ieI ' se tit'ene [Entonces un uLntnnjuniu finita JCI

tu]. :.ue .1. ail’i (ai e" A' ) y por lo tinto 105m1 jiEJ form-n 51
Lubtluïs'ÉIJÍIIAtUfinito buscado.

SeazY=Z( x2-xï JCAZ. YQ’Spcc(k[x1. XQJ/(x2 x? ¡J2
b2

ComoY es. un aubconjunto currado (¡eh , Y es compacto. Adm Y ers local-3

mnt. nocthuanO por-:ue k[x1, x21/ (x2 . x3 J es; not-¡lemi ..o (3101*ser co­2” 1
cientt du un -"nillu notlsriano).

Además, Y ez, un: V ried¿;.d- no regular.

“¿perdemos m1....la separabilidad es ul concepto ¿análogo aura esquemas al

de espacio Huusuorí’í" DLJ'Bespacios topolóniuo;., y que un ¡323.unmr-uX se dice

'3EF’hR‘DOsi es separado sobre Specfl j.

Ohs: Un murf’izamof:X -—) Y en separado si y colo sti la inmgen del morfiscm

«'icgonclA: X—-) X v X es cerrada en X? X .

Volviendo ¡:1 ejemplo anterior, Y es sepan-2do.

En gencriul, dido un esquemr 7. .- Spec(A), Z es separado, porque 1 ¡aplica­

tiúnA: F;¡)c:c(.'-.}-—9 Spec(l\) x Spac(A) 2.) Spec(/\%A) Cnr‘r‘us‘m¡de a la apliCa­

ción dc Aïrx ¡.n d:-.dapor xzy H x.y, que ez; aurynctiv y .02”.10 thnto
apache.) u. lnnmcomor‘f‘o¡.. un cerrado de Spec(AOA) .

1.5 —EibrL-íclo: vectm'iu] ¿s

DEF: Un F'.[l'le-\DÜVLÜTOHIN. E de rango r sobre un (¿511 X e; un par (E, TÍ J,

donde E e". un (¿53';Li:'-rñ.!yïzE ——)X us un morf’1'L:.;mot..'1 Ilt u cxi:te( llijieI



. ..- - . . x . _ . _ —'L r

(.¡.L)11m1unto -..l)_u.rLo du X u Lumïcir'rlsmnr; (Pi :TÏ (ui) -—->Ui x \ tales -;ue

'flhf-luíauj) ° quh-ituin“ l ) es unzutrun:Furm..ui-ón linueul, J La ¡u-z‘:-1
existe g“: Ui nt —> Glr k} tol que (910%“ .uU_LJ- y ads;- ¡ád

-1
gifgjk' Ü'.i.I<' Uij " gJi a 911“ 1d

.. g . N

UtF: llnu reccyn dc c es un mnr‘fismo de a-¡.¡uem¿.s :s:X -—> E te? que "os a. :ldx .
- .- ‘ . . .. . _ F

rdcrnfib , 51 Liu s/Ui, s, queda determinan!“ ¡701 (bi)i€I , uiglli ¿A
(¡uu verif’icun ¿sia giasj en uin UJ pura todo i,j G I .

05m: B huz de succinncs dc E es un haz E de flv-módulos, lnc. lm-nte lilre de
A

rango 1' .

1.6 - Divjssoren \
v

Beer:X un uu-¡ucmu sobre un Curr-rpo algehr'aiaamuntc cer-rudo 2;.

02'; diu: ue Y us un ¡SIGLOde C'J(IÏ.I'I(:r1'j.ÓIlr en X si es un ulununto du].

grupo ..l¡(.;1j.unn11h11,-Uunarado por laa. subvariududcs irr'u :uyilfle: dr: X

Ut: ¿mitimul 'ión 1', U "EC, Y -Zn1Yi con ni EZ a Yi suhv.:.a ¡.uLJUd(lc,-cmHmen­
¿ión r de X.

Si Z es; un {sullcuaquemacerrado de X; ¿ze-unYJ ,...., Yt su: ccmncnentes

irrcducle 0:); Ll'ltnllbi. (.1 Ciclo usaoczir'doa Z (“mi niYi , (lomln nl es lu 10n­
gitud del anillo Joc..'! Ü si y es ¿1 punto r;nf:'1'uo u;Z,y ' i ‘“ i '

Un ciclo se. dice Emitith si n17} O , para todo 1 .

DEF: Se dice que dos Ciclos. Y y Z se cortan prorúnmrnte si pau'u tudu conumnen­

te concer Xj ge Yn Z,

dim Xi n dim Y + dim Z - dim YflZ .

(Ju: f’:X-% X' un mur'fi5.n10 de esquemas y seu Y un nubr ¿3¡;L’*:Inacerrado



da X; se define f.[Y} como:

o si dim flv; <dim [Y]
f‘lY} .

[htv} : le(Y}i].'T77 , si dim fth . dim Y

donde [R(Y} : le(Y}í] es el grado de lu extension.

Esta aplicación está bien definida y se extiende por lilealidad al grupo

de ciclos sobre X.

Sea X un esquema regular en codimensIdn l; íntegro, noetheriano y sepa­

rada, y sea f e H(X}‘ , donde B(X) es el cuerpo de funciones racionales sobre X .

DEF: Liamnremos aIVISDR de f a (fJ-S: vY(f}.Y’, donde la sumn se toma sobre

todos los esquemas cerrados Integros de X de codimension l. y vytf} es
la valuación de f en X.

ogE- Dos Ciclos D y 0' se dicen LINEALMENTEEQUIVALENTESa1 n _ D' . (f),

para alguna f E R(X}. o

Dos ciclos Do y D se dicenunACIONALMENTEEQUIVÁLENTESsi existe un

x 11}
ciclo C en el eswuema producto X x k tal que corta a X x 0 y x

propiamente y CÍ](X x {0)} - Do x {U} 3 Cf](x x {1}) 1 01 x [1} .

QQE¿En el Caso en que Do y D sean dos ciclos de cadimensiñn 1, ambas1
definiciones coinciden.

Para cada r6 Z>°, sea Ar(X} el grupo de ciclos de codimenslón r en X,
. 1

módulo equivalencia racional, y sea A[X] .¿g9A (X) .;oZ

A[X}resulta un grupo graduado y fa está definida comouna aplicación de
A[x} en A(X') (si f:X -€> X' j

Sea X un esquema. Para cada abierto afín U a Spec(AJ, s 1 S el conjunto



IO.

de elementos de A que no son divisores de D y sea K(U) le localización de A

por el sistema multiplicativo S.

Llamamosa K(U) el anillo total Cociente de U.

Entonces (KQU))U (donde U recorre el Conjunto de los abiertos afines de XJÑ
es un prehaz cuyo haz de anillos asociado }( reemplaza el concepto de cuerpo

de funciones de un esquema integro. NotomosJf*e1 hoz de elementos inversi­

bles en el haz IC ¡'y (0* el haz de elementos inversibles de GD;

i
DEF: Un DIVISOHDE CARTIERen un esquema X es una sección global del haz fl;45*.

Usandolas propiedades de los cocientes de haces se ve que un divisor

de Cartier en X puede ser descripto dando un cubrimiento abierto (U1)1€I de

x. y para cada i€.I, un elemento rie T'(U1.j¿5 tales que para cada 1,36 I:

1'1/1’Je muin u¿,(o' J .

Un divisor oe Cartier es PRINCIPALst está en 1a imagen de la apliCación

natura]. I"( X, JÍ" J —9 ['(X. ¡(fl/fi") .

Sea x una variedad,J( el haz constante mx). Se?!re Mx)" _ El divisor
principal asociado a f es, comoentes; (f) n 2:vY(fJ.Y , donde Y recorre
las subveriededes de X de codimensión 1.

Le suma es finito porque el soporte de f es un cerrado orooio dex y por

lo tanto existen solamente finitas subveriedades de X de codimensión 1 tales
a

que f f OV’X.

UEF¡ Dado un divisor de Cartier D sobre un esquema X, representado por

(U1.5fi)1€I g definimos un subhez.gkñj asociado a D del haz_de anillos

cocientes totales.j6. tomendo.¿lD} comoel 0x. submódulode ji generedo.
por fi en Ui .

Ubs: 45(5) está bien definido pues fi/PJ es inversible en U1{\UJ . por lo
a1 _.51 _

tanto fi y-fJ genefañ el mismomódulo sobre Ox .



ll
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UEF: Un divisor de Cartier es EFECTIVOsi las ecuaciones; InCules Fi son secciones
de 0 sobre ui; en este caso hay una sección conón1Cn de Um} que será nuteda

su; :sD U -.- 1°.”.
i J.

2l
11 : lJn ¡mz Lío módulos 57230er un esquema x se dice LÜÜALMENTELIBRE s1 existe

r1
un cubrimiento (Ui)ie I de X tal que 5x (U1) 1. qu’x , para algún r1 6 W y
para todo ie I.

Obs: Si x es conexo, entonces ri a r. para todo 1€ I, decimos entonces que
rango F a r.

DEF: SÍes un haz INVERSIBLEsi es localmente libre de rango 1.

DEF: E1 grupo de Picard de X, Pic“), es el grupo de clase: de isomorfismo de

haces inversibles sobre >_(,con la operación ® .

I.'7 - Conos Eroyectivcs z fibrados

Sea '3'un álgebra graduada. Notaremos 5+ = 915d. “Sedefine el conjunto

Proj 5.1{P ideal primo homogéneo/P € Sk} . (bo
Si fi es ideal homogéneode S' definimos el subconjunto V(G.J

- {Pe ij 5' /0.€ P}.
Puede probarse que ProJ 5° es un e5pecio topológico, considerando como

cerrados los subconjuntos de 1a forma wa).
Para cada PG ProJ S'. consideremos el anillo 5 de elementos de grado(P)

caro del anillo localizado T'IS, donde T es el conjunto de: elementos homogéneos

que no pertenecen e P.

Dado un abierto UGProJ 5', definimos 0(UJ coho el r enjunto de funciones

s:U -—) .LLIJUJJ tel que para cede PE U, MPJE Slp) , y te ¡ue s es localmente
un cociente de elementos de 53, es decir para cada PG U ex: ¿te un entorno V

de PC U y elementos hnmogáneos e y f en S de igual grado í ales que para todo

66V. y :1a¡’f€ 'I'
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0 resulta un prehaz de. anillos y es claro por su definición que es un haz.

DEF: Si 8 es un álgebra graduada definimos (Proj S: U j como el espacio topoldgico

con el haz de anillos asi construido.

PROPlaa: Sea S un álgebra graduada.

(a) Pam todo PG ProJ S, le fibra DP es isomoefe a SUD).

(b) Para todo f€5+. tal que f es homogéneo, sea D+(f’}n í PEProJ S / fép}

entonces 0+”) es abierto en ProJ S. Másaún, estos abiertos cubren
ProJ S y para cada uno de ellas se tiene un ‘somorr‘ismode espacios

localmente anillados dedo por (0+(r),\0 0+“; ) 9.4(Spec(3f}).(c) (ProJ 5, Ü J es un esquema. '

Dem: Ver (4), Pág. 76.

El: See a un anillo, Pn(A) -. ProJ A[x°,....xn]

Obs: Seu A un anillo y Mun A-módulo. Sea Tn(MJ el produce tensoriel M8... 8M

(n veces],si T°(M) . A, entonces TW) “G3 ¡"(MJ es una A-álgebra no conmuta­
tiva. "130

n

DEF: Se define el álgebra simétrica S(M}-33 (M), comoe‘. cociente de HM) porO
el ideal bilátero generado por las expresiones xo)! —yox , para todo x.YG M.

SW) resulta una A-álgebra conmutetive.

Sea ahora X un esquema noetheriano,j un haz de (lx-mdd:los cuasicoherentes,

que es [lx-álgebra graduada generada localmente pordl como lx-álgebra y tal que

50'- 0x­

Dudo U abierto afín de X, U u Spec(ú), sea MU) el D) álgebra graduada

P (U, ’SIU}. Consideramos entonces Proj .‘¡(U}yÏÏU: Pro] S(L —> U. Si FG A,
-1

Uf. 1 5;neu(Af}, resulte que ProJ swf). .Tf U (UF).

— -1
Si U y V son dos abiertos afines de X resulta que“, U1 UflV}=ÏÍV (UflVJ.



Se obtiehe entonces un esquema (ProJ SS)con una prc-xmccióníde ProJ S en X

tal que para todo U abierto afin de X,fi-1(U) 1 P\n9J S(U’.

Además, los haces inversibles DU.) son compatibles Cnn esta construcción,

donde 0(1) es el haz asociado a1 álgebra graduada 53(1).

Sea x esquemanoetheriano,8 un haz coherente localmente libra sobre X.

Se define a1 FIDRADO PHOYECTIVOASOCIADOMi} en 1a Forma:

Sea Sim(EJ el álgebra simétrica de ¿ , entonces ME) . ProJLS‘imE).

Entonces, HE] tiene un morfismo proyección en X, y un haz inversible DE(1).

be: Si E es libre de rango n+1 sobre un abierto U. entonces ÏÏ -1(U} - VJ .

EXRGSION DE UNA CURVA a UN PUNTO

JD PASO:mnstr‘ucción della explosión de sobre (a,..., 1}.

Consideremos la variedad producto fin x ¡Jn-1 .

Seen x1.....xn las coordenadasafines de A“ e yl.....yn las coordenadas
homogéneas de P; n-l.

Entoncbs todo cerrado de Anx Prpl viene dado mr un conjunto de polino­

mios en x1.....xn,y1,...".yn, homogéneosen los yi.

__EE¡-La explosión de An a) 0 - (05....0) es el subconjunto cerrado x de A" x Pra

definido por las ecuaciones í xiyJ - xJ.y1 1 i.J-1,...,n}

Se tiene entonces 4) z X —)fl"= , que es 1a restricción de 1a proyección

A? x Prkl —> An .

b (H : (i) Sea PGA", P ¡l O. Entonces iÏIP) es un solo pa.1to y<1>de un isomorfismo
n

entre A {0] y X -H->'1(OJ}



-1
"{(X1¡o..oxn!yl,...,ynj6AnxPn—külqueXi:D. ] 1

-[(“Iooao.0 .yl'nco'yn)efl'1x [Jn-1):} Pn'l

(111) Sea L una recta an'fln que pasa por [D,...,O), y sea

L1.¿2 '1(L -[U]).¿.x —¿.P'1(0)

Si L - {(xl....,xn)/xi=a1.t 1-1....,n :3J/aJJO , tehl} entonces

L1 ¡{(Klloohgxn’yllo-olyn) l X1-81.t g yiaflitü g tEAI-{Ü} 1

a{(X1'.o-pxnoy1Io-otyn) /x1=aiot 3 Y1=ai}: U- -{Ü}}X(61,ooc,6n)

a L x(a1,...,un)

PH!r-l-¡l
. -1 n-L

“df {Ü}a: {apunenje P

.'. se tiene und corresponddaante biunívoca anKre rectas. que pasan por Ü en A“-1,
y puntos due? U3} .

(iv) x es irreducible. Porque: _

31 x . (x —ó2‘1mnu<ïa'1(o¡g A" * {ÜhU WHO) , m" - [0}; irreducible.
Pero todo punto (MQ-IW) esta en la Clausura de la imagen de alguna recta L

que pasa por 0. Por lo tanto todo Punto está en 1a clausura de algún subcon­

Junto de x —¿15'1(0}.

LUBQOI00m0 x “(P'J'LOJ es denso en X, X resulta irreducible.

Si Y es gubvariedádï' cerrada de fin tal que oeY, se ¿”efine la explosión deÜ m11

N - .
Y en O como Y .- (4) l(Y-¿O}J. dondeCP :X —) An es 1a GXI‘IIOSIOH-de Anen 0.

N AJ
Se notará tambiénq) :Y —> Y al morfismo obtenido res’ringiendo 4) :X -—)Ana Y _

992: (1) Para hacer :Ja explosión de Y en un punto Pela“, a haca un cambio de

coordenadas Lineal. llevando el origen a P.
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N
(ii) Q induce un ieomorf’iemo entre Y ¿[í-HO) e Y -{íi]
(111} A pesar de la definición de la explosión. dfidfla‘stn no depende de 1a

inmersión de Y en A".

7

_E__1( 4; Pág 29): See Y 1a cúbico dada por 1a ecuación y21::'(x+1)
Entonces: 0€YS‘ÏÑZ

A1 calcular 1a explosión de Y en 0 (punto singular de 1a curva)
se obtiene un subcmjunto cerrado deflzx

Sean t,u las coordenadas homogéneas de-Pl

Sea X le explosión de A2 en 0, x- {(x,y,t,u}el\2x PÏ/ xusyt}

(xy-lun S’Pl, llamamos 34.9-1101la curva excepcional (notada E)

49‘10!) = [[x.y.t.u)€A2x P1 / xu=yt ; y2xx2(x+1)}|

Se tiene un cubrimiento de F1 dado por U1:{(t,u] / tm] y U2-[(t,u) / ulnk
En U1 podemos suponer t-l y usar u comoparámetro afin. be tienen entonces las
ecuaciones y2=x2(x+lj

{ y=xu en R3 (can Coordenadas x,y,u}.
29

sustituyendo se obtiene 1a ecuacúón x"u - x2(x+1)-.0 que se factoriza como

x2(u2— (x+1H-Ü .

Dbtenemosasi dos componentes irreduciblee; le primera de: inicia por (xso; y-.0: u

cualquiera}, que es E; mientras que 1a segunda esta defin '1a por (au-lau? yaxu),
quees

'Y’nEa [(x,y,u) / uuil ; x-yao} , Valores que corresponder e las dos pendientes
de las tangentes e 1a curva en 0.

2 1
Considerando el abierto U2 en fl x P se proceda en forma análoga.

bs: El efecto de 1: explosión es separar las ramas de la curva que pesa por 0,“

de acuerdo a sve pendientes.



Definiremos ahora una noción más general de la explosión. Esta es 1a de la

explosión de un esquema noetheriano con respecto a un subvnquemacerrado.

Comotodo subesquema cerrado corresponde a un haz de ideales, hablaremos

también de 1a explosión de un haz de ideales.

En el caso en que Y es una variedad y el subesquema Cerrado es un punto de la

variedad, ambasnociones coinciden.

¡É

om.Ï'

Sea X un subesquema cerrado de Y. definido por un bd¡s1 1k .

E1 CONONORMALCXYa X en Y es el cono sobre X defin do por el haz graduado

de Ox-élgebras GB ""1; es decir CXY1Spec [ 63 m+1j.
"WO 3 m>o 3

Sea f:Y'-—fi>Yun morfiemo de esquemas, sea X'qf‘1(!J y 91flx' ¡ entonces exista
una inmersión cendnica: cng.g 1
Además,la aplicación de fïïk en el haz de ideales de X' en Y' es suryectivs

V11

por lo tonto se tiene una suryección de Q9g'ranymnl en 9 3 mn
m>o 3 rn o 3

Una sucesión de elementos al....,ed de un anillo A e una sucesión REGULAR

si el ideal I generado por al.....ad es un ideal prollo de A, y 1a imagen

de a1 en A/(a1,...,a1_1) no es divisor de caro (lé:5.4d)

Existe un epimorfismo Canónico de anillos grgauados

aL : (A/IJ [x1¡....xd] -+)"É?O In/In+1

X1v-> É€Ilï2dado por

Une inmersión cerrada de esquemas i:X -—> Y es REGUL/Hde CODIMENSIONd si

todo punto de X tiene un entorno abierto afín U en Y tal que si es el ideal

que define 0x U an DY.U. entonces 3 es generado por una sucesión regular de
O

longitud d.
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gba: Si 3 es el ideal de X en Y, el haz es un haz louulmente libre, de rango
d sobre X.

See ahora izx ——->Y inmersión cerrada regule:- de cod mansión d, entonces CXY

es un fibrudo vectorial de rango d sobre X, notado también NXY,tal que su haz de
V

o"seccioneses

QE: La exglosión de Y a lo largo de x, notado leY es el cono proyectivo sobre Y
m.

d d -5 _ 63 .
el haz e OY loebres “go ha

N m
Y=leY=ProJ (9 J

¡1190

N
Sea 'IT:Y —) Y le proyección.

Y tiene un haz inversible cenónico 0 “(1). que es e‘actamente ÏÏ '1(XJ. See
63

E=’¡I’1(X). por construcción:

E a Wong/303 ¡Gogx J - Projg'gaoq oWUX 2) T. Projtmïo 23'73m1) . PLCXY}
\.t

Entonces DE; - 0}’[E)'E - DCI-1) (C1CXYJ

Sea 71 le proyección de E-P(CXY) en X.

La inmersión cunónice NEIYJQÏ" NxY es le inmersi 1 del fibredo lineal
ak

Qbsgfü 1a inmersión es regular, CXYes un fibredo de reng . d sobre X y por 10 tanto

E=TÏ’1(X} es un fibrado de rungo d-l sobre X.

Supongamosque nadim Y, entonces dim {Y} n también. Porque se “1.....th es

la suCesión regular que define a X en Y. T1....,Td 1032-;coordenadas homogéneas
erNadal

itiTJ —tJTi . o; 1é1<Jén}

entonces Y es el eubesquemade Yfo-l definido por las: ecuaciones
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Eemlol

Si Y=fllr2, x-.-{(0,....0)] , veamos que la explosión definida de esta forme,
coincide con le definida antes:

En este caso Y=SDBCk[X1,....Xf_-.J ’ donde k[xl.”_.xn] ¡35 A, y x corresponda
a1 ideal I-[X1....,an. .
Entonces V - ProJ ( kB Id}

d>o
Definimos una apliCeoión eur‘yectiva de anillos gredu :dos

4» “[Y1v'--v>'n]——> end¿20
y1 »-—-> x1 e 11

“J n-l
Entonces Y resulta isomorf’o e un subesquema cerrado .le Proj A[y1,...,yn..PA ¡

definido por las polinomios homogéneos en yi que generan a2].núcleo de (1) que son

aquéllos de 1a foma {xiyJ —yixJ/i,J-1.....n

Ejemnlni

¿BeanX Y CJ) Z inmeraiones regulares

Seanfielxz, F34“) (donde -—)Z es la proyecaiónjN
Y-BIXY

ru _1 -1
Veamosquu Ycg (Y); F c9 [Y] y se verifica que

N

3m. 3m (Q1m;
y ademáu, 1a inmersión de Y en Z es regular y tel \gue

PJ‘
wz ': ll NYze aus}

¡e
donde flzY —) Y es le proyección y E.TT’1li.

Para demostrar este afirmación, podemos suponer que '¡ es un esquema afín.

con anillo de coordenadas A.

comoY L.) 7.es; regular. existe (tl.....‘td) euces: ¡n regular en A que define
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a t, y (t1,...,td,...,tn)sucasión regular en Aque define a X.
Sean T1....,Tn les coordenadas homogéneasen Í’n_1,

Entonces Z es el subesqueme de Zx_Fp_1definido por 165 ecuaciones

{tiïj - tJTi=u ¡ 1Ai<Jén}

y 7 es e]. subesquemade Yxfl’d'l definido por las eeuaciones

'{t'iTJ —.ïJTiaÜ ; d+1 é 1 < J é n}

dondeti 93 la imagende ti en A/lt1,....td) .

Sea Uk el abierto afin de Z definido por {Tklo} , que tiene comoanillo de
coordenadas:

AIxlot'vxkvn-¡Xf-J/( íti - thili/k1)

Entonces:

-1[Y) está definido en Ukpor el ideal Ik Ueneradopor (t1,....td}

Si kéd, Ikfltk}, que es el ideal de F en Z.

Si d, Ik-(thlgooo¡thdjltk(x1.onngxd)
N

Comotk define F en Uk. y (x1.....xd) defina Y en Uk. resulta que

Nh
'J(Y).¿(Fj ¡ 3[ Y} en Uk

Además(x1.....xd) es soceaión regular en el anillo de Uk, sil<>th por lo
tanto le inmersión de Y en Z es regular.

Supongamosque i:X -) Y; JzY -—)Zson inmersiones regulares.

Entonceu Jai es inmersión regular y se tiene la aiguiente sucesión

DU' UI F ¡.5 ¡­

exacta de fibrados vectoriales:

o —) NXYm.) NXZ—) 1'NY2 -—) o

(11) Supongamosque i:x ->rY es inmersión regular y PzY' -€>Y es playo,

\,
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entonces la inmersión de X'uf-1{X} en Y' es regular, y

v _ ‘ . I
Nx.Y - g NXY donde g f/X

DEE: Un morfismo fzx -—) Y se llama un morfismo de INTEHSECCIONLUCALMENTECOMPLtÏA

\i.1.c.} de codlmensión d si f admite una fágtorizeción en una inmersión cerra­
da regular de codimensidn e (para algún e). seguida por un morfismo suave de
dimensión relative d+0.

ui X admite una inmersión Cerrada J en un esquema M suave sobre Spec(KL enton­locr (n

ces todo morfismo f:X -) Y admite una factorizaciOw:

x -l3 YxM—ÜQY . donde 1.[f¡ü) y p es le proyecciór, que es una factorizeción

comola pedida en la definición anterior.

1.8 _ Teoria de interseCCidn

Sen X un esquema algobraico. Una teoria de intersecciïn en X Consiste
r s

en dar una apliC¡clón de Ar(x] x Aa(X} en A + (x); para t(ÉOS r,sE[MD g que
satisface los siguientes axiomas:

Ax.1: Esta upliCuCiÓn convierte a A(X) en un anillo grudljdo, conmutativo

y con identidad, llamado anillo de Chowde X;donde AfiX}-. EBAnÏX).
m3“

M. 51 ve Ar[X) y Le A500, noteremoa le intersección de Y y z com Y.Z ,
+5

que pertenece a A (X) .

x¡2: Sea f :X -¿> X' un murfismo de esquemas. Definimos un morfismo>

f¡:A(x'} -—) A(XJ comof.(Y'} - p1'{PP,p51(Y')J . dcnde Y' es un sub­
esquema de X'; pl y p2 son las proyecciones de X x <‘ en X y X' respec­

tiVHMGntBy FfSQXx X' es el grafico de f. Entonces f* resulta un morfismo



de anillos y además, si g: X' -—) X“ es otro morFismo, f: g' . (90?).

Ax.3: Para todo morfismo propio f : X —¿, XP, fi es un morfismo de grupos

graduadou; y 31 g: X' -5 X’ ea otro morfismo , entonces g¡of¡ u (gaf).

Ax.4: Si f : X -—>X' es un morfismo propio, entonces, para todo x €A(X},y€EA(X')l
mx. f tm - muy. y

AX.5: Si Y, Z son Ciclos en X yzx : X -—) X x X e? la diagonal, entonces:
a

YOZIA(YXZJ

AEIB: Si Y, Z son subvariededee de X en posición genere! , entonces z

Y. z .. X i(Y,Z¡ wJ). wJ
donde W recorre las componentes irredu61hfbs de Y. ZJ

A¿¿Z: Si Y es una subvariedad de X y Z es un divisor de Cartier pasitivo que

corte e Y propiamente, entonces Y.Z es el ciclo asociado al divisor de

Cartier YflZ de Y, que se define restringiendo le ecuación lochl de

Z a Y.

TEOREMA:((4J, pág.427}

Existe una única teoria de intersección para variedades no singulares
sobre un cuerpo K que satisface Ax.1——Ax.7.

Si X es un esquemaregular, el anillo de Chowverifica tjmbián las siguientes

propiedades:

Ax.8: Comolos ciclos de codimensidn 1 son exactamente los divisores sobre X

y le equÍValencie racional coincide con ln equivnlcnciu lineal; resulte

que A1(x) É Pic (X) .

m- In
Ax.9: Consideremos el espacio afin H y see p: X x fix -) X 1a proyecbídn:



entonces, pl: A(X}—-)A(X x A”) es un isomorf‘ismo.

Ax.1_Ü_:Si Y es un subesquemu cerrado regular de X y U 1. X —-Y; 1a sucesión:i
Am ——>Mx) 3-9 Mu) —> o

es exact.“ donde i: Y —) x es le inclusión y J: U --) X es le inclu­

\
'I

:sidn de U en X.

‘ien E un haz locebente libre de rango r sobre X y sea PCL) el fibra­F
¡.4Í“ ‘I'

do proyectivo asociado. Sea }€ A1(P(E)), la clase del divisor corres­
pendiente a OPtEJU} "(ver (7)}; see’h': HE) —-)_X 1a proyección.
Entoncesnf' transforma a A(P(E)} en un A(X}-mddulnlibre generado por

1.5.52........;"'1.

I.9 - Clases de G'Ier‘n

931 Sea E un huz loCt-Ilmentelibre de rango r sobre X; le t-esime C1559 de

Chem de E , ci[E_)e al“), [041g rynueda definida "ar las siguientes
condiciones:

U} 00(5) " 1

un“: (-1Ji'ïf'(ci(¿}).‘sr_i- o en Ar(P(>‘H.

¿gig La CLASE TOTAL DE CHEFlNcm} de e es:

' cotEJ‘ïcl(&}+°°-+ o
y el PULINDMIODE CHERNcda) de á es:

sus} .. co(E)+61(Ej.t+ ...+ crtá).tr

Las;clases de Cher‘nverifican las siguientes propiedades:(ver (4}, pág.429 }

21.: Si E .540}, haz localmente libre asociado a un divis r D, entonces:

cdi) - 1 + 0.1:



gg: Si f: X'—) x es un morfismo ya es un haz localmu-=u-I..elibre sobre X,
entoncescflfflfijj a f'(cil¿“, para todo 1. Oéiér.

9.3: Si ue tiene 1a sucesfión exacta de hacas localmente libres ¿obre x:

0 -> E' —>‘€—-)-€"-50

entonces , ct(EJ . ctw}. ct(E-"}. Enparticular; para todo lc, oékér:
r'

ck(E} . Z c1(E'J.ck_i(E”)no

a: 81€ tiene una filtración cuyos cocientes son los hemesinveraiblas
¿Inunfin resuïta quez

1L‘21
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II - TEORIA K ALGEBHAICA

Desarrollar-¡mos ahora las principales nociones de la teoria K algebrajca

de Karoubi- Viïlamoyor,'basándoho5 en [2) y (3}.

Existen distintas construcciones de teorías K, rarlizadas por Guillen,

Volodin, Swany Karoubi- Villamayor; una comparación entre ellas puede encon­

trarse en (10} y (11).

II.1 - Los grupos Kn de Categorias en grupos de Benach

O ITI .r - Bei-¡fi una categoria aditiva tal qua para todos M,N e Obflé), Hom¿(M,N}
¡3:3un grupo de Benach, cuya estructura es Compatible cun la estructura

de grupo ebeliuno.'¿ se llama une CATEGORIAEN GHU:08 DE BANACHsi

para todos M,N,P€0bj[¿} exista una constante c te.“ que ||gof||éc||g||.| FII.‘

para toda gqumauum) y f' €Homg(M,NJ.

‘CrnTI - Sean A y B das anillos de Benach y sean f0 y fl do morf’ismos acotados

de A en Ü; entonces fo y f1 su llaman HÜMOTIJPICOGs1 exista sz —-) B(x>

tal quo F0: poof’ y fl- ¡Jl-f; donde B<x> as (ELconj- ¡to de expresiones de

la forma

y 01:8(x> -—9 ‘3as 1a evaluación an 1 (1.0.1 }.

DEF: E1 anillo A se dice CONTHACTIBLEsi el morfismo nuÏ'o de A es homotdpico

a1 morf’ismo identidad da A.

Noturomos EA a]. núcleo de la aplicación A<x>213 A
BV

Notaremos DA a1 núcleo de 1a aplicación A<x>——-%A

Dadu una categoria en grupos de Benach6 ," puede "soniársele la cute­

gorIa ¿(x1,...,xn> , cuyos objetos son los objetos de ¿y Cuyosmorf’ismos

...i

l

f:E -->- F son- expresiones Formalestz sil ' o_in x1. . . . xn o con e11 . n.1”
| ’Vl

pertenecientes a Ho:n¿(E.FJy tales que. aii...1n < 9°
Ll...¿'M
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l

{imaq):€—-)¿ Funtor de categorias en grupos de B. mch, se obtiene un

Funtor ¿(xl,...,xn> a Ól<x1....,x,.> al que también 1.uII|¿:reslnosd),

Consideramos ¿hora los pares (E, 0L}; donde EEObJ(' (x1....,xn>} y

o¿ (x1.....xn}. qu .51 algún x1 es 0 6 1 yq>[o¿)-1.

Q_E_f_-'_:Dos automorí’izmos a<oy “¿son hornot 'dpicos si existt un automorfismo

o( uoL(x1,...,xn,t} en ¿<x1,...,xn,t> tal qua

(1} at (x1.....xn,t} n 1d si alguna x1.0,1

(11} o¿ (xl....,’xn,0j .010

un} 0L(x1....,‘xn,lj =.¿1

(iv) d>lo<1=1

DEF: nos pares (E,tx'.J y (E’.oC} son EQUIVALENTESsi 9x1. te un par (G ,1dG J tal

que deidE.eidG es homotdpicoa mEe 04‘e mu

LEMA:Dados los pares (E,o¿} y (Emi!) resulta due los pe- es [E,o¿.oL’); (E,o¿‘°a¿ ) y

(ESE, dead J son equivalentes.

(Demzver (3] Pág 292}

EF: Sea 49M —9 D morfismo de anillas de Benach, anto ces d) es una FIBHACIONDE

SEHHEsi para todo (b e 91(B.(xl,...,xn)J tal que [0....,0J a Id, existe

¿e Gl[A(x1....,xn>) tel que (#(ot) ¿{3

DEF: Sean 6. y 6 " dos categorias en grupos de Benach. Zntoncas Cbes HJNTORDE

SEHHEsi para todo EGObJ 6 . el morfismo de anillo de Benach,

EndéE) ——>En'l "(1513) es fibración de Serra.6



o rn1.1

PHUEI.1:En Kn+1(q)')se define le suma (ÑJHEHwéÜ-(W'HMQÑ'J, K

25

See 436-.) É" un funtor de Serra, entre dos categu 'Ies en grupos de Benach,

suryectivo. S'Ï‘EnGNn - SB darme Kn+1 comoei conjunto de clases de
equivalencia dc: pares (E,oL}, donde

E e nbjá,o(€/\u (E)té (x1....,xn)

Sicu'ov ¡(“+1 {CP}se notará Kn+1(‘€}.

si á. y“), entonces Kn+1(¿}se notará ¡("uuu

"I

“+1( resulte
un grupo abeliano.

Es evidente que el elemento [G.IHI es el elemento outro, pere cualquier

G e maná}

La conmutabitided ee verifica, pues

(EQE IZQDLJ'lEíQEvZ92)
o 1

tomando comohomotopia Idez (¿11” 1 9°¿1 _ )x1]í..x:n +1.,.1 ' n 1 ' '
1 n

. i i
+ ti Z (“Ci ...1 9 ¿1 ...1 "‘41 ...1 6°"...1 1x1}”"nn)

'1. n 1 n 1 n Jl nil...1n

Ademásdedo (E72) e Kn+1(q>),1595.2924) 1 ¡EGP {f1} w (EeEdd)

Y PD!‘10 tantü (Emi-I) es el elemento inverso de (",oq

En general, si es una categoría editive cualqule le, puede ser Considerada

comouna categoria ('e Benach con le métrica discreta, en esse ceso los elementos de

¡(f-¿{Json las clases de equivalencia de pares (E,o¿} cor. E € Dani} y aLun polino­

miosen n-l variables: con coeficientes en Hom¿(E,E).



27\
Ubs: Un polinomio du esta forma resulte inversible si y olo si oéo 95. . . .o

inversibie yaá-ll.“in es nilpotente si algún id J 'J .
(Leg:Ver ua}, cp. 1.

Ademas, si 90:?H} —-)?(A“} es el funtor extemión le escaleras asociado

a una f‘ibración de Barre (f: A -:)\ A" y A' - Ker ‘P,’ex; ute un ieomorf’ismo

natural entre Kn+1((¡‘?}y Km’lM'J .

Se define el morfismo de conexión ¿"+1 : Kn+1{€") . a ¡(“UH , (ná 1)
de la siguiente forme:

Como¿Pes suryectiva, dado (E",o¿'.'.x1,...,'xn}} 6 Kn..,1(C"J.

existe EeObj C tal que (ME) - E“. Ademas, tomando t veu .uble, oL"(x1,...',"xn_1,"t:}

es una homotopia que se levanta aultxl,...,xn_1,t} e Am"{E}, donde

.¿(xlgougxn_1,0)- o
fEntoncestomamosTim} 4m

U)e deFine RUP}cumoel conjunto de triples (E, F. ná, teles que E, FeObJ[C},

.¿ e chraUPEJPF,‘ y es un immorfismo.
. Dos triples (E. F,-¿} y (E', F',o¿‘} son ISOMOHFDBsi existen dos

isomorfiñmos f: E —-) E' y g: F —-) F' tales que ¿'otflf'} .‘f (gJo 051.

. El triple (t. F.e¿J es ELtMENTALsi E . F y ¿11% ,

. Dos triples (E, F,°¿} y (E', F’,o¿¡) son EQlJIVALENI'ES(Not:N) si existe

un triple elemental (G. G, ide) tel que (E98, FeG.a¿oidG) es

isomorf’o a (E'QG, F193, ide} .
, Se define Kw} - RUN/N .

. Dos triples (E, BOC} y (E', F‘, at'} son HÜMÜÏOPJ¡DSsi existen dos

isomorf’ismosf: E +9"? y g: F —) F' tales quer'Ï es homotópica a

ng’ld'otem
. Se define KH‘PJ - RUP] Lv. , donde N. BBle rele! ón de equivalencia

generada por 1a homotopía y 1a adición de triñle:



P!1L]P11.2:51 LFuu una Pitu-ación de Serra, lu ap1\icecior. identidad de RUP}
induCt: un ieomorfismo entre Ku?) y KH?) .

Qem¡ Ver [3), pág. 2581.

1
Entonces, si n ., D, deFinimos ó : KlLfi") —)K°(Cf’} en la siguiente forma:

Dado [E" ,oC'} tal que E"€ ObJC" yol." €/‘\utc..(E"}, existe E66 tal que‘HE) a E",
1 .

entonces tomemos3 {8'34}; n (E, E. oL"),' que resulta bien definido.

TEOHEMA11.1:Sen ¿fzfi QC" funtor de Sen-e suryectivo. Entonces la siguiente
sucesion es exacta z

mfla
mmm —->‘Kn+1(t"}--> Knm —> n(ch —->KnM")—>

II.2 —Pr'nrlucto cup un la teoria K nlgubruicz'x

sean A y B dos anillos; se considera en AgB la mu'stiplicación definida
por [a,b}.[e',b'} .(e.e"b.b’J.‘

Si A y B son unitarios entonces AGB también lo es.

E1 producto tenuonial de módulos induce entonces u Funtor bilineal de

32 {A} x’Ym} en?[A%B}, y por lo tanto,‘ un morfismo bil'aeal de KDQA}x KotB)
en gomas}; donde si C es un anillo unitario, KO(C}es 21 grupo de Grothendieck
de C.

Si A y B no son unitardnos.’ se tiene el siguiente d agrame conmutativo:

A+ BW _____) A+

81+ —-—.—) Z"

donde, si C es un anillo,‘ 0+. 2.00, con 1a operación (n :).(m,c"} . {m.n,cm+c'n+cc'}

C+resu1ta un anillo unitario con elemento neutro (1,0} r «ra el producto asi

definido;-Ademas, si c tiene unidad, c+'= c, definiendo la aplicaciOn

'p



+
'Z: C —>C ,ïz (me) - n.lc+ c .'

51 A no tiene unidad, se define ¡(Dun - Kerk KO(A+} —.> KOLZ“ ­

See D el producto fibrado A+x B+ , la siguiente s :esión de anillos
Zes exacta:

0—->A%1]—-)A+%B+—s>D-—)D

Ademas, existe un isomorf‘isme bilineal m de KO(A};- Kom} en KÜ[A?B),'

donde ¡(OM És ) . Ker[KD[A+%8+} —),.K°(D}}.

Seen A, B y C anillos dé Benach; un BIMOHFISMOde /-‘»x B en C es una apli­

cación 9 que satisface les siguientes propiedades:

{i} e es - bilineal."

(ii) Bku,b}.‘9[a',b'} - e[ea',bb’} .

(iii) Existe una constante t tal que “9ta,b}“ét.|3[H.D)”.HB(O,b}” .

Por le condición (11}. e induce un morfísmo de ani] Los de A38 en C; y

por .LOtanto, un morr'ismo 91: KokAgaj a KokC} .
Componienuoe1 y m se deduce un morfiemo B: 'KOUU < Kate} —) Rom}

¡angMA 11:2: :Jeuxuna categoria de anillos ("leBenach; toda cuatrupla

m, B, G.9} te]. que A,B, CEObufi.) y em e -—)c es un
bimorr‘ismo. pueden asdciaree de manera ún .3 aplicaciones

nn
bilineaies neturui‘ese 'p': KnlA}x KptB} ¿RHPLCL para
todo n, p.20 g' que satisfacen los siguiem :3 axiomas:

n ame ’ - 5
{iija} b'ea ei diagrama conmutativo:

09A'xB-9Ax8-9A"xB-9f
l l

o_) 0-...) c ___) c" —_)c

donde las sucesiones horizontales son f'lbnaciones de Serra,
entonces se tiene el siguiente diagrurm conmutativo:



Kn+I(A") x Kpm) ""'—'9 Kn+p+1(U"l

a n+1x 1d b n+p+1

Knknj x Kth} ——————fi>K (c;n+D
(iin) Sea el diagrama conmutativo:

O—>AxB'.—)AxB—-)Ax8"—9|'

0 -—-9 C' —--—-) C ——) C" -——)

donde las sucesiones horizontales son ‘bracionea de Serre{
entonces no tiene el siguiente diagrï conmutativo:

an x Kme") ——-—>Kmpnlc"!
. n+ +1

ibm-“x91 ó p

Para la demostración de este teorema, ver (3}. pag. '79.

Obs¡‘: En ul caso A a B .. G.9: AQA —) A el producto, nr-‘saremos .K a las

aplicaciones en"): Kn(A] x KD(A}——9KWHJA}

- . . .q

E0 EuA = 3;;hean p.q U:st x Kbtfll B M’ qufiüpentonce: Y-Kx w t-llp x-KV'

Uam;Ver 13}

11.3 Extension de La dufiinicion del producto CQEa la ca‘ ¿qeria de haces

coherentes sobre un esguema

Sean 9 ,Q dos categorias abelianes.Se consi era le categoria producto

2€ .xg ,se tiene un morfismo bilineal trivial ae K C l x KO®J -———-KowaX3]o

[EUGENIA.LI4-Dadaa dos t:.et:egc1rlas:(;9y?) {existen enlicac mes únicas bilineales._._.._._.___t_'



nop

Kaká) x Kpúb) e > Kn+p({.xu%) teles que :

(119659 e

(una; Si tenemosla sucesión exacta corta:­

u—-)flü-—>g—)fiT—-> o
donde los rnorf’ismorsson f'ibraciones de Eierre.Entonces :

' ana-1,}:
¡ " > " ')Km-Icg } x ¡(0%, Km-mltg“ x "J

an+‘.l.' x Id B n+m—".
"bb

a 8 . o­

Knhtzj x Kg}; _____9 K [5, x?

es conmutativo. fl n
[bj :51U'--—) Ze‘ e? a; -—) 0 es exact ,entonCBsa:

I "l aman ¡I
Ka“, x ¡(m-Ilha J _—-—_—> Kn+p+1lgx J

n
' bem) xap+1 sm4:- 1

._ "ob

Knt-j’.)x Kptg,‘1«-———> leflf 3%.)

95 conmutativo.

Dem: Es similar al caso de módulos proyectivos {sobre ur: anillo y hasta

observar que si f gs una categoria abeliafiemntdn :es. Ef. es con.
tructible.



III - FORMULADE BLDQE

E1 objeto de esta capitulo es dar una demostración nu la fórmula de Bloch

\)
Aptx) - Hptx. 5p)

donde ÁP(X} es ul grupo de clases de 616105 de .codimenn Sn p, módulo equiva­

lencia racional de un esquemaregular y noetheriano para los funtores K defi­

nidos por Karoubi- Villamayor en (2):

Esta demostraCiOn fue realizada en (1} por D. Quillum para los funtores

K definidos a partir del espacio clasificante BQ(MJ,donua E en una categoria
exacta.

III;1 - Definición del haz de grupos Knfix)

Dado un esquema X y un abierto U de x llamaremos Kníu) al grupo'Kn de

de la categoria de h4ces de módulos nroyectivos de dimenshdn anita EObFB

OX'U¡ tal como se define en el capIÉulo II. Evidentementn {Kn(U)}Uabierto en x
define un prehaz de Jrupos sobre X, y tomaremos Kn{X) como el .haz
asociado a dicho prehaz,

Recordemos que si X es un esquema regular y noether ano, 1a categoria
de huces de módulos nroyectivos sobre U coincide con 1a ¡tegoria de haces

coherentes sobre U (para cualquier U abierto en X) a la ¡e notaremos QtU)

y ademas, por ser X noetheriano, los grupos de cohomolog a coincidan con los
V

grupos de cohomologia de Ceoh (ver (6)}.

113.2 - Construcción de 1a sucesión espectral asociada u Ep

Sea p E F‘U {o}, notaramoa yb(x; a la subcategoria de g(x) de haces cohe­

rentes con soporte de codimensión mayor o igual que p, dunde la codímensión



de un cerrado Z es igual al inf Edim DZ,zi ,donde z recurre los nunto.-=.gene.Iricos de Z.

TEÜHEMAIII..1:'Sea X el conjunto de puntos !de codimunsiOr: n de X,(ei x E X,

comme 1 codimuï}; 1.
Se tiene la siguiente sucesión espedtr‘al:

q
E'p (x; a J_L K (km; ,con D+q3l=
1' ¡Gx 0+6!

Consideremos la filtracidn de EDU por subcategorias de: Serra dada por:

¿(xhgolmgyflxgnnn \
Mz. ExibLe “na eq“1"alen°15 dB cetÜÉJOÏ‘ÍPJ‘.'BI1Lr'BÉ(XI/M 1“) Y'p 0+

LL U Modf.[0 / ’Ï },dundeh‘odf.(0 _/ " 51 6..
xexpneN ¡MM-¡(.x x. “quam B B­

tegnrie de madulos finitamente generadas sobre GX.x/f\1';'.x,y

mix es; el ideal maximaldel anillo loca]. tu“.,x
em: Definimos la aplicación 1 x“! {X}q...) fl Madf. 0‘ / n'.‘

_ yp‘ "¡3+1 xe X neN k x’x WM]

comceltïj .- (Exjxesomünxpflsi xe sop(E)f\Xpentonces En es
un módulo Fini'tamente generado sobre Ü. / “' pena algún ne N -ver (13}.

X,x ¡x

Tambiendefinimos la aplicación:

e \I'JJ. ( U Modf.(0 / n J) -'—) LJ(XJ/M ‘(XJ' en'le niguiente f‘oí‘ma
2 xEX neN Xox (“st-m D “p+..

Si x €X,sea E ENodFJÜx'x/mï; x] para algun n6N'.’ i. yefiït} se tome Ey 1
’ v

g Ex e Ox,y.Como Ex es finitamente generado sobre (“h-VL". y,p0r‘ lo
Ox’x q xIUX

tanto sobre DX ¡se tiene entonces un epimorf’isrno a [Jx x en Ex (pa-g1x n

ra algún qEOJ.
. q ._ . .

Entonces la aplchCiOn Dx'y —-—) Ex gxüx'y, es: un vimorf‘ismo. (it)¡X



ÚÉFinimoe

É) si y€ {Y}
3'

E ­
0 si no

E resulta un haz coherente (por (1)). Se tiene entonce 1a aplicacion buscada.

Las aplicaciones el yezeon inversas‘y 'se tiene una equi'. ¡lancia de categorias.

l-‘HÜPaIII.2: Para tndo n e Ne:

¡qu Modflox'xlfim ,. KnLklx“fl'l

222: La apliceacmn 71: Knuqx“ —)Kn[ H MorJflDx'x/Gn ='_,)

está definida por [Fijtx1....;&n_1}]mxm—ñ (kh) . [Fijkxl,....xn_1flmxmj

Hay que probar que ei (E,o¿(x1,...,xn_1)}€KnlUI/JIJHOX xAR'" ')-’
,03 ' x','x

entonces existen mEN y [f1J(x1,...,xn_l)] mxmtales que
¡a . "

\E,9L[x1....,:<n_¿J) es homotópicoa [kaJ ,[f13[x3,...,xn_1)]mxm}

[es decir, defineb el mismoelemento en Kanx“

r k l J t ' z ' i l ‘ 0­
°“ Ee"finamhh‘nxhdhfi' . "NW-1;,- 1 %¡1°" uan-1 nl. . .¿211

1 OO O

n k q
Ox,3__> with/1355:,a Ea )

u a a .i 0.01 1 ..01 1 0'.

Jl 1 n-1 l I n-l 1 ¡In-1

oq —->to./n«3"F—->E-->JXfx Mi! q I ka. este definido porque (D es p) lyectivo sobre 0
lllooin-l X,xfiï‘x'x) X.xhr\x'fx

gi "J está definido porque le. aplicacion de (mx en Ox’y/an I1 n-l Xp:

un epimor'flsma.y Ox’x es proyectivo sobre Gx.“ y ¡"Jamascil...1n_1

también es un morfismo de mdduloa sobre 0x.x'
q q

Üx'x —-—+ k(x) ———-, U

L’il . . .1n_1l
oxïx —-9 kkqu -——) 0
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1
n H - q

Si eiiiüx'x [donde ei 1 (0,...,1....,0}}, entonce {al}1¿1¿qg.nera k(x}
1

(«31] - b:l H i , entonces tomamos("1 N-_'J e 11oon l .
: .. _ 1
a110001n_1(81}- bilnooin_1 )

Hayque probar ahora que (ijq, É(x1,....xn_1}} e homotópicaa

(E, ¿(Xl’ooo'xn_1}} o

Para (Eekajq.oL[x1,...,xn_1)0 jaktxfi J es BMW-lentea:

(Eekhjq, 1dEOÉ(x1,...,xn_1JJ pues:
q c1 N q q N

(ox'x90x00¿(Xl'ogogxn_1 .N(Üx'x90x00 (X1.coc.xn_1

y se tiene entnncea 1a homotppia

1 1

Z (bil,_1n___1in6011__1n_11n}k1....xn ,donde

q a a , q
D11...1n_lin‘9011...1n_11n ' 0x,x90x,x'—> 0x.x° 'x,x

of}.x ——-> E -—) u

btlougin biloooinv
q

Oxax -——-) E ——) 0

- Q

donde b11._.inexiste porque Ox’x es proyectivd soL-e si miedo.
r1 q

o)“, —-> Mx)

10110.01" lgilaooin
c1 q

ox'.x__.9 k[x’

= q q

donde cil-Hínzkh) -——)kbt} esta definida comt en (al a J

Como V11es epfimur‘fismo y ademas ea claramente un Iranomorfismo, y nor la
Prop. III.1

U nJ .

Kikgp(X}/Hp+ltfijj’ XÏX:J-_(klx))\



Olas: Los Funtores K1 conmutan con los coproductos.

PBÜP.III.3: Duda1a sucesión exacta corta :

Dem:

loU' UI

‘Pp

¿1mm -—>gp(xJagan/«¿Max (wo;
Heuulta: ’

Kn-l (¿HpF Kn“¿0+1 (XM l" 9 1}

Se tiene le sucesión exacta larga:

K1l‘Fp(X}JfiKflflpUH —) Kitgp(X}/l=fip+1'x)J—-9K1-1("Pp)—->...

(16W­

donde los elementos de ¡(“96) son las clases de enuivalencsia de pares

de le forma {E,b<.)con segpu). yaL(x1,....x1_1} 1 Id ai algún xd es

061 (14,341-1).

Sabemos qee sop(E}9;kLg pkaero sont.“ __1._

.mtonCeas; íx e kIU 44/4“) + 1d}c kLzJpfiv
Si reatringimoa (E ,1) a ese conjunto, obtenemos un haz coherente sobre

implica que '1pr 1 Id,‘ tomamos

{x EkgpxloC(Ï} ll Id} , que puede extenderse por fuera de ese conjunto.
El elemento (E,o¿.) ofitenido tiene naturalmente so; oetr de CodLmrznsión

mayor o igunl que p+1¡ ademas,o¿(xl,....xi_1) - I- ai algan xd - O ó 1
(1 A1 é 1-1}.

Es claro por otra parte que Ki(k=|p+1(X))<-)K1(CPD).
Resulta fácil comprobar ahora ¿quelos morfismos o f‘inidoa antes resultan

inverso uno de otro, con lo Cue]. queda probada 1r- proposición.

Se tiene entonces le sucesión exacta larga:

(1 6-“)



Sean ahora ,

id? , (Sin
m ...—9Kilgp+1(XH —->Kiu__nptxn—7 Kityptxngmhn —->Kj__1(gmlxn —2

(2} '"">Ki—1lgp+2(x)"'9K1-1(MD+I(X}J;¿;K1-1(!p+1(X’¡!p+2(x)J‘;;Ki-H(Ep+2(x)"> '

Tomando 1a composición 81_1’p+1oai’p se obtiene un mor’isno de K1(gD(XJ/MD+1(X)}

en Ki_1(gp+1(XJ/QB+Z(XH. a partir del cual. usando J Is proposiciones anterio­

res, se tiene un morfismo de LL Kikh) en .LJ. Ki 1k\ e} y para oade nGN ,x EX x ' '
‘ P 0+1

existe una sucesión espectral: n
l

e doA I enla
l n ¡o —-> Kn(*=0(‘))—>¡!1¿¡,‘aifnk(x) —>XJ€I,.11<n_1¡<(x) .

¡[MA III.1: Luu siguientes condiciones son e nuiVealentL

(1) Para todo pgo. la inclusiúl ¿Mm "->Enix) indaga el o
er- los K grupos.

(iiJPar-e todo news, le sucesión espectral ( l ) es exacta.

92=ü1=t>t111

'VB'ïIH‘OSnue e es un monomorfiamo

Se tiene
Ü e

(11Kn('¿1(X)l—-) Kntgolxn fixJELxánkh}
que es exacto, son lo Cual. Ker e -"[m O m 0 .

n

,Pare ver que Im e - Kar dO
ar1 o D .

(2) -—>¡Kn-1tg2(xn —5Kn_1(M1lx)J —,XLEL.x:n_1+3x) —>,

Notemos oue sam; e a 0 t por (1)}; pero:

dn e.8 os oeuD ' por lo tento Im eCKer En0° n-1,?. n ' " o

Además , Sn 1 ¿resulta un monomorfismo, o see:" O

Kardg-Kera -Imen,o



n
Vuamos que on generuk Im d1_1 - Kar u? (nelN J

"° aKn-iwulun JaKn-itgiun fixielxiKn4L“)"9Kn-1-1(!i+1(x“-9-­

0

'"‘“n-i-flïnzulJ—>Kn—1—1(ï1+1ïx’¡jeux Kn-i '_k(x)—-‘Kn-1-2(!1+2(XH—5.1+

, . Ü

‘ ' "*Kn—1—2“;1+3(x“_">.. Kn—1-2(!1+2(XHfi ¿uh?- .2'<(xJ->Kn_1_3(g1+3(X}J->.+

Como3n_1_2’.1+2 es monomorf’ismo,resulta Kar d1+1 e Kar sn_u+1)'1+1 .

a Ims I Im (in-1
n_1_i.1+—¿ 1 o PUES 9n_1'1 es un apimt-ri’ismo.

“MENU­
Se ve por inducción sobre p; comenzamos p"1bando que:

Kn(g1(>(}}—>Kn(go(xn es caro. lo cunl es trivia? ya que e es un mono­
morfismo.

Supongamosahora que la aplicación de Kn ¿itxn en ani 1(X)J
es cero, para todo iép, para todo ne N;; debemos ‘obar que 1a aplicación

de anmllXH en anphflj es cero.

ae cansiderun las siguientes :Ïncasiones a, ectas: a
. O > - "41?,b-2 n+2'p—2

Kn+2tMp_1txn-->KmetMlexn-> Kmkm -> Kmltup_1m)­x
p-.

0 _ (SM-1.p-i-L al"+1 ¡ID-1..—> KmlwpUcu-eo K,1+1(Mp_1(xu-> K ¿km --> Kn(Mptxn-—>
xexp_1

ó"n b Snm

..——>KntMp+1[X})-fi-> anpu“ —5 x14; Klñktx)—_.>Kn_llMp+1lXJ)-—) ..
Queremos probar que án'pes , un moRomorf-‘isr.J, pero:

. a K d
Kar smp Im 3rn+1.p-lt er p-lJ ’

pues. por hipótesis inductiva , sn+1'p_1 es un enimrPfismo. Además:

[Imá
1(KBT' (ip-1} II n+1.p_]< SrH'2’I .2} o

rn ‘ a
t'n+1 ,p- "+1 u0-1

Con lo Cual, K'rl‘ánfl’. a Im an+l'p_losn+1’p_loan‘i2r _2 . O, pues



á
sn+1,p-1o n+1,p-1 ' o

PHOP¡III.W: (Gersth}

Dtm

anjetura de Gereten : Las condiciones del LemaIII..1

Probaremos ahora 1m conjerure en un cese menos general

Sea K' el hez sobre X asociado el prehaz d.

Law-9Kntgowu

grupos:

(UCX abier'tt J

Supongmos que Spec Qx'x satisface las cont'ciones del lema III.1{

para todo x€X. Enton0es, \
n n

¡{‘(x. 5,; ). Ker dp/ Im dp__1 (0.a eN)

: Dado U abiertn en X, se considera la sucesión de ¡'Bhwces:
n

e .LL ' LL d].K M UI K k K ...
o "-9 n(=ol'¡ je'ubn bt}¿"tal MIR“) "
y se obtiene la sucesión de haces:

‘rl{aa} o __.>g°ïgxiix}.{Knk{x“ fixlglxíixj.[hn_1klxjj -—>

donde 1x: Spec(k(x)} ——)X es la aplicación cenór'tce.

La fibra de (m a} sobre x es le sucesión ( n ) pch Specwx xJ, puesi

SpecLOx.x}a Spec[0x’u), donde U recorre los c--¡torn05abiertouA

afines de x, y ademasle sucesión eSpectrei construida conmute con lí­

mites proyectívos. Por hipótesis, (I a) es exacta por lo tanto se tiene

unn resolución por heces flaccidos de gá. 6 eee,

HPLng a mlsr-ií‘lxhlélxíixlfinqkkxn - Hsz o- >Esi'"txn .

z satisfacen si

X a Spec(A) , donde A es un ani' o local regulnr.

tal como lo hace

Quilleh en (1).

Sean X e Y esquemas algebreicoe.



DEF: Un mort-‘15an F:,( —-)Y se llama SUAVE DE DIMENSION :-'.L.’\TIV/\ m si: z

(i) f es playo

(11}81 X'CX, Y’CY son tales que HX'JQY', cantantes dim X' a dim Y' +n .

{iii} dim kh“ n n , para todo xex, dtndeflx es el
,tfl
k[x} X/Y /Y

módulo de diferenciales de Kahler de X sobrc. Y,

EE: San R una K-algebre de tipo finito; R se llama suahg sobre K si
f: R -'fl>'K es suave.

Si K es ademas un cuerpo perfecto, se tienen los\siguiel tes lemas:

LEMAIII.2: Seu B una localización de una K-Glgebra de {oo Finitzo, donde

K es un cuerpo perfecto. Entonces:

{lg/K es un B-mddulo libre de rango igual u 1a dimensión de B si
y solo si B es un anillo regular local.

LEMAIII.3: See fzx ev un morf’iemode variedades no ingulares sobre K.

Sea n . dim X - dim Y.

Son equivalentes:

(i) f ea suave de dimensidr relativa n.

(11} {lx/Y es loc'llmente 15bre de rahgo n en X.

Paralas demostraciones de estos lemas ver (4),Gh.II .

TEOREMAIII._2_: Sea K un cuerpo elgebreicamente cerrado _. R una K-álgebra de

tipo finito . See SCÏSpchI), subconjuntz: finito tel que RP

es regular, para todo Pe S; y sea A 2 RS el anillo eemiloCal
reguLar.

Entonces X 1- Spec(A} satisface las condi- iones del Lema III.2.



em: (i) Reducción e] Caso R eueve sobre K.

Es bien conocido que existen K‘ subcuarpo de K 1'1 que K' es Finita­

mente generado sobre el Cuerpo primo, y une K'-e gebre R‘ teles que

B - KÉQR'. Esto puede verse facilmente ya que:

R a KExl....,x61/(p1(x),...p8(x)) y se tome eniwnces comoK' el
eubouerpo utneredo por el Cuerpoprimo y lee cor'icientes de lee

polinomiospi (ls 165). y H' s K'Lxl.....xn]/(r..(x)....;‘ pSUUJ
(Para Consultar una demostración de que K’ ‘y H' verifican lo pedi­

do, ver: HymanBasa; Lectura: on Tapica in Algeboaic K-Theory,TATA

Institute o? Fundamental Research, Bombay).

Sea S'CZSpec(H') finito tal que ei PGS, entoane P es une exten­

sión de algún P'e 8'.'Entoncee A' a ná. es tel que A a Kififi' y A'

es regular.

Seen K1 los subcuerpoe de K que contienen a K' y son finitamente

generados sobre el cuerpo primo.

Se tiene que A . Liga (KLE._A'), y entonces:

anpwpecAH - 1%?KntsbadlKi'gfi'H .

por latente baste probar el teorema ouanáe K es 'initemente generado
sobre el Cuerpo primo.

En este caso A es una localización de una K-álg Ire de tipo finito

sobre el cuerpo primo, luego puede penearse a R tomo un algebra so­

bre el Cuerpo primo} que ee perfecto.

Aplicando el Lema III.2 e B u RP ee tiene que J q IK ee un B-módulo' P

libre de rango n; y por lo tanto, por el Lema1.1.3, f es suave de

dimensión relntiva n, ee deCir RP es suave sobra K, de dimensión

rel et ivu n.



Ent-.=nces, R es suave sobre K on los punto: de S, nor lo tanto un

un entorno abierto de 13[ver (4)}. Se reemplaza F!por Br , si ff P
para todo P on eso entorno de S. '

Puede suponer-sa entonces R sun'avaSobre K.

(ii)t’)ueremos probar ahora que, para todo péD, le inulusidn de M 1(A)=o+

en EPM} induce la aplicación 0 en los En.

Sabemos quo, ¡(“(¿nmlum o '1_‘_¡:\Kn(gp+1(flf}}, dom" a HP} J O, para

todo Rc S. Si llamarlos R - Flf f bastaría con ver ¡uez

51(L1FH1H}¿a ¡"(kung para todo pau.

Pero. ¿”(501.191 . Hip 5n[&3\H/tli), donde t e H a: un elemento regular.

Basta demostrar que dado ben, t regular, exista ’ tal que fé P, para

todo P69: y la aplicación MHM? de ¿ADM/tm n QAR) induce al 0

de “¿nom/tm} en ¿"(agan ,

Para esto necesitamos al siguiente :

LEMA111.4: Sea R una K-Glgebra de tino finito, :.-JñVBy de dimenoidn r.

Sea ten, regular y sea sc‘ipecm) finito. Entoncos, exis­

ten xl....xr_le R (elgebraicumonte independi.‘ntes sobre K}

tales que si 8-. ¡([xl . . . . .xr_1]:

(1) R/tR es finito sobre a.

(11) RP es suave sobre B, para thl Pes.

22:05:10 Pes existe 771maximal tal que P Q h. Puede auponerse HCSDBCW’ÉR)
B finito( donde Spec 'hLes 51 espectro maximn .

Sean- el módulo de diferenciales de Kahlor‘ de R sobre K. Sabemos

quen es un R-móduloproyectivo de rango r si y solo si. H es: re­

gular. Acamássi P68, R es suave sobre B a [x ,...,x :l si yP 1 r-l



es linealmente independiente n P.(Pues (dx_>- EJ.- d i“1° 1’ í X111419.1 1 Miér-1

que debe ser loctlmente libre de rango r}.

Seu J u rïihl, entonces Fl/Jn 11T R/an.
711€s n Mes

Por lo tanto, P/J tiene dimensión finita sobre K. xiste entonces un

subespecio vgjïtel que dimkves finitagy, para tod- W1efh existen v1...;vr

en V teles que [dvi}1¿izr es base de ÏÏRTHIKy tale= que v1 e 'hf, para
todo ’Mesa ('hl',‘ ’m j.

Podemos suponer ademas que V genera a H como K-álge‘re.

DadotGR, t regular. definimos una filtración de H,tH:

n/tR; ".2FIN/tn}Q FOM/tn}. u
donde Fn(R/tR} es el subespecio generado por los munomiosde grado menor

o igual que n, en los elementos de V. E1 anillo graduado asociado, que
notamos Gr(H/tR},'tiene dimensión r-l.

Para ver esto. observamos que Proj(1% Fn(R/tRJ ee un clausura en el es­
pacio proyectivo del SubesquemaSpecR/tR del esenc‘o afin Snec(fi(vjj.

ComoH/tR tiene dimensión r-l, 1a parte de este prouectivo en infinito

llamado ProJ(Gr(R/tR)j tiene dimensión r-2. Entoncr;, Gr(R/tRJ tiene di­
munsión r-l comose afirmó antes.

Sean 21...,2Ï_1un sistema de parametros de GriH/tfll tales que cada zi
es homogéneo de grado mayor o igual que 2.

Gr(R/tR} resulte finito sobre K[}1....,zr_1]; 1 -go, si los zi "won

levantudos" e elementos xi 6 R. R/tR será finito etnre K[?Í....,x}_1].
Pueden e1e(irse x . . ' en V tales !ue x_ a x'

J 1' ° 'xr—1 l 1
L L ­

1 vi (1 —1._r 1)

tengan diferenciales independientes en los puntos He S, con lo cual

Hp resulta suave sobre B, para todo Pe 8.

Por otra parte, los x1 tienen terminan printépeles <1 en Gr[H/tHJ¡1ue­

go, H/tH es t’inito sobre K[x1,...,xr_];l .

Entonces queda demostrado el lema.

JI



Continuamos con la demostración del teorema:

TomemosB' y R/tFl y R' a RGB'; luego, tenemos un dj gramo:
BI 5..

B'———.)e

dondelas flechas horizontales son finitas.

Sea S' el conjunto finito de puntos de Spec(H') que ¿ste sobre los pun­

tos de S. Comou es suave de dimensión relativa uno -.obre los puntos de S,

u' es suave de dimensión relatiVa uno sobre los puntos; de 53‘.

Sabemosque el idealï I v KerlFl' —)B') es principr: .en los puntos de S'

(ver SGA1. 11.4.15]. Luego I ee principal en un ent ¡mo de 8’. Como

R'/Rns finita,‘ este entorno contiene 1a imagen inve: a de un entorno

de S en Spec(R}.

Luego. podemosencontrar an tal que f’ no se anula ¿obre los puntos de

S y tal que If es isornorfo a FI; como Rr-módulo. Pod. Jos también suponer

que F esta elegido de modo que Fl} es suave, luego n’:ayo, sobre B'.

Entonces, 51 Mes un B'-m6dulo, tenemos la sucesión :xacte de lar-módulos:

—) I M R' M M 0
h" 0 rfi’o ’ r3, ’ r ’

ComoR1;ez: ployo sobre El', si Meyp[B' }. entonces Fl g'M e Entfléjgy,

mire-do. como Rig-módulo, Hég'Me QAR“.

Luego, tenemos que (al) es una sucesión exacta de Funtores exactos de

ELA?) en gnLRr}. .,

Aplicmdo el Lema III.5 {que prom-¡remos más adelnnt J; y U'u'hdn ¡'31iso­

morf’ismo entre If y Rf, concluimos que el funtor Ep B'} -—) ¿AHURÍJ

induce la aplicaciOn 0 en los grupos K.



LEMAIII.5: Seu g una categoria exacta, y sea É la fami] a de sucesiones exac­

tas cortas en g, considerada Comocategoria 1dit1ve. LLHeremos

a los objetos de g, E. E', etc.; y sean sE, LE,qE definidos en
la sigu_ente forma:

51EEE 0-) sE-—)tE—)qE-——.)Ü

Unu sucesiOn en E se llamará exacta 51 de or gen a tres sucesio­

nes exactas en E aplicando s,t,q. Conesta r-clOn de exactitud

resulta claro que E es una categoría Exacta; y que, s,t y q son

funtores exactos de E en g?

Resulta además que el Funtor (a, q]:E-—-fi>ïlx Minduce una

equivalencia de homotopías en los grunos Kn

Qgrg: Kn(5. q}: ¡(“{5} —->Kn[2) X KÜUAJ

0 —-)::.E ——’1;E—-)qE-—-) 0 sE nE

lt“ ¿Q2 la v-———)( ‘L 3 L )
o --> sE ——>tE __> (15.-). u abr? qE

.Veamosprimero la buena definicion de 1a aplicacit :

Si (E, [f,@n,°L}} es homotópica a 1a iuent1dad es 1 cil ver que [s(E),K‘]

y [qE,°¿J son romotOpicoa e La 1dent1dad.

.Es un animorfismo:
i 1 _ 1 i -1

Dados (14,204.11...i x11...xn211 J y (8.2% i ...1 X1}...Xn21 )
¿"L-M 1 n-l c|.¿}.,_, "1

se tiene:

0—>A—->AeB—->B—->0

¿a M ie»
o —-)A ¿mas ——)B—-—>0

.Es un monomorfismo:



¿son IlOInOtÓÜICLIZSa lu identidad. Es claro que: \

0-5315 -—-) qEOsE ——)qE—---) 0

¿r 1m­
O ——)sE -—-)qE GsE --ñqE -——‘)0

es homotúpica a la identidad.

Veremos ahora que:

o —-):-3E®sE-"—-)tEesEqu —-)qE®qE ——,0

lyo'ru leen! end idem
O ——-)sE®:sEntesEGïqE —-)qE63qE—)0

as homotópica a :

o ——)hE®aE —)tEesE©qE —-)qE®qE ——)o

im e}: lId «aX-ecc lldoe-L
0 —-)5E65E —)tEesE9qE ——)qE®qE——)0

Para ello, basta tornar de SEQSE en sEGsE ln ¡=!¡'JIICaC'_Ón:
1 :l i 11 n-—1 '. 1 n-1

“3...091"?+ Z (X3...1 e (“"1' xn-l + mil-K; ..1 GK}...1 ”‘1 "n—1
. ' . n’l 1 _ n-l 1 n-1

11...1n_1JD...O 11no01n_1{bla-o
" : :l- d ‘il u 3-: :5Eb claro qu: ¡{Luna GI es inverb 118 (y! maxi-LHC, a J y que 105

demascoeficientes son ni].potc:btes, por lo tanto este mrflsmo es inversible.

Anaxlogrmuuntetomamos; du tEQsEGIJE un tE 65€qu 1a e licención:
1n-1

} j‘1m x OI .x
'11.in'1]. n-1

i1 in-l
(5 Quem e 060 x ..x +x E -5, . Er ,(ono ‘ J" vil..1n_1 J1 n-l n ( k.11.1n_ 11..in_1

11-ooin_IJ°-Ooo 111.01n_1{0.u 1

y de qEqu H’l¡1E(BQE,la aplicación:



COH:Sean k1y ¿1‘ categories uectee y eee D —-) F' —-—) ——) F" __,0

une suceeúdn exacta de funtores exactos de y!" en LA.

Entonces K F - K F' + K F“
n n n

Basta verificar el lema para le sucesión exacta 0 - ¿e ——)t.—)q ._)0

de funtoree de l; en E. See 1’22x ¡AHg el funtor exacta que mande

“¿T g") en la sucesión exacta:

O¿Mi4209:"g) un
Los f'untores t!’ Y 0 la, CU" 3°" 15°m°Tf°3o de d°nde'

Kitf .. Ki(®l5. QJf)v(K180K1q)N1ft al! x Kig .443!

pero K1? es una: sección de (Kia, ¡<1qu ¡(ig —)Kil¿ K1! , que ee un

isomorfismo por el lema.

De donde, Kit = Kia + ¡(iq g con La Cual quede: demos'rado el corolario.

IEOREMAIII.3: Sea X un esquema regular de tipo finito .' bre un Cuerpo. Entonces

1a imagen de:

1.1 K Kbc} —-—-)_[_LK k(x) ._1_L z .x
x E Xp_]1 x G 3€ x G.X-p

I .

en 1a sucesión espectral es el subgrupo r a ciclos de codirnen­

em:

eidn p que son linealmente equivalentes k 0.

Luego, Hp“, gp) ea isomerfo al grupo Ap“) de ciclos de
codimensión p, móduloequivalencia lineal.

Sea ¡P11a rect:‘| preyectiva sobre K, y see t la funt Lan racional candni­

ca en [Pl . Sea Cp“) el grupo de ciclos de Codimenzlón p. El subgrupo

de ciclos linealmente equivalentes a 0 esta generar-a por ciclos de le

f’orma wo- wea, donde w s una eubvariedad irreducilzle de X xIPl de

codimensión p, y tel que Woa wmx x 0) y ww. wa x oo) son



I

intersecccionas propia“

Necesitamos user una fórmula para Wo- ww,. que es ‘a que recordarnos a

continuación: ,

Si Y Bo 1a imagen de Wpor la proyección do X XI"! on x, entonces

dim Y . dimw o dim Y - dim W- 1; en este último c¿,o, se tiene W- Y ¡(H

o sea wo - vg. 0. Podemos suponer entonces que dim . dim w, do donde

Y tiene Codimansidn p-l en X.

Si y es el punto generico de Y y w el punto generit n de w, tenemos que

Fdw) es una extensión finita da My}. Sea t‘ el alan-onto no nulo du kh}

obtenido como imagen inverso de t en W. y see x un nunto de Godimenaidn

oo un dominio local de dimensión ono oon cuer­uno en Y, de donde Oy.“
pu de cocientes k(y},

La fórmula que necesitamos es t

{multiplicidad de x en WD-Woo}- ordnyOFM-HWJ/kpjt”

donde ordyx: kLyJ' ——)L es el anico morfismo nal que

ordyx(f} a long (OY’x/PDY’x), para fis DY.x , f J O

(ver (a); 2-12).
Por lo tanto, el súbgrupo de ciclos linealmente BQIvolantes a cero es

1a imagen del morfismot

q>uxlkm -——->u z - c°m¡

Yfixb_1l |x€be

4)“); Zo'fdyxtf), dondeordny’J s 0 si x ¿{7}

Observemos ahora que LL ktyfos iaomorfo a LL Klkly }.
¡YÉIp_1 YÉX,’_1

Definimos para esta! .
7;; A. klyJÓH .LL ¡(f-:(yndondesi fekkyj'
’- _ Yexp1 I '

“GU-j . (K(y},f} [con f notamos tambien la homoguctx de razón f}.



‘ZÏ-esclaramentu un isomorf’iemo, ya que si (Myjn’ ¿fun ee un elemen­

to de KIKUL, detIfifl g k(y)'¡ y (klyf‘ ,[f1J1J resulta homotdpiooe
(km. mir“); -'
Por lo tanto hasta ver que Qe d 19 FF.lnp'

Para ello aleanza con considerar feOY x. para xe c Y.I

Veamos ahora que ea dl’p_1 ’23:

Si f’CHyJ' ttomamoe (My), He lakb'} que p'or el LSomorí’iamoentre

Kllk(y)y K1(&p_1(X}/gp(xnee aplica en un per (E, pq] tel que:‘ "p­

(1)¡;'z.k(y)ogoy.z (si zEY}
¡el 'y0.0 '

z OY,'y0Y’z

y se verifica que eop(E/>¿E}gqu , ya que si ze , entonces z . y
Fl? D

o z € UE] g de donde l-Ez/C>L¿Ez- 0. o bien, debemo. verificar queEl?

(Ez/¿ZEZJ a. longtoy'z/fodim Y'z’.HZ}

SBBEZMZEZ-<V1,...Va> 0

v1 e Mymov’z , f.Ezg <v1>
¡Y

un 6

v1 .Zmioé ,con mi My}i

Tomando mi' tal que 7h" . m g m' ae tiene QLe:i i 1 e 0X,y
NOT

f.Ü C fl!" l - m O
Y_z_ <2 1eng? <Za >

Veamos que <5 r_n¿)es simple en OY’z/fOYfiz.._. ai"

Y uSupongamosque existe ae O z te]. que {3) g (Zn. > ,Ü E



como36 W’z , entonces lgaekulgDY’z; y por lo canto, <1—-a>C<Ï31).’
_. ¡Y'

entonces 105 a D o<15q>°<v1> . Pero lea {flv z luegode a) =<'\71>

Tenemos entonces:

V1. oooonoooo.C_<V1’ooo,vs>tal que

< x7;, . . . . .73 >/<\7í, . . . ATi-¿S o. < 333 es simple con -1 mismo argumento

que antes.

Además.(¡I-1,...Ñ's> o OY’z/fOY’z , con lo Cue]. qu 3a demostrado el

teorema.

TEOREMAIII.4: Sea X un esquema regular dá tipo finito sobre un cuerpo,

Entonces. existo un iaomort’iamoentre Hp“, 53) y Ap“);
donde Ap(X) son las clases de ciclos de L-Jdimenaidnp.

móduloequivalencia lineal.

D_e_n_uResulta trivia‘. a partir de los teoremas III.2 y I? [.3 y de la pro­

posyciónIII.4. \

993: 51 p . o ; H°(X,l} .. c°(x)

Si p . 1 ¡ H1(X.Dx) - PicLX}



IV - CÜHOMÜLÜGIA

En este capitulo deearrollareoos 1a noción general de cohomologia de un

hez de grupos ebelianoe sobre un eepecio topoldgico y c'uncieremoa 10d princi­

pales resultados sobre cohomologiade haces coherentes y cueei coherentes sobre

un esquema noetherieno.

En le construcción de le teoria de le intersección para loa H°(X,¿<p}(p; 0}
utilizaremos esencialmente Que le cohomologie de Gech de un hez de grupos

ebelienos sobre un esquema coincige con 1a cohomologie de funtores derivados;

esto noe permitirá definir el producto de intereaC-Ciún -' las Clases de Chem

utilizando le cohomologiede Cech Que resulte en gener'rï más fácil de calcular
que le de funtoree derivados, a la vez que realizaremos le demostración de que

p D

A (X) u H (Xépjf si X es un esquema nguler y noetheriwno. utiliZHndo la coho­

mologie de funtores derivados.

En este parte noe hemos basado fundamentalmente 81 el desarrollo que se

hace en (4) y (6} de este teme; le demostración de la n incidencia ae las dos

cohomologiessesta realizada en EGAIII.1.

IV.1 - Fontores derivados

Def: Une categoria ABELIMIAea une categoria a , tal cue:

(i) Para Cada per de objetos A, B de (l {Hamas/Md}tiene una estructura
de grupo uboliano,’ y le ley de composición:

Homa[A,B) x Hemamfi} —-——-—-)HomaL(A,C}

resulta un morf’iemode grupos.

(iijExieten t dae las sumasdirectas Finites.

tiiiJTodo morfiemo tiene un nucleo y un conücleo.



(1V) Todo munomorrismo es el núcleo de eu conav‘eo.

(v) Teuo epimerfiemo es el condoleo de su núcleo.

{v1} Todo merfismo puede ser factorizedo como un epimorfismo ccmpueeto
con un monomerfismo.

Las siguientes resulten categorias ebelianas:

[e] Ab[X), la categoria de heces de grupos ebelianos sc're un especie topold­

gine X.

(b) Mod[)<},"lu categoria de heces de Ox-móduloe sobre u espacio enillado (X,0x]

(c) C(X},‘la categoria de heces cueeiceherentee de Ox-nnulos sobre un esquema X.

(d) MX), 1a categoria de haces coherehtee de Ox-módulc- sobre un esquema noethe­
riene X.

Def: Un comglcjo A. en une categoría ebeliane a. ee una-colección de objetos

A1, iel , y morfiemee di: A1———.}A1+1,tales que di“; 1:11-0, para todo 1.

Un mggf‘ismode conglejcm 1': A.———))B. es un conjunto de morr‘iemea

1 i 1 , 1
f 1 A ——-——-—-QBpere cada 1. Que uenmuten con .es morfismos d .

E1 i-ésimo objeto de cohomologgg h1(A'} del cumple ¡o A° se define com

¡(er csi/Im di-l . Si 1': A'————QB'es un morfismr de complejos, entonces

induce una aplicación natural h1U’j z hilA'} ——--yh1{HJ.

Si D “M. ———-—-);B.——-)C.I -———-,0ee una -ucesidn exacta corte

de complejos. existen aplicaciones naturales ¿1: r. {0'} ——-—9h1+1(A'}

que dan origen e la sucesión exacta large:
1

1 . 1 . 1 . 5 1+1 _One-Hh ’qe-o-uvo
Dee mert‘lemeede complejos ha! A' _—)B 'se dir '1 hemotógícee



1
(not: fMQ J si existe una colección de morfismos g Ai -—-——=;'B1para

cada 1," tales que f1 - gi o (já-lg k1 + ¡culo d: ¡ le coleccion de morfismos
i ,

k n [K j se ¿Lama oEorador de homotoEIa.

i .
Si f g. entonces f y g inducen el mismomorfismol--(A ) “¿hiwh'
para cada i ¿21.

Un funtor F ¡(l ——-—_5G5deuna categoria abbliana en otra es aditivo ai

para Cada pay'de objetos A, A' de é)-, la aplicaciün inducida de Hooq}A,A')
en Hom®F!\,FA') es un morfiamo de grupos abelianos,
F es eiacto a izquierda si es aditivo y para cada sucesión exacta corta

en CL ,‘la sucesión:

2., o

0 ———->FA—-—-))FA'._—.)FA".._.-, o

es exacta en (fa .

Analogamente se dofino exacto a derecha.

r_)_o_f_zUn objeto I de es inzectivo si el Funtor m0} ,I) es exacto.

Una resolución inzectiva de un objeto A do Q 39 un complejo I' ,

definido en grados no negativos {A1- D si 40)," Junto Con un

morfiamo ¡es A 1° tal que Id' as un objnto inyectivo para cada

1,20, y tal que la sucesión:

o ;A :1 ¿I
es exacta.

51 Cada objeto de CL es isomorfo e un subobJeto de un objeto inyectivo

diremos que O. tiene suficientes inyactivos. Es fác 1 ver además que dos

resoluciones inyectivaa resultan homotópicamantoe guivalentes.

Sea ahora Q una categoria abeliana con suficiente objetos inyectivos,



y seaF: unfuntor'exactoa izquierda.

Se definen los f’untar‘es derivadoa a deracha RiF , i; 0, 4'uno:

RiflA} . nin-11' u

donde I' es una resolucion inyectiva de A.

TEOHtMAIV.1: Si (Lies una categoria abeliana con suficientes objetos inyecti­

vos,‘y F: es unfuntorexactoa izquierdaanotra ca­
tegoria abeliana ® . Entonces:

[1} Para Cada 1? O, RiF es un funtor qditivo, que' no depende de

las resoluciones inyectivaa elegidas.

{ii} F resulta isomorfo e HUF.

[iiijvara cada sucesión exacta corten)

0 ————)A'—-.—)A-———))A"-490

y cada 150, existe un morfismo natura" ¿hair-1A") ——.)Ri+1F[A'}

tal que se tiene la sucesión exacta lapas

HiFtA‘) —9R1F(A)——)RiF(A"}5'.eniapw) —-)R1+1FlAJ—).

(iv) Dado un morfismo de la sucesión exaC' a corta:

o _—_¡A' -_.—-—)>A___yA" ____¿-0

en la sucesión exacta carta:

D—-—-)B'-—-ïB-——)B"————ao

los morfismoa S dan un diagrama conmt ativo:

71 1+1
H FlA") -—-——-——)R nm;

nina" ) ——-—--> Ri+1F(B'J

(v) Para Cada objeto inyeotivo I de 9‘ . y para cada 1 5'0.’ se tia­
na que BiFtlj .. o.



IV.2 —Cohomologie. de haces

PHOP.IV.1: Si A es un anillo; todo ó-mOdulo oezisomorfo e un eubmddulo de un

A—moduloinyectivo.

Bm: 1,1’10202I"­

PROPIV.2: Sea LX,OXJun especie enilledo. Entonces,‘1n Categoria Mod(X]de

haces de OX-móduloetiene suficientes inyec‘.1voa.

Dem:Ver (4}, III,2.2

COH.IV.1¡ Si X es un espacio topolügico, entonces la c :egoria de heces de

grupos abelianoe sobre X tiene suficientes i /ectivosÏ

Def: See X un espacio topoldgico. See P(X, j el fuhmor seccion global de Ab(X}

en Abá se definen los funtores de eohomologla Hltx, j comolos Punteros

derivados a derecho de PKX¡ j. Pere todo haz Jr: Las grUDOBH1(X, } son

los grupos de Cohomologie de J: .

Def: Un haz 51 sobre un eepeoio topológico X es Plácido, ei para toda inclusifin

de abiertos VSU. le restricción fm} ——-)J: (VAes sobreyectiva.

LEMAIV.1: Si [X,0x} ee un eepecio enilledo,‘ todo ÜX-mJ-duloinyectivo es flecido.

PHDPIV.3: Si ¡Y es un haz Plácido sobre un espacio teológica X,‘entonces

Him. 5‘} - o. para todo no.

Para 1a demostración del lema y le proposición. ver [4 , ch.3.



PHOP¡ 1V¡d: ‘¡ea Si un haz de grupos sobre un espacio topc:‘lógico X, y ser:
' En I’l-l0———)5"——>>FD——-)Fl

1 - v Junu auce-aión exacta tu]. que F es Plácido (1|. W }.

1 1 .
Entunce'i H (MF) a h Uïxo HF H '

EJE: Como (X, } es exacto a izquierda, resulta evidente :ue:

H°tx.a<1= Nx. y) - h°m><. MF'H
Q

Sietiene ademas Ü ——)F°—)Im‘€' —-—)O es n«acta, de donde «e obtienen
aNx,“

0 —>P(X.a’*) ——>‘H‘(X."F°J—-—>P{X. ImBPJ—-€‘H1(X.ÉF‘J—-> 0

que también es exacta.
1 /‘\

Entonces H {xa}; 'i’ fl‘tmeñPJ/Imnx'ïn}

perohltr‘m HF'H - Ker¡”Hash/IM“, f, Y

Kar [XJ‘IJ Mx, ImXP}. ll)

. . . i 1+1 _ i+1
:iigju1cndo, se 143an 0 ——.&Im v ——->,F --——9,,1,.‘5" -—-) 0 (130}

y usando que Hntx, P144} - U ln>0}," resulta que Hn:'1(X,‘Im¿éj .. HnlxgïIm‘anj.
—1 -2 1 . ­

Para, Hn[X,}\}. H" mm?) . H" (x. 101327}. . . H puma”

Por otra parte,
...2 ­afirmar" .___,F"1__>F"_., ..

—2
es una resolución por haces flácidos de Imx2 ,' y, usnndo ln j para

-2 -'
Im‘g‘n en lugar de ,‘ regulta que:

1 n-2 A I n

H [X,Img- y: Kar¡“(MF J/Imrtx'ñkn-l,

con lo cual qus'wduprobada la proposición.

TEÜHEMAIV.2¡(Gt‘othendieck. Sur quelnuas points d' gebre homolog imitan,1

Tohoku Hath. J. 9 (1957},119-221).

‘w‘eaX un espacio tupaldgico noethez-i so de dimensión n.



k\
Entonces, para todo 1> n y todo haz de gr “vos abelieno 5‘ sobre X,

l

i
se tiene H {nai} - 0.

fica X a Spec(Aj mespectm de un anillo A. Entonces, para todo haz

cuuaicoherente f sobre X. y para todo i; 0,‘ se tiene que HHX,35) .0

TEOHEMAIVA: [Serr'e,'J.P:‘; Sur le cohomologie des va. ie es elgebriques;

j. de Meths. Puras et Appl. 36 (1957] 1-1- J. Sea X un esquema

noetheriano.

Las siguientes condiciones son equivalent «s:

(1) X es af'in
1

(ii) H (Xp?) - 0 para todo cuaslcohc-z'nnte y todo i> D.

{111)H1(X,3} o 0 para todo hez Cohen-nte de ideales Df.

IV.3 - La resolución canonica de un haz

See 35‘un huz sobre un espacio topolmico X, deslunemoe como#2095}
e]. haz de get-manes de secciones no necesariamente continuas de 8‘ f une rección

o .

de 90093") sobre un abierto U es una aplicación 5: U - —)\F[U} tel que

¿[xjefiíx ( para todo xau“ las operaciones de restriccfin se definen en foma
o

evidente en ¿olxfi? J. Es claro ademas que .-.-etiene una .nyección 'candnica J

de 81 enÉsa“? j.

es.
PHOPIV.5: El haz feb“?! es flacido.

Dem: Heuulte evidente , ya que Cualquier seccion 5: l ———)Ï[U) se puede

extender e í: x -——>fix¡ como:

s(x} ¡51er
x

0* ,' 51 er \-,



n
Vamosu deFinir ahora 105 hanna-160099):

¿im FJ - 33m 21095)). donde:21m}; “¿8m sima­

¿Ï‘Xg ' #20“ 22(XOF‘HOdonde22(Xty} “(fiítonÜ/ ¡IDHÏJ

y asi sucesivnmzznte.

trivial ver que todos losqgáufiïj resultan f‘lácidos. (12 Ü}.rn (ñ

Se tienen ademas;los morfismos:

n :192(X.S'J‘} ———->€2+1(X.E‘JO
O.

que se obtienen com-1oniendo:

n -n+1 n
(¿om FJ +——->¿ (ME) -9°(X.EJ/Zn(x.3:,

con la inyecCIOn:

ZMllMF I _-álfig+ztxufií} -f:lxo Zn+1(x0FH

y ademases claro, por la construcción, que 1a siguientt: sucesión es exacta:
D dl

do ¡.1 o>fiotx.?}—>‘. J o
0 —-—-:>F——-aflo'\><.9 J ­

" I
O sea, que se tiene una resnlucidn de Í por haces Pláciros que llamaremol-go[x,-E)

x
_
bzs: Qe puede dar una construccion explicita de secci=.ne-=.de lo"; haces ¿ZHÉL

Si U es un abierto de x, una saccion de gsm}; som“ U as una FunciOn f

de U en situ; tal que HxOKFXO.ï‘Por otra partafttxmsi) .ggtxjthJÁJ/F);

de mudoque una sección defiikXJi) sobre un abierto de U es una Función
o

flxo) que toma valores en los grupos cocientresgdx. \}x°/,)Ïxo.

Obsewemos ademas que,g:[X,Si) es suma directa def y de}. subgrupo TQ)
formado pm" Los gérmenes de funciones [no Continun'; de sien x, que sobre x

tnman e]. Valor .Ox .



59
_ i

A p zrtlr Ge esto, puede representara-¡e una ser\ciOn f 'BÉO(X,SÏ\} sobre U como
Una funciún:

xo_.__9 flxojíqïflxoj

Por otra pmta, el elemento flxojeqfhoj se repre: ente (no en Formauni­

voca} por una arJiicBCiOn:

xl———)flx°,x1}e ¿xxl

sobre un entorno abierto U{x°) de x0 , que se anula si x1 - xo; por con­
1

siguiente las secciones defiolx,gj sobre U son las funciones ftxoptlje Áixl
definidas para xo E U, x1 e Utxoj y teles que flx ¡'xo} a. 0 (xo e U).

1
Ademas, dos funciones t" y f“ definen le misma sección de gang?) en U

si y solo si todo x e U tiene un entorno leoj tal que f'Lx0,5<1}-.f"(x°.x1}0

para xl e Vtxo).

La construcciOn anterior permite expliciter el oper-dor de borde

0 O

Cáffiaotxsgl —-———>Ét><.si¡ a
o o

¿si f‘ es una secciOn de 400951} sobre U, af es la ue. cion de fatháïflñ
deduciuu de t" pasando el cociente; si se I'BDI‘BSBflti df como una funCión

o
que toma valor-es en los grupos Variables mlxoj, St tendrá:

c1ka 1- ïtx J {mod}; }
O CI Q

N o o
donde flka fdxgfl ee el germende sección continua de fiotxflï'x)definida
por f en xo". Representemoe dflxoj por une aplicaci-¡nz

x1___._) dflxo,x1Je51‘“

definida en un entorno de fi; la relacion anterior nos señala que le :zecciOn

x1—‘->°flxolxll " fixlj

oe Si es Continua en xo; comodr‘(x°,xo) - U, la ap.’-icac10n anterior es nece­

sariamente iguul, en ei entorno de xo, e le seccim. continua de Si que, en xo,
b



5U

vale f(xo}¡ si deeignamoe como:

x1———>¡’le ¡(le

una cualquiera (le estas eeccionds, definida en el hl' orto U[x J, obtenemoso

lu Formula:

cif-120m1;- m1} - rtxouxlj

que es valida en un ueríjunto de le Forme x0 e U, x1 e Utxoj.

Finalmente, comofïlxngj - f2tX,ÉS(X,F)/JÏJ. \:;1 misl 'J razohumiento que entes

muuütru uuu pan: todo x,É:(X,Éjx es sunm directa deL subgrupo WÉHX}’r'ormredo

por 10.5germeuersde secciones [no continues) de que en x tomen el Valor
1 o

U , y de]. subgrupo 'Zx-“L\x}.'

fii representamos une seccion ftxo,x1} de É:(X,FÜ cono una aplicacion:

fl ¡e Ok Jo o “k o
m 1 1

es claro que e]. germen flxje ¿3095in definido por 1'"en x pertenece efldx)

si y solo si flx) u U; comofo) ee, en eL punto x, el germen de la secciin

{no Continue} un ¿i definida por 1a apliCHCiOn x1—---—)f[x.x1} se ve que

Le relacion: 1
f’lXJ-e lx)

enuivele a]. hecho de que se tiene flx,x1} a U si x] es suficientemente
próximo a x.

Antas de extender estos resulteaos e un grado p CUEI’'Iuiera, notamos que
p p -1 p-l

tomando'I, .2 {XF} ¡{o [XÉJ/ï; se tiene lu r lesion:

p o
x - X'Éo\ ¡5:1 fic“ oía}

y por L-ÜñSÍJJUiBfltB.que para todo “42093:; es :2:qu uirecta del :Fubgruno

fin y de]. subguupoñ'É'Lx} formado pon los germana. t secciones no continuas:x

de P) que toman el valor U en x.
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de demuestra antoncas, nor inuuccion sobre p, qua (vel {6} ,pag.17?;:

(a) lodu neur.on Hu ÍÉ\X,FU sobre un abierto U k9 “uuu representar como

un“ runcion f(x° ,x¿,...,xp_1}eíixp j nula si xD-x, y UuFinidü sobre

un conjunto de 1d forma: xo e U; x1 e Uon); ....;xp e Utxo.....xp_1),l¡)

donde su “asigna un forma general comoleo,...,xí) un abierto qua contiene

a xi y depunds de x0,...¡xig además, dos de tales func-onumf' y f" definen
p

lu misma sección ue.@ [X,FH ei y solo si coinciden bnbwe un cmnjunto deo

lq fonmu (a).

n-l 0-1
{o} EL morfismo do: g 0\x,9u

p
>ÉO{X,SÏL esta dudo por 1.“. fórmula:

p-l ¡ p_l i p . .

[»a) d o f\xo.....yp) .22: [-“11 Plx0,...,xi, ...xp}+[-l) f(x0,..,xp_1-U

uonde F(xo,...,xp"1}[xp) designa el valor un ul punto ¿p de una sección con­

tinua de un abierta U[x0,...,úp_lj, y es igual a ftxo. ..,xp_l} si xp. xp_1

{c} Seu f una secciún de É:(X,FU sobre un entorno de ¡n punto x, representada

por una luncinn tho,...,xpj e ¿ixpg pura que el e rmenFixje‘g:{x,gdx
derinido por F un x, este en el aubgrupo‘yí(xj es neCL¡urio y nuficiente que

fix,xl,...,xp} - U

sobre un conjunto de La forme:

x e U: xZe ULxljz....xp e U1x1,...,x J.1 p—]

donan U es un entorno de x;

- 'amilias de sogqrtes

: * " ' X L'mau s 50 arte de s ul uon unLo de e X t.les ¡ue s x 0 .:au 4 ¿(“k .99. 1 d lo e J t JJ x
Ea Claro queboporte de s es cerrado en X.

u-u Q unu TuMllÏd de subconjuntos Cerradas de X.

Uiremos uuu Q es una familia de so3ort35 en X si:_____ _J_____.

I



HX.

{a} La unión de dos elementos de esta en

(b) Todo cerrado contenido un un conjunto que esti en Ó , e'tá también en Ó .

Dudo un haz de grupos f sobre X, notnr'emos Pq,(5“) a las secciones s en

5;} tales que el soporte de s está en Q .

Wókí‘}resulte entoncesun subgrupodel?“¡81) y se t. ene Tibi:J.

Def:

Duda

C 0 .h .0

Def:

Llumi'xremosFumiliu paruComEectif’icc-¡nte en X e to'ie F milie (pda partes
de X que satisfaga las siguientes condiciones x

[a] Todo Se Qee cerrado y puracompncto.

(of Toda unión finita de conjuntos que están en I) ,' esta un Q .

(CJ Todo subconjunto cerrado de un Se Ó Ïtá en ) .(d) Todo 53€Ó posee un entorno que tambi n pera .uwce u Q .

una Familia de soportes Q en X, y un haz f? sobn X, notaremos:

CM .5 J mqtfigtxaó‘ n

See X un esp.¡cio topoldgico parucompacto y F un I z de conjuntos sobre X.

Si peru todo xl; X, existe un entorno U de x que x-¡rifica le condición:

(Toda sección de S: sobre un subconjunto cerrado Je X, contenido en U,
se prolonga a U),' entonces diremos ques: es mudcr.

Seu 5 un haz de grvpos sobre un especie topológirea perucompncto X.

Diremos que y es Fino si el haz de anillos Hom2(¿1 ,9 J es mudo.

Sea Xun esp-¡cio topológico,;6 una familia parent npectificnnte en Xy;

un haz de conjuntos sobre X.’

Diremos que .d es mudo sobre fi si,‘ para todo Sé ,‘ e]. haz inducido '57c;



"OIes mudo; o see, si para todo par 5’, H“¿ Ó con b (.0 , la restriccign

{5'} ----) {8"}es suryactiwa.

Def: 3eu X un espacio topolOgico, Ó una Familia parecnm\actificante en X y

Si un haz de grupos abalianos sobre X, diremos que ? es fino sobre

Ó si Élq es fino, para todo S

_IV.5 - Cohomologia a valores en un haz sobre una fgmili [de segontes
l

Dados un espacio topológico X, una familia de sap: tes Q sobre X y un haz

sobre X, llamaremos H1[X,51} a1 nqésimo grupo de coh mologia del Conolejo

02x, E}: hnlCZWÁ‘ JJ .

teoremaIME: Los funtores \fn___,rcb(g¡ y ‘51...___)H;(x.9, son
isomorfos.

Dem:Resulta evidente a partir de que (b es exacto a derecha y se tiene 1a
sucesión exacta: 600.000
con lo cual, se obtiene la sucesión exapte:

\U 1 :.

¡00(ÏiI-F) -—-—->'CDKÉ­
)\

s.

__’ DIO...
0——-—>FÉ(.F}

Dada una sucesión exacta de heces:loU u;

u --—>ó" ———+5¡-—->JF‘" ---> 0

se tiene una sucesión exacta de complejos:

o —--—aSatin ——+C:(©.FJ —-—-> C: Mi"; ———-—>0



de donde su obtiene una sucesión exacta larga de cohomologia:

1

o --——>Fétf*'1—-—+r4>m --->r¿blí“} ——->Raw» —-—»Hgm?) -——>
1 1 ' i 1

—'9‘ “H' fiHwtxugo} MHókxi-F‘J ‘__‘!'É°(ng‘") """"5 Hg (X03?)

I'EUHtMAIV.6: "¡ca X un espacio topológico, una familie le soportes en X yóIF

un haz sobre X. Se tiene:

I-Q)(X,5")a 0 ,‘ para nal

en los siguimtaa casos:

(a) E1 hazS’»es flacidn.

(b) Ls familia? as paracompactit’icante yá' verifica que pura

todus 8,3'6 Q)tales que .‘E’cSi, 1a apli .=)cjón de rantriccion

y [:i)\——-—)Ï‘\5'} es surycactiva.

am: Ver (6}; Cap.II.4 .

IV.6 - Cohomologin de ñech

¿Sea X un espacio topológico y ‘L. - [UiJJ-¿I un cubrn'uiento de X: (Indrauhn
n 1'

n+1—up1aen I + . (10,11....,1n}, notaremos comoU1 “.¡l 1 Ui n [JJ-P ...ntn .o n o

Dado un haz .5: sobre X, se toma un buen orden en I ' 23':define e]. complejo

UCLM?) de gr-u..unabulianos de la siguiente Farma:

p DC ’ - IAU. '
UU.F; %¡‘¡Já“t10...1p) o)

y a": 69W"? J —-—>¿MCL-.91
0+)­

p K
_ _ . -1 0L

(d 4,10...3I)+1 2B t J j«JH-ilo-íïlcwl “10"‘ÍD+1



. . 0+1 p ,
Resulta fdcú ver que d o d - U [p>U}.

Observomosque se podria tomar ¿Tíwi ) , con la condición da que si' 1 01.110

OLÉ Com-kn; J: OL - 0 81 existe i] n 1k con j ¡l yoL. .. 995.010ioconip 10....1‘) ('i.0)..°

10' es lu pormutncjón que ordena los indices de menor a mayor.

Def: aer.) X un espacio topologico yc“ un cubrimiento de .'(. Dado un hoz de grupor:
v

abollanos f sobre X, se define el p-Gsimo grupo de cohomologia de Cach, con

respecto ol cubrimiento (u, como:

Vp p .H{MSM-htc «main (020}

Dadoun morf'inmodo haces f': g se deouce en forma evidente un :morfis­

mo f“: lylptcuáí) —-—9‘líip['k,c¿j para todo pi) U.

V
Veamos;en: -;1otra Forma de definir l-Iptqk,5:‘ J.

DudoU abierto en X;"anu u (Uinluifl- result” un r 'tJmmiento de U; ademas

se tiene i: U ——>X la inolusion. 81 p>,U, considere: i:

¿“(MEM - Tr !.tsitu1°.,.1 n
Íá .‘ip P

encon(:(.:sgp\‘l¿,g\} rceu.l.ta un haz sobre X [ver (6k, Cap.3 .5.2} y se t1anen

comountus, dpVE)tm .EL) (LUIS-L)

Entonces, es facil ver que:

D p .rm}, mas“ - c (un?)

Esta fórmula nos conduce a definir, para una fami] ia ó 5-1soportes en X. el

complejo:

cgtmfij mótépthfiïn



y su designan los grupos de cohomologin de este CCllnLJIL-’n:

V

dawn?)
o

Observemosque uxisle un merfismo cenónico J:E(—-—)fi ( un?) definido por:

si ou. FLU}entonces ¿(«Mi es la restriccim de pLB un i .‘ Es claro que ¡10.3 ,0o 'o

TEDHEMÑIV-73 .‘51el Cubrimiento (XLes abierto, o bien cerrado y localmente finito:

entonces, para todo haz Fx le sucesion siguiente et. exacta:
° 1

J d 1 d0.-)? ___.’IÉJ("LL,S:}___..)fi (muy?)._.._) ,,,,,.‘

o sea,'@*[Q-\.,SÏ‘) es una resoluciún de 55‘,

em: El hecha de que J es inyectiva resulte inmediato e Hrtir de las propiedades

Blementulezs de los hacae, lo mismo que Kar-(do) 1 mLÏ‘) 5::l(LLes abierto.

"si (h. es cerrado y localmente finito, nos remitimos I la demantrnción de

11.103Y TI0502.
n n+l

Fnltu probar que Imtd ) - Kertd } si n? 1.

n+1 n+1
Para esta consideremos en xex un germen 2; de; ( “Si Jx tel que d {37.}110;

existe un entorno abierto U de X tal que ¿ies el n resentante de un elemento

enindia“? MU).

‘31(L. es abierta se puede suponer UhU1 para algún Indice 1, con lo cual

UflUi“.i_“1r - UñUioan para todos io<...¿ in: se define asiO .

fieífiu'ígm’“ ¡51...1 '°‘1 "11 ...1
u D n O I o

: -1se tiene que (d ) ­
f3 ioovoin+1 k‘o Oonoio-cin



pero, como dao-Ü,' resulta:

"‘Ï- - .. oc. A _
J.ooooin'_1 k 0 t latleikloin+1 D

en un“. - con lo cual dfi. eL .10"'1n+]. ' \ I

Si (Lxet, cut-rudo y localmente Finito,‘ se ¡muellesunnn4.-.', tomando U suficiente­

mente pequeño que (Lges Finito y que x 6 U1 , para iodo i (reemplazandoqk por

(hnU). Como x pertenece e todos los U1 i se nuede considerar el.o‘H n+1

Valor en x de la seccion 0'10 1 1, como dq“ 0, r:.--:-u1tazOI.
n42

k
Ei (-1; oí (x) . oksü

A.

Oo. oikoooin+2

Elijamos ahora un Indice i cualquiera y tomemos:

P» .oc
10...1nlx¡ 1°...1...1n (x)

como hay 'Finitos i. se puede suponer que U es tan p ‘tmño que los germenes

de secciones así definidos se prolongan e secciones 31 1 É 3:“ (U1 1 }ÜOII n o... n

de donde ¡ÜUÉWNLJ’ HU}, y es clero con 1a mism'c' :uente nue en el caso

abierto, que los secciones que componenquy dtienn el mismovalor en x:
lcomohay un nan-ero finito de tales secciones, se nude suponer que d {3-0L ,

con lo cual Cluüdnprobado el teorema.

“¡ea(Ls un cubrimüento abierto, o cerrado y localmente finito dd X; para todo
vn VO

haz 9, H UL.,51 J resulte isomorf’oe lehs'ï') - H ( .9).

Se tiene por otra parte el siguiente resultado:

TEÜHEMAIV.8: Gua X un despacio topológico: (¡Aun Cúbr‘imL ¡to de X, É‘un haz sobre



X y Ó una familia de soportas en X. Enton us:

434%.?) - 0 (n21)
.¿J se cumnle alguna de las siguientes condiciones:

(“QA es abierto y Si es flátzido.

[bJQ-JLes abierto; es paracompuctificentc y 35‘a; Fino sobre É .

lc} (h es cerrado y localmente finiLo, Ó e". n racompactificanta y

verifica que si S‘ y SgQ y íï'cS-‘J.ntoncas la restricción

g (53}-——) 91(5'} resulta suryectiva.

Dem: Ver (6} II.5.2.

Si: tiene ademas (ver (6},II.4.7J un morfismo Canónico:

ïr‘mfiï¡ --> ¡Mm

TEÜHEMLHÉ: Í-¡na‘b‘ un cubrimiento abierto de X y‘uSiun uz sobre X. Para 'I

10:.»murf’ismos canónicos:

ü"\%¡91——> H'ïxáïy

seun biyectivos es suficiente que nara tod: n+1-upla i°< ... <1" en I.

ïfitui0...1nvSÏJ - 0 (Q? 11

Dem: Ver(6},‘ 11.5.4.

De t Sean CL... (UijíéI y W. [WJH“ dos cubrimientos t un espacio tnnolOgicO

X.‘Dimmos quen? es mas fino gue (L. si exinte L-¡a aplicacion 9 z J -—--)I
'.-’ f' t d íJ.ngUeUJ,pra ooJ



sisi es un haz sobre x ym un cubrimiento mas fino que (x y Q una familia

de seportus en X; se tiene un morfismo de comnlejos:

I I Il
e a CQL‘IMSÜ -—.>CQ(‘MP."'S’Jl

9 (q) es lu restricción a w c U¡10..an Jo..'\jn

I
De lu misma Forma se obtiene 9 :g’f‘h‘, 27'} ——-—-)g'UWÏ 5‘")

TEOHEMAIV.IQ: "ïi NF es más fino quem y 9, 0' son dos unlicacioness de .J en I

tales que Wc, U y WJc_ U , para tudo J e J; entonces. e'J GU}

Y9'. Son homotópicas,

e'lJJ

Dem"!Ver [6}. II.5.7.

Luego, saiV es mas fino quem. se tienen morflsmos l'anónícosx

vn vn
H cami) —-—>H {mii}

Vn v

"QW- 51) ——9Wl‘\áï.5")¡b

para todo huz 53Cy toda familia de soportes Q .

Si consideramos ahora los cubrimientos ahiurtos de (le la fOI‘nlEQd-1(Ux)x¿x

tal que Ux es un entorno de x, para todo xex, se tiene -'1lo familia%(xj de

todos los Cubrimieni'os (Je esta forma una relación Lieon? r1:

(LL<<°Lfsi y solo si UX: Wx , para todo xeX.

51M<<°b9 se tirsnen morfismos cqnónicos: \ )



bg“. Si} -—-—>03%. si; -—-+ C't‘J’fi") -—-> C't‘h. J

para todo Ffihaz sohre X y toda Familia de soportes Ó g ue induce un morfismo

¡{315.91 —->Ff¿v\«.é¡ y WMA?) ——->Wu .8!)

Definimosc'(x,9) . li C'(%..51J
Q TJ Q:9

Cltxoíi} ' {lg Cltqkosíj
J(¡5M X

de donde, se tienen!

Ï'in ¡J u nó ’ - .IIIP(L.\.'
gus»; HQ; (XáïH (5%,¡Qu S“)

Wing) - «Ptó‘txáin - LigaH"tm.&11
QAX)

los grupos uu cohomologia de Üeoh de X con sonorte en y e valorea en Sïg'y 105

grupos de cohomoloqia de bach de X e valores en 9-, re ¡activamente.

:ü.qk85 un cubrimiento de X que puede aer refined por un eubrimiento abier­

to, se tienen morfismos candnicos:

vn , n

Hq)(m¡'.rc¡ —-—=>HQ(X.'8=J

esto resulta pues todo cubrimiento de esa formo tiene vn refinamiunto‘ÏLqub(X),

se toma antonCBn la composición:

Ha.er J ——-->Ff¿trïí.m —-——>“¿Ongi



(analogamente, para ¡{'(‘hpgj —--—)#1“..ng }

Este morí‘ísmoresulta independiente del refinemientc.

Se podria decir en cierto sentido que W(X.SJ} [ree

el limite induotivo rte los “¿tm ,9} (rest). Ñnlmdïjj.

los cubrimientos abiertos de X. (En general, le Familia r.

abiertos no es un conjunto}.

Es clero, wor otra parte, que si X es cuesicompacto

de Üech se puede temer el limite sólo sobre los cubrimím

'\.,

TEUIn-ïh‘lïaIV.11: Eee X un espacio topolúgico, Ó una Familia

Supongamos que todo Se Q posee un entorno

Entonces el funtor 63)“. J transforma la:
haces en sucesiones exactas de Complejos.

Obs: Los morfismos cenanicos WLM, Si) ——) WLM?) y
yn n vn

inducen morFisrm;s H (Xp?) ——-—9H (XM?!) y ¡{©0951

respect ivamnnte."

TEOHEMAIV.1?.x Sea x un I'spacio topóldgico.51 un huz eeb

paraCnmpactiFiOanto en X.

Los mnrf’iemoe cenanicoe:

vn n ¡H-lxitg) """""9 H (xv
cp ¿D

son biyectivos.

Dem:Ver (6),II.5.1U.1. 069.228.

ELelegido (ver(6},II.5.8)

. FFMM}JJ rehulta

:uando‘k recorre todo-z

todos les cubrimientos

'Hr'a calcular los gruno‘;

,os finitos; deX.

(le soportes en X, y

en Q .

sucesiones erectes de

13%,?) _._._> n-PQ(X.FJ

’ -——9 ¡it-¿(X991 J

X y Q una familia



\
>.ii es un caspa-¡C10cuasicompacto, la Familia .re tod .s 105 cerrados de X, a le

que llamaremos ‘¿f es peracompuctif‘icunte, y ÏÍCÉX,{;j 1 FE(X,&L}, con lo cual

rosultu que si X us guasicompacto, W(X,5Ï) 1: Wang), Jara todo ne No.

I
Iv.'/ —Elg‘l'mmo canonico untre “(.93 114009511

p
nudos un USUJCJOtopologico x y un haz SÍ sobre X, recordemos (“19?”ij

p
se obtiene tomando limite de «g»&,81} cuanoo (LLrecorre a familia ae cubrimientos

de 1a forma (Lua {ijxex y ¡4‘93 un entorno ae x, para (rado x e X.

mr otra parte, si (L.- {ijx x y U es un abierto -.e X, el grupo épk‘hpSïnU)

es el subgrupo de TT 1.[SÏ[U H, formado por tom-x. las ol. tales quex ..x
0 P

xollox‘)

oc . - -..Usi Lxlstax .x ConiJJ 0L - ¿.gcl.o\°— '51xo...xp 1 J ' xD...xp (xo)...6[xp)l

es la pammutmuionque ordena los x1 de menor e mayor; (Jr-¡de se tiene un buen

oruen de X fljo e i: U(-——9Xes lo inclusion.

D D

Dorinumos untonces ip 2g, (tu?) ——-)_€O{X,ÉJ , (lc;-|de (LL- (UX¡xex

Para esto, dudo U ¿abierto en X; si eL os una seccim --obre U de «gpk‘hJÏtJ: o
o

son, o'L- {03‘“.x j se le asigna la seccion de fotxfi'x) :wbre U dada por:
0 D

t-(x0,....><p}c51xp os la clase de dxo.._xp enFxp,

La aplicacion queda bien definido, a partir de Le:- rocterizaciún que se

hizo en IV.3 de Ézufiï} y es trivial ver que los siguio: (:5 diagramas resultan

oonmutativos.

p op p+1
¿wm .—«—>{gamm

1 l

t J p V d: p+1
fax .SK; —-————>Épmsn



con p>¿0; y (LM un cubrimignto de X de la forma (LL. (U: Ixéx

Si (L << N5) a

p p .4363.91)---—--—1} É (mi?)

[21

"fiszlxvsxl

P p

Conlo cual,' se tiene É (xáï; —?<}o\x,;t<
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V - PRODUCTO DE INTFHSECCIQQ

El objetiva dr: este capitulo es demostrar que, en caso en que X es

un esquema regular y notheriano, el profiucto Hp“, ¿(pjxl'l"ÍX. gq} 4-}Hm'qu, 5D+QJ

inducido por ln definición de .K z ¿(DVM x 5MB} -—-—9_I_<¡_¡“AGBJ dada en el

Capitulo II, coinC1de con el producto en el anillo de Chv1 de X; es decir,

que el siguiente dia vremaes conmutativo:

'K
Hptx. ¿sm x qu 3.5:.)—-————-9 Hple. 5p. n

A mpx Á‘Hx; ————’———) Apmtxl

. —C trucción de
V 1 ons K \

Seu X un esquema, entonces existe un cubrimiento (ll )1€Ido X tal que

(U1, 0x,U1 ) es isomorf’o al esquema afin Spec[l\i), para r =.gúnanillo A1 , y

t

para todo :l.e I.

Es evidente úue con el .K del capitulo II. se tlone
.K i

¿own x quwu 4-4-49 ¿59+qu uu­

Si x6. x. existe UJ e (Uiji I tal que x e UJ y tomun: n :
* o

Acha“ :5thiJ xngiJ —-->¿<mqtuix ui) ——>bmw“.

donde A: U1 -—-—>U1 x U1 es la diagonal.

Comopara c1eFin=rel producto basto def’inirlo en c la fibra, se tiene

¿pLxJxgqm -->_K__,n+qu} . ( Si x E Uifl UJ , como Uiñl1 también es un es­

quemaafín, el producto coincide}.

n q:
Sou ahora M. [VJJJGJ un cubrimiento de X; se}; ( ) , En} y 1:25:11 x, 5,1}:



¿e quinuadefinir s. tefmfkgï J
K FH­q

:ii tamo‘k xq». wi x V3ji Je J¡(\-n<“».“¿maite Un cnímimiento de x x X’.Tomo
+q Q- c 5 s t ‘hx‘h de La si uianta forma:

enLon e x EQ l dsp”) El

(5 x t) . lxs)” - 5 (X1 o t {Y}
1 .' . ¡.341 00.1 0.0::

\_°J.¡H1.1¿ÏIJ .rl pnápm} ,0 p Í" Jp JD+q

ya que 51 x e.Vio. ¡JDM-¿P x í V10]. .‘ip
. __ :pye W. .
:3...ij apoco.)

(VIi mt
o- p+q

si ch'
P+q

Y €V_ K1 “.1 “P
u p+q

8i .Oli
v: v

¡((V }V: e . .J "al! “q J ....1:
u pm o p+q

t I
J! o D'OJÍ

p u+q

Pur otra parta se time. A“: QpMW-«x‘lqtamj—-) gm í‘lqum)

duda por z(5.o :4)i (H-u J
+q ‘i'oio¡oo ) V1noo1.ÍOi i

u p p+q p+q u p+q

I . .‘ ’ ­tu HVLUUHLHque {Aux} Minuta ufl .LDumurubmos uu bur l al ¡y DQI'10 tanto pus­

du uufinirua i

. n .- +1:
«w. Muga; x mvu.qu ——> HP msm)

y,‘t0mando límlua «¿tz-uulos cuurimantoo:

JK: FP‘XI'ÁDJx “910%qu _'—> ¡'Pmlxhvflpm)

v.2 - COEEIBI‘BBiOnde .‘K con e]: Emdu6t0.del anillo du Cljov¡¡CUandoX es; regulan

Dedo un Siquema X-regulcr y noetheriano,’se tiene ' a resolución por



"lo

hacen ¡Lacidoa de ICP{dada por t

Kp——) J_L Kl’lctx}———).14 xp_¿ktxJ—-—) —-) ,u. Koklu)
x a a ¿K Xfií,

donde X es ¡31 conjunto de puntos de codimensión uno ¡:1 X.‘

Recordemos además que K (X0 es; el haz auociatlu .10.¡n‘ehaz (K (Vinp p Viabierto en

y que la ímnuun IL; d son los (31.0105dr: L:0¡.lj.|.¡u|'|:;iónp ¡illuillmt'lllte oquivalantes

u mm.’

PROP Vu: Sea V' abierto en x,"entunce:»,- e]. -:1I_¡uj.e..¡"L-u¡li USP-Ma. s Pon:ulu1.'í—.'l.i\l0

.V l F (V,Kflt J x KON) --—K-—-). su J

¡:10 x ciD go"

442gLL2————‘1-—-)¡-_\_L zxíV yív tí“,

donde,’.1 us ¡:1 producto de intersección /\Ü(V) x .'\Ü(‘J .__) HOW)

O si x + y

Si x,y, V0,r‘nt0uces mi”! a
x 51 x u y,

ya que tanto como son Componentes Conean de: 7,51 los _)Lh".|2'3.."-)

genéricos du cada componente conexa son uno.‘

921: Sean PJ) e línLV} _

(du x dOJU’,,UOa unkayN“ 3P]si dirnkbdf“x nwy dirnktyjüy a array,iy'e o

"1 lun x “DHP’LH- ("kgnijeva

Por utra ¡z rte:

.. P,,(. =. P 1

KL J) (¡al!)



d°.K {FH1’ r- [ gVI]X})xEVO-(nx.mx}xevo,x

PHÜÍ"V.'¿: :‘iuu'LLun uubrimiento de V. Con V abierto an X: al siguiente diagrama

es conmutntivoz

KOw)x ¡(“ww-9331319 ¿0mm xQOLMKDI

3 K

Kow x V} -——6—°—-—;‘>3 °QMx‘!i..lFa)

952: Se'n PJ) €K0(V}¡

(¿o “BON”. Ü} - (SJ); donde:

e.1 : U1 ————){KD{Ui),sitx) .'. Px

1:J : UN1—-—-)K0lUJ), tJLx) - Gx

'3 I 5 . 3 J
.K(. Jun.“ “(tsl U1 x UJ ——-}K0(U1x lJ J

¡si .Ktjuxm ana oy

Por otra parte, P. Q - POQ
K 0V."JxU——-)K.UxU}

li.“ 1 J 0( 1 J

<3olp'K‘JHLJi‘m" ' Rx83x

ó

91220.} evidente :¡ua Koh! x V}--3—-)6°(u—xu v K”.

la“ 1A­
KON} Goku.Ko)



78

es conmutatiuo, para V abierto en x y Mcubrirniesxo de V.

(una las proposiciones VJ].y V.2; y de lo anterior se ded'uca Que:

A°(x¡ x 13(x)—.————>A°(XJ

“Wwe1»-+P(x.so)—aH°lx.so)

es conumtutivo. l

PROPVJ: Dados ¡3.a g No; 051<p+q y V abierto en X; al tiene que los siguientes

diagramas son conmutat1V08l

(1} _
"K

Kp_J(!-,*J(V}/gj+1\V)Jqu_¡_lk‘1WJ/El+1LV})—-1.>homdwiwxw/gm(VxVJi

p-J' ' .
Id p-I-CÏr-l

6V x x' V’

.113, l \
KIMyl(g!ath/gj+¿(v})qu_LtthvHMLHWJJ .JÉHkb-(r .VxVJ/ghéVxVJ}

(2)

KwdkgjtVJ/HJHLV)¡xK¿_L(gL(V)/ML+1\V)1% Kp _1LgileV}/_Mi+1leVu

-L 0+1
q B

.p-J­
U-l} ¡xóv v a V

’K
K H V’lM V K M V V ' V V l V V
n_¿91k ¿Mt m q_L+1l=L+1{JIML+21JJ-—)mfllgiáx Jana! x u
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dondu X x X es el esquema producto que result: regular y noetheriano

pues x lo es; gi“) es le catagorfia de hacas “herentea sobre x con

Buparta du codimensión mayor o igual que i.

i
¡Q '. ¡5 g M ' 1dunas. SV KikleJ/Mk’llvu -—->Ki_1ww V}/@.k+.¿(V})

está dada oor:

o —-—>u;,“1(v;/_Mk+.¿lvn-->Mk(VJLMk+2tVJ -->Mle)/.p_dk+l(VJ--—->0

La demostración es obvia a partir de la propia.le II. del producto.

con: Dados p,r¡tuo ¡ osi (po-q y V abierto en X. se tiem que el siguiente din­
urana es conmutativo:

. I
€B la o )

. - . 1 ¿ck k +L-1
¿juin p-J W " “¡Kmtklvn -—'1--——-————-> 1.; Kp+q_1k(tl

' x J “VL t r:in

g. (8";J x id + («Up-Jüd x 8° L“ ¿”aq-1

o ' .

iïi’kxIï-LV K‘H‘ïk‘x'} x ytlv' ¡gq-LM“)e ¿e (A ".K“mx!‘ ul “1+1 '
K .. LL ' _ t¡il-V, ' J

&( x4 V.Knmjknu x y:Lt* Ih_lfllktyv}) 1+1(- ' q
. L



BU

A'; “.1 .1 - . .
con i ¡(nm-1 miLV xV)/L_=1+1[Vx V“ -—-—)Kp+q_> (fii[V}/fli+l(V}}

1”““61‘1‘3 “0P A? V —'—')V x V 3 [MX] - (xv x} l VG!‘Apéndice de
este Capitulo)

DHOPv. 4 : Dados p,-.1€ MU;Usm<p+q y V abierto en X y [U1)1‘I cubri­

minuto (Jn V; se tiene que el siguiente diagnna es conmutativo.

Í TK Ï+Jim fl r.. K{gl‘ïqulx'ÉWqKq} -—->4 k x ap”)

1 1- J .l 1+J
aux id + (-1; uu x a“) ¿“(by

0‘ + 02'

1 1 t. #1 K ¡- 124-341 .‘

H; [(1.1Kp)x-ÉJ\QNK(1H(fi {MKPJx5, l‘quN -"—"" "3 € thhkgm’

.K :giLM.KpJ xádgkqu} .—-—)gi+d(?«xqu ,Kp+q}está dada por

H. H' 5)) (X.y)- {x}. t (Y)
K b. (10601000t11+J51+JJ 81°...) 81...!31+J

(Por ahuzu de notacnin} seguimos notando como al 1 a UO 1 .lo.t

Ihan (:=.ue.s’ïliu=.-..Kp)xédtmmq; \

.ÍI-J ¿Ï‘Ll{V . [5.t“ - (-1Hs-t. A
C.L,)41A-K ¡lOs-o)...(li+J+lsi+J+lj ¡San K lDSOJ-o(1k5kJo-(IÏ*JIÜI 81..

1%},4’1 k+¿-(-1J E t A _ a
31+1...31+J+1 ¡“1+1 c¡”.11 K Si..8k.rbi+J+1

' " k
.. ‘¡ (-1) s

k2.-. 1
" a: t

occolkollli+1 K

i r
(¿Musa - EN} sJu”.de ¡._° Jo'”Jr"'Ji+l

'...
\} 2‘

La; Mt) - ¡2 (-1) tU. 1”...1J+J- .' me iaoooironciJ.‘1



Ul

\.
OCl.K0\5¿ x 1d}{L,tJJ

uoso}”"(11rj+131+J+LJ
\i" ot O

1’“ 1a....1hl K 91+1---51+3+1

1.9.1

2 ( ur ' A t ( I It }a - 31 to. ¡.01 .K .g. ­
p.q' ° 1’ 1+1 81+1 s1+J+1

i
k-K°l-1J (ia x J )La.t)1 {losa}...Ll }1+J+131+J+l

1 Ja S . ( a
10...1:.l Kan 31...81+J+1

1i r
.- (—1} .‘5 . [-1] t A i

il loonuli K .0 3109081+r0oc81+J+1
' l l rris' ’ 1 ...1 ’K

o 1

n-J­

to “ ¿x a '
i‘°’ 1+r"° 1+J+1

¡“"1
|+-’­LI-Or1'. H

k- 5 ot A
.9. lo...11 K Bianoflkoooai+J+1

Se vu inmudiutumante que t m I ) + ( a a a J ‘ ( ¡ ) , que es lo quo aa

quur‘ifi lumbar.

COH:Dadong,n € Nb¡13é i<íp+q, V abierto en X y‘L5 cubrimiento de V: se tiene

el niguiunte diagrama conmututivo:

Ü

<. ¿HHHKDJ ¿“16%qu . .° .F‘ -—+- faitflatfpmvllJIi i
i've? ¿(btx id + [-1)L(idmi); 6L'4- u Ó . .I

' Lo-J. WL , ¡J , 1+1 ‘ A I ‘... _ 1+1 l'.‘GG t‘mwfinfimfw%mfiWw¿w*-*afitufim1
L‘l’j-i



¡HUIJV.5: El ".(u‘riswo inducido en Ap“) x Aq(X) por el =-lagruma de la Prop.

V.’Ju e] producto de intersección clásico.

[Ja-2m: Se? Liurun

.LL Koktxm ¿Lvnoklw .__5..)'xtV ye

p Rc.

._ ¡E

_LL Koklti .á...) LL KHz)
te wwpr zev °

. zz I

Kolmptw/gpfl(vuxKokgqivJ/gqu-Mo Lgpgxxvugmquv'fiüKdmpgy/gmgn

(lbs!

\
Per-u .KLE.F) - É}? s1 (E. meKo(,g,kv)/g,;1lv1J>Kouq{v)@q+1tvn

V

_ n m 'n.m
o see que, si x EVp e erq , .K(k(x} ;k(y} J. k(}':vyl)

Pero,en ADM} x Aq(X}¡ si xéXp e ykfi.xq regulta qut- >¡c.yuAfixxy}

1 i .

51 en las prepnaiciones en las cuales aparece-¡fi (’1 gr} aperecieraj‘o’onJng

[donde f JUCQJ-TJson las secciones no necesuriamm ¿e continuas), dichaso ..

¡sz-oposiciones continuaría! siendo verdaderas. Adama, se tiene, para todo

V ¡nbirzr'to un X y para todo Cubrimiento de V, QUI los diagramas:

i h 1 j [Alo - 1+5.
fi (agp) x 3104.5“) —————JS—-)4 Mgwl}

Íéitx I' ¡éfidtu -——————K-)A..I ' “3' E
_ o ¡gp o q) fin ,xgpm)

[1.14€ 7 ufijgíq; son conmututivos.

Por 0th": gr-r‘be, tanto XHÉD sonULL
XG X­

ru: olucziurunadv 50K por haces flaccidos; por lo tafiéo,‘ como

“Osisp , como )_ik(x)jugisp

. :K x K —---)K induce un ic. i d. p q
K ‘p sq _=p+q On n morf amo c H (X459) x H “(Es-q}



..I . ¡. . .

un HD'J(X,K) ); rnsulta que el murtlumo 1nducido por‘ -'¡
prfl . . .

( X, K ‘) CUlnClHB n)n el producto Un0 o =p+t
p , H fl h. .

fi ( 4.430} ,._60(.x.¿«_q} -——->j¿

intLrLuuulón.

V.3 —épfinuinL

. . K

[Jl21¡IIJI‘HIIIÚE‘I“qui A 2 X ü.)

En 01 Próximo Capítulo definirumos, nn general, si 3: X —-—gpY es un

murfíruo de Hsnuemas 1a aplicación I".l : K (Y) ———»,Kp(X) inducidap .

por? (wenu l.
u

I ¡I ,5
51 (6.64 1+ KnUí x x1, definimos A {La} . (¿3 5.754.) . donde g

li n

¿L E¿x"(v¡ n tv OxfC;1(vJ , si V as abierto en X y X y n es tal que tv
n

es ¿un uuu djructo de 0 °
XxX.V

¿ft ru ultu un 0 -1 —módulo proyuctivu.! m w}
i

y [:3*-'._ I u OL n __l
'-' V “¿A (v1

Alu"

:¿HW“qui los axiomuu 6 y 7 qua vu ¡Fina 1 anillo de Chow, p ¿3,..
yhgulur X¡ como A [x1 _ t Lx,pr ui X u- || esquema renulur y

prnuuctu dufinido en.umbon m1 muros coinx de, los axiomnu se

un n.J Í 1L.- n t. .mln-.'-n un D'KXJ.

¿ZJLÏEL131 fiwn subvariedadus de X nun su intersu ¡n propiamente [es

.r, ¡nd LOMponentu1rreduc1h1u de YÍ\Z tlmra codlmensión iguHL a

hlem Y r MadxmZ), pHUHaescrlbirse:

.Z uv,z;wj¡.wJ



. zioma 7:

_ .

donde 1a suma recorre las componentes irreduuibles WJde Yiïzo Y dOÑUB

1{y,Z:WJ} es un entero que depende solamente de un entorno del Dunto

generico ue W soóra X.

ui Y es una sunvoriedudd de Xy 2 es un divisor de Cartier efectivo

que ¡nterugua propzementu a Y; entonces Y.Z es el ciclo asociado a1

d;visor de Cartier YÍ\Z sobre Y. que se define restringicndo 1a ecua­

cíoñ local do 'Y 'p Z. i

I

. : I. _’!._ l > t.l".vl
l _ I‘Ïth l

.¡kI.
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VI — Di-ÏFTNH'J].';í\J Y Pf'ii'JPIEDADES DE 1EMy. F! , DADO UN l." ÏFISMÜ DE E'C‘IIHH'ZMASF

1. V

son F: Xfi‘! un mür‘fiamode esquemas. Se tin-n entonces un marfist

mi (EEipLVÁL)(hy Úuse «1e_,)|( tapia], espacio du nuse da Y, y mm 01.1daabierto V
.gar‘ __ , l;

“ul ¡Lcupuclo topulógicp y,"-un morfïls'mode anillos de 0 'V en Ox'f-ÏW) .
:\ ‘ l

V1.1 — maf‘inirzvíón ríe 1" ’

un - . . il , I“"'-" W
.La1.6No, definimos. f mi“) ¡xi(x) comof (E,a(_)a. (f E.

nunue, c1¿.doun abierto V de Y, EV es un DYV-mócíulo pruyuctivo. (Es decir, exis­9

n
tr; algún nGlN tal que EV es sumando directo de UYV)I

!

, P _ . í‘ _ W _ c N, ' . _ d
Utfinimog entonces f’ E _1 0x", lu“ que re..u..t9 un Ox'r1(vl_} m6ulof (v) o . ,

WN!

Dl‘OyfiCt‘iVü porque 5-31S es tal que EVQS v DYTV, entnrr as:

C' n

)€““5:°5.f‘1(v)
si, Chathl,...¡xi_' ) : E-,—-—)E" se rlef’lnu

n no a

(Evoïox,rlcw Y,V 0X,f‘1(V)’,.v .ÜY,V

¡I

' e IA) vrfiw I’FIW,
53Hvar;clrar'mauzntt: que 1" está bien definida y además 1| iuce un morfismo a].

. n

J' (EVGSÁYQ:3X,F1(V) (

1 1
.¡uu tunth llnmnrcmos f" entre H “¿51) y H [Xéi] en ua siguiente Forma:

¡1 («sin ¿uin _.}_es un Cubrimiento de Y y 5.3 tiene“ seco mas

('l d d Vjr ..'.]j 1 VJ“...JI.MKitvdo'..Ji}. onÜ_ n
J

.. v. n ...(\v
omh Ja 31

en. torta .31 ¡"um-miento No. (UJ jj“: de x , wanda UJ -.- “IU/J) Y 1.3:: secciones

5 :U K U d :3 :
J , 11-——-> i( ¿O'HJij ada porJCJJOOJÍ ¡100...

a- -1

r F (ajo _.Ji(y)1 e K1(f (VJD.__¿1), 1 K1(UJ0_._JiJ . si F(x}=y



UG

993: f. consu a lu Codimensión.

W.

g.¿ uhorÉ F: X ;———)'Yun morfismo de esquemas. Suprngamos, sin pérdida

du génerulidad que X e y son conexos. Sea n a dim x y m q dim Y.

hefinjrumus ahora , rn el caso en que n es menor o igual que m,la aplicación

r“ g HM“, ¿m1, ._.)H’"’1(v, ¿",41 . 041€n.

Pudimos que F sua un morfismo propio; en esta caso, la imagen por f de

Cualquier conjunto currado de X será un Cerrado de Y.
. _ —i

Dado un Cubrlmiunta 'Lsn (U1)1¿I de X y una sección aétp (“«., 5n_1}

resulta que F[sup s) aa cerrado en Y. Puede Sucedar que ü1n(f(sop s))‘<d1m(sop a)

o que djm(sop 5) w Him(f(aop 8]).

En el primer Cuüo decimos qua f s u 0€ Hm'1(CH°, 5 j, donde CV}. (V )' I.co «1 JJIUUG}
s el Cubrimiento de Y dado por VJ n (f(UJ J), si JJ JO y VJ u (f(sop 5]].

o =

En el segundo Caso consideramos a f como la composfi'idn de los morfismus

fl e i, donde f1 es 1a correstricción de f a f(X)c:Y "e es la inclusión

del subcbfluümn cerrado f(x} an Y.

Si podjmnu que P c i ofl . bastará con definir i v F1 .l l I l I

(1) DcfjnlCiñn de f1 tl
ssea (E7?) ¿ 5h im}. 31 u es un mierto cualquiera de

X. a“ a: un módulo proyectivo sobre 0x U; sea entonces r-ÉN tal que EUesI

_"“¡I'll'll'ln-(Jl” reutO (JE!

f E . a E -1 mirado como 0 —módulo
( 1* 4V ‘1‘ (VJ ( Y.V )

Entonces, dado un uhierúg V du J, usa:

f—1(V, (mirado -mo morfismo de OY'V-md­
uulos, ( san:

mmm: a- rm} (x). si seo“ J

“¡Fl v" 4“va E¡F'ILVJ_—"EI
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PC..X"Hqm: F] l“l U resulte un módulo Proyectivo sobria 0Y V '29. necesario quo-' O

[J neu 'n‘o ¿estivo sobre 0 .Estu condición se se: zisface en el cav:

un (¡ya 1“us mor-Fismoprogjo, porque entoncas 0 _1 e: una 0 -álgebra de
.-- x,f‘ {V} Y.V

mino finito.

Uef‘in irnos,:¡horn la aplicación buscada, a 1a que también notm‘emos f1 .a

Dudoel c.¡brin-1rznto '12.de X y la sección 5€ Hn-H‘thmíj la asocinmos ei

cubrimiento oU’tleY como antes y: la sección {f1.sJEt-Í"1[“\",5n ih) dada por

._____)K(
1

- v v c

I‘ li ocuj Joooan_ "-1 Jona-J
j, dondu V sU’ (U

n-i Ja.“Jn-11 Jon'Jn-i

G

(f1 :sfly} n- fl [s[x)).[RSf‘[sop BJJJFHSOD5)] , si x es el punto genéri­. X -1\.'_.‘=
i CDdef-ay”

(II) Definición de ix g

Esta definición no se hará pn gen ’cal , sino 3010 para una

una especial (Jr.-inmersiones: las inmursionea cerradas agulflrca de codimensidn

U, pura nlgün dinü)
o

Miu x': HX) . A X’ puede asocursela un elemento de 1 (X’.5°}v=r'(x'n 50)..

.¡ m:es; 1.a SOCCJÜnglnbal «¡LWYque a capa xiX' le asigna al elemento UX. _ de,x
¿g y Lu tiene un Cubrimiento por abiertos (UUHI de x', Honda, pam cada ieI,

ui VANK' y \_{es ¡abierto de Y.

...-._clc_.m—::s:1OCK'Ylí: asociamos un elemento de l'F(Y,5d} 1 que notaramos de la

misma forma. Tonumose]. cubrimientn abierto de Y dado po-r (Vi}jÉIU[X:,XÏ,..,XdÏI} '
V.

a XÜQ.. . .SÍ xd ¿Y es una cadena de cerradoa.( 0- EieFVOI‘que X' ti-‘ne

Cuuïmunüjón d].

lltjts: POLIUIIIOSaunurfléi‘ qu‘a d . 1. si. ntj, se considnm X' cvrrado en x1, ¡<1 en X2,¡“­



etc. [Lndos de codimensión 1 en el aiguientc}

p uuu entonces i: X' L-—v55Y'inmersión cerrada regular de undimensión 1. Entonces

el upíllo local de un punto xfi X' es el cociente QYxlvl), donde f1 es un
' U

c]cmunto regular (o qee, que no divide n cera en 0 J. Tomemosel elemento
Y,x

el); Hl(y,51¡ ¡vaocihdoe x', definido por:/\'I '

[EL y, id} si yï X'
.L u y

k‘x.) iJ{y}
W

e , - 1 = x'n
{QY’y, 1 f1} s y; Uiñ UJ

01m: LHmultiplicación por [1- fl} es un morfismo inver: .ble. (Se sabe que f1

no es invupsible porque {fl}.0y.y debe 5er un ideu' prepio. pero como OY’Y

es un anillo local, entonCes1- f1 tiene que ser illersible)

‘ k

Podemosdefinir ahora, para todo k € Nunca aplicac' in 1* de H (X’. 5k} en
k+1

H (Y, ú<+lj como sigue:

1L 1 mi)“I un cubrimiento de X', donde, como "ntus ¡'cudn U1 es le

“'L'MMÏÓ" m” x' d" “" amm" V1"a Y y "°°°i°“°s 51,..1k '“10..1k—+'<k‘“10..1k

ze tam: :ntnnces el cubrimiento'de Y dedo por (Vijicfj [X'°} y las secciones

u-a""i¿)...1k41 = Vio...1k+1 ‘——*'Ñ<+1W10...1k+11 t"1"-‘5“"3

tiFHJÍu...ikF1lY} ‘ 310,,.1KLYJ-K\a&oylikik+1(YJ í 51 YE X'

t¡a”'lu...ik‘] x'c ‘ 0 \»

uuu: f* Lun: rvn lu dimensión de un subesquema cerrndo.
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Verificarumos aLora los axiomas una deben cumplir fa y F* para que al pro­

ducto .K definido de_HÏFf,5r) x H5(X.53) en HF+S{X,EP+SJuan una teoria de inter­
sección.

.3}

AXIOMA 2:

El producto .K es Conmutativo.

Bqnta ver ¿ug el producto definido en los Ep Bs anticonmutativo.

Haferlmos ul Tmoramn4.3 (3}. Dag- B3­

Beun f:X —u——9Y;g:Y ——-——9-Zmorfismas de eaqu mas. Se verif1Ca que

f’B g’u la of'i“ .

Basta probarlo para los morfismos f' y g” -'¡en oa K
‘ D

Sea E“ un h42 de módulos proyectivos sobre Z.

Jun Wun abierto da.Z, V un nbiurto de Y,)U un (bierto de X.

fi n ———- *‘ n(f.g(E".ÏZ-}}_._ .f\"®o,_ ’oid)_ _ .

n m
- HE" 00., -1 . J® 0 1 -1 ¡“Ü 1d) ­

w ug (W) _, 1" LU LW!)
02.,W Ü\"v9"')fvtw)

“(a-“Qe” 1 1 J" elena) e
fl "¡o xn" (9' (wn. ’

zwu

'“Ew? 0x.s°"(g'1twnt
¡”'m',oz® id} e.“

n.m

c: (Eügoxvrl-lgd1kw“.o¿® 1d} "8
w .
1

Z.

4! .. ‘­

_(g.f} (E ¡“(I-tarifa“)
nga¡ B1 ¿05 pagos intermedias omitimoa , dada 1a buena ds 1n;ción de f‘ y g.

las barras que lwdican la cluae de un elemento onlg .
P

AXIÜMA3: Huan fax --—#>Y t ggY ——-—fi>Z.morflismosda esátamaa¡ que'ddemds'aon
. '. .l'-. _ l

nropios. 39 Verifica entonppn due (go?)*'-‘g*of_ ,



90

[Pedimos ademas que dim Xé dim Y édimZ}

Podemossupnner, sin pérdida de generalidad que 7’(X) tiuna cudlmensidn

l án’xYy qua gw) tiana Codimensitm 1 en Z.

Sea u. lui) un cubrimiento de X y mea s :U .iK (u J
ion-o 100.19 D ioooip

Proburemos urimraro que:

dim giflsop 9))(dim[sop s)<}.—_=9dim g[so.> f¡s)<dim[son 13.3) o :1

dim f(so-*-s)( dimhnp a) J

Observemos que (son fila} es vacio si dim flaop }< dimmop a) y es

igual a ftsop a) si dim flath a) n dimtsop a).

4:) Si dim f‘Lsop3}(01m(800 a}, entonces:

dim"g{?[sop ajjé dim ftaop s}<'d11m(:aop3?).

si dim g(1’(sop.5))< dim (app “la 1., renault! dim g(sop fflál<dimhop gs

(consí ¡ez-ando dim f’(sop e)... dimsop a) J. uego se obíziena 1m desiguui

dad busCadu.

saw La demostración es análoga a la anterior.

Podemos suponer ahora que dimLsop s). dim g flmp g).

Sean1:1"(XJ Y; chU} -—--)Z iïmarsiorsa regulares de codi­
mensmn 1. Seu ¿XY el elemento de HlkY, ¿1) asu-:1ado a HX} .soa

¿ya el alnmento de H1[Z,%J asociado a g(Y} y serade el elemento
2

de H (zaga) asociado a gLflXH.

o¿ o¿l? ¡' M - .Por ref‘ini ión, x2 XYIK .YZ .

Dudo el oulwrimientoude X. le asociamoa al cn; ‘imienxo Y. (Vijié'"flf'(y_x}

“deY. dún'dv v1 a (fltuïu‘:



El].

ÍÏj'lL‘r)r|(;O.‘i, [I'ma ’10. . . 1p+1 ¡V10 _. ' ip+1""“—“‘"') Kp+1(\'LÚ. . . 10*11

(Y) , M ycflXJ.[ras-qu) fl [Rh‘laopsmfltam 531 ' (f1¡n¿}g)'Kh-Ï‘.f)t
P Ü F31 no.

'plm-l

Para ¿"alien-r-gn , a V se lu asocia 01 cubrimiento Df, (WiJieI. (Z-Y}

¿I‘lf‘l‘sjï i (zJ- [Fimlflsop s}}):R[f(sop QUI.[Mfluop .9“:an 5)]..0...hp+1 _. .
o¿ ,

gl.(1f.3 {1°. o.JFH-ltz Jo YZ KuJJD+IJD+2 u

-[R(a(flsop am:n(sop ag].ah(r.sJJ°m¿p+l(yJ.K
. {0€ j (2} , si y 15 al punto genérica
K YZ Jp+1J

m2 de a HE}!

. [ngftsop ahhflhoÁ-‘áJJ-HT wtfljp..Jp(B(XHKo¿XYJpJD+1(y

.K «¿YZ (z) , ai x e:- el plunto genérico de f-llí}
Jp+1Jp+2 H I

n 1
{senuuusita «¡un ¿mb/j u 91%”, con/5 € H (2.El -, lo qua resulta

Cil.1\t0 si to-uamoaph }- ((2,02. ¡J , si z .1 gw; , (donde Ïas la multi­"Í
0110561611por ¡JU-f1}.

(On . 1d), si no. que es invaraibla)2,;

ug.) [-r.:.cnces,giilfdajboudp lu}­+

.. [Htmflsop a)JlH(eop a}_]-(91¡°F1¿JJDH ,Jp(Eï(XH-K

., (ab/JJ- 4 (2} ­
b pjpdml K Yz‘jmldmï?

.[vluwuop aHthaop 511-(91*°71¡JJ J (SUN-K0.. p
. ‘on . n. '
“ÁZ’gty’lïj (OZ'ZIJJ

(cunda Z" us la multiplicación por (lt-fa) j.



{gp-¿z Para

AXIOMA¿a

Por otra parte,

l 1‘)

9 “A”...Jp+2
(z) —(al r1)! ., (atxJJ.oz_ (z).

JO...Jp K x¿ Jpjp+ljp+2

si x es. tel punto genérico du f-l(g-1({ïí)} .

C . 0/ ­DMC) .
n . n'

¿“pd‘jmzhj aa por definición {ÜZ'UL,J' j. “32.2.3”

(si f(x)-y), hasta ver Queal... fl! -_-(91061“ \

Puro (FIJ*(HJ(y) - fahh“: 61 x es punto gen rico de f’1([7}}

9 (F (sJJ{z) w a (f (SJtyJ) - 9 (f (stx)}
1. 1'r 1' 1* 1a 1.

[:1]°f1).(:3 "' J‘tstx’)

Luego, b:-:;ttt ver que (glof'l Jl y gl’o f1. comqu n on los _|_<.U

..i V (:1. abierto en Y, Wes abierto dn Z:

f1¡(g"¿,v n (Elf-ltv)yo¿Jf-l(w)

1’ Ed. ¡a f ..
gl_( lmt . J)w t 1.5|g J-1(wJ ' flnílg'Ï(w1

I

J ' (E (cof)-1(WJ'IO
,1!

0" “:- f-ln-lhv’v d f-}g_1[w) (gof)'1[w)

.. 1? o¿

ent“ dtrmostr'ación se utilizó 81 AxiOI‘IIa4 en .

Sea f: X ——-——}Y un morfiamo propio. Entonces:

"¡i xe a) Hl‘_X,51}; ye®Hi(Y,5¿} resulta que 1" »<.Kí’*(y))1 t" (x).Ky
iewo ' 1€ND '

35213putada marií’icur que:

(Jiu. í'(:.()p(x.K1’“(_50py)))<dim sop(x.Kf'(y)}q-_—.pd n Hsop x) <d1m(sop x) o
E .p f¡xnsopy. d
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ui uim f(nou[x. fñy)) u dim sop(x.lf*(y)}, y f u i of ,
K k ¡1 I n

.I ¡ . ' ."­

Si el nxiozmnvale puro inmarsionas rngulures y t. ¡ru muri’ismns tales que

dim A.Indll.) IIH(X}. 1 1*{f’llchi‘YJ II 1. (¡.Ky '- f*X.Ky

(I)

¡ica se Iiitx,ié1} y sea tGHI'Uén-j , queremos p) :bar que:
l

r1’(s.Kf1[tjj{y} - f1.a{y).Kt(y), para todo (Jn, ..,Jl¿1y para todo

Y€VJ0_ "Jl+1

¡Jnndusi (V.j“GI es el cubrimiento dmlo con s, y (Whey es el cubri­

miento Urdu con t, entonces [UJjjéln es el cubriwicnto dado por:

‘ C ' C ll

U [VIH Ñ sk ­

!;u¡¡;)ru_¡-mm; que 1>0.

l;:-.:tu mer antoncer. que el siguiente diagrama os smnmututivoz

¡Lírfi’x Íd'

gi“) x ¿jun ——-————-—-—-—-951(Y)K 5‘j(Y\ -'-“"'">-L>1+J(Y)

'Íl.Xfi L
’K¿ÁI(X)2'

(num-(yn i----——-——>;(H.f¡sly}.ttv)lt-- H‘P-ltqÏH-flstyI-Kflvn-Q

Q H-gt‘lmstyJ).Kr'tt(yn

(¿.(wm‘uyu ï— —><P'1{‘Fs(yl.,<f’itty1n

:.|undeIl «.-[Ríflsan shmsop
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q): EÍ(XJ———-)á1_1[n><)osun iz":

H-y mm Vrl‘ que: ©n ® o

r-‘wo (D n 8.4) (‘ÏïffislyLKtUH
. . . 1

Por lo L'nnm, basta observar que f. conmuta Con (Py4:- por'que entonces

¿WH q’l'slwaf'ttfiyH - 434w“4>(\¿(y)).K-"'(t(ym

y ¿»u;.tu último termino . podemosmplicm'lu la hiúótesis inductiva

(.¡ru‘lulïciónen 1), resultando igual a:

CP’](r.(4>ts(yn1.,<ttm - 49'1(<Ptgmyn).,<t( J)

Supongamos ahora 1- 0.

Sen 3€H0(K,I‘(o) y sea 1:6 HLlY¿<L)

Ser-.- y e U
0' “JL, queremosver que (f*5)(y).Kt( J a f*(s.Ke"(t}(yJJ

Baeztuprobar qua: f“(s(yj}.Kt(y) u f”(s;'.<f*(tj gl“

Pero: ffituyje'KLLuJ J J: si fly) . (E, < y y v Bs abierta de vo... L
.(E 00"..-. .. om 1d} dond n es tal que E es .. o"

r "(VJ vuY«xx 1m” ' v v'I
YV

If'ttmi
sm. HM - (FM’EJ _

Law} f lux)
n n

9 F _. Ü _ E u F .. Ü E

t r IW): xx llwg v, f lkvgy tvJ
¡(J-"HW mv! mv:

donde s(y} a ¡©5000 , F haz de módulos proye'ztivos apbre 0x.

Por üLrJ parte, si V es abierto de Y:
u

F (SUNJ-ky}
*‘ K v f'ltw

Ü E I ideoé)
V

omar
) -¡o - «¡l ‘ . .. - |luto. ¡LL QI}K? (thin v (Fr luna (1V, ic a

Ü .‘fiV
.1



AXIOMA 5:

(III
fina 1:x.—..—)v inmersión cerrada regular de Cn lmansión 1.

m

DHUDS se!ii(x,51)¡ tel-l (Yém), queremos prob r que para todo

VG VJ ...J (donde el cubrimiento ns el sig Lente: Si (Xf\UJ)JEIo i+m+1

es un cubrimiento de X, y los UJ son abiertos d. Y y (Wïjust, es el
cubrimicnto dado para Y con la sección t, enton‘as los V mon i 1

k a ‘ ce a

forma U3rxfll , donde U5 - U1 para algún JGI a U’ a Y-X J

1'(s(yJ.Ki (tty)JJ - 1¿5(vJ.Kt(YJ 6 Ki+m+{VJo---J1+m+1’

S ‘ ii yeX . imtsmi tm) o

Adum‘l's(1,5)[yj n 0 :9 (1*5.K‘t)(y) n 0

°¿ (y)­Si y X, 1 (s. i‘t}
7! a K JO'HJi XYJ1+m31+m+1

m (e. i'tJ (y).
+m+1 K Jo" ji+m '

M
(y). á t

K

.8
Jo...J¿

\
I

J J (Y) °<
1v-— 1+m K ÁYJi+m31+m+1

Atlcmd .3:

Li :3.
ur

t)
K J (y). [mk-04 t}

la. t. °¿
JD...J K K XY’J ...¿|

Oo. ' ' JiHM-l XY K i+uw1 i+tI1+1

a¿u (acKth (y,1
I J

XYJo""i+m+1

y f't coincide Cont sabre los puntos du X.

Scam se-iF(K¡I=(p}; t€ HQLX,gq)3 Azx .——-—)Xx X la diagonal:

Entonceü u 5,56 Hp(X.EpJ x Hq(X.5q) puede 68061 *sele un alemento He

rP+qix x X5á p+d due llamaremos tbmbien Hut, y wsulta que;

:3.Kt uA'Lsat}

Lu HnmñfltraC10nes clara por 1a definición del n oducta.
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Los Iïxiom‘ns6 y '7 del anillo de Chowso vnrifionron tn ol Capitulo V.

.-'-;<1[L‘.'.A8: Sea X un conuoma, ontoncoo H1(X,L<1} Q‘ Pio(X)
p

Ïlea fr; PicfiX] y'LL. (UUEI un Cubrimiento ebim to de X tal que oC Ui
s libro, y aea?izüui———->L‘Uíic I}.

d)

U) D
-1

ticm entrracesqfiocbd a OuinuJMDUPUJ ïeomorfismo(1.3 GI)
ü 1 x 1 "1Secon._.1Jer5¿GH J. ¡'di)1“

Hemosdefinido entonces una aplicaciónaÉl-fi A:de Pichu en ‘ÍfIJ'UPEIJ
que resulta un morf’ismmldegrupos. Para definir La inversa; daromos dos

morFiSmmsIll [Xélj —-——->IÏ-¡1(X,'D;}y fil{x,0;} -—-¿Picpn cuya oonposi­

ción sera e] morfüsmo buscado.

(a) Sea se ÑHXQ'OÏ}.entonces existe un Wi)“. cubrimiento por abier­

tos da X tal que. a n (813)11qu

sij‘uinud¿Oztuin “31'
Pero, por definición del hai o; ; itennr una secciób del haz sobre

UjnUJ us lo mismoque itenor a“ e minor-ax) inveraible.

Se tienen entonces (OUiJieI y satouiñuJ“woupuj que definen un
hnz lomLmunte libro de rango 1.

(b b

l
'36!“whom se H (mil), existe ontonces u. '_Ui)¿¿I cubrimiento

abierto do X ta]. que e n (313)“¿61 .

sidfluifl uj-uu-atcltuin Ud}

Existen entonces, para cada xe [Jin U1 (W. ), nt IN y ¡xxs Aut(0;:x}
tvel’s 1,: n '

L (¡e 31J[x) u (Ox'xpxx Jel<l[U_lfi U J.J
¡t

1-: L; s’d r . " :
c un er"! antonoeq su Uiñ UJ——) DxtU: XUJ)

Emu) . math



2-17

_ l", I _ .‘Is m

¿Jun/1. (.1: nun A el espacio afin m-dimcnzsionul y ¿.nu pzx x A ) x110 proyeccion
. 1 . . _ _

‘1'”"-‘“"”-‘¡ P ¡ ¡T's-ïthISq} —"'9 I‘Iï'tx 1‘Amykq) Ue; u: istumur'f’ismnmara

toda: 0. “No.

(1‘ tu";pumic suponer muii}! pnrquu X x Am . (x- x. flm'lJ x A12

[jj ) A1 I. Hpuc ktxl] y X"x A1 u X y. “Hum: [7.134.] 3.3.x“): 'k.‘l (' c. ¡“Je ..

Juego," (¡xml' n 0x kall - 0x[’&10':

V_ _ 1.:l . ‘ . N .,

y,..i (mu. x xA , owñix'.“ . 0x3“ahh-“1 . aux 3k .. 0x3“.

un} :¡1 mi)“ I es un cubrimiento de X¡(p-1[L'- . (ui x A1) es un'.“1 e I

cubrimiento de X x A1.

Dado (U-iji í I cubrimiento de XMVB)J ¿ J cu grimianto du A1,!el cubri.

miuntn de X x A1 dado pqr {U1 x V un refinamiento de i. e
J’ ¡e ­

[U X O1 j e E
1 1 G I'

Ein-Li. Iilzl-¡t'):'.l.'r‘er¡antoncus el Axioma 9 can'.tr‘uycnr una aplicación

¡rn/nn..uu .1 p” l Kat)“ --——9 ¡(“Ut x A1] a la nue 'Inmi'lr'nmon ’Tr'.

"¡Lnj kn .‘Áhzl, . . .‘,"><q_1)}¿ Kqüi x A1),'\3nton(3€m [’HFL-firm} u-z!
I

l'“ ¡“'­ ) qua us. proyuctivu sobre llxM1’-(;l_u} E. l)¡"(no X,x

("n‘¿“Í-1;“H, 03.175 Claro que pn _y"T'unn up]1cm'onc-: .i.nvnr:..'1".

¡.¿_!_l.g¿'{_¿__¿l)¿ . ———-&>X subvuriudad cer'radu y Lau U' X - Y.‘

{-Ïnt.(.r.l:u:,,'paratodo qi N ,Ïlu siguiente .‘ZUCtH-íóles exacta:
, in . +d' ­

unn.qu ‘-—-> HF mts J. HYH'dUI K } 0q+d)----> vw“ --9

.iumh: i : Y --—) X'es una inmersión cerrada r nuler dn codimuns-icmd.'

J : 51----> X'ea la inelusiOn.



basta pl‘olJ«rlo en el coso d 1. 1.

(I) Vl'líanS que 3‘01. u O

Ein ¡[111161 un cubrimiento de Y, donde “1-. ¡in Y, y ss-n

. . .‘1 .11
“e H (Yifinj. 51°...1qty} .(Ey ’EÉitiluooiq;x"..xqq

(Iï’uuxrle 1'. gvonersa FV . OY'ÍY J

Tomamosal cubrimiento de X dudo por ((V1)¿¿I,X-Y)

1 :3
( i Jiooooiq+l avioooo1q+1 Olutiq+1

id si xf Y

Liflsjinu-oiq+1 (x).
“1°...1q °K(°x,x'1"1J “1 “6‘!

donde es el elementode KqUJx._) obtenidoextendiendo
FÏ_ k k '¿ k l k

los mm 13.1105 il. . .iq-l .CJY’y—....—>tk) a 011. . .1 0X.y_.__) ox’y '

(flJ' f1

t
(¡-1

ooe
CmnoJh restringe el haz o X-Y 1 U, rueult- que J'Pifiü} ru D

(11.)(Jm-u3U 95 denso, todo sección continua de .1 abierto se extiende

(:c: mnrmz-n única a una ¿sección de X.

Pur lo tanto, j‘ es un epimorf’ismo.

(IlIJVuuno-a que Kar J.C Im 1*

'¡un LL:l1q+llx,5_q+1) tal quo ¿lt n 0 en H“ ;(lJ,_1á¡1*1}

lï:-.to nice que todo intersección de fl:l10I‘tOSdel cubrimiento
¡a‘J- de U para todo x V t x

¡0...1q+1 o 6 1°...1q+1o (J Jiu...1q+1 ( J
ue: humoto ica a 0 " d K . P:

¡J ( X’x¡ 1 J en qumxfix) (ro,
fi .

U t}. (x) - t x Éaire '.
¡0...1q+1 1°...1q+1( ¡v



f

“(tft-lemon probar que exista seH4{Y,_|5“} tal me iuu n. t.

Sea ye Y. X-U, entonces ti "¿1 (y) - (D¡_¿Ïy.Z°¿,-,“J. ¡KPHxïqL
o cu-l 1 q

m m

(JDHLAÜ41...rá0x’y
k Jl - .—1

“.‘Lu...1q(Y)' (W,po/ó Jl._.Jq_1x1...x, 1 j, daba ser
n

hcuuutópicoa WÜ.K(OX’W 1-1'1) en l +1(0x'y).

Pum ¡rata suceda si y solo si? (yu ns homotdpico a(t10-I.
7;- .4 _
‘10...1l.¡lYJ°K 1t XYWH' d°nd° (LPJ'KJWXW) 'QKJJK'Q'ÜX’Y} es e].

i:o..¡o:'fiasmoque se usó en 1:1demostración ur criar. “¿1)

. . 4 _ _ =911,.Www} longlOX’Y/(l f1JDX'yJ 1

í_r|tu:'.i‘.t‘:'

__.._ _ k _ _________ _ Jl Jq-1

“¿HÏYJ'KCELJWUHw (Üxfllfï ¿“km .Z/Z’l ¿inhimló ld)xl...xq_1¡I1“.

rmtdmozsch+1(t10_ . . ¿(1+1 (y j j.

m Z N a L1 Lfl-lu 0 Ü Ï 11 . . .
( xvYÜÏÏ; ng' (¿11...ltl; l JK1 xr¡—1’

l '.I I - z
r ‘ ( lr que pjl.ct¡jq_1 Jl.."1.íg'_l

I

fl
-.,I..--.¿-.'mosalgunas uraniodudus (le f y t'¡¡

.ïhr VL]: u. á n Y esquemas y 50a fzx v—--)Y un mor“ m0 rie esquemasz._.-..._
la

nara tndo kéü, F‘:Hk(Y,5k} ——-—-—9H K, _l__(k}es inyectivu

‘ 'Hl-._—
.- k

2.:..r. LL 'IlUÍJ161Hn cubrimiento de Y y 56H (‘LL ,Ek)
í a

‘y‘a(VJ)J¿_Jntm Cubrimiento de Y y te “((Vóák z smongnmos que f‘s? f t



I'ÜÜ

W t) (XJ- 7.“? (Y!)ro...rk ro...rk

Busta ver entonces que es inyectiva en los 5k.

-3ean(sequence) elementos de KkUVr r J tales rn.-:Ir'(E,oL) .. Huaca).­
D’QI k

L‘f-l‘V} (donde n Bs
I

Si V GG un abiort d w ‘ I ño e 1‘Io¡P’f E Ü
Ytal que 85 sovnandodirecto du 0 ).

I
ÍOLL’. a oLÜid'11V)

Entonces:
n. 7 nz' -1

{EVOQÜx’f-1(V),bl»®1dn) - (Ec/OQOx’flrllvroú o 1d. .J‘ en {VJ}por
Y Y V’

Y,V

Io tanto existe G,proyect1va sobre 0 ,‘tal que
x,!s"1(v }

® 0 d 0 e d 5 ' ' 'd ¡.d '
{on idn} (i E. 1da”) i w e thO‘LÓDIOOa (1 E9 n} (eL oidnlvje 1dG

l
1 '. l z

See ZY‘it la homotopieídondekh. .rjlhdkixíl x. g
. n n' In

h .s...11‘ {EV9 Omifi’llV'J’MEÚ'° Üx'm‘lwflw "9 “ïw ° °X.r'1(vJ N
1 k OY'I'V’; nv.v ','_ , n

I : _ '
0(EV/ o flx"1(V})0(B­ov,v

donde roma es inversible y los demas son nilpotere ".5.

Tomamos.entonces la restricción de cada Y ' . (E ,60UI, . . . ,1 j} j 0Jl oao V’
EDlEú®fl1,...,1)})QG (mirando a G como0YV¡módulo proyectivo,'si

. , ,

Ox’.F-1(VJ en un algebra de t1po finito sobre OY’V}a la que notamos

yd J i ,obteniendo entonces una homotopia entre ( widE,,01dG._) y1... k
{idEe ot.’oidGJ.‘

Por lo tonto: - ‘E'focuen KkWJ.

PROPVLQ: Si te Héktxékh a ¿HPÏHQEJB PIX' -——) x e Jl’l morfismo de esquemas:

.f*(5.kt,o (fis ,u.
9991: Basta ver que si at el<k(0x.’xj¡(’)¿KJ(OX’,x},‘¿(dJKM ¿(dl-Kf'w') En Kgqjioxfl,



Supongamos que J1> 0.4
flan... Q} .. Pla. (at! QUM“; donde Q es al isomorí’jxamuentre K (Ü J y

K K J X,x
I

KJ_1(10)“).
Entonces,rezouando por inducción,“

¿»Km J’Hr'touKu/bn =(lui-.Kr'lwbn ­

4.5.1tr'wsxw‘tm n a ¿"(OH.‘Kr'lf’d



10.?vu-
El .hjutivh nu puta cqpitulo ua duFinir las clases Churn dé un fibrmdu

Vuuturld] E nubru un uuquuma X.

La funmu Cr huCcrlo consiste en definir primurñ las Lanas da Charn de un

;.1 / lucuü, pidiendo que las Chagas de Chnrn “J un fibrndu cuHIGUiura

untiafugbn uiurtwu prnpiodudoa;'obtuner la defiHICión gun cal.

VII .1 - EOLÍICifll'ICH

Gua E un fibrudo vectorial de rango r sobre un saquen! algebreico X.

Loturemos P(E} ul Fibrado proyectivo asociado a E, DE:P(E) -—-9,x e 1a

proyección, y 0E[1} al fibrado lineal Canónico sobre PIE} ;o sea: el fibrado

11nau1 dual de Oct-1); que es el subfibrado lineal trivial de p'h q PlE} ñ E).

Se tanfl ul siguiente diagrama:

¡Jue J
E

II ­¿“uuu p i LUun fjhrJnn de rango r sobre Ptt).

V1],T - Hludun Hu Churn de un fibrauo linaal_—-———

un rnhr‘uO vectorial de rango 1 sobra X.
húíínimuu lau r1=aas de Chern de E en La forma:
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Col. J II

0102; wMufitln “MEF-D

Citt) .. (J, si 1%.?

dunde [E le PJulX} Yq>lPiC(x} Hl(x o.) y “ltx K ’ 05 el isomorfi""°. . " I ---——-> ' x ’:1' ‘ l

Uuucripto un el Capitulo VI.

Entonces ci{E) € H1[X¡51){ para tudo 1 euw ." 0

VI1.3 — (lu-¡ms (IC-1fumar-nde un fibr-ado Cuílnuinr‘a

Sau E un fibrndo vectorial de rango r sobre: X, r>1. fibrado HE) tiene
mngo r-‘J. sobre x y p*E tiene rango r sobre PlE).

Veamosprimaro el Gago r 9 2.893u1tp gntoncea qug p'fiflJEt-l) eg gn f'ibrado

_. . ' a- \DDFJHLmUSul polinomio de Chern de p E >

a . . . ,
ctlp 1-.)- u + Cl{p*E/OE\-llltl.(1+amet-11m;

lineal sobre P(E},' asi comoDev.qu

si i á O, uj[u*L} 2* el coeficiente de t1 en cttp'E).
. - _ í

UILLuutu' (:iL-H‘t) e H 0204,51), para todo 16 [M]. Si p Fimos ademas que:
.fl. h

' ¡(1' L) . l" (trim); (¡L3, para tpdo fibrudn vectorial E y para todo marfilme de

umns 1 _ Obtehumoï p'{ci(E)}, Comotambién, dado f, f' Is inyuutivu en el

Estos qumíun deter­
421.1,¡lium1]. c;.:.;)1h.1.o VT, obtenemos 01(EJGH1\X,:l51), yn que

aún unn dz mancru mwhnn

que!nhum r>1 Cualquiera.

nm“ e“). ¡IHE/OEL-IJ;P“) us) .. usa-DE); pi: ¿ill-:1 —HÁFDUJ la pro­

;If:CfJiÜ¡¡LL¿zi ér-LJ ' y en general. él)- pï\E(t-1)/DF;’1_D‘E,(-Jjj, 2áiér-1.

Entnmzcs,La)th un fibrado de rango r-i sobra ¿”{5} y (:zp-LKFJFIJ es

¡jbr;'-r.|o lino-il :uJÏJI'fl ¿“U-.1. _

51 ¿unnnumosdefinidos Cilél)}6|ii(V(EJvéi)v “Geimos “4

‘ m- 7 -_1 ,
Ltlp a; .. cfiu: J. u + o¿t0h{o1)t)¡
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donde Gt(ánj uï2ï1ci(é15ti-"(l

p Ubss: (1} 561p*E tiene una filtración:

fl .>

p E .. Erbi.r_1 3 EO. la

con Coclentns kinaales L1 u Ei/E1 1; lé 1€,-r. rusultn que:,.

aunk;{En +quin)

(ii) La propiedad (a) se varifica si rg E 1 1, porque):

Si gt x' —-—-—-9Xes un morfiamo de esquemas y '=' es un fibradn lineal

sohre X;

Cliq's} -‘P([og.EuJ]J -<P[g'(oE(1H]- =,-"'(°Ï>(0EumaWelle“

(115m i.‘0:: un fibrado vectorial cualquiera, 8X1Eïtlun morfismo plnyo da

(33.1,um'. :1 f: X' >X tal que:

(1} ft: Hlx) )H(X'J es inyectivo

(2’; fit? Lima una Filtración por subfibrr-dos:

.Jk. ..
Í' Ír.- Er) Í:r_1 ...3 E13 Eov a ( r rg E}

Curl¡”ir-rado: cocientes lineales ¡.1- Ei/E1_¡ léié. r
Ente morPiemof ae construye por inducción -:n el rango de E.

Si 1g E - 1 as claro.

SÉiczun a pg E y aaa pa PUE} —-——) x la proy acción . Sabemos que

p.l es ínyeotiva y p'E tiene un aubfibrado na rango 1. Si ELIJQB

p*IÏ/ÜE(—1}:tenemos por hipótesis inductiw un morfiemo plnyo 2
q:h'——-}X tel que q. sa inyectlvo y q'él) es filtrado. Entonces.
si f . poq. f. oo inyectiva y aa obtiene um filtración inducida de

.2! _í' L. Ll'ÜQO,podemos obtener unn filtración de E con cocientoa

linullltu.

—­

)
IxH.ll¿lï L1” 013989 de Chern de un fibrado ¿matarte de rango r, E, aatis­

Pucon ias simulantrs propiecluunn;



.lllfi

(i) 3-11E tira-ne unn Filtrnción cnn mociunh :1 line'ulugs Li,r .

14 iér, ct(E) .iTTl'[1 + c1(L¿)t}

(11) 21 J>r. cJLEJ - 0

(111y;|_ fgx' .___:,x es morfismo propio de ezaquemass,Enrzra toda

mación se dansk}, para todo káü:

F¡(ci(f.E).Ks) . ci(E).Kr,(s)

(iv) =SiE es un fibrado vectorial sobre X, í':X' ...._—>x es un mor­

í’ismo de esquemas playa:
I al

r‘ U o1(r'E).Kr a r (01(E) Ka)

para toda sel-¡((thfk}, para tpdo k.i- B10.

(v) f'órmuln de Whitnez:

¿ii o e En _ ¿E 4/5" .. . .__..,O ea una sucesión
nxucta de fibrados vectoriales sobre '(, entonces:

ct[E) n ctlE'}. CtlE")!o sea‘ ck(i)
k ¿U

C1(E"-K°J(E"’

UmagGunlu pmniadnd (1) demostraríamoa 1a primera parte Je la obsarvación anterion.

um"; (1.1} Iï;.—c1; ro a uartir de la definición de las clase de Cher-n.

(iiifiiea f:x' —---—>Xun morfismo propio; sea s e ¡ikïx'ngch entonces:

7 'i‘ " n fl n 'S '“(CiU E}.Kg) Falf (61(E)}.Ka} 01(E}.Kf’.. t or el axioma 5)

I<

{hi} Hua sz' -—--«rX un morfiamo playa, son s e} H {21,1%}, entonces:

CJ_(I"‘L-Z).Kf'*'su f*(CiLE}}.Kf"s u F‘(ci(E).Ks)

(Lu última igualdad está demostrada en la PI¡l)P.-’I.2J

(1) anormndo nor in‘dutmidn en r u rg E.

"n- 1. tz; ¡’aaultnda 22-:trivial.
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. |-:+ 1, seu p'E/o (-1) . E a :>¡a .. a unn Filtración.
E r-l 1 l

Por hiznntorsis inductiva: ct(p*E/OE(-1}) «¡Í (1 + ;1(L1}}, donde Li
:l ul

. . a­
(1.4 “¿r-1] "nn los Cocientns lineales de ln 1'11 'rac'IOnde p t/OEl—1)

ulTía. [Éntznncmsp'E tiene una filtración cun fibra-.33 cantantes linealas

1519(JE(-1}/Ej o DEl_11 n L1 (14147 rïlj y Lr I, ¡;.:(_1J'1

(3 ( "‘E EC0 .. ,rÁ, .t D J" “tt 141+01(ÜE(1“t)'El (1 + 010.)“

(v) Sea Ü —-—-)'E'--—--)E -—--)E” -—--—) 0 um sucesión exacta de
¡"íbrñdos vectoriales sobre X.

ApliCumos1a Obs.(iii} para hallar f’:x’ ——-—-?Xcel que f“ es inyectiva

y f*E’tiene una filtración con fibrados 'cocientes linealas L1 lléiér}

y fi‘E"tiene una filtración con fibradoa comentas lineales Lïtléjés)

Entonces f‘i‘Etiene una filtración con fibrados cocientes lineales L1 y

J

ct(f“E) a (1 + 61(L11t) ¿ÜI(1 + slug)“ . c,_._f‘E').ct(F'E“)
LUUUD:für-JE)! - f‘iñiE'HJ’Ïctií-ZU}: y conu-1’"e" inventiva.

L" . Pur lo tanto:
1‘

“tus; 1 (:LU-Z'). CtUí")

‘JIIJ‘I —¿minha (¡panrvrldnïoneu \
>

(¡nlIílll'ltnrïÏ‘llnl)”ash.“ capitulo con algunas obsnruuciones sobre las clases de

(JIHJÏ‘I'I.

un: :(w; 2u¡¡0ngumosqm.-se quiere probar una fórmula que r Laciana las clnses .

ug Chen-nde un número finito de fibradoa vectorial 225. Si lu fórmula es

-./r_'r.r.l.ujuracmlr'nvez que los fibrados tienen filtra zonas con fibrados

cociuntms Llnrmles, y la relación entre los fihrm os se preserva por

¡wouuutos ("ibrados playas, entonces la fórmula vela en general.
Esstn rusulta por 1a fama en que se construyeron Ïtas claszas de Charn

,r la parto (La) del tam-ameBntnrinr.



LU?

üi ul “aljnqmiu de Ühnrr de un Fibrudo E de rango r se factu'iza como:
. l

514€} :1]. (1 +°‘¡L), cor. «¿e H [X,I51) .d1,...,0(r se llamar“ las raíces de Cilggnívl ­
nel fibrado E.

Sisssta-factorizución es puramente fcrmal y las clases de Cher de E son las Fun­

(tioner:simétricas elementalesdeqlpnfig.
r

.1 E tiene: una Filtracinn con cocientos lineales L y c (E .TT (l +oít); entono1 t 1.1CES
Toda polinomio simétriclw en las raíces de Chern de E tiane na expresion como

Izolinomio en laa clases de Charn de E.

Lc formula de V.hítnay che que para toda Buesaion exacta 0 .--) E'--9E -—->E“-—-p'0

de fibrados vectoriales sobre X, el conjuñto de raices de C.ern de aa la unión
'I

de los Conjuntos da raices de Chern de E' y E".

PFIÜP.VII.1: Dacia un f’iby‘ado vectorial E sobre un esquema X, las clases de Chem
v

del Fibracin dual E gastan dadas por:
i . ;

01ng - (-1) cite) tiemo!

Unm:91 E es un Fibrada lineal es trivial.

93'}.F tiene unIi Filtración Con nacientes l‘lnealaa L1 (T ¿i érJ', eñtoncea
v V
E time une.Filtr'tción con co‘ciantes lineales Lr_1.

lJ‘dHO, 1-210( .....Ü scan las raices da Chem de E; -°( ... -l>< son las raices_'. ' r
v

“m Chern de E .

La fórmula de las claras de Chez-nde un producto teneoriaïi de fibrados vectoriales

sobre X: Emi: tiene una expresión sencilla en tnrminos de .us raices de Chem de

EyF.

DHUP.VII.T_’:31“l'únóg. soñ las raices: da Cherñ de Eyfi1,...,/4a son las de F,

mance-g r-‘L4-flj {14.¿43r: 15.155) Inn las “1.305 de Chern da EGP.
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l... (itzmoquzlcjónde este resultado ea dnulugu u lr untnrior, considerando

prime-3.a{.1 C'ï';0 (h: fibrados lineales y luu'go ul CU'O1; ncrnl. Rusultu qua

(ÏkUÏEN} ez; 1 = k-Csima función simétrica elurnr.nt.(1 du ."\1.¡.F1’ , . , , ' Kr+/5S .

L1 L'.r'zctcv de Chem de un fibrudo vectnri. 1 E :¡r- define por LH Fórmula:
r

ChLEJ«Z (axpwij
in]. '

dundu LÁ1.nun-¡0g_‘son las raíces de Chern dc E y exp x .
5M3 ¿"<3

Lv) Las. class»; de Chern de un fibrado vector‘iul E quedan univocamnnta deter­

mirnílduspor las partes (111) y (iv) del Teore- a VII.1 y 1a definición
de las clases de Chernde fibrados lineales.

\

(vljucun X e Y usquemas. Sean p y q las prkyaccio aa de X x en X y en Y

r-mapuctiwmente. Sea E .un fibrado vectorial 5 bre X y F un fibrado veo­
tm‘inl sobre Y. ­

.ii Oie MX): fi e HW}, resulta que;

(cí(i-_}.Ko<) _x(6 . c1(p"E).K(a<x/5) (1 No)

MH‘O!‘ duFinlción 0‘ x ¡6- p'd .Kq'fb .

Luego.cih-J'EJ-Ktaxfl) - citp'sJ-Ktp'“kq"/51 ­
c (CilP.E).Kp'°( JaKq*('3g

a ¡n

- p [01(E}.K0( ).Kq fi .

-l01(E).K0<; x /3.
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VIII - “ENEHÁCIÜN DEL ANILLO DE CHOW POR ELEMENTOS UE G¿;DÜ 1

E1 objeto de eate capitulo en demostrar que dados un esquema noetheriano

X y un fibrudo VuCtOPial E sobre X, el anillo ÉB JK{Plt}¡5kj esta generado
1 Ion '

por H [P[E},_1__(1)como algebra sobre G) I-J‘(X,_lgk},cuando "(En es el fibrudo' R20 ‘
proyectivo asociado a E.

La demostración sigue el mismoplan desarrollado ar [5} para esquemas

regulares, con las filases de Ghern definidas en forma cláuico.

VIII.1 - Anillo de Chow

LEMAVIIT.1: Jeu E un flbredo sobre X que posee una f1] ración por subFlbrndOH

E - E :>E Í)... E a a , con fibrddos cocientes linealesr- r-l o

Li . ¿“sida 414r).

See s una sección de E nunca nula, ontonce :
T

Trclui; - o
1-1

Dem: Supongamos primero que rgE . 1: o sea E . L1 .

Sem s: X-—————-)L1le sección nunca nula dad).

Sea fl¿_. (uijiéI un cubrimiento de X tal que LllU . OX'U1y seen

Entonces C1(&) es el elemento de H1[X,élj dudo no!­
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(Judo nor:

mu: uinqu-——--9K11U10“J’
. . -1 '

Wijtxj i lox'xsqi.x°%.x J
o

“unremou “¡.Dbur que existe ok e C (Xélj tu]. que 'L .Ba su borde.

Dudo igI, si fc ÜX’U1Wilf’} 1 Llui .
o

Definimos 0L € C (MLS) como:

OLÍ 3 Ui "'-_"—'>/K1UJ1J
.11

°L- ' - - " 1 " . ..dx; (Üx’x,di’x) , (anne wifi“) x “fi’xH'J , «aifcüx'x

Luego,°¿;lndjlxj n (0x.x¡‘fiïí .sx.s;1.(fij.x(x}) a "ijtxj

Para el Caso ryl, h-.:remos1a demostración (mundo 1-a 2, nornue el c-nso

generul es análogo.

Pa2;Ea aa yL2w , - L.
E-jiexiste una sseccibn nunCd nula g : X-—-——)E , se tiene:

3h}, 5K Mx} El.51: X —-——-)'21 , sltx} a '
U ,‘ si no

.52: X -—)Lï2/E1 ,' 32h} a “03(X} , dont; ’1T:Er¿---———)E2/E1

--}eaahora (51,62}: X ———9|1L9L2 3 si x6 X es t l que sltx). 82(X} 1 0

entonces:

N N {NJ N

slx} é E1, pues sie no alx) - 0 y a es nunca nula, o sen que s(x)& Ea-E1 .

Pera 52(x} afiÜÉu“ - Ü , la cual implicaría que "{x) G E1 .

Por lo tanto, (51,52} es una succión nunca nula de L1‘9L2.

aJuar‘emos ver ahora qua 61(L1}.K01(L,¿j - Ü en H2{X,¿;_2).
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2 L’ 2 n a
Pero H “,52; . H Uhélxsl} . H (x, 0x90x J.

Si Zl - ZLul} - ixGX/ 51(x) - 0} y Z2 . 2h?) , resulta X s ZIUZZ .

De donde: H¿(X, 0'30.) 3
X X

2 ¡u un I a ¡I uI H _c. _ 090 c CJXUJ j a,
( XPÁIWL) X,Zlf}22 X,21022 X,Zlfi)l2 X¡"/1_nZ2X.Zïnzg

svHam- 10" c nao" c cJJ®H2(X..1un" can cuenztm w“ '
l x,»zln¿2 x,zl.mz2 a x,zln‘¿2 ;.zln.22 "‘ ¡(sz

2 _c n n 2 c

e H (¿1022; ox zumo o ZCZ )®H(21022¡ o" .90". _a ) e
’ 1 2 X’ 1n 2 X’j'ln'e x'¿1m2

2 _c c ¡n I
69H (¿1022 t D“ c c390 c c1...2].“22

EnZflZc"( o t-¡ 1 - -°n°"‘ c
1. 2 , 52 v1.4 , para 0to gt, uego BXIStB K1: C (21 22 ,Üx Z nz jv 1 2

tal que 331:. cllLljg o sea cltLlj - Clen #41121022.
I .

Dx'zlnzgj con lo cual
2 I

cllyl}.Kcl(L2) - Ü en H (210 Z2 v Ox'zlnzg j.

7

Analogamenta, su pruebas que 01(L1}.KcllL2} a 0 en “’12: 022, 0;’Zïn22 }
.C C

un H2 ¿ nZ g O c ". .. 0
y (1- 2 x,’z'1’nz K 1 :2Jc j, con lo cual 61(K j.2 1

EJLMl'LÜVILLI: Sea X - Z(x2z - ya) y f’: X -——-)531 ,' f(a,b,cJ -. {a,C}

:38consideran los abiertos U1 1' {(5, Mil? 1/ a i O} y
L

u2 .{tmcnwl/ c ,10‘; .
Sea E un f'ibrado vectorial sobre .

_ .
Se tlenet E}{a'b'c) i Et.(a'b.cj Elii'CJ­
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TÏ'JF'EJ ->r'E ; E

¡VI .1
P tr E; 2 x 7x Pf

Sean V1 - f-ltulj . {mame} g' X / a ,4 0 y

V n J I [JC}e X/ Cf Ü
2 2 \ ’ ' .

{V1 ,V23 es un cubrimiento por abiertos de

Hum/1) . v1 x OXNLy f‘JEJleJ . v2 y. ox V .' 2

:31x evlnvz. se tiene s
0- .a
'eT E.

o -—-—-—9' 0
X,x X.x

Luego tenemos un elemento de HIDÑO"I J (wn, mirado en HIJX,ÉIJ. X '

-1

cun-Aste en tomar el mismocubrimiento ¡[9) .a {Mirando 1a sec­:a E

cidr s g Hlukl,Vá,51J dada por:
-=—————) V131 ' VJ. ’élt 1J

al[xJ n (0 a .‘g JX,x a

52 = V2""’—'.=’«'51W:¿J

e {x} - (0 s -_a, J
2 X,x c

Para resulta que si 512svlfl V2__.____2_51(V1,ñ V2) está-l
U ' C . I Í I

dada por 512“) (0x.x,l(_) g J (UXJ (si J- e c c

resulta s - 31:; con lo cual CiU-"EJ = 0

(Observar que estamos en las condiciona: du]. lema VIII.1 pues

el ribrado posee una seccnin global nur :n nula]



Notación: Se.) E un Fihrndo de rango d sol'nr‘e un eszioomn X; HE -—--—--)X.
k+0 ' a

hi ¿su Liem. en H (E, ¿(“1) uh elemento du 1.a íern x . cd{|-}.K_n z

donde F es ud fibredo vectorial sobre X y z¿ H' (Xék) notaremo- cnmo

p*{x) a z .

Sea ahora E un fibrado vectorial de rango r sue 4-1 s;-.bre X, con nroyeccidu

Ñ; E -—-—-—-)X. Sen PUE) el fibrado raroyectiVo asociado, p:P{E} ____+ x la

proyección y DU} . UEU} el fibran conónico sobre HE}.

Para probar el teorema enunciado en la introducción de este cppítulo, nece­

sitaremos entes demostrar el siguiente lema:

LEMAVILL2: Para todo ae ®H1[X,Kij, si E eo trivial:
13,0. F‘

01m (1)). q'a v 1 tp.ta}
t- K "

donde I- . E01. C1:PlF} ——-—-)X la proyección e izplE) -—-u—-)F’(F]

está deïinioa por 1(x.K1,...,er n (x,kl,... kr.0)

Dem: {Siaer\X,L_<k} , entonces p"[o)¿ “([plE}, 5k) este ¡-..do por:

o.er[X,Ek), anoncas existe un cubrimiento de X, ‘11 . (U tal queijieI
K -l -1

aáH [Mflákh Se toma entonces p ULL}- (p minur cubrimiento de HE)
y se define :

‘
a o 0L id

(p a’10...1k“" (Eyo (¡MEMa ya ’
K")!a

5'].pu} - y. y aio.”1k(y) a {Eyfikyl

Tenemos , en HLKBLE911J51). el siguientc elemento:

Sea wi -. {x/ xi ,4 0} , con x1 la 1-651ma coordenada homogenee; entonces

EL“: w1.an -————)K1{W1T\WJ}



Ü1J(x',.(op(891hxaul _si JJ r
"1 “"r

mix} - (o 31d JP(Et91}.x

Puro entonces, 1.op"(a} FF+1(P(EQJ,J,!=<I<+1};efztá d .-.'opor¡
__ r+1 r+1

Si Vl -i.y (U1 x A ly c (x,a¿‘],...,ar,0j_‘} (16 1 y Ur+11lïY€Ul x A ¡

se toma como cubrimiento de P(E@1}, IL. .(Vin Wi, Lg.F1IieI y
15‘ r

k+1 K
E e H (ü,_l;¡(+!_} definida por:

a ‘ViomU-Íon . . ' nwlk+1mWJkL1-"15k"1(vie' ' ' ik l-ld wJo'
(10‘10). ' ° ('l|<+1‘1l<4¡-1J

.. a .
. ,J . .

a“oio)---ÜI<JkJr+I(X) (p El’10'”1k(x l J KÏÏijkHlXJ

. il - lJul _ lEntonces 1*9p (e) es la Clase de a en (P(t91),¿;k+1).

Por otra pende, (q'eje Hk(P(E@1),5k}; q'a es la c1 “¡e del elemento en

m(q_1(ñ.._)..lék} duda por:

(q‘aji .Hik(x} u [EW 0 0p“; gl LX;(08,5141) si y' (Nx)
o 0x .¡Y

y además, 610”_ikly'} . (Eynokyi

._ e ‘ , 1 ‘,Veumo.»¡uá es: PL(0E91(11)€H (PtEQlJ,51) .

Considere Wi a {y €Pn+1(,t\}/y1 J o) y considero sobre wi
¡X1

0__ _ (1} ¡”O ; pues su tiene 0 -——90 _l (1)
¡101,¡i magna” ¡steel ¡,in 561,41

que es un ienmerf‘ismo;1uego,' clUJaelleá HIDQEl .¡ue este duda nor el

1-:umorfismePiu X ——5H1(x..|g¿¡, resulta estar t =Finido por:
L

(HH Líï'l} .h’lh CHW} = (Ux’y : .1} . si yceuinllj
‘ x

J
k+l

cun lo uuul, ci(um[1}).Kq.aE H {Fuel} j o .tá dad?)por tomar comoK
'E}<+1

Cuerimientoíq-lwijnwj} y lu sección es:
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I i X
lcllO, mw; a). (x) - tu a) tx}. (o _ ..Jk+1 J

¿.01 I\ (10‘10)...(1k+13k+1) 10...1k K P[L.01).x xjk
. xJk+1 , .

. (Ey'®(JP(E91J’x¡ogy,.K . _ I si q(x) - y’ ¡ai m‘. (y J 1 (Ey,,°(—y)
U x Ü ¡C

Xpy' c Jk

Notemosque,si x e WrF] , entonces x w (x1....,xr,0) 1 ilx1,...,xr)
c

por lo tanto, y' u y. Con lo cual, sobre wr+1 queda probmflnlu igualde.

Pero en W se tiene W —-———€>0 1 W' r+1 sz r+1 EGR‘ }{ r+1J

s(x} - xr+1

sección nunca nulu. Con lo cuul 01(0Ee&(1j} 1 0, uofire wr4n3 y ugnndo las

propiedades de las clases de Chern se obtiene el result-dr buscndo.

n+e—k
TEOÑEMAVIII;1: Todo rlemento (35 H {PKEJvK k} pueu: ser expregudo como’n+e

(
1 . .ue-k—i .

(5 '12; °1(°P{E)u“ 'Kp¿1 ’ °°n “1‘; J [X'Én-m-k-i}.
si dimX. n.

Dem: (I) Podemossunnner que E es trivial; pues Bi Q4. (UtjitI es un cubrimien­

to de X tal que El“1 resulta trivial y si Y1 1 U: (i(.I), se tiene el

diagrama conmutativol
. I

k_si (iv ¡I k (ias) k I
H (Y195k-551}—'L9H (X..__Kk}—-1->H (111,;kJ—-———)0

w _! . JI l _

1” 1”“1) w 5 “1'” 1(U1)

-31 _1 _ .
4‘ tu (v1;.5k_31J—->+NE.L<,<)——-H<mwinng-oo

Con codjm Y _ s .
X i i

Para Yi se puede efectuar el mismorazonamiento; luego, usando que

X es notheriuno, podemos suponer que E es trivia .
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(JI) Seu E trivial, rgE - r - e + 1, F - Fel.

Se tienen p: PtE) —-—-)¡X y q: PtF) —-—-—) -<las proyeccione:.,

1: PlEI ——2P(FJ: un?) - (M7011 y .1: E —-——-)P(E).

¿(me a {MP-í“.

Vamosa hacer la demostramdn por inducción en r,

(a) Si r a 1 , entonces P(E) . X con lo Cual el resultado se trivial.

[bj .‘1'1r - 2, se tiene el diagrama:

1 J
HEJ————->P(E.91¡————->E

P l (1/
X

que induna el siguiente diagrama exacto:

n+r-k il n+r- J' n+r-kk
H (PUE) J —->H [PlFIo5n+x-.k {-—-—H (¿fina-kk­

q' w//
n+r-k _

H (x ' Km-r—-k Ï

K"n+r—k

r
"ñ" es un animorfismo: ComoE - X x A y '38 time

'ïíXxAr x
/

/ conmutat5-'
r-ÏI.

X x A

podemosreducimod a1 cano r - 1, para el cun] la demostración se

hizo ul probar el fixioma 10 del anillo de Chau

Si I-lr1'r‘k{P(F),L_(n+r_kj, entonces:

¡a ¡K .. n+r—l<

j (5 . TÍ<5 , para algúaneH (Xéñtnk
J.
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Pem,P-q.ot g Kar J. :- Im 1'l , o 51m, que puedo ¡sar hipótesis

inductiva pues mE . rgf -1 y resulta que:
.9

I 1 no ¡+a-k-1 .-C|vk-i o 1 .pok Condsll' x5
I?) .tigflt E( n K 1) . i (._Me_k_11I
Como1 {OFUH - 0 (1} - DEu} , se tiene rue:¿.(FJ

(3 Ild- e . ü' 1 ¡GL
"' q “azul. (01(0Fl1)1 OKD 1} "

' i Il
-. GIMP“ J.) .Ki‘ pol .i i

M”EM:í
las;

i ¡I

1 c1(0Fllj) .K(cl(0F{1}.Kq °Li) .

1 1
- >__61(0FUH + «qui

ibÜ'
a

Con lo Cual, {b . Q'DL+‘Z c1(0F(1))1+1.Kq'oLi .
8+ J 10 1 '

. 0 1 .chl F{ KQWio
1.0 \

n+r—k-1con 6H t

0bs¡ Si el rango de E es _uno,'resulte que si. 1 p. uk.

entonces; ,- pg. 0L,
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VIII.2 —Mor-Fismos de stiq

San E un F1br¡.do vectorial sobre X y s: X -———"r)E 1.-: esta;ción nula.
u nrr-k _ I n+r—k _ '

Definimos s : H (t,_!_3n+r_k)-—-—5H (X,L\m_r_k} , p m o; kgnn‘
-1 l

como s't {5) .. ('rr j. [ (5], donde rgE -.. r y dim X -.-,n

La buena definición es evidente pues’i’fm e‘a inyectiva.

n+r—kn r-k ...
" {E,5n+r_k¡ y sea ¡b e H (P(Ee1).5n+r_k) th]. nuePHOP.VIII.1¡ Sea f}; H

J't751- {3 .

Entonces salia} - qdch J.K75'J,dondeq: HE .31) ——5¡x
es 1:1 proyracción y J: E ——)P[E 01} a": como ¿antes y

ll-q (E01 / _ °E )0501(“

992: Basta ver que:
¡I II . Il '­

Ïros ' 'W°qqtcrl}}'mé)
lo cual Vule,7'si y solo si g

I _" I ' '_'
.1 {fé} ¿Ir q¡tcrk}J.Kfil

Pam, F - q'QfH + 145 J; usando el teonemaanterior.

00m0 JJ. Q.e - "Wi y J'o 1. w D, para probar lu f’dr‘mula. ¿mata con que:
. l

(1} qllcrlï} LKq hr“ - ‘5­

[1ijcr(É}.Ki.[8) . o

Para VBI' “.11:
"* i i a r

cplg) = woman .KcmtqE)- (citomtln .
a r I

away-Ka zwa atclloeflllu ¡Kahr!) ns”
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Para ver (ii):

Comoi'( F} time una sección nunca nula, crü't F); 0.

Entoncesari; }.Ki¡(á} . i'tcrli'g).K5] . 0.

Ejemplo VIII.2: (i) Si a es la saución nula de un fi.th do E de rango r sobre X,

entonces:

s..3 a C ¡OL
II r k
k

para eee Q9 H Dusk}.k>0 "

Pues si (3-. s'hzg}, :ae toma (2-. ;.{o¿ j en ln

proposición anterior, donde 3 : X —-——)PUÏ01}, En 1°.-;

Entonces,3.95.01} .. q.[cr[‘5 (1x)] -.
I . _
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