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INTHODUCCION

El objeto de este trabajo es desarrollar une teoria de inter-eccidw
para esquemas,no necssariamente regulares,utilizando la 6rmule de Bloch
AplXJ - H?(xysb) (p:.0)jque pstablece el isomorfismo ent e la pyésima compo-
nente del anillo de Chow de un esquema regular X y el p-~simo grupo de cohos
Wologia del esquema a vaRores en los haces Ep o

Fura ello se demusstra la fdrmula de B{och ptia los haces -Ep defi.
nidos a partir de los funtores Kp de la teoria K polinomi‘a de Karoubi y Villa.
mayor ; esta demostracion,que ocupa el tercer capitulo de .a tesis,'sigue laos pa-
80s de la demestracion realizada por U,' Quillen para su tworfa K,desarrollada

on Lect. Notas in Math,' 341 (77-139 ),Springer \Verleg,1972.

Se define en el Cap. IV un producto HPU(,ZDJ < H?(x,x_sq) en
lfm(x,l_(pm )yinducido por el producto cup de Karoubi pare los funtores K.
S# demuestra finalmente que @ste producto coincide gobre arquemas regulares
con' 8l producto de interseccidn cldsico,via el isomorfise) de Bloch.

En los capitulos VI y VEY se desarrollan def 1iciones elementales
de la teoria de interseccion clasica para nuestra nueva ¢ )finicion de anilla

de Chowjtales como clases de Ghem, ™ y f; {y se demue‘i 'an varias de =&s pro-

pleduades,
Finalmente,en 8l Gltimo capitulo se demue:tr: que,si E es un fibra.

do sobre un esquema nagetherisno X,el anillo de Chow de VP ) esta& generado como

algebra sobre el anillo de Chow de X por los elementos di grupo de Picard de
P{E¢,donde P(E) e- 8] fibrado proyectiva asaciado a E,

Los siete primeros cepitulos de esta te-is f1 -ron relizados cona

Juntamente con A. uolotar,huién tambien realizg su doctor do bajo la direccién

del Tng. Villamayor.'
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CAPITULO I - INTRODUCCION

El propésito de este capftulo as fijar la terminilogfa y notaciones

de geometria algelraica que usaremas en nuestro traba .o, asf como también
dar demostraciones o referencias de algunas propiedadi:s bésicas que utili-
2aremos, Haremos hincapi@ en los resultados concernientes a la Teoria

de Interseccién, baséndonos en el desarrcllo que se hice en (4) del tema.

En todo lo que sigue supaondremos que los esqueme son nostherianos

y los cuerpos de base son algsebrajcamente cerrados.

I.1 - Espacios anillados

Un espacio anillado es un par (X, Dx}. donde X es un espacio topold-

gico y Oy es un haz de anillos sobre X, llamedo el ha. estructural del es-

pacio anillado,

Un morfismo de especios anillados f: (X, Ox)—————¢(Y3 QYJ s un par

(fl. f2), donde f_ 31X——Y es una funcifn continua y f? es una aplicacidn

1
que asigna a cada abilerto V de Y un mortismo de anillus .

fZlVJ: v, QY)—————J\fl-I(V). Ox). compatible con la: restricoiones. Pa-
ra cada x € X, f2 determina entonces un morfiéqo en 1¢s fibras

f

2,X:DY,1’(XJ OX,X ¢

I,2 - Esquemas afines

Sea A un anillo conmutativo y X « Spec(A), Seen F,g € A tales que
D{f) C D(g), donde D(f) y D(g) son los abiertos de Sp :(A) formados por
todos los ideales primos que ng contienen a f y a g, ‘:spectivamente; en-
tonces A(f) D ARlg) ¥y, por lo tanto, existen n>0 y s A teles que gn-s.f

Definimas entonces un morfismo de anillos ? t —3A enla
g,f ¢ g

] £ g 1fica que § ]
forma g'f(a/ ) = a,8 /g { se ver qu hg ° g,f 'h,f

ue esté
yase §



bien definida,
La asignacibn D(r) —3) A ,forma un prehaz sobre La bas: de abiertos

(u(r);feﬂ de Spec(A);este prehaz determina un haz sobre X,que notaremos OX'

PO, 1.L:{(l4) pag.37) (i)La fibra de Dkﬂan un punto x€X es isomorfa s A ,
——et x

h
(11}Ux{es un haz sobre x,luegor‘@u(f),oxj o A(fj;

para toda f'€ Ajen particular.P{x,Ux) o A,
NOt,. !
E1l espacio anillado (X.Oﬁ) se llamaréd el esquema afin del anilla A,

1.3~ rre-esguemas

i {X,Uy) €8 un espacio anillado,un abierto V de X se 1.ameré abierto

afin si (v, es isomorfo al esquema afin de alg@n anilla A,
% v

UEFiun pre—esquama es un espacio anillado lXGU*J tal que,par.: todo xg X,
existe un entorno abierto afin V de x.U sea, tx,uxj es local rente un esquema

afin,
dea |X,Qy )} un pre-esquemas

LEMA 1.2: (1)Los abiertos afines forman una hase de la toool :gyia de X,
tiijb»i U es un abierto en X,el espacio anillado [LuLklUJ‘ss un
pre-esquema llamado restriccién de (X'Dk} a U.
{1ii)iodo cerrado irrasducible F de X tiene un Gnicn nunto generico,
y La correspondencia aentre puntos de X y cerrrsdos lrreducible-
de X,dads por x~4{x} ,es biunivoca.
sean (X,Uy) e (Y,0,) prae-esquemas, Un morrismo de ‘ewoact anillados
as un morfismo de pra-esquemas si,para todo x € X, H: es un mu rfismo local

ae 073rlxl en Ox,x {si el morrismo ¥ 8s el pear {Y}B*JJ.De ah'.B: aefine

24
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un morfismo de cuc pon @%,k(f(x)) —  k(x), con lo cuel k(x) rc ulte une
extensidn de (Y(: ).

Por otre pcrl. , drdoc doe esquem-e afines Xa Spec(/\) e Ya Srvc:c(ﬂ), 8
tom~ XxY= Spec(A®L -wue resulta un e-guema afin que verifin- las peo~iedrdas

univer:-ales de preducto rn 1o cotegorfe de esquemas ofines. An~logomehte ,

se define el produr to de dos pre-csquemns utilizando el hecho tle ue locnl-
mente ~on coyuenee afinen,

De 1la micma f. rmn, drdos ires anillos A, B y C tale: que exirtten morficmos
f:C—~>» Ay g:C ~>» B, ci X= Spcc(A), Y~ Spec(B) y Z= Spec(C!), rn pu~ce
tofinir X Z Y & Spec (/\gn) el productd fibredo entre c-yuem s #fines X e Y
cobre Z. Esto nos nermite definir X 3 Y ;: para X, Y y Z rre-ecruemng t-les

que rxisten § X —» Z vy ¥y ~p Z morfismos de pre-escucm-g,

Sea ahorm X un pre-esquem~, s tirne el morfiemo uiacon: 1 A:X—) X »x X

y 81 Y es otro pre-erquema y fi:X —3% Y un morfilsmo, tonliién tenoro: %:X —> X 3 X

DEF: Un esquemn es un pre-~csoguema X separado ~obre Z ;1 0 sea, 1] rur el mor-

fismo coricte: fstico X~ Spec(Z ) es separado. (recordemos cur un morfis-

mo de pre-esqp.emas i X «—» Y ce llama separsdo €3 Ay(x) or cerrado en X ¢ X.

Obs.: 81 X =Spec(Aj, entonces X resulta un esqguema,
De la mismA wanera, si U, Vy Z son esquemas con f:U »—Pp Z y g: V=D 2

morfismos cntoncee U x V es un esquema,
z

DEF: Un morfismo d¢ pre-scquem—s fi:X —=x Y es de TIPO FIMNITC =i Y es unidn de
rbiertos nfini s V, teles :jue coda f‘-i(V&) es une unidn finitm de ~biertos
afines Ui,( cot- 1la nropicdad de que cada enillo A(Uid_’ .en un-“Algebrea de

tipo finito schre A(V ) o

Obss: 4 X e Y ron cap~ci = afines; X= Spec(”) e Y Spec(), entonces F:X ——p Y

es de tipo finito =i y rolo i A ez un Algebr~ finit~m nke g ner-d- -obre 0,



DEE: Un rorficmo f:X —»Y es propio si y solo si:
(i) Ff cv .ip ivdo y de tipo finita.
(it} £ 35 univer. luente cerrado; es decir: per.: cada rorfismo Y' —> Y,

1o proycccidn de X x ¥' en Y' es un morfisro ce:rretla,

Y \»

”

I.4 - Esgucrict Yo, breicos

Un ewsuena olgebraico sobre un cuerpo K e un esriueme ~ con un morfismo de
tipo finito de X en upcc(k)e Es decir, un ecquemo X cuc tice e un cubrimiento
finito de :biario: ifines cuyos anillas de coordenades son Ic.-8lgebras de tipo
finlto.

El enillo de coortdenadas de un ebierto afin U s¢ noter? A(U),

De ahora en més "esquema" significard e:.quem: algebraita cobire rlgdn cuer-
po algebreicamcnte cerrido, .

Todo subcestuenc Y de un esruema X esté coracterizado por un haz de jdeales
J() del h:z e:tructurel Ox de X. Para un cubrimicnto afin ce X, J(Y) correspon-
de & un idezl en cada onillo de coordenadas de X,‘nl cociente de @-tos resulta
¢l anillo de coordcnadas de Y. )

Un subesquemn cerrado de un csouema X , llamedo Y, enté provisto de una

inmersiédn corrcda de Y en X, Ademfis Ua X—- Y es un sube: wuene hicrto de X

DEF: Una VARICDAD ¢e un esquema algebri:ico reducido ¢ iiredi ible (Integro).
Una NCVY"RTED/D e un esquena X en un sube: queme corrac o de X, reducido
¢ irrcuucible; una subvoricdad de vn esquema X, 1lani de V corre::pondo
a un ideal primo en el anillo de courdcenedas de Lodo el “crto afin rue
intersecgue a V. &) anillo local de X ~aobre V (OV,X) e:. a locclizacidén
de ti#l wnillo de crordenadde en el correspondiente ide.  primo; su idesl
maximal se dcnota‘ln « Bl cuerpo de funcionus rciv les de una
varieded V ve notird R(V). Si V es unse subviriedad de R(V) es el

mmmmlﬂﬂmmlovxfhwx.
?



DEF: se 1llama DINtN.ION de un esquema X a la méxima longitucd n rue pueds tener

wn e Giden: de subverledades cerredas de X: \>

AV SUE eV CV

Obs: Si X es una vitiedad; dim X es el grado de tr-scendencia de R(X) sobre k.

UEF: S1 V cs una subvariedad de un esquema X, se define la CODIMEMNSION de V
en X ( ue se notard codim(V,X) ) como la m&xima langitud d de una cedena

ddc rubvariedades :

Ve vOS;v1$ ......gvd c X

DEF: Un morfismg f:X —> Y de esquemas algebraicos es un mor {iumo de e<pacios

enillados que cs compatible con el morfismo cotructurcl en Spec(k). Es

decir, el sdyuirnte diegrema ss conmutativo :

X ey 7

\ /

Specl|k)

51 f aplicn un abicrto afin U! de X en un ablerto uffn ./ de Y, entomces

a f le corresponde un morfismo de k-4lgebri:s f.:A(U) —> A(U*) J
OEF: Un morfismo de dice DORINANTE si su imagen es densa (i 1 :odominia.

S1 V es cubvariedad de X; exisbe una dnica subvariedi'd 7 de Y tel que
. Y o i . - ",

f/V-V-—ﬁ> W es dominante. f induce entonces un morficmo locea? f Ow,Y -—> OV,X
y un morficuo (temlifn notado % ) entre los cucrnpos ref idusles, que edemés
cs inyectivo , y o dimV - dimW entonces R(V) es extineidn fi itu (como cucrpos)
da H(W) .

Si f:X —» Y ¢35 un morficmo e esquemas y Z e un :ul es ucma cerrado de
Y, el esuemi imagen invoarsa f-l(ZJ se identificaré con ¢l ¢ ducto fibrido

X 3 2 y el ideal yue define a f-l(Z) en X ( J(f‘l(Z)) )Jes f L(J(Y)):Ox



Obs; 5i f es una inmersidn cerrada, f_l(Z) - Z1X .

DEF; Un escuema X cu CCMPLETO % 8l morfismo £:X —p Ypec(k) es propio.

LEF: Un morfismo f:X —> Y es PLAYO si y solo oi puré\tudo n " de sbicrtos
afines Uy U' de Y y X respectivamente, t.les que f(U)C 11*, el morfismo
inducido f*:A(U) —> A(U') convierte a A(U') en un A(U)- médulo pleyo.

Es deeir, pera foda subveriedad V de X, si Wa P(V); O es un O mé-

V, X w,Y-
dulo playo.

DEF: Un morfizmo f:X —>» Y tirne DIMEN™ION RELATIVA A =i pere toda subvariedad '
Vde Y y todo componchte towessucible V' de f—l(VJ, se virifica que dim V's

dim V + n,

DEE; Un esquem: X se dice LOCALMETE NOETHERIAND ¢i exirte un cubrinicnto (UiJieI
de X t:1 que si U= Spec(Ai) ; Ay es enillo noethericno,

X es un esquema notl@ricno <i ec loc lmente noetheriAno y compscto (y por

lo trnto prri.compegto),

Es deecir, X e« un crquema noethericno si exicte un cubr :lento (U_). 1
171~ 'nc.n

tal cue Uy = Spec(Aij y Aj es anlllo notherieno.

PROP:1,3: Un cuquem: X ¢s locelmente noetheri no ¢i y solo : i para todo abicer-
lo offn U Jdu X, si Ue Spec(A), entonces A es noell ~ri:na,

2
EJPLD 1.4: Yeis X ¢l enpecio affn A, X = SDQC(k[xl, x21). \ 3} mos que X es un
esquena nctheriano:

El. f”i]lo"k[*lv k2] es noetheriano , por 1 Leorei~ de: 1o« ceros de lilbert,

por lo tinto X ¢ lueslmente nosthericno.

Ve::mos wue es compaclos

ser (Uy)jer un cubrimiento de X por abicrtés. Puedc divosirirce cue uite



cubriicicioto Lial un refinamiento por ¢bicitos Jle 1a fuits: )(F (donde i

fel[x), x3] » Xp €3 vl conjunto do lod .1 mintos Pe spec(k[xy, x2]) trles

ue 1’4 P ). uudongimos entonces U= X‘,-i ( ie1 ). Conc _12:-}‘-”‘1 __"Spec(k'[xl, xd\
rcailta (e 1€ ¢ l-‘i> i€l v Y€ ticne ontonces un  ubconjunio finito JCT

tul ue 1 J.eZI aii’i (ai € A) y por lo tinto lus(xf-i )iE.J Form n el

~ubcul--iniiento findito buecado.

o ¥ = 20 o ) C B8, Ve (il /e g )

>

Corio Y 8: un zubuonjunto cerrado de R s Y ©8 compocto. Ador Y es local-
tenty noctherin.no por ue k[xl. x2]/ (xgi-_xilB ) es nocihicri o (Hor ser co-

cientt de un ~nillo noilerieno).

idemfs, Y es un® v riedict- no reguler,

Iic.cordemos u.: la ceparabllidad es ¢l concepto :sn4logo Hura esquemas al
de espacio Hausuorff pira escpacios topoldrico:.., y nue un esiuemn X se dice

SEPARSDO £i es senarado cobre SpeC(l Je

Ohs: Un morfismo f:X —>» Y es separado i y colo ¢i la imegen del morficn

cicconuel D X = X $ X es cerrada en X¢ X .

Volviendo #1 ejerplo anterior, Y es separido.

En nencral, dodo un esnuem: Z « Spec(A), Z es separido, porcue 1 nplice-
H8nA: Spec(.) —» Spec(A) x spec(A) R Spec(/\%/\) corcerpe ide & la aplica-
cidn dc A® 1 wn A dida por xgy P X.y, aque es curyectiv oy .or lo tonto

spec(A) ¢ . homeonorfo . un cerredo de Snec(A%A) .

T.5 - Fibrddoc vectnriules

DEF: Un FINHADD VLECTORIAL E de rengo r robre un ceo X ¢ un per (E, Tf )y

donde E e un esouem. y’lT:E - X uvs un morfiuwo t.1 e exicie( U‘iJ.i.eI



crbrimiento bicerto 'e¢ X ¢ isomorFismos ‘P.;:TI'"I (Ui) — U; x \r tales -ue

‘flhf-lullnujl ° “?Jh'f’iluiﬂ” ) ) ®s una truncf;jr'm,..uian lineal, » ca qus
existe gij? Ui U5 —» Glrd:J til que (?1°‘93 . uij , v adeidg

-1
FimTqcm Taue Ty = Gy 9 y4= 1d

DEF:  Unia geccifin de € es un morfiemo de esjuemis $:X —» E tel rue TToa = 1id, .
: .. . —_ - (e r
rdemds s ooy s/Ui, s queda determinodua por (‘"i )ieI v vyl —> R

quc verificen sja giys; en u N Uy pura todo i,j €I .

Ois: E1 hoz de sccciones de E es un haz € de 0 -médiilos, loc luinte lilre de
N

rngo r

I.6 - Divisore:s

\

>

8e:: A un euucme sobre un cucrpo algebraigamente cerrado <,

Vel s
= .

G dite: u@ Y os un GICLO de caxlirun i r en X si es un lemento dol
agrupo obclisno lilire goenerado por las subvariedaodces frrce:wilbler de X
de ceuduen ié6n 1, o e, Y -ZniYi con ny EZ e Yi suhv..: Ledod de codimen-

-ién r de XK.

$1 Z es un subesqguema cerrado de X; seen Y) goveey Yt s cempenentes
irreducitden; ontonee. Wl ciclo usocicdo a 2 c;:.,‘z n3Yy » dontt ny es 1la lon-

citud del @nillo leccc? O [ b3 y; €¢ ¢l punto ¢:nS'rico c

Z,y, ? i
Un ciclo s dice ppeitive sl ni; 0, pora todo 1 .

DEF: “e dice gue dogo ciclos Y y Z se cortan propicmenie si par:a toda conyponen-

{6 coricxa )(j do vy Z,

dim X; = dim Y + dim Z - dim YNZ .

Sui PiX—> X' un morfismo de esquemas y sea Y un subcsivoma cerrado



de X; se define f.{Y} comog

0 si dim f(Y) <dim (Y)
7 Y] -
[mv) : R(le))] JUYT , st dim PIY) « dim ¥

donde [H{Y} : H(f(Y)i] es el grada de la extension.

Esta aplicacidn esté bien definida y se extiende por 13 ealidad al grupe

de ciclos sobre X.

Sea X un esquemna regular en cadimensiBn 1; iIntegro, noecheriano y sepa-

rada, y sea f ¢ H{X)® , donde R(X) es el cuerpo de funciones racionales sobre X .

DEF: Llamiremos BIVIGSOR de f a (fﬁ-i VY(fJ.¥’, domde la sum: se toma sobre
todos los esquemas cerrados Integros de X de codimensidn 1, y VY(FJ es

la valuacién de £ en X.

DEF; Dos ciclous D y D* se dicen LINEALMENTE EQUIVALENTES Bx D - D' = (f),
Dos ciclos DD y D se dicen: RACIONALMENTE EQUIVALENTES si axiste un

-3}

ciclo C en 8l asjuemi producto X x k tal que corta a X x {D} y X
propiamente y CfN (X x {O}) - Db x {U} $ CN(x x {1}) - Oi x [1} .

para alguna f ¢ R(XJ. .

5 cas . n D an dos ciclos de codimensicn 1, ambas
Obsz En el caso en que o Y se s ’

1
definiciones coinciden,

Para cada r€ Z>0, sea Ar(X) el grupo de ciclos de codimenslifn r en X,
. 3
médulo equivalencie racional, y sea A(X) -Lg%A (x)
20
A(X) resulta un grupo graduado y f' estd4 definida coma una -splicecién de

A(X) en A(X') (a1 P:X ~~> X' )

Sea X un esquema, Far«: cada abierto affn U ~ Spec(A), s 1 S el conjunto
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de elementos de A que no son divisores de 0 y sea K(U) le locelizacidn de A

por el sistema multiplicaetivo S.

Llamamos a K(U) el anillo total cociente de U.
Entonces (KQU))U (donde U recorre el conjunto de los abiertos afines de X]ﬁ
es un prehaz cuya haz de anillos asociado K reemplaza el concepto de cuerpo

&
de funciones de un esquema Integro. Notamos ff el haz de elementos inversi-

bles en €1 haz K, 4 y ©* el hez de elementos inversibles de © .

-
DEF: Un DIVISOR DE CARTIER en un esquema X es una seccidn global del haz ﬂ;45*.

Usando las propiedades de los cocientes de haces se ve que un divisor
de Cartier sn X puecde ser descripto dando un cubrimiento abierto (Ui)iGI de
X, y pars cada 1€ I, un elemento fie r'(Ui.jfs tales que para cada i,J¢ I:
Fi/P5 € MUgN Ug,0° )

Un divisor ae Cartier es PRINCIPAL sk estd en la imagen de la aplicacién
natural I"( X, x* ] —> ix, K7@") .

Cbs: Sea X une veriedad, J{ el haz constante R(X). Sea re R(X)" _ El divisor
principal asociado a £ es, como antes; (f) = E:VY(fJ.Y s donde Y recorre
las subveriedades de X de codimensidén 1.
Lz suma es finita porque el soporte de f es un cerrado oronio deX y por

la trnto existen solamente finitads subvariedades de X de codimensién 1 tales

x
que f ¢ OV,X'

DEF; Daco un divisor de Cartier D sobre un esquema X, representado por

(Ui.ff1)1€1 ¢« definimos un subth‘g(QJ asocindo a D del haz de anillos
cocieztes totales‘fﬁ. tomando.c(D) como el Ox- submédulo de }ﬁ generedo.
por fil en Ui .

Obs: JS(D} e5t4 bien definido pues fi/fJ es inversible en Ui{\UJ y por lo

-1 =1 N
tanto fy y-FJ genéfai ¢l mismd médulo sobre Ox .
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\

’

DEF: Un divisor de Cartier es EFECTIVO si las ecuaciones 1.acales fy son secciones

de 0 sobre U;; en este caso hay una seccidn canénica de 0(D) fue serd nutada

5pi p u, LE

j-)
3
T

: Un lizz da mnédulos stobre un esquema X se dice LOGALMENTE L IBRE sl exi-«te
ry
un cubrimiento (Ui)ie 1 de X tal que 5~ (Ui) - qu,x , para algdn r; € N y
para todo 1i¢ 1.

(]
o
(12}

51 X es conexo, ontonces ry = ry pera todo 1€ I, decinos entonces que

rango ? .

DEF: §es un haz INVERSIBLE si es localmente libre de ranpg, 1.
DEF: E1 grupo de Picerd de X, Pic(X), es el grupo de clase: de isomorfismo de

haces inversibles sobre X, con la operacién ® o

I.7 - Conos proyectivcs y fibradas

. d
Sea ' un 8lgebra graduada. Notaremos 5, « @D s°. se Jefine el conjunto

+
. d>o
Proj S - {P ideel primo homogéneo /P € Sr} .

Si (L es ideal homogéneo de S° definimos el subconju-ta V(A) -
- {F’e:”ruj /€ P}.
Puede probarse que Proj $° es un espacio topolégica, considerando como

cerrados los subconjuntos de la forma V(Q).

Para cada P ¢ Proj 5°, consideremos el anillo 5 de elementos de grado

(P)

cero del anillo local izado T']'S, donde T es el conjunto de elementos homogéneos
qua ng pertenecen a P,

Dado un abierto UE Proj S, definimos 0(U) como el ¢ °njunto de funciones
s:ll —> 1 .'_i“,J tal que para cada P€ U, =(P)€ i}(p) s ¥ t& e s es localmente

PeU
un cocicnte de elementos de !5, es decir para cada P€ U ex’ :te un entomo V

1

de PCU y elementos hrnmogéneos a y f en 5 de igual grado ! :les que para todo

Qe Vv, fi"l) y s{Q) - a/fe€ S(.‘“. K
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0 resulta un prehaz de anillos y es Claro por su definicién que es un haz.

DEF: 51 5 es un dlgebra graduada definimos (Proj S: U) como el espacioc topoldgico

con el haz de anillaos asf construido.

PROP 1,4: Sea S un 4lgebra graduada.
(2) Para todo P€ Proj S, la fibra Dy es isomoefe & S(p)-
(b) Para todo fé€ S,» tal que f es homogéneo, sea D+(f') - { P€Praoj s / f’*P}
entonces D+(f) es ablerto en Proj 5. MAs adn, estos abiertos cubren
Proj S y para cada uno de ellos se tiene un ‘somorfismo de espacios
localmente anillados dado por (D+(f).0 o, (f; )2 (SDSC(SfH-
(c) (Proj S, 0 ) es un esquema, »

Dem: Ver (4), P&g. 76.

Sea & un enillo, Pn(A) = Proj A ["ov“'l"n]

El

n
Obs: %ea A un anillo y M un A-mddulo. Sea T (M) el produc.o tensorial M®... &M

(n veces),si TO(M) = A, entonces T(M) - tn(M) es una A-4lgebra no conmuta-

tiva. m>0

n

DEF: Se define el 4lgebra simétrica S(M) -"?;:3 (M), como €' cociente de T(M) por
(o]

el ideal bilé&tero generado por las expresiones »®y - y®x , para todo x,y € M.

S(M) resulta una A-dlgebra conmutativa.

Sea ahora X un esqusema noatherieno,j un haz de Ox—mdd los cuasicoherentes,

que es Dx-élgebra gracuada generada localmente pm‘dl como "x-élgabra y tal que

4= Oxe

Dado U abierto afin de X, U = Spec(4), sea S(U) el 0, ilgebra graduada
[ (u, MU). Consideramos entonces Proj 5(U) yTTU: Proj S(L ~% U. S1i feA,

-1
Up = uiec(Ag), resulte que Proj S(Ug) =T o (Uple

- -1
51 Uy V son dos ablertos afines de X resulta que T Ul unv) :.—.'ITV (unv).



Se obtiene entonces un esquema (Proj $) con una prc.-veccidn'n)de Proj S en X

tal que para todo U abierto afin de X,ﬁ-l(UJ 2 P\npj s(u:.

Ademds, los haces inversibles 0(1) son competibles c¢nn esta construccién,

donde 0(1) es el haz asociado el 4lgebra graduada S(1).

Sea X esquema noetheriano,f un haz coherente localmente libre sobre X.
Se define el FYORADO PROYECTIVO ASOCIADD P(&) en la forma:
Sea Sim(£) el Algebra simétrica de & , entonces P(E) = Proj(Simé).

Entonces, P(¢) tiene un morfismo praoyeccide I en X, y un haz invarsible Of. (r).

be: 51 & es libre de rango n+l sobre un abierto U, entonces 1| -l(U) - ‘lﬂ .

EXPLOSION DE UNA CURVA EN UN PUNTO

18 PASO: Bonstruccién de; e explosidr de A—" sobre (a,..., 1).

Consideremos la variedad producto ﬂn X Pn-l .

Sean xyy...yX, las coordenadas afines de ﬂ\n 8 Y| veee9¥Y, las coordenadas
homogéneas de P n-1

Entoncks todo cerrado de Anx Pn-l viene dado jor un conjunto de polino-

mios en Xj4ese9Xqs¥]reessYys homogéneos en los yy.

n
ta explosién de A en 0 = (Oy...,0) €5 B1 subconjunto cerrada X de An x Pnl

DEFY
definido por las ecuaciones { XYy = Xje¥g 4 1.3-1,...,n}
Se tiene entonces 43 3 X —)Am , que es la restriccién de la proyeccién
A x Pt - A .
Obs: (1) Sea Pep", P 4 0. Entonces i)-l(PJ es un solo pt to y¢ de un isomorfismo

entre ﬁn [0] y X -147'1(0)}



-1
(iiJ‘x’ (0) -.-{(xl,....xn!yl.....yn)e A“xp"“ltal que xj -0 , 141i4n ] “

"[(”.-...,0 'yl"“'yn)éf\'1x Pn-l}rg Pn—l

(111 ) Sea L una recta an A" que pasa por (0,...,0), y sea

¢ T —fo)yex - o)
S1 L = {(xl,...,xn) / xj=84.t 1al,...4n ;EJ/aJJO R tehl} entonces

Ll '{(Kl'“"xn'yl'“"yn) / xi-ai't H yi.ai"t ? teAl-{U} ]

-{Oane e omaiieeeya) 7 5 yie ey Ll (- (0] Ixlay, e ey

1. L x (al,....unj

L
1 -1 -1
L ﬂk‘J {0) = (B)seeey@y e P

.". se tiwne una correspondéante biunfvoca anire rect~s que pasan por 0 en An

-1
y puntas du@ {n) . ’

(1v) X es irreducible. Porque: _
30X = (X -¢'1(0JJU¢71(01 YA -{0hy ¢y, A" - (0}) irreducible.
Pero todo punto de¢-l(0) estd en la clausure de la imagen de alguna recta L
que pasa por O, Por lo tanto todo punto estd en la clausura de algdn subcon-

Junto de X - ¢’1(01.

Luega, como X -¢‘1(01 es denso en X, X resulta irreducible.

o
m
A

Si Y es gubvariedad’ cerrada de A" a1 que DEY, se :'efine ja explosién de

(0 Ld .
Yen Ocomo Y = (4) l(Y-_-O)). donde(fP ‘X —» A" es la explosion. de Anen 0.

~n nJ
Se noterd tambiénq) 1Y —>» Y al morfismo obtenido res ringiendo (b X 3" ay .

gbs: (1) Pere hacer .Ja explosién de Y en un punta PGA'"‘, 3 hace un cambio de

coordenadas iineal, llevando el origen a P.



N
(i1) ¢ induce un isomorfismo entre Y -dP-I(OJ eVY -{(i}
(1i1) A pesar de la definicidn de 1A explosién dade,tsts no depende de la

inmersién de Y en l\n.

J
E] ( 4; Pdg 29): Sea Y la cdbica dada por la ecuaecidn yzq:: “(x+1)
Entonces: OeY &‘}\2
Al calcular la explosién de Y en 0 (punto singuler de le curva)

2
se obtiene un subconjunto cerrado de. A x Pl
Sean t,u las coordenadas homogéneas de PL
2 2
Sea X la explosién de A en 0, X = {(x.y,t,u}ei\ x P/ xusyt}

(t_)-l(U) ';'Pl. llamemos ad?-llOJ la curva excepcional (notada E)
¢ 1iv) - [(x.y.t.U)G A x Pl / xu-yt ; yz-xz(ml)}

\

Se tiene un cubrimiento de Pl dado por Uj~ {(t,uj / t,lo] v Uoa [(t,u) / u,l[ls
En Ul podemos supaner tsl y usar u como parédmetro affn. e tienen entonces las
ecuaciones { y= xZ(x+1)

¥ :xu en f\a (con coordenada: x,y,u).

2
Sustituyendo se obtiene la ecuacddén x"uz- x2(x+lj-.0 que :8 factorize como
x2(u2- (x+1))a0 .

Obtenemos asi dos comnonentes irreducibles; la primere de: inide por (x=0; y-0; u

cuaelquiera ), que 8s E; mientras que la segunda estd defin 1a par (x+1-.u? yaxu),
n
que es Y.

Qj.ﬂE - [(x,y,u) / u:£l ; x-y:O} , valores que carr\espondeu- 8 las dos pendientes
de las tangentes a la curve en 0.

2 1
Considerando el abierto Uy en A x P se procede en forma anéloga.

Obs: Fl efecta de 1 explosidn es separar las ramas de 1. curva que pasa por 0O,

de acuerdo a st's pendientes.

15



Definiremos ahora una nocién mids generel de la explosién, Esta es 1la de la

axplosién de un esquema noetheriano con respecto a un subr<quema cerrado.

Como todo subesquema cerrado corresponde a un haz de ideales, heblaremos

también de la explosifn de un haz de ideales.

En el caso en que Y es una variedad y el subesquema Gerrado es un punto de la

variedad, ambas nociones coinciden.

O
m
n

I

o
m
&y

Sea X un subesquema cerredo de Y, definido por un &dial -8 .

€1 CONO NORMAL CXY a Xen Y es 8l cono sobre X defin:do por el haz graduedo
de Dx-dlgebras D 37 mu; 88 decir C,Y- Spec { & 37 mil ),

myo "} myo 3
Sea f:Y'=—p»Y un morfismo de esquemas, sea x'~=f‘1(!) y g,flxo : entonces existe
una inmersion cendnice:

chY. g Q*CXY - CXYXxx'

Adem&s, la aplicacidn de f*:} en el haz de ildecales de X' en Y' es suryectiva

por lo tunto se tiene une suryeccidn de D g"(”arym.n] en D 7Y R
myo 7} myo 0%

Una sucesién de rlementos aj,...,8g de un anillo A e una sucesidn REGULAR

si el ideal I generado por &j,...,8q 8s un ideal pro lo de A, y la imagen

de e; en A/(ey,..498y_1) no es divisor de cero (143 4d)

Existe un epimorfismo canénico de anillos grgauadoa

oLt (A/T) [xygeeerxd] —->m€>9o 1N/

dado por Xy ——> a§€ I/T°

Una inmersién cerrada de esquemas 1:X —» Y es REGUL./R de CODIMENSION d si

Ebdo punto de X tiense un entorno abierto affn U en Y tal que si es el ideal

que define Oy ,; =n OY,U ’ entonces o es generado por una sucesién regular de
1

longitud d.



Qbs: Si 2 es el ideal de X en Y, el haz B/,az @s un haz lovalmente libre, de rango

d sobre X.

Sea ahora i:X —> Y 1nmersidn cerrada regular de cod mensién d, entonces CXY

es un fibrado vectorial de rango d sobre X, notado tambié: NxY, tal que su haz de

secciones es ('}/:37- )V

DEF: Le explosién de Y a lo largo de X, notado Bl,Y es el cono proyectivo sobre Y
",
del haz de O,-&lceb e "\
el haz de Oy cebras "0 '}

~N m
Y=leY=ProJ(® )
m >0

~nNJ
Sea M:¥Y —» Y 1la proyeccifén.
v tiene un haz inversible canénico O n(l). que es e.actamente II 'I(XJ. Sea

E=T "’1(X). por construcciéng

E - ijung)o“(] )%Qx ) = Prod(m?o("a @“YUX )) = Proj (mqgo 'J"/Bnu) - P{CyxY)

Entonces CE$ - O}JLE),E -« 0g(-1) (C-CyY )

Sea'q_ la proyeccidn de E<P{CyxY) en X.

La inmersidn caninica NEI{"Q?* NxY es la inmersi 1 del fibrado lineal
¥

17

Qbs:5i la inmersién es regular, CXY es un fibrado de rang - d sabre X y por lo tanto

E:Tf'l(XJ es un fibrado de rsngo d-1 sobre X.

Supongamos que n-dim Y, entonces dim .-;'; n tembién. orque sk (tl,...,tdj es
la sucesién regular gque define a X en Y, Tl,...,Td la:; coordenadas homogéneas
en. Pd-l entomces Y es el subesquema de Yxi":'-'1 definido por la: ecuaciones

{6475 - tyTy = 0 1€1<34n |
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Ejemplo 1

51 Y=AE y X [(D,...,O)] ¢ veamos que la explosifn definida de esta forma,
coincide con la definida antes:
En este caso Y=Spec k[xl,....x,_,J , donde k[xlv""xn:, @s A, y X corresponde
ol ideel I=(XjpecegXy)- '
Entonces Y = Proj | @ 19)
420

Definimos una aplicacién suryectiva de enillos gredi :dos

¢ Alyyreenry,] —p ®1°
430

yg —>x, e}

nJ -
Entonces Y resulta isomorfo @ un subesquema cerrado :le Proj A[yl,...,yn..PR 1'

definido por los polinomios homogéneos en y; que generan ¢l nécleo de que son

aquéllos de la forme {xiyd - yixJ/i,j-l,....n }

Elemolg 2
sean X ¢iy v ¢lp 7 inmersiones regulares

v - ~J
Sean ZabllyZ, F-? llX) (donde ?:z -~ . B8s la proyeccién )
(A

o -1 -1
Veamos que YC% (v);s F cc_? (Y) y se verifica que

Jw e 3§
y aedem8uy, la inmersién de Y en Z es regular y tal\gue

~ ’_,*
W2 T Nz e o(-E)

s -1
donde 1(:Y —3» Y es la proyeccién y E.T7"%(x),

Para demastrar esta afirmacién, podemos suponer que ¢ es un esquema afin,

con anillo de coorderadas A,
Como Y < Z es regular, existe (tj,...,tq) euces:in regular en A que define



\

'»

a ¥ y (t1secertysees,t,)sucesidn regular en A que define a X,

Sean T14...4Tp las coordenadas homogéneas en Pn-l,

Entonces Z es el subesquema de Zx, Pn—ldafinido por les ecuaciones
(€474 = £4T5=0 5 141 34n )
y ¥ @s el subesquema de Yxﬁ’d'l definido por las ecuaciones

{Ej_TJ - B4Ti=0 ; d+l 41 (Jén}
donde Ty ©9 la imagen de ty en A/(ty,e.eoty) .

Sea Uk el abierto afin de Z definido por {Tklo} s que tiene como anillo de

coordenadas:

A[n.--.’x\k...-.xn]/ ( 11:1 - texy / 1,n<} )

Entonces:
-I[Y) estd definido en Uy por el idesl I r‘enerado por (t1,...,td)

Si k£d, Ii=(t, ), que es el ideal de F en 3

51 k> d, Ik-(thl....,thd}-tk(xl,...,xd)
Como t) define F en U, ¥ {%34e.09xq) define ¥ en U . resulta que

~ - _1
F- e TSV ey
Ademés lxl,...,xdj as suceaidn regular en el anillo de U, si k) d; por lo

tanto la inmersién de Y en Z es regular,

Supongamos que 1:X —3» Y; J:¥Y —»Z son inmersiones regulares.

Q
=2
o
—
(8
—

Entonces joi es inmersién reguler y se tiene la 3iguiente sucesidn

exacta de fibrados vectoriales:

E ]
0 —INY =P NZ—> 1 MNZ=—>0

(i1 ) Supongamos que 1:X —» Y es inmersifn regular y 7:¥' —>Y es playo,

\

>



DEF:

20

entonces la inmersion de X':f’1[XJ en Y' es reg.lar, y

N Y' - g"NxY

x* donde gs=f/X'

Un morfismo f:X —% Y se llama un morfismo de INTERGECCION LUCALMENTE COMPLETA

(i.1.c. ) de codimensién d si f admite una fégtorizacidn en una inmersién Cerra-
da reguler de codimensién e (para elgin e), seguide por un morfismo suave de

dimensiéfn relaetiva d+e.

41 X admite una inmersién cerrada j en un esquema M suave sobre Spec(KL enton-

ces todo morfismo f:X —3P Y admite una factorizacio:

X -ig Yx -2» Y , donde i«(f,J) y p es la proyeccidr, que es una factorizacién

como la pedida on la definicién anterior,

I.8 - Teorfa de interseccidn

Sea X un esquema algabraico. Una tecoria de intersecc: 'n en X conclcte

en dar una anliciciédn de Ar(XJ x AB(X] en Ar+s(x); para tc ios r,selN; ; que

satisface los siguientes axiomas:

Ax,1

Nok:

Ax,2

: Esta aplicucidn convierte a A(X) en un anillo grad: do, conmutative

y con identidad, 1lamado anillo de Chow de X;donde A{X} - E% Amlxj.
m >0

51 YEA (X)y 2€A (X), notaremas la interseccién de Y y Z como Y.Z ,
r+s
que pcrtenece a A (X) .

: Gea £ X —» X' un morfismo de esquemas. Nefinimos un morfismo
f‘:A(x'] —3 A(X) como (v') - pl'(rf,pél(Y‘)J » dcnde Y' es un <ub-
esquema de X*; Py Y P2 son las proyecclones de X x {' en X y X' respec-

tivemante y ng;x x X' @s el grafico de f. Entonces f* resulta un morfismo



de anillos y ademés, si g: X' —» X" es otro morfisma, fz g'l - (gofJ'

Ax.3: Para todo porfismo propiec £ : X —» X*, f' es un morfismo de grupos

yraduadaos; y sl g: X' —3 X® es otro morfismo , entonces gxofm = (gof)n

Ax.4: 51 f 1+ X —» X' es un morfismo propio, entonces, para todo x €A(X),y € A(X*)
»
Falxe Fy)) = Fu(X). vy

Ax,5: Si Y, Z son ciclos en X y A\ : X —> X x X e- le diagonal, entonces:
o
Y.Z.A(sz)

Ax,6: S1 Y, Z son subvariedades de X en pasicién geperal , entonces :
Y. 2 =) 1(Y,23 Wyl Wy

donde W, recorre las componentes irreducihfﬁs de Y. Z

J

Ax,7: 51 Y es una subvariedad de X y Z es un divisor de Curtier positivo que
corta a Y propiamente, entoncaes Y.Z es el ciclo asociado &l divicor de
Cartier YN Z de Y, que se dafine restringiendo la ecu~cién lockl de
ZayY,

TEOREMA:((4 ), pag.427)
Existe una dnica teoria de interseccidn para varicdades no singulares

sobre un cuerpo K que satisface Ax.l——Ax.7.

Si X es un esquem:a regular, el enillo de Chaow verifica t .mbién las sigulentes
propiedades;

Ax.B: Como los ciclcs de codimensifin 1 son exactamente los divisores sobre X

s

y la equivalencia racional coincide con 1la eguivelencia linenrl,' resulta

que Alkx)'ﬁ Pic (X) .

m: n
Ax.9: Consideremos el espacio afin Ry sea p: X x A —3 X la proyectién;



entonces, p*: A{X) —» A(X x A™) es un isomorfismo.

Ax.10: Gi Y es un subesquema cerredo regular de X y U = X - Y, la sucesién:

—————

atr) 2o ax) 2 au) — o
es exactu, donde i: Y —) X es lea inclusidn y j: U — X es la inclu-

\

>

s18n de U en X.

3 e £ un haz locabente libre de rango r sobre X y sea P(t) el fibra-
do proyectivo asociaedo. Sea }e Al(P(EJ). 1la clase del divisor corres-
pondiente a OPlEJu} (ver (7}); seaT: P(g) —& X 14 proyeccién,
Entoncee,’h'“ transforma a A(P(g)) en un A(X)-m4dule libre generade por

1,5.52........;“‘1.

I.9 - Clasaes de Chern

DEF:

DEF

Sea € un haz loculmente libre de rango r sobre X; la i-ésima closse de

Chern de £ , c4l€) € ﬂi(x), (0<1 < rypiueda definida ar las siguientes

condiciones:
(1) col€) = 1
(:mjd (-1 ]‘m"(ci(a).}"'i. 0 en AT{P(+)).

La CLASE TOTAL DE CHERN c(£) de € es:
olg) = colE)+ cylE)+ oot cple)

y €l POLINOMIO DE CHERN ci(£) de £ es:
c€) = colE)+ o lE)ets oot cpl€)t”

Las clases de Chern verifican las siguientes propiledades:{ver (4), pé&g.429 )

Cl: 51 € =¥ (D), haz localmente libre asocisdo a un divis r D, entonces:

Gt(E_, = 1 + D.t



C2: si f: X'=) X es un morfismo yE. es un haz localm:r'Le libre sobre X,
entonces ci(f'(EH - f‘(ci(t)), para todo 1, 0£14r.

C3: Si se tiene la suceshibm exacta de haces localmente libres sobre X:

0->E& —36 3¢" =30
entonces , €. (&) = ci(€'). c¢(€"). En particular; pere todo k, 04k{r:

r

e l€) = cyl€').c_y(E")

ixO

C4: s1 & ticne uns filtracidn cuyos cocientes son los haces inversibles

£1,..-"£r' r93u1ta nue

R
Ct(f—) - Tr Ct(‘fi)

(=l



IT - TEORTA K ALGEBRAICA

Desuarrollaremos ahora las principales nociones de la teoria K algebraica
de Karoubi- Villamayor, baséndohos en (2) y (3).

Existen distintas construcciones de teorfas K, reilizadas por Quillen,

Volodin, Swan y Karoubi- Villaemayor; una comparacion entre ellas puede encon-

trarse en (10) y (11).

IT1.1 - Los grupos K, de categorias en grupos de Banach

——

DEF: 53;,‘€ una categoria aditiva tal que parae todos M,N € Obj(€), Home(M,N)

es un grupo de Banach, cuya estructura es conpatib:a3 con la astrocture
de grupo abelilano. € se llama una CATEGORIA EN GRU 95 DE BANACH si
para todos M,N,P € Obj[@) existe una constante c te' que ||gof||ét:||g||.

[£1ly
para toda g€ l-!\Jmc (NyP) Y ¢ eHomg(M,Nj.

DEF; Sean A y B des anillos de Banach y sean Fo y fl do morfismos acotedos
de A en B; entonces fg y £} se llamen HOMOTUPICOS 1 existe f:A —9 BAx>

tal quo fo« pgef y fl- p1°fi donde B<{(x) as ;A conJ to de expresiones de
la forma

Y py:B8{x> —>» 3 &8s la svaluacién en 1 (i-0,1 ).

DEF: E1 anillo A sa dice CONTRACTIBLE si el morfismo nulo de A es hamotapico

al morfismo identidad de A,

Noturemos EA ai nucleo de la aplicacidn Ad{x)> Eﬂ; A
av

Notaremos NA al nucleog de la aplicacién AOO A

Dad:sr  una cateyorla en grupos de Banach A4 y puede soCiArsele la cate-

goria 6()(1,...,)(”) » Cuyos objetos son los objetos d? @y cuyos morfismos
i !
f:E —> F son-expresiones Formalestz;ail'..in X]eoeo X, » con Ay, L4,

' m
pertenecientes a Ho:nG(E.F) y tales que Z]l ai],-"in “ ¢ 20
L...[M

24
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)
Yaa 13:6—-—)6 funtor de categori.is en grupaos de B waich, se gbi.icne un

funtor C(x]_,...,xn> —— Gl(xl,...,x,.p al yue también 1 .unu:remosd) .

Consideramos ehora los pares (E, & ); donde E€0bj( {Kyreeagxp ) Y
d (Xl.ooo.)(n)- IKJE si algOn xi es O 6 1 y¢(°‘) =l.

DEF;: Dos automorfi:mos oy ¢ san homat Bpicos si existe un automorfismo

A s ol{xX)yeee9xy,t) BN € O yeeeyXn,t) tal que
(1) o (Xgseeesxyyt) = id sl alguna x4.0,1
(41} o (xpeeees¥ys0) -

(111) o (x) s g% o) saly

(iv) () -1

DEF: Dos pares (E,«<) y (E’,o¢ ) son EQUIVALENTES si exi. te un par (G ,idG ) tal
que «@id_,@idg es homotdpica a idg ® o< ® idy

LEMA: Dados los percs (E,i) y (Esof' ) resulta que las pe es (E,cleel'); (E,ct'od ) y
(E®E, L ®@L' ) son equivelentes.
(Dam:ver (3) P4g 292)

EF: Sea 4):/\ -3 0 morfismo de anillos de Banach, entc <es d) es una FIBRACION DE

SERHE si para :aodo (5 € B1(B. Xy yeeeyxy) tal que (0y...,0) = Id, existe
oL € BGLIACK sesesxg>) tal que Py -f3

DEF: Sean é y € » dos categorfas en grupos de Banach, :ntonces Cb es FUNTOR DE

SERHE si paru %odo EE€0bJ ¢, el marfismo de anillo de Bansch,
EndéE) —> En't_ ($'E) es fibracién de Serre.
4
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Sea (b@—) " un funtor de Serre, entre dos categ: ‘fas en grupos de Banach,

o
m
3

suryectivo. Sra newq . Se define Knel ((1)) como € conjunto de clsses de

equivalencia de pares (E,«), dande

E € bjf, L € Au ()

tﬁ <x]_.....xn)
51 "0, K 3 (§) se notard K, (4).

st 4. ?(A), entonces Kn+1(6j se notaré KMI(A)

\

>

PHOPIY,1 : En Kml(q)') se define la suma (E,«)+(EV,« J«(F@1 X7, Kn+1lq’" resulta

un grupo abeliano.

Qem: Es evidente que el elemento lB.IEl es 8l elementa -~utro, pera cualquier

G € 0bj(&)

La conmutabi®ided se verifice, puas

(ESE, 7@l j=E@E "0 L)

' i
tomando como homotopia Idez (%51-' N 60(1 . )xlj:,_xin +
1.,.1 *in 1eee
n
‘ i i
bl L G g ey T %y g @y b
1 n 1 n 1 n )1 n

ip...1,

Ademds dado (E,%) € Kn+1(¢), (Eoc,dalt) . {egof <C1) - (E®E, 14d)

y por lo tanto lE,'eé‘,'I) es el elemento inverso de (' ',%)

En genersal, si ‘6 es una categorfa aditiva cualqule ‘2, pueds ser considerada
como una categoria (e Banach con la métrica discreta, ern ese caso los elementos de
Kn(€) son las clases de equivalencia de peres (E,of) cor E € 0b}{€) y o un polino-

miosen n-1 variable:s con Goeficientes en Homﬁ (E,E ).
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\

?

Obs: Un polinomio di: esta torma resulta inversible s1 y olo si Ly as

invereible y o, a3 nilpotente si algdn 1.1 9.

ll-a.in

Dem: Ver (13), C p. 1.

Ademés, si (,0:?[»'\} —-’?(A“} as el funtor exten:-16n le escalares esociado

a una fibracién de berre (f’: A =3 A" y A' o Ker ¢, ex:ste un isomorfismo
naturel entre Km-l((l?, y Kn+1(A'J .

Se define sl morfismo de conexidn a™! ; K 4" . > Kn(‘Pj , n21)

n+l

de la sigulente formags

existe

83 una

Como @ es suryectiva, dado (E",oé'.:xl,...,"xn)}e Kns1lG"),
E€Obj ¢ tal que P(E) = E". Ademds, tomamdo t va .ible, ol,"(xl,...',"xn_l,'t)

homotopfa que sa levanta ané(xl,...,xn_l,tj € Aut \E), donde

..lel.....xn_l,OJ - JId ,

DEF :Se
ol €

Entonces tomamas 3 (EW,®) =(Evs Xqs0n- " ¥n-1+11)

define A({P) como el conjunto de trip}es (E, F, «£, tales que E, FeObj(€),
Hr.)rrél((PE,(P F!y es un iwomorfismo.

Dos triples (Ey Fy &)y (E', F',e) son ISOMORFOS si existen dos

icomorfismos P31 E —» E' y g: F —» F*' tales que -(‘o‘f’(f') - lg)o oL'l,
El triple (k, F, ) @3 ELEMENTAL si E = Fy o~ g,

Dos triples (E, F,o¢ )y (E', F’,«) son EQUIVALENIS (Not:~) si existe
un triple elemental (G, G, 1dG) tel que (E@5, Fel. < @idg) es

isomorfo a (E'¢G, FWWG, 1dB} .

Se define K(Q) = AlP)/~ .

Dos triples (E, F,»¢) y (E', F*, o&') son HOMOTOP! 05 si exi:ten das
isomorfismos f: E -+ -E' y g: F —> F' tales que+. as homotdpica a

@ (g)™ L PLF)

Se define K9(¥) = BLP) /N' y donde N. es la rela: “%n de equivalencia

generada por la homotopfa y la adicién de trigle:



PrOP 1T,2:51 (-F es una fibracifn de Serre, lu aplicaciér
induce: un isomorfismo entre K(P) y K°(¥) .

pem; Ver (3), pig. <261,

identidad de R{Y)

1
Entonces, si n = 0, definimos Q 3 Kl(ﬁ") —__> K°[<{’) en la siguiente forma:

Dedo (E" ,oL") tal que E"e€ 0bJ 6" yol" € /'\utc..(E"J, eoxicte

entonces tomamos 81(8",9(,") - (E, E, &"), que resulta b:

TEOREMA I1.1:Sea ‘f:ﬁ —» 6" funtor de Serre suryectiva.

sucesfon es exacta;
mt|

P-)
o= K 1) =3 K g (€7) 2> K (F) —>

II.2 - Producto cup en la teorfa K onlgebriaica

sean A y B dos anillos; se considera en A%B la mu:

por (a,b).(a*,b') =(s.a' b.b')

S1 A y B son unitarios entonces A%B también lo es.

El producto tensorial de méAdulos induce entonces u

¥ (Aa) xT(B) en?(A%BJ, y por lo tanto, un morfismo bil

en K ,(A®8), donde si C es un anillo unitario, KO(C) as
de C.

S1 Ay B no son unitardos, se tiene el siguiente d
A+§ gt —— At

5 oy ¥

donde, si C es un anillo, C+- Z0C, con la operacidn (n

E€f tal que $lE) - E",
en definida,

Entonces la siguiente

a8 = K (6") —» ...

tiplicacidn definida

funtor bilineal de

"weal de K (A) x K,(B)

:1 grupo de Grothendieck

agrama conmutativo:

3).(myc*) = (m.n,cmec'nicec’ )

C+resu1ta un anillo unitario con elemento neutro (1,0) i wra el producto ast

definido. Ademas, si G tiene unidad, C' & C, definiendo la aplicacion

\

»



+
7: ¢ —>C ] (nc)eundg+c
- s ~ +
51 A no tieme unidad, se define Kold) = Ker{ K (A" —> Ky (Z)) -
+
Sea D el productao fibrado A x B+ ¢ la siguiente ¢ :esidn de snillos

es exacta:

O—-}A%:]——)A+%B+—_}D._')Q

Ademds, cxiste un isomorfismo bilineal m ds KO[A) ;- KO(B) en KU[AQB),'
z
donde K (A ® 8 ) « Ker(K_(A'@ 8" ) — & _{D)).
V4 Z °

Semn A, By C unillos de Banach; un BIMOAFISMO de » x B on C es una apli-
cacidn B gue satisface las siguientses propiedadas:

(i) ® es - bilineal,

(ii) B{u,b). O la"yb*) «glaa’,bb*) .

{111 ) Existe una constante t tal que ”e(a,b}”é t.

|3ls,0)].|le(0,b)] .

Por la condicion (1i), © induce un mortismo de aniltos de N®B en Cj y
z
por Lo tanto, un mortismo 91: KO(A?B) - KOlCJ\.
Componiento Bl y m se deduca un morfismo O: 'KO[A) < KylB) —>» K (C)

L OHEMA TT.2: seatlina categoria de anillos (e Bamach; toda cuatrupla
(A, B, C,6) tal que A,B, C€Obj{¢)y Q:A B ~>C es un
bimort'ismo, pueden asdciarse de manera un .1 aplicacionas

N,
Bilinealss naturuales O ,p_‘ KhtA) x Kp[BJ -)lﬂ.H_plC}, para
todo n, pp 0 , que satisfacen los siguien' :s axiomaiss
0,0
(1) "= 0
\ii)a) wea er aiagrama conmutativo;
0 9A'"xXB-DPAXxB =P A" xB - (

R

0 —» C' —3 C —3 C" —)¢

donce las sucesiones horizontales son f'brpaciones de Serre,

entonces se tiene el siguiente diagrem: conmutativo:



KneplA) % Kg{B) ——— Knypy1(L7)
oM1lx 1d bn+p+1

K AA) % K (B} ~——— K (C]

n+p
(i1 )b) Sea el diagrama conmutativo:

0 —>AxXB —~» AxB—3AxB" —3(

J l y

0 —> C' —ep C —3 C" >

donde las sucesiones horizentales son ‘braciones de Serre,

entonces re tiene el siguilente diagr: conmut~tivo:

Knl#) x Ko ) IBY) ——> Ky pa(C")

KoLA) X Ky(B) ——= Ky oll)

Para la demastracifn de este teorema, ver (3). pag. 79.

Obsy: En 8l caso A = B =« C,0: AQA ~—> A el producto, nc“Bremos @ las
n.p
aplicaciones © ' 3 Kn(Aj x KD(A) -—> lg,.+p(AJ
‘0RE set - e .y P9
EOREMA TI,3;,9ean p,q Uj;si x Kp('\l ey quE-J.entonce: Yo X - (-1) XY

Oem:Ver (3)

II.3 6xtension de La du:finicion del producto cup a la ca’ :goria de haces

coherentes sobr: un esquema

Sean g ,@ dos rategoriais abelienas,Se consigera la categoria producta

g x® ,se tlene un morfismo bilineal trivial de « § ) x KO(S’)J ----- KD(§= x §
o

TEOREMA L1,4:0adas dos cetegorias‘; y@ yexisten aplicac ines unicas bilineales



N,p

Kat$) x KD _Q__;, K
(1)’ 8

(11 )la) Si tenemos la sucesién exacta corta;

n+p({.x'®) tales que :

u-)ﬁ.ﬁ—qﬂ—aﬁ"‘:—; 0

donde los morfismos son fibraciones de !ierre,.Entonces :

. ' eni-l,'D
anl‘\g ) Kp@) i Kn+p|r1(g“ x )
am-].‘ x lb N4N+.

Nyp
¢ 2] ¢ e
Kq(g ) x Kp[}) — K 4 x?

s conmutativo.
"

2
(b) U1 U e Ze' -—bg -—99 -y 0 es exact. ,entonce:y
P+l

. B
Kn[?) X Kp+1(f' ) — Kn+p+lt§’x )
g A ,
J{xTd) X5p+1 SG-H:- L
W ennb
Kplf) X KAL) > K Afx L)

s conmutativo,

Dem: Es similar el caso de médulos proyectivos sobre ur: anlllo y baste
observar que si f @s una categoria ubeliaﬁ\q,entmw e Eﬁ. €S CONw

tractible.



III - FURMULA DE BLOCH

El objito de este capftulo es der una demostracién :-: 1a férmula de Bloch

\

AP(x) = H(X, Kp)
donde KP(XJ es vl grupo de clases de ficlos deo .codimen: In p, médulo enuiva-
lencia racionsl de un esquema regular y noetherieno para 'os funtores K defi-
nidos por Karoubi- Villameyor en (2)J

Esta demostracisn fue realizada en (1) por D. Quill: para los funtores
K definidos a partir del espacio clasificante BQ(M), donu: M e: una categoria

exacta.

II1.3 - Definicidn d2l haz de grupos K,(X)

Dudo un esiuema X y un abilerto U de X llamaremos K,{U) al grupo K, de
de la categoria de hices de mddulos proyectivos de dimen: 48n Finita =obre

OX,Uf tol como se define en el capftulo II. Evidentement {Kn(U)}U abierto sn X

define un prehaz de Jrupos sobre X, y tomaremos §n(XJ cor.a el Ahaz

asoclado a dicho prehaz,

Recordemos nue si X es un esquema regular y noether no, la categoria

de huces de m6édulaos proyectivos sobre U coincide con la itegoria de hasces
coherentes sobre U (para cualquier U abierto en X) a la 1e notearemos M(U)
y ademas, por ser X noetheriano, los grupos de caohomolog a colnciden con los

~/
grupos de cohomologia de Cech {(ver (6}]).

II3.2 - Construccién de la sucesién espectral asociada a §p

Sea p € Nu {O}, notaremos Mb(X) a la subcategoria :le M(X) de haces cohe-

rentes con soporte de codimensién mayor o iguel que p, dinde la codimensidn



de un cerrado Z es igual al inf {dim OZ zg ydonde z rececre los puntos gena-
9

ricos de Z.

TEQHEMA ITT.1:%ea X el conjunto de puntos !de codimensior: p de X,(si x € X,

codim{x} ~ codim{{x}} J.
Sa tiene la sigulente sucesidn espedtral:

qu(X) = 1L K (k(x}) sCON D+ 2L
xcx p+q

Consideremos la filtracién de M{X) por subcategoriaes de Serre dada por:

MIX) « M(X)DHMIX)D.en.e, \

rd

PHOV, IT1.1¢ Exisle una equivalencia de categorin:. entre (X)/_d {X) y

i U - Modf.(0g /O }donde Modf. (0 / s
xEXpn(-N X, x q‘\)(,x X W"\k ).e la ca-

tegoria de modulos finitamente generedos uabire Ux.x/f\n&'x,

r‘"\x x 85 el ideal maximal del anillo locel (g xe
1]

em; Definimos la aplicacidn M _(X)/M (X) ooy 11 () Modf. (0, _/ N
- ﬂp =p+l xX€X neEN Xy x M\(.x)

comoel(EJ - (Ex)xeaoplEjﬂxp“Si X € sop(E)f\xp ertonces Ex es

un madulo finiltamente generado sobre Q. _/ D para algan ne N -ver (13).
X, x X

También definimos la aplicacién:

Q. .ri1y (\J Modf. (0 / )) =——> M (XJ/M (x) en la ~iguiente forma
2'x€EX neEN m.x

51 x € X,sea E €Nodf.[0x,’x/m1x ) para algun neN,' i yeix} sa toma Ey x

n
a Ey g Ox,y-Como Ex es finitamente generado sobre ( ,/An  yypor lo
”,X a X,)(

tamto sobre DX x.‘se tiene entonces un epimorfismo 23 Dx N en E, (pa-
) ]

ra algun q=0]}.

Entonces la aplicacion Og,y — E, gox'y, 8s un imorfismo. (x)
X%



DBfinimos

?:)3 s1 ye(w]
E -

0 sl no

E resulta un haz coherente (por (m)). Se tiene entonce la eplicacidn buscada,

Las aplicaciones 81 ,Bzaon inversas’y se tiene une equl: ilencia de categorias.

PHOP, ITI.2: Para todo n € Na:

Kol L ModfP(Oy /" )= K (klx)]

Ay

Dem: La aplicacion 7;‘ Knlk(x)) _)K“(,%\) MO‘JP[OX'X/%_ T )
astd definida por [Pij(xl,...;'xn_l )]mxm——) k(> [Fi,jl"l"""‘n—l,ﬂmxmj

Hiy que probar que 81 (Eyel(x1yeesyxq_y )] €K (UMUF(Oy x'q\'\: )
.m ’ » X

entonces existen m€N. y Efij (%390ee0xq) )] mxm T 28 que

\E,pl_[xl,...,xn_ljj es homotépico a \k{x)m,[f”[x3 "'"'xn-l—,]mxm,

{es decir, defineh el mismo elemento en K, \klx))

5 k R - i1 . . dn-
vea E("delox"mx'x ,?ol-(xlpooo-,xn_l;, - Z e YY1 1 ﬁlnnoﬂ.‘igll

] . l'l-
il...in
,&’"‘}x,&’ > E > )
l 11...1n_1 l et l
E -——-) )

x>< > tx’x/mix, J ?

a. esta definido porque (0 k ) es p) wectivo sobre O, k
n

t4 definido porque 1le a 11cac}on de en Oy , /mk
Myeedqy 5000 5F Per : Sox S0 BNy

_ q . a
un epimorfismo.y Ox,x es proyectivo sobre Gx.x y tdemés eil"'in—l

tumbién es un morfi:smo de médulas sobre Dx.x-

qa q
0)(,)( —_— K(x) ~— U

l 1. ..1,,_11

Oxix —> kix)? —— O



\

”

i

q T - Q
53 § ei~e0x'x (donde 8y = (0ye..41,...,0)), entonce {81}1414-.1 g. nera k{x)
Lo i
Siey oy (gi} - by 1 » entonces tomamos

1 n-1 1°°°"n-1

= - z i
8t .dgglet) = by g o (wa )

Hay que probar eshora que (k(x)q. g(xl,....xn_lj) e homot6pico a

(Ey "('("10---1"”_1” .

Pero (Eek(qu,oL(xl,....xn_lje idk(x)q ) ea enuiv.lente ag
(Eek(qu. 1d{__‘$§(x1.ooo'xn_ljj pues:

q a ~ q q ~
(Qx')( QOX'X, OL(XI.....xn_l Je idox?xJ nJ (Ox')‘ eox'x| idox?x Y (Xl' “ e .xn-l ,J

y se tiens entances 1la homotppia

i 1
Z (bll"in-"],inecil"inolinj k10~obx'1 ,donde
CR a . Q
Byyeeet 110 ®@ %00t g1 P 0%, x® Ox, > Ox, % ® %, x

4]
0,<,x > E » 0

btl.-oin lbilaoain
W

02.\,‘——-’ Ee—» O

- qQ
donde bil...ins"iSts porous Ox.x es proyectivd sol @ si misgo,

n q
Oy, —> kix)

loil...in lgiloc.in

Dc\}.-x — k(x)q

= q q
donde cil.“.in:k(x) ——) k(x)" estd definida comc en (& x )

Como 71 ¢s epimorfismo y adewgds es claramente un monomorfismo, y nor la
Prop. Il1I,1

Ky (M OO/ L (6)) % xléx:i““"“\,



Obs: Los funtores Ki conmuten con los coproductos,

PAOP.IT1.3: Dada la sucesidn exacta corta :

Do
E;H-llx) ——)glp(XJ "')L‘p(xj/%—”.]_(x}\ (p-0)
Resultag '
Kn-1(@, f Kn(Mpy1(x))  (n31)

Dem: Se tiene la sucesién exacta larga:

<=2 Kifplx)] =2 Ky(MglX)) —2 Ki(Mp(X)/M5p17 X)) = Ky (Pp)—> ...
(1eM)

donde los elementos de Ki(q%J son las clases de e.iulvalencia de pures

de la forma (E, %) con EElI:ﬁp(X), YL (x3peeesxy_y) - Id 81 algh xy es
Dol (14441-1).

Sabemos que qop(E)C U xkpero ‘f (£} -1. dimplica que *lxp » Id, tomamos
'entonceu, ixt LJ &K/ok(x) ¢ id}(: LJ Xk

51 restrlngimos (E L) a ese ccnjunto. obtenemos 1'n haz coherente sobre

{ x%a((x) 4 Id} que pueda extenderse por fuera de ese conjunto.
El elemento (E aL) obtenido tiene naturalmente so oetr de codimensién

mayor o igual que p+l; ademds,o((xl,....xi_l) = I 81 algdn Xy = 061
(1£3€1-1).

Es claro por ntra parte que K1(§p+1(x))‘0'<1“?p)~

Resulta f&ci) comprobar ahora éue los morfismos o finidos antes resultén

inverso uno de otro, cCon lo cual queda probada l¢ proposicién.

Se tiens entonces la sucesidn exacta larya:

lO
o8
(0]

(1eN)



Sean ahora,

&,y

$i,p
(1) oo (M ()] =K 1)) =5 K 00/ 0) =Sk e (x)) — ...

LA
(2) oKy (M o (X) =Ky g (Mg IX) )=3Ky _y (Mg 3 1X)/ 45 0 UX) )—3K; ok o(X) )= .

Tomando la composicién 81-1,p+1°31,p se obtiene un mor “ismo de Ki(Mn(Xj/M‘)+1[X))

en Ki_l(gp+1(xJ/!_fﬁ+2(xJ) , @ partir del cual, usando ! s proposiciones anterio-

res, se tiene un morfismo de 1l K k(x} en 1l Ki_yk\ <) y pare cada n€N ,

xex"p xixm_l

existe una sucesifn espactral:
'

e d, :
()0 — K (1 (X)) —z%lx;nk[x) -3 {_legn_lk(x) — e

\

LLMA TII.1: Lus sigulentes condiciones son e wivalent:.

(1) Para todo p20, la inclusiéd M _{(X) > M [X) inducgq el O

=prl
er. los K grupos.

(11 )Para todo n€:N, la sucesién espectre) ( = )es exacta,

Dem: (i )=p (11 )
*Ve:mos que e es un monomorfismo
Se tiene

0 e
(1) Kalth (X)) —=> K (Mo(X)) —-ny_LXKnk(x)

gque es exacta, con lo cual, Ker e = "m0 ¥ 0.
n
.Para ver que Im e » Ker do
Sn .0 0 ‘
(2) =DK1 W (X)) —> K, (M (X)) _’x%'x';n-l’ x) —» ...
Notemas que :;n'g e « 0( por (1)); peros

n ' c n
dooa - Sn—l,?.°3n°° = 04 por lo tanto Im e CKer Y

Ademds , S.n 1 lresulta un monomorfismo, o sea:
cdy

n
Ker do = Ker an.o « Im e



n
Vuanos que en qgeneruk Im dy_1 = Ker u? (nelN )

e KL x)) Bk (X)) _—>xj€l)<iKn R R LN (I E3) S

0
'--—*Kn-i-l("_fi+2(xU->Kn-1-1(ﬁi+1(x)J—>€“x Knoi k{x)—Ko_s_o(My 5(X))-> .
1+1

.o .—"§Kn_1_ )(”14-3()”)—"Kn—i-d(Mi-!-?lx)J —; -U-/é(n__ _2k(x)—9Kn_i_3(Mi+3(X))—).

Como sn—i-—2,‘i+2 es monomorfismo, resulta Ker di+1 « Ker sn-(i+1),i+1 -

- Ind = Im dn-l v DUES 9

n-1-1,141 i es un epim.~fismo,

n"1|1

(11)=p{1).

Se ve por induccién sobre p; comenzemos p*ibando que:
Knlgll)()) —)Kn(go[x” es cero, lo cunl es trivia? ya que e es un mono-
morfismo.

Supon¢g;amos shora que la aplicacién de Kn gi(X)) en Kn(Mi—-l(x”

es cero, para todo i4p, para tado n€ N ; debemas -obar que la aplicacién

de K (Mpn(x)) en Kn(Mp(X)J es cara.

8e cornsideran las siguientes :s&:casiones e. ‘ctas:

_ n+2,p-2 ®n+2,p-2
o — n+2( lx)) -? n_'_lep_z(xH -3 -l—l),‘. ’\n+2*<(xl — Kn+1{ U"”
x €
0 fs‘r\-c-l,p-i__L ®ns1 yp-1
oo Kn+1[Mp(x)) —> '(,1+1(Mp_1(x)1 — K 1k(x) —> K,.,(Mp(x)) —
x € X
p-1

nlb
e KN 1K) 45 x (M (X)) —§ xLJ; Kkix) —>K M (0)) —p .

lueremos pfobar que én'pes un moRomorf‘isrA ), perot

. a K d
Ker Sn.p Im sn+1.p_1l er p—lj '

pues por hipdtesis inductlive , s

n+l,p-1 €S un edrime ~fismo. Ademss,’
3 K d - Imcs S H
Im bm-l,p—l( er p-lJ 5n+1.0-1‘: n+1,p—\° ne2,1 '2) }
con lo cual, K"rsn,p’ - Im sn+l.p—1°6n+1,p-1°am-2,- 2" 0, pues



3
Sn41,p-1" nel,p-1 0

PAOP,ITIM: (Gersten)
Sea K' el haz sobre X ssociado al prehaz dr grupos:

3K (M (U]) (Uc X abiertc |

Supong: mos que Spac Qx,x satisfnce las cont ciones del leme III.1,

para todo x € X, Entonces, \

'o

H'(X, Kt | = Ker d3/ Im df_y (pya €N )

Dcm: Dada U abiert» en X, se considera la sucesion de | shices:
n "
e || ' dq.
—>x ) Sl kg Sl ok k(x) <y
- (] 1
y se obtiene la sucesidn de haces:

lx x) 0 —>K* __,J.ini ), (K Kix)) “’%x{ix)-“\ﬂ )=

donde ix: Spec(k(x)}) ——>» X es 1a aplicacién canér ica,

La fibra de (& %) sobre x es la sucesién | x ) pm1 Spec(Dx'x), pues

Spec[ox'x) 2 %32 Spec[ox’u), donde U recorre los e 1tornos abiertou
N

atines de x, y ademfis la sucesifn espectrai constr i1fda conmuta con 11-
mites proyectivos. Por hipétesis, (s x) es exacta por la tanto se tiene

una resolucién por haces flaccidos de 5;. 6 sea,

HIX, K ) - FP(sr—)F[XilélxgixJ,Kn_sk(xH - Hls ¢ 23" (x)) .

Conjetura de Gersten : Las condiciones del Lema TII.l : satisfaoen si

X » Spec|A)} , donde A es un ani’ o local regulsr,

Probaremos ahora la conjerura en un caso menos general :al como lo hiace

Quilleb en (1).

Sean X @ Y esquemac algebraicos.



DEF: Un morfismo f:{ —pY se llama SUAVE DE DIMENGION :LATIVA m sd g
(i) f es playo
(i1)s1 X*cx, Y'CY son tales que f(X')CY', entonces dim X' - dim Y' 4n .

(i1 ) aim (L2

k(x) k(x)) = n , para todo x € X, d(..’ldeﬂx es el

X/Y /Y

mGdulo de diferenciales de Kahler de X saobre Y,

:

Sea R una K-algebra de tipo finito; R se llama suave sobre K si

f: R —> K es suave,

S1 K es edem&s un cuerpo perfecto, se tienen los\siguier tes lemas:

LEMA TIT,2: Sea B una localizecién de una K-8lgebra de ‘ipo finito, donde
K es un cuerpo perfsecto. Entoncas:
Q@/K es un B-m@duleo libre de rengo igual & la dimensién de B si

y solo si B es un anillo regular lacal,

LEMA TII,3;: Sea f:X —p ¥ un morfismo de variedades nd ingulares sobre K.
Sea n « dim X - dim Y,
Son equilvalentes:
(1) £ es suave de dimensiét relativa n.

(11) -Q-x as locelmente librse de rehgo n en X.

N

Pan las demostraciones de estos lemas ver (4),Ch.II .

TEOREMA ITI.2: Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado . R una K-Algebra de

tipe finito . Sea SCSpac{R), subconjunt: finito tal que A,
es regular, para todo P€ S; y sea A a RS sl anillo semilocal
regular,

Entcaces X = Spec(A) satisface las condi. iones del Lema III.2.



Dem: (i) Reduccifn el caso R suave sobre K.

Es bien conccido que existen K' subcuerpo de K t .1 qua K' es finita-

mente generedo sobrae el cuerpe primo, y una K'-¢ gebra R' tales que

AR = Kégﬂ'. Esto puede verse fecilmente ya que:

R = K[xl....,xAI/(pl(x),...na(xjj y se toma ent nces como K' el

subcuerpo generado por 8l cuerpo primo y los coc icientes de lpa
polinomios py; (1<ig<s), y A' = K'[xl.....xnl/(r-.(x)....,“ psin))
(Para consulter una demostracién de que K' ‘y R' verificam lo pedi-
do, ver: Hyman Bass; Lectures on Topics in Algetcraic K-Theory,TATA

Institute of Fundamental Research, Bombay ).

Sea S'CSpec(R*') finito tel que el P€ S, entont s P es una exten-
sifn de algdn P'¢ 68', Entonces A!' 4 Hé' s tel cue A = Ki%a' y A?
es regular,

Sean Ki los subcuerpos de K que contisnen a K!' v son finitamente

generados s~bre el cuerpo primo,

Se tiene que A = :L%p (KLQ,.A‘ )» ¥ entonces:

Kn(yp(SpecA)} - 1%.9 Kn(Sbbd(Ki A,

por laotanto basta probar el teorema ouun&e K es ‘'initemente generado
sobre el cuerpa primo,

En este caso A es unpa localizacidn de una K-4lg e de tipo finito

sobre ¢l cuerpo primo, luego puede pensarse a R zomo un dlgebra so-

bre el cuerno primo, que es perfecto.

Aplicando el Lema III.2 a B = HP se tiene que A /K es un B-mbdula
P

libre de rengo n; y por lo tanto, por el Lema I.T.3, f es suave de

dimensidn relntiva n, es decir Rp es suave sobre K, de dimensidn

relativa n.



Ent.:nces, R es suave sobre K en los jpunto: de S, por lo tanto un

un cntorno abierto de 5 (ver (4)). Se reemplaza F por Rp , si f¢ P

para todo PP en ese entormo de S. ,

Puede suponerse entonces R suiive sobre K.

(1i Jlueremos probar ahora que, para todo p=20, la in:lusién de M 1(A)

en ED(AJ induce la aplicacién 0 en los En'

Sabemos que, Kn(gp+1(ll)) - 1lim Kn(£p+1(ﬂf”' donc : f(P) 4 0, para
todo P€ S, 5i llamamos R = Rg , bastirfa con ver ue:

5 (M aH) -2 EnllplA) ), para todo p 2 u.
Pero, Knltn 1Bl = Jﬂ._g\ §n[&)\H/tH), donde t ¢ R 8¢ un elemento reguler,
Basta demostrar que dado t-€R, t reguler, existe ’ tal que f.é P, para
todo PE€S; y la aplicacin M ¢—> Mp de hzllp(R/tR) 0 h__Ap(H) induce el O
de &(gp(rn/tn)) en En!&."p(“” .

Para esto necesitamos el sigulente

LEMA III.4: Sea R una K-flgebra de tipo finito, :uave y de dimemsidn r.
jea t €R, regular y sea ScCSpec(A) tinito. Entonces, exis-

ten x)ge0expn € A (elgebraicamente irdependi. ntes sobre K)
tales que si B- K[xl geve 'xr-lj :

{1) R/tR @as finito sobre B.

(11) R, es suave sobre B, para tod: Pe€S.

Dem:Dedo P.€S existe T maximal tal que P & ’h?_ Pisde supanerse $C SDBC.),L(R)
8 finito( donde Spec T es el espectro maxim:i .
Sea {) el mAdulo de diferenciales de Kahler de R sobre K. Sabemas
que Sl es un R-mfdulo proyectivo de rango r si v solo si, A es re-

gular. Aczmds si P€ S, R_ es suave =obre B » [x peeegX ] <1y
P 1 r-1



es linealmente independiente n P.(Pues (dx >

1444r-1 i212iLp1" St

solo si, {dxi]

que debe ser lochdlmente libre de rango r}.

Sed J o f1’hl, entonces FI/Jn -7 R/On?.
MmE S mes
Por 1o tunto, R/J tiene dimensidn finita sobre K. xiste entances un

subespaciag VGR tal que dimkv es finitajy, para tocd %1€!n existen vl,..;vr

en V tales que [dvi}léilr es base de flR7Q/K y tale: que v, € hf, nara

todo M esn (r)’l'./ m ),

i

Podrmas suponer ademfis que V genera a R como K-4lge'ra,

Dado t € R, t regular, definimos una filtrucidn de R, tR:
R/ARD see.veneass 2 F(R/tR) 2 FylR/tR) L v
donde Fn(R/tH) es el subespacio generodo por los mnomios de grado menor

o igual que n, en los slementod de V. El anillo graduado asociado, que

notamos Gr{H/tA), tiene dimensidn r-1,
Para ver esato, observemos que ProJ(l% Fo(R/tR) e:r .a clausura en el es-

pocilio proyectivo Jdel subesquema SpecA/tR del espacio afin $Snec(S(V)).

Como RA/tR tiene dimensién r-1, la perte de este pro-ectiva en infinito

1lamade Proj(Gr(R/tR)) tiene dimensién r-2, Entonce ., Gr{R/tR) tiene di-
mensién r-1 como se afirmd antes,
Sean Zy,..y2y.jun sistema de parametros de Gr{R/tR) tales que cada N
e¢s homagéneo de grado mayor o igual que 2.
Gr(R/tR) resulta finito sobre K[}1,...,zr_1]; 1 go, st los z4 "=on

levientaudos® a elementos x} € R, R/tR seréd finilo st re K[ﬁi.....x;_l].

(1Y b 4 = x! éé‘.—
Pueden elegirse XyveeesX ,en V tales ue xg =Xy vy (1&ictr-1)

tengan diferenciales independientes en los puntos @ 3, con lo cual

Hp resulta suave sobre B, pera todo PE€ S,
Por otra purte, los x; tienen termina: urinQ}pulea 7y en Gr(R/tA)j;lue-
go, R/LR es Finito sobre K[%l,...,xr_ﬂ .

Entonces queda demostrado el lema,



Continuamos con la dempstracién del teorema:

Tomemos B' » R/tR y R* - R®B'; luego, tenemos un di gramag
&

g’

B! ————— B

donde las flechas horizontales son finitas,

Sea S5' el conjunto finito de puntos de Spec(H') que 1std& sobre los pun-

tos de 5. Como u es suave de dimensién relativa una .obre los puntos da S,
u' es suave de dimensién relativa uno sobre las puntas de §°Y,

Sabemos que el idealy¥ I - Ker{(R' —» B') 8@s princips .en las puntos de S'
{ver SGA 1, I1I.4.15). Luego I es principal en un ent wrno de S*', Como

AYR :s finita, este entorno contiene la imegen inve: a de un entorno

de S en Spec(R).

Luego, podemos encontrar f€R tal que f no se anula :lobre los puntas de

Sy tal que I_ es 1lsomorfo a Flf', como Flr-mddulo. Pode 108 también suponer

f
que f estl elegido de modo que H} es suave, luego n: iyo, sobre B',

Entonces, si M es un B'-m8dulo, tenemps la sucesi6n :xzcta de R.-m8dulos:
I gM R:®M M 0
(x) 00— Igh—> ROM —3N—>

Como R;__ e: playo sobre B', si Mg Mp(B'}, entonces R @M ¢ MD(H;,);y,
- a. =

miredo. como Rg-m8dulo, R#S'Me g!)lﬂfj.

Lucga, tenemos que (M) es una sucesidn exacta de funtores exactos de

4

ELJ(B'J en _ri_"-,)lHF)' \
Anlicundo el Lama IXILS (que probuaremos mas adelunt }; y u ..hdo ol iso-

morfismo entre Ip y Rp concluimos que el funtor L B') —> E’.](Hfj

induce la aplicecion 0 en los grupos K.



LEMA TIT.5: Seu M una categoria exacta, y sea E la famil a de sucesiones exac-

tas corlas en g, considerada como catsgoria ditiva, LLamiremos
a los obJjetos de S. 8, E', etc.; y sean sk, .E, gE definidos en

la sigu.ente forma:
51 E€E 0 ~—p» S8SE —3p tE —p QE =220

Una sucesion en E ss 1llamaréd exacta si da or-.gen a tres sucesio-
nes exactas en M aplicando s,t,. Con esta r-clén de exactitud
rusulta claro que E es una categorfa exacta; y que, s,t y q son
funtores exactos de E en M.

Resulta ademéds qua el funtor (s, qJ:‘E= ——9; x ,"1 induce una

equlvalencia de homotopfas en los grunos Kn

Dem: K (s, a): K (E) —=2K (i) x K (})

0 —psE —»tE —PpqE—=—-> 0 skt aE
A 2

0 — SE —3» tE —P qE~=Pp U of qk

«Veamos primerc la buena det'inicidn de ta aeplicacic :

Si (E, (¥® 4 )) es nomotopice & 1a identidad es 1 cil ver que (s(E), ")

y |qE, ® ) sin tomotépicos a is identidad,

«Es un animorfismos

i in- i in-1
bados (A ety .y xqteeonlT 1y (BE Gy L o oateeonT )
Goimey n-1 L.|"‘.""|-I 1l -1
se tiene:

0 —>A —»A@B —»8 —0

I Fe I

0 —>A —>»A®B —»pB—>0

Es un monamorfismo:



son hamogdinica:s a la identided. Es claro quet: \

"’

0 —> 8L =) qgE ®sE —>qgE —=> 0

[ e )
0 —3 SE —Y|E & SE —=)qgE =0

es homotdépica a le identidad,

Versmos ahora (uo;

0 —» SE@sE"==HtEBSEBQE —HQESQE —>» 0

lyo'm l@em oxd lctﬂiId
0 ——sED®SE ——P tEO® SE ®QE ——pqE ®QE —H 0

es homotépica a

0 —) sE@® sE —>pLE@ SE®QE —=dQE @k —-ﬁO

lId oy lId @y-Gox l Id®oL

0 —>sE®SE — tEGSEDQE —PQESQE —H 0

Para ello, boasta tomar de sE@sE en sE&sE 1a iplicac.6n:

i i i i
1 n-1 g 1 n-1
(‘X-OO oooe Id} * Z (xi_]-'ooin e 0)x1 ’ xn"l + xn Z (-xln .in—le K—il.'in— )xl xn'-l

-1 1
il---in-]:ion -'.0 ilnooln_] IO’-:-O
5 : 2 X 511 A 8%
Es claro que K.a...o ®Id es inversible (y= 1ueK‘0.“D - es) y que los

demds coeficientés son nilpotchtes, por lo tanto este -orflsmo es inversible.

An:logamente t;amamosg di: tE®SE®NE on tEPSEDgE 1a ¢ 1icucibn:

11 ip i 1
* & ldeld D 080 )xq..% +x Z O \G"' 5] Xy oo oX
(3. . o@eld) Ry 1y 9 geexaitxg ) 0 G S P L kae e

11-0‘1"\_14000.0 11...1‘-‘_1*‘0.. b}
y de qE®qE en QE®QqE, la aplicacidn:



COR: Sean My LI‘ categories amactas y eea 0 — P F' —=3) —3 F" —30
una sucesidn exacta de funtores exactos de M' en Lﬁ

Entonces K F w K F' 4 K F*
n n n

(=)
®
3

Basta verificar ei lema pare la sucesifn exacta 0 - 8 —Ht —3q —3» 0

de funtores de E en ﬁ. Sea f:g x Ii ——3E el funtor exactp que manda

(&.,':‘;' M") en la sucesién exacta:
0 __9“4. qg.e&" ——> 'ill _—;U

Los tuntores tf y @ (s, q)f eon isomorfos, de donde-

K,EF = K 1@ s, aJf) -(KiaeKiq)Kif PR KK Y

pera K,f es un= seccifn de (Kys, Kyq): K4E —DKM KM, que es un
isomorfismo por el lema. \

De donde, Kit = Kia + Kiq § con la cual quadq': demos! rado el corolario.

TJEOREMA III.3: Sea X un esquema regular de tipo finito : ‘bre un cuerpo. Entoncas

la imagen deg

L1 Kykix) = LLKK(x) <Ll 7 .x
x € Xp_ll x € xg' X € Xq
! t
en la sucesifn espectral es el subgrupo ¢ : ciclos de codimene
sifn p que som linealmente squivelentes ¢ O,
Luego, Hp(x, §p} es 1isomorfo al grupo Ap()() de ciclos de

codimensién p, médulo equivalencia lineal.

Dem: Sea lP1 la ract: proyectiva sobre K, y sea t la funt .6n racional candni-
ca en |P.1 . Sea Cp(x} el grupo de ciclos de codimen: 16n p. El subgrupo
de ciclos linealmente equivalentes a 0 estA generaca por ciclas de la

forma wo- W donde W es una subvariedad irreducil:le de X x|P1 de

codimensidn p, y tal que Wy = WQ(X x 0} y W _ - WX % oo) son



‘
intersecccionss propilas,

Necesitamos usar una f8rmula para \'Io - W,y Que es " a que recordamas a
continugcion: \.,

51 Y es la imagen de W por la proyeccidn de X xlﬂ! en X, entonces

dim Y = dimW o dim ¥ = dim W = 1; en este (ltimo cz .o, se tiene W = Y x}FJ‘
0 sea W, - W= 0. Podemos suponer entonces que dim « dim W, de donde

Y tiene codimensién p~1l en X,

S1 y es el punto gendrico de Y y w 8l punto genérico de W, tenemos que
k{w) es una extension finita ds k(y). Sea t‘ el eleranto no nulo ds k(w)
obtenido como imagen inversa de ¢t en W, y sea x un nunto de Godimensidn
uno en Y, de donde OY.x es un dominio local de dimensifm dno con cuer-

po de cocientes kly),

La fArmula qus neceaitamos es 3

(multiplicédad de x en W, -We) = ord, (Norme ), t*)

donde ord, k(y)* =—>»Z @8 el dnico mprfismo ral que

ordyx(f} a2 long (OY'x/fDY'x), para f& OY,x s F 40

(ver {(g); 2-12).
Por lo tanto, el sédbgrupo de ciclos linealmente eq valentes a cero es

la imagen del morfismog

¢ 1l Kkly) — LI Z = Plx)
)ﬁex%_l' % € Xp

‘PU’J_- Zo'r.‘dyx(f). donde ordyx(fj = 0 sl x "»"{7}

Observemos ahora que 11 k(y}.as isomorfo a J| K!k(y e
Y i'lxp-l Y GXQ 1

Definimos para estaop ¢
%t 'LLX Kly) =y 11 K (y);donde si Fekiy)’
G (F) = (k{y),f) (con P notemos también la homatoci: de razén r).



G'es claramentu un isomorfismo, ya que si (k(y}". :“fij]) 68 un elemen-

to de Kl-k(yj_, det[fi‘ﬂ € kly)"s y (kly)n '[fi.j]) results homotépico a
(kly)s detff;;])
rg.

Por lo tanto basta ver que ¢¢ d °
lpp-l

Para sllo alcenza con considerar feOY " para xg {;} - Y.
?

Veamos ahora qué es dl.p-l °'C‘:

S1 f€kly)® ctomamos (k(y), f)e I&k(y} que por el isomorfismo entre

ALK

1
Y € 'x‘p-l

(1) E, = k(Y)O?DY'Z ( o1 zeY)

fer
z OY’.YDY'Z
y se verifica que sop(EAE)C \_qu y Ya que si ze ;} y 6ntonces 2 = y
Az P
oz€ U)::F ; de donde E,/(E, - 0, 0 bien, debemo. verificar que
Q=

(EZ/OLZEZ) - lﬂng(oy'z/on’z,o

kly)y Kl(gp_l(legp(xn se aplica en un par (E, o) tal ques

oS

dimk(z)

Sea EZ/“'ZEZ .<V1'..lva> .
vy, € k(YJGOY'z ' f‘Ezg <V1>
Y
¢
v = mi@;_ » Con m k(y)
i

Tomando mi tal jue Tn-i =Wy mie OX, se tiene qua:

NGT
£.0 cHmlal >eHOm >
Y,2 Z i ai z;&
Veamos que <7 my >es simple en OY,z/fOY,z'
-— ai'

Supongamps que existe a¢€ 0Y 2 tal que (a) c <Zr._r. >
L
[ 4



1l
Y

como a¢€ DY,z , entonces 1gagkly)® OY.z‘ y por lo canto, <1®a>C<y_>,
entonces I®a . 0 o<15q>¢ <T/.1> « Pero Qad

1@ a ¢<f> : luego< =<'\-I'1> .

Tenemos entonces

Og(('_l>g<\ll. V2>g sevensec _C_<V1,.-.,VS> tal aue

< \7{ seces .V:j >j(\7i. aee .\Tj'_ﬁ - < .\-13") es simple con ‘1 mismo argumento
que antes,

Adam&s,(ifi,....c’s} - oY.z/mY,z s Con 1o cual qu' ‘s demostrado el

teorema,

TEOREMA III.4: Sea X un esquema regular @e tipe finito sobre un cuerpo,
Entonces, existe un isomorfismo entre Hn(»(. §)) y AD(X);
donde Ap(x) son las Clases de ciclos de tadimensidn p,

mddulo equivalencia lineal.

Dem; Resulta trivial a partir de las teorsmas IIT.2 y I'[.3 y de la pro-

\

posycidn I1I.4.

Obs: SL p = 0 ; H(X, 2 ) = C°(x)

Sipel; Hl(x,ox) - Pic(X)



IV - COHOMOLOGIA

En este capftulo desarrolleremos la nocidn general de cohomologfa de un
haz de grupos abel’Inos sobre un espacio topoldgico y ¢ uncieremos lod princi-
pales resultados schre cohomologfa de hacés coherentes y cuesi coherentes sobre

un esquema noetheriano.

En le construccién de la teorfa de la interseccidr para los HD(X,§D} (p;»OJ
utilizaremos esencilalmente que la cohomologfa de Cech des un hez de grupos
ebelianos sobre un esquema coincide com la cohomologia de funtores derivedeos;

esto nos permitiré definir el producto de interseccifén -« las clases de Chem

utilizando la cohomologia de Cech que resulta en gener:!: més fécil de calcular

que la de funtores derivados, a la vez que realizaremos la demostracién de que

2] 2]
A (X} =« H (X,gp)f a1 X es un esquema regular y nostherino, utilizando la coho-

mologfa da f'untores derivados.
En esta parte nos hemos basado fundamentalmente er el desarrollc que sa

hace en (4} y (6) dae este temaj la demostracién de la ¢ incidencin de las dos

tohomologias mst@ realizeda en EGA III.l.

IV.l - Funtores derivados

Def: Una categoria ABELIANA es una categorfa & , tal cue:
(i) raras cada par de objetos A, B de (& ;.HomoéA,d) tiene una astructurs
de grupo abeoliano, y la ley de composicidn:
Hom&[A,B) x HomQ(B,C) ——-—-)Hom(&(A,C)
resulta un morfismo de grupos.

(11 )Existen t das las sumas directas finitas,

ii1 JTodo morfismo tiene un ndcleo y un conGcleo.



(iv ) Todo monomortismo es el ndcleo de su condc*eo.

{v) Touo epimorfismo es el conlclec de su ndclao.
{vi} Todo morfismo puede ser factorizedo como un epimorfismp ccmpuesto
con un monomorfisma,
Las sigulentes rediltan cetegorfas ahellanasg
(a) Ab(X ), la categoela de haces de grupos abelianos sc' re un espacio topold-
gico X,

{b) Mod(X)y lu categoria de haces de Ox-mdduloa sobre u espacio anillado (X,Dx]

{c) C(X), la categcria de haces cuasicoherentes de Dy-n dulos sobre un esquema X,

(d) M(X), 1la categorie de haces coherehtes de Ox-mddulr- sobre un ssquema noethe-

riana X.

Def: Un complejo A’ en una categorfa abeliana (. ®s un: coleccién de abjetos
i

Un morfismo de complejos i A ——))B. es un con'unto de mortismes

fi 1 A:l -———--gBi para cada i, qus conmutan can !os morfismos tl1 .

El i-ésimo objeto de cohomologia hi(A°j del compleio A’ se define como

Ker di/Im gl-l1 .« 81 f§ A"———uyB’ es un morfism: de complejos, entonces

induce una aplicacifn natural hiU’J $ hilA'} —---yhi(ﬂj.

S1 0 PA J),B' )C' ~———3 0 es una ucesidn exacta corta

i . iyl .
de complejos, existen aplicaciones naturalesd : L (C' ) ———a h" (A")

que dan origen a la sucesidn exacta largai

1
§
....——ohilA'J -—ahi(a’) —)hilC°j _——-)hi"lu  JESE "

Dos morfismos de complejos P,g31 A' ————p B'se dic 7 homotépicos

A", 1eZ , y morfismos di: Ai—-—éAn'l, talas que di+]3 (:I1 =0, para todo {.



1
{(not: Pog ) si existe una coleccién de mortismos H Ai -—-——:"B1 para

cada 1, tales yue fi - gi ” d;-lgki + Ki+lo d: 1+ l¢ coleccién de morfismas

i ,
K » (K } se 11ama operador de homotopfa,

i .
S1 £ g, entonces f y g inducen el mismo morfismo I (A°) .___ghi(g;,'
para cada 1 ¢Z.

Un funtor F t (L ewe~=3{® de una categorie abeliana en otra es aditive ei

para cada par 'de objstos A, A' de O« , 1a aplicacicn inducida de Homa(A,A')
en Hom® FA,FA' ) es un morfismo de grupas abglianos,

F es ekacto a lzquierda si es aditivo y pare cada -ucesifn sexacta corta

0 CLY - A - A" =3 0

en Q s 18 sucesiéni

0 > FA A > FA¥ -3 0

es exacta en © .

Analogamente se define exacto a dersche.

Def: Un objete I da (L es inyectivo si el funtor mat 1) es exacto.

Una rasolucifn inyective de un objeto A de (X as un compleje I° ,

definido ~n gredos no negativos [Ai « 0 si X0), junto con un

morfismo € ¢ A 1° tal que 1¢ us un obj to inyectivo para cade

120, y tal que la sucesién:

0 3 A ELr 51

es exacta,

41 cada objeto de Q es isomorfo a un subobjeto de un objeto inyectivo

diremos que QA tiene suficientas inyectivos. Es f4c 1 ver ademds que dos
resoluciones inyectivas resultan homotépicamente e wivaelentes.

Sea ahara (, una categoria abeliana con suficiente objetos inyectivos,



y sea F: Q——-}ﬁg un funtor exacto a iznuierda.

Se definen los funtores derivados a deracha RiF y 120, v mo:

AlF(A) « hiLF(TY))

donde I’ es una resolucion inyectiva de A,

TEOALMA IV.1l: S1 (lies una categoria abeliana con sufkcientes objetos inyscti-

vos, ¥ Fi a——)@ es un funtor exacto a izquierda en otra cae-

tegoria abeliana @b « Entoncesay

(i) vrera ceda 120, RiF es un funtor aditivo, que no depende de
las resoluciones inyectivas elegidas,

(i1 ) F resulta isomorfo a R°F . \

{(1ii )Pera cada sucesidn exacta cor'ta:'

0 ——B A ) A DA™ -3

y cada 130, existe un morfismo natura’ sixHiF(A”) — Fli+1F(A')

tael que ss tiene la sucesién exacta l.:-ga:

v = AIFAY) —p RIFA) = AtF(AY) € 3RM™YEAY) —3 R E(A )=

{(iv) Dado un morfismo de la sucesidn exac 1 cortag

0 ~———p A' . A P A" -0
en la sucesifin sxacta cortas
D > 8 ¥B ——3 8" —— 0

los morfismos S dan un diagrama conm =tivos

1 i+l
H F(A"} =——————>R F(A')

b 1

A'F(B" ) ——-——p A *LF(EY )

(v) Pare cads objeto inyeotivo I de @ , y para cada i >0, se tie-
ne que BiF(Ij = 0,



IV.2 - Cohomologie de hacas

PROP.IV,1: Si A es un anillo,' todo A-m8dulo es: isomorfc @ un submédulo de un

A-mddula inyectivo,

em: Ver (6} 1,I,1.2,2 .

FROP IV.2: Sea tX,Ox) un espacio anilleda., Entonces, 1l categorfa Mod(X) de

haces dn Ox-mddulos tiene suficientes inyectivos.

Dem: Ver (4), III,2,2

COR,IV.1s Si X es un espacio topolégico, entonces la ¢ -egaria de haces de

grupos abelianos sobre X tiene suficientes i sactivos,

Def: Sea X un especio topolégico. Sea (X, ) el fumtor seccidn globel de Ab(X)

en Aba se definen los funtares de cohomologia H|lx, ) como laos funtores

derivaedos & derecha de (X, ). Para toda haz J:: los grupos Hitx, ) son

los grupos de cohomologle de 5.

Deft Un haz & sobre un aspaonio topolégico X es\flecidg, 81 para tade inclusif@n

de abiertos VGU, la restriccidn J(UJ ——3 F (V. es sobreyectiva,

LEMA Tv,1l: Si (X,Oxj es un especio anilleda,' todo Ox-m:dulo inyectiva es flacido.

PHOP IV.3: Si Y e: un haz fldcido sobre un espacio to-oldgico X, entonces

(X, ¥) = 0, para todo 170,

Para la demostracién ¢el lema y la propaesicién, ver (4 , ch.3.



rHOP, 1V.4: “ea j‘ un haz de grupos scbre un espacio topclfgico X, y sea
n

o 1 -1
o-——>25*——>,f-’°iv—-)l—'l-——>IQ U

unu sucesidn exacta t:l que F':l es flAcido (i« WV).
i i .
Entonces H (X, 5 ) « h (M(X, J)IF ))

Dem: Como (X, ) es exacto a izquierda, resulta evidente :wue:
HAX, F) = DX, F) = hOFW, JFT))

Q
e ticne ademfs 0 ———pF —~—3°—3Im ¥ -—>» 0 es : cacta, de donde <e obtiena

rxa’)
0 —3P (X, F ) =T (X,F°) ——3P(X, In¥ ) ——2 (X, ) —p 0

que tambilén es exacta,

1 A
Entonces H | X, ¥ ) & ﬁ‘()(,ImﬁPJ/Imr(x.tp}
pero hlmx.' JF" )} = Ker lei‘éll/xmr‘(x. 2 Y

Ker (X,T7) & F(X, In¥). (w)

i 1+1 i+l
Siguiendo, se tienen 0 —e———pIm ‘» » F >1. ¥ —>0 (120)

i

y usando que Hn\)(, 2 +1) « U {n>0), resulta qua Hn:-l(x,‘Imd‘i") - Hnlx,"'Im ‘Q‘“lj.
Pero, H'(X, ¥ ) = H X, Ind ) = H2(x, Im;;}J . eee o = Hllx,rm‘gf"%.

Por otra puarte,

-2 -
0~ Im g —— > " > eene ..

-2
es unu resolucidn por haces flé&cidos de Im KE ' Y, usindo (m ) para

n-2 3
Img§* en lugar de & s resulta que:

1 -2 .
H UG In g ) & Ker DOGY" Mg [ (x, o1

con lo cuial qu=da probade la propasicidn.

TEOHEMA V.21 (Grothendieck, Sur queliues points d' gebre homologinsue,’

Tohoku Math. J. 9 (1957),119-2:1).

<ga X un espacio topolBygico noetheri w0 de dimensién n.



\

\

Entonces, para todo 1> n y touo haz de gr Hos abelisno & sobre X,

»

se tiene Hilx,? ) = 0.

TEOHEMA IV,3: ( LGA III,1.3.1)

bea X = Spec(A) eLespectro de un anillo A. Entonces, para todo haz

cua.;icoherente f sobrea X, y para todo 13 0, se tiene que Hi(X, J5) -0

TEQHEMA IV.43 (Serre,J.P,; Sur la cohomologie des va. ie as algebriques,

J. de Maths. Pures et Appl. 36 (1957) 1-1-). Sea X un esnuema

noetheriano,
Las siguilentes condiciones son eguivulent

(1) X es afin

o
-

i
(11) H (X.\f‘j « 0 para todo 85 cuasicohc:ente y todo 1y 0.
(1id )HI(X,\'?) « 0 para toado haz cohercnte de ideales 3].

IV.3 = La resolucifdn canonica de un haz

Sea 5‘ un haz sobre wun espaclio topologico X, desianamos como ?g(x,ﬂ
¢l haz de gérmenss de secciones no necesariamsnte conti wuas de & § una reccién

o :
de BO(X,J“) sobre un abierto U es una aplicacidn s: U - -—)flU) tal que

s(x)gﬁx { para todo x €U)j} las operaciones de restricc.8n re definen en forma

]
evidente en 'ﬂo[x,'f }Jo Es clarag agemdés que e tiene una nyeccion canénica J

de 5‘ en ﬁg(x,f‘ )

o
PHOP _IV.5: E1 haz fo(x.'si) es flacido.

Dem: Hesulta evidente , ya que cualquier seccion si | —3> 5 (U) se puede
extender a 8: X ———3>P(X) como:

s{x) s s1 xeU

X
OX .' 51 XQU \"



n
Vamos o definir shoru los hacesgo(X.?J:

Lo § ) = 2% 2HX,$)), donde ZH(X, § ) - 401X, /52

&ilX. %) foLx, 2°(X,8)), donde Z2°(X, ¥ ~($(1,txm/ (%, 8)

y asl sucesivam:nte.

E

94

trivial ver que todos 103(&2“,?} resultan flAcidos. (12 0).

Se tienen ademis los morfismos:

n

1
d) i HnlX, & ) ——f0 (X, 5)
que se obtichen comyoniendo:
ot F) — "X, B )« 400X, Filmx, &

con la inyeccién:

"X, § ) — 8t B - £01x, "X, )

y ademés es claro, par la construccién, gue la siguiente sucesidn es exactat
o dl
o

. 3 o de .1
0 —3F —— 50X, F ) —28 (X F) —> ......

[ .
0 sea, que se tiene una resolucién de ¥ por huces fldcicos que llamaramaﬁ_'go[x'ﬁj

o=}
O
ey
o

puedse tar une construccifdn explicita de la\» secci.ne: de lo« haces 5::[)(,5-'\).

i U as un ablerto de X, una seccion de _62{)(,5(1 sobr* U es una funcion f

de U en S‘I[U) tal que f(xojefx .:’ Hor otra pez‘te,_g ' (X,‘Fij ,gﬂtx,_f;g(x.ﬁ)/ﬁ),'
o

1
de modo que una saccién deg [X,F\) sobre un abierto de U es una funcidn
o

o
fixg) Que toma valores en los grupas cocient:eséo(x. \J"o/ﬁ;‘o'
o o]
Observemos ademas que,gotx,?i) es suma dirscta de{® y del subgrupo 'Tym
formado por Los gérmenes de funciones (no continuas ' de S:i en x, que sobra x

toman el valor .0, .
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. 1
A p .rtir ae esto, puede representnrse una ser;\ciOn f ~e§0(x,y\) sobre U como

Una funcion:

o
Xy —— ﬂxojé_q'(; (%5 )
o]

ror otra paite, sl elamento flxojc-,q‘g (x5 ) se repre:onta (no en forma uni-

voca ) por una anlicacion:
Xl——ﬁftxo,xljf_ 'Sixl
sobre un entorno abierto U(xoj de x, , que se anula si X} = X53 POr Con-

1
siguientus las secciones deﬁolx.g\) sabre U son las funciones f{xg,x; )¢ ‘fixl
Jdefinides para x5 € U, x; € Ulxgy) y tales que P(x ,x5) « 0 {xge U).
1
Ademas, daos tunclones f* y f* detfinen la misma seccion de go(x, -} en U

si y solo si todo x5 € U tiene un entormo V{xy) tal que f*(xg,X J= F'{xgexq )

(o)

para x) € V(xoj.

La construccién anterlior permite explicitar el oper Jdor de borde

o o
gt o L XaE) —-——aﬁﬁmsﬁ; '
o] o
51 f es una seccién da g,o(x,i'\) sobre U, af es la =e clon de fol)(,g)/&'\
deducioa de f pasando al cociente; sl se represent: df como una funcidm

o]
gue toma valores en los grupas variables ‘lexoj, st tendré:
df(x ) = Plx_} (mod& |

o o 0

~ o o
donde f[xoje —ffokx,gij es el germen de seccién corinua de ﬁolx,(ﬁ} definida

por f en x5 « Pepresentemos df{xg) por una aplicaci-ng

xl——-—) df(xo,xl Je JL"I

definida en un entorno de x4 la relacion anterior nos senala gque la ceccion

Xy —af X 1% ) = f(xlj
oe Si es continua en Xqi Como dr‘(xo.xoj = 0, la ap!icacion anterior es nece-

sariamente igunl, en el entorno de x,, a la secciti. continua de §X que, Bn Xg,

»



6u
vale f‘(xojg si designamos como;
X e Fx ) )

una cuialyuiera e estas seccionds, definidea en el al- erte U{x )}, obtenemos
o

lu formula:
UF(ZQ,'X]‘) - flxlj - leOJlXIJ

que es valida en un vonjunto de la forma Xy € Uy xq ¢ U(xoj.

1 o o]
Finulmenle, comu fO\X,F) - fo(x,go(x,gj/éfj, \ql mis ) razohnmiento que gntes
muestra yue pare todo x.fglx.gj‘)x 85 sumi diraecta del subgrupo W}I{x} form:do

1.
por los germene:s de secciones (no continuas) de ¥ 7ue en x toman el velor

1 o
0 , y del subgrupo 'Zx-“'le).'
U1 representdmgs una seccion ﬂxo,xl) de §t(x,lf) corra una aplicacion:
Plx )My (x
o o) ¢ 1
~ 1 1
es Claro gus sl germen P(x)¢ fo(x,sijx definido por  en x pertensce a“}.(x)
sl y solo si f(x) » U; comg t(x) ss, em el punto x, sl germen de la secciin

(no continua) un & definida por la aplicacion xl—--——)f[x,xl) sa ve que

la relacian: 1
filx). € ‘h! (x)
equivale al hecho de que se tiene f(x,xlj a U si x; »s suficientemente

proximo a x,

Antes de extender estas resultados a un grado p cua’ Juiora, notemos que

8] -1 p-1
tomando 'I,p-'Z (X%) '{,o REIVEA se tiene la r lacien:

P o
'§OlX,~FJ - f}o\xp:i))

y nor consiguiente, que para todo x,ﬁg\x,ﬁj €s sumi uirecta del subygrupo

'zp y del subg.upo ftgkxj tormado pop los germune:. « sacciones no continuas
X

de ﬁ que Loman el valor U en x,.
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e demueztra wntonces, or inuuccion sobre p, fque (ver {6) ,pag.l/’):

L) todu secc.on 1§LX,FU sobre un cbierto U &p puesd  resresencar cong
una tuncion Fixg .xl.....xp_IJGJixp » nula siox ex, y dufinida sobre

un conjunto de la torma: xg € U; x) € Ulxg); ceeeiXy € U(Xu----vxp_l)'l')

donde se uesigna cn forma general como U(xo,....xi) un abierto nue contiene

ax; y depunde de Xopees9Xyi ademls, dos de tales func-onc: ' y " definen

P
la misma seccion Ue.§ (X,$*) e1 y solo si coinciden sob.e un conjunto de
o

la toema ().

p-1 p-1
\b) EL morfismo d,: @ DLX,?U

p
)ﬁ,otx,g\) estéd dude por la fOrmula:
p-1 . p-1 i p N
(ew) d g flxol""yp) ';E: (= 1) Plxgpeeepxye eo9Xp JHL-1) f(xov-'oxp-l
=U
uvonde F[XO.---'Xpwlllpr designa el valor vn el punto ‘n de una saccion con-

tinua de un abiarto U[xn,...,& y es igual a f(xo. ..,xp_l) sl xp- xp-l

p-lJ'

P
{c) Sea £ una seccion de‘§°lX,FU sobre un ontorno de t : punto x, representada

Y p
por una 1unClon X _ ... 51 : pura que el « rmen f{x X
Xgreeeaxy) € x,} pura (x)e §ol X&)

P
dérinido por f «n x, 8std8 en el Bubgrupo(\y[x) es nect. i«rio y «uficiente gue
Fxx ...X -U
(%, 1° ’ p}
sobr'e un conjunto de la formag

x. ¢ Ug xz € ULxljg...,xp € ULxl....,xp Je

1 -]

donuc: U @s un entorno de x,

IV.4 ~ ramillas de soportes

Defs wea s ¢('|X,5), 1llamamos soporte de s ul conjunilo de € X t.les e s{x)4 Ox.

Es cluro wesoporte de s es cerrado en X,

Detf: Y a @ una Twmilia de subconjuntos cerradus de X,
L]
Uireinos que ® es una fumilia de soportes en X si:

\

’




(a} La unién de dos elementos de  est4 en

{b) Todo cerrado contenido en un conjunto rjue e<it: en @ y 8 td tembien en @ .
Dado un haz de grupos gz sobre X, notaremas ("¢ (§-) & 1as secciones s en
r(x,S") tales nque el soporte de s estd en q .

T.l5 ) resulta entonces un subgrupe del (X,§ ) y se t.ene f\———-) rg(fj.

-

Def: Llumaremos fimilia paracompactificante en X a to'la f milie Qde partas

de X que satisfaega las sigulentes condiciones i

(a) Todo S€ Qes cterrade y paracompacto.
(b) Toda unién finite de conjuntos que estdn en ) , estd on § .
{c) Todo subcanjunto cerrado de un Sé @ tté en ') .

(d) Toda Se Q posee un entorno que tembi8n per: acce a 9 .

Dada una familia de soportes ﬁ en X, y un haz 3 sobre X, notaremos:

cnld . § ) =T Gaix,S )

Def: Sea X un esp.icio topolfgico parucompacto y f un | z de conjuhtos sobre X.
$1 para todo x€ X, existe un entorno U de x nue v irifica la condicidng

(Toda secciéin de § sobre un subconjunto cerrado e X, contenido en U,

se prolonga a U}, entonces diremos queS‘ es mudc.

c
o]
-
*e

Sea & un haz de grypos sobre un espacio topolégic:H paracompactao X,

Diremos que = @s fino si el haz de anillos Hom2 (& ¥ ) es mudo.

Def: Sea X un espicio topoldgico,iﬁ una familia parecc pactificinte en X y‘F

un haz ds conjuntos sobre X.'

Diremos que .d es mudo sobre @ si, para todo 5¢& b »' 81 haz inducido '5:

[




es mudo; o sea, si para tode per S*', S"e¢ @ con 3" !i', la restriccion

(;i.) .‘-———-) l.c;") as SIJ!‘yBCtiVa.

324 X un espacio topolégico, § una familia paracom.actificante en X Yy

-
o
-
-

& un haz de orunos abelianas sobre X, diremos que & es fino sobre

¢ si ?lq es rino, para todo S

- IV.5 - Cohomologia a valores en un haz sobre una famili de saportes

L4

Dados un espacio topoldgico X, una tumilis de sopc tes Q sobre X y un haz

sabre X, llameremos dwtx,sij al n«ésimo grupo de coh mologia del conplejo

¢

c;tx.sin n(Chid B )) .

|sorema IV.5: Los funtores \gn____,r&g, Y 5 H;(X,F\ ) son

isomorfos.

Dem: Hesulta evidents a partir de que rb es exacto e derecha y se tiene la

sucasifdn exacta:

0 ~————§ ————)—ﬁ‘;{X,-F‘) —%%(xty‘) — =M eeaeen

con lo cual, se obtiene la sucesidn exacta:

\

u | B
>C(§,§) —CF %) — ...

0-—--—}%(3‘)

Obs: Dada una siicesion exacta de haces:

0 D' ——DF ——pF" ——>» 0

se tiene una sucesidn exacta de complejos:

0 > GG, 5 ) =P, F) ——C Q5 — 0



de donde sc¢ obtiena una sucesién exacte larga de col:omologia:

0 > ) ——h ) —TF ) — f%(x.m — nlq)(x.xu —

i

i i i 1
""‘-"" R -———-ﬁHq)(xog‘:.J "“"9H¢(X#§;J -——)!-;(x.&") ———dy H ; (Xulg")

FEUHLMA IV,6: Sea X un espacio topolégico, (I)‘una familie le soportes en X yts‘

un haz sobre X. 5e tiene:
P%{X,S") = 0 y para nz 1

en los siguientes casos:

la) E1 haz & es flacido.

(b) Le familia‘ﬁ) es paracompactiticante yé' verifica que pura

todus S5,9% g) tales que S'c Y, la apli .»cién de re-triccion

por \:-j)s--)?'-[s') as suryactiva,

Dem: Ver \6)" CaD-II.4 .

IV.6 - Cohomologla de Cech

3ea X un espacio topolégico y W = (Uj)j. 1 un cubrrdento de X; deda uhn

n+l -
n+l-upla en I » ligylyeess,dy), notaremos como Uy ¢ = Uj A Uj{\ NYy
o n ) n

Dado un haz & sobre X, se toms un buen orden en I ' s define el complejo

c’ (‘L_,S:‘J f@ ygru,.0n abwlianos de la siguiente forma:

p - 3 ’ N
WL F ) '%ngpflulo...ipj EN_)
y &’: Pl F ) —— PR,
P+l
p - k.
(d d"loln.]",‘_‘l ki’;’ ( 1J 10.-cikn.ovip+]_ Uio"‘ip-{-l




A P+l o
Resulta fAcil ver que d 5 d « 0 (p20]).

Ouservemos que se podrfa tomar Tff(u ) » co la condicién da que si
-3, 1g...1

o€ P, & s ot «0siexiste 1 =4 con g4 yob; . sgeol

looooip ld..- n ('i.o}--c

i © es Lu permutsncién gue ordena los indices de menor a mayor.

Def: wen X un aespacio topologico y‘u un cubrimiento de (. Dado un haz de gruoos

A ]
abelianos ?\ sobre X, se define el p-esimo grupo de cohomologia de Cech, con

respecto 8l cubrimiento ‘u, comos
vp P, e
oUW, § ) = (7 (W08 ) ) (pz 0)

Dada un morfisma de haces f: 51—9 % se denuce er torma evidente un morfis-

mo f‘: i—liptfu,si) —-—5\}’1”['14.,%) para todo p2 U,

v
Veamos aih: ' otra formo de defintr Hp("U.,;‘ ).

Dudo U abierto en X; MU = (Ug NU)j7 resultn un ¢ brimiento de U; adamds

58 tiene iy U ——p X 1la inciusitn. Si p2 U, considere: 3:

B Sy - T MUy g )
¥ ovig ° "’

anuon(:f.:sgp(m,g'\; resultta un haz sobre X (ver {6& Cap.: .5.2) y se tienen
cComo untuis, dp :{JT[QA,F; ——-}&FHJ- (Q».,‘S:‘)

Entonces, es fécil var queg

p PN
PGS (W 8 ) = C (0, &)
Esta férmula nos conduce a definir, para una familie T() €3 soportes en X, el
complejo:

C;(M.FJ .%(gp(m,si,,



y sc designan los giupos de cohomologia de este comple ‘0@

gl & )

o
Observemos nue exisle un morfismo candnica j:E(—--}\f, ( i+,& ) definido por:

si o€ ?(Uj antonces j(chi as la restriccion degsta UN i + Es claro que d%3 -0
o

0

TEOHEM” IV.7: 44 g1 cubrimiento U es ebicrto, o bien ce:rado y localmente finito:

entonces, para todo haz Si la sucesion siguiente e« exacted
0 1
3 d 1 d
0——)51 —ﬁlg(h'g, —-—-—>§ (QN.IF‘\J —"_>""".

o sea,'@"(‘t\..g‘) es una resolucion de 572

em: E1 hechn de rnue J es inyectiva resulta inmedieto & «artir de las proniedades

elementales de los haces, lo mismo que Kerldoj - m{J) s1W es abierto.

1 ‘W es cerrado y localmente finito, nos remitimos 1 la demostrecién de

(6), I1.1.3 y TI.5.2,

n n+l
Falta probar que Im{d ) « Ker{d ) st n2 1.

~ n+1 n+l
Para asto consideramos sn x € X un germen ot deg, { k.Sf Jx tal que d (L) - 03

existe un vntorno abilerto U de X tel que A as el 1« cesentante de un elemento
N+l

enf (W, ).

5i . as abiert# se puede suponer U("\Ui para algGn Indice i, con lo cual

unuy "'1"'1r - Unuio"'in para todos 1,<...£& 1,3 se define asi
o A

~

n
Bet (W, Py oo =% Nt "1
f o) n [= B s} n

n
i .f (-1 .’k oL

se tivne que (up}iO. im0 1ee deeid, g



pera, como das0 4 resultag

nf
oL, - - < I -
J,o.-.inl_l ( lr IOttoik- nin+1 D
ka0
en A, e Con lo cusl d3= ol ,
10...1,”_1 ' (3 \

51 W es cerrado y localmente finito,' se nueles sunonc., tomando U swficiente-
mentc pequeio que (L es finlto y que x ¢ Ui o para tado 1 (reemplazandofl& por

‘b.n U). Como x pertenece a todos los U 58 Juede considerar el
io"'im-l

valor en x de 1a seccién oLj_D tha como d&.+« 0, r:.;ultag
L X n+

Eli jamos ahora un indice 1 cualquiera y tomemos:

(> -
10...1nl’<1 dio...i...in (x)

como hay finitos 1, se puede euponer que U es tan p -~urfio que los gérmenes

de secciones as! definidos se prolongen a secciones 51 1 € & (Ui 1)
n..‘ n o.’. n

de donde ,ﬁ-e(ﬁ“(%,? J{U), ¥ es claro can la misme ‘uentea nue en el caso

abiertao, que les secclones que cComponen q(by oL tlen..n el mismo valor en xj

coma hay un nareco finlto de tales secciones, se pu .de suponer que d {3-.0L o

con lo cual quada probado el teorema,

iea & un cubrimdiento abierto, o cerrado y localmenie finito dd Xy para todo

v0 v0
har §, H (W, J resulta isomorfo e T"(X,& ) = H ( BN

S5e tiene por otra pirte el siguiente resultado:

TEOHEM) IV,8: jca X un éspacio topoldgico; “un cdbrimi. to de X, $ un haz sobre




Xy ¢ una familie de soportes en X. Enton es:

r%(%;?)- 0 (n31)

si se cumnle alguna de las sigulentes condciones:

(a)W es abierto y & es flécido.

{b)w es abierto; es paracompuctificente y $ es fFino sobre @ R
(c) W es cerrado y localmente Finiio, d e n racompactificante y

verifica que si S*'y Sed® y 5'cS  ntonces la restriccién

s (5) (S’ ) resulta suryectiva,
—_— )

Dems Ver (6) I11.5.2.

S¢: tiene sdemas (ver (6),11.4.7) un morfismo cahdnico:

\}’!"(q*"g ) —> H’le&(J

TEOHEM . IV.9;: “ra ‘L. un cubrimiento abierto de X y"&{ un Az sobre X. Para -

los morfismos canénicos:

ﬁ“(q_s_'\;:’J ——9#1[)(14:)

seun biyectivos es suficiente que nara tod.: n+l-upla i°< e <1n en I.

va
Wiy ,,.408) =0 ax1)

ver|6),' II.5.4.

o
[u]
3

o
-

Sean Ok = (Ui}ieI y W - (WJ jJGJ dos cubrimientos ¢ un espacio to-~ologico

X, Dipemos que’»f es mas fino que L. si exi<te ta aplicacion © t J ~——p I

":l\j C UeU) , Ppra todo Je&J.



Sig es un haz scbre X yw un cubrimiento mas fino que Co Y Q una familia
de soportus en X; se tiene un morfismo de comnlejos:
" » L
01 CQW.?J —> G
]
o («) es la restricci6n a W

Ccu
Jooonjn JO"'Jn e(JQJ"el\jn

L]
NDe la misma forma se abtisne O :g,.('ﬂ.;‘, ¥) ——> g.('\*f ™)

TEQUEMA Tv.103 i " @s mas fino que “w y 8, ©' son dos wlicaciones de J en I

tales que ':'JJcU y WJ c u s nNara todo je Jd; entonces 6.

oli) e'liy)

Yy 9'. son homatépicas,

Demy Ver {(6), II1.5.7.
Luego, i°f es mas fino que W se tlenen morfismos randnicosi
wn v
Htw, &) — H (e, 8
vn v
Hy o, &) —— H(n8, ¥ )
para todo haz & y toda familia de soportes § .

8i considerumos ahora los cubrimientos abhiurtos de de la forma Q.\..(Ux JxeX
tal que U, es un entorno de x, para todo x € X, se tiene 1 le familia@.,(x) de

tondos los cubrimientos de esta torma una relacidn ue ord ng

A ¢<fsi y solo si ch Wx , para todo x € X.

51 U << W8 se ticne: morfismos canénicos: \

'3



Cg,(u’. £) — 0hOu, ) —> G5, 5 ) — CMw, )

para torlo F haz sotre X y toda familia de soportes ® :+ ue induce un morfismo

ﬁ"q,m.-m —ei%w.é; y T, & ) —p 8" (L)

Definimos C%(X,?) « lim C_ (W, & )
@, (X} ¢
C*(X, ) = 1im CMA, & )

N

x

)

de donde, se Lienent
n ) - n ?_’: o lim L \'
Hl %8 ) = Hy & (062 )) @1:%3(,&%(1 5

H'x, 520 = H(EM X, 84)) = 1ip H'(w, &)
@, (x)

105 grunos ue cohonologia de 8eoh de X con saporte en y & valore« en K } Yy los

grupos de cohumologyla de Each de X a valores en & , re ‘ectivamente,

H1 U es n curimiento de X que puede s-r refinad por un subrimiento abier-

to, se Lienen morfismos candnicosi
v B 2]
HylU 5 (¢ ) e H (Xy'& )
P ¢

esto resulta pues todo cubrimiento de esa forma tiene 'n r'af‘inamiunto"t.e@bl)(),

se toma entonce: la compasiciéng



(analogamente, para \I:{.[‘L«,Sij —_— FP(X,J-YJ )

Este moriismo resulta independiente del refinamiente. C-’Lr'.lls'gidcj (ver(6),11.5.8)

Se potria decir en clerto sentido nue Ff’q)(x,s'} (re: . il"(x,;( )) reculta

el 1imite inductivo e los WQ(QA,‘E‘) {resp. i’-ln(‘L..S:_”, ‘usndo W recorre todo-

los cubrimientos abiertos de X. (En general, la familia ¢ Lodos los cubrimientos
abiertos no es un conjunto ),

Es claro, -or olra parte, que si X es cuasicompacto -ara celcular los grunes
de !5ech se puede tomer el limite s8lo sobre los cubrimier .os finitos deX.
\

TCOEM® IV.11: jea X un espacio topolaégico, @ una famili: de soportes en X, y

»

supongamos que todo Se § posee un entornc en @ .

”
Entonces el funtor Eq)(x, ) transforma la: sucesiones eractas de

h:ices en sucesiones exactas de complejos.

Obs: Los morfismos canonicos FP('L., S‘I) — Hn(x. )y '%(QH'F‘J) —_— HnQ(X,.FfJ
inducen morfism:.s Fl"(x.si; ——-;Hn[x,sr; y \H%(X,,SI ) ——p H%(X,'gl' )

respectivaminte,’

TEOREMA IV,121 Sea X un r-spacio topélégico, & un haz sab X y § una temilin

parac::mpactificante en X.
Los mnrfismos canénicos:
v n )

H-le.&*} — HQ(X. K.)

son biyectivos,

Dem: Ver (6),1I.5.1U.1, pag.228,



1Y

i1 X es un uspaclo cussicompacto, la familia e tod .s los cerrados de X, 0 la

que llamiraemos ‘& es paracompactificaenta, y \I:Q_[X,% j = ‘ﬁ’(x,g;, con lo cuel

reosulto que i X es cuasiCompaecto, H‘(X,S«’) - H"(x,ji), . ara todo née Ng.

"
Iv./7 - tortismo canonico untre ‘Q’[)(J?¢y QO(X,E(J

P
Nados un espaCio topologico X y un haz § sobre X, recordemos que{(x,g’q
p
se gbtiene tomundo limite de {» (’1'—0.,81} cuango "W recorre a familia de cubrimientos

de la rorma . Wy )xex ¥ Y es un entorno ae x, pare t:do x € X.

ror otra parte, si (W \Ux Jx x Y U es un abicrto ‘e X, sl grupo é,p(‘h,.slj\U)

es el subgrupo de TV i.(S:(U ))s formudo por toae: las oL tules que
o

x ...x
X . .X P
o p

=3 . - .
a U sl (xlste xy = x3 con 1 § J,t - g7,y ‘sl
xo...xp i J ’ xo...xp lon...G[xp)v

8s la purmutacion que ordena 10s x4 de menor a mayor; de-ule se tiene un buen

oraen de X ti1jo e i: U &——P X ec 1@ inclusion.

p
Dorinamos cntonces 1p :{s.p\‘h,?'} —-—-)_60[)(,&} , Ucide O [Ux Jxex
Para esto, duad; U ablerto en X; si oL @s una seccior --obre U de gpm.si); o

D
san, e (og( L..x ) se le asigna la seccion de folx,s-'\) ¢ bre U dada porg
o p

t.(xo....,xpjcﬁxp cs la olase de oly en Fxp.

ae--Xp

La @plicacion queda bien definida, a partir de le « racterizacion que se
hizo en IV,3 de ffz(x,?i) y es trivial ver que los siguile ¢s Jdisgramas resultan
conmutativos.

aP p

;”w.m ~——-—>{e+1t‘h.9<)

1 l
) p Vv dg P+l
fa(x &) _.__.._._)fp (%, &)



con p20; ¥y L un cubrimisnto de X de Ra forma L = (U :. 'xex

81 W cg APy

NN > L)

o N,

R

p p
Con lo cual, se tiene -% (X8 ) —QQD\X,FK

(3
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V - PROLUCTO DE INTERSECCION

Cl objetivo de este capitule es demostrar que, en Cyss0 en nue X es

un esquema fegular y notheriano, el producto Hp(x, =}‘(p)xH Xy Kq) —->H°+”(x

» Kpia)
inducido por la definicidn de .y :§D{A) X Eq(B) —> K I.‘(AQBJ dada en el
Capftulo II, coincide con el producto en el anillo de Ch: ; de X; es decir,

que el sigulente dia rama ss conmutativo:

aQ +q
H' (X, Kp) = H(X, Kq] > £, Ky )
q . p+q
A 1x)"x AT(X) S5 A"
V.1l - Construcci6n da ':I( \
Seo X un esquema, entonces existe un cubrimiento (! )ieIde X tal rue

(Ui, 0)('Ui ) es isomorfo al esquema afin Spec[ﬁ\i), para ¢ .gdn anilla Ay , ¥y

para tacdo 1€ I,
Es evidente gue con el ., del cepftulo II, se tlone

KN
Ko (U ) x KqlUy) SLVESN KopqUgx Uy ).

Si x¢€ X, existe UJ € (U4 1 tal que x € UJ y toman: +

(o]
Do)y @ KW T x K AU ) ——DK (U x U ) —— [ U, ),

donde N\: Uf ——>Uy x Uy es la diagonal,

Como para defin‘r el producto basta definirlo en c¢ !a fibra, se tiene

K LXJ x K [Aj —_>.—n+ql } . (51 xe Uiﬂ Uj y Comn Uiﬂl1 también as un es-

quema afin, el producto coincide).

Sea uhora Q= [VJ )JEJ un cubrimiento de X; _;e“;,,( 2 _“) y te_ﬁo[ Xo =,|}:



e quiere definir s. te fmﬂ.is )
K P+

q
Gi tomo W x (L « tvi x u:j }1 " J;(\-Lx(\k resulta un ciirimiento de X x X.Tomo
+Q L4
conces s x t W xW de la siguiente forma:

entonce x c(? \ .gpmJ g
(s x t) (x%)¥) = s (x) . % ty)

1 i i ..;"1 i’ oo.i 0-.’1

l_OJ.)U:]_J‘IJ svt p+q3p+q b o Kk Jp Jp+q

¥a que si xe Vio' .'.5_D”=P xXe Vio Py .‘ip

si eV, = y& Vv .
booojp_.'q Jpooon+q
¢ K (v )

y K\
T i .edd
p+q o p+q

8 .
i ...1 1 .O.l
R

v KV, .
J eeald ¢ "4‘( J eeed: )
u P+ o p+q

& ,
J! ..'.Ji

B (YR8

Pur olra parte se tiee. &% @””‘mxm,gam ) —> g}’“ TL"'Ep«:)

»
doda por siien), ;o ooy s o5 ,0) WYy ia
Mg CY P+q p+a TR

Ly SBViuwtile Hue \A'hxj cunuuta cun los Muriismos au Lur 1 oW par lo tunto pusa

dw uufinires 1
. MO K +q
ecss WP ) x W ) — WK )
y,tomendo Limive sci1s los cuurilwivntos:
s . A +Q, o
" FP(X,EDJ x WX, ) —— H DK o)

v.@ - Copparecion de +x-Son el producto.del anillo de Cl-ow,cuando X e: reguter,

Dedo un e:.quema X regular y noetheriano,'se tiene " a resolucién por



hacey (iacidos de K; pdada por t

Kp —_— 1t K”lc(xj — 14 Kp_thxJ e T I
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Kok(u)

xch, nen e,

donde X @es el coijunto de puntos de codimensidn wia 11 X!

Recordewas adends que K (X as el haz a .ociado 0 prehaz (1K (v
p( o b (\p( )kﬂ abierto en

Y que la imagen do d oson los ciclos de codinensidn poiinealuwente aqu

o Sera,.

PAOR_ V3l vea V shierto en X,entonce: €l -iguientc (i givwe s conmut:
‘ ' : K (v
K (V) x K () ey K (V)

d0 x do go

»

44 2 Ll Z e, L 2
x &V yG.V t eV

donde,'.4 ©s ¢l producto de inter:eccidn AB(V) X A“(v -—p AO(V)

ivaelaentes

«livo

031 x4y
5% %,y V ,entonces Xe{W =
o
®x sl x .9
y& que tanto f;} coma &y} son camjoneatas conexas Jdo %Y Jos suntas

genéricos de cad: componente conexe son uno,

Uen: Sean Pﬂ\(lg)(V)

(d, x d )P0 = L(n;(),.(my“x( #i sidim | (P My mmMy_)uy ~m

y eV

vy ld x qutP.\u - ‘“'x:'“y’x ev.

Por outra ;@ rlte:

. P,u) a(Prei
Kt 1) Lrj“:;)

Y



7?

dy-x Py 1) =  dime(, (P, ® N llxev = (n

.m )
V,x o XX xevo

PHOP V.23 feu U un cubrimienta de V, con V abierto en X: el siguiente diegrama

es conmnutativo:

KolV) x KO\VJ-_-EE.:.E"—) éc’ﬂ\,lg_ xgo(fu,xo;

e .K

KolV x V) -—-a-E-—-—.;‘P ﬁot(hx('-i..ﬁa)
Dem: Se'n P,Q €K (V)3
(,50 XBO)(P, Q) = (s,%); dondsy
S, u, —-——)Kowi). 8i\x) - Px

byt Uy 3K LU ) L) =

.K(S't}{i,‘j) - .-3:“21:‘j : Ui x UJ ——-}Kowi X UJ )

lsy «t,)00y) P ®Q

Par otre parte, P, Q@ « P®Q
K 0

vV
.~ e . y
do(p.Ku)u'“ Ji x uJ -—-—)Ko(ui x J)
QOLP.K.’.])“'J}b:,yJ » Px “9)'

- éo
Qbs:(1) s eviuvente e KDlV x V) ———-—-bgo(u—xu ' Kn‘

J# J

de, "“22"""“9 Go‘ut Ko
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es conmutativo, para V ablerto en X y Lcubrimie to de V.

(2)0a 1as praposiciones V1 y V.2; y de lo anlerior se deduce que:

A (X x E(x) ——-—-—-—)AO(X)

! |

H (X, Ko JH (X, Ko J———=3H X, 0 )
es conuutitiva. 1

PROiY V.3: Dadas peq € Ny 0<&i<p+q y V ablerto en X3 st tiene que los siguientes

diogramas son connutativost

(1) _
K

KU VD DI U VDA WD) e G (), () )
p-g; .
Id fRra=1
;BV X aV'x'W

e N LW
Koot i1 g VA VIR U VI VDI G eIy V)
(2)

Kp_“j\gjwummlw)xKa_Ltg:L(vum‘_d\VJJ\r'-‘a S UNULT Y )

-L p+i
N d

p=d
=27y %] -

Ko (vi/e o V) )xK
J+l

K
e t.g",L+1(vJ/ML+2{vJJ—-) wu—i\-‘l%_,ﬁ""v“—"-‘ua“’"V“

g-L+1
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donde: X x X es el esquema producta nue result: regular y noetheriesng
pues X lo esy gi(X) 8s la cateyor&a de haces (: herentes robre X con

goporte de codimensidn mayor o igual que i,

Nl emas i- -
rdemds, SV‘ Ki(gle)/Ak"llV” —_QKi-l(Mk-c—J VJ/@fk‘_Z(V”

astd dndz oor:

0 —-—){Ek‘_llV)/_Mk_'_.dW)J -—9M,((VJLMk+2(V) —--—)Mk(VJ/,;Mm[(VJ-——-)U
La demostracidn es obvia a partir de la propie.lad II., dal producto.

COR: Dndas PN, + <1 <prq y V ablerto en X, se tier que el siguiente dia-

-

grama es conmuiativog

0 1t
N < "H[.-i i
J‘fi(ﬁ%\l Rp-gitix) x L Kg g kiv)) - —> 11 K k(e
4wl X j y,e\[L tEV’i
2 (5p\-,,d x 1d + (o1 )P (1d % 6° &) ghra-i
N v
, : n v
g iy e Ix AL K ke @ (e
JH -1 xV¢ jel ye.Vt_ Jubad K ,
: > k(e
el L1 K ki L : t' e pra-1-11E")
xey- "I g y'e W .IE‘L’lkly')J 1+l
J LY



=14)

» , ‘
con Ai. K ra-tt La, v xV)/L LV x V) -———)Kp . (8. WJ/L“i l(v”
inducida wor A: V —=23V x V1 Alx) « (x, x) { ver Anéndice de

este capitulo)

PAOP v. 4 : Dados p,q € N s0U<h<p+q y V ablerta on X y )n (u }1"[ cubri-

mirnto de V; se tiene que el siguiente diagr .na es conmutativo.

| oy
G k) x4 k) s - LK)
| | .
aLx id + (-1 )ilid x ai)- 6'\:3(\&
\L RINFa
141 'y ¥l . £+441 .‘
4 k) = Lk 188K x § k) > 7 g,

K :@iLM.Kp] xgdﬂ'«.Kq) -———bg»iﬂ(?&x% 'Km-qj estd4 dada por

(L Myt )) (x,y)e s Clx)ot ly)
K thsO}""'li-}-Jsi'l-J) 10..“9 K ai“'ﬁii—J
(Por abuzo de notacidn, seguimaos notando como s a s )
l 'I.l lJ
o i A 10."114-.1
Dems Secn (o tjeé’,i((:_-. K ) xQJ(M,K ) '
Do e G (K a \
1+341
I+]
(e . (s,t)) (1|lst ~
‘L/’él'“' K \loso,‘..lli'f’J"lBi*J"'lj k.za' 050}..(1ksk1'-(11'*;"‘i a.i"
i i
X K . tf‘ .
a } (—1) S N . t ( lJ 3 . t AN ~
";(;._. 10'..]-'(..'11-’-1 K Bi+1o--81+J+1 k i+1 00-111 K 10.5 a.bi J+1
", < ~1
ol 030. ‘i( ’3 o daendy,

I'u0

~J
(g, M) Z -1)"¢
[V 1(]"'1J+J. “ 5 io".ir.”i.}"l



1

\

l.KolQ& x ld )y,

t))
(louo}°°"(lirj+131+J+1}

\l
- C‘}(";J . t »

L 1{""ll+l K gi+l"'si+J+1
1.1
,> (-1 }r :;1 .ooi t..l .Kts ..QS - ( . " ,
ro 0 r irl 1+l 1+3+1

L-K°(-111(id x 3 )(s,t)]

coell
S TR NLIVRE
1 J
- (-1)s Q) t) -
1.0.1, kich, ByereSy, i
i L r
w (-1)s . (=1)°¢ A -
10...11 K =0 8100.81+r09|81+1+1
13 ;
rk
- (‘l) S [ t ¢ e -
rl—a.. 1()...11 K 5100031-*:‘0.051*‘5*.1
1+3+1 : |
. k
- (1) s ot A - (a9 w)
k-.a‘- 10.» oli K ai...Bkoo.Si+J+1

e ve inmudiotumente que | » x J + ( x m & ) =» ( x ), que es lo que se

quuria probay,

COii: Lacdosp ,n € Nb.{lé i<p+q, V ablerto en X y W& cubriniento de V; se tiene

el siguiunte diagrama conmutativos

3 A
G j}"(‘ui,l{p; x & (WyKq ) —_—K

lljni
; 1
Sy id ¢ (1) (1d % ) <)
ltﬁ%d( o dd e LR xS, ,

s Lrl o w e a: $+1 Ao sin .
L-i?i 6 7 gL ..Kq)eﬁ"(\aﬁp)xﬁ (WK, J) = w0 (Q&’Kpm’



PP V.5; El wefiso inducido en Ap()() X /\q(X) por el

Oexny

V.3 ¢ el producto de intersecciédn cléasico.

Ce tiene;

A1 Kk(x)x_L Kkly).__'&.; 41 Kl<lt)
xevp veV téwmj

U a

KolﬂpWJ/;‘pu(V})xKO(_lﬂq(VJ/;!q_wﬂ3-E%QL%stXVJ{gp'Pq.&¥XV

(bsy

\

- lagrama de la Prap.

..._._.) 1l Kok[z)
zeVv
P+q -

R

‘ﬁ-—)‘&,(ﬁ (vim  (v))

P+q 7 pra+l

Pero .K(E F) - EoﬁbF si (E, FJe Ky (V)/H, V) DK MLV /MG 4 (V)

v

, n m
o sce que, usi xEVp e Y€Vq ’ -K(k(x) ikly) ) = k(

Pero,cn i\p(x} P Aq(X}; 8l x€ Xy @ y& Xq raesulte que

i
G1 en los propnsiciones en las cuales aparece$ (1

i

{donde £ (xgﬁ,r) son las sacciones no necesuriamas
o i

proposiciones continuarfan siendo verdaderaa. Adem

V ibierto en X y para todo (\.n. cubrimiento de V, qui

i J Dot e
g ) x BT ) 4

AV

I Jeop o oY . op ird
Bghals ) xS K ) k> §

4. 1% p: u€ J< aq; son conmutativos,

Por otre porbe, tente (f:(xu,_lsp))0$isp y coma (4f b

xe X,

‘n.m
:"ivy)

Xoy - (xxy )

K.) aparecierafi(‘}; K )
r o' Thp

e continuas), dichas

iy @8 tiene, para todo

los diagramas;:

Lk

£DVI)

x'\gp,pq )

-1 Uy 390

re:ralucionues de _f_<p\ por hacer fldccidos; por lo tenr;i:o.' cama

K G L —--—?K 1nduce un Gnico morfismo de

‘p.,—

(8] a
WX ) x XK, )



N . .~ . . :
1:0) n'”"(x,_l_(” J: rosulta que el morficswd inducido pay:
=41

A, . .
(X, K ) coincide + mn el producto da
(o] “Peqg

p . - A FT
ﬁ ( -"tl}o} "_gu(~ ksi\.q.’ ——'>£

0

imMtereecclén,
Vo3 ~ ':[u"m:ir;(.

. *
Det bk s l.H,)U{ A H Kp(x X XJ —-——) Kn(X)
En el préximo capftulo definiyremas, en general, st ' X —> Y as un
moifin,g de asouemas la aplicacién f" : K (Y) — (p(xj inducida
p )

por * (pem |
(]

» L ST
51 (E,& J¢ K (X x X}, definimos A\ (E,¢L) « (A Eysv<t) , dande ¢
] n
-t -t -1 iv biert Xx Xy n es tal que €
/_\JE‘A () v OX,A- (Vj'a es abierto en X x Xy 11 qu v

n
es <ita iy directo de 0 .
X,V

re:ulta un 0 -~ mddulo proysctivo.

o

»
y /L

A!l"’. xodlt\“

- c-LV._Qid n

s aqut loa axiomas 6 y ? que varifica 1 anitlo de ChoW
IV P ik ] s X o —
regulor Xy vomo ATIX) = H (X, B, ) 51 X ¢ v eshueme regular y

w1 provtucto dofinido en .ambos w1 mbros coine de, los uxiomn: <e

vt dfdtenr Loabirn on H\)‘(J.

Syt G a1 subvariedades de X quo se intors: a propianente (es

Y, tod Lompomente 1rreducibile de YN Z tien s codlmensidn igusl A

ool YO F teydam Z), puitttg escrabirses

T.Z "Z i(Y,Z;WJ).WJ



. »ioma 7:

S ————— c——

donde la suma recorre la:s componentes irreducibles WJ de Yf\Z. y donge

1{y,Z;WJJ es un entero que dajende solomente de un entorno del punto

generico ve W snﬁra X.

51 Y es una subvariedodd de X y 2 es un divisor de Cartier efectivo
que 1nterseca proplemente a Y, entonces Y.Z os el ciclo asociado ol

rdivisor de Cartisr YN\ Z 3obre Y, que se define pestringicndo la ecua-

c;oﬁzlocal de 'Y a 2. ‘ i ,g?¢ﬁ
I . .
i ot .
I L .
; .
- !

i T
v ﬁ‘kl

i o

]
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VI - DEFINIGTLGN Y PROPIEDADES DE f* Y f" y DANO UN L RFISMD DE ESINIEMAS £

S

Soa f x --—)Y un murf;smo de esquemas, S8 ticn  entonces un morfismo

T et .pu?n (h base de X np ‘@) ospaclp de buse de Y, y ira cuda ablerto V
W gl

el ceuspacio topoldglco yytun morf__i.?n;o de &nillos de O v en OX,\‘")(V) .
:\ 4

vi.l - bhafinicidn de 1"

ea i € No' definimos : f*‘:Ki(y) —_— Ki(x) camo f"(E'o(_) - m)

ctonde, di.do un shierto V de Y, EV es un q{ v—mdciulo pruoyectivo. (Es decir, exis-
?

te alyfin nelN tal que EV es sumando directo de tJan)
?

¥« n el

Definimos entonces £ E| _ - e 0 -1 que resuXta un O, _-) .., -mddulo
\ﬂ V’

mroyective porgue 51 § es tal que E, 85 OYnV , enton s

n
(0, y® O ¢-1(v)

Oy,v

f Dk' =1 ., =ol id <1
. o T v O, v
Ge vk cloramnte que N esté bien definida y ademds 11 'uce un morfismo al

(€, @0, L)@ °0, 1y ) = (E,85)@0 )

0v(..\/ 9 ,v' O, v’

si, ocaoa[xl,...,xl '1) ¢ E > E, sa deflno

X, f“1(V)

i
que tiabidn Ylemaremos #* entre H (Y,8i) ¥ Hilx,§11 en -a sigulente forinas

il (" ('Jjjj .y €5 0 cubrimiento de Y y se tienen secc ines
P d d V - : n a'-(
fooeedy PV ey, TRy g de donde Y,y Y Wy,

s tora a1 cubrimiento W w (UJ )JEI de X , donde Ll\j ~ f"l(VJ) y la=z secciones

} dadas por:

( #*s c U —_— K (U
Jjo...;li Joevedy il dpeeedy

, 1
(f;!‘)‘]u""’jlh, N F*(SJ "Ji(y)) € Ki(f (VJ )i Ki(u v 51 F(x)’y

Jo...Jij

Oo

o] "\ji
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Obz: f* conse a le codimensidn,
™
5.: shorly f3 X .= ¥ un morfismo dae esquamas, Supingamos, sin pérdida
de génerclidad que X 8 Y.son conexos. Sea n = dim Xy m « dim Y,

befiniyumos ahora , :n 61 caso en que n 85 menor o igual nue m,le uplicncidn

-] 1
Fa s H (Ko Kqog ) =——DH (Yy Kng) , 0€1&n,

Foedimos que f svua un morfismo proploy en este caso, ls Imagen por f de
cualquier conjunto carrado de X serd un cerrado de Y,

L. -1
Dado un cubrimicnte We lui’i(I de X y una secoién s€Hd ("« , Knei!

resulta que fsop s) es cerrado en Y. Puede suceder que im(f(sop a))<cim(sop 8)
o nue dim{sop s) » cim{f{sop s8)),
En el primer cuso decimos que f.s w 0€ H":i(C\P'. K, 1), donde “\a (VJ J.j IUUJ
| Cc
¢ el cubrimiento de Y dado por V; = (f(UJ J)o o1t 3 3o v Vy = (flsop s)).
o ;

En €l =segundo ciso Consideramos a ff como la composi: 16n de los morfismos

f, e 1, donde fy es la correstriccidn de f a f(X)cY e es la inclusién

del subesuuems cerrado P(X) en Y.

S1 pedicos qua Foe 1 ofy bisterd con definir 4+ fy
" » L] [ ] L}

(1) Definlcidn ve 7 ¢
*

s (E) ¢ &,

i(x). 8 U es un ibilerto cuolquiera de

Xy i:i” ¢s ur adlulo proyectivo sabre Ox U; sea entonces r N tal que EU es
’

. S co
cumen-.o lirecto de i.-;< uf Entonces, dado un uhmrﬁ\e V da 7, uea:
’ »

(fI,E)}\-/" [ L’-I(VJ (mirado coma OY dedulo)

*

i ~ ol] < B - o red . -mB-
]"OLIV Lx(v) If I(V) ——-9L|f 1(‘” (mirzdo mo morfismo de DY,V mé

Julos,  sea:

(fll)(a.: ) - f'(t:\).'x (x), si anY'V )



u?

Pora que: fy l.‘l . resulte un médulo proyectivo s;c;bzia 0Y v 18 necesario nuo
’ 1

:'-,e;»xj.u‘oyieativo sobre 0 .Esta condicibn se si :isface en el ca+-o

UX."—I(V} v Y'V

en que ¥ oes worflsmo propio, poraue entonces 0 _y €. una 0 -68lgebra de
- X, f (V) Y,V

tipo findto.
velin mos ahora  la aplicacidn buscada, a la que timbién notaremos fl .
x
Dudo el cubririento W de X y la seccién s¢€ Hn—i(%'bn-ﬂ le acspciamos eb

cubrimicnto Vde Y como antes ys la seccién lfl.sjem'it“\'",__l_gn ;) dada por

s ) \ —_— KV }y dondu V =(f (U
1“ _j o--J J ccoJ ﬂ—i J oa-J ! .j "'J 1 e e
o n-1 o n-1 a n-1 o n-1

Cc

(fy a)ly) = (s{x)).[ﬂ}ﬂsop s.j)zﬂ(sop a)] , 81 x Bs el punto genéri-
" x .

S N
i co de \YU

(II) Definicién de ix 3

Esta dafinicién no se hard p¢n gen ral , sino sdlo pera una

Ll re especial de inmersionest las inmersiones ceryadas sgulares de codimensidn
d, poer2 nlgdn (1€|Nn
o]
Lu A'as F(X) . A X' puede aspcifrsele un elememto de A (X',gojm["(x‘, 50),,

9 e es la seccion glnabal OLX'Y que @ Cada x € X' le asignc &l elemanto UX' . de
'

K vy ne ticreun cubrimiento popr abilertos (UijieI de X', i'onde, pera cada i¢I,

Ui V0 XYy (| es ehierto de Y,

Ademfs A o(..‘{'Y li: asociamos un elemento de PF(Y,5d) 1 que nate.remos do la

mwlswa forma, Tomuemos el oubrimienta abierto de Y dado po: (VijieIU{xg'x(l:""’(dfl} '

)

A e X &Ll € Xy Y es una cadena de cerrados.( O servor que X' ti-ne

caodimnsién dj.

Ubs: Potemos sunorder que d « 1y si nd, se considera X' ¢ rrado en Xy9 %y en Xa,



etc. (tndos de codimensién 1 en el siguiente)

b yoa entonces it X' «——=p Y’ inmersidm cerrada regular de codimensién 1, Entonces

el apillo local de un punto x€ X' a8s el cociente QY xltfl), dunde fl es un
’ ’

claemento regular (o sea, quae no divide a cero en UY ). Tomamos el elementa
p X

ol.“\_lt H]'(Y,!_SIJ isocindo a X', definido por:
i .

N

d

{ , 1d) sl y¢ X!
‘C{X'J iJ(yJ . Y.y
I - ]
‘QY,y' .1-?1} sl ye X'N Uiﬁ UJ

Ghs: Le multiplicacién por (1- f) es un morfisma inver: ble. (Sa sabe que fy

no os inveraible porque (fl}.OY.y debe ser un iden propio, pero como OY.y

es un anillo local, entonces l- fl tiene qua ser inlersible}

: Kk
Podemas definir ahora, para todo k € N;una aplicac: in i* de H (X', !_<k) en
K+l
t (7, 5k+1’ como sigues

U . [Uj]i(,I un cubrimiento de X', donde, como ‘'mtes ' cada U1 es la

interseceidn con X' de un eblerto V, de Y y secciones s sU —3K (U
i i)..ik io"ik k io..ik

‘e tum: :ntonces el cubrimiento de Y dado por ‘viJinJ [X'c} y las secciones
1w TV, e e Y teles que
G ity F Vigeeotiy S35 LA CHORE W
5 . ’ t d " N
Uads gy W0 = B g ekl dy g () sty e X
tiﬁ‘."ll ,-(lc .. 0 \'o

ool
() ki)

Ul s 1’* cons v 1o dimensidn de un subesquema cerrado,



Verificarcros al.ora Yos axiomas roe deben curplir f‘ y F“ prra que el oro-

89

gucto "« definido de ng.ljr) x H-“(x,gs) en Hr+5{X,5r_+gj ~ea una teorfa de inter-

seccién.,

»

FATOMA 1t €1 producto ) es conmutativo,

d.int= ver .cue el producto detinido en los Ep e: anticonmutativa,

R:ferimos ¢l Taorems 4,3 {(3), pag. B3,

AX10WA 2: Seun FiX ——dY; giY mew=e) Z morfizmos do esqu:mas, Se verifica que

f'uo g'— lg of )'

Basta probarlo para los morfismos f* y g® en o8 K

Sea E" un haiz de m@dulos proyectivos sphre 2.

Sen v oun abierto de 2, V un abiprto de Y," Uun bierto de X,
AR GV E‘ o ump <0 1 g
" g v‘v’n oy °>&~f“)1w—1nwn *® 1) -
ﬁ’((a,';g’,)oq' gty @) F
S((E™ Qb»vox" Lty St id) ¥
= (g @"‘ZFTH Ay ¥

BZ oW N

-(gof} (e" m)f’.ll U.”}
[hat En Los pauos 1ntarmed$ua omitimon , dada la buena de inicién de o~ y g

las bairras gue 1dicen la clase de un elemanto en ,t_S .
P

ARIOMA 3: diian FIX we—mdY § g'Y ---—-—}Z morfismos da asqu emasy que ademds ' BON.

propios. 3 verifica entoncmn aua ($oP)“ cf .
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(Pedimos cdemés que dim X< dim Y £dimZ)
Patdumos suponer, =in pérdidn de generalidad que " {X) tione codimensian

1 en'yY y qua g(Y) tienae codimensidn 1 en Z,

e - imie 1
sea U lUi)qun cubrimienta de X y uea sy

U —PK (U )
5.0..ip p io"ip

Probaremos nrimero que:
dim gif({sop 9))< cdim(sop s)g==p |dim g(s0: fy2)<dim(son t,s) o

dim t(so. 8) ¢ dim(sop s) J

Observemos nue (sop fﬂs) as vacfo sl dim f(sop )< diml=sop 8) y es

igual a f(sop s) sl dim f(=op 8) « dim{sop =),

=) 51 dim f(sop &)< owm{sop &), entonces; '
dim g{7(sop 8))< dim f(sop s){di,m{!:sop .3;).
si dim g{f(sop s))< dim (sop f,'s Js ra‘sultf dim g(sop f,§1<dim(aop A
(consi lerando dim f{sop 's);- dim{sop 8) }; uego se obtiena 1a desigua

dad buscada,
==¢} La demastracién es anfdloga a la anterior,

Podemos suponer ahora qua dim(sop s)e dim g flsip 8).

500N 11T(X) mmem—ed Y3 Jtg(Y )
mensidn 1. Sea “{XY el elemento de H)'LY, %J ast slado a (X} ,sea

>Z i?-\marsior 18 regulares de codi-

JYZ el oelcmento de H]'[Z,%J asociado a g(Y) y sen,°<xZ el elementa

el
de H (Z,Ea) asociado a g(f(x)).

V4 e

’2 . d -
Por definl- 16n, Xz xv'K Sz

Dotlo el cutrimiento WU de X, le asociamos el cu imiento \'7- (Vij:le-\IU(Y-X)

de Y, dinde Vi w (fltlf;))c



Fatonces, (Fs }io' .. ip+1 :Vi() . ip+1-—'—‘-“""> Kp+1 (\.lm. .o ip;.], )

[f'as)[y) . [R[t’(aops“:ﬂ(aop SJJ . (Flﬂnd.lg)"((p-;"')i i lY] , o1 oyet( X)),
F ppHl 0 =1 no

P.ora oplicer Oy ¢ B \/ s8 lua asocia el cubrimicnin Uf- (V"i)ier' (z-Y)}

g"‘lf‘sj-in"dpﬂ (z)a [nglf’lsop s))):R{flsop s)_)‘.l .[!X(F(sxop s ) J:A{sap sl)‘].

OC ”
gl.(. f.s ,-j0° . 'Jp+1(z ’- YZ (2 ,Jp+1\jp+2 -

- [Alat#tsop o)) sRisan s )] g, LA PRI 22
oL 5 s
K { YZ)Jp+1Jp+2(ZJ y siy fl punto genérim
de g ({Z})

. [F!(ggflsop a)))zﬁ(SOA,SJJ«HT ‘(flljp..Jp(B(XHKJXYJpJDﬂ(Y

. i {z) , 81 x & el plunto genérico de f-]'{'i}
K Yz g | :
Jp+1dp+2
» 1
Je nucoslita que oéXY(y) - gl(ﬂj, con/ﬁ EH (Z,_I_(__1 : 1o que resulta
citrte si touwamos ﬂ(z}- (Q".‘z v §) 5, 81 2 ~gly;, (donde ¥ es 1a multi-
hhd |
plicscién por g(l-f'l).

(0" , 1d}), si na. que es inveraible)

12

() [riences, g*[f‘(s))‘jo.”dp l(z)-
+
- [Mg(f(sop 8))1A(sop a)_]-(gl,."fl.‘ljo.. .Jp(ﬂ"”-K

. (aly)). o (z) =
K /bjpdp-o-l K YZ‘1p+1Jp+2

-[!‘l.u(f(aop 8))sRla0p BJ]-(!J:I;"]*JJ j (5("”-K
e e

n

. {0 . (o™
(0 gy T 10,0

(conde ¥* es la multiplicagidn por (1-1’2) ).



Obe: Fara

AXIOMA 4

Por otru parte,

R N O EN U SR (Y ey (2)
Jaretdge Joe .Jp K X2 ‘1p‘1|'1+1'jp+2

si x 85 &l nunto gendrico de t’-l (g-l({ZI)J .

i) / _
Como o< X7

n . n'
(z) es por definicién (oz'g(:,,z’J. goz’z;r';

dolps1dps2
{1 f(x)=y), basta ver que a0 f']_. = (g10f) )' N

Pero (fy j¥(ﬁ)(y) - f'l‘(s(x));‘ si x es punto gen rico de f‘l([;})
91.(f1‘(sJJ(2) - “1,('1,,(5“"” - 91“”1.(5("”

(1yor1) (2)02) = lgyofy ) Lslx)

Luego, beste ver que {gyef ’n y 91.0 fl. coincid a4 on los K .

.1 V ¢ mbicrto en Y, W 88 ablerto dn Z:

f1 (£, o) - (Elf-ltv)."(lf-lw)

»

3 E, « - \f f,
glnulm( ”W ( llslg‘l('ﬂ} ‘1 l.g_vl(wj :

- (E- (E

1 —ll\V). o

o f'olg'llw)} " gty My tgaf)'I(WJ’ T

- (gloF] ).(li, o(]w

esti doumostracidn se utilizé el Axioma 4 en (&) .

gca £ X ——>» Y un morfismo propia. Entoncas:

wioxe D H' [X,Ky )3 ye@Hi(Y,gij resulta que f »<.Kl"(y)) « f (x}.Ky
iel, ' 1 €N, x

Se pucde verificar que:

d i f‘(:.up(x.K1"(;-sop y ) )< dim aop(x.Kf'(y))q—_—_f,d n P(sop x) {dim(sap x) @
6.0 PoxNsopy = @
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Hioudin F{son{x. f’iy)} w dim sop(x. f‘(y)], y f «1of ,
K K ] » N

R P N CAN E A E N T I v

H1 el axiomi: vale para immersiones rogulares y i ra mortfismos tales que

im X e din Ill‘l(X}. (*J - i‘(fl.x.Ki‘y} ~ i. f]“” ().Ky - f‘x.Ky

(1)

vea s¢ Hl(‘/(,léij y sea tGHI'(Y,ISE) » queremas p) :bar nque:

a
f.-li'(:;,Kf-l(tj)[y) - fl.S(V)'Kt(Y)' para todo (JD, ..,‘jlziy nare todo

<V
VS Mot
donde si (Vj ’161 es el cubrimiento daio com s, y (W, )ke 1+ &s el cubri-

alinto doda 2on t, entonces lUJ’JeI" es 8l cubri:lento dedo por:
P =B o
UWIH Ry .

Copoang: nos yue 12>0.

i tbte vier cntonces que el sigulente diagroma as sonmutativos

H.F*')( id:
£, (51 % K 1Y) K, (Y] T ey, Y
iox l A.f,
*K
Kooy s gyl«) Ky 3(X)
o et 1y |
(sly),sly)) ¢ > AR sty litly)) = —3 P PR sty ). (3l )G
@ A B (Pety)) ey ))
(ly 1oLy 3 > PPty ). Aty

donde (1« [R{f(son a ):R{ sap sil
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q): §i(XJ — K (£2x) s un ic

-1

H oy e ver nue @- @ .
Fira (D - R, (‘?-](f‘sty).,(tty})

IFoyr 1o L‘-‘-xf)l'.(i. basta obscrvar que f. copmuta caon ¢y¢-lporqua entonceas
> ’_1 . * -1 ' _-' ’
PGty 1 ey ) - P LDy )1 MLEy D))

y i+ eote Gltimo término , podemas aplicurle 1o hipdtesis inductiva

{induccion en 1), resultando iguol a:

ST rallsly 1))etly)) = P THGUr dly D)) kL))

Supongamos ahora 1w 0,
Sen seHO(K,EOj y sea te¢ HL(Y,EL)

Cen - Se *
Sez yel D""jg_' queraemos ver gue (f’s)(y).Kt{ ) f‘(e Kf (t)iy))

Ba:ltu probsr qua; f“(s(y)).Kt(y) - f'(s;kf“(tj 1))

Pero: f”'(t:)(y)e:'t(,_(uJ g Jisttly) - (E, <)y V es ablerta de Y
L X L

o0
£t . «(E 60" 4, , id), dont ¢ tal EPS <« d"
(tly) =t v) ( v ® X, ¢ 1(\” K@ id}, dont' n es tel que V@ v Oy
Oy,v
sly). £ tly) - (Fo M) _
’f‘tm £ (v)
n 4]
«(F _ o . E )=[F ® E
e 1(wg x,e ) 2 & (%, 1v,® &
Xt V)  v,v Y\
donde s{y ) = cho(x) y F haz de mddulos proye tivos spbre Ox.

For ulrz parte, 31 V es abiorto de Y3

|
f¥F|V - F !F—l(VJ

- (F ® € , 140 )

Fv o Vv
Yo\

v (Ff-l(v')g £,
YV

t

F lsly))etiy)
* K v

Perc: F.(ss“y )‘Kf (tly))

y 1¢ oa{)



Lot s

(11)
“ea 1:X —=-——-3Y inmersién cerrada regulsr de co lmensién 1.
D::dos sc!li(x,_y}ij; teHm(Y.ﬁm), queremas prob r que para tado

vo V (donde el cubrimiento es sl sig lente: St (XN Uy)
‘10""ji.+m+1 J'¥kl
es un cubrimiento de X, y los UJ son ebiertos d. Y y [wl.,l.ﬁ ¢ @ el

cubrimicnto dado para Y con la seccién t, enton as los V

son de la
k .

formea an O donde Uj - U1 para algdn J6éI o U' a Y=X )

tlsty )t (60000 < Laly)tly) 6 K vy )

c * -
SiyeXx , i“(s.Ki t)jly) « 0

AdumAs (1*5)[” -0 =p (1*5.Kt)(y) -0

ly )=

stydx, i (s. 1%)

ly) ~ (8.4 ly). <
ismel K ‘10" ji+m ' i7<Wji+m

ly),

-s (y). " ey
14m Ji+mJ 14mel

Jorody g Ap.nd
Ademd s \

(i 5. t) (y)e (3., &£ . t) (s. t. =< ) C
* K ‘jo""jiml Ko Xv'K Jc:""jiwu-l KoK 'jo”"]i-!-lml

(y)

- (50 t.
K 14myl

<y
K XY ja...\j

y *t coincide con t sobre las puntos de X.

Sean s & iPlK,l'____(pJ; t€ Hq()(,gq); Ax —PpX x X la uiugonal:
Entonces & sate Hp()(,_lé:,) X fith.éq) puade asoci ‘sele un elemento de

hp'}‘q{‘/\ x X;K ‘“d que llamaremas tombién sxt, y 1sulta quet

a .Kt -A_.(sxt,\

f.¢ demastracion es clara por la definicion del o: oducta,
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Obs: Los <xiom:s 6 y 7 del anillo de Chow se varificaron (n el copitulo V.

SA10MA 8: Sea A un escuema, entonces Hl(x,511 ¥ Pic(X)

i)ieIun cubrimiento shie: to de X tal que of U

es libre, y SEHq)i‘OUi“'}L‘ U}_ic 1}).

ee L ¢ PiciX) y Lo (U

-1
Sa ticre :—ntr:aceaniod’J ' 0”1”“3 ""'""'*DU{\UJ ‘somorficmo (1,3 €X)

! L -1
Se connider s‘fc H (X,glj, (Boc)ij{ ) ﬁonﬂUJ- ‘,c!>£- ﬂ%("”

Y
Hemos definido entonces una aplicacidnpfp_.._.) - de Pic(X) en "'ltx!-!s(l}
que rcsulta un morfismo.ude grupos, Para definir la invercsa; daremos dos
vl 1l . »

morfismos H (X,Ky) —-——-}ﬁ (X,0x) ¥ ﬁl(X,DxJ - -~ P1ic(X) cuya composi-
cién scra el morfismo buscado,

. . vl . l u .
(e) Sea s¢ H [x,ox). entonces existe UL« wi)ie cubrimiento por abjer-

tos de X tal que 8 = (aij)'kjeI

R
Pera, nor definicidn del haz 0; 1 tennpr una seccidh del haz sobre
Uj NUy vs lo mismo que tener aiJe_[-‘(uiﬂ, Uj\‘Jx) inversible,

Se tienen entonces (0 530 —v O que dafinen un

hnz loci:lmonte libra de rango 1,

1
(b) "en ahorn sé H (x'ﬁl}' existe satonces U '-Ui)ieI cubrimiento
nbierto d8 X tal que o w bij’i«del .
55,13 0 Ugemesd K (U N L)

Zristen sntonCes, para cada x€ Uin U1 (VLi, 'y ne IN y &6 Auttog("x)
.l ’

tales e no.
C (1] "] SiJlx) » (Ox’x'“x )Cl(l(U_lﬁ 4] ,0

J

¥
Je cuns ders s 8 H
e cuns dera entonces sid Ui('\ UJ-—-—Q waz \UJ)

;i.j(x) ~ det ol



Y7

’ cH £,
¥ { 1

e . LY , m
SR G o A el espacio afin m-dimensionul y tea piX ox A

) X.la proyeccion

. * 0. _
ketentes pog ”g(vaSqJ — WX x A" K ) es ftromorficmo,para
tacte 0 elg.

(i) 5 pucde suponar m«¥, porque X x A" . (% x :‘-\m_l} x Al

(i.i)l\]' - .(mck[xljy)(xﬂ -x » e 0x ] F- X xRS
: .uJCGK

Uit QD, ( Ml - 0 k(’ll = 0 [’(11.

.- N \ 1.5‘ o oo 3
yyul (x,t)e X x A7y obﬁl:‘lx,‘tj . OX,“x ak[u‘_J - X,x czk X,‘x'
(141) wi’i( 7 98 un cubrimiento de X;(p~l(L: Mier= (Ui x Al ) @s un

cubrimiento de X x Alo

Datlo (U:l )4 ¢ T cubrimienta de X’ Wj )j ¢ g © rimiento de AI el cubri.

nmiunte de X x Al dado por [U x Vj ij 3 un refinomiento de
| ¢

1
U x A o]
{ 1 Jii I

Ve be donnstrer entonces el Axioma 9 con‘truyent  uni eplicacién
inves Lo oo p? oy Kq(X) —— Kq(x x AI) a la que 'lLamirrmas A,
e (e Ay, . evXq.1 ) ) € KqlX x Al ),'Bntondﬁxt; (’n’t "h’.u\) oo

S )

n
;1( oL : ye, e c L ) &C M & ) .
o l(x o) aqus es proyoeclivo sobire (Xxﬂl,(;f o) X, x

!

(n® e, A Oj.lfs claro que p y 1™ 00 apl tead ones inver:oar,

LA a0y i —— X subvaricdad cerrada y seax )0 X - ¥

-l

Fntontes,para todo Q€N lu .siguiont:e ruceni®d) es exactas
) ie d
g, ) —25 00K ) 25 (g, ) —> 0

donde: 108 Y ———=y» X 85 una inmersién cerrada r guler de codimonsioén d.

J i+ Y === X' es la inclusicdn,



basta prob orlo en el caso d - 1,

(I} Vi :anos Jue J*oi' - 0

e (Y, ) un cubrimiento de Y, dondc Ui-. /iﬂ Y, Y si-n

171€l

A A1 dn-r
ne H (Y,.*_(‘q), sio...iq()’l -(Ey .Z“"‘r f1.eedg ™ "'xg-l )

. o k
(Fucde s “onerse l;/ - OY,y )
Tomamos el cubrimiento de X dado por ((Vijiél-,x-Y)

(1*5 ’ioo . .iq+1 'Vioo . 01q+1 ‘-'---) Kq+1(vion « o i(1+1}

id si x%Y
('iﬁsjinn ..iq+1 (X"

) -
ny i (x] K(Ux,x'l 11) 81 xeVY

oo.- q

donda :Ti' 1 (X7] es el elemento de Kq(ox _ ) obtenido axtendienda
o | A

e k ko k k
los morFismos iy. 'iq-l =0Y,y — Wo? ada 1. .iq_lgox.y——-) Ox,y .
L
il"'il‘l—ltfl J' fl

Como jk restringe el haz a X-Y - U, rusult. nue J'Plﬂ(s} « 0

(11)Coro U s donso, toda seccidn continua de . abinrto se extiende
e monnria dnica a una seccidn de X,

fur lo tonto, J‘ 8s un eplmorfisma.

(T1Ijvi:mo que Ker J.C Im 1,
hea LE I1q+llx,l_<_0+l) tal quao J“t « 0 en “('l ;(U'-‘éﬂ.}-lj
Lrto Jdice que toda interseccidn de & iertos del cubrimiento

!, w
b’o"‘iq-t-l v (3 tjiu (x)

25 honotépic v . Pe
' notdpico a (Ox,x' id) en KQH(DX,M) Pero,

de U, para todo x€Vy
o

C.1q+1 '..1q-‘-1

) ] .
(e}, x) =t x), wi »e .
ger ety ) T By, XD



(.
Qu :rewos  probar que existe squ{Y,_ISU} tal 18 4y - .

Sea Y€ Y X"U' Bl‘ltDnCE!S ti ..'.i (y) - (D;"y.zo'{r veol X{].'..X;q).
o a+l ! 1 q
m m
donda ozi.l...réOX'y ——-—-QOX.'y
k h
:siu._'iq(y) - (Oy'y,Zﬂ Jl"'Jq-lxl'”x' 1 )y debe sar
n
hamotdpico a 81,..1, !ﬂ.K(Ox'y. 1-fy) en i 41(0x,y).

Pero esto sucede si y solo si t (y)) os homotépico a
Y a+l

.-+ 1q.

H o, A
51,01, e 10yl )]y donde CPJ'KJ((])('Y} —3 Ky R0y ) es el
i-oortismo que se usf en la demastracidn ar ocrior. (,1é1)

Qb : qﬁl(&x\((y); - longlo, /(1-F, 0, ., 1=1

Latone:
k N I
e e o L — .
i j“(—y ,'Kq)l( xyely)) - (Ox,yu?( -)?'Ux,y v?—/l Iy Jq—-le id)xye..%q
ol
i kamos q>q+1 (t igeseigel (y))~
i L tea

- oL, 9 1d)x ...
(Ox'yos:":;oxiy.Z(o(uloo-ltl_' l,xl x.’l—l )

» L puedip o ) s
(A voly que ﬂjl....jq_]_ Jreeedia

'3

”"
b omos algunas prociodados dea 0y t'*

NESTURENAVE IR B 1A e Y asquenus y 503 PiX «=———pY un morfi mo e esquamar.

- i

f
asara tndo k0, f':Hk(Y,ﬁ\.J —> H X, K. ) es inyectiva

s e

- K
Coms n UL --[Ui ):lelun cubrimiento de Y y set (U ,5:)

\'2 -.(VJJJC_J(ntx‘o cubrimiento de Y y te€ J((\?,ﬁk / Sunongamas nue f‘S': f*t
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"

Busts ver entonces que f® es inyectiva en los Ek'

Jean (E,5¢); (E' ,»' ) elementos de Kk(w 0"'rk, tale« fua f"(—ETo_L') - fN(Et:L-_)..
51 V es un abierto de W .. of Eif'l[\lj ~ E 0@ U,_‘f_ (V) (donde n es
tal que EV es sumando directo de OY,V,' Y,V
n
fOLlf'-]'(V) a o.®1id
Entonces:
n. n*
(EV ® Ux,f (V),ok.sid ) - (EV ® Ox‘f lv),ohP ® id .d en Kk(f‘ (v“ por
V,V \T.V’
lo tanto existe G,proyectivao sobre O ,'tal que

-1
e (v)

(¢ ®id )@(id ® 1d ,J@1id_ es hamotopico a (id_® id ) (Leid )eid
G E n n' G

I

Sea Z\f"t la homotopia."dondexr‘i hlo- kixl x;: ;

Y”J doedy t? (Ey @ Oxfr (vy) @By @ °x f Liy)les-—> (g, ® °xf (v) Je

Oy O, v ‘N

oLE, 0“’ O, F (V)
\, v

)6

donue Y/\o...o 8c inversible y los demds son nilpoter s,

Tomanos entonces la restriccién de cada h ) _.',. . (Ey,® {(1,...,1)})e

@ lL\' ®{ll,...,1)})®G (mirendo a G como 0Y v—mbdulo proyectivo,'si

Ox,f- (vy e un Algebra de tipo finito sobre OY,\I) a la nus notamas

?Jl--ojki yobteniendo entonces una homotopia entre |( coidE,,O 1d.'J y
[idEe PN ) 1dGJ.‘
Por lo tanto: (E,%) = (E'yL ) en K V).
PROP VI2: Si te H:k(x,t_skj; 8 G.H!jl)(‘,lsdh fi1X* =3 X e un morfismo de esquemes:
FHsact) o (PRs)l (PR

Oem: Besta ver que si = ekk(ox.’x);(’) eKJ(Ox',x),‘ f'.(d.'k(b) f"l*}.Kf"((‘*") en Kk+;_|‘0)t,x,



\

Supongamos que J > 0.
f."[d-.kQJ - f'.G-I ld.‘KQ({))“' donde § e< el isomorfi:ms entre Kwa xJ y

KJ—l poxf,'x )
Entonces,razomando por induccién,’
e @) 22 T B - 8T R el -
-i§-1(f'(°9.'x<§(f'((blu . r"tok).‘xf‘tf’:!
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vil - g;bzuﬁ e, GHEFi

£1 .o julive de ente cqpitulo es definir las clucen Chern dé un filatedo
vectarbat 8 ot un eaepuoma X,
Lo torea ce hucerlo conaiste en definir primurh las t(asas de Chern de un

1 , lucyn, pidiendo que las clases de Chorn ..o un filbrado cualouiura

HERSY

wotinfagen Sieet proniodades, obtener la definicidn gen el

v1l.1 - kolciones

Sea £ oun Fibrodo vectorial de rengo r saobre un esruery algebraico X,
t.otoremos P(E) nl fibrado proyectivo asociado a E, pE:P(E) > X a la

proyeccién, y OE[I) al fibrado lineal canénico sobre P(E) o sea: el fibrado

lineal dunl de Ocl-l); que es el subfibrado lineal trivial de o « P(E) % E).

Ye ticne vl stguiente diagramat

L) o
: >

1, |

P ) o

vonee p*i v oun Tibreaddn de rango r  sobre PLE).

vil.: =~ DiaLes de Cheper: de un fibrago linecal

wn Trigido sectorial de rengo L sobro X,

i delaan oL Y rnas de Chern de E en la formns
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Col. } e )
e () 4’(%(1” ~PL[E]
cile) » 0, si 122

donde [E:]e Pic{X), y P tPic(X) ;H (X, D |~ nt (x k as el isomortic<no

tGesitripto en ¢l cipftute VI,

Entonces ci(E) € Hi(xlgi); para todo 1 €Qy .
~ o

vIl.3 - Qinzes de Chorn de un fibrado cualauiora

Seu  E un ribrado vectoriel de rango r sobra X, r) 1. Z1 tibredo P(E) tiene
rango r-l sobre Xy p*E tiene rango r sobrae P(E). '

Veamos primero el Caso r w 2. Rosulta entonces que p g OE(-I) eg un fibrado

Dofinimos el polivomio de Chem de p'E \,

L : \ .
celo €)= (L + ey P E/Og(-L )it). (14 e (Og(-1)) %)
i 120, .:;j[.;"‘t.) e+ el coeficiente de 1:1 en ct[p"EJ.
Entone: (:_{,-)“l-.') ¢ Hl(r-’(t),_lg ]o pare todo 1€ [Ni,- 51 p ‘imos adamnas ques

‘ i(i"“[i} T (t (L)) (w;y pora todo fibrado vectoriul E y p..a todo morfismo de

s 1, obil wemos P {Ci(E)j. Camo también, dado f, "

'3 inyestiva en el
mcigo Lul confualo VL, abtenemas ci(EJeHitx,:K;i), ya que istos nuadan doter-
aincdos iz moaers Gnica,

e ahora r 2> 1 cualqulera,

Sean E(l)- n E/O0gl=1); P () (E) = Pl&i—ﬁkj; Py ﬁi{ Ji—lil) la pro-
vecoith (L 43 £1-L) 3 vy en general Eu' » pi\Eﬁ D/OF;; le- (=1)), 24141,

Entontes )us un fibrado de ramgo r-i sobro r,$ (E) y [;’ﬁ'-q{-‘) -1) es
ribrodo lineal abre Aiktjo

H1 cuoonicmos daefintidos cikél))elii(v(Ej,éi), decimos .«

» N
c ApE) = cg‘u" Joe (1 + DJ_LOE{-l)t);
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donde Ct(én} --___—l Cs (élbti

.u(]

» Obse (1) 51 p*E ticne una filtracién:

M .
p E-E]‘D I’. ...D EO- la

r-1

con caclentns tineales L, « E /E

N 1£ 1< r, rosulta que:

11}
o (p™E) -g(l + oplLy )t

{(11) La propiedad (m) se verifica si rg E = 1, porquos

51 g¢ X' «———3X 83 un morfiemo de esquemas y ° es un fibrado lineal

solire X3

Xt -‘P(Eog.Eu 1) .<P[g"(oE(1nJ- :.-‘(4’(05(1”)« g‘(cltEn

(id3 )51 € es un fibrado vectorial cualquiera, exist. un morfismo playo de

cocaon s Fr XY

>X tol ques
> H({X') es inyectivo

(1) F: Hix)

(; t* ticne una filtracién por subfibridost
. ]
- EI‘D Epap eeeD ED Ege ¢ (r rg€E)

con fibredos cocientes lineales Lyw= E4fEy 3 1&idr

[ste morfiemo f se construye por induccidn :n el rengo de E.
511y [ - 1 83 claro.

Sean - rg Ey eea pt P(E) ~————» X la proy ccién . Sabemozlnue

p' vs inyeotiva y p E tiene un subfibrado o1 rango 1, 54 E
P F/U (-1); tenemos por hipdtesis inductive un morfiemo playo ‘
a3 A'-——} X tal que q es inyectivo y q'é) es filtrado. Entonces,

i f « poq, f es inyectiva y se obtiene uri filtracidn inducida de

O
. Leego, podemaos obtener unn filtriacidn de E con cocientes

Pirwaades,

b b V11,1 Lo clase® de Chern de un fibrado v\\';'ctox‘le de rango r, E, asatisw

fican ias siauiantes propiedudpag
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(§3) 4 E tiene una Filtricidn con cocicnl: a line«lus Lis

r .
1éiér,ctwjagx (1 + ol )e)

(i1) <1 Pdr, cJ(E) - 0

(1i1 )9t PeX' «e——=3X 85 morfisma propio de esnuemas, ‘nere toda

vacciln s¢ I'{((X.gkj, pera todo k=20

£ leg (P E) ks ) = ciEe, Puls)

(iv) 51 E es un fibrado vectorial sobre X, ;X' ————3 X &3 un mor-

fismo de esquemas playo:

ci(f'E).Kf's - f‘(ci(E).Ks;

rara toda ael-f((x,__lgk}, para todo k,i-

\

'3

(v) férmula de Whitneys

1 0 - E! —p E L

exacta de fibredos vectoriales sobre

ct(E) - ct(E'). ct(E“}. o0 seat ck(

Unsg Cun la propiedad (1) demostrarfiamoe la primera porte

Dems (11} G cliro a hartir de la definicidn de las clase

{ili)sea FiX' «—~=3X un morfismo proplo; sea s e ij
: .* L] “ ”»n l; .
Fale (P E) s) = £ L (c (E)). 8] ci(E).Kf.. (

. I<
Liv] Yea FiX' -—— —=—gX un morfismo pleyo, sea s 6 H (?‘.,ﬁk), entoncesy

CJ_(I"‘LZ).KF*‘S - F*[ci[E)}.Kf"s » F'(ci(E}.Ks)

(La Gltima igualdad esté& demostrada en la PHOP, I

(1) HRuzonando par induccidn en r = rg E,

Ve 1. k3 pesultado ey triviel.

No

. —p»0 @8 una sucesidn

4y entonces:

. Z [ "
).iu;kci(E ).KCJ(E )

lkau

lo 1a observacidén anterion.

de Chﬂm »

X! ,_Ig( ) entonces:

or el axioma §)



(v)

yIl.e - .

Joune s obnerveciones \

U6

ck + 1, sea p‘E/O (1) = E 2 . eDEDE = @ unit filiracian,
E r-1 1 L
. o " 'ﬁl
Por hinotesis inductivay cp(p €/0g(~1)) ~!1 (L + (L)), donde Ly
1.1

(1€ i 4&r-1) on los cocientas lincales de 1n £11 -2c16n do p'E/OE[-l)
U cta, ntonces p‘E tienc una Flltrecidn coun fibri:ys coclentes lineslas
lfiQ “E(-]')/Ej 1@ DE(-]‘) - Li (14 i< !“-‘1, b4 Lr ] li.:l-l’:

ook - ) - ¥, .
P E) « e (E). (14 cy(0g(-1))t) .Hl (1 + cy(1:)¢)

Gea 0 PE’ —p E ~PE" w3y 0 unt sucesidn exacta de

ribr~dos vectorisles sobre X,
Aplicamos la Obs.(1ii) para hellar £:X' ——3X cel fque e inysctiva

y f*E'tiene une filtracian con fibrados cocientes lineeles Li (&1 &r)

y f'C" tiene una filtracidn con fibrados cocientes lineales L:j'[léjé-_. s)
Entonces £ C tiene una filtracién con fibrados cocientes linecales L| y
L3 . Por lo tento:
r

* TT " - L ] ’-n
Ct(f E£) s il (1 + CltLl)t} j-r‘:], (1 + Ql(l-d Jt) = (w__"_f € ).Ct(F EY)
Lucgo:  FHe (E)) f“(ct(e'j).r"(ctte"”; y com. £ e~ inyectiva,
L’t(E) - (:LlE.)- ct(E ’

»

Conprrelarenns este cepitulo con algunas observaciones iobre las clases de

uhora,

et

Jjiongampos que 66 quiere probar una formula que r 'acione lias clases .

de Chern de un ndmero finito de fibrados voctorie 2s. 51 la formula es
verdadora cadn vez que los fibrados tienen filtra -onos con fibrados
coCicntes Llncieles, y la relacidn entre los fibracos se presarva por

mroductos fibrados playos, entonces la formula veis en general,

Fato resulta por la farma en que es8 construyeron :as clases de Chern

4 la parto (ig) del tucrema asntarior.
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51 el polinamlo de Charr de un fibrodo E de rango y se facte ‘ize como:

r
. 1
ft(E) =rTr (1 +*;tj, cor o€ H (X,Elj 1K 1,000 se 1lamarc 1 les rofces de Coern,

iml

el fitrado G,
Iste factorizacién es puramente formal y las clases de Cher de E son las fun-
¢lones simdtricas clementales de®y,...,%.

r
i E tiene una filiraecinn con cocientes lineales Li y ct(E « 1T (1 +ag.t),' enton-
i<l

ces ClU..i} ‘Dki (1.{714"}-

Todo paolinomio simétrico en las rafices de Chern de £ tisne 1a expresién como

:o0linomioc en lee clases de Chern de E,

Le fdrmuls de vhitney ¢'ce que pera toda sucesifn exacta 0O 5 E* >E - " o)
de fibrados vectorialecs scbre X, el conjurito de raicas de C .ern de E es la unidn

>

de las conjuntus de raices de Chern de E' y E“,

PAGP,VII.1: Daco un fibrado vectoriel E sobre un esquema X, las clases da Chern

v
del fibrado dual E estéln dadas port

oy (€) » (-1)'ey(E) ey

ems: <5 E es un fibrado lineal es trivial,
51 € tiene un:i flitracién con coclentes lineales Ly |° £1 4r), entonces

v A\
E viune une filtricidn con cocientes lineales L 4.

Leayo, 61 X, 00 ¢ son las rafces de Chern de Ej - +vep=% 80n las rafcea

v
" Chern de £

Le PBrimula de las clurss de Chern de un producto tensoriai de fibrados vectarisles

sohre X3 E@F tlene una expresidn sencilla en términos de .as raiceas de Chern de
Ly F.

PHOP, VI T,2 Si"‘l,..-.,'"ag. soi Las raftss da Chern de Esﬁ],: ..../43 son las de F,

anLonces »--414- ﬂj (l&ix v: 1& 148) mnn 1ns ra sos de Chern de EQF,
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L. demoslracion de este resultado es 8naloga o Llr anterior, coneiderondo
priime. o 1 ciwo ¢ fibrados lineales y lucgo ¢l curo ¢ nerel., Rosulta qun

¢ (L®F) es 1: k-csima funcibn simetrica element.d do .,\1.,.ﬂ1' -

b1 ¢ aictey de Chemm de un fibrado vectori.l £ se deflne por La férmulag

r
chlE) = Z (exp %y )

iml vo

tonde 0\1,...,04], son las rafces de Chern dc Ey exp x = 7 5_"
. .0 n!

Obe: (v) Les clases de Chern de un fibrada vectoriul E nuedan univocamente detar~
minadus por las partes (1ii) y (iv) del Teore a3 VII.1 y la definicidn
de las clases de Chern de fibrados linealss,

\

(vi).ean X e Y usqueamas, Sean p y q las pr&yaccio 28 de X x Y en Xy en Y
reupectivamente, Sea E un fibrado vectorial s re Xy F un fibrado vec-
torinl sobre Y, |
A e i) ﬂe H(Y), resulta nues

. L
(eglisdogec ) x B = ey (o"E). (Xxf5) (1 )

Gi-as e Por definlcidn X x ﬂ’- p.o( .Kq.(b .
Lantioy xl7E (X ] = oylo%E). (80t o V) -
- (Ci(p'EJoKQ"’( ).inl'a -
L] ]
- ool (E). X )o@ ﬁ -
“leg(E).,0) x /3.
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VIII - GeRCHACION DEL ANILLO DE CHOW POR ELEMENTOS DE G- 00 1

E1 obJjuto e este capitulo e: demostrar que dados un asquema noatheriano

X y un fibrudo vectorial E sobre X, €l anillo © I‘F(P(i: J"L(k) sstd generado
k>0 '

1
por H lP(E),_l__(lj como 8lgebra sobre @ I-F(x,gkj, cuando "(E)) es el fibr:da
i k>0 -

proyectivo asociado a E,

La demostracién sigue el mismo plan desarrollado er (5) pera esquemas

regulares, con lag :lases de Chern definidas en forma clAsica,

VIITI.1 - Anillo de Chaow

LEMA VIIT.1: .ieu E un fibrado sobre X gue nposee una fil racidn por subfibrados

EwaE DE P... E «@ , con fibrados =ocientes linenles
r r-1 o
Li - tl/Ei-l(].‘i‘l‘J.

“ea s una seccidn de € nunca nula, cntonce :
r
TI_cltLi) - 0
d.'-l

Dem: Hupongamos primero que rgé = 1; o sea E « Ly .
hea s1 X ———3L; la seccifn nunca nula dadi,
Sa UL = (Ui’iéI un cubrimiento de X tal que LI,U - 0 y sean

Entonces Cl(H) es el elcmento de H1(x,§1) d«ado por -
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dado por:

Vpgt U OU jrmmee———3 Ky LUy O Uy )
rd -1 ¢
’\’i‘jlxj - (Ox'x;\,i'xv‘%ﬁj.x J
o
Queremos probar qué existe o € C (X'L('IJ tul que 1 .ea su horde,
Dudo 1T, si t & Ox,u, fitfre Ly, -

o
Definimos oL € C (X,‘I(lj como:

Oy 1 Uy e, Ky Uy )

Hilx) (Ox.x; ii,x) , donae &i,&f) ;n."fi' (f) , si chx'
Luego, &7 e @ tx) = (0, 3,75 o5 .sTh B (x)) = Ix)
g0y ™y A b PRV E TRV A VR L VLD £ IV * i

Para el caso ry 1, haremos la demostracién cuundo 1+ = 2, narijue el ciso

general es andlogo.

51 r = 2; E = uz;EIDEO - a y L2- E2/E1 ’ Ll - L
i existe una seccidn nunce nula S ¢ X w3 E , se tlene:

g(x), s* s{x) E.

%) 8 X —_—2 ’ sltx) -

u « si no

s5% -)E2/E1 ) s,{_,(x] v Toa(x) , donc T Eps—e——P E5 /Ey

Sea ahora (sl,-szj: X —-—-——QL-L@LZ } 861 x¢ Xes t L que sl(x)- 82()() = 0

entonces;
~ ~ ~ ~
s(x) * El' pues sl no s{x) « Oy 8 es nunca nula, o sea que s(x)& E2--El .

Pera 52(x) aﬁ(glxj) « 0, Lo cual implicabfa nue "~ '{x)} € E1 .

Por lo tanto, (s,,sp) es una scccidn nunca nula de Ly ® Ly,

tluaremos ver chora que cltL cl(L,‘_,J « 0 en szx._:;,‘?).

IJ'K
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l iy 2 » =
Pero H (X,K,) = H (X,§1x51} -« H (X, Ox®0y ).

Ademés cllLIJWJH1L2} » c2‘Ll°l{”.

51 Zl - Z[slj - ix&)(/ sl(x) - D} y Z2 - Z[-szj y resulta X =« 21U22 .

4
De donde: H (X, 0;@.0;) e

- (x.o @0 c 90" Jx(0® @0 @0 }) &
2 02, X Z2s T XZ3025 X ZynZS X zlnzz X,21N25
* g0 o80% o ol)@H(ix (o} B0 c))®H (X, KLy
X,Z125 X zlﬂ\zz 0 x,2)025 L2025 fnz
'~ Hzlzcnz o & o )Q)H (z, nz o 8q" ) &
1!/ 423 ,C c 2 i ,c , 8
202, X202, Xodofty X2 0L,
2 .¢C c » L
PHI(1NZ22 30 ¢ 80 o ¢!
MZihZy X205
En Z10 25 , s : i : c° S or. o
nZyNZy v splr) ¢4 0, para todo x, luego existe ¥y ¢ G (2N Z; ,Dx 7 OZZJ
tal que Qﬂ‘la cJ lLljg o0 sea cllLlj = 0 en H]'[Zlﬂzg DX.Z ﬂZcJ con lo Cual
" 2
c (L 0e Hz(znz ; 0F c )
Sty by llp) = Oen WAL 0 2, 5 Oy 5 2 I

Analogamente, so prueb:a que c]_(L Je Cl[sz w O en i (Z nZ 0:,2;(.122 )

y on Hz(zfnzggo c ), con lo cual € ).c" } =0

'ZﬂZ K1 2

'3

CJLi'LO VILI,l: Sea X = Z(xzz - yaj y f: X -———;91 y Fla,b,cd - {a,c)

e consideran los abiertos Ul = {(a, s)ef 1/ a 4 0} y
C

U -{(a,c)ewl/ c 4 rﬂ;

Sea E un fibrado vectdrial sobre Pl .

. ]
Se tieneg lf Ej[a,b,C} - Ef(a,b,c) E(Q'C)-
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T* f¥e) 3 M€

LT

EN
PUCE) s X e P

Seanr Vl - f-l[Ulj - {(B,D.CJ '3 X / a4 0 ],\‘ Yy

-1 :
V, = £U,) - {[a,b,c) eX/c40}

S_Vl ,\I2s es un cubrimiento por abilertos de /(.

ey ) - vy X 0y Y f‘(E)(VZJ -V 50 .

f 2 XV,

% Y evlnvz. se tiene
-1
(o)

0 _..?__.—.)"0

Xyx Xy x

ol

Luegro tenamos un elemento de Hlt&o* ) vie, mirado en Hl{x,glj
X ~
’ -1

conslste en tomar el mismo cubrimiento y| 9_) .a ., Mrundo la sec-
‘a c

ciéir s € Hl({‘\l,\lé,glj dada por;
2tV >tV

atx) = (0 3 .c)
X, x a

g8 (x)={(0 ; .a)
2

2
X,y X c

Poaro resulta que si 512‘\’10 VZ_——‘ 51(V.I.Iﬂ V,) esté

-1
dada por slz(x) - (Ox,x;l(£'> .3 ) = wx.r (_Z_i )

resulta s = gty con lo cual ¢ (t"E) = 0

(Observar que estamos en las condiclone: det lem: VIIIL1 pues

el tibrado posee una seccifin global nur i nule)
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Notacion: Heo E un fiLr.do de rango d sobre un es: |\<unﬂ K; 136 e X,

K+ x
i se Liene en H (E Kk+d) uh elemento do Lo farma x = oyl ).¢n 2z

donde F es ugd fibrado vectorial socbre Xy zgh (x ) notaremo: como

p*lx} = Z ,

S5ea ghora E un fibrado vectorial de rango r = e +1 ¢ bLre X, con aroyeccidm

ﬁF, E =————3> X. S8 P(E) el fibrado prayectivo asociede, p:PlE) ——— X 1la

proyeccdén y 0(1) = UEllj el tibrado canfnico sabre P(E).

Para probar el teorema enunciado en la introduccidn de sste cppitulo, nece-

siteremos antes demostrar el sigulente lemas

LEMA VILI,2: Para todo aé€ (BHilX.Ki), sl E es trivial;
130 =

® N
cltor(l,').Kq 8= 1c.n (a)

donde + = E®1, qi P(F} ——3 X la proyeccion e 1:P(E) ——I P(F)

estd detinica por 1(x,K1,...,er - (x,kl,... kr,D)

Dem: i aeHKtX.LSk] , entonues p'lu)é Hk(F’lEJ. K ) esté - do par:

a.e I-'le,jék), cntonces existe un cubrimiento de X, WU a (U tal nue

1461

K -1 -1
agH [‘u.,lék}. Se toma entonces p (Q.L} - (p (Uijjiff cubrimiento de P(E)
y se define :

(p'a) x) = LE, o 0 ot @id)

i oo'i ptE,'
o [
ﬂ:ﬂ’

sl plx} =y, Yy aio"'ik.(y, = lEyook"y,
Tenemas , en HLKBLEQI),'I ) €l sigulentc elemento:

Sea VWi - {x/ xi o4 0} » Con x4 la i-ésima coorilenads homogenea; entonces

}5‘“: wi.ﬁwJ -————>K1(wir\wdj
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X] =Xp

\G‘ir-(xj - ( d J

0 . 3i
PE®1 ),x
Puro entonces, i.op"(a) l-f("’l(P(EQJ,J,ng); e:t4 d .o por:

- r+l r+l
51 vy -i.y €Uy x A /Yy = (x,a:_l,...,ar,ﬂﬂ (¢l vy Un-]’l{yé Ul x A /

se toma como cubrimiento de P(E@1), W (VN Wy Loy Jier y

' leder
k+1 |

geH (YK, ) defintda por:

a Vi QU3 Mool Oy, MWy — 3KV w

- L] )
a(iojoj.o-(ikjkjr‘i'l(xj - (0 ajio...i (,X'UJOK‘)U‘Tijk.‘-; l)‘)

k

Entonces iigp'(a) es la clase de & an I‘{(*‘I(P(EOI Jotiar )

Por otra parle, {(q™a)e¢ Hk(P(Eglj.ﬁkj; q™a es 1a cl e dul elemento en

f{(lq—ltkhgk) duda por:

(ﬁ’ﬂli .,,1k(xj = (Ege @ Op(E @1 Jxi (akybiuj siy' aq(x)
° DxtY'
y ademds, a3, ycly*) < (B oot )

Veuamos (ué es PLwEﬁl (1))¢€ Hl(PlE 231 }051) .

Considere W; = {y EPn+1U\J/ Yy # D} y conslderc sobre Wy

-xi

s pues se tiens O _—906631,‘-_‘11(1J

SR OP[E@l),wi PLEGL ), v,

0. .
EOL, 1
que es un isomortismo; luego, cl(OE@I(ljjé_ Hl(x,gl ue estd dnda nor el

1somorfismo Plc X -——)Hl()(,‘]glj, resulta ecstar ¢ :finido por:

1
qeH \1""/} Ihll.’; CIJ(YJ - (Ux.y H -ﬁ ) o sl Y&Ui‘.\llj
! X
J

K+l
cun lo cusl, c; (Umll}).quué H (PIE®Y) )} + t& d:ds por tomar como

K
‘o4l

cuorimiento iq—l [Ui) n‘.’lj} y lua seccidn es:
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teylo (1)), g 8) (x) = (0 a) (x). (0 C ke
£e K (ESR IO TRRY ENE WY SRR K Pl ),x ™y
- (E ,®0 : .x‘jk’“l } siaqglx) =y a ly*) - (B ..}

YIOOP(E@L )y x YK C—— '8y LY Y1y
0 PYe (8] HS
Xy c Jk
Notemos qug,si x € W_ ., , entonces x - (xl,...,xr,nj = Ay ey, )

c
por lo tanto, y' = y. Con lo cual, sobre Wpn,) nueda probac.: 1o igualdad,

s8 Liene W
Pero, en W, ©8 Liene s r+1-—-——q>0Een(1J(wr+1)

s(x) = Xl

secclén nunca nula,. Con lo cual cl(OEe&(IJJ = 0, -obre Y usando las

propiedades de las cl.:sew de Chern se obtienc el result -Jc buscndo.

n4+e-k

TEOREMA VT1IL1: Todo «lemento (>€ H lP(E)'ﬁh+a—k, puet : ser expresado como

{
3 15; %lop(s,(lni.Kp"a o con e & H 0T K )y

1 'Znie-k-1
si dimX = n.

Dem: (1) Podemos supnner que E es triviel; pues si Q(« (U es un cubrimien-

thex
to de X tal que Elu1 resulta triviel y si Yi - U: (LT}, se tiena el

diagrama conmutativos

n
k-s (1v In K tiu; ) K
H (Y oBimsy ) e B XK ) b H LU, § ) —————30

,n/ ¥ . I _
‘lﬂ lwi)_ h 5 “1(“‘ 1lU1J
N

4"sim-1wu.5k_31)—-> HR(E,K ) ———— HRr- (U ), ) —>0

Con codim ¥ = s |,
X1 i
Par:i Y1 se puela efectusr el miswo razonamicnto; luego, usando que

X es notheri.ano, podemos suponer que E es trivia .
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(1I) Yeu E trivicl, rgE a r = @ + 1, F = 1" @l.
Se tienen p: P(E) ————3 Xy a: P(F} ———3 < las proyeccione:.,
12 PIE) ———3P(F); 1(x,f) = (x,(F,0)) ¥ J: E ———3 P(E},
3, P) = (x, (Fi1)).
Vimos a hacer la demostracidn por induccién en r.

(g) 31 r =1 , entonces P(E) « X con lo cual el :esultado es trivial,

(b) 51 r « 2, se tiene el diagrama:

1 3
(E) =3 P(EQL) ———>E

que induce el sigulente diagrum: exacto:

ner-k ™ n+r- J*  ner-k

) k
WY ORERE ) —PH P ek 6—H (Bl

a /
—

n+r-K -
H (X'Kn+r—k )

7™ as un epimorfismo: Como E « X x A" y 58 tine

XxAr o X

\ / ’ conmutat: -
X x A

r-1

podemos reducirnod al caso r = 1, pira el cual la demostracién se

hizo el probar el Axioma 10 del anillo de Chev

51 Hn'r-k(PLF),_I-_(n+r_k), entonces:

x * -. n+r-k
"3 « WA , para algdn oL €H (x'ﬁﬁtr-—k,'

>



11?7

Pem,@ -q'o& € Ker j. = Im 1, , 0 sea, nue puedo isar hipétesis

inductiva pues rgE = rgf -1 y resulta que:
Q
% S 1 = wakedyy, o
- - i 0~ (1))". p"t A g H X, K
(- a "1%3’1‘ e (1)) K" 1) » Sy ( LI
»
Camo 1 (OF(I)J - 01.(':,(1) - OE(lj s se tiene re:
e »
L s i
2- q.‘d- 'izul“h (cl(DFU-)J -KD'OLiJ 2

-t i )
- 4{ cl(OF(l}.) ’Kia POt =

157) 1
S e to 12yt e, (0.(1 ). aex
=% ¢ (0p1)) o {0y (0L Jeyaety ) -

N 1+1
-2 cy (0e(1)) -Kq%"i

i'.t. !

8
Con 1o cual, 5 = q'ol.-;-. Z cl(OFU))i"'l.Kq"oti -
e+l i-0 i -
- c {0 (1 . Q9%
Z 1( Fl J) Kq N ’
1.0 \

N4r-k-1 ’
con %y € H (Xaéln,,_p.k-i)

Obs; Gi el rango ds E es uno,’ resulta que st (3 - p. 2

entonces, pRecL
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VIII.2 - Morfismos de Gysin

Gea E un fibrido vactorial sobre X y s: X -———-‘v)E 1 ¢ecifn nula,
»  nyr-k n+r-k _ ’
Definimos s ¢ H (t';?n-pr-k) ~—3H (X,L\m_r_k} s P ca 08 K€ n4r

-1 ,
como s'((b}- (o J.[(J)j, donde rgE = ry dim X = n
La bucna definicién es evidente puesﬂr" as Inyectiva,

n+r-k n+r-k

PROP.VIII.1: Sea A3 ¢ H (Ev&norac) ¥ 588 B € H (PLE® 1),K pc ) tH1 nue

n
IE -
Entonces s’[lgj - q.(crl$ ).KFJ, donde q: P{E 31 ) ———3X

es la proynccibn y Jt E ——————3) P{ED®1) @ com antes y
m
-q (E@1)/ ay e
: SNEY

Dem: Baste ver que:

. o» L, —

Mos (fb) - 'W°qqlcrl})'K({;)

lo cual vule, si y solo si g

' P ) - -

M) =9 ale (%).,6)

rero, F - q.(h"f) + 1.l5 ); usandd el teoeema anterior.

Como .]". q. -t y J'o 1' - 0, para probar lu fArmulas, asta con queg
. »

(i) a el Joaty)) =%

U.i)cr(s).Ki’(S Je0O

Para ver (ily

S . i » r
cpl }) = J}H 01 (0 1)) e €)= (og(Ogg (1)) -

o r ]
qu(cr‘;J'Kq g) - q.(cl(oem(ljj I.Kq (%)) =
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Pura ver (ii):

Como i"l }) ti ine una seccidn nuncc nuli, cr(i.( })) o.
Entonces cr(E ’.Kll( 5, - i‘(crli.§,.'\,$, « 0.

Elemplo VITI.2:; (i) S1 s es la seccidm nula de un fibr do £ de rongo r sobre X,

entonces
sYes o) = € (E)y
» r- 'k
k
para o6 D H (XK, )

k>0 _
Pues s1 (B« s (), e toma (b= a,(x ) enla

proposicién anterior, donde S : X ———3Pp P(F®1), Sv Jos
Entonces, 5.95'(0LJ - q.(crl‘s Ji(; (e )} =

x . -
a lcpta (E® ))/0pg (-1) . 5 (o)) o

cr(EJ.Kﬂ(-

ya gue q“o'é'.(ot.) el Y q.((%(q.(ﬁe ).‘,b

(1)) - c_(E)

s
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