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Capítulo 0

La Geometría Diferencial Sintética

X

sus modelos

El objeto de estudio de la GeometríaDiferencial Sintéti

ca no es, comoen la Geometría Diferencial Clásica, la categg

ría de variedades diferenciables. Tal objeto proviene del in

tento de aplicar técnicas similares a las de la Geometría Al

gebraica modernapara "sintetizar" los procesos de límite.

A. Grothendieck en 1957 [6 ] introdujo los Esquemas Afi

nes, que son una especificación concreta de la categoría dual

de la categoría de anillos conmutativos. En la categoría dual

de la categoria de los anillos conmutativos, ASE, existe la
noción de desplazamiento infinitesimal. Para explicitar esto,

convengamos en notar con ÁGEASEal objeto definido por el a
nillo conmutativo A, y llamemos R = RIx] (la línea) y

D = Rlxl/ 2 . Nótese que dado que el morfismo cociente(x)
n

ÍR[x] -* R1x1/ 2 es un epimorfismo, la flecha w en la ca(x )

tegoría dual es un monomorfismo, i.e., D es un subobjeto de
R.

Decíamos que en ASE existe la noción de desplazamiento
infinitesimal, o lo que es lo mismo, de vector tangente. To

memospor ejemploel anillo A = R[xl,...,xn] /(fl,...,fk) y
consideremos una flecha t : D * Á . Tal fecha es un morfismo



de anillos t : A e-Rle/ 2 . Pero los morfismos de anillos(X)
entre A y RIx] están en correspondencia biunïvoca con

/(x2)
las n-tuplas (51,...,E

n) de elementos de R[x]/(x2) tales

que fj(El,...,En) = 0 (j = 1,...,k). Como si GíR[x]/(x2)

existen para cada i números ai,bi€ R tq si = ai + bie

(donde e = [x]€]R[x]/(x2)). Ademásla escritura Ei = ai+pi€

es única. Y, por otro lado, la condición fj(El,...,En) = 0
es equivalente (por el desarrollo de Taylor, y dado que 62 = 0)

n af.

a f.(al,...,an) + [ 2 (-—l)(5) .bi] e = 0. o, equivalentemen3 1:1 5x1

te a que, para j = 1,...,k

n aii
(l) fj(a1,...,an) = 0 y E (—.)(al,...,an).bi = 0i=1 axl

Resumiendo,existe una correspondencia biunïvoca entre el con

junto de flechas t : D á Á y el conjunto de 2n-tuplas (al,
...,a ,bn l,...,bn) que verifican las ecuaciones (1) para j=1,
,...,k. Ahora, en el caso en que las ecuaciones f = 0,...1

...,fk = 0 sean independientes (es decir, su jacobiano tenga
rango k en el conjunto de soluciones), las ecuaciones (1) di

cen que (b1,...,bn) es un vector tangente a la variedad dife

renciable definida por fl = 0,...,fk = 0 en el punto (a1,...
...,an).

Así en el caso en que las ecuaciones que definen a A

sean independientes, un morfismo t : D a Á "es lo mismo" que

2



un vector tangente a la variedad que A define. Se comprená

de pues de lo que venimos de hacer el sentido de la siguiente

definición, aún en el caso en el que ideal de presentación

de A no este generado por funciones (polinomios) indepen
dientes.

0.0. Definición. Llamaremos vector tangente a Á e ASE a tg
da flecha t : D a Á.

0.1. observación. Se desprende de lo anterior que una fle

cha t : D » R "es lo mismo" que un vector tangente a m,

es decir, un par de números reales. Para alimentar la ima

ginación podemospensar que D es una variedad infinitesi

mal alrededor de "0 GR", tal pequeña que toda flecha

t : D-+ R es lineal, pero lo suficientemente "gorda" como

para permitir calcular la "pendiente"de toda curva t : D-+R.

0.2. En l967,Lawvere propuso [ 8] un tratamiento axiomático

del estudio de la geometría, abstraido de las ideas de Gro

thendieck, pero,esta vez con una intención Geométrico-Difg
rencial. Básicamente, Lawere pensaba en una categoría que

"contenga" a las variedades -en particular a la linea R- y

al objeto D de "infinitesimales de cuadro nulo", y que se

tenga el axioma de tipo linea: RD= RxR (ver 0.1). Además,

un cubrimiento por abiertos Ua de una variedad M deberia

ser un "cubrimiento", en el sentido de que una flecha de



Má X debería poder definirse definiéndola en cada abierto

del cubrimiento -de tal manera que 1a definición sea coheren

te en las intersecciones UaFWUB—y, por último, si M y
N son dos variedades diferenciables en el sentido clásico,
las flechas entre ellas deberían ser exactamente las funcio

nes diferenciables_(de clase CW).

A mediados de la década del 70, A. Kock, G. Reyes y G.

Wraith, comenzaronel desarrollo de esta teoría que dió en

llamarse Geometría Diferencial Sintética. Sin'embargo, no

fue hasta 1978 que se conoció un modelo para los axiomas de

Lawere, siendo E. Dubuc [ 2] , quien lo introdujo. Con el c9

rrer del tiempo, el mismoE. Dubuc introdujo otro modelo mas

perfeccionado [ 3], que describimos a continuación.

Un modelo bien adaptado

Necesitamos comenzar introduciendo ciertas nociones.

0.3. Definición: Sea UQIR un abierto y sea IQC°°(U) un

ideal en eZ sentido algebraico usual. Diremos que I es de

carácter local (o determinado por los gérmenes, o de natura
leza local) si dada fec"(U) se tiene

fe I si y sólo si existe un cubrimiento de U por a

biertos {Ua} , k! Ua= U tal que para todo indice a existe

fuel tal que fIUa = falua.



0.4. Proposición (Dubuc[3 1). Si Ug;Rn es un abierto y

Ig;C"(U) es un ideal finitamente generado entonces I es

un ideal de caracter ZocaZ I

Así, la proposición anterior nos brinda una gran cantidad

de ejemplos de ideales de caracter local. Es fácil ver que

también los ideales cerrados en la topología Cm-CO (que

definiremos en 1.10) lo son.

0.5. Observación: i) Si Ig_Cm(U) es un ideal que no es

de caracter local. existe el más pequeño ideal de caracter

local que contiene a I. Llamaremosa tal ideal, la clau

sura de naturaleza local de I, y lo notaremos Ï. De he

cho, fEEÏ sii eXiste un cubrimiento {Uh } de U tal

que para cada a existe fa e I tal que fIU = faIU .a a

ii) Sean U, v abiertos de an, ng.

Si ISLC“(U) es un ideal, llamamos IlV al ideal generado_

en C"(V) por {flv : fé I}. Nótese que puede darse el

caso de que I sea de caracter local pero IIV no. Por
ejemplo, tomemos U = m, V = R \ {0 }e I = ideal de fun

ciones que se anulan en un entorno de OEJR. El ideal I

es de caracter local pero no lo es: l está localmenIIV

te en IIV , pero claramente no está en IIV.

iii) Sea I un ideal de C”(U). Llamare

mos Z(I) al conjunto de los ceros de I, i.e. Z(I) =

= {ieU I VfEI, f(>-<)= 0 }. Nótese que si í E Z(I) y



fEEC”(U) la condición "existe un entorno abierto de í en

U y hGEI tal que fIU = hIU" es inmediatamente satisfe
cha. En efecto, como í E Z(I) podemoselegir ÏIEI tal

que h(;) # 0; esta h será no nula en un entorno V' de

x en U y así tendremos que W= á está definida en V'.
Tomandoun entorno V de í, tal que Vs; V' podemos ele

gir w(E CW(U) tal que wlv = w , y asi, la función

P.h<EI es tal que p.h[v = flv . Por lo tanto, para ver;
ficar que una función f pertenece a Ï (o a I si I

es de caracter local) basta encontrar un cubrimiento {Ua}

de Z(I) y fue I tal que (ver 0.3).flua = falua

0.6. Observación. En toda mralgebra, y en particular en los
.R[x1,...,xn]

“anillos de la forma ————————————(donde I es cualquierI
ideal), pueden evaluarse los polinomios. Explicitamente, si

Rlxl,...,xn]
I I

R[x1,...,xn]
cual es el elemento f(hl,...,hm)€ -——————Ï—————. Con los

feEdy1,...,ym] y (h1,...,hm)€ está claro

anillos del tipo C°°(IRn)/I (donde I es cualuier ideal)
pasa algo análogo: en ellos pueden evaluarse las funciones

g:., razón por la cual diremos que tales anillos son anillos

C“. Explicitamente, si fe Cm(Rm)y (h1,...,hm)e
0° n

e (—C“¡a))‘“ , tiene sentido calcular f(h1,...,hm). En e
fecto, tomemoselementos 21,...,2me C"(mn) tales que

[El] = h1,...,[!2m ]= hm. Definimos f(hl,...,hm) = [f(21,..



...,2m)] e C"(1Rm)/I . El hecho de que esta definición es
independiente de la elección de los representantes 21,...

. . . , 2m de hl, . . . ,hm se sigue del conocido lema siguien
te.

oo m . . °° 2m
0.7. Lema: Sea fGC (IR). Existen funczones hiGC (IR )

(1 <i< m) tales que para todo 27:,3761Rm.se tiene

m .

f(x) - f(y) = .2 (xi-yi).hi(x,y) Ii=1

R[x1,...,xn]Por otro lado, un morfismode lR-algebras 1P: —->
I

RIY1I"°Iym]-> ————— es una función tal que 50(a) = a para a
J

GIR, y que preserva sumas y productos 6, equivalentemente,

una funcióntal que, para hl,...,hr€IR[xl,...,xn] /I y
fGIRItl, . . . ,tr] se tiene

so<f<hl,...,hr)) = f<so<hl),...,so(hr)> '

eo

0.8. Definición. Un morfismo de anillo C v : C°°(IRn)/I—>
oo m . 0° n

->C (IR)/J es una funczón tal que para hl,...,hn€C (IR)/I
y f€C°°(Rr) se tiene v(f(hl,...,hr)) = f(‘p(hl),...,s'P(hr)).

a I n a mEn particular, como los polinomios son funCiones C , un

morfismo C°° es un morfismo de IR-álgebras.

0.9. Observación: Asi como Rlxl,...,xn] /I es finitamente
7



generado por [ xl] , . . . ,[ xn] (pues todo elemento de

1R[x1, . . . ,xn]
—— es unacombinaciónpolinomialde {x},...

I emm“) oo...,[xn]) , —I- esC- generadopor [x1],...,[xn]

(xi : IRn->IR la i-ésima proyección) ya que todo elemento
c°°(1Rn) a.[f(x1,...,xn)] —- es una "combinación C " de

[x1],...,[xn] ; en efecto, [f(xl,...,xn)] = f([x1],...,[xn]).
oo c (mn)Esto implica que todo morfismo de anillos C so : ———- -<>

. I
c°°(IR“‘)->—— queda univocamente determinado por sus valores

J .

en [xl],...,[xn].

0.10. Proposición. Existe una biyección entre

Homo,(Luiz-l- , W) y el conjunto A = {(hl,...,hn) e
°° m

€(u13—))n tq VfEI, f(h1,...,h ) '= 0 }. Esta biyecJ n

ción está dada po'r sp ->(*p([xl]),...,v7([xn]) . EZ conjunto
no m

A será notado A= Z(I, 09-M)“.

0.11. Definición: LZamaremos G' a Za categoría cuyos ob
. . oo - c°°(1Rm)
Jetos son los anillos C de la forma I— donde I.
es un ideal de caracter local y cuyas flechas son los mor

fismos de anillo C“. Llamaremos G a Za categoría dual

, . C°°(IRn) .de G . Convendremos tambzén en notar con —— al obJe
oo n

to de G definido por (LL) .
I



oo—n g.—m m¡m con
C(1R),C(IR))=Homm(C(]R)’C(1R)).Asi, HornG ( I J J I

En [2 ], [3 ] E. Dubuc formalizó las ideas de F. Lawvere

(ver 0.2) respecto de un tratamiento axiomático de la Geo

metría Diferencial, introduciendo la noción de MóduloPle

namente Bien Adaptado. Ademásdemostró el importante teo

rema que dice que la categoria G es un modelo plenamente

bien adaptado. .

Comoen ningún momentoutilizaremos explícitamente la ng

ción de modelo plenamente bien adaptado, ni el teorema de

Dubuc que venimos de mencionar en toda su generalidad, no

entraremos en algunos detalles trabajosos. Sin embargo des_

cribiremos otros aspectos de estas cuestiones explicando en

que sentido se verifican los "axiomas de Lawvere" descrip
tos en 0.2..Ver 0.12.

Sea m la categoria de las variedades diferenciables pa
. 0°racompactas y funCiones C .

0.12. Proposición (Dubuc): Existe un "funtor de inclusión"
j : m-+ G que es plenamente fiel, y tal que j(R) = R =

m WL
= C (R) . Si Ide m es una variedad globalmente definida

por las ecuaciones independientes fl = 0,...,fr = 0., fiE

EC“(RP) entonces j(M) = ——S—QEL————. Nótese que(fl,...,fr)

9



c°°<1R)

llo-o'fr)
Z c”(M) .

(f

Para la definición de funtor j en variedades no definidas

globalmente por un conjunto de ecuaciones independientes se

usa el hecho de que toda variedad diferenciable paracompac

ta es un retracto de un abierto de Rn (para algún n) y

el lema siguiente. En realidad se tiene "j(M) = Cm(M)"

0.13. Lema (Dubuc). Sea Ug.Rn un conjunto abierto y sea

fe CGÏRP) una función tal que Z(f) = Rp‘\U. Entonces, el

anillo CGÏU) es isomorfo (como eZ anillo CGÜ a

C oo(]Rn+1)
——————————. EZ isomorfismo canónico entre ellos es
(f.xn+l-l)

m n+1
Ó g .5LÁÏL———L—4- CW(U) dado por Ó([h]) =

(f.xn+l-1)

= h(xl,...,xn, ————¿——————-).Así que a fortiori , "j(U) É
f(x1,...,xn)

g CN(U) , (donde j : m 9 G es el funtor de inclusïón).

Observación: Venimos de escribir dos igualdades que en rigor

no son propias. Nos referimos a j(M) = Cw(M) y j(U) =

= C“(U) . El problema es que CN(M) y C“(U) no son ele

mentos de G', en la manera que venimos de describir. Sin

embargo, Cm(M) y CW(U) son isomorfos a objetos de G'.

En el caso de Cm(U) el isomorfismo es canónico (ver 0.13)

10



y en el caso de C”(M) el isomorfismo depende de la repre

sentación de M comoretracto de algún abierto de algún Rn.

Así, no hay mal en pensar que C“(U) y Cm(M) están en G'.

0.14. Recordemosque cualquiera sea la categoria C, la ex

ponencial de dos objetos X,Y€Eob(C) es un objeto XYEEob(C)

tal que existe para cada Z una biyección v : HomC(Z,xY)-+Z

->HomC(ZY,x) que es natural en Z, es decir, cualesquiera

sean Z,W€Eob(C) y f : w ->Z, el siguiente cuadrado es coa
mutativo

f*
Y Y

HomCiZ,X ) —-————-—-—-—->HomC(W,X )

W

Z ‘pw

H (ZXY,X) ————————————+Hom (WxY,X)
C * C

(fxidY)

donde f*(h) = hof.

Sea D el objeto D = S—QBL.
2

(x )

0.15. ProEosición. EZ objeto RE G es un objeto anillo C

del tipo linea , vale decir:

a) Las funciones diferenciables pueden "evaluarse" en R

b) EZ objeto RxR es una exponencial de R y D

Si seguimos la corriente práctica de llamar iguales a dos
11



objetos isomorfos podemos poner RD= RxR.

Demostración: La demostración del punto b) es análoga a la

demostración hecha al principio de este capitulo del hecho

de que una flecha D 9 Á es lo mismo que un vector tangen

te a 1a variedad definida por A (si A esta presentado por

ecuaciones independientes). Conrespecto al punto a), que
_ en . . ..las func1ones C "puedan calcularse en R" Signifnca que

toda función fEECm(Rn) induce una flecha f : Rn e-R (don

de Rn = RxRx...xR, con n factores). Para ver que esto

es cierto, observemos que Rn = C”(m9). Asi que, uma fun

ción fEEC”(Rp) induce un morfismo de anillos C", que tam

bién llamaremos f : Cm(RJ-* CMCRn),es decir, una flecha

f : RP -*R I

Nos falta aún verificar uno de los "axiomas de Lawvere":

ei axioma que dice que “para definir una flecha debe bastar
definirla coherentemente sobre un cubrimiento? Para hacer

_esto debemosprecisar el concepto de familia epimorïa efec
tiva.

0.16. Definición: Sea C una categoría e ia: xa w»X (aGEJ)
una familia de flechas en "C.

Diremos que una familia de flechas en C fa : XM -* F

(a€.J) es compatible con Za familia icY si para nodo

Ye ob(C) y todo par de flechas h,k que hace conmutativo

el diagrama

12



Equivalentemente, Za familia {fa} es compatible con {ia}

si para todo par (a,fi)€ JxJ se tiene que eZ siguiente es

un diagrama conmutativo

(donde xa x xp es el producto fibrado de ia a ifi)

Nótese que si C = Sets 6 C = m , xa son subconjuntos (o

13



subvariedades) de x e ia son las inclusiones, entonces

una familia fa : Xa á F de funciones en un conjunto (o VE

riedad) F es compatible con ia sii para todo a,fi es
fl =f .
a xarïxfi leañ x6

0.17. Definición: a) Sea C una categoria y sea i : XOza

á X una familia de flechas en C . Entonces Za familia

{i } es epimorfa efectiva si para cada familia compatiblea

fa : xa 4 F existe una única flecha f : X * F haciendo

el siguiente diagrama conmutativo para todo a

b) La familia i es epimorfa efectiva

universal si para cualquier Ye ob(C) y cualquier flecha

h : Y a X Za familia h*(ia) definida por eZ siguiente
producto fibrado es una familia epimorfa efectiva.

Y x Xa'---———>Xa
x .

h*(ia)l lla .
Y (“-6x

Asi, la forma en que se verifica el axioma de Lawvere que

14



dice que para definir una función sobre-una variedad basta

definirla en forma compatible sobre un cubrimiento, es la

siguiente

0.18. Teorema (Dubuc). Si M es una variedad diferencia

bZe paracompacta e i U a M es un cubrimiento por abiera a

tos entonces j(ia) : j(Ua)» j(M) es una familia efectiva

epimorfa universal. Además, j(ia) son monomorfismos.

0.19. Observación: Es para la demostración de este teorema

que se necesita que los ideales de presentación de los ob

jetos de G sean de caracter local.

0.20. Observación. Se deduce del teorema 0.18 que si I es

un ideal de Cm(Rn), Ua es un cubrimiento por abiertos de

c°°(ua)Z(I) Y ia 2T an
las flechas inducidas por los morfismos de restricción), en

c°°(Rn)+-——————son las inclusiones (es decir

tonces ia es una familia epimorfa efectiva universal. Esto

se sigue del hecho que el siguiente cuadrado es un producto
fibrado

c°°(U ) 1 oo n
a a C (R )

/o\_ ’ I
¡ua

w' I In
___‘;’ 'Zï-ïï

C (U ) iá C (R )
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donde ia e iá están inducidos por los morfismos de res

tricción y n y n' están inducidos por las proyecciones

al cociente. Para usar el teorema 0.18, recuérdese que

jaR“) = c (mn) y j(Ua) = c (ua) (ver 0.12, 0.13).

Una idea que Lawvere tenia en mente al formular sus a

xiomas (ver 0.2) es que los "espacios de funciones deberian

ser variedades". Por ejemplo RR debería estar en el moj

delo. Pero RR no existe en G. Así que, siguiendo ideas
de Grothendieck, Dubuc [3 ] construye una categoria G

que"contiene" a G, que es un modelo bien adaptado y que

tiene exponenciales de cualquier par de objetos. Pasamos

entonces, a la descripción de esta categoria G

El topos de Dubuc: Hay una manera muy sencilla de ver una

categoría de C comouna Subcategoria plena de una categoría

con exponenciales. En efecto, considérese la categoria SetsC

cuyos objetos son los funtores contravariantes de C en

Sets y cuyas flechas son las transformaciones naturaIes de
funtores.

c°p
(Recordemos que si F,GEESets , una transformación na

tural n : F e G es una función n : F(Y)--> F(Y) paraY

cada Y ob(C) tal que si f : Y —>Z es una flecha en C}

el siguiente cuadrado es conmutativo:

16

op



"z
F(Z) —————'—> G(Z)

F(f) 1 J G(f)
F(Y) ————> G(Y)

"Y

Comotodo objeto X de C define un funtor contravariante
. 0P

[-,X] = HomC(-,X) se sigue que hay un funtor e :C-> SetsC

El funtor e es plenamente fiel. Esto se sigue del conoci
do lema siguiente

. op
0.21. Lema. (Yoneda, verl 9]) Sean FGSetsC y XGC. Una

transformación natural fl :[ -,X]-+ F queda completamente

determinada por nx(idx). Mas precisamente, dado E G F(x)

existe una única transformación natural n taZ que nx(idx)

= E . Es decir, existe una biyección ÓX'F .

kb“. = F(x) » Nat([-,x1,F).

Además, esta biyección es natural en x y F , es decir, si

n : [-,x]4>F está inducida por É E F(x) y h : x» Y y

V z F á G entonces la composición

[h,X] n[ny] ——>[-,x1 —>F —”—>e

está inducida por vY(F(h)(E)) l

Así, si F = [-,Y] , una transformación natural [-,X]

17



a [-,Y] "es lo mismo" que un elemento h €[X,Y] ,"es decir

e es plenamente fiel.

0P
0.22. Proposición. La categoría SetsC tiene todos los

límites, colímites y exponenciales (ver 0.14). Además, el

funtor e preserva todos los límites y exponenciales que
existan en C (no así Zos coZímites) '

Comodecíamos, la categoría G no tiene exponenciales

en general. Esto no es deseable ya que los "espacios de
funciones" deberian estar en el modelo. Tentativamente en

tonces proponemos la "inclusión" e: G á SetsGop . Como

la inclusión j : m e-G es plenamente fiel y e también

lo es se sigue que eoj es plenamente fiel. Como pre

serva exponenciales se tiene el axioma [-R][_’D]= [-,RxR].

Pero, lamentablemente, el axioma de cubrimientos no se veri

fica. Es decir puede tenerse un cubrimiento por abiertos
i

UaC—g—+M de una variedad M sin que la familia
W e(j(ia)) m i

['¡C (Ua)] ——————-——+[-,C (M)] sea epimorfa efectiva (ver

0.17). Dicho de otro modoexisten funtores contravariantes
0P

FE SetsC y familias compatibles fa : [-,Cm(Uo)] á F ta
les que o bien no existe o bien no existe con unicidad una

flecha f : [-C”(M)] -* F haciendo conmutativo el diagra
ma

18



e(j(ia))
[-,c°°(Ua)1————+ [-,c°°(M)1////

*

fa K/ f
F

oo—n
Por ejemplo tomemos el funtor F : G 9 Sets F(É-ÁB—L)

= {conjunto de funciones constantes de Z(I) en R}.‘ Si

Z(I) no es conexo se sigue del lema de Yoneda que F es

un tal funtor. En efecto, una familia compatible dada por

funciones constantes en cada una de las componentes conexas,

pero con constantes distintas en cada componente da un dia

grama del tipo de * que no puede completarse.

. Gop
0.23. Definición: Sea FE Ens . Diremos que F es un

haz si cualquiera sea el objeto EEÏEH)/IGG" cualquiera
sea el cubrimiento por abiertos Ua del conjunto Z(I)Q mn

c°°(U )l . . . a
y cualquiera sea la familia fa :[-, —ïf:——] * F compa

c°°<u) 'l U“ _"1 m n

tible con el cubrimiento [-, _/,\É ] a [-, C (m')]I|U Ia
. , . . c°°(1Rn)existe una unica transformaCión natural f : -,———-——* F

I
haciendo conmutativo el diagrama

19



c°°(U ) m n

(donde ia : [-,—;7:?—] -> [-, 9-13-11 es la transforIIU Ia
mación natural inducida por morfismo de restricción

w n Cm(U )
É_ÁB_La /,\F gracias al lema de Yoneda 0.21.

I IIUa

0.24. Ejempïg: Todos los funtores representables
w n op

[—' eSetsGI
son haces.

0.25. Definición: EZ topos de Dubuc G es la categoría
0P

cuyos objetos son todos los funtores de SetsG que son ha

ces y cuyos morfismos son las transformaciones naturales

entre funtores.

5923: Esta construcción (el pasaje de G a G ) es solo

un caso particuiar de la construcción general de un topos
sobre un sitio (ver [ 6]).

Dadoque los funtores representablee son haces (ver 0.24)
G°pla "inclusión" Goj : m» Sets se factoriza por G. Así

tenemos que

0.26. Teorema (Dubuc, verl 3]): EZ topos G junto con Za

inclusión coj :m-+ Ges un modelo plenamente bien adaptado

al estudio de la Geometría Diferencial



0.27. El abuso de notación introducido por Grothendieck:

i) Sea X un objeto de G. El objeto X define un objeto

[-,X] de G. Por el lema de Yoneda 0.21. sabemos que u

na flecha [-,X]» [-,Y] viene necesariamente inducida

por una flecha X e-Y. Asi que no hay mal en pensar que

directamente G g G.
a

ii) Por otro lado, una transformación natural n : F 9 G en
tre funtores es por definición una función F(X)77x:
á G(X) para cada X6 G de modo que cierto cuadrado

conmute (naturalidad). Esta función asocia a cada"x
elemento de F(X) un elemento de G(X) (obvio). O, por

el lema de Yoneda 0.21 junto con el abuso de notación

X = [-,X] , asocia a cada flecha E : X á F _una"x

flecha nx(E) : X á G. Precisamente nx(8) es el ele
mento de G(X) que define por el lema de Yoneda al mor

E n
fismo compuesto X 4- F 9' G

La naturalidad de la transformación h se traduce en lo

siguiente: si h : Y->X es una_flecha en G entonces da

igual aplicarle la transformaciónnatural a th que apli

carle la transformación a E (obteniendo nx(E)€ G(X)) y

después aplicarle G(h) a nx(E) (obteniendo G(h)(’flx(É))e
E G(Y)).

Asi que, con esta notación, definir una transformación

natural n : F 4>G es darse para cada XEG y cada flecha

21



g : x-+F una flecha nx(5) : X-* G

F/ G
nx(E)

X

de tal manera que si h : Y e X es una flecha en G, "man

dar y componer da igual que componer y mandar":

F G y después ///7

E_///////// X//ñx(¿)11(2)

es lo mismo que

(es decir, a = b)

0.28. Observación. El modelo G no es el único posible. De

hecho, se puede reemplazar la categoria G' (ver 0.11) por
C°°(.'R“)

I
a) la categoria F' de anillos donde I es un

ideal cerrado en la topología Cm-CO (ver 1.1m y morfismos

de anillo C". Llamando E‘ a la categoría dual de F' se

22



construye después el topos de haces E' sobre F de la mis

ma manera que la explicada para el topos G . El modelo F

es, como G, un modelo plenamente bien adaptado.

c°° (1a“)b) La categoria L' de anillos ——————donde I es cual

quier ideal y morfismos de anillo Cm. Llamemos L a la

categoría dual de L'. Si seguimos con L los pasos que se

guimos con G (y con F) tenemos un problema: los funtores

representables no son haces y, por lo tanto L "no está bien

contenido en el topos". Reyes y Moerdijk ([15]) constru

yen un topos de todos los haces respecto de los cubrimientos

finitos. Es decir, un funtor contravariante Fe SetsILop es

un haz si para todo cubrimiento finito

c (U2) i,2 4L C"(IR")
I .

R= 1,...,n
IIU,Z

n

(donde 281 UQ Q Z(I) y U2 son abiertos de mn) y para‘
c°°(u )

toda familia compatible f2 : -———3—a F existe un únicoI
IU,2

morfismo f haciendo el siguiente diagrama conmutativo para

todo 2, 1< Q< n

m i
C (UR) 2

IIUQ ,//k //f
23



Para esta nueva "topología", los funtores representables son

haces . Así, llamando Z al topos de haces sobre L para

la topología que acabamos de introducir, y con el abuso de

notación de Grothendieck, tenemos

La "inclusión" mg Z no es un modelo bien adaptado en el
c°°(R")

I
sentido mas general: para definir una flecha * F

basta definirla sobre un cubrimiento finito. Pero si se da

un cubrimiento infinito y una familia compatible con este cu
brimiento infinito, no puede asegurarse que exista una única

flecha que "pega" la familia

La exponencial RR en los topos G

'Una buena parte de nuestro trabajo estará relacionada con

la exponencial RR en el topos G. Siendo este el caso, le

dedicaremos aquí algunas palabras.

Los topos de Grothendieck (por ejemplo 6,F ,z ) tienen

exponenciales de todo par de objetos. Lo que sigue es la de
n

mostración de este hecho en el caso particular de RR . Pri
mero observemos que

0.29. Observación. La categoría G tiene productos finitos.
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x C00(1Rn+m
J

)

I(t,í)-;J(;<,E)
(debemos explicar esta notación. Como Ig;CmGRn) se sigue

EZ producto está dado por

n+m), dado que una función Ccode la variableque I_C_C°°(IR
- n . w . - - n+mtEIR es una func1ón C de la variable (t,x)€IR que

no depende de í. Por supuesto I no es un ideal de

CÜÏRp+m),pero genera un ideal, que es el que llamamos I(t,i).

Analogas consideraciones valen para J(;,t). Conrespecto
a ; , I(t,;);J(i,t) es la clausura de naturaleza local
(ver 0.5) del ideal suma I(t,;) + J(;,t).

n
0.30. Progosición: EZ funcor RR : G e-Sets dado por

n 0° p oo p+n
RR (C (R )) = C (? _ ) en Zos objetos, y por Za composiciónI I(x,t)
en las flechas es Za exponencial de R a la RP.

c°°(1RP) ._.> R“Comodemostración: Una flecha R es, por el le
I

n on P
ma de Yoneda 0.21., lo mismo que un elemento RR (ELÁELJJ,

c°°<IRp+n)es decir, un elemento de ———:—:——o, lo que es "lo mismo"I(x,t)
. . oo oo c°°(1RP+n)un morflsmo de anillos C C (R) 9 -——:—:—-, o equivalenteI(x,t)

°° p 00 l p+n
mente, una flecha S—flB—Lan = %:SE=:¿L : á R. Por supuesto,

IRn I (LE)
falta verificar que R es un haz, cosa que no haremos I
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Capítulo I

Integración de campos vectoriales en RR

Desde el punto de vista de la Geometría Diferencial sinté

tica, un campovectorial sobre una "variedad" Mes una flecha

v : MxDá'M tal que v(x,0) = x (donde D es el subobjeto

de R de elementos de cuadrado nulo que fue definido en el ca

pítulo 0). Integrar un tal campovectorial significa encon

trar una flecha u = MxR->M que verifique u(x,0) = x y que

haga conmutativo el siguiente diagrama:

MXR

(idï::L////’ \\\\\::\\*
M

En otras palabras, una flecha tal que

u(x,t+d)' = v(u(x,t) ,d)

u(x,0) = x

Nosotros estudiaremos aquí este problema en el caso en que

la "variedad" es M = RR.

Las cuestiones de existencia y unicidad en el caso M= R

se reducen facilmente a las correspondientes cuestiones de exis
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tencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias. De
hecho, una flecha

v
RxD —————-——4-R

corresponde (prácticamente por definición) a una
en 2 en _

veC (R )/(y2) , o sea, vl,v2€C (IR) tales que v —vl(x) +

+ v2(x) .[ y] ([f] significa "clase de equivalencia de f).
Como v(x,0) = x, se sigue que vl(x) = x, asi,

v = [x] + v2(x) .l y]

. 2Por otro lado, u corresponde a una Cierta uGCmGR). La

validez de l. es equivalente a

u'(x,t) = v2(u(x,t))
(2)

u(x,0) = x.

donde u' significa derivación con respecto al tiempo t.

En esta situación, sabemosque existe una solución localmen

te: el teorema de Cauchyde existencia y suavidad con respeg
to a ambas variables implica que existe un entorno U de

Rx{0} en R2 y una u definida en U que verifica 2. Se

sigue (verl 4],[l3l) que existe un abierto de Penon U,Rx {0}

CLIngR en G y u : U--> R que verifica (0) con M = U.

Para estudiar el caso M= RR, nosotros obtenemos una co
27



rrespondencia similar a la ya descripta para flechas RxD-+R,

etc., pero esta vez para flechas del tipo

R
R xD -> RR, RRXR —>RR, RRxRxD —>RR

Dado que R (y por lo tanto RR) es de tipo linea, i.e.

RD= RxR (ver 0.15,[2,[3]) basta con estudiar flechas del ti

P0

R -+R (pEIN).

P

Tomemosuna flecha u : RR-> RR , y sea F el funtor "seccig

nes globales": F(F) = Hom(1,F). Dado que P(RR) = d'GR),

F(RR ) = ¿“(RP), F induce una función, (que en general no es

un morfismo)

F(u) : c°°(1R) -> c°°uRP>

tal que, para 11€CnCR), h : l-> RR, el siguiente diagrama

es conmutativo

Ahora, tomemos una función

G : ¿"(m -> C°°(Rp)
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Queremos ver que, si G es "convenientemente suave", enton

ces, "viene del topos", i.e., G = F(u) para cierta u, que,

demostraremos, es necesariamente única.

..., . . . k cn_p
1.3. Def1n1c1on: 1) Dzremos que una funczón c : R -+ C (R )

w ¡o o
es C szz Za funczón c(t1,...,tk)(x1,...,xp) es una fun
ción C0°de sus k+p variables reales.

ii) Diremos que una función G : Cw(Rn) -’

a CGÏRP) es Con si, para cada l<€ml y para cada función
°° . . k °° n oo

C (en eZ sentado de 1) c : R -+ C (R ), G o c es C

(en el sentido de i).

Frólicher ya ha trabajado sobre funciones Cooen el sentido

de la definición 3. (El las llama path-smooth, ver [ 5]).

Algunos ejemplos de funciones Coo son los siguientes:

(1) Operadoresdiferenciales lineales con coeficientes de
clase Cm.

(2) Operadores integrales con nucleo Ceny de soporte com

pacto.

(3) Morfismos de anillo Cooinducidos por funciones Coo

h : RP-» En por composición.

(4) Funciones de la forma h* : CÑCRn)9 CW(RP) inducidas

por funciones h :.R á R.

- O J c w gAdemás, comp05101on de funCiones C da funCiones Cooasi

que, cualquier operador construido por composición usando (1),
29



(2), (3) y (4) también es c".

Adoptemosla siguiente notación

1.4. Notación: i) Se entenderá que Cm(Rn) es eZ anillo de

todas las funciones Coo de Za variable t = (t1,...,tn), y
que CWCRn+p) es el anillo de todas las funciones Cno de las

variables (E,í) = (tl,...,tn,x1,...,xp).
ii) Sea IC CÑCR) un ideal de caracter ZocaZ

(ver Cap. 0). Denotaremos I(t) = I y I(t,;) = clausura de

naturaleza ZocaZ del ideal generado por I en CNCRn+p).

(Nótese que IQ CwCRn+p) dado que una función de n varia

bles es una función de n+p variables que no depende en las

últimas p)
n+l

Si u(t,s)e C°°(]R ) y G : Cm(IR) -> CmüRp), para cada

tEIRn fijo podemos calcular G en u considerada como fun

ción de s:

G(u(E,-))e emm?)

Como G es Cm, en realidad tenemos

G(u(E,-)) (í) e c°°(mn+p)

comofunción de (t,;). Este tipo de abuso de notación ocurrí

rá frecuentemente asi que avisamos al lector para evitar malos

entendidos. Por supuesto Cm(C“ÏR), CQGRP)) es el conjunto
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de todas las funciones CW CWGR)-> CmGRp).

1.5. Teorema: P induce una biyección

P
l" : Hom(RR, RR) ->c°°(c°°(1R), c”(1Rp))

P
. . RDemostración: Probemos primero que Sl uE Hom(R ,RR ) enton

ces F(u) es C“, i.e., si c :.Rn ->CGÏR) es Cenentonces

NU) (c(t)) (i) E Cw(1Rn+p). Como c(t) (s) e CWGRIHI), c define

una flecha 8 : Rn-> RR. Tenemos F(u) o P(E) = P(u ° c) :

Rp-+ CuÏRp). En este momento, necesitamos el siguiente lema:

P
n R , entonces P(w) es igual a la ag1.6. Lema: Si w : R -* R

junta exponencial de w , digamos WEECN(Rn+p).

Demostración: Directa, por naturalidad de la adjunción expo
nencial.l

Volviendo a la demostración de 1.5. P(u°é) es igual a la ag
junta exponencial de (uoé) y por lo tanto, está en Cm(Rp+n).

Pero también por lema 1.6., r(¿) = c; entonces

l‘(u)°c = P(u)°P(c) = I‘(u.6)ec°°(ran+9)

Ahora definimos una aplicación B, que será la inversa de F.

Sea G ec“(c°°(n), c°°(Rp)) e y = <:""(IR“)_/Iea; CG. Definimos
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E(G)Y : Hom(Y,RR) -> Hom(Y,RP).

m P

Como Hom(Y,RR) = C (lan'O'l)/Ï(t x) y Hom(Y,RR ) =I

_ w n+p . _ _ . . .
_ C (R )/I(t'x) , tenemos que definir una función

n+1
E(g)y g cm(R )-» cm(mn+p)/í(z í). Lo hacemos según la fórI

mula E(G)Y([cl) = [G(c(t,-)(;)] donde los corchetes signifi
can clase de equivalencia modulo Í(t,s) y Ï(t,;) respecti
vamente. Obviamente, debemos demostrar que:

i) La definición es independiente de ;« elección de c,

ii) E(G) es una flecha en el topos (o sea, es una transfer
mación natural)

iii) E es la inversa de F .

Unavez que hallamos probado i), ii) se reducirá a una verifi
cación directa. Con respecto a iii), obviamente POE es i

gual a la identidad, y el hecho de que Eor‘ es igual a la i
dentidad es esencialmente el lema 1.6.

Ahora bien, i) es una propiedad de las funciones C0°(nat!

ralidad) que probaremos en el teorema 1.8.- Antes, y para fi

jar la notación, recordamos el siguiente hecho

1.7. Lema. Para todo hEECw(Rn+p) y para todo entero m >0
W

exzsten funczones C

fk de n variables { k = (k .,kp)[ E ki< m}1,.
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2k de n+p variables { k = (kl,...,kp)IE ki = m+1}ta
les que Za igualdad

k
h(t,x) = 2 fk(t)x + z 2k(t,x)xkk k

vale para todo (Li) = (tl,...,tn,xl,...,xp)GJRTH'p , donde
k k - _

ik = x l. . xpp Además, fk(t) =
|k| I lkl Ikl

1 a h , a _ a=—.———k—,dondelkl=2k. y_————l
k' a í i (t,0) l axk k

1.8. Teorema: (Naturalidad de las funciones CW): Sea ICC°°(Rn)

cualquier ideal y G€C°°(C°°(]R),Cm(IRp)). Entonces, para c,c'

GCmGRnJrl) tenemos c=c' modulo (I(t_:,s)) implica

G(c(E,->>(í)= G(c'<E,->)(i) módulo (i(E,;)) donde E,i,s son

variables que varian sobre JRn, IRpy IR respectivamente.

Demostración: Recordando que Í(t-:,:-c)es la clausura de natu

raleza local de ICCm(1Rn+p), vemos que tenemos que demostrar

que para cualquier (tod-<0)€1Rn+p, existe un entorno abierto

U 9(to,>-<o) y una combinación lineal de elementos de I con
coeficientes en C°°(IRn+p)que sea igual a la diferencia

G(C'(E,-)) (í) - G(C(Í-:,-))(i) para (Lt) GU. Por hipótesis

sabemosque esto es cierto para c' (Ls) - c(t,s), i.e., si
" + . .

(to,so) EIRnl está dado, existe un entorno abierto w de

(to,so), funciones fieIchaRn) y AiECmGRn+1)(1< i< r)
tales que en y
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— - r 
C'(t,S) - C(t,s) = 2 Ai(t,S)f.(t) (l)1:1 1

(1) tiene sentido en todo Rn+1, pero vale la igualdad so
n+r+1

lo en W. Sea g€C°°(1R ) la función definida por

- — - r - 
g(t,k,x) = G(c(t,-) + Z Ai(t,-).Ai)(x).=ll

IRn+r+1Sabemos que g(ECm( ) ya que G es C? Del lema 1.7.

con m = O, obtenemos la igualdad

- _ _ _ _ r _ _
g(t,Á,X) - g(t,0,x) = E A.H.(t,X,x). 1 1i=l

para ciertas HiEECmCRn+r+p).Poniendo Ai = fi(Ï), se sigue
que

— r - — — — — A-
G(C(tr-) + .2 Ai(t,-)fi(t))(x) - G(c(t,-))(x)€EI(t,x)1-1

En este punto tenemos un problema, ya quer
c(t,s) + 2 ,Ai(t,s)fi(t) = c'(t,s) sólo en W, de tal modoi=1
que todavia no podemos concluir lo que queremos. Tendremos

que resolver este problema. Tenemos

G(c'(E,-))(>'<> - G(c<E,-))(ï<) =

_ _ r - - — —
= [G(C'(t,-))(x) - G( E Ai(t,-)fi(t) + G(t,-))(x)]i:
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r - — - _ 
+ [G( EAi(t,-)fi(t) + c(t,->) (x) - G<c(t,->) (x)1i=1

El segundo corchete es un elemento de Í(t,;) comoya mostra
mos. Demostraremos dos cosas:

i) Dado un conjunto abierto relativamente compacto W, exis
n+l

ten fi EI, Aïe Cm(m ) tales que (1) vale en w

ii) Si (l) vale en un conjunto abierto y relativamente com

pacto suficientemente grande, entonces el primer corchete se a

nula en un entorno abierto de (to,io). Claramente, esto ter
minará la demostración.

Veremos que el punto i) y una versión mas general del punto ii)

son ciertos. Haremosesto en los lemas 1.9. y 1.15. respecti
vamente. En la demostración de 1.15. necesitaremos o bien 1.14

ó 1.12. y 1.13. (daremos dos demostraciones de 1.15.)

H .9. Lema: Sea ICCWÜRn) un ideal de caracter local, ic G
n+l

(EI(t,s) CCWUR ) y WC1Rn+l un conjunto abierto relativa

mente compacto. Entonces existen funciones fiEEI y

AiEECw(Rn+l) 1€ i< r tales que Za igualdad c(t,s) =
r

=_2 Ai(t,s)fi(t) vale en w.1:1

Demostración: Como CGEI(t,s), existe un cubrimiento abierto
n+l a a oo n+ ,

{UQIGEJ de IR , rie í, AiGC (m 1) 1<1<ra tales
. - a — _

que la igualdad c(t,s) = E AÏ(t,s) fÏ(t) vale un U“. Poi=l
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demos suponer que la familia {U } es localmente finitaa a€¿I
y tiene una partición de la unidad subordinada a ella, diga

ro:
mos W . Tenemos que la igualdad sp c = 2 (AC.Yx0 )fc.! es

a oz 1:1 1 o: J.1cierta en todo 1Rn+

Dado que Ñ es compacto, el conjunto Jo de índices tales

que sop(tpa)ñw 7€s25 es finito. Entonces, en w tenemos

ro:

c = E Wa. c = E _ Z (Aai‘fia)fï '
aEJO aEJo i=1

Recordemosla siguiente definición.

1.10. Definición: Decimos que una sucesión {fk}k€mgCÜ(Rn)
converge a feCwüRn) en Za topología CÏcompacto abierta

la!

(C -CO) 3737ipara cada aE(1NU{0})n, 3a (fk) converge E
|al

niformemente sobre compactos a _a (f).at

1.11. pefinición: Diremos que una sucesión {fk}k€NgC°°(Rn)
converge a .fGCOOCRn) en la tc:;olc-aí:z Stone sii rat": cada

. . n . 
conjunto compacta KglR existe k E IN tac que, para k>ko

se tiene fk = f en K.

Comoejemplo, notemos que 1.9. dice exactamente que fEI(1—:,s)

sii existe una sucesión de combinaciones lineales de elementos

de I que converge a f en la topología Stone. Por otro la_

do, con la misma idea de la demostración de 1.9. se puede mos

trar facilmente que la clausura de naturaleza local de cualquier
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ideal coincide con su clausura en la topología Stone, como

fue primero observado por J. Penon.

1.12. Lema: (GZueing Zemma,ver [11], lema que sigue al teore

ma 3). Si {fk} QCWURn) converge a f Con-CO entonces,kEIN
. . 0° n+1

exzsten una subsuceszón fk y PEC (IR ) tales quer
F(t,l/r) = fk y F(t-:,s) = f(-t) s72 s< 0. En otras palabras,r
si fk"f Con-CO,existe una subsucesión fk y-una curva CNr
(en el sentido de 1.3. i)) F :1R-> C (IRn) que pasa por fk r
para s = l/r y tal que F = f para s < 0.

Demostración: Podemos suponer que f = 0. Sea Kr = [-r,r]n

QIRn. Por hipótesis existe krGIN tal que IDO‘fkI< e-r enr
Kr para todo Oi tal que [al < r. Tomemos ahora s0 e C°°(JR)

tal que sophp); (-l,l) y sp(0) = l. Llamemos Wr(s) =
= W(2r(r+1) (s-l/r) ) .

Tenemosque sop(*Pr)C(l - -1— , 3'-+ —1— y spr(1/r)r 2r(r+1) r 2r(r+1)
= 1. Definamos

fkr (t).fiPr(s) si SESOp(‘Pr)
F(T;,s) =

0 en otro caso.

Obviamente F(t,l/r) = fk (t).Es muyfácil ver que FEC"(1Rn+l)Ir

1.,3. Corolario: Toda función CmG : C"(]Rn)->C°°(1Rp) es con
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tinua en la topología Cm- CO.

Demostración: ¡Supongamosque la sucesión {fk}c;C&(Rn) con

verge dn-CO a fGEÓ”(Rn) pero G(fk) no converge Cm-CO

a G(f). Esto significa que existe un conjunto compacto Kg;

QIRP, e >0, ae GNU{0})p, una subsucesión fk’Z de fk y
i526 K tales que, para todo IEIN

|01| alal _
G(f) (x2) [2 eG(f )(í)- _

k2 Q ax“ai“

Por compacidad, podemos suponer x2» xo para un cierto ¡0€

E K. Por lema 1.12., existen una subsucesión de fk que también
Qn+l

llamaremos fk y Fe CwflR ) tales que F(t,1/Q) =f (t),
9

k
2

F(t,s) =f(t) para s<0. Para cada BGIR fijo, podemos
Wcalcular G(F(-,6)) (í), y, como G es C , obtenemos una

función CW de ambas variables 6 y í.

ouazar _ a:
_a G(F(-,1/I2>) (x9)—> - _
X Q ->oo axa

Entonces, G(F(-,0))(ío). Es

to es una contradicción.

1.14. Lema: (Lema de reordenamiento).

Sea {f} CCmURn). Entonces, f converge a fECmÜRn)k kEJN k

en Za topología Stone sii para cada subsucesión ka de fk
y para cada sucesión decreciente EPO de números reales

existe una función FECW(]Rn+l) tal que F(Ï:,EQ) = fk2(t)
y mas) = HE) para s<0.
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Demostración: Podemos suponer f = 0. Supongamos que fk

converge a 0 en la topología Stone. Tomemosuna subsucesión

fk2 y una sucesión decreciente EQ\ 0 de números reales. E
lijamos también funciones WQECW(R) tales que w2(59) = l

sopvpg)ñ sop(Wj) = ó para 2 # j y sop(w2) es un in
tervalo cerrado. Sea

‘PQ(s).fk2(t) si sesopUPQ)

0 en otro caso.

Dado que fk converge a 0 Stone, es muy fácil ver que
HE, s) e (¿maran+l).

Reciprocamente, supongamos que fk no converge a cero en la
topología Stone, o sea, existe un conjunto compacto K y una

subsucesión fkg tales que fk2 no es identicamente nula
en K.

Sea EQ = max Ifk (E) . Comopor hipótesis {fk}k=l puede
EEK

ser pegada con una F, podemos suponer (tomando otra subsuce

ción si es necesario) que EQ decrece hacia cero. Llamemos

EQ a un punto de K tal que Ifk (tg)l = EQ # 0. Otra vez,
_ - 9 ._

podemos suponer tQ-> tO para cierto toe K (tomando otra
subsucesión). Por hipótesis, existe FE ¿”(Rn+1) tal que

F(t,E2) = fk9(t) y F(t,s) = 0 para s <0. Entonces,
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F(thEQ) - F(tho) -0
= t ————= 11

y, por el teorema del valor medio de Lagrange, existe un númg

ro real 62, 0 < 62< EQ tal que

F(thÉQ) "F(tgro) =3_F

EQ BS (t2,02)

Luego, QE _ = :1. Ahora bien, dado que F EC?(Rn+1)
as (32,92)

y (EQ,02) » (to,0), obtenemos QE _ = il. Pero, sien
BS (toro)

aFdo F = 0 para s<:0, deberiamos tener -— = 0, lo
as (tom)

cual es una contradicción

1.15. Corolario: Cualquier función Cen G : CGÏRn) * CGWRP)

es contínua en Za topología Stone.

Demostraciónz. Supongamos que {fk};:=l converge Stone a f

pero G(fk) no converge Stone a G(f). Apliquemos 1.14 a

G(fk): existen una sucesión decreciente €240,y una subsucg

sión fk de fktales que ninguna FGEC”(RP+1)verifica
2

F(x,5 ) = G(fk )(í) y F(x,s) = G(f)(x) para s <0. Pero,
Q

otra vez por 1.14. , y dado que fkg converge Stone a f,

existe He ¿”URI-1+1) tal que H(E,EQ) = fk‘Z , H(1-:,s) = fit)
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para s1<0. Sea F(;,s) = G(H(-,S)), tenemos: F(;,EQ) =

= G(fkg)(}-{), mas) = cmo?) para s<0 y F(>’:,s)ec°°aRP+1).
Esto es una contradicción I

Ahora presentamos otra demostración de 1.15.

i) Acerca del diferencial de una función Cm:

Definamos el diferencial de GECm(C°°(IRn), Cm(1Rp))

dG : c°°(mn)xc°°(1R“) ->c°°(IRp)

por la fórmula

dGh(k) (¡2) = lim G(h+)\k) (ic) - G(h) (x)A-+0

Dado que G es Coo se sigue que este limite existe y que

dGh(k)€ Cm(Rp). Análogamente, puede verse que dG es una

función Cco en ambas variables h y k (es decir, precedi

das por un par de curvas C0° como en 1.3.i) da una curva Coo

y, por lo tanto, con la misma demostración de 1.13 (adaptada

a este caso de una función de dos variables) se muestra que

dG es una función continua en la topología CuLCO. Además,

dGh : CmüRn)->C"ïRp) es R-lineal. Para ver esto, tomemos
k,k'€ c“ïnn) y consideremos la función K(A,p,i) =

= G(h+Ak+Hk'). Tenemos que dGh(k+k') = g- (K(A,A,;))¡=0 =

-_-x (0,0,2) + K (0,0,2) = dG (k) + dG (k'). La propiedadA y h h
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dGh(ak) = a dGh(k) es inmediata de la definición de dG.

El lector interesado puede ver [5 ] donde la definición de

dG asi comoalgunos de los resultados desarrollados en el pun
to i) pueden encontrarse. Sin embargo, el contexto es mucho

más general y las demostraciones, menos elementales.

ii) Segunda demostración de 1.15. Tómense f,h€C°°(IRn), y sea

H(>\,>_c)=G(f+)\h) (i) . Por el teorema del valor medio de Lagrar_1

ge, tenemos G(f+h)(;() - G(f)(>-{)= H(l,)_<) - mon?) =

= a—H _ = de h(h) (í) para cierto 0< E<1, E.= ¿(2).aA (ax) +5
Para cada 2 e CmüRk), conjunto compacto KQIRk y re N U{0}

r a Im 
llamemos IHZIIK= sup —_& 52(x)

_Iou<r ax
xe K

Dado que dG es Can-CO continuo, tenemos que dado e> 0 y

un conjunto compacto K'glRp existen 5> 0, un conjunto com

pacto K = K(e ,K') (que podemos suponer que es un n-cubo) y

reIN U{O} tales que “Mi; < 6 y IÍE- f“; < 5 implican

lldG!z(h) íl:,< e_ (dado que siendo dG JR-lineal tenemos

de(0) = 0). Ahora bien, si h se anula en el cubo K =

= K(e,K') tenemos IIhIII;= o<5 y |I(f+ih) —fu; = o <5 para

cualquier EEIR. Así que, si h se anula en K, tenemos

(Ah también se anula en K) AIIde+E_h(h)II = IIde+Éh()\h)lIg,< e

para todo se JR, A> 0. Se sigue que IIde+Eh(h)IIIe<. = 0

para cualquier g y así G(f+h) (í) - G(f) (i) = de+Eh(h) (í)
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se anula para EEK'.

Resumiendo: dado un conjunto compacto K' CIRp y f€C°°(]Rn)

existe un conjunto compacto Kg;Rp tal que hIK = 0 implica

G(f+h)lK. = G(f)IK, . Esto es una manera de decir que G es
continua Stone I

P
Observación: El teorema 1.5. dice que una flecha RR-+ RR en

. _ ooe o os es en ver a m m u u1 t d d "la is a cosa" e na func1ón C

¿”(11) -> c°°(:RP).

En este punto ya podemostratar el problema central de este

capítulo. Poniendo M= RR en las consideraciones del prin

cipio del capitulo, nos damos una flecha v : RRxD-*RR tal

que v(h,0) = h y debemos "hallar" una u : RRxR-+ RR que

haga conmutativo el siguiente diagrama

RRXR

id x+

RR///////' \\\\\\\¿:\\\\\
RRxRxD RR (1)/’

(“Mick/
RRxD

y que verifique u(h,0) = h. En otras palabras, una flecha

u tal que
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u(h,t+d) = v(u(h,t),d)
(l)

u(h,0) = h

Veamoscual es el significado (en términos de elementos de los

anillos Coo involucrados) de la conmutatividad del diagrama
(1). Nótese que, dado que RD:RxR, (RR)D= RRxRR, tenemos

que la adjunta exponencial de v, digamos V : RR a (RR)D =

= RRxRR es un par (V1,V2) de flechas RR + RR. Llamemos
R RXRtambién ü : R ó R a la adjunta exponencial de u.

1.16. Lema: i) Si. h : l e RR, entonces, Za adjunta expo

nencial de la composición

(hxideD) R (uxidD) R Rx
(1) RtxD = lxRtxD ———>R xRtxD —>R xD X R

(bajando Rx) es Za flecha dada pon

r<vl> (NE) (h) (-,t)) (x) +

+ F(V2)(F(U)(h)(-,t))(x)-[Z]€ C (R )/(Zz)

ii) Si h : l á RRentonces, Za adjunta exponencial de la

composición

(hxideD) (idRRH ) R u Rx
(2) RtxD = lxRtXD -—-—————*RRxRtxD ——--——-v R XRt———-R
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(bajando Rx) es la flecha RxRxD-*R dada por

r(ü)(h)(x,t) + M (x,t)-[21€C°°(JR3)2at /(Z )

iii) La condición v(h,0) = h es equivalente a v1 = id R
- R

ó por 1.5. , a P(vl) = id m .
C (R)

iv) La condición u(h,0) = h es equivalente a F(G)(h)(x,0)=

= h(x).

Demostración: i) En vista de 5.6.,y tomando la adjunta expg

nencial (levantando D) en (1), para demostrar i) basta ver

que para i = 1,2, la flecha

hxidR V.
R u R 1 RxlXR ——>R XR-—> R ———> Rt t

está dada por

I‘(vi)(I‘(1ï)(h)(-,t)(x)€ c°°(m2) (i = 1,2)

y para ver esto basta ver (ver 5.7.) que para cada tOEJR' la
flecha

(ldlrto) hX u Vi R
—>R XR—>R ——>Rt(3) l-———————>lXR

está dada por I‘(vi)(F(1Ï)(h)(-,to))(X)€ c°°(IR).
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Claramente, la flecha (3) está dada por F(Vi)(uo(hxidR)°

o(idl,to)), así que basta ver que la flecha (4) es

NE) (h) ('1'to) :

(1d1,to) hxidR R u R
(4) 1 ———>1.xRt——>R XR——>R x .txífl/

a

Ahora bien, levantando R en la flecha a obtenemos su adjun

ta exponencial a .

y vemos que 5 = F(ü)(h), asi que a está dada por F(ü)(h) E

€C“(R2) y, finalmente, esto implica que la flecha (4) es i

gual a F(ü)(h)(-,to). Conesto terminamos la demostración
de i).

ii) La flecha (2) es igual a la composición

hxldR R u R
t ==R xRt——u———>R(5) RXD =R x

Ahora bien, la adjunta exponencial de la composición

(hxidR)
R

(6) Rt>-—-—------»—-> R XRt

es
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(7) 1—->RR—>R

o, en otras palabras, F(G)(h). Así que, la flecha (7) es i
gual a F(ü)(h), y por lo tanto la flecha (6) está dada por
F(ü)(h).

Entonces, la adjunta exponencial de (5) (bajando R) corres

ponde a

rm (h) (x,t + [ 21) ->c°°(m3) 2/(z )

Y ahora, por 1.7., dado que [z]2 = 0 esto es igual a
r<ñ>(h)(x,t)+Mmm . [z].

BY

iii) Debemosverificar que v(h,0) = h, es decir, la compg
sición

(idRR,0) R V R(6) R -——> R xD—>R

es igual a la identidad de RR si y solo si vl = id R .
R

En virtud de 5.2 la flecha compuesta que venimos de escribir

es igual a la composición siguiente

RR—» (RR)D\-—(R)—> (RR)DXD——'>RR
_/_

a

47



Ahora bien, sabemos por Siique la flecha a definida en el

diagrama anterior es igual a

donde = es el isomorfismo canónico y 1r1 es la primera
proyección. Asi que la flecha compuesta (6) es igual a la

composición

R ï’ D R "1 RR ———>(RR) = RRxR ——>R

Pero, por definición, = o 3 = (vl,v2), así vemos que la

flecha (6) es igual a v1. Entonces se sigue que v(h,0) =

si y solo si vl = id R .
R

iv) Debemosverificar que u(h,0) = h, es decir, la compg
sición

(id ,0)
- R R

(7) RR R >RRxRt—-——>Rx

es igual a id R si y sólo si F(H)(h)(x,0) = h(x) para
R

cada hG C°°(IR) y x€— JR.

En virtud de 5.2.la flecha (7) es igual a

(8) R
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por el teorema 1.5. esta flecha es igual a la identidad de
h

RR si y sólo si, para toda hEC°°(IR), l --—>RR la comp9_

sición

(9) l-——-+-R —-———+-(R

es igual a h. Ahora, la flecha (9) es igual.a

(F(ü)(h),0) Rx R ev R
(R ) XR

y, por 5.2., esta última es igual a

(lO) l ————————+lxR ——————————+Rt x

y sabemos que u(h,0) = h si y sólo si la flecha (10) es h.

Ahora, la flecha (10) es igual a h si y sólo si su adjun
ta lo es

(idn'o) rm) (h)
Rx-————> RxxRt ————-— R

es decir, si y sólo si r(ü)(h)(x,0) = h(x)l

1.17. Teorema: i) Sea v : RPkD-+ RR una flecha tal que

V(h,0) = h y u : RRxR —»RR. Entonces teñemos que i) u

cumple
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U(h,lt+d) = v(u(h,t) ,d)

(1)
u(h,0) = h

si y sólo si

ana) (h)(Lt) = I‘(v2)(F(1Ï)(h)(-,t))(x)at
(2)

NE) (h) (x,0) = h(x)

ii) Reciprocamente, sea U : CN(R) e-Cm(R2) una función

Cnoque satisface el problema

aU(h)
at

(x,t)

(3)
U(h)(x,0) = h(X)

RXR
Sea G = E(U)€ Hom(RR, R ) (ver 1.5.) y sea u : RRxR-*

—>R su adjunta exponenciaz. Entonces u verifica (l).

Observación: Los teoremas 1.17 y 1.5 dicen que integrar

un campo vectorial en RR es lo mismo que resolver un pro

blema diferencial del tipo (3).

Demostración de 1.17. i) Sean A y B las composiciones

R ldRR x + R u Rx
R xRxD ———.———‘—* R xR ————**'Rt
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Uxid
R D R VR xRXD——" R XD——>R R

respectivamente. Con esta notación, (l) significa A = B y

u(h,0) = h. Ahora bien, A = B si y sólo si sus adjuntos

exponenciales (subiendo RxD), digamos K y É también lo

son.

Y dado que (RR)RxD = (RD)RXR = RRXR XRRXR, X y É son pa
R RxR . . .res de flechas de R a R seguidas de un lsomorfismo.

Entonces, por 1.5., X = ñ sii precedidas de todas las posi
bles secciones globales l * RR son iguales.

Tomemosuna sección global h : l á RR. Las flechas Koh y

ñoh son iguales sii sus adjuntas exponenciales (bajando

RXD nuevamente) son las mismas. Pero las adjuntas exponen

ciales de th y 50h son A°(hxideD) y B°(hx ideD).
Así que, hemos demostrado que A = B sii para todo he Cm(R)

A°(hxideD) = B°(hxideD). En vista de 1.16, esto termina
la demostración de i).

ii) Para ver que u \erifica (l) basta, por i), ver que u
verifica (2) en i).

Pero esto es inmediato ya que P(E) = F(E(U)) = U I

Discusión y ejemplos sencillos

Por 1.16. iii), una flecha v : RRxD->RR tal que v(h,0) =
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= h queda definida por una flecha v2 : RR-+ RR

1.5. esta v2 queda identificada con una función Coo

I Y,

G : c°°(1R)-> c°°(1R)

G = l"(v2) , v2 = E(G)

1) Tómese G : c°°(1R)'—>c°°(LR), G(h) = h. La solución del

problema

M (x,t) = G(U<h)(—,t))<x>
at

U(h)(x,0) = h(X)

es U(h)(x,t) = et.h(x), la cual es Cm.

En este caso la flecha v correspondiente está descripta

por v(h,d) = h+hd. Así que el problema

u(h,t+d) = V(u(h,t),d)

h(h,0) = h

tiene como (única) solución a

u = adjunta exponencial de E(U)

2) Supongamos ahora que G(h)(x) = h'(x). G es C”. En es

te caso, la solución del problema (l) correspondiente está
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dada por u = adjunta exponencial de E(U), donde U(h)(x,t)

= h(x+t).

No tenemos aún un teorema de existencia para nuestro pro

blema. Debería ser un teorema de existencia local, para al

guna topología que debe encontrarse. Por ejemplo, conside

rando la topología Cw-CO, la existencia falla en general.

Por el momento, nos contentamos con decir que, como hicimos

en l) y 2), y en casos menos simples que estos, podemos en

contrar ejemplos donde hay existencia global y unicidad.
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Capitulo 2: Ideales con extensiones determinadas por las lí
neas.

Introducción

Sea JS;CWORn). Comosiempre pensamos que t = (t1,...

tn) varía en mn, í = (x1,...,xp) varia en mp y (t,;) =

(t1,...,tn,xl,...,xpÏ varia en Rn+p. Dadoque una función
de la variable t es una función de (t,i) (que no depende

de i), tenemos JS;C“WRn+p). Por supuesto, J no es un i

deal de C”(Rn+p) pero genera en C”(Rn+p) un ideal que lla

mamos J(t,;) (comparar con 1.4). Consideremos el siguiente

enunciado (1) sobre J : "Cualquiera sea fGC”(}Rn+p), fe

€J(t,;<) sii para cada ¡:ÏEIRpfijo, f(t,5) EJ". Es fácil

ver que el enunciado 1 es en general falso. Tómesepor ejem

plo n = 1 y J = {h €C°°(1R)I h se anula en un entorno de

OGIR} y sea f€C°°(IR2) una función nula en C = {lxlslyl} U

U {y = O} y distinta de cero en el complemento de C.

C = conjunto de ceros
de f

En este capítulo demostramosque el enunciado (l) es cierto pg
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ra una gran clase de ideales finitamente generados (Cor. 2.,

Teor 2.) , aunque no para todos ellos.

Decimosque los ideales que verifican el enunciado (l) tienen

extensiones determinadas por las lineas. Aqui caracterizamos
estos ideales comoideales cerrados J(t) (en el sentido de

Whitney[10]) tales que, para todo ptEN, el ideal J(t,x) es

también cerrado (Teor. 2.). Finalmente, desarrollamos algu

nos ejemplos no triviales. El material de este capitulo se

desarrolló para tratar los abiertos de Penon de YX, cosa que

haremos en el capítulo próximo.

Ideales con extensiones determinadas por las lineas

2.1. Definición. Decimosque un ideal J(;C"(Rn) tiene gg

tensiones determinadas por las lineas sii para cada entero

p>'0 .y cada función f'GCGÏRn+p) se cumple Zo siguiente: si

f(1_:,a)EJ para cada 5 EIRp fijo entonces f€J(1-:,x).

(La razón del nombre es que, para n = l, p = l la definición

significa fGEJ(t,x) sii restringido a lineas horizontales es
tá en J).

2.2. pbservación. i) Si J = J(t) tiene extensiones determina
das por las lineas, entonces cualquier extensión J(t,í) tiene

extensiones determinadas por las lineas. La recíproca también
es cierta: si alguna extensión de J(t) tiene e.d.l , enton
ces J(t) tiene e.d.l.
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ii) Notemos que la propiedad de J de tener e.

d.l. es una propiedad intrínseca del anillo cociente

A = CWCRn)/J. Explicitamente, J tiene extensiones deter
minadas por las lineas sii para cada pGEN,la familia de to

das las evaluaciones ev_ : A oow(Rp)—»A (EEERP) es colec
x

tivamemte monomorfa, 0, en otras palabras, todo "smooth poll
nomial" con coeficientes en A (i.e., cada elemento de

A(xl,...,xp) = A awa(Rp)) es nulo si se anula en todo pun
to de mpg Ap).

Un ejemplo de ideal que no tiene extensiones determinadas

por las lineas fue dado en la introducción. Nótese que ese i
deal no es cerrado en la topología Cm-CO (ver 1.10).

2.3. Proposición: Si eZ ideal J = J(t)€;Cm(Rn) tiene exten

siones determinadas por las lineas entonces es cerrado en Za

topología Cm-CO.

Demostración: Supongamos que la sucesión f kEEN, f 6.]k’ k

converge en la topología Cm-CO a fEECw(Rn). Por el lema

2.4 (que demostraremos a continuación) podemos suponer (tg

mando una subsucesión) que existe HEEC"(Rn+1) tal que

H(E,1/k) = H(E,-1/k) = ka-z), H(E,0) = HE) y 3%(E,s)eJ(E)

para cada SGER fijo. Ahora bien, como J tiene extensio

nes determinadas por las lineas, se sigue que gg (t,s)€
eJXt,s), o, en otras palabras, g%(t,s) = E Ai(t,s)hi(t)i=1
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n+1
para ciertos AiEC"(IR hiEJ. Entonces, H(É,1)-H(t,0)=),

l ¿H _ r _ 1 _ _
= f -—(t,s)ds = 2 hi(t)f Ai(t,s)ds. Esto dice que H(t,l)

0 0as 1:1

- H(t,0)eJ, y como H(t,l) = flEJ concluímos que H(t,0) =
= f(Ï) EJ I

2.4. Lemma: Sea J = J(t) un ideal de CWURn),y sea fkeJ
una sucesión de funciones que converge C°°-CO a f€C°°(1Rn).

k2

. oo +Entonces existe una subsuceSión f y HGC (ZRnl) tal-que

H(t,l/Q) = H(E,-1/sz) = fkfl(t)
H(E,0) = f(t)

3-: (t,so)€J(1-:) para cada SOEIR fijo.

Demostración: Sea K = [-Q, an el cubo cerrado n-dimensig

nal. Por hipótesis, existe k2 tal que IDm(fk-f)I< e_2 en

K9 para cada tal que IaI = 2 Oli< Q . Tomemos una función

wec°°um tal que v([-1/2,1/2]) = 1 y sop<so>g(-1,1), y

llamemos 99(5) = sp(29(2+1) (s-l/Q)). Tenemos que sopHJQ) C

g (1/2-1/22(2+1), 1/2+1/22(9+1)) y 92([1/2-1/4Q(2+1),1/2+
+1/42(R+1)]) = .1.

Nótese que -sop(spg) nsopwk) = s25 si 2 7€k. Definamos
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w(s).f (E) + (1-5; (s)).f (E)
sz k sz k2+1

si l/(Q+l) <s<1/9 ó -1/E< SS-l/ÍHI

fk1(E) si |s| >1
f('t') si s = o

Se ve facilmente que H es Coo y que gg (E,0) = OEEJ. El

hecho que %%(E,SO)GÉJ(É) para cada so # 0 fijo es inme
diato I

2.5. Definición: Decimosque un ideal J es universalmente

cerrado sii J = J(E) y cualquier extensión J(E,í) de el son
cerrados.

Observemosque 2.3 junto con 2.2 dicen que ideales que tie

nen extensiones determinadas por las lineas deben ser univer

salmente cerrados. E. Dubuc observó que un argumento deriva

da-integral comoel de 2.3 permitiría usar sumas de Riemann

para probar su recíproca. En verdad podemos usar sumas de Rie
mann directamente.

2.6. Proposición: Sea J; Cm(Rn) un ideal y sea f(E,s)€

G Cm(Rn+l) tal que f(E,so)€ J(E) para cada 50€ R fijo.
Entonces f(E,s) está en la clausura Cm-COde J(É,s).

Para probar esto, necesitamos el lema 2.7.

2.7. Lema: Sea fe Cm(Rn+1). Se tiene
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n .

i) Las sumas de Riemann S:(t) = . E f(t,-—).%
a w

convergen a Sa(E) = f f(É,w)dw en la topología C -CO cuan

do n á-m.

ii) Sea p eC°°(IR) Za función

exp(-1/(1-sz) si |s|< 1
p(s) =

0 en otro caso

, _ j.P(js)y sea p. el nucleo p.(s) — . Entonces Za sucg
3 a 3 Ip(s)ds

sión f;(E,s) = f f(É,w)pj(s-w)dw converge a f(E,s) en la-a
topología CW-COcuando n,a-++m.

Demostración: i) Está claro que basta probar que S:(É) con
. a verge unlformemente sobre compactos a S (t). Sea pues

Kc;an un conjunto compacto. Para nEIN, -n<i<n-1 y
- . E ai a(i+1)
tGK ex1ste Ei'n (n , n ) tal que

a(i+l)

í n " af(t,w)dw = f(t, . ). -.
- Ei 1,n n

n
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a(i+l)
n-l n _ _

— 2 'f(t,w)dw ! + If(t,a). É! <
i=—n .a

n

n-l ai E a a_ _ - - _ - I _
g iín I f(t,n) f(t,Ei,n) I . n + I f<t,a)l o n

El resultado sigue por la uniforme continuidad de f en el

compacto KxI-a,a]

ii) Primero notemos que basta probar que

f?(t,s) = f f(t,w)pj(s-w)dw converge uniformemente sobre-a
compactosa f(t,s).
En efecto, las derivadas respecto de t no son problema, y

con respecto a las derivadas respecto de s tenemos

af? _ a _
——l(t,s) = f f(t,w)p{(s-w)dw =

as -a 3 '

°a _ a _ a= - f f(t,W) — (p.(s-W))dw = -ïf(t,w)p.(s-w) ]_ +
-a aw J J a

a
+ f EE (t,w).P.(s-w)dw.

-a as 3

Ahora bien, si s se mueve en un compacto y a es suficien

temente grande, el primer sumando se anula y nos hemos reduci
a .

do al caso anterior. Probemosentonces que fj tiende a f
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uniformemente sobre compactos. Observemos para esto que

a s+a
f p.(s-w)dw = f p.(w)dw
-a 3 s-a J

Tomemos el compacto [-sO,So]Q IR , y tomemos aOG lR ao> 0

suficientemente grande comopara que se [-so,so] y a>ao
implique s+a>1/j , s-a< -l/j. Entonces tenemos

s+a
f p.(w)dw = f P.(w)dw = 1,
s-a 3 IR 3

a

o sea, -2 pj(s-w) = 1, si SEI-50,50] y a>ao. ‘

Tenemosentonces para se [-so,so] y a>ao

a - - a - —
Ifj(t,S)-f(t,s)l = I; (f(t,W)-f(t,5)) pj(s-w)dwIs-a

a

g f If(t,w) -f(t,s)l P_].(s-w)dw._a _

Sea K = [-b,b]nQIRn. Por uniforme continuidad de f en

Kx[-so-l,so+l] , dado €> 0 existe jO-EIN tal que II(E,s) 
- l

«-(t',s')||< , (t,s),(t',s')GKx[-so-s,so+1] implicao

If(t,s) - f(t',s')l< e . Asi que, si (t,s)€Kx[—so,so] y

j> jo tenemos que If(t,s) - f(1_:,w) pj(s-w) < 6 . pj(s-w)
(si Is-wl >Jl/jo pj(s-w) = 0, así que basta considerar
Is-wI<1/jo lo cual implica we [-so-l, so+1]). De todo esto

_ _ a

se deduceque If?(t,s) -f(t,s)[<ef pj(s-w)dw si j>jo,-a
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a2>ao y (E,S)€ le-so,s ] . Pero habiamos tomado ao y sO O

de tal manera que, en las condiciones en que estamos
a

f pj(s-w)dw = l} Como todo compacto de Rn+l se cubre con un-a

compacto de la forma Kx[-so,so], esto termina la demostra
ción de ii)

Demostración de 2.6: Sea fGECw(Rn+l) tal que para cada sas

EJR fijo, f(t,so)€ J(t). Debemosmostrar que f(t,s)€ J(t,s).

Tenemosque, para WEERfijo, f(t,w)pj(s-w)e J(t,s). Se si
a .

gue de 2.7.1) que f f(t,w)pj(s-w)dw€ J(t,s). Entonces, de-a
2.7.ii) deducimosque f(t,s)€ J(t,s)l

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de 2.3 y 2.6.

2.8. Teorema: Un ideal JC C”(Rn) tiene extensiones determi

nadas por las lineas sii es universalmente cerrado I

Es sabido (ver [1d) que los ideales generados por un nú

mero finito de funciones analíticas son cerrados y, por lo tan

to, universalmente cerrados. Tenemos

2.9. Corolario: Si fl,...,f son funciones anaZiticas enr
Cm(Rn),eZ ideal generado por f1,...,fr tiene extensiones
determinadas por las lineas I

Este corolario nos da una gran clase de ideales finitamen
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te generados que tienen extensiones determinadas por las li

neas. Sin embargo, no todos los ideales finitamente generados

las tienen: basta recordar que los ideales finitamente genera
dos no son necesariamente cerrados.

2.10. Teorema: Sea JCZCW(Rn)un ideal finitamente generado

con extensiones determinadas por las lineas y consideremos una

n-tupla 6 = (gl,...,gn) de elementos de Cm(R), i.e.,

a : R2 ->Rn. Supongamosque (91,...,gn) son independientes
(i.e., el jacobiano de a tiene rango n) en todo punto de

6-1(Z(J)). Entonces el ideal Jg = ideal generado en Cm(R2)
por {h o a : h€.J} tiene extensiones determinadas por las li
neas.

Demostración: Tomemos feC°°(IR2+p) tal que para cada aEIRp

fijo ¿(5,5) EJg. Debemosmostrar que nai) €Jg(s,x) (E va

ría sobre R9 y í sobre RP). Dadoque Jg es de caracter
local (porque es finitamente generado, ver [ 2]) es suficien

te mostrar que para cada (50,;O)e:R2+P existe un entorno a

bierto V de (Eo,ío) tal que flv está en el ideal

Jg(5,;)|v de CM(V). Esto último es trivial si 50e22(Jg).

Tomemosentonces (¿0,20) con s06 Z(Jg) = 6-1(Z(J)). Llame
_ g. 

mos sSGER n a las últimas Q-n coordenadas de so. Dado

que por hipótesis 91,...,gn son independientes en EO , por
el teorema de la función inversa prodemos suponer (cambiando

el orden de las variables si es necesario) que existen entor
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nos abiertos U' de EOGIRQ, w' de (g(<._=,o),s(')')€IRizyun

difeomorfismo E : w'-» U' tal que g o E : w'-+Rn es i

gual a la proyección í en las primeras n coordenadas. Sa

bemos que f(s,a)€EJ_ para SEERP fijo, así que existen
_ g r _

funciones AÏGECW(RQ)tales que f(5,5) = Z AÏ hi(g)(aEERp),i=1
siendo hl,...,hr generadores de J. Se sigue que, en W',

_ r 5 _ _
f(Ü,a) = 2 AJ._(llI).hio 1r .i=1

Poniendo 5' = (51,...,sn), g" = (sn+l:...,sn), tenemos, e
- _ _ _ r _ _ _ _

quivalentemente, f(dt(s',s"),a) = AÏ(\(J(S',S")).hi(S').1:

Tomemosahora un entorno abierto W de (6(so),sg) tal que
v'vgw' y una función tp ECWURQ) tal que Z(tp) = IRiz\ W. Tene

mos que H(M) = 6(E).f(íx(3),i) y p(E).AÏ(w(E)) están defi
nidas y son Cooen todo IRQ+p y IR!2 respectivamente. Ade

- _ r - a _ ..
más tenemos H(s,a) = 2 sp(s).Ai(d/(s)).hi(s').i=1

Entonces, para cada (5",3) €R(E_n)+p fijo, H(E',E",á) E

€J(s'). Se sigue que H(s',s",a)€ J(s',s",a) ya que J
tiene extensiones determinadas por las lineas. Además,dado

que SP no se anula en W, f(E,ï<)le]RpeJ(Ev,Es.';) IWXIRP.

Entonces, llamando U = ÍNW),

EJ (E SE)
g , IU y,xIRp

us i) I
' U><IRp

por lo tanto, V = U xIRp es el entorno de (30,520) que ne
cesitábamos I
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Ejemplos de ideales con extensiones determinadas por las
lineas.

Ejemplo 1: Todos aquellos ideales obtenidos por una ade

cuada combinación de 2.9 y 2.10, como los ideales generados

por un número finito de funciones independientes (i.e. inde

pendientes en el conjunto de ceros comunes).

Un ejemplo de esto es el ideal J = (f(t)tn+l-l)<;Cm(Rp+l),
ndonde feECm(R ) es una función tal que Z(f) = Rn\ U para

cierto subconjunto abierto U de Rn. Este ideal J es el

ideal de presentación del anillo Cm(U) comoun cociente
l

de Cm(IRn+) (ver [ 3]). Por supuesto, (f(t-:)tn 1-1) no-es,+

en general, una función analítica.

Ejemplo 2: Se sigue de un resultado de A. P. Calderón

(no publicado) que el ideal de funciones playas en tOGERes

universalmente cerrado (recordemos que "playa en to" signi

fica "la función y todas sus derivadas se anulan en to".
Van Que y Reyes ([11]) generalizan este resultado y muestran

que el ideal de funciones playas en un conjunto cerrado es u

niversalmente cerrado (y por lo tanto con extensiones deter

minadas por las lineas).

2.12. Teorema: (Calderón-Reyes-Que). Sean X e Y subcon

juntos cerrados de Pp y RP respectivamente. Sean J = J(t)

cc°°(1R“), I = 16:) gc°°uRP) y K = K(E,ï<) gc°°(mn+p) los 3'
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deaZes de funciones playas en X,Y y XKY respectivamente.

Entonces K = J(t,;c) + I().<,t) I

Claramente, poniendo Y = ¡RP se sigue que J tiene ex

tensiones determinadas por las lineas.

EjemBlo 3: El ideal J de todas las funciones h€C°°(ïR)

tales que h(l/n) = para todo nelN. Para ver que J tie
ne extensiones determinadas por las lineas, tomemos pEEN y

1+p)una función fECwUR que se anula en {gi-znEÏN }x lRp ,
Probaremos dos lemas.

2.13. Lema: Sea kEIN. Supongamos que h(t,)-<)€(Ï°(]Rl+p) es

ajh _ _ p
tal, que (1/n,x) = 0 para xEIR , nGIN y 0<j<k.at
Sea U = {(t,)-<)€IR1+pIt>0 y t y! l/n, nelN} y g(t,ï<) =

= M)- g z U ->IR. Entonces, para XOEIRPtenemos
senk(1r/k)

lim g(t,>'c) = o

(tlf) _’ (Orxo)
(t,x) E U

Demostración: Probamos esto por inducción. La afirmación

es trivial si k = 0. Así que‘ tomemos k>0, supongamos que
. oo +la afirmación vale para k-l pero ex1ste he C (IRlp) que

para í fijo tiene un cero de orden no menor a k en l/n,

tal que el límite anterior o bien no existe o bien es distill
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to de cero. En tal caso, existe una sucesión (t2,;2) que

converge a (0,;0), tg > 0, t2 í l/n UIGEU tal que

h(t i)

2-) oo senkUr/tg)

con aelR, a # 0 ó a = m. Tomando una subsucesión pode

mos suponer que sen(n/tg) es una sucesión convergente.

Notemos que necesariamente debe tender a cero, y, por lo tan

2

n2.n realiza la distancia entre W/tg y el conjunto

to, Icos(n/t2)l debe tender a l. Sea n GIN tal que

{n.1r:n€1N}.
Tenemos que

h(tQ,;Q) = h(t2,í2)-f(l/n2,;2)
k k k

sen (n/tg) sen ("/tg) - sen (W/l/n;

y, por el teorema del valor medio de Cauchy esto es igual a

_ 2 Q_ '
En at (EQ’XQ)

W k senk-lífl/EQ)COS("/52)

para cierto EQentre tg y l/ng . Ahora, pór hipótesis in
ductiva
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ah 
a_t (Eglx2)

senk-l (1/52)

tiende a cero y Icos(n/¿ )] tiende a 1 I
2

2.14. Lema: Sea f(t,;)ec°°(m1+P> tal que f(l/nrïr) = o. Nótg

se que, dado que sen(n/t)tiene un cero de órden 1 en t = l/n

Za función f(t,;)/sen(n/t) : U —>Rpuede extenderse a una

función Cno g : R>0xRp-* R. Entonces Za función

g(t,;) si t> 0
¿(t,ïc) = _

f(t,x) si t< 0

está en Cw(Rl+p) y es playa en {0} xRp.

Demostración: Basta mostrar que g y todas sus derivadas

tienden a cero cuando (t,;) tiende a (0,ío) (QOGERP)

i) g tiende a cero: se sigue de 2.13.

ii) gt tiende a cero: en U, gt es igual a

af - _
3€ (t,x). sen(W/t) + W/tz . cos(w/t) f(t,x)

sen2(1T/t)
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l+p) (nótese que dado que f seEl numerador está en Cm(R

anula en t = l/n , nGEN, se sigue que f es playa en

{0}x RP, y, por lo tanto, ÉÁEÉÏL. cos(fl/t)€ Cm(Rl+p)); y elt
m c

cociente es C en un entorno de l/n. Se Sigue que para
íelRp fijo el numerador tiene un cero de orden no menor a dos

en t = 1/n , nEIN. Ahora se aplica 2.13.

iii) Cualquier otra derivada de g: se la trata de manera
similar

Volvamosahora al ejemplo 3). Consideremos las funciones

sen(fl/t) si t >0

A(t) =
1 Sl t;<0

y S como está definida en 2.14. Tenemos A . a = f. Dado

que a es playa en {0} x RP , se sigue del ejemplo 2. que

existe una función WGECW(R)playa en cero que divide a a,

i.e., existe hGEC“(R1+p)tal que E(t,;) = W(t).h(t,í).
Así, f(t,;) = (A(t).v(t)).h(t,i) . Y se ve fácilmente que

(A(t).v(t)) es una función Ceoy, como se anula en t = l/n,
está en JI

1.15. Observación: Las construcciones de este ejemplo pueden

generalizarse para tratar el ideal K cuyas funciones se anu
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lan en 1/n con un orden 0(n), supuesto que los órdenes fi
nitos estén acotados.

Reyes y Van Que (ver [11] ) formulan la pregunta siguieg

te: ¿Es todo ideal cerrado universalmente cerrado?. Creemos

que esto es cierto al menos en dimensión l.

Conjetura: Todo ideal cerrado JSSCm(R) es universalmeg

.te cerrado.

70





Capítulo 3 . Abiertos de Penon en Yx.

Introducción.

cop con
Sean X = S—ÁB—L, Y = S—ÁB—L dos representables en el

J I
topos de Dubuc G donde J tiene extensiones determinadas

por las lineas (ver capítulo 2). El resultado central de es

te capitulo dice que el funtor "secciones globales" P esta
blece una biyección entre los abiertos de Penon de Yx (ver

capítulo 5) y abiertos CGLCOde P(Yx). Mostramos también

que cuando I = {0} podemos suponer J arbitrario. Sin em

bargo la restricción en J [de tener extensiones determina

das por las lineas] no puede evitarse en general (ver 3.14).

Probamosprimero algunos resultados auxiliares. Sean

con °°P oo
B = É—ÁB—L, A = g—gï—L dos anillos C en el sitio de

I J
definición del Topos de Dubuc G. Sea F: G * Sets el

functor secciones globales: F(F) = Hom(l,F). Tenemos

3.1. Proposición: F(Yx) = Z(I,An), donde Z(I,An) = {(fl,...

...,fn)e An |VhEI, h(f fn) = 0} (nótese que la defi1,00.,
nición de Z(I,An) tiene sentido: las funciones diferencia

bles pueden evaluarse en anillos Cm).

3.2. Definición. La topología Cw-COen A es la topología

cociente determinada por la topología Cm-CO de Cm(Rp) (ver
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1.10) y damos a An y Z(I,An) las topologias producto y

de subespacio resp. Nótese que la proyección fl : CWGRP)->A

es abierta, se sigue pues:

3.3. Lema: Si una sucesión hk de elementos de A converge
a h€.A en la topología Cm-CO entonces existe una sucesión

{fk} Q Cm(Rp) y f€ Cm(Rp) tales que:

i) [fk] = hk y [f] - h (los corchetes siánifican "cZg
se de equivalencia de"'

ii) fk converge a f en Za topologia Cm-COde CNCRP)

Demostración: Sea f tal que [f] = h y oonsideremos la si

guiente base de entornos abiertos de f

_ w p .
un —{ge c (m ) . Da(g-f)(i)|< l/n

para IaI< n y í e Fn,n]p}. Sabemos que 17(Un) es un en

torno abierto de h en A. Así que dado n existe kn tal

que k >kn implica hk€1r(Un). Podemos suponer que la suce

51ón kn es estrlctamente crec1ente. Así, para kn< k<kn+1

podemos tomar fke Un tal que [fk] = hk. Para k<ko to

mamoscualquier fk tal que [fk] = hk. Es claro que fk
converge a f I

3.4. Lema: Sean X,Y como recién y sea i : H ->Yx un subob
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. X .Jeto de Y . Entonces H es abierto de Penon (ver 5.19. )

sii satisface las siguientes condiciones:

¿”(1215)a) Para cada representable T = -—————, para cada fle
K

X - k - . e
cha q : T * Y y 50€ Z(K);IR , so : 1 ->T, Si qoso se

factoriza por H entonces existe un entorno abierto V de
k

go en R tal que qojv se factoriza por H (donde

V . gíág; -* S-íB—L es Za flecha correspondiente a Za reglv
tricción)

6711215)b) Si T = ——————es un representable y q y h son
K

flechas, a : T á-Yx, h z T á'H, y existe una sucesión gr

de elementos de Z(K) que converge a 50€ Z(K) tal que

qogr = iohogr, entonces qogo se factoriza por H.
(Nótese que esta condición es trivial si el ideal J es

CW-CO cerrado dado que en este caso tenemos gogo = iohogo).

Demostración. La semantica de Kripke-Joyal (ver 5.16) nos

dice que H es abierto de Penon sii para cada representable

T y para cada q : T ->Yx , h : T á'H existe un cubrimieg

to de T
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tal que (qofl, iohofl) verifica la fórmula '1(h = q) y

qof2 se factoriza por H. Debemosprobar que este enunciado
K. J. es equivalente al enunciado del lema.

Enunciado del lema implica al enunciado K.J.

Supongamosque H verifica el enunciado del lema. Gra

cias al axioma de haz en H, ver (0.23 ) basta mostrar que

para cada s06 Z(K) o bien i) existe un entorno abierto V
k

de 3° en R tal que qojv se factoriza por H, o
ii) existe un entorno abierto V

k
de EO en R. tal que para Se VF1Z(K), iohos # qos.

Tomemos E06 Z(K) y supongamos que EO no verifica ii).

Se sigue que hay una sucesión Er de puntos de Z(K) que

converge a ¿o y tal que para todo rGIN gos = iohos .

Por b), se sigue que qoso se factoriza por H y, por a),

se tiene que so verifica el punto i).

El enunciado K.J. implica el enunciado del lema.

a) Tomemos q : T -*Yx y consideremos el siguiente diagra
ma conmutativo
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Con estos datos podemosconsiderar las flechas

Por el enunciado K.J., sabemos que existe un cubrimiento

Tl\ fl\\\
T

T // f2
2

tal que (qofl,i°qlga°f1) verifica la fórmula fi(q = h) y

qof2 se factoriza por H. Dado que Tl,T2 es un cubrimien

to, Ed“: l ->T se factoriza o bien por T1 o bien por T2.

Pero no puede factorizarse por T1, dado que esto implicaría

que (qoso , ioqloso) = (qoso, ioql) verifica 1a fórmula
1(q = h), lo cual contradice la conmutatividad de (l).

b) Inmediato I

3.5. gema: Sea F un objeto en eZ topas G. a) La corres

pondencia R 9 F(R) del conjunto de subobjetos de F al cog

junto de subconjuntos de F(F) tiene un adjunto a derecha

E , i.e., para cada S; F(F) existe E(S)< F tal que para

cada Rg F tenemos

'rm); s sii R<E(S)
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Además P(E(S)) = S. De hecho, para SS;F(F)} E(S) está

definido por la siguiente regla: una flecha f : T-+ F (T

representable) se factoriza por E(S) sii F(f) : P(T) a

-*P(F) se factoriza por S.

b) Si H>->F es abierto de Penon entonces E(F(H)) = H.

Demostración: a) Debe verse que el sub-pre-haz definido en

el enunciado es en realidad un haz, lo demás es inmediato.
.. 01 ..

Tomemospara esto un cubrimiento Ta—»—»mnsT y una familia
h

compatible con este cubrimiento T q——+E(S) (ver 0.16 ).
Gi

Llamemos i a la inclusión i : E(S) e F. Tenemos entonces

fa—%T
\\\\ha\\\\\

Ta'

E(S) r————->F

Como ha es compatible con f también ioha lo es. Coal

mo F es un haz existe una única h : T a F tal que hofa =

= ioha . Es claro que h precedida de cualquier sección
a

global se factoriza por E(S) (ya que Ta ——————+—Tes un cg

brimiento). Esto dice, por definición,que h se factoriza

por' E(S). Como i es un monomorfismo, se sigue que

faz

Ta > TN\\\\ :h
h \ 1

a Y\E(S)
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es conmutativo (donde H es la flecha que factoriza a h).

De nuevo, gracias a que i es mono y a la unicidad de h se

sigue la unicidad de H.

b) Debe verse que una flecha f : T á F se factoriza por

H sii se factoriza por E(IYH)). Ahora, = ) es inmediata.

Para ver c ) supongamos que f : T 9 F se factoriza por

E(F(H)). Esto significa que para cada sección global EO : l

9 T, foso se factoriza por H. Ahora, por 3.4.a), se si

gue que para cada s06 Z(K) existe un entorno V de ¿o en

mk tal que qojv se factoriza por H. O sea que tenemos un

cubrimiento de Ta , f : T¿-+ T tq fofa se factoriza por
H

fa f
T r T F
a \ fi\°\ /fa\\\ / l\_

A H l

como i es un mono, Ïa es compatible con fa , y entonces

existe un único h : T á H tq hofa = fa (pues H es un

haz). Ahora, ioh = f como se sigue del hecho que F es

un haz, que fa es un cubrimiento y que iohofa = fofa I

3.6. ProEosición. Sea W un subconjunto de Z(I,An) abier
W X

to en la topología C -C0 de Z(I,An). Entonces E(W)<:Y

es abierto de Penon.
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Demostración: Usamos 3.4.. Veamosque E(W) verifica 3.4.

a) Tomemosflechas como en el diagrama conmutativo siguiente

\ ’ T = _
\.\E(w) .(" K(S)

Se sigue que qOEOEEw.Ahora, q está representada por una

[É] €E[-—:—g:l?Ï:E%--] , [Ï] = ([fl],..;,[fn]) y por loK(s,x) + J(x,s)

tanto, qos está representada por [E(Eo,;)] 65W. Entonces,
dado que W es abierto, se sigue que [f(s,;MEEW para cada

E fijo en un cierto entorno abierto V' de EO en Z(K).
Asi, llamando V€;Rk un conjunto abierto tal que V' = Vfï

rwz(K) tenemos que qojv se factoriza por E(W), donde

j :c"(v) ,__ ¿"(1215)
V KIV K

es la flecha correspondiente a la restricción.
Esto muestra que E(W) verifica 3.4.a).

Veamosahora que E(W) verifica 1.4.b). Para esto tomemos

flechas q : T-+ Yx , h : T-+ E(W) y una sucesión E der
elementos de Z(K) que converja a EOEEZ(K) y tal que

qosr = 10h05r . n
_ _ . °° k+p

Sean [f] , [g I elementos de [-———ELÁ%L——1——-] que reK(s,x) + J(x,s) —
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presentan a ioh y a q respectivamente.

La igualdad qosr = 10h05 significa quer

[EG,in =[a(g,;)1enr r J

para cada rGEN,ó, en otras palabras, (E(Er,í) - ¿(Er,í))e

EEJn. Ahora, ¿(30,2) + (E(Er,i) - ¿(sr,i)) converge a

E<Eo,;) en la topología C —COcuando r-+ m. Entonces,

[E(Éo,í)] = [6(EO,;) + (E(Er,;) - E<Er,í))] converge a

[f(30,í)]. Pero nosotros sabemosque [E(Eo,í)1 = hoso es

tá en el abierto W. Se sigue que [¿(Eo,i)] está en W6,

en otras palabras, qoso se factoriza por E(w)l

Para probar la recíproca de 3.6. (en el caso en que J

tiene extensiones determinadas por las lineas)necesitamos dos
lemas.

3.7. Lema: Si una sucesión f2 de elementos de CWCRp)gf E

e Cm(Rp) son tales que para cada conjunto compacto Kgng
a —

. ' _ < .y cada del] existe LK'dGR tal que ID (fiz f)I LK’d e

en K para IGIS d y Q>20 para cierto ROEJN, entonces exii
te Fe c°°(IRp+1) taz que

F()-<,s) = fuí) si 1/2-1/4Q(Q+1)<

< s <l/Q + 1/42(2+1)

F()-{,s) = f(>_:) si s<0.
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y tal que F(;,so) pertence al ideal generado por {f2 :2 G

EIN} U {f} para cada EOER fijo.

Demostración. Podemos suponer f = 0. Tomemos WEEÓÏR)tal

que sop(w)g;(-l,1) y o([-l/2, 1/21) = l. Llamemos v2(s)=

= W(22(9+1)(s-1/2)). Tenemosque sop(w2)n sop(vk) = d si
2 # k. Se ve fácilmente que

f2(x)wQ(s) si se sop(WQ)
F(i,s) =

0 en otro caso

es Cnoy tiene las propiedades requeridas.l

3°8. Lema: a) Supongamosque el ideal J tiene extensiones

determinadas por las lineas. Sea ñk una sucesión de ele
mentos de Z(I,An) que converge a BE.Z(I,An) en Za topoZg

gía CuLCO.Sea NC;C°ÏR) el ideal de todas las funciones

que se anulan en {% z jera} y en 0 , y sea S = S—EBL.N

(Llamamosa S "Za sucesión convergente genérica"). Enton

ces, existe una subsucesión 5k de hk y una flecha F :

s a yx tal que Fol/ 2: ñkg y F00 = h, donde 1/2 : 1» s
y 0 : 1 9 S son las flechas correspondientes a evaluación

en 1/9 y 0 respectivamente.

b) Sea J cualquier ideal de caracter local
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e I = {0} . Sea 5k una sucesión de elementos de Z({0},An)

= An que converge Cw-CO a BEAn. Entonces existe una su?.. _ T- X
sucesión hk de hk y una flecha F : R-> C (IRn) tal que2 __
Pol/Q = hk y F00 = ñ, donde R = CmCR) es la linea.

2

Demostración. Solo probamos a), dado que b) sigue analogamer_1

te .(aunquemas directamente). Por 3.3., existe una sucesión

{fk } Q(C°°(IRP))n y f €(CW(IRP))n tal que {fk} converge a

f (Cm-CO) y [fk] = 5k , [f ]= h. Tomemosuna subsucesión

f de f tal que IDa(f1 - f1)|< e_!Z (l <1 <n) en [,-Q,2]p
k!Z k k9

para todo a tal que |01|<9. Asi, por 3.7., existe Ï‘ e

e Cw(Rp+l) tal que 1-:'(;C,S)= Ïk (í) para se (í —4,
Q Q 4Q(2+1)

í + -1— Ï‘(x,s) = f(x) para s<0. Mostraremosque
9 42(2+1)
esta Ï‘ define una flecha F : S ->Yx . Una tal flecha es

en p+1 n

un cero de I en [ C_(R, )_ ] . Así, lo que debe(N(s,x) + J(x,s)_ n
mos demostrar es que [F]€[ ] es un cero deN(s,>':) 1 J()_<,S)

I. Tomemos gEI. Tenemos que g([f‘]) = [g(Í)] (ver 0.6) )

y g(Ï‘(x,0)) = g(f(x))€ J, y, para todo 2€ N y s e

¿(l - 4 , í +4) g(í(í,s>)=g(Ïk(22))e J. Ahg
2 4Q(Q+l) Q 42(Q+1) Q

ra veremos que g(fk ), g(f) satisfacen las hipótesis de
Q

3.7. En efecto, de 1.7. (con m = 0) se deduce que existen

funciones nie C°°(IR2n) (l <1 Sn) tales que
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- l
k2

_ n
(1) g(fk) - g(f) = Z (f

Q =

i _ _

1 1 k2l

Sean dEIN, < d y KCIRP un conjunto compacto.Se ve de (1)

que Dm(g(Ï'k) - g(f)) es una combinación lineal (con coefi

cientes en CNGRPH de Dfi(f}l<-fl) (1€ i< n, I B l < d). Sea
9

20) d tal que [-20,Qo]p2 K. Sabemos (por la. manera en que
. . - . > a i _ i -2

se eligió fky) que Sl 2/ 20, ID (fk’z f )l < e en K
para l<i<n y IB |< d. Comolos coeficientes de la com

binación lineal de bad]: -fl) antes mencionadason funcio
nes Cm, están acotados en el compacto K. Además, para

Ial <d hay un númerofinito de tales coeficientes. Asi que

podemoselegir una cota comúnpara el módulo de todos ellos,
_ - -2

. . a _

digamos MK'd. Se Sigue que ID (g(fkg) g(f))l < MKld.n.e
en K para Q>Qo y IaI<d yasi, LKld=n.M.K'd es la
constante requerida para satisfacer las hipótesis de 3.7. En

. p+1
tonces, usando 3. 7 . , encontrarnos que existe GG Coc'(IR ) tq.

— - . 1 1 1 lG(x,s)=g(f (x))51—-—<s< +—
k2 9 42(2+1) í _42(2+1)

G(í,s) =g(f(í)) si s<0

y, para soelR fijo, G(í,so)EJ . Dadoque J tiene exterl
siones determinadas por las lineas, se sigue'que G(í,s) e
EJ(í,s). Por otro lado, g(Ï') - GEC"(IRP+l) es una función

playa en RPle/k IkeN } U {0}). Entonces, por 2.12.,exig
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te una función 50(5) G C”(]R), so playa en {l/kl kGIN} U { 0}

que divide a g(í) - g, i.e., existe HEECGÏRP+1)tal que

g(Ï) - G = v. H. Esto implica que g(Ï) - GEEN(s,í). Asi,

g(Ï‘) = G + (gu‘) - G)€N(s,)_{) + J(í,s) g N(s,ï:) 1 J(í,s). Es

inmediata la verificación de que Pol/Q = ñ y F00 = ñ Ik2

3.9. ProBosición: Supongamosque J tiene extensiones de

terminadas por las líneas y sea U un abierto de Penon de

Yx . EntOnces P(U) es un abierto de Z(I,An) en Za topo

logía C“Lco.

Demostración: Supongamosque P(U) no es abierto en la to

pología CGLCOde Z(I,An). Esto significa que hay una su

cesión 5k de elementos de Z(I,An)\ F(U) que converge
Cm-CO a cierta HGEP(U). Por 3.8.a), existe una subsucesión

c°°(1R)

de ñk y una flecha F : S = ——;——->Yx tal que Pol/2

y F00 = ñ . Ahora, dado que U es abierto de Penon,ñ
k2 l

tenemos por 3.4. que existe un entorno abierto V de 0 €.R

tal que Fojv se factofiza por U. Esto es contradictorio.l

3.10. ProEosición: Sea J cualguier ideal de caracter Zo
caZ e I = {0 } Q Cm(Rn). Sea U un abierto de Penon de

c”(m9) x . Entonces P(U) es un conjunto abierto de

A = Z(0,An) en la topología Cw-CO.

Demostración: La misma que la de 3.9., usando 3.8.b) en vez
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de 3.8.a).

De 3.5., 3.6 y 3.9. se sigue:

w P _ m n _ _

S-áB—L = A, Y = S-gg-L = B y supon3.ll. Teorema: Sea X =

.gamosque J tiene extensiones determinadas por Zas lineas.

Entonces Za asignación U* F(U) del conjunto de subobjetos

de Yx al conjunto de subconjuntos de Z(I,An) induce una
. ., . . , XbiyecCion entre el conJunto de abiertos de Penon de Y y eZ

conjunto de abiertos de Z(I,An) en Za topologia Cm-COl

Comose dijo en la introducción a este capitulo, la hipótg
sis sobre J de tener extensiones determindas por las lineas

es esencial para el teorema 3.11. (ver el ejemplo 3.14 siguien
te) en general. Sin embargo, el teorema 3.11. es cierto en

algunos casos para ideales J que no tienen extensiones de

terminadas por las lineas. Este es el caso, por ejemplo, si
el ideal I es 0.

°°P oo 
9(_¡R)_=Á Y=C(1Rn)=B dondeJ3.12. Teorema: Sea x =

es cualquier ideal [ de cargcter local]; Entonces Za asigna

ción U*‘F(U) del conjunto de subobjetos de Yx aZ conjunto

de subconjuntos de An induce una biyección entre el conjunto

de abiertos de Penon de Yx y el conjunto de subconjuntos de

An que son abiertos en Za topologia CGLCO.

Demostración: dada por 3.5., 3.6. y 3.10.
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3.13. Ejemplos: i) Consideremos RR en el topos de Dubuc don

de R = CmCR) . En este caso, el teorema 3.12. dice que I‘ e_s_

tablece una biyección entre el conjunto de abiertos de Penon

de RR y el conjunto de abiertos de CN-CO de C°°(2R). Esto

fue conjeturado por M. Bunge y respondido independientemente

por' I. Moerdijk y por el autor.

ii) Sea A= donde J es el ideal de tg

das las fec°°(LR) que se anulan en un entorno de 0€]R. RA

es el anillo interno de gérmenes en 0 de funciones de una

variable. Por 3.12., la topología de Penon de RA"coincide"

con la topología Cw-CO de que es el anillo conjunc°°(:R)
J

tista de gérmenes en 0 de funciones diferenciables de una

variable. J no tiene e.d.l. El siguiente ejemplo que muestra

gue la hipótesis sobre J de tener e.d.l.es esencial en general.
3.14. Ejemplo: Sea wECmaRz) una función nula en C =

= {(x,y) EERZIlx] <|y| }U{(x,y) [y =-0 } y distinta de cero

en R?" C. .Sea IQCNGRZ) el ideal generado por w, y Jg

QCWCR) el ideal de todas las funciones que se anulan en un
en eo 2

entorno de OEIR. Sea x = C—-0R—)-e Y = Tenemos
J I

que rw") = util], [f21)e(° Jam)?- IW(f1(X),f2(x)) se g

nula en un entorno de OEIR}. Sea VC F(Yx) el conjunto

df1 x
V = {([fl], 0) Ia- (0) 7€0} . Nuestro ejemplo es E(V) <Y

(ver 3.5.): E(V) es abierto de Penon de Yx pero F(E(V)) 

85



= V no es abierto Cm-CO de P(Yx). El hecho de que V no

es abierto de F(Yx) es inmediato: la sucesión (IXI,[l/n])

e V tiende a ([x] ,0)€ V. Para ver que E(V) es abierto de

Penon necesitamos el siguiente lema.

3.15. Lema: Sean V, C, X, Y como venimos de describir y sea

F = (F1,F2)€ CKÏRk+l)2 tai que para cierto 50€ Rk ,

[E(so,x)]€ V pero existe una sucesión Er de puntos de Rk,- ’- x' .
sr r so cuando r a m taZ que [F(sr,x)]e IWY)‘\V. Enton

ces existe una sucesión xr de números reales, xrá 0 cuando

r'» m y roe N taZ que, para .r2 ro tenemos F(sr,xr) E C.

Demostración. Veamosprimero que, en estas condiciones, debe

ser Fl(so,0) = 0. Si no fuera así, existirian e >-0, 6'> 0

y roe N tal que para lxls 5' y r>.ri , |F1(sr,x)| > e.

Ahora, como F2(so,x) tiene gérmen nulo en el origen (x=0)

existen 5">0, y rZEIN tal que para [xl < 5" y r>r2

IF2(sr,x)l < e. Asi vemos que existiría 6 > 0 y roeIN tal
. Pero comoque para lxl< 8 y r>=ro IF1(sr,x)|>-|F2(sr,x)

[E(sr,x)] = ([F1(sr,x)]. [F2(sr,x)]) esta en IïYX) sabemos

que w(Fl(sr,x), F2(sr,x)) es nula en un entorno del origen

y, entonces, (Fl(sr,x),F2(sr,x)) deberia pertencer a C pa

ra x en un entorno de cero. Nosotros vimos que, IFl(sr,x)I

> IF2(sr,x)I en un entorno de cero para r;=ro. Así que"
la única manera de que E(sr,x)e C para x en un entorno

del origen y r;>ro es que F2(sr,x) = 0 en un entorno del
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dF
origen para r>ro. Ahora, como —l- (so,o) 9€0, se sigue

dx dF
que, para r suficientemente grande —1 (sr,o) a! 0. Esto. dx

dice que, para r suficientemente grande [Ï‘(sr,x)]€V, contra

diciendo nuestras hipótesis. Concluimos pues que Fl(so,o) ==
= 0.

. Ahora bien, sabemos que [Ï‘(so,x)]€ V, lo cual implica

que F2(so,x) se anula en IxI <6' para cierto 8'> 0. En

tonces, cualquiera sea pEIN existe rpEJN tal que para
le<8' y r>r tenemos IF2(sr,x)I< 1/p y IFl(sr,0)]< l/pP

Podemossuponer quela sucesión rp es estrictamente creciente.
aFl aF

Por otro lado, — (80,0) 7€0. Podemossuponer — (sO,O)>
ax ax

> 0, pues si (F1,F2) satisface las hipótesis del lema tam

bién lo hace (-F1,F2) y si (-F1,F2) verifica la tesis del

lema también lo hace (F1,F2) . Entonces existen e >0, 8"> 0
F

y IOGN tales que, si r>ro y le <8", —1(sr,x)>e.ax

De aquí en adelante tomamos ó = min {5",6"} y r2 ro. Lla

memos = s.up í (l - F (s 0)) Dado que {F (s 0)Yp e p 1 r' ' l r' °r >r
P

r > ro

: r> rp, ro } es un conjunto acotado (por ser sr convergente)

está claro que yp es un número real finito. Además, yp> 0

ya que Fl(so,0) = 0, e yp» 0 cuando p —>oo. Tomemos po

tal que para p> po tengamos Iypl < 8 y rp> ro. Mostra

remos que para p> po y r> rp , Fl(sr,yp) > l/p. En efecto,

si p) po sabemos que Iyp l < 6 y r >iro, entonces, paraP

87



BF

r>rp y le<yp tenemos que -a—:(sr,x)>e . Como yp>0,

integrando entre 0 e yp, deducimosque Fl(sr,yp):>Fl(sr,0)
l l _

+ e .yp:>F1(sr,0) + e . É .(E - Fl(sr,0)) —l/p. Asi, para

r>rp (con p>po) tenemos IF2(sr,yp)Í<l/p<|F1(sr,yp)l
Si tuviéramos que F2(sr,yp) fi 0 para rp< r< rp+1 , defini

= . < tendríamos ueríamos xr yp para rp r< rp+l y q
Ï(s ,x ) í C para r) r , con x á 0 cuando r-+m . De

r r po r
safortunadamente, este puede no ser el caso, lo que nos obli

ga a ser mas cuidadosos.

Definición de xr para r <r<r con p>pp p+l' o

1) Si rp<r<rp+l y F2(sr,yp) 760, definimos xr = yp. (p?
>90).

2) Si rp<r<rp+1 y F2(sr,yp) = 0, llamamosar =
x<y

F2(sr,x) # 0

Notemos que ar? 0 ya que si no (ar,yp) es un entorno de

cero y como F2(sr,x) se anula para xe (ar,yp) y

—2F2(sr,0) # 0 tendriamos [Ï(sr,x)]E V, contrariamente aax
nuestras hipótesis.

Notemos tambipen que F2(sr,ar) = 0, como se sigue de la defi

nición de ar y del hecho de que estamos en el caso

F2(sr,yp) = o. Así, IF2(sr,ar) | = o < IFl(sr,ar)l .
Aquí debemos dividir el caso 2) en otros dos subcasos
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. Por2.1) Si F1(sr,ar) 7€O, ent IF2(sr,ar)I <|F1(sr,ar)

r Ila definición de ar , y dado que ar>0, podemostomar x

-l'/r<xr<ar tal que F2(sr,xr) ¡é 0 y que xr sea tan pró

ximo a ar comopara que se cumpla la desigualdad IF2(sr,ar)|

<1Fl(sr,ar)

2.2) Si Fl(sr,ar) = 0 entonces Fl(sr,ar) = F2(sr,ar) = 0.

En este caso, sabemos que ar 76y ya que Fl(sr,yp) >1/p.P

0,
al“

_ 2 _
Así, para ar<x<yp, F2(sr,x) - y entonces, ñ(sr,ar) —

F l
= . < . 0 Como lar] 8 , ax(sI__,sr)> e >0 De esto se Sigue (ver

lema 3.16. al final del capitulo) que existe un entorno U de

ar tal que para xEU \ {ar} |F1(sr,x) I > IF2(sr,x) Co

mo ar>0, y por su definición, podemostomar xr con -1/r<

<xr<ar, erU y tal que F2(sr,xr) ¡é0.
Como en todoAsí queda definido xr para rp< r <rp+l.

. l .
caso se tiene E < xr < yp (Sl rp < r <¡rp+1) y como yp—>0

(p -> oo) concluïmos que xr —>0 (r ->no) . También, en todo

caso, definimos xr de tal manera que F2(sr,xr) 760 y

IF2(sr,xr)| <IF1(sr,xr) | , es decir, 1-:‘(sr,xr)é C. I
Volvamos al ejemplo 3.14. Debíamos ' mostrar que E(V) es

abierto de Penon. Usamos 3.4.. Veamos primeramente que E(V)

c°°(IRk)

K

q : T -> Yx, h : T -> E(V) y una sucesión Er de elementos de

verifica 3.4.b) . Tomemos T = , un par de flechas

Z(K) que converja a 50€ Z(K) y tal que qosr = iohosr. Su
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pongamosque q e ioh están representadas por [Ï],[ a 1 e

[-—:——-—7_-1:———]respectivamente. Se sigue que qosr,K(s,x) + J(X,S)

iohosr están representadas por [ Ï(sr,x)],[ g(sr,XJ le F(YXK;
c°°(rR) 2 _ _

S I:— . Para todo reIN tenemosque f(sr,x) J
2

- 6(Er,x)<EJ , entonces, Ï(so,x) - ¿(E ,x) = lim (Ï(Er,x) r—>ooo

- ¿(Er,x)) tiene todas las derivadas nulas en x = 0, es de

cir, es playa en x = 0. Como [g(so,x)]€ V, se sigue que
1 _ ' df1 _

———(s,0) fi 0 y, por lo tanto -——(s ,0) # 0.o odx dx
Lo que falta

mostrar es que f2(so,x) se anula para x en un entorno de

cero. Como f2(so,x) - g2(Eo,x) es playa en x = O y

g2(so,x) es nula en un entorno de cero, se sigue que

f2(50,0) = 0, y, más aún, f2(so,x) es playa en x = 0. Te
nemos ahora dos casos

En este caso, como w(fl(so,x), f2(so,x)) debe ser nula en

un entorno de x = 0, se sigue (fl(Eo,x), f2(so,x))€ C para
- _ - l

x en un entorno de 0. Pero If1(so,0)l:>0 — lf2(so,0)l
así que esta desigualdad se mantiene en un cierto entorno de

cero. Se sigue ahora que f2(so,x) = 0 para x en un entog
no de cero.

2) f2(so,0) = 0
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En este caso fl(so,0) = f2(so,0) = 0 y además
df
¿—í (50,0) # 0, entonces, por 3.16., en un entorno de cerodx

lf1(EO,X) l > lf2(EO,X) . Como (fl(so,x), f2(so,x)) debe es
tar en C para x en un entorno de cero, concluimos que

f2(so,x) = 0 para x en un entorno de cero. En todo caso,

[E(so,x)] E V, que es lo que debíamos mostrar.

Veamosahora que E(V) verifica 3.4.a).

C (R ) 
Tomemos T = ——-——-tal que qoso se factoriza por E(V),

K

i.e., qosoe V. Tenemosque q está representada por un ele

CW(IRk+l)

K(S,i) 3 JGLE)

2

mento [F] G Z [1, [ ] ] y, por lo tanto,

qoso esta representada por [Ï(so,x)] e F(Yx). Debemosmos

trar que existe un entorno abierto W de 3° en Rk tal

que qojw se factoriza por E(V). Ahora, por 3.5., la con

dición "tojw se factoriza por E(V)" significa "qose V
para cada se wrwz(K)".

SupongamosqUe no existe tal W. Esto significa que existe

una sucesión E de puntos de Z(K)QIRk que converge a Er O

y tal que Ï(sr,x)€ IïYx)\\V. Por 3.15., se sigue que existe
una sucesión xr de números reales xr 4-0 (r a a) tal

que Ï(sr,xr) e C, i.e., w(Ï(sr,xr) # 0. Pero nosotros sa
bemos que w(Ï) e K(s,x) 3 J(x,s) y, por lo tanto, dado que

las funciones de J se anulan en un entorno de cero, existe

un entorno W de (30,0)GIRk+l tal que en w, w(F) es i

gual a un elemento de K(s,x). Para algún 6 > 0, (si -€ ,
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l k
so + e) x... x (s: - e, so + e) x (-6,6) está contenido en W

y por lo tanto, como er Z(K), deberiamos tener 'w(Ï‘(sr,x))

= 0 para xe (-6,6) y r>ro (para ro tal que ISI-sol <

< e si r>ro) . Esto es contradictorio I

Por fin probamos el lema que usamos en 3.14. y 3.15.

3.16. Lema: Sean f f ECGUR) tales que fl(0) = f 0) =1' 2 2‘

0, fí(0) 7€O, fí(0) = 0. Entonces existe un 6 >0 taZ
o

que si 0 < [x|<5 entonceslfl(x)l> [f2(x)

Demostración: Tomemos 6 tal que para lxI<5 Ifí(x)l >

> |fí(x)l y fí(x) ¡é 0. Para 0< IxI <6 tendremos, en con

secuencia f1(x) 7€0. Calculemos para tales valores de x

f2(x) |f2(x) - f2(0)I= ———— y esto es, por el teoremadel va
f1(x) Ifl(x) - fl(0)l If (E)!

lor mediode Cauchy, igual a para cierto E , 0<f' (E)1

< 2< x< 6 Y este cociente menor que uno I
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Capítulo 4

Tres problemas de ideales de

funciones diferenciables

Introducción

En este capítulo, demostramosque las siguientes dos

fórmulas son válidas internamente (ver Cap.5) en los topos

G, Y Z:

[0,1] l
1)Vf€R (f>0 ->ff>0)

0

2)Vf€RR[f]R =o =0]->fEO
>0

‘ f
lR<0

(flR>0 significa "f restringida a R>o").
Por otro lado, consideramos una tercera cuestión.

3) ¿Son las flechas tn : R ->R (n impar) y tn : R a

—>R>0(n par) epimorfismos efectivos universales en las ca
tegorías G, F y L?

En su artículo "Forcing smooth square roots and integra

tion", van Que - Moerdijk - Reyes muestran que esto es

cierto Rara n = 2 y formulan la pregunta 3). Lo sorpren

dente es que para n2>2 esto no es cierto en ningún caso.

El capítulo está precedido por una sección o donde recorda

mos algunos resultados y fijamos la notación.
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Sección 0. Sea I;;C"(Rk) un ideal cualquiera. Decimos

que I es un ideal cerrado si I es un subconjunto cerra

do de C"(Rk) en la topología Cm-CO(ver 1.10 ). Con 

denotamos el operador de clausura en C”(Rk). Asi, I es

cerrado sii Ï = I. Siguiendo a Malgrange [10], decimos

que f€C°°(1Rk) está puntualmente en un ideal IQC°°(]Rk)

sii para cada ioeIRk existe hEI tal que la serie de
Taylor de f en í es igual a la serie de Taylor de h

O

en io , es decir, T_ (f) = T_ (h). El siguiente es un
X X

O O
resultado bien conocido.

4.0.1. Teorema: (H. Whitney, ver [10]). Sea IC;C”(Rk) un

ideal. Unafunción f está puntualmente en I sii está
en Ï I

Nos conviene para lo que sigue introducir la siguiente
notación.

4.0.2. Notación. i) Teniendo en mente 0.11, 0.25 y 0.2á y

siendo Ig;CmCRk) cualquier ideal, denotamos

CZL(I) = I, CZG(I) = I (ver 0.5.i)),CZF(I) = I

(también czn(I) = I, ch(I) = Í, c¿F(I) = Ï)_
Diremos también que un ideal I es C-cerrado (C = I” F, G

ó C = Z, F, G) si CZC(I) = I. Asi, "ser G cerrado' sign;
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fica "ser de caracter local", "ser IF cerrado" significa
W

"ser C -CO cerrado", y "ser IL-cerrado" no significa na
da: todo ideal es IL-cerrado.

Observese que, con esta notación se tiene que el produg
to cartesiano en la categoria C ( C = IL, G, IEÏ, Z, G, F)

está dado por

c°°(JRE) x fm”) = c°°uRk+Q>
I J czC(I()-<,1-:) + J(E,í))

donde í varía sobre JRk y t sobre IR!Z (ver 0.29).

Otra notación que usaremos es

4.0.3. Notación. Sea XQIRk un conjunto cerrado. Notare

mos m; al ideal de todas las funciones de IRk tales que
f y todas sus derivadas se anulan en x. Se llama "playa

en X" a una tal f. Asi, m; ={ fe CmGRk): f es playa
en X}.

Recordemos los siguientes lemas

4.0.4. Lema: (ver [16] ). Sea fi (iGJN) una sucesión de
' oo

funciones de mx . Entonces, existe ge mx , g>0 en

IRk\x, tal que para todo iEIN, fie 9.77; I

El siguiente lema no es mas que una versión de un lema

bien conocido debido a E. Borel.
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4.0.5. Lema: Dada una serie de potencias SGCmORk)[[t]],
oo l

digamos, S(x,t) = 2 Ai. para ciertas Aie CWURk),
1 0

existen funciones fliECwÜR) tales que:

i) ni(t) = l en un entorno de t = 0

ii) ni es de soporte compacto
_ oo —

iii) La serie S(x,t) = E Ai(x)ni(t) ——converge eni=0 i!
' °° - oo k+1Za topologia C -CO y, por Zo tanto, S(x,t)E C (R ).

axai+j aíal
Además ————————í(2,0) = —————l(i) para todo multinaiceai“ at3 i“

aemau{M)k y jemu{m .

iv) Si es necesario (y Zo será en 4Jï2.3)podemos supo

ner que las funciones ni son pares, de taZ modoque s(;,t)

será par en Za variable t si todos los Ai con i impar
son nulos.

Demostración: Para jelNU {0} y a E (INU{0}) k considerese
ala! ' _

la función Ba j(;,t) = --E—l (17:).ltIJ/2 , la cual es nulaI _ax
para t = 0. Por continuidad, dado jEmUJ{O} podemos escg

ger ejelR, O<ej<l tal que para todo (>_{,t)GIRk+1con

lil < j y -ej< t < ej y para todo a e (INU{0})k con
[GIS j tengamos I B .(í,t)| < 1.a,3

Ahora tomemos una función par n e CW(R) tal que

fl([-1/2, 1/21) = l y fl(t) = 0 para JtI > 1 y definamos
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Se ve fácilmente que la serie s(;,t) =i
il tiene las propiedades requeridas '
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Sección 1

Recordemos ante todo que:

i) Notamos [0,1] = ELéEL— (ver 4.0.3)
“[0,1]

1 [o 11
ii) f : R ' á R es la flecha descripta comosigue

0 ‘zr-ï
(ver 0.27;ii)): Sea f : E—lg—)» Rlo'l] Tal f corres

. I _
w k+1

ponde a una cierta [gle c (R ) (si esta

CZC(I(x,t)+nÏOIJJ (t,x))
mos trabajando en el topos C donde C = a, F, z). .En

1 1 C°°(JR]E)tonces se define f ° f = f f : -—————-+R como la fle
0 0 I

1 - c°°(IR]E)cha correspondiente a [ f g(x,t)dt]e-—————-. Esta defini
0 I

ción es independiente de la elección de g, comopuede ver
se facilmente.

no

iii) Llamemos R>0 = 9-93L . Diremos que una flecha
"‘IR>0

x -*R verifica la fórmula "f2>0" sii f se factoriza por
R ->R.>0

[0,1]"eiv) Analogamente, una flecha x ->R s > 0" sii
[0,1] [0,1]

R>0 .f se factoriza por -> R

En esta sección demostraremos que en el topos C (C = G, F,

z) la siguiente fórmula es internamente válida:

1
(1) VfERIO'1][f>O -> f f>0]

o
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4.1.1. Lema: La fórmula (l) vale internamente en el tapas

C (C = G, F ó Z) sii la siguiente condición es satisfecha:

(1') Para todo ideal C-cerrado IQC°°(1Rk) (ke IN) y toda

f€C°°(IRk+1) se tiene

"Para toda Pam“ , P (f(:Ï:,t))€CZC(I(a-<,t) +
IR>o

+ m[0'1](t,x))u implica que para toda pe ¡virgo,
1

pu f(>_<,t)dt) EI". °
o

Demostración: Por 5.17., la validez de la fórmula (l)equivale a
l

Ext(f>0) <Ext(j f>0). Así que, que la fórmula (l) sea vá
0

lida en C quiere decir que para todo k y para todo ideal

C-cerrado IQCWORk) si una flecha f : X = -> R[O'l]

se factoriza por Ext(f> 0) entonces f se factoriza por
1

ExtU f >0).
0

Veamosque esto equivale a (1'). Ext(f>0) = Pig’l] . Y por
1 1

otro lado, Ext(f f>0) = (f) 1 (1:30). Así, una flecha f
0 1 0 1

se factoriza por Ext(f f> 0) sii I ° f se factoriza por
0

[0,1]
P50 . Por último, una flecha f : X ->R se factoriza'

[0,1] __ R[0,1]po; P50 sii su adjunta exponencial E : Xxl0,1]

->R se factoriza por R>0. Digamos que Ï está inducida

por [f] e C (IR ) . Que f se factorice
CZC(I(x,t) + mloil] (t,X)

por P50 quiere decir que [f ]define un morfismo
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oo 0° k+l
fl —> C OR ) o, equivalentemente, que

“¡Rm czc(I(x,t) +m[ 0,1] (t,x))

para toda me; se tiene p([f]) = 0 ó, p(f)e
>0 l

GCZ (I()_<,t) + mm (t,;:)). Analogamente, f o f se facc [0,1] —l
toriza por R sii para toda pe m p(f f(;,t)dt)€ I '

0
>0 IR>0

4.1.2. Teorema: La condición (1') es siempre satisfecha y,

por lo tanto (1) es válida internamente (C = Z, G, F).

Para demostrar 4.1.2. necesitamos los lemas siguientes:

4.1.3. Lema: Sea fi (ie IN) una sucesión de elementos de
m . Entonces, existe 50€mm taZ que
“So ISO

i) W(t) >0 para t <0, W'(t)< 0 para t <0, W"(t) >0

para t‘í 0.

11’50.ii) para todo iGIN, fiE 9P. m

Demostración: Para cada Q ,m, iGIN escribamos

2,11111 oo - . e m (1<3<m)
3 IR>o

(esto puede hacerse por 4.0.4). También por 4.0.4, podemos

mo un producto de m funciones P

encontrar una WEm; , ¡[/(t)> 0 para t< 0 tal que pa
>o d2 Pi?,m,i

ra todo 2,m,i,j se tenga 4€ w. m°° . Ahora
2 Ps0dt

u
llamemos «P(t) = (f W(w)dw)du. Esta 9P verifica el pug

0o-srr
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to i). Para ver que W verifica ii) llamemos

fi(t) para t<0
Mt)

gi(t) =
0 para t>0

Tenemos que demostrar que gie CW(R). Basta demostrar que
para todo kEN

k f”(t)
lim —d— ( 1 ) = o

t->0 dtk W(t)
t< 0

Esta derivada es una suma de términos de la forma

fi” (t) m“) (t)
s , y este término es igual a

W (t)

s pg's'lm (r)n ( —4 .W (t). Ahora, cada uno de los cocientes
j=l W(t)

Q ' . .

Pj’s’l / W tiende a cero cuando t->0, como se Sigue de
dos aplicaciones de la regla de L'hospital I

El lema siguiente es bien conocido

4.i.4. Lema: Sea WEEC“(R2) una función tal que w" > 0, y
1

(digamos), f€C°([0,l]). Entonces vu f(t)dt)<
01

< I W(f(t))dt 
o
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. no-mo un producto de m func1ones de m

'G v. m

Demostración del teorema 4.1.2. Tomemos P e fiïk y, para0J
cada meN escribamos p y cada una de sus derivadas co

, digamos P(Q)(t)=R
m Q m >0 m

= H P.’ . Por 4.1.3. podemos elegir w e R que veri
j=l J >0

fica el punto i) de 4.1.3 y tal que para todo 2,m,j, Pï'm

R>0
k

Definimos h : R -> R por

1

p(f f(J-c,t)dt) 1
o _1———— Si I f(x,t)dt<0

hu?) = f w(f(i,t))dt °
o

0 en otro caso.

1 1
(Nótese que f f(;,t)dt< 0 implica f W(f(x,t))dt:>0).

0 0 '

Afirmamos que hGECw(Rk). Para ver esto probamos el siguieg
te sublema

O _ l 
Sublema: Si x.-> x cuando j —>m , f f(x.,t)dt < 0 y
——————— 3 0 1 o J

l o J____________4
A

O‘HHI

tiende'(Y
1

f f(xo,t)dt = 0 entonces
0 ax

so(f(íj,t) )dt
a cero cuando j -> W.

Demostración: La derivada que estamos considerando es igual
a una suma de cocientes de la forma
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(Q) 1 _ _p (f f(x.,t)dt).A(x.)
o J J

1 - m(I W(f(x.¡t)) dt)
o J

para cierta función AEECm(Rk).El valor absoluto de este

cociente es, por el lema 4.1.4, menor o igual que

l
|pm<r f(x.,t)dt) .lA(x.)I

0 J Jl
[ vu f(i.,t>dt)1m

0 J

PQ'm (¡l f(ïc t)dt)
i o j'm 

= n | I.|A<xj)l1
sou f(ïz.,t)dt)

o J

l
que tiende a cero dado que I f(ij,t)dt tiende a cero I0

Volvamos a la demostración de 4.1.2. Teníamos que pro

bar que hEEC"(Rk). Pero sabemos que h es C en G 
1

— { í : f f(x,t)< O} y, por el sublema, cualquier derivada
0

de h tiende a cero cuando EEEG tiende a un punto de GC.

Esto muestra que hEEC“ÏRk). Ahora, de la definición de h
l _ _ 1 _se sigue que p(f f(x,t)dt) = h(x). f W(f(x,t))dt.
0 0

Y, por hipótesis, sabemos que W(f(;,t))€ CZC(IG-nt) +

+ mmro 1l(t,;<)) (en cada caso C = G ,F ó Z ). La demos
tración termina facilmente

a) c = z: v (f(í,t)) = 2 A.(í,t)h.(ï<)'+ EB.(;:,t)m.(t)
- J J i J JJ
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para Ciertas h.€I, mj €- ml 0,1] . EntoncesJl l
J' ‘P(f(x,t))dt = E hj(x) f Aj(x,t)dt€I y, en consecuen
0 j O

1
cia, p (I f(ï<,t)dt) e I.

o

b) C = G : En este caso se supone que el ideal I es 'de

caracter local, y nuestras hipótesis dicen que W(f(í,t))
es localmente una combinación lineal de elementos de I y

elementos de minol] . Por compacidad del intervalo realI

[0,1] y usando una partición de la unidad adecuada, vemos

que para todo 2-206le, existe un entorno U de 27:0 en IRk
. 0° k+1\ W

yfunCiones Aj,Bj€C (IR ,, thI y mje mlo'l] tales
que en U x[0,l] tenemos ‘P(f(;:,t)) = E Aj().<,t)hj(;z) +

J'

+2 Bj(>_<,t)mj(t). Entonces, para ÏGU tenemosj
1 l 1 _
I ‘P(f(x,t))dt = E h.(x) I A.(x,t)dte I, i.e., I90(f(x,t))dt
o j 3 o 3 o

está localmente en I y, por lo tanto, está en I ya que

I es de caracter local. Nuevamente, se sigue que
1

pu f(>-<,t)dt)EI.
0

c) C= F: Similara a) yb).

Esto termina la demostración de 4.1.2."
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o, equivalentemente que para todo objeto del tipo x =

Section 2.

En esta sección mostramos que la siguiente fórmula es in

ternamente válida en el topos C (C = Z ,F ,G)

R
(2) VfGR [(f|R =0*f|R =0) ->f=0]

>0 <0

_ c°°(IR) _ c°°(1R)
(donde R>0—F y R<0—

R>0 IR<0

4.2.1. Lema: La fórmula (2) es internamente válida en eZ

topos C (C = Z, F,G) sii se verifica la siguiente condi
ción:

(2') Para todo lcemi y para todo ideal C-cerrado Ig

gc°°(Rk),

CZC(I(x,t)+m¡R>0(t,X))OCZC(I(x,t)+mIR<0(t,X)) =

= CZC(I()_(,t)).

Demostración. Por 5.17., que la fórmula (2) valga interna

mente significa que

Ext(flR = 0)- Ext(f¡R o = 0)< Ext(f = 0)>0 <



(I ideal C-cerrado) y toda flecha f : x 9 RR , si f se

factoriza por Ext(f|R = 0) y por Ext(f|R = 0) enton>0 <0

ces f es la flecha nula. Estudiemos pues, que quiere de

cir que f se factorice por Ext(f|R = 0). Para esto de
>0

R>
bemos recordar que el morfismo de restricción r : RRa-R o

está definido por la siguiente regla (ver 0.27.ii)): a la
flecha f : x ->RR (que estará dada por un cierto elemento

m k+l R
[f] e S—ÁB—-:l——) le asigna la flecha for z X * R >0 dí

CZC(I(x,t)
Coo(Rk+l)da por el elemento [f]'€ . Asi, que

CZ(I(í,t>+ °° (tio)
c "Ergo

f se factorize por Ext(flR = 0) quiere decir que [f]'=0
>0

o sea, fGECZC(I(x,t)+m; (t,;)). Análogamente, que f se
>

factorice por Ext(f|R = 0) quiere decir que<0

fESCZC(I(x,t) + mR<0(t,x).
Y, que f sea la flecha nula, quiere decir que

fEECZC(I(í,t)). Así, hemosvisto que la fórmula (2) vale ig
ternamente sii

CZC(I()-(,t)+rr:R>0(t,>-c))nczC(I(í,t> + mR (t,;:)) c<0

g CZC(I(;,t) . La otra inclusión es trivial I

4.2.2. Teorema: La condición (Í) es válida en todo caso

(C - G, F, Z) y, por lo tanto, Za fórmula (2) es válida in
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ternamente en Zos topos G, F, Z.

Demostración: Primero mostramos que se verifica (2') en el
W

R ‘R
caso C = Z, i.e., (I(i,t) +moo (t,í))rï(I(;,t)+n

>0
(t,;))=

<0

= I(;,t). La inclusión g; es obvia. Para probar la inclu

sión recíproca, tomemos f(i,t)e (I(i,t) + mm (t,x))n
R>0

n (I(;,t) + mR (t,i)). Esto significa que existen funcig<0

nes «pieI (1< i< n), w.e1(n+1< j< m), ple m; (tn?) ,
>J

pze m°° (tn-t) y Aiec°°(nk+1), (1< i< n), Ajec”(mk+l)<0R
— n _ 

(n+1< j< m) tales que f(x,t) = E (-Ai(x,t))wi(x) +i=1
m . _ _ _

+ n (tic) = z A.(x,t)w.(x) + p (t,x).
1 j=n+1 3 3 2

(Hemospuesto --Ai en la primera suma por conveniencia en
las notaciones que siguen). Entonces

1(a) p - p2= lÏlAi(í,twi(í)e nit)

Basta que demostremosque P16 I(;,t).
_ m ajA. _

Consideremos la serie formal S (x,t) = É %(x,0) ET E1 ._ J 3.3-0 at

E Cm(Rk)[[t]]. Por el lema 4.0.5., podemoselegir funciones

flj(t)€ Cm(R) tales que, para todo i, l <i< m, las series
aJAi(í,0) LJ

si(í,t) = Z .nj(t). %T convergen en la topolgj=0 at3 '
oo - go +

gía C -CO y, por lo tanto, si(x,t)€ C (IRkl). Además, pa
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a IOtl+js - a IaI+3Ai _ra tOdOa , j, _¡_a (X,0)= (X,0).&t{)x a tïñx

(En realidad, el lema 4L0.5 fue probado para una sola serie

S. Pero se ve fácilmente de la demostración de 4.0.5. que

si tenemos un númerofinito de series Si (1.<i.<n0, las

funciones nj
ra todos los Si).

se pueden elegir de tal manera que sirvan pg

Nótese ahora lo siguiente:

i)
i Si(xrt)‘pi(x) = 0||M3 O

ii) Ai(í,t) - si(í,t) es playa en {t = 0} €;Rk+1.

El punto ii) es inmediato de lo que venimos de hacer. Para

ver que se verifica el punto i), notemos primero que de (a)

se sigue que

o aj < >(‘ 0) Ig aj ('o) ('>=—. p-p x, = —_.A.x ‘p.x
at3 1 2 i=1 atJ 1 ' l '

m atA _ tj _
entonces É . (x,0) TT n (t)Wi(X) = 0

°'° m _ tj _
y por lo tanto 0 = É ( X ——wAi(x,O)TT n.(t).w.(x)) =j=0 i=l atJ 3' 3 1

= z ( E ———s(x,0) TT n.(t».wi(x) =1:1 3:0 at3 3' 3

m
= S



De los puntos i) y ii) se sigue el resultado: de (a), e i)
n m - - —

se Sigue que Pl-p2 = 2 (Ai(x,t)-si(x,t))wi(x). Considerei:
mos ahora la función de Heavyside

{ 0 si t;>01 si t<<0.

Tenemos:P1(t,;) = H(t)(01(t,;)-P2(t,;)) =

m _ _. 
= 2 rut)(Ai(x,t)-si<x,t))soi(x)i=1

Para ver que p (i,t)€ I(;,t) basta demostrar ahora ue1 q

H(t).(Ai(;,t)-si(í,t))e c°ïmk+1). Esto es consecuenciadi
recta de ii). Esto termina la demostración en el caso C =

= Z. El caso C = G se sigue fácilmente del anterior

dado que el operador de clausura de.naturaleza local preser
va intersecciones finitas. La demostración en el caso C =

= F sigue facilmente del teorema de Whitney 4.0.1 I
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Sección 3.

En esta sección probamos que las flechas tn : R * R (n

.impar) y tn : R a R>0 (n par, n> 2) no son epimorfismos

efectivos universales en ninguna de las categorias L, F, G.
Comodijimos en la introducción de este capítulo, eSta

pregunta fue contestada afirmativamente en el caso n = 2
(ver [11]).

Recordemos que tn : R a R (n impar) es la flecha correspon

diente al morfismo de evaluación en tnGECuÏR). Si n es

par, la flecha tn : R —»R>Oes también la flecha inducida
n

Cïgïl _) cmaR) de evaluación en t 
m

JR>0
Nótese que W está bien definido en el caso n par dado

por el morfismo v:

n
que si w e mg; entonces W(t ) = 0.0

4.3.1. Lema: (Ver [11]) a) Sea n un natural impar. Entog

ces, tn : R-* R sería un epimorfismp efectivo universal

(ver 0.17) en C (C = L, F, G) sii para cada k EN, cada fica:

C-cerrado I y cada g'GCw(Rk) se tuviera que:

i) para toda fec“(1Rk+1), f(>_<,t)- f(;:,s) e

e czC(I(ïc,t,s) + (gh?) - tn) + (tn - sn)) implica que emis

te hC-ZCwGRk)tal que f()-<,t) - h(>_c)e czc(1(>’c,t)+(g(í)-tn))

ii) mine czc(1(ïc,t) + (go?) - tn)) implica mi) EI.

n
b) Sea n un natural par. Entonces, t : R-->R)0 sería
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un epimorfismo efectivo universal en C (C = L, F, G) sii

para cada kEN, cada ideal C-cerrado I y cada gECmaRk)

tal que para toda p GmIR , p (g(í))€ I tuviéramos que Zos>0
dos puntos i) y ii) de a) se satisfacen.

Demostración: Demostramos solamente b). El punto a) puede

demostrarse paso por paso de la misma manera excepto por una

pequeña y obvia modificación.

Sea g : A ->R>0 una flecha en C (C = L, G ó F) donde
m k

A = SLÁELl-. Obsérvese que necesariamente debe tenerse que
I

p(g(í))€ I para toda pes a; (he aquí la única diferen
>0

cia con el caso n impar). Consideremos el producto fibra
do

_ 9
__ _-_. __>R

A A>o
n í '

í ; ! tn
I l

ñ —————> R
"t

w k+1
donde B = C (R )_ _ n . Debemos demostrar

CZC(I(x,t) + (g(x) - t ))
(ver 0.17) que cualquiera sea HEEC y f : É ->H, si

fopi = fop2 , entonces existe una única h tal que hon_ =x
L f (donde pl y p2 son las proyecciones del producto fi
brado ñx_ñ)

A
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_ _ pl _ "a? 
Bx_B ___::: B —— >A

A p ,2

(1) \\ f. \ h
\\ Ï ¡l

\_ Y

\ El!

Puede suponerse que H = CWGR)(En fecto, supongamos

ciertas la existencia y la unicidad para H = CNGR) y tome

c°°(1Rm) . — i m— . Se tiene que H >-> R . Es claro que el
K

siguiente diagrama se completa de manera única

mos H =

1r
_ X
B—— « -——-->A/f! /
í /
H /h/iï /
vi /
Rm

Debemospues verificar que h factoriza por IÏI, es decir,

que para toda qu, q°(h1,...,hm)€I (si h está dada
por "evaluación en (h1,...,hm)). Ahora, sabemosque el si
guiente diagrama también se completa con unicidad, cualquig

ra sea qEK
ñ ———--—--> Á

f iñ /
1' / 2

Rm/q /
R
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Pero, claramente qoh también hace conmutativo el diagrama

anterior. Así que 2 = qoh. Por otro lado, qoiof = 0, así

que la flecha 0 z Á 9 R (dada por evaluación en 0) tam

bién hace conmutativo el diagrama anterior. Entonces, por u

nicidad, 0 = qoh, 6, en otras palabras, q(h1,...,hn) GI.
Esto dice que h se factoriza por ñ. Como i es un mono

morfismo, deducimos la existencia y unicidad). Ahora bien

w k+2
como Bx_É = C (R ) la exis

A czC(I(i,t,s) + (g(í)-t“) + (tn-s“))

tencia de h puede ser formulada como:

u - _ _ - n n n nf(x,t)-f(x,s)€ CZC(I(x,t,s)+(g(x)-t )+(t -s ))

implica que "existe h(i) tal que f(í,t)-h(í)e CZC(I(;,t) +
+ <g<i)-tn>)".

Con respecto a la unicidad, quiere decir que si h y h'

hacen conmutativo el diagrama (1), es decir, si f(;,t) 

mh(;)e czC(I(i,t)+<g<i)-tn)) y f(í,t)-h'(í)e czC(I(i;t)+
+ (g(í)-tn)) = h-h'e I. Se ve fácilmente que, que esto val

ga para toda f,h,h' es equivalente a que valga para f=0, he

e c”(Rk) y h'=0, es decir, h(i)e czc<1(í,t)+(g(;)-tn)) im
plica he II

Observación: Supongamosque la función g(;) del lema 4.

3.1. es tal que (g()_())1/n está bien definida y es C0°.

113



Entonces las condiciones i) y ii) se verifican trivialmente.

Observación. Nótese que el punto i) en 4.3.1. está relacio
nado con cierta existencia mientras que el punto ii) está

relacionado con cierta unicidad. En cada una de las categg

rias G, F, L uno de ellos es cierto y'el otro no. El teo
rema siguiente resume la situación.

4.3.2. Teorema: La existencia; es decir, el punto i) en

el lema 4.3.1 (en ambos casos, n par y n impar) es váli

da en las categorías C = L y C = G pero no Zo es en Za

categoría C = F si n.>2

La unicidad; es decir, el punto ii) en el

Zema 4.3.1 (en ambos casos, n par y n impar) es válida

..en Za categoría C = F pero no Zo es en las categorías C =

=IL yC=Gsi n>2.
Dividimos la demostración de 4.3.2. en cinco partes: de

4.3.2.1 a _4.3.2.5.

4.3.2.1. Demostración de que la existencia es válida para

C = L en ambos casos n par y n impar.

Sea I un ideal y gEECm(Rk)(si n es par, nuestras hipé

tesis nos permiten tomar geECGÏRk) tal que para toda

p(g(i))€EI, pero esto no es necesario en esta de
k+1

¡7€ Ko
mostración). Tomemos fGECWLR ) tal que f(;,t) - f(í,s)
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E(I(í,t,s) + (g(í)-tn) + (tn-sn)). Esto significa que exis
k+2

te rGZN yfunciones aj()-<,t,s)€C°°(1R ) tPjGI (l<j<r),
b(í,t,s), c(í,t,s)€ïCw(Rk+2) tales que f(;,t) - f(í,s) =

r
= 2 aj(x,t,s)wj(x) + b(x,t,s)(g(x)-tn) + c(x,t,s)(tn-sn).j=l
Llamemos TS al morfismo de anillos "desarrollo en serie de

Taylor en la variable s en s = 0", TS g C”(Rk+1) _,

—>Cm(Rk)[[s]]. Análogamente, Tt s es el morfismo "desarroI _

llo en serie en t = 0, s = 0" y Tt es "desarrollo en se

rie en t = 0". Aplicando Tt s a la igualdad anterior deI

ducimos que, en el anillo Cm(Rk)[[t,s J] se tiene

r
(th>(í,t)-(Tsf>(í,s) = E (T Saj)<í,t,s)wj(i) +

+ (T b)(í,t,s).(g(i)-tn) + (Tt sc)(ïc,t,s).(tn-sn).t,s

Sea w una raiz n-ésima de la unidad en C.

Podemos evaluar ambos lados de esta igualdad en s = at . Ob

tenemos la igualdad

(th)(í,t)-(Tsf)(í,ut) = (Tt,
"MH ¡.n

Saj)(x,t,at).wj(x) +

+ (Tt' Sb)(i,t,wt) . (g(í)-tn).

Necesitamos ahora el siguiente hecho bien conocido

4.3.3. Hecho: Sea Gn el grupo de raíces n-ésimas de la u
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nidad en C. Sea jGIN. Entonces:

n si n/j

“GGn 0 si an I

Se sigue que:

a) La serie í Z (T f) (Lwt) es igual a S(;:,tn)en s
a.) E Gn

E Cm(IRk)[[t]] para cierta SG Cm(1Rk)[[t]]. (S tiene furl
ciones a valores reales comocoeficientes).

b) Las series

_ _ 1 _
Kj(x,t) - H “EEG (Tt'saj) (x,t,wt)n

Y

L(í,t) = á z (Tt sb) (i,t,wt)
(¿JE (En '

tiene funciones de valores reales por coeficientes, i.e, es
tán en c (Rk)[[t]].

Asi que, sumando miembros de (l) sobre toda w e (En y

dividiendo por n obtenemos

r
- - n _ _ _(xlt)-S(xIt)- (X)

(2)
+ L(;,t) . (g(;)-tn).
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m k+
Por 4.0.5., podemoselegir funciones s,kj, QGEC(R l) ta
les que

(3) (Tts)(i,t> = s(i,t) , (Ttkj)(i,t) = Kj<í,t>,

(Tt2)(í,t) = L(;,t).

En vista de (2) y (3), la función

r
P(i,t) = f(i,t) - s(i,t“) — 2 k.(í,t)9i(í) 

j=l J J
(4)

2(í,t) <g<i)-tn)

es playa en {t = 0} C mk+1.

Consideramos ahora dos casos dependiendo de la paridad

de n.

n impar) Siendo n impar y p playa en t = 0, la función

q(i,t) = p(;,tl/n) es Coo. Entonces, llamando d(í,t) =

= s(;,t) + q(;,t), obtenemosde (4)

f(i,t) - d(;,t“) e(1(;,t) + (g(;)-tn))

Se deduce ahora de 1.7. que la función h(í) = d(í,g(í)) es
tal que f(í,t) - h(í)e (I(í,t) + (g(i)-tn)).

n par) De (4) obtenemos
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p(í,t)+p(;,-t) = f(;,t)+f(x,—t)
2 2

_(5)

r k.(i,t)+k.(í,-t) _ — 
_. z _J__ J (Q(xlt)+g(xl_t)= 2. l 2 >(g(x)—t“)J

- s(x,tn).

Llamemos po(;,t) = (x't)+p(x’_tx. La función q(i,t) =
2

= po(í,ItI1/n) es ¿a dado que po es playa en t = 0;

y como p es una función par, q(;,tn) = po(;,t). LlamagO

do d(i,t) = s(;,t)+q(;,t) , se sigue de (5) que

f(í,t)+f(i,-t)
2

- d(í,tn) e (I(i,t)+(g(í)—tn)).

Sea h(;) = d(x,g(;)). De la misma manera que en el caso n

impar, se sigue que

f(i,t)+f(i,-t)
- 2

- h(í)e <I<;,t)+<g<í)-tn)

Pero ahora, siendo n par, sigue de nuestras hipótesis (po

niendo s = -t) que

f(í,t)-f(í,-t)
2

e (I<í,t)+(g(x)-tn)

Esto termina la demostración de 4.3.2.1.
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4.3.2.2. Demostraciónde que la existencia es válida gara
C = G.

Sea I un ideal de caracter local y gECmGRk). Tome

mos f€C°°CRk+l>tal que f(í,t) - f(i,s) ech(I(ïc,t,s) +
+ (gh-t) - tn) + (tn-Sn)).

- - n
Afirmación 1. Sea (x0,to)€EZ (I(x,t)+(g(x)-t )). Entonces,

. - — k+1 
extste un entorno W_ ae (xolto) en R y Q_ (X)€x ,t x ,to o

EECm(Rk) tal que existe una función W_ (i,t)€ (I(í,t) +
X 't

O O

+ (g(;)-tn)) que, para (i,t)evv ,es igual a f(;,t) 
(xorto

-2_ (i).
x ,to o

Demostración de l: Caso g(ío) # 0. En este caso, tenemos
que la función gh?)l n está definida y es Coo en un en

torno de í = io . (Nótese que si n es par las condicig

nes 96:0) al o y (io,to)e2(1(ï<,t) + (g(ï<)-tn)) implican

g(io)> 0). El resultado es pues, inmediato.

Caso g(io) = 0. La demostración de' 1
en este caso es exactamente la misma que la demostración de

4.3.2.1, empezandoesta vez con la igualdad f(;,t)-f(;,s)=
r — — - - .

= z aj(x,t,s).spj(x) + b(ï<,t,s)(g(x)-tn) + c(x,t,s).(tn-sn)j=1
k+2

en un entorno de (io,0,0) en vez de todo R
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Afirmación 2. Si n es impar, para cada 20€ Z(I)c:iste

exactamente un tOER tal que (í0,to)€ Z(I(í,t)+(g(í)—tn)):
n

to = \/g(xo). Si n es par y x06 Z(I) es tal que g(ío) >0n
hay dos t¿s : to = ng(xo). En este caso, w_ , W_ ,

X I t X ,'-to o o o

Q; t y Q; _t pueden elegirse de tal manera que 2_ =
- o’ o o' o x ,to

= 2_ , digamos Q_ = h_ , w_ g kaR>0 , W_ Q
xo'-to xo'to xo xo'to xo’to

CRkXF20 y que f(í,t)-h_ (x) sea igual a un elemento de

(I(x,t)+(g(x)-t ) en W_ U W_ .x ,t x ,to o o o
Demostración de 2: La única afirmación no trivial es que,

en el caso n par, se puede elegir 2_ = Q . Tóx ,t í ,-t
O O O O

mese pues, n par, los dos pares (io,to), (Io,-to)e
E Z(I(;,t) + (g(í)-tn)) (to >0), y consideremos la función
Q dada por 1, y definida en W_ . Poniendo s =' txo'to xo’ o
= -t en nuestras hipótesis se sigue que, en un entorno de

(i ,t ) , (x't)_f(x’_t) es igual a un elemento
o o 2

ne (I(;,t) + (g(í)-tn)). Tomandoun W_ más pequeño,x ,t
,o o

podemos suponer que ambas igualdades siguientes son válidas

en W :

f(i,t)—f<í,-t)
2

= n(í,t)
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' Q (X)=w_
x,to xo,to

(donde dx_ es la función dada por la afirmación 1. Am
xo,to

bas, yI/_ y n están en (I(;K,t) + (g(í)-tn)). Entonces
X It

o o _ _

la igualdad ÉÁÏLÉLigÁÏLLÉL- 2_ (i) = w_ (í,t) 
Xoyto xolto

-' fl(;c,t) vale en W_ . Digamos que sl/_(ïc,t)- TMS-gt) =
xo'to xo'to

r - - - — n
= E aj(x,t).‘pj(x) +_b(x,t).(g(x)-t ) para ciertas wje I3:1

m k+1 . '
y a.,b€C (IR ). Es dec1r, para (x,t) en W_ tene

3 x ,tomos o

- - r
M - Q_ = z aj(x,t).pj(;)+

2 xo,to 3:1

+ b(;,t) (g(í) - tn).

_ - k+1 Entonces, para (x,t)€W_ - {(x,t)GIR I(x,-t)Ex l-to o
c-w_ } tenemos

xo'to

f _,-t + _, - r M —Q- (x)= Ea_(x'—t)w,(x)+
2 xo,to j=l 3 3

+ b(;rt).(g(;) - tn).
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Nuevamente, de nuestras hipótesis, podemos suponer que en
f(ï<,t)-f(ï<,-t)W_ es igual a un elemento de (I(í,t)+

xo'-to 2
+(g(;)-tn)) (tomando un W_ mas pequeño si es necesg(x,t)

o o

rio). Comof(í,t) = f(x't);f(x'-t) + f(x’t);f(x'-t), se si

gue que en W_ , f(;,t)-Q_ es igual a un cierto ele
xo,-to xo,to

mentode (I(í,t) + (g(í)-tn))e

Esto es lo que queriamos demostrar.

Afirmación 3. Si (io,to) €Z(I(>-<,t) + (qdo-tn“, existen

un entorno U_ de io , h_ €c°°(Rk) y ll/_ e (IU-(,t) +
x x xo o o

+ (g(i) - tn)) tales que Za siguiente igualdad es válida

para (;,t)€[L_x R
xo

f()_<,t) — h_ (i) = w_ (27:,t)
xo xo

Demostración de 3: De las afirmaciones l y 2 sabemos
-- — - n .

que, para (xo,to)€ Z(I(x,t) + (g(x)-t )) ex1sten un entor

no w_ de (;0,to) (si n es par y to> 0 dos entoE
xo,to

nos, de (xo,to) y (x0,-to), respectlvamente, w; t yo’ o
_ a, k

W_ ) y una función h_ (x) G C (R ) tales que para
xo'-to xo

(;,t)€ W_ (para (;,t)€ w_ U w_ I si n es par
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y t02>0) f(x,t) - h_ (i) es igual a un elemento fl_ ex xo o

E (I(x,t) + (g(x)-tn)). Entonces, la función q(x,t) =

= f(x,t) - h_ (i) - n_ (x,t) se anula en un entorno de
x xo o

(xo,to) (en un entorno de (xo,to) y (xo,-to) Sl n es par)
n

Recordandoque to =i x/g(xo), se verifica rapidamente que

existe un entorno U_ de io en Rk tal que, en U_ XR,x xo o

q(x,t) = 2(Lt) . (mío-tn) para cierta 2(í,t)e c°°(Rk+1).

Entonces, en U_xR , f(x,t) - h_ (i) = n(x,t) +
xo xo

.. _ n _. _
+ 2(x,t).(g<x>-t >e (I(x,t) + (g(X)-tn))
Esto termina la demostración de la afirmación 3. Volvamos

a la demostración de 4.3.2.2. De la afirmación 3, sabemos

que para todo e Z(I) si n es impar, y para todo x¿EZ(I)

X

í
o

tal que g(xo)>=0 si n es par existen un entorno U_ de

io y h_ e Cm(Rk) tales que f(x,t)-h_ (x) es igual aoun
‘ x x. o - 

Cierto elemento de (I(x,t)+(g1x)-tn)) gn U_ xR. La de
x

O

mostración termina pegando las h_ con una partición de
x

la unidad I o

4.3.2.3. Demostración de que no vale la existencia para C =

f F si n>>2.

Sean k = l, n2>2 y p(x) €C°ÏR) cualquier función pla
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ya en cero y positiva para x # 0. Para fijar ideas podemos
-}/x2

elegir p(x) = e . Por el lema 4.3.4 que demostrare

mos después, existe gGEC“(R), positiva excepto para x = 0
/ny tal que g(x)2 . p(x) no es C0°(este es el punto en

el que necesitamos n> 2). Sea f(x,t) = t2.p(x)€(ÏÏRz)

"(la razón por la que necesitamos t2.p(x) (y por lo tanto

g2/n(x).p(x)) y no t.p(x) es que necesitaremos que f

sea par en la variable t).

Veremos que

a) f(x,t) - f(x,s) ECZIF(g(x)-tn,tn-sn)

pero

b) no hay ninguna hECmUR) tal que f(x,t) - h(x) E
n

GCZF(g(x)-t ).

Para verificar el punto a), consideremos el ideal K gg

nerado en Cw(R) por {q(g(x))} q es playa en t = 0}. El

único cero de K es x = 0. Por el teorema de Whitney

4.0.1., existe una sucesión de elementos de K que conver

ge a p(x) en la topología Cm-CO,digamos p(x) =

= lim pr(x), pre K, donde pr es una combinación lineal
r->0 nr

de la forma pr(x) = iíl Ai'r(x).qi'r(g(x)), para Ciertas

¡ilre C CR) y funciones qi,r playas en cero.
pr(X) m

Nótese que, para todo 2 EIN, e C (R). Por 4.0.5.,
2

g (x)
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existen funciones pares WQ‘EC"(R),que tienen soporte COE

pacto y, para cada Q, v2: 1 en un cierto entorno U9 del

pr(X)
origen tales que br(x,t) = E cdt. -———í:Ï. Q'n es

Q=0 g(x)

Cm-CO convergente, y, por lo tanto, brEECm(R2). Nótese
que si n es par, .b es par en la variable t. Se ve far
cilmente que las funciones br(x,t).(g(x)-tn) y pr(x) tie
nen las mismas derivadas en t = 0. Entonces, la diferencia

dr(x,t) = t2.pr(x) - t2.br(x,t).(g(i)—tn) es una función
playa en t = 0 (y par en la variable t si n es par).

Llamemos fr(x,t) = t2.pr(x). Nótese que fr converge a f

en la topología Cm-CO. Se tiene que fr(x,t) =

= t2br(x,t).(g(x)-tn) + dr(x,t). Como dr es playa en t =
0 (y par en la variable t si n es par), llamando

dr(x,t1/n) si n es impar

qr(x,t) =
dr(x,ItIl/n) si n es par

tenemos qr(x,tn) = dr(x,t) y qre CW(R2).Entonces, fr(x,t)

-fr(x,s) = t2br(x,t).(a(x)-tn)-52br(x,s)(o(x)—sn)+qr(i,tn)
u qr(x,sn). Como qr(x,tn) - qr(x,sn)e ((tn-sn)) (comose

sigue del lema 1.7.) se sigue que fr(x,t) - fr(x,s)e
e ((g(x)-tn) + (tn-sn)), y dado que fr e f vemos que

f(x,t) - f(X,S)G ClF((g(X)-tn) + (tn-sn)), i.e., vale el pun
to a).
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Tratemos ahora el punto b). Supongamosque existe he

€C°ÏR) tal que f(x,t) - h(x)C:CZT(g(x)-tn). En este caso
(recordemos que g es positiva para x # 0) tenemos que

f(x, Ï/EÏQÏ) - h(x) = 0 ó, por definición de f, gz/n(x).

.p(x) = h(x)€EC“ÏR), lo cual es absurdo. Esto completa la
demostración de 4.3.2.3.

4.3.2.4. Demostración de que vale la unicidad para C = F.

.Tomemos un ideal cerrado Ig CWÜRk)y, g(x), h(x)e

e C"(Rk). Supongamosque h(x)e(:LF(I(x,t) + (g(x)-tn)). De
bemosdemostrar que h(;)€ I. Para hacer esto (I es cerré
do) usamos el teorema de Whitney 4.0.1. Basta verifica que

T_ (h)€ T_ (I) para ECGZ(I). En el caso n par sabemosx xo o

por hipótesis que P(g(;))€ I para toda ¡ae m , lo cual
¡ISO

implica que g(ío)> 0 para ¡oe Z(I). Tenemosdos casos

i) g(ío) # 0 (g(io)> 0 si n es par) y

ii) g(ío) = 0.
n

i) En este caso v g(x) es una función Cooen un entorno

de x . Se ve pues fácilmente que T_ (h)e T_ (I).
o x xo o

ii) Nótese que, dado que g(ío) = 0,'se sigue que (io,0) es
un cero de (I(;,t) + (g(;)-tn)). Nuevamentepor 4.0.1., sa

bemos que T_ (h) = T_ (h) es igual al desarrollo en se
x x ,0o o

rie de Taylor en (50,0) de una cierta fe (I(i,t) +
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+ (g(i)-tn)), i.e., T_ (h) = T_ (f). Digamosque f(i,t)
x x0 0,0

r
= 2 ai(;,t).wi(x) + b(í,t).(g(x)—tn) para ciertos ai,b ei=l

e Cm(Rk+1) y vie I. Tomandodesarrollo en serie de Taylorr
en (;0,0) obtenemos T_ (h) = E T_ (ai).T_ (vi) +x 1=l x 0o o’ xo

+ T_ (b).(T_ (g)-tn). Reemplazando t por w t ( w e Gn)
x ,0 xo o

y sumando para w G Gn (ber 4.3.3) obtenemos:

— n 
_ _ Si(x,t ).T_ (Wi)(x) +
x 1 1 xo o

e A; u
uMH

+ U(;,tn).(T_ (g)(í)-tn)
X

O

para ciertas series S U€]R[[(í-ío),t]].il
. . w k+l

Por 4.0.5., ex1sten func1ones si, uE C (R ) tales que
T (s.) = S., T (u) = U. Entonces, la función
x ,0 x ,0

o r o
q(í,t) = h(i) - E si<í,tn).wi(i) - u(i,tn).(g(í)-tn) esi=l

playa en (20,0) y es claro de la definición de q que
q(;,t) = p(;,tn) para cierta pE Cm(Rk+1). Además, como

q es playa en (Eo,0), p debe ser playa en (io,0). En
tonces tenemos que

* h(i) = i llMH.
si(;,t“).vi(i)+u(i,tn).(g(i)-t“)+p(í,tn).

1
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Tenemos ahora dos casos

n.-
a) n impar. En este caso, reemplazamos t por V%(x) enr
* y obtenemos h(x) = Z si(x,g(x)). wi(;)+p(;,g(;)). Dai=l _

do que p es playa en (io,0) y g(ío) = 0 se sigue que
T_ (h)e T_ (I).

x xo o

b) n par. Se sigue de * que la función h(í) 
r

- 2 Si(x,t).wi(x) - u(;,t)(g(;)-t) - p(;,t) se anula pai=1

ra t >0 y, por lo tanto, es playa en t = 0 y en particg

lar, en (;0,0). Como g(i0) = 0, reemplazando t = g(í)

vemosque h(i) - 2 si(i,g(;))wi(;) es playa en go. (dado

que p(í,g(;)) es también playa en go), y por lo tanto,
T_ (h)€'T_ (I). Esto termina la demostración de 4.3.2.4.
xo xo

4.3.2.5. Demostración de que no vale la unicidad para(:= L

y C=.G si n>2.

Tenemos dos casos

2
(e l/").c_c°"(1=z) y Mi):n impar. Sea" n impar, n >2, I =

nd; .e-l/x E CaÏB). Demostraremosque h(;)€ (I(x,t) +

+ (x-tn)) - mientras que, claramente, h E I. Basta demos
- oo2 n

trar que existe b(x,t)e C (R ) tal que v x e =
2

= t.e-l/x + b(x,t)(x-tn). Y, para hacer esto, basta mos

trar que la función e-l/x2(3r— _t)
b(x,t) = --————-—7ï————definida parax - t
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x # tn se extiende a una función diferenciable definida en
n n n _- ._

todo R2. Ahora bien, x-tn = ( VÉ'- t). 2 (v x)n l.tl 1 =
i=1

n n n-l n t 1-1
( «í'-t).( VE) . n(x,t) donde n(x,t) = E n .

i=1 v;
2e-l/x

Entonces, para 0 # x # tn, b(x,t) = n =
(fi)“’1.n(x,t)

e-1/2x2 e-1/2x2= . . Por supuesto, el primer facor se ein n-l(x/ï) n(x,t)

tiende a un elemento de C"(R). Y también el segundo factor

se extiende. Para ver esto, notemos que la función n(x,t)

tiene una cota inferior positiva. En efecto

i) no se anula en ningún punto dado que la función

(1-[¡E;]n) = (1 - 52-). n(x,t) considerada comofunciónn/_— v;

de HE— tiene un único cero (simple) 52- = l«í v;

'ii) n(x,t) tiende a + m cuando ¡2- tiende a m .
NG;

Entonces, para x # 0, el segundo factor es df Así que,

basta demostrar que sus derivadas tienden a cero cuando

(x,t) tiende a (0,to) (t ER) . Y esto es inmediato a pagO

tir del hecho de que fl tiene una cuota inferior positiva.

Esto termina con el caso impar.

2
n par. Sea n par, n2>2, I = (e_l/x )g Cm(R) y h(x) =

11'_4.' _ _
- V/x . e . Vamosa demostrar que h(x)€ (I(x,t) +
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+ (xz-tn)) - mientras que h(x) í I dado que n>'2 (en

este caso (n par) debe verificarse la condición P (g(x))e I

para toda PG rnR . Pero, hemos tomado g(x) = x2 y, por
>O

lo tanto p(g(x)) = 0€EI). Mostraremosque existe b(x,t)€
n/‘— 2 2

<EC(R2) tal que V x4 . e l/x = t2.e l/x + b(x,t).(x2-tn).

-1/x2 (3/5- tz,
Basta mostrar que la función b(x,t) = e -——7————¡——de- t

. . 2 n . on 2flnlda para x # t se extlende a una bGEC(R ).

Ahora, x2-tn = ((IxI4/n)n/2 —(t2)“/2)

n/2 . .
= (IxI4/n_t2). z (lxI4/n) (n/2-1) o t2(1-1)i=l

#t
y, por lo tanto,

2 npara 0 # x

2-l/x
b(x,t) = e

lxl
1:1

4/n.(n/2-l).m{2 t2 i-l
[le4/p]

La demostración sigue ahora de la misma manera que en el ca
n t2 1-1

so n impar (n(x,t) = E (-—————) >
i l IxI4/n

l).

Dadoque los ideales finitamente generados son de caracter

local, esto termina la demostración de 4.3.2.5. y también ter
mina la demostración del teorema 4.3.2. I

Probamos ahora el lema usado en 4.3.2.3. Este lema está

inspirado en un ejemplo dado en [12] de una función f pla
2 — oo

ya en x = 0 y f> 0 en R.# 0 tal que vríík) no es C
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4.3.4. Lema: Sea pEECmUR) una función tal que p(x)> O

para x # 0. Sean n,i€EN, i< n. Entonces existe una fun

ción g(x)€ CWLR), g(x)> 0 excepto para x = 0 y playa en
/

x = 0 taZ que g(x)l n.p(x) no es Cm.

Demostración. Sea Ó e Cw(R) una función tal que

Ó = 1 en un entorno de OEÍR

o es positiva en (—l,l)

o se anula fuera de (-l,1)

Para rEEN, definimos gr(x) = o (r(r+1)(x—l/r)).

[e-r/P(l/r)(e‘r/P(1/r)+ L (x_l/r)2) ep(1/r)
. . . . l r+2
i) La funCión gr es p051tiva en Ir = (-——- ————-)r+1 r(r+1)

nula fuera de Ir.

ii) El intervalo Ir no contiene ningún elemento de la

., {1; 1suce51on — excepto — .

iii) U I = (0,3/2).
M=l

Sea go una funCion C en R>o tal que go((0,l]) = 0

y go es positiva para x >1.
no

Así la serie g = É g representa una función Coo y po
r 0 r

sitiva definida en R>O. Además, todas_las derivadas de IQ
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tienden a cero cuando x tiende a cero, asi que las fórmulas

g(O) = 0 y g(-x) = g(x) (x:>0) definen una función caben

todo R. Es claro que la función gQ asi como todas
sus derivadas se anulan en x = l/r para 9%r. Enton

ces, en x = l/r, a(x) y sus derivadas son iguales

a gr(x) y sus respectivas derivadas. Mostraremos que la
segunda derivada de la función a(x) =[ g(xn i/n .p(x) en el

punto x = l/r tiende a infinito cuando x tiende a cero.

Esto terminará la demostración. Como g'(l/r) = 0, tenemos
1-n

i n i/n 1
que a"(l/r) = ¡[ g(l/r)] .g"(1/r).p(l/r) + g(l/r) .p"(ï.).

El segundo término tiende a cero. Analicemos el comportamieg

to del primer término, que es igual a

i-n i-n
1) n 2 Zirr . —r.p(l/r) =— g(l/r)p(l/r) n

Dadoque i<11, esto tiende a infinito cuando r tiende a
infinito.
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Capitulo 5: Apéndice.

En este apéndice incluimos algunas proposiciones utiliza

das en el cuerpo central de esta tesis así comouna breve des

cripción de la lógica en los topos C ,f’ y Z.

5.1. Notación: Sean A, X, Y objetos de una categoria C, y,

supongamos que la exponencial Ax existe en C (ver 0.14).

Entonces, una flecha f : Y-->Ax corresponde (por una cier
N

ta biyección natural) a una flecha f : YxX-+A. Llamamos a f

la adjunta exponencial de f (bajando X ). En particnlar,

poniendo Y = Ax y f = id x, notamos ev = id x : Axx X -* A.
A

La razón por la cual se nota con ev a id x salta a la vis
ta.

5.2. Proposición. Sean X, Y y A objetos en una catego

ria C en la cual existe la exponencial Ax y sean fl : Y

-+ Ax , f2 : Y -+X un par de flechas en C . Entonces, el

siguiente diagrama es conmutativo

A XX
¡“7

/ z \_\.
Y A

\\ 7,1
\‘ /,-’/’\ / N(id f) \\ / f

Y, 2 \ Yxx - 1

Demostración: La flecha superior es igual
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(idy,f2) (fixidx) x evy —----»--r-——>YxX A xx - v--— A .j
a

Por naturalidad de la adjunción exponencial la traspuesta ex

ponencial de a (subiendo X) es

idx
f1 A

es decir, es fl. Así que a = Ïl. I

on n

5.3. Lema: Sea X = S—ÁB—L€G y sean f : X á RD, g : x *
I

a D un par de flechas en G. La flecha f : XxD* R es
N

tá dada por un morfismo de anillos Coo f : CN(R) e

Cm(Rn+1)
- _ A 2 que a su vez, debe ser eZ morfismo de compoI(x,t) + (t )
sición con un cierto elemento [f1(;)] + [f2(;)]. [t ] G

n+1
e C°°(LR )_ á 2 . Además g está dada por cierta "g" eI(x,t) + (t )

En estas condiciones, la fZecha compuesta

(flg) D ev- r> R xD -- -r>R

- - - C°°(mn )
está dada por eZ elemento [f1(x)] + [f2(x)-]- [g(x)] €-Ï--w

Demostración. En virtud de 5.2. el siguiente diagrama es con
mutativo
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RDXD.\77 \(f,c) /// ‘ ev,/ \
‘¿x

X R\ w

(idx,q) Ü //,—' f
‘ XxD

El resultado es ahora inmediato.

Análogamente, tenemos

5.4. Lema: Si la flecha f : X 9 (RR)D está dada por

oo n+2
- d - C (R )

[f1(x,xn+l)] +[ f2(x,xn+1)].[t1 G A 2
I(x,Xn+1rt) + (t )

oo n

g : X + D está dada por ge S—ÁB—L,entonces la flecha com

puesta

ev
x —————»n» (RR)DxD ——— —- —— ——n.:-RR

está dada por

[fl(i,xn+1>1 + [f2(í,xn+1)1'. [g(í)1

Demostración: Análoga a la de 5.3.

5.5. Corolario: Los siguientes son diagramas conmutativos
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1d D,0 R XD\\\\ evR //// \D/ \
R R\ 71\ / .\\ // "1

RxR

(RR)D><D xid ,0/ \
(RR)D/ \:av

R D \* R
(R ) R

N
n l

RRxRR

(donde, en cada caso, nl es Za primera.proyección, = es el
isomorfismo canónico y 0 2 RD—>D (res. 0 : (RR)D--> D) es

0
Za flecha RD-> 1 ——m>D (lr'esp.(RR)D--> 1 '+ D)

Demostración: Para probar el primer diagrama conmuta (resp.

el segundo) basta probar que conmuta precedido por cualquier

flecha X -+ RD (resp. x -+(RR)D) con XGEG. Y esto es

inmediato a partir de 5.3. (resp. 5.4)I

R

5.6. Proposición. Sea v : Rny -+Rx una flecha en el to
pos G y llamamos V : RxxR xD-+ R su adjunta exponencial

R
. . A . .

(baganao Rx ) y v z Ry -+(R x)D a su adJunta ezponenczal
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(subiendo D}. As

es un par (v1,V2)

es un elemento de

En estas condicione

Demostración:

na la flecha

í, Za composición

de flechas

c°°(1R3)

(t )
s se tiene

0 : R * (RRX)D
Y

V

R '* R
Y

1' V2

V=V

la adjunta exponencial (bajando
3+V.[t].

al par de flechas

Dny)de0

1

El isomorfismo canónico

x N. Por otro lado, v

son elementos de C“(R2).
m 3

+ 32.[t]€ É—Á%—L.(t )

R D w(R) RRa R xR asig

v1,v2 511
está dada

A

por 1 2 Pero la adjunta (bajando D y Rx) de v

es igual a la adjunta (bajando Rx) de v, es decir, G I

Rx
5.7. Proposición. La flecha h : Rv-+R está dada por

w , ' Y
h(x,y)€C (2R¿) sii para todo yOETR, l - 9--‘>RV, Za fZÉ
cha

Yo h R
1 - w > R >-»w*—u> R x

Y

está dada por h(x,yo).

Demostración: Bajando Rx , basta ver que una flecha a :

RxxRY —>R está dada por hEC°°(1R2) sii para todo y e IR,
la composición
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ideyo a
Rxxl-—w——m—+-RXXRy—-nu—aR esta dada por h(x,yo),

y esto es claro I

Ungpocode lggica interna

Todo topos de Grothendieck (mas generalmente, todo topos

elemental) tiene una lógica interna. Describimos aquí algu

nos aspectos de la lógica en los topos G, F y Z . (La teo

ria general de la lógica en los Topospuede verse en [l],[7]).

Conun punto de Vista un poco parcial, podría decirse que

la lógica de la matemática cotidiana (o sea la matemática de

la teoria de conjuntos) está deducida de la teoría de conjun

tos misma: tomemos un par de fórmulas W, W , predicables,

digamos, sobre un anillo A y llamemos Ext(w) (extension de

W) al conjunto de elementos de A que verifican w . 'Se
tiene

(1) Ext(WvW) = Ext(w)u Ext(W)

(2) Ext(WAW)= th(w)ñ Ext(W)

Para preservar la simetría (y por otras razones mas profundas

también), para x, Y subconjuntos de A, llamaremos X-+Y =

XCLJY, de tal modo que
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(3) Extw-nll) = thW) ->ExtW).

Siguiendo con esta última idea, definimos para un subconjun

to sgAXB, Vy(S) = {xeA : VyEB, (x,y)€5} de tal modo

que si w - W(x,y) es una fórmula predicable sobre AxB

(por ejemplo, poniendo A = B anillo, x.y = lV (1-x).y = 1)

(4) Ext(VyW(x,y)) = Vy Ext(W(x,Y))

Análogamente, 3y(s) = {xEA : EIyeB : (x,y) ES} y se tie
ne

(5) Ext(Eyso(x,y)) = 3y(Ext(sP(x,y))

(La negación '7 es un caso particular de ->:'1x = x -* P)

Ahora bien, toda fórmula de la lógica es una combinación

de conectivas (3, V,/\, etc) y fórmulas atómicas (por ejeg
plo, en un anillo, la fórmula atómica es una igualdad de po

linomios). Si uno tiene definidas las extensiones de las f6;
mulas atómicas y se atiene a las reglas (1) a (5), puede in

ductivamente calcular la extensión de cualquier fórmula y asi

decidir si es verdadera ó falsa. Esta idea se puede imitar

en una categofia de haces: las extensiones de las fórmulas a
tómicas son siempre fáciles de definir, de modoque bastará

construir las contectivas "conjuntistas" en el conjunto de
sub-haces de un haz dado.
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Esto haremos en seguida en el topos G. Consideraciones com

pletamente análogas (reemplazandoel sitio de definición y la

noción de cubrimiento de G por las correspondientes de Z

y F) valen para Z y F . Antes, recordemos la siguiente

proposición.

5.8. Proposición (ver [ 6 ] ). Sea F un functor contrava

riante, FG SetsGop (ver Cap.0). F puede ser o no ser un

haz en el sentido de 0.23.En todo caso,existe un haz #F ZZa

mado el Egg asociado g F provisto de una "inclusión" i :

F ->#F con la propiedad siguiente: si GEESetsGop gg gg

525 y n: F ->G es una transformación natural, existe u

na única transformación natural W: #F ->G haciendo eZ si

guiente triángulo conmutativo

Observación: F es un haz sii i es un isomorfismo. Puede

decirse que #F es el haz libre sobre el prehaz F.

Pasamosahora a definir y construir las conectivas "conjuntis
tas".

5.9. Definición. Dados dos sub-haces * de un haz H , la
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notación K<L significa K(X)g L(X) para todo XEG.

5.10. Definición de A : i) Si K y L son sub-haces del

haz H, K A L es eZ mas grande subhaz de H contenido en

K y en L (en eZ sentido de 5.9. ). Dicho de otro modo,

K A L es e_Zsub-haz que verifica

T‘<K A L

T<K y T<L

donde Za línea significa que los enunciados de arriba y deba

jo son equivalentes.

ii) Construcción de A : Sencilla

mente, (K/\L)(X) = K(X)r1K(X).

Con respecto al comportamiento de KAL en las flechas, hay

una única elección posible: la inducida por H. Es trivial

ver que KAK es un haz y que se cumple i).

5.11. i) Definición de v: KVL es el sub-haz de H que

verifica
KVL <Tparatodo T<H —

K<T y L<T

*K es una sub-haz de L sii a) K es un haz, b) para to

do XGG, K(X)QK(X) y c) si f : x ->Y entonces K(f)=

=L(“IKUU'
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ii) Construcción de v : Podria pensarse que (K VL)(X) =

= K(X)LJL(X). Sin embargo esta fórmula define un pre-haz que

no es un haz. Se verifica sin dificultad que llamando F al

pre-haz F(x) = K(X)LJL(X), K\/L = #F (ver 5.8.) tiene la

propiedad requerida.

5.12. i) Definición de -+ : K-+ L es un sub-haz de H que

verifica

T<K->L
para todo T<H ——

T/\K<:T

ii) Construcción de -> : Nuevamente, la primera idea que

viene a la mente no es correcta: la fórmula (K ->L)(X) =

= K(X)CLJL(X) no define siquiera un funtor. Inspeccionando

la cuestión unos momentosaparece naturalmente la fórmula

(K -*L)(X) = {xEEH(X) : para toda flecha f : Y -*X

en G, H(f)(x) €K(Y) implica H(f) (x) €L(Y) } , que resulta

ser la correcta, comoes fácil de ver.

5.13. i) Definición de ‘1: ’IK es eZ subhaz de H que ve

rifica

paratodo T<H ü
TAK = 0
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donde 0 es el haz vacío

essi “m
:5 _

El hecho de que 0 ({0}) sea un conjunto de un punto se debe

a que la familia vacía es un cubrimiento de {0} (ver 0.23)

y a que 0 (el menor sub-haz de H) debe ser un haz. Nótese

que el haz 0 es representable por {0} ,

ii) Construcción de 7K. 7K = Ka 0, y por lo tanto,

ya fue construido en 5.12.

Observación muy importante: La igualdad K v 7 K = H es, en

1a mayoria de los casos, falsa.

5.14. i) Definición de En z Si A y B son haces, K es

un sub-haz de AXB (AxB(X) = A(X)xB(X)) y n : AxB e-A es

la proyección entonces Ey(K) = HW(K) es eZ sub-haz de A
que verifica

3W(K)< Tparatodo T<A —T
K < 1r (T)

ii) Construcción de En: Llamemos F al sub-funtor de

A definido por F(X) = imáaen por w de K(x)g A(x)xB(X).
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F no es en general un haz, pero se verifica que 3fl_(K) = #F
verifica la condición de i).

5.15. i) Definición de V : En las condiciones de 5.14. i)

Vy(K) = Vfl(K) es el sub-haz de A que verifica

Táw,r (K)
paratodo T<A T-—

n (T)=¿K

ii) Construcción de V7r: con las mismas ideas de 5.12.

V"(K)(x) = {XGEA(X) : para toda flecha f : Y'* X

en G ypara todo y€B(Y) (A(f)(x),y)€K(Y)}.

Es de utilidad recordar 5.10. a 5.15. en la siguiente for
ma semántica, que es llamada semántica de Kripke-Joyal (para

esto téngase en mente el lema de Yoneda 0.21)

5.16. Progosición: Sean H un haz y K y L sub-haces de

H . Sea además X un objeto de G y x : X-+ H una flecha.

Entonces

5.10': x se factoriza por KAL sii x se factoriza por
K y por L ‘



5.11'

5.12'

5.13'.

5.14':

5.15':

Demostración:

menos que la traducción por el lema de Yoneda

x se factoriza por KVL sii exista un cubrimiento

(ver 0.23 ) ia z X61»>X tal 7:" para cada

se factoriza ó bien por K ó bien por L .

x se factoriza por (K + L) sii para toda flecha

f : Y a X en G, si xof se factoriza por K en

tonces xof -se factoriza por L .

x se factoriza por _]K sii para toda flecha f : Y 4

e X en G se tiene que "xof se factoriza por K—"
implica Y = {0} .

Sean ahora A y B haces, y K un sub-haz de AXB .

Sea además X un un objeto de G y x : X á-A una

flecha. Notamos w : AxB e-A a la proyección. En

tonces

x se factorzza por EW(K) se: exzs:c ur Cubrimiento

la : Xa>* X 1 flec.13 ¿a . XQa B 3::¿x "¡y «2‘

todo a eZ par (xoia, ya) se factoriza por K .

x se factoriza por V"(K) sii para toda flecha f :

Y a X en G y para toda flecha y : Y a B, eZ par

(xof,y) se factoriza por K.

Las partes 5.10', 5.12' y 5.15' son ni mas ni
0.21. de 5.10
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ii), 5.12.11) y 5.15.11) respectivamente. Conrespecto a

5.13’. sigue de 5.12'. (pues 7K = K-» 0) y del hecho de

que si hay una flecha f : Y -+ És: entonces Y = ÏBÏ (ya

que el minimo sub-haz 0 de H es representable por E3; ).

Conrespecto a 5.11'. y 5.14'. siguen inmediatamente del le

ma de Yoneda y del hecho siguiente (ver [6 1): si H es un

haz y S es un subfuntor de H (no necesariamente un sub-haz),

entonces, una flecha f : Xa H (X objeto de G) se facto

riza por ESSÉH (ver 5.8) sii existe un cubrimiento ia : Xaá

»>x tal que foia se factoriza por S cualquiera sea a I

Esta claro así, por 5.10 a 5.15 , comose calcula la ex

tensión de cualquier fórmula de la lógica predicable sobre un

objeto de H de G (ó F ó Z ) siempre y cuando se conozcan

las extensiones de las fórmulas atómicas. En efecto, esto se
hace inductivamente:

ExtGPVW)= Ext(«p)v ExtW), Ext(Vy w(x,y)) =

V” Ext(W(x,y)), etc.

Hacemosahora una observación que necesitamos en el ca

pïtulo 4.

5.17. Observación: Sean w(x), W(x) dos fórmulas predicables

sobre A . Entonces, la fórmula Vxe A (v(x)-> w(x)) es váli
da * sii Ext(w(x))< Ext(W(x)).
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Demostración: La fórmula VxElx (w(x)-+ w(x)) es válida sii

VF (Ext(W(x))-+ Ext(ú(x))) = l, (donde n es la única flecha

Ae l), o equivalentemente, si 1< V" (th(w(x))-» Ext(&(x)).
Ahora, por 5.15. i) esto es equivalente a AszExt(v(x)) 4

—>Ext(W(x)) y, por 5.12. i) esto equivale a AANExt(W(x))<

<2Ext(W(x)). Pero A/xExt(v(x)) = Ext(w(x)) pués Ext(v(x))

es un subobjeto de A I

"Finalmente dedicamos unas palabras a los abiertos lógicos
ó abiertos de Penon (ver [13]).

Los abiertos de Penon

5.18. Definición: Sea K un objeto en un topos y sea L un

subobjeto de K , LSSK . Consideremos Za fórmula w ho E

E Vpe K (’l (p = x) v pe L) cuya variable libre x varía sobre
O

L . Llamamos interior de L en K a L = th(w(x)).

Debemosdecir cuales son las extensiones de las fórmulas ató

micas utilizadas en la definición anterior. Esto se hace de

* La fórmula VxEEA (w(x) ->W(x)) no tiene variables libres

y es, por lo tanto predicable sobre el objeto terminal l=g—ágl
del topos. Su extensión es un subobjeto de 1, es decir,

un valor de verdad. Diremos que una fórmula sin variables
libres es válida si su extensión es todo 1.

147



la manera obvia:

i) La fórmula p = x está considerada comopredicable sobre

KxL. Sea i : L >+ K la inclusión de L en K y nl,

72 las proyecciones de KxL en K y L respectivamente.
Definimos la extensión de p = x como el egalizador

Ext(p = x) H KxL - Hu; K

ii) La fórmula g)€I. debe también ser considerada como predi

cable sobre KxL para poder calcular el supremo '1(p = x)

VpeL. Es decir que la extensión de la fórmula pEK de

biera ser "el conjunto de los (p,x)€EKxL tales que pe
EIN.

Entonces definimos Ext(p = x) = LxL.

Observación: Demosuna interpretación de Lo, definido en

5.18. Vemosla proposición '1(x = y) como diciendo "x es

tá lejos de y" ó "x está separado de y". Esto se expli

ca como sigue: la fórmula (x = y)v '1(x = y) no es en gene

ral cierta. Puede pensarse que existen y's que no son ni

iguales ni distintos de x. Esos y se piensan comomuy cer

ca de x, los otros, están separados. Entonces í = {XGEL,:

VyEEK, está lejos de x ó YGEL}. De aquí el nombre de in
Oterior dado a L
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5.19. Definición: Diremos que IHSK es abierto de Penon sii

c (IRn)
5.20. Teorema (Penon). Sea X = ——————un objeto de G C GI
y sea U un subobjeto de X (no necesariamente representable).

Entonces U es abierto de Penon sii U es representable por

c°° U'——1-—l para cierto abierto U'C Rn.
IIU,

En el capítulo 2. generalizamos este resultado para el ca

so en que x es una exponencial de representables.
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