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W
El concepto de rango estable es usado por Bass [4 ] desde los

comienzos de la K-teorIa comoun medio para estabilizar los K­

grupos de un anillo; a partir de aquí, se inicia una serie de in­

vestigaciones tendientes a desarrollar este concepto, estudiando

por un lado sus consecuencias, y por otro, relacionándolo con la

estructura de ciertos anillos particulares. Es principalmente en

este último sentido que el rango estable llama la atención de los

analistas; el primer antecedente y posiblemente el desencadenante

de eSIa tendencia, es un trabajo de Vasershtein [49] en el cual

se demuestra, entre otras cosas, que el rango estable delálgebra

de funciones continuas sobre un espacio topológico x , queda de­

finitivamente determinado por la dimensión de x ; es promisorio

pensar entonces, que la vieja corriente matemática, de relacionar

un álgebra de Banach compleja conmutativa (A) con su espacio de

ideales maximales (x(A)) , puede enriquecerse con el aporte del

rango estable; efectivamente, la estructura de las álgebras de BE

nach nos permite establecer estrechas relaciones topológicas inhg

rentes a A y a X(A).

Esencialmente su aplicación al análisis viene dada en el terrg

no dv la interpolación, o en caso de álgebras de funciones, su prg

blema dual, que es el de extensión.

En un trabajo reciente, Rieffel [39] define otras nociones de

estabilidad (o comodice él, otras "dimensiones") para anillos tg
pológicos, entre las cuales se destaca el rango estable topológi­



co, también estudiaremos este concepto, en el contexto de álge­

bras de Fréchet primero, y de álgebrasde Banach después, sir­

viendo en este caso a problemas de aproximación, tan cercanos

por otra parte a las cuestiones de interpolación.

Este trabajo consta de tres capítulos, en el primero, se es­

tudia el concepto de unimodular, en torno al cual gira toda la

teoría siguiente; los resultados de este capítulo han sido ex­

traídos casi en su totalidad de trabajos de Corach y Larotonda

[9] y [10], aún cuando muchas de las demostraciones han sido

cambiadas, particularmente, con el aporte de algunos resultados

de Michael sobre selecciones continuas [31] y [32].

En el capítulo II se demuestra que el problema de hallar el

rango estable de un álgebra de Banach conmutativa (sr(A)), es

equivalente a un problema de extensión de homotopía inherente

al espacio x(A) y a los ceros de los ideales de A . Se prue

ba asimismo que sr(A1) = l , y más generalmente, que [n/2]+ 1 <

sr An< n , donde An es el álgebra del n-polidisc 'y [q] es
la parte entera de q . Hay también otras estimaciones del rango

estable para algunas álgebras uniformes y su significado analí­

tico, finalizando con una generalización de algunos de los resul
tados obtenidos en el capítulo I y sus posibles aplicaciones.

El capítulo III trata sobre el rango estable topológico (tsr),

obteniéndose una caracterización espectral del mismo, en álge­

bras de Fréchet. Se generaliza un resultado de Rieffel sobre el

álgebra de funciones continuas, del intervalo [0,1J en un álgg
bra de Banach; terminando con el estudio, en el caso conmutativo,



de como se conectan tsr A y x(A) cuando X(A) contiene o eg

tá contenido en una variedad.



-Cagítulo I. UNIMODULARES

Unimodularesgy la n-—esfera.

Si A es un anillo con identidad, notaremos con A’ los ele

mentos inversibles, y si Mn(A) es el anillo de matrices de orden

n xn con coeficientes en A , como es usual, GLn(A) C Mn(A) se­
rá el grupo de matrices inversibles.

Definición 1.1: Sea A un anillo con identidad y n un número

natural, diremos que un elemento aGEAn es unimodular (a iz­

quierda) si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se
verifica:

i) existe be An tal que

(bla) =
HM:

U' DJ

l
H

ii) la aplicación A-linea1

(,a) : An e A

es suryectiva

n
iii) el ideal 2 A a es igual a A .

1=1 l

Notaremos Un(A) al conjunto de elementos unimodulares de
An . En particular el conjunto de elementos inversibles a iz­



quierda de A será U1(A) . De forma completamente análoga se

definen los unimodulares a derecha, los cuales notaremos nU(A).

El concepto de unimodular es el eje Sobre el cual gira toda la te

oría aquí desarrollada, por eso, los anillos considerados necesa­

riamente deberán tener una unidad; sin embargo, si A no tiene'

unidad, podemosadjuntarle una obteniendo así un anillo unitario

A+, y desarrollar allí la teoría; muchosde los hechos obtenidos

para A+ van a seguir teniendo sentido, con la definición apro­

piada, si uno "baja" a A . Comoel análisis sistemático de cuá­

les resultados siguen valiendo para A y cuales no, ocuparía de"

masiado lugar y cansaria innecesariamente la atención, vamosa re

sistir esta tendencia y considerar sólo anillos unitarios. Dema

nera que cuando se mencione un anillo cualquiera, o específicamen

te un álgebra de Banach, de Fréchet, etc., se entenderá siempre

que tiene unidad.

Los unimodulares aparecen naturalmente en un anillo de varias

formas distintas, veamos una, si A es un anillo con unidad, y

GLn(A) es el conjunto de matrices de dimensión n xn inversi­

bles, es claro que sus filas están en Un(A) y sus columnas en

nU(A); por otra parte no siempre la recíproca es cierta, es de­
cir, no todo unimodular a izquierda es la fila de alguna matriz

inversible, dependiendoesto del anillo en cuestión.

Vamosa desarrollar la teoría para unimodulares a izquierda,

pero es evidente que lo mismovaldrá para unimodulares a derecha,

simplemente considerando A0p , el anillo cuyo producto es el o­

puesto de A .

Bstudiaremos algunas propiedades de los unimodulares y de



ciertos conjuntos relacionados con ellos,cuando A es un álgebra

de Banach (real o compleja) con unidad.

n
ProEosición 1.2: Un(A) es abierto en A .

Dem.: Tomemos a G Un(A) y b E An tales que (b,a) = 1 .

Si llamamos f a la aplicación

resulta claro que f es contínua, por lo que

V={xEAn z f(x)eA°}

es abierto en An (ya que A’ es abierto en A), y está inclui­

do en Un(A) , pues si (b,x) = u G A' , es inmediato que

b,x) = l , donde u_l b = (u_l b1,...,u-1 bn). Por lo tan­

to a E V C Un(A) , lo que muestra lo afirmado.

Definición 1.3: En An><An definimos la n -esfera como el con­

junto Sn(A) = {(a,b) e AnxAn : (b,a) = 1} .
Es claro que la proyección sobre el primer factor induce una

sobreyección p : Sn(A) e Un(A) , veremos que vía esta aplicación

podemos relacionar homotópicamente Un(A) con nU(A) , para lo
cual necesitaremos algún trabajo previo, hecho esencialmente por
Michael [32.

Si x es un espacio topológico metrizable, Y un espacio tg



'POlógiCOI y P(Y) = {S C Y : S # o} ; una aplicación o : x-+P(Y)

es semicontinua inferiormente si el conjunto

{xex: <p(x)nV7¿45}

es abierto en x para cada abierto V C Y .

Teorema 1.4 (Michael): Sea X metrizable, y M un subconjunto

metrizable de un espacio localmente convexo F , tal que la cápsu

la convexa cerrada de cada conjunto cbmpacto K C M , es compacta.

Sea o : x-* P(M) semicontinua inferiormente y tal que Ó(x) es

completo (para alguna métrica en M). Entonces existe f :X a F

tal que para todo x G x,

f(x) E (conv Ó(x))­

(donde H- significa la clausura de H).

Con este resultado en mente podemosencarar el siguiente teo­
rema.

Teorema 1.5:

1) p : Sn(A)'* Un(A) admite una sección global.

2) p es una equivalencia homotópica.

Dem.: Consideremos p.1 : Un(A)-+ P(Sn(A)) ; donde p—l(a) =

{h)€ An :< b,a) = 1 } es una variedad lineal, pues si bl,b2 E

p-1(a) , tenemos que (bl -b2,a> = 0 , y por lo tanto b2 E b1



+ Ker f , donde f(x) = (x,a)(f :An e A). Por otra parte ,cual­

quier elemento c e b1 + Ker f verifica (c,a> = 1 .
Entonces p—l(a) es convexo y cerrado (pues f es continua).

Veamosque p_l es semicontinua inferiormente, sea V un abier­

to de Sn(A) (con la topología inducida por Azn) y veamos que:

T = {xE unas.) :p‘1(x) nvaé o}

es abierto en Un(A).

Sea xo E T , entonces p-1(x0) n V # o , es decir existe bOGEAn

tal que <b0,x0) = 1 y (x0,b0) E\I.
Tomemosen An alguna de las normas equivalentes derivadas de la

norma de A . Dado 0<ï€<l , existe 5 > 0 tal que si flxl -x0H

< 5, tenemos

I<bo,xl) - ln = I|(b0,x1 -x0) fl< e

por lo que <b0,x1) = 1 + h con "hn < e ; como 6 < l ,este

elemento es inversible, y su inversa es 2 (-h)j.
j=0

Así, l<b0,x1)-lü < 2 ej = 1 .
j>0 l — e

Tomemosb1 = (b0,x1)_l .b0 , resulta entonces que

_ -1 _Ib1-b0H - "(bo,x1) (l (b0,x1))b0fl <

1
< |I(b0,x1) u Ill-(b0,x1)llb0ll < Hb H = e' .

1 —€ 0



-l
Como (bl,x1) = (b0,xl) . (b0,xl) = 1 ,es claro que (x1,bl) E
-1

p (x1) , y como

"xo -x1fl < 8 ; flbo -blfl < e'

con E' tan chico comose quiera,con tal de tomar 8 suficien­

temente pequeño, obtenemos así que para un 6 adecuado (x1,bl)
EV.

O sea que si "xo-xlfl < 6 ,tenemos p_l(xl) ñ V # o , con lo
cual T es abierto.

n
Entonces por el teorema de Michael existe v : Un(A) 4 AnxA
continua,tal que

-1 _
v(a) G (conv p (a))

-1
pero como p (a) es convexo y cerrado, queda que

(Ma) € p-1(a) , con cp : Un(A) asnm)

Bs inmediato que w es una sección de p , es decir p(w(a)) = a ,

lo que prueba 1).

Para probar 2) usemos la sección recién encontrada, como p<>v =

1dUn(A) , basta con ver que Wo p es homotopica a 1dsn(A) . De­

finamos F : I xSn(A) + Sn(A) por

F(t7(alb))= (al‘pz(a)+
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donde 92 = #20 w : Un(A) á nU(A) , siendo nz la proyección del

segundo factor de Sn(A) , en nU(A) .

Obviamente F es continua y efectivamente va a Sn(A) , pues

(92(3) + t(b -wz(a)),a) =

= (92(a),a> + t((b,a) - (v2(a),a)) =

= l + t(l -1) = 1 .

Y como F(0;(a,b)) = (a,92(a)) = v(p(a,b))

y F(l;(a,b)) = (a.b).

obtenemos que Fo = wo p y F1 = idsn(A) ,como queríamos.

Corolario 1.6: Un(A) y nU(A) son homotópicamente equivalentes.

Corolario 1.7: Si X es un espacio topológico y Y C X es ce­

rrado, toda aplicación continua

(x,Y) -> (Unm) ,a)

se puede levantar a

(X,Y) a (snm) , (a,b))

para algún b E An ,tal que (b,a) = 1 .



Si A es un álgebra de Banach y x es un compacto separado,

consideremos el álgebra de Banach de funciones continuas de x

en A p C(X,A), con HfI = sup {If(x)lA , x e x} .

Si A = C , notaremos simplemente C(x).

Corolario 1.8: La inclusión

i
Un(C(X,A)) * C(X,Un(A))

es un homeomorfismo.

Dem.: Basta con ver que i es suryectiva. Por el último coro­

lario, si f E C(X,Un(A)), existe g E C(x,nU(A)) tal que (f,g)

E C(x,Sn(A)). Pero es claro que

c(x,sn(A)) a sn(c<x,A))

luego f G Un(C(x,A)).
En realidad esto puede probarse de una forma más directa, sin

el uso del teorema 1.5; la siguiente demostración está adaptada
dels] (verl91).
Si x es paracompacto y f : X * Un(A) es continua, sabemos

que dado x E x , existen gl(x),...,gn(x) tales que 2 fi(x)

gí(x) = l .

Como A‘ es abierto, existe un entorno abierto Vx de x tal

que Z fi(y) gi(x) e A' (y e Vx) , luego



12

-l
y * g¿<x) [2 fi(y) g¿<x)1

es una función continua definida en Vx . Usando una partición
de la unidad subordinada a un refinamiento localmente finito de

(Vx), podemos construir gi : x * A tal que

(flg)=2f- :1.lgi

En igual forma podemos probar que si x es una variedad de cla­
kse C (1<K<w):

K K
C (X,Un(A)) z Un(C (X,A)) .

Un(A) y GLn(A)­

Comoya dijimos anteriormente, GLn(A) está íntimamente relg

cionado con Un(A) ; aquí vamos a estudiar esa relación,y vere­
mos, entre otras cosas, condiciones suficientes para que un uni­

modular dado se pueda completar a una matriz inversible.

Si A es un anillo con unidad, a,b G An y (7€ Mn(A) , re­
n
E b a =

n n

sulta (b,a.a) = E bT [ Z a . a.) = 1 j=l T aTj jT=l j=l T3 3 TIIMD

a = (b.a,a) .
n n

= Í [ z bT aTj] jj 1 T=1

Dado a E An, definamos

T : Mn(A) * An por T(o) = 0.a
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n
y t:a : GLn(A) —>A , ta = T/GLn(A) .

ProEosición 1.9: Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) a e Un(A),

(ii) la imagen de ta está contenida en Un(A),

(iii) la imagen de ta interseca Un(A).

Dem.: (i) = (ii) como a G Un(A) , existe b G An tal que

(b,a> = 1 . Tomemosun x en la imagen de ta , entonces x =

0.a con 0 E GLn(A) ,y:
(ba-l,x) = (ba--l,03) = (ba-la,a) = (b,a> = 1 ,por lo que

x G Un(A).

(ii) a (iii) es trivial.

(Lii) a (i) si x es unimodular y está en la imagen de ta ,

x = aa para algún o e GLn(A), y existe y e An tal que

-1
1 = <y,x> = <y,oa) = <y0' ,a) ,

y así a e Un(A).

Observemos que en general ta (con a 6 Un(A)) no tiene por qué
ser suryectiva, por ejemplo, si A no es conmutativo, n = 1 y

a = 1 , ta es la inclusión del grupo de elementos inversibles

de A , A', en U1(A) , los elementos inversibles a izquierda,
en general un conjunto más grande que A' .

Pero aún en el caso de un álgebra de Banach conmutativa con uni­



dad, ta puede no ser suryectiva (ver [9] para un ejemplo).
Sin embargo, t tiene importantes propiedades.a

ProBosición 1.10: Si a e Un(A) , ta : GLn(A)a Un(A) es abierta.

QÉEL: T : Mn(A) a An ,dada por T(a) = 0.a es un epimorfismo,

pues si (b,a) = 1 y x e An , o = (xibj)l<i'j<n verifica
que 0.a = x .

Por el teorema de la aplicación abierta, T es abierta, y como

ta = T,/GLn(A) y GLn(A) es abierto, resulta que ta es abier
ta.

Comohemos visto, GLn(A) actúa sobre Un(A) por intermedio de

1a aplicación

GLn(A) X Un(A) * Un(A)

(0,a) * 0.a

podemosentonces considerar la siguiente relación de equivalencia

en Un(A):

si a,b E Un(A) , a N b 9 existe a E GLn(A) tal que 0.a = b.

Notemos Fa la clase (la órbita) de a :

Fa = {oa :a E GLn(A)} = GLn(A).a

y Ga la fibra (el estabilizador) de a :

Ga = {o E GLn(A) :aa = a}
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Siendo Pa = im ta , por la proposición es abierto, pero entonces

también es cerrado (en Un(A)), es decir Fa es unión de algunas

componentes conexas de Un(A).

Es también claro que Fa es un espacio homogéneo,vía el isomor­

fismo analítico de variedades de Banach inducido por ta

ta :GLn(A)/Ga * Fa

con lo que Un(A) resulta ser una unión discreta de espacios ho­
mogéneos.

Para información sobre la estructura analítica de An , el lector

puede remitirse a [5 ] o [27]­

Por razones de exposición pondremos también ta :GLn(A) * Fa in­

dicando el codominio,aún cuando originalmente ta :GLn(A) * Un(A):

Para probar la propiedad fundamental de ta-,que será usada a lo
largo de todo este trabajo, usaremos el siguiente teorema, el

cual puede encontrarse en [31] comoCorolario 7.3.

Teorema 1.11: Sea G un grupo metrizable, y H un subgrupo ce­

rrado, que es (localmente) isomorfo al grupo aditivo de un espa­

cio vectorial topológico metrizable, completo,y localmente conve­

xo. Entonces la aplicación p :G * G/H tiene una sección local.

Proposición 1.12: ta :GLn(A) * Pa es una fibración principal 19
calmentetrivial.

Dem.: Vía ta podemos identificar Fa con GLn(A)/Ga y ta



con la proyección p :GLn(A) * GLn(A)/Ga , luego por el teorema

existe una sección local de p , es decir, dado p(x)€EGLn(A)/

Ga , existe un entorno abierto U de p(x) y una función conti­

nua s :U * GLn(A) tal que p(s(y)) = y Vy E U . Obviamente
-1 . -1

z0 = s(p(x)) E p (p(x)) , Sl z1 E p (p(x)) , szl :U * GLn(A)

definida por szl(y) = s(y) 281 z1 también es una sección local,

y además szl(p(x)) = 21 .
El resto sale por teoria general (ver [24]).

Es interesante ver que en [9 ],Corach y Larotonda construyen ex­

plícitamente una sección local sin el uso del teorema de Michael,

de la forma siguiente:

Si b E An es tal que (b,a) = l y si
nN = Ker (x + <x,a)) de A en A ,

entonces se tiene la sucesión exacta

n T n
0 -* N -* Mn(A)-+ A -* 0

donde T(o) = 0.a .

La función j :An * Mn(A) definida por j(x) = (xibK) es una

sección para T , y es claro que la exponencial exp :Mn(A) 9.

GLn(A) induce un isomorfismo local de variedades de Banach

exp/Nn :Nn ->Ga .

Definamos o :An * F por o = tao exp oj , o seaa

Mx) = exp (xibK).a (x e A“).
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Entonces 1a derivada de Ó en 0 es

00(0) = D1(ta)c D0(exp)o D0(j) = 1An

pues Dl(ta) = T , Do(exp) = 1Mn(A) , D0(j) = j ;

y T .j(x) = (xibK).a = (xi) = x .
Luego, por el teorema de la función inversa, existen entornos U

n
de 0 en A y V de a en F tales quea

Ó : U * V

es un isomorfismo, y

s = exp .j .Ó-l :V * GLn(A)

es una sección de ta , tal que s(a) = l.

Corolario 1.13: ta : GLn(A)* Un(A) es una fibración de Serre.

El estudio de las propiedades homotópicas de Un(A) , donde A

es un álgebra de Banach, requiere la identificación de una compg

nente conexa destacada de Un(A) . Es fácil ver que'los vecto­
res canónicos de An :

el = (1,0,...,0);...; en = (0,...,0,1)
están todos en la misma componente conexa de Un(A) , la cual 115

maremos Un(A)0 .

Es sabido que si A es un álgebra de Banach, la componente cone­



xa del l en A’ , notada A6 ,es el subgrupo de A' generado
por la imagen de la función exponencial:

exp :A * A’ exp a = Z ——
n>

En particular, cuando A es conmutativa la imagen de la exponen­

cial es un subgrupo de A' y exp A = Aó .

Con estas notaciones, GLn(A)0 será la componente conexa del

1Mnm en GLn(A) = Mnm)‘

Proposición 1.14: Si a E Un(A)0 y ta :GLn(A)o * Un(A), ta(0)=

0.a , entonces im ta = Un(A)0 .

Dem.: por el corolario anterior, si im ta Ñ Un(A)o # Ó I enton­

ces im ta 3 Un(A)o , pero como im ta es conexo y está incluido

en Un(A) , tenemos que im ta = Un(A)0 .

Luego como ta(l) = a G im ta 0 Un(A)0 , sale la proposición.

Veamosahora la acción de un morfismo de álgebras de Banach unitg
rias f :A * B en los elementos unimodulares.

Comose ve claramente, f induce una función lineal continua

f :A 4 B

y por restricción, una aplicación continua

fon(A) ->unha)



19

que en el caso n = l es un morfismo de grupos.

Claramente también las aplicaciones inducidas

'A * B' y, en general fn :GLn(A) * GLn(B)

son morfismos de grupos.

Teorema 1.15: Sean A y B álgebras de Banach, f :A * B un

epimorfismo, entonces

(i) f1 :Aó * Bó es una fibración localmente trivial

(ii) fl :A' * B' es una fibración de Serre.
(Comoantes,notamos igual a dos morfismos con distintos dominios

y codominios por razones de simplicidad).

QÉEL: (ii) es una consecuencia inmediata de (i).

Para demostrar (i), por [7 l basta con ver que fl(Aó) = Bó .

Claramente f1(Aó) C B6 . Si b E Bb , como B6 está generado

por la imagen de exp , existen b1,...,bn E B tales que b =

.fi exp bi .i=l
El diagrama conmutativo

muestra que exp bi E f1(Aó) , luego
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b = _H exp b1 e fl(Aó) .i=1

Notemos que f :A a B induce un epimorfismo de Mn(A) a Mn(B) ,

que por restricción induce fn :GLn(A) a GLn(B) , al cual se le
puede aplicar el teorema anterior.

En general, el homomorfismo de grupos inducido fn :GLn(A)-+GLn(B)

puede no ser suryectivo, por ejemplo si A = C(K) , donde K =

{z e C :Izl < l} , B = C(Sl) , y f :A * B es la aplicación

restricción, tenemos que A“ es conexo y H0(B’) = Z (ver[24]),

por lo que fl :A' * B' no puede ser suryectiva.

Teorema 1.16: Si f :A * B es un epimorfismo de álgebras de Ba;

nach, entonces la aplicación inducida

fn :Un(A) * Un(B)

es una fibración de Serre.

Dem.: Si a E Un(A) y b = f(a) , tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

fn———>
GLn(A) GLn(B)

t l N 1 ta f bn
Un(A)'— " Un(B)

ta , tb y f son fibraciones de Serre por el comentario ante­
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rior y corolario 1.13, el resto es claro.

Recordemos que una subálgebra A de B se dice plena si B'n A.=

A' . El siguiente teorema fue extraído de [9 ].

Teorema 1.17: Sean A y B álgebras de Banach y f :A * B un

monomorfismo con imagen densa y plena. Entonces fn :Un(A)+Un(B)

es una equivalencia homotópica.

Dem.: En [36] (Teoremas 12 y 15) Palais demuestra lo siguiente:

si g :E + F es una aplicación lineal continua de espacios de

Fréchet con imagen densa, y U C F es abierto, g es una equi­
1valencia homotópica entre g- (U) y U . Luego, basta con ver

que

f’lw (13)) = U (A)n n n

o, la inclusión no trivial

f_1(U (13)) c U (A)n n n °

Si f(a) E Un(B) , existe b E En tal que (b,f(a)) = 1 , y co­
mo f(A) es denso en B y B' es abierto en B , existe

c GAn tal que (f(c),f(a)) G B' , o sea f((c,a)) E B' , pero

por la plenitud de f(A) resulta que <c,a) e A' , en particu­

lar a E U (A).n

No se puede quitar la hipótesis de plenitud, comolo muestra el

ejemplo anterior.
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Algebras de Banach conmutativas.

Vamosa considerar ahora el caso conmutativo, la posibilidad

de pensar al álgebra A comouna "subálgebra" (no necesariamen­

te inyectiva) del álgebra de funciones continuas sobre su espec­

tro,enriquece la teoría con resultados muchomás definitivos que
en el caso no conmutativo.

Aunquegran parte de lo que sigue es clásico y muy sabido,

es conveniente ponerlo (en la forma más breve posible) como me­

dio de introducir notación. En adelante, y hasta el fin del ca­

pítulo, A será un álgebra de Banach compleja y conmutativa.

Generalidades: Si A' es el dual de A como espacio de Banach,

con la topología de convergencia puntual, también llamada débil

(inducida por la topología producto de CA), consideremos el con­

junto (el eSpectro de A):

X(A) = {so e A' :so i 0 y Mxy) = v(x)sp(y) Vx,y e A} ,

se demuestra que X(A) está incluido en la esfera unidad de A',

y que resulta compacto con la topología inducida. Además, si

WE x(A) , W(l) = 1 y Ker W es un ideal maximal; recíprocamen

te, si M es un ideal maximal de A , que necesariamente es ce­

rrado, existe un único WE X(A) tal que Ker W = M .

Luego uno puede definir un morfismo continuo

A3c(x(A))
a+á,á(w)=v(a),
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llamado la transformada de Gelfand, con las siguientes propiedades:

(1) nan < Ilall

(ii) Á es plena en C(x(A)) , es decir sp a = a(X(A)) = sp(a)

Va e A , donde sp a = {A G C / a - A? A'} (el espectro de a).

A(iii) Ker = n{MC.A :M ideal maximal} , llamado el radical de Ja­

cobson (rad A).

Observemosque (ii) implica (i). A .se dice semisimple si y sólo

si rad A = 0 , o sea si ‘ es inyectivo, por lo que AÁ/rad A

con su norma inducida es un álgebra de Banach semisimple.

La imagen Á puede no ser cerrada en C(x(A)) , como muestra por

ejemplo tomar A = CK(Sl) con

K . .

la" = suï {_2 |a(3)(t)|} , donde a(3) es la derivada j-ésimatES 3:0

de a.

Si I es un ideal cerrado de A ,

hull I = {W G x(A) 2*flb) = 0 Vb E I} ,

es fácil ver que x(A/I) se puede identificar con hull I.

La relación entre un álgebra de Banach y su espectro ha sido estu

diada desde los comienzos de la teoría, y muchose podría decir al

respecto, uno de los primeros resultados en esta dirección es el

teorema de shilov [43]: H0(X(A),Z) = grupo generado por idempoten­

tes de A ; también están los teoremas de:
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Arens-—Royden[3;4lh H1(X,Z) = A°/exp A

Forster [20] : H2(X,Z) = Pic(A) (grupo de Picard)

Taylor [47] : H3(X,Z) = Br(A) (grupo de Brauer).

Cuando el álgebra en cuestión es de la forma C(X), con X un coa

pacto separado, su espectro coincide con las evaluaciones en los

puntos de X , y la topología inducida por el dual es igual a la

topología original; es fácil ver en esas condiciones que C(X) es

isomorfo a C(Y) ,como álgebras de Banach,si y sólo si x es homeg

morfo a Y , lo que hace razonable pensar que las propiedades topo­

lógicas de X se traducirán en propiedades de C(X) y viceversa;

por ejemplo, Watts [50] calcula los grupos de homologia de X a

partir de C(X) .

Siguiendo las ideas de Novodvorskii [35], y haciendo uso de un cál­

culo funcional holomorfo global desarrollado por Craw [15]; Taylor

[46], [47], y Raeburn [37] prueban los resultados más completos en

esta dirección, uno de los cuales será de uso continuo en este tra­

bajo. Primero necesitamos algunas definiciones previas.

Definición 1.18: Sea A un álgebra de Banach compleja conmútativa,

B un espacio de Banach, y M C B .

1) A 6 B es el espacio de Banach que se obtiene por la completación
n

de A 9 B con norma fl 2
m i’=1

si a E A®B ,C!=iil aiCDbi , con Ellaillllbill <°°).

n
9 =

ai bil iílfiaiHAHbiHB (Notemos que

2) sp a = im d C B , donde
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¿(9) = 2 .p(ai)bi (para WG X(A))i:
M A

3) A = {a G A 6 B :sp a C M}

Para un desarrollo de la teoría de estos "conjuntos espectra­
M . . ,les", A ,cuando M es una variedad o un espac1o homogeneo,

uno puede acudir a [51].

Teorema 1.19: Sea M un abierto de B , y supongamos que M es

una unión discreta de espacios homogéneos. Entonces AM es lo­

calmente conexo por arcos y la transformada de Gelfand “ :A*+COHA))

induce una biyección de 10(AM) (componentes conexas de AM)en
[X(A),M] (donde [X,Y] nota las clases de homotopía de aplica­

ciones continuas de x en Y).

Observemos que si B es un álgebra de Banach y M = Un(B) , enton­

ces por el comentario que sigue a la proposición 1.10, Un(B) es
tá en las condiciones del teorema.

Lema 1.20: a E Un(A) si y sólo si á E Un(C(X(A))).

De-n.: ¿e Un(C(X(A))) e»h(a) 7! o Vh e xm) o {a1,...,an} no es

tá en ningún ideal maximal °' A al-+...-+A an = A .

Teorema 1.21: Sea A un álgebra de Banach. La transformada de

Gelfand induce una equivalencia homotópica

Unm) » c(x(A),c2) .
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n
Dem.: Notando que Un(A) = AC* y que CÏ es un espacio homogéj

neo de GLn(C) ,vía

GL (C) á Cn a * oen * I l I

el teorema anterior nos dice que en este caso la transformada de

Gelfand induce una biyección

nownmnz [x(A),c21 (= n0(c(x(A),c’,3))) .

Notemos que por corolario 1.8 C(X(A),CÏ) es homeomorfo a

Un(C(X(A))).

Ahora, como Un(A) y Un(C(X(A))) son subconjuntos abiertos de

espacios de Banach, basta probar que tienen el mismo tipo de homg

topía débil (ver [36]); para esto veremos que si Y es un espa­
Acio compacto separado; induce una biyección

[Y,Un(A)] » [Y,Un(c(x(A)))1

En corolario 1.8 probamos que [Y,Un(A)] = nolUn(C(Y,A))] , y como
X(C(Y,A)) = Yxx(A) (ver [28]), usando el teorema anterior obtene­

mos n0[Un(C(Y,A))] z [Y xx(A),CÏ] , y haciendo reiterado uso de
este teorema, y del hecho obvio C(Y,C(X(A))) = C(Yxx(A)) (vía

la adecuada identificación), llegamos a que

[Y xX(A),CÏ] = 1rO[Un(C(YxX(A)))] = 1ro[Un(C(Y,C(X(A)))]
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= W0[C(Y,Un(C(X(A)))] = [Y,Un(C(X(A)))] .

Corolario 1.22: Sea A un álgebra de Banach, si x(A) es con­

tráctil, tenemos que Un(A) es homotópicamente equivalente a Szn_1.

Con una argumentación similar a la del teorema, se puede demostrar

lo siguiente.

Teorema 1.23: Dadas dos álgebras de Banach A y B , con A con­

mutativa, la transformada de Gelfand induce una equivalencia homo­

tópica

Un(A 9 B) * Un(C(x(A),B)) .

Definición 1.24: Una subálgebra B de C se dirá n-plena si

n­
Un(C) ñ B — Un(B).

Esta noción aparece naturalmente en el estudio de álgebras de Ba­

nach, por ejemplo el famoso teorema de la corona afirma que H"o

es n -plena en BC(A) para todo n natural. Para tener una idea

más generalizada de la importancia de esta noción, veamos el si­

guiente teorema.

Teorema 1.25: Sean A y B álgebras de Banach conmutativas com­

plejas,y v : A‘*B un monomorfismo. Consideremos la aplicación

traspuesta
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9* :X(B) * x(A) (V*(W)(a) = W(V(a)), WE x(B), a e A).

Entonces:

1) v* es inyectiva si y sólo si V(A) separa puntos de x(B).

2) v* es sobreyectiva si)rsólo si V(A) es n-plena para todo
n E N .

Dem.: 1) Si w1,92 e x(B) con v1 # wz , tenemos gue: existe

a e A tal que 91(v(a)) # 92(v(a)) si y sólo si existe a E A

tal que v*p1(a) # v*pz(a) . Notemos que aquí no se usa que
sea inyectivo.

2) Supongamosque v* es sobreyectiva,y (a1,...,an) E An es

tal que (v(al),..-,V(an)) G Un(B), 0 sea (w(v(a1),---,W(V(an))í¿0

para todo p e x(B); luego v*p(al,...,an) # 0 , VwG x(B), y

como v* es sobreyectiva, resulta que Ó(al,...,an) # 0 , VÓE

x(A) , es decir (a1,..,an) e Un(A),y así

(v(a1),...,v(an)) E v(Un(A))CUn(v(A)).

Si v* no es sobreyectiva existe w E x(A) , v E V*(X(B)):

tomemos N = Ker p , como u*(x(B)) es compacto, para todo x E

v*(X(B)) existe a en N tal que x(a) # 0 , luego y(a) # 0

para todo y E Ux (un cierto entorno abierto de x). Por compa­
cidad podemoshallar finitos de estos entornos tales que

v*(x(B)) C U U...U Un , y (al,...,an) E Nn sea tal que1
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x(aj) # 0 si x E Uj , con lo cual si z E X(B), V*z(a1,...,an) =

z(v(al),...,v(an))#0, y por lo tanto (v(al),...,v(an))€ Un(B),
pero como w(al,...,an) =0 y v es inyectiva, tenemos que

(V(a1),...,V(an)) í V(Un(A)). De la inyectividad de v se sigue

que "(Un(A)) = Un(v(A)), y entonces V(A) no es n-plena en B.

Corolario 1.26: Sea Y un espacio compacto separado, A una

subalgebra cerrada de C(Y) , i :A * C(Y) la inclusión. Entonces
i* :Y * X(A) es un homeomorfismo si y sólo si A separa puntos

de YI,y es n -plena en C(Y)(Vn E N) .

Tomemospor ejemplo A = {f E C(K) :f es holomorfa en A}

con norma supremo, y B = H“’ , las funciones holomorfas y acota­

das en A con la misma norma, si V :A * B es la inclusión, es

fácil ver que A es n-plena en H"’ para todo n natural, y

por lo tanto V* :X(A) = Z * X(B) es sobreyectiva, pero A no

separa puntos de x(B) ,y entonces V* no es inyectiva.

ProEosición 1.27: Sean A y B álgebras de Banach,y f :A * B

un monomorfismocon imagen densa y plena, entonces f(A) es n­

plena en B para todo n E N .

Dem.: Si (f(al),r.1..,f(an)) e f(A)n n Un(B) , existen bj(1<j <n)
en B talesque jgl bj f(aj) = 1 , luego por densidad de f(A) ,

existen cj(1.<j <rn en A tales que f(cj) está lo suficiente

mente cerca de bj comopara que 2f(cj)f(aj) E B', es decir

f(E cjaj) E B’ n f(A) = f(A)’ por plenitud, luego por la inyecti
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vidad de f , f(A)' = f(A'), y claramente chaj E A' , en parti­
cular (al,...,an) E Un(A) y (f(a .,f(an)) e f(Un(A)) =l),-.
Un(f(A)).
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Cagítulo II. RANGOESTABLE,O INTERPOLACION UNIMODULAR

Convexidadgpolinomial y álgebras uniformes.

En este capítulo y en el siguiente vamosa hacer reiterado uso

de la teoría de álgebras uniformes, por ese motivo comenzamoses­

te capítulo con una lista de definiciones y teoremas que estarán

presentes hasta el final de este trabajo. Todos los resultados

aquí expuestos se pueden encontrar en Stout [45].

Definición 2.1:

l) Si A es un conjunto, CA nota el producto cartesiano de A

copias de C con la topología producto.

2) Si A E A , «A es la proyección de CA sobre la X-ésima
coordenada.

3) PA es el álgebra más chica de funciones continuas de CAen

C que contiene las constantes y las proyecciones «A .

Los elementos de PA son llamados polinomios en A variables;
K

si p E PA , p es de la forma 2 pj , donde cada pj es unj=1
producto finito de potencias de las proyecciones «A.

Asi, cuando A = {1,...,N} , PA es el anillo de polinomios en N
variables complejas.

Definición 2.2:

l) Si K es un compacto en CA , definimos la cápsula polino­

mialmente convexa de K , K como el conjunto compacto
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K: {z e CA: Ip(z)l < ¡|leK para todo p e PA} .
9‘

K se dice polinomialmente convexo si K = K .

2) Definimos la cápsula racionalmente convexa de K , R-hull K ,

como

{z e CA:si p y q son polinomios con q nunca nulo en K ,

|p(z)l < Iq(z)l npq‘an} ,
K se dice racionalmente convexo si K = R-hull K .

Es claro que todo polinomialmente convexo es racionalmente conve­

xo. Si K C C compacto, se pueden caracterizar topológicamente

estos tipos de convexidad: K es polinomialmente convexo si y sé

lo si C'-K es conexo; y todo compacto es racionalmente convexo.

En dimensiones más altas la situación es mucho más complicada y

no hay una clara caracterización de estos conjuntos; veamosun e­

jemplo en C2 : si S1 = {(ei6,1) :0 real} y 82 = {(eiB,e-fl’):

0 real} entonces S1 es homeomorfo a 82 , pero 82 es polino­

mialmente convexo y Sl no.

Teorema 2.3: Si K C Cn es un compacto polinomialmente convexo

(resp. racionalmente convexo), entonces hay una base de entornos

de K formada por conjuntos de la forma

{z E Cn:ij(z)| < l (1.<j <S), donde los pj son polinomios}

(resp. {z E Cn :ij(z)| < Iqj(z)| 1.<j <S, donde pj y qj son po­

linomios, y qj(m) 7€ 0 , VmEK , Vj})
llamados P-poliedros (resp. R-poliedros).
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Teorema 2.4: Si A es un álgebra de Banach conmutativa y

{ax}AGA es un conjunto de generadores de A (como álgebra de
Banach con unidad), entonces la aplicación Ó :X(A) * CA dada

por v 4 (ax(so))XGA e sp aA es un homeomorfismo de X(A) sobre

sp(a¡) , que resulta ser polinomialmente convexo.

Definición 2.5: Diremos que A es un álgebra uniforme (compleja)

sobre un compacto separado x si A es una subálgebra cerrada

de C(x) que separa puntos y que contiene las constantes; muni­

da de norma supremo, la cual la convierte en un álgebra de Banach.

Esta definición es ligeramente másrestrictiva que la delas], pg
ro preferimos escribirla así porque es precisamente ésta la defi­

nición que verifican todas las álgebras uniformes que aparecen

en este trabajo.

Definición 2.6: Sea X C CA un compacto.

1) Notaremos por P(X) a la mínima subálgebra uniforme de C(X)

que contiene a PA .

2) Notaremos R(X) a la mínima subálgebra uniforme de C(x) que

contiene a las funciones racionales p/q , con p,q G PA y donde
q no se anula en X .

3) Si x C Cn , A(X) será la subálgebra uniforme de C(X) forma

da por funciones que son holomorfas en x0 .

Claramente si x c cn , p(x) c R(X) c A(X) c C(X) ; y para cada

inclusión se pueden dar ejemplos donde ésta es estricta.



34

Teorema 2.7: Si Y C Cn es compacto, X(P(Y)) = Y y X(R(Y)) =

R-hull Y .

Teorema 2.8: Si Y es un compacto polinomialmente convexo de Cn,

P(Y) = A(Y) .

Observación: Si A es un álgebra de Banach compleja conmutativa,

podemos considerar via teorema 2.4 que X(A) es un compacto de

CA para algún conjunto A ; y así la clausura en C(x(A)) de la

transformada de Gelfand de A , (Á)- es P(X(A)) , de manera que

mediante un morfismo de álgebras de Banach unitarias, AÁ/rad A

es densa y plena en un álgebra uniforme P(X) .

Corolario 2.9: Si A es un álgebra uniforme y a = (ax)REAgene­
ran A , entonces sp a es polinomialmente convexo y A es iso­

morfa a P(sp a) .

Para un amplio desarrollo de todas estas cuestiones el lector pue
de consultar al ya citado Stout

Estabilidadgy el álgebra deltiisco.

Sobre la teoría general de rango estable muchose ha escrito en

los últimos años (ver [4 ], [44], [48]); la noción de rango esta­

ble fue introducida por Bass comoun medio de control para cier­

tas propiedades de los K-grupos de un anillo; los resultados que



35

describen la naturaleza de este tipo de control se encuentran en­
tre los frecuentemente llamados resultados de estabilidad, los

cuales tienen incidencia tanto en K-teoría algebraica comoen K­

teoría topológica. Sin embargo, no va a ser en función de la K­

teoría que vamosa desarrollar aquí diversos conceptos de estabi­

lidad, sino principalmente para establecer relaciones, en el caso

de un álgebra de Banach conmutativa, entre estos conceptos y algu

nas propiedades topológicas, o más específicamente homotópicas,

del espectro del álgebra y los ceros de sus ideales. Comoya se

dijo, una vieja tendencia en la teoría de álgebras de Banach con­

mutativas consiste en relacionar un álgebra con su espectro; es

en esta dirección que encuadramosnuestro estudio del rango esta­

ble. A partir de este punto de vista podemoscalcular, o estimar,

en formarelativamente sencilla, los rangos estables de ciertas

álgebras que no parecen nada fácil de ser calculados por otros me
dios.

Comoveremos en la siguiente sección de este capítulo, la no­

ción de reducibilidad definida a continuación, va a resultar equ;

valente a la posibilidad de extender funciones continuas de un cg

rrado del espectro de A a todo el espectro X(A); a su vez en

esta sección veremos que el hecho de que un unimodular sea reduci

ble o no depende de comose relacionan entre sí ciertos subconjun
tos de An Por consiguiente obtendremos equivalencias entre al

gunos de los conceptos desarrollados en esta sección y la que si­

gue.

Las aplicaciones posibles de esta teoría al análisis se pueden

encuadrar en el terreno de la interpolación, a cuyo respecto hay
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un claro ejemplo al final de esta sección.

Por razones de simplicidad notaremos con letras latinas los ele­

mentos de An y con letras griegas los de A así, que (a,a) E

IIMS‘
Un+1(A) significará que a e An , a e A y A ai + Aa = A .i l

Definiciones 2.10: Sea A un anillo,
n(i) (a,a) G U (A) es reducible (en A) si existe x E A taln+l

que a + xa = (a1+x1a,...,an+xna) E Un(A) .

(ii) A es n-estable en a si todo (a,a) E Un+1(A)es reducible.
(iii) El rango estable de A (sr A) es el mínimo n tal que A

es n-estable en a , para todo a E A ; o lo que en virtud de la

proposición siguiente es lo mismo; sr A < n si.y-solo si todo

(a,a) e U (A) es reducible. Si tal n no existe, decimos quen+1
SIA=°°.

Estas nociones de estabilidad están dadas a izquierda, pero se pue

den definir de forma completamente análoga como estabilidad a de­

recha; obviamentees indistinto para que lado se define la estabi­

lidad si el anillo es conmutativo. Conrespecto al rango estable,

en [49] Vasershtein demuestra que el rango estable de un anillo

coincide con el de su opuesto, por lo que el número sr(A) no de

pende de considerarlo a derecha o a iunierda. Tambiénen [49]

Se define el rango estable de un anillo sin unidad A , simplemen

te comoel de A+ , el anillo que se obtiene de A por adjunción

de una unidad.

Finalmente, dentro de la teoría general de anillos demostraremos
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un resultado que hace del rango estable una auténtica noción de
estabilidad.

Progosición 2.11: Si sr(A) = m , y n >>m entonces todo b E

Un(A) es reducible, y de tal forma que existen vi E A tales

que (bi + vi bn)l <1 <n_1 es unimodular y vi = 0 si i >'m .

. n _ n

Dem.: b E Un(A) , es dec1r ex1ste a E A tal gue iElaibi = 1,
consideremosla hn+ l)-up1aun1modular (bl,..,bm,i=IZïll+1aibi) , como

sr(A) = m , existe c E Am tal que (bl-+c15,....,bm-+cmB)E Um(A),n
donde B =i:%+1 aibi , pero entonces también es unimodular (b1 +

clanbn,...,bm-+cmanbn, bm+l,...,bn_1) , pues si (xj)1<j<m son

tales que jïl xj(bj-+cjfi) = l , entonces

m m n-l

jÏlxj(bj+cjanbn) + (jÏlxjcj).(i=í+1aibi) =
m m n-l

= jílij. + (jílxjcj)(anbn + iqíklaibi)
m m

= jÏlijj + jílxjcjfi = 1 .

De lo cual tomando vi = cian para 1.<i.<n1 y vi = 0 si
i >'m sale lo afirmado.

Progosición 2.12: Sea A un anillo conmutativo. Si a E A y

(a) es el ideal generado por a , consideremos p :An-->(A/(a))n

la aplicación producto de la proyección al cociente, entonces

(i) (a,a) G U (A) es reducible si y sólo si p(a) E p(Un(A)).n+1
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(ii) A es n-estable en a si y sólo si la función Un(A)*

Un(A/(a)) inducida por p es suryectiva.

(iii) sr A < n si y sólo si Un(A) * Un(A/I) es suryectiva pg
ra todo ideal I C A (equivalentemente para todo ideal princi­

pal de A).

QÉEL: (i) (a,a) es reducible si y sólo si existe b E An tal

que c = a-+l>a EUn(A) , o sea p(a) = p(C) e p(Un(A)) ,

(ii) es una consecuencia inmediata de (i), pues (a,a) e Un+1(A)

° P(a) E Un(A/<a>),
(iii) es claro si uno toma ideales principales, veamosla equiva­

lencia a tomar ideales cualesquiera; que p(a) E Un(A/I) con a
en An , significa que existe a E I tal que (a,a) e U (A) ,n+1

pero entonces (a,a) es reducible, y por tanto 'p(a) E p(Un(A))
(igual que en (i)).

Podemoshacer una reformulación de esta proposición, en función

de ciertos subconjuntos de An ; si I es un ideal de A , note
mos

Hn I(A) = {a E Anl/(a,a) G U (A) para algún a E I} ,n+1

en caso de que I = (a) simplemente escribiremos Hn a(A).I

Es fácil ver que si p es como antes, Hn I(A) = p—1(Un(A/I)) yI

Un(A) + In = p—l(p(Un(A)) , por lo que la proposición queda asi:

(i) si a e Hn a(A) , (a,a) es reducible si y sólo si a e Un(A)
+ Ana,
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(ii) A es n-estable en a si y sólo si Hn’a(A) = Un(A)+ Ana
(notemosque la inclusión Z) siempre se verifica),

(iii) sr A g n sii Hn'áA) c Un(A) + Ana para todo a e A .

Unade las posibles ventajas de este punto de vista es que la prg

posición sigue siendo válida en el caso no conmutativo, eso ade­

más del hecho de que algunos resultados que relacionan Un(A) con

Un(A/I) y que usan herramientas bastante fuertes,pueden demos­
trarse muysimplemente en estos términos.

Es fácil ver que si A es un álgebra de Banach,tanto Hn a(A)I

n , luego también locomo Un(A) son subconjuntos abiertos de A

es Un(A) + Ana ,pues es la unión de los abiertos Un(A) + a41,
a e An ; mucho más puede decirse en el caso conmutativo, de modo

que de aquí en adelante salvo que se especifique lo contrario A

será un álgebra de Banach conmutativa.

Lema 2.13: Un(A) + Ana es abierto y cerrado en HnfljA) .

Dem.: Un(A) + Ana es abierto en An , luego lo es en Hn a(A).I

Primero observemos que si b e An , a e Un(A) + Ana y fi e A

son tales que (a,b) + 5a e A’ , entonces b e Un(A) + Ana ,

pues a = c-+}1a , donde c e Un(A) y h e An . Así,

(c + houb) +56! = (Clb) + + {HaG A. ­

nComo c es unimodular, existe r e A tal que (h,b) + p = (c,r),

y entonces
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(c,b) + (c,r)a = <c,b+ra)€A' .

Tomemos ahora (am) una sucesión en Un(A) + An a con lím am =

a E Hn a(A) , como (a,a) e U (A) , existe d G An y ,6 e AI n+l

tales que (d,a) + Ba = l y como A' es abierto, (d,am) +

fio: E A' para m > m0 , y por lo recién visto también d G Un(A)

+ An a , luego por igual motivo a E Un(A) + An a .

Corolario 2.14: Las siguientes condiciones son equivalentes:

l) A es n-estable en a .
n

2) Un(A) +A a D Hn,a(A) .

3) (Un(A) +Ana)' 3 Hn'a(A) .

Teorema 2.15: Dado b E An , son equivalentes:

1) b e unm) + Ana

2) Existe d E Un(A) y una curva 7 :[0,1]-> Hn a(A) tal quel

7(0)=b y 7(l)=d.

Dem.: 1) =>2) es claro, pues b = d+aa con d e Un(A) y

a EAn ; entonces 7(t) = d+(l—t)aoz€ Un(A) + AnaC H c"(A) paI
«'23ra todo t E [0,1] es la curva buscada.

2) =’l) . Dada 7:[0,1]‘*Hna(A) reuniendo b y dGUn(A),
es obvio que b y d pertenecen a la misma componente conexa

D de Hn a(A) . Por lema 2.13 , (Un(A) +Ana) ñ D es abierto yI

cerrado en D , pero d E (Un(A) +Ana) ñ D , por lo que (Un(A) +

Ana) ñ D = D , y b G Un(A) +Ana como afirmamos.
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Corolario 2.16: A es n-estable en t! si y sólo si cada compg

nente de Hn'a(A) interseca Un(A) .

Dem.: Sea D una componente de Hn a(A) , y b G D , como Dl

es arco conexo e interseca Un(A) , hay una curva en las condi­

ciones del teorema, por lo cual b E Un(A)-+An<1.

Para la otra implicación, tenemos que Hn a(A) = Un(A) + An‘1,I

y el resultado se sigue del teorema, parte 2).

Proposición 2.17: Si A“ + At! es denso en H1 a(A) , entoncesI

para todo b G Hn (A) existen u G (A')n y fi E A tales queI a
(u,b)+pa=l .

Qem¿: Tomemos a1,...,an,5 en A tales que (a,b) + 8a = 1 .

Por hipótesis existe cj = vj-krja E A’ + At! que aproxima en mg

nos de e a aj para cada 1.<j <11 , por lo que (c,b) + 6a E
A' I pero (c,b>+5a=<v,b>+ (<r,b)+5)a =7eA’.
Tomando u = 7-1 .v E (A')n y fi = 7-1 ((r,b) + 5) e A resulta

lo afirmado.

Observemosque si S C A es un conjunto multiplicativo (o sea

51,52 E S implica s1 .52 G S) , y a E A, también es multiplica

tivo el conjunto A’ S+-Aa = {u.s-+a(x:u e A’, s e S y a e A}:

pues

(ulsl-+ala)(u252 +a2a) =(ulu2)sls2 +(ulsla2-+u252a1-+ala2a)a .
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Entonces, si T C A'-+Aa, resulta que S(T) , el conjunto multi­

plicativo generado por T también está incluido en A'-+A(1;

luego, si para un tal T , S(T) es denso en A , tenemos que

H1’a(A) C.A = ÉTTTC KTÏÜÏH, y por lo tanto A es l-estable en
a .

Con lo hecho hasta el momentoestamos en condiciones de demostrar

el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.18: Sea X un subconjunto compacto de C . Luego si

A = P(X) 0 R(X) , A'-+At! es denso en A para todo a E A , y

por lo tanto vale la tesis de la proposición.

En particular sr(P(x)) = sr(R(x)) = 1 .

Dem.: Consideremos primero el caso A = P(X) . Como P(X) = P(X),

donde x es la cápsula polinomialmente convexa de X , no hay

pérdida de generalidad en considerar X polinomialmente convexo.

Probaremos que

T = {(z-zo)€ A: zo e(x0\za)ux°} uc* c A' + Aoz

(aquí x0 = interior de x , xc = C -x , y Zu = {m e Cl/a(m) = 0)).

Si z0 E XC , se tiene que (z —zo) E A'

Si zo E x°\za , tómemos la componente conexa de z0 en X , D.

Entonces existe 21 € 3D (borde de D) tal que a(zl) # 0 , y una

curva 7 :[0,1] * C\Za tal que 7(0) = z0 y 7(l) = Zl ­

Así, z - 7 es una curva en H1 a(A) que conecta z - zo con z -zl.I
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De forma análoga z -zl se conecta en H1,a(A) con z -22 pa­

ra algún z2 Q x ; como z -22 es inversible en A , por teore­

ma 2.15 tenemos que z -z0 E A'-+Aa. Y obviamente C* C A'-+Aa.

Es claro que S(T) es denSO, y por las observaciones anteriores,

S(T) C A'-+A<x, luego este último conjunto es denso como afirma­

ramos.

El caso A = R(x) es similar, tomando

_ _ . 0 C _ .
T - {(z zo)€ A .20 e(x \Za)u x }u{1/(z zl)e A .z1 é X}u C*

Corolario 2.19: El álgebra.deldisco, P(K) tiene rango estable
uno.

La versión tan simplificada de este teorema, que hace hincapié

en el análisis algebraico,no fue la primera que obtuvimos. El

hecho de que el rango estable del álgebra del disco P(¡) fue

ra uno, era de sospecharse a partir de que el álgebra de funcio­

nes enteras en C,O(C) tiene esa propiedad (ver[42]).Peter Jones,

Donald Marshall y ThomasWolff demuestran de modo totalmente anal;

tico que sr P(K) =l en [26], almismo tiempocpuaencontrábamos ésta

y otras pruebas de esa igualdad [12], la primera de las cuales re
producimos aquí a continuación por dos motivos: en primer lugar

es totalmente analítica, y aunque más complicada que la demostra­

ción anterior, es muyelemental, aparte de proveer el germen para

el teorema 2.39 , que veremos más adelante; en segundo lugar, de­

muestra constructivamente que si f,g E P(K) y IfI + lgÍ > 0 1
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existen a,b E P(X) tales que af + bg = 1 . Demostraciones

constructivas de que los caracteres de P(X) son exactamente las

evaluaciones en puntos de K se pueden encontrar en [6 l, [3 1

y [19].

Teorema2.20: El álgebra del disco A tiene rango estable uno.

Dem.: En lo que sigue podemos sup0ner Hg" = 1 (g E A).

1) Existe z1 e S1 tal que (z —zl,g) es reducible. Comolos
polinomios forman una subálgebra densa en A , existe un polino­

mio p tal que "p-—gl < 1/2 . Luego, flp/npfl - g" < 1 , pues

Hp/Ipl - gHI<Hp/Hpfl — pl + Hp - gn =

= Hpflll/flpfl - 1| + Hp - gn =

Iflgfl - “pnl + Hp - gfl

< 2Ilp‘9ll<1.

Llamemos q = p/Hpü . Luego, podemos elegir un 21 en S1 tal

que |q(zl)| = "q" = 1 . Rotando adecuadamente podemos suponer

que 21 = 1 . Veamos que fn(z) = ((z +1)/2)n q(z) alcanza su
norma únicamente en el punto z = l para todo n natural. Si

z # 1

|((z+1)/2)“ q(z)| <Iq(z)| <an = 1 = Ifn(1)|­
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Ahora, eli amos n de modotal que f'(l) = (n/2)q(1) + q'(1) #0­3 n

Probemos que (z -1,g) es reducible.

Pongamos

((z +1)/2)“ 51(2) -g(1) z ,¿ 1
1 - z

v(z) =

-f¿(1) , z = 1

De la identidad (z —l)v(z) +((z +1)/2)n q(z) = q(l), y observan­

do que v e A' y que |q(1)l = 1 , es claro que (z —l,g) es

reducible. Consideremos ahora

l(2) = (z -l)V(Z) +((z+l)/2)ng(2) = q(l)-[ ((z+l)/2)n(q(2)-g(2))]

Luego, ||l-q(1)l| = Il((z+1)/2)n(q-g)lï < n(z+1)/2)nllnq—gll =

iq-—g" < 1 , y como |q(l)| = 1 , resulta que l E A' y entonces

(z —l,g) es reducible.

2) Existe zo E A\Zg (aqui Zg nota los ceros de g en 5) tal
que (z -zo,g) es reducible. Por lo recién hecho, existe h E A,
u e A' tales que (z —l)-+hg =u . Como A' es abierto

(z-l+1/n) +hg = u + 1/n E A'

para n 2 no . Es suficiente tomar zo = 1 —l/no .

3) Para todo a G A\Zg , (z —a,g) es reducible.
(i) Si a G A\Z , ha un entorno U de a con la siguienteg y a
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propiedad: si w E Ua , existen h e A , u E A' tales que

(z -a)+ hg = (z -w)u . Dado 0< €<l , tal que la bola abierta

de centro a y radio e está contenida en A , existe 0 <5 <6

tal que Im-a| < 6 |g(w)| si lu -a| < 5 .

Si Iz -a| > e , tenemos que Iz —al > |(w -a)/g(u)||g(z)|, luego
la función

b(Z) = (z-a)-((w-a)/g(w)) g(2)

no tiene ceros en Iz —a| > e , y en Iz -a| < e tiene un solo

cero por el teorema de Rouché [29]. Pero b(m) = 0 , lo que im­

plica que b(z) = (z -a)u(z) , con u E A' .

(ii) Dados a,l7€ A\Zg , pondremos a N B si existen h E A ,
u E A' tal que

(z -a)+ hg = (z -B)u .

Es fácil ver que N es una relación de equivalencia en A\Zg .

Por (i), N es abierta, luego como A\Zg es conexo, hay una úni­
ca clase de equivalencia.

Ahora, por 2) existe un z0 G A\Zg tal que

(z -zo)+ lg = v

donde l E A y v E A'.

Por (ii), Si a E A\Zg , para algunos h E A , u G A' se tiene
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(z -a)u-l + (u’lh + l)g = (z -zo)+ lg = v e A' .

con lo que (z -a,g) resulta reducible.

4) Dado cualquier polinomio p tal que Zp ñ (S1 U Zg) = Ó l
(p,g) es reducible. Si Ial >1 , (z -a) E A' ; si lal < 1 y

a í Zg , por 3) tenemos que (z -a,g) es reducible. En otras pa­
labras, (z -a,g) es reducible si a E Sl U Z .

Sea p el tal polinomio, luego p(z) = A j21(2 —aj) , para algu_

nos A e C y aj E Sl U Zg (j =1,...,n). Sean hj e A , uj E A’
n

u. =jg=J
A H [( - )+ h ]= A H ( - )+ H =. z . . _ _3-1 a] 39 J_] Z a] 9

tales que (z -aj)+ h (j =1,...,n). Luego A' 3 A Hj luj

=p+Hg

con H en A . Esto prueba lo afirmado.

5) Si f ,g E A y IfI + IgÍ > 0 , entonces (f,g) es reducible.

Via una transformación de Moebius adecuada, podemos suponer sin

pérdida de generalidad que g(0) # 0 .

Consideremos W = f/S} y T = g/S1 , es claro que 59 + ïr e

C(Sl)' (donde 5 = conjugado de W y C(Sl) es el álgebra unifor

me de funciones continuas de Sl en C); luego (SPM)e U2(C(Sl))

y comoporl49],theorem 7, sr C(Sl) = 1, existe B G C(Sl) tal

que W+57 E C(Sl)' .
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Por el teorema de Stone-—Weierstrass los polinomios en z y 2-1

son densos en C(Sl) , y entonces existen polinomios p,q tales

que p +5 (con ¿(2) = q(z-l)) está lo suficientemente cerca de

B como para que

N 1 .
W + (p + q)T E C(S ) .

Ahora, si n = grado de q , la función

znsp+ zn(p + Fm e C(sl)

se puede extender a una función del álgebra del disco

znf + rg E A

donde r E A ; y como esta función no tiene ceros en S1 , existen

u G A' y un polinomio s sin ceros en {z E C :Izl 2 1} tales

que znf + rg = u.s .

Es claro que s no se anula en Zg , y por 4) y el hecho de que
g(0) # 0 , (zn,g) es reducible, con lo cual existen C E A ,

v G A“ tales que zn + cg = v , y así

(zn + cg)f + (r —cf)g = u.s

Nuevamentepor 4), (slg) es reducible, o sea existe d en A

tal que s + dg E A ' . Entonces

n -1 _ n -l .f + (z +cg) (r - cf + ud)g — (z -+cg) u(s-+dg) E A



comomuestra una fácil cuenta. Lo que prueba el teorema.

Veamos una aplicación de este teorema, si K C Sl es un compacto

de medida lineal nula, el teorema de Rudin -Car1eson (ver [45],

pág.204) nos dice que si f e C(K) , existe F en el álgebra del

disco A que extiende a f , luego si f E C(K)n tenemos F e An

tla que FIK = f . El teorema anterior nos dice que si f E

Un(C(K)) también podemos elegir F e Un(A) , pues si g E A es

tal que sus ceros son exactamente el conjunto K, y H extiende

a f e Un(C(K)) , se tiene que (Hl,...,Hn,g) e Un+1(A) , luego

existen bl,..,b en A tales quen

(H1 + blg,...,Hn + bng) e Un(A),

y ésta es la F buscada, puesto que

F.K=H.+b. |=H.K=..J/ (J Jg)K J/ f

Estabilidad en álgebras de Banachconmutativas.

En lo que sigue estudiaremos las nociones de estabilidad en

el contexto de álgebras conmutativas, aquí la transformada de Gel­

fand y algunas conocidas relaciones entre el álgebra y su espectro

jugarán un papel crucial. Comoya sabemos, sr(A) < n si y solo

si la aplicación Un(A)* Un(A/I) inducida por la proyección natu
ral A * A/I , es sobreyectiva para todo ideal I C A ( o para
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ocupa. De aquí en más, y salvo que se especifique lo contrario,

A y B serán álgebras de Banach complejas conmutativas.

Por lema 1.20 obtenemos la igualdad Un(A) + (rad A)n = Un(A)
para todo n natural, de lo cual se deduce mediante una fácil

cuenta que (a,a) e U (A) es reducible si y sólo si lo esn+l

(gra) E Un+1(A/rad A), y consecuentemente sr A = sr(A/rad A),

por lo que el estudio del rango estable de un álgebra cualquiera

se reduce inmediatamente al de un álgebra semisimple.

Lema2.21: Son equivalentes

(i) sr A < n

(ii) Para todo ideal cerrado I C A , 0: Un(A) *’Ün(A/I) es 50‘
breyectiva.

Dem.: (i) 3 (ii) es obvio.

(ii) á (i) dado (a1,...,an+1) E Un+l(A) , tomemos I = (an+1) ,

luego podemosencontrar (bl,...,bn) E Un(A) ta1es que bi - ai

e I (1 <1 <n) . Como Un(A) es abierto, existe € < 0 con 1a

propiedad de que si c e An y Ilbi - cil < € (l <1 <n) entonces

C G Un(A) . Así, existen xl,...,xn G A con “bi -ai —xi an+ll

< e u_<i <n) , y por lo tanto

c = (a1 + xl an+1,...,an + xn an+1) e Un(A) .

Notemosque de la demostración se desprende que basta tomar idea
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les cerrados generados por un elemento.

Lo mismoque en el lema pasa con las versiones más localizadas de

)E Ureducibilidad y de n -estabilidad, es decir (al,...,a (A)n+l n+1

es reducible si y sólo si la clase de (a1,...,an) pertenece a

la imagen de 0 :Un(A) * Un(A/(an+l)_).

En lo que sigue, fl0(U) notará el conjunto de componentes conexas

de U , y [u] será la componente conexa de u G U ; obviamente

una aplicación continua h :U * U' induce una función n0(h) :

n0(U)-+no(U') . En este trabajo aplicaremos este funtor sólo a

subconjuntos abiertos de espacios de Banach, con lo que n0(U)
coincide con las componentes arco conexas de U .

Tomemos (a,a) G U (A) , queremos saber si es reducible, lo quen+1

equivale a que la clase de a en A/(a)_ (notemosla ’3), perte­

nezca a la imagen de la aplicación 9 :Un(A) * Un(A/(a)-) , luego
por las propiedades de fibración de esta función (ver lema 1.6),

resulta que 5 E im 0 si y sólo si existe B E im 9 que esté

en la misma componente conexa que E (en Un(A/(a)_) , es decir

si [3 1€ im fl0(8) .

Obtenemosentonces una versión homotópica de la proposición 2.12

que resultará de sumautilidad más adelante (comparar con corola­

rio 2.16).

Teorema 2.22: Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Luego

(i) (a,a) E Un+1(A) es reducible si y sólo si [a] pertenece a

la imagen de wow) : 1r0(Un(A))-> 1r0(Un(A/<oz)_))­
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(ii) A es n-estable en a si y sólo si la aplicación

uo(Un(A)) » n0(Un(A/(a)_)) es suryectiva.

(iii) sr(A) < n si y sólo si n0(Un(A)) á n0(Un(A/I)) es sur­
yectiva para todo ideal de la forma (a)_ . En particular, si

Un(A/I) es conexo para todo tal ideal, sr(A) S n .

De esta forma, el problema de reducibilidad se transforma en un

problema de homotopía concerniente a las componentes conexas de

los conjuntos de elementos unimodulares, y de aplicaciones entre

ellos. Lo destacable de este punto de vista es que el funtor

no , vía los trabajos de Novodvorkii, Taylor y Roeburn no depende
en realidad del álgebra en cuestión sino del tipo de homotopía de

su espectro. Comoya se dijo, la transformada de Gelfand induce

una biyección natural entre n0(Un(A)) y [X(A),C2].
Es inmediato que CE es homotópicamente equivalente a Szn—1=

{z E Cn :Izll2 + ... + Iznl2 = 1} , y por lo tanto hay una equiva
-1

lencia homotópica C(X(A),CÏ) z C(X(A),S2n ) , hecho éste que a­
. . nparece veladamente en corolario 1.22; en particular [X(A),C*]

se puede identificar con [x(A),Szn_l] , de modoque si f E

C(X,CÏ) , [f] lo vamos a pensar indistintamente en [X,CÏ] o en

[XISZn-ll O

Ahora, si (a,a) e Un+l(A) , la aplicación 0 junto con 1a trans
formada de Gelfand nos dan el siguiente diagrama conmutativo
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Un(A) --—-* Un(A/(a) )

l l
C(x(A),cÏ) ———>c(za,c2)

con Za = hull(a)- = X(A/(a)_) , donde en virtud de 1a discu­

sión previallas flechas horizontales son fibraciones de Serre y
las flechas verticales son equivalencias homotópicas. A su vez

este diagrama induce a nivel de los otro diagrama conmuta­"o
tivo

1r0(Un(A))—> n0(Un(A/<a> '))

Ix<A),c21 ——> [2a,cí‘1

con biyecciones en las flechas verticales.

A partir de lo dicho, si por ‘ notamos la transformada de Gel

fand, y haciendo todas las identificaciones necesarias, tendre­

mos que (a,a) E U (A) es reducible si y sólo si 1a clase den+1

homotopïa [alza] en [Za,C2] proviene de la restricción de al
gún elemento de [X(A),CÏ] . Hagamos aquí un alto para hacer

un breve comentario, el teorema de Borsuk ([34],pág.56) nos di­

ce que una función dada u €[alza] se puede extender a un ele

mento de C(X(A),CÏ) si y sólo si la clase [u] = [alza] se
puede extender a un elemento de [X(A),CÏ] ; de esto y lo ante­

rior resulta que (a,a) es reducible si y sólo si alza se
puede extender a X(A) , es decir si existe f E C(X(A),CÏ) tal

que flza = alza . En realidad, el teorema de Borsuk es un caso
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particular del lema 1.16, tomando A = C(X(A)) y B = C(Za) ; su
mención aquí responde únicamente a la intención de destacar cómo

el problema de reducibilidad se transforma en un problema clásico
de extensión de funciones continuas.

Es inmediata la siguiente

Proposición 2.23: (a,a) E Un+l(A) es reducible en A si y sólo
si (3,3) es reducible en C(x(A)) .

Dem.: Existe f E C(X(A),CÏ) tal que flza = ¿Iza si y sólo si
. n . _ ‘ _

ex1ste f E C(X(A),C*) tal que lea —alzá , pues Za —za

Corolario 2.24: (a,a) E Un+l(A) es reducible en A si y sólo
si para todo álgebra de Banach B D A tal que x(A) = x(B) ,(a,a)

es reducible en B .

Para nociones más globales tenemos

Proposición 2.25: l) A es n-estable en a si y sólo si pa:

[X(A),S ] * [Za,S es suryectiva.

2) sr A < n si y sólo si pa es suryectiva para todo a e A .

Corolario 2.26: Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un(A/I) es conexo para todo ideal cerrado I ;
2n-1

ii) [Za,S ] es trivial para todo a E'A ;

iii) sr A < n y Un(A) es conexo;
l

iv) sr A < n y [X(A),Szn_ ] es trivial.
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Corolario 2.27: sr A < sr C(X(A)) .

A estas alturas uno podría preguntarse qué tipo de invariante es

el rango estable en un álgebra de Banach conmutativa A . De to

do lo dicho hasta ahora se desprende que el rango estable, una

noción a priori meramentealgebraica, en realidad depende sólo

del tipo de homotopía de los pares (X(A),hull I), donde I es

un ideal cerrado, que puede tomarse de la forma (Aa)- .

Pero antes de pasar al concepto global, detengámonos un poco en

la versión más localizada que se asocia naturalmente a este tipo

de estabilidad, es decir, la noción de reducibilidad. La siguieg
te proposición, de carácter puramente práctico, nos provee una

serie de formas explícitas de chequear si un unimodular dado es
reducible o no.

Proposición 2.28: Sea A un álgebra de Banach. Las siguientes

condiciones para (a,a) G U (A) son equivalentes:n+1

1) (a,a) es reducible;

2) existe b E Un(A) y B E A tales que 23biai + Ba = 1 ;/“\
3) existe b e Un(A) tal que b.a(Za)C {z e cnzz:zi = 1} (donde

_ n Ob.a —(bla1,...,bnan)€ A ),

4) existe b G Un(A) tal que SÏ3(za) no separa el "0" del W
(en Cn);

5) existe c E Un(A) tal que a = c en za ;

6) existe fm e C(x(A),c2) = Un(C(X(A)) tal que

Ifm - ¿nz + o cuando m » “(donde "flz = sup {nf(h)n: h e za}).
a C!
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Dem.: 1)=á2). Existe x G An tal que a + x116 Un(A) , por
n

eso alcanza con tomar b E Un(A) tal que 121 bi(ai + xia) = 1

y B = Ebixi .

2) =>3). Si Ebiai + 6a = l , se tiene que para h e Za : l

E h(bi)h(ai) + h(fi)h(a) = 2h(bi)h(ai) = San).
3) =4). Trivial.

¡ox
4) ál). Sea r = sup {nzl; zEEb.a(Za)} + 1 , y elijamos v :

n "\ .
[1/2,1] *'C - b.a(Za) continua tal que w(1/2) = (r,0,...,0) y

W(1) = (0,...,0) . Definamos ahora las siguientes curvas 71 :

[0,1] * C , 72 : [0,11‘> Cn dadas por:

2t , t e [0,1/2] (r,0,...,0), t e [0,1/2]

71(t) = , 72(t) =
l , t E [1/2,1] Mt) , t e [1/2,1]

Debemosprobar que (b.a,a) es reducible en A , y por la discu­

sión previa basta con mostrar que STE/za es homotópicamente nu­

lo en C(Za,CÏ) . Para esto, definimos F(h,t) = 71(t) ÉÏB(h) —

72(t) ; es claro que F es una homotopía entre ETB y la cons­

tante (r,0,...,0)'por Loquesólo falta ver que F(h,t) E CÏ para
todo t e [0,1]: si 0<t<1/2 , F(h,t) = 2t b/.\a(h) —(r,0,...,0)

y r = |(r,0,...,0)l >'"673(h)l para todo h E za ; si 1/2 <t.<

1, F(h,t) = 112m) - ‘P(t) y Mt) eíïama) .

2)á 1). Notemosque 5 =Zïbici 'para algunos ci e A , por lo

cual E bi(ai + cia) = 1 .

l): 5). Tomemos x e An tal que c = a + xa e Un(A), claramente
“ A

a = c en Z .a
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5)=36). Basta tomar fm = é (m e N).

6)=á1). Por proposición 2.23 es suficiente con ver que (3,&)

es reducible en C(x(A)). De 6) es claro que Ft =a-+t(fm-a)

define una curva en Hn(C(X(A));&) para m suficientemente

grande, pues Ft(h) #0 en Cn si h E za y m es tal que

lfm-alza < mín {Hh(a)fl; h E za} . Así resulta que F0 = Á es
tá en la componente conexa del unimodular fm en Hn(C(x(A));&),

lo que significa que [a] está en 1a imagen de Un(C(x(A))) *

Un(C(x(A))/I), donde I es el ideal cerrado generado por d;
luego (3,&) es reducible.

Cuandoel álgebra en estudio es C(x),con x un compacto separa

do, el rango estable está completamentecaracterizado por la di­

mensión topológica de x . Hay varias formas de definir dimen­

siones en un espacio topológico normal, no todas ellas equivalen

tes entre sí; quizá la más conocida es la dada mediante el uso de

cubrimientos con ciertas propiedades especiales, derivada de una

conjetura de Lebesgue que inicialmente probó Brouwer;es esa di­

mensión la que vamos a tomar aquí,con una definición. que, aunque

distinta, resulta ser equivalente. Diremosademásque varias de

las dimensiones usuales coinciden si x es un espacio métrico

separable.

Definición 2.29: Sea x un compacto separado.

La dimensión de x (dim X) es el menor número natural n tal que

para todo cerrado Z C x , y toda función continua f: Z * Sn , e­

xiste una función continua F :x * Sn tal que FIZ = f . 0 lo

que es igual, el minimo n tal que la restricción



[x,s“1 ->[z,s"1

es suryectiva para todo cerrado Z C X .

Si tal número no existe diremos que dim X = w .

Para un sistemático desarrollo de 1a teoria de la dimensión el leg
tor puede recurrir a [25], [33], ó [34]. Aquí enunciaremos unos

pocos resultados, someramente y a medida que los vayamos usando;

por ejemplo, es fácil ver que si existe n tal que [X,Sn]*{Z,Sn]

es suryectiva para todo cerrado Z C X , entonces lo mismo pasa

con cualquier m > n .

El siguiente teorema es hasta donde yo sé, el primer resultado que

relaciona el rango estable de un álgebra de Banach conmutativa con

la topología de su espectro.

Teorema 2.30 (Vasershtein): Si X es un compacto separado,

sr C(X) = [dim X/2]+ l y sr CR(X) = dim X + l ,

donde CR(X) es el álgebra de funciones continuas a valores reales
con norma supremo, y C(X) es como siempre, lo mismo pero a valo­

res complejos. Aquí [q] denota la parte entera de q .

Dem.: Primero tomemos C(X) , por proposición 2.25 sr C(X)< n

si y sólo si [X,Szn-1] * [za,szn'l] es suryectiva Va E C(X) ,
pero comocualquier cerrado de X es el conjunto de ceros de al­

gún a E C(X) , esto equivale a que dim X = d < 2n - l , o lo



que es igual [d/2]+ l < n ; luego sr C(X) = [d/2]+ l .

La demostración es completamente análoga para CR(X) , observan­
do que para éste álgebra real en particular, subsiste muchode

lo dicho hasta el momentopara álgebras complejas, simplemente
n 2n-1 n-l

cambiando C2 por R* y S por S . De modo que

sr CRïx) < n si y sólo si d < n —1, y entonces sr CR(X)<;d-+l.

Recordamosque los ceros de los ideales de A son los cerrados de

X(A) en la llamada t0pología hull -kernel, y que A se dice re­

gular si la topología de Gelfand y la topología hull -kernel coig
ciden.

Corolario 2.31: Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Enton­

ces sr A < [dim x(A)/2] + 1 , y si A es regular vale la igual­
dad.

Dem.: (<) sale combinando corolario 2.27 con el teorema anterior.

Para la otra desigualdad en el caso regular, notemos que por la

misma definición de dimensión, existe un cerrado Z C X(A) tal

] * [Z,S no es suryectiva para n <

[dim x(A)/2] + l ; como existe un ideal I C A tal que hull I =

Z , obtenemos así que Un(A) a Un(A/I) no es suryectiva,y consg
cuentemente sr A > n .

Otros delos resultados clásicos de teoría de la dimensión que usa

remos,son los siguientes: si Z es un cerrado de x y dim x <
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n , entonces dim Z < n ; y si dim x < n , entonces [x,sm] = *

(es trivial) para todo m > n .

Corolario 2.32: Sea a G A . Luego, A es n -estable en a para

todo n > [(d + 1)/2] + 1 , donde d = dim za .

Dem: La desigualdad anterior equivale a d ‘< 2n - 1 , lo que

implica la trivialidad de [Za,S

Comohemosvisto en proposición 2.11, si A es n -estable en a

para todo a e A , entonces A es (n +1) -estable en a para to

do a e A . Veremos con un ejemplo que esto no se sostiene en ge

neral si las palabras para todo son omitidas. Tomemos A = C(Sl3),

y f E A tal que Zf = S11 C 813 , entonces A es 4 -estable

en f , porque [Zf,S7] = [811,87] es trivial. Pero A no es

5 -estab1e en f , pues [x(A),89] = [813,89] = 0 , y [Zf,89] =

[811,89] = Z2 , luego [X(A),89] a [zf,89] no puede ser suryecti
va (ver [24], último capítulo, para los detalles).

Teorema 2.33: Sea R un espacio compacto separado y E C R un

subconjunto cerrado. Si dim(R-—E)< n , toda f :E a Sn continua

se puede extender a R .

La demostración se puede encontrar en [34, pág.S4] . En teorema

2.18 demostramos que si x es un compacto de C , sr P(x) =

sr R(x) = l ; lo mismo vale para A(x) cuando X es un compacto

adecuado. En [2 l Arens prueba,entre otras Cosas, que el espectro

de A(x) es x .
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Teorema 2.34: Si x C C es un compacto de interior conexo,

sr A(X) = 1 .

935;: Supongamosprimero que x es conexo. Dado (f,g) e

U2(A(X)), veremos que (f,g) es reducible en C(X) . Si g E 0,

f es inversible y no hay nada que probar. Si g ? 0 , y por x0

notamos el interior de x , tenemos que Zg n ;b es cero dimen­
sional; por teorema 2.30 C(Xo) es 1 —estab1e en glxo , luego

existe una extensión continua F :xo * C* de leg n x0 . Es

claro que la función H :xo U Zg á C* definida como

F(x) , si x E X

H(x) =

f(x) , si x E Z

es continua.

La dimensión de X--(;b U Zg) es a lo sumo 1 , pues si fuera 2
tendría interior no vacío [34. pág.98], lo cual es obviamente

falso. Entonces H E C0:b U Zg,C*) tiene una extensión K G
C(X,C*) por el teorema anterior.

Si X es disconexo, sólo debemos notar que a G Un+l(C(X)) es

reducible si y sólo si a x0 G Un+1(C(xo)) es reducible para toda
componente conexa x0 C x , y que si X8 ==ó, dim x0 < 1 .

Este tipo de técnicas que hacen fuerte uso de teoría de 1a dimen­

sión son típicas de la situación que nos ocupa; el siguiente teo­
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rema, el cual puede tomarse como la versión n dimensional de

teorema 2.20, es un claro ejemplo de lo dicho.

2
Consideremos Bn = {z E Cn :Izll + ... + IznÍ2 < 1 } . Si D

es un subconjunto de Cn , ao notará el borde de D con res­

pecto a Cn .

Teorema 2.35: Si X = A ó Bn , sr P(x) < n .

Dem.: Vamosa hacer la demostración para Zn , pues salvo algún

detalle técnico menor, la demostración para Bn es exactamente
la misma.

Tomemos (f,a) E Un+1(P(Kn)) ; si a E 0 se tiene que f E

Un(P(Xn)) y no hay nada que probar, por lo que podemos suponer

a i 0 . Veamos que dim Za < 2n -2 , sabemos por [22] que

dim(Za ñ An) < 2n -2 , por lo que basta con probar que dim(Zañ 3A“)

< 2n-2 . Sea T = za n aAn , si dim T = Zn -1 = dim aA“ , por

ser aAn una variedad topológica,tendríamos que el interior de

T respecto de 3A“ , int T seria no vacío (ver [25],pág.46);

luego existen zo e T y 6 >0 tales que V5 ñ Ban C T ,

donde V5 = {z e Cn :Izi -zgl < 6 , 1 <1 <n} .

Como z0 e aAn , existe un K tal que |22| = 1 , entonces sin-l- 0
m= (m1,...,uK_l,mK+l,...,mn) E A es tal que ij -zj| < 6
para todo j entre 1 y n distinto de K , definimos

= ' < ILu {(wl,...,wK_l,z,mK+1,...,wn).IZI 1}
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L se puede pensar comoun elemento del álgebra del
w

disco, el cual verifica que si z E Sl y Iz -zfi| < 8 , a(ul,..

Entonces a

.. w _ z m ... m ) = a (z) = 0 de donde dim(Z ) > 1 ,
I K 11 1 K+1I r n ILtu I aILm

y comotodo elemento no nulo del álgebra del disco tiene un con­

junto de ceros de dimensión cero, resulta que alL E 0 . Esto
LU

nos dice que si z E En y Izj -zg| < 6, J.<j <11 , j # K se

tiene que a(zl,...zn) = 0 sin ninguna restricción sobre zK .

Luego 22 # a , lo que es falso pues a í O .

Corolario 2.32 nos dice entonces que P(¡n) es m-estable en
n -2 +1

2a , para todo m > [2 ] + l = n , y como a es arbitrario,

obtenemos que sr (P(¡n)) < n .

También vale la otra desigualdad, comoestablecemos en una forma

ligeramente más general, en el siguiente teorema.

Teorema 2.36: Sea X C Cn un compacto polinomialmente convexo

de interior no vacío. Entonces sr P(X) > [n/2] + 1 .

Dem.: Sin perder generalidad podemos suponer que X D Bn., pon­

gamos L = [n/2] . Luego, afirmamos que

+...+ z z —1) e UL+1(1%X))(21'23"°'22L-l’2122 +2324 2L-1 2L

no es reducible (donde zi son las funciones coordenadas).
L

Que es unimodular es claro, pues si g(z) = (kgl 22K_1 22K) —1
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L

k51('zzx)22K-1 + 9‘2) = ’1 '

Sl fuera reducible, z/Zg = (21,23,...,22L_l)/zg se podría exten­
der a una función continua F G C(X,CE) ; para ver que esto no

puede pasar, restrinjámonos al conjunto T = {z E anz2K = 52K_1
2< <para 1 K L} , entonces (z,g)/T queda (21,23,...,22L_1,Izll

2 2

+ |23| + ... + Iz2 I - l) , y F/T E C(T,CE) con F/T nzg =L-l
Z/ - pero T ñ Z = Z E SZL—l z/ es la inclusión

Tnzg ' g g/T Y T nzg
de SZL‘l en CE que por teoria general de homotopia,no se puede
extender a todo

¡2
L

{(21,23,...,22L_1) e cL : k51I22K_1 < 1} a T

(E denota homeomorfismo).

Corolario 2.37: Si x = En o Bn , entonces
[n/2] + 1 < sr P(X) < n .

Dem.: Es una simple combinación de los teoremas anteriores.

Corolario 2.38: Si A es un álgebra uniforme con x(A) C Cn ,

x(A)° ¿ o y A 3 P(X(A)) , entonces sr A > [n/2] + 1 .

Dem.: Sale del teorema notando que zi E A , 1 <i_<r1.
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Funciones holomorfas acotadas.

En [12] conjeturamos que el álgebra H” de funciones holomoE

fas y acotadas en el disco abierto A tiene rango estable uno,

es decir que si f,g E H” y lfl + Igf > 5 para algún 51 >’0,l,
existe h E H0° tal que If + hgl > 52 para algún 52 > 0 . Es

te problema, que aún permanece abierto,no parece nada fácil, pues

en cierto sentido es un refinamiento del muydifícil teorema de

la corona (ver [18],pág.201, o [21],pág.323). El teorema de la

corona afirma que (fl,...,fn) e Un(H”) si y sólo si existe

6 >‘0 tal que lfll + ... + Ifnf > 8 (notar que HDo con norma

supremo es un álgebra de Banach). Uno de los motivos que nos lle

va a creer que sr(H”) = 1 es el siguiente teorema.

Teorema 2.39: Sea (f,g) e U2(H”) y supongamos que f pertene­

ce al álgebra del disco. Entonces, (f,g) es reducible.

La demostración de este teorema está fuertemente basada en un tra

bajo de D.J.Newmanusado por L.Carleson para probar su famoso teg

rema de 1a corona, y en ciertos hechos generales sobre la teoría

de rango estable en álgebras uniformes.

Recordemosun par de fáciles resultados que han aparecido a lo

largo de este trabajo:

Si A es un álgebra de Banach conmutativa, se tiene

(i) (a,fi) G U2(A) es reducible si y sólo si a E A’ + AB 7

(ii) si (a,B) y (a',fi') G 02(A) son reducibles, entonces

(aa',fl) E UZ(A) , y es reducible.
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Lema 2.40: Sea A un álgebra uniforme y a E A , si F G R(spa)

entonces F(a) = F oa E A .

Dem.: Existe una sucesión de funciones racionales sin polos en

Sp a tal que fn * F en R(sp a) , luego fn(a) e A y "fn(a)­
f (0)" = sup If (a(x))-—f (a(x))l = sup If (y) -f (y)| < e si
m A xex (A) n m yesp a n m

n, m > N . Por lo tanto, existe f en A tal que fn(a) * f
en A , y si x E X(A),

f(x) = lím fn(a(x)) = F (a(x)) , o sea f = F(a) .n

Proposición 2.41: Sea A un álgebra uniforme, a, 5 E A , y sean

Di (i G I) las componentes conexas de C - ¿(25) .

Supongamosque para cada i E I existe zi G Di tal que (a -zi,5)

e U2(A) es reducible.

Entonces, para todo F E R (sp a) tal que (F(a),fi) E U2(A) se
tiene que (F (a),fi) es reducible.

Dem.: Para todo z E C - ¿(Zp) , (a - 2,5) es reducible. Efecti­

vamente, si 7 :[0,1] 9 Di C C - ¿(26) es un arco que une zi y
z , es claro que

y así tenemos que a - zi y a - z están en la misma componente

de H1(A,a) (ver [14]) , luego como (a —21,5) es reducible, lo
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afirmado se deduce de teorema 2.15.

Entonces, para todo z E C - ¿(23) existe n G A' tal que

d - z = fi en ZB .

Si F E R(sp a) es tal que (F(a),fl) E U2(A) entonces ZF ñ

¿(ZB) = ó, puesto que (F(a),fi) G U2(A) equivale a ZF(a)n Zfi =

Ó . En particular,podemos encontrar funciones racionales fn

con polos fuera de sp a y ceros fuera de ¿(ZB) tales que

(fn) converja uniformemente a F en sp a . Luego fn(a)* F(a)

y (fn(a),fi) es reducible por (ii), o lo que es igual fn(a) e

A'-+AB . Pero A'-+AB es cerrado en H1(A,fi) por lema 2.13,

lo que implica que F(a) E A'-+Afi , es decir, (F(a),fi) es red!
cible.

Corolario 2.42: La mismaconclusión de la proposición es cierta

si toda componente de C- a(Z,) contiene un elemento de C -sp a.
y

Dem.: Para toda componente Di de C - a(Zp) , sea zi e

(C - sp a) ñ Di . Luego, a - zi E A' y por lo tanto (a - zi,fi)

E 02(A) es reducible, lo que prueba que las hipótesis de la
proposición son satisfechas.

Corolario 2.43: Sea (a,fi) G U2(A) , si C — a(23) es conexo,
(a,fl) es reducible.

Dem.: En virtud de la proposición, tomando F(m) = m Vu E sp a,

es suficiente exhibir z G C - a(ZB) con (a - 2,5) reducible.
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Para esto tomemos z = "a"+ l :z E C-im a C C - C"HZ/1) Y a ‘ Zp

G A', en particular (a - z,fi) es reducible.

Sobre el espectro de H‘” es mucho lo que se sabe y mucho lo que

se ignora, por ejemplo, el teorema de la corona asegura que el

disco abierto A es denso en X(H”) , a más de ser abierto; sin

embargo, no debe pensarse por esto que la "corona" X(H°°)\A es

una cosa pequeña o de fácil manejo, baste mencionar un conocido

resultado para tener una idea de la magnitud de esta corona: si

m G Sl, definimos la fibra de w como Mm= {Ó E x(H”):;(Ó) = w},

donde g es la transformada de Gelfand de la función coordenada,

entonces Mm contiene una imagen homeomorfa de X(H”) . De modo

que cada fibra contiene un conjunto homeomorfo a X(H”) , que a

su vez contiene fibras, y asi siguiendo hasta el infinito.

La demostración del teorema, la cual se basa en ([18],capitulo 12)

necesita de los siguientes lemas (“3] ,págs.203-205).

Lema A: Sea B(z) = k¡31(2 -aK)/(1 -5K z) un producto de Blaschke

finito con ceros distintos al,...,as. Para 5 < 1/2 , sea F
una función analítica en {z G A:|B(z)|< 5} y tal que allí

IF(z)| < 1 .

Entonces existe f e H” con f(aK) = F(aK) (1<K<s) y Ilfll <
5_a,donde a es una constante absoluta.

LemaB: Sea f una función del álgebra del disco tal que 0 <



If(z)l<l en (Izl=1),y E={zeslzlf(z)l< 1} es no
vacío.

Entonces, existe una sucesión (En) de productos de Blaschke fi­

nitos con ceros simples,tal que IBn(z)I a |f(z)| uniformemen

te en cada subconjunto cerrado de K\É ,y Bn(z) » f(z) unifoE
memente en cada cerrado de A .

Demostración del teorema 2.39: Mediante una transformación de

Móbius y una homotecia, podemos suponer que g(0) f 0 y Hg" =

l . De la proposición 2.41 se deduce que basta con probar que

(z,g) es reducible (donde z nota la función coordenada), en
efecto

z(Zg) = {w e S1 ; existe o E Mm tal que o(g) = o} U

U {u E A ; g(m) = 0} ,

por lo que C - ¿(29) tiene una o dos componentes conexas; en
el primer caso la afirmación se sigue del corola­

rio 2.43; en el segundo caso, (z - m,g) es reducible si le > 1,

pues z - u es inversible, luego tomando m = 0 , si probamos

que (z,g) es reducible, el teorema sigue de la proposición ob­

servando que R(sp 2) es el álgebra del disco.

Sea 0-:50 <1 tal que Izl + |g(z)| > 50 para todo z E A .
Existe E C S1 de medida lineal Zn tal que g tiene límite

no tangencial en todo z e E (ver nal); la función límite será

notada también por g .
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Sea V = {zo/|20| ; z0 e A, g(zo) = 0} u {z G E ; g(2) = 0}

Luego E\V tiene medida 2x . Si z1 G E\V , existe 61 > 0

tal que |g(r 21)! > 51 para 0 <r'<l . Sea

R = : ={r 21 0<r<1} y 8 mín{60,81} .

Luego Izl + |g(z)l > 5 para todo z E A y |g(z)| > ó

para todo z E R .

Para

Sl
y tomemos

g(p 2) #0
gp(2)
en

R C A\ S¿(gp) y

Izl + |gp(z)| > Ip zl + Igp(z)| > 6

Sea op

h E H‘”, consideremos

9(p 2)

. Luego

|0p(z)l = mín {3/8,1/|gp(z)l}

óp(2) gp(2) .

(i) lop(2)| > 1
z E Sl,

Y

(ii) para
e» > ­

(iii) para cada

Blaschke finitos con ceros simples,tal que

mente sobre los compactos

IBn(z)| > pr(z)l —8/4

si Igp(z)l > 8/2

|Wp(2)l

de

para

(Lema B);

A

n

para aquellos

prml < l

p , existe una sucesión (Bn)

I

S¿(h) = {z E A :Ih(z)| < 6/2} ,

p < 1 tales que

Izl + Igp(z)Í > 5 , pues

si z E A .

una función nunca nula en el álgebra del disco tal que
1

para z E S ,y definamos wp(z)
Entonces se verifican los siguientes hechos:

V2 E K ;

l 0 lop(z)l = 1/Igp(z)| a

de productos de

B ->¡,bp_ uniforme­n

Y

suficientemente grande



iv) lzl + IBn(z)| > 5/2 para z E A ,

(efectivamente, lzI + IBn(z)| > lzÍ + I wp(z)l —6/4 >

> IzÏ + |gp(z)| - 5/4 > 6/2 para |gp(z)| > 5/2 , y lzl >5/2

para Igp(z)| < 8/2);

v) IBn(z)| > 6/4 Vz E R,

(porque R C {z :Igp(z)| > 6/2} y por (iii) IBn(z)| >

> pr(z)l - 5/4 > Igp(z)| - 5/4 > 6/4).

Fijando p y n , tenemos que IBn(z)| + IzÍ > 8/2 para todo

z y IBn(z)I > 8/4 en R ; luego 85/2(Bn) = igI Di , donde
cada Di es una componente conexa (que por el principio de módulo
máximoson simplemente conexas), y existe una rama logaritmica

ln z en. A\R tal que,poniendo lni z = ln z para z E Di ob­
tendremos

Ilnizl<l (ln ¿5/4)2 + (217)211/2 = T5

(notemos que |z|==8/4 en SB/Z(Bn)).

W

Entonces, por LemaA , existe rn e H tal que

i _ i i
rn(aK) — lni aK para todo aK e ZBn ñ D. , y

lrnl < T¿(5/4)_a = s , donde a es una constante absoluta.
r .

Luego z - e n se anula en cada a; , por lo que existe hn E H
r r (z)

tal que z - e “(2) = hn(z) Bn(z) , y así Ihn(z)| = Iz - e n I
en casi todo punto de S1 en el sentido de función límite no
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"rn" s
tangencial, en particular "hn" < 1 + e < 1 + e . Esto

muestra que (rn) y (hn) son familias normales (p permanece

fijo) y por tanto, existen subsucesiones que convergen uniforme
mente sobre los co a to d A * * '

mp c s e , hn hp y rn rp para a1

gunos hp,r en H‘”. Más aún

s r z .
Ihpfl < 1 + e , flrpfl < s , y z - hp(z) Óp(z) gp(z) = e p‘ )

Por la definición de op , Hop"< 3/5 . Esas tres desigualdades

muestran que (wo), (hp) y (rp) forman familias normales, y

tomando p * l (manteniendo gp(z) # 0 en Sl), a través de una
sucesión adecuada, obtendremos que

P a g

uniformemente en los compactos de A ,para algunos h,ó y r

en H °° con

||hll<1+es,||r||<s,Iloll<3/6 y

z - h(2)<25(2)g(2) = er(z)

Esto muestra que (z,g) es reducible,como queríamos.

Observación: En realidad, no sólo probamos que (f,g) es redu­

cible, sino que además lo es a un elemento de la componente cone
xa del uno en los inversibles de H'”.
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Generalizaciones.

En las situaciones que hemosestudiado hasta ahora, uno tiene

por lo general un epimorfismo de álgebras de Banach o :A * B

que, comovimos, induce aplicaciones con ciertas propiedades de
fibración,

GLn(A) * GLn(B) , y Un(A) * Un(B) .

En la teoría de álgebras de Banach frecuentemente aparecen

morfismos que si bien no son suryectivos, son "casi" suryecti"

vos, en el sentido de que su imagen es densa; aquí no podemos

aplicar las técnicas anteriores sin algún tipo de modificación,

sin embargo veremos que podemos aplicar casi las mismas técni­

cas, donde el casi se puede entender como que muchas de las que

antes eran igualdades, ahora serán aproximaciones; esto es una

evidente analogía con el hecho de que un morfismo sea suryecti­

vo o denso, ya que en el primer caso todo b E B es Ó(a) pa­

ra algún a G A , y en el segundo es aproximadamente un tal

¿(a) . La cuestión primordial que podremos estudiar es cuándo

un unimodular de B se puede aproximar arbitrariamente por img

genes de unimodulares de A , en obvia analogía con la noción

de reducibilidad en los casos ya vistos,en que el morfismo es

suryectivo. En realidad, más que el análogo aproximado de todo

el trabajo previo, y teniendo en cuenta que todo epimorfismo es

denso, ésta es una auténtica generalización; c0moveremos más
adelante.
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Nuestra segunda dirección de generalización es hacia las álge­

bras de Fréchet, entreabriendo la puerta a la posible extensión

de toda esta teoría a tales álgebras; finalizando con una apli­

cación a cierto problema de interpolación en álgebras de funcig

nes analíticas, cuya demostración es lo suficientemente simple,

comopara sugerir la fuerza de los resultados que nos permitie­

ron llegar hasta allí.

Esta sección es esencialmente expositiva, por lo que se han g

liminado la mayoría de los detalles técnicos, salvo en los pri­

meros tres resultados, de quienes deriva gran parte de la discu

sión posterior.

Comoya hemos visto, las fibraciones de Serre son una herra­

mienta fundamentalde este trabajo, para definiciones y resulta

dos sobre el tema, uno puede remitirse a [24]; en esta sección

necesitamos ante todo definir la propiedad de ser "aproximada­

mente" una fibración de Serre.

Definición 2.44: Sean E , B , x espacios t0pológicos separa­

doslcon B métrico y x compacto, y sea p :E * B una aplica

ción continua. Diremos que p :E * B tiene la propiedad (H)

respecto de x ,si cada vez que existan f y Ï continuas que

hagan conmutativo el diagrama:

X

il p (I = [0,1] , i(x)=(0,x)),
Ix

w<—mX

f——>

+9
f



y para todo e > 0 ,

existe f* :I xx * E continua tal que
i) f*i = f

ii) sup dB(pf*(t,x), E(t,x)) < e
(t,x)€IxX

Definición 2.45: Diremos que p :E * B es una fibración de Se­

rre aproximada si tiene la propiedad (H) con respecto a todo

cubo Im (aqui Io = {0}).

Digamos solamente que si en definición 2.44 tomamos e = 0 , de
finición 2.45 resulta ser la definición de una fibración de Se­

rre en el sentido clásico ([24],págs.61 a 64).

Proposición 2.46: Sean A y B álgebras de Banach, y o :A-+B

un morfismo con imagen densa. Entonces,e1 morfismo de grupos

inducidos on :GLn(A) á GLn(B) ,tiene la propiedad de que b E

(im Ón)_ (la clausura tomada en GLn(B)) si y sólo si existe

b' e im on ,con b' en igual componente conexa que b .

Dem.: (=) b E (im Ón)_ , o sea que existe a E GLn(A) tal que
l 1

Hón(a) - b" < Hb_ fl_ , y por lo tanto b + t(ón(a) - b) (t e I)

es un arco entre b y Ón(a) en GLn(B) , puesto que

b’l [b + t(on(a) -b)]= 1 + tb‘1(4>n(a) -b) , y

llb_1(on(a) —b)|l< ||b_llllldan(a) -bll < 1 .
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(=) Primero demostremos que Ón(GLn(A)0) es densa en GLn(B)0
donde estas son las respectivas componentes conexas de las iden

_ _ b b

tidades; Sl y E GLn(B)0, y = e 1,...,e S con bl,...,bs G
Mn(B), por lo que se puede aproximar,en virtud de la continui­

dad de la exponencial y la densidad de Ó(A),por
Ó( Ó

e al)... e (a5) e on(GLn(A)0) , donde a1,...,as e Mn(A) y
ó se entiende en el sentido obvio.

Sea G1 una componente conexa cualquiera de GLn(B) , notemos

Go = GLn(B)o ; se tiene que si u E Gl , 1a función f :G0 * Gl

definida por f(x) = x u es un homeomorfismo, con inversa

g(y) = yu_l . Entonces si b E G1 y b' E G1 n im On , tene­
1

mos que b(b')_ E Go C(im ón)- , y como b'€(im Ón)_ , que es

un subgrupo de GLn(B), vemos que b = b(b')_lb' también está

en (im on) , como queríamos demostrar.

Teorema 2.47: Si o :A * B es comoen la proposición anterior,

entonces o :GLn(A) * GLn(B) es una fibración de Serre aproxin

mada.

Dem.: Demostremos primero que on tiene la propiedad (H) con

respecto a I0 = {0} . Tenemosel siguiente diagrama conmutati

VO

f
{0F_————*'GLn(A)

il 1% 1-(0) = (0,0)
IX{0}-——T—* GLn(B)f
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y queremos ver la existencia de una función f* :I x{0}-+GLn(A)

tal que f5(0) = f(0) y IÓnf* -En < e , dado un e > o .

Podemos considerar E y E0 como elementos de GLn(C(I,B)),

los cuales se pueden unir por una homotopía Fs(t) = ¿Sot y

(s,t) E 12 , ya que F0 = E0 y F1 = E .

o : A * B induce un morfismo de álgebras denso w : C(I,A) *

C(I,B) , el que a su vez induce un morfismo de grupos wn :

GLn(C(I,A)) * GLn(C(I,B)) ; es claro que f0 = on(f(0)) está
en la imagen de w , luego por lo dicho más arriba y la propo­n

sición anterior,se deduce que existe un elemento a E GLn(C(I,A))

tal que "pn(a) -fI < e‘ , cualquiera sea e' > 0 , que por el
momentomantendremos como parámetro libre.

Volvamos hacia atrás y miremos "a" como una función de I z

I x{0} en GLn(A). Afirmamos entonces que si 6' es suficien­
temente pequeño, f* = f(0)a(0)_la será nuestra función buscada.

Evidentemente f*(0) = f(0), para verificar la segunda condición

debemoshacer una serie de acotaciones. Fijando un t E I arbi

trario, las funciones que siguen se considerarán evaluadas en

ese t , y consiguientemente 1a norma es la de Mn(B).

non(f(0)a(0)'1a)- En < non(f(0)a(0)'1a)- Ón(a)" + non(a)—En

'1 IA fl u< I°n(f(0)a(0) )-1H(HÓn(a)- on‘f)n + non(f)n)+ e

< non(f(0)a(o)‘1)—1n(non(%)n + e')+ e' (1).

El primer miembro entre barras es menor o igual que



Hon(f(0))HHún(a(0)_l) -on(f(O)-1)H , llamemos a =

"Ón(a(0)_l) -on(f(0)_l)fl , entonces

B < "Ón(a(0)_l)HHÓn(f(0)_l)HHÓn(a(0))- Ón(f(0))fl

< (a + non(f(o)’1>n) non(f(0)‘1)ue' , de donde

l 2)|| e'
< non<f(o) _lsi 6' < 1/H0n(f(0) )fl

1 -HÓn(f(0)_1)He'

Volviendo a (l),queda:

non(f(0)‘1)u2 .
(1) < "Ón(f(0))ü —————-———¿:f———("Ón(f)H + e')+ 1 e'

1-"Ón(f(0” HE'

Como "Ón(f)fl se puede acotar superiormente por una cota que no

depende de t , es evidente que se puede tomar un e' > 0 de mo

do que la última expresión,se haga menor que un cierto e > 0

dado,para todo t E I .

El caso general se reduce a1 caso anterior, ya que el diagrama
conmutativo

Im —————>GLn(A) i(q) = (o,q)

m
I xI '—‘:—*'GL (B)

f n

se puede transformar en
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g m
{0} —> GLn(C(I ,A)) g(0) = f

il l‘pn ¿Um = Et
Ix{o} A—> GLn(C(Im,B))

9

Evidentemente, este resultado es análogo al del teorema 1,15,

de la misma manera, el lema 1.16 tiene su versión en este con­

texto aproximado.

Proposición 2.48: Sean A y B álgebras de Banach, y o :

A + B un morfismo con imagen densa; luego, la función inducida

En : Un(A) * Un(B) es una fibración de Serre aproximada.

Dem.: Comoantes, el caso general se reduce a la propiedad de

levantamiento de curvas, es decir, que basta probar que on tie
ne la propiedad (H) con respecto a Io = {0}

N

Tomemos a E Un(A) y sean b = Ón(a) y 7 : I + Un(B) una cu;

val tal que 7(0) = b . Consideremos el siguiente diagrama con­
mutativo

Ón

r GLn(A)-—-——-* GLn(B) i

1.a Un(A)-——:T-* Un(B) o.b
n

7



Como tb es una fibración de Serre (corolario 1.13), 7 se

puede levantar a una curva 71 : I * GLn(B) , con 71(0) = 1 ,

y como on es una fibración de Serre aproximada, existe una cur

va 72 : I + GLn(A), tal que 72(0) = 1 y Hon72(t) —71(t)n <

e/Hbfl para todo t G I , dado un e > 0 . Si í(t) = ta72(t),
resulta que í(0) = a y además

"onvm- Mt)" = "onta72<t)- 7(t)|| = "onta72<t)—tb7l(t)ll =

= "(on72(t)- 71(t))bn < Hon72(t)- 71(t)nnbu < e

(aquí,entre varias normasequivalentes elegimos una que verifi­

que la penúltima desigualdad, por ejemplo la euclidea).

Si en los tres últimos resultados se cambia la hipótesis O(A)

densa en B por o(A) = B ; con casi las mismas demostraciones,

aunque más sencillas, ya que se pueden obviar las acotaciones

hechas con la norma, se deduce que Ón : GLn(A) * GLn(B) y

En : Un(A) * Un(B) son fibraciones de Serre, hechos estos que
aparecen ya en el Capítulo I con pruebas menos detalladas; de

modoque esta es una clara generalización de la teoria desarro­

llada anteriormente, y asi, podemosseguir hasta llegar a los

problemas de extensión que son el principal interés de este ca­

pítulo. Uncorolario inmediato de la proposición 2.48 es que,
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bajo las mismas hipótesis, im En interseca una componente cone­

xa de Un(B) si y sólo si es densa en esa componente conexa. En

vista de la mencionadaproposición, el problema de reducibilidad,

que comoya vimos es equivalente a un problema de extensión a ni­

vel de las componentes conexas de Un(A) y Un(B) , se puede plan

tear vía esa equivalencia, en un contexto más generalizado (apro­

ximado) y atacar con las mismas técnicas.

Explícitamente, si o : A * B es un morfismo denso y b E Un(B),
entonces b se podrá aproximar arbitrariamente por elementos de

;n(Un(A)) si y sólo si [b]€ im w0(3n) , donde n0(3n) :

W0(Un(A)) * n0(Un(B)) . O la versión más global, En :Un(A) 4 Un(B)

tiene imagen densa si y sólo si n0(3n) es suryectiva; lo que en
el caso conmutativo equivale a la suryectividad de [x(A),C2] *

[x(B),C2], por el teorema de Novodvorskii. Hagamosaquí una bre­

ve observación, como o : A * B es densa, su traspuesta Ó* :

x(B) * x(A) es inyectiva (teorema 1.25, parte l), y por lo tanto

[x(A),CÏ] * [X(B),CÏ] se puede definir naturalmente sin mayor

problema.

Veamoslo dicho con un ejemplo, el cual es análogo al de la página

49. Supongamos que x C K es un compacto polinomialmente conve­

xo, entonces la restricción a X induce un morfismo de álgebras

uniformes con imagen densa r : PG) ->P (X) , y dado v E P (x)’ nos

preguntamos si existe u E P(¡)' con "r(u) -vfl < e , para un

e > 0 arbitrario; por lo dicho recién, el problema se reduce a

estudiar la aplicación que resulta de restringir, [K,Sl]*{x,Sl],
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y aqui tenemos que [X,Sll = * ,es trivial por ser x un com­

pacto polinomialmente convexo de C , por lo que la flecha es

suryectiva (en realidad, biyectiva), y así, efectivamente exis
te el u e P(X)' de arriba. Es decir, que todo inversible de

P(X) se puede aproximar arbitrariamente,por restricciones de
inversibles de P(K) ­

Miremos el caso conmutativo. Si o(A) además de densa,es ple

na en B ,y Ó es inyectivo, proposición 1.27 nos dice que es

también Ii-plena para todo n natural, y entonces claramente

todo b G Un(B) puede aproximarse por un o(a) con a E Un(A),
luego,el problema antes planteado puede mirarse comoun estudio

de estas cuestiones bajo hipótesis más restringidas del morfis­

mo o ; por ejemplo, teorema 1.25 nos dice que si Ó(A) es den

sa y plena en B , entonces la traspuesta 0* : x(B) * x(A) es

un homeomorfismo, pero como se deduce de todo lo expuesto, para

la aproximaciónde unimodulares arbitrarios,bastaría con que

fuera un equivalencia homotópica.

En particular, esto puede ser de sumautilidad en la extensión

a álgebras de Fréchet,de algunos resultados conocidos para álgg

bras de Banach, vía mirar las álgebras de Banach de las cuales

es un límite proyectivo. El principal problema en generalizar

toda la teoría a álgebras de Fréchet, es que el grupo de inver­

sibles no tiene por qué ser abierto, sin embargo, los pocos re­

sultados obtenidos hasta ahora en esa dirección,parecen confir­

mar la hipótesis de que gran parte de lo expuesto en este tra­
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bajo,sigue valiendo en el contexto más amplio de álgebras de

Fréchet. Comoejemplo veamos el siguiente teorema, y una apli
cación analítica que sugiere ser especialmente interesante.

Teorema 2.49: Sean A y B álgebras de Fréchet conmutativas,

y f : A + B un epimorfismo. Entonces,la aplicación inducida
f': A'* B' es una fibración de Serre.

235;: Sin extendernos demasiado en la demostración, digamos so­

lamente que imitando algunos de los razonamientos hechos en es­

ta sección, el problema se reduce a ver que la aplicación

Aó * B6 es suryectiva, donde A6 y B6 son las componentes
arco-conexas en A' y B' de sus respectivas identidades; pe­
ro eso es una inmediata consecuencia de un resultado de Davie

([16]) que afirma que Aó = exp A , y Bó = exp B .

En [16] Davie generaliza a álgebras de Fréchet el teorema de

Arens-Royden, y más generalmente: si A y B son álgebras de

Fréchet con A conmutativa, entonces (A 5 B)’, es mediante la

transformada de Gelfand, homotópicamente equivalente a C(XUH,BW

( aquí A 5 B es el producto tensorial completado convenien

temente,para que siga siendo un álgebra de Fréchet).

Para ver la teoria general de álgebras de Fréchet, el lector

puede remitirse a [30]. Aqui sólo mencionaremos unos pocos re­

sultados que vamos a necesitar, algo más se verá en el próximo

capítulo. Si A es un álgebra de Fréchet conmutativa ,y J es
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un ideal de A , se definen x(A) y hull J de igual forma

que para álgebras de Banach; si J es cerrado, A/J es natu
ralmente un álgebra de Fréchet y x(A/J) a hull J . En vista

del ya citado trabajo de Davie, «0(A') = [X(A),C*]. Vamosa
necesitar estos hechos para demostrar el siguiente teorema, el

cual es una generalización de un resultado de Rubel ([42]) so­

bre funciones enteras,demostrado vía un clásico teorema de in
terpolación.

Si V es un abierto de C , 0(V) notará el álgebra de fun­

ciones analíticas en V dotada de la topología compacto-abia;
ta, con la que resulta ser de Fréchet.

Teorema 2.50: sr 0(V) = 1.

QÉEL: Se sabe que X(O(V)) = V , y del argumento que vamos a

usar se desprende que basta suponer V conexo. Alcanzará con

mostrar que si g es un elemento no idénticamente nulo de

0(V) , entonces 0(V) es 1 -estable en g . El ideal genera­

do por g , J = 0(V).g es cerrado, y hull J = Zg tiene di­
mensióncero, luego [hull J,Sl] es trivial y [V,Sl] 9

[hull J,Sl] es suryectiva. Entonces, en virtud de teorema

2.49, 0(V)'* (0(V)/J)“ es suryectiva.

Cuandouno trabaja con álgebras de funciones analíticas se hace

evidente la conexión que hay entre interpolación, extensión y

rango estable; nuestro último teorema dice en particular que
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si f,g e O(V) y no tienen ceros comunes, entonces existe

F E O(V) sin ceros,ta1 que F = f en Zg ; más aún, si V

es conexo y g i 0, se tiene que Ze;I es a lo sumo numerable,
y asi, si Z = {m ;K G N} cada uno con su respectiva multi­

9 K

plicidad rn.K, resulta que F se puede elegir de modo tal
. jK jK .

que las derlvadas F (wK) = f (WK),para 0<JK<mK_1 Y to­
do K natural.

Además, este teorema aporta una razón más para creer que

sr H°°= l , pues como H°°C O(A) , si (f,g) E U2(H°°) r eDton‘

ces (f,g) se puede reducir en O(A) .
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Cagítulo III. RANGOESTABLE TOPOLOGIC0,0 APROXIMACION UNIMODULAR

Caracterización espectral.

Entre las varias definiciones de "dimensión" que se pueden

dar para un anillo topológico (ver [39]), se destacan el rango

estable algebraico, el cual hemostratado en el capitulo ante­

rior, y el rango estable topológico, del que nos ocuparemos en

este capítulo. Esta noción de estabilidad es introducida por

Rieffel en [39], si bien ya estaba implícita en el trabajo de

varios autores (ver [10], [40]); y está motivada principalmen­

te en dos hechos, en primer lugar, en álgebras de Banach pro­

vee una cota superior para el rango estable, siendo en muchos

casos más fácil de calcular; en segundo lugar, generaliza la

noción clásica de dimensión para espacios paracompactos, a un

álgebra C* cualquiera.

Definición 3.1: Sea A un anillo topológico. Diremos que el

rango estable topológico a izquierda de A es menor o igual

que n (ltsr A'Sn) , si Un(A) es denso en An .

Evidentemente, si Un(A) es denso en An , también lo es

Un+1(A) en An+1 puesto que Un+1(A) D Un(A)x A . Si no

existe un tal n , diremos que ltsr A = W .

De igual forma se define el rango estable topológico a derecha

(rtsr A) .
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Lema 3.2: Si A es un álgebra de Banach,

sr A < mín {ltsr A, rtsr A} .

Dem.: Sea n = rtsr A , tomemos (a,a) e U (A) , existen+1

entonces (b,fi) E Anx A tal que (b,a) + BCY: l , luego, por

hipótesis hay un b’ E nU(A) lo suficientemente cerca de b ,
comopara que (b',a) + Ba G A' , pero B = (b',c) para algún

c EAn . Así,

(b',a)+ (b',c)a= (b',a + ca)EA' ,

es decir que a + ca e Un(A) . Esto dice que el rango estable
de A es menor o igual que rtsr A (recordemos que los rangos

estables algebraicos a izquierda y a derecha coinciden). De

igual forma, sr A < ltsr A .

No se sabe en general, si ltsr A = rtsr A , si bien para un

álgebra con una involución continua (por ejemplo C*) , la i­

gualdad es clara, pues la involución intercambia Un(A) con

nU(A) .

Definición 3.3: Sea A un álgebra topológica compleja, y

a E An ; definimos el espectro a izquierda de a , como

spi a = {A G Cn : a - A Q Un(A)} .

Igualmente se define el eSpectro a derecha con nU(A) .



En todo lo que resta de este trabajo, las nociones espectrales

y de estabilidad consideradas, serán las dadas a izquierda,

aunque obviamente lo mismovaldrá para las nociones a derecha.

Demanera que, a título de simplificar la notación, tomaremos

la siguiente convención: sp a = spi a , y tsr A = ltsr A .
Poco se ha escrito sobre estabilidad en álgebras de Fréchet,

en particular, no se sabe si el rango estable topológico acota

al rango estable algebraico, no obstante, considerando que el

rango estable topológico tiene interés en si mismo, y dado que

todos los resultados siguientes valen en un contexto más am­

plio que el de las álgebras de Banach, vamosa desarrollar la

teoría para álgebras de Fréchet. Todos los espacios vectoria­

les serán complejos. Un álgebra de Fréchet A es un espacio

vectorial localmente convexo completo, con un producto que ha­

ce de A un álgebra, y tal que existe una sucesión creciente

de seminormas (H n definiendo la topología de A , sa­K)K1<l

tisfaciendo nyHK < HxHKnynK , si x ,y e A , y HIAHK= 1 ,

para todo K natural.

Para cada K definimos un álgebra de Banach AK completando

el álgebra normada A/NK , donde NK es el núcleo de H HK .

Hay morfismos naturales «K :A 4 AK , rK'j :AK + Aj Sl l<>3" =7r 1TTr=
K J) , verificando WKIj o nj's KIS y Klj K

fl. . Es claro queJ (AK) y "K(A) son densos en Aj .W .K,J
. . . . n n

W W inducen morfismos de espac1os vectoriales A ‘*Ajjy K,j
y A; * A? respectivamente, los cuales llamaremos también Nj

1r .
Y Ki]



Un álgebra topológica multiplicativa localmente convexa, es de

Fréchet si y sólo si es métrica y completa (ver [30]), así, to

do álgebra de Banach es un álgebra de Fréchet. Finalmente,

digamos que en [l ], Arens demuestra que si a E An , a G Un(A)

si y sólo si nK(a) E Un(AK) para todo K .

ProBosición 3.4: Sea A un álgebra de Fréchet y a E An , en­

tonces sp (a) = U sp (n (a)).A A K
K>1 K

Dem.: (D) Si AE U spA (nK(a)), implica que existe K0 tal
K>1 K

que «K0(a) - A í Un(AK0),lueqo a -¡ í Un(A) y A G spA(a) .

(C) Esta inclusión equivale a decir que si nK(a) e Un(AK) pa

ra todo K , entonces a E Un(A) , que es justamente el comen­
tario previo a la proposición.

Si A es un álgebra de Fréchet y V es un subconjunto de Cn,

definimos

AV = {a e An :sp a c V} ,

de la proposición obtenemos que AV= n {a(EAn :sp (n (a)k:V},
K>l AK K

luego si V es abierto, o más generalmente si V es un G8 ,
AV es un G . En efecto, supongamos que V = n V , con

6 S>l s
Vs abierto para todo s > 1 , luego

V _ n _
A — ñ{aGA :spA (1TK(a))CVs , Vs>1}—

K>1 K



n. _
KQl sgfial e A - SP (nK(a))c vs} _

AK

n n n ( Vs) como AVs es abierto araK>ls>lKAR’Y K p

UXb K y s, resulta lo afirmado.Un corolario inmediato es que
C9

Un(A) es un G6 , pues Un(A) = A .

Veamoscomo se relaciona el rango estable topológico de A

con los de AK , para eso primero notemos que la sucesión

(tsr A es creciente, pues si Un(A ) es denso enK)K>1 K+l

A2+1 , también lo es nK+1'K(Un(AK+1)) en A; , y como este

conjunto está contenido en Un(AK), se sigue que el último

también es denso en A; . Necesitaremos explicitar que normas

y distancias usaremos, si fl HK nota la norma en AK , enton­
ces:

|l1r.(oz) -11.(fi)ll.i)si OI,B€A,d(a,B)= i 3' 3
H'M8
3 l 1 + - .( .Ilnj(a) «J 13)"J

ii) si a,b€ A“, d(a,b) = máx d(ai,bi) ,l<i<n

iii) si a e An , HaH(n) = máx Ha." .
K K I<i<n 1 K

Teorema 3.5: tsr A = sup tsr AK .

Dem.: (>) Si n = tsr A , podemos suponer n < w, luego Un(A)
n n .

es denso en A y nK(Un(A)) es denso en AK , como Un(AK) D

WK(Un(A)) , resulta tsr AK< n .
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(<) Sea n = sup tsr AK , como antes, se puede suponer n <<2

entonces Un(AK) es denso en A; para todo K . Como ya

sabemos, Un(A) = ¿gl fl;1(Un(AK)), donde cada LK = ”;1(Un(AK))

es abierto, por lo que si probamos que además es denso, el teo

rema de Baire nos dice que también lo es Un(A).

Fijemos K y probemos que LK es denso. Dados a G An y

e > 0 , podemos hallar un s > K tal que j>g+1 Z-j < 6/2 , Y

como Un(As) es denso en A: , existe bs E Un(As) tal que

"ns(a) - bsüén) < e/4

Dado que Un(As) es abierto, hay un 8 > 0 tal que cualquier

elemento de A: que diste de bs en menos de 8, también es

unimodular; elijamos entonces b E An tal que "fls(b) - bsflén)

< min {e/4,6} , es claro que ns(b) E Un(As). Luego, nK(b) =

o ns(b) e n (Un(As)) c Un(AK) , es decir, bean;1(un(AK))=ns,K s,K
L "n (a) - n (b)l(n) < e/2K ' Y s s s

Nos resta ver que d(a,b)< e :

S Hn-(a-)- n-(b-)I.
d(a,b) = máx 2 2’J 3 1 3 1 AJ +

1<1<n 3:1 1-+nuj(ai)- nj(bi)nj
. . - . b. .

+ É 2_J EÏ1}31) wJ( 1)HJ

j=s+1 1 + H1rj(ai)'(1r;
s _ n .(a) - .(b)¡¡.n

< z 2 3 FJ "3 —1 (¡T + 6/2
J=l 1 + Hnj(a)‘ «3.03) IJ­

(n)(a)- (b) m .
Hrs ns ls 2 2_3 + 6/2 < e .

1 + “ns(a)‘ ns(b)lén) j 1



Tomemos a G Am, haciendo la identificación natural entre

Cm y R2m , podemos mirar al conjunto sp a como incluido

indistintamente en cualquiera de los dos. Si K < 2m , sea

2m
MK = {A G R

2m . .: A tiene a lo sumo K coordenadas raCionales},

un resultado clásico de teoría de la dimensión dice que

dim Mim< K (ver [25];pág.29).

Definición 3.6: Sea A un álgebra de Fréchet y K < 2m . De

finimos

m = m. m
DK(A) {a G A . sp a C MK }.

Veamosalgunas propiedades de estos conjuntos:

i) 013mm) = Am ;

ii) D2(A) es un G6 para todo K < 2m . Esto sale del hecho
2m

de que MK es un Gó ,

iii) Si el espectro tiene la propiedad de la proyección: si

a E Am, a = (al,...,am) y n < m , sp pn(a) = sp (a1,...,an)

= pn(sp a); entonces para todo K < 2n < 2m se tiene que

pn(D2(A)) S D2(A) . Por ejemplo A conmutativa.
n

< 2n , DKiv) Si K <K (A) 9D" (A) .
1 1 22 K

Lema 3.7: Sea A un álgebra de Fréchet, si D C An es un

conjunto G5 denso, y m > n , existe un G6 denso L C Am
tal que si a G L ,



(aj1,...,a. ) E D V 1.<jl,...,jn=<m , ji # jK si i f K.

Dem.: Si I = {1,2,...,n} , numeremoslas funciones biyectivas

Zn , cada una de las cuales corresponde a una permu­

tación de (1,2,...,n) , y definamos oj : An —>A“ , 1< j< n:

como

oj(a1,...,an) = (a2(1),...,ag(n)) ,

donde R : In 9 In es la j-ésima permutación.

Entonces oj es un homeomorfismo, pues la continuidad es obvia,

J

idAn . Luego Ój(D) es un G6 denso, por lo que también lo
n!

A = n. . D .
es J=1<I>J( )

y para cada j , existe un j' tal que oj o oj. = 0.. o oj =

El conjunto A está formado por las n-uplas tales que todas

sus permutaciones están en D .

Ahora bien, llamemos J , l<1<< Ü“) , a los subconjuntos deK n

Im cuyo cardinal es exactamente n ; a cada K le podemos asg
. Am á AnK . , definida porciar una proyección v

vK(a1,...,am) = (aj1,...,ajn) (ji G JK , ji < jr si i < r ),

VK es un epimorfismo de espacios de Fréchet, de donde AK=

v;l(A) es Gb y denso. Efectivamente, que es un G6 es claro

pues V;1(n Vi) = n V;1(Vi) ; para ver que es denso tomemos un

abierto no vacío V C Am, si fuera disjunto de AK, tendría­

mos que vK(V) ñ A = o , pero por el teorema de la aplicación
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abierta, VK(V) es un abierto de An , luego por la densidad

de A l VK(V) n A # Ó , lo que contradice lo anterior.
m

Obtenemos entonces el G5 denso L =n¿21 AK . Es fácil ver

que este es el conjunto buscado.

Teorema 3.8: Si A es un álgebra de Fréchet, y n = tsr A

es finito, entonces para todo m > n , Dm (A) es 65 yn+m-l
denso en Am .

Dem.: Un(A) es un G5 , y por hipótesis es denso; luego si
nes una numeración de los racionales de C , es cla(ps)SEN

ro que D = sQN(Un(A) + ps) también es G5 y denso.

Por lema 3.7 sabemos que existe un conjunto 65 denso I.CAm,

tal que si a e L : (ajl,...,ajn)e D cualesquiera sean
1 < jl,...,jn < m con ji # jK si i # K . Si probamos que

m m
I. C Dn+m_1(A) ya estaría, pues en ese caso Dn+m_l(A) es

denso, y que es G5 ya lo sabemos de la propiedad ii) (en
. _ m

realidad L —Dn+m_1(A)).

Tomemos a E L y veamos que sp a C MiÏm_l; si no fuera así,

habría un A E sp a , A = (¡1+ iA',...,Am+ il¿) con Ai , Ai

E R , y tal que al menos n + m de los Ai y A5 son racio
nales; es más o menos evidente que en esta situación podemos

extraer n pares (Aj1,A51),...,(Xjn,A ) , donde ninguna de
I

jn
sus coordenadas es irracional; estos pares corresponden a una

n-upla sacada de las coordenadasde a,(aj1,...,ajn), que por
una "reordenación" de a , podemos suponer son las primeras



n . De modo que tenemos A E sp a , donde # = (k1+ikí,---,

An+iA¿) es un racional de Cn ; ahora como

sp a C sp(al,...,an)x sp(an+1,...,am) si m> n ,

y sp a = sp(al,...,am) si m = n ,

en amboscasos resulta que fi e sp(al,...,an) , es decir que

(al,...,an)-(Al+ixí,...,An+iA¿) E Un(A) . Pero por otro lado,

de la forma que tiene el conjunto L , se desprende que (a1,..

..,an)e D , así, (a1,...,an) e Un(A) + P , lo que es una con­
tradicción.

Corolario 3.9: Cualquiera sea m natural, existe un denso

Lm C Am tal que si a E Lm , dim(sp a) - m < tsr A - 1 .

Dem.: Sea n = tsr A , si n = w no hay nada que probar, lug

go n<°°;si m<n resulta que dim(spa)—m<2m-m=m<n.
Si m > n , el teorema nos dice que D (A) es denso enm

n+m-l

m , y si a E DmA n+m-l (A) , dim(sp a) < n-+m -1 , o sea

dim (sp a) - m < n - 1 .

Corolario 3.10: tsr A < n < m si y sólo si existe D C An

denso, tal que para todo b E D , (sp b)0 = Ó .

Dem.: (9) si n = tsr A , por el corolario anterior, existe

D C An denso, tal que si a E D , dim (sp a) - n < n - 1 , es

decir, dim(sp a) < 2n -l < 2n , luego (sp a)0 = Ó .
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(c) Si a € An , existe una sucesión (bK) C D con bK * a ,

y como (sp bK)0 = Ó para todo K , resulta que hay una sucg

sión (AK) C Cn que tiende a cero, y tal que AKe sp bK .

Luego, bK - AK e Un(A) y bK - AK á a .

El último corolario provee una caracterización espectral del

rango estable topológico en álgebras de Fréchet, en él queda

claro que si b e An\ Un(A)_ , todo elemento suficientemente
cerca de b tendrá un espectro que contiene algún entorno del

cero. Especifiquemos de qué entorno se trata en el caso en

que A es un álgebra de Banach.
n .tomamos la norma euclídea asoc1ada a la norma de A ,En A

y lo mismo en Cn ; d(a,Un(A)) nota la distancia de a al

conjunto Un(A) .

Lema 3.11: Si a e An , d(a,U (A)) = inf{fla - b" + r(b)} ,
———-—-——— n beAn
donde r(b) = inf{lkl,x E Cn \ sp b} .

Dem.: d(a,Un(A)) = 'ínf Ha - b" = inf {Ha - b" + r(b)}
_‘ bGUn(A) beUn(A)

> inf {Ha - b" + r(b)} = s .
bEAn

Si la desigualdad fuera estricta, tendríamos que existe b e An,

tal que na - bn + r(b) < s -e para algún e > 0 ; luego, si

A é sp b , y IAI < r(b) + e , se obtiene que b - A E Un(A) y

la — (b -A)H < "a —bl + IAI <fla - bfl + r(b) + e < s , lo que

que es absurdo.
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Corolario 3.12: Sean a,b e An , si d(a,Un(A)) = s y "a -bu =

k < s , entonces sp b 3 {z e Cn : |zf < s - k} .

Dem.: s g Ha - bn + r(b) , o sea s - k g r(b) , que es preci

samente lo afirmado.

Aproximación unimodular y homotopía.

En su trabajo introductOrio del rango estable topológico,

Rieffel demuestra que si I = [0,1] y A es un álgebra C* ,

tsr C(I,A) < 1 + tsr A ; en realidad, como veremos a continua

ción, esta desigualdad vale para cualquier álgebra de Banach.

Esta mismadesigualdad para el rango estable (algebraico) es

obtenida en [11] por Corach y Larotonda.
nEn A tomaremos la siguiente norma:

n
"(a1,...,an)n= .2 Hai"

1=1

Teorema 3.13: Sea A un álgebra de Banach. Entonces,

tsr C(I,A) < 1 + tsr A .

Dem.: Sea n - l = tsr A , si 7 : I a An es una función con­

tinua, podemospartir el intervalo I en T intervalos de log

gitUd l/T p de modo tal que fl7(a) - 7(B)H < e si la - BI <

l/T ; llamémoslos [t.J,tj+l],0<j <T - l . Consideremosla
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n(T+1)-up1aa = (fito)Mtl);...;7(tT))=(aï,...,afi;aï,...,ai;
T T...;a1,...,an).

Por hipótesis Un_1(A) es denso en An-1,1uego por lema 3.7
n(T+l)existe b E A tal que

i) Hb - afl < e

ii) (b .,b ) e Un-1(A) Para todos 1 < j1""’jn-l <j1,..
n(T+1) , con ji # jK si i # K ; por razones de demostración

jn-l

notemos

_ 0_ _ T _ 0 0. . T Tb- 'noo'b )_(b1’ooo'bn'0.o,b1'ouolbn) o

Tomemos 7 ,()<j <T -1 , y veamos que podemos. = 7/

a roximar 7. en menos de 6' or una función . : t. t.
p J p u] l J, 3+1l

* Un(A), tal que #j(tj) = b3 y pj(tj+l) = b3+1 ,()<j <1'—1;
si logramos esto, habríamos demostrado el teorema, pues defi­

. _ n _ .
niendo fl . I * A como p(t) —Hj(t) , 51 t E [tj,tj+l] ,

es evidente que u E C(I,Un(A)) = Un(C(I,A)) , y que

Hu(t)- 7(t)" = Hy(t)- 7j(t)"< y para el j que verifique
t e t.,t .

l J lj+1

Para ver que 7j puede ser aproximada por una uj en las
condiciones dichas, basta verlo para j = 0 , y aunque 70 sa

le del intervalo [to,t1] = [0,1/T] , mediante una reparametri
zación podemos suponer que sale del [0,1] , no olvidando que

la función reparametrizada, que notaremos F , verifica que pa
ratmh afl EI, “Pur-FWH<e.

n
En A tomemos la base canónica {ej,21<;j<rfl , y con ayuda
de ella construyamos una función v : I * An lineal de a tro­
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zos, de la siguiente forma: en primer lugar dividamos el in­

tervalo [0, 1] en n intervalos iguales [5-1-1l, É] (l<s<n),
y si (s -1)/n < t < s/n ,

1 o s-l 1 o nv(t)=2b.e.+[b+n(t-—)(b-b)]e+ Eer..
= s n s s s j=s+l J 3

Pese a su complicada escritura, esta función en realidad es muy
0 1simple, se trata solamente de una curva que une b y b ,

s-l
mandandoen cada intervalito [ n

0
, É] , la coordenada bs

en b: . Esta función será 1a po buscada, es claro que v

es continua, y además v(t) E Un(A) para todo t , pues si
s-l s . _ 1 1 1 0

t e [—H—, n ], se tiene que u(t) — (b1,b2,...,bs_1,bs +
0s+1’°"’

en que se eligió b , (bibá,...,b:_1,bg+l,...bg) e Un_1(A).
n(t -Ïil)(b: - bg),b bg) , donde en virtud de la forma

Para terminar, veamos que v aproxima P en menos de un cieE

to e' tan pequeño comose quiera,con tal de que e sea sufi

cientemente pequeño.

flv (t)- I‘(t)" < HP(t)- V(0)I + ¡V (0)- Ï‘(0)n + HI‘(0)- I‘(t)“ r

el último sumandose hace menor que e por hipótesis sobre F,

para el segundo sumandotenemos que P(0) = 70(0) =(aÏ,...,ag),
0

mientras que v(0) = (b1,...,b2) , luego por la elección de
b , distan menos que e . Analicemos el primer sumando

1 1 o s-l 1 o
v(t)- p(0) = .2 (bj-bj)ej +[n(t-—n—)(bs-bs)]es ,
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51 t G [iii , É l,

por lo que

5'1 1 o -1 1 onum -v(0)|| < z Ilb.-b.ll + n(t_5_)llb -bll
. J 3 n s sJ=1

S

< EIbÉ-bg“<Ilbl-b0|1<lb1—7(1/T)l+ |17(1/T)-7m)" +j=1

+ H7(0) -bofl < 3€ (recordemos que 0 = t0 y l/T = tl).

De las acotaciones previas se deduce que flv(t) -P(t)l < 5€ —e',

cualquiera sea t E [0,1] .

Corolario 3.14: tsr C(IK,A) < K + tsr A .

Dem.: Por inducción, para K = 1 es el teorema, supongámoslo

cierto para K - l , luego como C(IK,A) a C(I,C(IK-1,A))'

tsr C(IK,A) < l + tsr C(IK-1,A) < 1 + K - 1 + tsr A .

ProRosición 3.15: Sea A un álgebra de Banach; si tsr C(IK,A)

< n , entonces [SK-1,Un(A)] es trivial.

Dem.: Identifiquemos SK_l con el borde de IK ; si f*: aIK

* Un(A) , por un teorema de Dugundji [17] existe una extensión

de f , F: IK "’An , y como Un(C(IK,A)) = C(IK,Un(A)) es n

denso en C(IK,An), existe G : IK * Un(A) tal que HG(x)-F(xH

< E para todo x e IK ; luego si 6 es suficientemente peque­
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ño, Ft(x) = f(x) + t(G/aIK(x)- f(x)) con 0<1:<]_, es una

homotopía en C(aIK,Un(A)) entre f y G/aIK . Claramente

G/aIK es homotópica a una constante, y por lo tanto también
lo es f .

K- . - _ '1 _
Corolario 3.16. Sl m —tsr A , [S ,UK+m+h(A)]—* Vh > 0 .

Relación entre tsr A y X(A).

Parece ser que el rango estable topológico de un álgebra

de Banach conmutativa,guarda una intima relación con la topo­

logía de su espectro, hecho éste que puede intuirse a partir

de las secciones anteriores; si bien aún no hay un resultado

definitivo a ese respecto, los hechos que se exponen a conti­

nuación cubren muchosejemplos interesantes. Cuandoel álge­

bra en cuestión es del tipo C(x) , su rango estable topológi

co queda perfectamente caracterizado por la dimensión de x .

Comencemosentonces por el estudio de estas álgebras. To­

das las álgebras que aparecen en esta sección son complejas.

Notación: Sea x un compacto Hausdorff, y consideremos C(x).

En C(X)n tomamosel módulo lf1|+...+|fn| y la norma suprg
mo asociada a este módulo (todo lo que viene a continuación,

sigue valiendo si se toma otro de los módulos equivalentes a

éste,y su norma asociada).
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Si f e C(X)n , notaremos

(Ifl < e) ={x€X: If(x)| <6}

y lo mismopara la otra desigualdad, igualdad, etc.

Si Y C x es compacto y f e C(X,CÏ) , la restricción induci

rá una aplicación p : [x,cÏ] *'[Y,CÏ] ; por razones de simpli

cidad identificaremos f con su clase de homotopía, así

p(f) = f/Y se entenderá indistintamente que pertenece a

came?) ó MCE].

Definición 3.17: Si f E C(X)n , definimos

rm =ínf {e >0/f EImp , donde p : [(Ifl <e),c21—>
I<If|=e),cí‘1}­
Hayvarias formas alternativas de definir T(f):

1) ‘r(f) = inf {e >o / fEImp, donde p : [x,c2] ->[(IfI =e),

c121}.

_ n _
2) 1'(f) _ inf {e > o /3F €C(X,C*) con FIHfr = €)—f|(|f|=e)}.

_ n _
3) 1’(f) _ inf {e >0 /:3F EC(X,C*) con Flufl> e) —f|(¡f¡> 6)}­

Lema3.18: T(f) = inf {e > O / (f1,..,f Z If-I- e)es reducible}
11:1nl

n

Dem.: Si g = i¿Illfil- e, se observa que Zg ={z€ x /|f(z)|= e}
= (If|= e) . Ahora, que (f,g) sea reducible equivale a que

f E Im P , donde P : [X,CÏ] e [Zg,CÏ] . Lo que prueba el lema.'
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ITeorema3.19: d(f,Un(C(x))) = 1(f)

Dem.: (<) Sea a > 1(f) , entonces existe F e Un(C(X)) , tal

que Fl(lf|> a): flufl.> a); conSideremosel conjunto (IF-f|
> 8 > 0) , este es un compacto que obviamente está metido en

(IfI < a) ,y por lo tanto está separado de (Ifl> a) , luego

por el lema de Urysohn, existe una función

sp : x —>[6/"F",1] tal que NIF —fl> 8)) = 6/an y 9P((If|> a)) =

l ; entonces W.F e Un(C(x)) y

0 , en (lf|> a)

<IWFI+Ifl<6+a ,en (IF-fl>8)
MDF-fl:

< I‘PF—sofl+lvf-fI<IsPIIF-fl +Ifllso-1l
<¿5+Ifl<'5 +a, HIUF-fhïmrfilfi<a)

Así, d(f,Un(C(x))) < a + 8 , para todo 6 > 0 y todo a >

r(f) , lo que implica d(f,Un(C(x))) < r(f) .

(>) Sea a > d(f,Un(C(X))) , veremos que f E Im p , donde

P = [X,C2 l * Hlf|2>a),CÏ] . Si u e Un(C(x)) verifica que

d(f,u) < a , tenemos que Ft = f + t(u - f) es una homotopïa

en C((|f|> a),C2) entre f y u , pero u e Un(C(X)) , lo
que implica (por el teorema de Borsuk [34]) que f E Im P

Corolario 3.20: Si f E C(x)n , son equivalentes:
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i) f e Un(c(x))'

ii) (f, igllfil- e) es reducible Ve > 0
iii) (f,B) es reducible cada vez que sea unimodular (B G C(x)).

Dem.: i) =aiii) está en la demostración de lema 3.2,

iii.) =ii) es obvio,

ii) =i) , por ii), r(f) = 0 y luego se aplica el teorema ­

Corolario 3.21: Si x C Cn es un compacto de interior no va­

cio,y A = (A1,...,An)e x0 , entonces f(z) = (zi-Al,...,zn-Xn)
z Un(c(x))’.

QÉEL:Debemos ver que si e > 0 es suficientemente pequeño,

(f,g) no es reducible , donde g(z) = igilzi- lil - e ; existe

e > 0 tal que B€(A) = {z e Cn :Elzi-Ail < e}C X , y así

Zg = {z e Cn :Elzi-Ail = e} ; si (f,g) fuera reducible,ten­

drïamos que f/Zg se podría extender a F e C(X,CÏ) , y en par
ticular, se extenderia a una función de B€(A) en C2 , lo
que obviamente es falso.

Corolario 3.22: tsr C(x) = sr C(x) = [dim x/2] + l .

Dem.: Es claro a partir de corolario 3.20.

En [23] Hermany Vasershtein demuestran la primera igualdad de
i

este corolario, en el contexto más general de álgebras C , u­

sando una técnica similar a la aquí utilizada. Comoveremos más
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adelante, este resultado no se puede generalizar a cualquier

álgebra de Banach.

Una interesante aplicación de teorema 3.19 es la siguiente:

Proposición 3.23: Si f E C(X) y n es un número natural, en

tonces d(fn,C(x)') < d(f,C(x)’)n .

Dem.: En virtud del teorema, debemos demostrar que r(fn) <

1(f)n ; tomemos r > 1(f) , por definición existe F E C(X)‘

, luego F“ e C(X)‘ ytal que F4Ifl f/(lfl=
n _ n _ n n n

F /(Ifl= r) —f/(Ifl= r)— f /(Ifnl= rn) , de lo cual r(f )< r .

=r)= r)

Este resultado no es trivial, en el siguiente sentido, si f E

C(X) y u e (C(x)')- son tales que d(f,u) = d(f,C(x)') , no

siempre es cierto que d(fs,us) = d(fs,C(x)') , veámoslo con

un ejemplo, consideremos f(z) = (z -1/2) e C(X) ; d(f,C(K)')=

1/2 , ya que si fuera menor,tendríamos que hay un v G C(X)’

tal que lz -1/2 -v(z)l< 1/2 Vz E K , y entonces Ft(z) =
(z -1/2)+ t[z -1/2 -v(z)] , restringida a Sl sería una homotg
pia de Sl en C* entre (z -1/2) y v ; como v(z) # 0

Vz e K ,de la teoría de homotopías se deduce que el grado de v

es cero, mientras que el grado de z -1/2 es uno, por lo que no

pueden ser homotópicas. Por otra parte, u(z) =z -1 e (C(Z)')­

y |(z -1/2)—(z -1)| = 1/2 . Veamosentonces que pasa con

|(z -1/2)s -(z -l)sl , tomando z =-1 queda
lf(-l)s -u(-l)s| = I(-1)s(3/2)s - (-1)s 25! = 25-(3/2)s =
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si s > 1 , mientras que el corolario nos dice

que d(fs,C(K)') < (1/2)s .

Al igual que pasaba con el rango estable, el estudio del ran­

go estable topológico de un álgebra de Banach conmutativa se

reduce inmediatamente al de un álgebra semisimple.

Progosición 3.24: Sea A un álgebra de Banach conmutativa, si

J = rad A , entonces tsr A = tsr A/J .

Dem.: Sea w : An á (A/J)n la proyección natural, si u E An,

de la igualdad sp u = sp n(u), es fácil ver que «(Un(A)_) =

Un(A/J)- y Un(A)' = n-1(Un(A/J)') , luego si n = tsr A ,
n

(A/J)n = Un(A/J)' , y si n = tsr A/J , A = Un(A)' .

Si A tiene n elementos que la generan como álgebra de Ba­

nach unitaria, diremos que A es n-generada; llamaremos enton

ces gen A al minimo natural n tal que A es n-generada, si

no existe ningún tal n , gen A = w .

Teorema 3.25: Si A es un álgebra de Banach conmutativa, fi­

nitamente generada, entonces

dim X(A) - gen A < tsr A .

Dem.: Sean n = gen A y s = tsr A . Decir que dim X(A) <11+s
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equivale a decir que para todo e > 0 y toda función continua

f :x(A)* Rn+s , existe una función continua F :x(A) * RÏ+S

tal que HF(p)- f(w)fl <6 para todo p E X(A) (ver [25],pág.83).

Supongamos entonces que están dados un e > 0 , y una f Como

arriba. Si {aj, 1.<j <11} genera A , tomemos a =(al,...,an)
yy definamos u :X(A) a sp a como p(p)=(al(w),...,an(w)) ,
por teorema 2.4, fl es un homeomorfismo. Tenemos entonces el

diagrama conmutativo

f
x (A)——>Rn+s

y c c(z) = f o #— (Z)
sp a

Por el teorema de Stone-Weierstrass, c se puede aproximar

uniformemente en menos de 6/4 por una función polinomial p =

,5 ) , y como Sp a es compacto, existe un 5 > Op(zl,El,...,z nn

tal que si m0 G sp a y m1 e Cn , verifican “m0-mll < 5 ,

entonces Hp(w0)-p(w1)l < 6/4 o
Ahora, por corolario 3.9, existe b e An tal que Hb-—al< 5

n es la norma dos asociada a H HA) p Y(aquí 1a norma en A

dim(sp b) < n + s . Si definimos y' :X(A) 9 sp b como u'(p)=

(31(9),...,Bn(w)) , es claro que HH(W)-H'(W)ncn < 8 para
todo We x(A) . Luego

Hpou'(W)-f(WH|< MaoH'W)—pofl(w)"+z"pou(w)-Coldw)"
< 6/4 + 6/4 = 6/2 .



Bastará entonces con aproximar p ou' en menos de 6/2 por

una función cuya imagen no contenga al cero, para eso notemos

que podemos pensar a p como saliendo de sp b , y dado que
. . . . +d1m(sp b) < n + s , eXiste una func1ón continua q :sp b * R2 s

tal que "p(z) - q(z)fl < 6/2 , para todo z E sp b ; así

flp<)p'(p) -q<ay'(p)fl < e/2 para todo p E X(A) y q op' :

X(A) »'R2+s, como queriamos probar.

Observación: Si bien en la demostración del teorema "aproxima­

mos" sp a por un conjunto de dimensión menor que tsr A +

gen A , como sp a es homeomorfo a X(A) , en realidad,de la

demostración concluimos que también para sp a vale esa desi­

gualdad.

Proposición 3.26: Sea A un álgebra de Banach conmutativa.

Si A tiene n generadores y X(A) C M C Cn ,con M ¡Huasub­

variedad diferenciable sumergida (real o compleja), de dimen­

sión m < 2n ; entonces tsr A < [m/2] + 1 .

QÉEL: Llamemos s = [m/2] + 1 y tomemos f E As , si h1,...,

hn generan A , entonces f se puede aproximar por polinomios

en los hj, 1.<j <n., p(h) = (p1(h),...,ps(h)), y por teoría
espectral sp p(h) = p(sp h) = p(x(A)).

Consideremos p :Cn * Cs , esta función restringida a M es

diferenciable, por lo que dim p(M) < m < 2[m/2] + 2 = 25 , de

aqui tenemos que p(M)o = o (el interior tomado en Cs) , y
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como p(x(A)) c p(M) , el resultado se sigue del corolario 3.10.

Desgraciadamente, la hipótesis de que M sea una subvariedad

sumergida,no se puede remover manteniendo igual demostración,

ya que una función polinomial puede aumentar la dimensión de

un compacto polinomialmente convexo; por ejemplo, si f :I a
2 . . . .I C C es una func1ón continua suryectiva, y con51deramos X =

{(t,f(t)),t e I} c c2 , es claro que x 3 I , y por lo tanto

dim x = 1 , además x es polinomialmente convexo, pues es fá­

cil ver que P(x) = C(X) ; pero el polinomio p(z) = 22 tiene

por imagen I2 , que obviamente tiene dimensión 2 . No obstan

te, como P(X) = C(X) , también aquí tsr P(X) = [dim x/2] + l =

l . Esto nos conduce a la cuestión de si tsr A es un inva­

riante de dim X(A) , ¿será cierto que tsr A = [dim X(A)/2]+ 1?,

si bien ninguna de las dos desigualdades ha sido probada, en tg

dos los ejemplos conocidos por el autor vale la igualdad.

Lema 3.27: Si A y B son álgebras de Banach conmutativas, y

f : A * B es un morfismo con imagen densa; entonces tsr B‘<

tsr A .

Dem.: Si n = tsr A , Un(A) es denso, lo que implica que
n

f(Un(A)) es denso en f(An) , que es denso en B Luego,
- - _ n

Un(B) D f(Un(A)) — B .

Corolario 3.28: Si A es n-generada y X(A)o # o (en Cn),

entonces tsr A = n + 1.
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Dem.: Si ‘ : A * C(x(A)) es la transformada de Gelfand, es

claro que A es densa en P(X(A)),luego tsr P(x(A)) = n + l ,

y por el lema, tsr A > n + l ; la otra desigualdad es la pro­

posición 3.26.

La primera desigualdad de este corolario sigue valiendo bajo

hipótesis más generales. Si A es un álgebra de Banach conmu­

tativa y E C X(A) es un conjunto compacto, consideremos la

clausura en C(E) de las restricciones Á|E , y llamemos AE
a este álgebra, la cual resulta ser un álgebra uniforme, cuyo

espectro es la cápsula A-convexa de E :

É = {x ex(1>.)/If(x)l<llí'llE Vf eA}

Para una exposición detallada de estas álgebras y otras cuestig
nes relacionadas, se pueden consultar [38] y [45].

Teorema 3.29: Sea A un álgebra de Banach conmutativa, y sea
n
E

morfismo entre E y o(E) , y p(E)o í o (con respecto a Cn);

E C X(A) compacto. Si existe o E A ,tal que Ó es un homeg

entonces tsr A > n + 1 .

Dem.: Comola transformada de Gelfand,compuesta con la restrig

ción forma un morfismo de A en AE de imagen densa, por lema

3.27, basta con ver que tsr AE> n + l .
Mediante una traslación y una dilatación,podemos suponer que



111

Ó(E) 3 B = {z e Cn : Elzil < 1} . Luego, por hipótesis exis­

te h : B e E tal que o oh = idB , o sea oK(h(zl,...,zn)) =

2K . Si o se puede aproximar por unimodulareS'de AE ,
. . n ,

EXlSte una suce51ón (vj) C Un(AB) , tal que vj 4 Ó en AE ,

luego I SUPIVj(h(U)) - Ó(h(m))l tiende a cero cuando j tiea¿»EB

de a infinito, y además, vj oh e Un(C(B)) . Esto último es fa;
so, ya que en virtud del corolario 3.21, la función coordenada

w = Ó(h(m)) no se puede aproximar por unimodulares de C(B).
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