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INTRODUCCION

El concepto de rango estable es usado por Bass [ 4] desde los
comienzos de la K- teorfa como un medio para estabilizar los K -
grupos de un anillo; a partir de aqui, se inicia una serie de in-
vestigaciones tendientes a desarrollar este concepto, estudiando
por un lado sus consecuencias, y por otro, relacionéndolo con la
estructura de ciertos anillos particulares. Es principalmente en
este Gltimo sentido que el rango estable llama la atencidn de los
analistas; el primer antecedente y posiblemente el desencadenante
de esia tendencia, es un trabajo de Vasershtein [ 49] en el cual
se demuestra, entre otras cosas, que el rango estable del dlgebra
de funciones continuas sobre un espacio topolbégico X , queda de-
finitivamente determinado por la dimensibén de X ; es promisorio
pensar entonces, que la vieja corriente matemdtica, de relacionar
un 8lgebra de Banach compleja conmutativa (A) con su espacio de
ideales maximales (X(A)) , puede enriquecerse con el aporte del
rango estable; efectivamente, la estructura de las &lgebras de Ba
nach nos permite establecer estrechas relaciones topolbgicas inhe
rentes a A y a X(A).

Esencialmente su aplicacibén al andlisis viene dada en el terre
no d: la interpolacibén, o en caso de &lgebras de funciones, su pro
blema dual, que es el de extensibn.

En un trabajo reciente, Rieffel [ 39] define otras nociones de
estabilidad (o como dice €1, otras "dimensiones") para anillos to

polégicos, entre las cuales se destaca el rango estable topolbgi-



co, también estudiaremos este concepto, en el contexto de alge-
bras de Fréchet primero, y de &lgebrasde Banach después, sir-
viendo en este caso a problemas de aproximacidn, tan cercanos
por otra parte a las cuestiones de interpolacidn.

Este trabajo consta de tres capitulos, en el primero, se es-
tudia el concepto de unimodular, en torno al cual gira toda 1la
teoria siquiente; los resultados de este capitulo han sido ex-
traidos casi en su totalidad de trabajos de Corach y Larotonda
[9] y [10], aGn cuando muchas de las demostraciones han sido
cambiadas, particularmente, con el aporte de algunos resultados
de Michael sobre selecciones continuas [31] y [32].

En el capfitulo II se demuestra que el problema de hallar el
rango estable de un &dlgebra de Banach conmutativa (sr(A)), es
equivalente a un problema de extensidén de homotopia inherente
al espacio X(A) y a los ceros de los ideales de A . Se prue
ba asimismo que sr(Al) =1 , v m8s generalmente, que [n/2]+ 1 <
st A, <n, donde A es el 4lgebra del n -polidisco 'y [g] es
la parte entera de q . Hay tambi&n otras estimaciones del rango
estable para algunas 8lgebras uniformes y su significado anali-
tico, finalizando con una generalizacidn de algunos de los resul
tados obtenidos en el capftulo I y sus posibles aplicaciones.

El capitulo III trata sobre el rango estable topolb6gico (tsr),
obteniéndose una caracterizacibn espectral del mismo, en &lge-
bras de Fréchet. Se generaliza un resultado de Rieffel sobre el
dlgebra de funciones continuas, del intervalo [0,1.] en un &lge

bra de Banach; terminando con el estudio, en el caso conmutativo,



de como se conectan tsr A y X(A) cuando X(A) contiene o es

t& contenido en una variedad.



Capitulo I. UNIMODULARES

Unimodulares y la n -esfera.

Si A es un anillo con identidad, notaremos con A° los ele
mentos inversibles, y si Mn(A) es el anillo de matrices de orden
nxn con coeficientes en A , como es usual, GLn(A) C Mn(A) se-

r& el grupo de matrices inversibles.

Definicién 1.1: Sea A un anillo con identidad y n un nfimero

n

natural, diremos que un elemento a€ A es unimodular (a iz-

quierda) si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se

verifica:

i) existe beE€E A" tal due

ii) la aplicacién A -lineal

(,a) A" > A

es suryectiva

n
iii) el ideal X A a; es igual a A .
i=1

Notaremos Un(A) al conjunto de elementos unimodulares de

A" . En particular el conjunto de elementos inversibles a iz-



quierda de A seréa Ul(A) . De forma completamente anéloga se
definen los unimodulares a derecha, los cuales notaremos nU(A).
El concepto de unimodular es el eje sobre el cual gira toda la te
oria aqui desarrollada, por eso, los anillos considerados necesa-
riamente deber&n tener una unidad; sin embargo, si A no tiene
unidad, podemos adjuntarle una obteniendo asi un anillo unitario
A+, y desarrollar allf la teoria; muchos de los hechos obtenidos
para A" van a sequir teniendo sentido, con la definicién apro-
piada, si uno "baja" a A . Como el anllisis sistemdtico de cué-
les resultados siguen valiendo para A vy cuales no, ocuparia de-
masiado lugar y cansarfa innecesariamente la atencibn, vamos a re
sistir esta tendencia y considerar sblo anillos unitarios. De ma
nera que cuando se mencione un anillo cualquiera, o especificamen
te un dlgebra de Banach, de Fréchet, etc., se entender& siempre
qgue tiene unidad.

Los unimodulares aparecen naturalmente en un anillo de varias
formas distintas, veamos una, si A es un anillo con unidad, y
GLn(A) es el conjunto de matrices de dimensién n xn inversi-
bles, es claro que sus filas estdn en Un(A) y sus columnas en
nU(A) ; por otra parte no siempre la reciproca es cierta, es de-
cir, no todo unimodula; a izquierda es la fila de alguna matriz
inversible, dependiendo esto del anillo en cuestidn.

Vamos a desarrollar la teorfa para unimodulares a izquierda,
pero es evidente que lo mismo valdr& para unimodulares a derecha,
simplemente considerando a°P , €l anillo cuyo producto es el o-
puesto de A .

Estudiaremos algunas propiedades de los unimodulares y de



ciertos conjuntos relacionados con ellos,cuando A es un algebra

de Banach (real o compleja) con unidad.

Proposicibén 1.2: Un(A) es abierto en AP .

Dem.: Tomemos a € Un(A) y b€ A" tales que (b,a) =1 .

Si llamamos f a la aplicacidn
(b, > : A" > 2
resulta claro que f es continua, por lo que
V={x€ A : f(x) € A"}

es abierto en A" (ya que A° es abierto en A), y est8 inclui-

o
»
~
I

do en Un(A) . pues si = u €A° , es inmediato que

-1 -1 1

(ul b,x>) =1, donde u ~ b= (u bl,...,u— b ). Por lo tan-

to a€ vcC Un(A) , lo que muestra lo afirmado.

Definicién 1.3: En A" x A" definimos la n -esfera como el con-

junto S_(A) = {(a,b) € A"xA" : (b,a) =11}.

Es claro que la proyeccibén sobre el primer factor induce una
sobreyeccibén p : Sn(A) - Un(A) , veremos que via esta aplicacibn
podemos relacionar homot6picamente Un(A) con nU(A) , para lo
cual necesitaremos algin trabajo previo, hecho esencialmente por
Michael [32].

Si X es un espacio topolbSgico metrizable, Y un espacio to



polégico, y P(Y) = {SCY : S # ¢} ; una aplicacién ¢ : X ~>P(Y)

es semicontinua inferiormente si el conjunto

{Xx € X : ¢(Xx) NV # ¢)

es abierto en X para cada abierto V C Y .

Teorema 1.4 (Michael): Sea X metrizable, y M un subconjunto

metrizable de un espacio localmente convexo F , tal que la c&psu
la convexa cerrada de cada conjunto compacto K C M , es compacta.
Sea ¢ : X > P(M) semicontinua inferiormente y tal que ¢(x) es
completo (para alguna métrica en M). Entonces existe f :X - F

tal que para todo x € X,

f(x) € (conv ¢(x))

(donde H  significa la clausura de H).

Con este resultado en mente podemos encarar el siguiente teo-

rema.

Teorema 1.5:

1) p: Sn(A)'* Un(A) admite una seccibén global.

2) p es una equivalencia homot&pica.

Dem.: Consideremos p_1 : Un(A)-+ P(Sn(A)) ; donde p_l(a) =
{be a" : (b,a) = 1} es una variedad lineal, pues si b,.b, €

p_l(a) , tenemos que (bl —bz,a) = 0, y por lo tanto b, € by



+ Ker £ , donde £f(x) = (x,a)(f : A o A). Por otra parte , cual-
quier elemento c € b1 + Ker £ verifica (c,a)=1.
Entonces p_l(a) es convexo y cerrado (pues f es continua).

Veamos que p es semicontinua inferiormente, sea V un abier-

to de Sn(A) (con la topologia inducida por AZn) y veamos que:
— -1
T={x€U (A :p (x) NV #¢)

es abierto en Un(A).

Sea x; € T , entonces p-l(xo) NV #¢ , es decir existe bOGEAn
tal que (bo,xo) =1 vy (xo,bo) €V .

Tomemos en A" alguna de las normas equivalentes derivadas de la
norma de A . Dado 0<e<l1l , existe & >0 tal que si Hxl-xoﬂ

< &, tenemos

I(bo,xl) - 11 = H(bo,xl-xo) 1< e
por lo que (bgy,x;)=1+h con Ilhl <€ ; como € < 1 ,este

elemento es inversible, y su inversa es Z (-h)3.

Ast, I(bo,xl)_lﬂ < z €3 =1 .

j=0 1 -c¢€

Tomemos b, = (bo,xl)-1 - by , resulta entonces que

_ -1
|b1"b0" = ﬂ(bo,xl) (1 —(bo,xl))boﬂ <

-1 € _ '
I 11 -C(bgy,xy ) 1bgl < byl = e’ .

< H(bo,xl)
1 -¢€



Como (bl,xl) = (bo,x )-1. (bo,xl) = 1, es claro que (xl,bl) €

1
-1
p (xl) , Y como

on —xlﬂ <& ﬂbo -blﬂ < e

con €' tan chico como se quiera,con tal de tomar & suficien-
temente pequeno, obtenemos asi que para un & adecuado (xl,bl)
e V L]

. . -1
O sea que si on-—xlﬂ < 8 , tenemos p (xl) NV #¢ , con lo

cual T es abierto.

Entonces por el teorema de Michael existe ¢ : Un(A) - Al x Al
continua,tal que
_l -

¢ (a) € (conv p “(a))

pero como p ~(a) es convexo y cerrado, queda que
-1

p(a) € p “(a) , con Y Un(A) - Sn(A)

Es inmediato que ¢ es una seccidn de p , es decir p(v(a)) = a,

lo que prueba 1).

Para probar 2) usemos la seccibén recién encontrada, como po¢¥ =

id , basta con ver que v op es homotdpica a idS (a) * De-
n

Up (A)
finamos F : I xSn(A) - Sn(A) por

F(t;(a,b)) = (a,#,(a) + t(b-¥,(a))
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donde $y = W09 3 Un(A) - nU(A) , Siendo T, la proyeccibn del
segundo factor de Sn(A) , en nU(A) .
Obviamente F es continua y efectivamente va a Sn(A) . pues

(wz(a)4-t(b-¢2(M),a)=

=(p,(a),a) + t((b,a) - (cpz(a),a)) =

1+ t(1-1)

1]
-

Y como F(0; (a,b))

(a,p,(a)) = ¢(p(a,b))

y F(1;(a,b))

(a,b),

obtenemos que Fo = 9o P y F1 = ,como querfamos.

idg (a)

Corolario 1.6: Un(A) Yy nU(A) son homotdpicamente equivalentes.

Corolario 1.7: Si X es un espacio topolbgicoy Y C X es ce-

rrado, toda aplicacib6n continua

(X,Y) > (U_(A),a)

se puede levantar a

(X,Y) > (S (A), (a,b))

para algGn b € A", tal que (b,a) =1 .
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Si A es un 4lgebra de Banach y X es un compacto separado,
consideremos el &lgebra de Banach de funciones continuas de X
en A, C(X,A), con |Wfl = sup {If(x)lA , X € X} .

Si &

C , notaremos simplemente C(X).

Corolario 1.8: La inclusidn

i
U, (C(X,A)) = C(X,U_ (A))
es un homeomorfismo.

Dem.: Basta con ver gque 1 es suryectiva. Por el Gltimo coro-
lario, si f € C(X,Un(A)), existe g € C(X,nU(A)) tal que (f,q)

€ C(X,Sn(A)). Pero es claro que
C(X,S_(A)) ~ S_(C(X,A))

luego f € Un(C(X,A)).
En realidad esto puede probarse de una forma mé&s directa, sin

el uso del teorema 1.5; la siguiente demostracibn est8 adaptada

de[5] (ver [9]).

Si X es paracompactoy f : X - Un(A) es continua, sabemos
gue dado x € X , existen gl(x),...,gn(x) tales que X fi(x)
gi(x) = 1.

Como A° es abierto, existe un entorno abierto Vx de x tal

que Z £ (y) gi(x) € A" (y € v,) , luego
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-1
y > glx) [T £.(y) g}(x)]

es una funcibén continua definida en Ve - Usando una particibn
de la unidad subordinada a un refinamiento localmente finito de

(Vx), podemos construir g, : X * A tal que

(f,g)=2 £ =1.

i9i

En igual forma podemos probar que si X es una variedad de cla-

k

se C (lgKg=):

4

K K
C (X,Un(A)) o Un(C (X,A)) .

U (A) y GL_(R).

Como ya dijimos anteriormente, GLn(A) estd8 intimamente rela
cionado con Un(A) ; agqui vamos a estudiar esa relacibn,y vere-
mos, entre otras cosas, condiciones suficientes para que un uni-
modular dado se pueda completar a una matriz inversible.

Si A es un anillo con unidad, a,b € al y o€ Mn(A) , re-
n

n n n
sulta (b,c.a)>= X b,[ £ o.,..  a.] = Z Zb,0,. a.-=
' =1 T j=1 T3 3 p=3 §=1 T T3 3
n n
= 2 [ £ b,o..] a. =<(b.o,a) .
j=1 =1 T TI" 3

Dado a € An, definamos

T : Mn(A) - al por T(0) = 0.a
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- n —
y t, : GL_(A) »a , t, = T/GL_(A) .

Proposicibén 1.9: Las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) a € Un(A),
(11i) la imagen de ta esti contenida en Un(A),

(iii) 1la imagen de t, interseca U _(A).

Dem.: (i) = (ii) como a € Un(A) , existe b € A" tal que
(b,a)=1. Tomemos un x en la imagen de ta , entonces x =

o.a con o € GLn(A) P YS

1 1

(bo ~,x) = (bo—l,oa) =(bo "0,a)=(b,a)= 1, por lo que

X = Un(A).
(ii) = (iii) es trivial.
(1ii) = (i) si x es unimodular y esti en la imagen de ty o,

X = 0a para algn o0 € GLn(A), y existe y € A" tal que

1

1=(y,x)=(y,0a)=(yo ,a) ,

y asi a € U_(A).

Observemos que en general t, (con a € Un(A)) no tiene por qué

ser suryectiva, por ejemplo, si A no es conmutativo, n =1 vy

a=1,t, esla inclusién del grupo de elementos inversibles

de A, A", en Ul(A) , los elementos inversibles a izquierda,

en general un conjunto m8s grande que A" .

Pero afin en el caso de un dlgebra de Banach conmutativa con uni-
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dad, t_ puede no ser suryectiva (ver [ 9] para un ejemplo).

Sin embargo, ta tiene importantes propiedades.

Proposicibén 1.10: Si a € Un(A) ’ ta : GLn(A) - Un(A) es abierta.
Dem.: T : M _(A) - A" ,dada por T(o) = o0.a es un epimorfismo,

) verifica

. n
pues si (b,a)=1 y x€A , o = (x;b 1<i,j<n

177
que o0.a = X
Por el teorema de la aplicacibén abierta, T es abierta, y como
ta = T,/GLn(A) y GLn(A) es abierto, resulta que ta es abier
ta.
Como hemos visto, GLn(A) actia sobre Un(A) por intermedio de

la aplicacién

GLn(A) x Un(A) - Un(A)

(0,a) > o0.a
podemos entonces considerar la siguiente relacibén de equivalencia

si a,b € Un(A) , a~b e existe ¢ € GLn(A) tal que o¢.a = b.

Notemos Fa la clase (la 6rbita) de a :

Fa = {ga :0 € GLn(A)} = GLn(A).a

Y Ga la fibra (el estabilizador) de a :

Gy = {0 € GLn(A) :0a = a}
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Siendo Fa = im t, + por la proposicibén es abierto, pero entonces
también es cerrado (en Un(A)), es decir Fa es unién de algunas
componentes conexas de Un(A).

Es también claro que Fa es un espacio homogéneo,via el isomor-
fismo analitico de variedades de Banach inducido por ta

-

ta :GLn(A)/Ga - Fa

con lo que Un(A) resulta ser una unién discreta de espacios ho-
mogéneos.

Para informacién sobre la estructura analftica de A" , el lector
puede remitirse a [5] o [27].

Por razones de exposicibén pondremos también ty :GLn(A) - Fa in-
dicando el codominio,aln cuando originalmente ty :GLn(A) - Un(A):
Para probar la propiedad fundamental de t,*/,que ser& usada a lo

largo de todo este trabajo, usaremos el siguiente teorema, el

cual puede encontrarse en [31] como Corolario 7.3.

Teorema 1.11: Sea G un grupo metrizable, y H un subgrupo ce-

rrado, que es (localmente) isomorfo al grupo aditivo de un espa-

cio vectorial topolbégico metrizable, completo,y localmente conve-

xo. Entonces la aplicacién p :G * G/H tiene una seccibn local.

Proposicibén 1.12: ta :GLn(A) - Fa es una fibracién principal lo

calmente trivial.

-~

Dem.: Via ty podemos identificar Fa con GLn(A)/Ga y t,
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con la proyeccién p :GLn(A) - GLn(A)/Ga . luego por el teorema

existe una seccibén local de p , es decir, dado p(x)GEGLn(A)/
G, existe un entorno abierto U de p(x) y una funcibn conti-
nua s :U - GLn(A) tal que p(s(y)) =y ¥y € U . Obviamente

z, = s(p(x)) € p‘l(p(x)) , si z, € p'l(p(x)) » s, U > GL_(A)

21

definida por szl(y) = s(y) 201 zq también es una seccibén local,
y ademés szl(p(x)) =z, .

El resto sale por teorfa general (ver [24]).

Es interesante ver que en [ 9 },Corach y Larotonda construyen ex-
plicitamente una seccibn local sin el uso del teorema de Michael,
de la forma siguiente:

Si b € A" es tal que (b,a)=1 y si

n

N =Ker (x * (x,a)) de A en A ,

entonces se tiene la sucesibn exacta

T
0 — N© — M_(R) — A" — o

donde T(g) = o0.a .

La funcién j : A" > Mn(A) definida por j(x) = (xibK) es una
seccibn para T , y es claro que la exponencial exp :Mn(A) -
GLn(A) induce un isomorfismo local de variedades de Banach

n

exp/Nn:N - G_ .

a
Definamos ¢ :a" >

por ¢ = tao,exp oj , o sea

¢ (x) = exp (x;by).a (x € a™M) .
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Entonces la derivada de ¢ en 0 es

D0(¢) = Dl(ta)c Do(exp)o Dy (3) = 1An

pues D;(t)) =T , Djlexp) = an(A) » Do(3) =3

y T.j(x) = (xibK).a = (x;) = x .
Luego, por el teorema de la funcibn inversa, existen entornos U

de 0 en A" y VvV de a en I, tales que
¢ : U~V
es un isomorfismo, y
S = exp .j .¢—1 tV > GLn(A)

es una seccibén de ta , tal que s(a) = 1.

Corolario 1.13: ta : GLn(A) - Un(A) es una fibraci6én de Serre.

El estudio de las propiedades homotb6picas de Un(A) , donde A
es un &lgebra de Banach, requiere la identificacién de una compo
nente conexa destacada de U (A) . Es fécil ver qug‘los vecto-
res canénicos de A" :

e, = (1,0,...,0);...; e = (0,...,0,1)
est8n todos en la misma componente conexa de Un(A) , la cual 1lla

maremos Un(A)0 .

Es sabido que si A es un &algebra de Banach, la componente cone-
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xa del 1 en A° , notada A6 »es el subgrupo de A° generado

por la imagen de la funcibén exponencial:

n
a_

exp :A > A° exp a = 2
n=0

3

En particular, cuando A es conmutativa la imagen de la exponen-
cial es un subgrupo de A° y exp A = A6 .
Con estas notaciones, GLn(A)0 ser8 la componente conexa del

Proposicibn 1.14: Si a € U (A), vy t o :GL (A)g > U (A), t (0)=

0.a , entonces im ta = Un(A)0 .

Dem.: por el corolario anterior, si im ta N Un(A)o # ¢ , enton-
ces 1im t, ) Un(A)o , pero como im t, es conexoy estd incluido
en Un(A) , tenemos que im t_ = Un(A)0 .

Luego como ta(l) = a € im ta N Un(A)o , sale la proposicibn.
Veamos ahora la accibén de un morfismo de &lgebras de Banach unita
rias f :A > B en los elementos unimodulares.
Como se ve claramente, f induce una funcién lineal continua

£ :a" > gl

y por restriccibén, una aplicacibén continua

f :Un(A) - Un(B)
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que en el caso n =1 es un morfismo de grupos.
Claramente también las aplicaciones inducidas
£, tA° - B° y, en general fn :GLn(A) - GLn(B)
son morfismos de grupos.

Teorema 1.15: Sean A y B 4&lgebras de Banach, f :A > B un

epimorfismo, entonces

(1) f1 :Aé - Bb es una fibracidn localmente trivial
(ii) f1 :A° > B° es una fibracién de Serre.

(Como antes,notamos igual a dos morfismos con distintos dominios

y codominios por razones de simplicidad).

Dem. : (ii) es una consecuencia inmediata de (1i).

Para demostrar (i), por [ 7] basta con ver que £1(ay) = By .

Claramente fl(Aé) - By - Si b € Bé , Como Bb est8 generado

por la imagen de exp , existen bl”"’bn € B tales que b =
n

I exp b, .

. i

i=1

El diagrama conmutativo

muestra que exp bi € fl(Aé) , luego
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b = .3 exp by € fl(Aé) .
i=1

Notemos que f :A - B induce un epimorfismo de Mn(A) - Mn(B) ’
que por restriccibn induce fn :GLn(A) - GLn(B) , al cual se le
puede aplicar el teorema anterior.
En general, el homomorfismo de grupos inducido £ :GLn(A)-+GLn(B)
puede no ser suryectivo, por ejemplo si A = C(A) , donde & =
{z€cCc:lzl< 1} , B = C(Sl) , Yy f£f:A—>B es la aplicacibn
restriccibn, tenemos que A" es conexo y HO(B') =2 (ver [24]),

por lo que f1 :A° - B° no puede ser suryectiva.

Teorema 1.16: Si f :A 2> B es un epimorfismo de 8lgebras de Ba-

nach, entonces la aplicacién inducida

~

£ :Un(A) - Un(B)
es una fibracibén de Serre.
Dem.: S1 a € Un(A) y b = f(a) , tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

fn
6L (A)—"— GL_(B)

tl~lt
a F b

- n
U, (A) Un(B)

ty oty Y fn son fibraciones de Serre por el comentario ante-
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rior y corolario 1.13, el resto es claro.
Recordemos que una subdlgebra A de B se dice plena si BN A =

A° . El siguiente teorema fue extrafdo de [9 ].

Teorema 1.17: Sean A y B 4&lgebras de Banachy f:A - B un

monomorfismo con imagen densa y plena. Entonces fn .Un(A}*Un(B)

es una equivalencia homotbpica.

Dem.: En [36] (Teoremas 12 y 15) Palais demuestra lo siguiente:
si g:E —* F es una aplicacib6n lineal continua de espacios de
Fréchet con imagen densa, vy U CF es abierto, g es una equi-
valencia homot6pica entre g-l(U) y U . Luego, basta con ver

que
£ 1w _(8)) = U_(a)
n n n

o, la inclusién no trivial
£ u_(8)) cu_(a)
n n n ‘

Si f(a) € Un(B) , existe b € B” tal que (b,f(a))=1, y co-
mo f(A) es denso en B y B° es abierto en B , existe
c € A" tal que (f(c),f(a))€ B° , o sea f({(c,a)) € B° , pero
por la plenitud de £f(A) resulta que (c,a) € A" , en particu-
lar a € U_(Aa).

n
No se puede quitar la hipbtesis de plenitud, como lo muestra el

ejemplo anterior.
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Algebras de Banach conmutativas.

Vamos a considerar ahora el caso conmutativo, la posibilidad

de pensar al &lgebra A como una "subdlgebra" (no necesariamen-

te inyectiva) del &lgebra de funciones continuas sobre su espec-
tro,enriquece la teorfa con resultados mucho mds definitivos que
en el caso no conmutativo.

Aunque gran parte de lo que sigue es clésico y muy sabido,
es conveniente ponerlo (en la forma m&s breve posible) como me-
dio de introducir notacién. En adelante, y hasta el fin del ca-

pitulo, A ser8 un &lgebra de Banach compleja y conmutativa.

Generalidades: Si A' es el dual de A como espacio de Banach,

con la topologfia de convergencia puntual, también llamada débil
(inducida por la topologia producto de CA), consideremos el con-

junto (el espectro de A):
X(A) = {¢ EA' :v ¥ 0 y v(xy) =v(x)e(y) Vx,y €A} '

se demuestra que X(A) estd incluido en la esfera unidad de A‘',
y que resulta compacto con la topologfia inducida. Ademés, si
$ € X(a) , v(1) =1 y Ker ¥ es un ideal maximal; reciprocamen
te, si M es un ideal maximal de A , que necesariamente es ce-
rrado, existe un Gnico ¥ € X(A) tal que Ker ¥ = M .
Luego uno puede definir un morfismo continuo

A > C(X(A))

-

a—-a, ale) =v(a) ,
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llamado la transformada de Gelfand, con las siguientes propiedades:

(i) lal < lal

-~

(ii) A es plena en C(X(A)) , es decir sp a = ;(X(A)) = sp(a)

Va€ A , donde spa={A€EC/a-Ag A"} (el espectro de a).

(iii) Ker ©* = N{M C A : M ideal maximal} , llamado el radical de Ja-

cobson (rad A).

Observemos que (ii) implica (i). A .se dice semisimple si y sb6lo
si rad A=0, o sea si “ es inyectivo, por lo que A /rad A
con su norma inducida es un &lgebra de Banach semisimple.
La imagen A puede no ser cerrada en C(X(A)) , como muestra por
ejemplo tomar A = CK(Sl) con
K . .
fal = sug {‘E |a(J)(t)|} , donde al3)  es 1a derivada j-ésima
t€s j=0
de a.

Si I es un ideal cerrado de A ,
hull I = {¥ € X(a) : /b)) =0 ¥vb € 1} ,

es f&cil ver que X(A/I) se puede identificar con hull I.

La relacidén entre un &lgebra de Banach y su espectro ha sido estu
diada desde los comienzos de la teorfa, y mucho se podria decir al
respecto, uno de los primeros resultados en esta direccibn es el
teorema de Shilov [43]: HO(X(A),Z) = grupo generado por idempoten-

tes de A ; también esté&n los teoremas de:
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Arens - Royden| 3;41]: Hl(x,Z) A’ /exp A

Forster [20] : Hz(X,Z) Pic(A) (grupo de Picard)

Taylor [ 47] : H3(X,Z) Br (A) (grupo de Brauer).
Cuando el dlgebra en cuestién es de la forma C(X), con X un com
pacto separado, su espectro coincide con las evaluaciones en los
puntos de X , y la topologfia inducida por el dual es igual a la
topologia original; es f&cil ver en esas condiciones que C(X) es
isomorfo a C(Y) ,como &lgebras de Banach,si y s6lo si X es homeo
morfo a Y , lo que hace razonable pensar que las propiedades topo-
l6gicas de X se traducirén en propiedades de C(X) y viceversa;
por ejemplo, Watts [s0] calcula 1los grupos de homologia de X a
partir de C(X) .

Siguiendo las ideas de Novodvorskii [35], y haciendo uso de un c&l-
culo funcional holomorfo global desarrollado por Craw [15]; Taylor
[46]), [47]), y Raeburn [37] prueban los resultados m&s completos en
esta direccibén, uno de los cuales ser8 de uso continuo en este tra-

bajo. Primero necesitamos algunas definiciones previas.

Definici6én 1.18: Sea A un dlgebra de Banach compleja conmitativa,

B un espacio de Banach, y M CB .

1) A® B es el espacio de Banach que se obtiene por la completacién

n n
® =
de A®B con norma | E ay biﬂ z ﬁaiHAﬂbiHB (Notemos que
o i=1 i=1
si a®a € A®B ,« =i£1 ai®bi , con Ellaillllbill < ),

2) spa = im & C B , donde
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a(p) = I p(a;)b, (para ¢ € X(A))
i=1

3) M= (x€end®B:spacuy

Para un desarrollo de la teoria de estos "conjuntos espectra-
M . . -
les", A" ,cuando M es una variedad o un espacio homogéneo,

uno puede acudir a [51].

Teorema 1.19: Sea M un abierto de B , y supongamos que M es

una unibén discreta de espacios homogéneos. Entonces aM es 1o-
calmente conexo por arcos y la transformada de Gelfand * : A +C(X(a))
induce una biyeccib6n de ﬂO(AM) (componentes conexas de AM) en
[X(a),M] (donde [X,Y] nota las clases de homotopia de aplica-
ciones continuas de X en Y).

Observemos que si B es un &lgebra de Banach y M = Un(B) , enton-
ces por el comentario que sigue a la proposicién 1.10, Un(B) es

t8 en las condiciones del teorema.

Lema 1.20: a € Un(A) si y s6lo si a€ Un(C(X(A))).

Dew. : ; € Un(C(X(A))) < h(a) # 0 ¥h € X(A) < {al,...,an} no es

t& en ningGn ideal maximal < A a;+...+Aa =A.

Teorema 1.21: Sea A un 8lgebra de Banach. La transformada de

Gelfand induce una equivalencia homot6pica

U (A) ~ C(X(a),C}) .



26

n
Dem.: Notando que Un(A) = AC* Y que CE es un espacio homogé-

neo de GLn(C) , vVia
GL_(C) -» ¢! 0o > oe
n * 14 1 ’

el teorema anterior nos dice que en este caso la transformada de

Gelfand induce una biyeccibn
mo (U (A) = [X(B),C]] (= m (C(x(a),CP))) .

Notemos que por corolario 1.8 C(X(A),CE) es homeomorfo a

U (C(X(a))).

Ahora, como Un(A) Yy Un(C(x(A))) son subconjuntos abiertos de
espacios de Banach, basta probar que tienen el mismo tipo de homo
topia débil (ver [36]); peara esto veremos que si Y es un espa-

-~

cio compacto separado; induce una biyeccibn

[Y,U (A)] > [Y,U (C(X(A)))]

En corolario 1.8 probamos que [Y,Un(A)] = WO[Un(C(Y,A))] , Y como
X(C(Y,A)) = Y xX(A) (ver [28])), usando el teorema anterior obtene-
mos wO[Un(C(Y,A))] =~ [Y xX(A),CQ] , Y haciendo reiterado uso de
este teorema, y del hecho obvio C(Y,C(X(A))) = C(Y xX(A)) (via

la adecuada identificacibn), llegamos a que

[Y xX(R),C}] = mo[U_(C(Y xX(A)))] = my[U_(C(Y,C(X(A)))]
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= nO[C(Y,Un(C(x(A)))] = [Y,Un(C(X(A)))] .

Corolario 1.22: Sea A un 8lgebra de Banach, si X(A) es con-

tractil, tenemos gque Un(A) es homotb6picamente equivalente a SZn—l.

Con una argumentacibn similar a la del teorema, se puede demostrar

lo siguiente.

Teorema 1.23: Dadas dos dlgebras de Banach A y B , con A con-

mutativa, la transformada de Gelfand induce una equivalencia homo-

tb6pica
Un(A ® B) - Un(C(X(A),B)) .

Definicibén 1.24: Una subdlgebra B de C se dird8 n -plena si

n
Un(C) N B = Un(B).

Esta nocibn aparece naturalmente en el estudio de &lgebras de Ba-
nach, por ejemplo el famoso teorema de la corona afirma que H%

es n -plena en BC(A) para todo n natural. Para tener una idea
mé&s generalizada de la importancia de esta nocibn, veamos el si-

guiente teorema.

Teorema 1.25: Sean A y B 4dlgebras de Banach conmutativas com-

plejas,y v : A »B un monomorfismo. Consideremos la aplicacibn

traspuesta
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v* : X(B) > X(A) (v*(p)(a) =p(((a)), v € X(B), a € A).

Entonces:

l) v* es inyectiva si y s6lo si v (A) separa puntos de X(B).

2) v* es sobreyectiva si ys6lo si » (A) es n-plena para todo

n €N

Dem.: 1) Si P19y € X(B) con 2 # o 4 tenemos Que: existe
a € A tal que wl(v(a)) # wz(v(a)) si y s6lo si existe a € A
tal que v*wl(a) # v*¢2(a) . Notemos que aqui no se usa que

sea inyectivo.

2) Supongamos que »v* es sobreyectiva,y (al,...,an) € A" es
tal que (v(al),...,v(an)) € Un(B), o sea (w(V(al),...,w(V(an))7‘0
para todo ¢ € X(B); luego v*w(al,...,an) #0 , Vo € X(B), ¥y
como v* es sobreyectiva, resulta que ¢(al,...,an) #0 , Vo €

X(A) , es decir (al,..,an) € Un(A),y asi
(v(al),...,v(an)) € V(Un(A))C Un(V(A))-

Si v* no es sobreyectiva existe ¢ €E X(A) , ¢ & v*(X(B));

tomemos N = Ker ¢ , como Vv*(X(B)) es compacto, para todo x €
v*(X(B)) existe a en N tal que x(a) # 0 , luego y(a) # 0
para todo y € Ux (un cierto entorno abierto de x). Por compa-

cidad podemos hallar finitos de estos entornos tales que

v*(X(B)) C UV...VvuU Y (a;,-..,a)) € N? sea tal que

1
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x(aj) #0 si x € Uj , con lo cual si z € X(B), v*z(al,...,an) =
z(v(ay),...,»(a ))#0, y por lo tanto (v(ap),...,r(a)))€ v, (B),
pero como w(al,...,an) =0 vy vy es inyectiva, tenemos que
w(ag),...,v(a)) ¢ v(U,(RA)). De la inyectividad de » se sigue

que »(U (A)) = U_(»(R)), y entonces »(A) no es n-plena en B.

Corolario 1.26: Sea Y un espacio compacto separado, A una

subélgebra cerrada de C(Y) , i :A 2> C(Y) 1la inclusibn. Entonces
i* : Y * X(A) es un homeomorfismo si y s6lo si A separa puntos
de Y',y es n -plena en C(Y)(¥n € N) .

Tomemos por ejemplo A = {f € C(2) : £ es holomorfa en A}

con norma supremo, y B = H® , las funciones holomorfas y acota-
das en A con la misma norma, si Y :A > B es la inclusibén, es
f8cil ver que A es n-plena en H® para todo n natural, y
por lo tanto »* :X(A) = A > X(B) es sobreyectiva, pero A no

separa puntos de X(B) ,y entonces V* no es inyectiva.

Proposicibén 1.27: Sean A y B 4&lgebras de Banach,y f :A - B

un monomorfismo con imagen densa y plena, entonces f(A) es n-

plena en B para todo n €N .

Dem.: Si (f(a;),...,f(a ) € £(A)" N U_(B) , existen by (1<j<n)
n

en B talesque jzl bj f(aj) = 1 , luego por densidad de f£f(a) ,

existen cj(1.<j Sn) en A tales que f(cj) estéd lo suficiente

mente cerca de bj como para que Ef(cj)f(aj) € B°, es decir

f(z cjaj) € B N f£(A) = £(A)" por plenitud, luego por la inyecti
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vidad de f , f(A)® = £(A°), y claramente chaj € A* , en parti-
cular (al,...,an) GUn(A) y (f(al),...,f(an)) € f(Un(A)) =

Un(f(A)).
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Capttulo II. RANGO ESTABLE,O INTERPOLACION UNIMODULAR

Convexidad polinomial y &lgebras uniformes.

En este capitulo y en el siguiente vamos a hacer reiterado uso
de la teorfa de &lgebras uniformes, por ese motivo comenzamos es-
te capitulo con una lista de definiciones y teoremas que estarén
presentes hasta el final de este trabajo. Todos los resultados

aqui expuestos se pueden encontrar en Stout [45].

Definicibén 2.1:

1) Si A es un conjunto, c? nota el producto cartesiano de A

copias ¢e C con la topologia producto.

2) s8i A€ 4Ar, m es la proyeccibn de c! sobre la A-ésima

coordenada.

3) P, es el &lgebra més chica de funciones continuas de CA en

C que contiene las constantes y las proyecciones LN

Los elementos de PA son llamadoi polinomios en A variables;
si p€P , p es de la forma ‘fl pj , donde cada pj es un
producto finito de potencias de i;s proyecciones m,.

Asi, cuando A = {1,...,N} , P, es el anillo de polinomios en N

variables complejas.

Definicién 2.2:

1) Si K es un compacto en CA , definimos la c&psula polino-

-

mialmente convexa de K , K como el conjunto compacto
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a

K= {z € ch tip(2z)l < iply para todo p € PA} .

d
K se dice polinomialmente convexo si K = K .

2) Definimos la cdpsula racionalmente convexa de K , R -hull K ,

como

{z € ch ;i P Y g son polinomios con q nunca nulo en K ,
Ip(z)] < Ig(z)l ﬂpq_lﬂK} ,

K se dice racionalmente convexo si K = R-hull K .

Es claro que todo polinomialmente convexo es racionalmente conve-

xo. Si K CC compacto, se pueden caracterizar topolbgicamente

estos tipos de convexidad: K es polinomialmente convexo si y s

lo si C-K es conexo; y todo compacto es racionalmente convexo.

En dimensiones mds altas la situacién es mucho m&s complicada y

no hay una clara caracterizacibén de estos conjuntos; veamos un e-

jemplo en c? : si s, = {(eio,l) :0 real} y S, = {(eiﬂ,e-iﬂ) :

6 real} entonces S1 es homeomorfo a 82 , pero 82 es polino-

mialmente convexo y S, no.

Teorema 2.3: Si K C C" es un compacto polinomialmente convexo

(resp. racionalmente convexo), entonces hay una base de entornos

de K formada por conjuntos de la forma

{z € c" :ij(z)l <1 (1<j<S), donde los Pj son polinomios}

(resp. {z € c® :lpj(z)l < lqj(z)l 1<j<S, donde Pj ¥ 44 son po-

linomios, y qj(w) #0 , Yo €K , V¥j})

llamados P-poliedros (resp. R-poliedros).
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Teorema 2.4: Si A es un algebra de Banach conmutativa vy

{aX}AGA es un conjunto de generadores de A (como dlgebra de
Banach con unidad), entonces la aplicacién ¢ : X(A) - CA dada
por ¢ - (ax(w))keA € sp a, es un homeomorfismo de X (A) sobre

sp(ax) , que resulta ser polinomialmente convexo.

Definicibn 2.5: Diremos que A es un dlgebra uniforme (compleja)

sobre un compacto separado X si A es una subdlgebra cerrada
de C(X) que separa puntos y que contiene las constantes; muni-
da de norma supremo, la cual la convierte en un 8lgebra de Banach.
Esta definicién es ligeramente mds restrictiva que la de [W5] , pe
ro preferimos escribirla asi porque es precisamente ésta la defi-
nicién que verifican todas las dlgebras uniformes que aparecen

en este trabajo.

Definici6n 2.6: Sea X € ¢ un compacto.

1) Notaremos por P(X) a la minima subdlgebra uniforme de C(X)
que contiene a PA .

2) Notaremos R(X) a la minima subdlgebra uniforme de C(X) que
contiene a las funciones racionales p/q , con p,q € PA y donde
g no se anula en X .

3) si X C ch , A(X) serd la subdlgebra uniforme de C(X) forma

da por funciones que son holomorfas en XO .

Claramente si X C c® , P(X) C R(X) C 4(X) C C(X) ; y para cada

inclusibén se pueden dar ejemplos donde ésta es estricta.
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Teorema 2.7: Si Y C C” es compacto, X(P(Y)) =Y y X(R(Y)) =

R-hull Y .

Teorema 2.8: Si Y es un compacto polinomialmente convexo de ch,

P(Y) = A(Y).

Observacién: Si A es un 4lgebra de Banach compleja conmutativa,

podemos considerar via teorema 2.4 que X(A) es un compacto de
ch para algfin conjunto A ; y asi la clausura en C(X(A)) de la
transformada de Gelfand de A , (ﬁ)- es P(X(A)) , de manera que
mediante un morfismo de &lgebras de Banach unitarias, A /rad A

es densa y plena en un dlgebra uniforme P(X) .

Corolario 2.9: Si A es un algebra uniforme y a = (aA)REA gene-

ran A , entonces sp a es polinomialmente convexo y A es iso-

morfa a P(sp a) .

v

Para un amplio desarrollo de todas estas cuestiones el lector pue

de consultar al ya citado Stout

Estabilidad y el &lgebra deldisco.

Sobre la teoria general de rango estable mucho se ha escrito en
los Gltimos anos (ver [ 4 ], [44), [48]); la nocién de rango esta-
ble fue introducida por Bass como un medio de control para cier-

tas propiedades de los K-grupos de un anillo; los resultados que
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describen la naturaleza de este tipo de control se encuentran en-
tre los frecuentemente llamados resultaéos de estabilidad, los
cuales tienen incidencia tanto en K-teoria algebraica como en K-
teoria topolégica. Sin embargo, no va a ser en funcibén de la K-
teorfa que vamos a desarrollar aqui diversos conceptos de estabi-
lidad, sino principalmente para establecer relaciones, en el caso
de un dlgebra de Banach conmutativa, entre estos conceptos y algu
nas propiedades topolégicas, o mds especificamente homotépicas,
del espectro del dlgebra y los ceros de sus ideales. Como ya se
dijo, una vieja tendencia en la teorfia de algebras de Banach con-
mutativas consiste en relacionar un 8lgebra con su espectro; es
en esta direccidn que encuadramos nuestro estudio del rango esta-
ble. A partir de este punto de vista podemos calcular, o estimar,
en forma relativamente sencilla, los rangos estables de ciertas
dlgebras que no parecen nada f&cil de ser calculados por otros me
dios.

Como veremos en la siguiente seccién de este capitulo, la no-
cidén de reducibilidad definida a continuacibén, va a resultar equi
valente a la posibilidad de extender funciones continuas de un ce
rrado del espectro de A a todo el espectro X(A); a su vez en
esta seccibén veremos que el hecho de gue un unimodular sea reduci
ble o no depende de como se relacionan entre si ciertos subconjun
tos de A" . Por consiguiente obtendremos equivalencias entre al
gunos de los conceptos desarrollados en esta seccibén y la que si-
gue.

Las aplicaciones posibles de esta teorfia al andlisis se pueden

encuadrar en el terreno de la interpolacidn, a cuyo respecto hay
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un claro ejemplo al final de esta seccibn.

Por razones de simplicidad notaremos con letras latinas los ele-

mentos de A" y con letras griegas los de A asi, que (a,a) €

Un+1(A) significard que a € A" , x €n y A a; +Aa = A

1

M9~

i

Definiciones 2.10: Sea A un anillo,

n

(1) (a,a) € Un+1(A) es reducible (en A) si existe x € A tal

que a + xa = (a;+xja,...,a +xa) € U_(A) .

n
(ii) A es n-estable en a si todo (a,a) € Un+1(A) es reducible.
(iii) E1 rango estable de A (sr A) es el minimo n tal que A
es n-estable en « , para todo a € A ; o lo que en virtud de la
proposicién siguiente es lo mismo; sr A < n si y solo si todo

(a,a) € Un+1(A) es reducible. Si tal n no existe, decimos que

SYr A = e

Estas nociones de estabilidad estan dadas a izquierda, pero se pue
den definir de forma completamente anfloga como estabilidad a de-
recha; obviamente es indistinto para que lado se define la estabi-
lidad si el anillo es conmutativo. Con respecto al rango estable,
en [49] Vasershtein demuestra que el rango estable de un anillo
coincide con el de su opuesto, por lo que el nGmero sr(A) no de
pende de considerarlo a derecha o a izquierda. También en [49]
se define el rango estable de un anillo sin unidad A , simplemen
te como el de A" , el anillo que se obtiene de A por adjuncién
de una unidad.

Finalmente, dentro de la teoria general de anillos demostraremos
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un resultado que hace del rango estable una auténtica nocibén de

estabilidad.

Proposicibén 2.11: Si sr(A) = m , y n >m entonces todo b €

U (A) es reducible, y de tal forma que existen ] € A tales

que (b; + v; b )l <i <n-1 ©S unimodular y v; =0 si i >m .

Dem.: b € Un(A) , es decir existe a € AP

tal gue lZlalbl =1,

a.b.)

D> como
m’i=m+1 “i- 1" '

consideremosla (m+ 1)-uplaunimodular (bl,u,b

sr(A) = m , existe c € A™  tal que (bl-kclﬁ,....,bm-+cmﬁ)€ Um(A),

donde B _1 :+1 aibi , pero entonces tambié&n es unimodular (b1 +
clanbn,...,b -i-cmanbn bm+1""'bn-1) , pues si (xj)1<j<m son
tales que jzl xj(bj-+cjﬁ) = 1 , entonces
m m n-1
jflxj(bj +cjanbn) + (jflxjcj).(l £+la b;) =
m m n-1
= jflijj + (JElicJ)(a nPn * i=§+laibi) =
m
= jflijj + JElicJﬁ .
De lo cual tomando v, = c.a para 1.<i.<;| y v; = 0 si

in

i >m sale lo afirmado.

Proposicibén 2.12: Sea A wun anillo conmutativo. Si a« €A y

(a) es el ideal generado por « , consideremos p :A"=> (afa))"
la aplicacién producto de la proyeccibén al cociente, entonces

(1) (a,a) €U (A) es reducible si y sblo si pl(a) € p(Un(A)).

n+1l
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(ii) A es n-estable en a si y s6lo si la funcibn Un(A) -
Un(A/(a)) inducida por p es suryectiva.

(1ii) sr A < n si vy sb6lo si Un(A) - Un(A/I) es suryectiva pa
ra todo ideal I C A (equivalentemente para todo ideal princi-

pal de A).

Dem.: (i) (a,a) es reducible si y sblo si existe b € A" tal

que c=a+ ba GUn(A) , 0 sea pf(a) = p(c) € p(Un(A)) ,

(ii) es una consecuencia inmediata de (i), pues (a,x) € Un+l(A)
= p(a) € U (A/fa)),

(iii) es claro si uno toma ideales principales, veamos la equiva-
lencia a tomar ideales cualesquiera; que p(a) € Un(A/I) con a

en An

, significa que existe a € I tal que (a,x) € Un+1(A) ’
pero entonces (a,«®) es reducible, y por tanto -p(a) € p(Un(A))
(igual que en (i)).

Podemos hacer una reformulacién de esta proposicidn, en funcibén
de ciertos subconjuntos de Al ; si I es un ideal de A , note

mos
n
Hn,I(A) = {a €A /(a,a) € Un+l(A) para algGn a € I} ,

en caso de que I = (a) simplemente escribiremos H o (B) .
Es fécil ver que si p es como antes, Hn I(A) = p—l(Un(A/I)) Y

p—l(p(Un(A)) , por lo gue la proposicibn queda asf:

n
Un(A) + 1

(i) si a € H a(A) , (a,a) es reducible si y sblo si a € Un(A)

’

+ Algq,
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(ii) A es n-estable en a siy sblo si H_ a(A) = U_(A)+ A"

14

(notemos que la inclusién DO siempre se verifica),

(iii) sr A g n sii Hn éA) C Un(A) + AMy para todo o € A .
’

Una de las posibles ventajas de este punto de vista es que la pro
posicibn sigue siendo valida en el caso no conmutativo, eso ade-
més del hecho de que algunos resultados que relacionan Un(A) con
Un(A/I) y que usan herramientas bastante fuertes,pueden demos-
trarse muy simplemente en estos términos.

Es facil ver que si A es un dlgebra de Banach,tanto Hn,a(A)
como Un(A) son subconjuntos abiertos de A" , luego también lo
es Un(A) + Ay (pues es la unién de los abiertos Un(A) + aa,

a € A" ; mucho méas puede decirse en el caso conmutativo, de modo

que de aqui en adelante salvo que se especifique lo contrario A

serd un dlgebra de Banach conmutativa.
Lema 2.13: Un(A) + Ana es abierto y cerrado en HnA}A) .

Dem. : Un(A) + A" es abierto en A" , luego lo es en H a(A)'
’

Primero observemos que si b € Al , @ € Un(A) + A" Y B €A

son tales que (a,b) + ga € A° , entonces b € Un(A) + ANy ’

pues a =c¢+ ha , donde c¢ € Un(A) y he At . Asi,

(c + ha,b) +ﬁa = (clb) + ((hrb) + ﬁ)a € A" .

Como ¢ es unimodular, existe r € al

y entonces

tal que <(h,b) + g8 = (c,r),
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(c,b) + (c,r)a =(c,b+ra)e A" .

Tomemos ahora (am) una sucesién en Un(A) + A"a con 1fm ap =
. n
S
a € Hn,a(A) , como (a,a) € Un+l(A) , existe d €A y 8 A
tales que (d,a)+ Ba =1 y como A" es abierto, (d,a )+
fa EA° para m = my » ¥y por lo recién visto también d € Un(A)

+ A" @ , luego por igual motivo a € Un(A) + A a.

Corolario 2.14: Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) A es n-estable en a.

n
2) Un(A) +A"a D Hn’a(A) .

3) (un(A)-+A“a)' DH(B) .

Teorema 2.15: Dado b € A" , son equivalentes:

1) b €U (A) + A
2) Existe d € Un(A) y una curva v :[0,1] - H a(A) tal que

y(0) =b y (1) =4 .

Dem.: 1) = 2) es claro, pues b =d+aa con d € Un(A) Yy

a € A" ; entonces y(t) =d+ (1l -t)aa€ Un(A) + A" acC Hn,a(A) pa
ra todo t €[0,1] es la curva buscada. v

2) 1) . Dada 7vY:[(0,11~ Hn,a(A) reuniendo b y d € U_(A),

es obvio que b y d pertenecen a la misma componente conexa

D de H a(A) . Por lema 2.13 , (Un(A) +A%a) N D es abierto Y
’

cerrado en D , pero d € (U_(A) +A%@) N D, por lo que (U, () +

Ana) ND=D,y bE€ Un(A) +A"a como afirmamos.
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Corolario 2.16: A es n-estable en a si y s6lo si cada compo

nente de Hn,a(A) interseca Un(A) .

Dem.: Sea D una componente de Hn a(A) , Y bED, como D
14

es arco conexo e interseca Un(A) , hay una curva en las condi-

ciones del teorema, por 1lo cual b € Un(A)'+An‘1-

Para la otra implicacibn, tenemos que H o (R) = Un(A) + Ao,
14

y el resultado se sigue del teorema, parte 2).

Proposicién 2.17: Si A° + Aa es denso en Hy o (A) , entonces
’

para todo b € H _(A) existen u € (A")® y B €A tales que

(u,b) + fa =1 .

Dem.: Tomemos al,...,an,S en A tales que (a,b) + fa =1 .
Por hip6tesis existe cj = vj-+rja € A" + Aa que aproxima en me
nos de € a aj para cada 1<j<n , por lo que (c,b) + §a €
A" , pero (c,b) + §a =(v,b)+ ((r,b) + §)la =y € A" .

Tomando u = 7_1 .V € (A')n y b = 7_1 (r,b) + §) € A resulta

lo afirmado.

Observemos que si S C A es un conjunto multiplicativo (o sea
S1,52 € S implica S] -5, €8) , y a €A, también es multiplica
tivo el conjunto A®* S+Aa = {u.s+aa:u €A, s€S y ae€a},

pues

(ulsl-+a1a)(u252-+a2a) =(ulu2)slsz-+(ulsla2-+u252a1-+ala2a)a .



42

Entonces, si T C A’ +Aa, resulta que S(T) , el conjunto multi-
plicativo generado por T también est§ incluido en A® +Aa;

luego, si para un tal T , S(T) es denso en A , tenemos que

H (A) CA=S(T) CA"+Aa, y por lo tanto A es l-estable en
QX °

a .

Con lo hecho hasta el momento estamos en condiciones de demostrar

el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.18: Sea X un subconjunto compacto de C . Luego si

A=P(X) o R(X) , A"+Aa es denso en A para todo a €A , y
por lo tanto vale la tesis de la proposicidn.

En particular sr(P(X)) = sr(R(X)) =1 .

Dem.: Consideremos primero el caso A = P(X) . Como P(X) = P(X),
donde X es la cépsula polinomialmente convexa de X , no hay
pérdida de generalidad en considerar X polinomialmente convexo.

Probaremos que

T = {(z—zo)e Az e(xo\za)u x©} UC, CA" + Aa

(aqui x° = interior de X , x¢ =c-x . Y Za = {(w EC/alw) = 01}).

Si 2z, € X¢ , se tiene que (z -2,) € A*

Si z, € x°\za , tobmemos la componente conexa de z, en x° , D.

Entonces existe zq € oD (borde de D) tal que a(zl) # 0 , y una
curva 7:[0,1] > C\z, tal que 7(0) =25 y 7(1) = z; .

Asi, 2z - 7 es una curva en H, a(A) que conecta 2z - 2y €On z - 2,4.
’
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De forma andloga =z -2z, se conecta en Hl,a(A) con z -z, pa-

ra algGn z, € X ; como 2z -2z, es inversible en A , por teore-

ma 2.15 tenemos que z -z, € A" +RAx. Y obviamente C, C A" +Aa.

Es claro que S(T) es denso, y por las observaciones anteriores,
S(T) C A" +Aa, luego este Gltimo conjunto es denso como afirma-

ramos.

El caso A = R(X) es similar, tomando
- - . 0 c - .
T = {(z zo)e A 1z e(X \Za)u X Yu{l/(z zl)e A:z, Z X}u C,

Corolario 2.19: E1 &lgebra deldisco, P(p) tiene rango estable

uno.

La versibén tan simplificada de este teorema, que hace hincapié

en el andlisis algebraico,no fue la primera que obtuvimos. E1
hecho de que el rango estable del &lgebra del disco P (B) fue

ra uno, era de sospecharse a partir de que el &lgebra de funcio-
nes enteras en C,0(C) tiene esa propiedad (ver[ 42]).Peter Jones,
Donald Marshall y Thomas Wolff demuestran de modo totalmente anali
tico que sr P(a) =1 en [26], almismo tiempo que encontr&bamos &sta
y otras pruebas de esa igualdad [12], la primera de las cuales re
producimos aqui a continuacidén por dos motivos: en primer lugar

es totalmente analitica, y aunque m8s complicada que la demostra-
cidén anterior, es muy elemental, aparte de proveer el germen para
el teorema 2.39 , que veremos m&s adelante; en segundo lugar, de-

muestra constructivamente que si f,g € P(a) y Ifl + Igl >0,
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existen a,b € P(a) tales que af + bg = 1 . Demostraciones
constructivas de que los caracteres de P(Z) son exactamente las
evaluaciones en puntos de j se pueden encontrar en [ 6], [ 8]

y [19].

Teorema 2.20: El &lgebra del disco A tiene rango estable uno.

Dem.: En lo que sigue podemos suponer Hlgl =1 (g € a).

1) Existe € sl tal que (z -2z,,9) es reducible. Como los

%1
polinomios forman una sub8lgebra densa en A , existe un polino-

mio p tal que lp-gl < 1/2 . Luego, tp/lpl - gl < 1 , pues

Ip/lpl - gl <lp/lpl - pt + Ip - gl =

fpll1/0pl - 11 + lp - gl =

ligl - 0Ipll + 0Ip - gl

< 2lp-gl <1.

1

Llamemos q = p/lpl . Luego, podemos elegir un z, en S tal
que Iq(zl)l = llgl = 1 . Rotando adecuadamente podemos suponer
que z; = 1 . Veamos que fn(z) = ((z +1)/2)n g(z) alcanza su

norma finicamente en el punto 2z = 1 para todo n natural. Si

z #1

1 ((z+1)/2)" q(2)] <lq(z2)I <lgl = 1 = I£f_(1)].
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Ahora, elijamos n de modo tal que fﬁ(l) = (n/2)g(l) + g' (1) #0.

Probemos que (z -1,g) es reducible.

Pongamos
((z+1)/2)" q(z) -q(1) 44
1 -2
v(z) =
-£! (1) r 2 =1

De la identidad (z-1)v(z) + ((z +1)/2)n g(z) = gq(1), y observan-
do que v€A° y que Ilg(1)l =1, es claro que (z-1,g9) es

reducible. Consideremos ahora
1(z) = (z -1)v(z) +((Z-+1)/2)ng(2) = q(1)-[ ((z +1)/2)n(q(2)-g(2))]

Luego, l1-q(L)l = l((z+1)/2)M(q-g)1 < I(z+1)/2) Mg -gl =
lg-gl <1, y como Ig(1)l =1 , resulta que 1 € A° y entonces

(z~-1,g) es reducible.

2) Existe z, € A\Zg (aqut Zg nota los ceros de g en 3) tal

ue (z-2,,9) es reducible. Por lo recién hecho, existe h € A,
q 0’9

u € A" tales que (z-1) +hg=u . Como A" es abierto
(z-1+4+1/n) +hg = u + 1/n € A~

para n > ng . Es suficiente tomar 2z, =1 -1/n0 .

3) Para todo a € A\Zg , (z-a,g) es reducible.

(i) Si « € 8\Z_ , hay un entorno U de « con la siguiente
g o «
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propiedad: si w € Uy existen h € A , u € A" tales que

(z-a)+ hg = (z-w)u . Dado 0< €<1 , tal que la bola abierta
de centro a y radio € estd contenida en A , existe 0 <& <e
tal que lw-al <€ Ig()l si lw-al <& .

Si lz-al > € , tenemos que |z -al > | (v -a)/g(w)llg(z)]l, luego

la funcién

b(z) = (z-a)-((v ~a)/g(w)) g(z)

no tiene ceros en lz-al > € , yen lz-al <€ tiene un solo
cero por el teorema de Rouché [29]. Pero b(w) = 0 , lo que im-
plica que b(z) = (z -a)u(z) , con u€ A" .

(ii) Dados «a, f € A\Zg , pondremos a« ~ f si existen h € A ,

u € A° tal que
(z-a)+ hg = (z-B)u .

Es facil ver que ~ es una relacidén de equivalencia en A\Zg .
Por (i), ~ es abierta, luego como A\Zg es conexo, hay una Gni-
ca clase de equivalencia.

Ahora, por 2) existe un z € A\Zg tal que
(z —zo)+ 1g = v

donde 1 €A y v € A",

Por (ii), si «a € A\Zg , para algunos h € A , u € A° se tiene
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(z-a)+ hg = (z-2z3)u , y entonces

1 -1

(z-a)u -+ (W "h +1)g = (z -zg)+ 1lg = v € AT .

con lo que (z -a,g) resulta reducible.

4) Dado cualquier polinomio p tal que 2Zp N (Sl v Zg) =¢ ,
(p,g) es reducible. Si lal >1 , (z-a) €A° ; si lal <1 vy
a € Z_ , por 3) tenemos que (z -«,g) es reducible. En otras pa-

g

labras, (z -a,g) es reducible si a« & Sl ) Zg .
n

Sea p el tal polinomio, luego p(z) = A j1=11(z —aj) , para algu-

nos A €C vy @ & sl U Z (j =1,...,n). Sean hj €A, uj € A

g

. n
tales que (z..aj)+ hjg = uj (3=1,...,n). Luego A" DA Hj=1 u

x L L )+ h.gl= A 1L, ( )+ H
. 2 - . . = . - . =
j=1 “; 39 j=1'% 745 g

= p + Hg

con H en A . Esto prueba lo afirmado.

5) si f,geA y Ifl + Igl >0 , entonces (f,g) es reducible.
Via una transformacién de Moebius adecuada, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que g(0) # 0 .

Consideremos ¥ = f/S} y T = g/S1 , es claro que PY 4+ 717 €
C(Sl)’ (donde ¢ = conjugado de ¥ y C(Sl) es el algebra unifor
me de funciones continuas de S1 en C); luego (¥,7)€ UZ(C(Sl))

y como por [49],theorem 7, sr csl) = 1, existe B € C(Sl) tal

que v + f7 € csh-
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Por el teorema de Stone -Weierstrass los polinomios en z vy 271

son densos en C(Sl) , Y entonces existen polinomios p,q tales
que p +a (con a(z) = q(z-l)) estd lo suficientemente cerca de

f como para que
~ 1,.
¢ + (p + q)r € C(57) .

Ahora, si n = grado de gq , la funcibn

2"p+ 2" (p + Q7 € C(sh)
se puede extender a una funcibén del &lgebra del disco
2" f + rg € A

donde r € A ; y como esta funcibén no tiene ceros en S1 , existen
u €A° y un polinomio s sin ceros en {z € C:lzl > 1} tales

n
que zf + rg = u.s .

Es claro que s no se anula en Zg , Y por 4) y el hecho de que

g(0) # 0 , (zn,g) es reducible, con lo cual existen ¢ € A ,

v €EA° tales que z" + cg=v , y asi

n

(z" + cg)f + (r - cf)g = u.s

Nuevamente por 4), (s,g) es reducible, o sea existe d en A

tal que s + dg € A . Entonces

£+ (2" +cg) Y(r - cf + ud)g = (2P +cg) tu(s +dg) € A



como muestra una f&cil cuenta. Lo que prueba el teorema.

Veamos una aplicacibén de este teorema, si K C Sl es un compacto
de medida lineal nula, el teorema de Rudin - Carleson (ver [45],
P4g.204) nos dice que si f € C(K) , existe F en el &lgebra del
disco A que extiende a f , luego si f € C(K)" tenemos F € AP
tla que FlK = f . El teorema anterior nos dice que si f €
Un(C(K)) también podemos elegir F € Un(A) , Pues si g € A es
tal que sus ceros son exactamente el conjunto K,y H extiende

a f € Un(C(K)) , se tiene que (Hl,...,Hn,g) €U (A) , luego

n+l

existen bl""bn en A tales que

(H1 + blg,...,H + bng) (S Un(A),

n

y ésta es la F buscada, puesto gque

F./K = (H. + b. = H. = f, .
J/ (J Jg)IK J/K fJ

Estabilidad en &lgebras de Banach conmutativas.

En lo que sigue estudiaremos las nociones de estabilidad en
el contexto de dlgebras conmutativas, aqui la transformada de Gel-
fand y algunas conocidas relaciones entre el &lgebra y su espectro
jugar&n un papel crucial. Como ya sabemos, sr(A) <n siy solo
si la aplicacién Un(A) - Un(A/I) inducida por la proyeccién natu

ral A = A/I , es sobreyectiva para todo ideal I €A ( o para
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todo ideal principal), m&s podemos decir en la situacibén que nos
ocupa. De aqui en m&s, y salvo que se especifique lo contrario,
A y B serén &lgebras de Banach complejas conmutativas.

Por lema 1.20 obtenemos la igualdad U, () + (rad A" = U, ()
para todo n natural, de lo cual se deduce mediante una fécil

cuenta que (a,a) €U (A) es reducible si y s6lo si lo es

n+1l
(a,a) € U,;1(A/rad A), y consecuentemente sr A = sr(A/rad A),
por lo que el estudio del rango estable de un &lgebra cualquiera

se reduce inmediatamente al de un Slgebra semisimple.

Lema 2.21: Son equivalentes
(1) sr A <n
(ii) Para todo ideal cerrado I CA , 6:U_(A) > U (A/I) es so-

breyectiva.

Dem. : (i) = (ii) es obvio.

(i1) = (i) dado (al,...,an+1) € Un+1(A) , tomemos I = (an+1) ,

luego podemos encontrar (by,...,b ) €U (A) tales que b; - a;

€I (1<i<n) . Como Un(A) es abierto, existe € < 0 con la
propiedad de que si c¢ € A" vy Ib; - c;8 <€ (1<i<n) entonces
|

c € Un(A) . Asi, existen Xpree-sX € A con llbi —a; -X;oa

< € (1<i<n) , y por lo tanto
c = (a; + X) @ 41008 + x a 1) €U (A) .

Notemos que de la demostracién se desprende que basta tomar idea
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les cerrados generados por un elemento.

Lo mismo que en el lema pasa con las versiones més localizadas de
reducibilidad y de n -estabilidad, es decir (al,...,an+1)€ Un+1(A)
es reducible si y s6lo si la clase de (al,...,an) pertenece a

la imagen de 6 : Un(A) - Un (a/¢ an+1) 7).

En lo que sigue, ﬂo(U) notari el conjunto de componentes conexas
de U, y [u] serd la componente conexa de u € U ; obviamente
una aplicacién continua h :U = U' induce una funcibn wo(h):
nO(U)-+u0(U') . En este trabajo aplicaremos este funtor sblo a
subconjuntos abiertos de espacios de Banach, con lo que NO(U)
coincide con las componentes arco conexas de U .

Tomemos (a,a) € Un+l(A) , queremos saber si es reducible, lo que
equivale a que la clase de a en A/(a)  (notemosla a), perte-
nezca a la imagen de la aplicaci6én 0 :Un(A) nd Un(A/(a)_) , luego
por las propiedades de fibraci6én de esta funcibén (ver lema 1.6) ,
resulta que a € im0 si y s6lo si existe b € im 6 que esté
en la misma componente conexa que a (en Un(A/(a)-) , es decir
si [a]€im 7y (8) .

Obtenemos entonces una versién homot6pica de la proposicibén 2.12
que resultard de suma utilidad m&s adelante (comparar con corola-

rio 2.16).

Teorema 2.22: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Luego

(i) (a,®) €U _,;(A) es reducible si y sblo si [ a) pertenece a

la imagen de . (6) : 7, (U_(A)) > ﬂo(Un(A/(a)—))-
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(ii) A es n -estable en a si y sb6lo si la aplicacién

To(U_(R)) = ﬂo(Un(A/(a)-)) es suryectiva.

(iii) sr(A) < n si y s6lo si no(Un(A)) > ﬂO(Un(A/I)) es sur-

yectiva para todo ideal de la forma (a) . En particular, si

Un(A/I) es conexo para todo tal ideal, sr(A) < n .

De esta forma, el problema de reducibilidad se transforma en un
problema de homotopfa concerniente a las componentes conexas de
los conjuntos de elementos unimodulares, y de aplicaciones entre
ellos. Lo destacable de este punto de vista es que el funtor

T + via los trabajos de Novodvorkii, Taylor y Roeburn no depende
en realidad del &lgebra en cuestibén sino del tipo de homotopia de
su espectro. Como ya se dijo, la transformada de Gelfand induce
una biyeccién natural entre ﬂo(Un(A)) y [X(A),CE].

Es inmediato que CE es homot6picamente equivalente a SZn—l =
{z € ch :Izll2 + ... + Iznl2 = 1} , y por lo tanto hay una equiva

2n-1

lencia homotépica C(X(A),C?) ~ C(X(A),S ) , hecho éste que a-

. n
parece veladamente en corolario 1.22; en particular [X(Aa),C,]

se puede identificar con [X(A),Szn-ll , de modo que si f €
C(X,CE) , [f] lo vamos a pensar indistintamente en [X,CE ] o en
[X,Szn-l] .

Ahora, si (a,a) € Un+1(A) , la aplicaci6én 6 junto con la trans

formada de Gelfand nos dan el siguiente diagrama conmutativo
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Un(A) _ Un(A/( a) )

l l

C(X(a),Cy) — C(3,,Cy)

con 2, = hull{a) = XA/ ") , donde en virtud de la discu-
sibn previa,6las flechas horizontales son fibraciones de Serre y
las flechas verticales son equivalencias homot6picas. A su vez
este diagrama induce a nivel de los Ty oOtro diagrama conmuta-

tivo

T (U (A))— 7, (U_(A/(a) 7))

| |

[x(n),C3] —— [2,.,C3)

con biyecciones en las flechas verticales.

A partir de lo dicho, si por “ notamos la transformada de Gel
fand, y haciendo todas las identificaciones necesarias, tendre-
mos que (a,a) € Un+1(A) es reducible si y sb6lo si la clase de
homotopia lélza] en [Za,CE] proviene de la restriccién de al
gGn elemento de [X(A),CE] . Hagamos aquif un alto para hacer
un breve comentario, el teorema de Borsuk ([ 34],p&g.56) nos di-
ce que una funcidén dada u G[;|Za] se puede extender a un ele
mento de C(X(A),CJ) si y s6lo si la clase [u]-= lélza] se
puede extender a un elemento de [X(A),CE] ; de esto y lo ante-
rior resulta que (a,a) es reducible si y s6lo si ;|Za se

puede extender a X(A) , es decir si existe f € C(X(A),CE) tal

que flza = alza . En realidad, el teorema de Borsuk es un caso
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particular del lema 1.16, tomando A = C(X(A)) y B = C(Za) ; su
mencibén aqui responde finicamente a la intencién de destacar cémo
el problema de reducibilidad se transforma en un problema clésico
de extensibén de funciones continuas.

Es inmediata la siguiente

Proposicién 2.23: (a,a) € Un+1(A) es reducible en A si y sblo

si (a,a) es reducible en C(X(a)) .

Dem.: Existe f € C(X(A),CE) tal que fIZa = lea si y sblo si

. n -~ " -
existe f € C(X(A),C,) tal que flza = alza , pues 2, = Z

Corolario 2.24: (a,a) € Un+1(A) es reducible en A si y s6lo
si para todo dlgebra de Banach B D A tal que X(A) = X(B) , (a,«a)

es reducible en B .
Para nociones m&s globales tenemos

Proposicidn 2.25: 1) A es n -estable en a si y sb6lo si Pyt
2n-1 2n-1]

[X(A),S ] > (248 es suryectiva.

2) srA<n siysblosi p,  es suryectiva para todo a € A .

Corolario 2.26: Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un(A/I) es conexo para todo ideal cerrado I ;

2n-1

ii) [2,,S ] es trivial para todo a« € A ;

iii) sr A< n y Un(A) es conexo;

1

iv) srA<n y [X(A),Szn- ] es trivial.
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Corolario 2.27: sr A <€ sr C(X(Aa))

A estas alturas uno podria preguntarse qué tipo de invariante es
el rango estable en un &lgebra de Banach conmutativa A . De to
do lo dicho hasta ahora se desprende que el rango estable, una
nocién a priori meramente algebraica, en realidad depende sélo
del tipo de homotopfia de los pares (X(A),hull I), donde I es
un ideal cerrado, que puede tomarse de la forma (Aa) .

Pero antes de pasar al concepto global, deteng@monos un poco en
la versibn més localizada que se asocia naturalmente a este tipo
de estabilidad, es decir, la nocién de reducibilidad. La siguien
te proposicidén, de carécter puramente prdctico, nos provee una
serie de formas explicitas de chequear si un unimodular dado es

reducible o no.

Proposicibén 2.28: Sea A un dlgebra de Banach. Las siguientes

condiciones para (a,a) € U (A) son equivalentes:

n+1
1) (a,a) es reducible;
2) existe b € Un(A) y B €A tales que Zlbiai +fa =1 ;
AN
3) existe b € U_(A) tal que Db.a(2,)C {z € aniizi = 1} (donde
b.a = (bja;,...,b a )€ A");

4) existe b € Un(A) tal que STE(ZQ) no separa el "0" del
(en C™);
5) existe c¢ € Un(A) tal que a=c en Z, i

6) existe f_€ c(x),ch = U_(C(X(A)) tal que

I£ - al
m Za o

-+ 0 cuando m - «(donde llflZ = sup {lf(h)l: h € Z,1) -



56

Dem.: 1) #2). Existe x € al

tal que a + x«a€ Un(A) , por

n
eso alcanza con tomar b € Un(A) tal que igl bi(ai + x;a) =1
y B =Zbixi .

2) =3). si Zbja; +fa =1, se tiene que para h € Z,: 1=

¥ h(bj)h(ay) + h(B)h(a) = EZh(b)h(a,) = B.a(h).
3) =4). Trivial.
AN
4) =1). Sea r = sup {lzl; z€b.a(2,)} + 1 , y elijamos ¢ :
n N .
{1/2,1) = C - b.a(Za) continua tal que ¥(1/2) = (r,0,...,0) y

v(1) = (0,...,0) . Definamos ahora las siguientes curvas Yy 3

[o,1] » c , 7, : [0,1]1° c® dadas por:

2t , t €[0,1/2] (r,0,...,0), t €[0,1/2]
71(t) = ’ 72(t) =
1 ,t€][1/2,1] po(t) , t € [1/2,1)

Debemos probar que (b.a,«) es reducible en A , y por la discu-
sibén previa basta con mostrar que STE/ZQ es homotbépicamente nu-
lo en C(Za,CE) . Para esto, definimos Fi(h,t) = 7l(t) STE(h) -

b.a

72(t) ; es claro que F es una homotopia entre y la cons-

tante (r,0,...,0),por lo que sélo falta ver que F(h,t) € CE para
todo t € [0,1]: si 0<t<1l/2 , F(h,t) = 2t STE(h) - (r,0,...,0)
y r=0z0,...,000 >15.3(h) 1 para todo h €2, ; si 1/2<t<
1, F(,t) = b.a(h) - w(t) y »(t) £5.3(2) .

2)= 1). Notemos que B8 =23bici " para algunos c; €A, por lo
cual Z b;(a; + cya) =1 .

1)= 5). Tomemos x € A" tal que c = a + xa € Un(A), claramente

~ ~

a=¢ en 2 .
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5) =6). Basta tomar £ = c (me€ N).

6) =1). Por proposicién 2.23 es suficiente con ver que (;,&)

es reducible en C(X(A)). De 6) es claro que Fe =;-+t(fm-;)
define una curva en Hn(C(X(A));&) para m suficientemente

grande, pues Ft(h) #0 en C" si h € Z, Y m es tal que

Ifm-glza < min {lh(a)l; h € z,} - Asi resulta que F, = a es
td en la componente conexa del unimodular fn en Hn(C(X(A));&),
lo que significa que [;] estd en la imagen de Un(C(X(A))) -
Un(C(X(A))/I), donde I es el ideal cerrado generado por ;;
luego (;,&) es reducible.

Cuando el &dlgebra en estudio es C(X),con X un compacto separa
do, el rango estable estad completamente caracterizado por la di-
mensibn topol6gica de X . Hay varias formas de definir dimen-
siones en un espacio topolbgico normal, no todas ellas equivalen
tes entre si; quizd la m&s conocida es la dada mediante el uso de
cubrimientos con ciertas propiedades especiales, derivada de una
conjetura de Lebesgue que inicialmente probd Brouwer;es esa di-
mensibén la que vamos a tomar aqui,con una definicibén. que, aungue
distinta, resulta ser equivalente. Diremos ademds que varias de

las dimensiones usuales coinciden si X es un espacio métrico

separable.

Definicién 2.29: Sea X un compacto separado.

La dimensién de X (dim X) es el menor nfimero natural n tal que
para todo cerrado 2 C X , y toda funcién continua f:2 - s" , e-
xiste una funcibn continua F :X - s" tal que Flz = f . 0 lo

gue es igual, el minimo n tal que la restriccibn
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[x,s"] - [2,8"

es suryectiva para todo cerrado 2 CX .

Si tal nGmero no existe diremos que dim X = = ,

Para un sistemitico desarrollo de la teorfa de la dimensién el lec
tor puede recurrir a [25], [33], 6 [34]. Aqui enunciaremos unos
pocos resultados, someramente y a medida que los vayamos usando;
por ejemplo, es facil ver que si existe n tal que [X,Sn]*{Z,Sn]
es suryectiva para todo cerrado 2Z C X , entonces lo mismo pasa

con cualquier m >n .
El siquiente teorema es hasta donde yo sé&, el primer resultado gue
relaciona el rango estable de un &lgebra de Banach conmutativa con

la topologfia de su espectro.

Teorema 2.30 (Vasershtein): Si X es un compacto separado ,

sr C(X) = [dim X/2]+ 1 y sr CR(X) = dim X + 1 ,
donde Cp(X) es el 4lgebra de funciones continuas a valores reales
con norma supremo, y C(X) es como siempre, lo mismo pero a valo-

res complejos. Aqui [g] denota la parte entera de gq .

Dem.: Primero tomemos C(X) , por proposicién 2.25 sr C(X)< n

,SZn-l 2n-1

si y s6lo si [X ] - [Za,S ] es suryectiva Va € C(X) ,
pero como cualquier cerrado de X es el conjunto de ceros de al-

gn a € C(X) , esto equivale aque dimX=d<2n -1, o lo
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que es igual [d/2]+ 1< n ; luego sr C(X) =[4/2]+ 1 .

La demostracibén es completamente andloga para CR(X) , Observan-
do que para éste &lgebra real en particular, subsiste mucho de
lo dicho hasta el momento para dlgebras complejas, simplemente

n 2n-1 Sn—l

cambiando CE por R, y S por . De modo que

Sr Cp(X) < n si y s6lo si d<n -1, y entonces sr CR(X)<:d-+1.

Recordamos que los ceros de los ideales de A son los cerrados de
X(A) en la llamada topologfa hull -kernel, y que A se dice re-
gular si la topologia de Gelfand y la topologfa hull -kernel coin

ciden.

Corolario 2.31: Sea A un algebra de Banach conmutativa. Enton-

ces sr A [dim X(A)/2] + 1 , y si A es regular vale la igual-

dad.

Dem.: () sale combinando corolario 2.27 con el teorema anterior.
Para la otra desigualdad en el caso regular, notemos que por la
misma definici6én de dimensibn, existe un cerrado 2 C X(A) tal

que [x(a),s2n1 2n-1,

] »1lz,s no es suryectiva para n <
[dim X(A)/2] + 1 ; como existe un ideal I C A tal que hull I =
Z , obtenemos asi que Un(A) - U (A/I) no es suryectiva,y conse

cuentemente sr A 2 n .

Otros de los resultados cl&sicos de teorfa de la dimensibén que usa

remos,son los siguientes: si 2 es un cerrado de X y dim X <
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n , entonces dim Z < n ; y si dim X < n , entonces [X,Sm] = *

(es trivial) para todo m > n .

Corolario 2.32: Sea « € A . Luego, A es n -estable en « para

todko n> [(d + 1)/2]1+ 1, donde 4 = dim Z, -

Dem: La desigualdad anterior equivale a d4 < 2n - 1 , lo que
2n-lT

implica la trivialidad de (z,.s

Como hemos visto en proposicién 2.11, si A es n -estable en «
para todo @ € A , entonces A es (n+1) -estable en « para to

do « € A, Veremos con un ejemplo que esto no se sostiene en ge

13)'

neral si las palabras para todo son omitidas. Tomemos A = c(s

y £ €A tal que Zf = S11 - S13 , entonces A es 4 -estable
en f , porque [Zf,S7] = [811,87] es trivial. Pero A no es

5 -estable en f , pues [X(A),89] = [813,89] =0,y [Zf,SQ] =
[Sll,Sgl = 2, , luego [X(A),SQ] - [Zf,89] no puede ser suryecti

va (ver [24], Gltimo capitulo, para los detalles).

Teorema 2.33: Sea R un espacio compacto separado y E C R un

subconjunto cerrado. Si dim(R-E) < n , toda f :E - s continua

se puede extender a R .

La demostracién se puede encontrar en [34, p&4g.54] . En teorema
2.18 demostramos que si X es un compacto de C , sr P(X) =

sr R(X) = 1 ; lo mismo vale para A(X) cuando X es un compacto

adecuado. En [ 2 ] Arens prueba,entre otras cosas, que el espectro

de A4(X) es X
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Teorema 2.34: Si X C C es un compacto de interior conexo,

sr A(X) =1 .

Dem.: Supongamos primero que X es conexo. Dado (f,qg) €
UZ(A(X)), veremos que (f,g) es reducible en C(X) . Si g = 0,

f es inversible y no hay nada que probar. Si g # 0 , y por xo

notamos el interior de X , tenemos que Zg N XO es cero dimen-

sional; por teorema 2.30 C(xo) es 1 -estable en glx° , luego

existe una extensién continua F : X0 = C, de f|Zg nx% . Es

claro que la funcién H : X0 V) Zg - C, definida como

o

F(x) ,si xe€X

H(x) =

f(x) ,si x €2

es continua.

La dimensidn de X-—(;b ) Zg) es a lo sumo 1 , pues si fuera 2
tendrfa interior no vacio [34. p&g.98], lo cual es obviamente
falso. Entonces H € C()—(-0 v Zg,C*) tiene una extensién K €
C(X,C,) por el teorema anterior.

Si X es disconexo, s6lo debemos notar que a € Un+1(C(x)) es

reducible si y s6lo si € U ,,(C(Xy)) es reducible para toda

a Xq
componente conexa XO CX , vy que si Xg =¢ , dim Xo <1 .

Este tipo de técnicas que hacen fuerte uso de teoria de la dimen-

sién son tipicas de la situacibén que nos ocupa; el siguiente teo-
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rema, el cual puede tomarse como la versiédn n dimensional de
teorema 2.20, es un claro ejemplo de lo dicho.
|2

Consideremos B, = {z € ch :lzl + ...+ lznl2 €1} . Si D

es un subconjunto de ch , 0D notar8 el borde de D con res-

pecto a Cn .

Teorema 2.35: Si X = 3 6 Bn , sSr P(X) € n .

Dem.: Vamos a hacer la demostracién para 2" , pues salvo algGn
detalle técnico menor, la demostracibn para Bn es exactamente
la misma.

Tomemos (f,a) € Un+1(P(Zn)) ; si a =0 se tiene que f €
Un(P(Zn)) y no hay nada que probar, por lo que podemos suponer

a £ 0 . Veamos que dim Z, < 2n -2 , sabemos por [22] que
dim(Za Nna") <2n-2, por lo que basta con probar que dim(z, N aa™)
£ 2n-2 . Sea T = Za N aa" , 81 dim T = 2n -1 = dim aa" , por
ser 3A" una variedad topolb6gica, tendriamos que el interior de
T respecto de aa" , int T serfa no vacio (ver [25],p&g.46);
luego existen z0 €ET y 6 >0 tales que Vg na" cr,
donde Vg = {z € c? :Izi —zgl <&, 1<i=<n}.

Como z0 € aAn , existe un K tal que Izﬁl = 1 , entonces si

n-1

_ s - 0 <
w= (wgrecerwg qrogpqr-cerwy) € 8 es tal que ij zjl 8

para todo j entre 1 y n distinto de K , definimos
<1}

Lm = {(wl,...,wK_l,z,wK+1,...,wn):Izl
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Entonces a L se puede pensar como un elemento del &lgebra del

w
disco, el cual verifica que si z € sl y lz —zgl <&, aflwg,-.

= 0 , de donde dim(ZaI )y =2 1,

S rOp 11 Zelgy e rp) = aIL (z)
w Ly

y como todo elemento no nulo del Slgebra del disco tiene un con-
junto de ceros de dimensibn cero, resulta que ale = 0 . Esto
nos dice que si z € 3" y lzj -zgl <8§,1<j<n , j # K se
tiene que a(zl,...zn) = 0 sin ninguna restriccién sobre Zy -
Luego Zg #¢ , lo que es falso pues a # 0 .

Corolario 2.32 nos dice entonces que P(E") es m-estable en

a , para todo m = [———7————] +1=n, ycomo a es arbitrario,

obtenemos que sr (P (™)) < n .

También vale la otra desigualdad, como establecemos en una forma

ligeramente mds general, en el siguiente teorema.

Teorema 2.36: Sea X C C" un compacto polinomialmente convexo

de interior no vacio. Entonces sr P(X) » [n/2] + 1 .

Dem.: Sin perder generalidad podemos suponer que X D B,., pon-

gamos L = [n/2] . Luego, afirmamos que

(zl,z3,...22L_l,zlzz+z3z4 teeet Zor g Zop T 1) € UL+1(E#X))

no es reducible (donde z; son las funciones coordenadas).
L

Que es unimodular es claro, pues si g(z) = (kzl Zog-1 zzK) -1
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L

xkZ1("Zox) Zog-1 + 9(2) = -1 .
Si fuera reducible, z/zg = (21'23"'°'Z2L-1)/Zg se podria exten-
der a una funcidn continua F € C(X,CE) ; para ver que esto no
puede pasar, restrinj@monos al conjunto T = {z € Bz, = EZK—l

para 1<K<L} , entonces (z,g)/T queda (zl,z3,...,z2L_1,lzll2

+ |2

2 L
+ ... + IzZL—ll -1) , vy F/T € c(T,C,) con F/T Nz

S2L--l

| 2
3
Z/T‘ng ; pero T N Zg = zg/T =~

de s2L-1 en CE

1
y z/T Nzg es la inclusibn

gue por teoria general de homotopfa,no se puede

extender a todo

L
L 2
. =
{(21,23,...,22L_1) € C kEIIZZK-ll <1} =T

(= denota homeomorfismo).

Corolario 2.37: Si X = A" o B, , entonces

[n/2] + 1 < sr P(X) <n .

Dem.: Es una simple combinacidén de los teoremas anteriores.

Corolario 2.38: Si A es un dlgebra uniforme con X(A) C c”,

xA)® #¢ y A DP(X(A)) , entonces sr A > [n/2] + 1 .

Dem.: Sale del teorema notando que z; €A, 1<i<n.
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Funciones holomorfas acotadas.

En [12] conjeturamos que el dlgebra H” de funciones holomor
fas y acotadas en el disco abierto 4 tiene rango estable uno,
es decir que si f,g € ¥ y Ifl + Igl > 81, para algGn &, >0,
existe h € H® tal que |f + hg| > 52 para alg@n 52 >0 . Es
te problema, que afin permanece abierto,no parece nada f&cil, pues
en cierto sentido es un refinamiento del muy dificil teorema de
la corona (ver [18],p&g.201, o [21] ,p&g.323). El teorema de la
corona afirma que (fl,...,fn) € Un(H”) si y s6lo si existe
§ >0 tal que Ifyl + ... + If [ >& (notar que H® con norma

supremo es un lgebra de Banach). Uno de los motivos que nos lle

va a creer que sr(H°) =1 es el siguiente teorema.

Teorema 2.39: Sea (f,qg) € U,(H*) y supongamos que f pertene-

ce al dlgebra del disco. Entonces, (f,g) es reducible.

La demostracibén de este teorema est8 fuertemente basada en un tra
bajo de D.J.Newman usado por L.Carleson para probar su famoso teo
rema de la corona, y en ciertos hechos generales sobre la teoria
de rango estable en &lgebras uniformes.

Recordemos un par de f&ciles resultados que han aparecido a lo
largo de este trabajo:

Si A es un 8lgebra de Banach conmutativa, se tiene

(1) (,8) € U,(A) es reducible siy s6lo si a € A° +AB ;
(ii) si (a,B) y (a',p') € UZ(A) son reducibles, entonces

(aa',B) € U,(A) , y es reducible.
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Lema 2.40: Sea A un &lgebra uniforme y «a €A, si F € R(spa)

entonces F(a) = Foa € A .

Dem.: Existe una sucesién de funciones racionales sin polos en
sp « tal que f —F en R(sp @) , luego f (a) €A y ﬂfn(a)-

fo@l, = sup If (a(x)) -foa(x))l = sup If (y) -f (y)] <e si

XEX(A) YESp a
n, m>N . Por lo tanto, existe f en A tal que fn(a) - f

en A, ysi x € X(n),

f(x) = 1im fn(a(x)) = F (a(x)) , osea f = Fla) .
n

Proposicién 2.41: Sea A un &4lgebra uniforme, a, 5 € A , y sean

D, (i € I) las componentes conexas de C - &(Zﬁ) .

Supongamos que para cada 1 € I existe 2z; € D; tal que («a —zi,ﬁ)
S U2(A) es reducible.
Entonces, para todo F € R (sp a) tal que (F(a),f) € UZ(A) se

tiene que (F (a),f) es reducible.

Dem.: Para todo z € C - &(Zp) , (a = z2,0) es reducible. Efecti-
vamente, si v :[0,1] — Di cc - &(Zﬁ) es un arco que une z; Yy

z , es claro que
(@ = y(t),6) € U,(A) vt € [0,1],

y asi tenemos que @ - z; y @ -z estdn en la misma componente

de Hl(A,a) (ver [14]) , luego como (a - zi,ﬁ) es reducible, lo
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afirmado se deduce de teorema 2.15.

Entonces, para todo 2z € C - &(Zﬁ) existe u € A tal que

Q@ - zZ = 4 en ZB .
Si F € R(sp a) es tal que (F(a),l) € U2(A) entonces ZF N

&(Zﬁ) = ¢, puesto que (F(a),f) € UZ(A) equivale a ZF(a)n Zﬁ =
¢ . En particular,podemos encontrar funciones racionales fn
con polos fuera de sp @ y ceros fuera de &(Zﬁ) tales que

(fn) converja uniformemente a F en sp a . Luego fn(a)* F ()
y (fn(a),ﬁ) es reducible por (ii), o lo gque es igual fn(a) S
A" +AB. Pero A° +AB es cerrado en Hl(A,ﬁ) por lema 2.13,

lo que implica que F(a) € A* +A 5, es decir, (F(a),Bf) es redu

cible.

Corolario 2.42: La misma conclusién de la proposicidn es cierta

si toda componente de C- a(Z.) contiene un elemento de C -sp a.
re

Dem.: Para toda componente D; de C - &(Zp) , sea z; €
(C-spa)Nn D; . Luego, a - z; € A° y por lo tanto («a - z;,B)
€ UZ(A) es reducible, lo gque prﬁeba que las hipbtesis de la

proposicién son satisfechas.

Corolario 2.43: Sea (a,p) € U2(A) , si C - &(ZS) es conexo,

(a,) es reducible.

Dem.: En virtud de la proposicibén, tomando F(w) = w Vo € sp «,

es suficiente exhibir 2z € C - &(Zﬁ) con (a - z,8) reducible.
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Para esto tomemos z = lal+ 1:2z2 € C-ima C C - &(Zn) y « - z
H

€ A°, en particular (a - z,8) es reducible.

Sobre el espectro de H*® es mucho lo que se sabe y mucho lo que
se ignora, por ejemplo, el teorema de la corona asegura que el
disco abierto 4 es denso en X(H') , a m8s de ser abierto; sin
embargo, no debe pensarse por esto que la "corona" X(H=)\A es
una cosa pequena o de fécil manejo, baste mencionar un conocido
resultado para tener una idea de la magnitud de esta corona: si

w € Sl, definimos la fibra de w como M = {¢ € X(H”):;(¢) = w},
donde ; es la transformada de Gelfand de la funcibén coordenada,
entonces M, contiene una imagen homeomorfa de X(H*®) . De modo

que cada fibra contiene un conjunto homeomorfo a X(H”) , que a

su vez contiene fibras, y asi siguiendo hasta el infinito.

La demostraci6én del teorema, la cual se basa en ([18]) ,capitulo 12)
necesita de los siguientes lemas ([18] ,p8gs.203-205).

S —
Lema A: Sea B(z) = ﬂl(z -ag)/(1 -a; z) un producto de Blaschke

k=
finito con ceros distintos a;,...,a . Para 6§ <1/2 , sea F
una funcién analftica en {z € A : IB(z)l< 8} y tal que alli
IF(z)l < 1.
Entonces existe f € H™ con f(aK) = F(aK) (1<K<s) y Ifl <

S_Q,donde a es una constante absoluta.

Lema B: Sea f una funcién del §lgebra del disco tal que 0 <



If£(z) | <1 en (lz1=1),y E= {z€SY:1£f(2)I< 1} es no
vacio.

Entonces, existe una sucesifn (Bn) de productos de Blaschke fi-
nitos con ceros simples, tal que an(z)l = 1£(z)| uniformemen
te en cada subconjunto cerrado de a\E ,y Bn(z) - f(z) unifor

memente en cada cerrado de & .

Demostraciédn del teorema 2.39: Mediante una transformacidn de

M8bius y una homotecia, podemos suponer que g(0) # 0 y |lgl =
1 . De la proposicién 2.41 se deduce que basta con probar que
(z,g) es reducible (donde 2z nota la funcién coordenada), en

efecto
z(Zg) = {w € st ; existe ¢ € M tal que ¢ (g) = 0} U
U{w €35; glw) =0},

por lo que C - E(Zg) tiene una o dos componentes conexas; en
el primer caso la afirmacidn se sique del corola-
rio 2.43; en el segundo caso, (z - w,g) es reducible si lwl > 1,
pues 2z - w es inversible, luego tomando w = 0 , si probamos
que (z,g) es reducible, el tcorema sigue de la proposicibén ob-
servando que R{(sp ;) es el &algebra del disco.

Sea 0<6,<1 tal que Izl + Ig(z)!l > 5y Ppara todo z € 4 .

Existe E C S1

de medida lineal 27 tal que g tiene limite
no tangencial en todo z € E (ver [18]); la funcidn limite seré

notada también por g .



70

Sea V = {zy/lzgl ;5 z5 €8, gl(zg) = 0} v {z €EE ; g(z) = 0}
Luego E\V tiene medida 27 . Si z, € E\V , existe 81 >0

tal que Igl(r z)!l >8, para 0<r<l . Sea
R = {r zy 0<r<1lj} y 6 = min{ao,sl} .

Luego Izl + Ig(z)! > &8 para todo z € a y lg(z)l > &
para todo 2z € R .

Para h € H®, consideremos Sg(h) = {z € 5 : lh(2)! < §/2} ,
y tomemos gp(z) = g(p z) para aquellos p < 1 tales que

glp z2) # 0 en st . Luego

R C A\ Sa(gp) y Izl + Igp(z)l > & , pues

Izl + Igp(z)l > lp zl + Igp(z)l > 8 si z € 4 .

Sea ¢p una funcién nunca nula en el &dlgebra del disco tal que
|¢p(z)l = min {3/8,1/Igp(z)l} para z € Sl, y definamos wp(z) =
¢p(z) gp(z) . Entonces se verifican los siguientes hechos:

(1) I¢p(z)l =1 y lwp(z)l < 1 ¥z € b ;

(ii) para =z € Sl, lwp(z)l =1e I¢p(z)l = l/lgp(z)l <

<« Igp(z)l 2 6/3 ;

(iii) para cada p , existe una sucesidn (Bn) de productos de
Blaschke finitos con ceros simples,tal gue B, - %} uniforme-
mente sobre los compactos de 4 , y

an(z)l > pr(z)l - 8/4 para n suficientemente grande

si lgp(z)l > 6/2 (Lema B);



iv) lzl + IBn(z)I > §/2 para z € p ,
(efectivamente, lzl + an(z)l > lzl + | wp(z)l - 86/4 2

> lzl + lgp(z)l -8/4 > §/2 para lgp(z)l =268/2 ,y lzl >8/2
para lgp(z)l < 8/2);

v) 1B (z)] > 8/4 vz € R,

(porque R C {z :lgp(z)l = 6/2) y por (iii) an(z)l >

> 1y, (2)! - 8/8 > 1g (2)] - 5/4 > 8/4).

Fijando p y n , tenemos que IB_(z)} + lz[ > 6/2 para todo

z y IBn(z)l 2 6/4 en R ; luego 88/2(Bn) = igI Di , donde
cada D; es una componente conexa (que por el principio de médulo
méximo son simplemente conexas), y existe una rama logaritmica

ln z en A\R tal que,poniendo lni z =1ln z para z €D, ob-
tendremos

2]1/2

I1n, zI<[ (In 8/4)% + (2n) = T,

(notemos que Izl 286/4 en Sa/z(Bn))°

Entonces, por Lema A , existe r_ € H> tal que

i, _ i i
rn(ax) = Ing ay para todo ag € ZBn NnD, , vy
Irnl < T6(8/4)—a = s , donde a es una constante absoluta.
r .
Luego z - e ® se anula en cada ai , por lo que existe hn €EH®™
r r (z)
tal que z - e 8%} = h_(2) B (2) , yasf Ih (2)) =1z - e |

en casi todo punto de Sl en el sentido de funcién limite no
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Irnl
n" <1 +e° . Esto

tangencial, en particular "hnﬂ <1+ e
muestra que (rn) y (hn) son familias normales (p permanece
fijo) y por tanto, existen subsucesiones que convergen uniforme
mente sobre los co A - g -
mpactos de ' hn hp Y T, r, para al

gunos hp,rp en H%. M&s aln

=3 .
Ihpﬂ <1+ e°, ﬂrpﬂ <s,y z - hp(z) ¢p(z) gp(z) = erp(z)

Por la definicibén de ¢ _, H¢pﬂ < 3/5 . Esas tres desigualdades

P
muestran que (¢o), (hp) Yy (rp) forman familias normales, y
tomando p - 1 (manteniendo gp(z) # 0 en Sl), a través de una

sucesidn adecuada, obtendremos que

uniformemente en los compactos de A , para algunos h,¢ y r

en H® con

Inl <1+, Icl <s , ol < 3/8 y

z - h(z)¢(z)g(z) = er(z) .

Esto muestra que (z,g) es reducible,como gqueriamos.

Observacibén: En realidad, no s6lo probamos que (f,g) es redu-

cible, sino que adem8s lo es a un elemento de la componente cone

xa del uno en los inversibles de H ™.
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Generalizaciones.

En las situaciones que hemos estudiado hasta ahora, uno tiene
por lo general un epimorfismo de §lgebras de Banach ¢ : A - B
que, como vimos, induce aplicaciones con ciertas propiedades de

fibracién,

GL,(A) > GL_(B) , y U_(a) ~U_(B) .

En la teoria de &lgebras de Banach frecuentemente aparecen
morfismos que si bien no son suryectivos, son "casi" suryecti-
vos, en el sentido de que su imagen es densa; aqui no podemos
aplicar las técnicas anteriores sin algGn tipo de modificacién,
sin embargo veremos que podemos aplicar casi las mismas técni-
cas, donde el casi se puede entender como que muchas de las que
antes eran igualdades, ahora serin aproximaciones; esto es una
evidente analogia con el hecho de que un morfismo sea suryecti-
vo o denso, ya que en el primer caso todo b € B es ¢(a) pa-
ra algn a € A , y en el segundo es aproximadamente un tal
¢(a) . La cuestibn primordial que podremos estudiar es cuéndo
un unimodular de B se puede aproximar arbitrariamente por im&
genes de unimodulares de A , en obvia analogfia con la nocidn
de reducibilidad en los casos ya vistos,en que el morfismo es
suryectivo. En realidad, m8s que el an&logo aproximado de todo
el trabajo previo, y teniendo en cuenta que todo epimorfismo es
denso, ésta es una auténtica generalizacién; como veremos més

adelante.
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Nuestra segunda direccibén de generalizacidén es hacia las &lge-
bras de Fréchet, entreabriendo la puerta a la posible extensibn
de toda esta teorfia a tales §lgebras; finalizando con una apli-
cacibn a cierto problema de interpolacién en &lgebras de funcio
nes analiticas, cuya demostracién es lo suficientemente simple .
como para sugerir la fuerza de los resultados gque nos permitie-
ron llegar hasta allfi.

Esta seccibn es esencialmente expositiva, por lo que se han e
liminado la mayorfa de los detalles técnicos, salvo en los pri-
meros tres resultados, de quienes deriva gran parte de la discu

sibén posterior.

Como ya hemos visto, las fibraciones de Serre son una herra-
mienta fundamental de este trabajo, para definiciones y resulta
dos sobre el tema, uno puede remitirse a [24]; en esta seccibn
necesitamos ante todo definir la propiedad de ser "aproximada-

mente” una fibracibén de Serre.

Definicién 2.44: Sean E , B , X espacios topolbgicos separa-

dos,con B métrico y X compacto, y sea p:E > B una aplica
cibn continua. Diremos que p :E - B tiene la propiedad (H)

respecto de X , si cada vez que existan f y f continuas que

hagan conmutativo el diagrama:
x 3

il b (1 =1[0,1], i(x)=(0,x)),
Ix

w1

£
_
X—F—
£



y para todo € > 0 ,
existe f* :I xX = E continua tal que
i) f*i = £

ii) sup dB(pf*(t,x), %(t,x)) < €
(t,x)EIxX

Definicibén 2.45: Diremos que p:E > B es una fibracibén de Se-

rre aproximada si tiene la propiedad (H) <con respecto a todo

cubo 1M (agqui 10 - {o}).

Digamos solamente que si en definicibn 2.44 tomamos € = 0 , de

finicibén 2.45 resulta ser la definicidén de una fibracidén de Se-

rre en el sentido clésico ([24] ,pags.61 a 64).

Proposicién 2.46: Sean A y B &lgebras de Banach, y ¢ :A—>B

un morfismo con imagen densa. Entonces,el morfismo de grupos
inducidos ¢, :GLn(A) - GLn(B) ,tiene la propiedad de que b €
(im ¢n)_ (la clausura tomada en GLn(B)) si y s6lo si existe

b' € im ¢n ,con b' en igual componente conexa que b .

Dem.: (®) b € (im ¢n)_ , O sea que existe a € GLn(A) tal que

ﬂ¢n(a) - bl < Ib~ ,» y por lo tanto b + t(¢_(a) - b) (t € I)

es un arco entre b y ¢ (a) en GLn(B) , puesto que

b [b+ £@_(a) -b)]=1+ tb l(s (a) -b) ,y

nb'1(¢n(a) -b)l < ||b'1nn¢n(a) -bl < 1 .
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(<) Primero demostremos que ¢n(GLn(A)0) es densa en GL, (B),

donde estas son las respectivas componentes conexas de las iden
. . b b

tidades; si y € GLn(B)O , Y = € 1,...,e $ con bl""'bs €

Mn(B), por lo que se puede aproximar,en virtud de la continui-

dad de la exponencial y la densidad de ¢ (A),por

. € ¢n(GLn(A)0) , donde @ys.-.s8g € Mn(A) y
¢ se entiende en el sentido obvio.

Sea G, una componente conexa cualquiera de GLn(B) , notemos
Gy = GLn(B)0 ; se tiene que si u € G, . la funcidén f£ :Gy > Gy
definida por f(x) = xu es un homeomorfismo, con inversa

gly) = y'u_l. Entonces si b € G, y b' €G, Nim¢_ , tene-

mos que b(b') "L

€ G, C(im ¢ )~ , y como b'E(im ¢_) , que es
un subgrupo de GLn(B), vemos que b = b(b')-lb' también esté

en (im ¢n)— , como queriamos demostrar.

Teorema 2.47: Si ¢ :A > B es como en la proposicién anterior,

entonces ¢n :GLn(A) - GLn(B) es una fibracidén de Serre aproxi

mada.

Dem.: Demostremos primero que ¢, tiene la propiedad (H) con
respecto a I0 = {0} . Tenemos el siguiente diagrama conmutati
vo
£
{0}——— GLn(A)

il l¢n i(0) = (0,0)

IX{OI—%—' GLn(B)



77

Yy queremos ver la existencia de una funcién f* :1I x{O}-*GLn(A)
tal que £5(0) = £(0) y ¢ £*-£l <€ , dadoun € > 0 .
Podemos considerar £ Y %0 como elementos de GLn(C(I,B)),
los cuales se pueden unir por una homotopfa Fg(t) = Es.t '

2 -~ -~
(s,t) € I , ya que Fo=f£fy, v Fy = f.
¢ : A~> B induce un morfismo de dlgebras denso ¢ : C(I,A) -

C(I,B) , el que a su vez induce un morfismo de grupos $, ¢

-~

GL (C(I,A)) — GL_(C(I,B)) ; es claro que f, = ¢n(f(0)) esté

en la iragen de Py v luego por lo dicho més arriba y la propo-
sicibn anterior,se deduce que existe un elemento a € GLn(C(I,A))
tal que ﬂ¢n(a) -fl < e , cualquiera sea €' > 0 , que por el
momento mantendremos como parémetro libre.

Volvamos hacia atrds y miremos "a" como una funcién de I =

I x{0} en GLn(A). Afirmamos entonces cue si €' es suficien-
temente pequeno , f* = f(O)a(O)_la ser8 nuestra funcibén buscada.
Evidentemente f£f*(0) = f(0), para verificar la segunda condicidn
debemos hacer una serie de acotaciones. Fijando un t € I arbi

trario, las funciones que siguen se considerar&n evaluadas en

ese t , y consiguientemente la norma es la de Mn(B).

n¢n(f(0)a(o)'1a)- fl < u¢n(f(0)a(0)‘1a)- ¢_(a)l + I¢_(a)- FlI
_l A a ,
< I¢n(f(0)a(0) )-1n(n¢n(a)- ¢, ()1 + Il¢n(f)ll)+ €

< n¢n(f(0)a(0)‘1)-1u(n¢n(%)n + e+ € (1) .

El primer miembro entre barras es menor o igual que



-1 1

g (£€0)) g (a(0)™7) -¢ (£(0)"

1

)i, llamemos g =

lp,(a(0) ™) -¢_(£00) 1)1 , entonces

B < u¢n(a(0)'1)uu¢n(f(0)'l)un¢n(a(0))- ¢ (£(0)) 1

< (B + e (£0)TH 1 18 (£(0) " Hyer , de donde

2

1)|| €

l¢_(£(0)~
< n 1)“

< — si €' <1/1¢_(£(0)°
1-10¢, (£(0) ") e’

Volviendo a (1), queda:

-1, .2
It (£(0) 7)1
1

(1) < { 19, (£(0)) I (le_(E) 1 + ")+ 1} €

1-n¢n(f(0)f fe

Como ﬂ¢n(f)ﬂ se puede acotar superiormente por una cota que no
depende de t , es evidente que se puede tomar un €' > 0 de mo
do que la Gltima expresibn, se haga menor que un cierto € >0
dado, para todo t €1

El caso general se reduce al caso anterior, va que el diagrama

conmutativo
I -———+GLn(A) i(gq) = (0,q9)
m
I xI ——GL_(B)
£ n

se puede transformar en
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g m
{0} — cL_(c(1™,a)) g(0) = f
1 1 l “n 3¢ (0) = £
Ix{0} — GLn(C(Im,B))
g

Evidentemente, este resultado es andlogo al del teorema 1,15,
de la misma manera, el lema 1.16 tiene su versibn en este con-

texto aproximado.

Proposicibn 2.48: Sean A y B &lgebras de Banach, y ¢ :

A - B un morfismo con imagen densa; luego, la funcibén inducida

an : Un(A) - Un(B) es una fibracién de Serre aproximada.
Dem.: Como antes, el caso general se reduce a la propiedad de
levantamiento de curvas, es decir, que basta probar que zn tie
ne la propiedad (H) <con respecto a I0 = {0} .
Tomemos a € Un(A) y sean b = an(a) y v : I~ Un(B) una cur
val tal que 9(0) = b . Consideremos el siguiente diagrama con-
mutativo
¢n
T GLn(A)-———————* GLn(B) i
| g
T.a Un(A)'——E;———* Un(B) g.b
n
v



Como tb es una fibracibén de Serre (corolario 1.13), v se
puede levantar a una curva vy ¢ I~ GLn(B) , con 71(0) =1,

y como ¢~ es una fibracibn de Serre aproximada, existe una cur
va 7, : I > GL (A), tal que 7,(0) =1 y g v,(t) - 7,(e)l <
€e/lbl para todo t €I, dadoun € >0 . Si F(t) = t 7, (t),

resulta que %(0) = a y adem&s

187 ()= 7(0) 1 = 13 £ v, ()= v() ] = 13 _t 9, ()= t7, ()1 =

I(¢ 7,(t)= v, (£))bD < g v, (£)= 7, (£) bl < e

(aqui,entre varias normas equivalentes elegimos una que verifi-

que la penfiltima desigualdad, por ejemplo la euclidea).

Si en los tres Gltimos resultados se cambia la hipbtesis ¢ (A)
densa en B por ¢(A) = B ; con casi las mismas demostraciones,
aunque més sencillas, ya que se pueden obviar las acotaciones
hechas con la norma, se deduce que ¢n : GLn(A) - GLn(B) Yy

$n : Un(A) - Un(B) son fibraciones de Serre, hechos estos que
aparecen ya en el Capitulo I con pruebas menos detalladas; de
modo que esta es una clara generalizacibén de la teoria desarro-
llada anteriormente, y asi, podemos seguir hasta llegar a los

problemas de extensifn que son el principal interés de este ca-

pitulo. Un corolario inmediato de la proposicidén 2.48 es que,
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bajo las mismas hipbtesis, im an interseca una componente cone-
xa de Un(B) si y sblo si es densa en esa componente conexa. En
vista de la mencionada proposicibn, el problema de reducibilidad,
que como ya vimos es equivalente a un problema de extensibén a ni-
vel de las componentes conexas de Un(A) Yy Un(B) » Se puede plan
tear via esa equivalencia, en un contexto m&s generalizado (apro-
ximado) y atacar con las mismas técnicas.

Explicitamente, si ¢ : A > B es un morfismo denso y b € Un(B),
entonces b se podré aproximar arbitrariamente por elementos de
gn(Un(A)) si y s6lo si [Db]E€ im ”0($n) , donde ﬂo(an) :

mo(U (A)) = 7 (U (B)) . O la versi6n m&s global, ¢ :U_(A) = U_(B)
tiene imagen densa si y s6lo si "0($n) es suryectiva; lo que en
el caso conmutativo equivale a la suryectividad de [X(A),CE] -
[X(B),C?], por el teorema de Novodvorskii. Hagamos agqui una bre-
ve observacibn, como ¢ : A > B es densa, su traspuesta ¢* :
X(B) - X(A) es inyectiva (teorema 1.25, parte 1), y por lo tanto
[X(A),CQ] - [X(B),CQ] se puede definir naturalmente sin mayor

problema.

Veamos lo dicho con un ejemplo, el cual es anflogo al de la pégina
49. Supongamos que X C A es un compacto polinomialmente conve-
X0, entonces la restriccién a X induce un morfismo de &algebras
uniformes con imagen densa r : P(B) »P(X) , y dado v €P(X)" nos
preguntamos si existe u € P(A)" con lr(u) -vl < e , para un

€ > 0 arbitrario; por lo dicho recién, el problema se reduce a

’ . . - 1 1
estudiar la aplicacibén que resulta de restringir, [4,S7]-{X,S7],
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y aqui tenemos que [X,Sll = * ,es trivial por ser X un com-
pacto polinomialmente convexo de C , por lo que la flecha es
suryectiva (en realidad, biyectiva), y asi, efectivamente exis
te el u € P(a)° de arriba. Es decir, que todo inversible de
P (X) se puede aproximar arbitrariamente,por restricciones de

inversibles de P (3) .

Miremos el caso conmutativo. Si ¢(A) ademds de densa,es ple
naen B,y ¢ es inyectivo, proposicién 1.27 nos dice que es
también n-plena para todo n natural, y entonces claramente
todo b € Un(B) puede aproximarse por un ¢(a) con a € Un(A),
luego,el problema antes planteado puede mirarse como un estudio
de estas cuestiones bajo hipb6tesis m8s restringidas del morfis-
mo ¢ ; por ejemplo, teorema 1.25 nos dice que si ¢(A) es den
sa y plena en B , entonces la traspuesta ¢* : X(B) - X(A) es
un homeomorfismo, pero como se deduce de todo lo expuesto, para
la aproximacibén de unimodulares arbitrarios,bastaria con que
fuera un equivalencia homotépica.

En particular, esto puede ser de suma utilidad en la extensién
a 8lgebras de Fréchet,de algunos resultados conocidos para 4lge
bras de Banach, via mirar las &lgebras de Banach de las cuales
es un limite proyectivo. El principal problema en generalizar
toda la teoria a algebras de Fréchet, es que el grupo de inver-
sibles no tiene por qué ser abierto, sin embargo, los pocos re-
sultados obtenidos hasta ahora en esa direccibn,parecen confir-

mar la hip6tesis de que gran parte de lo expuesto en este tra-
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bajo,sigue valiendo en el contexto m8s amplio de §lgebras de
Fréchet. Como ejemplo veamos el siguiente teorema, y una apli

cacidn analitica gque sugiere ser especialmente interesante.

Teorema 2.49: Sean A y B &lgebras de Fréchet conmutativas,

y £f: A~>B un epimorfismo. Entonces,la aplicaci6én inducida

£°: A" B es una fibracibén de Serre.

Dem.: Sin extendernos demasiado en la demostracién, digamos so-
lamente que imitando algunos de los razonamientos hechos en es-
ta seccibn, el problema se reduce a ver que la aplicacibn

A6 - Bé es suryectiva, donde Ab Y Bb son las componentes
arco-conexas en A" y B® de sus respectivas identidades; pe-
ro eso es una inmediata consecuencia de un resultado de Davie

([116]) que afirma que Aj =exp A, y Bj = exp B .

En [16]) Davie generaliza a dlgebras de Fréchet el teorema de
Arens-Royden, y mds generalmente: si A y B son &lgebras de
Fréchet con A conmutativa, entonces (A ® B) ", es mediante la
transformada de Gelfand, homot6picamente equivalente a C(X(a),B")
( aqui A ® B es el producto tensorial completado convenien
temente,para que siga siendo un dlgebra de Fréchet).

Para ver la teoria general de &lgebras de Fréchet, el lector
puede remitirse a [30]. Aqui s6lo mencionaremos unos pocos re-

sultados que vamos a necesitar, algo mis se ver& en el préximo

capitulo. Si A es un 8lgebra de Fréchet conmutativa ,y J es
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un ideal de A , se definen X(A) y hull J de igual forma
que para &lgebras de Banach; si J es cerrado, A/J es natu
ralmente un &lgebra de Fréchet y X(A/J) = hull J . En vista
del ya citado trabajo de Davie, no(A') = [X(A),C,)]. Vamos a
necesitar estos hechos para demostrar el siguiente teorema, el
cual es una generalizacib6n de un resultado de Rubel ([42]) so-
bre funciones enteras,demostrado via un cl&sico teorema de in
terpolacién.

S1 V es un abiertode C , O0O(V) notard el &lgebra de fun-
ciones analiticas en V dotada de la topologfa compacto-abier

ta, con la que resulta ser de Fréchet.

Teorema 2.50: sr O(V) = 1.

Dem.: Se sabe que X(0(V)) =V , y del argumento que vamos a
usar se desprende que basta suponer V conexo. Alcanzar8 con
mostrar que si g es un elemento no idénticamente nulo de
O(V) , entonces O(V) es 1 -estable en g . El ideal genera-
do por g, J = 0(V).g es cerrado, y hull J = Zg tiene di-
mensibén cero, luego [hull J,Sl] es trivial vy [V,Sll g

[ hull J,Sll es suryectiva. Entonces, en virtud de teorema

2.49, O(V) "= (0(V)/J)° es suryectiva.

Cuando uno trabaja con &dlgebras de funciones analiticas se hace
evidente la conexibén que hay entre interpolacibn, extensién y

rango estable; nuestro iltimo teorema dice en particular que
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si f,g € O(V) y no tienen ceros comunes, entonces existe
F € O(V) sin ceros,tal que F = f en Zg ; mds aCin, si V
es conexo y g #¥ 0, se tiene que 2 es a lo sumo numerable,

9

y asi, si Z_= {w, ;K € N} cada uno con su respectiva multi-

g K
plicidad My resulta que F se puede elegir de modo tal

. jK jK .
que las derivadas F (wK) = f (wK) , para 0<3K<mx_1 y to-
do K natural.
Ademds, este teorema aporta una raz6fn m8s para creer que

st H®= 1, pues como H*cC O(a) , si (f,g) € U,(H”) , enton-

ces (f,g) se puede reducir en O0O(4) .
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Capftulo III. RANGO ESTABLE TOPOLOGICO ,O APROXIMACION UNIMODULAR

Caracterizacidén espectral.

Entre las varias definiciones de "dimensién" que se pueden
dar para un anillo topolégico (ver [39]), se destacan el rango
estable algebraico, el cual hemos tratado en el capitulo ante-
rior, y el rango estable topol6gico, del que nos ocuparemos en
este capitulo. Esta nocibn de estabilidad es introducida por
Rieffel en [39], si bien ya estaba implicita en el trabajo de
varios autores (ver [10], [40]); y est8 motivada principalmen-
te en dos hechos, en primer lugar, en &lgebras de Banach pro-
vee una cota superior para el rango estable, siendo en muchos
casos més f&cil de calcular; en segundo lugar, generaliza la
nocidén clésica de dimensibn para espacios paracompactos, a un

dlgebra C* cualquiera.

Definicién 3.1: Sea A un anillo topolégico. Diremos que el

rango estable topolbégico a izquierda de A es menor o igual
que n (ltsr A<n) , si Un(A) es denso en A" .
Evidentemente, si Un(A) es denso en A" , también 1lo es

n+1l
Un+1(A) en A

, puesto que Un+1(A) o) Un(A)x A . Sino
existe un tal n , diremos que 1ltsr A = = .,
De igual forma se define el rango estable topolbégico a derecha

(rtsr A) .
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Lema 3.2: Si A es un 8lgebra de Banach,

st A < min {ltsr A, rtsr A} .

Dem.: Sea n = rtsr A , tomemos (a,a) €U (p) , existe

n+1l
entonces (b,f) € A"« A tal que (b,a)+ fa=1, luego, por

hipbtesis hay un b' € nU(A)  lo suficientemente cerca de b ,
como para que (b',a)+ fa € A° , pero B = (b',c) para algGn

c € A . Aasg,

(b',a)+ (b',c)a= (b',a + ca) EA° ,

es decir que a + ca € Un(A) . Esto dice que el rango estable
de A es menor o igual que rtsr A (recordemos que los rangos
estables algebraicos a izquierda y a derecha coinciden). De

igual forma, sr A < ltsr A .

No se sabe en general, si ltsr A = rtsr A , si bien para un
dlgebra con una involucibén continua (por ejemplo C*) , la i-
gualdad es clara, pues la involucién intercambia Un(A) con

nU(A) .

Definicién 3.3: Sea A un &lgebra topolbgica compleja, y

a € A" ; definimos el espectro a izquierda de a , como

sp; a={N€Cc”:a-1guUu (a)).

Igualmente se define el espectro a derecha con nU(A) .



En todo lo que resta de este trabajo, las nociones espectrales
y de estabilidad consideradas, serdn las dadas a izquierda,
aunque obviamente lo mismo valdra para las nociones a derecha.

De manera que, a titulo de simplificar la notacibén, tomaremos

la siguiente convencibn: sp a = sp; a , Y tsr A ltsr A .
Poco se ha escrito sobre estabilidad en &lgebras de Fréchet,
en particular, no se sabe si el rango estable topolb6gico acota
al rango estable algebraico, no obstante, considerando que el
rango estable topol6gico tiene interés en si mismo, y dado que
todos los resultados siguientes valen en un contexto més am-
plio que el de las &lgebras de Banach, vamos a desarrollar la
teoria para 8lgebras de Fréchet. Todos los espacios vectoria-
les ser&n complejos. Un &dlgebra de Fréchet A es un espacio
vectorial localmente convexo completo, con un producto que ha-
ce de A un &dlgebra, y tal que existe una sucesidn creciente

de seminormas (Il definiendo la topologfa de A , sa-

f
K)Kiil
tisfaciendo nyﬂK < ﬂxﬂK HyHK » 81 x,y €A ,y 0, =1,
para todo K natural.

Para cada K definimos un dlgebra de Banach AK completando

el algebra normada A/NK , donde Ny es el nGcleo de | “K .

Hay morfismos naturales LE% :A - AK , ﬂK,j :AK - Aj si Ke3j

= T T ™ =
K,s ¥ "K,j K

T ™

K,j(AK) Yy K(A) son densos en Aj .

T, y T 5 inducen morfismos de espacios vectoriales An'*A?

> I i fi
iy J) , verificando ﬂK,j ° Ty o

n. . Es claro que

Y AK - A? respectivamente, los cuales llamaremos también wj
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Un &lgebra topol6gica multiplicativa localmente convexa, es de
Fréchet si y s6lo si es métrica y completa (ver [30]), asi, to
do dlgebra de Banach es un dlgebra de Fréchet. Finalmente,

digamos que en [1 ], Arens demuestra que si a € A" , a € Un(A)

si y s6lo si nK(a) € Un(AK) para todo K .

Proposicidn 3.4: Sea A un &lgebra de Fréchet y a € A", en-

tonces sp,(a) = U sp, (m,(a)).
A A K
K1 K

Dem.: (D) Si A€ U SPp (ﬂK(a)), implica que existe K, tal
K>1 K

que ﬂKO(a) - \Né& Un(AKO),lueqo a-A¢& u (A y A€ SPA(a) .

(C) Esta inclusibn equivale a decir que si ﬂK(a) € Un(AK) pa

ra todo K , entonces a € Un(A) , que es justamente el comen-

tario previo a la proposicién.

Si A es un 8lgebra de Fréchet y V es un subconjunto de Cn,

definimos
AV = jaea:spacvy ,
de la proposicién obtenemos que AY = n {aeal : sp, (m,(a))cVv},
K>1 Ag 'K
luego si V es abierto, o mas generalmente si V es un G8 ’
Av €s un G8 . En efecto, supongamos que V = ﬂl Vs , Con
=>g

VS abierto para todo s 2 1 , luego

AV= N (a€na:s (m.(a))C Vv ¥s 21} =

*SPp 'k s !

K=1 K
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n —
K;l sgl{a € A": sp, (mg(a))C V) =

-1 VS) Vs

KQl sgl ﬂK (AK , Y como AK es abierto para

todo K y s, resulta lo afirmado.Un corolario inmediato es que
cR
Un(A) es un G8 , pues Un(A) = A .

Veamos como se relaciona el rango estable topolbégico de A
con los de AK , para eso primero notemos que la sucesidn

(tsr AK)K;>l es creciente, pues si Un(A es denso en

K+l)

A§+1 , también lo es "K+1,K(Un(AK+l)) en AE , Y como este

conjunto estd contenido en Un(AK) , se sigue que el Gltimo

también es denso en A; . Necesitaremos explicitar gque normas
y distancias usaremos, si | "K nota la norma en AK , enton-
ces:

o _ lr (@) - o, @)l
i) si o B€ A, d@,p = z 273 2 1 J .

=1 1+ 1 Y

ﬂjﬁx) T B) j
ii) si a,b € A", d(a,b) = méax d(a;,b;) ,
I€i<n
. ) n (n)
iii) si a € A, , lal = méx fa_ .l .
K K 1<i%n 1K

Teorema 3.5: tsr A = sup tsr A

K 3

Dem.: () Si n = tsr A , podemos suponer n < o, luego Un(A)
n n,
es denso en A Yy ﬂK(Un(A)) es denso en Ay i como Un(AK) )

ﬂK(Un(A)) , resulta tsr Ap < n .
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(S) Sea n = sup tsr Ay , como antes, se puede suponer n <,
entonces Un(AK) es denso en Ag para todo K . Como ya

-1 -1
sabemos, Un(A) K1 Tx (Un(AK)), donde cada Ly K (Un(AK))
es abierto, por lo que si probamos que adem&s es denso, el teo

rema de Baire nos dice que también lo es Un(A).

Fijemos K y probemos que LK es denso. Dados a € A" Y

-3
€ > 0 , podemos hallar un s > K tal que j>§+l 2 <e€e/2 ,y
n .
como Un(As) es denso en As , existe bs € Un(As) tal que
_ (n)
Hﬂs(a) bsus < e€/4 .
Dado que Un(AS) es abierto, hay un & > 0 tal que cualquier

elemento de Ag

que diste de b, en menos de 8, también es
unimodular; elijamos entonces b € A" tal que “ﬂs(b) - bsﬂén)
< min {€/4,8)} , es claro que ns(b) S Un(As). Luego, ﬂK(b) =
: -1 _
TS K © 7 (b) € "s,K(Un(As)) C Un(AK) , es decir, b E€m, (Un(AK))—
_ (n)
Le o Y ﬂns(a) ﬂs(b)ls <e€e/2 .

Nos resta ver gque d(a,b)< € :

s Iri(a;)= ns(b.) L,
d(a,b) = méx r 27J J 1 J 1] +
I<i<n | j=1 1-+nﬂj(ai)— ﬂj(bi)nj
. ) - . (b. .
PSS "ﬂj(al) ﬂj( l)ﬂJ
j=s+1 1l + “77] (ai)- (1f§ (bi) “J
s _ lrs (@) = 75 (b) n.n
< 3z 277 b 3 By * €/2
i=1 1+ lnj(a)‘ wj(b)lj
(n)
(a)- (b) e .
< Ims ms ) ls T 273 +e/2 <€ .

1+ Ingla)- ns(b)n(n) j=1

S



Tomemos a € A™M , haciendo la identificaci6n natural entre

c™ Y R2m , podemos mirar al conjunto sp a como incluido

indistintamente en cualquiera de los dos. Si K <€ 2m , sea

Mém = {A E Rzm: A tiene a lo sumo K coordenadas racionales},

un resultado clésico de teoria de la dimensibn dice que

dim Mém < K (ver [25],p&g.29).

Definicién 3.6: Sea A un 8lgebra de Fréchet y K < 2m . De

finimos

2m

K -

DE(A) = {a€A™ spacChM

Veamos algunas propiedades de estos conjuntos:

i) ng(A) = A" ;

ii) D?(A) es un Gg para todo K € 2m . Esto sale del hecho

de que Mém es un Gy ;

iii) Si el espectro tiene la propiedad de la proyeccibn: si

a € al , a = (al,...,am) y n<m, sp pn(a) = sp (al,...,an)
= pn(sp a); entonces para todo K < 2n € 2m se tiene que
pn(Dz(A)) < DE(A) . Por ejemplo A conmutativa.

iv) Si K, <K, < 2n, D;l(A) S Dgz(A) .

Lema 3.7: Sea A un 8lgebra de Fréchet, si DC A" es un

conjunto Gg denso, y m 2 n , existe un G denso L C A"

tal gue si a €L ,
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jl""'ajn) €D v 1.<jl,...,jn'<m , ji # jK si 1 # K.

Dem.: Si I = {1,2,...,n} , numeremos las funciones biyectivas

- I , cada una de las cuales corresponde a una permu-

2n

tacién de (1,2,...,n) , y definamos ¢j : Al

- a" , 1< j< n!

como

¢j(al,...,an) = (aQ(l)""'aQ(n)) ,

donde ¢ : I, >I  es la j-&sima permutaciébn.

Entonces ¢j es un homeomorfismo, pues la continuidad es obvia,

y para cada j , existe un j' tal que ¢j 0 ¢j' = ¢j' o ¢j =
idAn . Luego ¢j(D) es un G denso, por lo que también lo
es A = ﬁgil ¢j(D) .

El conjunto A estd formado por las n-uplas tales que todas
sus permutaciones est&n en D .

Ahora bien, llamemos JK , 1K< (rrr:) , a los subconjuntos de
Im cuyo cardinal es exactamente n ; a cada K le podemos aso

ciar una proyeccién Vg ® A™ - Al , definida por

vK(al,...,am) = (ajl,...,ajn) (ji € JK ’ ji < Jp si i< r),

v es un epimorfismo de espacios de Fréchet, de donde AK =

K
vil(A) es Gb y denso. Efectivamente, que es un G8 es claro
pues Vil(ﬂ Vi) =N Vil(vi) ; para ver que es denso tomemos un

abierto no vacfo V C A" , si fuera disjunto de AK , tendrfa-

mos que ¥ (V) N A =¢ , pero por el teorema de la aplicacibn
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abierta, Y _,(V) es un abierto de Al , luego por la densidad

K(
de A, Vv, (V) NA#¢ , lo que contradice lo anterior.

m
Obtenemos entonces el G denso L:=ﬂé21 AK . Es fécil ver

que este es el conjunto buscado.

Teorema 3.8: Si A es un dlgebra de Fréchet, y n = tsr A

m

n+m—l(A) es G Y

es finito, entonces para todo m2 n , D

denso en AM™ .

Dem. : Un(A) es un Gg , y por hipdtesis es denso; luego si

(ps)SEEN es una numeracién de los racionales de C" , es cla
= N 1
ro que D seN(Un(A) + ps) también es Ggs y denso.

Por lema 3.7 sabemos que existe un conjunto Gg denso L caA®,
tal que si ae€ L : (ajl,...,ajn)e D cualesquiera sean
1< 33s-e-43J, € m con g # jg si 1 # K . Si probamos que

m m
L C Dn+m—1(A) ya estaria, pues en ese caso Dn+m—1(A) es

denso, y que es Gg Yya lo sabemos de la propiedad ii) (en

realidad L = DT

n+m—l(A))’

2m

atm-1° si no fuera asfi,

Tomemos a € L y veamos que sp a C M

habrfa un A € sp a , A = (kl+ ik',...,km+ ikﬁ) con Ai ’ xi

€ R, y tal gque al menos n + m de los ki Yy k3 son racio

nales; es m8s o menos evidente que en esta situacibén podemos

extraer n pares (kjl,kil),...,(kjn,kin) . donde ninguna de

sus coordenadas es irracional; estos pares corresponden a una

n-upla sacada de las coordenadas de a'(ajl""’ajn)' que por

una "reordenacidén" de a , podemos suponer son las primeras
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n . De modo que tenemos A € sp a , donde K = (k1+iAi,...,

) . , n
An+lkﬁ) es un racional de C  ; ahora como

sp a C sp(al,...,an)x sp(an+1,...,am) si m>n,

Yy sp a = sp(al,...,am) si m=n,

en ambos casos resulta que U € sp(al,...,an) , €s decir que

(al,...,an)-(kl+ixi,...,xn+ix6) & Un(A) . Pero por otro lado,
de la forma que tiene el conjunto L , se desprende que (al,..
..,an)e D , asi, (al,...,an) € Un(A) + k£, lo que es una con-

tradiccibn.

Corolario 3.9: Cualquiera sea m natural, existe un denso

L, C A" tal que si a € L. dim(sp a) - m < tsr A - 1 .

Dem.: Sea n = tsr A , si n =« no hay nada que probar, lue

go n<e ; si m<n resulta que dim(sp a)- m<2m-m=m<n.

m

n+m-1 (B) es denso en

Si me n , el teorema nos dice que D

m
n+m-1

m

A" , ysi a€bD (A) , dim(sp a) < n+m-1, o sea

dim (spa) - m<n-1.

Corolario 3.10: tsr A< n < « si y s6lo si existe D C A"

denso, tal que para todo b € D, (sp b)0 =¢ .

Dem.: (®) si n = tsr A , por el corolario anterior, existe
p C Al denso, tal que si a €D , dim (sp a) - n<n-1, es

decir, dim(sp a) € 2n -1 < 2n , luego (sp a)0 = ¢
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(¢) Si ae€ Al

, existe una sucesibn (by) €D con by > a,
y como (sp bK)0 = ¢ para todo K , resulta que hay una suce
sidn (AK) cch que tiende a cero, y tal que XK & sp bK
Luego, bK - Ag € Un(A) y bK - kg > a.

El Gltimo corolario provee una caracterizacibn espectral del
rango estable topol6gico en dlgebras de Fréchet, en &l queda
claro que si b € Al Un(A)- , todo elemento suficientemente
cerca de b tendrd un espectro que contiene algln entorno del
cero. Especifiquemos de qué entorno se trata en el caso en
que A es un 8lgebra de Banach.

En A" tomamos la norma euclfdea asociada a la norma de A ’

Yy 1lo mismo en ch : d(a,Un(A)) nota la distancia de a al

conjunto U_(A) .

Lema 3.11: Si a € A" , a(a,u_(a)) = tnf{la - bl + r(b)} ,
n pbeal
donde r(b) = fnf{lal,x € cC" \' sp b} .

Dem. : d(a,Un(A)) = fnf Ha - bl = fnf {lla - bl + r(b)}
- beu () beU  (A)

2 inf {la - bl + r(b)} =s .

bea”
Si la desigualdad fuera estricta, tendriamos que existe b € An,
tal que fa - b] + r(b) < s -€ para algn € > 0 ; luego, si
A€spb ,y Ial <r(b) + € , se obtiene que b - A € Un(A) y
la - (b -A)l < la -Dbl + lal <la - bl + xr(b) + e < s , lo que

que es absurdo.
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Corolario 3.12: Sean a,b € al , si d(a,Un(A)) s y la-b|=

k < s , entonces sp b D {z € ch . lzf < s - k} .

Dem.: s < la - b + r(b) , o sea s - k r(b) , que es preci

samente lo afirmado.

Aproximacién unimodular y homotopia.

En su trabajo introductorio del rango estable topolégico,
Rieffel demuestra que si I = [0,1] y A es un lgebra C* ,
tsr C(I,A) <1 + tsr A ; en realidad, como veremos a continua
cibn, esta desigualdad vale para cualquier &lgebra de Banach.
Esta misma desigualdad para el rango estable (algebraico) es
obtenida en [11] por Corach y Larotonda.

En A" tomaremos la siguiente norma:

n

H(al,...,an)ﬂ= .E Haiﬂ
i=1

Teorema 3.13: Sea A un algebra de Banach. Entonces,

tsr C(I,A) € 1 + tsxr A .

Dem.: Sea n -1 =tsr A, si 4 : I »A" es una funcién con-
tinua, podemos partir el intervalo I en T intervalos de lon
gitud 1/T , de modo tal que ly(@) - yB)I <€ si la - Bl <

1/T ; llamémoslos [tj’tj+1]' 0<j<T -1 . Consideremos la
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- . . . —(a0 0,.1 1,
n(T +1)-upla a = (7(t0),7(t1)...-.7(tT))—(a1,.--.an.al,.-.,an,

T T
...;al,...,an).

Por hipbtesis Un_l(A) es denso en An_l,luego por lema 3.7

T+1)

existe b € An( tal que

i) Ib - al < €

ii) (b ) € (A) para todos 1 < jys--+sjy_g <

j17c+rPyn-1) € Uy
n(T+1l) , con ji # jK si 1 # K ; por razones de demostracidn

notemos

0 T 0
b= (b2...;b7)=(b ,...,bg;...;b{,...,bi) i

Tomemos 7j = , 0<jT -1, y veamos que podemos

v/
aproximar 7j en menos de €' por una funcibén pu ..

J
i+ .
j+1 r 0KIKT-1;

: [tj,tj+1]
> UL (), tal que K (t)) = bl y kylty,y) = b
si logramos esto, habrfamos demostrado el teorema, pues defi-
niendo M : I > A" como u(t) = pj(t) , si t € [tj’tj+1] '
es evidente que u € C(I,Un(A)) = Un(C(I,A)) ;Y Que

e (€)= y(e) I = Hu(t)- 7j(t)ﬂ < €' para el j que verifique
t € [tj,tj+1] .

Para ver que 7j puede ser aproximada por una My en las
condiciones dichas, basta verlo para j = 0 , y aungue Yo Sa
le del intervalo [to,tl] =[0,1/T] , mediante una reparametri
zacibébn podemos suponer que sale del [0,1] , no olvidando que
la funcibén reparametrizada, que notaremos I , verifica que pa
ra todo af €1, IF@)-T(pl <e .

En A" tomemos la base canbnica {ej, 1<j<n} , y con ayuda

de ella construyamos una funcién v : I - A" 1lineal de a tro-
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zos, de la siguiente forma: en primer lugar dividamos el in-

tervalo [0, 1] en n intervalos iguales [5;1 , %] (1 <s <n),
y si (s -1)/n < t < s/n ,
s-1 n
p(t) = = b].'e.+[b2+n(t-§;—l-)(b;-bg)] e+ = ble. .
i=1 S j=s+1 )33

Pese a su complicada escritura, esta funcibén en realidad es muy
simple, se trata solamente de una curva que une b0 y b1 ’
mandando en cada intervalito [EI—:-l ' %] , la coordenada bg

en bi . Esta funcibén seri la Ho buscada, es claro que v

es continua, y ademds v (t) € Un(A) para todo t , pues si

s-1 s . 1.1 1 .0
t € [_E_ r g ], se tiene que v (t) = (bl’bz""'bs-l'bs +
_s-1 1 _.,0 0 0 .
n(t —H_)(bs bs)'bs+1""’bn) , donde en virtud de la forma
en que se eligi6é b , (bi,bé,...,b;_l,bg+l,...bg) € Un_l(A).

Para terminar, veamos que v aproxima [I' en menos de un cier
to €' tan pequeno como se quiera,con tal de que e sea sufi

cientemente pequeno.

lv (£)- T () < v (£)-» (0)] + v (0)-T(0)j + IC(O)- T ()N ,

el Gltimo sumando se hace menor que € por hipbtesis sobre T,

para el segundo sumando tenemos que T (0) = 70(0) =(a2,...,ag),
mientras que v(0) = (bg,...,bg) , luego por la eleccién de

b , distan menos que € . Analicemos el primer sumando

s-1
1 0 s-1 1 0
v(t)- v(0) = j:Zil(bj_bj)ej +[ n(t __E_)(bs -bs)]es ’
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. s-1 s
S1 te[T'-ﬁ]'

por lo que

s-1 1
lv (¢£) -v(0O)Il <« Z lb>
=1 J

Oy

—pY Oy
J

+n(t -4l -p
n S S
S 4.1 ,0 1 .0 1
<Z ij-bjﬂ < Ib™ -b"l < b -y(1/T)! + By (1/T)- v(0)1 +
j=1

+ ly(0) -boﬂ < 3e (recordemos que 0 = t;, vy 1/T = t;).

De las acotaciones previas se deduce que v (t) -T(t)! < 5¢ =¢€"',

cualquiera sea t € [0,1] .

Corolario 3.14: tsr C(IK,A) < K + tsr A .

Dem.: Por induccién, para K = 1 es el teorema, supongémoslo
cierto para K - 1 , luego como C(IK,A) = C(I,C(IK-l,A))'

tsr C(IX,A) < 1 + tsr C(IK'l,A) <1 +K-1+ tsr A .

Proposicién 3.15: Sea A un 4lgebra de Banach; si tsr C(IK,A)

< n , entonces [SK-l,Un(A)] es trivial.

Dem.: Identifiquemos SK-l con el borde de X ; si f-: aIK

= U (A) , por un teorema de Dugundji [17] existe una extensibén

de £,F: I8 >a", ycomo U (c(1¥,A)) = c(1¥,U_(A)) es

denso en C(IK,An), existe G : IX > U,(A) tal que IG(x)- F(x)l

< € para todo x € IK ; luego si € es suficientemente peque-
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fio, F (x) = f(x) + t(G/aIK(X)— f(x)) con 0<t<1l , es una
homotopia en C(aIK,Un(A)) entre f vy G/aIK . Claramente
G/'aIK es homot6épica a una constante, y por lo tanto también

loes f .

Corolario 3.16: Si m = tsr A , [ S (A)]= * ¥h > 0.

’UK+m+h

Relacibén entre tsr A y X(A).

Parece ser que el rango estable topol&gico de un &lgebra
de Banach conmutativa,guarda una intima relacibén con la topo-
logia de su espectro, hecho éste que puede intuirse a partar
de las secciones anteriores; si bien ain no hay un resultado
definitivo a ese respecto, los hechos que se exponen a conti-
nuacidén cubren muchos ejemplos interesantes. Cuando el &lge-
bra en cuestidn es del tipo C(X) , su rango estable topoldgi
co queda perfectamente caracterizado por la dimensién de X .

Comencemos entonces por el estudio de estas algebras. To-

das las 4lgebras que aparecen en esta seccibn son complejas.

Notaci6n: Sea X un compacto Hausdorff, y consideremos C(X).
En C(X)® tomamos el médulo £l 4. A £ )y la norma supre
mo asociada a este mbédulo (todo lo que viene a continuacibn,
sigue valiendo si se toma otro de los mbédulos equivalentes a

éste,y su norma asociada).
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Si f € C(X)n , notaremos

(1fl € €) ={x€eX : f(xX)] <€}

y lo mismo para la otra desigualdad, igualdad, etc.

Si Y CX es compactoy f € C(X,CE) , la restriccibén induci
r& una aplicaciébn p : [x,c’j] d [Y,CI,:] ; por razones de simpli
cidad identificaremos f con su clase de homotopfa, asi

p(f) = £/Y se entenderi indistintamente que pertenece a

ciy,c® 6 [v,ct) .

Definicién 3.17: Si f € c(X)® , definimos

T(f) = Inf {¢ >0 / £ €EImp , donde p : [(Ifl < ¢€),CH] ~
[(I£1 = €),c3]) -

Hay varias formas alternativas de definir 7(f):

1) 7(f) = inf {€¢ >0 / £f €EImp, donde ¢, : [X,CE] - [(If] =€),

chll.
— n —
2) 7(f) = Inf {¢ >0 /3F € C(X,C,) con Fl(lff = 6)° fl(lfl:e)}‘
- n -
3) 7(f) = inf {¢ >0 /3 F € C(X,C,) con F'(Ifl> €) = fl(lfl> e)}.
n
Lema 3.18: 7(f) = Inf {e¢ > 0 / (fl""fn' Elfil- e)es reducible}
i=1

n
Dem.: Si g = i;Ellfil- € , se observa que Zg ={ze X /I1f(2z)|=¢€}
= (lfl=€) . Ahora, que (f,g) sea reducible equivale a que

f EImpP , donde £ : [X,CE] - [Zg,Cf] . Lo que prueba el lema.-
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Teorema 3.19: d(f,U_(C(X))) = 7(f) .

Dem.: (<) Sea a > 7 (f) , entonces existe F € U (C(X)) , tal
que FI(|f|> Q)" fl(lff> a)’ consideremos el conjunto (IF - £l
> 8§ > 0) , este es un compacto que obviamente estd metido en
(1fl < «) , y por lo tanto est§ separado de (lfl> a) , luego

por el lema de Urysohn, existe una funcibn

v : X > [8/1F01,1] tal que ¢(IF - £I> 6))=8/IFl y ¢(l£fl> a)) =
1 ; entonces ¢.F € Un(C(x)) Y
0 , en (Ifl> a)
< |¢Fl + |1fl € § + « ,en (IF~fl] >6)
l¢F - fl= 4

< |PF - vf| +lef -fl €|l |F-fl + |£flly -1]

L <d + |fl <6 +aq , en (IF-£I<8)N(IfI< a) .

Asi, d(f,U_(C(X))) <a +8& , para todo § >0 y todo a >

7 (£) , lo que implica d(f,Un(C(X))) < 7(f) .

() Sea a > d(f,Un(C(x))) , veremos que f € Im p , donde
p: [X,CR 1> [(1£f13a),C]] . Si ue U (C(X)) wverifica que
d(f,u) < ¢ , tenemos que Ft = f + t(u - f) es una homotopia
en C((Ifl= a),CE) entre f y u , pero u € Un(C(x)) , lo

que implica (por el teorema de Borsuk [34]) que f € Imp .

Corolario 3.20: Si f € C(x)n , son equivalentes:
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i) £ eu (C(X))"
1) (£, (B,0f;

iii) (f,B) es reducible cada vez que sea unimodular (f € C(X)).

|- €) es reducible Ve > 0

Dem.: i) =1iii) est§ en la demostracidn de lema 3.2,
iii) =ii) es obvio,

ii) =i) , por ii), 7(f) = 0 y luego se aplica el teorema -

Corolario 3.21: Si X c c® es un compacto de interior no va-

cifo,y A = (kl,...,kn)e xo , entonces f(z) = (zl—kl,...,zn-kn)

£ U (C(X)) .

Dem.: Debemos ver que si € > 0 es suficientemente pequeno,

n
(f,9) no es reducible , donde g(z) = i§1IZi~ Ail - € ; existe
e >0 tal que B.(\) = {z € ch :Elzi—kil € €})C X , y asi
Zg = {z e c" :Elzi—kil =€} ; si (f,g) fuera reducible, ten-
drfamos que f/Zg se podria extender a F € C(X,CE) , Y en par

ticular, se extenderfia a una funcibén de Be(k) en CE , lo

que obviamente es falso.

Corolario 3.22: tsr C(X) = sr C(X) = [dim X/2] + 1 .

Dem.: Es claro a partir de corolario 3.20.

En [23] Herman y Vasershtein demuestran la primera igualdad de
*
este corolario, en el contexto mds general de &lgebras C , u-

sando una técnica similar a la aqui utilizada. Como veremos mas
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adelante, este resultado no se puede generalizar a cualquier

dlgebra de Banach.

Una interesante aplicacibén de teorema 3.19 es la siguiente:

Proposicidn 3.23: Si f € C(X) y n es un nGmero natural, en

tonces d(f%,c(X)") < d(f,c(x)")" .

Dem.: En virtud del teorema, debemos demostrar que r(fM) <
7 (£)" ; tomemos r > 1 (f) , por definicibén existe F € C(X)°®

tal que F{Ifl luego F" e c(X)° Y

=0~ Yug=1 -
= £ _ £h n n
-f/(lf[= r)- f /(lfn|=rn) , de lo cual r7(f )< r .

F/ 1= 1)
Este resultado no es trivial, en el siguiente sentido, si f €
C(X) y u€ (C(X)°) son tales que d(f,u) = d(f,C(X)°) , no
siempre es cierto que d(fs,us) = d(fs,C(X)‘) , velmoslo con

un ejemplo, consideremos f(z) = (z-1/2) € C(a) ; 4(f,C(a) )=
1/2 , ya que si fuera menor, tendrfamos que hay un v € C(A) "

tal que 1z -1/2-v(z)I< 1/2 ¥z € A , y entonces F (z) =
(z-1/2)+ t[z-1/2 -v(z)] , restringida a S1 serfa una homoto
pia de sl en C, entre (z-1/2) y v ; como v(z) # 0

¥z € A ,de la teorfa de homotopfas se deduce que el grado de vV
es cero, mientras que el grado de z -1/2 es uno, por lo gque no
pueden ser homotépicas. Por otra parte, u(z) =z -1 € (C(8) ")

y l(z-1/2)-(z-1)] = 1/2 . Veamos entonces que pasa con

| (z -1/2)S - (2 -1)5] , tomando 2z =-1 queda

l£(-1)S —u(-1)51 = 1(-1)%(3/2)° - (-1)% 2% = 25-(3/2)° =
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45 -3% 1 _. : :
— s > —< Si s > 1 , mientras que el corolario nos dice
2 2

que d(£°,c(a)°) < (1/2)° .
Al igual gque pasaba con el rango estable, el estudio del ran-
go estable topolbégico de un &lgebra de Banach conmutativa se

reduce inmediatamente al de un &dlgebra semisimple.

Proposicién 3.24: Sea A un &lgebra de Banach conmutativa, si

J =rad A , entonces tsr A = tsr A/J .

Dem.: Sea = : A" » (A/1)" 1a proyeccibén natural, si u € A",

de la igualdad sp u = sp w(u), es facil ver gque w(Un(A)_) =

Un(A/J)_ y Un(A)' = n'l(un(A/J)') , luego si n = tsr A ,

A/t = U (A/3)" , y si n = tsra/d, al

= Un(A) .

Si A tiene n elementos que la generan como &lgebra de Ba-
nach unitaria, diremos que A es n-generada; llamaremos enton
ces gen A al minimo natural n tal que A es n-generada, si

no existe ningGn tal n , gen A = = .

Teorema 3.25: Si A es un &lgebra de Banach conmutativa, fi-

nitamente generada, entonces

dim X(A) - gen A < tsr A .

Dem.: Sean n =gen A y s = tsr A . Decir que dim X(A) <n+s
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equivale a decir que para todo € > 0 y toda funcién continua
f : X(a)> Rn+s , existe una funcibén continua F :X(a) R2+s

tal que IF(p)- f(p)l <e para todo ¢ € X(A) (ver [25],p&g.83).
Supongamos entonces que estdn dados un € > 0 , y una f como
arriba. Si {aj, 1<j<n} genera A , tomemos a =(a1,...,an)
y definamos ¢ :X(A) - sp a como u(¢)=(51(w),...,§n(¢)) '
por teorema 2.4, ¢ es un homeomorfismo. Tenemos entonces el
diagrama conmutativo

£
X(a) ——» RS

2 l /c c(z) = £ o u 1(z)

sp a

Por el teorema de Stone -Weierstrass, c¢ se puede aproximar
uniformemente en menos de €/4 por una funcién polinomial p =
p(zl,El,...,zn,En) , Yy como sp a es compacto, existe un & > 0
tal que si wy € spa y o) € c" , verifican lug —wyl < 5 ,
entonces lp(wg) -p(w )l <e€/4 .

Ahora, por corolario 3.9, existe b € A" tal que JIb-al <5
(aquf la norma en A" es la norma dos asociada a | HA) ' Y
dim(sp b) < n + s . 8Si definimos 4' :X(A) - sp b como u'(p)=
(Bl(w),...,ﬁn(w)) , es claro que lu(¥)- #'(¢)ﬂcn ) para

todo ¥ € X(A) . Luego

lp o u'(p) —£f(@)) < lp o n'(p) —posu(p)l + lpou(p) - conu(p)l

< e/4 +€/4 =€/2 .
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Bastard entonces con aproximar pof' en menos de €/2 por
una funcién cuya imagen no contenga al cero, para eso notemos
que podemos pensar a p como saliendo de sp b , y dado que
dim(sp b) < n + s , existe una funcién continua g :sp b — RE+S
tal que Ip(z) - gq(z)l < e/2 , para todo z € sp b ; asi
lpou'lp) ~qou'(p)l < e/2 para todo ¢ € X(A) y gomu'® :

X(A) »’R2+S, como querfiamos probar.

Observacibn: Si bien en la demostracién del teorema "aproxima-

mos" sp a por un conjunto de dimensifn menor que tsr A +
gen A , como sp a es homeomorfo a X(A) , en realidad,de 1la
demostracién concluimos que también para sp a vale esa desi-

gualdad.

Proposicibn 3.26: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa.

Si A tiene n generadores y X(A) CMC c” ,con M una sub-
variedad diferenciable sumergida (real o compleja), de dimen-

sién m < 2n ; entonces tsr A< [m/2] + 1 .

Dem.: Llamemos s = [m/2] + 1 y tomemos f € aS , si hl""’
hn generan A , entonces f se puede aproximar por polinomios
en los hj’ 1<j<n , p(h) = (pl(h),...,ps(h)), y por teoria
espectral sp p(h) = p(sp h) = p(X(a)).

Consideremos p : ¢ > ¢S , esta funcidn restringida a M es
diferenciable, por lo que dim p(M) < m < 2[m/2] + 2 = 2s , de

aqui tenemos que p(M)0 = ¢ (el interior tomado en c®) , Yy
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como p(X(A)) c p(M) , el resultado se sigue del corolario 3.10.

Desgraciadamente, la hip6tesis de que M sea una subvariedad
sumergida,no se puede remover manteniendo igual demostracién,
ya que una funcibén polinomial puede aumentar la dimensibn de
un compacto polinomialmente convexo; por ejemplo, si £ :I -

2 . . . .
I C C es una funcibn continua suryectiva, y consideramos X =

{(t,£(t),t € I} C C2

, €s claro que X = I , y por lo tanto

dim X = 1 , adem8s X es polinomialmente convexo, pues es fa-
cil ver que PF(X) = C(X) ; pero el polinomio p(z) = z, tiene
por imagen 12 , que obviamente tiene dimensién 2 . No obstan
te, como P(X) = C(X) , también aqui tsr P(X) = [dim X/2] + 1=
1 . Esto nos conduce a la cuestif6n de si tsr A es un inva-
riante de dim X(A) , ¢ser8 cierto que tsr A = [dim X(a)/21+ 17,

si bien ninguna de las dos desigualdades ha sido probada, en to

dos los ejemplos conocidos por el autor vale la igualdad.

Lema 3.27: Si A y B son dlgebras de Banach conmutativas, y
f : A>B es un morfismo con imagen densa; entonces tsr B'S<

tsr A .

Dem.: Si n = tsr A , Un(A) es denso, lo gque implica que
f(Un(A)) es denso en £(A™) , que es denso en B" . ©Luego,

- - _ ph
Un(B) ) f(Un(A)) = B .

Corolario 3.28: Si A es n-generada y X(A)O +# ¢ (en C),

entonces tsr A = n + 1.
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Dem.: Si ~ : A > C(X(A)) es la transformada de Gelfand, es
claro que A es densa en P(X(A)),luego tsr P(X(A)) = n + 1 ,
y por el lema, tsr A 2 n + 1 ; la otra desigualdad es la pro-

posicién 3.26.

La primera desigualdad de este corolario sigue valiendo bajo
hipdtesis més generales. Si A es un dlgebra de Banach conmu-
tativa y E C X(A) es un conjunto compacto, consideremos la
clausura en C(E) de las restricciones £|E » Y 1llamemos Ap
a este &lgebra, la cual resulta ser un dlgebra uniforme, cuyo

espectro es la cépsula A-convexa de E :
E=(xe€x@ /1fx)| < Iflg Vf € Aa)

Para una exposicibn detallada de estas &lgebras y otras cuestio

nes relacionadas, se pueden consultar (38] y [45].

Teorema 3.29: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa, y sea

n
E

morfismo entre E y ¢(E) , y ¢(E)0 # ¢ (con respecto a c™;

E C X(A) compacto. Si existe ¢ € A, ,tal que ¢ es un homeo

entonces tsr A >n + 1 .

Dem.: Como la transformada de Gelfand,compuesta con la restric
cién forma un morfismo de A en Ap de imagen densa, por lema
3.27, basta con ver que tsr AE 2 n+ 1.

Mediante una traslacién y una dilatacién,podemos suponer que
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¢(E) DB ={z€C": Elzil < 1} . Luego, por hipbtesis exis-
te h: B—-E tal que ¢ oh = idB , O sea ¢K(h(zl,...,zn)) =
zZgy - Si ¢ se puede aproximar por unimodulares-‘de Ap

. . n
existe una sucesién (vj) C Un(AE) , tal que vj - ¢ en AE ;
luego , sup Ivj(h(w)) - ¢(h(w))| tiende a cero cuando j tien

wEB

de a infinito, y ademés, vj oh € Un(C(B)) . Esto Gltimo es fal

so, ya que en virtud del corolario 3.21, la funcibén coordenada

w = ¢(h(w)) no se puede aproximar por unimodulares de C(B).

PR )(,uzv/‘vg//
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