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INTRODUCCION:

Nos proponemosestudiar operadores integrales singulares sobre cier

tas superficies rectificables.

, En 1977, A.P. Calderón [1] demostró el resultado siguiente: Sea I'

una curva en el plano complejo dada por la ecuación z(t) =t+ inp(t) donde

tp(t) es una función a valores reales, de la recta real con derivada acotada
1 .

y sea A f=-— f fi-fïE-Lrï dz(s) e> 0 . Entonces exnste a.
pie. 27ríI5-tl>e z S -2 t

tal que II‘P'Ilm<a implica que el operador sup [AWef] es de tipo débile>0 ’

(1-1) y acotado en Lp ,1< p < un .

R.R. Coifman, Hc |ntosch e Y. Meyer, [3], mostraron en 1981 que se pue

de reemplazar el nücleo de Cauchy por todo nücleo K(z(x) -z(y)) donde K

es una función ímpar, positivamente homogénea de grado -1- e indefinidamente

derivable en C*= C - {o}

En 1983, Guy David [6] extendió este resultado a un caso más general

donde I‘ es una curva casi Zipschitziana , basándose en los dos trabajos

anteriormente citados.

Ahora nosotros estudiaremos operadores similares en Rn, donde K es un

nücleo ímpar, homogéneode grado -k(k< n) e indefinidamente derivable en

R" -{o} .

Dada una medida [.1que cumpla 11(B(x'0,r))< crk V-xoe Rn, definimos

T:f(x) =sup I f K(x-y) f(y) dul
€>>0 Iy-xl>>€

Dada una superficie rectificable E , de dim k en kn, que cumpla ciertas

propiedades, definimos la medida o, con soporte en E que da la noción de



área de ¡a superficie.

El teorema principal, que probamos en el parágrafo IV, es que
*

Tg :Lp(d#)-+Lp(do) es continuo cuando o es la medida soportada sobre una

superficie que generaliza la noción de curva casi-Zipschitz. En el pará

grafo V estudiamos la continuidad del operador maxima] T: cuando o es la

medida “elemento de área” de una superficie “arco-cuerda” con una parame

trizacíón adecuada. h

Estos resultado se basan fuertemente en un teorema probado en el paré

grafo Ill que dice que T: :Lp(do)-+(do) es continuo cuando o es la medida

en Rn asociada a una superficie 2 que es gráfica de una función de Lipschitz

de Rk en Rn-k .

Esta es una generalización a más dimensiones de lo probado por Coifman,

Mc Intosch y Y. Meyer [3], en el caso unidimensionai.

En los parágrafos l y ll damos ias definiciones y herramientas básicas

para poder acceder a los resultados antes mencionados.



l. Desiguaidades Haximaies

En esta primera parte, definimos funciones maximaies destinadas a

reemplazar aquellas de Hardy-Littlewood en un contexto geométrico un poco

diferente.

' La proposición l es una generalización de la desigualdad clásica yla

demostración es una adaptación a nuestro caso particular de la anterior.



Definición 1: Se denota T la o-álgebra de Bore] en Rn y Aa el conjuí

to de medidas de Radonposítívas ¡1:T +[0,m] tales que existe una constan

te c=c(l.l) >0 tal que V-xoekn y -V-r>o , se tiene

#{xeRn/ Ix-xol< f}<cra(1<a<n)

Definición 2: Sea [1eAa y sea feL'(d.u). Se denota Mgfzkn+[o,an] la

función definida por

a(1) M#r(x)=sup L I If(y)ldu(y)r>0 r Iy-xl<r

Progosición 1: Sean [11 y [.12dos elementos de Aa . Entonces -V-pe(1,00]

existe c=c(fl1,#2;P) ta] que #feLp (dal) se tiene:

IM fil ' < Hfll
“1 ps”? \c pvy'l

Demostración:

1°) p=°n feLwüll) h+ If(x)l < “fue” salvo un conjunto de medí¡I'll

da [11 cero

nui on) = sup ¿a < r If(y)|du1(y> <
f

r " IY'X0I\

1 I 1< — I l - < <_ a
s:p { ra lflmgl. #1{ Y / Iy X9I\ r} \ ra "fflm’fllcwfl r

Entonces (2)

H ÍI < II II

“[111: en,#2\c(#1) f 00,111

2°) (debil 1-1)

Sea 0={xeRn / Hu f(x) >A}
1



0 es abierto pues fijado un r0 , la función

x -* ¿a f If(Y)Idl-‘1(Y) es contínua.

Consideramos los discos Dr= {y / ly-x0I< r} con X060 y r tal que

L f |f(y)ld#1(y)> A
' ra Iy-x0I<r

C!

Entonces r A S f |f(y)|d.u1(y)< IFII1n
IY'XOI<I’ ' 1

Por lo tanto los radios son acotados.

Por e] lema de Besicovítch [7] existe una subfamílía numerable {Dr }m
í ¡=

tal que OcUDr y 2X
í í

()<k
Drí x (n)

Por lo tanto

C012)

|o|¡uz <ï ¡orilla2 < c (uz) r? < A ¡Dr'¡{WI =
a

CÜ‘2) c012)=__ z: f < — z f <
A i «¿n ¡Xorí (x)|d"1 ¿“(í XDri (x) ) I (x)ld#1(x)

<———°(”2)k(") uru
.1,I-11

(3') #2{x/ Mu1f(x)> A}<M "f"1,u1
A

3°) 1< p < 0° . Se hace interpolacíón.

Sea feLpüll) 1< p <m . DadoA>o , escribimos
. A

1’(>'()=9)\(x)+ hA(x) con gA(x)={f(x) 5' If(x)l< ZCZEIS
0

si |f(x)|> 73W



De la definición resulta IgA(x)| < Tía-1T)-#xekn

y por tanto es:

C(#I)A Al n < A nn n <————= ——
9A«¿11‘ 2c(#15 y ¡alga oo,u2\ “(#1) 2

Aderr'ás hAeL'Oll) y
l< +_ < — +

M“1 f(x) \H#1 gA(x) “4‘11h)‘(x) \ 2 H h (x)

Entonces sí H f(x) >A , resulta H h (x) >L
' - #1 - #1

Por tanto:

A

#2{x / H#1f(x) > A}< #2{x / Hill hA(x)>

Y entonces, de acuerdo a lo probado en el punto 2°)

A 23 2€ .H x/M h(x)>— <—Ilhll =— f |f(x)ldu1=
2{ “1 A 2 } A A WI A {x/|r<x)|>—2*c

2€ a
T fA/ZCI-lfix/ If(x)|> s} ds

Resumiendo:

a.
2 0° '

#2{x/Hfllf(x)> A}<A— fA/2c#1{x/ If(x)l> s}ds

Deesto lesulta:

EM = p F 1¡[2{—x M f x > }dx <¡1 p9l‘2 f0 A / “1 ( ) A \

- e p-2 e _
<2pc f0 A (IA/2C#1{x/If(x)|> s}ds) dA

= ZPE 'ro #1{x/ If(x)l>s} ( ¡ÉCSAp-zdA) ds =



p1
.. cn 2

=2 pcfo #1{x/If(x)l>s} 75-:- ds =
cn -1 p= u /f() >s sp ds=ci|f|i

CP ¡o Iix I xl i p'fll

Por'tanto

IM fil < lifil c de ende sólo de n
a.) #1 9.142 C p.111 p y p

Il. ¡Operadores Haxímales

Sea szn - {0} -> C una función Cen, impar y homogénea de grado

-a (1< a < n)

‘V-fleAa y V-e> 0 se define el operador T; sobre L2(d#) asi:

(5) filma . K(x-y)r(y)cm(y>Ix-y|>e '
Y

(e) ij'(x)=¿ïolïjf(x)l

Definición 3: Para toda medida de Radon oeAa , se dice que 09:2 si exi_s_

te.una constante y > o tal que -V-r> o y 4x0 perteneciente a] sopor

te de o se tiene

(7) o{x/Ix-x0|<r}>yr°‘

Con estas definiciones, enuncíamos el siguiente teorema, cuya prueba ocu

pará el resto de este parágrafo.

Teorema 1: Sea 052 y #cAa .' Sea KeCmGln-{OD impar y homogéneo de



*
"grado -a . Supongamos que #pc(‘1-,°°) , TcJ sea acotado de Lp(do) en Lp(do).

Entonces -V-pc(1,°°) se tiene

(8) T:: Lp (do) + Lp(d.u)

(9) TZ: Lp(du) + .Lp(dc)

son acotados.

Lema 1: Sí I-le AQL, entonces

°° 1

(10) r y JUE-Fm d,u(x)< cM#f(xo) (c=2°‘2 k)x-xo]>r Ix-xol k=0 2

Demostración:

r f Ma“ =r2 'f <
Ix-x°I>r Ix—x°l K=0r2k<lx-xol<r2k+1 IX'XOI

ao I °° 1<r2 ——(-—) f z —_ Mf(x0)=
k=0 rc1+1 2k “+1 k+1 k=o 2k a flIx-xol< r2

°° 1

=0 2

Lema2: Sí 052, entonces exíste- una constante c tal que

(11) T: f(xo)< cmonzïuxo) + mamon

Demostración: Sea XocRn . Estímaremos T: f(x0) independiente de e .

' Sea DE la bola de radío e ,centrada en xo .



Sea f=f1+fz f1=fxD f2=fx(D€)c Sea xeD‘E/2e

0

T: “¡0) = T: f2(x0) = (T: f2(xo) - T: f2(x)) + Ta f2(x)

IT‘ 'f2<xo)- ¿wn =l I K(xo-y> f2(Y)d0(Y)- f K(x-y)f2(y)do(y)
o |v-><ol>“E IY-xl>0

lxo-xl
= IK(xo-v)-K(x-y)l If(y)Ido(y)< J‘ _———— If(y)Ido(y)

IY'x0|>e ¡y-xo|>e Iy_x°la+1

<ce. I If‘(y)| ¿fly-L- <c Hof(xo)
. Y'XOI>E ly-xola‘l'l

La última desigualdad se deduce de (10)

Por tanto

. 0

(12) IT:f(x0)|<c .M°f(xo)+ ITof2(x)l

0 .

Estimaremos ahora TOf2(x) . Para ello tomarnos€1> 0 igual al radio de

la bola centrada en x que sea tangente a De

6el? "2'

¡T:f2(x)¡< |T:1f(x)I+IT:1f(x) -T:f2(x)l <

< T:f(x)+lT:1f(x)- T0f2(x)|<r*r(x)+| y K(x-y)f(y)do(y)l
o o Y'Xo \€

IY'XI>€1

< T: f(x)+ c r Jim-la do(y)< T:f(x)+ ¿a y |f(y)|do(y)
IX'YI>€1IX'YI El ÍY'XoI<6

IXO'YI<€



2°‘c

e a
<T* f(x) + r |f(y)|do(y>< T* f(x) +cn on)

0 g 0' 0lY'xo e

De (12) y la estimación recién obtenida, se deduce

‘ ie

(13) IT:I f(x0)l<cMo f(xo) + Tof(x) , xeDe(x°)
« /2

Si d(x0) =d(x0,sop o)< 6/2 , promediando en (13) con respecto a x y o ,

resulta

(un IT: f(xo)| < —‘— T: f(x)do(x) +cMof(x0)
°(De/2) Ix‘xol <6/2

1er. Caso: xoesopo . Como052, o(D€/2) > c(€/2)a
De (11+) se sigue:

c 2°

¿aIT: f(x0) I < T: f(x) dm) +c Mof(xo) <Íx'xolge/z

< CMCI(T; f) (xo) +cM°f(xo) y ésta es la estimación (11) que

queríamos probar.

2do. caso: d(x0, sop o) =d(x0) < 6T

Sea x1 esopo el punto que realiza la distancia.

Sea Dl la bola {x/ Ix-x1I< ET T d()_(2)}. Entonces DICDe/2(x0)

“De/2) > o (ol) > de? - d(x0))°‘> CNT)“ y de m.) se deduce

e i:
ITUf(x0) I < c Mo(To f) (x0) +c Mof(x0)

-y ésta es la estimación (11) que queríamos probar.



3er. caso: d(x0) < e < 1+d(x0)

IT:f(x0) < |T;d(xo) f(x0)| + IT:f(xo) - T;d(xo)f(xo)|

Por-el 2do. caso

' (15) IT:d(xo)f(xo)I< CMC“:f)(xo) + chf(x0)

(15) ITZHXO)’ T:d(x°)f(xo)l=l <l f I d( ¡((Y'><o)1"(y)do(y)l<E\ Y'xo <‘4 X0

€<Iy-on<hd(xo) Iy-xol

< ‘c_ If(y)Id0(y) <Í
ea IY'on < “d(xo)

C

zaqaed f < elf(Y)d°l(Y)<CHof(x0)IY‘xol \.“

De las desigualdades (15) y (16) se deduce la estimación (1'1) que que que

rïamos probar.

Sólo debemos considerar e? d(x0,sop o) pues sí e < d(x0,sop o) ,

T: f(xo) = T:(x°)f(xo) y es el 3er. caso.

Demostración del Teorema J:

Primero demostraremos Ia afirmación (8):
e:

Si To: Lp(o)+ Lp(o) ,1< p< en , 052 . Entonces
ak

Tosz(o) + Lp(I-l)411m:

* n < . *
Por lema 2 IITUf pm x c("'10T0 fllpfll + "Hofllp’u)



Por la proposición 1:

¡Fra < c(c1nr*fn + czflffl )< c m
0 P 0 P.0 PoU P 0,F

J l *
por la hípotesus hecha sobre TCI.

Ahora demostraremos la afirmación (9)._
* l

Sabemos por (8) que 4 1< p <c , TU: Lp(o) + Lp(l-l) es continuo.
1Entonces sea / — + 1/ = 1

q p q

(17) I f f K(y-x)f(y) g(x) do(y) dn(x) I <
Iy-xIZe

|fTZf(x)g(x)dl1(x)|< “group” nganfi

'k<ITf II IIII < Ilfll un\ O(X)p.#gq.#\cp pogqfli 9

-V-e> o #feLp(do) 'V-geLq(du)

Dada geLq(du) , definimos T296 (Lp(do))n = Lq(do) por

(T: 9.1’)=f f K(x-y) f(y) g(x) do(y) d#(x) #fe Lp(do)Iy-x| >e

(17) dice que TZ: Lq(d#) + Lq(do) es contínuo y

ITZH< cp -V-€> o . Por lo tanto existe una sucesión ej tal que la suc_e_

sión de operadores TZ]: Lq(d#) +. Lq(do) converge débílmente a un operí

ll I'< .
dor llamado Ty y Tnlx cp

Estimemos (TZF) (xo) xoesopo , €>0 fec‘g

Sea De e] disco de radio e centrado en x0 ,



f=f1+f2 , f1=fxDe f2=f-f1 Sea xe.De/2(x0)

|rf,r(xo)|= Tnf2(xo)= [7,1f2<xo)- T“f2<x>1+ wm)

[Tn f2(xo) -T“ f2(x)] se estima igual que en el lema 2 y resulta

IT“f2(x0) -T# f2(x)|< cHflon)

Por tanto

I_T;f(x0)l [Tnf2(x)| + cMuf(xo)< IT#f(x)|+ f1(x)I+ cMflon)

Promedlamos en De/2(xo)

e

ITfl f(xo) I < IDG/JT“ f(x) I do (x) + ) IDG/2|T“ f1(x) I do (x)
6/2 6/2

(1) (2)

+ C Hu f(x0)

(1) < —a fD/ITpf(x)I do(x) < cMo(Tflf)(xo)- e 62

1 l/r'
(¡(De/z) ITflfllr)1/r =(2) = fx ()T(f)()<

De/leflllx
6/2 (MDE/2)

ll 1 ' 1(Í IT fllrd°)/r =[ fIT fllrd01/r <
o(D )1'¿ I" o(D y

e/2 r' e/2

1/r I’ 1/< c[¿ f Iflrdu] < c(MIfl (x)) r
em De fl 0



Entonces

T:f(x0) < cM°(T#f)(x0) + cr [M11(Iflr) (x0)]1/r

y esto implica la continuidad de

TZ: Lp(du) + Lp(do)



Ill. Operadores Maximaiessobre superficies dadas por “gráficas” de funcio
nes de Lípschítz

Ahora demostraremos un resultado básico para ia prueba de los teoremas

3 y h que es la continuidad del operador maxima] T: :Lp(do)-+Lp(do) donde

o es la medida “integración sobre E" y E es-una superficie dada por la

gráfica de una función de Lípschítz W:Rk + Rn-k .

En el caso unidimensional y o la longitud de arco sobre una curva y,

este resultado fue probado por R.R. Coifman, A. Mc Intosch e Y. Meyer en [3]

YUI].

Ahora damos una demostración basándonos en ei método usado por R.R. Coíí

-man, G. David e Y. Meyer en [5] que es a su vez una aplicación del método de

rotaciones de A. P. Calderón [2].



Sea Ózkk+Rn definida por

Ó (x1,..., xk) = (x1,..., xk, spl(x1,..., xk),..., son_k(x1,..., xk))

1

con spj e Líp y constante de Lipschitz Mj .
_____—Ï___' — 

Sea M=v’(n-k)Me + 1 con M0 = max IMJ.I,entonces 41e tlpl- con constan
te de Lipschitz <M

43 define una superficie S de dim k en Rn

Se quíer‘e definir una medida o que generalíce la noción de área de una su

perficie regular:

Si feC0(Rn), sea A(f)=fkf0q5(x1,..., xk)«detuqsÉJM «<1...ka
R

con JÓ denotamos la matriz jacobíana de 45 .

Esta funcional A es positiva entonces, ‘por el teorema de Ríez, existe una

o-álgebra de Bore] y una medida o definida sobre esa o'-a‘l_gebra, tal que

(19) A(f) =fnf d o_ 1+ f eco (Rn)
R

Proeosición 2: La medida o definida arriba, pertenece a E

1°). aeAk: Como 45 es de Lipschitz con constante H, las derivadas parcíí

les son acotadas y por tanto.__t__
x/det 14(JÓ)'< C

Entonces:

O (B(xo,r)) = f \/det littth d>u<1...dxk< C f dx1.-..dxk
o'1(s(_xo,r>n s) ó'1(B(xo,r)ñS)



pero

Ó_1(B(xo,r) n S) C B(1rl(x0),r) (1r1=proyeccí6n sobre las primeras k

componentes) pues

YeÓ-1(B(xo,r) n S) + My) e B(xo.r) +
f

1 k+1 n
¡(YIQH'YkaSP1(Y1H-Yk),---, ‘pn_k(ylv°'°s ' (x0,°°-)x%t xO )°--x0)I< r

+ |(y1... yk) - (xÉ,...x%)| Sr +yeÉ(W1(xo).F)

Entonces

K

f d><1...dxk< f dxl...dxk=cr
o'1(s(xo,r>n s) a<1r1(xo>,r)

Por tanto o(B(x0,r))< c rk o sea oeAK .

2°) o(B(x0,r)) > E rk para xoesopo pues

JMM)‘ =
1 0...0 9’11...«pn_k,1 1 o . . . . .. o

0 10.00 ‘plz...‘Pn_k,2 0 1 I onoo. 0

' o o 1

o 0...1«p1k... sp _
n k’k ‘P11‘Plz ‘Plk

(pn-k, l‘pn-k,2 Wn-k,k

I=I+BBt con B=



Sea P=BBt entonces P es simétrica y definida positiva. Por tanto P

diagonalíza.

Sea {ví} ¡a base de autovectores y A¡ los autovalores.

Por ser P definida positiva, los autovalores son mayores o iguales a cero.

(I+P) v¡= (1+Aí) vi Por tanto ' -I+P diagonalíza en la rnísrnabase

con autovalores mayores o iguales que .‘1

k
det(I+P)= (1+A¡)>1 .

¡.0

y cornoJot-ÏÓ: =I+ P, det (14) JÓt) > 1

Sea xoesopo. TomoB(x0,r).

YEB(7T(xo), r/H) se cumple que

|Ó(Y) ' Ó ("(XOHI < H ly-1r(x0)| S H r/M = r

Por tanto 45(y) e B(xo,r) o sea Ó-1(B(xo.r)) 3 B(7T(xo), I7M)

Entonces

____. k
c(B(x0,r))= f \/det Jóthb «1...de > f dxl...dxk = ck'-1

45 (s<xo.r)) a(«(xo),r/M) “

= E rk donde E depende de k y M.

De 1°) y 2°) se deduce 022 que es lo que se querïa probar.

.Teorema 2: Sea Ke:C°°(Rrlx Rn-{0}) ímpar y homgénea de grado-k. Sea

Ósz-flln definida por

. 1

Ó(x1...xk)=(x1,. . xk, spl(x1...xk),... tpn_k(x1...xk)) con «pjcLíp y

IIÓ'IIm< M y sea S una Superficie dada por



S={(x1...xn) / xk+1= 91(x1...xk),..., xn= tpn_k(x1...xk)} y

o la medida definida en (19). Entonces

-V-pc (1,00) existe una constante C=C(p,M,k') tai que

* <
, (20) "Tafan x c "ruM

poniendo T: f(x) = sup I f K(x-y) HY) d0(Y)I
e >0 Ix-yl >e

Antes de demostrar este teorema, probaremos un resultado muy similar en un

contexto un poco diferente. Es la siguiente

Prggosición 3: Sea Ke:Cm(Rnx Rn- {0}) ímpar y homogénea de grado-k. Sea

. . n . .
S una superf¡c¡e en R definida por S={(x1...xn)/ xk =so1(x1..., xk),...,

x = son_k(x1...xk)}n

1

con ¿pjeLip con constantes MJ. Entonces e] nücleo

N(X,Y)=K(X1"Y1,---, xk“ yk, «P1(x)“1910)”... vn_k(x)-son_k(y) )

es un nücieo de Calderón-Zygmund sobre Rk (ver [1+]).

Si esta proposición es cierta, entonces definiendo

T*f(x)= sup I f N(x,y) f(y)dyl resulta
e>o Ix-y|>e

*
T acotado de Lp(Rk) en Lp(Rk) y de tipo débil 1 -1 . (Esto fue probado

por Calderón-Cottar-Zygmund en [S] cap IV).

Lema3: Sea K(x,y) ch (ka Rk) una función tal que para una cierta
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constante c>0 , para todo xoeRk y -V-vesk-1, el núcleo

K(xo+vs, x0+vt) IS-tlk'1 e L°°(ka Rk)

define un operador acotado sobre L2(R) de norma S C.

Entonces la norma del operador T : L2(Rk) + L2(Rk) definida por el nücleo

es la superficie de la esfera Sk_1K(x;y) no pasa de ü; donde wk_1
2

Este lema está enunciado en [1+]. La demostración es una aplicación del

método de rotaciones .

Demostración de Proposición 3:

Sean x,yaRk sean e>0 y ga: (WINN, yan-k) y

Ne(x,y) = K(X'Y, 90(x)-«p(y)) xlxïyl >e' entonces

1) Ne(x,y) e L°°(ka Rk)

. -1
2) Ne(x0+vs, x0+vt) Is -tlk = Ne(s,t) define un operador acotado

sobre L2(R) de norma < C .

Veamos1): Ne(x,y) = xlx_yl>€| K(x-y, ‘P(x) '«P(Y)I g

1 - - 1<Ix->-—- K(—Y—",M" )I<—.A
'XY' A Ix-yl" lx-yl Ix-yl ek

donde A es la cota de K en el compaCto Sk_1x B(0,H) con M=máx(M¡) .

k-l
Veamos2): N(s,t)=Is-t| N(x0+vs, x0+vt)=

=|s-t¡k'1K(vgs-tz' ¿(mua-mem ) =i
Is-tlk Is-tl Is-tI
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cp(x +vs)-«p(x +vt)
= — K (v, 0 _ o )

s-t s - t

Sea Il/(s) =cp(x0+xs) III es de Lipschítz con constante H. Sea

F: Rn-k + C Cm definida por F(1.1)= K(V,#) entonces

- S't
F (Mil) _ K(y, ‘P(Xo+”S)-‘P(Xo+vt))

s t

y estamos en las condiciones del teorema 2, pag. 3 de [li] . Entonces

N(s,t) define un operador acotado sobre L2(R) por:/

Tf(t)= Iïrnf N(s,t)f(s)ds
I I>€ '6+0 S-t /

Además

IN(s,t)I< c Is-tl-1

“SLsN(s,t)|< c Is-tln2 p.p.

Esto vale usando que K es homogénea de grado-K y que si sp es de Lips

chitz, spes absolutamente continua, entonces es derivable p.p. y

¿ST N(s,t) se calcula con la regla de ia cadena comodistribuciones.

Entonces N(s,t) es un nücleo de Calderón-Zygmund y N” resulta acotado

en L2(R). Pero de esto resulta IlNefII2<IINhfI|2< cII1‘II2 con c indepen

diente de e y' por el lema 3 , Ne(x ,y) define un operador acotado sobre
c

L2(Rk) de norma no superior que L . Lo denotamos Te y luego 2)2

Por tanto
c

IITGII<+ . Entonces existe una subsucesíón {ej} tal que T€_J
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converge débilmente a un operador T o sea T€_f + Tf en L2 -V-feL2

Por tanto -V-f contínua, de soporte compacto y p.p. xésop f ,

Tf(x)=]ïm T¿f(x) =lïm f N(x,y) f(y) dy =
€.+ o €.-> x- > e.
J J J °l Y J

' y e sop f

= f N(x,y) f(y) dy =f N(x,y) f(y) dy
yesopf

Para que N(x,y) sea un núcleo de Calderón Zygmund, sólo falta probar las

acotacíones:

.a) IN(><,Y)I < ° k
Ix-yl

b) I‘7,(N(x,y)l<fi y IVYN(><,y)l<—cïï
Ix-YI - Ix-YI

Prueba de a):

- 
|n<x,y)|= ¡Mx-y,som-vw < k ¡«LY- . 2M 9° >

IX'YI Ix'YI Ix-YI

y K es acotada en el compacto Sk-1 x B(0,M)

b) KeCm(Rnx Rn- {0}) y cp es de Lípschítz por tanto derívable p.p. con

derivada acotada por M. Vale la regla de la cadena para derivar la dístr_í_

bucíón composición y entonces:

6 = _ _ ï <
I —6x1N(x.Y)IIvuxwm mm . <1,°,--°» 6x1” ‘

c x- x - ) —_c
-—— Iv k (1-1-4 “WL-fl !<lx-ylk“ x Y x Y Ix-vlk“

y esto pues las derivadas parciales de K son homogéneas de grado-(k+1).
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Demostración del Teorema 2:

Sea feL:(Rn) sea xesopo=S x=Ó(xk)

T:f(x) = sup I f K(x-y) f(y) doy! =
' e >0 Ix-y > e

=esgpo l f K(xk-yk. Mxk) -sp(yk)) f(yk. «p(yk)) x/ det MEM ' dYkI =o'1(a°(x,e)>

= s;pol -f K(xk-yk), sp(xk) -so(yk)) f(yk.w(yk)) x/ det MEM dykl +
e Bc(x e).k,

+ sup l J‘ K(xk- yk.w(xk) -cp(yk) f(yk.so(yk)\/ det 1455qu dYkl <

e>° o’1<sc<x,e)>-B°(xk,e)

< T*(fod> . x/ det 10595:) (xk) + cn (fo o) (xk)

¿- 'k .; 1

IITofIIp,U=[ fleof(v>(x))Ip x/de; MEM dxk] ’p <
R

1

<ct f (T*(roo.\/ det MEM)(xk)+CM(f0Ó) (kaPI /p =
Rk

= c [IIT*(foo . \/ det JÓthb -)up + IIH(fo<b)|Ip<curoqs. \/ det ”th Ilp+llfo<bllp <

1 .

<c llfoéllp =c(f |fo<p(xk)|dek)/p < c(f |f0q>(xk)|\/detJÓEJd> dxk)k k
R R

ufup,o

La letra c no siempre denota ¡a misma constante.
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Ahora haremos una generalización del teorema 2, a un caso más general,

donde la medida o está soportada sobre una superficie S que se obtiene apil

cando un movimiento rigido a una superficie S que es gráfica de una función

de Lípschítz.

Sea A(x) = xo + Tx , A: Rn + Rn , xo e Rn, T línea] tal que

Tt T = I

Ó(x1,..., xk) = (91(x1,..., xk),..., vn(x1,...., xk) =
= ‘ 1

A(x1,..., xk , w1(x1,..., xk)...., wn_k(x1,..., xk)) con wj e Llp

y constante Mj. Entonces o es Lipschitz con constante < M= /(n-K)Má + 1

yaMo = máx IMJ] pues IA(x) - A(y)I = Ix-yl (T preserva módulo).

Sea SA la superficie de dim k en Rn definida por o y o la medida coníA

trufida como en (19) soportada sobre SA.

Pïogosición 2': -oA definida arriba pertenece a Z . La demostración sigue

igual que la demostración de la proposición 2 usando el hecho que

Jota) mx) = Miu) J‘P(x) \P(x) = (x, ‘1'1(x),..., ‘I'n_k(x))
W : Rk-+ Rn

y que 0-1(B(xo, r)ÍW S) C B(n1(A-1xo), r).

.Teorenu 2': Sea K e cm(Rn x Rn - {0}) impar y homogénea de grado -k,

o y 0A definidas como antes, entonces

. "Té; fII S c Ilf'll donde
A p90A P9°A

T* f(x) = sup
0A e) A xI f T(x-y) f(y) doA
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Demostración: Sea 4’= (wn... Úrk)

TS f(4>(x)) = sup f_..K(45(X)'Y) f(Y) d (Y) =
A e > 0 Ix'-y|>e c¡A

= sup ‘ K(q>(x) - My” f(4>"(y)) /det .ch 145dY=
Óe f ° -1(3C(Q(X).e))

= sup f KoÍ (x-Y, Mx) - MW) foAC‘l’y)/det NI dy==
e > ° | {103° (©(x).c)) '

_=SUp I f ’KoT'mx) - m) foA(\I'(y)) mme > ° w'1(a°(w(x>,e)

= 1:3 (foA) (‘1'(x)) donde ' 1% tiene como núcleo a KoT:que es ímpar, h_o_

rnogéneo de gr-k y (“MWn- {0}) y a la medida soportada sobre la gráfica

de w .

Entonces T* f(db(x)) =1.'* (foA) (‘P(x)).
0A o

I'k ITE; f(q>(x)) Ip /det Jo Jo dx = Ik (fo A)_(‘1’(x)) y/detJ‘a'J‘I’dy
R A R

= IIÏÉ (f’c.A)|lg,_U< c llqullgfl por el teorema 2.

Pero llfoAllp = f IfoA(\I»'(x))¡P /det MN dx =
p,o Rk

= FkIHMx) Ip v/detthtJdb d); = IH’IIp resulta
R p>°

Tgllfll o < cllfllpo
A p, A P,
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IV. gperadores Haxímales sobre superficies más generales

Ahora probaremos la continuidad del operador maxímal T: :Lp(d#)-+Lp(do)

#taA y o medida “integración” sobre una superficie que cumple ciertas

propiedades que generalizan las que satisfacen las curvas "casi Zipschit

zianas" definidas por GuyDavíd en [6].

Para probar este resultado, usamos fuertemente el teorema 2) y desi

gualdades del tipo “buenas A“ de Bufkholder y Gundy.

Por último, damos un ejemplo de una superficie que cumple todas las

hipótesis impuestas en el teorema 3) y que no se la puede definir global

mente como la gráfica de una función de Lípschítz.
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Teorema 3: Sea S una superficie definida por go: Rk -> Rn k< n , so sa

tisfaciendo las hipótesis (i). o la medida "integración sobre S",I-l€Ak

y K un nücleo satisfaciendo las hipótesis del teorema 2.
- E

Entonces el operador maxima] asociado T; es acotado de Lp(dl.l) en Lp(do)

-V-pee (1,0) .

Hipótesis (1):

Í) 5°= (91, 302,..., son) es de Lipschítz, propia, es de rango k y

Idet J‘PJWI"C(x)| >M p.p.

ií) oeAk

iii) V Q cubo de Rk, existe KQcompacto contenido en Q, con área KQ>

>l'. área Q. V e (0,1), tal que W(KQ)está rontenída.en.la imagen de

una función 1p: Rk -> Rn de ia forma

Mx) = A ° ¡.(x)

A': R" + R" A(x) = xo +Tx, T lineal y Tt T = I
kL: R -> Rrl L(x) = (x,Z(x)) ¿:Rk -> Rn-k de Lípschítz ron constante <M

(independiente de Q).

Lema 4: Sea ok la medida definida sobre la o-álgebra de los conjuntos de

Bore] de Rk por

|A|°= ¿y det lp Jspt dxl...dxk

Sea u :Rk + [ 0,00] una función (ok medible) que 'coincide, Fuera de un com

pacto con una función de Lp(Rk,dok) y v : Rk + [ o,ao] del Lp(Rk,dok).

.Se supone la existencia de un nümero real v e (0,1) tal que 4€ > 0 , exií
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te y(€)>o tq-VA>0 se tiene

(21) ok{u(x)> A + 6A y- v(x)< y(€)A}< (1-1)) ok{u(x)> A}

Entonces ueL (R ,dok) y llullp,Uk c(€,V) "Vllp,ok

Prggosición 4: Con las notaciones de] teorema 3, existe Ve (0,1) y

-V>re (1,0) una constante y=y(€,r)> 0 tal que AH": Rn+ C continua, a

soporte compacto, poniendo

(22) u(x)='(ijmxn xeRk y

(23) V(x)=[Mp(|flr) (v(x))]1/r se tiene

ok{xeRk /u(x) > A+ 6A y v(x)< _yA}< (l-V)ok{xeRk /u(x)> A}

Demostración del teorema 3:

Para poder aplicar e] lema li) a las funciones u(x) y v(x) definidas por

(22) y (23), sólo falta probar que u(x) eLp(Rk,ok) fuera de un compacto:

Si sop f C {x/ le< R} sea x/ I«p(x)|> 2R entonces

* .

(21*) (Tu f) v(x) g C04“ f) v(x) y entonces

f |T:f(w(x)) ¡Pq det 150530"-dx < c J (n “¿(x) \/det JsotJ‘p‘ïdx<
{x/Iso(x)l>2R} Rk “

< Cllf": o < oo pues tiene soporte compacto y es continua.
’ k

Ahora demostraremos .ia desigualdad (2h)
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T*r<«p(x))<sup r ¡wm-yn “(mdp <
u e>0 Iy-cp(x)|>e

ye sopf

< .I' IK(so(x)-y)l lf(y)|du< f IK(v(x)-y)l If(y)ld#
sqpf

mamá Iso(x)|)

La Última desigualdad vale pues sop'FCïB(w(x), |w(x)|-+R) y

¡KM
2

Además

¡«am-yl> [MXN-IY]> ¡«pool-R> ¡pool =

y entonces

ijmxn < r —°— kamIdu <
a(w(x),%|v(x)|>ly"ï‘x)'

2k 3kc\_._ ¡{muy < cakMf(s0(><))
¡Mkaak u

e(w(x),%|w(x)|)

y por tanto vale (2h).

Ahora estamos en las hipótesis del lena h y resulta Hu": o =< cIIVH: oI ’

*d d' Tf < f
Toman o 1 <r <p, esto se tra uce en H fl Hp,o xx CII Hp,“

Demostración del lema 4:

ok{x/u(x)> (€+1)>\}<(1-V) ok{x/u(x) > A}+ ok{x/v(x) >yl}

Por tanto
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I: pAp-l ok{x/u(x) > (e +1) A}d>\< p(1-v) f: kpq ok{u(x)>)\} dx +

+ p IN Alu-10 {v(x)>yA} dk
o k

fN'(€+1)p(€+1)-p Ap-l ok{u(x) > A}dx < p(1'V) Í: ¡p-10k{"/ “(x)> A} +0 ,

t

+ p ¡:Y AP'IY’P ok{x/v(x) > A}dz

Pero Uk {x/u (x) > x} < ok(K) + o {x/u (X) > A n CK}k

En CK, u coincide con una f del Lp(ok)

N N

y xp" ok {u(x) > A} dx < f Ap-lakUO +1 Ap'lok {f(x)>A} <w.
0 0. o

Restando resulta
N _ N(/+¿:>_

p [(e+¡)_p-(1-v)] y ¡“ok {x/u (x)> A}aman) P I xp ‘(e+1)ok{x/u(x)>ndx
o . N

N

< y p JB. A ok {x/v(x)>A} dx . Por tanto

NY _ 'NY _

pl(c+1)-p - (l-v)] 1;) .Ap-lok {x/u(x) > Al<y p pjg) Ap 10k {x/v(x) > HdA

Tomando ¡I'm para N + a: resulta u e Lp(dok) y 

[(e+1)"’ - (1-v)] uuuP <Y’P "vu" tómando e ta] que (1+e)'p>(1-v) resulta
pto pïok

-1 -p '.1/
uuuwk<y [(e+1) -(1-v)1 pIIVleNk

Demostración de La proposición 4:

Sea Q: {xeRk / u(x)>A} Q abierto y acotado o

Q= UQJ Q_i cubos disjuntos tales que 3d(Qj) > d(Qj,CS'Z)> d(Qj)
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d(QJ.) designa el diámetro de Q.i

Sea Ej={x(_:Q.Í /u(x)> A + e A} y tomamos j tal que exista

.5er con v(E)< yA . Se quiere ver que

< - .
f (25) 0k(Ej) (1 V).0k(QJ)

porque entonces

ok{x/u(x)> A+eA y v(x)< yA} = 0k(EJ-) < (1-1)) E Ok(QJ-)

= (l-v) ok(S'2) que es lo que queríamos demostrar

Tomamos Qj Sea xJ. 5352 que realiza la distancia de QJ. al GQ . Sea IJ.

tal ue . CB x. ,1. I. m' 'mo.
q ‘P(QJ) (SP( J) J) J InI

f=f1 + f2 f1=fxB(9P(xj),2]j)

(26) Tjrzwxn < Tjuwxjn + muuuy»

4x” tales que Iw(x) -v(xj)l< IJ. Isp(y)-<p(xJ-)I < IJ.

Esto resulta de la misma forma que en la demostración del lema 1

Tomamos y'=EeQJ. y erJ. . Resulta

4m] T:f2(80(><))<Tjamxjn ¿"Japan

Por tanto

(27) 4+erJ. , Tzf2(sp(x))<“en



Ahora queremos calcular T: f1(v(x)).

' ' ' . . o o > v °Por la hlpOteSlS (1), dado QJ, exnste KJ tal que IKJIo /' ÍQJIo

tal que W(Kj) está contenida en la imagen de w = A ° L.

¿KMS (r1(A.,L(x))l' /det JLt JL dx <. c: ¿(filmr d-u

pues T* es acot d r r
0A a o de L (doA) en L (daA) por teorema 2'

el teorema l nos dice que

¿. r
Ta. L (dLO -+ Lr(doA) es acotado

. = - '<
Sea DJ {x/ Ix w(xj)l zii

r _ ' k
{lnl“1| d" - {Llflkcflj HH(Irl'mm)

J

Entonces

f [1": f1(y)]r dc = IITÏÏ f1(w(x))]r/det ant an dx <
«(K9 w-HmJ-n

7': o —-t—- k
< Ri (TlJ f1 (A L(x)))r v/det JL JL dx< c: LJ. Mu(lflr)(v(E)) <

< c; ¿'Jf yr xr = (28)
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Por las hipótesis (1) hechas sobre w y la elección de lj,

Itp(y)- 50(x.)| < c Iy-x.I < cudj 4yeQ.(d. =díám Q.)
J J J J J

Como ¡j es el mínimo radio tq sp(QJ.)C B(p(xj), Ij), debe ser de la forma

4
—

Lp. = IMYo) ' SP(Xj)I para yoeïïj . Por tanto,

kk k__ljgcudj+lï<c u dj -cf1dx=ñ—Ide s
Qj QJ

<—a f x/detJ‘PEJsP dx=—"-|Q.| = cIQ.I .H H Jo J°
Q. k k

J

Osea

k .

lj <cIQonk . Volvnendoa (28),

g r r r = r r r
(28) cr c IQJIOky A CrIQJIO y A

' - l

Sea y suficientemente chíco para que cy < ¿- y CrY < (¿Ü/r i2 2

Sea R. CK * e
° R'= K. T f > — .

J J J {x5 J / p 1(‘P(X)) A 2} Entonces

-——t—"' .=f x/det J«pJ«p dx<
R.
J

r 7':

r f [Tuflw(x)]\/det Jsszp' dx
A € RJ

Ileok

2P<.._ ¿r Q rAr <1.
Arer r I IokY 2 IQ Iok
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Entonces

7" G

V-xe K.,R. T f1(sp(x)) <A—
J J F 2

Túf2(sp(x))<A+ï
F 2

ú

Por tanto Tuf (v(x))=< A+ 6A

P E C .\ K4\R. entonceseroJQJ(JJ) Y

IEJIOk
. — .-R. = - K. - R. ) <

«¿lok ¡(KJ pick lQIok (¡JIUk ¡Jlok

< _ y ’ -2. _ = _ -_v_ (L =

v

= IQ.Io (1- li) que es lo que queriamos probar cambiando P por 7; .
J k 2

Ejemglo: De una superficie que cumple las hipótesis (1) del teorema 3 y

que no es globalmente la gráfica de una función de Lípschitz de R2 + R3 :

Sea y(s) parametrízado por longitud de arco casi Zipschitziana, [6], con

un punto doble

Y(S) = (x(s) . y(s)2
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Sea S una superficie de dim 2 en R3 definida paramétrícamente por

(t.s) ‘-'i(t, x(s>, y(s>)

v1(s.t) =t

92053) =x(s) «pj son de Lípschítz, con constante 1
93(5.t) =Y(S)

det Jsszpt= 1

La medida inducida por S pertenece a A pueá la medida inducida por yeA

No se_puede obtener S corno la gráfica de una Lípschitz de R2en R3 pues

tiene puntos dobles.

Dado Q cubo de R2,Q= 11x 12 . Comoy es casi Lipschitz dado 12, existe

12 compactocon >12 v e (0,1) 'y una ¡INR ->R Lípschitz tal que

sobre Ï2 ¡11(5)=y(s) IPparametrízada por longitud de arco

Sea Kj=leÏ2 + IKj'|>v|Qj|

Sobre Kj «p(s,t) = (t,s, 41(5)) gráfica de una Lípschítz.
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V. gperadores Haxímaies sobre superficies “arco cuerda“:

Anáiogamente a lo hecho en el parágrafo IV, ahora estudiaremos la col

tinuidad del operador maxima] T: :Lp(do)-* Lp(do) donde o es la medida

“ingegración” sobre una superficie que cumple una condición "arco-cuerda“

y otras propiedades enunciadas en el lema 5.

Por las condiciones impuestas a la superficie, resulta oszz y por tag

to, se deduce del teorema 1 que T: :Lp(do) + Lp(d#) Y 7:: Lp(d#)'+Lp(d0)
son continuos.
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Definición 4: Dada una superficie SCR” , se dice que satisface una con

dición arco-cuerda si existe e>0 tal que si x0 y x1eS, ed(x0,x1) <

< Ixo-xll donde d(x0,x1) denota el infimo de las longitudes de las cur

vas sobre S que unen xo con x1 .

Lema 5: Sea cp Rk+Rn , «p= (m1,...,san) que satisface

1) spjeLíp11<j<n

2) tp es propia, 1€] Sn inyectiva
' y Jsp (x) es de rango k,p.p.x

1€ í í k

3) La superficie S definida por w (S=«p(Rk)) satisfacen una condición

arco-cuerda.

¡4) Existe c1> o tal que c1< (x0+at)I -V-ata] que [al =1

Entonces la medida o definida como en (19) pertenece a E .

Demostración: sop o= S sea yo e S yo =tp(xo)

0(B(‘P(Xo),r)) = f dc! = f x/detJtpEJtp dx . Por la
WWW ‘P-I(B(«P(xo),r))

. . . —_E'
hlpOteSIS 1+)\/det Jcp Jcp > c1 . Entonces

(29) o(B(tp(xo),r) >c1 Isp-I(B(cp(x0),r))| (las barras indican medi

da de Lebesgue en Rk).

Sí c es la constante de Lipschítz de cp, [sp(x0) -tp(y)I < c Ixo- yI
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Por tanto sí Ixo -y] < % , entonces Isa(xo)-sp(y)l S r o sea

a_(xo,%) c «p'l (muxo), r))

Volviendo_a (29)

(30) o (wow) , a); c1 |a(x0,_g_)'¡>Y rk

I

Por otro lado, hay que ver que oeA

Érímero veainos que sp satisface

(31) Iso(x1)-w(xo)l >C1 x1-xo

En efecto, por la hipótesis 3)

eIsp(x1)-tp(x0)l> fab (x(t)) Idt para alguna curva x(t) pararnetrí

gada por longitud de arco tal que x(a) =x0 y x(b) =x1

Por ¡a hipótesis li) (x(t)) |>c1 . Entonces

I'P(X1)-‘P(Xo)l 3 c1 (b-a)> c1 Ixo -x1I i pues (b-a) es la longitud del

arco de x0 a x1 que es mayor o igual que la cuerda y resulta (31).

Para ver que 05A . Tomamos B(yo',r) . Sí B(y0,r) ñ 5:45 ,

o(B(y0,S))=0 . Si existe yleB(yo,r) n S entonces y1=sp(x1) y

3(Yo.|') C B(*P(x1),2r). P0r tanto

U(B(Yo,r))<0(B(‘P(x1),2r) = f «det JJ” dx <
' w'1(B(v(x1), '2r)



39

< clcp'1(B(v(x1), 2r))| Por (31)

v’1(B(w(x1), 2m c mhzïrl). Entonces

(32) 0(B(yo,r)) <cIB(x1,27r1)|<c rk oeA

(30) y (32) implican que 0‘82

Teorema 4: Sea cp :Rk +Rn que satisface las hipótesis del lema 5. o es

la medida definida comoen (19) con soporte en S=tp(Rk) ch°(Rn-{0}) im

par y homogéneode grado-k. Entonces, definiendo

e:

Tof(x)= sup I f K(x-y) f(y) doy} resultae>0 Ix-y|>e

(33) T: : Lp(do) +Lp(dó) es continuo -V-1< p< oo .

a: e.- ; ._

Además, -V-u e Ak resulta To : Lp(d0) +Lp (dl-l) y T“ : Lp(d#) +Lp(do) son

Ocontinuos.

Demostración: Sólo hay que demostrar (33) pues la otra parte del enuncia

do es consecuencia inmediata del lema 5 y del teorema 1.

sea ¿(x)= (x,«p(x)) y si m = (X.y) e RH", ¿(un = k(y)

Hui) = f(y) y sea n(t) = {1 Si t >61 y (“(R)
[0 si t <C_1

2

Q(m)=n(|%l)

y ¡(ml-mz) = E(w1‘w2) 901314.02).
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Í es ímpar, homogénea de -k y c°(Rk+n-{0}).

Además L R(m1-w2) ?(w2)dom2= L R(m1-m2) ?(mz)dom2
sa (Rk) so(Rk)

sí m1 = ¿(x1): pues sobre sup domz 9 (¿(xl) - ¿(x2)) = 1.

Seat x = v(xK)

T* f(x) = sup I f K(x-y) f(y)do I = SUP I f K(v(xk)-w(yk))f(w(yk)).
o > o y e'>o

e IX'YI>€ 9'1(Ix-y|>e)

r-—T- - - 7 t
. det_dv- JW dyK É sup I f K(xk-yk, w(xk)-w(yk))f(yk,v(yk) det JW Jvdykl

5’ ° v'1(Ix-yl>e)

- - F Í J Jd'p TS d .=
=sup f K(xk-yk,(xp-«(mnf(ykw(yk)) e N v vk|

E > 0 ‘p-l(|x_yl>€) det y? y‘p

-- - -- r t- /d -F'd
= sup I y K(w(xk)-w(yk)) f(p(yk)) _225_¿%ï_g% , et Jw ¿w ykl

e> o w-1(Ix_yl>€) Jdet JW Jv

pero W-I(B(v(xk),€)) C 5-1(B(¿(xk)), ÍÉÏ + 1.a) pues:

.. .. 2 2 2

Iw(yk)-s0(xk)l = ka - xkl + Itfi(yk)- v(xk)l <

< CÏ |v(yk)- tp(><k)l2 + |w(yk)- (xk)l2 = (CÏ +.-1) Iw(xk)-v(yk)l . La ds

sígualdad es consecuencia de 31).

Por tanto sa'l(B(w(xk) ,€)c)=[‘P-1(B(‘P(Xk),€)]c=‘;-1(B(s3(xk), v’cl+le)c U

ot5'1(s<a(xk), cf +1.e) w'l(B(w(xk),e)].

Entonces
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7* < ‘ - ‘ ‘
To f(W(Xk)) sup I K(W(Xk) W(yk_) f(W(y¡))

9° ¿'1<a(a(xk),/c2+1,e)‘% 1 J
A

Jaet JwÏ xkp . /det JWt JW + Sup Í I=
t e> 0 B |

Jdet JW JW

- 5-1‘ "1‘
=Ta:(f film W i (¿(xkn+Jdet JJEJJ

_ - - - - -/ t /d ft J' d
+ sup IK(W(yk)-W(xk)|If(W(yk))Im' et “’ “’ yk

€>° B .¡det JcpEJW

-¿-/‘deww] - - < T',‘ (f. ——— (W(xk)) + c M5(f) (W(Xk))
a y//------:ï"-:'det JW JW

de esta desigualdad y las acotacíones que cumple

¡det JWt JW y Vdet JW JW, resulta

- *

III fII _, < c Ilfllo p;q- p,o

¿Mfi‘ “ME/Og
Álbufo Pfiáfd’ev/CM - Maó‘lrü. uhu‘uo/O
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