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W
En este trabajo se estudian algunos problemas de 1a Geometría Inte

gral del plano hiperbólico y su generalización al espacio hiperbólico de

tres dimensiones. Esto último es prácticamente todo nuevo, existiendo escasa

literatura.

Algunos de los problemas que se estudian son los siguientes:

a) Se extienden al plano hiperbólico las fórmulas integrales del plano eucli

-- diano que vinculan los momentosde la distancia entre dos puntos dados al

azar en un dominio convexo y los momentosde las longitudes de las cuerdas,

que rectas al azar determinan en el mismo (1.3).

b) En E 1] IL Cowanestudia mosaicos aleatorios en el plano euclidiano ha-

-- llando, para el caso de un círculo que es dividido por un proceso de

Poisson de rectas, los valores medios de ciertas variables aleatorias como

por ejemplo: el númerode polígonos interiores; la longitud total de las -

cuerdas; el númerode puntos de intersección de las rectas, que son interio

res al círculo, etc. Aquí se extienden estos resultados al plano hiperbólico

para el caso de un sistema de Poisson de rectas y un dominio convexo cual--

quiera, lo que se resume en el Cuadro I.

c) Tambiénen el plano hiperbólico, se halla la medida de conjuntos de seg-

-- mentos de recta que cortan o están contenidos en un dominio convexo

(1.4). Esto permite mostrar que -a diferencia de lo que ocurre en el plano

euclidiano- el "efecto de contorno" al pasar de una figura acotada a todo el

plano no es despreciable.

d) Por último, en los Capítulos IV y V, se estudia un sistema de Poisson de

-- planos en un espacio de dimensión 3 y curvatura constante k < 0. Se ha-

llan, entre otros, los valores medios de primer y segundo orden del volumen,

el área de las caras, la longitud de las aristas y el númerode vértices de



los poliedros determinados por los planos al azar. Estos valores medios se

resmnen en el Cuadro IV, donde haciendo k = -1 se obtienen los correspon

dientes al espacio hiperbólico y haciendo k = 0 los del espacio euclidiano

que coinciden con los calculados por R. Miles en L5].
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CAPITIHLJI

1.- EL PIANO HIPERBOLICD.

La definición y primeras propiedades del plano hiperbólicc se pue-

den ver en cualquier libro de Geometría no-euclideana comopor ejemplo [ 2 ]

y [ 8 ]. Para nuestro objeto nos referiremos casi siempre al libro de L. A.

Santaló [10] .

localmente se puede considerar el plano hiperbólico comouna super

ficie de curvatura constante igual a -1. Entonces, el elemento de arco en 

coordenadas polares se expresa por

dsz = doz+ sth ¿42 (1.1.1)

donde o es el ángulo polar y p la distancia al origen de coordenadas. De

(1.1.1) se deduce que para un círculo geodésico (p = constante) 1a longitud

y el área valen

L = 2 n sh p , F = 2 r (Ch p -1) (1.1.2)

El elemento de área o densidad dP para conjuntos de puntos, según

(1.1.1) es

dP = 5h p dp . do (1.1.3)

\

Para medir conjuntos de rectas (geodésicos) se demuestra que la den

sidad invariante por movimientosvale

g m-muw.a udm

I._l



siendo u la distancia del origen a 1a recta Gy e el ángulo de giro de la

normal a Gpor el origen 0. Ver Santaló [ 10 ].

Si C es una curva de longitud L y n es el número de puntos de inter

sección de C con la recta G, vale

J n dG = 2 L (1.1.5)

donde la integral está extendida a todos las rectas del plano, siendo n = 0

para las que no corten a C.

An o de aralelismo.

Dada una recta G y umpunto B que diste de ella h, se llama ángglo

de paralelismo en B, al ángulo B que forma con la normal BAla recta G, que

es la posición límite de las secantes a Gpor B. Se demuestra (Ver Coxeter

[ 2 J) que

th=s—hF (1.1.6)

Horiciclos.

Si C es un círculo geodésico de radio p qne es tangente en A a la

recta G, cuando 0+0 manteniéndose fijos A y G, la posición límite de C se

llama horiciclo tangente en A a 1a recta G.

A
o

Si se toma un sistema de coordenadas

ortogonales tales que las curvas v



É?
(u = constante) sean horiciclos con el mism punto impropio y las curvas u

(v = constante) las tangentes ortogonales, el elemento de arco se escribe

ds2 = c1112+ ez“ dvz (1.1.3)

De aquí se deduce, por ejemplo, que los arcos BB', AA' de dos hori

ciclos paralelos a distancia u, determinadospor dos rectas normales a los

mismos, cumplen la condición

I

%- e“ (1.1.9)

La densidad para horiciclos, se demnestra que vale

dH=eudu.do (1.1.10)

de la cual se deduce que vale 1a fórmula análoga a (1.1.4)

IndH= 2L (1.1.11)

ver L. A. Santaló [9].

Densidad Cinemática.

La densidad Cinemática en el plano hiperÉólico, invariante por m

vimientos, que sirve para medir conjuntos de figuras congruentes tiene 1a

mism forma que en el plano euclidiano, a saber

dK = dP . d, (1.1.12)



siendo dP el elemento de área (1.1.3) y do el elemento de ángulo alrededor

de P.

Se puede demstrar que (1.1.12) es equivalente a

.9

dK=dG.dt (1.1.13)

Siendo G la recta orientada que contiene la dirección por P y t

el arco de geodésica desde P al pie A de la norml por 0. (Ver L. A. Santaló

[ 1o]).

Si en lugar de la recta Gque contiene a1 elemento (Pm), considerg

¡nosel horiciclo H que lo contiene, según (1.1.8) es dP = eu du . dv y apli

cando (1.1.12) resulta que también vale

dK = dH . dv (1.1.14)

fórmula análoga a la (1.1.13) para el caso de rectas.

2.- PRIMERAS IDRMUIAS INTEGRALES Y PROBLEMAS DE PRDBABILIDADES GEOLEI'RICMS.

De (1.1.12) y (1.1.13) se deduce que

G

Siendo o la longitud de 1a cuerda que la recta G determina en un

conjunto convexo K, de área F. Si L es el perímetro de K, 1a medida de las

rectas que lo cortan, según (1.1.4) es igual a L. Por tanto el valor mdio



de o vale

E (o) = “LF (1.2.2)

Esta fórmla tiene la mismafoma que para el plano euclidiano.

Sin embargo, hay una diferencia esencial, para el caso de dominios conventos

que tienden a cubrir todo el plano.

En efecto, suponiendo una familia K(t) de dominios convexos, tal

que para todo punto P del plano hay un valor tp tal que para todo t a tp
es P e K(t), para el plano euclidiano vale lím (F/L) - o y por lo tanto

15(0) ->o, de acuerdo con la intuición.

En cambioen el plano hiperbólico se puede demstrar que en las con

diciones dichas es lím (F/L) - 1. Por tanto, en el plano hiperbólico

E (o) 8 1 (1.2.3)

La demstración de que F/L ->1 está en [ 11 para conjuntos h-con

vexos (convexos respeCto de horiciclo) y ha sido hecha para convexos por E.

Gallego Gómez[3] .

Según (1.1.10) y (1.1.11) las mismas fórmlas valen para cuerdas

determinadas por horiciclos, en vez de rectas,

Vams a aplicar los resultados anteriores a algunos pmblenns de

probabilidades geométricas en el plano hiperbólico.

1.- Indo un segmento de recta 0L, de longitud L y la recta Goperpendicular

al mismopor el extremo 0, se desea la probabilidad de que una recta ar

bitraria que corta a 0L, corta también a Go.
B!



La densidad de la recta G, puede expresarse dG = sen o de l dh,

siendo o el ángulo que forma con 0L y h 1a abscisa del punto B de intersec

ción (distancia a 0).

Por tanto, llamando B al ángulo de paralelismo del punto B, según

(1.1.6),.la medidade los casos favorables es

L B L

2 J dh I sen o do = 2 I (1 -cos B) dh =0 0 0

L

= 2 J (1 - tgh h) dh =0

= 2 L - 2 log ch L.

Por tanto, como1a medida total de las rectas que cortan a 0L es

2 L, la probabilidad buscada resulta ser

p = 1 - L.1 log ch L (1.2-4)

para L + o, p + 0.

2.- Schmidt y Mattheiss en E 12 ] demuestran que en el espacio euclidiano

de n dimensiones, 1a probabilidad de que para N hiperplanos equidistantes

del origen, dados independientemente al azar, el poliedro por ellos formados

que contiene al origen, sea acotado, vale

n-1 N-1
p -= 1 - 2 ( k) 2'N+1 (1.2.5)
“'N k-o



Enparticular, para el plano euclidiano, la probabilidad de que

el triángulo formadopor tres tangentes al azar que contiene al origen, sea

acotado es ( n = 2, N = 3)

p g—

Queremostratar el mismoproblema para el plano hiperbólico. Si Cr

es la circunferencia de radio r, se trata de hallar la probabilidad de que

el triángulo que contiene al orígen G dc Cr, formadopor tres rectas tangen

tes dadas independientemente al azar, sea acotado. Comose verá esta probabi

lidad depende de r (lo que no ocurre en el caso euclidiano) por lo que la ng_

taremos Pr.

Sean G G
1’ 2

las perpendiculares a dichas rectas por el centro O de Cr.

dos rectas tangentes a Cr y sea o (s t) el ángulo entre

Si cr/Z es el ángulo de paralelismo a distancia r, según (1.1.7)

es or = 4 arc tg e'r. Esto quiere decir que si o > or las rectas G1, G2no
son secantes.

Dador > 0, si or < É-u, cualquiera que sean las posiciones de las

tres tangentes el triángulo no será acotado, o seat

pr = 0 para r > - log tg 1/6 = 0,549306 ...

Supongamosque sea or a Z-n , o sea r < - log tg n/ó3

la probabilidad buscada será



(1.2.7)

2
(3 or - Zn )

a ¡2

En el caso euclidiano, es or = u y el resultado coincide con el

(1.2.6).

Se puede pensar el problema de otra manera. La probabilidad pr es

la probabilidad de cubrir la circunferencia unidad con 3 arcos de longitud

or dados al azar sobre ella. Así planteado, el problema fue resuelto por W.

L. Stevens (ver [ 10 J pág; 25). De esta manera, el resultado de Stevens

(que se refiere a arcos que cubren la circunferencia unidad) puede enunciar

se de la siguiente manerapara el plano hiperbólíco:

Dadasal azar N tangentes a la circunferencia de radio r, la proba

bilidad de que el polígono que ellas forman, que contiene al origen, sea a

cotado vale

y vale



hcbr

+ +(-1)h 1- '27)

si N gr ; 2 11, siendo or el ángulo de paralelisnn a distancia r y h el ¡na-

yor entero tal qm h 9T 5 2 ir N4

Para or = vr se tiene qm pr,N = 1 - N de acuerdo con
(1.2.5)

ParaN=3, resulta

o _
= _ _ r

(3 or - znjz
4 nz

de acmrdo con (1.2.7).

3.- Dadoun dominio convexo K, 1a probabilidad de qm dos rectas qm cortan

a K dadas al azar de manera independiente, se cortan en el interior de K va
2 n F

le p1= L

En efecto aplicando (1.1.5), 1a medida de los casos favorables es

dG

G111 GzeK G¡+K

= 211F (1.2.8)



y como1a medida total de los pares de rectas GQ, G2 que cortan a li vale

L2 , resulta lo enunciado. Indicamos G + K, como es costumbre, que la rec

ta G corta a1 convexo K.

Si K tiende a cubrir todo el plano, puesto que F/L » 1, resulta

quep1"0

Por otra parte queremoscalcular 1a probabilidad de que las rectas

se corten fuera de K. Se sabe que dG1 . dG2 - sen |o1 - 42] do] . doz . dP

siendo P a 61" G2 y o] y 42 los ángulos que fbrman G1 y G2 con una dirección

fija en P.

Por tanto, 1a medida de los casos favorables es

I - í dG1 . dG2 = Í dG J sen lo] - ozl do1 . doz =Ppc PtK

(1.2.9)

e J 2 [m(P) o sen u(P)] dP .
WK

siendo m(P) - le2 - e1|

./’/

10



Demanera que la probabilidad buscada será

pz = T í (MP) - sen (P)) dP (1.2.10)
HK

Así de (1.2.8) y (1.2.10) se obtiene que 1a probabilidad de que dos

rectas dadas al azar y de manera independiente que intesecan a un convexo K

sean rectas secantes es

2 f

pz =1- :2- 1rF *J (MP) - sen u(P)) dP] (1.2.11)

Cam 1a integral (1.2.9) no parece que tenga ma expresión simple

para un K en general, vamosa calcular para un círculo de radio R.

. . a) senR
Esmmediatoquesen2 = m yque

2 sh R (ch2 (HRL- c112 1111/2 = sen m

sh2 (R41)

Por tanto considerando cano origen de coordenadas al centro del dir»

culo y usando que dP- sh r dr . du obtenemos que la medida de los casos favg

rable cmndo K es un círculo de radio R es:

ll



31: arcsen5hR shrdr- shrshRdr]
R R

sh(r+R) sh (NR)

(1.2.12)

De modo que siendo:

sh R

Jamsen(m) shr dr 

ch (r+R)
= shR ch R arg cth 2 2

(sh (HR) - sh R)17?] '

-chRarc M 4.
(sh (r+R) - sh R) '

(1.2.13)

shR
4‘Chl‘arcsen °

sh2Rargch1

12



I

J [d‘zÜ‘RJ ‘ €th 112 shr ShRdr 
sh2 (rm)

Z 2 1/2' (sh r+R - sh R¡shRchRargth

shZR [sh2(r+R) - EEK] 1/2
sh(r+R)

(1.2.14)

2 2 1/2

- sth chRarctg [fin-Hs};HR -rÏhR ] 

- sthargch

resulta que la medida buscada es

2 1/2hR 2 (4chR-12“WS +shR -1 
[ ‘5 < ZchR )

-c.hRarc sen (2-2“) +chR[are tg (shR)- are te í fi)llz]]*

2 1/2

+shZRchR[argtg -arctg . (1.2.15)ZR

13



De donde, siendo L2 = 41r2sth, obtenemos qm la probabilidad vale

_g_ 1 + (4ch2R - 111’2 _ 1 _
n shR(aÏ+sÏ1_R¡ 2P2:

tn

chR 1 chR chZR
- arc sen + arc tg (shR) - arc tg -—z——17- "TF; (23m) shzn[ (ocn-1) 2)]\

/ Z 1/2

+chR[aretg -arctg - (1.2.16)ChZR

Si R ->o, es decir si el círculo tiende a cubrir todo el plano, de

(1.2.16) resulta que p2 ->0 . Cam se vio qm también p1 ->0 resulta qm la

probabilidad de qm las rectas sean secantes (1.2.11) p3 ->1 cuando R ->n

3.- IORMIJIAS INTEGRADAS SOBRE CUERDAS Y DISTANCIAS MEDIAS.

Sean dos puntos P1, P2 del plano hiperbólico. Ellos pueden detemi

narse por la recta qm los une y sus abscisas t1, t2 sobre G.
Se sabe entonces qm vale la fórmla diferencial

deP
1 _ 2 = sh Itz-t1l dt 1 . dtz , dG (1.3.1)

(ver E 10] pág. 316)

Poniendo ltz-t1l - r = distancia entre P1 y PZ, de (1.3.1) se dedu

CC

m-1 m
sh r dP1 . sz : sh ItZ-tII dt1 . dtZ . dG2 (1.3.2)

14



Si o es la longitud de 1a cuerda que G determina en un dominio

convexo K , tendremos así:

O

r shm(t2 - t1) dt1.dt2O 0¡shui-10') ¿91 * ap2 = ÍdG I
EP K

' G
1 *K (1.3.3)

Para aplicar esta fórmula debemoscalcular la integral:

. m A

emm = r r sh |t2 - t¡| dt1 dt2 (1.3.4)0 0

resultando

"1-1
2' .

. _ . m-ZJ

o 8 2 shm a +__2 i (4); m-1 m+12 02h o
j=1 (¡n-2) (m-4) . . (m-ZJ)

n
M (-1)? 02 parampar (1.3.5)

m(m-2)...2

Y

m-1

eln= -2— Shm0 + Ti- 72- ('1)j (m-1)(m-3)°°°(m+14L'2. shm-Zj o +
m2 ' 1 (m-2)(m-4)---(m-ZJ')

m-1 ’
+ 2 (-1)T o ,paramimpar(mm (1.3.6)

m(m-2)...1

Para m = 1 vale

01- 2 (sh o - o) (1.3.7)

15



Aplicando (1.3.5) y (1.3.6) resultan

02 = %- (5h2 a - 02 )

3 - +6
03 (sh o 6 sh o o ) (1.3.8)

04 = 8- (sh“ a - 3 sh2 o + 3 02 )

._.Conestos resultados, de (1.3.3) se deducen las siguientes fórnmlas inte

grales:

a) Para m=0se obtiene

(¿1112 r dG
l sh r (1.3.9)

P- eK G+K

b) Para m=1

Jr (sh a - o ) dG = % F2 (1.3.10)
G+K

y, recordando (1.2.1) resulta también

Í

JshodG = t F+% F2 (1.3.11)
‘G+K

c) Para m=2

ísh r dP1sz - _;_ {(shZO- 02 ) dG (1.3.12)
J

(«K
Pic K

16



F d) Para m=3

ÍshzrdP1dP2 a} [(sh3o-ósho+óo)dG (1.3.13)
PieK G*K

o sea, teniendo en cuenta (1.3.10)

[5th ¿>1de -= á í sh3adG F2 (1.3.14)J

PieK 61K

e) Para m-4

f

sh3r ¿1P1dPZ - % í (sh"o - 3 shzo + 3 02 ) dG (1.3.15)

pie}: G+K

lo que, junto con (1.3.12), resulta:

.f 1'

z sh'w dG = 2 ‘ (4 sh3r + 3 sh r ) dP1 dit, (1.3.16)l u
J .'

Gili P; EIC
.L

observanak) que :

1° f°' ..

Jo Jo |t1-tzlshlt1-tzldt1dt2 = 4 - ch a + 2a sh o

resulta también

f

Ïrdp1dpz'4L'Í(4cho-osha)dc (1.3.17)
PieK GflC

.17



de manera que la distancia media E(r) entre dos puntos de K se puede

expresar en la forma:

E(r) = -%¡ Í r ap] dPZ =

PÍCK

g 4-Ïï- - —%ï Í (4 ch a - o sh o ) dG . (1.3.13)
G+K

La integral del cuadrado de las cuerdas.

Dado un dominio convexo K , en muchas ocasiones aparece la inte

gral de los cuadrados de las cuerdas que una recta G determina en K .

HemosVíSto (1.3.9) que esta integral se puede escribir

12(K) = í 02 dG =[ dpï ¿P2 (1.3.19)sh r
G+K PieK

siendo r la distancia entre los puntos P1 y P2 .

Este invariante 12(K) es una característica de K que no admi

te ser expresado en función de L , F . Para cada K hay que calcularla.

Si K es un círculo de radio r, siendoA
9

una 315

resulta.

18
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12(0- 81: I (arcch ahi-3? chvdv.0

0 bien, por el cambiode variable ch e = 3-:

r

12(C)=81:ch2r J62L—de .° chze v’E'ñzr - 3520

Por el cambio de variables ch e = A ch r , se puede escribir también en 1a

forma:

1
2

12(C)_8'í (arcchxchr} d¡_2 fi—2-.
1/ch'r A A

4. Medidade conjuntos de segntos de recta gue cortan o están contenidos

en un duninio convexo.

Sea K un dominio convexo del plano hiperbólico y S un segmento

de recta de longitud a . Para medir conjuntos de segmentos congruentes, se

toma la densidad Cinemática en sus formas equivalentes (1.1.12) y (1.1.13).

La medida del conjunto de segmentos que tienen punto comúnen K ,

tomndo 1a expresión (1.1.13), resulta ser

G

s st - I dndñ = J (0+a) dé (1.4.1)
s+K S+K S+K

aplicando (1.2.1) y (1.1.4) resulta, teniendo en cuenta que consideramos

segmentos no orientados pero que en (1.4.1) G es orientada:

19



m(S; s 1044.): I dS - Zn F + ZaL (1.4.2)
s+K

siendo, cano siempre, F el área y L el perímetro de K .

Llamando mo a la medida de los segmentos S totalmente conte

nidos en K , m1 a la medida de los que tienen un sólo punto en común

con el contorno 3K y m2 a la medida de los que cortan a 3K en dos

puntos, la últim igualdad se escribe

m°+m1+m2 = ZIF*23L (1.4.3)

Por otra parte, aplicando la fórmula de Poincaré (ver [10],pág.

323) vale también

m1+2m2 = 4aL (1.4.4)

Tenenns dos ecuaciones, (1.4.3) y (1.4.4), para hallar ¡15,1111Y

mz. Si se puede medir directamente alguna de ellas, entonces (1.4.3) y

(1.4.4) darán las otras de manera simple.

Estas medidas na dependen de la fórmula del dominio convexo K.

Para el caso en que K es el círculo de radio R , se puede hallar explí

citamente la medida ¡no .

Calculemsmo=_íds ,siendo Cel círculoderadioRySun
scc

segnento de longitud a.

Sea G la recta que contiene al segmento S y sea o la longitud

de la cuerda Gnc. Consideremos la expresión de la densidad Cinemática

(1.1.13) y tomams al centro 0 del círculo C com origen de coordenadas

polares geodésicas (v,e), de mdo que dG -=ch v dv de comoen (1.1.4).

Por otra parte vale que

20



o=2argch(-%)

de donde

m Í -> -3 f .5

-‘2¿= dG r dt = (o-a) dG Jm o
aggZR

(1.4.5)
Zu V

=l de Ja(Zargch(EChh%)-a)dwdvo

.p

donde va es el valor de v cuando o es igual a g y se obtiene Ïg pues G
- 2

es orientada.

chR (C.th ' Chz 3/221/2

va1=argch(ch >=argsh cha/2aÏ
[v v

. a chR fa

A51mO=41r[JZargch(ï)chvdv-aJ chvdvo o

2 21/2 shv
= chR+ chR-chv +chRarctg —2—2-—17-_8."[5hVln ] R-chv)

Iva

chR shv )
- a sh va =

(ch Roch v)
0

Z 2 1/2 2 Z 1/2- ch 
=8¡ (chRarctg(ChR Sha/2 ) -arctg( Rshcg‘É/z )

2.1



k,
Usandolas identidades

1/22 - 2

arc tg [(chgmÏZ/g ]=¡/2-arc sení'htzhíi—/2

2 2 1/2

arctg [ÓR;hc:;/2 ]=1:/2-:=lrc:senÏ}-13%{lí

resulta finalmente

mo= 81r[12'- (chR - 1) + arc sen (ÉHÏLÁ) - chR arc sen(E}áïÉ/—2)] (1.4.6)

Así de (1.4.1) y (1.4.2) resultan

a

m1= 8¡[2 chRarc sen (gm-ÉQ)- arc sen (ÉÑï-i (1.4.7)

Y

a a

¡n2= 31r É shR + arc sen(ï;E%-) - chR arc sen(-¿}ám;) (1.4.8)

_Consideremsahora los límites de los cocientes (i=0,1,2)
cuando R ->o siendo F(R) el área del círculo de radio R, o sea F(R) =

= 21: (chR - 1).

Es conocido que en el caso euclidiano tant'o m1/F comomZ/F tienden

a cero cuando R ->o . Esto no ocurre en el caso hiperbólico, donde los lími

tes dependen de 1a longitud del segmento S. En efecto

22.



¿52 -%- = Zn - 4 arc sen (th a/Z)

límm1
R90 —ï = 8 arc sen (th a/2) (1.4.9)

límm2= 
R*c -ï Za 4 arc sen (th a/Z)

Esto es importante, pues hace ver que para el plano hiperbólico el

"efecto de contorno" cuando se quiere pasar de una figura acotada a todo el

plano, influye mucho, lo que no ocurre en el caso euclidiano en que dicho 

efecto es despreciable.

Podemosnotar también, que si para cualquier dominio convexo K, re

presentamos por m* a la medida de los segmentos orientados S cuyo origen 0

es interior a K, vale m* = Zn F. Por tanto, para una familia de dominios cog_

vexos que tienden a cubrir todo el plano, comoL/F + 1, según (1.4.2) resul

ta

lím —T‘ 1* T (1.4.10)

Para el plano euclidiano es lfin-%%; = 1 .
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CAPITULO II

1.- PROCESODE POISSON DE RECTAS EN QPMNO HIPERBOLICO.

Los procesos de Poisson de rectas en el plano euclidiano han sido

estudiados por R.E. Miles [ 6 ] y en el plano hiperbólico por Santaló-Yañez

[11 ] . Vams a recordar brevemente en que consiste en este último caso.

Sea Ko un dominio convexo del plano hiperbólico de área F0 y perí

metro Lo. Sea KCKO un dominio convexo de área F y perímetro L. Dada al -—
:1azar una recta G que corta a Ko, la probabilidad de que corte a K (medida 

con la densidad (1.1.4)), vale p = L/Lo, puesto que la medida de las rectas

que cortan a un dominio convexo es igual a su perímetro.

Sean ahora n rectas Gi (1 e i s n) dadas al azar, que cortan a Ko.

La probabilidad de que exactamente m de ellas carten a K, será (ley binomial)

(2%)”("H0

n-m

Considerems una familia Ko(t), t e R , de dominios convexos tal

que Ko(t1) CKo(t2) si t1 < t2 y para todo punto P del plano existe tp tal qUe

si t > tp, entonces P c Ko(t). Es decir, Ko(t) se expande hasta cubrir todo
el plano cuando t ->m . Si a1 mismo tiempo, el nfmïero n = n(t) de rectas al

azar (independientes) que cortan a K0 tiende también a en de modo tal que

m“ ¿1- (2.1.1)

siendo Auna constante positiva, entonces la probabilidad de que exactamente

m rectas corten a K, resulta
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p m
g 11m c (A L2 -AL

pm t... p*m m, e (2.1.2)

Este es la clásica ley de probabilidad de Poisson. Se dice entonces

que se tiene sobre el plano un proceso de Poisson de rectas de intensidad A.

Es sabido que los momentossucesivos de esta ley de probabilidad

E (m) = AL

E(m2)=AL+(AL)2
21123

E(m3)=ÁL*3(AL)2+(AL)3 ( J

E(m4)=AL+7(AL)2+6(AL)3+(AL)4

2.- IDMINIO (INVEXO mRTAID POR ECI'AS AL AZAR: VAIDRES MEDIOS DE PRIMER OR

DEN.

Supongams el dominio convexo K cortado por m rectas Gi (i=1,2,...,m)

dadas independientemente al azar

3;" Gi a) Si o. es la longitud de 1a cuerdal i \ 1
queGideterminaenK,yrepresenta-\ .'

// mospor S a 1a suna de todas las oi,
I ",\/\ será

f

J sas1 c1(;m=¡nL'“’1 J o. dG. =m11 P1P“
Gi+K 1 1

dondehelms aplicado (1.2.1). Por lo tanto

25



E (S/m) = m “LF (2.2.1)

b) Si N es el nünero de puntos de intersección de las m rectas Gi qm son

-- interiores a K, se sabe, (ver [11] , pág. 147) qm

11 F

E (N/m)=-m(m-1) L2 (2.2.2)

c) Si a es el núnero de arcos o lados de los polígonos en qm las m rectas

-- dividen a K, es claro que a = ZN+ 3m, y por lo tanto

E (a/m) = 2m (m-1) ¿'25- + 3m (2.2.3)
L

Si Mes el núnero de arcos contenidos en el interior de K es

M=2N+myporlo tanto

E (M/m) = 2m (m-1) ¿ZP- + m (2.2.4)
L

d) Si c es el minero de polígonos en que las m rectas cortan a K, 1a fórmu

-- la de Euler nos dice qm vért1ces - aristas * caras = 1, y com el núne

rototaldevérticesesN+2m,resultac=1-N-2m*a=1*N*mypor
lo tanto

¡a (c/m) = m (m-I) ¿ZP- + m + 1 " (2.2.5)
L

¿3.- VALORES MEDIOS DE SEGUNID ORDEN

Supongamos, como en el caso anterior, un dominio canvexo K, de área

F y perímetro L, cortado por m rectas dadas a1 azar independientemente .
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a) Llamndo S la suna de las longitudes de las cuerdas se tiene

1 1 ko]. ok ¿61... dGm

f

J s2 dG ... dGm= í É o; dG
... dG + 2 Í

1:1 J j<

= ¡Il-1 2 '2 m

m L I o dG + 2L (2) J oj de J ok deG+K

Recordando que Í o dG = “nF e introduciendo la notación

I2 = J a2 dG (2.3.1)

que ya fué considerada en (1.3.19), resulta

f

2 . m-1
s dG]... dGm m L I2 + 2 (

m m-Z 112 F2

2) L

Dividiendo por I dG]... dGm= Lm, resulta

1

E (sz/m)= m L2 + m (m-1) -lfï%;ï— (2.3.2)
L

b) En Santaló-Yañez [11] se encuentra calculado el valor medio

I

E (NZ/m)= «nn(m-l) 5-4» 2412€?) _ï24.+24 (2.3.3)
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c) Queremoscalcular E (N.S/m). Poniendo óij = 1 si Gi, GJ.se cortan inte-

-- riormente a K y ¿,ij = 0 en el caso contrario, tenemos

m
N.S dG ...dG = 6.. o dG ...dG '=

J 1 m J (¿j 13) (112] h) 1 m

= m III-3 fi

3(3) L [Gijothidedoh+

m m-Z ._.

+ 2 (2) L Jóij oJ. dGi de

- 6 (2‘) Lm'3 ¡2 F2 + 2m (m-1) If'"2 12

dedonde

E(NS/m)= 6(3
1

ln) ——3—':F2 + 2m(m-1) TÉ

28
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d) A partir de los valores (2.2.1) y (2.2.2) resulta inmediatamente

2

E (m.S/m)-- m2 "LF ; E (mN/m)= ¿Ji-‘MÏ- (2.3.5)
L

4.- WINIO CDNVEXODIVIDIID POR UN PROCESO DE RECTAS DE POISSON.

Sea un dominio convexo K colocado en el plano hiperbólico donde

actúa un proceso de Poisson de intensidad A . Con el dominio K quedará de

terminado un conjunto de variables aleatorias (m,S,N,a,C) cuyos ¡lamentos

deprimem y segundo orden queremos determinar. Utilizando las igualdades

(2.1.3) y la relación fundamental

E (X) = E (E(X/m)) (2.4.1)

de (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) y (2.2.4)

se deduce

15(5): “FF E(m)=A1rF

E(N)=-:7-E[E(m2)-E(m)]=AZnF
(2.4.2)

E(a)- ZAZuF+3xL

EOD‘ZAan+A L

Análogamente de (2.3.5) se deducen
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E (m.N) = 2 x2 n F + A3 n FL

(2.4.3)
E(m.S)-AnF+A2nFL

De (2.3.2), (2.3.3) y (2.3.4) se deduce

E(N‘Z)=A2F1r+4A3 12+ ¡“12172

E (sz) = a 12 + x2 vz'Fz (2.4.4)

E (N.S) = 2 x2 I2 + x3 ¡ZÏFZ

5.- LAS RELACIONES DE (DWAN PARA EL PLANO HIPERBOLICD.

Para el plano ¡inlidiano Cowan[1] dió un cuadro con los mmentos

de primero y segundo orden para las variables C,M,N,S y m que un proceso de

Poisson de intensidad A determinan sobre un círculo dado. Nosotros vamos a

generalizar sus resultados al plano hiperbólico, y para un dominio convexo

cualquiera, no sólo para el círculo.

El cuadro que querems demstrar es el siguiente
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2

1+31L+AZ(L+7nF)+ CUADROI:Valoresmediosdeprimerysegundoorden *¡3(4IZ*2'FL)* paraundominioconvexodeplanohiperbólico.

31

+A“«2F2
2AL+A2(L2+10¡F)+AL+A2(L2+12nF)+ +A3(3IFL*812)+

2

+A3(1612+4nFL)+

2

+2A“nzF+4A“nzF
4AïiFox3(nFL+4IZ)+

2

4Aan+A3(nFL+812)+

Z

+A“wzF+2A“nzF

AZnF+4A3IZ+A“¡2F2

ZAHF+A2(NFL*ZIZJ+

2

AnF+A2(nFL*4IZ)+

2

+¡3¡2F+2A3nzF

2A212+A3nzF2

AIZ*Azn2F2

2AL+A2(L2+2nF)+" 2

AL+A2(L+4nF)+ZA3nFL

*¡3nFL

2A2nF+A3nFL

AnF+A2nFL

AL+A2L

2

1+AL+AanAL+2A2nF

AZnF

AHF

AL



f'
Venus, uno por uno, los valores indicados en el cuadro:

1. E (C2). Para obtener (2.2.5) vimos que el número de caras es: C = 1 + N + ¡n

porlotanto

cz=1+N2+m2+2N+2m+2mN

aplicando(2.1.3), (2,4.2), (2.4.3) y (2.4.4) resulta

E(cz)-1+3u.u2 (7¡F+L2)+A3(412*21FL)+A“1r2F2

2.E(C.M).Siendoc=1+N+myM=2N+mresu1ta

CM=2N+m+2NZ+3mN+m2,yporlotanto

E(CM)=ZAL+A2(101F*L2)*13(31rFL+812)+2A“1r2 F2

3. E (C.N). Siendo CN=N +N2 +mN se tiene qm

E(CN)=4A21F+A3 [nFL+4IZ]+A“w2 F2

4; E (C.S.). QI!) CS = S + NS + m5, de (2.4.2), (2.4.3), (2.4.4) se obtiene

E(C.S)=2A¡F+x2 [nFL*ZIZ]*A3r2-FZ

s. E (C.m).Siend00n=m+mN+m2, resultaráde (2.1.3) y (2.4.3)

E(0m)=2x1.+x2 [21F+L2]+A3IFL

6.13 (Mz). SiendoM- 2N+mentoncesM2= 41’42+m2 +4Nmypor lo tantode

(2.1.3), (2.4.3) y (2.4.4) se tiene

Emz)'AL+A2 [ÏZIF+LZ:|+A3[1612*41IFL]*4X“172F2L.
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T’
7. E (NM). Siendo M = ZN + m se tendrá que NM= zN2 + Nm, así que de (2.4.3)

y (2.4.4) resulta

E(NM)=4121F+A3(-nFL+812)+ZA‘°1r2FZ

8. E (S.M). Siendo 94 = ZSN+ Smde (2.4.3) y (2.4.4) resulta

E(S.M)=A1=F+Az[WFL*4IZ]*21311'2F2

9. E (m4). Siendo mM= 2m N + m2 resulta

EÜM)=ÁL+A2 [L2#411F]*2A311FL
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W
1.- GEIMEI'RIA INTEGRAL DEL ESPACIO HIPERNLKD DE 3 DIMENSIONES.

En lo que sigue trabajaremos en el espacio de 3 dimensiones y curqí

tura :onstante kso que notaremos HCk). Para k=0 tendremos el espacio euclí-

deo y para k=qle1 espacio hiperbólico. El elemento de arco en coordenadas

polares está dado por

2 sen k”2 2 2
ds = ¿pz ,(_m_p_) (¿ez + sen e doz) (3.1.1)k

siendo p, e, o las coordenadas geodésicas polares.

De (3.1.1) se deduce que 1a esfera de radio p tiene en HCk) los si

guientes valores para el volumenV, el área F e integral de curvatura media

M

V = Zn k-S/2 (ki/zo - sen kï/zp cos k1/20 )

1/2 2

F = 4n ( sen k /B///L1/Z (3.1.2)

M= 4“ sen kï/zo cos kï/Zo
k1/2

De aquí de deducen los siguientes límites para p + o

lím%= 2mm

1m%= |kl1/2 (3.1.3)
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r-—'—’
uma: zum/2

Sería interesante demostrar que éstos límites valen lo mismopara

el caso de un cuerpo convexo cualquiera K que se expande hasta cubrir todo

el espacio. Pero para nuestro objeto son suficientes los límites (3.1.3) pg

ra el caso de la esfera. Recordamosque para el caso euclidiano los tres li

g mites son iguales a cero.

Para el espacio hiperbólico es k=-1. En este caso son útiles las 

fórmulas cos ix = cosh x, sen ix = i senh x

¡ Densidad X medida para puntosl planos X rectas.

Vamosa recordar las fórnmlas fundamentales en que intervienen las

\ medidasde conjuntos de puntos, planos y rectas. Ellas pueden verse en E0]

capítulo 17.

Para conjuntos de pmtos, 1a densidad es igual al elemento de volu

mendel espacio, que según (3.1.1) vale

2

dP sen ¡(1/29 do dm'= A (3.1.4)

siendo p 1a distancia a1 origen y dmel elemento de área la esfera euclidia

na unidad correspondiente a 1a dirección 6P en el origen 0.

Para conjuntos de planos, si p es la distancia del plano E al ori-

gen 0 y du)el elemento de área de 1a esfera unidad euclidiana correspondiente a

1a dirección de 1a normal a E por 0 (en el punto 0), vale
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2

/ / dEs<cos kvzp> dphdm
E r (3.1.5)

De aquí se deduce que la medida de los planos E que cortan a un -

cuerpo convexo K es

m(E;E+K)=M+kV (3.1.6)

siendo M1a integral de curvatura media y V el volumen de K .

Si K-se reduce a un segmento S de longitud 2., resulta

m (E; E + S) = mi (3.1.7)

Si g es el número de puntos de intersecciá: de E con una curva C

de longitud L, vale

J n dE = 1:.L (3.1.8)E+C

Llamandou a 1a longitud de la intersecciün E 03K, vale

2

J udE=7"— F (3.1.9)E+aK
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siendo F el área de a K (también se dice que es el área de K).

Si o es el área de la intersección En K, vale

l odE=21rV (3.1.10)E+K

Para las rectas G, supuesto un plano E ortogonal a G por 0 y siendo

¿PE 1a densidad del punto de intersección PE con G, y mp 1a dirección de G

en PE, es

\

dG = dPEA dmp =

= cos kmo dP A dm (3-1 11)
E o O O

siendo coola dirección de 1a nomal a E en 0.

La medida de las rectas que cortan a K es

í dG= “2 1= (3.1.12)G+K

y si a1 .es 1a longitud de la cuerda Gn K, vale .

J 01 dG = 211V (3.1.13)G+K
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F,
En general, si G corta a una superficie de área F en g puntos, es

f

J ndG=nF (3.1.14)G+K

Observemostambién que si en (3.1.11) en lugar del elemento de área

dP de un plano ortogonal a G, se quiere introducir el elemento de área dP
E

de un plano oblicuo cuya norml forme un ángulo e con 1a recta G, será

“P4 /'
; [If/Gj dG=|cose|dPAdm =

/ ¡xp P
/ , =icose|senedeAd4>Adp

(3.1.15)

Deaquí se deduce que para el ángulo e en que una recta al azar co;

ta a un plano fijo, valen los siguientes valores medios
1T

e sen e Icos e] de

E(e)=: = +
sen e Icos el de

o

(3.1.16)

11'

Ilcos e I de1 on =2
sen e Icos el de

o
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T_,
TT

sen e. de

1 o _
E(cose)= tr "2

Jsene Icos el deo

Dadoun dominio convexo K, en algunos de los valores medios que

calculams másadelante, aparecerá la integral del cuadrado de la sección

que un plano E determina en K, es decir

í 02 dE (3.1.17)E+K

y también1a integral del cuadrado de la cuerda determinada por 1a intersec

ción de dos planos a1 cortar a K, lo que notamos

2

J 1.12 dE1 dEZ (3.1.13)
Ei+K

Calcularemos la integral (3.1.17) para el caso en que K es una esfg

ra de radio R; en el espacio hiperbólico. Tenemosque

Q chx: CBRy
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Queda entonces

R Z

12(K)=J4«2(g% -1)chzodoa du=
O

R

=161r3r(ch2R-2cthhp+ch2p)dp =
Jo

81613[Rch2R-%sthhR+—;- R]

2.- ALGUNOSPROBLEMAS DE PRDBABILIDADES GEOBEI'RICAS.

1 - Sean K y Ko (K c Ko) dominios convexos del espacio H(k) cuyas integral

de amtm‘a nadia, área y volunen son respectivamente M,F,Vy MO,FO,V. En

tonces, la probabilidad de que un plano a1 azar que corte a Ko, corte tam--
bién a K es

g M+kv
p W (3.2.1)

Ello es ma consecuencia de la medida (3:1.6) de los planos que co;

tan a UT.cuerpo COIIVCXO.

2 - Dados2 planos al azar E], EZ, indepedientes, que cortan a K, 1a probabi

lidad de que su recta de intersección corte también a K será
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4“j

r___,

de” c152

o (E1nE2)+K -I¿'— “¿'51(¡ana/xxi )= ———— - -——¿-— =
p 1 Z (w160

dE] dEZ

Ei+l<

e -Zi __7_F (3.2.2)
(WIN)

Obsérvese que si ¡((t) es una familia de cuerpos convexos que tien

de a cubrir todo el espacio, por lo namespara el caso de las esfera y con

jeturams que para todo cuerpo convexo, el límite de 1a probabilidad ante-

rior es cero, lo que no ocurre en el caso euclidiano.

3 - Indos tres planos E1, E2, E3 que cortan a K ¿cuál es la probabilidad de

que su pmto de intersección pertenezca a K? Si P = E1n Iiznlï3 se tiene, de

(3.1.7), (3.1.9) y (3.1.10)

¿Erdfir‘msp e zjL— g
dE1.ü2.dEsu

1

3
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JdE1 Jr ¿42dE2 ¡3/2 Ja] dI-Z.l r“ v (3 2 3)g = ' _1_ oo
091603 (Mudo?) (M+kV)

4 - Dadasal azar un plano Eyuna recta G que cortan a un cuerpo convexo

la probabilidad de que GnE e K será, si P = GAB

dGadE

p (Ens + K) = p‘K = 4” v (3.2.4)
dGadE 12(ka

E.+l(
G+K

De (3.1.10), (3.1.6), (3.1.12) y (3.1.13) se obtuvieron los siguien

tes valores medios

Zn V
E (U) =

M+kV

(3.2.5)

E e .4—:

3.- CUERPO CDNVEXO (DRTAID POR PLANO AL AZARJ VALORES MEDIOS DE PRIMER ORIEN.

Sea K un dominio convexo del espacio H(k) y supongamos que se inter

sequepor n planos Ei (i = 1,2,...,n) dados a1 azar, e independientemente

mos de OFF-es.Las posiciones de los Ei en las cuales pasan más de 3 por un

mismpmtoonfisdeZpormmrectasondenedidanula,demneraqueK-
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r___,
quedará en general dividido en poliedros cuyas caras pertenecen a los planos

Ei. Se trata de hallar algunos valores medios relativos a los poliedros en 

que queda dividido K.

Sea NI el númerode vértices interiores a K. Su valor medio será

Í N dE1 ,.... dEI n

JE.+K
1

E (NI/n) = (3.3.1)

Í dE1.ooo.dEn
Ei+K

El denominador vale (M+kV)n.Debemoscalcular el nunerador. Para é;

to definimos la func16n NhjS de los planos Eh, Ej y ES como igual a 1 si

EhnEans e K e igual a uno en los otros casos. Así NI= Z y tenemos comoh<j<s
en (3.2.3)

, = n n-3 , g

AI dE1,...,dEn (3) (mm thjs c125]dEj dES

=(2) «wv

Por lo cual

A.

E(NI/n)- fi? (3.3.2)
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í T

\ Sea ahora NSel núnero de vértices en ali, es decir NS es el número

de puntos de intersección de dos de los planos Ei y 3K.

Llamando a la función de que vale cero si
NhïhZ Eh1' Eh2

Ehn F.th K = (be igual al nünero de puntos de intersección de1

Ehn Eh con 3Ken caso contrario, resulta de (3.1.8) y (3.19)
1 2

N dE,...,aE = Z N dE,...,dE =

=(:) aahash=
2 1 2

=<2>
7.1.111 dEh =1

=(s>w2 r3+

a ar
donde ln] es la longitud de Ehïn k.

Por lo tanto

1-:(N ln) =("“>—-—¿—”3F (3 3 3)

Si llamnns Ral número de regiones en las que queda dividido Kpor



los n planos, (según Santaló, L.A. [7] , pág. 101) se tiene

R=NI++NS+n+1 (3.3.4)

y por tanto, teniendo en cuenta (3.3.2) y (3.3.3)

E(R/n) fig- +n+1 (3.3.5)

Sea S el área total de los polígonos planos, caras de las regiones

R, que están totalmente contenidas en K. Llamandooí al área de Ein K

(1\<is n) resulta

S = z a. (3.3.6)
151m

y por tanto de (3.1.10)

f

¡ooong =, 0- dE noouqu =J 1 n

II :1
E=.=

q e; l

dedonde
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E (S/n)= ¿lv- (3.3.7)
M+kV

Sea ahora L la longitud total de los segmentos de recta

1J

Ein Ej AK se nene

G.. = Ein IEjque son interiores a K, o sea que si nij es 1a longitud de

L= 2 2.. (3.3.8)
i<j 13

Por lo tanto, de (3.1.9) y (3.1.10)

L& OOO’dE= ZIOOdE OOOdE g
1’ n [iq-13 1’ ’ n

n n-Z g
( 2) (wm zi]. dEi dEJ.

n n-Z ¡2 t
= ( 2 ) (M'PkV) T oi dE.

(wmn'z«3v

Resultando

¡3

1-:(L/n)-( FM; (3.3.9)
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Finalmente si AI es el número de segmentos que constituyen las arig

tas de las regiones Ri, interiores a K, comopor cada vértice interior pasan

6 aristas y por cada vértice de 3Kpara sólo una, se tendrá

6'NI + NS (3.3.10)
2

ya que cada arista está contada dos veces. Por consiguiente de (3.3.2) y

(3.3.3)

t“ V n 173 F
13 (A ln) = n 3 + (3.3.11)

I (3) (19m3 (Z) 409x107

4.- VALORES MEDIOS DE SEGUNID ORDEN.

Con las mismasnotaciones anteriores, vamosa calcular algunos valo

res de 2° orden

a) Para S2 = <

2

2 o se tienei 1

2

S dE].....dEn= 20%dE1.....dEn+2 oi aj dE].....dEn=
1<J

1 r 2 K

= n OMV)“ ‘02 dE + 2(121).(M*kV)n'2 [Jo dE] =

-1 
‘ n “mn - 1209 * 2 (É) 09W)" 2 (ZwVJZ. (3.4.1)
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donde I2 Se definió en (3.1.17)

Luego

n.I Z2

1-:(sz/n}e-Wfiw +n (n-l) . (3.4.2)

donde I2 8 Iz (K) = 02 dE siendo o el área de Erfi K. (3.4.3)

E+K

b) Queremos calcular ahora E (S.NI). Tenemos

ls NI dE1.....dEn = Ja oi) (2143“) dE].....dEn

Para el cálculo consideremos los siguientes casos:

i) el índice i es distinto de j, k, i. Entoncespor (3.1.10) y (3.2.3)

a n-4 . ,

Jai Njki dl.=.1.....dEn (M+kV). oi dBi thki dEj dEl

= 091cv)“ (zw) w v) 

-=2 n 5v2 (¡Mva4 (3.4.4)

ii) El índice í coincide con j, k ó t. Usando (3.1.8) y (3.1.9) tenemos
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g n-3 =
“i Niki dBi ¿5k ¿En (wm “i dBi dEk (¿En

J

Ez+(Ekn Ein K)

n-3 í == (M+kV) n oi ¿Ei Lik dEk
J

g n'S 173 í 2 gMKV) T Oi dE.1

= mw)“ 12(K) (3.4.5)

siendo L1k ia' longimd de Ein Ekñ K.

En INYS dIi1,...,dIEn hay (n-3) sumndos igmles al cálculo hecho

en (3.4.4) y 3 sumandoscom en (3.4.5), de manera que

2n(n-3)n‘5V2 3“x31
E(S.NI/n)= (3) + (3) 2 (3.4.6)

(M+kV)4 2(M+kV’)3

c) Hallenns ahora el valor medio de NÏ. Será

_ 2 _

N2: z N”) - 2 N.. + ' N.. NI i<j<k 13k i<j<k 13k í<g<k 13k ¿hs
z<h<S
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Necesitamoscalcular las integrales

Ü
‘ = n n-3 . =

¿(k Nijl dE1,...,dEn (3) (wm lNijk dEi dEJ.¿2k

(g) (mmm-7’ 11'“v (3.4.7)

ii) Si los índices i, j, k son todos diferentes de los índices 9., h, S entog

CBS

I g D'Ó g
Nijk kms d13¡,...,dlin (M+kV) dBi dEj dEk dEl dEh dES

J

= (M+kV)“’6 ¿9' V)?’ (3.4.8)

iii) Si coincide sólo uno de los índices

f

í: 7 - n's í I 

Jam nihs d151,...,dEn - (wm Jcïeijnijk dEj ¿ak .xíhs dEh ¿Es 

g n-S 172

(wm KTO.) ¿si ='_

- lo

= mom“ 5 7?.- 12 (K) (3.4.9)
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iv) Si coinciden 2 índices, de modoqule Ein Eank e K y Ein ¡Ej/¡ES c K.

f

, _ n-4 ( Ehijk Nijs d1=.],...,c1En (M+kV) dBi dE]. dES

n-4

- (Momn'4 12 Jz (K) (3.4.10)

= n 2 -.
donde J2 J2 (K) zi]. dBi dE]. (3.4.11)

siendo zi]. la longitml de Ein Ejnlí, com se definió en (3.1.18)

2

z k Nijk) hay (g) ("33) sumándosiguales a (3.4.3)<J<

3 (n23) smandos iguales a (3.4.9) y 3 (¡bm-3) smdos iguales a

(3.4.10) tenemos:
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2 _ r“ 2 _3 361
WW (2) (“3324-”)- +<2>(“2) —21‘ +1 mm° 4mm

} 3 1:2 Jn 2 n tr“ V+ (3.4.12)(3W <3)m

donde12 está dado en (3.4.3) y JZ en (3.4.11).

d) Pasems ahora al cálculo del valor medio de

2
2L = y... - 23.. + 1...

¿Ej 13) ¿j 13 ¿Ej 13 ‘hkh<k

Para calcular la integral de la segunda sumtoria consideramosdos i

casos:

. n n-Z . . . .
1) las (Z) ( 2 ) sumandos en los que todos los mdlces son chstmtos. En es__

te caso tendrems

f

n-4 ..

s (wmn'4 (¡M02 (3.4.13)

ii) los 2 (n-Z) sumados en los cuales coincide uno de los índices, resuí
tando
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g n-3 1:“
('M*kV) T Iz (3.4.14)

.dE =nPor otra 2

parte Jl z 13151,...

‘ (¡21)(“wn-2 J‘zijdfii ¿Ej '

= (g) (wmn'z J2(K) (3.4.15)

Recordems que J2(K) = [1.2 c1131dE2 (ver (3.1.18))

Por tanto de (3.4.13), (3.4.14) y (3.4.15) obtenems

2 n n-2 («3 2 (II-Z) a“ I JE(L/n)-() __Q_+" 2 +n 2
2 ( 2 ) (ww) (2) ¡(WWF (z) (wsz

(3.4.16)
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e) Usando1a notación dada en (3.3.6) y (3.3.8) tendremos que

JLSdE¡,...,dEn=J ¿j ri]. , ¡{ok dE1,...,dEn=

4“) (n-z) (wmn‘3 z dE dE +
2 ij “k i j ¿Ex

13 J
+2 (wkwn'z'oi dEi dE. 

= (2) (n-z) OMV)“ (zw V) («3 VJ *

n - 2

+2 (2) mm“ dEi (3.4.17)

Por lo tanto

o 1,2 I

¡a (LS/n) - n 2‘“ '“ V + n 2 (3.4.13)
(2) —L3—Wm (2) WW)

f) De igml manera para NI L tendrems
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N LdE ...,dE = {Nu {mas mas =
JI 1' n Íí<j<k 13kh<s 1’ ’ n

‘ (¡31)( 53) (“mn-s J’üjk dEi ¿Ej Jí‘hs dERdEs ‘

+ 3 ('3‘) (rx-3) (Momn'4 Íníjk así las dES (¿ak de]. +J

* 3 (2) “mn-3 [Nijk dBi Li). dEj {dEk g

= (2‘) (“33) mmm-5 ww ww +

n n-4 'n Í «2
14(3) (Il-3) (M+kVJ JLISi lisis 2 0- dE *

3 3 (g) woman“ ' zzij dBi ds]. =

1 2 i
N

‘ (2) (n33) (M‘kan'sr’Vzïs (g)(n.3)(M*kV)n'4'g [oz

+ 3 (g) (M+kV)“'3 «3 J2(K). (3.4.19)
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Por lo tanto

_ 7 v2 n 30193017st
E (N L/n) = (n 3) " + e1 3)(nz"Fm (3)W

31:3J
+ n) 2 (3.4.20)

(3 CMV)"

5.- ALGJNOS (DCIENI'ES DE VAIDRES MEDIOS

Sea K un cuerpo convexo del espacio H('k) y sea R el número de negig

nes poliédricas en que queda dividido Kpor n planos dados independientem»

te al azar. Sea NRel núnero de vértices de cada región. (¡cmocada vértice 

interior pertenece a 8 regiones y cada vértice de aKa 4 regiones entonces

el núnero medio de vértices de cada región es

3 N + 4 N-—-— (3.5.1)

Ypor tanto, representando por E"(NR/n) el cociente de los valores medios -

del numerador y denominador de (3.5.1) resulta

32 n “wa n ¡3F(M+kV)
E*(‘ ln) - (2) t (2) (3.5.2)

4 (g) u“v+ (12‘) n3F(M+kV)+4(n+1)(M*kV)3
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Sea ahora ARel número de aristas de cada región. Cano cada arista

interior pertenece a 4 regiones y cada arista de 3Kpertenece a 2 regiones

entonces el número medio de aristas de cada región es

4A +2

AR= —ITAS— (3.5.3)

Por cada vértice de 3Kpasan 4 aristas de K pero así cada arista

resulta contada dos veces de modo que 4NS = ZAS, y de (3.3.10) obtenemos

4AI+2AS=12NI+6NS (3.5.4)

Deme que

43 n ¡“mz n 1:31: k
(3) (2) (MV) (3.5.5)E*(AR/n) =

4 n ¡"w n 1:3F(M+kV)+4(n+1)(M+kV)33 2

Llamamosahora CRa1 número de caras de cada región. La fórmla de

Euler nos dice que

NR 6 AR r CR '= 2 (3.5.6)

Por lo tanto, de (3.5.1) y (3.5.3) resulta

2R+4N +2N
CR- I S (3.5.7)

R
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teniendo por (3. 3.4)

13(2 R + 4NI +—Z-NS)

Et(CR/n) . ECR) g

13(6 NI +73.NS +.2(n+1))

E(R)

..24 (g) ¡“v+6.(’2‘) w3FCM+kV)+8(n+1)(M+kV)3 (3.5.8)

4 (g) ¡“w (3) 23FCM+kV)+4(n+1)09kV33

Notandocon SRa] Ema de cada región; cam cada cara interior per

tenece a dos regiones y las caras de 3K tienen com área total a F, tenemos

EÚ(SR/n)II MEÏLRHL n

t 16meM+kV)2 + 4P(M+kV)3

4 (g) ¿w (g) ,¡3F(M+kV)#4(n+1)(M+kV)3

(3.5.9)

Por último si. llamams VRal volunen ¡Indio de cada región
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3

E‘OlR/n) = V = 4 (wm V (3.5.10)
E(R)

4 (g) nm (’2‘)«3FCM+kV)*4(M+kV)3(n+1)
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CAPITUID'IV

Procesos de Poisson de planos en HCk)

1.- PROCESO DE POISQZN DE PLANOS

Supongams en el espacio H(k) una esfera de radio p que representa-

ms por K003). Sean Mo, Fo, Vo la integral de curvatura media el área y el 

volumen de Ko, dados por (3.1.2). Si K es un cuerpo convexo contenido en Ko

cuyas características anteriores son M, F y V, sabemosque 1a probabilidad

de que un plano a1 azar que corte también a K, vale p = Éfi’n

Supongams ahora n planos al azar que corten a Ko. La probabilidad

de que exactamente m de ellos corten a K (ley binomial) será

(4.1.1)(“(11) M+kV Z ¡_ M+kv "'m
Pm p m MO" O 0* 0

Supuesto que p ->o y al mism tiempo n ->o de manera tal que

n A

Wro- —-’ T (4.1.2)

resulta a

m - l

pm. gr: pm(p).(+ (wm ) ¿LM (4,1,3)
m}.

Se dice entonces que se tiene en el espacio H(k) un proceso de Poisson
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de planos de parámetro o intensidad A.

El valor medio de m es E(m) = -%—-(M+kV).Por tanto, para m segmento

de longitud z siendo M- «.2 y V = 0, resulta E(m) = A 1; lo que nos dice que

el parámetro Aes igual al valor medio del núnero de planos del proceso que

intersecan a un segmento de longitud unidad.

Dadoal azar un punto P del espacio y una recta G por P la probabili

dad de que el primer punto de intersección de G con un plano del proceso esté

ente p y p # do será igual a la probabilidad de que en el segmento de longitud

p no haya ningún punto de intersección (que según (4.1.3) para m = 0) vale

e-xp , por la probabilidad de que en el segmento dp haya un sólo punto de in-

tersección, que según la misma (4.1.3) vale Adp, o sea

-ADA e do (4.1.4)

En consecuencia la probabilidad de que la distancia de P al primer

punto de intersección con uno de los planos del proceso, varíe entre O y p

será

loxe'“ do = 1 - e' (4.1.5)

Será importante, para lo que sigue, observar que.sobre un plano E

dado al azar en el espacio, los planos del sistema de Poisson determinan reg

tas que forman un proceso de Poisson de parámetro A. Pues si consideramos un
'H

convexo K contenido en dicho plano, tendremos que M= -ï- L y V = 0, siendo

L el perímetro de K, de donde obtenemos la ley inducida en E
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A m e

Pm(reCt3-S)‘ ('2- L) T (4.1.6)

que es 1a que corresponde en el plano hiperbólico para un proceso de Poisson

de parámetro A. (Ver [11] (2.11))
De igual nodo sobre una recta del espacio los planos determinan un

proceso de Poisson de puntos, con A puntos en promedio sobre un segmento uni

dad. Es decir que para un segmento de longitud 2. se tiene

m e-Ai
pm(puntos)= (u) T- (4.1.7)

Siendo 1a probabilidad de que 1a distancia entre dos puntos consecg

tivos de una recta esté entre x y x + dx es x eqx dx, tendrms que el valor

¡mediode 1a distancia de un punto al siguiente es

er' dx=T (4.1.3)

Por otra parte, de (4.1.3) se deducen los conocidos valores de los

momentos de m, a saber, notando

r = + (M+kV) (4.1.9)
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E(m)=1

2 2

E(m)=r +312+ 13
(4.1.10)

13011)": +7r2+613+ 1“

E(m)=1+1512+25r3+101“#15

E(m)=t+3112+9013+651“*1515+ 16

2.- CUERPOS (DNVEXOS Y PROCESOS DE POISSON DE PLANOS: VALORES MEDIOS DE PRIW
Las relaciones (4.1.6) nos permiten obtener algunos valores medios

correspondientes a las figuras que un dado proceso de Poisson determina 50-

bre un cuerpo convexo K del espacio, análoganente a lo que se hizo en el plg

no en el capítulo II.

De (3.3.2) resulta

13041) = E(E(NI/m)) = EU?) ] nu v(wm "

fi = ¿tv (4.2.1)

De (3.3.3) resulta
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¡3P
E ) =E m —¡' ‘(NS ZMkv)

a -——-z—1:2r3 F g A2 ‘Il’F
4fM+kV) 4

De (3.3.5)

ERES m]1r“Vc) [(3) (MV);

1'31'“V +12i3F
6(M+kV)3 8(M*kV)2

3

l: A 11 V * >2 n F +
6 8

De (3.3.7)

13(5)= Em). 2"—v g
M’kV

= T. -2“—v- z 2 A v
M'kV

De (3. 3.9) resulta

+E[(‘;)ÏJ
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173 F
——-z-+ E(m)+ 1 =
4(M+kV)

+t+1

(4.2.2)

(4.2.4)

--J



12 1ra V A2
‘ ——z— ' n V (4.2.5)zcka) 2

De (3.3.11)

EA =E m m”; m n31= g
(I) [(3)]W), [(2) —2—4W)

_ T3 11'" V í’ 12 1r3 F _

2mm3 smosz

A3 A2
‘—z""V* 8 “F (4.2.6)

3.- VALORES MEDIOS DE SEGUNII) ORDEN: CUADRO DE COWANPARA EL ESPACIO.

De (3.4.2) resulta

2I

ECSZ)= anymfiw + E(mz-m)(_2ngn¡’r.) g

2

t I2 Z 1! V )
c + t,-——-— e

M+kV M+kV
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. + 12 + 4 x2 v2 (4.3.1)

ne (3.4.6) resulta

33
TZrSV + 1 “12 =

3E(S.NI) = 4 '
30mm 4(M+kV)

_ lo 3.Li+ A 1 (4.3.2)

De (3.4.12)

6 2 T5 1T“ I

má) - T (¿VL +' 2 *
36(M+kV)6 16(M+kV)s

1021'th Tatuv
4 'Ó' —

2(M+kV) 6(M+kV) °

5 I Ah J
g >.6_ 2 ,2 A 2 2 A3 av

— 1! .\ + Ibor + 2 tz + 6 (4.3.3)

de (3.4.16) resulta

TZ + T2I“ + TL,('3
201+sz 4mm 3 4(r.++k\r)‘r

m2) =

=—3—+——2+_L“_'2_V_2_ (434
212 4 4. o.)
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lb (3.4.18) resulta

2 2
T 17 I

1311“V * 2 _E(L.S)= 3 2 
(WW) 209W)

A2 
= A31rVZ + 7- I2 (4.3.5)

De (3.4.20)

L. 5 3 3
-5 7 T 1! I T 11 Jz + Í+ =
12 (M+kV) 2 (M+kV) 2 (M+kV)

g A5 2 A“ A3
_.12 " V2 * 2 "12 * 2 J2 (4.3.6)

Del mimo nodo de (3.3.2)

E(I\'I.M) = 73 r" L's + T“ “3 V3
2(M+kV) 6(M+kV)

3 u .

=_A_LV_ + A v;'(M+kv) (4.3.7)
2 611

67



de (3.3.7)

2

E(S.m) _ 1.2w V + r Zn V
(MV) (MV)

= 2; V+ 2:2 v (MV)

de (3.3.9)

2 3 3 3 '

E(L.m_)‘1r‘2, * Tuvz =
(wm 2(M+kV)

A2
=A21IV+ V(M*kV)

En resunen, se puede escribir el siguiente cuadro:

(4.3.8)

(4.3.9)



u

6IV+-ï%7-J2*CUADNJII:Valoresmediosdeprimerysegundoorden

parauncuerpoconvexoenH(k).

_¿_2

712+3¡v fl12+4xvz

69

I+x2J2A3

2222222"2znz’TJz‘
+12nzV2f:2¡2V+A4nzV2

2A2A3v

A3AA22

V(M+kV)x2¡v+7-(M*kV)T(M+kV)+T(wm

AIO

2v+TVGHkV)2xv+

‘N

A32
-6—1rV2xv‘2«v1’:(wm
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T¡V+._2_z_+

A3A“Jz

CUADROIII:Valoresmediosdeprimerysegundo ordenparauncuerpoconvcxoenc1espacioeu clídiano.

l.AAI

n

+4xzv

A3

____JZ+—_HI* '—"‘

Z22

A2J2A3

*‘—1*W+T“J2+222

L.

n2V*—AT1II‘V2

—1IV+

A3A" 26n

VMZAV+2

u3I
1'Hvx2nv+A 112

VM

A2



n ‘ eT
El cuadro II generaliza a eSpaCios de curvatura constante k .g o el

cuadro de Cowandel plano euclídiano. Para el eSpacio euclidiano de 3 dimen

siones (k = o) se;obtíene el cuadro III.

4.- GJCIENTE DE VAIDRES MEDIOS.

Sea Ko(p) una esfera de radio p con p ->unjunto con la condición

——n—— ——) L . Hallando los límites de los cocientes de los valores
M *kV Tl'o o

medios hallados en (III.S) obtenemos los cocientes de los valores medios para

poliedros formados por un pmceso de Poisson de planos de intensidad A.

Luegomando los límites (3.1.3) resulta que:

_...dnwa.MJ‘
a) Núnero medio de vértices de cada región

= lím * , g
E*(NR) o” E (AR/n)

16)\2r2*24lrzlk!1/2 (4 4 1)
2A2n2+3xn2|k|1/2+12|k|

b) Númeromedio de aristas de cada región

24A2r2+36n2|klvz (4 4.2)I3*( ) =
AR 2A2n2*3>mz+12IkI

c) Númeromedio de caras de cada región
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1/2
1212.2 ÁZ 'I

E*(CR) l‘ r +18M' “¿1/7 +24IkL (4.4.3)
2>.2172+3A1r2IkI "+12Ikl

d) Area media de cada cara

1/248 .+24 '
5*(SR) = h "ILI 1/2 (4'4-4)

ZA3w2+3A2r2IkI +12AIkI

e) Volunen medio de cada región

ngvR) = 12“ (4.4.5)32 ¡{2,1/22
2x w +3A n ILI +12A|k|
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CAPITULO V

1.- BDSAICDS DE POIS_SON. VALORES MEDIOS PARA POLIEDROS DETE_RMINAIDS EN É

ESPACIO 51k) POR UN PROCESO DE POISSON DE PLANOS.

Consideremos en H(k) un sistema de Poisson de planos. Para hallar

los valores medios para los poliedros usaremosun métodosimilar al utiliza

do por L.A. Santaló y I. Yañez para el caso del plano en [11] .

Para ello calculams los valores medios del volunen V, el área S, 

la longitud de las aristas L, y el númerode vértices N dependiendo de la

manera de seleccionar un poliedro al azar. Consideremoscuatro formas de ha

cerlo:

(a) elegir al azar un punto P en el espacio y luego el poliedro que lo con

tiene. A estos valores medios los notaremos E (NO,E (S), etc.

(bu elegir al azar un punto P en uno de los planos del sistema y con proba

bilidad 1/2 uno de los poliedros que contienen a dicho punto en una de

suscaras. Usaremosaquí la notación ESCV),59(8), etc.

(cV elegir al azar un punto en una de las rectas de intersección de los pla

nos y con probabilidad 1/4 uno de los cuatro poliedros que contienen a

dicho punto en una de sus aristas. Notaremos con EL(V), etc. a estos v3
lores medios.

(dV elegir al azar un punto en la intersección de tres planos y con probaoi

lidad 1/8 uno de los ocho poliedros que tienen a dicho punto comovérti

ce. Notaremos a estos valores medios con ENCV),etc.

Por tanto



(a) Valores medios cuandoel mliedro tino se obtiene eligiendo al azar

un punto interior al mism.

Sea P el punto elegido que puede ser el origen de coordenadas. De

(4.1.4) la probabilidad que la distancia de P al primer punto de intersec-

ción con un plano esté entre p y p + do es igual a A e'Ap do. Pero, por 0-

tra parte, de (3.1.4) el volunen del poliedro que contiene a P es

p Z

v: ¿a senkl/zg) do:k
o.Q

D _

2

da ( shz Iklil D do 'Ikl
0 Jo

= É (5h ¡kB/f eh ¡kW/f -p) dn (5.1.1)

Por tanto, si A > 2 IkIV2

- 1 1Evcv)=—‘— xe*°(shIkI/3.dulkl’3-p)dp=
2|.k|

fl o

r- 4.o

. 217X( 2 e'Áppdp>gIkr
¡o 0
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1/2)p

( 1 ( eta-2mm» e-W'k' 5= + +

4mm x-zlle’2 (A-zlklm)

¿- (5.1.2)
A(¿2+4k)

E1 el caso en que A < 2 Iklv2 E (V) -> o .

Para el cálculo de EV(S), si la recta G foma un ángulo a con la -

nomal a la cara del poliedro en su punto de intersección, y siendo el ele
. 1/2 2

mantode área de la esfera de radio p igml a du =W) dí:resultak

que

de donde se obtiene

dn (5.1.3)

0am p y a son independientes resulta (k 5 0)
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EV(S)= fi E(sh2 mm p) E (——l—>dn (5.1.4)C05 a
9

Por lo tanto de (3.1.16) y siendo xe'“ la probabilidad de que el

radio vector esté entre o y p + do (4.1.4) será

EV(S)= 4 dn rzxe'“ shz IkIV2 p do ==
Ikl

9 o

lkl
0

¿- si x>2|k¡1/2 (5.1.5)
¡2+4k

y en caso contrario diverge

Tambiénpuede calcularse Ev(S) usando resultados del capítulo IV 52.

Para ésto considerams la variable aleatoria f(dV(Q)) asociada a cada elemen

to de volumen d V(Q) de H(k), que se define como 1 si el elemento de volumen

dv contiene puntos del sistema de Poisson de planos y el segmento PQno ente:

seca a ningún plano y cero en los otros casos. Siendo por‘(4.1.3 ) la probabi

lidad de que un segmento PQde longitud p no contenga a ningún punto del pi'o’

ceso de planos de parámetro A igual a e.Ap y por otra parte de (4.2.4) el va

lor mdio del área que contiene un elemento de volumen dv dados a1 azar es

2¡dV obtenems



EV(S) = e'Ap 2 A dv 

JQ5H(k)

= —Z* da e'“ shzlklu2 p dp -=
Ikl

Q o

= 16 ' si A > ZIRIÏIZ (5.1.6)
12+4k

que coincide con lo hallado en (5.1.5)

De la misma forma calculamos ERIL) siendo por (4.2.5) que el valor

medio de la longitud de las aristas de los poliedros para un elemento de volg

men dado al azar es igual a

.1L. 2
2 A dV

se obtiene que

Eva) = a“ + ¡2 dv .
QeH(k)

lkl
g 0
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2 2 2

21! A < 2 Ikl > = .2_A_ (5.1.7)¡kl (¡2+4k)x (12+4K)

si A> 2mm , y en caso contrario E\,(L) ->o .

Similamente, usando que el númeromedio de vértices que contiene

un elemento de volumen dado a1 azar en el espacio con un sistema de Poisson

de planos de parámetro A es según (4.2.1) igual a

3
_A__ n dv

6

resultará que

_ -Ao ¡3 w _
EV(N) - e dV 

6

3 
A—“ dn exp Shlkl1/2pdp

ólkl
Q o

2 13 ¡2 ( 2 [kl gSlkl (¡2+4kJA

2 2
2L si A>2|kI1/2 (5.1.8)

3(A2+4k)
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y en caso contrario diverge.

Para los otros casos seguiremos un método indicado por R.E. Miles 

para el plano como se menciona en [11] . Observemos que si elegimos un vért_í_
ce del sistema de poliedros, llamémoslo A, tendremos 8 poliedros que tienen a

A comouno de sus vértices. Sean Pi “¿158) esos poliedros, así que P = La?Pi

es Lmpoliedro elegido según el método (a).

P.,P' - = U
Pero 51 con51deramos Pa 15191 01 B=Sgás Poi Siendo Pa y PB

poliedros convexos que tienen en ooním una cara (que contiene al punto A), 

entonces Paly P resultarán poliedros elegidos según el método (b).B

Si hacems P12 = P1U P2 ; P34 = P3U P4 ;P56 = PSU P6 y

P78 = P7U P8 de modo tal que cada Píj es un poliedro convexo y todos ellos

tienen una arista en comfm(con A perteneciente a dicha arista) entonces tene

mos cuatro poliedros elegidos según el método (c).

Por último cada Pi (1958) es un poliedro que tiene al punto A como

uno de sus vértices, de modoque serán ocho poliedros elegidos según el métg

do (d).

Comose vio en (4.1.6) el proceso de planos de parámetro A induce sg

bre un plano arbitrario un proceso de rectas del mismoparámetro. Entendemos

por parámetros el valor medio del número de puntos que el proceso de planos o

de rectas determina sobre un segmento unidad fijo. En [11] L.A. Santaló y I.

Yañez calculan para este caso los valores medios correspondientes a elegir un

polígono eligiendo un punto del plano o un punto en una recta o un punto en 

un vértice. Notaremosestos valores medios Esa) , ELÜ) y EN”) respectivamen
te.

Según [11] tenemos los valores
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(2) 2 W . (2) 72 LE s = E L = .—_
S ( ) Mi S ( ) A2+k

(2) «2 A2E a ———
5 (N) 2(12+k)

ELÚ) (S) g ¡2 BLU) (L) g !n2*4!12*4k
A2+k 2A(A2+k)

(5.1.9)

E 2 (N) g (¡2+8212+8k
L 4(12+k)

(2) S g n (2) g (12+32x2+ak
EN ( ) 2(Az#k) EN 4A(A2+k)

(2) N) = (72+24212+24k
EN ( 8(A2+k)

Siempre para A > Iklv2 , en caso contrario los valores medios valen

a. También según (4.1.3) tenemos que E(1)(L) = 1/x.

volvamos ahora a considerar los casos b), c) y d).

b) Valores medios cuando el ggliedro tipo se obtiene eligiendo un Runto a1 

azar en una de las caras.

Según lo dicho anteriormente obtenemos
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_ 1Esm ' T Evm

—;- Evcs) + 55mm)¡38(5)
(5.1.10)

¡a (L) 1 (L) + 1-: ma.)s =75v s

a:1- +
55m) 2 Ech) Es (N)

donde los smandos ¡35(2) corresponden a los respectivos valores medios de la

cara comúna los poliedros Pa y P8 .

Reemplazandoen (5.1.10)para A >2|k|u2 se tienen

Esm = 4 1!
¡(12+4k)

2

ESCS) = 8 11 + 2 1r g 21r(5)\ +8k!
A2#4k 12+k (¡2+4k)(12+k)

(5.1.11)

ES(L) t 2 r2 A + r2 A = 312A[12+2kl
(¡2+4k) Asz (12*4k)(12+k)

2 2 2 2 2 2 2 .

Esm) g 2 r A * r A = 1! ). [71 +161;
3(A2+4k) 2 (AZ-Hi) 6024-410 (12*k)

c) valores medios cuando el Dolggggo tipo se obtiene eligiendo un punto a1

azar en una de las rectas.

Tenemosen este caso
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EVCV)= + Evm

EV(S)= + Ev(s) + 2 amm)

EV(L) = -%- EV(L) + 2 [ EL(2)(L) - E1(L) ] (5.1.12)

avui) = 71- EVCN)+ 2[EL(2)(N) - 11,

donde los segundos sumndos corresponden a los valores medios de las dos ca»

ras poligonales que tienen en comfma 1a arista que contiene a1 punto A, dan

dos por (5.1.9)

Se obtienen así, si A > 2 “(IV2

g __¿L_1___
Echq

¡(12+4k)

EL(S) = 4 a + Z-w = ozjgz+zk1
).2+4k Az+k (¡2+4k) (¡2+k)

2 2 2 .

EL(L)=__">‘_+ 2<("*4>'*4}* -¿> g¿2+4k ZA (22+k) A

(5.1.13)

21“(r2+1)+k(512133+2)+ggl
¡(12+4k)(12+k)

ELN = A2 1,2 + 2 (r2+8)>.2+8k _ 1) g3(A2+4k) 4(12+k)



¡“(5«2+12)+2k(x2(7«2+30)+24k)

6(A2+4k)(12+k)

d) Valores medios cuando el poliggfo tipo se obtiene eligiendo al azar uno

de los vértices.

En este caso se tiene

EN(V) ‘ '%' EVCV)

1 2

5,45) - T Evo) + 3 5,} NS) (5.1.14)

EN(L)= + Eva) + 3 (P152)(L) - Bmw)

EN) = + Evm) + (3 ENQNN)- s)

donde los segundos sumandos corresponden a los valores medios de las 3 caras

que tienen en comúnel vértice A.

De modo que si A > 2 Iklv2

Ech) n ..___I_____.
A(A2+4k)

EN(S) _ 2 n + 3 n 8 ¡(7A2*16k!
12*4k 2(A2+k) 2(A2+4k)(xz+k)

EN(L) - “2 A + 3((“2*3)*2*Ékl_.- .2. g (5.1.15)
2(Az+4k) 4x(x2+k) A
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x“ (5w24'12) +2k Q2 (71r2+30) +241Q

41(A2+4k)(12+k)

A2 ¡2 # 3(1r24‘24))«2*24E_ _ S
6(A2+4k) 8(Az+k)

EN(N) =

A"(13r2*96)*g1<(12 (51r2+60)+48k

24 (12+4k) (12+k)

1/2
En todos los casos si A < 2 |k| los valores medios divergen.

2.- RELACIQJES PNTRE VALORES MEDIOS.

Llamams (ni) a los poliedros formdos en H(k) por un sistema deíeI

Poisson de planos de parámetro A. Sea Ko(t) una esfera de radio t, de modo

que para t fijo tenemosuna familia finita de poliedros -sean ni (151910)).

que verifican que nin K°(t) 1‘ó.

Notems dFt(V,S,L,N) a la probabilidad de que un poliedro, elegido

al azar entre los (ni)1 ¿i gh“), tenga volunen emprendido entre V y V+dV,área
entre S y S+dS, longitud de sus aristas entre L y L+dLy N vértices.

Supongams ahora que cuando t ->- y por lo tanto Ko(t) se expande 

hasta cubrir todo el espacio, existe el límite

lím dPt= dF(V,S,L,N)te.

siendo dF(V,S,L,N) la probabilidad de que un poliedro elegido al azar tenga

volumenemprendido entre V y WdV, ama entre S y S+dS, longitud de aristas
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entre L y hdi. y N vértices.

Es decir que en dF se consideran a todos los (mikel cam igualmen

te probables, independientemente de cual sea su volunen, el área de sxs ca-

ras, la longitud de sus aristas o elnúnero de vértices que posea.

Por otra parte notamos dF , dFS, dFL, dFNa la probabilidad de que

eligiendo un poliedro según el métodoa), b), c) y d) respectivamente, éste

tenga volunen entre V y V+dV, área entre S y S+dS, longitud de sus aristas

entre L y L+dLy N vértices.

Recordemosque elegir un poliedro según el método (a) es dar un

punto A c H(k) - {í EJ. de mdo que el poliedro seleccionado es el que verifi
ca que A e II. 0am a ¡layer volumen de un poliedro hay myor probabilidad de

que resulte seleccionado, tendremos

V Em (5.2.1)

Ver [11']

De igml manera se obtienen

s
dl: B

S 12(5)

, 1.

L E(L)

(5.2.2)
_ N

N Em)
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Si en (5.2.1) mltiplícanns por v,s,L y N e integrams sobre todos

los valores de V,S,L y N respectivamente obtendrems las siguientes igmlda

des

EW)RWJ-HW)

E(V) EV(S) = ECV.S)
(5.2.3)

EWJRGJ-HMD

E(V) Evm) - E(V.N)

De igual form de (5.2.2) se tiene

E(S) ESCV) = E(S.V)

E(S) 55(5) - Etsz)
(5.2.4)

E(S) ES(L) = E(SL)

13(8) ES(N) = E(S.N)

E(L) ELCV) - E(L.V)

E(L) EL(S) ' E(L.S)
(5.2.5)

su)aa)-Hfi)

l3(L) F104) ' FUN)
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E(N).EN(V) - E(NV)

Em).EN(s) - mis)

Em).EN(L) = son.)

Em).I-:N(N) - 13042)

(5.2.6)

De estas igualdades obtenenns las ecuaciones siguientes

E(V) EV(S) e E(S) ES(V)

Em Eva) = m) ELO!)

ECV) Evm) - Em) EN(V)

E(S) Esa) = EcL) Fics)

15(5) 25m) = Em) ENts)

E(L) EL(N) = E(N) EN(L)

de las que surgen las identidades

(í)

(ii)

(iii)
(5.2.7)

(iv)

(v)

(vi)

Evcs) 55m) Ech) - 55m Evm) ENcs)

E504) ENa) .EL(s) - ENcs) Esa) F104)
(5.2.8)

Evcs) Esa) ELN) - Eso!) Eva) ELcs)

EV(N) EN(L).EL(V) ' ENCV) EV(L) ELCN)
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De (5.2.8) resulta que sólo tres de las ecuaciones dadas en (5.2.7)

son independientes, luego para poder hallar los valores medios buscados necg

sitarelms una nueva relación entre ellos.

Para ésto recurrinns a la fórmula de Gauss-Bonnet.

Sea (1191113)la subfamilia finita de poliedros del sistema de Poissan

de planos que intersecan a K°(t). N“
1] . .

Notanos con Síj, Ni]. y ¿1 al? , donde Igjgcí, al área, al núnero
de vértices y a la sana de los ángulos interiores de la j-ésima cara del po-

liedro 11i (15i5h(t)) siendo ci el nínero de caras de dicho poliedro.

Luego la fórmula de Gauss-Bmmetpara poliedros aplicada a cada cara

de ni, |10| dice que

Nïj ." IJ' . 
_ ah k.sij + (Níj 2) r (5.2.9)h 1

íJ' . 
“gm. .ah k.si + 2: (Ai ci) (5.2.10)
e \ 1]

15jsc1

siendo Si el área y Ai el número de aristas del poliedro ni.

Deacuerdo a la fórmla de Euler-Poincaré Ai-cí = Ni-Z, por lo tanto

de (5.2.10) tenenas

k.si + 2. Ni - kzj «:3 - 4: (5.2.11)D

. h t . .
Pero 51 sms sobre todos los poliodms f ) í 1J .

1.1 _ ah resulta equ_1_h.J
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h t) Y

valente a -%— í Ní y por lo tanto haciendo t + n se tiene que
” i=1

2k. E(S) + w E(N) = 8: (5.2.12)

3.- VALORES MEDIOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN.

Las ecuaciones obtenidas en (5.2.7) y la ecuación (5.2.12) junto con

los cálculos hechos en s1 nos permitirán calcular los valores medios para po

liedros obtenidos por un sistema de Poisson de planos.

Por tanto de (5.2.É)(V). de (5.1.11 ) y (5.1.15 ) se obtiene que

E(N) = % ¡2 1-:(5) (5.3.1)

y entonces de la igualdad obtenida por Gauss-Bonnet (5.2.12) resulta

2411E(S)=----- (5.3.2)
A2r2*6k

. s Swzaz

BON) —(fl2lz+ók) (5.3.3)

De los valores medios calculados en (5.1.11) y (5.1.13) y la ec --

ción (5.2.7)(iv) obtenemos

42'- x Ecs) - Ea) (5.3.4)
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de donde se obtiene que

2En).= (5.3.5)
1212#6k

Por último obtenemos de la ecuación (5.2.7) (i)

E(V) = HEL- (5.3.6)
4 A

de donde resulta

6 IEm g______ (5.3.7)
¡(A212+6k)

Podemostambién hallar el valor medio E(A) del número de aristas A

y el valor medio E(c) del nünem de caras C de un poliedro típico.

Para ello, puesto que en cada vértice concurren exactamente 3 aris-

tas (los casos que más de tres pianos pasan por un mismopunto son de medida

nula) es SN= 2A y por lo tanto

2 2

E(A)=%E(N) =fi- (5.3.3)n A +

Por otra parte para el núnero de caras vale la relación de Euler

N-A*C=2yporlotanto

2 2
E(C)= 2-E(N)+E(A)- M (5.3.9)

1212*6k
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Para los valores medios de segundo orden de (5.2.3) resulta que

Ecvz)= Emivm =

48 ¡2

A2(A2n2+6k)(xz+4k)

De (5.2.4)

13(52) 13(5) 55(5) =

48 12(512*8k)

(A2n2+6k)(A2+4k)(A2*k)

de (5.2.5)

2
E(L ) = E(L) EL(L) =

12n2 (2X“(r2*1)+k(5lz(r2+2)*8k22
(A2n2+6k)(A2+4k)(A2+k)

de (5.2.6)
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E(N2) = E(N) EN(N) ‘

a .,2¡2(¡u(¡3n2+99)+g5(32(5r2*99134éklll__. (5.3.13)
3(x2+4k)(A2+k)(w212*6k)

de (5.2.3)

ECV.S) = E(V).EV(5) °

8 96 «2 (5.3.14)
¡(A2n2*6k)(12*4k)

E(V.L) = Ecv).Ev(L) =

g 24 a2 (5.3.15)
(12+4k)(A2fi2*6k)

E(v.N) = E(V) EV(N) =

81(3))
g _________________ (5.3.16)

(¿2+4k)(12w2+6k)

De (5.2.4) obtenmos
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l E(S.L) = E(S).ES(L) =

72 iz A(x2+2k1

(A2+4k)(12+k)(xzn2+6k)
(5.3.17)

E(S.N) = E(S).ES(N) =

4 zzxz QA2+L6_k) (5.3.18)
(12+4k)(Á2*k)(Á2"2+6k)

Finalmente de (5.2.5)

E(LN) = E(L).EL(N) =

g 2r2A(A“(Sr2*12)+2k(AZ(772+301f24k1) (5.3.19)
(A2+4k)(A2+k)(Aznz+6k)

. 1 . .
Estos son los valores medlos para A > ZIkl lz, en caso contrarlo dl

vergen. Pueden resumirse en el siguiente cuadro:
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CUADROIV:Valoresmediosdeprimerysegundoorden paraunpolíedvotipoenH(k).

‘96«2 A(Aznz+6E)ÍAZ+ZF)

U)

72n2A(A2*2k

A+4k)(A+k)(A

(Az+4E)(Aznz+6k)

nz+6k)

8«3A

4n2A2(7A2+16k)

(¡2+4k)(xzn2+6k)

(¡2+4k)(xz+k)(xzn2+6k)

z

«¡12(x“(13n2+96)+8k(12(5n2+60)+48k

3(Az+4k)(Az+k)ÏnZA2+5EÍ

6n

¡(Aznz+6k)

24ngfizxz

Aznz+6k

Iïïïïïïïï

.
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Haciendo k = 0 resultan los valores medios para el caso euclidiano,

que coinciden con los dados en [10] pág. 297 por L.A. Santaló y que fuemn

obtenidos por R.E. Miles en [S] .
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