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INTRODUCCION

En este trabajo se estudian algunos problemas de la Geometrfa Inte-
gral del plano hiperb6lico y su generalizacibn al espacio hiperbSlico de
tres dimensiones. Esto filtimo es practicamente todo nuevo, existiendo escasa
literatura.

Algunos de los problemas que se estudian son los siguientes:

a) Se extienden al plano hiperbblico las f6rmulas integrales del plano eucli-
-- diano que vinculan los momentos de la distancia entre dos puntos dados al
azar en un dominio convexo y los momentos de las longitudes de las cuerdas,
que rectas al azar determinan en el mismo (I.3).

b) En [1 ] R. Cowan estudia mosaicos aleatorios en el plano euclidiano ha--
-- llando, para el caso de un circulo que es dividido por un proceso de
Poisson de rectas, los valores medios de ciertas variables aleatorias como
por ejemplo: el nfimero de poligonos interiores; la longitud total de las --
cuerdas; el nimero de puntos de interseccidn de las rectas, que son interio-
res al circulo, etc. Aqui se extienden estos resultados al plano hiperbélico
para el caso de un sistema de Poisson de rectas y un dominio convexo cual---
quiera, lo que se resume en el Cuadro I.

c) También en el plano hiperbSlico, se halla la medida de conjuntos de seg--
-- mentos de recta que cortan o estin contenidos en un dominio convexo
(I.4). Esto permite mostrar que -a diferencia de lo que ocurre en el plano
euclidiano- el "efecto de contorno' al pasar de una figura acotada a todo el
plano no es despreciable,

d) Por Qiltimo, en los Capitulos IV y V, se estudia un sistema de Poisson de

-- planos en un espacio de dimensién 3 y curvatura constante k < 0, Se ha--

llan, entre otros, los valores medios de primer y segundo orden del volumen,

el drea de las caras, la longitud de las aristas y el nfmero de vértices de




los poliedros determinados por los planos al azar. Estos valores medios se
resumen en el Cuadro IV, donde haciendo k = -1 se obtienen los correspon-
dientes al espacio hiperb6lico y haciendo k = 0 los del espacio euclidiano

que cognciden con los calculados por R. Miles en LS}‘
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CAPITULO I

1.- EL PLANO HIPERBOLICO.

La definicidn y primeras propiedades del plano hiperbSlicc se pue--
den ver en cualquier libro de Geometria no-euclideana como por ejemplo [ 2 ]

y[8 ]. Para nuestro objeto nos referiremos casi siempre al libro de L. A.

Santal6 [10] .

Localmente se puede considerar el plano hiperbdlico como una super-
ficie de curvatura constante igual a -1. Entonces, el elemento de arco en —

coordenadas polares se expresa por
ds? = do’+ sh%p  del (1.1.1)

donde ¢ es el angulo polar y p la distancia al origen de coordenadas. De
(1.1.1) se deduce que para un circulo geodésico (p = constante) la longitud

y el drea valen
L=2wshp , F=21x% (chp =-1) (1.1.2)

El elemento de irea o densidad dP para conjuntos de puntos, segin

(1.1.1) es

dP = sh p dp . d¢ (1.1.3)

N

Para medir conjuntos de rectas (geodésicos) se demuestra que la den

sidad invariante por movimientos vale

6 dG = ch u du . do (1.1.4)

I




siendo u la distancia del origen a la recta G y 6 el &ngulo de giro de 1la
normal a G por el origen O. Ver Santald [ 10 J.

Si C es una curva de longitud L y n es el nfmero de puntos de inter

seccion de C con la recta G, vale

JndG'-'ZL (1.1.5)

donde la integral esti extendida a todos las rectas del plano, siendo n = 0

para las que no corten a C.

Angulo de paralelismo.

Dada una recta G y un punto B que diste de ella h, se llama adngulo

de paralelismo en B, al angulo B que forma con la normal BA la recta G, que

es la posicibn limite de las secantes a G por B. Se demuestra (Ver Coxeter
(2D que

1
th:S_hh_ (1.1.6)

Horiciclos.

Si C es un circulo geodésico de radio p que es tangente en A a la
recta G, cuando p+~ manteniéndose fijos A y G, la posicién limite de C se

1lama horiciclo tangente en A a la recta G.

A
¥,

Si se tama un sistema de coordenadas

ortogonales tales que las curvas v

Q




(u = constante) sean horiciclos con el mismo punto impropio y las curvas u

(v = constante) las tangentes ortogonales, el elemento de arco se escribe

dv (1.1.8)

De aqui se deduce, por ejemplo, que los arcos BB', AA' de dos hori-
ciclos paralelos a distancia u, determinados por dos rectas normales a los

mismos, cumplen la condicibén
s (1.1.9)
La densidad para horiciclos, se demuestra que vale
dH=e" du . de (1.1.10)
de la cual se deduce que vale la formula aniloga a (1.1.4)

fndH=2L (1.1.11)

ver L. A, Santals [ 9].

Densidad cinemfitica.

La densidad cinemitica en el plano hiperl;élico, invariante por mo-
vimientos, que sirve para medir conjuntos de figuras congruentes tiene la

misma forma que en el plano euclidiano, a saber

dK = dP . ds (1.1.12)




siendo dP el elemento de &rea (1.1.3) y d¢ el elemento de 4ngulo alrededor
de P.
Se puede demostrar que (1.1.12) es equivalente a

(1.1.13)

Siendo G la recta orientada que contiene la direccién por Py t
el arco de geodésica desde P al pie A de la normal por O. (Ver L. A. Santalb

[10D.

Si en lugar de 1la recta G que contiene al elemento (P,¢), considera
mos el horiciclo H que lo contiene, seglin (1.1.8) es dP = e’ du . dv y apli-
cando (1.1.12) resulta que también vale

dK = dH . dv (1.1.14)
férmula aniloga a la (1.1.13) para el caso de rectas.

2.- PRIMERAS FORMULAS INTEGRALES Y PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMETRICAS.

De (1.1.12) y (1.1.13) se deduce que

G

fadG=nF 1.2.1)

Siendo ¢ la longitud de 1a cuerda que la recta G determina en un
conjunto convexo K, de 8rea F. Si L es el perimetro de K, la medida de las

rectas que lo cortan, segin (1.1.4) es igual a L. Por tanto el valor medio




de o vale

nF
L

E (o) = (1.2.2)

Esta fé6rmula tiene la misma forma que para el plano euclidiano.
Sin embargo, hay una diferencia esencial, para el caso de dominios convexos
que tienden a cubrir todo el plano.

En efecto, suponiendo una familia K(t) de dominios convexos, tal
que para todo punto P del plano hay un valor tp tal que para todo t 2 tp
es P ¢ K(t), para el plano euclidiano vale 1im (F/L) = « y por lo tanto
E(s) + =, de acuerdo con la intuicién.

En cambio en el plano hiperb6lico se puede demostrar que en las con
diciones dichas es 1im (F/L) = 1. Por tanto, en el plano hiperbSlico

E (o) =1 (1.2.3)

La demostracibn de que F/L + 1 estd en [ 11 ] para conjuntos h-con-
vexos (convexos respecto de horiciclo) y ha sido hecha para convexos por E.
Gallego Gomez [ 3] .

Segim (1.1.10) y (1.1.11) las mismas formulas valen para cuerdas

determinadas por horiciclos, en vez de rectas,

Vamos a aplicar los resultados anteriores a algunos problemas de

probabilidades geomftricas en el plano hiperbSlico.

1.- Dado un segmento de recta OL, de longitud L y la recta Go perpendicular
al mismo por el extremo O, se desea la probabilidad de que una recta ar-

bitraria que corta a OL, corta también a Go .

B:‘L
h! ¢ Go
— o \G




La densidad de la recta G, puede expresarse dG = sen ¢ d¢ . dh,
siendo ¢ el &ngulo que forma con OL y h la abscisa del punto B de intersec-
ci6n (distancia a 0).

Por tanto, llamando B al 4ngulo de paralelismo del punto B, segim
(1.1.6), .1a medida de los casos favorables es

L B L
ZJd}IJSen¢d¢’ZI(1-COSB)dh‘
0

L
2 J (1 - tgh h) dh =
0

2L - 21logchlL.

Por tanto, como la medida total de las rectas que cortan a OL es

2 L, la probabilidad buscada resulta ser

p=1-117" log ch L (1.2.4)

paral + «, p + 0,

2.- Schuidt y Mattheiss en [ 12 ] demuestran que en el espacio euclidiano
de n dimensiones, la probabilidad de que para N hiperplanos equidistantes
del origen, dados independientemente al azar, el poliedro por ellos formados

que contiene al origen, sea acotado, vale

n-1 (N-l

P . =1- ) -N+1
0N kzo k/ 2 (1.2.5)




En particular, para el plano euclidiano, la probabilidad de que
el trifngulo formado por tres tangentes al azar que contiene al origen, sea
acotadoes (n=2, N= 3)

s
Pz’s T (1.2.6)

Queremos tratar el mismo problema para el plano hiperb6lico. Si C,
es la circunferencia de radio r, se trata de hallar la probabilidad de que
el tridngulo que contiene al origen C dc C., formado por tres rectas tangen-
tes dadas independientemente al azar, sea acotado. Como se verd esta probabi
lidad depende de r (lo que no ocurre en el caso euclidiano) por lo que la no
taremos Pr'

Sean G,, G

1* 72
las perpendiculares a dichas rectas por el centro O de Cr’

dos rectas tangentes a Cr y sea ¢ (< v) el &ngulo entre

Si ¢r/2 es el angulo de paralelismo a distancia r, segn (1.1.7)
es ¢. = 4 arc tg e T, Esto quiere decir que si ¢ > ¢ las rectas G1, G2 no
son secantes.

Dado r > 0, si ¢y < %-n, cualquiera que sean las posiciones de las
tres tangentes el triingulo no sera acotado, o sea

0 para T > - log tg /6 = 0,549306 ...
Supongamos que sea o ¥ %-n » 0O Sea T < - log tg x/6

la probabilidad buscada serd




1 *r .
Pr- 472 [ ’ [21 2¢ o e ‘) dx J )
T
(1.2.7)
i (3 ¢p = 2m )
4 x2

En el caso euclidiano, es ¢r = ¢ y el resultado coincide con el
(1.2.6).

Se puede pensar el problema de otra manera. La probabilidad p, es
la probabilidad de cubrir la circunferencia unidad con 3 arcos de longitud
¢y dados al azar sobre ella. Asi planteado, el problema fue resuelto por W.
L. Stevens (ver [ 10 ] pdg. 25). De esta manera, el resultado de Stevens
(que se refiere a arcos que cubren la circunferencia unidad) puede enunciar
s¢ de la siguiente manera para el plano hiperbdlico:

Dadas al azar N tangentes a 1la circunferencia de radio r, la proba
bilidad de que el poligono que ellas forman, que contiene al origen, sea a-

cotado vale

pr'N=0 si N¢. <2nx

Yy vale




si N ¢ > 2 n , siendo ¢r el dngulo de paralelismo a distancia r y h el ma--
yor entero tal queh¢_r§ 23 :

N-
) de acuerdo con

N =

Para ¢ = m se tiene que pr,N =1-N (
(1.2.5)

Para N = 3, resulta

=1-3 1-¢r-2+ 3) 1-11‘2 -
pr,3 e 2 n
_ (5 ¢ - 2n)°
4 2

de acuerdo con (1.2.7).

3.- Dado un dominio convexo K, la probabilidad de que dos rectas que cortan

a K dadas al azar de manera independiente, se cortan en el interior de K va-
2nF

le P, = N

En efecto aplicando (1.1.5), la medida de los casos favorables es

dG1 dGZ =2 9, d(;1 = 2n F (1.2.8)
G1NGpek G1+K




}' como la medida total de los pares de rectas G;, G, que cortan a K vale
Lz , resulta lo enunciado. Indicamos G 4 K, como es costumbre, que la rec-
ta G corta al convexo K.

Si K tiende a cubrir todo el plano, puesto que F/L -+ 1, resulta

que py + 0

Por otra parte queremos calcular la probabilidad de que las rectas
se corten fuera de K. Se sabe que dG, . dG, = sen |¢1 - ¢2| d¢, . d¢, . dP
siendo P = Glf\ G2 Yy o, Y ¢, los &ngulos que forman Gy G2 con una direccién
fija en P.

Por tanto, la medida de los casos favorables es

I={ dG, . dG, = ] dG J sen |¢, - ¢,| do, . de¢,

P¢K P¢K
(1.2.9)
- J 2 [(P) - sen w(P)) dP
P¢K
siendo w(P) = |o, - e1|
~

10




De manera que la probabilidad buscada serd

P, = —7— J (o(P) - sen (P)) dP (1.2.10)
P¢K

Asf de (1.2.8) y (1.2.10) se obtiene que la probabilidad de que dos
rectas dadas al azar y de manera independiente que intesecan a un convexo K

sean rectas secantes es
p,=1- —|nF+ J( (w(P) = sen w(P)) dP} (1.2.11)
L

Camo la integral (1.2.9) no parece que tenga una expresién simple

para un K en general, vamos a calcular para un circulo de radio R.

sen R

N . (V]
Es inmediato que sen 2~ = Sh(eR) y que

2 sh R (ch® (r+R) - ch® V% _

= sen w

sh2 (R+r)

Por tanto considerando como origen de coordenadas al centro del d&tre-
culo y usando que dP=sh r dr ., da obtenemos que la medida de los casos favo

rable cuando K es un circulo de radio R es:

11




ShR o gL | (chirer)-cnlR)'/?
Y4
sh(r+R) R Sh™ (R

shr shR dr]

8z [ r arc sen
Jx

(1.2.12)

De modo que siendo:

Jarc sen(;i—}(‘FRm- shrdr =

= shR ch R arg cth > ch (r+R)2 7| -
(sh®(r+R) - sh°R)

chR arc tg v shR ch (r;R)llz +
(sh™(r+R) - sh'R)

(1.2.13)

sh R
+ chr arc sen [m]

sh2 R arg ch [—lrJ—Shsﬁﬁ ]

12




!

[’ (g - '] 12 shr ShR dr =

sh? (M+R)

1/2
=shR ‘chR arg th l: (sh’ (?h(JrTI:I)Sh R) ] +

sh’r_[sh?(rem) - sh’r ] /2
sh(r+R)

+

(1.2.14)

2. o 20y 12
- sthchRarctg [(Shag*g (rf}li)R) J -

2 sh (r+R
- shRargch[s R ]

resulta que la medida buscada es

2 1/2
shR 2. [ (4ch’R-1) )
“[m*sﬂ< P ")

-chR arc aen (ﬂ’._ﬁ) + ChR[ arc tg (shR) - arc tg [ E%ZEL)IIZJJ+

2 1/2
+ shZR ch R [arg tg (#) - arc tg (&hd%-l-l__ll )]] . (1.2.15)

13




De donde, siendo LZ = 4¢2 shZR, obtenemos que la probabilidad vale

_ 1 . (ach’r - 11/2
P° = ShR(ChR*ShR) Z ch R

-1-

chR 1 chR ch 2R
- arc sen ) + arc tg (shR) - arc tg( +
shiR (ram)* 7, [ (4 chR - 1)172)]

\

/ 2 1/2
+ chR [arc tg (ST! - arc tg ’\(4ChR; 1) >] - (1.2.16)
ch 2 R

Si R+ =, es decir si el circulo tiende a cubrir todo el plano, de
(1.2.16) resulta que P, * 0 . Como se vio que también P~ 0 resulta que la
probabilidad de que las rectas sean secantes (1.2.11) P3 1 cuando R + =.

3.- FORMULAS INTEGRADAS SOBRE CUERDAS Y DISTANCIAS MEDIAS.

Sean dos puntos P1, P2 del plano hiperb8lico. Ellos pueden determi-
narse por la rectz que 1los une y sus abscisas t 1:2 sobre G.
Se sabe entonces que vale la férmula diferencial

dp, . dP

1 - 4P, = sh Itz-t1| dt

] - dtz - dG (1.3.1)
(ver [ 10 ] pdg. 316)
Poniendo |t2°t1| = r = distancia entre P, Yy PZ’ de (1.3.1) se dedu-

ce

m-1 m
sh T d.P1 - dP2 = sh Itz-t1| dt1 R dt:2 - dG2 (1.3.2)

14
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Si o es la longitud de la cuerda que G detemmina en un dominio

convexo K , tendremos asi:

(%]
0 0
P. e K

i G+K

(1.3.3)

Para aplicar esta f6rmula debemos calcular la integral:

| op(o) = r r sh™ lt, - t1| dt,~dt, (1.3.4)
0 0
resul tando
%-1
. - B2 I oy @Dz s e
ne n j=1 (m-2) (m-4). . (m-23)2
) .|
o) (@3)... ] (-1)2- o2 para m par (1.3.5)
n(m-2)...2
y
6 - 2 gmg. 2 ) (-1)j @-1)@-3)...(m1-29) m-2j
m2 m j=1 (m-2) (m-4) ... (m-2j)
m-1 ’
sz V.2 ()T ara m impar (mfl) (1.3.6)
n(m-2)...1
Para m = 1 vale
¢ = 2 (sho-0) (1.3.7)

15




Aplicando (1.3.5) y (1.3.6) resultan

0 = % (sh2 ¢ - 02 )

0x= 2 (sh®c - 6sho+60)

39 (1.3.8)
by = %- (sh* ¢ = 3sh2 0 + 3 02)

.Con estos resultados, de (1.3.3) se deducen las siguientes f6rmulas inte-
grales:
a) Para m=0 se obtiene

dp, dp
195 A
] e dé (1.3.9)
shr

P; ek G+K

b) Para m=1

F (1.3.10)

0| =

J[(sho-o)dG =
G+K

y, recordando (1.2.1) resulta también

{
J’shodG =1 F+a F (1.3.11)
‘GHK
c) Para m=2
[sh T dP, sz = _;_ f(shzo - 02 ) dG (1.3.12)
P.c K 64K

16




d) Para m=3
[shzrdP1 dp, =-§- [Ish3o-6sho*6o)dc (1.3.13)
Pie]( G4K
o sea, teniendo en cuenta (1.3.10)
(1.3.14)

[ 2 e 2 3 .2
[shrdPlsz -g‘{shod(; 3Fz

PicK G+K
e) Para m=4

r
sh3r dp, dp, = % I (sh%o - 3 sh20 + 3 02 ) dG (1.3.15)

Piek G+K

lo que, junto con (1.3.12), resulta:

(4 sn3r + 3 shr) dr, dv, (1.3.16)

4
{
i
[
!
.

G4 P:el
S

observando que:

o r .
Jo Jlo |t1't2| 5h|t1't2| dt'.1 t:lt2 = 4-cho+2 sho

resulta también

f
(1.3.17)

I’d"ﬂ“’z = 41L- [(4cho—osho)dG

P iel( G*K




de manera que la distancia media E(r) entre dos puntos de K se puede

expresar en la forma:

E(r)-—:_, [ r &, &, =

P1€K

1
= 4 - —_— (4cho-0sho) dG. (1.3.18)
L5 | °

G+K

La_integral del cuadrado de las cuerdas.

Dado un dominio convexo K , en muchas ocasiones aparece la inte-
gral de los cuadrados de las cuerdas que una recta G determina en K.

Hemos viSty (1.3.9) que esta integral se puede escribir

LK = [02 dG =J( dPq dP; (1.3.19)
shr

siendo r 1la distancia entre los puntos P,y Py
Este invariante I2 (K) es una caracteristica d¢ K que no admi-
te ser expresado en funcién de L , F . Para cada K hay que calcularla.
Si K es un circulo de radio r, siendg

APA

g_¢chr
chT=TFv
Tesulta
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r
() = 8 I (arc ch Ed}:—f;)z ch v dv.
0

O bien, por el cambio de variable <ch 6 = %h‘—:;

T
IZ(C)=81: ch? r JOZ sh 6 de .
0 ch2e /ch?r - chZe

Por el cambio de variables ch 6 = A ch r , se puede escribir también en la

forma:

{arc ch (A ch r )}2
2 /T a7

dx .

1
IZ(C) = 8y [
1/chr A

4. Medida de conjuntos de segmentos de recta que cortan o estin contenidos

en un dominio convexo.

Sea K un dominio convexo del plano hiperb6lico y S un segmento
de recta de longitud a . Para medir conjuntos de segmentos congruentes, se
toma la densidad cinemftica en sus formas equivalentes (1.1.12) y (1.1.13).

La medida del conjunto de segmentos que tienen punto comfn en K ,

tamando la expresién (1.1.13), resulta ser

o G
/@ Ids - f dt.dl = J (c+a) dG (1.4.1)
X
KK S4K StK

aplicando (1.2.1) y (1.1.4) resulta, teniendo en cuenta que consideramos

segmentos no orientados pero que en (1.4.1) G es orientada:
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m(S; SK¢¥¢ ) = I dS = 2 F + 2alL (1.4.2)
S+K
siendo, como siempre, F el 4rea y L el perimetro de K.
Llamando m, ala medida de los segmentos S totalmente conte-
nidos en K , m;y a la medida de los que tienen un s0lo punto en comfin
con el contorno 3K y m, a la medida de los que cortan a 3K en dos

puntos, la {iltima igualdad se escribe
o, +m +m, = 2v F + 2alL (1.4.3)

Por otra parte, aplicando la f6rmula de Poincaré (ver [10] »Pag.

323) vale también
my+2m, = 4al (1.4.9)

Tenemos dos ecuaciones, (1.4.3) y (1.4.4), para hallar L P
m,. Si se puede medir directamente alguna de ellas, entonces (1.4.3) y
(1.4.4) darin las otras de manera simple.

Estas medidas my dependen de la f6rmula del dominio convexo K.
Para el caso en que K es el circulo de radio R , se puede hallar expli-
citamente la medida m, .

Calculemsm°=‘fd8 , siendo C el circulo de radio Ry S un

scc
segmento de longitud a.

Sea G la recta que contiene al segmento S y sea o la longitud
de 1a cuerda GNC. Consideremos la expresién de la densidad cinemitica
(1.1.13) y tomemos al centro O del circulo C como origen de coordenadas
polares geodésicas (v,8), de modo que dG = ch v dv de como en (1.1.4).

Por otra parte vale que
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o=23rgch(%)

de donde

m [ - -a f -+

..‘21= J dG rdt= J (c-a) dG =
023 ° agogZR

(1.4.5)

->
donde v, es el valor de v cuando ¢ es igual a a y se obtiene Eg pues G
-2
es orientada.

2

[(cth - ch? as2) /2 J
)= arg sh

va=argch( ch a/2

C

a
2

(o]

[ v v

. a chR fa
M1m°-4n[JZargch(m)chvdv-aJ chv dv =

o

2 2 .1/2 sh v
= chR + (ch™R - chv) + chR arc tg N
8n [shvln [ h v ] [(chZR- chzv)vzjl
- arc tg chR_shy )lva -ashv, =
(ch?R-ch?v) /2 a
0
2 2 ,\1/2 2 2 ,..1/2
Ch - 2 Ch - 2
< 8x (chRare tg ((DFL D ) - arc o ((DRSRE ).
21
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Usando las identidades

[ 2 2 12 |

(ch’R - ch®a/2) . th a/2

arc tg | TR Sha/? | %/2 - arc sen TR
2 2., W2 ]

arc tg | (AR ;hcﬁ/i/z) = %/2 - arc sen _Ershsa/z

resulta finalmente

m, = Sn[% (chR - 1) + arc sen (%ﬁ?/l) - chR arc sen(géi%/—z):, (1.4.6)

Asf de (1.4.1) y (1.4.2) resultan

a
m, = 8:[ 2 chR arc sen (%%Q)- arc sen (S};Y (1.4.7)
Yy
a a
m, = 8n % shR + arc sen(%m—{) - chR arc sen(%h%) (1.4.8)

 Consideremos ahora los limites de los cocientes ?71%-‘1 (i=0,1,2)
cuando R + » siendo F(R) el 4rea del circulo de radio R, o sea F(R) =
= 2n (chR - 1),

Es conocido que en el caso euclidiano tanto m, /F como mZ/F tienden
a cero cuando R + « , Esto no ocurre en el caso hiperb6lico, donde los 1imi-

tes dependen de la longitud del segmento S. En efecto
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m
;_.12 _; = 2n - 4 arc sen (th a/2)

n
1n 1 -8 arc sen (th a/2) (1:4-9)
%{E m_% = 2a - 4 arc sen (th a/2)

Esto es importante, pues hace ver que para el plano hiperbSlico el
"efecto de contorno'" cuando se quiere pasar de una figura acotada a todo el
plano, influye mucho, 1lo que no ocurre en el caso euclidiano en que dicho -
efecto es despreciabl-=.

Podemos notar también, que si para cualquier dominio convexo K, re-
presentamos por m* a la medida de los segmentos orientados S cuyo origen O
es interior a K, vale m* = 2x F, Por tanto, para una familia de dominios con
vexos que tienden a cubrir todo el plano, como L/F + 1, segimn (1.4.2) resul-
ta

1im %;= 1+ % (1.4.10)

Para el plano euclidiano es lim —rmn*' =1,
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CAPITULO II

1.- PROCESO DE POISSON DE RECTAS EN EL PLANO HIPERBOLICO.

Los procesos de Poisson de rectas en el plano euclidiano han sido
estudiados por R.E. Miles [ 6 ] y en el plano hiperbdlico por Santal6-Yafez

[11 ] . Vamos a recordar brevemente en que consiste en este (iltimo caso.

Sea Ko un dominio convexo del plano hiperbdlico de 4rea FO y peri-
metro L . Sea KCKO un dominio convexo de 4rea F y perimetro L. Dada al --
azar una recta G que corta a Ko, la probabilidad de que corte a K (medida - »
con la densidad (1.1.4)), vale p = L/Lo, puesto que la medida de las rectas
que cortan a un dominio convexo es igual a su perimetro.

Sean ahora n rectas Gi (1 ¢ 1 ¢ n) dadas al azar, que cortan a Ko'

La probabilidad de que exactamente m de ellas carten a K, seri (ley binomial)

s (BT (-E)

o}

Consideremos una familia Ko(t), t ¢ R, de dominios convexos tal
que Ko(tl) cl(o(tz) si t, < tz y para todo punto P del plano existe tp tal que
si t > tp’ entonces P ¢ Ko(t). Es decir, Ko(t) se expande hasta cubrir todo
el plano cuando t + « , Si al mismo tiempo, el nlmero n = n(t) de rectas al

azar (independientes) que cortan a Ko tiende también a « de modo tal que
— X (2.1.1)

siendo A una constante positiva, entonces la probabilidad de que exactamente

m rectas corten a K, resulta
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_ lim . _oLn" -
Pn= tw= P € (2.1.2)

Este es la cldsica ley de probabilidad de Poisson. Se dice entonces
que se tiene sobre el plano un proceso de Poisson de rectas de intensidad a.
Es sabido que los momentos sucesivos de esta ley de probabilidad

son.

E@m =L
E@) =2L+ (L)’

2,133
E(m3)=AL+3(AL)Z+(AL)3 ( )

E@)=aL+70L%+6 00>+ 00t

2.- DOMINIO CONVEXO CORTADO POR RECTAS AL AZAR: VALORES MEDIOS DE PRIMER OR-

DEN,

Supongamos el dominio convexo K cortado por m rectas Gi (i=1,2,4..,m)

dadas independientemente al azar

X/’ i G, a) Si 0. es la longitud de la cuerda
' i ~— *
/);,7——— que G, determina en K, y representa--
\ .
’\ 7 mos por S a la suma de todas las o,
K )
\ serd

f
-1 m-1
SdG, ... dG_=m L™ J 0. dG. =m 1 F.L
l 1 m GifK i1

donde hemos aplicado (1.2.1). Por lo tanto
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E(S/m) =m =& (2.2.1)

b) Si N es el n(mero de puntos de interseccibn de las m rectas G, que son

-- interiores a K, se sabe, (ver [11] , pag. 147) que

E (N/me=-m (m-1) -;—ZF- (2.2.2)

c) Si a es el n{mero de arcos o lados de los poligonos en que las m rectas

-- dividen a K, es claro que a = 2N + 3m, y por lo tanto

n F
L

E (a/m) = 2m (m-1) + 3m (2.2.3)

Si M es el nimero de arcos contenidos en el interior de K es

M= 2N + m y por lo tanto
EMWn) = (@1) —— +m (2.2.4)
L
d) Si ¢ es el nimero de poligonos en que las m rectas cortan a K, la formu-
-- 1la de Euler nos dice que vértices - aristas + caras = 1, y como el nime-
ro total de vértices es N+ 2m, resultac=1-N-2m+a=1+N+my por
lo tanto

E(c/m) =m @1) o +m+1” (2.2.5)
L

3.- VALORES MEDIOS DE SEGUNDO ORDEN

Supongamos, como en el caso anterior, un dominio convexo K, de frea

F y perimetro L, cortado por m rectas dadas al azar independientemente .
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a) Llamando S la suma de las longitudes de las cuerdas se tiene

[ 2 f T f
J s? dG,... dg, = J 121 62 4Gy... dG + 2 J j)(:k 05 0y 96yeee G

= m-1 2 m-2 m
m L [ 02 dG + 2L (Z)JojdeJodek
G+K

Recordando que I 0 dG = n F e introduciendo la notacién

I2 = [ 02 dG (2.3.1)

que ya fué considerada en (1.3.19), resulta

[

2 e o (=1 my m-2 2 F2
s* 4Gy.e. a6 = m L™V I, + 2 (2) I

Dividiendo por ’ dG,... dG_= L", resulta

I
E(P/m)en & +m (1) T (2.3.2)
L

o

) En Santal6-Yafiez [ 11] se encuentra calculado el valor medio

I
E (W/m) = m (m-1) Ig_a, 24,2(':) _fi.a, 24 (’3‘)—_3,— (2.3.3)
L
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c) Queremos calcular E (N.S/m). Poniendo §.. = 1 si Gi’

1]
-- riormente a Ky 6. ij = 0 en el caso contrario, tenemos
) )
NSdG. .. o dG,...dG_ =
(1<J 13) (h-l h) 1 m

=6 (P32 F v m @) 1" g,
de donde
2 I
E (NS/m) = 6 (‘;‘) "—LZ'FZ— +2m (mw-1) ?2—

28
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d) A partir de los valores (2.2.1) y (2.2.2) resulta inmediatamente

mZ (m-1) = F

LZ

E (@.S/m) = m? ”LF ;

E (m N/m) =

(2.3.5)

4.- DOMINIO OONVEXO DIVIDIDO POR UN PROCESO DE RECTAS DE POISSON.

Sea un dominio convexo K colocado en el plano hiperb6lico donde
act@ia un proceso de Poisson de intensidad A . Con el dominio K quedari de-
terminado un conjunto de variables aleatorias (m,S,N,a,C) cuyos momentos
deprimero y segundo orden queremos determinar. Utilizando las igualdades
(2.1.3) y 1la relacién fundamental

E X) = E (E(X/m)) (2.4.1)

de (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) y (2.2.4)

se deduce
n F
E(S)=—5 E(@ =xrnF
E(N)=-"7-E[E(m2)-ﬁ(m)]=3\2w!=
L

(2.4.2)
E@ = 2x»2xF+32L

EM=222xF+2 L

Anilogamente de (2.3.5) se deducen
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EmN) =2x@xF+231 FL

(2.4.3)
E@S)=ArnF+ 22 FL
De (2.3.2), (2.3.3) y (2.3.4) se deduce
E () = a1 + 423 L+ % o2 F
E () =21, +22e2F (2.4.4)

2

+ 23 g2 %2

E (N.S) = 2 a2 I2

S.- LAS RELACIONES DE COWAN PARA EL PLANO HIPERBOLIQD.

Para el plano miclidiano Cowan [1] di6 un cuadro con los momentos
de primero y segundo orden para las variables C,M,N,S y m que un proceso de
Poisson de intensidad A determinan sobre un circulo dado. Nosotros vamos a
generalizar sus resultados al plano hiperb6lico, y para un dominio convexo
cualquiera, no s6lo para el circulo.

El cuadro que queremos demostrar es el siguiente
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+ (CIy+Tan) peduy

w S N N J
TY J8Y BCTA¢ d42XZ+TX JUZ+TY+|
T & Y +

T2 TY T4 zX+J8Y T4 gX+4u ;Y qm=m<m+ﬁm=v+NqVN<+4< ‘

+ (d82+ T) 2¥+1Y2

. i

h u KN + 'S

PR g m«+-~«~ ik Nm Zt ¥+

+ ANHN+4m=V~«+u=<N

N& NF :K+N~m«?+mtw<

kA2

+ (CI8+T8) g adu X p

Nm 4 WX+

+ ANHv+qm=vm«0m¢~<v

*00179q1adiy oueld ap oxaAuod oruiwop un vied
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Vemo:;, uno por uno, los valores indicados en el cuadro:

1. E (Cz). Para obtener (2.2.5) vimos que el nfmero de caras es: C= 1+ N+ m

por lo tanto
C2=1+N2+m2+ZN+2m+2mN
aplicando (2.1.3), (2.4.2), (2.4.3) y (2.4.4) resulta
E@) =1+3aL+22 (TaF+1H+23 (4L, + 2w FL) + 2% 2 F
2. E(CM). Siendko C= 1+ N+my M= 2N + m resulta

M=2N+m+ 2N + 3N+ b

, Y por lo tanto
E(@) =2AL+22 (10xF+L%) +23 (3uFL+8L)+22% 22 F

. E (C.N). Siendo CN= N + N2 + m N se tiene que

(2]

E(N) =422 ¢ F+ )3 [wFL+4IZ]+x“u2 Fz

4. E (C.S.). Como CS =S + NS + mS, de (2.4.2), (2.4.3), (2.4.4) se obtiene

E(C.S) =22 xE+a2 [nFL+ZIZJ+ 23 r2
5. E (C.m). Siendo On = m + m N + m°, resultard de (2.1.3) y (2.4.3)
E(Cm) =22aL+ a2 [2:F*L2}+A3:FL

6. E (MZ). Siendo M = 2N+mentoncesM2=4N2 *mz + 4Nm y por lo tanto de
(2.1.3), (2.4.3) y (2.4.4) se tiene

EM) =L+ [12:F+L2:|+ A3 |:]6IZ+41FL}+4A"112F2

[
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7. E (NM). Siendo M = 2N + m se tendri que NM = 2N° + N, asi que de (2.4.3)
y (2.4.4) resulta

E (W) =432 x F+23 (n FL + 8L)) + 2% n2 F°

8. E (S.M). Siendo M = 2SN + Sm de (2.4.3) y (2.4.4) resulta

E(S.M) =x1nF+22 [‘ITFL*d'Iz]*Z)La‘HZFZ

9, E (m.M). SiendkomM = 2m N + m2 resulta

E (mM) =1L+ )2 ':L2+4nF:}+213-uFL
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CAPITULO 111

1.- GEOMETRIA INTEGRAL DEL ESPACIO HIPERBOLIQD DE 3 DIMENSIONES.

En lo que sigue trabajaremos en el espacio de 3 dimensiones y curva
tura constante k<0 que notaremos H(k). Para k=0 tendremos el espacio eucli--
deo y para k=-lel espacio hiperb6lico. El elemento de arco en coordenadas

polares estd dado por

172 \ 2

as’ = do? + (-fﬂ-r}‘f—"—) (do2 + seno d¢2) (3.1.1)

k

siendy p, 6, ¢ las coordenadas geod€sicas polares.
De (3.1.1) se deduce que la esfera de radio p tiene en H(k) los si-

guientes valores para el volumen V, el drea F e integral de curvatura media

M
V= 2n k':”/2 (kVZp - sen kvzp cos kVZp )
1/2 2
F = 4n (sen k"% k1/2 (3.1.2)
M= 4q SR kvzo cos kvzp
k1/2

De aqui de deducen los siguientes limites para p + =

1im - = 2[k| /2

M

1im - = k|2 (3.1.3)
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1fm M. 21k

11/2
v

Seria interesante demostrar que €stos limites valen lo mismo para
el caso de un cuerpo convexo cualquiera K que se expande hasta cubrir todo
el espacio. Pero para nuestro objeto son suficientes los limites (3.1.3) pa
ra el caso de la esfera. Recordamos que para el caso euclidiano los tres 11
! mites son iguales a cero.

Para el espacio hiperbSlico es k=-1. En este caso son fitiles las -

f6rmulas cos ix = cosh x, sen ix = i1 senh x

Densidad y medida para puntos, planos y rectas.

Vamos a recordar las formulas fundamentales en que intervienen las

| medidas de conjuntos de puntos, planos y rectas. Ellas pueden verse en []0]
capitulo 17,

Para conjuntos de puntos, la densidad es igual al elemento de volu-

men del espacio, que segln (3.1.1) vale
2
1/2
_(._sen k"“p
dp (—T,n— > do ~ dw (3.1.4)

siendo p la distancia al origen y dw el elemento de area la esfera euclidia-
na unidad correspondiente a la direccién OP en el origen 0.

Para conjuntos de planos, si p es la distancia del plano E al ori--
gen 0 y dw el elemento de irea de la esfera unida;i euclidiana correspondiente a

la direccién de 1a normal a E por 0 (en el punto 0), vale
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2
, / dE-(cos k1/zp> do A dw

E r (3.1.5)
De aqui se deduce que la medida de los planos E que cortan a un --
cuerpo convexo K es

m(; E+K) =M+kV (3.1.6)

siendo M la integral de curvatura media y V el volumen de K .

Si K.se reduce a un segmento S de longitud &, resulta
m(E; E+S) = n.2 (3.1.7)

Si n es el nimero de puntos de intersecciém de E con una curva C

de longitud L, vale

J ndE = n.L (3.1.8)
EAC

Llamando u a 1a longitud de la interseccién E N3K, vale

LS
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siendo F el &rea de 3 K (también se dice que es el irea de K).

Sic es el frea de la interseccién E N K, vale

J odE = 2n V (3.1.10)
E+K

Para las rectas G, supuesto un plano E ortogonal a G por 0 y siendo
dPE la densidad del punto de interseccidn PE con G, y wp la direccién de G

en PE’ es

dG = dPE/\ du\p"-'

1/

2 .
=cos k "“p dPE/\ dmo (3.1.11)

siendo W, la direccidon de 1a normal a E en 0.

La medida de las rectas que cortan a K es
J dG = -“T F (3.1.12)
G+K

ysio;esla longitud de la cuerda GN K, vale .

J %, dG = 2n V (3.1.13)
G+K
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En general, si G corta a una superficie de 4rea F en n puntos, es

f

J ndG=xF (3.1.14)
G4k

Observemos también que si en (3.1.11) en lugar del elemento de irea
dPE de un plano ortogonal a G, se quiere introducir el elemento de 4rea dP

de un plano oblicuo cuya normal forme un 4ngulo 6 con la recta G, seri
%4 -

; ;)G/G
i dG=|cose|dPAdmp=

/E . = jcos 6| sen 6 dé ~ dé ~ dp

(5.1.15)

De aqui se deduce que para el 4ngulo 6 en que una recta al azar cor

ta a un plano fijo, valen los siguientes valores medios
w
6 sen 6 |cos 6| de

[¢] m

E (o) = — = =
sen 6 |cos 6| de
o
(3.1.16)
T
J |cos e | de
0 -

: () -

n
Isen 8 |cos 6| de
o
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sen 6.de

1 [ _
E(cosG)= r =2

sen 6 |cos 6| de
o

Dado un dominio convexo K, en algunos de los valores medios que
calculamos mis adelante, apareceri la integral del cuadrado de la seccibn

que un plano E determina en K, es decir

[ o2 dE (3.1.17)
E4K

y también la integral del cuadrado de la cuerda determinada por la intersec-

cién de dos planos al cortar a K, lo que notamos

2
I L3, dE, dE, (3.1.18)
E. 4K

Calcularemos la integral (3.1.17) para el caso en que K es una esfe

ra de radio R; en el espacio hiperbSlico. Tenemos que
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Queda entonces

R 2
2
IZ(K)=J4w2(E-Cnh—: -1) ch% do ~ du =
(o]

R
=1613Jf(ch2R-2cthhp+ch2p)dp .
o

=16:3[Rch2R-%sthhR++ R].

2.- ALGUNOS PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMETRICAS,

1-Sean Ky Ko (Ke Ko) dominios convexos del espacio H(k) cuyas integral
de curvatura media, irea y volumen son respectivamente M,F,V y MO,FO,VO. En-
tonces, la probabilidad de que un plano al azar que corte a Ko’ corte tam---

bién a K es

_ MV
P W (3.2.1)

Ello es una consecuencia de la medida (3:1.6) de los planos que cor

tan a un Cuerpo Convexo.

2 - Dados 2 planos al azar El’ EZ' indepedientes, que cortan a K, la probabi-

lidad de que su recta de interseccibn corte también a K serd
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) o

p (ENE,NKY¥ @) =

I ]“1‘,’51

(M+kV)

rior es cero, 1o que no ocurre en el caso euclidiano.

3 - Dados tres planos E1, EZ’ ES que cortan a K ;cuil es la probabilidad de

que su punto de interseccién pertenezca a K? Si P = E1n Ean3 se tiene, de

(3.1.7), (3.1.9) y (3.1.10)

dEI.dEZ.dE
p (p e K) = PEK

3

dEI“ d.F.zadE
Ei* K

41

(3.2.2)

Obsérvese que si K(t) es una familia de cuerpos convexos que tien-
de a cubrir todo el espacio, por lo menos para el caso de las esfera y con-

jeturamos que para todo cuerpo convexo, el limite de la probabilidad ante--



IdE1 J' 33,9 »3/2 J‘H dE, by
= = ; = I (3.2.3)
RIS (MeKV)

(M+KV)

4 - Dadas al azar un plano E yuna recta G que cortan a un Cuerpo convexo

la probabilidad de que GNE ¢ K serd, si P = GNE

dGadE
p ENG +K) = LK . AV (3.2.4)
dGadE  F(MKV)
E4K
G+K

De (3.1.10), (3.1.6), (3.1.12) y (3.1.13) se obtuvieron los siguien

tes valores medios

2nV

E (o) =
M+kV
(3.2.5)
E (01) = .4—\;

3.- CUERPO CONVEXO CORTADO POR PLANO AL AZAR, VALORES MEDIOS DE PRIMER ORDEN,

Sea K un dominio convexo del espacio H(k) y supongamos que se inter-
seque por n planos Ei i=1,2,...,n) dados al azar, e independientemente

wmos de otras. Las posiciones de los E; en las cuales pasan mis de 3 por un

mismpmtoonﬁsdeZpormarectasondenedidanula,demneraqueK--
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—

quedari en general dividido en pnliedros cuyas caras pertenecen a los planos
P‘i’ Se trata de hallar algunos valores medios relativos a los poliedros en -
que queda dividido K.

Sea NI el nGmero de vértices interiores a K. Su valor medio seri

[ N d.E1 aveoa dlin

ke
EMy/n) = (3.3.1)
&E,.....dE

n
1 Ei +K

El denominador vale (M+kV)n. Debemos calcular el numerador. Para és
to definimos la fumcién Nhjs de los planos Eh' Ej y E; como igual a 1 si
Ehn Ejr\Es ¢ K e igual a uno en los otros casos. Asi NI= }J y tenemos como

h<j<s
en (3.2.3)

, _ (n n-3 .. .
Np dEqyereydE (3) (M+kV) Jl\hjsdﬁthj aE_

Por lo cual

[
E (Ny/n) = (’3‘) (;_k“;r (3.3.2)
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Sea ahora NS el nimero de vértices en ak, es decir NS es el nimero
de puntos de interseccién de dos de los planos E; ¥ oK.
Llamando a la funcién de que vale cero si
“nyhy "y’

F‘h n Ehzﬂ K = @ e igual al nlmero de puntos de interseccién de
1

F.hn Eh con K en caso contrario, resulta de (3.1.8) y (3.19)
1 2

dE ..-,aE = 1’ooo,dE

N hg “hh,
1

(2) owrn s,

h1z

-(3) o™ feor, -

1

(B 22

donde 1111 es la longitud de Eh1f1 oK,

Por 1lo tanto
E (N./n) =("“> LA (3.3.3)
s 2)omn?

Si 1lamamos R al n(mero de regiones en las que queda dividido K por




los n planos, (segfn SantalS, L.A. [71 , pig. 101) se tiene

R=N +—— N+n+1 (3.3.4)

y por tanto, teniendo en cuenta (3.3.2) y (3.3.3)

E (R/n) =(’3‘) ﬁ“;—)g— »(‘2‘) 4—"0%07 +n+1 (3.3.5)

Sea S el drea total de los poligonos planos, caras de las regiones
R, que estian totalmente contenidas en K. Llamando o5 al area de Eiﬂ K

(1¢1ign) resulta

S= Z g. (3.3.6)

SdE,,....dE Z .
)[ 1 n Lsd@ b 1

{]
=]
E
S
5
2

2rn V kP!

de donde
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E (S/n) = =0V (3.3.7)
M+kV

Sea ahora L 1la longitud total de los segmentos de recta

Gij = Ein Ej que son interiores a K, o sea que si Lij es la longitud de

Ein Ej/\K se tiene

L= ]

.. (3.3.8)
i<) 1)

Por lo tanto, de (3.1.9) y (3.1.10)

LdE,,.c.,dE_= | ] 2..dE ,...,dE_=
1° "™ Ji<j13 1° *n

- (n n-2 -
- ( 2\) k)2 (e dE; GE;

Resultando

E (L/n) =( 'z‘) v (3.3.9)




Finalmente si AI es el nimero de segmentos que constituyen las aris
tas de las regiones R,, interiores a K, como por cada vértice interior pasan

6 aristas y por cada vértice de 3K para s6lo una, se tendri

6N. + N
A s ——2 (3.3.10)

2

ya que cada arista esti contada dos veces. Por consiguiente de (3.3.2) y

(3.3.3)
i/ n w3 F
E (A /m) = (1) == . (3.3.11)
I (3) MkV) (2) 4 (MkV) 2

4.- VALORES MEDIOS DE SEGUNDO ORDEN.

Con las mismas notaciones anteriores, vamos a calcular algunos valo-
res de 2° orden
2 ./ z .
a) Para §° = ) o5 se tiene
\1<i<n

2

S” dEy-veeodE = |] 0F dEji... dE + 2 iZj 0; 05 dBjue.. dE =
-
. ! n n-2 |
n (M+kV) 02 & + 2 (). (#kV) '.odE =
=n 0™ LW + 2 (3) ™2 22, (3.4.1)
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donde I2 se defini6 en (3.1.17)

Luego
nl 2
2
E (S°/m) "WTZNT +n (n-1) Ww_ . (3.4.2)
donde I2 = I2 (K) = J 02 dE siendo ¢ el 8rea de E N K. (3.4.3)
E+K

b) Queremos calcular ahora E (S.NI). Tenemos

ls N dE,.....dE = J(z 03) (I Njpy) Gy dE

Para el cilculo consideremos los siguientes casos:

i) el indice i es distinto de j, k, £. Entonces por (3.1.10) y (3.2.3)

- n-4 ) v
Joi Njk£ dE1.....dEn (MekV) oy c;llii thkl dEJ. dE‘L dEz

= ™ @) (V) =
= 2 15V )t (3.4.4)

ii) El findice i coincide con j, k 6 ¢t. Usando (3.1.8) y (3.1.9) tenemos
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o5 Nikg GEj By E) = (MkV)™ 7 o dE; |dEy {dﬁz

J
E2+(Eyn E;NK)

4 {
= k)" 5 o, dE, JLik dE, =

n-3 3 [
= Mk —— o} &, =
= (k)RS .% L (¥ (3.4.5)

siendo Lik da - longitud de Eif\ Ekh K.
En INI’S dI£1,...,d.En hay (g) (n-3) sumandos iguales al cilculo hecho
en (3.4.4) y 3 (2) sumandos como en (3.4.5), de manera que

2 (MY (-3) 5 V2 5 (" 31
E(S.Ny/n) = (5) (-3 = + () & (3.4.6)

CON 24kV) >

¢) Hallemos ahora el valor medio de NZ. Sera

I
NZ z 2 z .
£ N. . = N.. + " N... N
I i<j<k 1Jk) i<j<k ijk i<§<k ijk 2hS
2<h<S
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Necesitamos calcular las integrales

t

D | I Nyjp dEppene @E

n n-3 .
b n = (3) (M) JNijk dE; dE, &5 -

(3) o™ oy (3.4.7)

ii) Si los fIndices i, j, k son todos diferentes de 1los indices £, h, S enton

ces

- n-6 -
Nijk Nong dEqrees,dE (M+kV) dE, dE:j dF.k dEr. d.F.h dES
J

2

= M0 ¢ v (3.4.8)

iii) Si coincide s6lo uno de los indices

[: : n-5 [ )
Jmijk Nips GEqseenrdEy = (W0 \GE N o) dE, dE Ny ¢ B dEg -

J




iv) Si coinciden 2 fndices, de modo que Ein EJ.nEk e K y Ein quES e K.

, - n=4 { ( -
hijk NijS dE],...,clEn (M+«kV) JdEi JdEJ. dF.k dES

n-4

2
= (MHKV) dEiJ("“ij) dE, =

n=4 -
(M+kV) 2 "ij dEi dEJ

= k)P4 g2 3, (3.4.10)

donde J, = J2 (K) = |22. dE. dE. (3.4.11)

2 1ij 1 3

siendo "ij la longitud de Eir\ Ejn K, como se definié en (3.1.18)
Como( § N ’ hay (3) (";) sumindos iguales a (3.4.8)
(Jaton) = 0 .
n n-3 . n ° .
3 (3) ( 2) sumandos iguales a (3.4.9) y 3 (3)(n-3) sumandos iguales a

(3.4.10) tenemos:
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sl () 0F) S0 () () i

3) (M+kV) 4 (MekV)
(n) 3 x? J2 + (n) Vv (3.4.12)
3 T wen)® 3wk o

donde I2 estd dado en (3.4.3) y Jz en (3.4.11).
d) Pasemos ahora al cilculo del valor medio de

2

) 8 = 12+ ]
i<j i<y 1 i<j j nk
h<k

Para calcular la integral de la segunda sumatoria consideramos dos
casos:

i) las (121) (ngz) sumandos en los que todos los indices son distintos. En es_

te caso tendremos

n-4
lij "hkdEV““dEn = (M+kV) J dE d.E Lhi d"hdF‘k

= ™t (2 (3.4.13)

ii) los 2 (2) (n-2) sumandos en los cuales coincide uno de los indices, resul
tando
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- y
= k)3 = 1 (3.4.14)

Por otra parte JZ f'zij dE,y...,dE =
n n-2
= () o) J‘z ij % 4By =
= (9 M2 3, (K) (3.4.15)

Recordemos  que J,(K) = ]zz &, dE, (ver (3.1.18))

Por tanto de (3.4.13), (3.4.14) y (3.4.15) obtenemos

(n-2) =* I2 J

2 ny m-2y (x3 V)° n n 2
E @M = ——‘?,— + +
2 () (M+kV) ) YOS ) k)2
(3.4.16)
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e) Usando la notacién dada en (3.3.6) y (3.3.8) tendremos que

JLSdE1,...,dEn=J 1 2. . zok dEqyee.,dE =

n
= (z) @-2) k™3 J"ij o dE; dE; dE +

n

+2(2

n-2 [
) (M+kV) loi dEi zij dEj =

n
=(;) @2 ™3 @y PV

n n-2 2 2
.2 (2) (ek)™E Joi GE; (3.4.17)
Por lo tanto
E (LS/m) = (7) 2‘“’2)”;"2 + (9) -iiz— (3.4.18)
(M+kV) (M+kV)

f) De igual manera para NI L tendremos
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Ny LdE.,e..,dE_=| ] N.. 7 ths dE,,...,dE_ =
JI 1 n [i<j<k 1th<s 1 n

“(3) (7)) owan™* JNijk BB J.["“S dEp dEg *

+3(3) @=3) ekv)""4 jnijk aE, [&5 dE ldﬁk dE; +

+ 3 (3) o)™ [Nijk dE; J(‘ij dE, JdF‘k =

(™ (%3 ™S W) W) +

n n-4 = [ n2
3 (3) (n-3) (M+kV) }[dﬁi ;l'is =05 dE +

4+

3 (3) R J:zij &, dE; =

= (g) (n53) (Mka)n-sr7V2‘+3 (g) (ne3) (M-O'k\f)n.4 71;3 [oi

+ 3 (3) ™ 23 3,0,
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dE.

+
1
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Por 1o tanto

- 7 VZ n 3(!1-.3)175I.2
E (N, L) = (3) (%5°) = + .
I 3 (2 YRS 3) 4 MkV)”

3
3z Jz

+ (5—== (3.4.20)
(5 (M+kV)

5.= ALGUNOS COCIENTES DE VALORES MEDIOS

Sea K un cuerpo convexo del espacio H(k) y sea R el nfmero de regio
nes poliédricas en que queda dividido K por n planos dados independientemen--
te al azar. Sea Ny el nlmero de vértices de cada regi6n. Como cada vértice -
interior pertenece a 8 regiones y cada vértice de 3K a 4 regiones entonces

el nimero medio de vértices de cada regién es

' '
81\1+4I\S

(3.5.1)
R

y por tanto, representando por E*(Ny/n) el cociente de los valores medios --

del numerador y denominador de (3.5.1) resulta

32 (1) x4ves (D) £3F(MekV)
E*(N/n) = (z) s ) - (3.5.2)

4 () 7V+ (3) mOFQIK)+4@e1) k1)
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Sea ahora AR el nGmero de aristas de cada regidén. Como cada arista
interior pertenece a 4 regiones y cada arista de 3K pertenece a 2 regiones

entonces el nfmero medio de aristas de cada regibn es

4.AI +‘2AS

R

A‘R=

Por cada vértice de 3K pasan 4 aristas de K pero asi cada arista

resulta contada dos veces de modo que 4N. = ZAS, y de (3.3.10) obtenemos

S

S
De modo que

48 (g) T*V+12 (!21) = 3F (M+kV)

E*(AR/n) = (3.5.5)

4 (3) =Ve (D) =2EOHKV)+ams1) (k1)

Llamemos ahora CR al nimero de caras de cadz regib6n. La f6rmula de

Euler nos dice que

<A+ CR =2 (3.5.6)

Por lo tanto, de (3.5.1) y (3.5.3) resulta

2R+4NI+ZNS

CR = (3.5.7)

R
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teniendo por (3.3.4)

EQ R+ 4N +2No)
E*( /n) = =
= E(R)

E(6 NI +v3.NS +.2(n+1))

E(R)

.24 (B) 24Ve6 (5) wIFQekV)+8(ne1) (4ekV)°

4 ('_,:) +V+ (’2‘) t31=(M+1<V)+4(m1)(M+1<V)3

(3.5.8)

Notando con Sp & Area de cada regifn; como cada cara interior per-

tenece a dos regiones y las caras de 3K tienen como irea total a F, tenemos

E*(SR/n) = M =

E(R)

16xnV(MKV) 2 + AF(MekV)> (3.5.9)
4 (D) Ve (D) y3FMRV)*4 (ne1) (ekV)

Por Giltimo si. 1lamamos Vp al volumen medio de cada regibn
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3
Bv/m) = —V - 4 MKN° Y
E(R)

(3.5.10)
4 (5) wV+ (3) 2 3FORRV)+4(MkV) (1)
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CAPITULO IV

Procesos de Poisson de planos en H(k)

1.- PROCESO DE POISSON DE PLANOS

Supongamos en el espacio H(k) una esfera de radio p que representa--
mos por Ko(p). Sean Mo' Fo, Vo la integral de curvatura media el 4rea y el -
volumen de Ko’ dados por (3.1.2). Si K es un cuerpo convexo contenido en Ko
cuyas caracteristicas anteriores son M, F y V, sabemos que la probabilidad

de que un plano al azar que corte también a K, vale p = Hl:v
o o

Supongamos ahora n planos al azar que corten a Ko. La probabilidad

de que exactamente m de ellos corten a K (ley binomial) seri

4.1.1)

b o) = () (M /. M\
m m MO’ (o} 0+ (o]

Supuesto que p = « y al mismo tiempo n - « de manerz tal que

T — - (4.1.2)
resulta

oS>

m
P 1 g o( 2 (wm) R (4.1.3)

Se dice entonces que se tiene en el espacio H(k) un proceso de Poisson
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de planos de parimetro o intensidad A.

El valor medio de m es E(m) = + (M+kV). Por tanto, para m segmento
de longitud ¢ siendo M= %,2 y V = 0, resulta E(m) = X ¢; 1o que nos dice que
el parimetro A es igual al valor medio del nGmero de planos del proceso que
intersecan a un segmento de longitud unidad.

Dado al azar un punto P del espacio y una recta G por P la probabili
dad de que el primer punto de interseccién de G con un plano del proceso esté
ente o Y p + do serd igual a la probabilidad de que en el segmento de longitud
p no haya ningfm punto de interseccién (que segln (4.1.3) para m = 0) vale
e , por la probabilidad de que en el segmento dpo haya un s6lo punto de in--

terseccién, que segin la misma (4.1.3) vale Adp, 0 sea

A e g, (4.1.4)

En consecuencia la probabilidad de que la distancia de P al primer

punto de interseccitn con uno de los planos del proceso, varie entre 0 y o

serd

e dp =1 -t (4.1.5)

Serd importante, para lo que sigue, observar que.sobre un plano E
dado al azar en el espacio, los planos del sistema de Poisson determinan rec
tas que forman un proceso de Poisson de parametro A. Pues si consideramos un

n

convexo K contenido en dicho plano, tendremos que M = - Ly V=0, siendo
L el perimetro de K, de donde obtenemos la ley inducida en E

6l




A m -7l
Pm(reCtas) = ('2— L> =T (4.1.6)

[ g

que es la que corresponde en el plano hiperbdlico para un proceso de Poisson
de parametro A. (Ver [11] 2.11n)

De igual modo sobre uma recta del espacio los planos determinan un
proceso de Poisson de puntos;, con A puntos en promedio sobre un segmento uni-
dad. Es decir que para un segmento de longitud 2 se tiene

- e M
pp(puntos) = (A2)" = (4.1.7)

Siendo la probabilidad de que la distancia entre dos puntos consecu
tivos de una recta esté entre X y x + dx es A e X dx, tendremos que el valor

medio de la distancia de un punto al siguiente es

xre™ax=— (4.1.8)

Por otrz parte, de (4.1.3) se deducen los conocidos valores de los

momentos de m, a saber, notando

T = + HKV) (4.1.9)
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m

(m) =«

Onz) =7 + 12

tm

EM) =1 + 312+ 3
(4.1.10)

EM)=1 +712+613+ 1

E (@) =1+ 1512 + 2513+ 10 1% + ¢3

+

EMm) =1+31 12 +90 3+ 65+ 151>+ 16

2.- CUERPOS CONVEXOS Y PROCESOS DE POISSON DE PLANOS: VALORES MEDIOS DE PRI-

MER ORDEN.

Las relaciones (4.1.6) nos permiten obtener algunos valores medios
correspondientes a las figuras que un dado proceso de Poisson determina so--
bre un cuerpo convexo K del espacio, anilogamente a lo que se hizo en el pla
no en el capitulo II.

De (3.3.2) resulta

E(Np = E(E(N/m)) = 1-:[(';)] —O’i:k—:); =

3 4 3
. m‘% = v (4.2.1)

De (3.3.3) resulta
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2(M+kV)
2

. ”312’ = 2 oF (4.2.2)
4 (MHKV) 4

De (3.3.5)

by m x3 F
ER) = & "‘)] z *E[ =+ Em) + 1=
L(3 (M+kV)'> (2)J 4 (M+KV)
344V 12 3 F
= K + Vi +T +1 =
6 (M+kV) 8(M+kV)
3 2
- 16"" + ; a Fe+ 2 wkv) +1 (4.2.3)
n
De (3.3.7)
E(S) = E(m). 2"'—v =
MekV
= 7. 211_V = 2.3V (4.2.4)
M+kV
De (3.3.9) resulta
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2 o3 2
=TI = X,y (4.2.5)
2 (M+kV) 2
De (3.3.11)

EA)-E m 31?“V+E m 1.’3}: -
3y [‘S’J—Mkw 0] S

= + =
2(MkV)° 8(MkV)
23 A2
=—g-7V+o—nF (4.2.6)

3.- VALORES MEDIOS DE SEGUNDO ORDEN: CUADRO DE COWAN PARA EL ESPACIO.

De (3.4.2) resulta

I
ES?) = E(m).-cmfm + E(mz-m)<_2n;12§_> =
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- + 422V

v

De (3.4.6) resulta

E(S.Np) = il A T

3MekV) 4 (MekV) >

Ay A3

De (3.4.12)

6 4 2 Ts 'l'l'“ I
Eq) = N 2

+
M) 16(MkV)°

w2
. T JZ . 3 24V -
20k 6 (M+kV) >
5 [N
26,2 ML Mgy
i vt SR + +
36 10.: 2 '2 6

de (3.4.16) resulta

2 2 b
Bl e ——2 . T X 00 ey
2V 4k 4V
A2 g 3
e 2 Mrh ey
2 x2 4 4.
66

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)
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De (3.4.18) resulta

2 .2
3 i T m I
E(L.S) = —T ¥ i =

MkV)° 2(MkV)

2
= BV e 4— 1, (4.3.5)
De (3.4.20)
W 5 3.3
.5 7 T T I T k4 J
Bos L) = T vzS . L, 2 .
12(M+kV) 2(M+kV) 2(M+kV)
. A8 2 A4 23
1z T Vo — L + = J, (4.3.6)
Del mismo modo de (3.3.2)
32
E(NI-M) - 1 Y + ™3y -

2MKV)° MV




de (3.3.7)
E(S.m) .2n Vo, 2 2n V. _
(M+kV) (M+kV)
=2 Ve 2;2 V (MkV)
de (3.3.9)
2 3y 13 73 Y
E(Lm) = ——" ¢ ——— =
' (M+kV) 2 (M+*kV)

2
A2 Ve —— V (MKV)
2

En resumen, se puede escribir el siguiente cuadro:

(4.3.8)

(4.3.9)




u 1 S T
: . £y
(M) — AL S AYXZ pod
- s N ) .
(P B + (1) — (AA+) NW WAL LY (MAOA —7 +AZ [ (D150A |Pi n %
v 4 SN Z1
4 m 4
AT M=t AT 0
i _t b 2 Z 4 . ¢ r4 Z . 2
[~ «Nn% i Ol e e L e L
[ 3 . ¥
N>~.$:.. I — A N +¢1 v
_9¢ .7, k91
* ()} ud oxaauod odrand un ered N> ol oX +“1 X +
u
uopio opundas A zowrid ap sorpow saiorep fIT (RIUVID + Nw 222 +AL 9

—
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w 1 S Hz
n Z 9
" ,
WX A X AXZ < A e ¥
b b WA z_ ., i L9 4
p AL ogX AN Z+AX b ——
T X ¢ AL WART 2N
v 4! 4!
Aot A= Ao
oy b zb 2 0l __ . C~_C [4 1~ T
+ T 0t th« 1 N r e\ + 1T & T r X
X paly — £ b
N>GK b+ 1 Y A WX + 1 eV
*OUBIPITD
Al % ., i) SN
-nd ordedsa 10 ua oxdauod odiond un eied uapio ALY’ g\

opundoas £ Jowrxd ap soipow saiorep :III OWIV)

70




El cuadro II generaliza a espacios de curvatura constante k § o el
cuadro de Cowan del plano euclidiano. Para el espacio euclidiano de 3 dimen-

siones (k = o) se obtiene el cuadro III.

4.- COCIENTE DE VALORES MEDIOS.

Sea Ko(p) una esfera de radio p con p + « junto con la condicién

—n —_— 2 . Hallando los limites de los cocientes de los valores
M_+kV w
o o

medios hallados en (III.S5) obtenemos los cocientes de los valores medios para
poliedros formados por un proceso de Poisson de planos de intensidad A.

Luego usando los limites (3.1.3) resulta que:

a) Nimero medio de vértices de cada regidn

1M Ly /o3 o
E*(Np) = - E*(Np/m)

___16x2r2e2aar2 |k | /2
= 72 (4.4.1)
2)2n243am2 |k| 412 |K|
b) Niamero medio de aristas de cada regién
24)\2r2+36)m2]k11/2
E*(AR) = (4.4.2)

222n2+3am2+12 | k|

c) Numero medio de caras de cada regién
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1212r2*18kﬂ2Jk[]/2+24lk17

EX(C,) *
R 22n2+30n2 [k| V2412 |K|

d) Area media de cada cara

a8m+247 k| /2

E*(Sp) =

172

22372432252 [k| ' “+120 K|

e) Volumen medio de cada regién

127

E*(Vp) = 172

22372432272 [K|

+122 k|

4—4

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)




CAPITULO V

1.- MOSAIOOS DE POISSON. VALORES MEDIOS PARA POLIEDROS DETERMINADOS EN EL

ESPACIO H(k) POR UN PROCESO DE POISSON DE PLANOS.

Consideremos ~»n H(k) un sistema de Poisson de planos. Para hallar
los valores medios para los poliedros usaremos un mftodo similar al utiliza
do por L.A. Santals y I. Yafiez para el caso del plano en [11] .

Para ello calculamos los valores medios del volumen V, el 4rea S, -
la longitud de las aristas L, y el niamero de vértices N dependiendo de la
manera de seleccionar un poliedro al azar. Consideremos cuatro formas de ha
cerlo:

(a) elegir al azar un punto P en el espacio y luego el poliedro que lo con-

tiene. A estos valores medios los notaremos E (V), E (S), etc.

(b) elegir al azar un punto P en uno de los planos del sistema y con proba-
bilidad 1/2 uno de los poliedros que contienen a dicho punto en una de

suscaras. Usaremos aqui la notacién ES(V), EQ(S), etc.

(c) elegir al azar un punto en una de las rectas de interseccién de los pla
nos v con probabilidad 1/4 uno de los cuatro poliedros que contienen a
dicho punto en una de sus aristas. Notaremos con EL(V), etc. a estos va

lores medios.

(d) elegir al azar un punto en la interseccién de tres planos y con probabi
lidad 1/8 uno de los ocho poliedros que tienen a dicho punto como vérti

ce. Notaremos a estos valores medios con F.N(V), etc.

Por tanto




(a) Valores medios cuando el poliedro tipo se obtiene eligiendo al azar

un punto interior al mismo.

Sea P el punto elegido que puede ser el origen de coordenadas. De
(4.1.4) la probabilidad que la distancia de P al primer punto de intersec--
ci6n con un plano esté entre p y p + do es igual a A e *® do. Pero, por o--
tra parte, de (3.1.4) el volumen del poliedro que contiene a P es
2

o)
1/2
V= ds sen k > do =
=5
Q o

) )
= _1 dan { shz |k|1/2 p do =
k|
Q Jo
1
= 1 | sh kP o kP ) @ (5.1.1)
2[k|
Por tanto, si A > 2 |l<|1/2
- 1 1
B = —— | @ | 2e™ b K2 L KYE ) o -
2|k|
f °
™ o
-—2—")‘—( 5 sh2|kluzpdp- e pdo) =
13
Jo o
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1/2)p

2 %3 ( , ( 02l he Oz )
E —— +
K| a2\ e o-21k] 7%

=A

e 8% (5.1.2)

) (22+4k)

En el caso en que A < 2 IkIV2

EM »=.

Para el cdlculo de Ey(S), si la recta G forma umn &ngulo « con la --

normal a la cara del poliedro en su punto de interseccién, y siendo el ele-

. . sen k /25 \?2
mento de drea de la esfera de radio p igual a dw = 6——‘72—L do resulta
k

que

de donde se obtiene

do (5.1.3)

Como o y o son independientes resulta (k & 0)
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T

Ey(S) = |+| Esh’ k" o) E(——1—>¢o (5.1.4)
COS a

Q

Por 1o tanto de (3.1.16) y siendo Ae *° 1a probabilidad de que el

radio vector est€ entre p y p + dp (4.1.4) serid

E,(S) = 1 de r 2xe"*® sh? |1<|”2 p do

k|
(o]
8|;|A e snl(k|? 5 dp =
(o]
- :6_‘ si x> 2|k| V2 (5.1.5)
L4+4k

y en caso contrario diverge

También puede calcularse E\,(S) usando resultados del capftulo IV 52,
Para ésto consideramos la variable aleatoria f(dV(Q)) asociada a cada elemen-
to de volumen d V(Q) de H(k), que se define como 1 si el elemento de volumen

dV contiene puntos del sistema de Poisson de planos y el segmento PQ no enter

seca a ningln plano y cero en los otros casos. Siendo por (4.1.3 ) la probabi
lidad de que un segmento PQ de longitud p no contenga a ning(m punto del pro»
ceso de planos de parémetro A igual a e A0 y por otra parte de (4.2.4) el va-

lor medio del &rea que contiene un elemento de volumen dV dados al azar es

20dV obtenemos




E,(S) = e 2adv =

JQet(k)
= ZX d.Q e-Xp Shz|k|1/2 o d.D =
[k}
Q o
- 6 s 2k V2 (5.1.6)
A2+4k

que coincide con lo hallado en (5.1.5)

De la misma forma calculamos EV(L) siendo por (4.2.5) que el valor
medio de la longitud de las aristas de los poliedros para un elemento de volu

men dado al azar es igual a

— 22
— A dv
se obtiene que
= “Ap T2 =
EV(L) e > A dv
QeH(k)
S P L shé k|2 o do =
k|
Q (o]
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_ 21222 (_2 k] > _ 42 5.1.7)
(

k| A244k) A (A2+4K)

si x> 2|k|/?

» Y en caso contrario Ey(L) » = .
Similarmente, usindo que el nimero medio de vértices que contiene
un elemento de volumen dado al azar en el espacio con un sistema de Poisson

de planos de parimetro A es segin (4.2.1) igual a

resultara que

"
o

Ey ()

23 ¢

a | e shjk|V2 o a4 =
6 k|

_ 23 g2 ( 2 |k )
3|k (A2+4K) 2

4 )2 g2
3(22+4k)

si A > 2|k|1/2 (5.1.8)
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y en caso contrario diverge.

Para los otros casos seguiremos un método indicado por R.E. Miles -
para el plano como Sse menciona en [11] . Observemos que si elegimos un vérti
ce del sistema de poliedros, llamémoslo A, tendremos 8 poliedros que tienen a
A como uno de sus vértices. Scan Pi (1¢i¢8) esos poliedros, asi que P = Ll) Pi
es un poliedro elegido segim el método (a).

Pero si consideramos Pa=1~<kijg4 Poi , PB=5$K1J§8 Poi siendo P‘1 y PB
poliedros convexos que tienen en comfin una cara (que contiene al punto A), -
entonces P(Jl y PB resultaran poliedros elegidos segin el método (b).

Si hacemos Py, = P,U P, ; Py =P U P ; P = PSU Po Y
P78 = P7 V) P8 de modo tal que cada Pij es un poliedro convexo y todos ellos
tienen una arista en comin (con A perteneciente a dicha arista) entonces tene
mos cuatro poliedros elegidos segim el método (c).

Por {iltimo cada Pi (15i¢8) es un poliedro que tiene al punto A como
uno de sus vértices, de modo que serdn ocho poliedros elegidos segln el méto
do (d).

Como se vio en (4.1.6) el proceso de planos de parametro A induce so
bre un plano arbitrario un proceso de rectas del mismo parametro. Entendemos
por parametros el valor medio del nfimero de puntos que el proceso de planos o
de rectas determina sobre un segmento unidad fijo. En [11] L.A. Santald y I.
Yafiez calculan para este caso los valores medios correspondientes a elegir un
poligono eligiendo un punto del plano o un punto en una recta o un punto en -
un vértice. Notaremos estos valores medios ES(Z) , EL(Z) y F.N(z) respectivamen

te.

Segin [11] tenemos los valores
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2 2 . gDy .. 2L
ES( )(S) = =l ’ ES (L)

A2+k 224k
(2) n2 )2
E =
s M 2(32+k)
(2) n2 (2) (x2+4))2+4k
E ) =—2>2— | E L) =
L ® A2+k L 23 (22+k)
(5.1.9)
2 (z2+8)22+8k
E ) =
L O 4(22+k)
@) - . (2) _ _(r2+8))2+8k
B 202+k) =N 4X (12+k)
(2) (r2+24))2+24K
(N) =
! 8(12+k)

Siempre para i > |k|1/2

, en caso contrario los valores medios valen
w. También segln (4.1.8) tememos que ECV (L) = 1/h.

Volvamos ahora a considerar los casos b), c¢) y d).

b) Valores medios cuando el poliedro tipo se obtiene eligiendo un punto al -

azar en una de las caras.

Segim lo dicho anteriormente obtenemos
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1
EsW) = 5 KM

1 Lr @
Eg(S) = —— Ey(S) + Eg-(5)
(5.1.10)

@)
B - 1 By + Eg )

1 2
EqN) = = E,M) + ;D )
donde los sumandos ES(Z) corresponden a los respectivos valores medios de la
cara comim a los poliedros Pa y PB .
Reemplazando en (5.1.10)para i >2|k|1/2 se tienen

ES(V) = 4_."

A(x2+4Kk)

2

ES(S) - 8 = + 2 n = ZW(SA "'Sk)

2%+4k A2+k (A2+4k) (A2+k)

(5.1.11)

ES(L) . 2Tt2 ) . 2 2 _  3m2a[p2+2k)

(12+4k) 224k (2244k) (12+k)

2 4,2 2 42 2,2 [7)2416})
E(OV) = 21222 r2 ) = _r2[12+16K]
3(x2+4k) 2(22+k) 6 (2.2+4k) (2.2+k)

c) Valores medios cuando el poliedro tipo se obtiene eligiendo un punto al

azar en una de las rectas.

Tenemos en este caso
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BV = o4 E,M

E/(S) =+ E(5) + 2 5D (S)

Ey(L) = = By(L) + 2 [EL(Z)(L) -E'W) ]
EN) = o4 E,0) + Z[EL(Z) ™ - 1]

(5.1.12)

donde los segundos sumandos corresponden a los valores medios de las dos ca--

Tas poligonales que tienen en comin a la arista que contiene al punto A, da--

dos por (5.1.9)

Se obtienen asi, si A > 2 Ikll/2

E (V) = —2
2 (A2+4k)
E (S) = —L— + LI 6z [12+2K]
22+4k A2+k ()2+4k) (12+k)
2 24475244k
EL(L) = T2 + 2( (r2+4))2+4k
2244k 22 (22+k)
204 (x2+1) +k (522 (r2+2)+8k)
A (22+4K) (x2+K)
2 2 2 2
EL(N)=A+2 (r2+8)22+8k _1> .
3(22+4k) 4(22+k)
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A% (5w2+12)+2k (A2 (7r2+30) +24K)
6 (x2+4k) (22+k)

d) Valores medios cuando el poliedro tipo se obtiene eligiendo al azar uno

de los vértices.

En este caso se tiene

By = 5 B

B(S) = B + 35D © (5.1.19)
EL) =+ E@ +3 GPw - M)

EN =4 E®+ 35O m -5

donde los segundos sumandos corresponden a los valores medios de las 3 caras

que tienen en comfn el vértice A.

De modo que si x > 2 |]<|]/2

W) = ——
EN A(A2+4k)
EN(S) - 27, _ 3 = _n(732+16k)
A2+4k 2(02+k)  2(22+4k) (22+k)
E (L) - n2 A, _3((x2+8)22+8k) _ 3 _ (5.1.1%)
' 2(22+4K) 43 (22+k) A
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A% (5n2+12)+2k (A2 (772 +30) +24k)
42 (A2+4k) (A2+k)

A2 w2, _3(x2+24))2+24k) _

(N) = S =
g 6 (22+4k) 8(22+4k)
A4 (1322+496) +8k (12 (572+60) +48k
24(22+4k) (A2+K)
1/2

En todos los casos si A < 2 |k| los valores medios divergen.

2.- RELACIONES ENTRE VALORES MEDIOS.

Llamemos (z;) je1 @ los poliedros formados en H(k) por un sistema de
Poisson de planos de parimetro \. Sea l(o(t) una esfera de radio t, de modo -
que para t fijo tenemos una familia finita de poliedros -sean I, (1gigh(t))~
que verifican que nN l(o(t) ¥ 6.

Notemos dFt(V,S,L,N) a la probabilidad de que un poliedro, elegido
al azar entre los (rIi)1 <igh(t)’ tenga volumen camprendido entre V y V+dV, &4rea
entre S y S+dS, longitud de sus aristas entre L y L+dL y N vértices.

Supongamos ahora que cuando t + « y por lo tanto l(o(t) se expande -
hasta cubrir todo el espacio, existe el limite

1im dFt'= dF(Vv,S,L,N)

Tt

siendo dF(V,S,L,N) la probabilidad de que un poliedro elegido al azar tenga
volumen comprendido entre V y V+dV, &rea entre S y S+dS, longitud de aristas
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entre L y L+dL y N vértices.

Es decir que en dF se consideran a todos los (ni) jel SOMO igualmen-
te probables, independientemente de cual sea su volumen, el drea de sus ca--
ras, la longitud de sus aristas o elnfmero de vértices que posea.

Por otra parte notemos dF,,, dFg, dFL, dFy a 1a probabilidad de que
eligiendo un poliedro segin el método a), b), c) y d) respectivamente, éste
tenga volumen entre V y V+dV, &rea entre S y S+dS, longitud de sus aristas
entre L y L+dL y N vértices.

Recordemos que elegir un poliedro segin el método (a) es dar um
punto A ¢ H(k) - \3’ EJ. de modo que el poliedro seleccionado es el que verifi-
ca que A ¢ 1, Como a mayor volumen de un poliedro hay mayor probabilidad de
que resulte seleccionado, tendremos

\ E(V) (5.2.1)

ver [11]

De igual manera se obtienen

L kw
(5.2.2)
aF, = N_ &
E(N)
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Si en (5.2.1) multiplicamos por V,S,L y N e integramos sobre todos
los valores de V,S,L y N respectivamente obtendremos las siguientes igualda-
des

E(V) E,(V) = E(V)
E(V) Ey(S) = E(V.S)

(5.2.3)
E(V) Ey(L) = E(V.L)

E(Y) E,@) = E(V.N)
De igual forma de (5.2.2) se tiene

E(S) ES(V) = E(S.V)

E(S) Eg(S) = E(S)
(5.2.4)
E(S) ES(L) = E(SL)

E(S) Eg (N) = E(S.N)

E(L) E (V) = E(L.V)

E(L) F.L(S) E(L.S)

(5.2.5)
E(L) E; (L) = ECLY)

E(L) E (N) = E(IN)
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E(N).EN(V) = E(NV)
E(N) .Ey(S) = EQ\S)

(5.2.6)
E(N).Ey(L) = EQL)

EQN).E(N) = EQV)
De estas igualdades obtenemos las ecuaciones siguientes

E(Y) E/(S) = E(S) EgV) (2)
EW) E (L) = EQW) EV) (id)
E(V) E,(N) = EM) Ey(V) (iid)
(5.2.7)
E(S) Eg(L) = E(L) E[(S) (iv)
E(S) Eg0V) = EQY) Ey(S) (V)

E(L) B, (N) = EQ) Ey(L) (vi)
de las que surgen las identidades

E,(S) Eg) Ey(V) = Eg(V) Ey(N) Ey(S)
EG(N) Ey(L) E (S) = Ey(S) Eg(L) B (N)

(5.2.8)
Ey(S) Eg(L) E (V) = Eg(V) Ey(L) E/(5)

E,M) E\L) E (V) = EN(V) E, (L) E (N)
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De (5.2.8) resulta que s6lo tres de las ecuaciones dadas en (5.2.7)
son independientes, luego para poder hallar los valores medios buscados nece

sitaremos una nueva relacién entre ellos.

Para ésto recurrimos a la f6rmula de Gauss-Bonnet.

Sea (ni)’i‘_(f) la subfamilia finita de poliedros del sistema de Poissen
de planos que intersecan a Ko(t). N..

ij’ ij
de vértices y a la suma de los &ngulos interiores de la j-&sima cara del po--

lJ PR
Notemos con S.., N.. y th °1113 , donde 1gjcc;, al &rea, al nfimero

liedro I (1<ich(t)) siendo < el nfmero de caras de dicho poliedro.
Luego la f6mmula de Gauss-Bonnet para poliedros aplicada a cada cara
de m;» |10, dice que

N..

! ij

hZ1 0 = k.SiJ. Ny -2) x (5.2.9)
J’ - -

ngN k.S, + 2v (A ci) (5.2.10)

< <

\ - 1

siendo Si el frea y Ai el nfriero de aristas del poliedro M.
De acuerdo a la f6rmula de Euler-Poincaré A-c = Ni-z, por lo tanto
de (5.2.10) tenemos

. ij
k.S, + 2r N, k{j o’ = 4r (5.2.11)
?»

Pero si sumamos sobre todos los poligdros { )

i Z a'llJ Tesulta equi
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Ni y por lo tanto haciendo t + = se tiene que

2k. E(S) + = E(N) = 8x (5.2.12)

3.- VALORES MEDIOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN.

Las ecuaciones obtenidas en (5.2.7) y la ecuacién (5.2.12) junto con
los cilculos hechos en §1 nos permitirdn calcular los valores medios para po-
liedros obtenidos por un sistema de Poisson de planos.

Por tanto de (5.2.°)(V), de (5.1.11 ) y (5.1.15 ) se obtiene que
E(N) = % 32 E(S) (5.3.1)

y entonces de la igualdad obtenida por Gauss-Bonnet (5.2.12) resulta

24n
A2r2+6k

E(S) (5.3.2)

8r2)2

oA (5.3.3)
(722246Kk)

EN) =
De los valores medios calculados en (5.1.11) y (5.1.13) y la ecua---

cién (5.2.7)(iv) obtenemos

= A E(S) = EQ) (5.3.4)
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de donde se obtiene que

2
E(L) = 122 (5.3.5)
A2p2+6k

Por iltimo obtenemos de la ecuacién (5.2.7) (1)

E(vV) = =580 (5.3.6)
4
de donde resulta
6 =
E(V) = —— {(5.3.7)
A (A2x2+6k)

Podemos también hallar el valor medio E(A) del nGmero de aristas A
y el valor medio E(c) del nimero de caras C de un poliedro tipico.

Para ello, puesto que en cada vértice concurren exactamente 3 aris--
tas (los casos que mds de tres pianos pasan por un mismo punto son de medida

nula) es 3N = 2A y por lo tanto

22
E(A) = =~ E(N) = —;2—;—’&- (5.3.8)
TEACH

Por otra parte para el nlmero de caras vale 1a relacién de Euler
N-A+C=2ypor lo tanto

2,2
E(C) = 2-E(N)+E(A) = 6m222+12k (5.3.9)
122246k
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Para los valores medios de segundo orden de (5.2.3) resulta que

E(V) = E(W).E,() =

48 n2
22 (A2#246k) (12+4Kk)

De (5.2.4)

E(s?) = E(S) Eg(S) =

48 #2(5)2+8Kk)
(A2n246k) (22+4k) (12+k)

de (5.2.5)
2 -
E(L") = E(L) E (1) =
1272 (224 (£2+1)+k (522 (r2+2)+8K))
(A272+6k) (12+4Kk) (12+k)
de (5.2.6)

91

(5.3.10)

(5.3.11)

(5.3.12)




EQY) = E(N) Ey0V) =

_ m2)2(2% (1572+96) +8k (12 (5r2+60) +48Kk)))
3(a2+4Kk) (A2+k) (n222+6K)

(5.3.13)

de (5.2.3)

E(V.S) = E(V).Ey(S) =

2
= 36 (5.3.14)

A (22n2+6k) (12+4k)

E(V.L) = E(V) .EV(L) =

= 24 2 (5.3.15)

(22+4k) (32r2+6k)

E(V.N)

E(V) E,(N) =

=872 (5.3.16)
(A2+4k) (»2n2+6k)

De (5.2.4) obtenemos
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E(S.L) = E(S).ES(L) =
o 72 ¥2:2(22+2k) (5.3.17)
(22+4K) (12+K) (A%2n2+6k)
E(S.N) = E(S).ES(N) =

4 2)2(722+16k)

= (5.3.18)
(A2+4k) (A2+k) (A?72+6k)
Finalmente de (5.2.5)
E(LN) = E(L).E (N) =
_ 2r20 (04 (5r2+12)+2k(22 (7r2+30) +24K)) (5.3.19)

(22+4K) (0.2+k) (A2n2+6k)

. 1 . .
Estos son los valores medios para x > 2|k| /2, en caso contrario di-

vergen. Pueden resumirse en el siguiente cuadro:
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S A
019+ 2¥21) y9+z42Y N9+ z8 X (19+z42Y)X
Z(Z48 Y4zl L7 19
09+ 2429 (I+2Y) Ofp+29) 019+,8,Y) O+ X) Olv+2) | (19+2421Y) Clb+zY)
(Olpz+(0S+28L) 20N+ (2L +746) ) X242 OI9L+2XL) 2 z4% X ¢t 8
Oz Olp+z¥) (f9+z82Y) 019+, ,¥) Ol+,Y) Clp+2¥)|  (19+24 ) (p+z¥)
(O18+(Z+z») 2¢S) A+ (1 +28) o ¥T) Z421 (fz+2¥) Y 42L Y
O+ 20 Olp+20) (19+24 20| Olp+2¢) (19+z4 7YX
(18+2YS) L8V 4 96
Oir+2Y) (19+z42Y) 2¥
4 8¢b

*()1 ud odr3 oapatfod un cied

uopio opundos A zauwtld op sorpau saiofey Al OWIVAD
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Haciendo k = 0 resultan los valores medios para el caso euclidiano,

que coinciden con los dados en [10] pag. 297 por L.A. Santald y que fueron
obtenidos por R.E. Miles en [S] .
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