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CAPITULO I

INTRODUCCION

En los {iltimos afios se ha encontrado que numerosos materia-
les s8lidos presentan, en un rango dado de temperatura o pre-
sidén, una fase con caracteristicas muy peculiares. Esta fase se
origina por la existencia simultfnea de dos o mds periodicida-
des inconmensuradas entre si, es decir, tales que el cociente
entre sus dos periodos es un nimero irracional. A veces, @ésto
sucede en una sola direccibén cristalogrffica, perdiéndose el or-
den translacional segfin esa direccidn, pero preservindose en las
restantes. Tambié&n puede perderse el orden translacional en mis
de una Qireccién. Estos materiales tienen en comiin con los sis-
temas desordenados la falta de periodicidad, pero contrariamente
a lo que sucede con éstos, en los cuales los atomos vecinos tie-
nen entornos total o parcialmente independientes entre si, en
los inconmensurados hay una relacidén univoca entre el campo que

ve un atomo y el gue ven sus vecinos.

Entre los cristales que presentan fases inconmensuradas en-
contramos, por ejemplo, que el a-Uranio por debajo de 43°K es
inconmensurado segfin dos direcciones cristalinas(1), los oris-
tales Rb,ZnCl,, K,2nCl,, Rb,ZnBr,(2)  etc, todos
tienen una fase inconmensurada a lo largo del eje c. Las cade-
nas de Hg en el compuesto Hgj._gAsFg, que es un conductor
cuasi~unidimensional, tienen la distancia entre dos mercurios
inconmensurada con la estructura de la red de 1los grupos de
AsF6(3). Otros sistemas que presentan estructuras moduladas
Y gque son conocidos por su caracter altamente unidimensional
son, por ejemplo, los complejos de tetracianuro de platino vy

bioxalato de platino(4).



Se pueden presentar esenclalmente dos tipos de cristales

inconmensurados, que se 1lustran en la figura I.1:

a) Inconmenguracifin de composicibn :

En este caso la constante de red de los d&tomos negros en la
fig. I.1(a) es inconmensurada con respecto a la constante de red
de los atomos representados por circulos en la mencionada figu-
ra. Por ejemplo, estructuras como las de Hgy_gAsFg presen-
tan este tipo de inconmensuracidn. La distancia entre atomos
del mismo tipo es constante y el campo que cada uno ve debido al

resto del cristal es modulado.

b) Inconmensuracifn de desplazamiento :

En este caso las posiciones de equilibrio de los &tomos,
indicadas por circulos en lfinea cortada en la fig. I.1(b), estén
desviadas levemente de las posiciones ocupadas por dtomos negros
que forman una red perfecta. En este caso, entonces, la distan-
cla entre a4tomos no es constante, contiene una modulacidn, cuyo
periodo es inconmensurado con la constante de la red en la fase
normal. Sistemas de este tipo son, por ejemplo, aquellos que
poseen una onda de densidad de carga (CDW) en compuestos cuasi
uni- o bidimensionales. Peierls(s) Y Froelich(s) mostraron
en los anos 50 que en conductores unidimensionales una modula-
clién espacial de la densidad electrdnica, con vector de onda
exactamente igual al doble del vector de Fermi, kp., &8 energé-
ticamente favorable. Entonces, dependiendo de kp, es posible
que la CDW dé origen a una inconmensuracidn de desplazamiento de

los atomos de la red.

Estos dos tipos de inconmensuracidén pueden ser descriptos
como casos particulares de un modelo mids general en el cual los
desfasajes de los atomos con respecto a una distribucidn equi-
distante de los mismos estfin dados por una funcidn tipo solitédn,
que resulta de resolver una ecuacidn tipo Sine-Gordon{(7-2),

La mayoria de nuestros cllculos serfn para sistemas del tipo

(a).
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FIGURA I.l: Grafico esquemdtico de ambos tipos de cristal inconmensurado:

A) Inconmensuracién de composicidn: La periodicidad de’'la red

formada por los atomos negros es inconmensurada con respecto a
la correspondiente a la de los atomos representados por circu-
los. a/b es un niimero irracional.

B) Inconmensuracidn de desplazamiento: En este caso las posi-

ciones de equilibrio de los Atomos, representadas por circulos
en linea cortada, estan levemente desviadas con respecto a las
posiciones representadas por la red de dtomos negros. La des-

viacidén estd dada por una modulacidn cuyo periodo es inconmen-

surado con 1la periodicidad de la red sin modulacidn.



Desde un punto de vista tedrico, los problemas derivados de
la inconmensurabilidad son bastante intrigantes. Muchos concep-
tos sobre los cuales esti basada la teorfa del estado s8dlido han
tenido que ser adaptados de manera no trivial. Desde el punto de
vista de la simetria, la fase inconmensurada esti caracterizada
por no existir periodicidad del sistema en tres dimensiones, pe-
ro de Wolff, Janner, Janssen y de Lange han mostrado que intro-
ducliendo grupos espaciales en mis de tres dimensiones, uno puede
recuperar la periodicidad que se habfa perdido debido a la in-

conmensuracidn (10-14)

El primero en estudiar tedricamente potenclales cuasi-
periddicos, o sea aquéllos que resultan de superponer dos o mis
periodicidades inconmensuradas entre s8i, fue Peierls(5) quien
estudid el problema de un electrdn en una red bidimensional con
un campo magnético perpendicular a la misma. El1 Hamiltoniano Qe
este problema, en la aproximacidén que desprecia la interaccidn
entre electrones y entre bandas es equivalente al del problema

unidimensional siguiente:
HY(n)= Y(n+1)+ Y(n-1) + Aacos(pn) Y(n) (1.1)

En esta ecuacidn los coeficlentes Y(n) son los coeficlentes de
la funcidén de onda de enlaces fuertes segfin la direccidn "x",
(campo magnético segin z), dado que al elegir la medida de
Landau (Landau gauge) para el sistema, resulta que seglin la di-
reccién'&"la funcidén de onda se comporta como una onda plana. p
es igual a (2ﬂe/hc)azn +81endo a la constante de red , H es el
campo magnético y Aa=2. A la ecuacibdn (1.1) se la conoce como
ecuacidn de Harper(15) (ver Apéndice I) y resulta ser un caso

particular del problema inconmensurado en una dimensidn cuando

p/(27m) es un nfimero irracional.

D. Hofstadter (16) estudid la estructura del espectro de
(1.1), encontrando que la misma tiene directa relacldn con la

expansidén en fracciones continuas del niimero irracional p/(2m).



Se trata de un espectro con muchos gaps y minigaps, slendo la
proporcidn de estados que posee cada banda y minibanda 1la que
esti relacionada con la expansidén en fracclones continuas del

nimero irracional.

Aubry y André (17) también estudiaron un modelo de unio-
nes fuertes que tiene un Hamiltoniano de la misma forma que
(1.1), con Aa variable. Encontraron gque existe un valor critico
de Ada (Aa=2.) por debajo del cual todos los estados son extendi-
dos y por encima del cual todos son localizados, o sea que para
ese valor critico tendria lugar una transicidn metal-aislador en
este modelo, siendo esta transicidn independiente del valor del
niimero irracional, de la fase del coseno y de la energfa. Otros
trabajos estudian las limitaciones del modelo de Aubry y André
y lo extienden (18-25), se han estudiado también modelos mis
generales unidimensionales, en los cuales existen bordes de mo-

vilidad dependientes del nfimero irracional y de 1la fage(26-31),

Si en lugar del coseno en (1.1) tenemos una modulacidn tipo
tangente, la densidad de estados no tiene gaps y se torna 1dén-
tica a la de un sistema totalmente desordenado con distribucidn

Lorentziana de los elementos de matriz(32’33).

Vemos, entonces, que los sistemas inconmensurados presentan
caracteristicas peculiares, que a diferencia de 1los sistemas
cristalinos cuyos estados son siempre todos extendidos y de los
desordenados cuyos estados estin todos localizados en una dimen-
8ién, los inconmensurados unidimensionales pueden presentar una
transicidé4n metal-aislador, tener bordes de movilidad o tener to-
dos sus estados localizados, dependiendo del modelo elegido.
Esto sugliere que los sistemas inconmensurados podr&n ser mis o
menos parecidos a un sistema ordenado dependiendo del tipo de

modulacidn.

En esta Tesis nos proponemos estudiar la dependencia de las
propiedades electrbénicas con el tipo de modulacidn y con el de-

sorden para varios modelos unidimensionales 1inconmensurados.



También trataremos de acercarnos a sistemas reales, en los cua-
les las 1interacciones en las otras dos direcciones no son des-

preciables.

La Tesis esti estructurada de la siguiente manera:

En el CAPITULO II estudiaremos la densidad de estados
electrdnica de sistemas unidimensionales de enlaces fuertes con
interacciones entre primeros vecinos, sometidos a un potencial
de modulacidn externo inconmensurado con el de la red. Compara-
remos las dengidades de estado obtenidas para distintas formas

funcionales de la modulacidn.

En el CAPITULO IIXI introduciremos desorden en los siste-
mas inconmensurados con el propdésito de estudiar el grado de
aproximacidén de los mismos a un sistema totalmente desordenado
dependiendo del tipo de modulacldn externa y del grado de incon-

mensuracidn.

El CAPITULO IV lo dedicaremos a calcular la densidad de
estados para un modelo, también unidimensional, pero en el cual
las posiciones de equilibrio de 1los &tomos corresponden a un

sistema con solitones.

En el CAPITULO V estudiaremos las propiedades de locali-
zacidn y presencia de bordes de movilidad en los sistemas incon-

mensurados unidimensionales mencionados.

En el CAPITULO VI calcularemos la distribucidn de carga
en un sistema con solitones y estudiaremos la presencia de bor-

des de movilidad en este caso.

En el CAPITULQ VII se presentarin distintos modelos de
sistemas inconmensurados bidimensionales, todos en red cuadrada,

se calcularin sus densidades de estado y ademis la densidad de



estados para la red de grafito inconmensurada segin una direc-
cidén. Se comparari esta (1ltima con la densidad de estados obte-
nida al imponerle inconmensuracidn segfin una direccidén a la red

cuadrada.

En el CAPITULO VIII nos dedicaremos a estudiar las pro-
piedades de localizacidn de los modelos inconmensurados bidimen-

slonales.

En el CAPITULO IX presentaremos un resumen y las conclu-

siones finales del trabajo.



CAPITULO II

Modelos inconmensurados unidimensionales:

Su densidad de estados

IT.1 Introduccidn

El objeto de este capitulo es calcular densidades de estado
de sistemas inconmensurados unidimensionales. Se estudiarian
cuatro modelos en los cuales la inconmensuracidn se manifiesta
a través de una modulacidn de los elementos diagonales del
Hamiltoniano. Ademfs de las modulaciones tipo coseno y tangente
que ya fueron estudiadas en parte se introducirln otras dos, una
funcidn tipo zigzag, que se asemeja a la modulacidn tipo coseno
por no poseer discontinuidades y una funcidén diente de sierra,
discontinua como la tangente. Estas dos modulaciones son no
analiticas y ambas tienen la misma distribucidn uniforme para
los elementos diagonales que el modelo de Anderson para sistemas

desordenados(34).

II.2 Modelos inconmensurados estudiados

Hemos usado en todos 1los casos Hamiltonianos de uniones
fuertes (tight-binding) que son itiles en fisica del estado sb6-
lido para describir electrones no interactuantes a temperatura
cero. Los orbitales atdmicos, que se usan como base, son fun-
clones localizadas alrededor de la posicidn de cada atomo de 1la
red, el solapamiento entre ellos se considera despreclable y 1la
interaccidn decae tan rfpidamente con la distancla, que se con-
sidera no nula tan s8lo a la interaccidn entre primeros vecinos.

Formalmente se tiene entonces:



a) Hamiltoniano de un electrdn, que se escribe como la su-

ma de la energia cinética y de los potenciales centrados en cada

posicidén de la red

H=T + ) Vv (2.1)

b) Se toma como base, supuesta completa y ortogonal, al
conjunto de orbitales atdédmicos Yj,, donde el subindice i de-
signa al atomo y k al orbital. Dado que en este trabajo consi-
deramos un solo orbital por atomo, a partir de aqui se suprimiri
el indice k. Los estados propios de H son combinaciones linea-

les de los orbitales atbdmicos:

Y(E)= ] £; ¥y (2.2)
i

c) Los elementos diagonales del Hamiltoniano son:
Hyj= €Yy T+Zvﬂ ¥ d= Eg+E§= alzy)
3 (2.3)
en donde Egp= (¥ T+vy| ¥} vy zy es la posicidn del
iésimo &tomo de 1la cadena. Y para los elementos fuera de 1la

diagonal tenemos:
Hyy $#0  si =i (2.4)
Hy j+1=t ser8 la unidad de medida de las energias.

De las consideraciones anteriores surge que al operador H

se lo puede escribir de la siguiente forma:

o= Ja(zy)] Y34y +(1/72) Je(| ¥ d¢yy +
i j=12%1

+ | ¥y ) (2.5)



La ecuacibn de autovalores, HY=EY ge puede escribir de la

siguiente manera:

t(fpeq ¥ Eqoq) + alzp)f,= Ef, (2.6)

donde t=(Wﬂ H| Wi+1)=(wﬂ H ¥;_4} es una constante, la in-

tegral de interaccidn entre orbitales primeros vecinos, a(z,)
es la autoenergia de sitio correspondiente al n-&simo atomo y
ademis en nuestro caso es una funcidn periddica de zn.éQué
significa que a(z,) sea una funcidn periddica de z,, cuando

ya hemos dicho que nuestro sistema es por definicidn no periddi-
co? Significa que la funcidn a(z), siendo z una variable conti-

nua, es una funcidn periddica, por ejemplo a(z) podria estar da-

da por:
a(z)= cos(2nq z) (2.7)

A En qué radica entonces la no periodicidad o inconmensura-
cidén en nuestro caso? En la relacidn que hay entre el periodo
de este coseno,q, y el espaciado entre &atomos. Si g es un nime-
ro racional, por ejemplo, gq=1/3, teniendo en cuenta que la posi-
cidén de 1los atomos estard dada por z,=na, siendo a nuestra
unidad de medida de distancias, si graficamos las autoenergias
de sitio en funcidén de n, obtendremos lo que aparece en la figu-
ra II.1(a). Se desprende de la figura que el sistema se repite
a s8I mismo cada tres &tomos, la celda unidad, que si existe en
este caso, contlene tres atomos. Si en cambio, q es un niimero
irracional, por ejemplo gq=(v/13 - 3)/2= ,3027756375... si grafi-
camos las autoenergias de sitio en funcidn de n, obtendremos 1lo
que aparece en la figura II.1(b). Se ve claramente que afiin
cuando a como funcidén de z es una funcldn periddica, la distri-
bucidén de los a&tomos no se repite y por lo tanto no se puede de-
finir una celda unidad. En ésto precisamente radica la no pe-

riodicidad de nuestro sistema.



Los f, que aparecen en la ecuacldn (2.6) son los coefi-
cientes de expansidn de la funcidn de onda de uniones fuertes,

tal como lo indica la ecuacidn (2.2).

(A)

a(n)
1
Q_1
Or 2w 3
, .

| N 1Y T Y U N 1 Y N T Y (N O I I I

1 5 10 15 20 25
(B) -
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FIGURA II.1: «a(z)=cos(2ngz) en funcidn de a.
a) q=1/3, b) gq=(Y13-3)/2. Los circulos
llenos indican el valor de las autoenergias
de sitio para &tomos cuyas posiciones de

equilibrio estan dadas por z=na con a=1,

Antes de seguir adelante, introduciremos un par de concep-
tos que se usarin a lo largo del trabajo, ellos son los del
"sistema conmensurado mis cercano" y el de "longitud caracteris-
tica". Todo nfimero irracional q, puede ser escrito como una

fraccidén continua de la siguiente forma(35):



aj

a3

. (2.8)

En esta expansidn ap, a3, ag...son nfimeros enteros.

Si aq es un entero impar podemos reescribir q de la siguiente

forma:

+ R (2.9)

aj

y si ay es un entero par, entonces, podemos escribir:

1

a1+1

En (2.9) y (2.10) 6§ es menor que 1/a, 6 1/a1+1 respectiva-
mente. Resumiendo podemos decir que todo irracional puede ser
escrito de la manera siguiente:

1

1+

q= ag + 8 (2.11)

P es un entero impar y 6 un cierto porcentaje de 1/P. Llamaremos
"conmensurado mis cercano” a un sistema inconmensurado con pari-
metro de modulacidn g= ag + 1/P * § a aquél sistema conmensu-

rado que tiene una celda unidad compuesta por P atomos.



Llamaremos "longitud caracteristica A" a la distancia

existente entre a; + 1 Atomos. Comenzando a mirar el sistema
a partir del atomo i, podemos decir que a una distancia Ao de
i el motivo atdmico comprendido entre i e i + A, 'casi' se re-

pite a si mismo.

En el ejemplo de la figura II.1(b), el conmensurado mias
cercano es el que tiene tres atomos en la celda unidad y la lon-

gitud caracteristica es A = 3a con a=1 en este caso.

A continuacidn describiremos los diferentes modelos usados

para a(z,) en este capitulo.

Modelo 1: La funcidn a(zn) es la extensamente usada fun-
cidén de modulacidn cosenoidal, cuyo perfiodo es inconmensurado

con a, la constante de la red cristalina. Sea de aqui en mis

.a= 1., entonces:

alz,)= ap + Aacos(2ng z, + h) (2.12)

En (2.12) q es un nimero irracional, h es la fase de la modula-
cidén y z,= n. Esto Gltimo implica que en la cadena unidimen-

sional los Aatomos estin equidistantes a distancia unidad. El
Hamiltoniano que se obtiene haciendo Aa=2, es el que aparece en
el estudio de un electrdn en un cristal bidimensional al que se

le aplica un campo magnético perpendicular como hemos indicado

en el Capitulo 1(15.,16)

Como ya dijimos n(E) tiene en este caso gaps y minigaps.
Se ha probado que la densidad de estados integrada, N(E), tiene
para este modelo caracteristicas interesantes. Si E esti en un
gap N(E)= my + Qmq, mg y my son enteros y Q=2m7q. Los
enteros son diferentes para gaps distintos, de tal manera que
existe una forma de clasificar los gaps por medio de un conjunto
de enteros(36). Se cree que para Aa*0 el espectro de este

(25)

sistema es un conjunto de Cantor Recordemos gque un con-

junto de Cantor es un conjunto cerrado, de medida nula y que



tiene la potencia del continuo (conjunto no numerable). En otras
palabras, el espectro de H seria un espectro denso pero discre-
to, no habria realmente bandas. En el caso, Aa=2,, my es

exactamente el entero que aparece en la conductancia del efecto
Hall cuantizado, que en una meseta eB exactamente igual a

(m1e2)/h(37).

Este modelo ha sido estudiado por varios autores y para g

irracional, el espectro de H es independiente de la fase h.

Modelo 2: En este segundo modelo proponemos una funcildn
periddica, no analitica, para la modulacidn a(zn), una modu-
lacidn tipo zigzag. Usamos en este caso la misma amplitud y pe-
riodo que en la ecuacidn (2.12) y también z,=n (la red unidi-

mensional igualmente espaciada).

Dentro de la precisidn de nuestros resultados para la den-
sidad de estados, ésta no depende de la fase, por tal razdn he-

mos elegido en todos los casos h=0.

Los elementos diagonales del Hamiltoniano, tienen en este

modelo la siqguiente forma:

da((29/m)n=-1-4K) 2KT/Q<n<(2K+1) 7 /Q
al{z,)=
Aa(-(2Q/m)+3+4K) m/Q(2K+1) <n{(2K+2)n/Q
K= 0,1,2,¢0. (2.13)

Las autoenergias de sitio estln uniformemente distribuidas

entre +Aa y -Aa en este modelo. Ver figura II.2,.
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FIGURA IXI.2: Autoenergfas de sitio a(n) en funcidn de 1la
posicidén de 1los A&atomos en 1la cadena para
a) modelo zigzag y b) modelo diente de sierra.

En ambos casos 0/2n=(v/13-3)/2
Modelo 3: En este caso usamos

a(z,)= Aatg(Qn) n=0,1,2... (2.14)

Hemos introducido este modelo sblo por razones de completi-
tud y a los fines de poder comparar con las otras modulaciones,

dado que su densidad de estados ya ha sido obtenida analitica-
mente(32,33),

Modelo 4: La modulacidn tipo diente de sierra es nuevamen-

te una funcidén no analitica:

alzy)= da((Q/m)n-1-2K) (2KT/Q) <n2(K+1) /0
K= 0,1,2,00. (2.15)



La distribucidn de las autoenergias de sitio, a(z,), es
constante como en el modelo 2 y la funcidén tiene una disconti-

nuidad que se repite periddicamente. Ver figura II.2.

En todos los modelos estamos suponiendo que la inconmensu-
racidén proviene de un campo externo, que no modifica las posi-
ciones atbémicas, pero que si modifica el entorno atdmico, mani-
festiandose esta modificacidn a través de la modulacidn de 1las
energias de sitio. Un ejemplo, al cual se podria aplicar alguno
de estos modelos es al caso de las cadenas de Hg en AsFgHg3_g.

cuya Inconmensuracidn es de composicidn.

IT.3 Cllculo de la densidad de estados para los distintos

modelog

La dengsidad de estados, n(E), fue calculada por medio de un
método que cuenta los autovalores menores gque una energia dada
(Negative Eigenvalue Counting Method). A partir de aqui cuando
nos refiramos a este método 1lo denominaremos "Método de
pean"(38), En el Apéndice II hacemos una descripcidn del mismo.
Este método se presta para calcular densidades de estado de sis-
temas desordenados, pues, dado que en éstos no existe periodici-
dad del Hamiltoniano, no se puede usar el método de Bloch, que
consiste en pasar al espacio reciproco por medio de una trans-
formacidn de Fourier de las variables del Hamiltoniano, quedando
finalmente matrices del tamafio de la celda unidad para diagona-

lizar.

La celda unidad de un sistema inconmensurado es de tamafo
infinito. Algunos autores aproximan, en estos casos, el nfimero
Q que aparece en las ecuaciones por 27(L/M), en donde L y M son
enteros obtenidos de la expansidén del nmero irracional en frac-
ciones continuas. Dado que nosotros hemos usado el método de

Dean, que al ser muy eficiente permite considerar cadenas de



atomos muy largas, no nos hemos visto en la obligacidn de reem-
plazar el sistema inconmensurado por uno conmensurado. De he-
cho, nosotros reemplaéamos los nfimeros irracionales por el ra-
cional mis cercano dentro de los limites de precisidén de la com-
putadora. En todos los cllculos hemos tomado cadenas abiertas

de 10000 atomos cada una.

Hemos usado tres valores para Q, cuya expansidn en frac-
clones continuas se obtiene haciendo en (2.8), ag=0., vy

aq= a3= ... Tax=Tr, con r= 2, 3 y 36, O sea explicitamen-

te:

2m

. (2.16)

Las razones para haber seleccionado estos valores para Q
son en parte de indole histdrica, a saberse: las primeras pu-
blicaciones que hemos leido sobre el particular han sido las de
Sokoloff, quien hizo sus cadlculos para Q/(2m)=(vY13-3)/2 , cuya
expansidén en fracciones continuas es la que corresponde a r=3 en
(2.16). El1 ejemplo r=2 lo hemos elegido pues queriamos obtener
la densidad de estados para un sistema, cuyo apartamiento del
conmensurado mis cercano fuese por exceso, ver ecuacidn (2.9).
En este caso, el conmensurado mds cercano es el dado por P= 3 en
(2.11) y su longitud caracteristica es A= a;, con a, = 2.

El caso r=3 puede considerarse como una perturbacidn a un siste-
ma con celda unidad igual a tres y 1longitud caracteristica,
Ace igual a aj, con a = 3. Y finalmente, el ejemplo co-

rrespondiente a r= 36 fue el primer ejemplo que se nos ocurrid



calcular porque resulta interesante ver si aliln para el caso de
considerar un sistema inconmensurado, tal que su conmensurado
mis cercano tine celda unidad grande, se pueden distinguir 1los

efectos que produce la inconmensuracibn.

En las figuras II.3 y II.4 mostramos histogramas para 1la
densidad de estados (para la mitad de la banda ya que n(E) es
simétrica en todos estos modelos) para r=3 y Aa= 1, y 3., respec-
tivamente. Las densidades de estados son sorprendentemente de-
pendientes de la funcidn periddica usada para la modulacidn de
las autoenergias de sitio. La funcidén coseno da lugar a gaps
grandes, mientras que la tangente no posee ninguno. La funciédn
zigzag produce una densidad de estados similar a la de la modu-
lacidén tipo coseno, mientras que la modulacidn diente de sierra

es bastante diferente de las otras dos y produce gaps mis peque-

nos.

Si definimos p=27/Q, este parimetro indica el nimero prome-
dio de atomos por perfiodo de la modulacidn, que en el caso que
estamos tratando es 3.3, En los modelos zigzag y diente de sie-
rra el gap mis ancho esti probablemente asociado con el gap gque
tiene el sistema conmensurado con tres atomos por celda unidad

(tres es el entero impar mAs prdximo a p).

Aln cuando en el modelo con modulacidn coseno para Aa= 2,
segiin Aubry(17), todos los estados se localizan simult&neamen-
te, es interesante notar que no se observa ningn cambio cuali-

tativo en la densidad de estados al pasar de Aa £ 2. a Aa ¥ 2.

En la figura II.5 se muestran los histogramas obtenidos pa-
ra r=36 y Aa= 1., Uno esperaria ver 35 o mis gaps en la densidad
de estados, pero debido a que el paso del histograma no es lo
suficientemente pequefio, no todos ellos son evidentes. Nuevamen-
te en este ejemplo las densidades de estado correspondientes a
las modulaciones coseno y zigzag son similares entre si, mien-

tras gque la correspondiente a la modulacidn diente de sierra
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tiene gaps mas angostos. En las regiones en las cuales hay
gaps, especilalmente en el caso de las modulaciones zigzag y co-
seno, las bandas tienen todas el mismo ancho y altura. Esto
significa que contienen el mismo niimero de niveles de energfa en

el mismo intervalo.

En todos los cd3lculos se ha tomado t= 1,

n(E)
ok (a)
.02
o1k
2 3 3
03} T . (b)
02}
0}~ ﬂr’u"———-—..__
3 ! }
.02} 1 l (d)
o1 f
) Lﬂn ﬂﬂ hr 1ﬁJ‘|ﬁJ‘[rq’n‘f"""““'L
-3 -2 -1 0
E

FIGURA II.S: Igual que en la fig. II.3 pero con r=36 en
(2.16)

I1.4 Distribucidn de los estados electrdédnicos en las ban-

das y minibandas

I1.4.1 Proporcidn de los estados en las bandas principales

Para todas las modulaciones usadas se ha observado que 1la

densidad de estados se subdivide en P bandas principales, cada



una de las cuales posee a su vez subbandas. Las bandas princi-
pales se caracterizan por contener el siguiente nimero de esta-

dos:

Caso 1: aq par

En este caso Q/(2mw)= 1/P +8, 8§ es un porcentaje "x" de

Q
1]

1/P, o sea:

1/Pp - g
|"|= (2.17)

1/P

Las P-1 bandas laterales contienen el siguiente n@mero de

egtados:
A= (N0 total de estados +| xl *NO total de estados)/P
(2.18)

y la banda central contiene B estados, siendo:

B= A -I xl *NO total de estados (2.19)

Caso 2: aq impar

En este caso se tiene, Q/(2m)=q=1/P - §. También en este
caso hay un total de P bandas, las P-1 bandas laterales contie-

nen el siguiente nfimero de estados:

A= (N? total de estados —l x | *NO total de estados)/P
(2.20)

y la banda central tiene B estados, siendo B:
B= A + N0 total de estados* x | (2.21)

O Bea que "mirando" al inconmensurado desde el conmensurado

mis cercano se observa que la proporcidn de estados en defecto o



en exceso que tiene la banda central (la banda que se encuentra
alrededor de E= 0.) con respecto a las bandas laterales, esta
estrechamente vinculado con el grado de apartamiento del incon-

mensurado con respecto al conmensurado mds cercano.

Se desprende de todo lo dicho que, cualquiera sea el grado
de inconmensuracidén, se trate de inconmensurados cuyo aparta-
miento del conmensurado mis cercano sea por exceso o por defecto,
siempre hay estados en E= 0, Los finicos casos para los cuales
la densidad de estados no contiene una banda en E=0. , son ague-=-
llos en los cuales se esti en presencia de un conmensurado de

orden par.

En la tabla II.1 aparecen los porcentajes miximos del nime-
ro total de estados que pueden presentar en exceso o en defecto,
con respecto a las bandas laterales, los sistemas inconmensura-
dos en su banda central. Esta tabla nos estid indicando que en
caso de tener una inconmensuracidén del tipo 1/3 + §, nunca po-
dremos tener en la banda central un niimero de estados que sea
menor que el nimero de estados de las bandas laterales menos el
50% del total de estados; de la misma manera si g=1/3 - §, 1la
banda central nunca podr8 tener un exceso de estados con respec-
to a las bandas laterales que sea mayor que el 25% del total de

estados y asi sucesivamente.

LLa estructura de bandas del inconmensurado es, entonces, un
reflejo de la estructura de bandas del conmensurado mis cercano.
Si el nivel de Fermi cayese en E= 0. el sistema podria ser con-
ductor, cualquiera fuese el grado de inconmensuracidn, dado que

un inconmensurado siempre tiene estados en E= 0.
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Conmensurado
mas cercano
q=1/P 1/3 1/5 1/7 1/9
+50%
Porcentajes -25% +25%
de -16.6% +1606%
apartamiento -12,5% +12.5%

TABLA II.1: Porcentajes midximos del nGmero total de esta-
dos, que pueden presentar en exceso o en defec-
to, con respecto a las bandas laterales, los
sistemas inconmensurados en su banda central en
funcidén del conmensurado mAs cercano, cuya pe-

riodicidad viene dada por gq=1/P

De la tabla II.1 se desprende que cuanto mids grande sea la
celda unidad del conmensurado mi&s cercano, menos se va a dife-
renciar la estructura de bandas del inconmensurado con respecto
a la de aquél, En lo que s8i se distinguir8n, serd en la apari-
cién de las minibandas, tal como veremos en la seccidén siguien-

te.

IT.4.2 Proporcidn de los estados en las minibandas

Para determinar la proporcidn de estados en las miniban-
das se ha analizado la densidad de estados para los tres tipos
de Hamiltoniano que presentan estructura de minigaps, para el
valor g correspondiente a r=3. En el caso de la modulacidn tipo
coseno hemos calculado también para r=2, 4 y 6. Hemos usado en
todos los casos cadenas de 1000 &tomos y varios valores de Aa.,

En las tablas II.2 y II.3 aparecen los resultados obtenidos.



Las tablas deben interpretarse de la siguiente manera, té&-
mese, por ejemplo, la tabla II.3, modelo zigzag. Se ha calcula-
do para r=3, como dice al comienzo de la tabla. El sistema tie-
ne tres bandas, para cada valor de Aa figura c6émo se subdivide
cada banda principal; asi para Aa= 1., la banda 1 se subdivide
(de acuerdo con la precisidén de nuestros cilculos) en tres mini-
bandas, las cuales contienen de izquierda a derecha 92, 119'§ 92
estados cada uno, respectivamente. La segunda banda principal
{banda central), se subdivide también en tres minibandas, que
contienen 92, 210 y 92 estados respectivamente, y la tercera

banda principal se subdivide de la misma forma que la primera.

Se ha tomado, en todos los casos, el mismo paso de energias
al calcular la densidad de estados, AE= ,02t y t=1. en todos los
ejemplos. En las figuras II.3, II.4 y II.5 el paso de energias

tomado es igual a AE=.04t .

Para la modulacidn coseno, el valor de Aa para el cual la
estructura de gaps y minigaps es mas evidente es Aa=2., lo cual
esti de acuerdo con lo obtenido por otros autores. A partir de

este valor de Aa, hacia arriba o hacia abajo, el ancho de 1los

minigaps disminuye.

En el caso del Hamiltoniano tipo zigzag (Tabla II.3), las
bandas laterales presentan mayor estructura para Aa= 2., y a la

banda central le ocurre lo propio para Aa= 3.

En el Hamiltonlano diente de sierra el valor de Aa para el

cual los minigaps tienen ancho miximo es 1.

Como hemos usado cadenas relativamente cortas aparecen, de-
bido a los efectos de borde, algunos estados aislados que hemos

sumado a la minibanda mis cercana en energia.

Aln cuando nosotros no tenemos suficientes resultados como

para inferir una sistemitlica como la hallada por Janssen en el



caso vibracional(13), podemos afirmar que la divisidn y subdi-
viseidén de las bandas en todos los casos acompafia a la expansidn
del nfimero 4irracional en fracciones continuas (ver ecuacidn
{2.8) ) de la manera como se describe a continuacidn. Siempre
tendremos P bandas principales, recuerdo del conmensurado mas
cercano. Si P= aq*1, o sea si a, es un entero par, entonces

las subdivisiones obedecen la siguiente ley (ver tablas II.2 y

IT.3):
1= aq*A, + A, primera subsivisidn
Ag= as*Ay + A, segunda subdivisidn
Aj_1= aj4+1*A; + Ay, i+1-ésima subdivisidn

(2.22)
en (2.22), ng= (1+x)/(aq), x es el porcentaje de apartamien-
to del nfimero 1irracional con respecto al racional mis cercano
del tipo 1/P, con P entero impar, La secuencia (2.,22) indica
gue la primera subdivisidén (bandas principales), consta de aq
bandas laterales con Ag estados y la banda central con A, es-
tados, de tal manera gque en total suman 1. A su vez, las bandas
laterales se subdividir8n en a, bandas con Ay estados y una

banda con A, estados, de tal manera que todas sumen A, esta-

dos y asi sucesivamente.

En el caso en el cual P=a,, o sea al es un entero im-

par, la ley de subdivisidn en bandas es la siguiente:

AO= 82A1 + Az
A1= a3A2 + A3

(2.23)



r= 2
a .5 1. 2. 3.
Banda
1 414 172 70 172 100 72 70 29 71 71 92 120 91
2 172 171 71 30 70 92 210 92
3 414 172 70 171 71 29 42 29 71 72 100 92 120 91
r= 4
Aa .5 1. 2,
Banda
1 236 @36 180 56
2 236 56 180 56 56 68 56
3 56 56 56
4 236 180 56 56 68 56 56
5 236 236 56 180
r=6
Aa .5 1. 2.
Banda
1. 162 162 162
2 162 162 162
3 162 26 27 57 26 26
4 352 27 27
5 162 26 26 56 27 27
6 ) 161 162 162
7 162 163 162
"TABLAII.2: Modelo con modulacidn coseno. Nﬁmer; de‘estados en las minibandas

en funcién del grado de inconmensuracidn y de Ac.
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En (2.23), Rg= (1-x)/a, y Ry=x. Nuevamente la subdi-
visidén en bandas sigue la secuencia, tal como se explicd para el

caso anterior.

II.5 Ejemplo del Hgj.ghsFg Cllculo aproximado del po-

tencial en la cadena unidimensional de Hg

El compuesto Hg3_gAsFg pertenece a una clase de conduc-
tores anlsotrdpicos, que consisten en cadenas met8licas de ilones
de mercurio que tienen como soporte una matriz 16nical3?), En
la figura II.6 aparece la estructura cristalina del compuesto.
Los iones octahédricos de AsFg~ forman una red tetragonal
(a=b=7.54A, ¢c=12.34A), dentro de la cual hay canales que no se
intersectan y que corren paralelos a los ejes a y b, como se ve
en la figura. No hay cadenas de Hg paralelas al eje c. La dis-
tancia entre Hg y Hg dentro de las cadenas, que es d=
2.64A, es inconmensurada con la constante de red de la matriz
tetragonal y a temperatura ambiente las posiciones de los atomos
de Hg dentro de una dada cadena estan desordenadas con respecto
a las posiciones de los atomos de Hg en cadenas vecinas. A
To= 120 X hay wuna transicidén de fase y las cadenas de Hg se
ordenan formando una red tridimensional regular. Se han llevado
a cabo mediciones precisas con difraccidn de neutrones que indi-
can que la estequiometrfia del compuesto es Hg3.gAsFg, § de-
pende de la temperatura, variando de .18 a temperatura ambiente
a .21 a bajas temperaturas(4°). Como consecuencia de su es-
tructura, las propiedades electrdnicas de este sistema son muy
anisotrdpicas. Este sistema presenta una inconmensuracidn de
composicidn. El1 hecho de que la distancia Hg-Hg sea inconmensu-
rada con la constante de red de la red subyacente de AsFg~,
tiene como efecto que la interaccidn entre las cadenas de mercu-

(41,43).

rio y la matriz de AsFg~ sea despreciable La in-

teraccidn entre cadenas de Hg, por encima de T,, es muy peque-
fla y por lo tanto se puede considerar al sistema de cadenas de

mercurio como realmente unidimensiona1(44).
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FIGURA I1.6: Vista de la estructura cristalina del compuesto Hg3_6AsF

Figura sacada de la referencia 40.
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Hemos calculado el potencial sobre los atomos de Hg, para
ver si lo que se obtiene puede ser comparado con alguno de los

potenciales propuestos en la seccidn II.2,

En los cflculos del potencial electrostético,VHg(rVqu=
quj/rij’ hemos descartado la influencia de los iones de
Fluor por poseer eéstos capa cerrada de‘electronés. Para calcu-
lar este potencial se ha escrito un programa que genera las ca-
denas de Hg y la matriz de As. De este programa existen dos
versiones, en una de ellas las cadenas de Hg estin desordenadas
unas con respecto a las otras ("unlocked") y la otra versidn ge-
nera el sistema por debajo de T,, o sea una red tridimensional

ordenada (Ylocked").

Para calcular VHg(r) se tomaron tantas capas de Hg y de
As como se hizo necesario en cada caso, para obtener neutralidad
en el entorno de los mercurios considerados (con una precisidn
de *.,01e ). Se tomd al grupo AsFg con una carga puntual
igual a -1. Dado que hay ®.2.,86 atomos de Hg por cada dgrupo

AsFg, se tomd a cada Hg como una carga puntual de 0.35%,

El potencial obtenido sobre cada atomo de una cadena de Hg
para el caso en el cual las cadenas estln corridas unas con res-
pecto a las otras en forma aleatoria, aparece graficado en 1la
figura II.7 y el obtenido para las cadenas ordenadas aparecen en

la figura II.B.

Hemos calculado el promedio del potencial para los dos ca-

so08 (locked y unlocked) obteniendo:

Vg™ E VHg(i)/N='.0644ev cadenas de Hg al azar
VHg= z VHg(i)/N=‘.0641eV cadenas de Hg ordenadas

en estas expresiones N es el nfimero de mercurios considerado en
el promedio (23 &tomos). De la comparacidn de los datos obteni-

dos para ng en ambos casos, se desprende gue los mercurios
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"ven" sobre todo a los arsénicos y los primeros vecinos Hg, o
sea que la aleatoriedad en la posicidn relativa de los atomos en
las distintas cadenas no produce ningfin cambio significativo en

el comportamiento del potencial.

De las fig. II.7 y I1.8 se desprende que se puede ‘ajus~
tar tanto una funcidn tipo zigzag como una tipo coseno por los
valores del potencial Vug obtenidos. En los graficos hemos

hecho pasar una funcidn tipo zigzag.

El periodo que esper@bamos obtener para VHg era de 7.54A,
que es la distancia entre los atomos de As, pero de las figuras
se obtiene un periodo T=d*n, siendo n el nmero promedio de ato-
mos por cada vuelta del zigzag, igual a T=d*n=2,.64*3,28A= 8,66A.
Creemos que la razdén por la cual no hemos obtenido el periodo
correcto en el cilculo del potencial, se debe a que el potencial
de la forma 1/r converge muy lentamente y que hubiera sido nece-
sario tomar muchas mds capas de atomos alrededor de cada mer-
curio para poder obtener mejores resultados. Con el objeto de
corroborar lo dicho, hemos probado calculando con un potencial
de la forma 1/r4, que converge muchisgimo mds ripido y tal como

lo esperabamos, se obtuvo el periodo correcto.

Surge de los cllculos hechos que tanto el potencial con mo-
dulacidn tipo coseno como la funcidn zigzag pueden tener sentido
fisico y cudl de los potenciales se encuentra mis cerca de la
realidad en cada caso particular, se desprenderi de las propie-

dades electrdnicas proplas de cada ejemplo.

En este trabajo se han usado valores grandes para Aa, con
el objeto de hacer mis notorios los efectos de la inconmensura-

cidn, mucho mayores que los que resultan de los calculos de esta seccidn.



II.6 Conclusiones

Hemos mostrado hasta agqui gque la estructura de la densidad
de estados electrdnica de los sistemas inconmensurados depende
fuertemente del tipo de modulacidn usada para los elementos dia-

gonales del Hamiltoniano.

Un resultado interesante que hemos obtenido es que la dis-
tribucibén de estados en gaps y minigaps depende en todos los ca-
sos de la expansidn del n{imero irracional q (cociente entre dos
periodicidades que compiten dentro del sistema) en fracciones
continuas. Ademis, el nlimero de estados en exceso o en defecto
en la banda central de la densidad de estados, con respecto al
nimero de estados en las bandas laterales es el mismo para todos

los tipos de modulacidn en los cuales existen gaps.

Una diferencia de importancia entre los distintos modelos
estudiados, consiste en que el valor de la amplitud de la modu-
lacidn para el cual la estructura de gaps y minigaps se hace mias
evidente es distinto en cada caso. En el ejemplo con la modula-
cidn tipo coseno, ese valor es Aa= 2, para toda la banda. En el
caso de la modulacidn tipo zigzag ese valor depende de la mini-
banda que estemos considerando y del valor de g y el modelo

diente de sierra depende del valor de q.

Calculando aproximadamente el potencial sobre los atomos de
las cadenas de Hg del compuesto Hg;_gRsFg hemos mostrado que
la modulacidn tipo zigzag introducida por nosotros parece tan
adecuada como la modulacidn tipo coseno para el ejemplo conside-

rado.



CAPITULO III

Introduccidén de desorden en los sistemas inconmensurados

unidimensionales

ITI.1 Introduccidn

Los sistemas inconmensurados tienen en comiin con los siste-
mas desordenados el no poseer una celda unidad, cuya repeticidn
dé como resultado el cristal, en otras palabras, los dos tipos
de sistemas carecen de periodicidad. A diferencia de 1lo que
ocurre en los sistemas desordenados, en 1los inconmensurados
existe orden de largo alcance. Cabe, entonces, preguntarse cdmo
son las diferencias que existen entre los sistemas desordenados

y los distintos modelos inconmensurados entre si.

Hemos elegido, en este trabajo, comparar con el modelo de
Anderson de sistema desordenado. Se trata de un modelo de unio-
nes fuertes, en el cual el desorden se manifiesta en los elemen-
tos diagonales del Hamiltoniano. Este desorden se obtiene eli-
glendo al azar los elementos diagonales del Hamiltoniano de una

distribucidédn uniforme de probabilidades, P(a)(43), 0 sea:

P(a)= 1./(24Aa) -Aa<a<Aa
P(a)=0, fuera de este intervalo
(3.1)

de tal manera que 24a es el ancho de la distribucidn. Esta dis-
tribucidn de los elementos diagonales del Hamiltoniano es 1la
misma que en nuestros dos modelos inconmensurados, a pesar de
que en un caso habrid correlacidén entre &atomos vecinos y en el
otro no., Hay diferencias obvias en n(E), ya que en un caso hay

gaps, mientras que en el otro no.



Nos hemos planteado dos modelos distintos para introducir
desorden en los sistemas inconmensurados: en el primer caso,
todos los elementos diagonales del sistema inconmensurado son
modificados al azar siguiendo la misma ley, mientras que en el
segundo modelo unos pocos elementos de matriz, seleccionados al
azar, son modificados dejando el resto intacto. En ambos casos
la distribucidn es tal que conduce al desorden de Anderson,

cuando el grado de desorden se aproxima a su valor méximo(35).

Recientemente, H. Aoki ha publicado un trabajo en el que
estudia la estructura electrdnica de sistemas que poseen una
distorsién modulada de la red y les ha introducido desorden,
también del tipo del de Anderson{46), Afn cuando en el pro-
blema de Aoki la modulacidn se manifiesta a través de los ele-
mentos no diagonales del Hamiltoniano de uniones fuertes, en-
cuentra, también en este caso, que la estructura electrdnica del
sistema es muy distinta a la del sistema desordenado sin distor-
8ién y que la misma es sensible a la magnitud y periodo de 1la

modulaclidn.

III.2 Modelos de desorden

Los dos tipos de desorden que hemos introducido podrian
utilizarse para simular el proceso de fusidn. En ambos el de-
sorden se manifiesta a través de los elementos diagonales del

Hamiltoniano (autoenergias de sitio).

Se trata de estudiar en este Capitulo cdémo convergen al 1i-
mite totalmente desordenado los modelos inconmensurados al in-

troducir los dos tipos de desorden.

a) Desorden uniforme
En este tipo de desorden, las autoenergias de sitio

ad(zn) del sistema estdn dadas por la siguiente expresidn:

ad(z )= (1=-x)alz;) + xR, (3.2)



donde R, es8 un nimero al azar que se encuentra en el intervalo
[-Aa,+Aa], x es el grado de desorden y los a(z,) estin dados
por los modelos inconmensurados introducidos en el capitulo an-

terior.

En el limite x*0, el sistema tiende al inconmensurado ori-
ginal, mientras que en el limite x+1 se obtiene el modelo de

Anderson.

b) Desorden tipo dislocacibn

Este modelo de desorden podria simular un proceso de fu-
516n provocado por la presencia de dislocaciones. En este caso
se selecciona al azar una fraccidén x de atomos del sistema in-
conmensurado y se le asigna a cada uno de estos atomos autoener-
gias de sitio obtenidas al azar dentro del intervalo [-Aa,+Aa].
Sea para estos atomos ad(zn)= R, El resto de las autoe-
nergias queda inalterado, o sea, conserva los valores que tenia

dentro del modelo inconmensurado usado.

También en este caso, en el limite x+0 el sistema tiende al
inconmensurado original, mientras que en el limite x*1 se obtie=

ne un sistema totalmente desordenado de Anderson.

Es {itil introducir una medida de la desviacidén de cada sis-
tema inconmensurado, parcialmente desordenado, con respecto al
modelo de Anderson totalmente desordenado. A tal efecto, hemos
introducido el parametro @(x), definido por la siguilente expre- -

siodn:

[[n(E,x)-n(E, 1) ]24E 1/2

O(x)=
[[n(E,0)-n(E, 1) ]2aE (3.3)

En la expresidn anterior, n(E,x) es la densidad de estados

del sistema inconmensurado, parcialmente desordenado, con grado

de desorden x.



Las distribuciones de las autoenergias de 1los modelos
zigzag y diente de sierra son uniformes y por eso elegimos para
el desorden, también una distribucidn uniforme. Eso nos permite
introducir un parimetro, ©(x), que mide los apartamientos de los
sistemas parcialmente desordenados con respecto al modelo de
Anderson completamente desordenado y tener la misma ley de dis-

tribucidén para las autoenergias de sitio en ambos limites (x=0.

y x=1.)

ITII3. Cilculo de las densidades de estados

Se ha calculado la densidad de estados de los sistemas con
desorden haciendo uso del mismo método aplicado en los cdlculos
del Capitulo II y tomando cadenas de 10000 &Atomos en cada caso.
En la figura III.1 aparece la densidad de estados, n(E), para
r=3 (ecuacidén (2.16)) y Aa= 1. como funcidn del grado de desor-
den, x, para el desorden de tipo uniforme introducido en el mo-
delo zlgzag. De la figura se desprende que se produce un llena-
do paulatino de los gaps, provocado por un ensanchamiento de las
bandas de energia. Para x=0.5 todos los gaps han desaparecido.
Para x=0.7 la densidad de estados es similar a la del modelo
completamente desordenado (fig.III.1, x=1.). A medida que el
grado de desorden crece los minigaps del sistema inconmensurado
son los primeros en llenarse y los gaps mis anchos (resabio de
los gaps del sistema conmensurado mis cercano) terminan de lle-
narse para valores mayores de x. AGn cuando en los dos casos,
tanto para el modelo inconmensurado como para el sistema de
Anderson, cualquier valor de a que se encuentre entre -Aa y +Aa
es igualmente probable, en el sistema inconmensurado af(zp)
est8 univocamente relacionado con a(z,+¢),mientras que en el
sistema desordenado son totalmente independientes. Esto produce
densidades de estado muy distintas, la correspondiente a 1los
sistemas inconmensurados ya fue discutida en el Capitulo II y la

del sistema completamente desordenado tiene el ancho de banda
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FIGURA III.l: Densidad de estados, n(E), para r=3 en ec. (2.16), ba=1.,
y t®l como funcidn del grado de desorden ,x, para el

desorden tipo uniforme introducido -en el modelo zigzag.



mis grande que el gsistema ordenado con un atomo por celda unidad
(fig. III.1,x=1) y no tiene la singularidad en el borde de ban-

da, caracteristica del caso unidimensional.

El desorden tipo dislocacibén presenta caracteristicas muy
diferentes de las del desorden uniforme, dado que en el caso del
desorden tipo dislocacidn, para cualquier valor de x desaparecen
todos los gaps simultineamente. Esto se debe al hecho de que a
una fraccidén "x" del nlimero total de adtomos se le asignan autoe-
nergias de sitio al azar que no estln correlacionadas con las de
sus vecinos, Notemos que en el caso del desorden uniforme, para
un dado orbital, cuya autoenergia de sitlio era a antes de in-
troducir el desorden, después de introducir un grado "x" de de-
sorden uniforme, la misma podr8 encontrarse en el intervalo
[(1-x)aian], mientras que si lo que introducimos es desorden
tipo dislocacidn la autoenergia de sitio podr8 no modificarse en
absoluto o encontrarse en el intervalo [-Aa,+Aa], de tal manera
que en el desorden de tipo uniforme las autoenergias cubren un

intervalo de valores mds restringido.

En la figura III.2 se muestra el efecto del desorden tipo
dislocacidn sobre el modelo zigzag, también para una inconmensu-

racidn tal que r=3 en la ecuacidn (2.16).

En la tabla III.1 aparece el parametro O(x) para los dos
tipos de desorden aplicados al modelo zigzag. En nuestros
c8lculos las integrales han sido reemplazadas por sumas con un
intervalo de energias igual a .02t (t=1.). Nbtese que ©(1) no
es en ningln caso igual a cero; no puede serlo por la siguiente
razdn: a dos poblaciones de Atomos distintas y finitas corres-
ponderin densidades de estado distintas; como en el numerador de
(3.3) la suma que aparece es sobre la diferencia al cuadrado en-
tre dos densidades de estado calculadas sobre distintas pobla-
ciones, esa suma serid siempre mayor que cero. El1 valor limite
O0(1) depende del denominador de la ecuacidn (3.2) y varia por

tal razddn con r y Aa. ©(1) se aproximarid tanto m&s a cero,
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cuanto mayor sea el valor del denominador de (3.3) y éste cre-
ceri con respecto al numerador (para cada valor de r y Aa) al

aumentar el nfimero de intervalos de energia involucrados en 1la

suma.

Lo primero que se desprende de la tabla III.1, es que el
desorden tipo dislocacidn es mis fuerte que el desorden unifor-
me, pues O(x) para este tipo de desorden llega a su valor final,
©0(1), para valores menores de x que para el desorden uniforme.
También se desprende de la tabla gque cuando r= 36, para un
mismo tipo de desorden, O(x) converge mds r&pido que para r=3,
0 sea que para ambos tipos de desorden O(x) converge mls rapida-
mente cuanto mis grande es la celda unidad del conmensurado mas
cercano y ademis para un dado x, O(x) decrece a medida que crece

el valor de r en la ecuacidn (2.16).

Desorden uniforme Desorden tipo dislocacidn
x r=3 r=36 r=3 r=36
0.0 1.00 1.00 1.00 1.00
0.1 0.73 0.52 0.53 0.30
0.2 0.54 0.29 0.35 0.17
0.3 0.45 0.17 0.26 0.12
0.4 0.38 0.14 0.20 0.11
0.5 0.30 0.13 0.17 0.10
0.6 0.23 0.12 0.15 0.10
0.7 0.18 0.12 0.14 0.10
0.8 0.16 0.10 0.14 0.09
0.9 0.14 0.10 0.14 0.09
1.0 0.13 0.10 0.13 0.09

TABLA III.1: O(x) en funcidn de x para el modelo

zigzag. Aa=1. Los nimeros de esta

tabla tienen un error de *0.01



El resultado mis interesante es que O(x) es una funcidn no
lineal de x y que los valores limite se obtienen ya para siste-
mas parcialmente desordenados. Para el desorden tipo disloca-
cidén este valor limite de O(x) se obtiene para x= .5, s8i r=36 y

para x=.7 s8i r=3.

La figura III.3 muestra el efecto del desorden uniforme en
el modelo diente de sierra y en la tabla III.2 aparece el para-
metro O(x) para ambos tipos de desorden impuestos a este modelo.
El comportamiento de O(x) como funcidén de r y del tipo de desor-

den es similar al comportamiento obtenido para el modelo zigzag.

Desorden uniforme Desorden tipo dislocacidn
x r=3 r=36 r=3 r=36
0.0 1.00 1.00 1.00 1.00
0.1 0.87 0.79 0.54 0.42
0.2 0.67 0.47 0.38 0.31
0.3 0.55 0.32 0.32 0.26
0.4 0.47 0.28 0.27 0.25
0.5 0.39 0.24 0.23 0.25
0.6 0.32 0.25 0.20 0,23
0.7 0.28 0.24 0.20 0.22
0.8 0.24 0.23 0.20 0.24
0.9 0.21 0.21 0.20 0.20
1.0 0.22 0.22 0.20 0.22

TABLA III.2: O(x) en funcidn de x para el modelo diente

de sierra., Aa= 1,
Se puede obtener un resultado interesante comparando ambas
tablas para x=1. Debido a que el valor de 0O(1) es prlcticamente
el mismo en ambos casos, se desprende que el denominador

p= [[n(E,0) - n(E,1)]? 4aE (3.4)

es en promedio cuatro veces mis grande para el modelo zigzag.



Esto da una medida cuantitativa de las diferencias entre los dos

"modelos de sistemas inconmensurados e indica que el modelo dien-

te de sierra se encuentra mis cerca del modelo de Anderson com-
pletamente desordenado que el modelo zigzag, para Aa=1, Esta d4di-
ferencia entre ambos modelos fue estudiada en funcidén de Aa, por
ejemplo, para r=3 el coclente Dgjente de sierra’ D;igzag ©S

aproximadamente igual a 1 para 4Aa=.5 y aproximadamente igual a
5.5 para Aa= 1.5, Ver tabla III.3. Los valores que aparecen en
la tabla no hay que tomarlos en términos absolutos, sino en tér-
minos relativos, dado que no son el promedio sobre un muestreo.
Hay que tomar la tabla como indicativa de que el modelo diente
de sierra se encuentra mids cerca del modelo de Anderson que el
modelo zigzag, con excepcidn hecha del caso r=3 y Ada=.5 para el
cual los dos modelos estin igualmente cerca del de Anderson. La
tendencia se acentfia a medida que crecen r y Aa, Esto se des-

prende también de la comparacidn de las tablas III.1 y III.2.

Dgiente de sierra/Dzigzag
Aa r=3 r=36
0.5 1. 2.4
1. 2.5 4.8
1.5 5.5 5.8

TABLA III.3: Dgjente de sierra/Dzigzag en funcidn de

Aa y x

La tabla III.3 se obtuvo sacando el promedio entre los va-
lores correspondientes al desorden tipo dislocacidén y al desor-

den uniforme.



III.4 Conclusiones

Hemos estudiado en este capitulo cbmo afecta el desorden a
la densidad de estados de sistemas inconmensurados unidimensio-

nales.

Hemos mostrado que con la introduccidn de desorden los mo-
delos inconmensurados se tornan pr8cticamente indistinguibles
del modelo de Anderson para un grado de desorden, x, bastante

menor que 1.

Comparando el efecto producido por los dos tipos de desor-
den introducidos por nosotros, mostramos gque el desorden tipo
dislocacidn es mids fuerte que el uniforme, lo cual se pone de
manifiesto en el hecho de que el limite de Anderson se obtiene

en el primer caso, para valores mas chicos del grado de desorden

X

En cuanto a los modelos inconmensurados estudiados, con-
cluimos que la cercania al modelo de Anderson depende del modelo
congsiderado, encontrindose el modelo diente de sierra mis cerca
del modelo de Anderson que el zigzag, incrementidndose esta ten-

dencia a medida que crecen r y Aa.



CAPITULO IV

Modelo unidimensional con solitones: su densidad de estados

IV.1 Introduccidn

Los modelos del Capitulo II consisten en cadenas formadas
por atomos equidistantes entre si. El efecto del potencial ex-
terno inconmensurado con la red, se manifiesta a través de una
modulacidén de los elementos diagonales del Hamiltoniano electrd-
nico. En realidad el potenclal peribddico de la red puede llegar
a ocasionar complicadas distorsiones no lineales en la estructu-
ra modulada que da origen al potencial externo y cuya periodici-
dad es inconmensurada con la de la red. Seg{in hemos visto en el
Capitulo I, esa estructura modulada puede ser una onda de densi-
dad de carga, una distorsidn modulada de la red, en el caso de
inconmensuracidn de desplazamiento; o bien otra red de &tomos u
"onda de densidad de masa", en el caso de inconmensuracidn de
composicibn. S1 el acoplamiento entre las dos periodicidades
varia, el potencial de la red puede dar lugar a una transicidn
llamada "transicidn conmensurado-inconmensurado®, en la cual los
dos periodos se conmensuran. Cerca de esta transicidn, el siste-
ma inconmensurado consiste de regiones que son conmensuradas con
la red separadas por paredes de dominio o disconmensuraciones.
Estas paredes de dominio aparecen como solucidn de la ecuacidn

de Sine-Gordon y por tal razdén se denominan "solitones"(7/8),

Para los compuestos de composicidn no estequiométrica, que
estan formados por cadenas de aceptores y cadenas de donores,
como en el caso de Hg3z_gAsFg en el cual los periodos de 1la
red de donores y de la red de aceptores son inconmensurados en-
tre si, se puede plantear el siguiente modelo. Se considera una

red bidimensional compuesta por dos tipos de cadenas A y B, con



cada cadena de tipo A rodeada por cadenas de tipo B y vicever-
sa(e). Ver figura IV.1. En primera aproximacidn se puede con-

siderar que cada cadena experimenta el efecto de un potencial
periddico externo debido a las cadenas vecinas. Esto precisa-
mente es lo que hemos hecho en el Capitulo II. Frank y van der
Merwe mostraron que postulando para las cadenas, por ejemplo de
tipo A, interacciones armdnicas entre los atomos y reemplazando
el efecto de las cadenas de tipo B sobre las cadenas de tipo A
por un potencial externo sinusoidal, al variar la intensidad del
potencial externo versus la intensidad de la interaccidn elasti-
ca dentro de la cadena, tlene lugar en este modelo una transi-
cién de fase conmensurado-inconmensurado y muy cerca del
"lock-in" conmensurado el sistema consiste en una sucesidn Ade
solitones. En la figura IV.2 aparecen los atomos de la cadena
considerada ubicados en el campo del potencial externo, en (a)
la periodicidad de los adtomos de la cadena es inconmensurada con
la del potencial externo, en (b) el sistema se encuentra cerca
del "lock-in" conmensurado, y presenta zonas conmensuradas con
el potencial externo separadas por disconmensuraciones y en (c)
ya se ha producido la transicidn, los atomos de la cadena en
cuestidn se encuentran en los pozos del potencial externo o sea

que se han conmensurado con este Gltimo.
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FIGURA IV.1: Sistema bidimensional formado por dos subre-

des interpenetrantes. (sacado de ref.8)



FIGURA

v, 2:

(A)

Atomos de la cadena unidimensional ubicados en el campo
del potencial externo.

A) T.a periodicidad de la red de Atomos negros es incon-
mensurada con Ja periodicidad del potencial externo.

R) Se describhe una situacién en la cual hay zonas de la

.cadena de Atomos negros que se encuentran en los pozos del

potencial externo, separadas por zonas inconmensuradas.
En la fig. aparece tan.sdlo uno de los solitones.
C) Los atomos negros se encuentran en los pozos del poten-

cial externo. Las dos periodicidades son conmensuradas.



En este capitulo nos interesa calcular la densidad de esta-
dos electrdnica de sistemas, que como el descripto, presentan
solitones, con el objeto de investigar la presencia o no de una
estructura de gaps y minigaps al estilo de la que poseen los

sistemas estudiados en el Capitulo II.

IV.2 Célculo de las posiciones de equilibrio de los atomos

Siguiendo a Theodorou y Rice(a), consideremos un cristal
que esta compuesto por dos subredes inconmensuradas entre si, a
y B, cuyas periodicidades son a y b respectivamente. Se supone
que las dos subredes tienen cargas de signo opuesto y que se en-
cuentran ligadas debido a la fuerza electrostltica. Como las
cadenas poseen periodicidades distintas, diferentes sitios de
una misma cadena experimentarfn potenciales distintos. Cada sub-
red se encontrard bajo la influencia de un potencial periddico
externo creado por la otra subred. Cada subred tendri a su vez
un perfiodo propio a lo largo del eje de la cadena, definido como
el periodo de la cadena en ausencia del potencial externo. Su-
pongamos que a y b son inconmensurados entre si y a{b. Si Va(n)
es la energia potencial en el sitio n de la red A, provocada por
la subred B y de forma equivalente Vb(n) es la energia poten-

cial en el sitio n de la subred B producida por la subred A,
Va(n) es periddica con periodo b y Vp(n) con periodo a.

Theodorou y Rice muestran que:

va(n)= (1/2)U cos{(27/b) (an-3s) ] (4.1)

en donde 8 es el corrimiento de las cadenas B con respecto a las

Ay

ua= [(80,0,)/b] NyKg(27a/b) (4.2)



N, es el niilmero de cadenas de tipo B primeras vecinas a dis-
tancia d de la cadena A, Q, Y Qb son las cargas de los 1iones
que corresponden respectivamente a las subredes A y B y Ky es

la funcidn de Bessel de orden cero.

Si en lugar de calcular el efecto de B sobre A, calculamos

el efecto de las cadenas A sobre las cadenas B, se obtiene:
Up= [(8Q,0p)/a] NKq(27d/a) (4.3)

Para afb se obtiene quel UJ ” Ud . 8sto significa que
el potencial externo mAs 1intenso seri el percibido por 1la
subred A. Por esta razbn se puede considerar que la subred B
es rigida con periodo igual a su periodo propio b y estudiaremos
el efecto sobre la subred A debido a la presencia del potencial

que se origina en las cadenas B.
Consideremos, entonces, que tenemos una sola cadena de ato-

mos A, expuesta a un potencial externo. La energia potencial

total de la cadena se podr& escribir como:

Nea= 1/2 ua)l  (2p4q = 25 - a)2 +

n
U,/2 z [1 - cos(2nzn/b)] (4.4)
n
en donde =z denota la posicidn del n-ésimo &tomo y sea

n
u, ¥ o.

El primer término de (4.4) describe el hecho de que en au-
sencia del potencial de perfiodo b, la configuracidén de equili-
brio de la cadena a temperatura cero est8 dada por una distancia
entre Aatomos igual a "a". Esta distancia minimiza la energia
elistica. Por otro lado, en ausencia del primer t&rmino tendre-

mos un minimo de energia potencial para aquellas configuraciones



tales que z,=nb. Cuando ambos té&rminos estin presentes el mi-

nimo de energia se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones

dea/dzn= 0., de donde

TU,

82¢,= zn4q - 225 + 24 4= ( ) sin((27/b)z,)

uab
(4.5)

Esta ecuacidn nos da la posicidn de equilibrio del n-&simo

dtomo de la cadena.
Hacliendo la transformacidn
= nb + (b/m)¢, + 1/2 Db (4.6)

Zn

que permite definir a la variable ¢, como una fase, (4.5) se

transforma en

(4.7)

La resolucidn de este sistema de ecuaciones es muy dificil

s1 no se hace la siguiente aproximacidn:

aén aze,
¢p-1= ¢ -~ — + 1/2 —— + . e e
dn dn?
ad, azg,
$ne1= $p + — + 1/2 —— + e e
dn dn?

(4.8)



Esta aproximacién, que es la aproximacidn del continuo, es

vilida siempre que A$,= X ,,q —- X, sea pequefio. Truncando

en las expresiones (4.8) a sequndo orden, queda en (4.7):

Esta aproximacién implica una variacidén pequefia entre los des-

plazamientos de un sitio y el siguiente y es vilida cuando

ﬂz Ua
€ sin(2¢,) (4.10)
ub 2

Dentro de la aproximacidn del continuo llegamos, entonces, a la

ecuacidn

a4, n? u,
= - — sin(2¢,) (4.11)
dn 2 u b2

Esta es la bien conocida ecuacidén de Sine-Gordon que es no li-
neal y es la ecuacidn correspondiente al péndulo clasico. Para

establecer la analogfia basta con sustituir espacio por tiempo en

(4.9).

En los ejemplos de conductores 1d6nicos, los valores tipicos
son, U,* 10'2eV, Uy = 104 dyn/cm y b= 3A(8), entonces
(nZUa/uabz) = 1,8 10~2, Es justificado usar en estos casos

la aproximacidn del continuo.

Fisicamente se sabe que existen dos tipos de soluciones pa-
ra la ecuacidén (4.11). La primera es la solucidn para oscila-
ciones pequefias y la segunda surge cuando el péndulo tiene ener-
gia cinética suficiente como para dar un giro completo, enton-
ces, sl no hay disipacidn como en nuestro caso, aumentar8 inde-

finidamente su fase. Hay un valor de la relacidn entre la ener-



gia cinética y la potencial para el cual el péndulo puede dar el
primer giro, existiendo entonces en este sistema una condicidn
critica para dos tipos diferentes de soluciones. Lo mismo va a
suceder con nuestro sistema, s5lo que la competencia entre ener-
gia cinética y potencial se refiere en nuestro caso a la compe-

tencia entre energia elistica y la energia potencial de interac-

cidén con la otra cadena.

Fisicamente ocurre lo siguiente: partiendo de la situacidn
conmensurada, en la cual la constante de energia elastica entre
dtomos es muy pequefia comparada con la intensidad del potencial
externo, o sea uabzf(Ua, la energia elistica de cada atomo
estari dada por (1/8)n2ua(a - b)2, ubiclndose los &tomos en
los pozos del potencial externo. Cuando (1/2)ﬂ2ua(a-b)2'"Ua,
la energia elistica es del orden de la barrera de potencial que
hay que superar para pasar de un pozo a otro del potencial ex-
terno. Existe, entonces, una condicidn critica en funcidn de

U,+ En el caso critico la solucién del sistema es tal, que se
necesita un tiempo infinito para dar una vuelta completa, si nos

referimos a la analogia con el péndulo fisico. Para Ua=U:,

aparece, en nuestro caso, el primer solitén, que también se sue-
le llamar defecto, dislocacidn o disconmensuracidn. Esto es

producto de la no linealidad del problema.

Para U, s ug la solucidén presenta defectos peribddicamen-

te. Ver figura IV.2. Las funciones elipticas que son solucidn

de la ecuacidn de Sine-Gordon tienen precisamente este comporta-

miento.

Se tienen, entonces, las siguientes posiciones de equili-

brio para el problema:
c
nb U, > Ua

nb + (b/n)¢(n) + (1/2)Db Uy € U8 (4.12)




¢(n) se obtiene resolviendo (4.11), con lo cual,

m

1 ® 1 da
zZ,= b(1 - —_— )n - (2b/ﬂ){2 _— — *sin(zu(m/Ra)n)}+-E
Ry m=1 W 1+q§‘“ 2

(4.13)
qy mide la amplitud de las desviaciones con respecto a una ca-

dena de atomos equidistantes, tal que la distancia entre atomos

primeros vecinos es:

a= b(1 - —) (4.14)

R, es el nimero promedio de Atomos entre dislocaciones(8),

a

IV.3 Cdlculo de la densidad de estados

Habiendo hallado las posiciones de equilibrio de los atomos
de la cadena de tipo A dentro de este modelo, podemos ahora cal-
cular la densidad de estados electrdnicos del sistema,suponiendo
que la influencia del potencial externo se manifiesta a través
de una modulacidn de los elementos diagonales del Hamiltoniano;
esta modulacidn estard dada por q¥ 271/b., De los modelos usados

en el capitulo II, hemos usado 86lo la funcidn coseno
a(z,)= ldacos(qzy,) (4.15)

Hemos usado la funcidn coseno para las autoenergias de si-
tio para ser consistentes con la forma funcional del potencial
externo que aparece en (4.4). Este tipo de modulacidn también ha
sido usado recientemente por Sokoloff para calcular la estructu-

ra de bandas de un sistema con solitones(27).



Antes de proceder a detallar los cllculos de densidad de
estados realizados, creemos interesante llamar la atencidn sobre

el comportamiento de a(z,) en los casos extremos U, = U:
y u, €« U: « Para U, = Ug, el sistema tiene una densidad

chica de solitones y la funcibén q, , que aparece en (4.13),
esti muy cerca de la unidad, pudiéndosela aproximar segiin el de-
sarrollo que aparece en la ref. 8 y que aqui no hemos transcrip-

to totalmente, por:

qa® Exp( - )
1n(1/2 £.1n(f)) (4.16)

. = c c _ ara U_/uc & :
en (4.16) f=16 UZ /(U7 U,) Y par a’ . €€ 1 se tiene

c
64Ua (4.17)

Para U, *= Ug R a(zn) se comporta de la misma forma

que z,, O sea como una funcidn de solitones, con regiones con
valores constantes separadas por regiones con grandes variacio-

nes. Como se desprende de (4.17), para Ua/Ug << 1, da

tiende a cero y a(z,) como funcibén de n es de forma cosenoi-
dal, o sea que nuestro modelo en este limite tiende al modelo
con modulacidén coseno del Capitulo II. En la figura IV.3 mostra-
mos un=2ﬂ(zn/b - n) y a(z,) en funcibén de n para dos ejem-

plos particulares. Hemos supuesto U, ~ 10_2ev,

M= 104dyn/cm y b~ 3A, que son valores tipicos para este ti-

po de sistemas{8), Hemos tomado U, como unidad de energias

Yy b como unidad de distancilias, entonces de acuerdo con &sto

Ha= 55. En nuestros ejemplos el que varia es el valor de "a".
En el primer caso de la figura IV.3 a= .914, con estos valores
para los parfmetros a, u,- b y U, se obtiene, empleando las

férmulas que aparecen en la referencia (8), que Ry= 1.1,
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=40.8, qa=0.3

a

» 4= 0.03 y (2) R

a



9a= <03 y Ua= .2U° . q, para este ejemplo lo hemos

calculado usando (4.17). En el segundo ejemplo de la figura

a= .96, con lo cual R,= 40.8, g,= .3 y U,= +985U§ . En

este caso, q, lo hemos calculado usando (4.16). En el primer
ejemplo u, es practicamente lineal con n, lo cual indica que
los atomos esti&n pricticamente equidistantes (a una distancia
promedio de ~.9) asemejandose, entonces, el sistema al modelo
con modulacidn tipo coseno del Capitulo II. En el segundo ejem-
plo tanto u, como a(z,) tienen la forma tipica de una fun-

clidn con solitones, nos encontramos cerca del limite conmensura-

do.

Las densidades de estado las hemos calculado usando el mé-
todo de Dean(3e), tomando para los ejemplos de la figura IV.3,
t=A4a=1. en las ecuaciones (2.6) y (4.15). Ver figura IV.4. El
primer ejemplo de esta figura muestra un nQimero pequefioc de gaps
en comparacidn con el segundo ejemplo, debido al valor chico de
R, en este caso y la densidad de estados es pricticamente si-
métrica debido a que el valor de q,, que mide la amplitud de
las desviaciones con respecto a una cadena de dtomos equidistan-

tes, también es pequefio.

El segundo ejemplo de la figura IV.4 presenta un mayor nfi-
mero de gaps, debido al valor grande de R,, pero los mismos
estdin distribuidos de forma muy asimétrica (g, s mayor que en
el caso anterior) con los gaps mads anchos en la zona de bajas

energias.

La asimetria en la densidad de estados es una caracteristi-
ca del comportamiento de los sistemas con solitones (q, Y
U,/U,C grandes) y esta asimetria se debe a que la distri-
bucidn de los a(z,) también es asimétrica. De hecho una gran
proporcidn de los valores de a(zn) se encuentran alrededor de
+1, lo cual implica que la densidad de estados tiene que tener
forzozamente mayor peso en la zona de altas energias. Si uno

compara la densidad de estados obtenida para el segundo ejemplo
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FIGURA IV.4: Densidad de estados para el modelo con solitones. Los casos

(1) y (2) se corresponden con los mismos casos de'la figura
IV.3 y (3) muestra el efecto del desorden uniforme introduci

do en el caso (2)



‘con uno en el cual g,=0., o sea con un sistema equivalente

dentro del modelo con modulacidn coseno del Capitulo II, que
tenga Q= 21/40.8 en la ecuacidn (2.12), la densidad de estados
obtenida tiene el mismo nimero de gaps, pero es obviamente simé-

trica.

Hemos mostrado, entonces, que cuando Ua~U% s existen en

nuestro sistema zonas conmensuradas separadas por paredes de
dominio (dislocaciones o solitones), obteniéndose una densidad

de estados asimétrica. Cuando Ua((US la densidad de estados

que se obtiene es simétrica. De tal manera que al ir variando

la temperatura pasando del primer lfmite U,~U§ al limite

Ua((Ucase debiera ver una densidad de estados cada vez més

simétrica y con un nimero de gaps cada vez menor.

Hemos introducido desorden de tipo uniforme en estos siste-
mas observindose al igual que en los ejemplos del Capitulo IIIX
un ensanchamiento progresivo de 1las bandas al incrementar el
grado de desorden 1introducido. Esto se muestra en la figura
IV.4 para el caso Q/27m=1/40.8 y qga= .3 para un grado de de-
sorden x= .24, para el cual ya todos los gaps han desapa;ecido.
Pareceria que el desorden afecta mis a estos sistemas con soli-
tones que a los tratados en los capitulos anteriores, dado que

para valores de x menores ya han desaparecido todos los gapse.



CAPITULO V

Localizacidn en sistemas inconmensurados unidimensionales

V.1 Introduccidn

Los cristales conmensurados (sistemas ordenados) se carac-
terizan por tener todas sus funciones de onda extendidas, mien-
tras que los s851idos desordenados unidimensionales tienen todos
gsus estados localizados para cualquier grado de desorden(so).
Cémo se comportan los sistemas inconmensurados? Se cree que el
modelo unidimensional descripto por el Hamiltoniano de la ecua-
cién (2.8) tiene una transicidn abrupta, que llamaremos transi-
cidén metal-aislador, para Aa=2, Esta transicidn se caracteriza
porque por debajo de Aa=2., el espectro de H parece ser casl con-
tinuo, o sea que los estados extendidos forman un espectro den-
so, mientras que para Aal2. el espectro es denso pero discreto,
existiendo, tal vez, un conjunto de autofunciones extendidas de
medida nula. Lo anterior es clerto siempre que el nimero Q/27

no sea un niimero de Liouville[25'34].

Soukoulis y Economou han estudiado recientemente la depen-
dencla espacial de las funciones de onda para el Hamiltoniano de

uniones fuertes, cuyos elementos diagonales son de la forma:
alz,)= Aao[cos(Qn) + Aa,cos(2Qn)] (5.1)

Con Aap/t= 1.9, A4a4=1/3 y Q= 0.7 los autoestados co-
rrespondientes a energfas altas se localizan con m&s facilidad
que los correspondientes a bajas energfas, existiendo un borde
de movilidad, Ep, que separa regiones del espectro con estados

localizados, de regiones con estados extendidos(26),

Sin embargo el problema de la localizacidén en los sistemas

inconmensurados no esti muy definido. Recientemente Hogg vy



Huberman intentaron demostrar que todos los estados correspon-
dientes a un potencial cuasi-periddico son extendidos(ze). El

modelo considerado en el trabajo de Hogg y Huberman corresponde
a una ecuacidn de Schroedinger con un potencial cuasi-
periddico. Dado que la mayor parte de los estudios realizados
hasta ahora con potenciales cuasi-periddicos y que dan estados
localizados, han sido hechos en la aProximacién de uniones fuer-
tes o bien usando potenciales constituidos por funciones 6,
existe la posibilidad de que la localizacidn sea especifica de
estos modelos. Sokoloff y José también han mostrado que para
una secuencia cuasi-periddica de barreras de potencial no infi-

nitas, existen estados localizados y extendidos(zg'ao).

Grempel et al., mostraron recientemente que para una modu-
lacidn tipo tangente de las autoenergias de sitio, todos los es-
tados estin localizados cualquiera sea la amplitud de la modu-
lacién(32'33). Para formas generales de la modulacidn, dife-
rentes tratamientos aplicados por distintos autores han mostrado

que existen bordes Ade movilidad[19'47'4e].

Nos interesa, en este capitulo, estudiar el comportamiento
de los modelos inconmensurados presentados en el Capitulo II, en
cuanto a localizacidn se refiere. Se espera de estos sistemas,
que presenten bordes de movilidad, dado que las funciones de mo-
dulacidn cuando son expandidas en serie de Fourier poseen méds de
un armdnico y en vista de que el modelo dado por (5.1) que posee

dos armdnicos, presenta un borde de movilidad[26'66].

Hemos usado Y(E), llamado factor de crecimiento exponencial
de las funciones de onda, obtenido por medio del método de 1la
matriz transferencia como medida de 1la 1localizacidn. Usando
Y(E) en combinacidn con los histogramas de la densidad de esta-
dos, n(E), calculados por el método de Dean, hemos podido obte-
ner informacidn acerca de las diferencias entre los distintos

modelos(49).



V.2 Factor de crecimiento exponencial Y(E): Medida de 1la

localizacidn

Ve2l.1 Y(E) para un sistema unidimensional ordenado

La exposicidn que B8Bigue se basa tanto en el excelente

articulo de Ishii(so) como en la Tesis Doctoral de Pichard(51).

Fijemos nuestra atencidn sobre la ecuacidn de Schroedinger

estacionaria y discretizada para una cadena semi-infinita:

t(¥peq + Yp-q) + a(n) ¥ = EY (5.2)

La ecuacidn (5.2) se puede escribir también en forma matri-

clal:

¥ Yoo (5.3)

La matriz T, es la 1llamada matriz transferencia y esté

dada por
(E - a(n))/t -1

1 0 (5.4)

T, €8 una matriz real de determinante igual a 1.

En el problema periddico con celda unidad de un solo ele-
mento ,Por ejemplo cuando a(n)= 0. para todo n, los autovalores y
autofunciones de la matriz T (sea t=1.) tienen las siguientes

caracteristicas:

a) Dentro de la banda de energias, o sea en la regidn en

donde la ecuacldn de Schroedinger (5.2) posee autovalores dados



por E= 2cos(k), los autovalores de T son de la forma e

elk

e~1
1

de

ik y

correspondiéndoles, respectivamente, los autovectores

1

ﬁ)y (ei O sea que dentro de la banda, toda solucidn

(5.2) se proyecta sobre dos ondas planas que se propagan en

direcciones opuestas:

¥4 elk(n+1) e-1k(n+1)

wn eikn e-ikn (5.5)

En este caso tenemos, entonces, que:

sea

lim (1/n) (¥ 2 + ¥p,.12)= 0. (5.6)

n+®

b) Fuera de la banda de energias permitidas,' ﬂ > 2., o

E= 2cosh(k), 1los autovalores y autovectores de T son
k k k e~k

respectivamente ety e *, que corresponden a/fe"\y

1 1

En este caso toda solucidn de (5.2) se proyecta sobre dos

ondas, una que crece y otra que decrece, exponencialmente, segin

la misma direccibn:

Yn+1 ek(n+1) e-k(n+1)
= Pp + 8,
wn ekn e-kn
(5.7)
En este caso, se tiene:
2 2y -
lim (1/n) log(¥, +Tn+1 )= 2k ¥ 0. (5.8)

n-+o



Noétese que:
(1/n) log(¥,% + ¥ ,,%)=

=(2/n) logd T, T _q s+« T4
Yo (5.9)

nos da el comportamiento asintdtico de una solucidn particular
de (5.2) para una dada energia E y valores iniciales Y3 vy Yq,
tales que (W12 + WOZ)* 0. Se llama factor de crecimiento

exponencial de las funciones de onda a

¥4
Y(E)= lim (1/n) logd T, Tp.q e Ty
n+o wo

(5.10)

Para un sistema periddico, como el ilustrado, dentro de 1la
banda de autoenergias del sistema, Y(E)= 0., siendo las funcio-
nes de onda correspondientes, funciones extendidas. Fuera de 1la

banda de energfias permitidas se ha encontrado que Y(E)? 0(50).

V.2.2 Y(E) para un sigstema no periddico

Hay dos tipos de sistemas no periddicos, los desordenados
y los inconmensurados. En éstos hay que demostrar que se puede

definir Y(E).

Existe un teorema, el Teorema de Oseledec(64), que garan-

tiza la existencia de la matriz asintdtica A, definida como:

A= lim (uim ) (1/2n)
n+®

con Mn'—‘ Tn oo e T1 (5.11)



sl cada una de las Tj estd acotada, independientemente de que

sean todas iguales o distintas (al azar). Esta condicidn se
cumple en nuestro caso, dado que para los potenciales cuasi-
periddicos wusados, el valor absoluto de cualquiera de 1los

elementos de matriz de las matrices T; es finito(zs).

Los logaritmos de los autovalores de la matriz de Oseledec

son los llamados coeficientes de Lyapunov, Y;(E). En el
caso unidimensional tendremos dos coeficientes Y, Y Y=

-72=Y(E), pues las matrices T; son simplécticas(51),

El teorema de Oseledec no dice nada sobre el valor de Y(E)
para sistemas desordenados. El teorema de Furstenberg, en cam-
bio prueba la divergencia exponencial del producto de matrices

asocladas a una cadena desordenada, estableciendo que para casi

todo vectorl x?, se cumple con probabilidad 1 que(so):
1im (1/n) 1o M (E)| x» | = Y(E) ¥ 0
n+o (5.12)

Matsuda e Ishii[5°'53] han mostrado que este Y(E), recién
definido, est8 asociado con la localizacidn de las funciones de

onda.

Teniendo en cuenta que Y(E) es cero dentro de las bandas de
los sistemas ordenados y mayor que cero para un sistema desorde-
nado y fuera de la banda de energfas permitidas de un sistema
periddico, entonces Y(E)=0. caracterizari a los estados extendi-

dos y Y(E)?0. a los localizados y a los gaps.

Thouless define como longitud de localizacidén a la inversa
de Y(E) en los casos en los que E es una autoenergfa del
sistema(57).

Tal como lo puntualiza Ishii(so), el hecho de gque solu-
ciones particulares de un sistema desordenado crezcan exponen-
cialmente, no implica necesariamente que los autoestados de un

sistema finito pero muy largo y desordenado estén localizados.



Esta relacidn entre el crecimiento exponencial de soluciones
particulares y la existencia de autoestados exponencialmente lo-
calizados para sistemas finitos fue sugerida por Borland(sz) Yy

fue estudiada por Matsuda e Ishii(53) para sistemas infinitos.

Segiin Ishii la correspondencia entre estados localizados en un
sistema finito y la existencia de autoestados exponencialmente
localizados en sistemas infinitos estd intimamente correlaciona-
da553)Esto ha sido aceptado por muchos autores en los filtimos
tiempos y sobre la aceptacidén de esta correspondencia es que

descansan los cilculos realizados en este capitulo.

V.3 ME&todo para el cfllculo de Y(E)

Si usamos Y¥g= 0. y Y4= 1. como condiciones de borde,

se puede obtener de manera recurrente Y(E), de forma tal que el

c8lculo numérico resulta sencillo. Aplicando sucesivamente
T; a Y9y \= [1)se obtiene:
Yo 0
wn+1) (E-en)/t -1 (E-e1/t -1 1
¥n 7/ 1 0 1 0 0
E-€1)/t
=Tn e e T2

(E-Gz)/t - 1/C1

=T, eee T c,

(E-€e)/t - 1/(Cph_y)
= C1C2...Cn_1
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C1=(E - 51)/t
C2=(E - ez)/t - 1/C1
cy= (E = €)/t - 1/C4_, (5.13)

Teniendo en cuenta (5.9), (5.10) y (5.13) se obtiene para

Y(E):

Y(E)= lim (1/2n)In{[(E-€p)/t = 1/Cp_1]%2+1}*(cqecec i)

n+®

= lim (1/2)1n[(E-e)/t-1/C,_4) 241](1/0)

n >

n-1
+ ) 1n ¢4 (1/n) (5.14)
1=1

Calculando Y(E) haciendo uso de la expresidn (5.14) hemos
obtenido las propledades de localizacidn de los distintos mode-

los inconmensurados introducidos en los Capitulos II y 1V,
En la prictica, para cadenas finitas, nunca se obtiene

Y(E)= 0., sino Y(E)= 1/N, para los estados extendidos, siendo N

el nlimero de dtomos considerados en la cadena.

V.4 Resultados

Para el cllculo de Y(E) hemos tomado en todos los casos ca-
denas de 5000 Atomos, dado que ya para esta cantidad de &tomos
obtenemos una buena convergencia para Y(E). Con el objeto de
obtener un criterio numérico para determinar la localizacidn o
no de un estado hemos ploteado ld an(Eﬂ en funcidn de n para

distintos valores de E, Aa y Q, para los distintos tipos de mo-

dulacidn. Si para una energia dada, correspondiente a un estado



extendido, graficamos lﬂ wnZ(Eﬂ en funcidn de n, obtendremos
valores casl constantes para 1d VnZ(E)I para todo n o bien va-
lores que oscllan alrededor de un cierto valor medio. si se
tratase, en cambio, de la energia correspondiente a un estado
localizado 14 Ynz(Eﬂ en funcidn de n tendrid que crecer hasta
llegar a valores muy cercanos a cero y luego decrecer. Tengamos
en cuenta que los coeficientes de la funcidn de onda estdn nor-
malizados y por tal razdn ld VnZ(Eﬂ € 0. sSi nos encontrise-
mos ubicados en una energfia que se encuentra dentro de un gap,
14 WnZ(E” deberia crecer partiendo de nﬁmeros'muy negativos y
tender a un valor negativo cercano a cero, que dependera del nf-

mero de atomos usados y de la normalizacidn.

En la prictica es muy dificil ubicarse exactamente en la
autoenergia correspondiente a un estado localizado, de tal mane-

ra que ese decrecimiento no lo veo nunca.

En todos los ejemplos calculados hemos observado que para
Y(E) € .001, ld an en funcidn de n oscila alrededor de un
valor medio, de tal manera que caracterizamos como extendidos a

aquellos estados para los cuales Y(E) € .001.

Para Y(E) ¥ .0025 1n| an crece exponencialmente en todos
los ejemplos tratados. Y(E) ¥ .0025 caracteriza, entonces, a los

estados localizados y a las energias que se encuentran dentro de

gapse.

Para valores de Y(E) que se encuentran en el pequefio in-

tervalo .001 € Y(E) € .0025 resulta dificil decir si los estados

son localizados o extendidos.

A los efectos de chequear el criterio enunciado, hemos cal-
culado Y(E) para la modulacidn tipo coseno. Los resultados que
debemos obtener para este modelo son bien conocidos. Sabemos
que para Aa/t { 2. el espectro es casl continuo y para Aa/t ?» 2.
los estados son todos o casi todos localizados, 1independiente-

mente del valor de Q y h. Hemos tomado apg= 0., t=1 y h=0 en



todos los cllculos. En la figura V.1 aparece n(E) y Y(E) para
dos valores de Aa, uno por debajo y otro por encima del valor
critico Aa,=2. Hemos hecho los c&lculos en el caso particular

de este modelo para Q/(2m)=(Y(13.)-3.)/2, que corresponde a ha-
cer r=3 en (2.16). Para Aa= 1.9 y haciendo un barrido con A(E)=
.026t, se perfila la posicidn de las bandas de energia, pero pa-
ra detectar las bandas de estados extendidos, gque son muy angos-
tas, hay que hacer un barrido mis fino. Del primer barrido se
ve, por ejemplo, que en los alrededores de =-.26 podria haber
bandas de estados extendidos. Esto se desprende del hecho de
que Y(E) como funcidén de E va disminuyendo su valor para luego
volver a incrementarse. Barriendo, entonces, con un A(E)= .0026

en los alrededores de esta energia se obtuvo:

E Y(E)
~.26 «0738
-.2574 .0649
-.2548 «0529
-.2522 .0286
-.2500 .0009
-.2470 .0006
-.2444 .0009
-.2418 «0247

TABLA V.1: Valores de Y(E) en funcldn de E en los alrede-

dores de E= -.26 para la modulacidn coseno.

Aa=1.9,r=3.

Se ve claramente de la tabla que entre E=-,2500 y -.2444
(y sus simétricos con respecto a E=0.) hay una banda de estados
extendidos. Hemos repetido este procedimiento a lo ancho de to-

da la banda. Los resultados aparecen en la figura V.1,

Hemos adoptado el criterio de no graficar los valores de
Y(E) en los minigaps. NOtese que los minigaps tampoco aparecen

en el histograma de n(E), dado que la precisidén del mismo no lo

permite.
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FIGURA V.1: n(E) y yY(E) para la modulacidn tipo coseno, para la mitad de

la banda y r=3 en ecuacidn (2.16).

(a) Aa= 1.9, (b) Aa= 2.1



Concluimos de comparar los resultados obtenidos para Y(E)
con la densidad de estados, que para Aa=1.9, los estados exten-

didos forman banda para la modulacidn tipo coseno.

Para Aa= 2.1 (ver figura V.1) hemos hecho lo propio, ha-
ciendo una primera barrida con A(E)= .0273 y luego aumentando la
precisidn del barrido en las zonas en donde se perfila la posi-
cidén de las bandas a partir de la primera barrida. Obtenemos de
esta forma que Y(E) » 0.049 y que Y(E)= 0.049 en las zonas de
la banda en donde hay estados. Comparando los resultados obteni-
dos para Y(E) con el histograma de la densidad de estados, vemos
que para Aa=2,1 todos los estados son localizados, la mayoria de
ellos con un grado de 1localizacidn correspondiente a Y(E)~
0.049 . Podrian existir estados extendidos aislados, los que

evidentemente no forman banda, ni un espectro denso.

Es interesante notar que de los grificos de Y(E) uno puede
determinar cualitativamente el nfimero y posicidén de los gaps.
En las figuras V.1 y las que siguen, los valores de Y(E) en el
centro de los gaps superan nuestra escala. Cuando comienza un
gap, Y(E) crece notablemente, mientras que es comparativamente

constante dentro de las bandas.

También hemos estudiado el comportamiento de Y(0) para dis-
tintos valores de Q y Aa para el modelo correspondiente a la mo-
dulacidn coseno. Usamos para Q, nuevamente la expansidn en
fracciones continuas dada por la ecuacidn (2.16) con r=2, 3 y 6.
Los resultados aparecen en la tabla V.2 y muestran un crecimien-

to abrupto en Aa=2 para cualquier valor de Q.

De lo expuesto surge que hemos podido reproducir 1los dos
resultados bien conocidos y ya discutidos. Hay una transicidn
metal-aislador en este modelo para Aa/t= 2., no dependiendo es-

tos resultados del valor de Q. Podemos afirmar, entonces, que

el cfilculo de Y(E) en combinacidn con el de n(E) nos provee de
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T 2 v 3 6
Aa
1.5 0.00011 0.00036 0.00054
1.6 0.00038 0.00043 0.00031
1.7 0.00064 0.00052 0.00032
1.8 0.00092 0.00062 0.00078
1.9 0.0012 0.00071 0.00091
2.0 0.0096 0.006 0.0094
2.1 0.097 0.0999 0.098

TABLA V.2: 2y(0) en funcién de Aa y Q para la modulacidn tipo

coseno. Q estd dado-por la ecuacidn (2.16)

T 2 k) 6
Aa .
2.1 0.00027
2,2 0.00053
2.3‘ 0.00047 0.00091
2.4 0.00053 0.0016
2.5 0.00074 0.00058 0.020
2,6 0.00090 0.00065 0.090
2.7 0.0011 0.00071
2.8 0.0013 0.00074
2.9 0.0016 0.0092
3.0 0.045 0.081
3.1 0.11

y .

TABLA V.3: 2y(0) en funcidn de Aa y Q para el modelo. zigzag.

Q esta dado por la ecuacidn (2.16)




un método adecuado y de bajo costo computacional para obtener
las propiedades de localizacidén de las funciones de onda para

los distintos modelos de Hamiltoniano.

Para el modelo zigzag hemos hecho los cédlculos para los
mismos valores de Q que para el Hamiltoniano con modulacidn co-
seno. Los resultados aparecen en la figura V.2 y la tabla V.3.
De la figura V.2 se hace evidente que el sistema tiene dos bor-
des de movilidad simétricos que separan regiones con estados lo-
calizados de regiones en las cuales los estados extendidos for-
man banda. Los bordes de movilidad se corren hacia E= 0. a me-
dida que crece el valor de Aa. De Y(0) en funcidén de Q y Aa,
tabla V.3, se ve que el valor de Aa,, para el cual el estado
correspondiente a E=0. sB8e localiza depende de Q. De hecho, para
r=2, E= 0., se localiza para Aa,~ 3., para r= 3 se localiza

para ba.= 2.9 y para r=6 para Aac= 2.5.

Notamos, entonces, que para el Hamiltoniano zigzag los es-
tados comienzan a localizarse para Aaf 2. y se tornan todos lo-
calizados para Aad> 2., existiendo una diferencia considerable

con respecto a la modulacidn tipo coseno.

Los resultados para la modulacidn diente de sierra aparecen
en la figura V.3. Este modelo exhibe también bordes de movili-
dad que se van corriendo hacia E= 0. a medida que Aa crece. Pe-
ro en este caso, los valores relevantes de Aa, son mucho meno-
res que para la modulacidn zigzag y coseno. De nuestros calcu-
los se desprende que para r=6, todos o casi todos los estados se
han localizado para Aa,= 1.1, para r=3, Aac= 1. y para r=2.,
da= 0.9. La dependencia de Aac con r es menor que en el

caso de la modulacidn zigzag y en sentido opuesto.

En contraste con el modelo con modulacidn zigzag, en el mo-
delo diente de sierra, el borde de movilidad separa una regidn

en la cual el espectro de estados localizados es denso de otra
regidn que parece contener tanto estados extendidos como locali-

zados.
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FIGURA V.2: n(E) y Y(E) para la modulacidn tipo zigzag para la mitad de la
banda de energias y r=3 en ec. (2.16). (a) Aa= 1.5 , (b) Aa= 2.5

El borde de movilidad estd indicado con una flecha.

| S !
7| 27E®)| |

0.4F (@) 041 (b)

0.3 03

0.2 0.2

0.f 0l

0 0 -
n(e) o4} n(E) 0.4

Tt g T fog

"0 ‘|‘-ﬁ5 T Y 0.0g =0 a5 0 -05f 00

FIGURA V.3: n(E) y y(E) para la modulacidn tipo diente de sierra para la mi-
tad de la banda de energias y r=3 en ec. (2.16). (a)Aa=.5,

(b) Aa=.8. E1 borde de movilidad se indica con una flecha.



El valor de Aa. para el cual todos los estados se locali-
zan decrece a medida que se pasa del Hamiltonlano =zigzag
(2.5€ da. € 3.) al coseno (Aa.= 2.) y de &ste al diente de
sierra (0.9 £ Aag € 1.) y recordemos, que para la modulacidn
tangente todos los estados son localizados cualquiera sea el va-
lor de Aa igqual que para los sistemas desordenados unidimensio-
nales. Esto sugiere que la modulacidn diente de sierra puede
considerarse mas cerca de un sistema totalmente desordenado que
el coseno y este filtimo mads cerca del sistema desordenado que el
correspondiente al Hamiltoniano zigzag. Este resultado es con-
sistente con lo estudiado en el Capitulo III, en el cual nos de-~
dicamos a los sistemas inconmensurados-desordenados. En el Ca-
pitulo III habfamos concluido que la modulacidn tipo diente de
slerra estd8 mis cerca del modelo de Anderson completamente de-
sordenado que el modelo zigzag, en el sentido de que se necesita
menos desorden para que la densidad de estados del modelo diente
de sierra se asemeje a la del modelo de Anderson totalmente de-

sordenado que para el modelo zigzag.

Ve5 Conclusiones

En este capitulo hemos calculado el factor de crecimiento
exponencial, Y(E), obtenido por medio del método de la matriz
transferencia, para los sistemas inconmensurados unidimensiona-
les introducidos en el Capitulo II. Cuando se usa este método
en combinacidn con los histogramas de la densidad de estados,
obtenidos por el método de Dean, se obtienen las propiedades de

localizacidn de estos sistemas.

Mostramos que las propiedades de localizacidén de estos mo-
delos son fuertemente dependientes de la modulacidn y que cuando
la modulacidn no es un simple coseno, existen bordes de movili-
dad y el valor de la amplitud de la modulacidén para el cual los

estados se localizan depende del valor de Q.



De 1lo dicho se desprende gque 1los sistemas tight-binding
unidimensionales, cuyos Hamiltonianos no son autosimilares(17),
como es el caso del coseno, no presentan una transicidén metal-
aislador independiente de Q y E en la cual se pasa de tener un

espectro casi continuo a uno puntual denso.

Con la precisidén usada en nuestros cllculos, no podemos
descartar la existencia de estados localizados aislados en el
caso del potencial con modulacidn tipo coseno, para Aa€2., si
podemos asegurar que los estados extendidos forman banda. Tampo-
co podemos descartar la existencia de estados extendidos aisla-
dos para AaY2., pero si asegurar, que para estos valores de Aa
los estados localizados forman un espectro denso. Nuestros re-
sultados entonces no se contradicen con lo que aparece en la li-

teratura mas reciente y rigurosa sobre el particular(zs).

En el caso del Hamiltoniano tipo zigzag, tampoco podemos
descartar la existencia de estados localizados en la zona en
donde 1los estados extendidos forman banda, lo que si podemos
afirmar es que, comparativamente el Hamiltoniano diente de sie-

rra, presenta muchos mis estados localizados en esa zona.



CAPITULO VI

Sistema unidimensional con solitones: Localizacidn

VIi.1 Introduccidn

Volvamos al sistema estudiado en el Capitulo IV, que con-
sigste en paredes de dominio o disconmensuraciones, separadas por
regiones en las cuales el potencial de la red y el potencial de
modulacidn son conmensurados(7’8). En este capitulo estudia-
remos las propledades de localizacidn de sistemas unidimensiona-
les que presentan solitones, utilizando el método de la matriz
transferencia en combinacibén con histogramas de la densidad de

estados obtenidos por el método de Dean (ver capitulo V).

Una propledad interesante que mostraron Su y Schrieffer,
tebricamente, es que aparecen cargas fraccionarias en sistemas

unidimensionales con ondas de densidad de carga(54),

que pre-
sentan paredes de dominio. En particular en sistemas con un ter-
cio de banda 1llena, la carga en las paredes de dominio es de
te/3 © *2e/3. Esto se relaciona con la localizacidn de las fun-
ciones de onda, porque la presencia de solitones (defectos o
dislocaciones) da origen a la aparicidn de estados en los gaps
de la densidad de estados del sistema y siendo estos estados,
estados aislados, los mismos son localizados. Estos autores han
estudiado, como ejemplo, la formacidn de solitones en poliaceti-
leno, encontrindose con la presencia de estados localizados,
asociados a la existencia de los solitones(ss'se). Teniendo en

cuenta estos antecedentes, hemos considerado interesante inves-
tigar las peculiaridades de la distribucibén de la carga electrd-
nica en nuestro modelo con solitones(49), ademis del cflculo

de la localizacidn con los métodos del capitulo V.



Vi.2 Modelo usado

En el capitulo IV calculamos la densidad de estados de un
sistema electrdnico, para el cual las posiclones de equilibrio
de los atomos no son equidistantes, sino que se obtienen postu-
lando interacciones armdénicas entre los atomos y un potencial
externo sinusoidal, cuya periodicidad es inconmensurada con 1la
de la red. Del formalismo de Theodorou y Rice(e), en la apro-
ximacidn del continuo, obteniamos para z, (posicidn del n-

ésimo atomo):

= b(1-1/Ry)n - (2b/m) {J(1/m) [q™ /(14g2™) ]#

m=1
'Bin(Zﬂmn/Ra)}+ b/2 (6.1)

Zn

en donde Ra)1 Y 0¢q,¢1 son funcidn de las distancias incon-
mensuradas "a" y "b" y de los potenclales externo e interno.
Recordemos que para las autoenergias de sitio habiamos impuesto

una modulacidén de la forma:
a(zn)= Aa cos((2ﬂ/b)zn) (6.2)

Cuando se usa la aproximacidn del continuo, la densidad de
estados que se obtiene es asimétrica, pero no lo suficiente como
para que las diferencias en la localizacidn con respecto a un
sistema inconmensurado con modulacidn coseno sea notable. Esto
fue puntualizado tambié&n por sokoloff(27), con el objeto de
que se haga evidente el efecto de la presenclia de dislocaciones
en el sistema, hemos calculado Y(E), para un sistema en el cual
zn esti dado formalmente por la ecuacidn (6.1), pero tal que
no es solucidén del Hamiltoniano de Theodorou y Rice. Ry ¢ el
nimero medio de &atomos entre dislocaciones y q,, el grado de
apartamiento con respecto al sistema conmensurado, se han tomado

como parlmetros independientes, elegidos de tal forma de hacer

resaltar el efecto de las dislocaciones-



Vi.3 Calculos y resultados

VI.3.1 Localizacldn

En los cllculos de 1localizacidén se han usado cadenas de
10000 idtomos. La densidad de estados fue calculada por el méto-
do de Dean y el factor de crecimiento exponencial de las fun-
ciones de onda, Y(E), fue calculado por el método de la matriz

transferencia.

Hemos elegido para nuestros cllculos R,= 2/(Y13-3) Y
qa=-3. Con estos datos para los parimetros se obtiene una
densidad de estados muy asimétrica y con pocas bandas importan-

tes.

En la figura VI.1 aparece n(E) y Y(E) para este sistema. El
mismo presenta un borde de movilidad, y no dos como en todos los
cagsos simétricos que vimos antes, con estados localizados a 1la
izquierda del mismo y extendidos a la derecha. Este borde de
movilidad se mueve hacia la derecha, a medida que se aumenta el
valor de Aa. El nivel de Fermi para una banda llena hasta 1la
mitad (un electrdn por orbital) cae en la regidn de estados ex-

tendidos alin para Aa=6.

Si q, se reduce a .1, la densidad de estados que se ob-
tiene es mis simétrica que en el caso anterior, pero el nivel de
Fermi cae en la zona de estados localizados ya para Aa=2. Todo
indica, entonces, que estos slstemas son mejores conductores,

cuanto mis asimétricos son.

VI.3.2 Distribucidn de la carga en los sistemas con soli-

tones

Otro aspecto interesante de los modelos con solitones es la
aparicidn de cargas fraccionarias y de estados localizados aso-

ciados con las dislocaciones(54,56)
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Con el objeto de estudiar la distribucibén de la carga entre
los atomos de nuestro modelo de uniones fuertes, hemos usado una
cadena muy corta, de nada m&s que 30 atomos, y diagonalizado
la matriz del Hamiltoniano correspondiente para el caso
Ra=2/(/13-3) + 93=+3. Hemos usado una cadena donde el sis-
tema casi se repite 10 veces para que la diagonalizacidén no re-
sultase tan costosa, pero debido a que el valor de Aa en el
ejemplo es muy grande, estando las funciones de onda en general
muy localizadas, a pesar de tratarse de una cadena corta es 1lo
suficientemente larga como para poder sacar algunas conclusiones
de los resultados obtenidos. Una vez que los autovalores y au-
tofunciones han sido obtenidos, la carga sobre cada uno de 1los
Stomos se calcula ficilmente suponiendo que la banda esti semi-
llena, como sigue: Sea Ci,u el coeficiente de la funcidén de
onda corregspondiente a la autoenergia u, sobre el orbital i. La

carga q;, sobre cada atomo es:

1/2 banda
qi= L c? (6.3)
u i,u

En la figura VI.2 aparecen graficados, a(z,)/Aa=cos(2mz, /b)

Y 4 + la carga sobre el atomo n. Cuando a(z")/Aa es apro-
ximadamente +1, el atomo en cuestidn esti pricticamente en re-
gistro con el potencial externo de periodicidad b, mientras que
a(zn)/Aa= -1 representa una dislocacidn o defecto. De la fi-
gura VI.2 se torna evidente, que las dislocaciones actfian como
atractores de electrones, dado que mis carga negativa dn esté

asociada a aquellos atomos que tienen a(zn)~ -1.

Hemos mostrado un ejemplo extremo, Aa=6., aungue no se tra-
te de un caso de mucha realidad fisica, porque en &l se puede

apreciar bien la distribucidn de la carga y entender bien la
idea de 1las cargas fraccionarias. Naturalmente estos efectos
aparecen también para valores mis pequefios de Aa, siendo en este

caso no tan pronunciados.
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E n a(z,)/ba
-5.578 10 -00899
-5.188 23 -0.834
-4.028 20 -0.636
-3.447 13 -0.537
-1.921 30 -0.295

TABLA VI.1: Resultados obtenidos al diagonalizar una ma-
triz de 30*30 para el caso Ra=2/(/13 -3)
qa=°‘3' Aa=6. La primera columna contine
los autovalores mds bajos y la segunda columna
contiene los sitios en los cuales estin loca-
lizadas las funciones de onda correspondien-

tes.

Con respecto a la localizacidn de las funciones de onda,
observamos que los autovalores bajos, poseen autofunciones com-
pletamente localizadas en los sitios de defecto. Ver tabla VI.1.
De hecho, el autovalor mids bajo posee una autofuncidn localizada
en el sitio niimero 10 de la cadena, siendo el valor de a(zqg)
el mis cercano a -1. A medida que aumenta el valor de las autoe-
nergias, los sitios en los cuales las autofunciones estln loca-
lizadas tienen valores crecientes de a(zn). Obtenemos, enton-
ces, por este método también, que los estados mids localizados
son aquellos de menor energia y tambié&n obtenemos que estin lo-
calizados en 1las dislocaciones o sitios de defecto. Su vy
Schrieffer observan también que la carga se acumula en las re-

giones en donde se encuentran las paredes de dominio.



CAPITULO VII

Sistemas inconmensurados bidimensionales: Su densidad de

estados

VII.1 Introduccidn

Los sistemas reales nunca son completamente unidimensiona-
les, debido a que siempre existe una interaccidn entre las cade-
nas de Atomos de un sistema. En este Capitulo estudiaremos 1la
influencia que tiene la segunda dimensidn en las propledades de
los sistemas inconmensurados. Calcularemos densidades de estado
para distintos modelos bidimensionales y ademds los efectos de
la inconmensuracidn en dos redes bien conocidas: 1la red cuadra-

da y la red del grafito.

VII.2 Modelos bidimensionales: Modelos en fase y en anti-

fasg

Como en los capitulos anteriores usamos un Hamiltoniano de

uniones fuertes, que para un sistema bidimensional adopta 1la

siguliente forma:

32(\l’n+1,rn"'\yn—1,m)+81(\l’n,m-1""wn,tn+1)+

talzy o) ¥n,m™ EY,,m (7.1)

By es la integral de interaccidén entre primeros vecinos en la
direccidén "y", B, es la integral de interaccidn entre primeros
vecinos en la direccibén "x", a(zn'm) es la autoenergia de si-
tio correspondiente al atomo que ocupa la posicidn (n,m) en el
espacio bidimensional. “n" denota la posicidén n-ésima sobre el

eje "x" y m la posicidédn m-&sima sobre el eje ;y". Los coefi-



cientes wn,m son los coeficlentes de expansidn de la funcidn

de onda de uniones fuertese.

@ —20 [ ] e [ ] [ ]
o
(n-1,m)
e [ ] [ ] [ ] [ ] e
J
(n,m=1) (n,m) (n,m+1)
[ [ ] [ ] e e
(n*1,m)
e [ ] [ ] [ ] [ ] e
Y
[ ] [ ] [ ] o [ ] [ ]

>

FIGURA VII.1: Red bidimensional

La mayor parte de los sistemas que estudiamos presentan la
caracteristica de estar sometidos a un potencial externo perid-
dico, que segfin la direccidn "x", es inconmensurado con el po-

tencial de la red, teniendo segin "y" la siquiente periodicidad:

i) Modelo en fase

Este sistema consiste en cadenas de atomos que estin en fa-

se unas con respecto a las otras, siendo en este caso:
a{z, ,m)= ag + Aacos(2mQx, + h) (7.2)

En (7.2) x,= na para todo entero m.



La celda unidad de este modelo es una cadena unidimensional

infinita y se repite idénticamente segfln y.
ii) Modelo en antifase

En contraste con el modelo i) estudiamos el otro caso ex-
tremo para pares de cadenas, donde las autonergias de sitio de
una fila estfin en antifase con respecto a las autoenergias de
sitio de la cadena anterior. La celda unidad en este caso con-
siste en dos cadenas unidimensionales infinitas, siendo:

a(zn,m)= ag + Aacos(an+h) m par

a(zn,m)= ag = Aacos(an+h) m impar (7.3)

nuevamente x,= n.a para todo m.

Tanto en el modelo 1) como 1i) hemos tomado ag=h=0.
ii1) Modelo inconmensurado segfin dos direcciones

En este modelo hemos introducido inconmensuracidn segiin las
dos direcciones del sistema, eligiendo para las autoenergias de

sitio la siguiente forma funcional:
a(zn,m)= ag + Aacos(nQ1a + mQ,a + h) (7.4)

Nuevamente, sin pérdida de generalidad tomaremos ay=h=0.
En todos estos modelos Q, Q1 ¥ Q2 gon iguales a 27 veces un

nimero irracional.

Para el modelo 1ii) podriamos haber planteado la siguiente

forma para las autoenergias de sitio en lugar de (7.4):

alzp, )= Ba(cos(Qqna+hq)+Aacos(Qyma+thy)
(7.5)

Hemos decidido quedarnos con (7.4), pues este modelo tiende al

modelo i) o al 1ii) dependiendo de que Q/(2m) sea un racional



perteneciente a los enteros o igual a I/2 con I entero impar,

respectivamente. (7.5) no tiende a ninguno de estos dos modelos

cualquiera sea Qg

Hemos aplicado en los casos bidimensionales tan s85lo modu-
laciones de tipo cosenoidal. Seguramente las modulaciones zig-
zag y diente de sierra, también, darfian resultados interesantes,
pero ya con el coseno podremos sacar conclusiones sobre el efec-

to de la segunda dimensidn.

Dado que tanto el modelo 1) como el 1i) son periddicos se-
gGn "y", se puede aplicar el teorema de Bloch segfin esta direc-

cidn.
La funcidn de onda de Bloch tendrf la siguiente expresidn:
¢k= z ak—g ei(k - g).r (7.6)
La sumatoria en g, es sobre los vectores de la red reciproca.

Dentro de la aproximacidn de uniones fuertes tenemos:

i(ka 13

¢i= (1//M)] e 374, (r-r)
) (7.7)
i
b es 1la funcidn de onda de Bloch sobre el orbital del sitio
i,M es el nGmero de celdas unidad del sistema, ¢4(r - Rji)
es el orbital atdmico correspondiente al &tomo i en la celda

unidad j. La sumatoria en j es sobre todas las celdas unidaaqd.
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La celda unidad del modelo (i)

gura VII.2.

valor de k, ser&n entonces,

H(i,i)= ay *+ 281cos(ka)

H(i,1%1)= B,

Y

i= 1,N
-n/a<k{n/a

X

Celda unidad del modelo en fase.

s AaN-1
. . . . .

a
A A,

FIGURA VII.3:

(11)

Para el modelo (1i1i)
figura VII.3.

cada valor de k serfn:

Celda unidad del modelo en antifase.

N——occ

Modelo (i)

es la que aparece en la fi-
Los elementos de matriz del Hamiltoniano, para cada

teniendo en cuenta (7.6) y (7.7):

(7.8)

Modelo

la celda unidad es la que aparece en la

Los elementos de la matriz del Hamiltoniano para



H(i,i)= ag + (=11 Aacos[Q((1+R)/2))
R=0 si i es par
R=1 8i 1 es impar

H(i%1,1)= B4(1 + e*l2kay 44 4 eg par

H(i*1,1)= 0. 8i § es impar
H(1%2,1)= B, para todo 1
-n/2a<k{n/2a

(7.9)

El ancho de banda de Lifshitz de los modelos bidimensiona-
les (1) e (i1), ser§ igual a 4B4+4By+2V4= W. Para un dado
valor de k la densidad de estados del modelo (i) es la del in-
conmensurado unidimensional, para el mismo valor de la inconmen-

suracidn Q, centrada en 2B4cos(ka).

Supongamos que un dado gap en la densidad de estados unidi-
mensional tiene un ancho G. Dado que la densidad de estados del
sistema bidimensional se obtiene superponiendo las densidades de
estado unidimensionales correspondientes a valores de k que van
degsde -7/a hasta n/a, de tal manera que los centros de las suce-
sivas densidades de estado barren el eje de las energias de

-2B4 a +281, el gap de ancho G mencionado sequirid existiendo

8dlo si
B1€ G/4 (7.10)

Esto es coherente con el hecho de que persistirin tantos
més gaps, cuanto mds pequefio sea el valor de B4 con respecto a
B2, o sea que para B4+ 0 se recuperarid el problema unidimen-
slonal con modulacidn coseno. Cuanto mayor es la interaccidn

entre cadenas mids se borran los gaps del problema unidimensional.

VII.3 Método de cllculo de la densidad de estados

Para calcular la densidad de estados de los modelos bidi-

mensionales (i) y (ii) hemos tenido en cuenta que la matriz del



Hamiltoniano de estos sistemas, en el espacio k, es a lo sumo
pentadiagonal, lo que significa que se puede obtener la densidad
de estados de los mismos aplicando para cada valor de k el méto-
do de Dean, ya usado en los capitulos que preceden. Finalmente

para obtener n(E) se integra sobre el espacio k.

Para calcular la densidad de estados del modelo (iii), de-
bido a 1la falta de periodicidad en ambas direcciones, hemos
calculado n(E) diagonalizando directamente la matriz del
Hamiltoniano en el espacio directo. L8gicamente el nfimero de

Stomos es muy distinto y la informacidn también,

Volviendo a los modelos (i) e (ii), tenemos para la densi-

dad de estados:

n(E)= ] n(E)x g(k)/(IR*N) (7.11)
K

En esta expresidn IR es el nfimero de valores de k usados , N es
el nlimero de dtomos que hemos hecho entrar en la celda unidad y

g(k) es el peso de cada k.

Con el objeto de evaluar la cantidad de valores sobre el
eje k a usar en el cidlculo de n(E), hemos calculado como paso
preliminar, la densidad de estados de la red cuadrada. La red

cuadrada se obtiene haciendo B1=32=1 Y a0=Aa=0. en (7.8) o

en (7.9). En el primer caso la celda unidad consta de una ris-

tra y en el segundo de dos ristras de atomos.

Para calcular la densidad de estados de la red cuadrada
usando la celda unidad de dos ristras, hemos tridiagonalizado
cada matriz pentadiagonal H(k), siendo el paso subsiguente
la obtencidén de n(E) por medio del método de pean(38) y 1la
aplicacidn de (7.11). Los valores de k se escogieron equidis-
tantes entre si, barriendo el eje k en el intervalo [-ﬂ/2,0],

siendo a=1 y g(k)=2 para todo k menos para k=0 y g(0)=1.



Tomando N=100 y 20 valores de k en el intervalo mencionado
se obtienen para el histograma los valores gque aparecen en la
tabla VII.1. Los resultados se normalizan a 1 al dividir por N

cada uno de los valores que ahi aparecen.

6.7 5.3 4.45 3.5 3.7 3.45 3.1 2.9 2.8 2.65
2.6 2.6 2.4 2.25 2.1

TABLA VII.1: Valores del histograma de n(E) para la red
cuadrada. AE= 0.259. Celda unidad de dos

ristras. EL histograma comienza en E=0.

Estos resultados corresponden a haber tomado una cadena
abierta. Tomando 40 valores de k los resultados no varian de
manera notoria y son ademis similares a los obtenidos tomando
100 valores para k en el intervalo [-ﬂ,O] y celda unidad de una

ristra.

Los valores obtenidos para la n(E) de la red cuadrada usan-
do celda unidad de una ristra y 20 y 100 valores para k, respec-

tivamente, aparecen en la tabla VII.2.

6.7 5.3 4.15 3.75 3.75 3.35 2.9 3.3 2.3 3.35
1.95 2,95 1.75 2.4 2.1

6.8 5.16 4.23 3.95 3.49 3.39 3.08 2.94 2.78 2.63
2.49 2.45 2.3%1 2.2 2.1

TABLA VII,.2: Histogramas de n(E) para 1la red cuadrada,
tomando celda unidad de una ristra, para 20
y 100 valores de k entre - y 0., respecti-

vamente. Los histogramas comienzan en
E=0., AE= 0.259



VII.4 Cllculos y resultados para los distintos modelos

Hemos calculado n(E) usando, para cada valor de k, cadenas
abiertas de 100 &Atomos (2 ristras de 50 atomos cada una en el
cagso del modelo (ii) y cadenas de 100 atomos cada una para el
modelo (i)). Hemos barrido el espacio k tomando en cada caso 30
valores para ky, en el intervalo [-n/z,o] Y [—n,O] respectiva-

mente, basidndonos en la precisidn obtenida para la red cuadrada.

Con el objeto de chequear lo dicho en VII.2 hemos calculado
n(E) para ambos modelos tomando Q/2n= (vV13-3)/2, B4= «1 y 5 ¥y
52=Aa=1. (ao=0.). Ver figura VII.4. Mostramos los resulta-
dos obtenidos para estos valores de los parimetros pues el efec-
to mis interesante de la segunda dimensidn es que ya para una
interaccidén muy pequefla entre cadenas n(E) para el modelo en fa-
se plerde el caracter unidimensional y desaparece la estructura
de gaps. Para B4=.1 la forma de la densidad de estados est§,
ya, considerablemente cambiada si uno la compara con la corres-
pondiente al problema unidimensional (fig II.3) y la estructura
de minigaps ya ha desaparecido. En la misma figura se puede ob-
servar que el modelo en antifase presenta dos gaps para un in-
tervalo grande de valores de B4, aunque ya para B4= .1 1la
forma de las bandas laterales se ha modificado totalmente, desa-
pareciendo el caracter unidimensional del sistema dado por 1la
singularidad de van Hove en el borde de la banda. La banda cen-
tral preserva el caracter unidimensional, indicando que existe
una anisotropia en el sistema, dada por la unidimensionalidad de
la inconmensuracidn; contrastando con ésto, la forma de las ban-

das laterales delata la bidimensionalidad del sistema.

Para comparar los resultados obtenidos para el modelo (i)
con lo dicho al finalizar VII.2, notemos que la densidad de es-
tados del inconmensurado unidimensional (fig II.3) con
Aa=By=1., tiene un gap de ancho igual a .9148,. Entonces,
segin (7.10), para B4=e1, O sea 81(W/4, n(E) debe presentar
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dos gaps y efectivamente los tiene y para B1>W/4 no debe exis-
tir ningln gap, siendo é&sto lo que efectivamente ocurre para

B1=05

Hemos calculado n(E) para el modelo (i1i), para dos valores
de Q/27 , (Y13 - 3)/2 y Y2 -1 y varios valores de las relacio-

nes 51/82 y Aa/B2 en cada caso, se pueden resumir los re-

sultados obtenidos de la manera que sigue:

A Aa constante, a medida que aumenta B, Vversus f, se va
recuperando el problema inconmensurado unidimensional. Si 84
es muy grande con respecto a B, Y Aa es comparable a B4 se
obtiene una densidad de estados que tiende a la del sistema uni-
dimensional conmensurado con un &tomo por celda unidad. Para
By comparable con 82 y Aa pequefio con respecto a 81 Y 82
se obtiene la red cuadrada y a medida que aumenta el valor de Aa
se van abriendo los gaps originados en la inconmensuracidn,
Volviendo a los casos en los cuales 8, ((81, pero B,%0.,
dado que la distribucidn del coseno diverge en *1 y es muy chica
en cero, la densidad de estados es insignificante en E= 0. y al-

rededores y tiene su mayor peso en *Aa. Ver figura VII.S.

A

1
B
1
3
)

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURA VII.S: Densidad de estados para el modelo en anti-
fase. Ada=1., By=1., By=.1 Q/2n=(/13-3)/2.




Para calcular la densidad de estados del modelo (iii), in-
conmensuracidén segiin dos direcciones, hemos diagonalizado direc-
tamente la matriz del Hamiltoniano aproximando las respectivas
inconmensuraciones Q4 Y Q2 por Q1/21T=n1/N Y Q2/21'l'=

“2/M' Tomando sistemas de N*M atomos, los elementos de la ma-

triz H son:

H(i,i)=Aacos(2n(ny/N)aiy + 2m(n,/M)ai,)
11=i-[i/N]*N si i/N no es entero, sino 11=N
12=[1/N]+1 sl i/N no es entero, sino 12=[1/N]

H((§-1)*N+1i,3*N+1i) =8, I=1,M-1

i=1’N
H(N*(3=1)+1,(3=1)*N+i+1)=8, j=1,N

i=1,n-1 (7.12)

Dado que los tiempos de cilculo son muy altos hemos aproxi-
mado haciendo Q1/2n=3/10 5 5/12 y lo mismo para Q,/27. He-
mos tomado contornos abiertos y s8dlo 20 subdivisiones en la es-
cala de las energfias debido al escaso niimero de estados que tie-

ne nuestro sistema.

Para controlar si se pueden estimar los resultados con tan
pocos atomos y con Q aproximado por un racional de denominador
pequefio comparamos las densidades de estado de los siguientes

sistemas:
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ristras

Q.3 Q.3
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FIGURA VII.6: (1) Red formada por 12 ristras de atomos en
antifase, modulada segiin x con @Q/271=3/10.
f: fase, af: antifase.
(2) Ssistema en antifase, modulado segfin x
con Q/27= 3/10. Segiin y el sistema es perid-
dico.

que aparecen en la figura VII.7. Se observa que la n(E) obtenida
para (1) (que es una aproximacidn de (2)) es muy buena comparada
con la que se obtiene por Bloch, de lo cual se desprende que las
obtenidas en la figura VII.8 para Q./2¥=Q,/2w=3/10,
Q4/21=3/10 y Q,/27=5/12 y Q,/2n=Q,/2w=5/12 estarin basg-

tante bien logradas. Se observa que la introduccidn de la segun-
da dimensidn inconmensurada provoca la desaparicidn del "pozo"

que tiene en E=0. el sistema de la fig. VII.7 .

Comparando, ahora, los sistemas gue aparecen en 1la
figura VII.9, se observa que el ancho de banda, dentro de 1la
aproximacidén usada es el mismo para (1) y (2), ver figuras
VII.7(1) y VII.B(1). Para los par8metros usados, Aa=3.,
B1=82=1.,(1) presenta dos gaps simétricos, (2) no presen-
ta gaps, aunque si1 se notan minimos en aproximadamente el

mismo lugar que los de (1). Ademi3s (1) presenta una depre-
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FIGURA VII.7:n(E) para las redes que aparecen en la figura VII.6
ba=3, Bl= 82= 1.
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FIGURA VII.8: n(E) para sistemas bidimensionales inconmensurados

segiin dos direcciones. Aa=3.;81=82=1



sidn pronunciada en E=0 y alrededores, situacidn que no se repi-
te en (2). Si calculfsemos con mds precisidn, veriamos que esa
depresidn, que aparece en (1) es un gap que se va haciendo cada
vez mds pequefio al aumentar el nimero de ristras del sistema.
De la forma de n(E) se desprende que (1) presenta mis caracte-

risticas unidimensionales gque (2).

(1) (2)
Q/2m=3/10 Q,/2m= 3/10

( f e ° ° Qz-i . . .
221 Y Y Y
af e ° ° o ° °

12 : : . . . . 12
ristras | ) . : . . | ristras

fe ° ° ° ° )

| af @ Y Y ° ®* - .- : o |

10 ristras

FIGURA VII.O9: (1) Sistema en antifase (f:fase, af=anti-
fase), formado por 12 ristras segﬁn"f'y 10
segGn ''x. La modulacidn segﬁn"f'viene dada
por Q/2w%:3/10.
ai=(-1)1+1 Aacos(Qali)

(2) sistema inconmensurado seglin dos direc-
ciones. Q4/27m=3/10, Q,/2w=5/12.
ai=Aacos(Q1ai+Q2aj)

En ambos casos B4=B,=1.

En cuanto al nimero de estados que hay en las bandas de la
densidad de estados, tanto en el modelo fase como en el antifase
se cumple la regla expuesta en el Capitulo II. Nos estamos re-
firiendo a las bandas y no a las minibandas, dado que las {lti-
mags desaparecen en parte o totalmente dependiendo del valor de
los parimetros de interaccidn en los modelos bidimensionales con

inconmensuracidn segfin una direccidn.



El nimero de estados en las bandas de los sistemas con in-
conmensuracidn segiin dos direcciones es consistente con 1lo ha-
llado en los problemas anteriores, si Q4=Q5. Cuando Q4
05, el nimero de estados que corresponderia a la banda cen-
tral estd mads cercano a lo que pogseeria el inconmensurado unidi-
mensional cuya primera aproximacidn viene dada por Q/2w=3/10 que
a la correspondiente a Q/2mw=5/12, Parece como si Q/21=3/10 im-
primiese con mds fuerza sus caracteristicas asociadas al sistema
bidimensional que Q/271= 5/12. Una de las caracteristicas rele-
vantes de los sistemas inconmensurados seria, entonces el nimero
de estados de la banda central con respecto al nfimero de estados
de las bandas laterales, independientemente de la dimensionali-

dad del sistema.

VII.S Densidad de estados de una cinta

Hemos calculado la densidad de estados de un sistema cuasi-
unidimensional parecido al modelo en anti fase bidimensional, o

sea, del sistema:

. Ay Qs Q-1
.—'_-. . ° . . .

a
A a a, e O3

. . . * L] ° .
~N—e

e

para ver los efectos de la segunda dimensidn. Los aj tienen la

misma forma que en (7.9) y ©/27=33/109 y 29/70. Ver figura
VIii.10. Para el cllculo hemos diagonalizado cadenas de 218 y
140 aAtomos respectivamente, y por lo tanto sdlo podemos garanti-

zar la existencia de los gaps mis grandes.
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n(E) Q/2m=33/109
0.06 |

I

002

00 Hl | | |

Aa = f3, =,=1

Q/2m=
n(E) 29/170

0.06| l

0.04}

0.02f

A :/}1 :/]2: 1

)

L .

-1 0

o

1

FIGURA VII,10: n(F) para una cinta formada por dos ristras en

antifase para dos valores distintos de Q/2w



Se observa comparando n(E)gjpearla=8q=83=1. Y
Q/27=33/109, con N(E) anti-fager 2a=B4=B85=1 )4 Q/2n=
(/13 - 3)/2, fig VII.4, que los gaps que aparecen en n(E)cinta
han desaparecido en el problema bidimensional. Las bandas del
sistema cinta tienen caracter muy unidimensional, lo cual indica
que el problema se asemeja mucho al unidimensional inconmensura-
do. Lo propio sucede con Q/21=29/70. En cuanto al nfimero de
estados en cada banda, se repite la misma regla del problema

unidimensional.

VIiI.6 Densidad de estados de dos ejemplos tridimensionales

Hemos calculado n(E) para un sistema que es inconmensurado

"z" y periddico seglin las otras dos. Elegimos

segfin la direccidn
como modelo una extensidén del modelo en antifase bidimensional,

de tal manera que cadenas primeras vecinas estén en antifase con

respecto a 1las otras. La celda unidad aparece en la figura
Vii.11.
_a1 a1
a -
‘ Y Yo
..az 2
(jb+ ‘-CIZ Q
o, 9,
a3‘ +-Ct,

FIGURA VII.11: Celda unidad del modelo en antifase tridi-

mensional



- 99 -

006

p=1 p=2

1
N

0.04

0.02F-

0.0 ' ' ' :

n(E) ho = 2 p=5  p=1
006}

0.04F

(ADLLN

00 ] | |

FIGURA VII.12: n(E) para dos ejemplos tridimensionales, inconmensura-
dos segiin una s6la direccidn. La celda unidad corres-
pondiente es la que aparece en la figura VII.11,

En ambos casos Q/2n= 10/33.
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Para los aj hemos elegido nuevamente la modulacidn cose-
no. Para ahorrar tiempo de CPU hemos corrido el programa sola-
mente para los siguientes valores de los parfmetros:

Q/2ﬂ=10/33, B1=82=1-’ Aa=2¢ Y 81=05, 82=1. ’Aa=2o

En la figura VII.12 aparecen los histogramas de n(E). El
primer ejemplo no presenta gaps (se han borrado los del problema
bidimensional), por otro lado el histograma presenta mucha es-
tructura. En el segundo ejemplo aparecen dos gaps. Nétese que
la banda central presenta un carfcter mucho m8s unidimensional
que las laterales, aunque menos que el caracter unidimensional
presentado por el problema equivalente en dos dimensiones.
Nuevamente es la banda central la que delata la anisotropia de

la inconmensuracidn.

La distribucidén de estados en las bandas sigue nuevamente

la misma regla que el problema unidimensional.

VII.7 Comparacidn de la densidad de estados del grafito y

de la red cuadrada, inconmensurados en una direccidn

Con el objeto de estudiar la dependencia de las propledades
de la densidad de estados de los sistemas inconmensurados con la
geometria del sistema, hemos comparado las densidades de estado
de la red cuadrada con inconmensuracidn segfin una direccidn (en

el caso particular B4=B, del modelo en fase) con la de la
red de grafito, también con inconmensuracidn seglin una direc-

cibén.

Para la red de grafito hemos elegido la siguiente celda

unidad:
2 =93
/

1 4 5 n—oc

Bloch
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Los elementos de matriz en el espacio k son los siguientes:

H(i,i+1)= B + Be~12k 1=1,4,7,10,...
H(i,1+1)= B 122,5,8,11, 400
H(i,1+1)= B + Bel2k 123,6,9,12, 000

H(i,i)= agy + Aacos(21Qb(1i) + h)
(7.13)
En (7.13) b(1)=0., b(2)= b(1) + (cos30/cos60)a, b(3)=b(2) + a y
en general b(21i)=b(21i-1) + (cos30/cos60)a, b(2i+1)=b(21i) + a.

La densidad de estados del grafito se puede calcular como
superposicidén de densidades de estado unidimensionales, cuyos
elementos de matriz son los que hemos presentado. Los c8lculos
han sido hechos, en todos los casos, tomando 30 valores de k Yy
100 &tomos por cadena. Hemos considerado ag=h=0. 'y
Q/27w=(v/13 - 3)/2. En la figura VII.13A y VII.13B mostramos los
resultados obtenidos para estas dos redes para distintos.Qalores
de la amplitud de modulacidn Aa. Vemos gque en el caso del gra-
fito, a medida que incrementamos el valor de Aa, el valor de la
densidad de estados tiende a disminuir en el centro de la banda,
lo que significa que el sistema se comporta cada vez mds como
unidimensional debido a la anisotropia creciente de la inconmen-

suracidn.

En la tabla VII.3 mostramos el porcentaje de estados
que est8n concentrados en el 33% central de la banda para dife-
rentes valores de Aa, tanto para grafito como para la red cua-
drada. De la tabla se desprende que en el caso de la red cua-
drada el nfimero de estados en el centro de la banda no decrece
tan abruptamente como en el caso del grafito, pero existe de to-
dos modos una tendencia a la unidimensionalidad. Que esta ten-
dencia no sea tan importante como en el otro caso, puede com:
prenderse teniendo en cuenta que la densidad de estados de 1la
red de grafito (sin inconmensuracibn) se parece mds a la de la
cadena unidimensional que la de la red cuadrada, que tiene su

singularidad en el centro de la banda.
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n(E)
0.04F

0.02-

0.0 :
0.04

0.02f

0.0 .
0._010!—

0.021-

0.0 '
0.04r

0.02f

0.04

0.02-

1 1 | 1
0.0 ; .

FIGURA VII.13A: n(E) para la red cuadrada inconmensurada segiin una
direccidn para distintos valores de Aa. En todos
los casos Q/2w= (/13 - 3)/2 y Bl=82=l.
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n(E)
0.06 [

0.04

0.02F

00
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0.02

0.0 '
0.04 -

0.02 -

0_.010 -

0.02|

0.0 “
0.04

0.02}

0.0 —— '

FIGURA VII.13B: TIdem figura VII.13A pero para la red de grafito

inconmensurada segiin una direceidn.



-104 -
Aa Porcentaje del nfimero total de estados en el
33% central de la banda
grafito red cuadrada

0 33 50

1 19.5 47.5

2 14.5 45.5

3 15 43.2

4 16 38.4

ViII.8 Conclusiones

Hemos comprobado que para calcular densidades de estado de
sistemas bidimensionales con inconmensuracidn tan sdlo segfin una
direccidn, el método de Dean sigue siendo sumamente {til y de

bajo costo comparado con la diagonalizacidn directa de matrices.

En cuanto a las caracteristicas de las densidades de estado
de los modelos presentados, vemos que una pequefia interaccidn
entre cadenas (31=.5) destruye las caracteristicas del incon-
mensurado unidimensional en el caso del modelo en fase. Se des-
truyen los gaps y minigaps de mayor tamafio, aunque es muy proba-
ble que el sistema presente minigaps muy angostos, que son impo-

sibles de detectar con nuestro cllculo.

El modelo en antifase conserva, para valores mis grandes de
los parimetros, una estructura con gaps, asemejdndose mis la
densidad de estados de la cinta en antifase, que la densidad de
estados del sistema bidimensional en fase a la densidad de esta-

dos del problema unidimensional.

De todos los modelos para los cuales hemos calculado densi-
dades de estado, concluimos que el rasgo mis relevante de los
sistemas inconmensurados es el nimero de estados que se encuen-

tran en la banda central, obedeciendo este niimero la misma regla
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en todos los casos, la que hemos enunciado al tratar los modelos
unidimensionales. En el caso de dos inconmensuraciones distin-
tas no se puede usar el método de Dean y se debe recurrir a la
diagonalizacién directa, lo cual lleva ldgicamente a la falta
de precisidén en los cllculos y no nos permite ser concluyentes

en cuanto a la regla que obedece la distribucidn de estados.,

Hemos observado gque 1la densidad de estados en la parte
central de la banda presenta caracteristicas mis unidimensiona-
les que en los extremos de la misma en todos los casos en los
cuales se tiene inconmensuracidn segin una direccidn, delatando
de esta forma el centro de la banda el caracter anisotrdpico del
sistema. Esto se traduciri, como veremos en el capitulo si-
guiente, en un comportamiento muy particular de la localizacidn

en los modelos en antifa;e.

La geometria subyacente a la inconmensuracidén tiene su im-
portancia, pues tal como hemos expuesto en VII.7, la densidad de
estados del grafito inconmensurado se parece mis a la de la ca-
dena unidimensional que la de la red cuadrada. Es de esperar,
entonces, que estos dos sistemas presenten caracteristicas dis-

tintas en propiedades fisicas tales como la localizacidn.
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CAPITULO VIIIX

Localizacldn en 1los sistemas inconmensurados bidimensio-

nales

VIII.1 Introduccidn

Estudiar las propledades de localizacidn de sistemas que
tienen mis de una dimensidén no es sencillo. Por un lado son muy
pocos los sistemas que se pueden resolver analiticamente; inclu-
sive en una dimensidén hay pocos ejemplos que permiten una resolu-
ci6n analftical32,33) y por otra parte las soluciones numéricas
tienen sus limites impuestos por el tiempo de computacidn involu-
crado en los cllculos y la precisidén de los mismos. Adem&s, nos
interesa extrapolar 1los resultados obtenidos para muestras de

tamafio finito a sistemas de tamafio infinito.

En los Gltimos tiempos varios autores se han dedicado a
calcular longitudes de localizacidn para sistemas desordenados
esencialmente infinitos segin una dimensidn y de seccidén finita

(58'63 , estudiando los resulta-

perpendicular a esa direccidn
dos como funcidn de la seccidén de corte y usando en algunos ca-
sos ideas de scaling para derivar propiedades criticas en dos y

tres dimensiones.

En nuestro caso, resulta interesante estudiar la influencia
de la sequnda dimensidén sobre las propiedades de localizacidn de
los sistemas inconmensurados. En este capitulo tomaremos los
modelos bidimensionales introducidos en el capitulo anterior,
veremos en qué casos son autoduales y ademis calcularemos longi—
tudes de localizacidn de cintas cuasi-unidimensionales, con el
propbésito de sacar conclusiones sobre el efecto de la segunda

dimensidén.
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VIII.2 Bfisqueda de la autodualidad en los sistemas bidi-

mensionales

Para el problema unidimensional, Aubry y Andr& mostraron
que el modelo inconmensurado con modulacidn cosenoidal de 1las
autoenergias de sitio es autodual, es decir que al transformar
Fourier, el Hamiltoniano en el espaclo k tiene la misma forma
que en el espacio real. Esto implica 1la existencia de una

transicidén metal-aislador independiente de la posicidén del nivel

de Fermi(17).

En esta seccidn determinaremos cuil o cufiles de los siste-
mas bidimensionales introducidos en el capitulo anterior es au-
todual y en las secciones subsiguientes investigaremos numérica-

mente las implicaciones de la autodualidad de los mismos.

VIII.2.1 Modelo en fase inconmensurado segfin una direccidn

Consideraremos en primer lugar un sistema formado por dos

ristras de atomos en fase, o sea:

J

—
—J

=
Q
RO e

'
l-—

» (Y11
Sea Yi= Yoy

la funcidn de onda de uniones fuertes correspondientes al i-ésimo

el vector formado por los coeficientes de

corte de la cinta, el cual aparece recuadrado en la figura.



- 108 -

Las ecuaciones del Hamiltoniano para este sistema tienen la si-

guiente forma:

+> +>

+ +>
E‘{'i=(Aa/Bz)cos(Qi+h)‘{’i+(‘l’i_1+vi+1)

+(81/8) [ 21 (8.1)

Y4
L.as autoenergfias de este sistema para Aa=0. son:
Eq,2(k)= 2B,cos(k) t B, (8.2)

y las autofunciones para cada celda unidad, o sea en la base de

ondas planas, son:

-'
¥l (x)=f"

(1/72) ‘;2(k)=( V) (1/v2)
-1
(8.3)
Al introducir la inconmensuracidn, Aa%0, podemos suponer

que el sistema tiene soluciones del tipo siguilente:

+ ikn

1 _ |e im(Qn+h)

¥ = f.e .

n eikn z m (8 4a)
+ +
"’i = [ \yl: (8.4Db)

1 2
‘l‘ny ‘l‘nl
+ 2 *,
Y, = AVn + BWn (8.5)

Introduciendo ahora (8.5) en (8.1) se obtiene
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Eeian fmeim(Qn'.'h)[A + ]a
m 1 -1

ikn Z fmeim(Qn+h) "

((Aa/2)cos(Qn+h)e
m

+ otkin=1) g o im(Q(n=1)+h)

m 1 1
+ elk(n+1) ¥ £ eim(Q(n+1)+h)).[A + { ]+
" 1 <1
1 1 -
+ (81/82)eikn2 fmeimQ(n+h)[A B ]
n 1 1

(8.6)

Reemplazando, ahora, cos(qn+h) por (ei(Qn+h)+e_i(Q“+h))/2,

reagrupando términos e igualando coeficientes, se obtiene final-

mente:
1 1
(2E/8a)Byfn[ A B ]=
1 -1
1 1
= (fpqoq * £p4q) [ B B ] +
1 -1
1 1
+ (4/8a)Byf, cos(Qm+k) [A B ] +

1 1
+(28,/8a)(B,/By)E [»< >~ B ]
1 -1

(8.7)
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reemplazando en (8.7):
1 1
&>
Fp = fp [ B +B ] (8.8)

nos queda finalmente:

- > >
(2E/Aa)82 Fm= (Fm_1 + Fm+1) +

+(4/4a) B, ;m cos(Qm+k) +

F2,m
+ (2/ba)B, (Bq/B3) (8.9)

F1,m

Las ecuaciones (8.9) son de la misma forma que las (8.1)

sl hacemos
(Aa)= (2/4a)B,y, h=k, E= (282/Aa)E
(B1/B3)= (2/4a)By (B4/B3) ¥y
(Ynl= {Fq) (8.10)

Vemos, entonces, que sl encontramos una solucidn localizada

<>
Fp tal que z' fmlz L) y 81 (8.5) converge, entonces la mis-

ma es una solucidn de (8.1), tal que Z' ;;l 2 +| ;§| 2 am, ge
tal manera, gque igual que en el caso unidimensional(17), la
transformacidn (8.5) intercambia 1localizacidén por extensidn.
Aln no sabemos, de todos modos, cufiles de las autofunciones son
extendidas y cufles localizadas. Esto lo determinaremos numéri-
camente, De (8.10) se desprende que de existir una transicidn
metal-aislador, ésta se producir8 para Aa/B,=2., independiente-

mente del valor de Q, h y B4.
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Con el objeto de generalizar a n ristras en fase, notemos
primero, que el filtimo término a la derecha de (8.1) no inter-
viene en ninguno de los pasos algebralcos que efectuamos al rea-
lizar la transformacidn al espacio dual, mientras que el primer
y segundo término a la derecha de la misma ecuacidn terminan
transformindose en el segundo y primer término a la derecha de
(8.9) respectivamente. E1 hecho de que todas las ristras se en-
cuentren en fase tiene como consecuencia que no se mezclen las
fases de los coeficientes de la funcibdn de onda correspondientes
a la primera y segunda ristra y que finalmente el sistema resul-
te autodual. Suponiendo, ahora, que tenemos un sistema con n
ristras en fase, entonces, las ecuaciones del Hamiltoniano Ade

uniones fuertes ser&n:

-+ >

+ >
EY1=(Aa/Bz)cos(Qi+h)Vi+(?1_1+Yi+1)+

vn,i+?n—2,i

Yh-1,1 i (8.11)

&>
Y, es un vector n-dimensional que contiene los coeficientes de

la funcidén de onda sobre los 8tomos de la i-&sima hilera.

>
si {“1' i=1,n} son los autovectores del sistema ordenado
(Aa=0), entonces podemos proponer la siguiente 8solucidn para

(8011)3

¥i= [Iayuy] Ig, eimi@isn) (8.12)
j=1 m==— 0

Debido a que todas las ristras se encuentran en fase no se pro-

ducirfn inversiones al reemplazar (8.12) en (8.11) y haciendo el
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mismo tipo de transformaciones algebraicas que hemos hecho en el

caso de dos ristras, finalmente nos queda:

+ + >
(2E/B8a)B,Fp= (Fp_, + Fpoq) +

<>

+ (4/Aa)82Fm cos(Qm + k)+

Fz,m
+ (2/8a)By(B1/B83) F1,m + F3,m

Fn,m n-2,nm

n=1,m (8.13)

>
En este caso Fp es un vector n-dimensional.

Encontramos, entonces que el sistema formado por n ristras
en fase también es autodual y como en los casos anteriores de
existir la transicidn metal-aislador &sta ocurriri también para

Aa/82=2.
Haciendo tender n a infinito sacamos las mismas conclusiones

para el sistema bidimensional con todas sus ristras en fase.

(Modelo (i) de la seccidn VII.2)

VIII.2.2 Modelo en antifase inconmensurado segfin una di-

reccidn

Este es el modelo (ii) introducido en la seccidn VII.2 del
capitulo anterior. Tal como hemos hecho en VIII.2.1 vamos a co-

menzar estudiando un sistema formado por dos ristras en antifase:
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/31 a N——oe

. . L] L ] L L4 L L4 L] [ ] . L '
-, - -a, -cty,

Para las dos ristras en antifase 1las ecuaciones del

Hamiltoniano de uniones fuertes adoptan la siguiente forma:

Y

1,n
E;n= (Aa/B,) cos(Qn+h) ' +
'V2,n
¥
+[;n-1+;n+1] + (Bq/83) o
w1,n

(8.14)

Proponemos como solucién para (8.14) la combinacidn de ondas
planas (8.5). Introduciendo la misma en (8.14) y operando de
manera semejante a como se hizo para el caso de dos cintas en

fase, obtenemos:

+ +
2(By/La)EF,= (4B8,/Aa)cos(Qm+h) F, +

Fq,m-1 Fy,m+1
+ | + ) +
“F2,m-1 P, m+1
Fz,m
+ (B/By) (28,/ha)
Fi,m (8.15)
1
>
En (8.15) Fp= fm(A + B . Comparando (8.15) y
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(8.14) vemos que el sistema no es autodual, o sea que en este
caso no existird una transicidn metal-aislador, del tipo que he-
mos observado en el problema unidimensional con modulacién tipo

coseno.

Se generaliza ficilmente el problema de dos ristras en anti-
fase a un sistema de n ristras en antifase, obteni&ndose que es-

te sistema tampoco es autodual.

VIII.2.3 Autodualidad en los sistemas inconmensurados se-

gin dos direcciones

Mostraremos en esta seccidn que existe un modelo inconmen-
surado segn dos direéciones que es autodual, o sea, que puede
presentar una transicidn metal-aislador del tipo de la que posee
el modelo de Aubry. Mostraremos, también, que el modelo (iii)

no es autodual.

El modelo bidimensional e inconmensurado segfin dos direc-
ciones seri denotado de aqui en mis como modelo (iv), las autoe-

nergias de sitio del mismo tienen la siguiente forma:

a(i,j)= ba(cos(Qqith,) + cos(Q,3+h,))
(8.16)

a(i,j) es la autoenergia correspondiente al orbital que se
encuentra en el sitio (1,3J), 1 es el indice seglin la direccidn x

y j segin la direccibn y.

El sistema sin inconmensuracién (Aa=0) tiene la siguiente

celda unidaqd:
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y sus autoenergias son de la forma:
.’
E(k)= 282cos(kx)+281cos(ky) a=1 (8.17)

y las autofunciones son:

’
¥y y(k)= (1/7@yetFxrky) (o) (8.18)

1l es el volumen del sistema en consideracidn.

La ecuacidén de Schroedinger para este sistema seri:

(E'an,m)wn,m= (Vn+1,m+wn-1,m)82 +

+ (Yp,m-1tY,me1) By (8.19)

Teniendo en cuenta la solucidn (8.18) para el sistema orde-
nado y a semejanza con lo propuesto para los sistemas con incon-
mensuracidén segQin una direccidn, proponemos para (8.19) la si-

guiente solucidn:

-’
yn'm=eik(n,mlxgr'jei(r,j)[(Q1n+h1)u(Q2m+h2)]

(8.20)

Introduciendo (8.20) en (8.19) y realizando el mismo tipo de
transformaciones algebraicas que en las secciones anteriores se

obtiene:
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(Z/AG)Efr'j= (4/A<l)!?a:(_,cos(Qﬂ-ch)fr'j +

+(4/8a)BqcoslQoI+ky I Ey 4+ (£ g, y¥+Erq, 407

+(fr,4-1%Efr,441) (8.21)
Si B4=B,=8 el sistema es autodual y existe la posibilidad de

que posea una trangicidn metal-aislador del tipo anterior.

Del desarrollo que lleva de (8.19) a (8.21) se desprende
que los dos términos en diferencias finitas que aparecen a la
derecha de la igualdad (8.19) conducen inexorablemente a los dos
cosenos que aparecen en (8.21), de ésto se infiere que el modelo

(1ii) cuyas autoenergias de sitio son de la forma:
a(n,m)=Aacos(Q1n+sz+h1+h2) (8.22)
no puede ser autodual.

En general, podemos asegurar que si tenemos un sistema de
uniones fuertes n-dimensional, tal que sus términos de autoener-

gia son de la forma:

a(n1,n2,...,nN)=Aa(ZZos(Qini+hi))
=1 (8.23)
Y las interacciones son 85lo entre primeros vecinos, entonces el
sistema ser8 autodual y de existir una transicidn metal-aislador

de este tipo, @sta se produciri para Aa/8=2. (Bi=8j¥ B).

Notemos que el sistema que tiene por autoenergias de sitio
a (8.22), 88lo ser§ autodual si Qq © Q, es igual a un mGlti-
plo entero de 2w, transformindose entonces el gistema en el pré-
blema en fase. El problema en antifase es también un caso par-

ticular de (8.22) si Qq © Q, es mlltiplo entero impar de n y

no es autodual.
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VIII.3 Estudio de la localizacidn en los sistemas incon-

mensurados de m&s de una dimensidn

Nuestro objetivo en esta seccidn es calcular el coeficiente
de crecimiento exponencial de las funciones de onda para ristras
en fase (modelo i) y en antifase (modelo ii). Debido a dificul-
tades numéricas que se nos presentaron y que comentaremos en la
seccidén VIII.4, decidimos hacer un primer c8lculo aproximado de
la localizacidn en estos sistemas usando la diagonalizacidn di-

recta de cintas formadas por dos ristras en fase o en antifase.

Las autofunciones de estos sistemas se pueden escribir

como:
1
¥(Eg)= ] Cy,1 65,1 (8.24)

en egsta expresidn E; es la autoenergia correspondiente a esta
autofuncidén y $5,1 ©8 el orbital atdmico sobre el &tomo que se

encuentra en la posicidn (3j,1).
Hemos tomado como medida de la localizacidn a

1
c4(Ey)= Zl[cj'1]4 (8.25)

’

Ya que s8i el estado es extendido todos los coeficientes C;l
elevados a la cuarta serln del orden de (1/N)2 debido a 1la
normalizacidén de la funcidn de onda, y por lo tanto c4 sers
del orden de (1/N). N es el niimero de orbitale§ considerados.
Si el estado es localizado habrd tan sdlo uno o pocos de los
coeficientes cuyo valor sea significativo y el resto de los coe-
ficientes elevados a la cuarta ser8n de valor despreciable fren;
te a los otros, C4(Ei) serf en estos casos mayor que (1/N) y

se aproximari tanto m8s a 1. cuanto mds localizado sea el au-

toestado considerado(es).
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Con los valores obtenidos para C4(Ei) hemos construido
histogramas en funcidn de la energfia. En la seccidén VIII.4 re-
producimos los resultados obtenidos de esta forma y los compara-
mos con los obtenidos calculando Y(E) por medio del formalismo

de la matriz transferencia.

Hay esencialmente dos métodos para calcular Y(E), uno es el
método de la funcidn de Green(60) y otro es el método de la

matriz transferencia[51'58'59'62]. Dado que nosotros no hemos
usado el método de la funcidn de Green en todo lo anterior, cum-
plimos en mencionarlo como alternativa de cllculo y recalcar que

conducen esencialmente a los mismos resultados.

A continuacidn describimos el método que utilizamos siguien-

do 1la muy buena exposicidn hecha por Pichard en su Teslis

Doctora1(51).

Reescribamos la ecuacidn de Schroedinger para un sistema bi-

dimensional:

(E-a(n,m)) ¥y n=(¥p4q, nt¥noq,n) 8ot

+(¥, m=1t¥n,m+1) B4 (8.26)

El indice n indica la posicidn seglin x y m segin y. Sea la

cinta a considerar una de ancho 1:

| ‘ (n#m)

ristras

(0 o

(8.26) se puede reescribir en forma matricial de la siguiente

forma:
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| wnee?) - Tnf | up?
| up? ' up_ 12 (8.27)

%les la matriz transferencia:

F- -
(E*I - Gn - TBz)/81 -1

| ~ (8.28)

a. Y T son matrices de dimensibdn 1*1, I es la matriz unidad,

n
| u, es un vector de 1 componentes, constituido por los valo-

res de la funcidn de onda sobre los 1 sitios de -una seccién

transversa de la cinta con abscisa n, o sea:

-

wn,1 %n, 1 0

Vn,2

l un) = . ana .

n,l

T= [ [

b -1 o -1 (8.29)

L -

El coeficiente b que figura en T es funcidn de las condiciones
de borde impuestas lateralmente al sistema; b=-1 implica condi;
ciones periddicas de contorno, b=1 condiciones antiperiddicas y
b=0 implica tener contornos abiertos. En nuestros cllculos he-
mos usado b=0 con el objeto de poder comparar los resultados con

las densidades de estado ya calculadas.
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Dados 2 vectores 1nicia1es| “0) yl 01) el comportamien-
to del un) estd dado por:

My = n Ty (8.30)

i

Mp gatisface las condiciones del teorema de Oseledec(51), o

sea que en el limite en el cual n tiende a infinito, la matriz
A= lim, 5 o !an* )1/2“ converge a una matriz limite,
implicando &sto que el mddulo de los autovalores de M, Yy los

correspondientes autovectores estln bien determinados.

Sean Ai=exp(Yi), con 1 de 1 a 21, los autovalores de la
matriz A, o sea los Y;, son los llamados exponentes caracteris-
ticos de Lyapunov[51'62] del producto de matrices Me + Si
(u1,...,021) son los subespacios propios de A correspon-

dientes a los autovalores Aj; se verifica que:

Yi= limg,a(1/n)lod My | ugd |/ ]] uyy |

para todo | uy) perteneciente a Uy

(8.31)

Los coeficientes de Lyapunov no son, entonces, otra cosa
m8s que los coeficientes de crecimiento exponencial de las fun-
ciones de onda del sistema a través de los posibles canales de
propagacidn de la cinta. Se puede identificar a la inversa de
Yy con las longitudes de localizacidn dentro de la cinta de
ancho 1, siempre que n sea grande. Cuando esta tesis ya estaba
escrita nos llegd un trabajo de Pastawski et al. en el cual los
autores prueban tedricamente y verifican en forma numérica 1la
equivalencia entre la longitud de localizacidn de las autofun-
ciones de un sistema y el coeficiente mls chico y positivo de
Lyapunov, obtenido de un producto de matrices transferencia,

cualquiera sea la dimensidn del sistema(67).
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Definiremos como longitud de localizacidn £; de una cinta
de seccidn transversa 1 a la inversa del mis pequefio de los coe-

ficientes de Lyapunov positivos.

Hasta ahora no nos hemos ocupado de las dificultades que
hay para obtener los autovalores de la matriz M, . Las matri-

ces T, Son matrices simpl&cticas, de tal forma que se cumple

lo gsiguiente:

+ = =
T JTp= Y J
1 0 (8.32)

Las matrices simplécticas forman grupo, o sea que si M, es

una matriz simpléctica A también lo serfi, ademis de ser Hermiti-

Cae.

Los autovalores de A2" adem&s de ser reales, tienen 1la

propiedad de que si u es autovalor, entonces 1/u también lo se-

ra.

Debido a la caracteristica de ser simplécticas, al multipli-
car estas matrices ripidamente se pierde precisidn en el cllculo
y tan 88lo el autovalor mis grande de A1/2n puede ser determi-
nado con precisidn suficiente, pero es precisamente el autovalor
mis pequefio el que nos dari la longitud de localizacidn que es-
peramos obtener. Esta dificultad, que nos llevd tiempo superar,
no existia en el caso unidimensional, dado que A tenia tan sdlo
dos autovalores 1/u y U. Aplicando directamente el producto
Mp sobre cualgquier vector 1inicial, el resultado converge al
mayor de los autovalores de My que da autom@ticamente el

inico coeficiente de Lyapunov positivo del sistema.
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La dificultad mencionada se resuelve, utilizando un algo-

ritmo suplementario[51'62] establecido por Shimada Y
Nagashima(63) en el estudio de la estocasticidad en los sistemas

dinfmicos.

Sean |e1), Iez), .« o .,Iep), 14{p££21, vectores li-
nealmente independientes definidos en R21, en donde operan las
matrices T; y sus productos M, . Sea (| eq¥,0cn, Iep))

el volumen del paralelepipedo engendrado por estos p vectores.,

S1 aplicamos M, a los vectores ortonormales Iei),
podemos obtener: Yqr Y tYy, Y +Yo+Y,y,etc, y por su-
cesivas restas se pueden obtener Y1'Y2"-'oetc°l siendo

Y12 Yoo e ?Yy ¥ Y4==Ya1s Y2=-Y33.4. etc.

Con el objeto de evitar que la norma de cada vector
Mp |ei) diverja exponencialmente como exp(Yqn) y que la
direccidn asintdtica de un| ei) sea la dada por el subespa-
cio correspondiente a Yq, estos autores sugirieron la ortonor-
malizacidén aplicada a cada vector columna B? del producto de n

matrices:

+ > E R T
B® = (Byn - J (BQ‘B“)B“)/bgi)

i Jj i 3
341
(1) _ +> _ +n > >
plt) - |8} - ] (e§+8})B} |
€1

(8.33)

De esta manera, cada columna se ortonormaliza a la anterior, 1lo
cual es equivalente a decir que se estin restando los subespa-

cios correspondientes a los Y; mis grandes. La primera colum-
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na converge al autovector correspondiente al autovalor mds gran-
de, la segunda columna al segundo mds grande y asi sucesivamente

y queda solucionada la dificultad numérica mencionada.

Volviendo a (8.3) nos queda finalmente para una cinta de

ancho 1l:
(n) _ (1)
Yi <, /n (8.34)
en donde
(1) . (1) (1) = 0.
¢, In b + c 3 con cg= 0

Esta normalizacidn no es necesario hacerla después de cada
multiplicacidén. En nuestros cfilculos hemos comprobado que exi-
giendo que el valor absoluto de la matriz producto no sea mayor
que 10. se obtienen buenos resultados, es decir que los Y; sa-

len, dentro de la precisidn de miquina, simétricos con respecto

a cero.

VIII.4 C8lculos y resultados

VIII.4.1 Diagonalizacidn directa

Hemos calculado las autofunciones y autovalores para cintas
de dos ristras en fase y en antifase. En todos los casos Q/2m
=(/13 ~- 3)/2, B4=Bp=1. y ademls cada ristra est& compuesta
por 50 Aatomos, o sea gque cada cinta ‘posee 100 3tomos en total.
Imprimimos para cada autoenergia los coeficientes de la autofun-
cidn correspondiente y C4(E1). Comparando los valores obte-
nidos para C4(Ei) para distintos valores de Aa en ambos mo-
delos, con los coeficientes de las autofunciones, hemos conclui-

do que, aproximadamente, C4(Ei)<.05 implica estado extendido
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Y C4(Ei)).05 estado localizado. Para construir los histo-
gramas de c4(E) vs energfia,E, escogimos un paso de energias,
AE, igual a .58 en todos los casos y promediamos los C4(Ei)
obtenidos en los distintos intervalos. Hemos usado un AE grande
debido a que tenemos pocos estados. Los contornos estin abier-

tos.

En la fig VIII.1(A,B y C) mostramos los histogramas obteni-
dos para Aa=1. y 2. y By=By=1. para el modelo unidimensional
con modulacidn tipo coseno, para dos ristras en fase y dos ris-
tras en antifase. Vemos de la figura que los histogramas co-
rrespondientes al modelo unidimensional y al modelo en fase son
muy similares, en el gsentido de que C4(E) es bastante uniforme
en ambos casos. El modelo en antifase presenta un comportamien-
to muy distinto, con una localizacidn no uniforme de sus esta-
dos, localiz&ndose primero, en apariencia, los estados que se

encuentran en el centro de la banda.
En la fig VIII.2 ploteamos :

cp = (1/N) E c4(gy) (8.35)

en funcidn de Aa para el modelo unidimensional y para dos ris-
tras en fase y en antifase; vemos que para el modelo en fase y
para el unidimensional hay una transicidn abrupta en Aa= 2,
mientras que las dos cintas en antifase no presentan esta tran-

sicidn.

Se veri en la seccidén siguiente, que la diagonalizacidn ai-
recta, a pesar de la imprecisidn debida a los pocos estados, da
una idea aproximada de las caracteristicas de 1la localizacidn

en los sistemas bidimensionales.
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4 .
CT en funcidn de Ag. Los puntos negros corresponden al
modelo unidimensional con modulacidn coseno, las cruces
al sistema formado por dos ristras en fase y los cuadra

dos a dos ristras en antifase.
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VIII.4.2 Método de la matriz transferencia

El programa utilizado para calcular 1los coeficientes de
Lyapunov para cintas de ancho variable esti escrito en doble
precisidn y calcula los mismos utilizando las ecuaciones (8.37)
y (8,.38)., Con el objeto de verificar la bondad del mismo calcu-
lamos los cinco primeros coeficientes de Lyapunov para una cinta
de cinco ristras sin inconmensuracidn (Ace=0), con condiclones
ciclicas de contorno para una energia ligeramente fuera de 1la
banda (E=5.) y hemos comparado los resultados con los obtenidos

por Pichard y con el resultado exacto(51).

Los resultados analiticos son los siguientes:

Y1 Y2 Y3 Y4 Ys
1.866142284 1.866142284 1.420803547 1.420803547 0.96242380

TABLA VIII.1: Coeficientes de Lyapunov para una cinta de
cinco ristras. Aa=0. E=5. Resultados

exactos(51).

Los resultados obtenidos por Pichard para 10, 100, 5000 y
25000 aplicaciones de la matriz transferencia renormalizando ca-

da 10 productos son:

N Y4 Yo Y3 Y4 Ys

10 1.8322562 1.9128114 1.5069079 1.4118106 1.1106403
100 1.8627508 1.8708087 1.4294130 1.4198777 0.9779186
5000)| 1.8660744 1.8662356 1.4209757 1.4207850 0.9627335
25E3 1.8661287 1.8661695 1.4208380 1.4207998 0.9624856

TABLA VIII.2: Coeficientes de Lyapunov calculados por
Pichard para el ejemplo de la tabla VIII.1
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En lugar de renormalizar cada 10 productos, nosotros, hemos
exigido que el valor absoluto de ninguno de los elementos de 1la
matriz producto supere el valor 10. Obtenemos para las cinco

ristras sin inconmensuracidn (E=5) los siguientes resultados:

N Y1 Yo Y3 Ya Ys

10 1.8239410 1.7708410 1.4642801 1.4592727 1.0654617
100 1.8619214 1.8566075 1.4251538 1.4246520 .97272883
1000]11.8657202 1.8651888 1.4212386 1.4211884 .96345417
5000]1.8660579 1.8659516 1.4208906 1.4208805 .96262975

TABLA VIII.3: Coeficlentes de Lyapunov obtenidos por noso-
tros para el ejemplo de la tabla VIII.1

Tomando cadenas de 5000 atomos consideramos que obtenemos
resultados con precisidn adecuada y ademis, de esta manera obte-
nemos coeficientea de Lyapunov, que dentro de la precisidn de
miquina son simétricos (los coeficientes de Lyapunov negativos

no figuran en la tabla).

Nuestro criterio de localizacidn serd el siguiente:
81 el valor del coeficiente m&s chico, positivo, que desde ahora
denotaremos como Y(E), es = 1/N, entonces diremos que la energia
considerada corresponde a un estado extendido. $i el mismo es
mayor que 1/N consideraremos que nos encontramos en un gap o que
la energia en cuestidn corresponde a un estado localizado. Con
el objeto de determinar si nos encontramos en presencia de un
gap 0 de estados localizados compararemos los resultados obteni-
dos para Y(E) con los histogramas de la densidad de estados co-

rrespondientes.



- 131 -

a) Ristras en fase

En todos los cilculos N=5000, By=By,=1. y Q/(2w)=
(v¥13-3)/2,

Antes de calcular Y(E) a lo largo de la banda, hemos calcu-
lado Y(E) para E=0., y 2, 3, 4, 5 y 6 ristras, tanto para Aa=1,9

como para Aa=2,1, obteniéndose los sigulentes resultados:

N de Aa Y(0)
ristras
2 1.9 .429
2 2.1 .455%
3 1.9 .2 10”3
3 2.1 .049
4 1.9 «202
4 2.1 .271
5 1.9 .24 10”3
5 2.1 .049
6 1.9 .229
6 2.1 .273

TABLA VIII.d4: Y(0) para 2,3,4,5, y 6 ristras en fase.
N=5000, B¢=Bp=1.

De la tabla se desprende, que para 2,4 y 6 ristras (nfimero
par de ristras) o bien no hay estados en E=0 o hay estados loca-
lizados. Veremos en los histogramas de n(E) para dos ristras en
fase que en E=0 existe un gap tanto para A4a=1.9 como para
Aa=2,1, ©Para 3 y 5 ristras hay estados en E=0 y observamos que

el comportamiento varia al pasar de Aa=1.9 a 2.1. Para 1.9 el
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estado es extendido y para 2.1 es localizado. NS6tese que afin
cuando para un nfimero par de ristras no hay estados en E=0, a
medida que aumenta el nfimero de ristras tiende a disminuir el
valor de Y(0), lo cual estf indicando que el gap 8se hace cada
vez mis pequeifio, é€sto era de esperarse dado que en el limite de

infinitas ristras no hay gap en E=0. (ver Capitulo VII).

Hemosibarrido para el caso de dos ristras en fase toda 1la
banda de energias para Aa=1.9 y 2.1. Se observa en este proble-
ma un comportamiento similar al observado en el modelo unidimen-
sional con modulacidn coseno. Para Aa=1.9 y haciendo un barrido
grueso con AE= .1, se perfila la posicidén de las bandas de ener-
gia pero para detectar bandas de estados extendidos hay que ha-
cer un barrido mucho mis fino. Mientras que en el problema uni-
dimensional con un AE= 0.0026 (en unidades de B) se podian "ver"
las bandas de estados extendidos, para dos ristras en fase el AE
gque se necesita es de aproximadamente 0.,0006, las bandas son mas
angostas que en el problema unidimensional. Haciendo un barrido
fino llegamos a la conclusidn de que para Aa=1.9 existen bandas
de estados extendidos a lo ancho de toda la banda de energias.
En la figura VIII.J aparecen la densidad de estados y Y(E) para
este caso. Hacemos notar que al graficar Y(E) en los lugares en
los cuales n(E) es distinto de cero hemos adoptado el criterio
de no graficar los minigaps. En la misma figura VIII.3 aparecen
n(E) y Y(E) para dos ristras en fase y Aa=2,1, En este caso
hemos llevado a cabo el mismo tipo de barrido que para Aa=1.9,
obteniéndose que en ningln caso Y(E){ .049. Llegamos a la con-
clusidn de que para Aa=2.1 los estados localizados forman un
espectro denso. Se ha producido una transicidén metal-aislador
entre los dos valores de Aa considerados. En el caso unidimen-
sional, tampoco podiamos bajar del valor .049 para Y(E) al ba-

rrer la banda para Aa= 2.1,
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b) Ristras en anti-fase

Nuevamente todos los cllculos fueron hechos para N=5000,

B1=82=1, Q/2n=(v/13-3)/2. Como en el caso anterior hemos
calculado primero Y;(E) para E=0, para 2, 3, 4, 5 y 6 ristras,
tanto para Aa=1.9 como para 2.1, obteniéndose los resultados que

aparecen en la tabla:

N de Aa Y(E)
ristras
2 1.9 c411
2 2.1 <471
3 1.9 .281 10”3
3 2.1, .049
4 1.9 .294
4 2.1 351
5 1.9 .241 1073
5 2.1 <049
6 1.9 .223
6 2.1 .284

TABLA VIII.5: Idem tabla VIII.4 pero para ristras en

antifase.

Como en el caso de las ristras en fase, vemos que cuando se ﬁie-
ne un nimero impar de estados, existe un estado en E=0, y cuando
el nlimero de ristras es par hay un gap en E=0. Los sistemas con
un nimero impar de ristras presentan en E=0, un estado extendido
para Aa=1.9 y localizado para 2.1, con los mismos valores para
Y(0) que para las ristras en fase. Y(0) va disminuyendo de va-
lor en los sistemas con nfimero par de ristras, de la misma mane-
ra como lo hacia para dos ristras en fase. Si uno se limitase a
estudiar Y(0) dirfa, entonces, que el sistema en antifase pre-

senta también una transicidén metal-aislador entre Aa=1.9 y 2.1,
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Barriendo la banda para distintos valores de Aa se obtienen
los resultados que aparecen en las figuras VIII.4 y VIII.5 para
dos cintas en antifase y Aa=1,9, 2.1, 2.5 y 3. Para Aa=1.,9 to-
dos, o la mayor parte de los estados son extendidos y las bandas
m&s anchas que en el caso de dos ristras en fase, de tal manera
que no es necesario hacer barridos con pasos de energia tan pe-
quefios como en el caso de las ristras en fase. Para Aa=2.1 tam-
bién los estados son extendidos, aunque las bandas comienzan a
hacerse m&s angostas cerca de E=0. Para Aa=2.5 las bandas de
los extremos siguen teniendo caracter extendido, mientras que
las que estin mas cerca de E=0 se han localizado. Para 8a= 3,
todavia quedan bandas sin localizar en los extremos, mientras
que las bandas internas se han ido localizando en forma escalo-

nada.

Hemos calculado Y(E) también para tres ristras en antifase
y B8a=2.1, observindose que también la bandita en los alrededores
de E=0 se ha localizado para este valor de Aa, mientras que el

resto de la banda continfia extendida.

Tal como habiamos concluido provisoriamente de los resulta-
dos obtenidos por diagonalizacidn directa de una matriz de
100*100 ; los sistemas en antifase se localizan a partir del

centro de la banda y hacia los extremos de la misma.

VIII.5 Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado los efectos que provoca la
introduccidn de una segqunda dimensidén en la localizacidn de las
funciones de onda de los sistemas inconmensurados. Hemos obte-

nido varios resultados interesantes:

a) Utilizando criterios de autodualidad hemos mostrado que

sl el sistema considerado tiene n dimensiones y el potencial de
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modulacidn se expresa como una suma de cosenos, tales que cada
uno pone en evidencia la inconmensuracidén segin una direccidn,
entonces el sistema puede tener una transicidén metal-aislador
para Aa=2, que sea independiente de Q y de la posicidn del nivel
de Fermi. El resultado es independiente de que el sistema tenga

una o mis direcciones inconmensuradas.

b) Un sistema bidimensional con inconmensuracidn segfin una
sola direccidn y tal que sus ristras esté&n en antifase no puede
presentar una transicidén metal-aislador al estilo a) porque

no es autodual.

¢) Para obtener una idea somera de la localizacidén en es-
tos sistemas no se necesita mis que diagonalizar matrices rela-
tivamente pequefias, obtenié&ndose de esta forma resultados cuali-

tativamente correctos.

d) Por medio del método de la matriz transferencia hemos
podido calcular el coeficiente de Lyapunov (inversa de la longi-
tud de localizacidn) para sistemas de 2 y 3 ristras a lo largo
de toda la banda de energias y en E=0 para 2, 3, 4, 5y 6 ris-
tras, con bajo costo de computacidén. Los sistemas con dos y tres
ristras en fase presentan una transicildn metal-aislador entre

Aa=1.9 Y 2.1,

Del mismo modo como lo habiamos hecho para el caso unidi-
mensional, hemos comprobado que tambié&n para las cintas el coe-
ficiente Y(E) calculado por el método de la matriz transferencia
usado en combinacidn con histogramas de la densidad de estados
congtituye una herramienta sumamente Gtil para estudiar la loca-
lizacibén., A partir de los resultados obtenidos se pueden sacar
conclusiones sobre el comportamiento de los sistemas bidimensio-

nales.
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e) Para el modelo en antifase de dos y tres ristras hemos
obtenido un resultado no previsto: el centro de la banda se lo-
caliza antes que los extremos. En general los sistemas se loca-
lizan comenzando por los extremos de banda, de manera gque éste
es totalmente atipico, dado que es el {inico que conocemos que
presenta ebta peculiaridad. Los sistemas con dos y tres ristras
presentan el mismo comportamiento, salvo que, el que tiene tres
ristras, presenta un estado en E=0 (en realidad una bandita en

los alrededores de E=0) y el otro no.

Hemos comprobado que el estado gque se encuentra en E=0 se
localiza para Aa=2,, o sea para la misma relacidn de parflmetros,
que produce la transicidén metal-aislador en los sistemas en fa-

se. Esto lo hemos comprobado tambié&n para 5 ristras.

f) En el capitulo anterior habfamos mostrado que la intro-
duccidn de la segunda dimensién modifica sustancialmente la for-
ma de la densidad de estados de los sistemas en fase alin para
valores muy pequefios de B4. Contrastando con ésto, vemos en
este capitulo, que las propiedades de localizacidn parecen no
modificarse, ain cuando tenemos la impresidn de que las bandas
de estados extendidos (Aa(2.) se tornan mis angostas al aumentar
el niimero de ristras en fase. Por otro lado, la densidad de es-
tados de los sistemas en antifase presentaba estructura de gaps
para valores mis grandes de 31 que en el problema en fase. Sin
embargo, este sistema presenta un comportamiento totalmente dis-
tinto del que presenta el sistema unidimensional en lo que atafie

a localizacibn.

g) Es 1interesante hacer notar que desde el punto de vista
de la longitud de localizacibén, para E=0 no existen diferencias
entre el modelo unidimensional y los modelos en fase y antifase
para n{imero impar de ristras y probablemente para n+® tampoco

existirfn diferencias para un nfimero par de ristras.
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CAPITULO IX

Resumen y conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido contribuir a la inves-
tigacidén de las propiedades de los sistemas inconmensurados, A
juzgar por la cantidad de trabajos tedricos y experimentales pu-
blicados sobre el tema en los iltimos tiempos, en la naturaleza
existen muchos ejemplos de este tipo de materiales, que hace po-
cos afios narecian tan raros. Nuestra atencidn ha estado dirigi-
da al estudio de las propiedades electrdnicas de estos sistemas:
cflculo de densidad de estados y localizacidn de las funciones
de onda. Para ésto utilizamos algunos modelos inconmensurados

unidimensionales y bidimensionales,

En un material cristalino, los &tomos forman un arreglo
ordenado, que Be obtiene repitiendo la celda unidad del mismo en
las tres direcciones del espacio. Cada atomo particular de la
celda unidad tiene exactamente las mismas propledades fisicas en
todas las celdas unidad del cristal. En los 1inconmensurados
existe alguna propiledad, modulada en el espacio, que difiere de
ftomo en atomo. Esta modulacidén es periddica, pero con un pe-
riodo inconmensurado con el de la red subyacente (el cociente
entre ambos periodos es un nQimero irracional). Como consecuen-
cia no hay simetria tanslacional y debido a &sto no se pueden
aplicar los métodos usuales de Teoria de S6lidos y se han debido
desarrollar otras teorias nuevas. Estos materiales presentan
adem8s, caracteristicas peculiares, como presencia de ondas de
densidad de carga, de solitones, etc, que los han convertido en

objeto de intenso estudio experimental.

En esta tesis hemos hecho c8lculos para distintos modelos
inconmensurados, en los cuales la inconmensuracidn se manifiesta

a través de los elementos diagonales del Hamiltoniano de uniones
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fuertes. En todos los casos hemos tenido en cuenta sdlo la in-
teraccidn entre primeros vecinos. Los dos nuevos modelos intro-
ducidos se caracterizan por poseer una distribucidn uniforme de
sus autoenergias de sitio, tratfindose en un caso de una modula-
cidn zigzag y en el otro de un diente de sierra. En el Capitulo
II hemos calculado la densidad de estados de estos sistemas,
utilizando el método que cuenta los autovalores menores gue una
clerta energia dada(38), comprobando que la misma depende

fuertemente de la forma funcional de las autoenergias de sitio.
Sin embargo, la distribucidn de estados en bandas y minibandas
de estos sistemas obedece la misma regla, igual a la del modelo
con modulacidn coseno de las autoenergias de sitio.que ha sido

profusamente estudiado por otros autores.

En el Capitulo III hemos introducido desorden en los mode-
los inconmensurados unidimensionales mencionados. El propbsito
de introducir el desorden, fue "medir"” el apartamiento de nues-
tros modelos con respecto al modelo completamente desordenado de
Anderson, que posee la misma distribucidn uniforme de sus autoe-
nergias de sitio. Hemos analizado este apartamiento en funcidn
del modelo, grado de inconmensuracidn, amplitud de la modulacidn
de las autoenergias de sitio y tipo de desorden introducido.
Llegamos a la conclusidn de que el modelo diente de gsierra, que
presenta discontinuidades en las energias de sgitio, est8 més
cerca del modelo completamente desordenado que el modelo zigzag,

que no presenta discontinuidades.

Hemos usado dos variantes de desorden: en un caso afecta
uniformemente a todos los atomos y en el segqundo afecta aleato-
riamente a una porcidn "x" de &atomos del sistema. Esta {iltima

forma de desorden es m&s brusca y los sistemas tienden con mis
rapidez al modelo de Anderson, en funcidn del grado de desor-
den,x. E1 desorden uniforme mantiene una mayor correlacidn entre

las autoenergias de sitio.

En el cCapitulo IV hemos calculado la densidad de estados

para sistemas que presentan solitones (disconmensuraciones o
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paredes de dominio) Los solitones aparecen cuando el sistema
estd cerca de la transicibédn conmensurado~ inconmensurado, es
decir cuando el periodo de la fase modulada se conmensura con
el de la red subyacente. La densidad de estados de estos siste-
mas posee' una estructura que consiste en bandas y minibandas
distribuidas asimétricamente a lo ancho de la banda de energias
Yy que tiende progresivamente al tipo de estructuras obtenidas en
el cCapitulo II a medida que la intensidad del potencial externo, Ua'

.. . . c
disminuye alejandose de su valor critico Ua'

Hemos calculado en el Capitulo V el coeficiente de locali-
zaclbén exponencial, Y(E), para los modelos unidimensionales in-
troducidos en el Capitulo II, utilizando el método de la matriz
transferencia(3%), ugando Y(E) en combinacidén con los histo-
gramas de la densidad de estados, hemos obtenido las propiedades
de localizacidn de estos sistemas, mostrando que las mismas son
fuertemente dependientes del tipo de modulacidn. Tanto en el
caso de la modulacidn zigzag, como de la diente de sierra exis-
ten bordes de movilidad. Los bordes de movilidad en el problema
con modulacidén zigzag separan zonas en las cuales los estados
extendidos forman un espectro denso de otras en donde todos 1los
estados son localizados. En el caso del Hamiltoniano con modu-
lacidén diente de sierra, los bordes de movilidad separan regio-
nes en las cuales todos los estados son localizados de zonas en
donde, aparentemente, tanto los estados localizados como los ex-
tendidos pueblan densamente el espectro. En el Capitulo VI he-
mos hecho lo mismo para sistemas que presentan solitones. Estos
sistemas también presentan un borde de movilidad, con estados
extendidos para energias mayores y localizados para energias me-
nores que el borde de movilidad. Este modelo parece comportarse
como mejor conductor cuanto mis asimétrica es la densidad de es-
tados. Hemos calculado la distribucidn de carga en estos siste-
mas y comprobado que las dislocaciones actfian como atractoras de
carga negativa, corroborfindose los resultados obtenidos por Su y

Schrieffer para otro modelo con solitones.
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En el Capitulo VII, hemos calculado la densidad de estados
para modelos 1inconmensurados bidimensionales, principalmente
para sistemas en 1los cuales la inconmensuracidn es segfin una
sola direccidn. La modulacidn en todos los casos la hemos toma-
do cosenoidal. Hemos observado que las caracteristicas de n(E)
dependen de que las cadenas de atomos en la direccibédn de la in-
conmensuracidn se encuentren todas en fase o en antifase entre
si., Existe un rasgo de los inconmensurados segfin una sola di-
reccidn que no parece depender de la dimensionalidad ni del mo-
delo elegido: el nlimero de estados que se encuentran en la banda

central de n(E), obedece en todos los casos la misma regla.

El Capitulo VIII lo hemos dedicado a investigar las propie-
dades de localizacién.de los modelos bidimensionales introduci-
dos. Hemos mostrado que el modelo con gsus ristras en antifase
no es autodual y por lo tanto no puede presentar una transicién
metal-aislador del tipo de 1la que presenta el modelo de
Aubry(17). Hemos calculado por medio del método de la matriz
transferencia la inversa de la longitud de localizacidn en E=0
para 2,3,4,5 y 6 ristras en fase y en antifase. Encontramos que
para E=0 el comportamiento de estos sistemas con un nGmero impar
de ristras no difiere del modelo unidimensional con modulacidn
tipo coseno. En cambio si uno calcula Y(E) a lo ancho de toda
la banda para dos y tres ristras, para modelos en fase y antifa-
se, se encuentra con gque el modelo en antifase se localiza a par-
tir del centro de la banda y hacia los bordes. Esto no sucede
para las ristras en fase que presentan un comportamiento similar
al unidimensional,aunque el ancho de las bandas de estados ex-
tendidos ha disminuido. Vemos, entonces, que a pesar de que 1la
introduccidén de la segunda dimensidn modifica mucho la densidad
de estados, la longitud de localizacidn no se modifica. Esto se
ve al aumentar el nfimero (impar) de ristras y todo hace suponer
que al aumentar mucho el nfimero de ristras el comportamiento

serf el mismo para un nfimero par de ellas.

De nuestros c8lculos podemos inferir el comportamiento

en E=0 de los sistemas bidimensionales. Fuera de E=0 es mas

dificil extrapolar los resultados obtenidos con 2 y 3 ristras.
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Como una f{iltima conclusidn podemos decir que el método
de la matriz transferencia en combinacidén con histogramas de
la densidad de estados, obtenidos por el método de Dean consti-
tuyen una herramienta adecuada y de bajo costo computacional pa-
ra estudiar las caracteristicas de sistemas de cualquier nfimero

de dimensiones pero inconmensurados segfin una sola direccidn.
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APENRDICE I

Deduccidn de la ecuacidn de Harper

En este apéndice deduciremos la ecuacidn de autovalores pa-
ra un electrdn de conduccidn en una red bidimensional con un
campo magnético perpendicular a la misma, en la aproximacidn en

la cual se desprecia la interaccidén entre bandas.

Supongamos que tenemos una red cuadrada bidimensional con
constante de red igual a "a". El sistema, como dijimos, est8
inmerso en un campo magnético uniforme ;- » perpendicular al
mismo. Consideraremos una sola banda cuya energia para el sis-
tema sin campo magnético, dentro de la aproximacidn de uniones

fuertes tiene la siguiente forma:

s
E(k) = 2E0(coskxa + cosk_,a) (A1.1)

b 4

Para tener en cuenta la influencia del campo magnético in-

troducimos, ahora, en (A1.1) la llamada sustitucidn de

>

(15'16), que consiste en reemplazar (h/2w)k por el ope-

Pelerls

> > +>
rador p-edA/c, donde A es el vector potencial. De esta manera

>
transformamos E(k) en un operador que se puede tratar como un

(15,16)

Hamiltoniano efectivo en la ecuacidn:

> > +>

E(k)Y¥(r)= w¥(r) (A1.2)

+> >
Una medida conveniente para A es A=(0, H x,0), de tal mane-

+
ra que H esti dirigido segflin z(16),

Haciendo la sustitucidn mencionada obtenemos:
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Eglelkya 4 omikya 4 olkya | o=ikya)yiy,y)
- Eo(e(izﬂ'/h)pxa + e"(iz‘l"l'/h)an +

+ e(iZﬂ/h)pya e~(ie2m/eh) Hxa +

+ e-(iZn/h)pya elie2m/hc) Hxa Y¥(x,y)= W¥(x,y)
(A1.3)

Vemos en A1.3 que el Hamiltoniano efectivo contiene opera-

dores de translacidn exp(ap,27/h) y exP(apYZN/h)v Teniendo

en cuenta @sto obtenemos:

EO[Y(x+a,y) + ¥Y(x-a,y)+ e-(i2me/ch) Hxa .

*Y(x,y+a) + ei(ezﬂ/Ch) Hxa C(x,y-a)]= W¥(x,y)

(A1.4)
Si sustituimos:
X=ma y=na W/Eg=¢€ (At.S)
y si, ademfs, dado que los coeficientes en A1.4 85lo involucran
a x, consideramos un comportamiento de ondas planas en la direc-

cidn

A1.7

"y", o sea 81 escribimos:
¥(ma,na)= elVhg(m) (A1.6)
introducimos el parfmetro a=a2 H /(hc/e), obtenemos:

g(m+1) + g(m=-1) +2cos(2mma-v)g(m)= €g(m) (A1.7)

es ijual a la ecuacidn (1.1) pero con Aa=2,
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APENDICE I

Método de Dean o de recuento de autovalores

Este método permite calcular el nimero de autovalores meno-
res que un clerto valor real A, que posee una matriz A real y

simétrica.

En este apé&ndice expondremos el método para matrices tridia-
gonales, dado que toda matriz real y simétrica puede ser tridia-

gonalizada.

Sea A la sigulente matriz tridiagonal:

a, b,
by a, b,y
A= b3 33 b4
. b,
b, aj
(A2.1)

Los polinomlos caracteristicos de los menores principales
de esta matriz se pueden calcular de manera recurrente y son de

la siguiente forma:

P1(X)= a1"X
Py(X)= (ap,=2)P,;(X)=by2py(})
Pi(M)= (a;=A)Py_4(X)=by2p;_o5(]})
i=1,404,n (A2.2)



- 148 -

Estos polinomios tienen las siguientes propiedades:

1) Pyj(A) es un polinomio de grado i

2) Pyj(A) » 4@ gi L * -w

3) Py(X) » +=(-1)1 A » 4w

4) py(mPy_o(n)o0 si P;_,(n)=0 (R2.3)

Las propiedades 1), 2) y 3) son obvias y de la expresidn para

P;(A) surge que:

Py (M= =b; 2 By _,(n) s8i Py _,(1)=0 (A2.4)
es decir:

P (WP _o(u)= =by 2(Py_,(u))2%€ 0 (A2.5)
A2.5 no puede ser igual a cero, porque de ser asi, P;j_,{(u) se-

ria cero y de A2.2 resultarfa que todos los P;(n) serian cero

incluyendo a Po(u), que por definicidn vale 1.

Teniendo en cuenta las propiedades A2.3 se demuestra por
induccidén que los ceros de P; son simples y que estln separa-
dos por los ceros de Pj_4. Que estas railces son reales se in-
fiere directamente del hecho de que los P; son lqs polinomios

caracteristicos de matrices hermiticas.

El esquema de signos de los P; ser8 entonces:

Py + .
Py + | - .
P2 + L
S I I
A
etc
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De lo expuesto y del esquema de signos para los P, Se
inflere que el nfimero de autovalores de A, que son los ceros de

P menores que X viene dado por el nfimero de cambios de

n’
signo, descontando los ceros, de la secuencia Py(}). Por
ejemplo, suponiendo que la matriz A es de dimensidn 3, y que
queremos averiguar cu@ntos autovalores menores que X posee,
del esquema de signos surge que la secuencia Po(k), P1X),
pz(x) sufre dos cambios de signo (en A, Py es positivo,

Py es negativo y P, es positivo) y efectivamente si nos fi-

jamos en el esquema de signos para P3, vemos que tiene dos

raices menores que A.

Para calcular histogramas de la densidad de estados de un
sistema cuya matriz del Hamiltoniano es tridiagonal, se usan las
férmulas rgcurrentes A(2.2). El1 nfimero de estados entre Aj Y
xj + AX viene dado por el nimero de cambios de signo de la se-

cuencia pi(kj+AA) menos el nimero de cambios de signo de 1la

secuencia Pi(lj)-

Dado que el método no trabaja con matrices, para calcular
histogramas de la densidad de estados de sistemas unidimensiona-
les se pueden usar cadenas muy largas (nosotros hemos usado has-
ta 10000 Aatomos) con bajo costo computacional. Los cllculos se
hacen mi&s costosos cuando los sistemas no son unidimensionales y
la matriz del Hamiltoniano no es tridiagonal, en este caso 1lo
que encarece el cdmputo es la tridiagonalizacidn, aGn asi el
costo de calcular un histograma es siempre mucho menor que el de

diagonalizar matrices.
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Atomica. Antes de comenzar este trabajo de tesis sobre los materiales inconmen-
surados, realizd otros trabajos de investigacién en el mismo grupo sobre propie-
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El estudio de las propiedades de sélldos Inconmensurados lo comenzd en
1982,bajo la direccidn conjunta de la Dra. Norah Cohan y mfa. Coincidid con el
interés del grupo experimental de la divisidon en estos matetiales y con un enorme
auge del tema en varias partes del mundo.

Para comenzar estudio las semejanzas y diferencias entre los materiales
desordenados y aquellos sujetos a dos periodicidades inconmensuradas entre sT,
es decir, con dos periodos cuyo cociente es un Irracional.

Los primeros cadlculos los hizo para sistemas unidimensionales,con la modula-
cién en los elementos diagonales del Hamiltoniano de uniones fuertes (tlght-
binding). Posteriormente incluyé aproximaciones para sistemas de dos y tres
dimensiones y también se ocupd de sistemas con solitones, ya que en el limite
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Las propiedades que calculd fueron las densidades de estados electronicos y
la localizacidon de las funciones de onda. Las primeras presentan gaps y minigaps
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