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PREFACIO

Es conocido que el producto de dos distribuciones
arbitrarias no es posible. Esta situacién fue mostrada por
L. Schwartz (c.f.[27]). Sin embargo, se puedén obtener f6r
mulas de productos de distribuciones usando distintos méto
dos, por ejemplo, el método que consiste esencialmente en
aproximar ambos factores del producto por familia de fun -
ciones distribucionales, multiplicando y dividiendo por -
términos adecuados que permitan obtener nuevamente elemen-
tos de la misma familia de funciones distribucionales y el
resultado final se obtiene por pasaje al limite. Entre -
otros métodos se encuentran, los de A.Gonzilez Domingﬁez y'
R.Scarfiello (c.f.[14]), J.Mikusinski (c.f.[23]), S.E.Trio"
ne (c.f.[28]), B.Fisher (c.f.[10]) y K. Keller'(FLfT[zo]).

Los resultados principales de este trabqjo, se re

fieren a los siguientes productos:
' ! ! !

1 H,(PEOm) . H(Pri0,m) (1)

f:f,: R (X) . RB(x)'H (2)
,:;.}‘;L,n ﬁafsf,‘ Rg(S) (3)
,,'?kix’¢ixslnwﬁ?;;%q,n) -w(F,B,m}n) (4)
g | ,(mz%d)l . 6K (m24p) (s)

(m2+P5} . (m2+p):l-A
1

(6)

que corresponden a las f6rmqlas (x,2,3), (11,2,1).,(1171,2,1),
iv,2,1), (v,2,3) y (V,3,5), respectivamente.

Los productos (1), (2), (3), (4) y (6) son hetero-
doxos de acuerdo con [33] , p&g. 23, f6rmula (I,3,16), es -
decir que no se les puede asignar el mismo significado del
que se establece en la definicién (7) (vale decir "ortodo -

xos"),
def
<g.T, ¥ > = < T, a.¥P> (7)

con a € {(c.£.[26], pag. 88) y Y& D (c.f.[26],p4g.64) -~



dada por L.Schwartz en [26] , p&g. 117, f6rmula (V,1,1).

El término heterodoxo fue introducido por A.Gonzélez |,
Dominguez (c.f.[l3],pég. 180) para indicar todos aquellos pro

ductos que se pueden obtener sin usar laﬂdefiniciénf(7);

. l ‘
El producto multiplicativo (1), Ha(RiiQ,nQ.HB(PiiO,n)
obtenido en el capftulo I, f6fmula (I,2,3), generaliza los si-

guientes resultados:

i+ ) 'B1 producto (G¥i0) ™™ . Lk {§(x)} dado por A.Gonzdlez Do-
minguez en [13] , teorema 12, pag. 192, que genereliza la
férmula de Guerra (c.f.'[13] ' bég.'193, f6rmula 9.6), -
l ' ! ' ’

, fundamental en la teoria cuéntica de campos.
\ Ll

1
1

ii" ) Los,productos H
|| I'l ﬁ,ad‘ds
'1 'i‘ |

! ' ] -
iii) Blﬂbroducto (x2) ™ .[:Jl { 8(x)} dado por Klauss Ke -

Yo dg ! T . .
ok (PZi0,n). S(x) vy Hyy (P2i0,n) .H_,, (P*i0,n)
por S.E.Triome en [33J , Pags. 72-78.
[ '

‘1ler en [20] ; Rag. 32, f6rmula 2.56 donde,
= 'ael 2,2 _ 2
. X _"*1'—”2-"" X3 x4 ’
2 4 2
D= -1 2 y
Bxl i=2 Bxi
(x2) " significa parte finita ([33] , p&g. 16).

El producto multiplicativo (2), Ra(x) . RB(x) obteni-
do en el capitulo II, f6rmula (II,2,1) generaliza los produc -
tos (|x]|2 )™ . AR{G(X)} y Ak {8 (x) }. a% {6(x)}, dados por -

Klauss Keller en [20] , p&g. 68, apéndice B, grupo B.7, donde,

2 2 9

0" 4.+ 20 }
axi ox2
n

[x|2 = xi + ...+ xé y 2% =1

El resultado (3), Ra(S). RB(S) dado en el capitulo -
III, férmula (III,2,l) en mi opinién es independiente de los
resultados previos, su interés radica, entre otros, en que en
el caso particular de que o = =29 , ¢ =0,1,2,..., Y p=2mtn,
dado en la proposicién 2, férmula (III,2,7) suministra una f6r

mula relacionada con el operador de las ondas dgeneralizado ite

II.



rado k veces.

\ El producto (4), w(t,am,n) .w (t, Bym,n) dado en el
capitulo IV; f6rmula (Iv,2, 1) es una generallza016n del pro -
dUCtO (III 2,1) del capitulo III.

et . ISi en el éiodphtb (5), (m2+P)2 . 5(k)(m2+P) hacemos
WL 'I=‘. "l { S'é..| obtiene,
. . ' .!| ]
v | Wt .
. o ‘
m2+0) . 6 X mt+p) + x s KM (m24py = o,

que general;za f6érmulas del Gelfand- ShllOV (c.£f. [12] pag. -
g
349) Yy es con51derada por ejemplo por Bollini, Giambiagi y -
.. Tiomno para la teorfa de regularizaci6n analftica en las ecua
ciones cl&sicas de Yang-Mills y sus aplicaciones en el poten-
cial singular (c.f.[3]). Ademds este prodcuto generaliza f6r-
mulas usadas por D.W.Bresters (c.f. [5], pé&g. 573, renglén -
15 y p&g. 574, renglbn 21), las que permiten obtener la f6rmu

la,

X x - (-1)%71

(M2+P+i0) ~ = (m?+P) + i c(k'l)(m2+P).
(k=1)!

1-A

El producto (6), (m2+P)i . (m2+P)_ dado en el -

capitulo V (proposicién 1, f6rmula (V,3,5)) es una extensibn
multidimensional de la férmula x . x:l_x dada por B.Fisher

+
en [10] , p&g. 296.

En el capitulo VI se demuestra la validez de f6rmu-
las que intercambian la transformada de Fourier de los produc

tos (1), (2) y (5) con la convolucién de las transformadeas.



't CAPITULO I.
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'» R f |

" ' Il|

L @;-' ,IPRODUOTQS MULTIPLICATIVOS DE; LA FAMILIA DE

. FUNCIONFS DISTRIBUCIONALES Hy (P+i0,n)

/' , ' 14
|

cew 0 RESUMEN: fp

Se estudian prodyctos multiplicativos relaciona-
dos con la familia de funciones distribucionales Ha(PiiO,n),
f6rmula (I,1,5).

Usando el resultado (P+i0)'. (P+i0)M= (p+i0)**V
A, Uy X+ uF - % -k, k=20,1,2,..., (c.£.[33], pag. 23),
se obtiene el producto multiplicativo Ha(PjiO,n).HB(PiiO,n)
(proposicibn 1, fbrmula (I,2,3)), que es heterodoxo de -
acuerdo con lo establecido en el prefacio de esta tesis.

Variando los parémetros o y B a partir del resul-

tado H, . HB se obtienen los siguientes productos multipli

cativos;
H _om - H_,g (Proposicién 2, con % > m, férmula (I,3,9)),
Hn-2m . H_2£ (£6rmula (I,3,18), para g—i m,.con n par),
n .
H _on H_5g (f6rmula (I,3,19), para 5 < m, con n impar),
H_ox « Hogy (férmula (I,3,20)), Hop H_22(f6rmula (1,3,21)),
H2k §(x) (f6rmula (I,3,24)),
il L n
(P+i0) . L7{8(x)} (£6rmula (I,3,27), para 7 >m),
(PiiO)_m . L£{6(x)} (f6rmula (I,3,29), para %’i m, con n par),
(PiiO)_m . LQ{G(x)}-(férmula (1,3,30), para %-i.m;.con n impar®
-m 2 ,I '
P . L7 {§(x)} (f6rmula. (I,3,38)),
P;m .t {8 (x)} (£6rmulas (I,3,35) v (I,3,36)),
Clprioy™ L " s 0} (f6rmula (1,3,40)),
! ' ! , ' i .
L Y6(x)}  (£6rmul
Vo R %' (x) (£6rmulas (I,3,51) y (1,3,52)),
l'll !' tave 'I‘le 'lgz' . .
T - LT{s(x)} (f6rmula (I,3,50)),

N ‘ o, ' h



dando f6rmulas relacionadas con el operador ultrahiper-
b6lico iterado k veces.

En la seccibn I.l., se obtiene el residuo de
Ha eno = n+2h , h=20,1,2,..., (f6rmula (I,1l,1l4))
que generaliza el teorema 3, dado por S.E.Trione en -
(32),pdg. 94, f6rmula (IIL,3,11).

1y -——-—-—w'



I.- PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LA FAMILIA DE FUNCIONES

DISTRIBUCIONALES H (P+i0O,n)

(AN

INTRODUCCION

Sea X = (x ..,xn) un punto en ¢l espacio n-di

17"
mensional R".
Con P = P(x) designaremos una forma cuadré&tica

de n variables, no degenerada,

2 2 _ L2 _ - o2
- IREREE +xp xp+l .o Xp4q

donde p+q = n (dimensibén del espacio), p es el nl

mero de cuadrados positivos de P, q es el nfimero

de cuadrados negativos de P y def es la abreviatu

ra que indica definicién. ‘
[

con |x|? indicaremos la forma cuadrética

|x]2 = %2 + ... + x2
n

2
1

Consideremos ahora la forma cuadr&tica

:,G+(x,€% = P(x) x ice x| ?

con € nmero, real mayor que, cero, |x|2? definida
cen (I,1,2) y P(x) en (I,1,1).

[ S
Para A € C (nGmeros complejos), escribimos,

| 1

(P4_LiO),)k = lim (G;_(x/E))A
e> 0 -

Se demuestra en [12] , Pa4g. 284, que el limite

UG . .
que figura en el segundo miembro de (I,1,4), exis

te y que (PiiO)A son funciones distribucionales -
analiticas de A, salvo en los puntos A =—% -k,
k =20,1,2,..., donde tiene polos simples.

Asociada a (PiiO)A , se define en [33] , Pag. -
39, la familia de funciones distribucionales

Ha (PilO,n) ’ a-n
2

(P+i0)

Ha(PtiO,n) def
Kn (a,q)
donde a € C (nGmeros complejos), Indice de la

familia, n dimensidn del espacio y

(L,1,1),

(I,1,2)

(,1,3)

(I,1,4)

(1,1,5)



2% ﬂn/z T (a/2)
i

ami +qmi
e? e ? F'(n_-a)

Kn (a,q) =

Ha(PiiO,n), verifica las siguientes propiedades:
: \

Ho (P+1i0,n) = 8 (x)
| k ,

H_, (Pti0,n) = L {6(x)}
X ., o _ '
L™ { i, (P io,n)} = H,_ox (Pt i0,n)

. \ .
donde Lk es el operadar ultrahiperbblico,

. k
VoL {3 + ...+ 3% - 3% - ... - 232 }
,o w2 2 2 2
th a'{l ‘ axp axp+1 axp+q

Ay |
'
1 R

i#ﬂrado k veces y 8§ es laldisiribucién delta de

Dirac.

Las—propiagades (I,1,7), (IrLyé) y (1,1,9) fueron
obtenidas por S.E. Trione en [33], p§g. 40, f6rmulas
(11,3,7); (II,3,8) y (II,3,9) usando la transformada
de Fourier de Ha(PtiO,n) y a la que tambié&n se puede
arribar por
(#) métodos directos, es decir, calculando el residuo

del cociente de una distribucifén paramé&trica dividida
por un coeficiente variable respecto del par&metro de
analiticidad cuando numerador y denominador tienen -

los mismos polos simples.

Si se hace = 2k en (I,1,9) y usando (I,1,7), se
obtiene,
k : -
L {sz(Ptlo,n)} = §(x)
propiedad esencial de la familia de funciones distri-

bucionales 1 _(P+i0O,n), pues expresa que Ha(PtiO,n)

(
a
para o = 2k es solucibn elemental del operador ultra-

hiperb6lico Lk iterado k veces.

Por otra parte, em los puntos ¢« = n + 2h, h=0,1,...
Ha(PiiO,n) tiene polos simples debido a la funcién
' (gamma) que figura en el denominador de (I,1,6). En

este sentido, un resultado que no aparece en la lite-

(Ill.le) y

(L,1,7)
(I,1.,8)

(I,1,9)

(1,1,10)

(I,1,11)



ratura habitual sobre HcﬁPtiO,n) es el residuo en -
a=n+ 2h; h=10,1,2,...

Utilizando propiedades de 1la fupbiénr (o/2), vamos
a obtener en forma explicita el residuo de %l(PiiO,n)
ena=n + 2h; h=20,1,2,... el cual se pqedg formali-

zar en el siguiente lema.

Lema: Sea h = 0,1,2,.1.,Vale la siguiénte f6rmula,
Res { Ha(PiiO,n)} = A(n,h,q) (P-_tiO)h
Q= n+2h ‘ i

donde ™ i (ntq)

' 2
' : .o 1 (=1) e : "
r A(n,h,q) =, —

. “h! on+2h-1_ n/2P(2+h)

i I P! ! 2

» ,

‘Pémostracién:

El desarrollo en serie de Laurent de

H P+ 10,n) alrededor de o =n+ 2h, h=0,1,2,...
estd dado por,

(= <]

A_ —n-2h)V
H,(P+iO,n) = 1 + AO+€=iAv(a n-2h)
¢ - n - 2h
luego
A, = Res {H,(P+ti0,n)} =
a= n+2h
= lim [ (a-n-2n) H_ (Pt i0,n)] =
u-> n+2h
a-n
= lim [ (a-n-2h) (P+i0) 2 ] =
o+ n+2h “—qi:a;;;;—
+gmi ami
= lim [(a-n-2h)F(n-a)]. lim [ e .2 e 2 ] .
a+ n+2h 2 7 a» n+2h a n/2
2 m™
a-n
lim (P+i0)
o~ n+2h ——?—7;757— ]

a-n

SegGn [12], p&g. 273, la distribucién (P+i0)

para o= n+2h , h = 0,1,2,...es analitica y puesto

(I,1,12)

(£,1,13)

(X,1,14



que la funcién T (a/2) tambié&n es analitica en a= n+dh;

= 0,1,2,..., se tiene,

lim (P 10y (@2 _ (erio)”
o> n*2h o r(ay2) T (n+h)
. 2
‘ [
Asimismo, usando (A,2,3),
i ‘ K ' '
'"lim [(@-n-2n) T(n-a)) _ -2 (-1P

) d~'n+2h ' V 2 h! -«
\ |
y v

.l I
. [ !
iy Vo !

(I,1,15)

(I,1,16)

LI .
Re?ﬁplazandol(l,l,lG) y (£,1,15) en (1,1,14), obtene
(9 ]

nes,

A_, "TTRES™  {H,(P+i0,n)} 7%
o =n+2h

T_i(ntq)
(-1) e ? (p+i0) P

ny 272h=1 f(n/2)p )
2

que coincide con (I,1,12).

I.2. EL PRODUCTO MULTIPLICATIVO Ha(PtiO,n).HB(PtiO,n)

Nuestro objeto es obtener el producto multiplicati

vo Hy . Hg cuando a, B ,a *+f = n ¥ n + 2h,

entero no negativo y & , B nGmeros complejos.

con h -

Este producto es heterodoxo de acuerdo con lo esta

blecido en la introduccidn de este trabajo y se va a

obtener por cambio de Indice en la familia de funcio

nes distribucionales HY((I,l,S)), usando el resulta-

do:

(P+ 10)* . (P+ i0)¥ = (P+ i0) MM

con A , Y, A+p # -n - k r k=20,1,2,...

(1,2,1)

dado por

S.E.Trione en [33] ,zpég. 23, f6rmula (I,3,1), donde

(P+ i0)Y es definida en (I,1,4). '



o rmrae

Proposicibn 1:
T

.Sean ¢, B n&meros complejos tales
queOL,B,a+B.—I?7f{1+y2h;
h=20,1,2,..., Hy(P+i0,n) la familia

de fpnciones distribucionales definida

, en (I,1,5), entonces vale la siguiente

f6rmula,

[Ha(PthZni.HBPPiiO,n) - C(a,B,n,q).Ha+8_n(Pii0,n) (L,2,2)
donde
Kn(a,q)Kn(B,q)
Yy Kn(Y,q) esti definida en (I,1,6).
Demostracibn:
De la definicién de Ha(PiiO,n) dada en
(I,1,5) y usando el resultado (I,2,1), se tiene,
Hy (P+i0,n) . Hg(P+i0,n) _ (P+i0) (™™ /2 (pyig) (F~1)/2
Kn(aIQ) Kn(B,Q)
. 0+ B-n-
_ (pgioy (PRI /2 (I,2,4)

para o #¥ n+2h ,
m = 0’1’2,--.

Kn(a,q)-Kn(B,q)

B # n+2h y a+B—n # —2m ’ h=0’l[2,-..,

Multiplicando y dividiendo el término de la derecha

de la expresibn (I,2,4) por Kn(a+8-n,q) (donde Kn(Y,q)

es definida en (I,1,6)) y usando de nuevo la defini -

cibn de HY(PiiO,n) dada en (I,1,5), se tiene,

H,, (P+i0,n) .H

dende

B

c(«,B,n,

(P+i0,n) = C(a,B,n,q) H

. a+@-n (F£10.1)
Kn(a+6-n,q)I
- Kn (alq)Kn(qu')

q)

De (I,2,5) se concluye el resqltado (I,2,2).

' )
[ ———p

(1,2,5)



Por otra parte, la cantidad C(a,B,n,q) definida en

(I,2,3), usando (I,1l,6) puede expresarse como,

T(a+B-n) T(n=-a)T'(n-g) (n+q) (7i)/2 '
C(a,B,n,q) _ 2 2 2__e (I,2,6)
2" /2 r(6/2) T(8/2) T (n-o+n-8)
' 2

El producto (I,2,2) es una generalizaci®n del re
sultado (I;I,l,S) dado por S.E.Trione (cfb[?ﬂ . -
pag. 28). r

I.3. CONSECUENCIAS DEL PRODUCTO "MULTIPLICATIVO
Hm(PiiO,n).HB(PiiO,n? i

Se pretenden obtener productos especiales de la

iamiiia de funciones distribucionales Hy (P+i0,n)
((I 1,5)) a partlr del resultado (1,2 2) dado en

‘1d secc16n I.2, varlandq ey B.

'dﬂl
1

Lol
! Dentro de los mismos se deducirdn resultados ob

tenldos por A. Gonz&lez Dominguez en [13] . Pag.

re3T TG la 9.1, por S.E.Trione en [33] . Pag. -
72-75 y por K.Keller en [20] , pPdg. 68, apéndice

B, grupo B.7.

Indicaremos en lo que sigue,
n, - H, (PtiO,n) (I,3,1)

En la obtenci®n de estos productos el criterio
general que se seguird para evaluar la cantidad
C(a,B,n,q) definida en (I,2,6), para determinados

valores de o Yy B es el siguiente:

Criterio I.3 : Se buscarén f6mulas que transfor-

men las funciones gamma que aparecen en el nhumera
dor y denominador de C(a,B8,n,q) ((I,2,6)) con el
objeto de evitar expresiones del tipo:

T(—R) para 2 = 0,1,2,... H k = 0,1,2,...
r(-k)

Naturalmente, se puede trabajar con estas expre

siones si se tiene presente que son operaciones -



netamente formales y que se interprgtan como un 11
mite, pero se ha optado por evitarlas y primero -
buscar f6rmulas que transformen las funciones -

gamma antes de tomar el limite.

Por ejemplo, para resolver el siguiente limite,

T'(8 - m) .
lim 2 (1(312)'
B> =22 I (B/2)
se puede efectuar directamente,
‘T(B - m) |
lim 2 o I'( -2 - m) (I,3,3)
B A N F(-2)
Pero para' evitar expresiénes del tipo (I,3,3),
primero se busca una f6rmul§ que permita trans-
formar '
( r(‘E - m)
; L2
ﬁ, iT(8/2)
} . .
Si se usa la fé*mula (A)2,8), se tiene,
‘ ]
P(E - m) rqy - EY
. 2 S 2 . por - tanto,
py— ! . -
T(872) (-1)™ T (-B+m+1)
2
I (B-m) I(1 - B)
lim 2 - lim 2 -
B> =22 B+ =22
r(8/2) (-1)™r (~g+m+1)
2
'l + 2) (I,3,4)

(-1)™ T (2+m+1)

f6mula que tambi&n se obtiene directamente del
término de la derecha de (I,3,3) usando (A,2,8)

para z = -~ 2.

En cuanto a la familia de funciones distribu-
cionales Ha(PtiO,n) la propiedad HﬂZk dada en -
(I,1,8) es esencial en la obtencibn de estos -
productos, porque en o = -2k , k = 0,1,2,... se



obtienen derivadas de la medida de Dirac. Por tan -
to, usaremos el método directo dado en (#) seccibn

I.2., pag. 4 , para obtener esta propiedad, aunque

S.E.Trione (cf.[33] , pdg. 40, f6rmula (II,2,7)) -

la obtiene usando la transformada de Fourier.

]
) t v '
Las singularidades de H no ocurren en los puntos

a = =2k, k = 0'1 2,..., sin embargo, usaremos el -~
proceso del Ifmite ya que en esos puntos se cae en
los jpolos de la dlstrlbuc16n (P+10)(a n) /2 “([12] .
pdg. 275) que se compensan con los polos de la fun-

v ¢cibn T(0o/2), es decir,

ot T r(n-g)
2

H_,,' _ lim H, _ lim e “'e
B e S vy
\ 1
\ | '. . . ,—
e lim . l(Pth)(a n /2 ] (I,3,5)
!"-!| I d'f -2k . .
" ‘ T(a/2)
J| 1
[} - -
' De acuerdo con |[12] , p&g.353, se tiene
:ﬂﬂi
RIETTTBETO)Y _ 2 /2y g T pk g5y (I,°,6)
Y =-n-k 45 xr T+ x)
.2 5
donde Lk est8 definida en (I,1,10).
: (o-n) /2 . .
Como (P+i0) y T(a/2) tienen polos simples
en los puntos a = -2k, k = 0,1,2,..., usando (A,2,3)
y (I,3,6),
. Res  (p+ig) (@7M)/2
lim (p+i0) (*™PV/2 o =2k
r(a/2) Res I'(a/2)
O=-2k
-i 1
_onFe 2 D (s (1,3,7)
22X + x)
2

Por otra parte, I'(n — o) es analitica cuando a=-2k,
2
k=20,1,2,... , por tanto,

10



R L@+ k) ke

IR ! 2k (72

(I,3,8)

™ f t 1
VoV '-|. ' f b !

W b, 'i' ., luego reempldzando (I,3,8), (I,3,7) en (I,3,5) se
) ﬁn obtiene'la propiedad (I,1,8) y para k = 0, el ca-
so particular (I,1,7).

""En 1o que sigue, obtendremos los productos espe

ciales a partir del resultado (I,2,2), para deter
minados valores de a y B , los cuales se formali

zardn mediante proposiciones.

Proposicifn 2 : Sean m entero positivo,f entero

no negativo, n dimensibn del es-

pacio tal que n > m, entonces,
2

. H = A(m,n,%,9) Ll+m

-29 {6(}()} (1,3,9)

n-2m
donde H es la familia de funciones distribuciona
les definida en (I,1,5), Lk es el operador ultra-
hiperb6lico iterado k veces definido en (I,1,10)

y

7_i(ntq)

A(m,n,%,q) e ? F(2+1) T(mT ((n/2)+2) (I,. 10)

P (n/2) I (n-m) (=1)"T (2+m+1)T (m+n+2)
5 2

Demostracibn:
De (I,2,2) se tiene,

n-2m ° -20= ailg_Zm{ Biszg Ca,B,m, @) Hy o b _
.



"‘|(I,3,].2)I se tiene,

De acuefdo con el criterio establecido al co -
mienzo de ésta seccibn, p&gina 8 , de (I,3,4)

se tiene,
' ‘ ]
lim o

I

) }_ _r@+1)
(=1)T (L+m+1)

: .
. lpego, tomando 'limite en (I,2,6) y reemplazando

wedim( lim [ C(a,B.n,q) ]} _
o> n-2m B+ =22

T_i(n+q)

> r(n + %)
_ e I'(2+1) T (m) 2
on Tr(n/2)r(9_.m)(_1)m T (24m+1)T (m+n+2)
) 2

Por otra parte, usando la propiedad (I,1,8),

se tiene,

. . N L
lim {1im [H . ]} _ 1™ {6(x)}
o> n-2m B> -2 OtBnTT o=

(I,3,12)

(I,3,13)

(T,3,14)

luego reemplazando (I1,3,12) y (I,3,14) en (I,3,11)

se obtiene el resultado (I,3,9).

Por procedimiento similar pero para a = =222 y
B = n-2m, se obtiene tambi&n que,

+£
H 5o «H _, - A(m,n,2,q) L™ {8(x)}

donde A(m,n,%,q) estd dada en (I,3,10), luego de
(1,3,9) v (1,3,15) se concluye gque estos produc-
tos especiales conmutan, es decir,

. H = H . H !

H -22 -2% n-2m

n-2m

>.m .
'. permite asegurar, entre

La hioé#esis %
dtras propiedades que el valox T'(5 ﬂn) ﬁsté de-
finido. Modlflcando esta h1p6t951s Y usando el
mismo procedlmlento con que se obtiene el pro-

ducto (I,3,9), tambi&n se erlba a los produc-

(I,3,7 )

(I,3,16)

12



tos(I,3,9) vy (I,3,15) con la diferencia de que
ahora se distinguirén dos casos, es decir,

sea n < m, entonces,

7 = (I,3,17)
l) Si n es par, de (I1,3,9) v (1,3,15), se tiene,
Hooom » Bogy = Hopp -« Ho o0 o (I,.,18)
puesto que lim -1 = 0
a~+ h—=2m T(a/2) *
2) Si n es impar, usando la f6rmula (A,2,11),
se tiene,
lim 1 - 1 -
(5 m)
n n
_T(l (5 m)) sen(f. m)m i
7 =,
(n-1)/2.' m n
_ (-1) . (=1) F(m -3 + %)
:n 14
luego de (I,3,9) y (I,§,15), se obtiene en
este caso que, “
Hheom = Mg 5 Hope' = Hpop =
= B(m,2,n,q) ™% {6t} (I,3,19)

[}
donde' Y

B(m,l:n,q) =

!E(£+1)P(m)r(%+2)r(n&% +1)

2" /2D q P (gamel) Timt D +2)

Si hacemos m = n + k, Xk entero no negativo
en (I,3,18), 2

-2k Hopg = H_pp «Hog = 0 (

I.3,20)



vl
'

Haciendo k = £ =0 en (I,3,20) y usando la pro

piedad (I,1,7), se tiene,

§x) . &(x) =  ( § (x))? 0

propiedad que coincide con la f6rmula (II,5,7)
dada por S.E. Trione (cf. @3] , Pag. 46).

El producto (I,3,20) ya ha sido obtenido por

S.E.Trione en @3] como consecuenpia de la fér-

mula (Iv,3,1), p4g. 78 y de la f6rmula (II,7,1ll1),

pag. 49. \

! . n
Por otra parte, si ‘hacemos m = 3~ k .entero

polsitivo, con n entero positivo, par en lalpro-
posicién 2, f6rmula (I,3,9), se tiene, '
i I. E -k+£
H q = a® - x, n,tq L2

2k =24 T2 e

) . .

{8(x)}

dande L¥ es el operador ultrahiperb6lico defini-
do en (I,1,10) y '
|

I‘I
. A(% -k,n,L,q)y =
- l 1

"" m_i(ntq)

r(e+l)

Iz =k) Tz +0)

I-F—o———-—v -

, .
‘De acuerdo con (I,3,15) tambié&n vale la propie-
dad conmutativa para el producto (I,3,21), es de-

cir,

H H = H . H

2k T =29 =22 2k

Haciendo £ = 0 en (I,3,21), usando (I,1,7) y la
propiedad (I,3,23), se tiene,

n
= -k
Hy - 8(x) = 8(x) . Hy = A(% -k,n,q)L2 {8(x)}
donde iq"i .
L .o
AG k@) (1S e 2 7@

-1

"1 72 (k) (n=2k) T (n=k)

(I,3,21)

(I,3,22)

o (“72) (k) (- 1)(“’/2) T8 P (g#n-k+1) T (n-k+ 0)
: >

(I,3,23)

T,3,24)

14



) Los preductos (I,3,21) y (I,3,24) los ha obteni-

v .
~ in do S.E.Tribqe en. Eﬂ , p&g. 75, f6rmula (IV,2,1)
N ' , ‘ .
P ., ¥ en pag. 72, 'f6brmula '(IV,1,4), respectivamente.
|

“
al
ﬂ Si se hacen =4, k =1,y q

tiene,
R
H, - 8(x) - s(x) . H, =
+m i
(1) e 2 T (4/2)

23 72 T (1) (4 - 2)T (4-1)

2 2 2 2
¥ az + 82 + 32 _ 82 b8 (x)
axl ax2 ax3 3x4

y usando las f6rmulas (I,1,5), (I,1,6) y (I,1,10),
se obtiene,

2 2 2 2 1

(x]+ x5+ x3- x ¢ i0) . 8 (x) =
= § (x) . (x§+ x§+ xg- xi + iO)-l =
= 3 O o) (1,3,25)
donde,
L]= 8% , 8% , % _ 3f (I,3,26)

2
Bxl sz axg axz

La f6rmula (I,3,25), es conocida como la f&rmu
la de Guerra la cull es de mucha importancia en
la mec&nica cuéntica (cf. [16 |,,p&g. 530).

De la proposicibn 2, fbérmula (I,3,9), utilizan
do (I,1,5), (I,1,6) y (I,1,8), para m<n , se -
tiene, 2
1

e+ i)™ . (s ) =

,—m [ B
4 7T e+1T (5 +-?; 2 s (x) ) (I,3,27)

I @+m+1l), T (m + n )
2

\ Usando la' f6rmula (A,2,7), de (I,3,27), se

|"
concluye, )

o (ei0) ™. . L6 ()} =
Pty ! | ' !
'I| .."_ m B ! "l Q:""m
" -['4 .(!Ll+1)...(2+m).(g'+$0'.~-(g+2+m"l)] L7 {6 ()}
by 2, (I,3,28)
15
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El producto (I,3,28) es obtenido por A.Gonz8lez
Dominguez en [13] , Pag. 192, f6rmula 9.1. y permi
te generalizar directamente la f6rmula de Guerra -
dada en (I,3,25).

Similarmente, usando la condici6n (I,3,17), de
(r,3,18) y (1,3,19), se comcluye,

(P-_l:iO)_m . LQ{G(X)} 0 si %'i m, para n par (I,3,29)

Y
(p+i0) ™ . Lh8(x))

= [4" @y (5 +£)...(g+£+m—l)]-lL2+mf5(x)}
(I,3,30)

si < m, para n impar.

N3

Seg(Gn [5] , P&g.577, f£6rmula 4.1., .
[}

" - (=1)™"? mi 6 (M=1) (p) (I,3,31)

(P+i0) ~ = P e
(m - 1)

vdlida para m # % +k , k=20,1,2,...,

donde G(m-l)(f) es definida en [12].' Qég; 249.

[
t

Luego usando (I,3,31), de (I,3,27) para m# 3+k,
k =0,1,2,..., se obtiene, '

p™. L2 (6(x)} = cm,n,2) L™ { §(x)} (I,3,32)

! g™ g r(g +2)
‘ C(m,nyl) =, ; L

(1,3,33)
oo \ (L+m) ! I‘(%HL + m) ‘

I"I-!l [ Il- |
" R ,
y|P m sign;fica parte finita '(c.f. [33] ; pag. 16).
x|
[}

Por otra parte, de [13] , pPadg. 189, f6rmula 6.9,

se"fiene,

P = P + (-1)" p ™ (I,3,. )

16



donde Pi son definidas en [12] , Ppig. 27§, lue

go, de (I,3,32), param # % +k, k=0,1,2,...
I ‘ '

con n par,. usando (f,3y34), se'obtiene;

-m 2+m

P, . Lg{é(x)} . C(m,nll) L {8 (x)} (1,3,35)
3 ! 2' [

T L Memy (1) m,n,2) LM (5 (x)} (1,3,36)

- 3

sdonde C(m,n,%) es definida por (r,3,33).
[ ! .

Haciendo g = 1 en (1,5,35), usando (I,1,10),
(1,1,1) y (1,3,33), se tiene,:

re—

-m | L
()" [J{et)} =

-m n
a™ o (B4 g
+
= 2 ——2 ™ s ) (1,3,37)
(2+m) < F(E +2+m)
donde
02 = X2 4 ..+ xi_ - X (I,3,38)
Y
DQ‘ ={ Lz + ... + 3z 32 }1' (I,3,39)
2 2 2
Xy OXr 4 X

La f6rmula (I,3,37) generaliza el producto da-
do por K.Keller en [20] , p&g.31, f6rmula 2.56.

Con el resultado (I,3,9) se ha pretendido agrupar
una cantidad de productos, algunos conocidos ta -
les como (I1,3,20), (1,3,21), (1,3,24), (1,3,28),
destacando la conmutatividad de los mismos y se -
han introducido otros nuevos: (I1,3,18), (I,3,19),
(r,3,29), (1,3,30) y (1,3,35).

De (I,2,2), se pueden deducir, otros productos .
para el caso en que « = n + 2my B= =28 , con
m y 2 enteros no negativos. f

17



ch.

Proposicién 3 : Sean m y £ enteros no negati -

vos tales que £ > m,

(p+ i)™ . LA s (x)} =

donde (PtiO)A es definida en (I,1,4), L
(1,1,10) y '
. m ,, n
M(n,?%;m) 4" 2! P(2 +2)
(z—m):r(% +2- m)
Demostracién:

entonces,

M(n,%,m) Lt {8 (x)}

L
en

(I,3,40)

(I,3,41)

La familia de funciones distribu-

cionales H (P+i0,n), definida en (I, l 5), tlene po

los 51mples en los puntos ¢ = n + 2m, m =

0,1,2,...

luego, simplificando Kn(a,q) ((1,1,6)) en;ambos fég

minos del producto 0{,2,2), se tiene, |
I
K_(a+B-n, q) i
— n Ha+8 n

Kn(ﬁlq) .

. Como 1la dlstrlbuc16n paramétrlca (P+1O)(a n)/2
[12] ‘y pég 284) es analitica en a =

entonces, para, este valer de a

! (Pxti0)™ . Hy _ n

K (B+2m,q)

K (B,q)

l!""" y -

’

HB+2m

n + 2m,

Por otra parte, apllcando el criterio I.3.
usando (I,1,6) y las fbrmulas (A,2,7)'Yy (A,2,9),

se tiene,

m

Kn(B+2m,q) 47 2!

r(% + 2)

lim [

B> 22 K_(8,q) |-

SegGn la propiedad (I,1,8), tenemos,

Biszl H3+2m - H—29,+2m

LA (8 (x))

= H-2(9,-m)

(2-m) ! r(% +2-m)

(I,3,42)

(I,3,43)

(I,3,44)

(I,3,45)
18



donde Lk es el operador uitrahigerﬁélico defini’
do en (I,1,10), por tanto,,K usando (I,3,43), -
(1,3,44), (I,3,45) y la propiedad (I,1,8), se

| ]

,tiene,
‘ I
(P+i0)™ . LY (6 )} = (P+io)" . H o,y =
. = (P+i0)" lim Hg = lim (P+i0)" . Hg=
' B+ '=22 B> =28
ot , '
‘I l v A . K (2'+2m'q)
i J= lim n Hgi'om)
0V L | '| B-) "2!' I{ (2’ q)
[ ;l' ‘l"'r Y f'll | " 1 n| '
o '
\‘ ".I I".l
ll' LI: 1 |'||.l l"'!l ' Kl(£+2m q) ,
I!A ' i'|~r" " = 1lim , n ’ ! lim HB+2m =
(AR > =29 [ -
; A T k(e B> —24

L} m n
"F; ) Mz +4) Lz-m'{é(x)} que coincide

(2=m) ! T (S+2=m)

con (I,1,40).

Si se hace £ =m en (I,3,40), se obtiene,
m n
4" m! I'(s + m)
(P+i0)™ . L™ {§(x)} = 2 § (x) (I,3,46)
r(n/2)

Usando las f6rmulas:

(e+in)d = P+ QATL pA (1,3,47)
(p-i0)* = pA o+ AL pA (I,3,48)

dadas en [12] , Pa4g.276, se deduce que cuando

A = m, m entero no negativo,

(p+i0)™ = (p-i0)™ = P™ para m=0,1,2,... (1,3, )
i donde
;ﬁr m _ 2 2 o 2 . - %2 m
i%; P (xl toee. +xp xp+1 ce xP+q)

con p+tq = n dimensién del espacio.

Luego, utilizando la férmula (I;3,49), el
producto heterodoxo (I,3,40), para £ > m,
también se puede escribir, L

! 19



" .t s} = Mmbem LT s} (I,3,50)
[}
De (I,3,56), utilizando las f6rmulas (I,3,47),
(I,3,48) y (1,3,49) se deducen los siguientes -
productos:
m: 2
+

.t 51} M(n, £,m) L2 rs(x) ) (1,3,51)

N+

RSN A (sex))'
bl '

-DH™ M(n;2,m t*™  (8(x)}(1,3,52)

N T

donde M(n,%,m) estd definida en (I,3,4l1).

[y .-
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CAPITULO II

PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR
ELIPTICO DE MARCEL RIES2Z

RESUMEN:

Trata este capfitulo de productos multiplicativos
relacionados con el nficleo singular eliptico de Marcel -
Riesz, Ra(x), definido en (II,1l,1l).

En la seccibn II.2 se obtlene en prlmer lugar, -
el producto multiplicativo Ra(x) RB(x) (prop051c16n 1, -
f6rmula (II,2,1)), el cual es heterodoxo de acuerdo'con el
criterio establecido ‘en el prefacio de este tfabdjot luego
variando o Y B , a partir del resultado R (x). R (X), se -

|
obtienen los 51gu1ente5product05|multlpllcatlvosL

Ran) . RB(X) (proposici6n 1, f6rmula (II,2,1)),
' I
'l y : ' 1 '
,,:'Rn 2m(x) ?'R_zl(x) (proposicibn 2, para % > m, f6rmula
l "" |I:l‘| L] |I (II"2|,8))‘
|;' 1 " . ' ! '
' ’I““.‘:' [ : ‘I . o ".'| ! )
v e LR ‘(ﬂb'ﬂ,R (x) (f6rmula (II,2,15), para n < m, con
W, ii-2m y 2% ' ' 27
g, o i n par),
) 1
"
| 1;. R~ 2m‘(x) .p2-514¥+~m(f6rmula (I1,2,17);,; para % < m, con
n 1mpar)

R_,, (X) . R_,,(x)  (férmula (IT,2,19)),
(1x12)™ 2% {6 (x)} (£6rmula (II,2,21)),

(|x]%)™ .61{5(X)} (f6rmula (II,2,22)), los cuales dan

f6rmulas vinculadas con el aoperador de Laplace iterado k

veces.



II.- PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

ELIPTICO DE MARCEL RIESZ

II.1. INTRODUCCION

Sea x = (xl,...,xn) un punto del espacio n-di

mensional R".
El nGcleo singular eliptico definido por,

a-n

2y 2
Ry () = —HxI%) (11,1,1)
D, (@)

donde |x|? est& definida en (I,1,2),

n
m? 2%r(§) ,
D _(a) = (IT,1,2) ¢
n T (n-0)
>

y @ € C (nGmero complejo), indice del nficleo,
fue introducido por Marcel Riesz (cf. [25] ’
p&ginas 15721). L

[ Ro(x), verifica las siguientes propiedades:

Ro(x) = S (%) (I1,1,3)
- 1 k Lk | .
n—zk(x)_y (-1) AI|{6(X)} - (I1,2,4)
. ok _ k
LA {Rq(x)} = (-1)" Ry_, (%) (II,1

}J,"Tdonde 2% es el operador de Laplace iterado k
el l ' , . T
' '“vbces, definido por:

1l

' i
O LU L (II,1,6)
P — axi %2

Las propiedade§ (I1,1,4) y (II,l,Sﬁ son demos
tradas en [32] + Pa4g. 92 y p&g. 101, usando mé-
todos directos en el sentido expresado en el ca

pitulo I, padgina 4 .
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) La propledad (I1,1,3) se deduce de (II,1,4)
e "F&EIendd k = 0. T

Haciendo o = 2k en (I1,1,5) y uséndo (11,1,3),

se obtiene,

Ak {R2k(x)} = (-;)k 6 (x)

propiedad esencial del nficleo singular eliptico
Ra(x), pues expresa gque e(anl/z) Ra(x) para -
@ = 2k es solucibn elemental del operador de La

place iterado k veces.

Por otra parte, de acuerdo con [12] , P&ginas
71-74, (lez)(OL-n)/2 es una distribucién para
métrica analitica de o , con polos simples en

los puntos o = =2k, k = 0,1,2,..1, entonces,

a-n

(x| 2
I'(a/2)

es una distribucibn paramétrica entera de ¢ , -
por consiguiente el nGcleo singular eliptico =
Ra(x) tiene polos simples en los puntos & =n+2h,
h=20,1,2,..., debido a 1la funcién.F (gamma) que

figura en el denominador de (II,1,2): luego para
«#n+2h, h=20,1,2,..., usando la féxmula 2
de [12] ' pég. 124, se obtiene,

gl oLy
n/2

I-a

(2m)

[}
1 i 1
0o ‘donde dex) est8 definido en (II,1,1),

by ‘ 'Yl = (Yi + ... o+ Y2)1/2 y ~ indica
Caree gy ey ' ' ,

{

W ' 'transformada de Fourier.
" i 1 e If'

i ‘\“ 1 'll_ ! "nll‘ ! !

i " p!

‘i | !

II.24 PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR
(L
. ' ELIPTICO DE MARCEL RIESZ

' H
(R B | [] t [y

Se pretende obtener, en primer lugar, el produc
‘to multiplicativo R, (X). Rg(x) cuando o, B8 , -



o + - n # n + 2h, con h entero no negativo y

o, B, nGmeros

cleo singular

complejos, donde R (x) es el nG
eliptico definido en (II,1l,1),

luego para valores particulares de a y B se -

deduciré&n productos multiplicativos que estén

relacionados con el operador de Laplace %terg

do k veces, definido en (II,1,6). Estos pro -

ductos son heteroddxos de acuerdo con 1o esta

blecido en el

prefacio de esta tesis.
|

Proposicién 1: Sean o, B qﬁmeros complejos ta-

|
i

Ra(x) . RB(x)
‘donde
ér-*—————vl

I(osB,N)

les que a, B, a+B~n ¥ n + 2h, -
h=0,1,2,..., R, (x) el ndcleo

singular elfptico de Marcel -
Riesz definido en (II,1,1), va-
le entonces la Eigﬁiente f6rmu-
la:,

= I(aIBIn)'R (x)

a+B-n

Dn(a+3~ny

D, (@)D (B)

Y Dn(Y) estd definida en (II,1,2).

Demostracién:

Y Real(B) > n,

C-=n
¢ Ix]?) 2

Es claro que para Real (a) > n
se tiene,
8-n a+B-n-n

Clx12) 2 = (Ix]?) 2

donde |x|? estd definida en (I,l,2). Luego,

por prolongacién analitica en el sentido ([12],

p&ginas 71-74)

se extiende la f6rmula (1I,2,3)

para los valores o -2k, B # =22 vy -

o+B-n # -2m,

con k, £ y m enteros,no negativos

(11,2,1)

(II,2,™M

(II,2,3)

24



De la definicibn (II,1l,1l), usando (II,2,3)

tiene,

o+ B8=-n-n
(x|?) 2

Dn(a)Dn(ﬁ)

Ra(x). RB(x) =

1

para o # n+ 2h, B #n + 2hry o+B-n # -2m,

h= 0,1,2."--- ym= 0’1’2,---

Multiplicando y leldlendo el térmlno de la
derecha de (II 2,4) por D (a+8-n), donde D (v)
esté deflnlda en (II,l,2) y usando de nuevo

(I1,1,1), seltlene,

R (x) . RB(X) = I(a,B,n)'R (x)

o+ B-n

, ] fl para al BI QL-;.B-'n # n+2h’ h = 0,1,2,00-
1 ] ‘l M

e peboey ! |

by " «,;donde '

) 'R

Ll I(o,B,n) - Dn(OL+B n)

Dn(a) DnFB)

[y !

De (II,2,5) se,concluye el resultado (II,2,l).

La cantidad I(a,B,n) definida en (II,2,2),

usando (II,1l,2) puede escribirse como,

CEORS USRS Jl

I(a,B,n) =
n _(n/2)n.,9 -8, ,n-0 n-g
m F(z)r(z)r(‘3‘+ 5 )
ademés,
I(a,B,n) = e-(niq)(“i)/2 C(a,B,n,q)

donde C(o,B8,n,q) estd definida en (I,2,6),

tulo I, p&g. 8 .

En lo que sigue se obtendr&n productos particu

(11,2,4)

(II,2 )

(I1,2,6)

(11,2,7)

lares del nficleo singular elfptico Ra(x)((II,l,l))

a partir del resultado (II,2,1l) para algunos valo-

res de a y B , los cuales se formalizar&n a través



de proposiciones.

En la obtencibn de estos productos, de acuerdo
con la f6rmula (II,2,7), usaremos el mismo crite
rio I.3. dado en la seccibn I.3., capftulo I, -
pdg. 8, utilizado en la evaluacibdn de los pro -
ductos especiales de la familia de funciones dis
tribucionales Ha(PiiO,n) defirnida en (I,1,5).

Proposicidn 2: Sean, m entero positivo, £ entero

no negativo, n dimensibn del espa
cio tal que n > m, entonces,
2

R__, (x) . R_,g(x) = a(mmn,2) a*™ {§(x)}

n-2m

donde Ra(x) es el nficleo singular eliptico defi-
nido en (II,1,1), Ak es el operador de Laplace -
iterado k veces, definido en (II,.l,7) y

' {

atmyn, gy _ T Tm) TG+ (-1) M !
2h n(n/z)rgg-m)(-1)mr(z+m+1)r(m+9¢2)
"2
Demostracidn:;
De (II,2,1), se tiene,
]
) .

() « R_ g (%)

- = Jlim. { lim I(o,B8,n)"'R _.(x)y =
I a> n-2m B+ =24 [ a+B-n }

P! !

(I1,2,8)

(I1,2,9)

|
5 lim ¢ limzz[l(a,ﬂ,nY]}.'lim { lim Ry ., (x)}

o> n-2m B> -

0> n-2m B-+-22
\ ,

De~IcTera® con (II,2,7) y usando la f6rmula -
(I,3,13) dada en el capitulo I, p&g. 12, se tiene,

lim { lim I(a, Bln)} =
a+ n=2m B+ =22

= () (mi)/2 .o { lim | c(a,B,n,q)]}=
a> n=2m B> =24

= a(m,n,¥%)

(I1,2,10)

(II,2,1~
26
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donde a(m,n,%) estd definida en (II,2,9).

Por otra parte, usando la propiedad (II,1l,4),

52 tiene,

lim { lim R x)| } =
o+ n-2m B+ -2% ! a+B-n )

- (~1) 24m A»Q,‘HTI {6 (x) } .

luego, reemplazando (II,2,11) y (II,2,12) en
(I1,2,10), se obtiene el resultado (II,2,8).

Por procedimiento similar pero para o = =22

Yy B = n-2m, se obtiene tambié&n que,

m+2

R_5p(X) « R _on(x) = a(m,n,2) 4 {8(x)}

donde a (m,n,%) estd dada por (II,2,9).

De (II,2,8) y (II,2,13) se concluye que es
tos dos productos especiales éonmutan, es de
cir,

(x)

Rn—2m(x) . R_2£‘x) = R_2£(x) . Rn-2m

Tal como se ha indicado en el capitulo I,
p&g. 12 , la hip6tesis % > m asegura que la
funcibén F(% - m) esté definida, modificando
esta hip6tesis y usando el mismo procedi -

miento con que se obtiene el producta (II,2,8)

también se llega a los productos (II,;2,8) y -
(II,2,14), con la diferencia de qhe ahora se -

distinguirdn dos c¢asos, ek decir:,

Sea < m, entonces,

(T

. l '
l) Si n es par, de (II%,2,8) y (I11,2,14), se

tiene,

Rp—om (X)=R_op (X) = R_, (X).R o (x) =0
1

.puestb’ que 1im

1 -
\ o) n-2m T (a/2) 0.

(11,2,12)

(II,2,13?

(I11'2'—4)

(I, 2,15)
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2)  Si n es impar, de acuerdo con (capitulo I,

p&g. 13 ), se tiene,

n-1
(-1) 2 (-1)™ I'(m-n+1)
lim 1 - 2
o+ n-2m T (a/2) L
luego en este caso se tieng,
Rp—om ()= Ropp (X)) = R50 () « Rp_opn®) =

m+£

= b(m,%,n) A {8(x)}

donde b(m,2,n) =

(-1) (A1) /2 P+ T ()T (242) T (-241) (-1) **7
oM (M/2)  pigamt1) T(m + 2+ 9
Si se hace m = % + k, k entero no negativo
en (II,2,15), se obtiene,
R_op (%) . R_,o(x) = R_,,(x) .'R_2k(x) = 0

Usando la propiedad (II,1l,4), el produc;o
(IT,2,19), también puede escribirse como,,

2 sy oot {8} = 0

donde A™ es'el dperador de Laplace iterada m

veces, definido en (I1,1,6).
' ' 1
| 1 ]

Por otra parte, de la proposicibén 2, f6érmu

la (II,2,8), utilizando (II,1,1), (II,1,2) y -

(iIbl,4) paxa m.<.% , se tiene,
(-

] fi‘
DT L AR gsxy) s
" 1
Ll

: 4

M or(+1) r(% + 2) A (s )}

L +1) T (m + % + L)

donde (x|?) ™ significa parte finita (c.f.[33] ,
p&g.19, f6rmula (I,2,12))

(I1,2,16)

(11,2,17)

(I1,2,18)

(I1,2,19)

(1I1,2,20)

(I1,2,21)
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B j\.l N '..|_; ‘ '|'|
W\ ) I

, ‘ﬁ‘ les que & > m, entonces,

! V! ' .
‘Proposicibn 3: Sean m y ,% enteros no negativos ta-
1

11 bttt 2% (5(x)} = d(myem) a*™ (5(x)} (II,2,22)
donde |x|? estd definida en (1,1,2), 2K es el ope
rador de Laplace iterado k veces, definido en -
(I1,1,6) y

™ r(g + 1)

d(n,2%,m) (I1,2,23)

(2~ m)! r(% +2-m)

Demostracion:

El nficleo singular eliptico R, (%),

: definido en (II,1,1), tiene polos simples en los
3 puntos ¢« = n+ 2m, m = 0,1,2,..., luego, simpli-
ficando Dn(a) ((I1,1,2)) en ambos términos del -
producto (II,2,1), se tiene,

a=-n

( |x]?) 2 . Rg(x) D, (o+8-n) Ry gy (X) (II,2,24)

Dn(B)

c-n

Como la distribucibn paramétrica ( |x]2) 2

(c.£. [12] , p&ginas 71-74) es analftica en -

o = n + 2m, entonces para estos valores de a,

se tiene,
CIx|H™ - Rg(x) - Dy (B +2m) Rgyom (%) (II,2 '5)
D_(B) o

|
Por otra .parte,

D (a) = o~ (ami) /2 el(qnf)/z K, (,q) (I1,2,26)

: donde Kn(q,q) estd definida En (I,1,6), capi-
' ' tulo I vy Dn(g) en (II,1l,2).

giﬂa-v.|wi R'Usando (II1,2,26), tenemos,

N L T LA Ut S S L [Kn(8+2m'q)] (II,2,27)

AR [ Ry - '—2,
T S B T2 (e B -2 K_(8,q)



Usando la f6rmula (I,3,44) dada en el capitu-
. . I '
lo I, pdg. 18 , se tiene,

" m m [ !1'1
1im Dn(B+ 2m) _ (-1 4 2.,P(§+2)
' Dﬁ(B) (L= m)! F(§ +2 -m)

Segtn propiedad (II,1,4), tenemos,

lim*  R,,. (x) R, (%)
g -2¢ Pram 2 (=m) ©

= (_l)l-m pm

{6(x)} (I1,2,29)

donde'Ak est8 definido en (II,1,6), por tanto,
usando (II,2,28), (II,2,29) y la propiedad -
p—dIl,1,4), se tiene,

(x|2)™ . a* 6 = (x| ™. R_,, (x) =

= (|x]H™ . 1lim Rg(x) = lim (|x|2)m.RB(x)=
B> =28 B> =28
= lim D, (B+2m)
g» =20 D_(B) Repom(X¥) =
lim Dn(8+2m) lim RB+2m(x)
B+ =24 Dn(B) g+ =24
, m n _
_ 2! 4T T (5 +2) A (s(x))  que

(2= m) ! F(%+£-m)

coincide con (II,2,22).

El producto (II,2,22) coincide con una de
los productos dados por K.Keller en [20] ,
pdg.68, apéndice B, grupo B.7.
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'PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

retee oy}

' ,* ! HIPERBOLI®U DE MARCEL RIESZ

)

RESUMEN :

Este capitulo trata productos multiplicativos vin--

culados con el nficleo singular hiperb&lico Ra(S) (I11,1,1))

de Marcel Riesz.

prefacio de este trabajo.

Variando los parlmetros o

En primer lugar se obtiene el producto multiplica-
tivo Ra(s) . RB(S) (proposicién 1, fbrmula (III,2,1))el cual

es heterodoxo, de acuerdo con el criterio establecido en el

y B a partir del resul

tado R (S) . RB(S)’ se obtienen los siguientes productos -

multiplicativos:

R_,p (S) - (S)

R2m+n

(s

. D"{é(x)}

R_2q (8) - Ry (8)

3 R_,, (S) . R (S)

n-2m
R‘2K(S) . R_ZQ(S)

(proposicién 2, f6rmula (III,2,7)),

(f6rmula

(f6rmula
(f6rmula

(f6rmula

(I11,2,17)),

(I1I,2,18)),
(III,2,20)),

(III,2,31)),

los que dan fdrmulas relacionadas con'el operador generali-

zado de las ondas dterado k veces ((TII,1,8)).

'
- 'l g ————
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III.- PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR
HIPERBOLICO DE MARCEL RIESZ

ITI.1.

INTRODUCCION

El nGcleo singular hiperb&lico definido por,

a-=n

(s?) 2
Cn(a) |
R (S) =

0 en otro cado (II1,1,1)

donde.S es la forma métrica de Lorentz -
((A,3,2)),-I‘+ es el semicono positivo:

+ 4 n .2 -
™ = { (t,,t) e R : 8% 2ty 4ty > 0} ,
o ninero compleﬁo Yy
n-zl
c (o) = 201l 4 2 M SR+, (II1,1,2)

[}
fue introdﬁcido por Marcel Riesz (C.f. [25] ’

p&g.'31).

La funcibn C_(a) (c.f..[1] , vol. 1, pag. 2,

férmulas (7) y (8)) tiene dos grupos de singu-

laridades,

o = -2k ’ k 0,1,2,... (III’l'3)

o n-2k, k=1,2,... (I11,1,4)

en estos mismas puntos ocurren las singulari-
dades de {(s?) (®™M)/2), (apéndice A.3, fb6rmu
las (A,3,13) v (A,3,14)), por consiguiente, -
Ra(S) es una distribucibn paramétrica entera

de a.

Ra(S), verifica las siguientes propiedades:

R, (8) 8 (x) (I11,1,5)

R,y (8) = [° 16000} (1I1,1,6)
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k =
D { Ra(s) } = RG-ZR(S)

donde []k es el operador de las ondas gene

ralizado iterado k veces,

O EE
2 2 2
a2 at? at2_,

}k

Usaremos el mismo simbolo[:]k para designar
el operador definido en (I,3,39) y en (III 1, &

aunque difieran en (- l)
]

La férmula (111,1,7) fue dada por Marcél -
Riesz en [25] y la (III,1,6) por L.Schwartz
'(c.f. [26 , p&g. 50, f6érmula (II,3,32)).

5i se Hace a = 2k en (III,l,?) y usando -
(I1I1,1,5), se obtiene,

D {Ry(8)} = ,'6(x)

' ‘} propledad esencial de R (S), porque indica -

]JJ. ' que este nﬁcLeo slnguLar hiperb6lico, para -

"1 wy '
| "o = 2k, es solucibn elemental del operador

\ de las ondas generalizado iterado k veces de-
finido en (III,1,8).
="

Las propiedades (III,1,5), (III,1,6) y -

.(III,1,7) son demostradas en [15] , p&ginas -
11 y 12, aplicando la transformada de Laplace
de funciones retardadas invariantes Lorentz,
a las que tambié&n se puede arribar por méto -
dos directos en el sentido expresado en el ca
pitulo I, p&g. 4

Para obtener la propiedad (III,1,6), esen -
cial en este capitulo, se utilizar& el mismo
método con que se demostr6 la propiedad -
(I,1,8), en la secci6n I.3. del capitulo I.

(IIT,1,7)

(I17r,1,8)

(111,1,9)
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De (IIr,1,1), usando (III,1l,2), se tiene,

a=n
R, (S) = lim R (S) = lim (8% * _
4> -2k as =2k
C_(«a)
n
= lim 1
ar -2k 20;—]_ 11(n--2)/2 l..(Ot;n + 1)
a-n
lim (s2) 2
a+ =2k o
r(d
O=n

De acuerdo con (A,3,14), (S?) 2 tiene polos

simples en los puntos a = -2k, k= 0,1,2,..., ¥

segGn f6rmula (A,2,3), F(g) también tiene po-

los simples en los mismos puntos, por tanto,

a=-n
o>z Res  (82) 2
lim (SZ) ' = a==2k )
-2k . —
ar=2 r(%) Res 'r(%)
a==-2k

| Usando la f6érmula (A,3,12) y siguiendo [12] ’
padginas 253-260, se tiene, para el caso en que
| ! Nl i . ‘ . '
. la dimensién (n) sea impar,
|

' a—-n
| 'n ! L 4y ey ! . , |_ )
RIS ' L Res g2y 2 = a’(n,n,k5E]]< {8 (x)}
’l‘:l gt ! l‘ o Hih o=-2k
! |' j\.‘ \ l|T|'-: ' | ".‘!‘ |
W ' ! donde | n-1 n
I‘-' " '. ] ' [} ‘ T -2—
) ) a'(n, T,k) - (=1) m
". ! Zk N n
r~ ' >|l I ' ] I'?F""“"‘—'!r! ‘2* . k. I‘(E’l‘k)

Yy [:jk es definido en (III,1,8).

Para el caso en que la dimensién (n) sea par,

se obtienen f6rmulas que no interesan directa -
mente a este trabajo,(c.f. [12] ,pdg. 256,268).

Por otra parte, si la dimensib6n (n) es impar

la funcibn Ng%£+l) es analftica cuando o=-2k,

k =0,1,2,..., luego, usando la f6rmula (A,2,11

y la condicién de que la dimensibén es impar, se
tiene, 34



T
- — (III,1,14)
en consecuencia,
lim 1 =
a+ =2k za_l _n_(n—Z)/z r(_a;n_ + 1)
2
n _ K _+1y (n=1) /2
r(z + k) (-1) (-1) (I11,1,15)

2-2k-l 1r(n/2)

Reemplazando (III,1l,l2) y (III,1,15) en (III,1,1l1)
y usando (III,1l,13), se tiene,

R_2k(S) = [:r {6 (x)} , que coincide

con la propiedad (II1I,1l,6).

III.2. PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

. HIPERBOLICO DE MARCEL RTIESZ '
| '

Nuestro objeto es obtener ep'primer lugar el pro
ducto multiplicativo R, (8S) . Rg (S) , para o, 8,
, tales que ¢ + B- n # -2k, k ='0,1,2,..., ¥ -
roy 'a +8 -n  # n-2% L, =1, 2,..., donde a, B, son -
v . ' nGmeros complejos, n dimensién' del espacio y R (S)

I ﬂunw1:|w ‘el nﬁcleo 51ngular hiperb6lico de Marcel Riesz, de
hlﬂ..|.'fl".€ld;do en (III l n. Luego, para valores partlcula
v o nds de @ y 8 se deduciran productos multiplicati-
YR von gue estan relacionados con el operador de las
! ,oﬁdqs generalizgdo iterado k veces.

1] 1
B . A I g
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" Todos los productos que .se obtienen en este ca

" pitulo son ‘heterodoxos, de acuerdo con lo esta -

N "Blecido 'en el prefacio de esta tesis.

Proposicibn 1l: Sea Ry (S) ((III,1,1)), entonces
para a+8-n # 2k, k = 0,1,2,...
y a+f-n ¥ n =22, 2 = 1,2,..., va

le la siguiente f6rmula,

o)
~~~
6]

) . RB(S) = N(a,B,n) R (I:1,2,1)

a+8-n(s)

donde Cn(a+8-n)
Cn(a) Cn(B)

3' Yy Cn(Y) est8 definida en (III,l,2).

];F Demostracidn:

Es claro que para Real(a) > n,

Real(B) > n, se tiene,

(TIT,23)

donde (S?) es definida en (A,3,2), luego, por
prolongacién analftica en ‘el sentido ([12], -
pdg. 253-255) se extiende la f6rmula (III,2,3)

para los valores, '

G=n B-n ¢tBon-n o 0y k= 0,1,2,...

{ o O=n B-nl. ()."'B"n-n '# - 2‘ , L = l,2,3,..o

e o ; De (II;,l,%)ﬂ aplicando (III,2,3) para
o L ' .A@'+B-n # -2ky k =0,1,2,... y otf-n ¥ n - 2%,
[.'iju"'ﬂJ' Pty e = 1,200, se tiene,,

‘:\ t 1 '
Uy ) 1l ! o+ B-n-n

. 2 2
' TR (S) . Rp(e) = L
Ch(WC (B)

(I11,2,4)
TR s ey
multiplicando y dividiendo el término de la de-

; .
‘'recha de (III,2,4) por Cn(a+B-n) donde Cn(Y) estéd
36



definida en (III,1,2) y usando de nuevo (III,1,1l), se -

tiene,

Cn(a+8—nY

R (8) < Ry(S) _
C, (@)C (B)

. Ryygn(S)

para o + B - n ¥ -2k, k =20,1,2,..., Y
o+ B-n # n-21{ ’ = 1,2,..:, que coincide con

(I111,2,5)

Por otra parte, de (III,2,2) y usando (III,1,2),

tenemos,

r(a+B-n) F(a+s—n—n +1)

N(a,B,n) 2 2

n=2

n-1 a-n

"z 1 rER 4 r(g)r(B;—n +1)

2

Las hipbtesis impuestas al producto (III,2,1)

son esenciales y estén vinculadas con la canti
dad (111,2,6), por ejemplo, haciendo n = 4 ,
k=1, a =3y B=3en (II1,2,6), tenemos,

N(3,3,4) _ [ (1) ] I (0)
2

S rd rd i
2 2 2 2

la cual, de acuerdo con el apéndice A.2., d4i -

verge.

En lo que sigue, seleccionando algunos valo-
res de o Y B , Y de acuerdo con el criterio es
tablecido en p&g. 8 , buscamos'fbérmulas de la
funcién gamma que permitan escfibiflq(a,B,n) -
como funcién analftica deasy B en dichos:pun -
tos.

|
Proposicibn 2: Sean’ m y £ enteros no  negati -

vos, tales que ¢ > m, entonces,

R_5y (S) + Rypyn(8) = N(m,2,m[*™ (s00))

donde RY(S)les el nGcleo singular hiperb&lico

I
"

37

(I11,2,6)

(II1,2,7)



de Marcel Riesz, definido en (III,l,l),[:]k es
el operador de las ondas generalizado iterado

k veces, definido en (III,1,8) y

n [
I'(2+ 5) r(e+1) (IT1,2,8)
n-2 ' ' l

=l . 2 r(zém+%)r}m+%)r(m+1yr(&m+1) '

N(m,%,n)

Demostracibn:

De '(I1I,2,1), se tieng,

' _ ‘lim 1im
R-2l(s) * R2m+n(s) T o+ =28 Ra(s)'6+ 2m+n
1 ' t
| | i

RB(S)=

i _ lim ,  lim R (S). R (S)]
o : ar -221 85 2men [ @ B y
NI '

N S 1im 1im '\ (¢, B8,n) R s III,2,9
0 ! : = > _22{ 6o oren [| ( .B ) a+B-n( )] } ( )

. De acuerdo con el critério I.3., dado en el
capitulo I, p4g. 8 , y usando las, f6rmulas -
(Ah,2,7) v (A,2,9), se tiene,

. i p(%iﬁlﬂ)
lim { lim 2

a>r =22 > +
B+ 2m+n F(%)

1 (l
i _ lim rG +m

g { } =
o>+ =22 o
H F(E)

= lim {(%) (% +1) ... (% +m - 1)}
a>r =22

(-1)™ T (2+1)
I' (2+m=1)

(I11,2,10)

A o
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Similarmente, usando (A,2,7) y (A,2,8), tene-

mos,
a+B-n-n '
lim lim [ MN—=——_ +1 ] y -
o> =22 "B+ 2m+n on
M=+ 1

lim o-n a-n _
o tag [ (5T FEem)] -

_ 1" reem (II1,2,11)

r(2+‘% - m)

Luego, de|(III,2,9), usando (IIXI,2,6), (II1,2,10)
y (III,2,11), se tiene,

om+n (80 %

R, (S) « 'R

D S PSS IR T S)

[y
by n-2 : ‘ : , ' PZTI-Z,Q(S)
2™l i 2 @ am) I(eemtl) T (4% -m) T (metl)
[}
I.|'A| (III,2,12)
l'!i"""—""'—_"'r{
Por hipbtesis & > m, entonces,f -m es un entero
Z, \
no negativo, luego aplicando la propiedad (III,l1,6),
tenemos,
R () = R s) =™ (s} (II1,2,13)
2m=22 =2(2-m) rer
Finalmente, reemplazando (III,2,13) en (1III,2,12),
se obtiene (IIIX,2,7).
Por procedimiento similar pero para a = 2m+n, Yy
B = =22 , se obtiene,
= £-m
Romen(S) « R_po(8) = Nm,2,n) [J77 {8(x)} (111,2,14)

donde N(m,%,n) estd dado por (III,2,8), luego, de

(111,2,7) vy (I111,2,14), se concluye qué el produc-
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to R-ZQ(S) . R2m+n(s) es conmutativo, es decir,

(s)y = (s) . R-ZQ(S) (I11,2,15)

R-ZQ(S) ‘ R2m+n R2m+n

Por otra parte, de (III,1l,l), usando (III,1,2),

tenemos,

(s) _ (s2)™ (11I,2,16)
n-2

R2m+n

2 2m+n-1

| 2 F(m+%) I'(m+1)
Reemplazando (III,2,16) en (IIX1,2,7), usando
la propiedad (III,l,6) y efectuando simplifica-

ciones, se obtiene,
0™ . [J* sy =

m . T+ D) _ . '
- 2 2P 50 (111,2,17)
(2=m)! T (e-m+ D) S

es conmuta-
\

el cual, de acuerdo con (iII,2;15)

tivo.

Haciendo m = k +|% en (III,2,15),'pa:a n di-
'mensién par del espacio y usando (III,2,7), se

tiene,

R_5(8) - Ryy(S)

= Rzk(S)n. R_,,(S) =
. p-k+2d
Nk T2 {80 ) (IIT ,18)

Co n -1
., CONn k> 5 } >k > Yy
|'l-'!|| I P l

! N( k,2,n) =

T(e+l) T (8+ 3)
"= . e (I11,2,19)

2" 1 2 r (kB T (4n-K) T(R) T (k=241)
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Proposici6n 3: Sean m entero positivb, g entero

no negativo, n dimensibén del es-
pacio, vale entonces la siguien-
te fb6rmula:

R_,(8) - R _, (S) = (S) « R_,,(S) =0

Rn-2m
donde RY(S) estd definido en (III,1l,l)

Demostracibn:

Aplicando el mismo procedimiento
con el que se obtiene la expresién (III,2,9),
de (III,2,1), tenemos,

R_ (S) - R (s) =

n=-2m

o lim lim N(a,g,n) R _.(8)
it o> =24 {3+ n-2m [ atp=n ] }
J%?
f{g? De acuerdo con (III,2,6),
i lim lim
L o
’ lim lim 1
= { [V(a B sn) }
o> =22 -2 ’ -n
! #> noam. .r(%)r(52—n+1)]
|
t ! donde
! . r.(@X8n) p (BSR4 )
| | V.l(O., B,l"!) W= v
'I".. ' n-2
o - a2 g reR e
'y vl N
[ ] ;.' 'ln-l'f DN e l |
Y .'lI L o i
.,‘;H'”'|nL' |'P“ ' Por procedlm;ento similar con el que se ob -
. he 0 by
W ! ltlene la férmula (III,2,10), usando la f6rmula
' ' ' [
k? ! ' , (A,2,8), se tiene,
"
eu '. Ill . ' |‘ ",-111'11 I lilTl fV (a ’B.'.‘ l:l')] } =
: a+ ~22 B+ n=-2m -
. FE241-m) ¢ T (5 -m)
b aFIM_n { 1 — [ 2 )[ __2_____]} -

A=< -n a
-1 2 T G5—+1) rs)

(I11,2,20)

(III’ '2])

(II1,2,22)

(I71,2,23)



Ll

e V[ f4 ]

= 1 Lm 3=
n=2 o> =28 ¢ m . Nn-o ' M =0
-l 2 JEDTTESm )T
re + z)'
= 1 L2 T2+ 1) (1I7,2,24)
. =2 . LT o +1)
on-1 2 T (&4 %.+m)l (2+n

' Ppor tanhto VQq,B,h) es una fqnciénlanalitica ‘en

o''=-20"y B = n-2m.
i

Por otra parte,

1 '
ye—

lim 1 - 0 (I1I,2,25)
8-> n-2m F%B;n + 1)
Y 1i 1
im _ . .
8> n-2m —s = 0 sinespary (I11,2,26)
I3
% <k vy distinte® de cero en otro caso.

En consecuencia, de (III,2,22), usando (III,2,24),
(Irr,2,25) y (111,2,26), se deduce que,

lim  { lim [N(a,8,m)] 3} =0 (I11,2,27)
a+ =22 B> n=-2m ) -
Por propiedad (III,l,6),
lim { lim [R _._ (S)] } =
o+ —22 B~ n-2m - a*g-n
_ s - —+m 1I7,2,28
'
De (III,2,27) y (III,2,28), se concluye,
R_,0(S) ¢ R_, (S) =0 (III,. 29)
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'l‘l '; ' | _l_'l ! |i|l|
oanta o, A Y
p . |. ' W
N """l P "yt
(AN "o
'. ‘I‘ ' ' ‘-.‘| ' R
T I Similarmente, paraa =n-2m, Ky f = =24 , se obtiene,
: | ! ;,,,..———-——.'.! g —eee ]
. Rn-zm(s) R_zl(S) = 0] (Irrx,: 30)
{
De (IXI,2,29) y (IIi,2,30), se concluye el re
sultado (III,2,20).
Si se hace m = % + k en (III,2,20), con n
dimensibn par del espacio y k entero no negati
vo, se tiene,
R-2k(s) R-Zl(s) = R-ZE(S) . R_2k(S) =0 (III,2,31)
Usando la propiedad (III,1l,6), de (III,2,3i),
tenemos,
k ¢4 Rrnmn g _
D {G(x)}.E] {G(x)}=.|j {6.(x)‘} {6(x)} = 0(IIT,2,32)
|
i
&
-
W
g 0
= '
T "
' |'|l '
)
i 'll' :nv:‘ |‘ '
b VT
'bl l'\ L . LI A
At J , ]
:qgl .. l,ll . | "':I "y
W ! 0o
'9 ‘t ] ) ‘.-“
ot L
KRN e
I :
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Lo aee "rl' !
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W' ;i“,‘ ! ..jll-PhODIUC;;ros MULTIPLICATIVOS DB LA FAMILIA DE
. T . M Tt y
A, ! ' . | '
K ‘,. : ,FUNCIONE,$ DISTRIBUCIONALES (t,a,m,n)

w1 1 1 JRESUMEN: ey

Se tratan productos multiplicativos relaciona -
dos con la familia de funciones distribucionales w(t,a,m,n)

introducida por Marcel Riesz (c.f. [25] , pdg. 89, férmula
22).

En la seccibn IV.2., se obtienen los productos

Wy ©g (f6rmula (IV,2,1)) ¥ w_,y « W_,, (fOrmula -
(IV,2,7) que generalizan los resultados (IXI,2,1l) y -
ﬁi (III,2,31) del capitulo III de esta tesis.
i
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LV - :PROdUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LA FAMILIA DE
\ "l'

FUNGIONES DISTRIBUCiONALES

w(t, a,m n)

l‘l
LN ! A
: 'i| . Vot

IVi]. INTRUDUCCION
&
|

La familia de funciones distribucionales

™o (t,a,m,n) definid

a por 1la f6rmula

a=-n

i
A, (m,n) s 2 3 _plYm?s?}si tel”
w(t,a,m;n) = 2
0 en otro caso (Iv,1,1)
donde F+ es definida en (A,3,4) y
n-o
2
Aa(m,n) m
n-2 n+o-2
2 a 2
fue introducida por Marcel Riesz ([25], p&g.89,
férmula 21).

En (IV,1,1), S? es el cuadrado de la distancia
lorentziana, definido en (A,3,2), O es un nfimero
complejo, m es un nmero real no negativo, n di-
mensibdn del espacio y Jv (x) es la funciébn de -

Bessel de orden v definida por
% k 2K+V ,
gy = po L) x/2) (IV,1,2)
k=0 k! P(k+v+1)
|
. ) .,
La funcién J,(x); de acuerdo con [1) , vol.1I,
ip&g.4, férmula 3, puede expresarse, '
| V ‘ _ 2
g ) = 2 g vl X (1v,1,3)
I'(vt 1)
" - X2 . . -
l'donde OEl(v+l; - ) es lglfun016n hipergeomé -
! trica generalizada.
.
|(l| |
"".!' '
|
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De acuerdo con[ 1] , vol. I, p&g.203, férmu -

| 2 o o | . .
la 2, oFl(UTl; -% ), también puede escribirse =~

como,
]

! N \ '- 2 k
OFl(\H.l;_ §Z)A= 1 + % |( X*/4) (Iv,1,4)
h : k>1 k! (v+l) (v+2) ... (v+k)

, Llamando W, = w(t,a,m,n), haciendo.v = 2%2
y ! 1 .
st .

an (Iv,1,3) y reemplazanto en (IV,1,1), se -
.
1 tiene,

. , 2a2
(L _ o = e Qb= . - m S
W, =w(t,&,m,n) = Ra(S) oFl(_f_ +1; 7

) (Iv,1,5)

donde Ra(S) es el nficleo singular hiperb&lico

de Marcel Riesz, definido en (III,1l,l) y

of1 i - ) S
14 (- m*s?/4)P (IV,1,6)
p>1 p! (5= +1)... (55 +p)

Haciendom = 0 en (IV,1,5) y usando (IV,1,6),

se tiene,

w(t,a,O,n) = RO. (S) (Ivlll7)

La familia de funciones distribucionales -

w(t,a,m,n), verifica las siguientes propieda -

des:

0, = w(t,0,mmn) = &(x) (IV,1,8)

(()+ o)X wit,a,mn) = w(t,a-2k,m,n) (IV,1,9)

([(J+ mH ¥ (sx)) = w(t,-2K,m,n) (IV,1,10)

! 2 2 2 1
donde ([J+m)¥ = (22 - 2 _-een 2 UK (1v,1,11)
c at? at? ot ?
o) 1 ¢ n=1

Si se hace o= 2k eﬁ oIV,l,9): usando '(Iv,1,8),

se tiene, ,
CJ+ n»H% {wct,2k,m,m)} = 8x) (IV,1,12)
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La propiedad (IV,1,12) significa que la fami -
lia de funciones distribucionales w(t,a,m,n) pa-
ra o = 2k , es solucibén elemental del operador
de Klein-Gordon generalizado iterado k veces, de
finido en (IV,1,11).

Las propiedades (1V,1,8), (Iv,1,9) y (IV,1,10)
son demostradas por A.Gonzilez Dominguez y S.E.
Trione en [15] ;, P4g. 10 vy 11, usando la trans -
formada de Laplace de funciones retardadas inva-
riantes-Lorentz y pueden ser demostradas por mé-
todos directos en el sentido indicado en el capi
tulo I, p&ag. 4.

Usando este Gil1timo método demostraremos la pro
e piedad (IV,1,9). En efecto, segfn [25] , p&g.90,
g f6rmula 23 y usando (IV,1,1), se tiene,

-a/2 a-n+2p
w(t,a,m,n) = wa = § ( ) .(mz)p S_’_—
p>0\ P , \ C, (a+2p)

(cm2)P T(5 +P) o

= I R (S)
| a a+

P20 ! T(3) -

Por otra parte, desde que,

{
' QL= ' a

Co (F5= + 1) + ...+ (53¢ +p)

||'| . X ! : > 1

Vot p:

Lo si o) »" o ,' ehtonces la serie dada en (Iv,1,4)

' Cn2a2
converge a. e( m*5%/4) . Como Ra(S) es una dis

. . [ ! .
o [ tribucién paramétrica entera de a, entonces,
a
de funciones distribucionales paramétricas en-
mew b py—-—erasmcon respecto a o, .por tanto, de (IV,1,13)

de (IV,l,S) se sigue que w_ define una familia

se tiene,
_ lim w _
ok T a» -2k ¢ T
= k 2P
p>o(p) (M7 Rz (k-py



A

Usando la propiedad (III,l1,6) dada en el ca-
pitulo III, tenemos,

o = I (X)) @nP 5P 500
P>

Por otra parte, de [25] » P&g. 90, simbllica

mente se tiene, -

(D+ mZ) (‘(1/2)
p>0

donde [j es el operador de las ondas definido
en (III,l,8) para el caso k = 1.

Si el operador definido en (IV,1,16) 1lo apli'
camos a la medida de Dirac g%(x)) en 1los pun, -
tos o = ~2k, se tiene,

((]+ ¥ {sx)yp =

k k-
- pgo(p)- m2)P []*7P (500}

Luggo, de (IV,1,15) yt(IV}l,l7), se concluye
la propiedad (IV,1,9).

1

PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LA FAMILIA DE
I
FUNCIONES DISTRIBUCIONALES w(t,a,m,n)

Nuestro objeto es obtener el producto multi-
plicativo Wy Wg 7 qggg@o o+B-n # n - 2k, -
k=1,2,... y a +g-n ¥ -2k, k = 0,1,2,....Don
de a, B son nfimeros complejos, n.dimensidén del
espacio y wy es la familia de funciones distri
bucionales definida en (IV,1,1l).

El resultado W, wB se va a obtener usando
la f6rmula (IV,1,5) y el producto Jv(x).Ju(x)
dado en [36] » Pag.147, fb6brmula 1, no se repro

duce la familia de funciones distribucionales
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(Iv,1,15)

g 4
L & 2) m2)P[ ] 2 (IV,? 16)
p
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w, » Pero lo que se pretende es que cuando -
m = 0, de acuerdo con la propiedad (IV,1,7), -
se obtenga la f6rmula (III,2,l) dada en el ca-
pitulo III.

Proposicibn l1: Sean a , B n@herqs complejos ta
les que o+B-n # n -2k, k =l’2P“
y atB-n # -22 ,8% = p,i,z,...,-
W(t,o,m,n) la familia de funcio

nes distribpcionales definida -
en (IV,1,1), vale entonces la -
siguienté f6rmula,

N(o,8n) R4 (S) U  (m,n,s?) (TV,2,1)
' ’

a+ B=n

>
€

™
I

B

donde W, w(t,a,m,n), (IV ~,2)
N(a, B8;n), e;tévdefinida en (IIXI,2,2) (capitulo
III)C'Ra(Sbnes‘el nicleo singular' hiperb6lico

de Marcel Riesz, definidlo en (III,1,1) (capitu

lo III) ¥y Ua,B(m,n,Sz).esvla funcibn definida

por:

jrpm

2 =
Ua B(m,n,S,)

[4

] 2q2
_ _ 14 PR g0y @552
= &2 gy 2 2 ——
2208 T (SR I (ERrer1) 1 (R E R 1)
(v,2,3)

Deamostracifn:

De (1v,1,5), usando la f6rmula ~
(III,2,1), dada en el capitulo III, se tiene,

_ a~n, ,-m?s5?2 -n, ., _m2s? _
w, - wg = R_(8) Fp (BR+1705) (R (5) Fy (BB M2

o B B

_ o-n,, _m2s? -n,, mS
= N(a,Bm) Ry, o (8) Fy (850h1;-T20) by (B51 02

(1V,2,4)
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1

De (IV,1,3) y usando [36],, p&g.l147, férmula 1,
se tiene, E

De (IV,2,4) y (IV,2,5), se concluye el resulta-
do (1IVv,2,1).

Haciendo m = 0 en (IV,2,1) y usando la propie-
dad (IV,1,7), se tiene,

Ra(S) - R, (S) = N(a,B/n) R (s)

B a+pg-n

puesto que de (IV,2,3), Ua B(O,n,Sz) =1,

r
a'wB = Ra . RB cuando m = 0, en.con-
secuencia, el resultado (IV,2,1) es una genera-
lizacidén de la f6rmula (III,2,1) dada en el ca-

pitulo III.

por tanto w

Proposici6n 2: Sean k,% enteros no negativos, n

dimensibén par del espacio, enton

ces,

donde w, = w(t,a,m,n), estld definida en (Iv,1,1).

Demostracibn:

De (IV,2,1), se tiene,

lim lim W =,

w_ o W_ =
2K 28 o+ -2k ¢ B+ ~2% 8

50

1 a=-n .o mZSZl 'B—n - m2$2 ~
oF1 (5 1; 7 ) - oFlf_E— + 1702 =
! - Cog-h . o= A B~ A 252
- I‘(%—“ﬂ)j(%‘—hl) . (-1) I‘(—+7+22+1) (“‘ _
ot ! Q,>0 2! 1"(__.{.2’.,.1)1"(___'_2_'_1)1-,(0. n BZn 9+1)
= m,n, 2
lw'-"—-l'v-ve—(—w- )

(1Iv,2,5)

(1v,2 6)

(IV,2,7)



- lim lim . )
\ T g =2k {S+ -29 I:N(U-I'Brn) R(J."'B"n(S) Ua’B(m,n,S )]]’

Voo (IV. 8)

. [ . " v o-
! - En (IV,2,8), se distinguen tres factores,
1 ' .

o, . 1) lim lim [ N(a,8m)]
' 5ol o+ =2k B> =22 i

, 2) lim, lim R _..(s)
Izv"'"——a;—.rzk B'* _22’ [- (!'*:B.n- ]

3) lim lim U (m,n,S?)
ar =2k B> =29 arB

Usando las propiedades (III1,2,25), (III,2,26)
y (III,2,27) del capitulo III, se deduce que,

lim lim [ N(a,B8,n)] = O. (Tv,2,9)
o+ -2k B+ -22 -

Por propiedad (III,1l,6),

% +k+2
lim lim R (s) =[:] {(6(x)} (Iv,2,10)

o+ =2k p» -29 OFB°D

donde [:]k es definido en (III,1,6)

En la propiedad (IV,2,10), se usa la hip6te-
sis de que n sea par, para asegurar que %+k+l

sea un entero.

Por otra parte, de [36] , p&g. 44,

Y \
I (z) = —2/2° (1 4oy (Iv,2',11)
Y r (Y+l) '

donde |@| < exp ( (1/4) |z]?2 T 1 (IV,  12)
by, + 1

y |Y0+ 1] es el menoxr ntmero{|y+1|,|y +2|,...}.

‘ De (IV,1,3) y (IV,2,11),

‘ 1
T !
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= 1+ 0 (Iv,2," )
por tanto,

zZ
oFl(Y+1; 'y =1+ 0 (IV,2,14)

2 1
donde 1 + |0| < exp { _lz] } (Iv,2,15)
4(ly,* 1)

De (Iv,2,14) y (IV,2,15), se establece que
el producto

z? 2* vV,2,16
oFl(Y+lr - E) . oFl(u+lt - Z ) (I NN .)

1
es una funcibn acotada en un dominio cerrado
» I
y acotado. .En efecto,

| 1
' 2
1+ Ol +donde l+]01|| < @@{—IJE-'—— y (IV.2,17)
' 4|Yo+1|

z2
Fy 04 - %)

2" L 2
Fl; -2 = ' =12} (v,2,18)

3 . C e 4fu _+1]

N
|
e
+
(O]
)
Egl'
0
|
=+
©
IN)
A
g

'De la convergencia absoluta de la serie -
(Iv,1,4), #i [2]'< s, cona>0 y [y |<Np,
péra algln N. > 1l £ijo, de (1IV,2,17), se tiene,

" ' ' I )

N v

1

A%
4(1 - §%z

Ll :

. |01| < exp {

} - 1 (IV,2,19)
l'w'- e

Similarmente, de (IV,2,18), se tiene,f

§02| < exp [ A2 } - 1 (IV,2,20)
4(1 - N2)
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En consecuéencia, de (IV,2,19) y (IVv,2,2Q), se
tiene, I

| '
[l +op . @w+o)nlfc @+loh . @+lo,h <

A2 - A2

< exp{ ——— } 7 exp{ —M8—} =

- ho4(1-N;) ' ' 4(1-N,)
" 2! (2—N -N.)
) = e}(p{v 2 [' . .- l 2 -.l} =
i |(1—Nl)(lfN2)
|

A2 (N,+N_-2) (1v,2,21)

= exp{ . 2 1 2 }

(1-N;) (1- N,

como A > 0 , Nl Yy N2 son nGmeros fijos mayores
que 1 y el cociente,

(Nl + N2 =2)

(1-N;) (1-N,)

es positivo, la expresibn

(IV,2,21) es una cota superior de (IV,2,16).

Luego, de acuerdo con (IV,2,16), la funcidn

U (m,n,sz) es acotada, por consiguiente,
a’B
lim lim U, B(m,n,Sz) =g # = (IV,2,22)
a+ =2k B+ =242 ’

Por tanto, de (IV,2,9), (IV,2,10) y (IV,2,22)
se concluye el resultado (IV,2,1).

Usando la propiedad (IV,1,10), el producto -
(Iv,2,7), también puede escribirse como,

(E] + mz)k {(s(x)1}. ([jaﬂﬁ)l {(6(x)} = o0 kiv;2;23)
Yy haciendo'm = 0 en (IV,2,23$ selobtiené,

Gy . . 1
[jk (§x) 1} . 'EJR{G(X)} = 0 , que coinci-
I de con el producto (III,2,3%) dado en el capitu-
lo III.
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PRODUCTOS DE DISTRIBUCIONES RELACIONADOS

"CON LA DISTRIBUCION (m? +P)

' RESUMEN :

Se extienden productos unidimensionales dados por
B.Fisher en [10] y L.Schwartz en [26] , pag. 122, a dis -
tribuciones n-dimensionales de la forma (m2+P)A, donde -
P(x) es una forma cuadritica en n-variables introducida en
pdg. 3 , m nGmero real distinto de cero y A nfimero comple -

Jjo.

En la seccién V.2., el sentido de la multiplica -
cibn es ortodoxo, seglin se ha dicho en el prefacio de este

_trabajo, f6rmula (6), obtenié&ndose los siguientes resulta-

dos;

(m2+P)l . G(k)(m2+P) (£6rmula (v,2,3)),

m2+p) L . 6™ (m24p)  (f6rmulas (v,2,13) y (v,2,14)),
'3 (k) .

P . 6 (P) (corolario 1, f6rmula (V,2,17)),
2 (k) .

P, . 6 (P) (corolario 1, f6rmulas (V,2,18) y

(V,2,19)), que generalizan productos dados por S E. Trlone
en (28] , p4g. 10, f6rmulas (I,5,4), (I,5, 6) y (I 5,7).

Si en el producto (m2+P)z.6(k)(m2+P)((V;2,3)Y;

hacemos £ = 1, se obtiene: f
|
(m2+P) . S(k)(m2+P) + X G(k-l)(m2+Pd =0

que generaliza férmulas'del Gelfand-Shilov (c.f.[12]

pég,|349) y es considerada'por ejemplo por Bollini, Giam-

"biagl y Tiomno para 18 teorfa de regularlzac16n analitica

'en las ecugcaones clasicas de Yang-Mllls y sus aplicacio-

q'ﬁﬂnes‘en,el po%enc1ul 51ngular» Ademés, este producto, gene
~g'=rallza f6rmeas usadas por D.W.Bresters (c.f. [5], pé&g.
1 AT TN
R -513,,reng16n 15 y pag. 574, renglén 21) las que permlten
AN
k.'l' I"
|

obtener la,ffrmula,
|
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k-1
Koo meepy™* 7 LT gy s (K1) (n2yp,
(k-1)

(m2+P+i0) "

En la seccibn V.3., multiplicamos en el sen
tido heterodoxo de acuerdo con lo establecido en el
prefacio de este trabajo, obteniéndose el producto
(m2+P)i . (m2+P):l-k (proposicién 1, f6rmula (V,3,5)),

que es una extensibén multidimensional de la f6rmul

xi . x:l-x dada por B.Fisher en [10] , p&g. 296. ’
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JE V.- PRODUETOS DE DISTRIBUCIONES RELACIONADOS CON LA
1

DISTRIBUCION (m? + p) A

! '
[ ——————

V.l. INTRODUCCION

Sean m,€ , nlmeros reales tales que m # 0 Yy
€ >0 . Con T,(x,€e,m) designaremos la forma cua
drética, ]

T,(x,e,m) = m? + P(x) i e |x]?

donde P(x) est& definido en (I,1,1,) v |x]|? en
(r,1,2).

Para A nlimero complejo arbitrario, escribimos,

. . def . b
(m + P+ i0) = lim (T, (x,€,m))
e+ 0 -
Se demuestra en [12] , P4g.289, que el limite
del término de la derecha de (V,1,2) existe y
ademds que (m? + P tiO)A son funciones distri-
e bucionales enteras de A , debido a la ausencia
P de puntos singulares de la hipersuperficie -
m? + P = 0.

De [5] , pag. 566, se tiene,

(m2 + P tiO)A = (m?2 + P)i + ethu(m2 + P)i
]

donde
]

! (m? +PXA si (m%+P) > 0

(m? + p)i = | |
0 si (m24P) < 0
|
) ,,1‘ Y ‘ ‘ X y
o [-m? +p)]" si (m2+P)< 0
" (m* +P)2 = X

' 'I'.' "~ | VO si (m2+P,)> 0
. . , ‘

B ! , 'Usando (V,1,3), se tiene, .
W I l.'l' !
(m+ ) i ~Ami
(m~+ P)+ _ [e

. X
' (m2+P+i0) -
2 senAmw '

'
[y



- r™ (m2ep-i0)? ] (V,1,6)

IY !|
{ ! '

(m2+ )2 -4 [(m2+p+i0) ¥~ (m2+P-10)*] (V,1,7)

2 sepxn

De, (V 1,6) v (V,1,7) se deduce que (m2+P) son

lfunc1ones dlStrlbuc1onaies analitlcas de A, exceg
' to eh los puntos A = -k dondeﬁtlenen polos sim -
'.pleb:
- -
n.  Haciendo A = k,‘'entero positivo, en (vV,1,3), se
tyene, . | '
1okl !
|

mi+ p + i)Y = m2+ 2 -i0)k = (m2 + ;¥ (V,1,8)

(1 ————— PR

Por otra parte, para todoe D (espacio de fun

ciones de prueba, {26] , p&g.64), tenemos,

<(m? + P)A > = /, [m2+p 1% M(x)  ax (V,1,9)
m“+P>0

con dx = dx dx

<(m? + P)i,¥’> I [—(m2+P)]A Y(x) ax (V,1,10)

mZ+pl0

con dx = dxl .o dxn.

Las integrales (V,1,9) y (V,1,10) convergen y
son funciones analfticas respecto del par&metro
complejo A, si Real(A) > 0. Para Real(A) < O,
se definen por prolongacibdn analitica.

De [5] , p&g. 566, se tiene,

Res (m2 + p)i = =D = g k=) ey (v,1,11)

A=k (k=1) ! S
y ]

Pes (m2 +p)A = 1 1) paypy (V,1,12)

A="k (k"l): I
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‘l
1 1

ﬁdOnde 6(&)(m2+P) esté definida en (A,1,6)
] ! t

o-1

""Por otra parte, como (m +P) son funciones

H'dJ.strJ.buc1onales parametrlcas de 0, con polos -

"simples en o = -k , k = 0, 1,2, 0., y la funcién
[vad+—scesfin apéndice A.2.,- también tiene polos

simples en o= -k , k = 0,1,2,..., entonces, lla

]
mando

(m +P)$ 1

B_ (m2+P)
o T (a)

y usando las f6rmulas (V,1,11l) y (A,2,2), se ob

tiene,

lim B (m2%+P) = 6(k)(m2+P)
a+ -k ¢

EL PRODCUTO (m2+P)% . §K) (m2+p)

Nuestro objeto es obtener explicitamente el -
producto (m2+P)2 .G(k)(m2+P) , con k, &, ente -
ros no negativos tales que k > &,

+...+x2-%x2 . -,..- x2

2 = m2+ x2
m° + P m X P P+1 p+q

1
p+q = n dimensibn del espacio y G(k)(m2+P) esté
definida en (A,1,6). Para lograrlo, usaremos la
férmula de Leray dada en el apédice A.l.

El sentido de la multiplicacién se obtiene de
(26] , pag.117.

Para toda ¥ que pértenece al espacio D, (c.f.

[56] , pédg. 64), !
‘ def
< g.T ,¥> = <7, a.P>

que hemos llamado orFodoxo,'donde a € E. (c.f.
[26] ’ p&b. 88) y 'T € D' espacio de distribu -

ciones [26] ', pag. 71 .

1y

(V,1,13)

(V,1,14)

V,2,.)

(v,2,2)



1Ll

Teorema: Sean % , k, enteros no negativos, vale

entonces la siguiente f6rmula:

\% (k'“(m2+P) si k»>g

)
2.k
m2+P) ¥ . 6% m24py =

0 si k<2

donde (m2+P) es definida por (V,2,1),8 %) (m2+p)

estd dada por (A,1,6) y

(-1) % !
(k=2)

Vik

Demostracidn:

. Usando la definicibén (V,2,2) y la
férmula de Leray ((A,1,1)),.para a ¢ E y Y ¢ D,

se tiene,
1

|‘a(m2+P) <« 8(m2+P) = oa(Q) . 8(m2+P)

(Vv,2,%)

(v,2,5)

ép'forma mds deneral, aplicando la regla de Leibniz,
) 1

! .
se,obtlene; \
S -

_a(m2+p) . G(k)(m2+P) =

)
(Al aantadu . A

= 1 (-1 kvl k! DXV {a(0)} 8V (m2+p)
vk vi(k=-v).
(V,2,6)
Por otra parte, haciendo A=2 entero no negativo
en (v,1,3), tenemos,
(m2 +P +i0)2 = (m2 + P- iO)R = (m2+P)2 (v,2,7)
De acuerdo con [33] , p&g.36 y 37, m2+P) % es 1a
transformada de Fourier de una distribuciftn que -~
pertenece al espacio O/ ([26] , P&g. 245), por tan
to usando el teorema XV de [26]  P&g.268, fbérmula
(vii,s8,5), se tiene que,
m2+2)* e o (V,2,8)

M
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donde OM es el espacio de funciones indefinida~-
mente derivables y de crecimiento lento ([26] .
pag. 243). Como OM est8 incluido en el espacio
&_, con E_ espacio de funciones indefinidamen-
te derivables a soporte arbitrario ([26] : Pag.

88), se concluye,
m? + p)¥ e f,

para 2 = .0,1,2,...,

| |
)

Luego, haciendo @ (m?+P) = (m> +P)2 en
(v,2,6) y k =-=Vv =2, entéro no negativo, se

tiene,

m2+p) ¥ ) (m2+p) ©

k!

C=D* et 6% (mrep) sion o<k
LR (k=2) )

0 si 2 > k

feype ! e s

De (V,2,10) se deduce el resultado (V,2,3).

[}
Asimismo, haciendo & =1 en (V,2,3) y usan

do (vV,2,4), se obtiene,
m2+0) 4. 6 K m24p) + k § K1) (m24p) = 0

k =0,1,2,..., que generaliza fb6rmulas del Gel-
fand-Shilov (c.f. [12] , p&g. 349) y es conside
rada por ejemplo por Bollini, Giambiagi y -
Tiomno para la teoria de regularizacibén analiti
ca en las ecuaciones cl&sicas de Yang-Mills y -

sus aplicaciones en el potencial singular (c.f.

3.

De (V,2,3) y usando
m2+2)* = m2p) !+ (-1)* (m24p) }

y las férmulas (v,1,4) y (V,1,5), se tiene,

(v,2,9)

(V,2,10)

(v,2,11)

(V,2,12)
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2+P) si k> g

L (V,2,13)

a(k_g)(m2+P) si k>

(m2+P)2. 5(k)(m2+P)=

ne

0 si k<%

(v,2,14)

donde V es definida en (v,2,4).

sk

Si se hace k = 2 en (V,2,13) vy (V,2,14), se

tiene,

(m2+p)f . 6‘9‘) (m%+P) (-1) 2! &6(m2+P) (V,> 15)

N+

(m2+P)E . 6(&)(m2+P) % 2! 6 (m2+p) (V,2,16)
que corresponden a extensiones multidimensionales

de f6rmulas dadas por B.Fisher en [10] , p&g. 296

y 298.

Los resultados (v,2,3), (vVv,2,13) y (V,2,14) ge-
neralizan las f6rmulas 13, 14 y 16 dadas por S.E,
Trione en [29] , p&g. 4 y 5.

Corolario 1: Sean n dimensibén del espacio, k y

2 enteros no negativos tales que

2

k < % -1 yk-2<535-1, valen en
tonces las siguienhtes f6rmulas:

. si. k.,> 2
pt . (R (py={ Bk ©2

. 0 si k <'2 (v,2,17)

r

\" G(k—RY(P)

( (k=2) .
1 vl,k ) (P) si k > &

0 si k < & (Vv,2,18)
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0o
d bl 1Dy, 6% ey siokog
) ]
p¥ . s ey =
e ! 0 si k<2
(v,2,19)
donde P es la forma cuadréatica definida en
(r,1,1), Vg K esti dada en (V,2,4), S(k)(P) es
14 -
definida en [12] , p&g. 249-250 y
A PA si P >0
P =
* 0 si P <0 v,2,20)
A .
A (-P) si P< O
P =
- 0 si P> 0 (V,2,21)

Haciendo m tender a cero en (V,2,3), (v,2,13),
(V,2,14) y usando la condicién (A,1,9), se obtie
nen las fé6rmulas (V,2,17),(V,2,18) vy (V,2,19) -

respectivamente.

El corolario 1 generaliza los productos dados
por S.E.Trione en [28] , P4g.10, fb6rmulas -
(r,5,4), (1,5,6) y (1,5,7). En efecto, haciendo
k =2 en (v,2,17), (v,2,18) y (V,2,19) para

L < % -1ly 0 < % -1, se t%ene,

v L sy = nter s (V, . 22)

ey . sy =3 ente s (v,2,2.)
1

pP . s® iy = L e (v,2,24)

' que coincidep con los prqductos (I1,5,4),(I,5,6)
P! y (I,5,7) antes .citados.

by Observese gue la condicién 0 < % - 1, indica

| que estos productos valen para n# 2.

B b " E1 resultado (V 2, 17) generallza f6rmulas da-
g o il das en' el Gelfand and Shilov (c.f. [12] , p&g.
349) las cuales son consideradas por ejemplo -

w—D2OL _BOllini, Giambiagi, y Tiomno para la teoria
€2



de reguralizaci6n analitica en las ecuaciones
clésicas de Yang-Mills y sus aplicaciones en
el potencial singular (c.f. [3]).

V.3. EL PRODUCTO (m2+P)} . (m2+p) 17

Brian Fisher en [10] ; p&g. 296, f6rmula 1,
obtiene el producto:

AT o % . cosec(Am). 6(x) (V,3,1)

X, - X_
para A # 0,*1,*2,..., donde xi son definidas
en [12] , Pag.48.

S.E.Trione en [28] , £6rmula (I,4,9), p&ag. 9,
extiende el resultado (V,3,1) trabajando con
las distribuciones Pivdefinidas en (V,2,20) y'
(V,2,21) o | |

cosec(An)'Q(b)h (\,3,2)

+
[
N

A, =A=1 # -3 -k , k = 0,1,2,... ¥ n #2

En esta seccibn se‘pretende extender la f6rmu
la (v,3,1) a las distribuciones (m2+P)i que son
definidas' en (V,1,4) y (V,1,5). Para lograrlo

usaremos el producto:.'

\ 0 uh \

ﬁhﬁ::. e Lo (m2+P+ iogk . (m24P£i0)M=  (m2+p $i0)**H (v,3,3)
i ]'um;‘ ‘Aﬁi L |
f; | i (c.fi. [33] , p&g.23, f6rmula (I,3,6)), vdlido
! para todo A,u nGmeros complejos, y la f6rmu-
. la: |
L L
(m2+p £10) ™% = (m2+p) ™% = 1 i (-1)K7T s (K71 (q24:

(k-1):
(¢,3,4)

dada en [5] , p&g. 565, f6érmula 1.6, donde
(m2+P+i0) es definida por (V,1,2).

Proposicifn l: Sea A nlmero complejo tal que

A# 0,*1,*2,..., vale entonces
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la siguiente f&rmula:

m2+p)} . (m2ep) 1A =

= % cosec (Am) & (m2+P) (v,3,

]
. , . b
donde (m2+P)i esF&n definidas en (V,1,4),

(V,1,5) y 8(m?+P) estd dada por (A,1,6) en el
caso en que k = 0. '

Demostracién:

\ | Usando (V,§.3),'tenemos,

o . m24P +i0) 7 = (m2+p+i0)? . (mP+p+i0)"17A (V,3,6)

A . R Cn aplicahdo'%a f6rmula (V,1,3) en cada uno de
'~~" i ., los factordd del término de la derecha de

! | '
’ )l (v,3,6), se tiene,

1 ATi

m2+P+i0) "+ = [(m2+p)i-+ e (m2+P)i ] .

' '
[ ———— ¢ - cee-

. [m2ap) ™AL 4 @M (17A) (2yp) 1A (V,3-

Como el resultado (V,3,3) vale para todo A,
W nGmeros complejos y (m2+P+iO)Y son distribu
ciones paramétricas enteras con respecto a Yy,
entonces el producto (V,3,7) es distributivo
fuera de las singularidades de (m2+P)I,luego
para A, =1-A # k, k =0,1,2,..., haci;ndo,

£Y = (m2+p)Y (V,3,8)

de (vV,3,7), se tiene,

m2+pxi0) L = g} AL g gTAL
- cosam fi. f:x-l + cosAm fi ..f;x-l +
+i (£} 222 senan + £727 £2 senan ) (v,3

Es claro que para Real(A) > -1, Real(u)>-1,
se tiene,
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SR L i (V,3,10)

oy luegq, por ﬁrolqngacién énalitica en el senti-
S do de ([12] , p&g. 253-255) se extiende la -
- ' | f6rmula (Vv,3,10) para ios valores A, U,

I MU #o-ky k= 0,1,2,0..

||i,! ! ' ‘ll |. ) - 1

i R “ Por otra' parte, haciendo k = 1 en (V,3,4),

. . [} '

K L 5l se tiene,

- 24p+i0) "L = (m2+P):}m?' Ti & (m%+P) (V,3,11)
donde de acuet¥rdo con [13] , Pag. '189, f6rmula

6.9,

m2+p) "L = m2+p) [t - m2+p)]t (V,3,12)

. Por tanto, separando parte real e imaginaria
g entre (v,3,9) y (v,3,11), usando (V,3,10) y
' (Vv,3,12), se concluye:

m24p)} . m242) ;17N - @im)} L mreny 1N -
7 - |
A = (m2+p)~L (V,3,13)
2 A 2 -1-A ' 2 .
(m +P)+ . (m°+P) _ = -7 cosec (AT) S (m*+P) V,3,14)

2

De (V,3,14) se deduce el resultado (Vv,3,5).
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FORMULAS DE INTERCAMBIO DE LA CONVOLUCION CON EL

g v

.2 PRODUCTO' VIA LA TRANSFORMADA DE FOURIER '

RESUMEN:

Se pretende demostrar la validez de f6rmulas que
intercambian la transformada de Fourier de los productos,
Ha(PtiO,n). HB(PtiO,n) (capitulo I, f6rmula (1,2,2)),
Ra(x).RB(x) (capitulo II, f6rmula (II,2,1)) y
(m2+P)£; G(k)(m2+P) (capftulo V, f6rmula (V,2,3), con la
convolucibn de las transformadas.



FORMULAS DE INTERCAMBIO DE LA CONVOLUCION CON EL

VI.
PRODUCTO VIA LA TRANSFORMADA DE FOURIER

VI.1l. INTRODUCCION

LLa familia de funciones distribucionales defi-

nida por,
a-n

G, (P£i0,m,n) = y_ (m,n) (P£i0) ? K___ (/mZ(P2i0) ) (VI,1,1)
2

donde

I_,(2) - I,(2) , V # entero, (vi.1,2)

senvm

(z/2) V2%, (VI,1,3)

0 2! T (v+e+l)

I,(2) = E

n-=o.
4

ami {_ o tgmi
2 ¢ % (m?)
(VIi,1,4)

2

o
El
o
W
5

(2m? 1

a ' .
y (P*i0) est8 definida eﬂ (1,1,4)'esintroduc£
da por G6.E.Trione en [33] , p&g. 34, f6érmula =

‘ (IT,1,1).
[}

} ] ) , ! '
. De f33] , p&. 35, f6rmula (II,1,8) y p&g. 36,
| i 1
b . ' f6rmula (II,2,5), se tiene,
' ' ‘ari _
1 2 2, =
\ n e (m +Q.+10) (Vil,1,5)
2

(YR}

|II (- L i o \ . A'=
ey (AR {Ga(?ilo'ﬁﬂn)}.

! .ii.l ' |'.',; f i \
(2m)

(Vvi,1,6)

(&Y (6(x)}}"= 1 -1)% (m2+Q) *

=]

(2m) 2

respectivamente, donde

Q = Qy) = ypte.AYEuYL 7o Ypug v (VI,1,7)



[ :i‘.l . l‘.,,; . ',-‘l )
W ! ' . |
' i bl KL ( 2z . + 92 52
I = . o - 1 -
' 2 2
' 1 axp Bxp+l
e 0 1y ! ¢ -

S L 32 1 (vI,1,8)

a 2
Xp+q

operador ultrahiperb6lico de Klein-Gordon itera-
do & veces, con p+q = n dimensibn del espacio y

‘L. * que indica transformada de Fourier.

! Ga(PtiO,m,n), verifica las siguientes propieda

des,

G, (P*i0,m,n) = §(x) (Vv 1,9)
G_,,(Pti0,m,n) = K'{ §(x)) (\. 1,10)
Kg{Ga(PtiO,m,n)} = Ga_zl(PtiO,m,n) (Vi,1,11)

Las propiedades (VI,1,9), (VI,1,10) y (VI,1,11)
son demostradas por S.E.Trione en [}3] , p&ginas
37 y 38. '

Haciendo a = 22 en (VI,1,11l) y usando -
(vi,1,9), se tiene,

!
§(x) (VI,Y,12)

Kz{

Gzz(PtiO,m,n)}

propiedad que indica que la familia de funciones
[}

distribucionales Ga(PtiO,m,n) parara = 22 es soO

luci6n elemental del operador ultrahiperpblico ,
de Klein-Gordon iterado £ veces, definido en -
! (VI,1,8). '

VI.2. FORMULAS DE INTERCAMBIO DB LA CONVOLUCION CON
EL PRODUCTO VIA LA TRANSFORMADA DE FOURIER

1 |
) I N \ , ! '
- Nuestro objeto es demostrar la validez de fo6r-

Vo i mulas que intercambian la transformada de Fou -
}3"3"”u 'I'rier de 1los productos:

1, \ * \

Mo Py, YN

' Vl'.l..i 1 ',| ] |.l'l '

]
L S X ”'-w'(m2+P)2f. 5(k)(m2+P) {cap. Vv, f6rmula (V,2,3)).
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'
[ '
L v
..'” | '|,|

Ha(PiiO,n). HB(PtiO,n) (cap. I, f6rmula (I,2,2))

Ra(x) . RB(x) (cap. I1I, f6rmula (II,2,1))

con la convolucibén de las transformadas, donde
m2+P esti definido en (v,2,1), Ha(PtiO,n) es
la familia de funciones distribucionales defi-
nida en (I1,1,5), Ra(x) es el nficleo singular -
eliptico de Marcel Riesz ((II,l,lf) y -
G(R)(m2+P) est8 definida en (A,1,6).

Teorema l: Sean £, Yy k enteros no negativos ta-
les que k > & , vale entonces la si-
guiente f6rmula:

{m2+p)* . 5 &) (m2ap)yr= ((m2epf}n (s &) (m2epy)

(Vi,2,1)
donde . indica transformada de Fourier y *
convolucién. N '
|
Demostracién:
3 'Haciepdo A= ¢-1 en (V,1,6), usan-
do (n,2,11), (v,1,13) y la f6rmula (VI,1,5), se
tiene, ' '
n
' 2
[ . - n
. lami): . '
]
. ' l
- e2mi(a=l)y G_2a+2(Q+iO,m}n)}A} (VI,2,2)

[y ————’
por otra parte, usando (VI,1,5), se verifica,

lim [ G (Q-10,m,n) }7 = { (Q-i0,m,n)}~  (VI,2,3)

G
iy 2k+2

=-20+2

b4

ailTk { G_,q4p(Q+i0,m,n)}” ={ G, ,(Q+i0,m,n)} (VI,2,4)
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N LA LTRD

pe (V,1,14), usando (V] 2,3) y (V1,2,4),

se tiene,

G(k)(m2+P) = lim B (m2+P) =
o> -k o
n
2
k! (2m)° [{ 6 . 3~
—_— (Q-i0,m,n) -
(271) 2k+2
= { Gy, (Q+i0,m,n)}"] (VI,2,5)

Luego, usando (VI,1,6) y (VL?,S), se obtie-

ne, !

(m2p) 2+ (68 (maepy ) =
I !
) K4 L '
= -* KMsx) 1+ L yG.. . (Q-i0,m,n) -
C 2ni  2k+2

Segﬁn [33] . pég.37, k¥ {6(x)}es un convolu-
tor y al apllcar la f6érmula (VI 1 ll) en el
término de Ia derech@ de (VI,2,6), se tiene,

{m24py 43~ + { 6K (maepyyn =

”’“’7‘”’T’l) [Czk agep (Q#10GmM,n) -
2Tl

Gypopgep (@Fi0,m,n)) (VI,2,7)

Por otra parte, usando el resultado (Vv,2,3),
dado en la seccibn V.2., y las f6rmulas (V,1,14),
(vi,2,2), (vi,2,3) y (VI,2,4), se deduce,

-1)* k(s *H) (m2+p )
(k=2) !

{ m2+2) ¥}, (6 %) (m24p)} =

(1) * k! PA+K=2)) [Gpy_p,,,(Q-10,m,n) -
(k=-2)! 2ri

Gox-2g+2 (@*i0mm)] =
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— e

(=1F k! [ Gpy_pg4,(Q-i0,m,n) =

2mi

Gy mngep (QFL0,m,n)] (VI,2,8)

De (vI,2,7) y (VI,2,8) se concluye el resultado
(vi,2,1). {

Corolario 1: Sean n dimensién del espacio, k y 2

enteros no negativos tales que

k<3 -1, k=2 < 3-1, k < ¢, vale
entonces la siguiente f6rmula:
I G S E ¢ I CR e IR (VI,2,9)

'
|

donde P es la‘formalcuadrétiga definida en
{I,1,1). '

i .
g A

. La f&rmula (vl,2,9), se obtiene de (VI,2,1)
. ' ' ! ' . \

usando la'condicién (A,1,9) y haciendo tender

l’nz a cero.'

,Trabajando'con la familia de funciones distri-
bﬂETBEETEEEHa(PiiO,n) defifiida en (I,1,5), usan-
do las propiedades (I,1,8), (I,1,9) y la f6rmula
(5), de [12] , pPadg. 277, tambié&n obtenemos la
f6rmula (VI,2,9).

Usando la f6rmula (II,3,6), de [33] , p&g. 40,
la f6rmula (VI,2,9), se puede escribir,

n

Pos® et = nRen? W s® @] (VI.2,10)

{p

donde Lg es el operador ultrahiperb&lico defini-
do en (I,1,10).

Teorema 2: Sean o, B , nfimeros complejos tales
que a, B, a+B-n # n+2h, h=0,1,2,...,
Ha(PiiO,n) la familia de funciones
distribucionales definida en (I,1,5),

vale entonces la siguiente f£&6rmula,
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| '
{H_(P+i0,n) .llHB(PtiO,n?}“ =
= { H,(P#i0,n)}* *  {H(P+i0,n)}" (VI,2,11)

donde con . indicamos transformada de Fourier

y con * c¢onvolucibn.

Demostracién:

La transformada de Fourier de
Hu(PtiO,n) de acuerdo con [33] , pag. 39,
f6rmula (II,3,3), est&8 dada por,

omi
k2 4
. " _ e - .
{Ha(Ptlo,n)} = n (Q + i0)
(2m) 2

donde Q = Q(y) estd definida en "(VI,1,7),
p+q = n dimensién del espacio, (Q+ iO)A es
es definido en (I,1,4) y o #¥ n+2h, h=0,1,2...

Si en el término de la derecha de (VI,2,12) se
hace ¢« = n =X , con A nGmero complejo diferen-
te de -2h, h=0,1,2,..., se multiplica y se
divide por Kn(k,q).((I,l,G)) y se ap;ica laﬁ
f6rmula (I,1,5), se tiene,

Y g 1Y
e(n-k)(ni/Z)

{ H_(P+i0,n)}" = 1 . Kp @)
' ' = |
(2m 2 ‘v;'v v ! g
o \ -
[ eyt [ v(‘ e
l : ' ‘E:[' ‘I |l ;I"|| 1 l"'d'-}r !
. H,(Q¥i0,n) Vet v, 2,18

“, [N PR T ) ot
\ : 1 '

i A 0
De (VI,2,13), para B = n - ju, obtenemos,, TR

(1 (P2i0,m) )~ * (H(Pxi0,m))" = '

nri

_ e 2, gm-())(mi/2) K;(A,q) K (H,q) .

(2m) ™

. [, (@¥i0,n) * I (0%i0,n)] (VI, 2,14



En [33] , p&g. 41, fb6brmula (II, 3, 11), S.E.
Trione demuestra la siguiente f6rmu;a de con

, volucién, '

H,(P$i0,n) * Hg(Pi0,n) = Hg, o(P*i0.n)

para o, B, a8 ¥ n + 2h, h = 0,1,2,...

! vVamos a ﬁemostrar la propiedad (VI,2,15)
para (Q"

‘" 'y B=n - u,a través del siguiente lema,
| ' X ' l \ '

+1

i0)' en el caso en que & = n - A
\

)
\ Lema 1: Sean A, Y, nmeros complejos tales
que A, 4, A*+g F n + 2h, h=0,1,2,...,
pr—————w'  yale entonces 'Id 'siguiente f£6rmula,

Hy(Q + i0,n) * H,(Q + i0,n) =

etqﬂi —
= n HA+u(Q + i0,n)
(2m) 2
donde ‘
y-n
- . 2
H (@ ¥ io,n) = (&2 20)
Kn(Yrq)

Kn(y,q) estd definida en (I,1,6) y * indica
operaciébn de convolucién.

Demostracién del lema:

De [26] , P&g. 248, usando la f6rmula
(I1,1,6) dada en [33] , pdg. 35, se deduce,

G,(Q * io,m,n) ¢ Ol ,

donde Oé es el espacio de distribuciones de
decrecimiento répido (c.f. [26] , pag. 244) Yy
GA(Q + i0,m,n) es la familia de funciones dis

tribucionales definida en (VI,1l,1l).

(Vi,2,15)

(Vi,2,16)

(VI,. 17)

(VI,2,18)
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Ut}lizando la propiedgd,

v
‘li_||

]
3l
|

GA(QIiO,O,n). = HA(Q;iO,n)||(c.f.[33] , P&g.

49; férmula (IIﬁ7,I», se concluye,

. - ' ! ! ‘ '
U E1(QFi0,n) ¢ bé para )\ # n+2h, h=0,1,2,... (VI,2,19)
)

Luego, aplicando el teorema XV.de [26], p4g.
268 j~TGTMAIE" (VII,8,5), para’A,u # n + 2h,
h=20,1,2,..., se tigne,

{11, (0 + i0,n) * Hﬁ(o + i0,n) )}~

={H,(Q + i0,n) Y-{u (@ + io,n) ¥

(VI,2,20)

Por otra parte, segGn [12] , p&g. 284, f6rmula

(3) v (3'), tenemos,

A-n Ami A
- 2 e 2 9ami T2
{(Q+10) 1t = . Kn(A,q).(PiiO). (VI,2,21)
n
(2m) 2

donde Kn(A,q) estd definida en (I,1,6).

Reemplazando (VI,2,17) en (VI,2,20), usando
(VI,2,21) y aplicando el producto (I,2,1), se

tiene,

{1

= (P+i0) '

I,(Q¥i0,n) * H (Q+i0,n)}" =

(A+u)
LATH)

e(A+u)(111/2) oami etqﬂl 5

(V1i,2,22)

(2m ™

con A, u, Mu ¥ n + 2h, 'h = 0,1,2,...

Multiplicando y dividiendo por Kn(x+u,q)' -

ien
do

el término de la derecha de XVI,2,22) Y usan
nuevamente la f6rmula (VI,2,21) se obtiene,
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Sl s AT g g e
e NSRRI, ava
Lo -

{H, (@ ¥+ i0,n)

*qmi
e q

n
(2m) 2

para A, 4, A + u ¥ n+2h,

Luego, aplicando el teorema de la unici-

* HU(Q ¥ io,n)}"

{HA+U(Q + io,n)}*

dad de la transformada de Fourier,

cluye de (VI,2,23) la demostracién del

lema 1, f6rmula (VI,2,16).

Si se reemplaza (VI,2,16) en (VI,2,14),

tenemos,

{n, (ptio,n)}" =

{aB( io,m}°

Jrami(n= () (Ti/2)

il |

Si se multiplica y divide, el término de la
mw——=aargcha de (VI,2,24),pQr'Kn(K+u,q) teniendo

i -
2
= e
| I_'l_ !
(2m) 2
: K, (/q) K_(4,q)
= v " n_, n
) | . 5 5
P (2my2  (2m)?

Hlfu(o + i0,n)

1

presente que A = n -0 , U = n

se usa la propiedad (VI,2,12), se obtiene,

h=20,1,2,...

(VI,2,23)

(VI ’
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{na(ptio,n)}“ * HB(PtiO,n)}‘ =

nmi _
) e 2 eiqﬂl Kn(n-a,q)Kn(n-B,q)
(2m) ™ K (n-a+n-8,q)
. {na+8_n(Piio,n)}‘ (VI,2,25)

para o, B, ¢« + B# n + 2h, h=0,1,2,...
Asimismo,usando (I,1,6), se tiene,

K, (n-%,q) . K (n-B,q)

K, (n-a+n-8,q)

=nmi -
_ (2w)n o 2 e+q1r1 Kn(a+B-n,q)

(VI,2,26)
K, (a,q) X (B,q) 3

Reemplazando (VI,2,26) en (VI,2,25), se concluye,
I

(H, (P+i0,m)}" {ﬁb(PiiO,n)}“ =

K_(o+B-n'q) !
= LI { Ha+B—n

Kn(a,q)KnFB,q)

(P+i0,n)}” (Vv1i,2,27)

+ ,para o, B, oa+B ¥ n + 2h , h = 0,1,2,...

' Por otra p%qte,.aplicando la transformada de
o . N

. Fourler:en ambos tefminos :'del producto (I,2,2)

y usando (I,1,6), se obtiene,

B ) R
{Ha(PiiO,n) . HB(PiiO,n)}
Kp (@+8-n,q) {u

= o+B~n
Kn(a,q)Kn(B,q)

(Pti0,n)}” (VI,2,28)

paraa,B, a+8 #n + 2h , h = 0,1,2,...

76



B PO

oyl A M

Py

'

]
il
]

‘ferente de -2h , h = 0,1,2,..., se mﬁltipli-

|
1A VL
oy {Ra(x)'} =

donde K_(y,9) estd definido en (I,1,6).
i

Por tanto de (VI,2,27) y (VI,2,28), se con-

cluye el resultado (VI,2,11).

Nota: Trabajando con la forma cuadr&tica
P(x) = x7 = x5 - ... -x?, es decir, cuan
do p = 1 (nGmero de cuadrados positivos),
la propiedad (Vi,2,11l) es demostrada en
[29] , p&g. 27, f6rmula (III,1,1). Sin em
bargo, la igualdad D(a,B,n) = E(a,B,n)
(c.f. [29] , p&g. 30, f6érmula (III,1,4))
que sustenta la validez de la propiedad,
se verifica si la cantidad E(a,B8,n) se
multiplica por eiq“i, este término en
nuestra f6rmula (VI,2,25) se obtiene uti-
lizando el lema 1, f6rmula (VI,2,16), de

este trabajo.

Teorema 3: Sean a, B, nfimeros complejos tales
que o, B, atB # n+2h, h =0,1,2,.
Ra(x) el nGcleo singular eliptico

de Marcel Riesz definido en (II,1,1),

vale entonces la siguiente f&érmula,
1

ERG(X) RB(X)}Agﬁ {Ra(X)}‘ * {RB(X)}“

donde con ~ indicamos transformada de Fourier y

con * convolucién.

Yy
Demostracidn:

La transformada de Fourier de

R&(xl segGn (ILI,1,10), estd dada por,
o )

i

1yl T
| (2“)(n/2)

+ S1 en elgtérmino de la denecha de (VI,2,30)
Py "
se hace ¢ = n - XA , con A nimero complejo di

ca y divide por D () ((II,1,3)) y se aplica

(v1,2,29)

(v1,2,30)
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la f6rmula (II,1l,1l), se tiene,

{R (x)}~ = D (A) Ry(y) (VI,2,31)

De (VI,2,31) para B n -4 , obtenemos,

R, x)}" * { RB(X)}“

D, (A).D_ (1) [Ry (¥) *R, (v)]
(VI,2,32)

Por otra parte, para A, u, A+u # n+2h,
h=20,1,2,..., se tiene,

Ry(x) * R, (X) = Ry, . (x) (c.£.[32), pag. (vI,2 3)

97, f6rmula (II,4,4)).

Si se reemplaza (VI,2,33) en (VI,2,32), te-

nemos,

R, (x)}" * {Rg(x)}" = Dp (M) Dy (W) Ryp ) (¥) (VI,2,34)

v
' |

Si se multiplica y divide el término de la
derecha de (VI,2,34) por Dn(k+u), tepieﬁdo
presente que A = n'= « , u=n - By se usa
'1a propiedad (VI,2,30), se obtiene,

R ()} % {Ry(x) )} =

Dn(nia) D_ (n-8)
= S— {Ra+é_n(x)}A (VI,2, 5)
Dn(n-a+n-B)

! '
 para o, B,1¢ + B # n+ 2h, h=0,1,2,...

Asimismo, usando (II,1,3), se tiene,

Il‘.""' ' PRCARITR
D, (n=a) D (n=B) (2m” D (o+8-n)

(VI,2,36)

Dn(n-a+n-B) Dn(a) Dn(B)

Reemplazando (VI,2,36) en (VI,2,35), se

concluye,
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' para a," B,! &« + B #n + 28, h'= 0,1,2,...,

] . . \
. 'W donde Dn(a)Jésté'definido en (II,1,3).
. ‘cll ! t ]

0o
il
:, cluye el resultado (VI,2,29).

{Ra(x)}“ * { RB(x)}* =

Dn(a+B-n)
= — {R
D, (@) Dn(B)

a+B-n(x)}A

para a, B, o+ B8 # n+ 2h, h=20,1,2,...

Por &tra parte, aplicando la transformada
de Fourier en ambos t&rminos deél producto,
|
(Ix,2,1) y usando (II,1,3), se obtiene,

{R, (x) RB(x)}” =

D_ (o+B8-n)
n ' (xl) }A

{Ra+ :
\ , B~n
Dn(a? Dn(B)

[ ‘ 1
|

Por tdnto, de (vI,2,37) y (VI,2,38) se con-

1 i
g !

(v£,2-37)

(vi,2,38)
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APENDICE

A.l. FORMULA DE LERAY

Sea &(t) la distribucién de una variable t y sea
U(x) € Cm(Rn), tal que la variedad (n-l)dimensional
U(xl,...,xn) = 0 no tiene puntos criticos; ¢(U(x)),
denota la distribucién definida en R, por medio de
la f6rmula (llamada f6rmula de Leray,[22] . pa4g. -
102),

<o(U(x)),£> = f L 8(U(x)) £(x) Axg...dx =
R ‘ Ao

|

o t
= [, %(t) at fU(x)=tf(x) WU(x,dx) = <o(t),p(t)>
donde

II l . |l
| w(t) = f U(x)=tf(x) WUKx,dx)
|' " .
,x es una- forma dlferenc1al (n 1) dlmen51onal de

”'|fin1da como sigde:

.
1ol !

 dU © aw dxl AdX A ceen dx y la orientacién

2
de la variedad U(x) = t es tal.que WU(x dx)> 0.
I'I'""——"'—“!r o a oo
: = 2 = 2 R v 2 2
I$1 U (x) P(x) +lm x1+...+xp xp+l xp+q m

con p+q = n dimensién del espacio, y m ¥ 0, enton-
ces para toda ¥ e D (espacio de funciones de prue
ba, [26] , Padg. 64), se tiene,

2 = 2 —_
<o (P+m®) , ¥ > = £n o (P+m2) P (x) dxl. .dxn =
= [.0(t) dt £+m2=t Tx) w2 (x,dx) =

<P (t),V(t)>

~0

(2,1,1)

(A,1,2)

(A 1,3)

(A,1,4)



donde

Y(x) W o (x,;dx)
P+m = t P4m

Usando (A,1,1), tenemos,

s ) m24p) , Pix) > =<6 (13, 0(t)> = (~1)%¥p

donde y(t) es definida en (A,1,2).

La f6rmula (A,1,1) puede no ser cierta. Por -
ejemplo, si

U(x) = P(x)
donde P(x). = xi +ooot x; - x;+l—..h- x;;q

con p+q = n, dimensifn del espacio, porque P (x)=0
tiene un punto critico en gl origen, como conse -
cuencia de este hecho la distribucién G(k)(P)
gx1ste solamente si k < %.— 1 x[lZJ , P4g. 250).
{ [} '

Por otra parte, la distribucibn 6(k)(m2+P) tam

! bién se ppede, definir siguiendo [12] , p&gs.248-
' l251 y la restr1cc16n de 6( )(m2+P) a la distribu

“ﬂ| nc16n G(R)(P) de acuerdo con [12],pég. 250 se ha-

” ‘ce bajo la condicibén k < % - 1.
.

A.2. RESIDUO Y. PARTE FINITA DE,ELZ) EN
[ry——— e

z=-n, n=20,1,2,...

T

La funcibn T'(z) definida por,

T'(z) = f: e-t tz'-1 dt es analitica en
z, salvo en los puntos z = -n, n= 0,1,2,..., que

son polos simples, luego,

Res lim
Z ==n I'(z) Z2+ -n

[(z + n) F(z)]

(A,1,5)

0)
(A,1,6)

(ta,1.7)

(A,1,8)

(A,1,9)

(2,2,1)
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LI A I ﬁr~Be—fi}vb pdg. 3, fb6rmulas--1 y 2, se tiene,

I'(z+n+1)
(z+1) ... (z+n=1)(z+1)

N
+
5
i
I

- [ (z+n+l) (A,2,2)
z(z+l)...(2+n-1)T (z)

Reemplazando (A,2,2) en (A,2,1) y tomando 1i-

mite cuando z tiende a -n , se concluye,

Res _ -n"
s =—n [(2) = ———1-1'—- (A,2,3)

De |26| , p4g. 41, se tiene,

FL ot = U0 S (zm) () (8,2

Después de efectuar cflculos en (A,2,4), se

obtiene,
pf - o
2 = en r(z) = T aT Yy (1+n) (A,2,5)
, ‘
donde  y«(z) = rI_iZL_ ¢ O eqhivaléntemeg
1T (z) ‘
\ .
te, Y (1#n) = 1 + % + L.+ %- - ¢

donde ¢ es la constante de Euler.

‘ " pe [1], , pag. 344, férmulas 1, 2, 3, 4, 5, §,

o .7 y 15, respectivamente, se tiene,
\ ]

A , [ I‘(l + Z)" ‘=-l lZ I‘(z) (A,2,0)
"'I' l ,|| ' i \
- ;i,,’l‘.,,”.f'l,; |.|_|!‘| -' vl' . , . )
. ! , Tz + 1) = z (z+l),... (z+n-1) T(z) (A,2,7)
[ ' Ll '
) 1
n
Tz - (z-1)...(z-n). = =1} T(-z#n#l) . 5 g
e b R e ] ¢ - I (-z+1)
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, . T(-z+n)

(-1)" 2 (2-1) ... (z-n+l)
v r(-z)

(-1)" r(z+1) (A,2,9)
r(z-n+l)

r(z)

. T(-2) = % csc (nz) (2,2,10)
r(z) . r(l-z)= T csc (mz)

(A,2,11)

F(% +z) . F(% -Z) T sec (wz)

(A,2,12)

r(2z) = 22271 ,(-1/2) I(z) T(z+ %)

(A,2,13)

(A,2,13) es la f6brmula de duplicacibn de
Legendre.

a—-n
A.3. LA DISTRIBUCION (S?) 2

Sea (tO,E) un punto en el espacio n-dimensio

nal de Lorentz (eSpacio-tiempo), donde se indi
ca con t el vector de componentes

(tlftzl"'ltn_l) 4

La forma métrica del espacio de Loren'tz es -
definida a través

} ' 1
. del producto escalar,
'
t
(b 8) + (t,8) = ¢2 - T.E =

- 2 2 2
0 (tl+t2+...+ t

2 ) (A,3,1)
|
para

en otro caso (A,3,2)
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a-n
y Real(a) > n, se define la distribucién (S?) 2
dependiente del pardmetro o, por la f6rmula,

o-n

<(s?) 2 , P> =

Mt it reee t Mt dELdt

donde ¢ ¢ D ([26] , pag. 64),

™ =((¢,t) er®: s> 0 ,t >0}
o -, o .
o € C(nGmeros complejos) y n dimensién del. es-

pacio.

Recordemos que en este caso no se puede apli-
car la f6rmula de Leray ((A,l1,1)) porque s?
((A,3,2)) tiene un punto critico en el origen.

Siguiendo [12] , P&g. 253,Ise obtienen las
(a-n) /2

singularidades de la distribucién (s?),
1 ! \

Llamando dw al:elemento Qe drea de la esfera

(n-2) dimensional de radio unitario) ¢ (t ,p) al

promedio de'Y sobre las esferas (n-2) dimensio-

nales Stto,p), de ecuacién
' ]

' (p constante, to constante) y Wn_z-el drea de
' S(to,l), se - tiene,
|

’ a-n
l.l'll <(SZ)l 2 , \P > =
. | a-n
T T % (e2-p%) 2 oPT2 (kL pw) dw do dt=
£t >0 o o (o] o
o |
. _-n
= lw |l [ o L° (£2=0%) 2 o™ e(t ,0)dp at,
(o]
donde @(to,p) _ le I éui:Z;% rpw) dw
n-2 o

84
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Es claro que si ¥ es a soporté compacto, tam-

bién ¢ lo es, puesto que si K =
junto compacto de Rn, entonces

es un conjunto compacto, luego,

sop ¥ es un con-
r* N x, también
‘f(to,tl,...,tn

)

= 0 fuera de ' n K, por tanto para a > 0 y

po> 0, se tiene que,

¢(t0,p) = 0 si ty> a y o T

pO.' luegq,

sop  ®(ty,0) C [o,a] X [0,00] , e? conse' -~

cuencia, b(to,p) es a soporte compacto.

|
|

» 1 » l .
S1 se hace el cambio de variables,

| . . ' 1
I ., tenemos,
o=n

'
PARSSENRGE, ° ot 1.
2

<(s?) , >

lw__.| 2 ——
= =2 ;7 ogen) 2 g

4 £>0

a-n n-3
2

haciendo n = t £ , la integral
ma en,
o-n
2, 2 -
<(s*) ©, * > =

|w

4

(A,3,8)

-1
£ 2¢1<5nn andE  (A,3,9)

(A,3,9) se transfor

n-3

{t 2 ¢ (E,tE)} dtaf (a,3,10)



¢-n n-3 ; n
2 9 (€, tE)} AtdE (a,3,11)

1
Llamando G(§,a) = { (1-t),

S L

y reemplazando en (A,3,10), tenemos,

o-n ! o. \

e \ - =1

2 ! © 2 1
P> = Wy-o| {787 G(E,) at (A,3,12)

<i(s?)

De acuerdb con [12] ' p&g.|254, fé6rmulas (11) y
‘ (13), la cantldad G(E,a) tlene polos simples en los

. , puntos a= n 2k, 'k = Lr2,... y adem&s la integral
Lo
' ! ___ \ 1
Vot |°° 2 ) _ . .
AN £ .E G(£,a) d€ tiene polos simples en a =-2k,
| I ||v'?|\ 'I'I " ‘| \ b e
SRR Ny UL POV -~
Ers ! o e
. O 'w"fPor congiguiente, <(8%) “, , > tiene dos con-

. a I » .
/ t ‘ﬁhuntos de singularidades, a saber,

R TN Py !

n-'2k ’ k =,.il.2;"' }

B={0o:a

-'2k ’ k= 0,1,2,-00} '

En este sentido se dice que la distribucibn

o-n
(s2) 2 tiene dos grupos de singularidades:
§§= @« = n-2k, k = 1,2,... (A, ,13)
g; @ = -2k, k=0,1,2,... (A,3 .1)
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