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PREFACIO

Es conocido que el producto de dos distribuciónes
arbitrarias no es posible. Esta situación fue mostrada por
L. Schwartz (c.f.[27]). Sin embargo, se pueden obtener f6;
mulas de productos de distribuciones usando distintos métg
dos, por ejemplo, el método que consiste esencialmente en
aproximar ambos factores del producto por familia de fun 
ciones distribucionales, multiplicando y dividiendo por —
términos adecuados que permitan obtener nuevamente elemen
tos de la mismafamilia de funciones distribucionales y el
resultado final se obtiene por pasaje al limite. Entre 
otros métodos se encuentran, los de A.Gon2ále¿ Dominguezy
R.Scarfiello (c.f.[l4]), J.Mikusinski (c.f.[23]), SJE.Tri9
ne (c.f.[28]), B.Fisher (c.f.[1o]) y K. Keller'(czfï[2o]).

' .

Los resultados principales de este trabajo, se re
fieren a los siguientes productos:

¡ I

l HO(Pii0,n) . H (Ptip,n) (l)
II n

B

u n¿(x)', RB(x)' (2)

ád(sï z R6(S) (3)
l

II'. 'Í'|
2' wngwmn).wu,mmhn M)

,(mzfin)l ¿(k)km2+P) (5)
I

(52+p53 . (m2+;>):1‘A (6)
nt,,_____, .-w"

que correspondena las fórmulas (1,2,3), (II,2,l),(III,2,l
TÍÏV,2,1), (V,2,3) y (V,3,5), respectivamente.

(2),Los productos (l), (3),

í

),

(4) y (6) son hetero
doxos de acuerdo con [33] , pág. 23, fórmula (1,3,16), es —

ldecir que no se les puede asignar el mismosignificado de
que se establece en la definición (7) (vale decir "ortodo 
xos"),

def
<a.T,‘f > = < T, a.ï’> (7)

con a e ¿(C-f-[26], pág. 88) y “es D (c.f.[26],pág.64)



dada por L.Schwartz en [26] , pág. 117, fórmula (V,l,l).

El término heterodoxo fue introducido por A.Gonzálezl
Dominguez(c.f.[13],pág. 180) para indicar todos aquellos pro
ductos que se pueden obtener sin usar lafidefinición,(7);

. l ‘

El producto multiplicativo Xl), Ha(RiiQ,na.HB(PiiO,n)
obtenido en el capítulo I, fórmula (I,2,3), generaliza los si
guientes resultados: '

i' )'El producto (G'*—‘i0)."m. Lk {6(x)Ï dado por A.González Do
mínguez en [13] , teorema 12, pág. 192, que genereliza la
fórmula de Guerra (c.f.r[13] , pág.'l93, fórmula 9.6), 

l ‘ ' ' I

. fundamental en la teoria cuántica de campos.
| l

ïï‘)'nos.prodúctos"H2kkPiio,n). 6(x) y É2k(bii0,n).H_22(PiiO,n)
.u'ï'flñdgs por S.E.Trione en [33] , págs. 72-18.
l '.¡ .lll I |' ' '

I ,.
iii) Blñproducto '(x2)-m .[:]l { ¿(x)} dado por Klauss Ke 

Iller en [20] , pág. 32, fórmula 2,56 donde,
_ ' 2 2 5 2 _ 2I x '”*ï"”ï“'x3 x4 '

2 4 2

E] = { 92 - z .3: Y
8x1 l=2 axi

(x2)_m significa parte finita ([33] , pág. 16).

El producto multiplicativo (2), Ra(x) . RB(x) obteni
do en el capitulo II, fórmula (II,2,1) generaliza los produc —
tos (IxI2 )m . Al{6(x)} y Ak{6(x)}. A2 {6(x)}, dados por 
Klauss Keller en [20] , pág. 68, apéndice B, grupo B.7, donde,

2 2 Q

IxI2 = xÏ + ... + xá y A2 ={ —3—+... + a l
BXÏ

3x
:5»

El resultado (3), Ra(S). RB(S) dado en el capítulo 
III, fórmula (III,2,1) en mi opinión es independiente de los
resultados previos, su interés radica, entre otros, en que en
el caso particular de que a = -22 , 2 = 0,1,2,..., y B=2m+n,
dado en la proposición 2, fórmula (III,2,7) suministra una f6;
mula relacionada con el operador de las ondas generalizado itg

II.



'rado k veces.

‘ El producto (4), m(t,a,m,n) .m (t,8nn,n) dado en el
I . I

capitulo IVï fórmula (IV¿2,1) es una generalización del pro 
2dUCto'ÏIII,2,1) del capítulo III.

. ¡Si en' el pÏÏrodp'ut‘o(5), (m2+P)2'. ¿“(Mmmm hacemos

¡(Qílq'= "1’ l¿¿'.'0btiene,
\ ' . ".¡' . '

km2+FN- ¿(k)(m?+P) + k ¿(k-lr(mziP) = 0'

que generaliza fórmulas del Gelfand-gnilov (c.f. [12], pág. 
' ' ""’T‘*_" . ' . . . . .349) y es con51derada por ejemplo por Bollini, Giambiagl y 
¡“giomnopara la teoria de regularización analítica en las ecua

ciones clásicas de Yang-Mills y sus aplicaciones en el poten
cial singular (c.f.[3]). Ademáseste prodcuto generaliza fór
mulas usadas por D.W.Bresters (c.f. [5], pág. 573, renglón 
15 y pág. 574, renglón 21), las que permiten obtener la fórmu
la,

-k -k - (-1)k'l (k-l)
(m2+PtiO) = (m2+P) + ———————ni 6 (m2+P).

(k-l)!

El producto (6), (m2+P)í . (m2+p):1'A
capitulo V (proposición l, fórmula (V,3,5)) es una extensión
multidimensional de la fórmula x: . x:l-A dada por B.Fisher
en [10] , pág. 296.

dado en el 

En el capítulo VI se demuestra la validez de fórmu
las que intercambian la transformada de Fourier de los produg
tos (l), (2) y (5) con la convolución de las transformadas.
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W" ise estudian productos multiplicativos relaciona
dos con la familia de funciones distribucionales Ha(PÏiO,n),
fórmula (1,1,5)

Usando el resultado (PÏiO)A. (PÏi0)u= (PÏiO)A+u,
A, u y A + u y - g - k, k = o,1,2,..., (c.f.[33], pág. 23),
se obtiene el producto multiplicativo Ha(PÏi0,n).HB(PÏiO,n)
(proposición 1, fórmula (I,2,3)), que es heterodoxo de 
acuerdo con lo establecido en el prefacio de esta tesis.

Variando los parámetros a y B a partir del resul
tado Ha . HB se obtienen los siguientes productos multipli
cativos;

Hn_2m. H_2¿ (proposición 2, con g > m, fórmula (I,3,9)),

Hn_2m. H_22 (fórmula (I,3,18), para gví m,.con n par),

Hn_2m. H_22 (fórmula (I,3,l9), para g í m, con n impar),

H_2k . H_2¿ (fórmula (I,3,20)), H2k. H_2¿(fórmula (I,3,21)),

H 6(x) (fórmula (I,3,24)),2k

m(PÏi0)- . Lz{6(x)} (fórmula (I,3,27), para > m ),

(Pii0)_m .

(Pii0)-m . L2{6(x)}A(fórmula (I,3,30), para

{6(x)} (fórmula'.(I,3,38))r

E
2

LR{6(x)} (fórmula (I,3,29), phra g-í m, con n'par‘,
n . \
Ï-í.m; con n impar ,

PTm . L2

p'm a L2 {6(x)} (fórmulas (I,3,35) y (I,3,36)),

,ÏP:10)m , LR{ó(x)} (fórmula (I,3,4Q)),

lg. ' pÏ , . L?{a(x)} ' (fórmulas (1,3,51) y (1,3,52)>,

l "l l' I'll" ¡l "21' . l .L.' I' 'P . 1' ¡{6(x)} (fórmula (I,3,50)),‘
hu A ' ¡‘ul | ¡[Il

'|, ¡.Iln| ' l-.,' .¡
I

r 4.1|



dando fórmulas relacionadas con el operador ultrahiper
bólico iterado k veces.

En la sección I.l., se obtiene el residuo de
Ha en a = n + 2h , h = O,l,2,..., (fórmula (I,l,l4))
que generaliza el teorema 3, dado por S.E.Trione en 
[32],pág. 94, fórmula (II,3,ll).

PFP-ñ.



I.- PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LA FAMILIA DE FUNCIONES

DISTRIBUCIONALES H (PÏiO,n)

I.l. INTRODUCCION

Sea x = (xl,...,xn) un punto en el espacio n-di
mensional Rn.

Con P = P(x) designaremos hna forma cuadrátioa
de n variables, no degenerada,

def 2 2P x+...+x - 2 - I I
= 1 p xp+l (I'll-Il)

2- x
P+q

donde p+q = n (dimensión del espacio), p es el ng
mero de cuadrados positivos de Pq q es el número
de cuadrados negativos de P y def es la abreviatg
ra que indica definición. ‘

l .

Con lezlindicaremos la forma cuadrática
I

IXI2 = + ... + XÉ' (II-1:2)

Consideremos ahora la forma cuadrática

I.G+(x,€) = 'P(x) ¡i i e 'lxl2 (1,1,3)

con e número.real mayor que.cero, IxI2 definida
'n ¿en (1,1,2) y P(x) en (I,l,i).

l . l ¡ I. I‘ . . . .¡“,1: I ". h Para A e C (números complejos), escribimos,
;-| ‘I I I

(Ptio).A = lim (aux/em (1,1,4)
6+ O 

Se demuestra en [12] , pág; 284, que el límite
"FP-rfi‘ g--..... ‘ I
que figura en el segundo miembro de (1,1,4), ex1g
te y que (PiiO) son funciones distribucionales 
analíticas de A, salvo en los puntos A =_%- k ,
k = 0,1,2,..., donde tiene polos simples.

Asociada a (PÏiO)A , se define en [33] , pág. 
39, la familia de funciones distribucionales
Ha(Pilorn) I a-n

Ha(PÏiO,n) dgf (P110) (IrlIS)
Kn(arq)

donde a e C (números complejos), índice de la
familia, n dimensión del espacio y



2“ nn/2 F(a/2)
ani igni

e 2 e 2 P(n -a)
2

Kn(arq) = (Ii136)f

l

Ha(PÏi0,n), verifica las siguientes propiedades:
' |

H0(PÏiO,n) ¿I 6(x) (I,l,7)
I .

H_2k(Pii0,n) s Lk {6(x)}. (1,1,8)

k p»;iO,n) (LM)L { Ha(P: 10,n)} Ha_2k(
.1 , l

donde Lk es pl operador'ultrahiperbólico,
.' k

L“ i í 32 f .f. + 32 - 32. f .1. - 32 } (Irlrlo)
_ I .2 2 2

'íH a¡{l | axp axp+l a
.¡ I
W 'q!

4 . l Iitflrado k veces y 6 es la distribución delta de

2x
P+q

Dirac.

LaSFpsepiedades (1,1,7), (17175) y (1,1,9) fueron
obtenidas por S.E. Trione en [33], pg. 40, fórmulas
(11,3,7); (II,3,8) y'(II,3,9) usando la transformada
de Fourier de Ha(PÏiO,n) y a la que también se puede
arribar por
(#) métodos directos, es decir, calculando el residuo
del cociente de una distribución paramétrica dividida
por un coeficiente variable respecto del parámetro de
analiticidad cuando numerador y denominador tienen 
los mismos polos simples.

Si se hace a: 2k en (1,1,9) y usando (1,1,7), se
obtiene,

Lk {H2k(PÏiO,n)} = 6(x) (I,l,ll)

propiedad esencial de la familia de funciones distri
bucionales Ha(PÏiO,n), pues expresa que Ha(PÏi0,n)
para a = 2k es solución elemental del operador ultra

khiperbólico L iterado k veces.

Por otra parte, en los puntos a = n + 2h, h=0,1,...

Ha(PiiO,n) tiene polos simples debido a la función
F (gamma)que figura en el denominador de (1,1,6). En
este sentido, un resultado que no aparece en la lite



ratura habitual sobre HcfiPii0,n) es el residuo en 
= n + 2h; h = 0,1,2,...

Utilizando propiedades de la fuhbióhr (q/Zx vamos
a obtener en forma explicita el residuo de %1(Pii0,n)
ena = n + 2h; h = 0,1,2,... el cual se puede formali
zar en el siáuiente lema.

Lema: Sea 'h = 0,1,2,...,vale la siguiente fórmula,

Res { Ha(PÏiO,n)} = A(n,h,q) (PÏi0)h
q = n+2h ' I

donde fl i (ñÏq)'. 2' - u _ e l 1'
l A(nlhrq) "' _

¡h (h: 2n+2h l1Tn/2F(th)
I ‘n I 2

w I

‘Pemostración:
'El desarrollo en serie de Laurent de

HaïFÏ iÜ,nïfalrededor de a E'H4 2h , h = 0,1,2,...
está dado por,

A
co

_ _ .. \)
Ha(PÏio’n) = ______¿____ + AO+Ï=iAv(a n 2h)a - n - 2h

luego

A_l = Res {Ha(PÏi0,n)} == n+2h

= lim [ (a-n-2h) Ha(PÏ io,n)] =u+ n+2h
0.-1'1

= lim [ (a-n-2h) (PÏiO) ] =
a+ n+2h -E;ÏETEÏ—

igni ani
= lim [(a—n-2h)r(n-a)]. lim [ e .2 e 2 ]
a+ n+2h 2 ' a+ n+2h a n/2

a-n 1T

lim (P110) 2
a+ n+2h [ —-ï-7€737- ]

(1-11

Según [12], pág. 273, la distribución (PÏiO)
para

2

a= n+2h , h = 0,1,2,...es analítica y puesto

(1,1,12)

(111,13)

(I,]ul4\



que la función nT(a/2) también es analítica en a= nfizh;
h= 0,1,2,...,se tiene,

Í

‘ - (a-n)/2 . h
lim (Pi.l°) = (Pi'10> (I,1,15)

“* “+2h R(a/20 ur(g+h)
I 2

‘ l

Asimismo, usando (A,2,3),
1 ' .' ' '

:lim [(a-n-Zh) r(n—a)] ' -2 (-1)h (1,1,16)
.n d+'n+2h .. . 2 h! o

I

l líll
I I

| ‘l I
ll 'I l I

Reeñplazandol(l,l,16) y (I;1,15) en (1,1,14), obtengL1
mos,

ÉÏ es l
_ a =n+2hA {Ha(Piio,n)}"é"-l

1_¿(ntq)
(-1) e

. 2n+2h-1 "(n/2)P(n+h)ï
(PtiO)h

que coincide con (1,1,12).

I.2. EL PRODUCTOMULTIPLICATIVOHa(PÏiO,n).HB(PÏi0,n)

Nuestro objeto es obtener el producto multiplicatí
¡a +B - n # n + 2h,
B números complejos.

vo Ha . HB cuando a, B con h 
entero no negativo y a ,

Este producto es heterodoxo de acuerdo con lo estg
blecido en la introducción de este trabajo y se va a
obtener por cambio de Indice en la familia de funcig
nes distribucionales HY((I,1,5)), usandoel resulta
do:

(P: 10)A . (p: 10)“ = (Pi 10)Mu (1,2,1)

con A , u, A+u # -n - k , k = 0,1,2,... dado por
S.E.Trione en [33] ,zpág. 23, fórmula (I,3,1), donde
(Pi iO)Y es definida en (1,1,4). ' l l



“ H ' I Ü

I ' Proposición l: ¡Sean a, B números complejos tales
" | "que al, B , a + B r n # n + 2h;

_I.;. ' . I «h = 0,1,2,..., Ha(PÏiO,n) la familia
"”“”'¡“”: ï'fiu i de fpnciones distribucionaies definida

LL ' -, . l en (1,1,5), entonces vale la siguiente
. fórmula,

.Ha(PifUÉETTHETÉÏiO,n)= C(a,B,h3aS.Ha+8_n(PÏio,n) (1,2,2)

' donde

‘. c(a,B,n,q) = Kn(“+6'“'q) (I,2,3)
Kn(a,q)Kn(B,q)

y Kn(Y,q) está definida en (1,1,6).

Demostración:

De la definición de Ha(PÏi0,n) dada en
(I,1,5) y usando el resultado (1,2,1), se tiene,

“-fl

Ha(PÏi0,n) . HB(PÏi0,n) (9:10)(“'n)/2.(PÏ10)¿B‘n’/2_
Kn(alq) Kn(BIq)

. (0+B-n-n)/2
(Filo) (1,2,4)

Kn(a,q).Kn(B,q)

para a # n+2h , B # n+2h y a+B-n # -2m , h=0,l,2,...,
m= 0,1,2,...

Multiplicando y dividiendo el término de la derecha
de la expresión (I,2,4) por Kn(a+B-n,q) (donde Kn(Y,q)
es definida en (I,l,6)) y usando de nuevo la defini —'

ción de HY(PÏiO,n)dada en (I,l,5), se tiene,

(Piiorn) (1,2,5)H¿(PÏiP,n).HB(PÏiO,n) = C(a,B,n,q)|Ha+B_n

dPnde Kn(a+B-n,q)I

= Kgïa,q)K¿(EïïT
c(a,s,n,éo

l l l
I 'Í l l'

u' De (I,2,5) se concluye el resultado (1,2,2).

l y"rw-fi



I.3.

n

'tl_l

l. 'I

Por otra parte, la cantidad C(a,B,n,q) definida en
(1,2,3), usando (I,l,6) puede expresarse como,

1.‘(a+B-n)l‘(m_)l‘(fi) (niq)(1ri)/2
C(0L,B,n:q) 2 2 2 e

n n/22 n P(a/2) F(B/2) F(n-a+n-B)
' 2

El producto (I,2,2) es una generalizacidn del re
sultado (IlI,l,5) dado por S.E.Trione (cfb[2fl , pág. l '

|

CONSECUENCIAS DEL PRODUCTOSMULTIPLICATIVO

Hm(PÏi0,n).HB(PÉiO,n? I

I

fiamilia deïfuncïones distribucionales Ha(PÏi0,n)
JHÏ(I,1,5)) a partir del resultado (1,2,2) dado en

' I l .

W‘lá sección 1.2, variando a y B.
| l

. Dentro de los mismos se deducirán resultados ob

Se pretenden obtener productos especiales de la

tenidos por A. González Dominguez en [13] , pág.
Í927_ï5ïñüla 9.1, por S.EïTfione en [33] , pág. 
72-75 y por K.Keller en [26] , pág. 68, apéndice
É, grupo B.7.

Indicaremos en lo que sigue,

Ha = Ha(PÏ10,n)

En la obtención de estos productos el criterio
general que se seguirá para evaluar la cantidad
C(a,B,n,q) definida en (I,2,6), para determinados

a Y Bvalores de es el siguiente:
Criterio I.3 : Se buscarán fómulas que transfor
men las funciones gammaque aparecen en el numera

((I,2,6)) con el
objeto de evitar expresiones del tipo:
dor y denominador de C(a,B,n,q)

F(-2) para 2 = 0,1,2,...';
1"(-k)

k = 0,1,2,...

Naturalmente, se puede trabajar con estas exprg
siones si se tiene presente que son operaciones —

I,2,6)

(1,3,1)



netamente formales y que se interpretan comoun l;
mite, pero se ha optado por evitarlas y primero 
buscar fórmulas que transformen las funciones 
gammaantes de tomar el limite.

Por ejemplo, para resolver el siguiente límite,

NE - m) .I
lim 2 (If3I2)'

8* “2” r(e/2)

se puede efectuar directamente,

¡ug - m) .
lim 2 Zu: F( -l - m) (I,3,3)

' 8* '22 I‘(B/2) ' FHL)

Pero para'evitar expresiones del tipo (I,3,3),
primero se buSca una fórmula que permita trans
formar " l

l PfE - m)
e u 2

¡L 'TLB/Z).
l l

Si se usafla fórmula (A)2,8), se tiene,
i l

Ï(É - m) I1(l - ÉY
. __É______' = ________2_______ por tanto,",_ . .r"“

¡(6;5) (-1)m r(-g+m+1)
2

I‘(_B_-m) ru - g)
lim 2 = lim 2 =

8+ -22 8+ -22
F(B/2) (-l)mP(-Éfm+l)

2

= I'(l + 1) (Ir3l4)
(-1)m P(2+m+l)

fómula que también se obtiene directamente del
término de la derecha de (1,3,3) usando (A,2,8)
para z = — l.

En cuanto a la familia de funciones distribu

cionales Ha(Pii0,n) la propiedad HWZkdada en 
(I,l,8) es esencial en la obtención de estos 
productos, porque en a = -2k , k = 0,1,2,... se



I

obtienen derivadas de la medida de Dirac. Por tan 
to, usaremos el método directo dado en (#) sección
I.2., pág. H , para obtener esta propiedad, aunque
S.E.Trione (cf.[33] , pág. 40, fórmula (II,2,7)) 
la obtiene usando la transformada de Fourier.

¡ I I' I

Las singularidades de Ha no ocurren en los puntos
a -2k, k = 0,1,2,..., sin embargo, usaremos el

puntos‘se cae en
los.polos de la distribución (PÏiI0)(0L_n)/2'([}2] ,
pág. 275) que se compensan con los polos de la fun

proceso del limite ya que en esos
l

ción F(a/2); es decir, '

. a"i tggí P(n-d)
H_2¿ = lim Hd = lim e 'e 2

a+ -2k a+ -2k |2a 1T(II/2)
l

I . __ . 

.¡H 11m , [(Ptlo)(“ “’/2 (1,3,5)l l -2k I ‘ P(a/2)
¡1 |¡.1 _. _

|.De acuerdo con [12] , pág.353, se tiene
. , :31i

Re'rWoW 2 «(n/2>"'¿ 2 Lk {son} (Ivr6)
Y =’%'k ,4k k: r<2 + k)" 2

donde Lk está definida en (I,l,10).

)(a-n)/2Como (PÏiO y F(a/2) tienen polos simples
en los puntos a = -2k, k = 0,1,2,..., usando (A,2,3)
Y (1,3,6),

Res (p:10)(a‘“)/2
lim (Pti0)(a_n)/2 a=-2k

F(a/2) ges F(a/2)

si. 1

= (-1)k e 2 «(n/2’ L‘ {6(x>} (1,3,7)
22k r(2 + k)

2

Por otra parte, F(n - a) es analítica cuando a=m2k,
2

k 0,1,2,... , por tanto,

10



I

P n_a till
lim Í ( ) 2
a+-2k V

Q

_-N=|

¡.J.

e
2a "(n/2)

nl. ' n(g + k) _ k,
. ' . | = 2 ( | e (II318)

I "Il' l Ivr ||| "1‘ ' ¡ 1T " l q.

l

:4", W' .,¿uego reemplááando (1:3,8), (1,3,7) en (1,3,5) se
| n

I. un obtiene'la propiedad (1,1,8) y para k = 0, el ca
so particular (1,1,7).

En lo que sigue, obtendremos los productos espe
ciales a partir del resultado (1,2,2), para deter
minados valores de a y B , los cuales se formal;
zarán mediante proposiciones.

l

HP"

Proposición 2 : Sean m entero positivo,2 entero
no negativo, n dimensión del es
pacio tal que n > m, entonces,

2

H . H = A(m,n,2,q) L’“rnn_2m -2, {a(x>} (1,3,9)

donde Ha es la familia de funciones distribuciona
les definida en (1,1,5), Lk es el operador ultra
hiperbólico iterado k veces definido en (1,1,10)
Y

ï_¿(nÏQ)
2 r (2+1) I‘(m)l"((n/2)+JZ,) (1,. 10)

2nn(n/2) F(n-m) (-l)mP(2+m+l)F(m+Ef2)
2 2

A(m,n,2,q)

Demostración:
De (1,2,2) se tiene,

}Hn_2m . H_22= 11m { lim C(a,B,n,q)Ha+B_nl =a+ n-2m 8+ -22
l .



l l IDe acuerdo con el criterio establecido al co 
l I

mienzo de esta sección, página 8 , de (1,3,4)
se tiene,

nl ,- m) llim }_
' 8+ ‘22 B _¡l

F(R+ l)

(-1)“.‘1"(2+m+;>

(I,3,12)
- B(“5

F

l

n I '

1' “luego, tomandO'lïmite en (1,2,6) y reemplazando

I

l ' mn f lim
a+ n-2m 8+ -22

E C(a,B,npq) ]} =

1_¿(n:q) (n
2 r(2+1) r(m) P íe

2n TT(n/2)F(Eim)(_1)m P(2+m+l)r(m+gf2)
2 2

+ 2) (I,3,l3)

Por otra parte, usando la propiedad (1,1,8),
se tiene,

{ lim “+1 {6(x)}
8+ -22

lim (I,3,14)H ‘} _ L
a+ n-2m [ a+B-nj _

luego reemplazando (I,3,12) y (I,3,14) en (1,3,11)
se obtiene el resultado (1,3,9).

Por procedimiento similar pero para a = -22 y
B = n-2m, se obtiene también que,

m+2H .H {6(x)} (I,3,'J)n_2m A(mrnrqu) L-22

donde A(m,n,l,q) está dada en (I,3,lO), luego de
(1,3,9) y (I,3,15) se concluye que estos produc
tos especiales conmutan, es decir,

(I,3,16):1:
ll H-22 ' Hanm

. " , >.
La hipóteSis g 'p

ótras propiedades que el valor P(%fin)

permite asegurar, entre
está de

finido. Modificando esta hipótesis y usando el
mismoprocedimiento con que se obtiene el pro
ducto (I,3,9), también se arriba a los produc

' 12



' ' =-‘B(m:.9anq) L

tos(I,3,9) y (1,3,15) con la diferencia de que
ahora se distinguirán dos casos, es decir,

sea n < m, entonces, (I 3 17)_ I I

l) Si n es par, de (1,3,9) y (1,3,15), se tiene,

Hn-2m ' H-22 = H-Zn ' Hn-2m = 0 (I"'18)

lim
(1+ n-2m

puesto que o.1W
2) Si n es impar, usando la fórmula (A,2,ll),

se tiene,

lim l _

a+ n-2m F(% _ m)

l
P(a72)

1"(14% - m)) sen(%.- m)1T
TT

u

(-1) (“D/2'. (-1)"‘ P<rp- ’2-‘+1)
_ l n

luego de (1,3,9) y (1,3,15), se obtiene en
este caso que, v

n-2m ' H-zz H-22H ° Hn-2m =

m” (I,3,19)'. ¡{ul
|”J '.

”| donde' |
I

B(m,2,n,q) —

n-l.1_¿(n:q) _-w"
2 I‘(2+1)Ï'(m)T'(%+2)F(m+% +1)e 2 (-1)

2n fl(n/2)fl F(l+m+l) P(m+ g +2)

l

HF"

Si hacemos m = n + k, k entero no negativo
en (1,3,18),

0 (I13,20)



Haciendo k = 2 = O en (I,3,20) y usando la pro
piedad (1,1,7), se tiene,

¿{X) . ¿(x) = ( a (x)>2 = o

propiedad que coincide con la fórmula (II,5,7)
dada por S.E. Trione (cf. P3] , pág. 46).

El producto (I,3,20) ya ha sido obtenido por
S.E.Trione en É3] comoconsecuencia de la fór
mula (IV,3,1), pág. 78 y de la fórmula (II,7,11),
pág. 49. .

¡ ' _ n I

Por otra parte, Si‘hacemos m = ï - k.entero
' n n lpositivo, con n entero p051t1volpar en la pro

posición 2f fórmula (1,3,9), se tiene,

'_ n ' 2sz . H_2QI—¡A05krnl L
l| í I

donde Lk es 91 operador ultrahiperbólico defini
do en (1,1,10) y

. l u .||‘||
.ÍI ' _kln.lliq)l =

Zi‘ ul ‘ l'
v 1Ti(n+q)

L1| -—— '
I

n n
r(z+1)1Ï(ï'k)“ï +2) (I,3,22)_ e n

. 2n "(572) r(k) (-l)((n/2)-k)F(2+Q-k+l)r(n—k+2)
' . - -... 2

Pr”?
'De acuerdo con (1,3,15) también vale la propie

dad conmutativa para el producto (I,3,21), es de
cir,

(I,3,23)

Haciendo 2 = O en (I,3,21), usando (1,1,7) y la
propiedad (I,3,23), se tiene,

n— -k

¡12k . 6(x) = 6(x) . H2k = mg —k,n,q)L2 {5(x)} '(I,3,¿4)

donde
iq"l n

A(%-k,n,q)= (-1)k e 2 P(‘)
‘ n

2n‘l "2 P<k><n-2k)r<n:k>

14



..r..w¡ ' Los productos (I,3,21) y'(1,3,24) los ha obteni
' l . l -I ' .

.NII |,|.HI_ WHdo S.E.Tribne en. Ej , pág. 75, fórmula (1V,2,l)
l y” ‘ LL, u .,y en pág. 72;'f6rñula'(IV,l,4), respectivamente.

I I

v ¡1| I

' a Si se hace n = 4, k = l,y g = l en (I,3,24), se
tiene,

I'vr'-——v'

Hz . 6(x) =í ¿(x) , 1-12 =
ÏE_¿.

= <-1) e 2 r<4/2)
3 22 n P(l) (4 - 2)F(4-l)

2 2 2 2

w 32+3—2+-3—2-3—2
3x1 3x2 3x3 3x4

y usando las fórmulas (1,1,5), (1,1,6) y (1,1,10),
se obtiene,

(xÏ+ xg+ xg- x3 i i0)-l - ¿(X) =

= 6(x) . (xÏ+ xg+ xg- x2 i j_o)'l =

= á E]{a(x)} (1,3,25)
donde,

Ü: a2 +a_2+a_2_ 32 (1,3,26)
8x21 3x22 3x23 3x24

La fórmula (I,3,25), es conocida como la fórmg
la de Guerra la cuál es de mucha importancia en
la mecánica cuántica (cf. [16:L,pág. 530).

De la proposición 2, fórmula (1,3,9), utilizan
do<IA,m, u,L6)y G,L8MqumggÏ,se 
tiene, 2

l I

(P i 10)?“ . L2'{6 (x.)} =
I’m l 2

4' r (2+1)1‘(2 +2). Lim {a (x)} (I,3,27)

1" (2+m+1), I" (m + a +2)I
2

‘ . Usando la'fórmula (A,2,7), de (I,3,27), se
l 'I ' la"? I| "l. | 'COnCluyeu,

ph.l. , 't'. (Pi-iO)-m.. ¿{a (x)} =
I. ' l || l

u. n n, = E 4m. (9,+1) .. . (2+m) . (n| + 10'...(2+2,+m-1)] ’1.L9“+m{6 (x)}' ï 2 (I,3,28)
15



El producto (I,3,28) es obtenido por A.González
Dominguez en [13] , pág. 192, fórmula 9.1. y permí
te generalizar directamente la fórmula de Guerra 
dada en (I,3,25).

Similarmente, usando la condición (I,3,l7), de
(I,3,18) y (I,3,19), se comcluye,

(P-ti0)-m . L2{6(x)} = 0 si .1 m, para n par (I,3,29)
n45

y
(PÏi0)-m . L2{6(x)} =

= [4m (2+1)...(2+m)(% +2)...(%+l+m-l)]-1L2+m{6(x)}
n (I,3,30)

si ï í m, para n impar.

Según [5] , pág.577, fórmula 4.1., l
l

(PÏiO)-m = P'm ; (-1)m‘l ni ¿(m'l)(p) (I'3J34)
(m - 1)!

válida para mf g + k , k = O,l,2,...,
— ' - \

donde ¿(m l)(P) es definida en [12]], pagn 249.
l

Luego usando (I,3,31), de (I,%,27) para m# g+k,
k = 0,1,2,.:., se obtiene, l

—m 2 ' .' l+mP . L (¿(x)} = C(m,n,l) L { ¿(x)} (I,3,32)
.| ' l.

donde |
' 4’m 21' r(2 +2)
' €(m,ny2) .=. n‘ 2 h (1'3’33x

¡“l . (2+m)! F(ï+2 + m)
.?| n ¡l I

"¿m . J . .
y|P Slgnrflca parte f1nita'(c.f. [33] , pág. 16).L1
I

Por otra parte, de [13] , pág. 189, fórmula 6.9,
se"Eïene, “ 'WWH

p'm = P;m + (-1)m PZ“ (I,3,- )

16



donde Pi son definidas en [12] , pág. 27€, lug

go, de (I,3,32), pafia m # g + k, k = o,1,2,...
I

con n par” usando (Í,3,34), se'obtiene,

-m
l P+

'u

. Ll{á(x)} = L c(m,nL2) L”+m{6(x)} (I,3,35)
. 2 l

'2 uéjm . L“{6(i)} = (-1)mckm,n,2) L’“m
\)|I—'

{5(X)} (I,3,36)

¡:l n | I l

\I l ‘ I l l "| . '

. Lv“ ,ufl: ',LH ¡dondeC(m,n,l)les deflnlda por (I,3,33).
. u ' ‘ I I IÍ 'I -.¡,

r ¿hr Haciendo q = 1 en (1,5,35), usando (I,1,10),
' ,(Irl,l) y (I,3,33), se tiene,u

m"
-m I 2

(02)+ {6(X)} =

4'm 2: r(% + 2)l +
= 5 n 1:32 m {6(x)} (I,3,37)

(2+m)! F(ï +l+m)

donde

02 = xÏ + ... + xí_l - x: (I,3,38)

Y

[:Jl ={ 32 + ... + 32 - —Éí }l (1’3’39)
2 2 2

3x1 axn_1 axn

La fórmula (I,3,37) generaliza el producto da
do por K.Keller en [20] , pág.31, fórmula 2.56.

Conel resultado (I,3,9) se ha pretendido agrupar
una cantidad de productos, algunos conocidos ta r
les como(I,3,20), (I,3,21), (I,3,24), (I,3,28),
destacando la conmutatividad de los mismos y se 
han introducido otros nuevos: (I,3,18), (I,3,19),
(I,3,29), (I,3,30) y (I,3,35).

De (1,2,2), se pueden deducir.otros productos.
para el caso en que a = n + 2m y B= -29.l , con
m y 2 enteros no negativos. u

‘17



ProEosición 3 : Sean m y 2 enteros no negati 
vos tales que 2 Z m, entonces,

(Pi 10)m . L2{6(x)} = M(n,z,m) L2_m {6(x)} (1,3,40)

donde (PÏiO)A es definida en (I,1,4), L2 en
(I,1,10) y '

. m , a
M(n'2}m) 4 l. T(2 +2)

n '(I,3,41>
(2-m):r(¡ +2- m) I

Demostración:
La familia de funciones distribu

cionales Ha(PÏi0,n), definida en'(In1,5),ttene pg
los simples en los puntos a = n + 2m, m = 0,1,2,...

luego, simplificando Kn(a,q) ((I,1,6)) ensambosté;
minos del ptoducto QI,2,2), se tiene,|

I

l

_K'(a+B-n, q) ï
1 = __E___T_____——— HaTB-n (I,3,42)l I n

l I l " 
.l J .Comola distribución paramétrica (PÏiO)(a n)/2

l 'I ' " ' |' | | l 1' ‘

i fi. . I ¡IH(cf. [12]., pág 284) es analítica en a = n + 2m,|l I l ' Il | h I

¡vL!.'entonces,.para;este valor de al,
W w! .

.. l
. y j|

kn I ¡H (Piio)m . HB Kn (8+2mrq) H (113,43)
W l Kn(qu) B+2m

[fr-my . I.-quu I IPor otra parte, apllcando el cr1ter10 1.3.,
usando (1,1,6) y las fórmulas (A,2,7) y (A,2,9),
se tiene,

m . n

lim [ Kn(B+2m,q) ]_ 4 2. F(ï + 2)
(1,3,44)

8+ -2z Kn(e,q) (l-m)! r(% +2-m)

Según la propiedad (1,1,8), tenemos,

Bíszl HB+2m = H-22+2m = H-2(2-m)

L2—m {6(x)} (I,3,45)

18



donde Lk es el operador uitrahiperBólico defini’
do en (I,l{10), por tanto, usando (1,3,43), m
(I,3,44),'(I,3,45)_y la propiedad (1,1,85, se

l lItiene,
' I

(PÏiO)m J L2 {6 (x)} '= (PÏiO)m . H_2¿ =

. = (p¿10)m lim H = 11h (Pii0)m . HB=I B+'.-22 3+ HZÉ
I| ll I l ' I

'uJ. .= lim ’Kn(l+2m,q) HBM }| l| l 8+_22 —__ 2m
l lI!' ll" | r'll '| u

.. l I | ¡

'bqfill' ,H'-Ii .[n l
!. fil .¡rhf w11. HI: lim l Kn(2+2m,q)l lim HB+ám¡.\. _ R, _—_I o _

r HH 8+ 2' Kn(2,q) 3+ 2“
I

¡wn-+4“ 1*(2+9.) 2-111-”' _ ' 2 L (¿(x)} que coincide

(2-m): P(%+27m)

con (1,1,40).

Si se hace 2 = m en (1,3,40), se obtiene,
m . nm. F(— + m)

(2310)“. L‘“{a(x)}= ——2— 6(X) (I,3,46)
P(n/2)

Usando las fórmulas:

(p+10)A = Pi + eMl Pi (I,3,47)

(9-10)A = Pi + e‘“l pi (1,3,48)

dadas en [12] , pág.276, se deduce que cuando
A = m, m entero no negativo,

(P+i0)m = (P-i0)m = Pm para m=o,1,2,... (1,3,1 )

;;_ donde
Éfï m = 2 2 _ 2 _ _ 2 m
¿í? P (xl + ... +xp xp+l ... xP+q)

con P+q = n dimensión del espacio.

Luego, utilizando la fórmula (I;3,49),rel
producto heterodoxo (1,3,40), para 2 Z m,
también‘se puede escribir, L
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m 2
p I . L2 {6(x)} = M(nL2,m) L m {6(x)}‘. (1,3,50)

l

De (1,3,SÓ), utilizando las fórmulas (I,3,47),
(1,3,48) y (1,3,49) se deducon los siguientes 
productos:

'I

m' l

’ l

1.1|
I

3+ . L {6(x)? = ¿ M(n,2uh) Ll-m {6(x)} (1,3,51)
J - 2 '

. l

I _ .‘ll

I'll“ l ' I I l 1 _
' PÏ' - L2 {6<x>}' = L (-ll)m MKnLl,m) L2 m {6(x)}(I,3,52)

. 2

donde M(n,&,m3está definida en (1,3,41);
I!I'—""-"'_"'lr' -,-
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CAPITULO II

PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

ELIPTICO DE MARCEL RIESZ

RESUMEN:

Trata este capitulo de productos multiplicativos
relacionados con el núcleo singular elíptico de Marcel 
Riesz, Ra(x), definido en (II,1,1).

En la sección II.2 se obtiene en primer lugar, 
el producto multiplicativo Ra(x). RB(x) (proposición l, 
fórmula (II,2,1)), el'cual es heterodoxo de acuerdo‘con el
criterio establecido en el prefacio de este traoajot luego
variando a y B , a partir dellresultado Pa(x). RB(x), se 
obtienen los siguientesproductoslmultiplicativost

Ragx) . RB(x) (proposición 1, fórmula (II,2,1)L
' l

l l

Í

Mx) ¡‘R_2¿(x) (proposición 2, para n > m, fórmula
2

' ' .I (11,258“.
n-2m

!'I!' Ill'fu| "I'

“ü l l

3.. ¡Mi
I I |

l l' ' Í."
l | l l

I I I

\ m_2n:(>¿5|“l_2l(x) (fórmula (II,?,15), para g'í m, con
xh"; .‘ ‘h‘ n par»

| |

1 .

"un. 1.. Bn_2mxx).¿R:5ï+x+wí(fórmula (II,2,17T; para E í m, con
l ' n imparL 2

R_2k(x) . R_22(x) (fórmula (II,2,19)L

(le2)'rn .A9'{5(x)} (fórmula (II,2,21)),

(lez)m .Ag{6(x)} (fórmula (II,2,22)), los cuales dan

fórmulas vinculadas con el operador de Laplace iterado k
veces o



II.- PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

ELIPTICO DE MARCEL RIESZ

u...
II.1. INTRODUCCION

4.». Sea x = (xl,...,xn) un punto del espacio n-dí
. nmen51onal R .

4. El núcleo singular eliptióo definido por,

I (ll-n.
2 ‘5

___ilzl_l____ (11,1,1)
Dn(d)

Ram)
va.-

i. donde IxI2 está definida en (I,l,2),
L? n

" v2 zar <%) .
g (q; Dn(a) = ——-—-——————— (II¡1,2)¡JS?!

2

E y a e C (número complejo), indiée del núcleo,
fi fue introducido por Marcel Riesz (cf. [25] ,
!‘ páginas 16721) . l.

¡- Á " .

l l Ra(x), verifica las siguienpes propiedádes:
‘

y Ro(x) = 6(x) (11,1,3)
l

. _ _ 'k k u .
Í. H ", n_2k(x)—h ( 1x A ¡{6(x)} . (II,-,4)

Ï ' 3 .. :4k{Rg(x)} = (-1)k Ra_2k(x3 (II,1
V' | |

I | l: I Á l l I'll k l ‘.h u...w'. RJ, .donde A es el operador de Laplace ¿terado k
i”; y' I _ . . ' .

| M ".' ' '“Vbces, deflnláo por:
u “Il I. L1| l

' ' k k2 2'

i ,l A = { 3 + ... + 3 } (11,1,6)
"" 'I "_ 'l É?" -'-----'—'--lv-f 3x12. a xl’zï

3 Las propiedadeá (II,1,4) y (II,l,5Í son demoí

I tradas en [3á] , pág. 92 y pág. 101, usando mé
1 todos directos en el sentido expresado en el cg

l pitulo I, página 4 .



1 La propiedad (II,1,3) se deduce de (II,1,4)
”“"Ï W;'I' "Füfifiïñííï“k = 0. "”"

Haciendo a = Ïk en (II,1,5) y usando (II,1,3),
se obtiene,

k
Ak {R2k(x)} = (-i) 6(x)

propiedad esencial del núcleo singular elïptico
Ra(x), pues expresa que e(a"l/2) Ra(x) para 
a = 2k es solución elemental del operador de Lg
place iterado k veces.

Por otra parte, de acuerdo con [12] , páginas
2 (a-n)/271-74, (IxI )

métrica analítica de a , con polos simples en
es una distribución para

los puntos a = -2k, k = 0,1,2,..1, entonces,

_°t-_n

(lez) 2
I'(OL/Z)

es una distribución paramétrica entera de a , 
por consiguiente el núcleo singular eletico e
Ra(x) tiene polos simples en los puntos a =n+2h,

,_ h = 0,1,2,..., debido a la_función.F (gamma)que
-Ï figura en el denominadorde (II,1,2); luego para

a # n + 2h , h = 0,1,2,..., usando la rófimula 2|
de [12] ,‘pág. 124p|se obtiene,

{2a(x)} 1
n/2

I-a' ly
(2")

¡ l

l l l

I W 'donde Ráïx) está definido en (II,1,1),

' z IYI = (YÏ + --- + 1791/2 y A indica
| l

' u u' ‘ I ¡'transformada de Fourier.l I | l I || .

l han... l ¡llf¡ '|llll‘ l I
3‘. Z,“ . lr...‘ .¡ J" \'

II.gñ PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS bEL NUCLEO SINGULAR
I .

. ‘ ELIPTICO DE MARCEL RIESZ

m-uv.|. '| n ' ¡[vr-m:
Se pretende obtener, en primer lugar, el produg

-to multiplicativó Ra(x). R8(x) cuando a, B , 



a +3 - n f n + 2h, con h entero no negativo y

a, B, números complejos, donde Ra(x) es el ng
cleo singular elíptico definido en (II,1,1),
luego para valores particulares de a y B se 
deducirán productos multiplicativos que están
relacionados con el operador de Laplace itera
do k veces, definido en (II,l,6). Estos pro 
ductos son heterodoxos de acuerdo con lo esta
blecido en el prefacio de esta tesis.l

Proposición 1; Sean a, B numeros complejos ta;
les que a, B, a+B-n # n + 2h, 

h á 0,1,2,.L., R¿(x) el núcleo
singular eliptico de Marcel 
Riesz definido en SII,l,l), va
lle entonces la siguiente fórmu

l la;
‘I

l —

Rubí) - R8(x) _ I(aIBIn)IRa+B_n(x) (III2ll)
'donde
(lu-“m! D (a+B-n')'

I(a,s,n> = n (II,2,M
Dn(a)Dn(B)

y Dn(Y)está definida en (II,l,2).

Demostración:
Es claro que para Real (a) > n

y Real(B) > n, se tiene,

a-n B-n a+B-n-n
(lxlz > 2 (le2 ) 2 = (lez) 2 (II,2,3)

donde Isz está definida en (1,1,2). Luego,
por prolongación analítica en el sentido ([12],
páginas 71-74) se extiende la fórmula (II,2,3)

Bïí-Zly 
l y m enteros.no negativos.

para los valores 0%-2k,
a+B-n # -2m, con k,
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De la definición (II,1,1), usando (II,2,3) se
tiene,

a+B-n-n
(lez) 2 u

Ra(x). RB(x) = (II,2,4)
Dn(a>Dn(F)

para a #ln + 2h, B f n + Zh'Y
h 0,1,2.,'...

a+B-n # -2m,

= y mf 0,1,2,...

Multiplicando y dividiendo el término de la

derecha dle (II,2,4) por Dn|(0L+B-n),donde un”)
está definida en (II,1,2) y usando de nuevo
(II,1,1), se tiene,

Ra(x)-. = I(aIBIn)|R (X) )a+B-n

H para a, B, atBLn # n+2h, h = 0,1,2,...

“¡donde 'l I
Í(a,B,n) Dn<a+8-n)

Dn(a) DnFB)
I!!"’—“_‘|F!

De (II,2,5) selconcluye el resultado (II,2,1).

La cantidad I(a,B,n) definida en (II,2,2),
usando (II,1,2) puede escribirse como,

F(EÏÉ:E> F(913) P<EZÉ>
I(a,s,n) - 2 2 2 , (II,2,6>

n (n/2) a B n-a n-B
2 " P(ï)r(ï)r(_ï“+_ï’)

además,

I(a,B,n) = e'(“‘ïq)("i’/2 c(a,8,n,q) (II,2,7)

donde C(a,B,n,q) está definida en (I,2,6), capi
tulo I, pág. 8 .

En lo que sigue se obtendrán productos particg
lares del núcleosingular eletico Ra(x)((II,1,l))
a partir del resultado (II,2,1) para algunos Vaio
res de a y B , los cuales se formalizarán a través



de proposiciones.

En la obtención de estos productos, de acuerdo
con la fórmula (II,2,7), usaremos el mismocritg
rio I.3. dado en la sección I.3., capitulo I, 
pág. 8, utilizado en la evaluación de los pro 
ductos especiales de la familia de funciones|dis
tribucionales Ha(Pii0,n) definida en (1,1,5).

Proposición 2: Sean, m entero positivo, l entero
no negativo, n dimensión del espa
cio tal que n > m, entonces,

2

l+m
(x) . R_21(X) = a(m,n,l) A {6(x)} (II,2,8)Rn-2m

donde Ra(x) es el núcleo singular elïptico defi
nido en (II,1,1), Akes el operador de Laplace 
iterado k veces, definido en (II,L,7) y

2+m ‘

. l (II,2,9)
'2“ “(n/2)Ffi%-m)(-1)mF(l+m+1)T(m+nf2)'2

' n
a(m,n,l) F(2+1) I‘(IIÚ T(ï.+l) (—1)

Demostración;
De (II,2,1), se tiene,

(x) .SR_2¿(k) '=

I = ulim. . lim I(a,B,n)'R (x =
l a» n_2m{ 8+ _22 [ a+B-n j}

a llim { Ilim I(a,B,ny }.'lim { lim R _ x)}tuïa+ n-2m 8+ -22[ J a+ n-2m B*-22 a+B á
. ' (II,2,10)

úw'áCUeraocon (II,2,7) y'usando la fórmula 
(1,3,13) dada en ellcapItulo I, pág.12., se tiene,

lim { lim I(aIBIn)} =
a+ n-2m 6+ -22

e-(niq)("i)/2 lim { lim [ c(a,8,n,q)]}=
a+ n-2m 8+ —22

= a(m,n,2) (II,2,1‘
26



I ‘ ' l l

á m. I , donde a(m,n,l) está definida en (II,2,9).

Por otra parte, usando la propiedad (II,1,4),
Mi”. 1 . ¿,...ss_tiene,

lim { .lim
a+ n-2m 8+ -22 LRa+B_n(x)] } =

= 0-1)“m Al+m{6(x)}' (II,2,12)

luego, reemplazando (II,2,ll) y (II,2,12) en
(II,2,10), se obtiene el resultado (II,2,8).

Por procedimiento similar pero para a = -22
y B = n-2m, se obtiene también que,

R_2¿(x) . Rn_2m(x) = a(m,n,2) Am” {6(x)} (II,2,13?

donde a hn,n,l) está dada por (II,2,9).

De (II,2,8) y (II,2,13) se concluye que es
tos dos productos especiales conmutan, es de
cir,

Rn_2m(X) o R_2¿{x) = R_2¿(x) . R (x) (11V2,;4)n-2m

Tal comose ha indicado en el capitulo I,

pág. 12 , la hipótesis g > m asegura que la
función F(%- m) está definida, modificando
esta hipótesis y usando elimismo procedi -'
miento con que se obtiene el producto (II,2,8)
también se llega a los productos (II)2,8) y 
(II,2,14), con 1a diferencia de que ahora se 4
distinguirán dos casos, es decirz.

n I |
Sea í < m, entonces,

n ' l

n H l l) .51 n es paru de (II,2,8) y (II,2,14), se
¡g ' tiene,

¡ I

'l ll I' I l III"|| "l ¡ = =

¿ISI r r l H 3n_2m(x).R_22(x) R_22(x).Rn_2m(x) 0 (I, 2,15)\ l Í | 'I . l'

l’I lt-ll'..¡||'.III 1d.“ I I I' l
' ty ' "'( " -puestb que ïim l I = 0

\¡,‘; ¡“y . a4 n42m F(a72) '



2). Si n es impar, de acuerdo con (capitulo I,
pág. 15), se tiene, n-l

(-1> 2 (-1>“‘ run-3+1)
lim l _ 2 '

a+ n-2m F(a72) — n (II’2'16)

luego en este caso se tiene,

Rn_2m(x). R_22(x) = R_2l(x) . Rn_2m(x) =

= b(m,2,n) Am+2{6(x)} (II,2,17)

donde b(m,l,n) =

(-1)(n‘1)/2 F(2+1)P(m)F(g+z)F(m-%+l)(-l)2+m (II,2,18)
2n n(“/2)n r(2+m+1) r( m + g + 2)

Si se hace m = g + k, k entero no negativo
en (II,2,15), se obtiene,

R_2k(x) . R_22(x) = R_22(x) . R_2k(x) = 0 (II,2,1?)

Usandola propiedad (II,l,4), el producto
(II,2,19), también puede escribirse 00m0,, h

Ak {6(x)} :AAR { ¿(x)'} = o (II,2,20)

mdonde A es'el operador de Láplace iterado m
veces, definido en (II,l,6).

. ' l

I l |

I'l 'Á ' Por otfa parte, de la proposición 2, fórmu
" 1a'(II,2,8), utilizando (II,l,l), (11,1,2) y 

. ñïl.fil‘n ¡(ÉI?1,4) pana m.<.% , se tiene,
.hLL.u'.'"',,"T _ |I

5.. 4.. . l...'.;', ' -.-.I _.“x|2) m3. a“ |{'<s<x)‘} t
kh: f ¡u “H ' |

. ' 4’m r(2+1) P(%= 2) A2+m

"han 1 s I ¿r—-4luuum*+l) P(m +

+

n
5 + ¿)m.

donde (|x|2)"rrl significa parte finita (c.f.[33] ,
pág.l9, fórmula (I,2,12))
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' ::"':' ' "l? " ¡"J ' I .
¡L I . W"Pfoposición 3: Sean m y.2 enteros no negativos ta

l

| les que 2 i m, entonces,

Munt-._. Ér+fi+L+m*íAl{6(x)} = d(n717m)Al-m {a(x)} (II,2,22)

dónde IxI2 está definida en (I,l,2), Akes el ope
rador de Laplace iterado k veces, definido en 
(11,116) Y

m . n
d(n,l,m) = 4 2' 1“(2 + 2) (II,2,23)

(2- m): “‘21 +2-m)

Demostracion:

_\ El núcleo singular elïptico Ra(x),
‘Ï- definido en (II,l,l), tiene polos simples en los
á puntos a = n + 2m, m = 0,1,2,..., luego, simpli

ficando Dn(a) ((II,l,2)) en ambostérminos del 
producto (II,2,l), se tiene,

a-n
D a+ 

< lez) 2 . RB(x) = n‘ B n) Ra+8_n(x) (II,2,24>
Dn(B)

a-n
Comola distribución paramétrica ( lez) 2

‘. (c.f. [12] , páginas 71-74) es analítica en 
3%; a = n + 2m, entonces para estos valores de a,
.37 se tiene,

I +

( IxI2)m . RB(x) = DnÑB 2m) 38+¿mgg> (11,2 :5)
Dn(8)

l

Por otra.parte,

Dnm) ='I é’(°‘"1)/2 e+(q"})/2 Kn(0t,q) (II,2,26)

‘ O

¡ f donde Kn(q,q) eStá definida en (Ï,1,6), capi
I 'I l I l

.l.' tulo I y Dn(g)en (II,l,2).
l l l l

l l. |

gíhauv-‘w. u'Usando (II,2,26), tenemos,
¡l l I V |

"lvl. ' ' " 'M l
I y" --' l 'u l ' ¡I_l ' ,

1' a» . '.-.'..l. ' v.‘ “¡Lim Dn(B+ 2'“) = l'im (-'1)rn [Kn(B+2m’q) (II,2,27)N - - 2 +'- 2¡ill!¡lc .0 8+2 B 2



Usandoia fórmula (1,3,44) dada en el capitu
. l \ |lo I, pág. 18 , se tiene,

EI

u _. m m . ‘n
lim Dn(B+ 2m) . _ ( 1) 4 2..F(ï+l) 2 288+ _ n ' I )

' D¿(B) 11? m)! P(ï +2 -m)

' Segun propiedad (II,1J¿), tenemos,

I . ' lim' É = R'l =
la “l... '|‘ mi ¡u 8+ _2.2’ |B+í2m(x) —2(2l-m)

q“ l .r | l

LÍ..wI'H “p,,"? .‘= (-1)’¿'m Al-m {6(x)} (II,2,29)
l n “fl, ¡¡‘ ¡ I ' l '

i .l _ | I

.' VN donde'Ak está definido en (II,1,6), por tanto,
l

usando (II,2,28), (11,2}29) y la propiedad 
'\ vÜ ¡[yr-M54)l I

(IxI2)m . A2{6(x)} = (|x|2)m. R_2¿(x) =

= (IxI2)m . 1im2 RB(x) = 11m2 (IxI2)m.R (x)=8+ - 2 8+ - l B

= lim Dn(8+2m)
5+ -22 Dn(B) RB+2m(x) =

lim Dn(B+2m) lim RB+2m(x)
8+ ‘22 Dn(B) 8+ '22

. m n _
_ 2. 4 F(ï +2) A2 m {6(x)} que

(2- m): F(%+2-m)

coincide con (II,2,22).

El producto (II,2,22) coincide con una de
los productos dados por K.Keller en [20] ,
pág.68, apéndice B, grupo B.7.

30



l'. I ' I l ¡l

, Nu“. “HCAPITULohllln. - --——r+#-4-—

I I' LI“
l

'PRODUQTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO siNGULAR

"“"Ï Í ¡'3 HIPERBOLICU“UE“MÁRÜELRIESZ s—-w
l

RESUMEN:

Este capítulo trata productos multiplicativos Vin-'
culados con el núcleo singular hiperbólico Ra(S) (III,1,1))
de Marcel Riesz.

En primer lugar se obtiene el producto multiplica
tivo Ra(s) . RB(S) (proposición 1, fórmula(III,2,1))el cual
es heterodoxo, de acuerdo con el criterio establecido en el
prefacio de este trabajo.

Variando los parámetros a y B a partir del resui
tado R¿(S) . RB(S), se obtienen los siguientes productos
multiplicativos:

R_22(S) . R2m+n(S) (proposición 2, fórmula (III,2,7)L

(sz)m . E]2{5(x)} (fórmula (III,2,17)L

R_22(S) . R2k(S) (fórmula (III,2,18)L

. R_22(S) . Rn_2m(S) (fórmula (III¡2,20)L

R_2k(S) . R_2¿(S) (fórmula (III,2,31)L
. l

' llos que dan fórmulas relacionadas con el operador generali
.zadode las ondas iterado k veces((III,l,8)).
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III.- PRODUCTOSMULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAR

HIPERBOLICO DE MARCEL RIESZ

III.1. INTRODUCCION

El núcleo singular hiperbólico definido por,

a-n
2 ‘3

—ÁÉ-l————— si t e F+

Cn(a) .
Ra(S) =

0 en otro cago (III,l,l)

donde.S es la forma métrica de Lorentz 
((A,3,2)),II‘+ es el semiconopositivo:
+ _ l + n . 2 _

a número complefio y '

’ ' 2:2'
..”, 9 . | a a-l 2 g , a-n

a l Cn(p) 2 fl T(2) P(—ï—+ l) , (III,l,2)

|| fue introducido por Marcel Riesz (C.f. [25] ,
“H pág.'3l).

La función Cn(a) (c;f..[l] , vol; 1, pág. 2,
PF- fórmulas (7) y (8)) ¿íéñe dos grupos de singu

laridades,

C!= 1 k=0,1,2]...
a = n - 2k , k = l,2,... (III,1,4)

en estos mismospuntos ocurren las singulari
dades de {(Sz)(a-n)/2)} (apéndice A.3, fórmu
las (A,3,13) y (A,3,l4)), por consiguiente, 
Ra(S) es una distribución paramétrica entera
de a.

Ra(S), verifica las siguientes propiedades:

RO(S) = ¿(x) (III,1,5)

R_2k(s) =Ük {6(x)} (III,1,6)
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[3k _

k
donde E] es el operador de las ondas gene
ralizado iterado k veces,

}k (III,1u8)Ük={¿2_¿2_ - az
2 2 28to at 3tn_l l

.¡-.4.--l\'.Rain}-‘

..-..“nu-rwanr-h

Usaremos el mismosimbolo[:]k para designar
el operador definido en (1,3,39) y en (II1,1,6)
aunque difieran en (-1)k.

l

La fórmula 011,1,7) fue dada por'Marcel 
Riesz en [25] y la (III,1,6) por L.Schwartz

'(c.f. [zq , pág. 5o, fórmula (II,3,32)).

Si se hace a = 2k en (IÍI,1,7) y usando 
(III,1,5), se obtiene,

l'k _ |
l ,I E] { R2k(s)} — .6(x) (III,1,9)

¡Hu. I|_l. .'íh'propiedad esencial de Ra(S), porque indica 
LIf“5'lum¿: ¡J*¡ ¿[gue este núcieo singuLar hiperbólicd, para 

bn ¡I la‘ a = 25, es solución elemental del operador
} de las ondas generalizadoviterado k veces de

” finido en (III,1,8).
,...-....I'| o l ¡lu-“MI

' I Las propiedades (III,1,5), (III,1,6) y 
'(III,1,7) son deñostradas en [FS] , páginas 
ll y 12, aplicando la transformada de Laplace
de funciones retardadas invariantes Lorentz,
a las que también se puede arribar por méto 
dos directos en el sentido expresado en el ca
pitulo I, pág. 4

Para obtener la propiedad (III,1,6), esen 
cial en este capitulo, se utilizará el mismo
método con que se demostró la propiedad 
(1,1,8), en la sección I.3. del capitulo I,
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De (III,l,l), usando (III,1,2), se tiene,

a-n

R_2k(S) = lim Ra(S) = lim (sz) 2a+ -2k 0* -2k
C (a)n

= lim l
a+ -2k

za-l 1T(n-2)/2 I.(Otgn+ l)

a-n
lim (sz) 2

a+ -2k a
I'(ï)

a-n
De acuerdo con (A,3,l4), (sz) 2 tiene polos

simples en los puntos a = -2k, k= 0,1,2,..., y
según fórmula (A,2,3), P(%) también tiene po
los simples en los mismospuntos,'por tanto,

a-n

% Res (sz) .2
lim (Sz) u: a='2k .- k
0” 2 r(%) Res Iré)a=-2k

| Usando la fórmula (A,3,12) y siguiendo [l2] ,
v páginas 253%260, se tiene, para el caso en que

. I la dimensión (nï sea impar,

n¡ " ‘l a-n
I'l" Inv'lu| 'I ' . ¡ y

" ' . u Res . (sz) 2 = a'(n,n,k5Ük {<5(x)}"cl: l ¡'¡l ¡{1|
| I .'I| .I|I| l 'I'I I

' JH a ¡,1,’ '.¡‘
‘l ' W donde n-l n

|‘I.I lo .. L.“ l T í
r. ' amm) = —_—_<-v1>1T
. ' 2k . n

mm"1 1.. Ér-*-*—-“w’ -%ank' F(Ï+k)

y Ejk es definido en (III,1,8).

Para el caso en que la dimensión (n) sea par,
se obtienen fórmulas que no interesan directa 
mente a este trabajo,(c.f. E2] ,pág. 256,268).

Por otra parte, si la dimensión (n) es impar
la función N952+1) es analítica cuando a=-2k,
k = 0,1,2,..., luego, usando la fórmula (A,2,11
y la condición de que la dimensión es impar, se
tiene, 34



1T‘ _ (111,1,14)
“2+ k) <-1)k <-1)(n “¡2

en consecuencia,

lim 1 =
a+ -2k _ _ _

2C!l "(n 11(a2n+

k (n-l)/2
("1’ (111,1,15)

2-2k-l Tr(n/2)

r(% + k) (-1)

Reemplazando(III,l,lZ) y (III,l,lS) en (III,lJl)
y usando (III,l,l3), se tiene,

¡«v-Hp

e.ar«¡aúmnWHO-I.

,1.1“

.1
_‘..u‘.‘-. i,_. .7... R_2k(S) = [:r {6(x)} , que coincide

con la propiedad (III,l,6).
.‘,.

y“un”.._

._,i.

111.2. PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DEL NUCLEO SINGULAÉ

.HIPERBOLICO DE MARCEL RIESZ '

Nuestro objeto es obtener en'primer lugar el pro
ducto multiplicativo Ra (s) QRB (S) , para a, B,

. tales que a + B- n, # -2k, k ='p,1,2,..., y 
a "' ‘a +6 -n # %-22 V, 2': 1,2,..., donde a, B, son 
' a números complejOs, n dimensión‘del espacio y R¿(S)

l ‘ l

qïïlwgl|m 'elcnúcleo singular hiperbólico de Marcel Riesz, de
h'H ' .I". Éïñido en (111,131). Luego, para valores partícula

3' i“ I “WJH l'raésncle ü.y É se déduciránlproductos multiplicati
vph que están relacionados con el operador de las

l . . ' .' ¡ondas generalizado iterado k veces.
l Ini..."¡ " .¡ II ¡gr-“fi.
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I '¡. Todos los productos que.se obtienen en este ca
1 pitulo son'heterodoxos, de acuerdo con lo esta 

{ ' "BÏeCido'en el prefacio de esta tesis.

Proposición l: Sea Ra(S) ((III,1,1)), entonces
para a+B-n # 2k, k = 0,1,2,...
y a+B-n # n -22, 2 = 1,2,..., v3
le la siguiente fórmula,

R (S) . RB(S) = N(a,B,n) Ra+B_n(S) ¡ILI,2,1)U.

donde Cn(a+B-n)N(a,Brn) = -—---—- (111,2,2)
Cn(a) Cn(B)

3' y Cn(y) está definida en (III,l,2).

H3; Demostración:
í

Es claro que para Real(d) > n,
Real(B) > n, se tiene,

(sz) (sz) = (sz) 2 ('II'I,2.',3>

donde (sz) es definida en (A,3,2), luego, por
prolongación analítica en el sentido ([12], 

l pág. 253-255) se extiende la fórmula (IIL,2¿M
para los valores, "

agn Bgn d+B;n-n # _:% _k I k: Osz'.“

Y

|

I. ll lI Il|C’En Al ' 'íqujïi. ¿l _ '2' , 2 = 1’2'3'...

' c De (Ill,1,l), aplicando (IIl,2,3) para
«,I 'H '.Hp'+B-n # e2k) k = 0,1,2,... y d+B-n # n - 22,

1 L.‘¿J“"ffl-' IJJ¡ '2' = l,2,u.., be tiene,.
' I " :c' I

w x .' ul ' ¿”ri-m
.2sz

RÜ(S) . RBCS) = —1——¿——+—-7—— (III,2,4)
' h v C (a)C (B)a rn'-vl¡¡I'l "rm- n . .-n.
multiplicando y dividiendo el término de la de

'recha de (IEL2,4)por Cn(a+B-n) donde Cn(Y) está
36



definida en (IIÍ,1,2) x usandode nuevo (III,l,l), se
ltiene,

Ra(s) r R863f Cn(a+B-nï .
' Cn(a)Cn(ÁB)l l

(S) (III,2,5)Ra+B-n

para a + B - n # -2k, k á 0,1,2,..., y
'a+ B-n # n-ZQ , R-=l,2,..;, que coincide con
"wïïï72TIfi. """

Por otra parte} de (III,2,2) y usando (III,1,2),
tenemos,

21912 2:E:2:a
N(a,8,n) 2 ) F( 2 +1) (III,2,6)

T(
n_2 'I'l nn-l ——— a a B Bfl 2 r(ï) Ï(-ï- +1) P(ï)F(-ï2 +1)

Las hipótesis impuestas al producto (III,2,l)
son esenciales y están vinculadas con la canti 
dad (III,2,6), por ejemplo, haciendo n = 4 ,
k = l, a = 3 y B = 3 en (III,2,6), tenemos,

F(l)N(3,3,4) = í ] F(0)
23 nr(%) r(%> r(%> n<á>

la cual, de acuerdo con el apéndice A.2., di 
verge.

En lo que sigue, seleccionando algunos valo
res de a y B , y de acuerdo con el criterio es

8 , buscamos'fórmulas de la
función gammaque permitan escribirIJ(a,B,n) 
tablecido en pág.

comofunción analítica deouy Ben dichosüpun 
tos. ' ' I

Proposición 2: Sean' m y 2 enteros no.negati 
vos, tales que 2 i m, entonces,

(III,2,7)R_22<s) (s) = Nrp,2,n>[]2'm {s(x)}"BZm+n¡

donde RY(S) es el núcleo singular hiperbólico
37



de Marcel Riesz, definido en (III,1,1),[:]k es
el operador de las ondas generalizado iterado
k veces, definido en (III,1,8) y

n
F(2+ ï) P(2+l) (III¡2;8)

. ' I

N(mllrn) =
n-2 '

P(24m+%)P(m+%)P(m+1ïF(Em+l)

Demostraéión:

De'(I;I,2,l)H se tiene,

_ 'lim lim
R2m+n(s) a+ -22 Ra(s)'B+ 2m+n

' l

RB(S)=R_2¿(S) l

Il ¡I Í

" lim_ ‘lim R (so. R (3)] _
ll l ' ‘ a+ -22{ 3+ 2m+n [ a B } '
L P ' " ' ' “

,h' l" I l l | 'Í.'l |

”'”"W-' IW!. ' ':r-'r W =ul lim- lim 'N(a,B,n) R (s) (IIII2r9)
a» -22{ 8+ 2m+n [' ' a+B-n ] }

I' .f "F. De acúerdo con el críiefio I.3., dado en el
capitulo I, pág. 8 , y usando laslfórmulas 
(AI2I7) y (A,2,9), se tiene,

P(QÏ%19)_—} =
a+ -22 8+ 2m+n a

F (í)

a
= lim P(ï + m) =

a+ -22 a
l" (-5)

«e.Ï‘t

. C! 0. a

1.11112{ + ... +m"

F(2+1) (111,2,10)(-1>’“
P(2+m-l)
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Similarmente,
mos,

a+B-n-n '
lim { lim P( 2 + l) } =

a+ -22 8+ 2m+n a_n
1‘(—2— + 1)

_ lim a-n a-n _

(-1)m rcz+ m) (III,2,ll)
"ri.ï ‘ m)

Luego,de (III,2,9), usando (III,2,6),(IIL2,lm
y (III,2,ll), se tiene,

ll l I _

l I

l| ny
, . | I‘(2+ 1) 1"(9,+ í)¡El
!. ' fi . l I ¡En-29.6)
Y, "2‘"l n 2 r(% +m) r{z-m+1)r(2+% -m) P(m+l)

l

¡.¡‘H (III,2,12)

¡sI-“M!
Por hipótesis 2 > m, entonces,2 -m es un entero

_ l .
no negativo, luego aplicando la propiedad (IIIJJG),
tenemos,

R (5) R (S) =[]2’m {6(x)} (III 2 13)2m-2l -2(2-m) ’ ’

Finalmente, reemplazando (III,2,13) en (III,2,12),
se obtiene (III,2,7).

Por procedimiento similar pero para a = 2m+n, y
B = -22 , se obtiene,

_ JL-m
R2m+n(S) . R_22(S) — N(m,2,n) E] {6(x)} (III,2,14)

donde N(m,2,n) está dado por (III,2,8), luego, de
(III,2,7) y (III,2,l4), 'se concluye que el produc
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'Í,

to R_22(S) . R2m+n(S) es conmutativo, es deCir,

R_22(S) . (S) (S) . R_22(S)R2m+n = R2m+n

Por otra parte, de (III,1,1), usando UIIJJZ),
tenemos,

(s) = (82)“R
2m+n n_2

2n
2m+n-l

2 F(m+%) r(m+1)

Reemplazando(III,2,16) en (III,2,7), usando
la propiedad (III,1,6) y efectuando simplifica
ciones, se obtiene,

(s2)m .[]“ {6(x)}

m r(2+ g)4

(JL-m)!

El l-m {6(x)}
I‘(2-m+ g) D

el cual, de acuerdo con (III,2215) es conmuta
tivo. '

k
2

lmensiónpar del espacio y usando (III"2,7), se
Haciendo m en (III,2,15),'para n di

tiene,

.F-zz‘g) ° R2K(S) Ï R2k(s)g‘ R-22(S) =
H h_ +_

= N(k,9.>,n)Dz k 2 {<S(X)}'

f con k > E ) l'> k - a Y
l. — 2 l — 2|' '

No k,2,n) =

n
P(2+1) r(2+ ¿o

¿7: 4T,n_2 _Ïu“

zn'l n 2 r(g-k+%+1)r(g+n-k) F(kJF(k-%+l)

(III,2,15)

(III,2,16)

I ll

(111,2,17). ,.

(III ,18)

(III,2,l9)
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.ProBosición 3: Sean m entero positivo, 2 entero
no negativo, n dimensión del es
pacio, vale entonces la siguien
te fórmula:

R_22(S) . R (s) (III,2,20)= Rn-2mn_2m (S) . R_22(S) = o

donde RY(S)está definido eñ (III,1,1)

Demostración:

Aplicando el mismoprocedimiento
con el que se obtiene la expresión (III,2,9),
de (III,2,1), tenemos,

R_22(S) . R (S) =n-2m

lim lim N( , ,n) R (S) (III, ,21)
_ a+ -22 {3+ n-2m [ a B a+B‘n ] }

De acuerdo con (III,2,6),

lim lim .
(1+ _22{B+ n_2m [N(aIBIn)]. J’ =.

lim " lim I 1 I
= _ { _ V(a,3,n) -———————:—7———} (III,2,22)

a+ 22 8+ n 2m.[ ' P(%or(@2nl l) ]

donde

l r. (EE-LI) 1*(Mm + 1)
Vïa,8,n)'= ? ‘ ' 2 (171,2,23)' n-2

n-l g_' a-n
l 2 n P(2) P(-ï- +1)

Por procedimiento similar con el que se ob 
I l n

tiene la fiórmula (III,2,10); usando la fórmula
(A,2,8), se tiene,

[v(a,e)‘ñï] } =y!

a - + n-2m
’Iim 1'“lim

+ 22 B

. P 222+1- r 3 _
a}lm_22 { 1 n-z [ ( 2-n m)][ (2 m) ]} =

n-l T 1'(1-241) I‘(%)2 n



nda u a |

_ 1 lim {I' NT) . . ,N}. í) }_
_ n42 a+ -22 u , _

n-l 2 KLM)“ 1"(n;°‘4m) (-1)“‘I‘.('9‘4m+1)
2 n . 2I 2

n I

'_ 1 “í + 9“). 1‘(9.+1) (1132,24)
'r n'z . 'l a o P 2+ +1n-l ‘2- P(2+E+m) ( n )

2 2 .
. l

| | l
'Í.‘ .

¡J¿l s por tanto VQq,B,n) eq una función analítica en
'., ¿SJ' = -22 'y B = n-2m..
¡.11 '

i Por otra parte,
¡VPF-fi!

lim 1 = o (III,2,25)
8+ n-2m Fngn + 1)

Y l' l1m _ . .
8+ n_2m -—-—+E-— - 0 Sl n es par y (III,2,26)

IW?)

g í k y distinto de cero en otro caso.

En consecuencia, de (III,2,22), usando UII,2,24),
(III,2,25) y (III,2,26), se deduce que,

lim { lim |'N(a,e,n)] } = o (III,2,27)
a+ -22 8+ n-2m ' '

Por propiedad (III,1,6),

lim {lim rR _ (5)] }=
a+ -22 8+ n-2m ‘ a+B n

_ _ 2+m . l

De (III,2,27) y (III,2,28), se ooncíuye,

R_22(S) 4 th2m(s) .Ï 0 (III,¿ ¿9)
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._ 5' Ill'é ¡1 w" F"

r. “lo I l ¡ ¡lI l .¡ l l Il

n i‘l'm 'I '. I ; ' I] 'u

31" ' ""l r l ¡p x a I

¡.1. ' l ¡I 1 lf ' ' L1

; ¡. ' ' L. Shnilarmente, para.a = n-2m_ y p = -22 , se obtiene,

"El¿ll l ' II ¿Fmvg ' "m.
' Rn_2m(S) R_2,¿(S) = 0 (I-II,2 30)

De (III,2,29) y (III,2,30), se concluye el re
sultado (III,2,20).

Si se hace m = g + k en (III,2,20), con n
dimensión par del espacio y k entero no negati
vo, se tiene,

R_2k(S) R_2¿(S) = R_2¡¿(S) . R_2k(S) = o (111,2,31)

Usandola propiedad (III,1,6), de (III,2,3i),
tenemos,

Ük {6(x)}.ÜP'ÜÉ(x)}=-Üz{6.li)lïd‘{6(x)} = 0(III,2,32)
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¡“'¡jïz'fiflPRODUQEOS MULTIPLICATIVQS DE LA FAMILIAIDE
. I . | -'¡ I .
.\. | . . l I

,¡ u -..FUNCIONÉS DISTRIBUCIONALES m(t,a,m,n)
! " u

"¿La 1;. ¡RESUMEN= Ar-—-———v?

Se tratan productos multiplicativos relaciona 
dos con la familia de funciones distribucionales w(t,a,m,n)
introducida por Marcel Riesz (c.f. [25] , pág. 89, fórmula
22).

En la sección IV.2., se obtienen los productos

ma. m8 (fórmula (IV,2,1)) y m_2k . m_22 (fórmula 
(IV,2,7) que generalizan los resultados (III,2,1) y

ui (III,2,31) del capitulo III de esta tesis.
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' IN.- ¡PROÓUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LÁ FAMILIA DE

'“"'”""” FquIONEé DISÍRIBÚCÍONALESm(t,a,ñ,n)”
h; . .lu . '«n 
V'l‘ ". l l' . II

||"I"1 ! a!“ I. I
l _||I

¡‘ ' Iva}; INTRUDUCCIONI, ____________
I

La familia de funciones distribucionales
"FBÏÉ,a,m}n)definida por'ïá fórmula

' a-n
2 ‘ï-ï - +

Aa(m,n) S Ja_n{/m S }51 te F
w(t,0'.:mrn) = 2

0 en otro caso (IV,1,1)

donde F+ es definida en (A,3,4) y

n-a
2

Aa(m,n) :1 mn-2 n+a-2

n 2 F(%) 2 2

fue introducida por Marcel Riesz ([25], pág.89,
fórmula 21).

En (IV,1,1),'S2 es el cuadrado de la distancia
lorentziana, definido en (A,3,2), a es un número
complejo, m es un número real no negativo, n di
mensión del espacio y Jv (x) es la función de 
Bessel de orden v definida por

J (x) = É (-1)k (x/2)Ék+”.
v k=° k: P(k+v+1)

(IV,1,2)

La fundíón Jv(x);‘de acuerdo con [1] , vol.11,
Ipág.4, fórmula 3, puede exprqsarse, '

a _ (X/2)v H - x2J (X) - -----—- F (v+17-- ) (IV,l,3)
l v P(v+ l) lo l 4

I l i

¡l | | ' l :l l 2

"' ¡'donde oEl(v+l; :íï ) es lgufunción hipergeomé
" .'.tripa geperalizada.

¡.L ll l, .



l

V“ .¡ltiene,

l

I

De acuerdo con[ l] , bol. I, pág.203,'fórmu 
la 2, oFl(\J+l; ¿%2), también'puede escribirse 
como,

. I'I . '_ 2 k

OFl(v+l;- %2)¡= 1 + 2 l‘ x M)
. ' kïl k: .(v+1)(v+2) (v+k)

(IV,l,4)

Í| ' . a
. Llamando wa = w(t,a,m,n), haCiendo_v = ——E

1' ' v»-,I .
en (IV,l,3) y reemplazando en (IV,l,l), se 

¡lm,
H; =w(t,a,m,n) =

. -.V....a_n
Ra(S) F ———o 1‘ 2 +17 ' (IV,l,5)

donde Ra(S) es el núcleo singular hiperbólico
de Marcel Riesz, definido en (III,1,1) y

p: (gg-n+1)... (% +p)

(IV,l,6)

Haciendo m = 0 en (IV,l,5) y usando (IV,l,6),
se tiene,

m(t,a,0,n) = R (S) (IV,l,7)
CI.

La familia de funciones distribucionales 
m(t,a,m,n), verifica las siguientes propieda 
des:

wo = w(t,0,m,n) = 6(x) (IV,l,B)

([:]+ m2)k w(t,a,m,n) = w(t,a-2k,m,n) (IV,l,9)

<[:]+rn2)k {6(x)} = w(t,-2}¿,m,n) (I,v,1,10>

' 2 2 2 1

donde (Ü'+ m >k = { a - 3 -"°- —3—¡'.Hn2}k(1v,1,11)
.' at2 at2 aüzo l . n-l

Si se hace a: 2k en QIV,1,9); usando WIV,1,8),
se tiene, .

(13+ m'2)k{m(t,2k,m,n)'} = Mx) (Iv,1,12)
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La propiedad (IV,1,12)
lia de funciones distribucionales m(t,a,m,n) pa

significa que la fami 

ra a = 2k , es solución elemental del operador
de Klein-Gordon generalizado iterado k veces, de
finido en (IV,1,ll).

Las propiedades (IV,1,8), (IV,1,9) y (IV,1,10)
son demostradas por A.Gonáález Dominguez y S.E.
Trione en [15] , pág. 10 y ll, usando la trans —
formada de Laplace de funciones retardadas inva
riantes-Lorentz y pueden ser demostradas por mé
todos directos en el sentido indicado en el cap;
tulo I, pág. 4.

Usando este último método demostraremos la pro
piedad (IV,1,9). En efecto, según [25] , pág.90,
fórmula 23 y usando (IV,1,l), se tiene,

-a/2 a-n+2p

wtrarmlm 5( ).<m2>PS =P_0 .P l . cn(a+2p)

al
P — +

93° ,b: F(%> “+29 .

Por dtra parte, desde bue,

a-n ' (i'm
(-ï— + L) + 34- + (-ïr +P) l

p.

si p +"m¿‘ehtonces la serie dada en (IV,1,4)
e(-mzsz/4)converge a» ComoRa(S) es una digl' _I .tribución paramétriqa entera de a, entonces,

de (IV,1,5) se sigue que wa define una familia
de funciones distribucionales paramétricas en

¿r——teraswCOnrespecto a a1wpor tanto, de (IV,1,13)
se tiene,

l

lim wa =a+ -2k“-2k

= k 2 P
pg0(p) (m > R_2(k_p)(s)



Pap-v

Usando la propiedad (III,1,6) dada en el ca
pitulo III, tenemos,

(ii) (IV,l,lS)Ük'P {6(x)}

Por otra parte, de [25] , pág. 90, simbólica
mente se tiene, 

_ 2 -oi -p

k 2) (m2)pÜ 2 (IV,.‘ 16)p
(D+ m2) (—a/2) = z

pio

donde E] es el operador de las ondas definido
en (III,1,8) para el caso k = l.

Si el
camos a

operador definido en (IV,l,16) lo aplil
la medida de Dirac fi3(x)) en los pum,

tos a = 72k, se tiene,

<|:]+ mz)k {6(x)'y} =

= z.
og)‘ (mz)p [j k'P {<5(x)}Pl

(IV,l,l7)

Luego, de (IV;1,15) y2(IV,l,l7), se concluye
la propiedad (IV,l,9).

PRODUCTOS MULTIPLICATIVOS DE LA FAMILIA DE
l

FUNCIONESDISTRIBUCIONALES w(t,a,m,n)

Nuestro objeto es obtener el producto multi
cuando a+B-n #'n - 2k, 

k = 1,2,... y a +B_n';?""—2k,k = o,1,2,....Do_r¿
B son números complejos, n.dimensión del

plicatiVo m . me ,

de a,

espacio y myes la familia de funciones distri
bucionales definida en (IV,l,l).

El resultado m . w se va a obtener usandoa
la fórmula (IV,l,S) y el producto Jv(x).Ju(x)
dado en [36] , pág.l47, fórmula l, no se reprg
duce la familia de funciones distribucionales
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w , pero lo que se pretende es que cuando ‘a
m

se obtenga la fórmula (III,2,1) dada en el ca
pítulo III.

0, de acuerdo con la propiedad (IV,1,7),

Proposición l: Sean a r Bnúmeros complejos tg
les que a+B-n # n -2k, k =l,2r-.
y a+B-n#_-22 ,2.= p,i,2,...,
w(t,a,m,n) la famiLia de funcig
nes distribpcionales definida 
en ÏIV,1,1), vale entonces la 7
siguienre fórmula,

=‘.N(0t,_B',n) Ra (IV,2,1)
' ' 2

+B'_n(s) Ua’ B(mlnls )

donde (¿la= “(tlalmrn)l

N(a,B¡n); está definida en (III,2,2)(capItulo
III),'Ra(Sb.es'el núcleo singular'hiperbólico
de MarcelRiesz, definido en (III,l,l)(capitg
lo III) y Ua B(m,n,Sz).eslla función definidaI

2 =a,8(m,n,8,)

_ 2 2

a-n e-n H? “azn'egn'zün (“148fir(—+1)r(—-+1) z _ _
2 2 2309,: I‘ (%‘+2+1)I‘(B—;‘+2+1)r(

um 's-n
24—ï—+wHJ

(Dh213

Demmtrmfión:

De (IV,l,5), usando la fórmula
(III,2,1), dada en el capitulo III, se tiene,

)=(L)
a B

_ a-n :mZS2 -n __mzsz
_ Ra(s)oFl(_Ï—+l’ 4 )°RB(S)OF1(ÉÏ—+1' 4

a-n __m282 -n m S
N(a,8,n) Ra+6_n(s)°Fl(7+1, T >OF1(«82—+1,4 )

(Im/4)
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I

¡[Il

De (IV,1,3) y usando [36]., pág.l47, fórmula 1,
se tiene, I

' a-nn. . . mzsz‘ 'B-n c-mzs2 _
loF1( '+ 1' 4 ) ' oFlf 2 + 1' 4 ) ‘

_ , _ l _ 2 a-fi B-Á' 252 2
.= P<953quc%;%1) (1) P(2 ' 2'22Í1) FÏ-fi =
-.. " ¿ip 21F(g59+g¿1ff(553+2+1)F(9%FLJ%;1+2+1)

ÏF- U, (¿(mllïllsz) (IVIZIS)

De (IV,2,4) y (IV,2,5), se concluye el resulta
do (IV,2,1).

Haciendo m = O en (IV,2,1) y usando la propie
dad (IV,1,7), se tiene,

Ra(S) . RB(S) = N(a,B,n) Ra+8_n_(S) (lV,¿ 6)

puesto que de (IV,2,3), Ud B(0,n,Sz) = 1,I

por tanto wa-wB = Ra . R cuando m = 0, en con
secuencia, el resultado (IV,2,1) es una genera
lización de la fórmula (III,2,1) dada en el ca
pitulo III.

Proposición 2: Sean k,z enteros no negativos, n
dimensión par del espacio, enton
ces,

donde ma = w(t,a,m,n), está definida en (Dhl,lL

Demostración:

De (IV,2,1), se tiene,

' 2k 22 a+ -2k a 5+ r22 B

= lim‘ ' lim m é] } =a+ -2k 5+ —2z' a
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_ lim ' lim l' z
l — 3+ _2k {8+ _2’L [N(0.r'BIn) Ra+B_n(s) Ua'B(mInIS

I

l I

u II Ü

. . (IV.. 8)
. l| z

I "I ‘l' ll"’: 1| I| | - u ¡ | 1,.

1 ¿'.F l .|¡j En (IV,2y8), se distinguen tres factores,ll l I '¡ ,Il :l .
’lll '.l"""ll h" l || I i

¡.\. ' ., . l) lim lilTl [N'(C!I 8111).]
l. ul (1+ -'2k 3+ -22 '

l

. 2) lim, lim R _ (S)"TF-ana 8+-22 [ “8'” ]

3) lim liml U (m,n,Sz)
a+ -2k 8+ -22 a'B

Usandolas propiedades (III,2,25), (III,2,26)
y (III,2,27) del capitulo III, se deduce que,

lim lim [N(a,e,n)1 = o. (TV,2,9)
a+ -2k 3+ -22 '

Por propiedad (III,1,6),

í k+ÍL ¡lim lim R _ (S) = (IVI2I10)
a+ -2k 8+ -22 a+8 n 1:]

donde [:Jk es definido en (III,1,6)

En la propiedad (IV,2,10), se usa la hipóte
sis de que n sea par, para asegurar que g+k+l
sea un entero.

Por otra parte, de [36] , pág. 44,

(z/2)Y ' .J (Z) = ———"' +9). (Ivlzlll)
Y r(y+1) '

donde [Q| < exp { (l/Á)|z|2 } r l h (Iv,' 12)
i IY0+1I

y |y0+ II es el menornúpero{|y+l|,|y +2|,...}.

l De (IVIlI3'), Y (I‘Vrzrla)b
| I 'I
Í ‘I . l
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= 1 + O (IV1211 )

por tanto,

ZZ
oF1(y+l; - í )= 1 + o (IV,2,14)

2 l

donde 1 + le] < exp { -———-1El-———} (IV,2,15)
4(IYO+ 1|)

De (IV,2,14) y (IV,2,15), se establece que
el producto

z2 22 la- í) ° _E) (IV‘IZIl)
Ies una función acotada en un dominio cerrado

n ly acotado. En efecto,

2 II ‘ .2

oFï(Y+l; - ) - 1 + o .,donde1+|el.| < exp{_LzJ___} (Iv,2,17)
E _
4 1 .

. 4|yo+ll

2. " 2

OFl(u+l; - É) = _1+ 02 ,donde 1+||92| < exp{—Lz—I—} (IV'2'18)
l l 4|uo+ll'|

¡De la convergencia absolutá de la serie 

(;V}1,4), Si lz||< A , con A > Ó ymlyolí_Nl,
pQra algún Nl > 1 fijo, de (IV,2,17), se tiene,

. ' | AA. l ‘.

7' n ' I

A2
I |91| < exp { ———-———-;———} - l (IV,2,19)

4(l ' N1)
I Ilyr'fi'

Similarmente, de QIV,2,18), se tiene,j

¿02] < exp { ¿2 } - l (IV,2,20)
4(l - N2)
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En consecuencia, de (IV,2,19) y (IV,2,2Q), se
tiene, L

l l

[[(1 + ely . (1 + 95)]lí_ (1 +401l) . ¿1 +|92|) í

A? } m A2í exp{ —————T—— ° exp{ 7——-———— } =

I y 4(1-N1) ' ' 4(1-N2)

2| -N)
'= exp{v—ÉL-I ' j l 2 } 
'¡I '(l-Nl)(lïN2)

l

_ 2 (N +N -2)_ (IV,2,21)
¿:_ exo{. 2 -—-—¿-—g—--—l]}

(l-Nl)(l- N37"

como A > 0 , N1 y N2 son números fijos mayores
que l y el cociente,

(Nl + N2 -2) es positivo, la expresión
(l-Nl)(l-N2)

(IV,2,21) es una cota superior de (IV,2,16).

Luego, de acuerdo con (IV,2,16), la función
U (m,n,Sz) es acotada, por consiguiente,

a'B

lim 11'm ua B(m,n,82) = g # m (IV,2,22)a+ -2k 3+ -22 '

Por tanto, de (IV,2,9), (IV,2,ÍO) y (IV,2,22)
se concluye el resultado (IV,2,1).

Usandola propiedad (IV,l,lO), el producto 
(IV, 2,7) , también puede escribirse como,

([3 + m2)k {6(x)}. ([34mfi)l {6(x)} = o kïv;2;23)

y haciendo m = 0 en (IV,2,23Í se obtiene,

kw- g v A h . .

E] {6(x)} . ¡[J {6(x)} = 0 , que c01nc1
' de con el producto (III,2,3%) dado en el capitu

lo III.
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I ¡.\_ I I‘ ' , '

¡ V“
l

PRODUCTOS'DE.DISTRIBUCIÓNES RELACIONADÓS
‘I ' ur wr

"CON LÁ DISTRIBUCION (m‘+P9

'RESUMEN:

Se extienden productos unidimensionales dados por
B.Fisher en [10] y L.Schwartz en [26] , pág. 122, a dis -v
tiibuciones n-dimensionales de la forma (m2+P)A,donde 
P(x) es una forma cuadrática en n-variables introducida en
pág.3 , m número real distinto de cero y A número comple 
Jo.

En la sección V.2., el sentido de la multiplica 
ción es ortodoxo, según se ha dicho en el prefacio de este

_trabajo, fórmula (6), obteniéndose los siguientes resulta
dos;

(m2+P)2 . 6(k)(m2+P) (fórmula (V,2,3)),

(m2+p)Ï . ¿(k)(m2+p) (fórmulas (V,2,13) y (V,2,l4)),

P . ¿(k)(P) (corolario l, fórmula (V,2,17)),

P . 6(k)(P) (corolario l, fórmulas (V,2,18) y

(V,2,19)), que generalizan productos dados por S.E.Trione
en [28] , pág. 10, fórmulas (1,5,4), (I,5,6)‘y (1,5,7).

Si en el producto (m2+P)2.6(k)(m2+P)((V;2,3)Y,
hacemos l = 1, se obtiene: '

I

(m2+P) . 6(k)(m2+P) + k ¿(k'1)(m2+pd = o

que generaliza fórmulas'del Gelfand-Shilov (c.f.[lZ] ,
págql349) y es considerada‘por ejemplo por Bollini, Giam

Ilpiagi y Tiomnopara 15 teoria de regularización analítica
“en las ecuaciones clásicas de Yang-Mills|y sus aplicacio

n | v |

;-15neg.en¡el pdtencial singular» Además,este prodhcto, gene
.. l n . l, '

¡g'ïralizawfórmmbas usadas porlD.W.Bresters (c.f. [5], pág.
¡ ¡d‘un 1 | l ' l nI n ll ‘

H iv .513Ü,rengl%n,15 y pág. 574A'renglón 71) las que permiten
.. I . . .

k,,‘; obtener lakfórmula,
.ll l I I

'l
l I"rw-w'



k-l
(m2+PiiO)-k (mz+1>)’k 1 (’—1’——Tri ¿(k’1)(m2+P)

(k-l)!

En la sección V.3., multiplicamos en el sen
tido heterodoxo de acuerdo con Io establecido en el
prefacio de este trabajo, obteniéndose el producto
(m2+P)i . (m2+P):l-A (proposición l, fórmula (V,3,5)),
que es una extensión multidimensional de la fórmula
xi . x:l"A dada por B.Fisher en [10] , pág. 296.



2 "_ ’I’Il l
"1-1! ¡il

¡.\. l 1' l .
-h' f NH-‘ERODUCTOS DE DISTRIBUCIONES RELACIONADOS CON LA

I

DIS'IJ‘RI'BUCION (m2 + P)A
l VI "rm,

l

V.l. INTRODUCCION

Sean m,€ , números reales tales que m # 0 y
e > 0 . Con T+(x,€,m) designaremos la forma cua
drática,

T+(x,€,m) = m2 + P(x) i i e Isz

donde P(x) está definido en (I,l,l,) Y IxI2 en
(1,1,2).

Para Anúmerocomplejo arbitrario, escribimos,

1 def A
(m2 + Pi iO) = lim (T+(x,€,m))

6+ 0 _

Se demuestra en [12] , pág.289, que el limite
del término de la derecha de (V,l,2) existe y
además que (m2+ P iiO)A son funciones distri

f3. bucionales enteras de A , debido a la ausencia
de puntos singulares de la hipersuperficie —
m2 + P = 0.

De [5] , pág. 566, se tiene,

(m2 + P 110)A = (m2 + p): + ethimz + P)Í‘
|

donde

l (m2 +p)’.A si (m¡2+P) z o
2 A '_ '

(m + P)+ — I l
0 si (m2+P) < 0

u

| ¡‘ YI' A l A l.
"¡un [-(m2 +P)] si (m2+P)í o
l ll l‘ .(¡le = l "

"frlqr-Iw 'I' lo. si (m2+P0>0
ll ' l ' l |

l han” l l l lI l [Il I

|' 'Ï‘L‘ . "¡I;‘ ¡"22. h ' | I l
o. I , 'Usando IV,1,3), se tiene,.

“¡l 1' 1.1 l

l ¡7 2 A i -Ani ' 1
-._ (m + P)+ = —— [e (m2+p+10)

,W_,_____wz 2 senAn



- eMl (m2+P-iO)A] kv,1,6)

.Y f.
I ' l

(m2+ P)Ï = .——:i———[(mF+P+iO)N- (m2+P-iO)A] (v,1,7)
g senAn '

De'(V,l,6) y (V,l,7) se deduce que (m2+P)Ï son
I ' _

¡funciones dibtribucionaïes analiticás de A, exceE
’ to en los puntos'A = -k dondeutienen polos sim 
'.ples:

u 'l |

ngífiáciendo AI: k,1entero positivo, en (V¿1,3), se
%;¿a¿, ' " 1 '

1.1| '
|

fimí+ p + 10)k = (m2 + p —10)k = (m2 + P)k (V'lr8)
¡[vr-'fi-w‘ ,-. '

Por otra parte, para todo‘fe D (espacio de fun
ciones de prueba, [Zé] , pág.64), tenemos,

<(mz + p)Í,‘F> = f [nfi+P ]A ‘Hx) dx (v,1,9)
m2+PïO

con dx = dxl ... dxn y

<(m2 + p)Ï,Y>> = f r-(m2+p)]A ‘f(x) dx (V,l,10)
m1+PSO 

con dx = dxl ... dxn.

Las integrales (V,1,9) y (V,1,10) convergen y
son funciones analíticas respecto del parámetro
complejo A, si Real(A) > 0. Para Real(A) < 0,
se definen por prolongación analítica.

De [5] , pág. 566, se tiene,
k-l n

Res (m2 + P): = 1:¿l——— 6(k-l)(m2+P) (v,1,11i
A=-k (k-l)! ' - .

Y I

Res (m2+P')Ï = 1— ¿(k-“(Www (v,1,12)
A=-k (k-l)! L
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'.Hd0nde 6(&)(m2+P)está definida en (A,l,6)
l”J I' '

' |
l" || l h "

f'Por otra parte, como (m2+P)Ï l son funciones
l
v a u I- n

‘f'distribuc1ona1es parametricas de a, con polos 
¿simples en q = -k , k = 0,1,2,..., y la función
Eáa+7—segúnapéndice A.2.7»también tiene polos
simples en a: -k , k = 0,1,2,..., entonces, lla
mando l l

B (m2+p) M1 (V,l,13)a F(a)

y usando las fórmulas (V,l,ll) y (A,2,2), se og
tiene,

lim Ba(m2+P) = ¿(k)(m2+P) (v,1,14)a+ 

v.2. EL PRODCUTO (m2+P)9‘ . 6(k) (m2+P)

Nuestro objeto es obtener explícitamente el 
producto (m2+P)l .6(k)(m2+P) , con k, 2, ente 
ros no negativos tales que k i 2,

m2 + P = m2+ xÏ +...+x2-x
2 _ _ 2

p P+l '°' xp+q (V'z’f)

p+q = n dimensión del espacio y ¿(k)(m2+P) está
definida en (A,l,6). Para lograrlo, usaremos la
fórmula de Leray dada en el apédice A.l.

El sentido de la multiplicación se'obtiene de
[2 6] , pág, 117 .

Para toda ‘P que pertenece al espacib Dl(c.f.
[26] , pág. 64), I

‘ def
< q_T ,.Y > = < T; a.? > '(V,2,2)

que hemos llamado ortodoxo,ldonde a e E (c.f.
[26] , páb. 88X y 'T e D' espacio de distribu 

.ciones [26]', pág. 71 . H
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Teorema: Sean 2 , k, enteros no negativos, vale
entonces la siguiente fórmula:

v ¿(k'“)(m2+P) si k>2
a (k) 2,k _(m2+P) .6 (m2+P) =

0 si k<z

donde (m2+P)es definida por (V,2,1),6(k)(m2+P)
está dada por (A,l,6) y

V2 k L_LL_Jí; (v,2,')' (k-l)!

Demostración:
l

I Usando la definición (V,2,2) y la
fórmula de Leray ((A,1,1)),Hpara a e E y ‘f e D,
se tiene,

I

l'a(m2+P) , ¿(m2+P) = a(Q) . 6(m2+P) (V,2,5)

'.ép'forma másgeneral, aplicando la regla de Leibniz,
¡p áe'obtiene; :I '

I

V” '
I_a(m2+P) . ¿(k)(m2+P) =

I 1"VM
= Z (-l)lk"v! k: Dk_v {a(0)} ¿(v)(m2+P)

v<k

— v1(k-v)! ( 6)V,2,

Por otra parte, haciendo A=2 entero no negativo
en (v,1,3), tenemos,

(m2 +P +iO)2 = (rn2 + P- iO)2 = (m2+P)l (V,2,7)

De acuerdo con [33] , pág.36 y 37, (m2+P)2 es la
transformada de Fourier de una distribución que 
pertenece al espacio Oá ([26] , pág. 245), por tan
to usando el teorema XVde [26] , pág.268, fórmula
(VII,8,S), se tiene que,

(m2+P)2 e oM (v,2,8)
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donde OMes el espacio de funciones indefinidah
mente derivables y de crecimiento lento ([26] ,
pág. 243). ComoOMestá incluido en el espacio
¿_, con ¿í espacio de funciones indefinidamen

te derivables a soporte arbitrario ([26] , pág.
88), se concluye,

(m2 + P)2 e 64 (VI2I9)

para 2 = ¡0,1,2,..¿
I l

Luego, haciendo a(m2+P) = (m2 +P)2 en
(V,2,6) y k - v = 2 , entero no negativo, se
tiene,

."(m2+P) 2:6 (k) (m.2+P). '=
k!

¡5| . _¿-1)2 2: ¿(k“l)(m2+fi) si z í k
. :2: (lc-2):

o si 2 > k (V,2,10)

l I"row-fi. , ......
De (V,2,10) se deduce el resultado (V,2,3).

l

Asimismo, haciendo 2 = l en (V,2,3) y usan
do (V,2,4), se obtiene,

(m2+P)2.6(k)(m2+P) + k ¿(k'l)(m2+p) = o (V,2,ll)

k = 0,1,2,..., que generaliza fórmulas del Gel
fand-Shilov (c.f. [12] , pág. 349) y es considg
rada por ejemplo por Bollini, Giambiagi y 
Tiomnopara la teoria de regularización analiti
ca en las ecuaciones clásicas de Yang-Mills y —
sus aplicaciones en el potencial singular (c.f.
[3]).

De (V,2,3) y usando

(m2+P)l = (m2+P)Í + (-1)l (m2+P)f (V,2,12)

y las fórmulas (V,l,4) y (V,l,5), se tiene,
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I

. (kh!) 2 .
V’LIk 6 (m +P) Sl ki 2

NIH

.. " .1<r.nz+P>Í- 6‘“ (m2+1>)= ‘
I" n . n l ll |

llull“ 7' l (VI2I13)

' 1(-1)Ev k¿(k‘¿)(m2+p) si k>2ï'g' 
Ágf+p)l. ¿(k)(m2+P)=

0 si k<2

(V,2,l4)

donde V2k es definida en (V,2,4).

Si se hace k = l en (V,2,13) y (V,2,14), se

(m2+p)Ï . ¿(i)(m2+P) = á (-1) 2: ¿(m2+p) (v,t 15)

(m2+P)Ï . 6(¿)(m2+P) = % 2! ¿(m2+P) (V,2,16)

que corresponden a extensiones multidimensionales
de fórmulas dadas por B.Fisher en [10] , pág. 296
y 298.

Los resultados (V,2,3), (V,2,13) y (V,2,l4) ge
neralizan las fórmulas 13, 14 y 16 dadas por S.E,
Trione en [29] , pág. 4 y 5.

Corolario l: Sean n dimensión del espacio, k y
2 enteros no negativos tales que

,,5“3 k < g - l y k-l < E - l, valen_e22 .

tonces las siguiehtes'fórmulas:
k-R' '

2 (k). v2 k 6( )(P) si. k.¿u2
P . 6 (p): 'el '
I o si k <'2 <Vr2r17>

'1 V2,k ¿(k"z)(P) si k i 2

r u ' |' .'° Si k < 2 (v,2,18)
||ll ' |

| l
|

I !' ¡I ¡1 1 "
lll I. .' l‘ l I



. L (-1)2 v2 k ¿(k'2)(p> si kil
2 .

l PÏ . ¿(k’cp) =
IV'I'"__'"_"F! 0 Si k<2

(v,2,19)

donde P es la forma cuadrática definida en

(1,1,1), v2 k está dada en (v,2,4), ¿(k)(p) es
I .

definida en [12] , pág. 249-250 y

A PA si P > O
P+ = lo si p í o 'v,2,20)

A .

A (-P) 51 P< OP _
' o si r1 o (v,2,21)

Haciendo m tender a cero en (V,2,3), (V,2,13),
(V,2,14) y usando la condición (A,l,9), se obtig
nen las fórmulas (V,2,17),(V,2,lB) y (V,2,l9) 
respectivamente.

El corolario l generaliza los productos dados
por S.E.Trione en [28] , pág.10, fórmulas 
(I,5,4), (1,5,6) y (I,5,7). En efecto, haciendo
k = 2 en (V,2,l7), (V,2,18) y (V,2,19) para

2 < g - l y 0 < g -l, se táene,

pl . 6(&)(P) = (-1)22: 5(p) (v, .22)

PÍ . 6‘2’<P> =V á (-1)22: 6<P> (v,2,2:)

PÏ . ¿(“)(p) = % 2: ,6(P) (v,2,24)

que coincidep con los productos (I,5,4),(I,5,6)
n II y (1,537) antes.cítados.'

- l, indica
2.

Obsérvese que la condición 0 < g
q. . | que esfios.ordductos valen pára fi #

l

"I ' El resultááo (V,2,17) generaliza fórmulas da
, l .

f ,' nh| das en'el Gelfand and Shilov (c.f. [12] , pág.
349) las cuales son consideradas por ejemplo —

¿F_DQ¡Bollini, Giambiagi.ywïiomno para la teoría
F2



de reguralización analítica en las ecuaciones
clásicas de Yang-Mills y sus aplicaciones en
el potencial singular (c.f. [3]).

EL PRODUCTO(m2+P)í . (m2+P):l-A

Brian Fisher en [10] , pág. 296, fórmula 1,
obtiene el producto:

. cosec(An).A x:l->\ 6 (x)X+o =-%
para A # 0,11,12,..., donde x1 son definidas
en [12] , pág.48.

S.E.Trione en [28] , fórmula (1,4,9), pág. 9,
extiende el resultado (V,3,l) trabajando con
las distribuciones Pi definidas en (V,2,20) y.
(v,2,21): '

A p —1-A _
P+ . P — 

|=i cosec(A'n)'6.(lP)h (\,3,2)

A, "AI-l # _’;’l' l k = Of'l'2'ooo Y n

En esta sección se pretende extender la fórmu
la (V,3,l) a las distribuciones (m2+P)Ïque son
definidas'en (6,1,4) y (V,l,5). Para lograrlo
usaremos el producto:.'

(m2+Pi iol)A . (m2+Pii0)u= (m2+P iia)Hu
¡u I

(c.fi. [33] , pág.2á, fórmula (I,3,6)), válido
para todo A,u
la:

(V,3,3)

números complejos, y la fórmu
| 7l!"""_""_"‘w"

k
(m2+P 110)“ . = k(m2+P)- ; n i (-1)k‘l ¿(k'l)(m2+r

(k-l)!
(Jr3r4)

dada en [5] , pág. 565, fórmula 1.6, donde
(m2+PiiO) es definida por (V,l,2).

Progosición l: Sea A número complejo tal que
A?0,11,:2,..., vale entonces
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la siguiente fórmula:

(m2+P)ï . (m2+P):1'A =

= - g cosec(An) 6(m2+P) (V,3,F‘

. . , i.

donde (m2+P)Ï están definidas en (V,l,4),
(V,l,5) y ¿(m2+P) está dadq por (A,1,6) en el
caso en que k = O.

Demostración:

| I Usando (V,Ï,3),'tenemos,

' fl . (¡ní!+1>.+io')‘l = (m2+p+ioo“ . (m1+P+i0)-l-A (V,3,6)

h-- ' ¡.‘I. 'tu aplicando'ia fórmula (V,l,3) en cada uno de
H '..g . tu, los fáctores del término de la defecha de

' . l

\!H f En (VI3I6)I se tiene,

(m2+P+i0)-'1 = [(m2+P)ï-+ eÁ"i(m2+P)Ï ] .¡SF-“ñ! !"

. [(m2+P)-N-l + e"i(_l-A)(m2+P):l_A] (v,3.

Comoel resultado (V,3,3) vale para todo 1,
-u números complejos y (m2+P+iO)Yson distribg
ciones paramétricas enteras con respecto a Y,
entonces el producto (V,3,7) es distributivo
fuera de las singularidades de (m2+P)Ï,luego
para A, -l-A # k, k = 0,1,2,..., haciendo,

fÏ = (m2+p)Ï (v,3,8)
de (V,3,7), se tiene,

z . -1 _ A -A-l _ A -A-1 _
(m +Pi10) — f+ . f+ f_ . f_

- cosifl fi. f:A-l + cosAnfi ..f;A-l +

+ i { fi . f:A_l senAn + f;A_l ff senAn } (v,3

Es claro que para Real(A) > -1, Rea1(u)>-1,
se tiene,
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).\I ' u _ A4121fÍl . fi - fiH (V,3,10)
‘ I I

n H luegq por prolongación analítica en el senti
H u ' do de ([12] , pág. 253-255) se extiende la 
' '| . fórmula (V,3,10) para ios valores A, u,

l. l .' | ,l #I.-k4!kl= O'l,2'ooo II 1'

Pon otra‘barte, haciendo k = L en (V,3,4),
I I

y ,« ¿11 se tiene,

,',.-._Lm2_+2:io)"l = (m2+P>Ï..1.:-' 1Ti 6<m2+1>> (v,3,11)

donde de acuerdo con [13] , pág.'189, fórmula
6.9,

(m2+P)-l = (m2+P);1 - (m2+P):l _(V,3,12)

¿ Por tanto, separando parte real e imaginaria
¿Ü entre (V,3,9) y (V,3,ll), usando (V,3,10) y
E. (V,3,12), se concluye:

(m2+P): .(m2+P);1'A - (m2+p)Ï . (m2+P):l'A =

2 -l I
= (m+P) (vr3rl3)

É” Y

2 A 2 -l-A | 2 
(m +P)+ . (m +P)_ = - 1 cosec(An)6(m +P) _V,3,l4)

2

De (V,3,14) se deduce el resultado (V,3,5)L
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'. FORMULAS DE INTERCAMBIO DE LA CONVOLUCION CON EL

quPRDDUCTO'VIA LA TRANSFORMADADE FOURIER '

RESUMEN:

Se pretende demostrar la validez de fórmulas que
intercambian la transformada de Fourier de los productos,
Ha(PtiO,n). HB(Pii0,n) (capitulo I, fórmula (;,2,2)),
Ra(x).R (x) (capitulo II, fórmula (II,2,1)) y
(m2+P)l; ¿(k)(m2+P) (capitulo V, fórmula (V,2,3), con la
convolución de las transformadas.

I I .
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VI. FORMULAS DE INTERCAMBIO DE LA CONVOLUCION CON EL

PRODUCTO VIA LA TRANSFORMADA DE FOURIER

VI.l. INTRODUCCION

La familia de funciones distribucionales defi
nida por,

a-n

Ga(Pii0rmrn) = Ya(mrn)(Pii0) 4'Kn_m<./mz(1>:io)) (VI,1,l)
2

donde

K (z) = E I-v(z) _ Iv(z) , v # entero, (v' 1,2)
v 2 senwï

v+2L
Iv(z) = E L r .(v.I,1I,3)

=0 2! P(v+2+1)

' afli 1_ g igfli n-a
e 2 2 2 e ? (m2) 4

Ya(m,n)= E (VI,1,4)

(2n)2 r<%>

y (Pti0)a está definida efi (1,1,4)'esintroducí
da por S.E.Trione en [239 , pág. 34, fórmula 4
(II,1,1)'. '

l 'I

' " w De i331 , pág: 35, fórmula (II,1,8) y pág. 36,
. l ' fórmula (ÏI,2,5), se tiehe,

q "I J ¡Ill-f c1 "1‘ I .CITI'i _

ïh' "' " u "Í" {G (p4io' ‘n)}”.= 1 e 2 (m2+Q-Ïi0) 2l. un. M“ . a ,- 'm'l . la . (VI,1,5)
ú. n .0”, t. l | 2¡,L I I
f ,I V“ '

i l l

Y

Ér*’—-*-wí

{K2 {6(x)}}*= 1 n (-l)9" (mami (VI,1,6>
(2102

respectivamente; donde

_ _ 2 2_ 2 _ _ 2Q— —yl+".+yP '°' I



H '
. I

I .‘ ll! L ' 2 2 2
n. K = { -3— + ... + -ï— - e—3—-- ...

- 2 2 2'

l 3x1l axp Bxp+l
"Wu "‘I'l v' ,' "FF-W: -.w--

2

- —2——fi ' (VI,1,8>3x
P+q

operador ultrahiperbólico de Klein-Gordonitera
do l veces, con p+q = n dimensión del espacio y
A

ÁL' que indica transformada de Fourier.

x Ga(Pii0,m,n), verifica las siguientes propieda
2

f y des,

G0(Pii0,m,n) = 6(x) (VI 1,9)

G_22(Pii0,m,n) = KR'{¿(x)} (x. 1,10)

K2{Ga(PiiO,m,n)} = Ga_22(PiiO,m,n) (VI,1,1i)

Las propiedades (VI,1,9), (VI,1,10) y GE,1J1)
son demostradas por S.E.Trione en [33] , páginas
37 y 38. '

Haciendo a = 22 en (VI,1,11) y usando 
(VI,1,9), se tiene,

l= '(Ülpl'112)
iáí 355 propiedad que indica que la familia de funcionesu. ir. '

‘Ü¡ distribucionales Ga(Pii0,m,n) paraua = 22r es 59
E» . lución elemental del operador ultrahiperpólico.

de Kleianordon iterado l veces, definfldo en 
(VI,1,8). ‘

I

VI.2. FORMULAS.DE INTERCAMBIO DE LA CONVOLUCION CON

EL PRODUCTO VIA LA TRANSÉORMADA DE FOURIER

¡ l l

| .- Nuestro obíeto es demostrar la validez de fór
. n ¡mulas que intercambian laÏtransformada de Fou 

..v..u” I'rier de'los productos:
l I

l

w '¡'.w.(m2+p)gf, 6(k)(m2+P) (cap. V, fórmuia (V,2,3)),
' | n

rn'uI|... '| I l' ¡gr-vw“:



Ha(P:iO,n). HB(Pii0,n) (cap. I, fórmula (I,2,2))

Ra(x) . RB(x) (cap. II, fórmula (II,2,1))

con la convolución de las transformadas, donde

m2+Pestá definido en (V,2,l), Ha(P:iO,n) es
la familia de funciones distribucionales defi

nida en (I,1,5), Ra(x) es el núcleo singular 
eliptico de MarcelRiesz ((II,l,lÏ) y 
¿(k)(m2+P) está definida en (A,l,6).

Teorema 1: Sean 2, y k enteros no negativos ta
les que k z 2 , vale entonces la si
guiente fórmula:

{(m2+P)“ . ¿(k)(m2+P)}*= {xm2+21}* .*{6‘k’xm2+Px}“
(VI,2,l)

donde A indica transformada de Fourier y= *
convolución. W

l

Demostración:

H 'Haciendo A: url en (V,1,6), usan
ao (A,2,i1), (V,1,13) y la fórmula (v1,1,5), se

I tiene, l '
I| ' . E

n -" 2 -‘P(a-a)(2n)2
'íHBa(m +P) :____;______

"H;|T" ¿2"i)'
{{G_za+2(Q-io,n,n)}* _

“Mi _
n _ e2ni(a-1){ G_2a+2(Q+io,m;n)}‘} (v1,2,2)

nr-*—“"—"w'

por otra parte, usando CVI,1,5), se üerifica,

2(Q-i0:m:n)57 = {a+ -k -?a+ G2k+2

Y

aíiTk { G_2a+2(Q+i0,m,n)} ={ G2k+2(Q+i0,m,n)} (VI,2,4)
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De (\/,I,x4), usando (\N,2,3) y (VI,2,4),
se tiene,

¿(k)(m2+P) = lim B (m2+P) =
a+ -k a

E
. 2 A

EL-L;EL_ [{ G2k+2(Q'i°'m'n)} ’
(2n1)

- { G2k+2(Q+io,m,n)}f] (VI,2,5)

-u:.\-_,1.4-,_—-.,.-,.'.L,-, Luego, usando (VI,1,6) y (VL?,5), se obtie
ne; ‘

{(m2+pjÉ}* * {q(k)(m2+é)}“ =

k! ' . I

l (Q’lormrn)"= (-1)2'K”{5(x)}*

'.¡ '| . según [33] , pág.37, Kl{6(x)}es un convolu
IQ'-- _ u .' tor y al aplioar la fórmula (VI,1,li) en el
“K”"W¿' 3d”, ' término de gq defechq de (VI,2,6),.se tiene,

¿3‘ {(m2+Pï2}“ * { ¿(k)(m2+Pí}* =

g , ' 2 -I v- _"::7TT'T'1) [G2k_22+2(Qr0,m,n)
2ni

62k_22+2(Q+10,m,n)] (VI,2,7)

Por otra parte, usando el resultado (V,2,3),
dado en 1a sección V.2., y las fórmulas (V,1,l4),
(VI,2,2), (VI,2,3) y (VI,2,4), Se deduce,

(-1)“ k:{6(k'l)(m2+n}*=
(k-l):

{(m2+P)2}.{6(k)(m2+P)} =

(-1)“ k: P(1+(k-2)) [G
(k-2)I 2ni

2k-22+2(Q'1°'m'“) ‘

G2k-22+2(Q+1°'m'n)] =
7o



(-1F k: [ G2k_2¿+2(Q-i0,m,n) .____
2n1

G2k_22+2(Q+i0,m,n)] (VI,2,8)

De (VI,2,7) y (VI,2,8) se concluye el resultado
(VI,2,1). '

y l l

Corolario 1:, Sean n dimensión del espacio, k y R
enteros.no negativos tales que

n n '
k < 5 41, k-z < Ï -1 , k < 2, valeI 'T'

entonces la siguiente fórmula:

{ P“ . ¿(k)(P)}* = {Pz}* *'{6(k)(P)}‘ (VI,2,9)
lI . I

donde P es la forma cuadrática definida en
k1 1 1) ‘ l

l ' y ‘ _

. La fórmula (VI,2,9), se obtiene de (VI,2,1)
. l ¡ ‘ nusando la'condfción (A,1,9)Iy haciendo tender
1112a cero:

¡Trabajando'con la familia de.funciones distri
bÜÉÏBïEÏEïEHa(PiiO,n)defiñifia en (1,1,5), usan
do las propiedades (I,l,8), (I,l,9) ylla fórmula
(3), de [12] , pág. 277, también obtenemos la
fórmula (VI,2,9).

Usando la fórmula (II,3,6), de [33] , pág. 4o,
la fórmula (VI,2,9), se puede escribir,

n

{P2 . ó‘k’(P)}A = (—1)k(2n)2 L”{[ ¿(k)(P)]*} (VI.2,10)

donde L2 es el operador ultrahiperbólico defini
do en (I,1,10).

Teorema 2: Sean a, B , números complejos tales
que a, B, a+B-n # n+2h, h=0,1,2,...,
Ha(Pii0,n) la familia de funciones
distribucionales definida en (I,l,5),
vale entonces la siguiente fórmula,
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{Ha(PiiO,n) ..;H (Pii0,n)}“ =B

= { Ha(P:iO,n)}* * { HB(P:iO,n)}A (VI,2,11)

donde con A indicamos transformada de Fourier
y con * Convolución.

Demostración:

La transformada de Fourier de

Hu(PiiO,n) de acuerdo con [33] , pág. 39,
fórmula (II,3,3), está dada por,

ani
2 -g

mamuom)r = e (Qïio)2 Wdem.‘J

(2")?

VdondeQ = Q(y) está definida en'(VI,l,7),
p+q = n dimensión del espacio, (Q; iO) es EL
es definido en (1,1,4) y a # n+2h, h=0,l,2...

Sieïlel término de 1a derecha de (VI,2,12) se
hace a = n -A , con A número complejo diferen
te de -2h, h = 0,1,2,..., se multiplica y se
divide por Kn(A,q).((I,l,6)) y se apiica la_
fórmula (1,1,5), se'tiene,

:w-flil
e(h-A)(Hi/2)

{ Ha(P1io,n)}* = 1 n ¡Én(A«q) n
i ' — l

(2,") 2 ¡2'! n ' J
- . l .\.,

"" ’v- .l . y, ..

' I n |11|" ‘l | 'I’H‘l ¡"'H'IÉZV'll

. HA(Q;i0,n) 'H'n “ ¡(VÍnble
‘ .4 ¡llull .iI'. |V a...

l‘ I l. l
De (VI,2,13)r para BÉ n - y, obtenemos,, " ,..

l I l

{Ha(P:;d¿n)}“ * { HB(P;io,n>}“ = '

_ 2 e(n"*+“?)‘"i/2) K¿(A,q) Knxu,q) .

I. [HA(Q;iO,n) t Hh(Q;i0,n)] (VI,2,14



En [33] , pág. 41, fórmula (II,3,ll)q'S.E.
Trione demuestra la siguiente fórmuia de con

l

l volución, '

Ha(Pii0¿n) *.HB(PiiO,n) .= Ha+B(Pii0¿n) (VI,2,15)

para a, B, afB # n + 2h" h =,0,l,2,...
| I I

I Vamos a demostrar 1a pgopiedad (VI,2,15)
para (Q"; i0)'en el caso en Que“q = n - A

"T y B = d'- L.á trevés del siguiente lema,
c ' ¡ - I .

I

Lema l: Sean A, u, números complejos tales
que A, u, A+u .# nl+ 2h, h=0,1,2,...,

nr"—"'“““5 vale entonces’Iá"siguiente fórmula,

HA(Q 1 io,n) * HU(Q l io,n> =

eiqïi . _
= B HA+H(Q+ 10m) (VI,2,16)

(2m)2

donde iI:2

HY(Q í i0,n) = -19—Ï-¿9L———— (VI,. 17)
Kn(Yrq)

Kn(y,q) está definida en (I,l,6) y * indica
operación de convolución.

Demostración del lema:

De [26] , pág. 248, usando la fórmula
(II,1,6) dada en [33] , pág. 35, se deduce,

GA(Qi iO,m,n) e o¿ , (vï,2,18)

donde Oé es el espacio de distribuciones de
decrecimiento rápido (c.f. [26] ,'pág. 244) y
GA(Qï iO,m,n) es la familia de funciones dig
tribucionales definida en (VI,1,1)L L
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‘ Utilizando la propiedad,

¡u ." GA(Q;i0,O,n). = HA(Q;iO,n)'I(c.f.[33] , pág.| 
l ' | l

fi‘ï"ï"”W 49; fórmula (11,7,1», se concluye,
:Nv‘. l | I l, '¡| I lvl. l. '

y.'áí'”'th ‘JH| -. ' ' ' ' ' i
" (C ‘ '"f ' "HÁ(Q+lO,n) e bé para A fi n+2h, h=0,l,2,... (VI,2,19)

.. 1 . IVU
l

Luego, aplicando el teorema XV.de [26], pág.
268Í’Ï6rñuIáü(VII,8,5)l para’xïh # n + 2h,
h T:olllzloourse

{HA(Q1 i0,n) * Hú(Q 1 iO,n)}* =

:{HA(Q1 io,n)ï\{Hu(Q ï io,n)r (VI,2,20)

Por otra parte, según [12] , pág. 284, fórmula
(3) y (3'), tenemos,

A-n E A
- 2 e 2 eq1Ti -3

{(Q+i0) }A = ———---—- o Kn(A,q).(Pii0). (VI,2,21)n

(zw)2

donde Kn(A,q) está definida en (1,1,6).

Reemplazando (VI,2,17) en (VI,2,20), usando
(VI,2,21) y aplicando el producto (I,2,l), se
tiene,

{ HA(Q;iO,n) * Hu(Qïio,n)}* =

e(A+u)(1ri/2) etqni etqni qiiggl= (PiiO) ' (VIII2I22)
(21T)n

con A, u, A+u'? n + 2h,'P = 0,1,2,...
l I l

Multiplicando y dividiendo por Kn(A+u,q)' 
¡en el término de lá derecha de ÏVI,2,22) y usan
do nuevamente la fórmula (VI,2,21) se obtiene,

' I
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...,,.....;—,.,....'“fi......;...v._..._.,.
mu'ï'VHM'tufikh'nz-‘J‘

..‘rA

{HA(Ql iO,n) * Hu(Q 1 iO,n)}‘ =

iqfll
E

(21122

e
{ahumï iO,n)}A (VI,2,23)

A,u, h:0,1,2]..
Luego, aplicando el teorema de la unici

dad de la transformada de Fourier, se con
cluye de (VI,2,23) la demostración del 
lema l, fórmula (VI,2,16).

Si se reemplaza (VI,2,16) en (VI,2,l4),
tenemo Sy

{Ha(Pii0,n)}A * {HB( 10:11)}A =|

EE; ' l
e 2 etqni eCn-(A+u))(1ïi/2)

l E I l

(2n32

"(VI I1 Kn(kiq) Kn(u,q) Há+u(Q r ,24)iO,n)
“ v a n 2 v

(2nr2 (2")2
I I u

rd. '

Si se multiplica y divide, el término de la
5,—*—derqphade (VI,2,24),perKn(A+u,q) teniendo

_ B ypresente que A = n - a , u = n
se usa la propiedad (VI,2,12), Se obtiene,
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{Ha(P:io,n)}“ * { HB(Ptio,n)}*

nnl
= e 2 eiqfll Kn(n-a,q)Kn(n-B,q)

(2n)n Kn(n-a+n-B,q)

. {na+8_n(Ptio,n)}“ (VI,2,25)

para a, B, a + B? n + 2h, h = 0,1,2,...

Asimismo,usando (1,1,6), se tiene,

Kn(n-a+n-B,q)

-nni _
= (2")n e 2 e+q1rl Kn(°+3'n'q) (VI,2526)

Kn(arq) Kn(81q) I

Reemplazando (VI,2,26) en (VI,2,25), se concluye,

EHa(Pii0,n)}“ * {%h(Pii0,n)}“ =

K I+ — ' l . A

= n(a B n'q) { Hd+8_n(Pi10,n)} (VI,2,27)
Kn(a,q)Kn(B,q)

l 'l
‘..par9 a, B, a+B # n + 2h ,.h = 0a1,2,....¡r

v“. 3 Por otra p4;te,-ap11cando 1a transformada de
,,Ï'%ourierlen ambostefminos-del producto (1,2,2)
a1 y usando (1,1,6), se obtiene,

Ér"*"*—*f . "“”;
{Ha(Pi10,n) . HB(Ptlo,n)} =

K a+ - . A
= n( B n'q) {Ha+8_n(PilO,n)} (VI,2,28)

Kn(a,q)Kn(B,q)

paraa,B, a+B # n + 2h , h = 0,1,2,.
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-;.'-....;u‘.A.

"¡...-fi
donde Kn(y,q) está definido en (I,l¿6).

l

Por tanto de (VI,2,27) y (VI,2,28), se con
cluye el resultado (VI,2,ll).

Nota: Trabajando con la forma cuadrática

P(x) = xÏ - x; - ... - xá, es decir, cuan
do p = l (número de cuadrados positivos),
la propiedad (VI,2,ll) es demostrada en
[29] , pág. 27, fórmula (III,1,1). Sin em
bargo, la igualdad D(a,B,n) = E(a,B,n)
(c.f. [29] , pág. 30, fórmula (III,1A4»
que sustenta la validez de la propiedad,
se verifica si la cantidad E(a,B,n) se
multiplica por eiqni, este término en
nuestra fórmula (VI,2,25) se obtiene uti
lizando el lema l, fórmula (VI,2,16), de
este trabajo.

Teorema 3: Sean a, B, núnmros complejos tales
que a, B, a+B# n+2h, h =0,1,2,...,

Ra(x) el núcleo singular elíptico
de Marcel Riesz definido en (Ii,1,1))

-..,b=b-/p:a.‘4n;-.

vale entonces la siguiente fórmula,
| \

|{RCL(X)RB(X)}AI|¿{Ra(X)}A*

donde con A indicamos transformada de Fourier y
con * convolución.

| ' Demostración:

' | La transformada de Fourier de
.¡ " ' cRd(xl según (LIhl,10), está dada por,

l .n . s -a\ I I l

II\‘..I l 'n l vll l ' | '

a» . Mi, ' H‘ {R0(x)-}" ‘= IY' (VI,2,30)
.. I I

.. fin ' (2m (n/z’
I

¡Si en elgtermino de la derecha de (VI,2,30)"rm
se hace a = n - A , con A número complejo di

'ferente de -2h , h = 0,1,2,..., se multipli
ca y divide por Dn(A) ((II,1,3)) Y se aplica
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la fórmula (II,l,l), se tiene,

{Ra(X)}‘ = Dn(1) RA(Y) (VI,2,31)

De (VI,2,3l) para B = n - u , obtenemos,

- Dn(A)-Dn(u)[RA(y)*Ru(y)]{Ra(x)}A * { RB(x)}A 
(VI,2,32)

Por otra parte, para A, u, A+u# n+2h,
h = 0,1,2,..., se tiene,

RMX) * Ru(x) RA+u(x) (c.f. [57.] , pág. (VI,2. 3)

97, fórmula (II,4,4)).

Si se reemplaza (VI,2,33) en (VI,2,32), te
nemos,

{Ra(x)} * {RB(X)} = Dn_(A).Dn(u)l RA+u(yr) (VI,2,“)

Si se multiplica y divide el término de la
derecha de (VI,2,3fi) por Dn(A+u), teniendo
presente que A = nf- a , u = n - B y'se.usa

| .la propiedad (VI,2,30), se obtiene,

AI * A =

‘ {nano} {RB(X)}
I

I Í |l l

'.'2I_ Dn(nLa) Dn(n-B) e..' .'= —.—'——— {R .' (x)}" (VI,2, 3)I (l'I'B-n'| l D (n-CX'I'I'I'B)
l "I 1' III'P I‘ "I‘ ‘ n " | l

l" l r ' I ‘

.¡fi‘lffil ,l. ¡“4. l I I
I. q“ . ¡J l "H| ¡para o, B,xa + B á n + 2h, h w 0,1,2,...

J. v _ '

Un’ ‘I. 1' tf” l. ' Asimismo,usando (II,l,3), se tiene,
'l

¡lu-“ml ’r:
(Zn) Dn(a+B-n) (VI,2,36)Dn(n-a) Dn(n-B)

Dn<n-a+n—e> Dn(a) Dn(B)

Reemplazando (VI,2,36) en (VI,2,35), se
concluye,
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{Ra(x)}* * { R8(x)}*

D (a+B-n).___n_____ {R (x)}* (VI,2-37)a+ B-n
Dn(a) Dn(B)

para a, B , a + B # n + 2h, h = 0,1,2,...

Por otra parte, aplicando la transformada
de Fourier en ambos términos dél plroductor

l(II,2,1) y usando (II,1,3), se obtiene,

{Ra(x) RB(x)P* =

¡ Dn(d+B-n1
{R ¿ (xb}* (VI,2,38)

e ..:; 3 Dn<a> Dn<8) I “+6 n

'l ' l al" BIEa + B f n 4:25, If“: Ó,l,2,...,
u . ¡ . ' n‘ l '

'. 'W donde Dn(a)Jestá'definido en (II,ln3).
l l ' I

|

i. tal Por tánto, de (VI,2,37) y (VI,2,38) se con
r'lcluye el rgsultado (VI,2,¿9)Á

l I

l l _.———-v——w¡:l I ,' ur"
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APENDICE

A.l. FORMULA DE LERAY

Sea ®(t) la distribución de una variable t y sea
U(x) e Cm(Rn), tal que la variedad (n-1)dimensional
U(xl,...,xn) = 0 no tiene puntos crítioos; @(U(x)),
denota la distribución definida en Rn, por medio de
la fórmula (llamada fórmula de Leray,[22] , pág. 
102),

<(I>(U(x)),f> =' f d>(U(x)) fu(x) dx ...dx ,'=
Rn 1 . P h

l

m I

= ¿w o(t) dt ¡U(x)=tf(x) WÚ(x,dx) —K0(t),w(t)> (A,l,l)

donde
Il . l l.

l Mt) = ¡I U(x)=tf(x) WUl(x,dx) (A,1,2)

I' h | l

I.xLWUes una forma diferencial (n-l) dimensional de
|44¡finida comosigqe:"II .‘,,

r“ ' ,
n_dUAdw = dxl A dsz ...A dxn y 1a orientación
de la variedad U(x) = t es tallque WU(x,dx)> 0.nr’ñ' .......

- = 2 = 2 2- 2 _ _ 2 2
_Si U(x) P(x) +lm x1+...+xp xp+l ... xp+q+m (A 1,3)

con p+q = n dimensión del espaCio, y m # 0, enton
ces para toda ï’ e D (espacio de funciones de prug
ba, [26] , pág. 64), se tiene,

<®(P+m2),‘f> = f 0(P+m2) ‘?(x) dxl...dx =
Rn n

= f°°<b(t) dt f “P(x) w 2(x,dx) =
-m P+m2=t P+m

= <4‘(t),k”(t)> (A,1,4)É

“0



donde

W(X) WP+m2(X;dx) (A'lr5)

Usando (A,l,1), tenemos,

<5‘k’(m2+P),ï%x)> =<a(k’(to,w(t)> = (-1)kw(k)(o)
(A,l,6)

donde w(t) es definida en (A,l,2).

La fórmula (A,l,l) puede no ser cierta. Por 
ejemplo, si

U(x) = P(x)' (A,l.7)

= 2 2 _ 2 _ ._ 2h
donde P(x)- xl +2..+ xp xp+l ... |xp+q XA,J,8)

I

¿on p+q =ln, dimensión del espacio, porque P(x)=0
tiene un punto critico en el origen, comoconse 4
cuencia de este hecho la distribución ¿(k)(P) 
existe solamente si k < B.- l X[l2] , pág. 250).

l l u

| Por otra parte, la distnibución ¿(k)(m2+P) tag
a bién se puede.definir siguiendo [12] , págs.248

'.¡L251 y la restricción de ¿(k)(m2+P)a la distribu
‘. _ .l l

IJfl¡ _oión ¿(k)(P) de acuerdo con [l2],pág. 250 se had, .

IH-ce bajo la condición K < g - l. (A,l,9)y
|

AJ2. RESIDUO YgPÁRTE FINITA DE-ELz) EN"Pq-_—————_
z=_’n, n=0,l,2,...

La función P(z) definida por,

F(z) = f: e-t tz.l dt es analítica en
z, salvo en los puntos z = -n, n= 0,1,2,..., que
son polos simples, luego,

Res _ lim
z =_n r<z> - 2+ _n [(z + n) r(z)] (A,2,1)
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mwufiWl',' ÁPWBB-ÏÏÏwGpág. 3, fórmulasul y 2, se tiene,

P(z+n+l)
(z+l)...(z+n-1)Ñz+l)

P(z+n+l) (Alzlz)
z(z+1)...(z+n-1)P(z)

Reemplazando (A,2,2) en (A,2,l) y tomando li
mite cuando z tiende a —n, se concluye,

n
RES P(Z) = 4L- (AI2I3)

z —-n .n.

De |26| , pág. 41, se tiene,

pf = lim g_ u\
z = _n P(z) 2+ _n dz{ (z+n) l‘(z)} (A,2 .

L iii Después de efectuar cálculos en (A,2,4), se
ÉÏ; obtiene,

.‘.’-'.’ f _ ' l i
ZP: _n F(z) — ——-ïT-h—— . w(L+n) (A,2,5)

. _ I" (z) .. IF
donde wKZ) - r——————, o equivalentemeg

"1"(2) '
| .

' l I lte, = l + í + ooo+ HI - e
donde e es la constante de Euler.

|

¡l! fi jn De [1]_, pág. 344” fórmuias 1, 2, 3, 4, 5, 6,
wu" .7 y 15, respectivamente, se tiene,

'l l l| u: I .

'fl;f'ï"" , . .r(i + zi .5 'z r(z) (A,2,J)
zh: lll l ¡'¡I ¡"H

ÍII “al! ¡II' ¡"zh _l ':u ' o Á '
.1 f .."'r(z + n) = z (2+1),..h (z+n-l) T(z) (A,2,7)

ll. I. I. L.” I

l ' n- - + +IL = (2-1).”(2-n)'= (A'2,3)
"“"{'| ' J nrf+fi-——fi# q—«n F(-z+l)
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A.3.

P(Z)

F(Z)

r(% +z) . r(% -z)

P(22)

,‘I r(-z+ñ)
.l F(-Z)

I

| l

P(-z)

F(l-Z)=

2

= (—1)ná (le) ...(z-n+l)

(-1)n r<z+1)

22-1

r(z-n+1)

1T csc_(nz)

n csc (nz)

n sec (nz)

“(‘1/2) rpz) r(z+ á)

(A,2,l3) es la fórmula de duplicación de
Legendre.

LA DISTRIBUCION
2:2

(sz) 2

Sea (to,t) un punto en el espacio n-dimensig
nal de Lorentz (eSpacio-tiempo), donde se ind;
ca con É el vector de componentes
(tl,t2,...,t

La formá métrica del espacio de Lorentz es '

n_l) I

definida'a través.del producto esca;ár,
l

para

tá - É.É

2 _ I 2to (tl+t2
l

2 _ _ 2
t OOO 1|

2+...+ t2n-l)

si t> 0
O

(A1219)

(A,2,10)

(A,2,ll)

(A,2,12)

(A,2,l3)

(Ar3rl)

en otro caso (A,3,2)

83



y Real(a) > n, se define la distribución (82)
dependiente del parámetro a, por la fórmula,

a-n
<(52) 2 , ‘? > =

a-n
2

(sz) (A,3,3)i+ \€(to,t1,...,tn_l)dtodtl...dtn_
F

donde‘4 e D ([26] , pág. 64).

r+ = { (to,É) e R“ : s 1 o , t > 0'}o (5,31314)

a e C(números complejos) y n dimensión del.es—
pacio.

Recordemos que en este caso no se puede apli
car la fórmula de Leray ((A,l,l)) Porque Sa
((A,3,2)) tiene un punto critico en el origen.

Siguiendo [12] , pág. 253, se obtienen las
(a-n)/2‘singularidades de la distribución (82%

I

Llamando dw allelemento de área de Ia esfera
(n-2) dimensional de radio unitario) Ó(t°,p) al
promedio de”? sobre las esferas (n-2) dimensio
nales Sito,p), de ecuación

' I

t; + ..; + tr21_1= p2 (A,3,5)

(p constante. to el área de
S(to,l), se-tiene,

l

constante).y wn_2

2” pn‘2 ‘P<t°,pw) du do dg= (A,3,6)
0 I

t _:E
O z_ 2 2 11-2

á (to p ) o <I>(to,p)dp dto

l f 10(0)dm (¡31317)
s(to!Iwn—2 I
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haciendo

Es claro que si ‘f es a soporte compacto, tam
bién Ó lo es, puesto que si K sop \P es un con

r+ n K, también

es un conjunto compacto,luego,"€(t0,tl,...,tn
junto compacto de Rn, entonces

-1)=
a > 0 y0 fuera de F+ r‘ K, por tanto para

> 0, se tiene que,po

Ó(t0,p) = 0 si t0> a y. p Ïupo', luego,

XC: [0,a]

cuencia, ¿(to,p) es¡a soporte compacto.
sop Ó(to,p) [0,p0] , en conse‘ 

o I - l a81 se hace el camblo de varlables,

en (A,3,Q) y|escribimos,

(Hifi!) (AI3I8)

tenemos,

I a —nl'I'"
2<(52) , “f >

2:2
(E-n) 2 n

n-3
2

E °l(€,n) dn dE
una

IW_I a
=————n2 r f

4 €>° o
(Ar3r9)

n = t E , la integral (A,3,9) se transfog
ma en,

a-n
<(sz) 2 , ‘f >

:3
l

LA.)

{t 01(Ert6)} dtdE (A,3,10)
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.‘.¿'J

7'04!“ijpamaga-,me«ul:-n

v¡aut

a-n n-3 - .1 _ "_ l ¡
Llamando G(E,d) = % g (l-t) 2 {g 2 91(g,t¿}} dtdg (A,3,ll)

y reemplazando en (A,3,10), tenemos,

a-n F_ l
2 'rP>

g _ l

I Imaz . G(€,a) dé< 2 '

¡(s > Iwñ_2l o
(A,3,12)

De acuerde con [12] , pág.'254, fórmulas (ll) y
(13), la Cantidad G(€,a) tiene polos simples en los

n I l

púntos a="n-2k,fk = D,2,... y además la integral

¡{7€ dE tiene pelos simples en a =-2k,

a
— _l |
2 C(E,a)

0,1,2,‘.‘.. ‘|
l a-n

. l | ' ' I '

.,JÏP°r CODSiQUienter <(52) 2. ¡“P > tiene dos con
. . I n I

lfïmntos de Singularidades, a saber,

.A = { a ; a = n-2k , k = l¿2;... }Iw"'*’—“v- "

{a= pk=0'l,2'ooo}l

En este sentido se dice que la distribuCiÓn
a-n

(Sz) 2 tiene dos grupos de singularidades:

a= k=1,2]...
Y

a = - 2k, k = O,l,2,... (A13 L1)
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