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CAPITULO I

— I N T R O D U C C I 0 N -­

El 99 % del Universo se componede materia en estado de plas­

ma. La fisica del plasma ee le llave que abrirá para el hombre

la fuente de energia, prácticamente inagotable, de la fusión

nuclear controlada. Sea para el conocimientc>de las estructuras

macroscópicas en que se halla organizada la materia en el espa­

cio cósmico, comopara el dominio de nuevas tecnologias, la teo­

ria de la estabilidad de los plaSmas es una disciplina fundamen­
tal.
Unacaracteristica de los plasmas es la variedad de escalas reprg

sentativas de los fenómenos que en ellos pueden tener lugar. Como

gases de particulas cargadas, en movimiento, dan origen a concen­

traciones de carga y de corriente eléctrica, con sus concomitantes

campos eléctricos y magnéticos. En estos campos, a su vez, deben

moverse las propias particulas - iones y electrones-de1 plasma.

De entrada, se pone de manifiesto el Carácter no lineal de la di­

námica del plasma. De esta dinámica, la teoria de la estabilidad

contempla solamente los primeros instantes, en una aproximación

linealizada, de los procesos de transformación y cambios de esta­

do de equilibrio en el plasma. Pero debe tenerse presente que los

estados de equilibrio están, por lo general, muyapartados del 113

madoequilibrio termodinámica (o mejor,termoestático), debido a la
alta densidad de energia que caracteriZa a los plasmas y a la ri­

queza de sus grados de libertad colectivos. Asi, un plasma rápida­

mente desarrolla estados turbulentos, que reflejan sus microinestg



bilidades, o bien mudaviolentamente de equilibrio Cuandouna

reorganización en gran escala de sus cargas y corrientes le pe;

mite acceder a un estado de menor energia. Las microinestabili­

dades,de alta frecuencia y pequeña longitud de onda, producen

cambios en las funciones de distribución de las particulas en

la dirección del equilibrio termodinámico. No obstante, debe

mencionarse la facultad de los plasmas de organizarse, en una

etapa posterjOr no lineal, en estructuras coherentes (solitones,

espicones, etc.) que constituyen su estado de turbulencia fuerte.

En este trabajo no nos ocuparemos de esta fase tan avanzada de

la evolución de un plasma, sino más bien de la primera en el orden

fenomenológico, es decir de su estabilidad macroscópica, o mejor

dicho, de sus macroinestabilidades de baja frecuencia. Pero con­
viene tener en cuenta que no existe una frontera claramente defi­

nida que separe los tipos de inestabilidad, sino una graduación
continua de escalas.

Es evidente que la inhomogeneidad de un sistema constituye un dese

quilibrio, que puede alimentar una inestabilidad si se dan con¿

diciones favorables. La inhomogeneidades inevitable en dispositi­

vos realistas, comolas máquinas de plasma destinadas a confinarlo

con vistas a su empleo en futuros reactores de fusión. En el con­

cepto de confinamiento magnético, son las lineas de fuerza de un

campomagnético las encargadas de restringir los grados de liber­

tad de las particulas del plasma transversales al campo, evitando

asi el contacto con paredes, que provocaría un rápido enfriamiento
del sistema.



Esto impediria la utilización del mismocomoreactor. La presen­

cia del campomagnético introduce dos nuevos parámetros, que ca­

racterizan el movimientoindividual de las partículas del plasma:

el radio de su órbita en el campomagnético (supuesto, Por un in;

tante, homogéneo), o radio de Larmor WL)” la frecuencia con quer9

corre la órbita, llamada frecuencia de Larmoro de ciclotrón (wc)

wc = eB/mc ,

eL . V_L/Vce

Aquí, e y m son la carga y masa de la partícula, v¿ es

su velocidad transversal al campo B, y c es la velocidad de

la luz. Nótese que para igual vL, mayor B implica mayor
frecuencia de ciclotrón y menor radio de Larmor, es decir un con­

finamiento más eficaz de los desplazamienumstransversales. Asi­

mismo, la dependencia con l m, muestra que es más dificil res­

tringir el movimiento de los iones - debido a su mayor inercia ­

que el de los electrones.

En el limite en que el radio de Larmor es mucho menor que la es­

cala de los movimientos macroscópicos del plasma, y al mismo tiem

po el periodo de ciclotrón iónico es muchomenor que los tiempos

característicos, el plasma se puede tratar comoun fluido neutro,
pero conductor y sensible a la acción del campomagnético debido

a la fuerza de Lorentz. Esta aproximación se conoce comomagne­

tohidrodinámica (MHD),y ha sido muyutilizada en la teoria de

estabilidad de plasmas. Naturalmente, también se requiere que los



periodos de plasma (de electrones e iones), y la longitud de

Debye

1 2 1/2
XD = ner / w nez) / e 7[T(°K)/n(cm-3)] , (1.2)

sean despreciables frente al tiempo y longitudes de onda carag

teristicos (a fin de no considerar efectos de carga espacial).

Recientemente, la aplicación de la MHDideal (sin viscosidad,

conductividad térmica ni resistividad eléctrica) al caso de los
espejos magnéticos axisimétricos (que nos interesan particular­

mente comodispositivo de fusión), fue reseñada y extendida por

D' Ippolito, Hafizi y Myra(;).

La aproximación MHDequivale., en lineas generales, a su­

poner que las particulas del plasma carecen de inercia, pero mg

chos de los fenómenos observados violan esta condición. Por

ejemplo, es insostenible cuando algún componente del plasma po­

see alta energia, comoen muchossistemas actualmente estudia­

dos, en los que se inyectan haces iónicos acelerados o electro­

nes calientes. En tales circunstancias,las especies con dicha

caracteristica requieren un tratamiento cinética completo, usan

do para ello 1a ecuación de Vlasov.

En estos plasmas, una consideración detallada muestra en todos

los casos que el parámetro s a (kg)2 , siendo k el número de

ondas de un modoinestable y o el radio de Larmor tipico de
la especie involucrada, supera un cierto valor, que depende del

problema. Por ejemplo, en un campoeléctrico inestable y, cru­

zado con un campomagnético, los electrones derivan con una ve­

locidad mayor que los iones, debido a la inhomoqeneidad de E,



que es percibida con más facilidad por los iones, pues éstos,

en un plasma isotérmico, tienen mayor radio de Larmor(2’. El

efecto produce un desplazamiento relativo de cargas y puede
(3)estabilizar al plasmasi

Plasmas donde se cumplen condiciones comola (1.3) se distig

guen con el nombre de "plasmas con radio de Larmor finito",

aludiendo al hecho de que no es posible conservar los efectos

físicos en ellos observados al tomar el limite MHD, ya que

ambos miembros de (1.3) se anulan.

La teoria de la estabilidad de los plasmas con radio de Larmor

finito debe desarrollarse, comoya dijimos, a partir de la

ecuación de Vlasov. En consecuencia, el marco matemático en

que se realizan los cálculos de estabilidad es muchisimomás

complejo que para la estabilidad MHD. Habitualmente, para

simplificar las ecuaciones, se realiza una expansión en poten­

cias de un parámetro pequeño C , y se retienen todos los té:

minos dominantes de igual orden. En el ordenamiento aproniado

para describir el efecto de la desigualdad (1.3) se toma

ksii = Q(€) y w/wci = 0(€2)(3). Otros ordenamientos son po­
sibles (A). Enparticular, el objeto de esta tesis es estudiar
un ordenamiento en que los efectos del radio de Larmor iónico

sean tomados en consideración en forma exaCta, es decir

k9 i = 0(1) y también f’i/a = 0(1), donde a es la escala



tipica de inhomogeneidad del plasma, al que llamaremos "plasma

con radio de Larmor grande". En este sistema, el tamaño de la

órbita iónica es comparable a las dimensiones macroscópicas.

El plan de la tesis es el siguiente. En el capitulo II se pre­

senta la integración de la ecuación de Vlasov por el método de

las caracteristicas, señalándose la imposibilidad práctica de

desarrollar ese tipo de cálcnlo en un plasma inhomogéneo con

órbitas macroscópicas,ya que para ellas no es posible desarro­

llar la inhomogeneidadsobre la órbita en algún.parámetro pe­

queño.

El origen de la dificultad es el uso de la variable tiempo en

la integración de la ecuación de Vlasov. Unformalismo conju­

gado que emplea la variable canónica hamiltoniana es sugerido

por analogía con la mecánica cuántica. Los autoestados del opg

rador de Liouvflle de orden cero forman una base estacionaria

que permite integrar sin dificultad la ecuación de Vlasov, a

primer orden en la perturbación. Estos ampestados, que son

verdaderas "funciones de onda" del problema, contienen toda la

información sobre las inhomogeneidades, y pueden ser computados

numéricamente en los casos que no admiten tratamiento analítico.

Adiferencia de lo que ocurre en la ecuación cuántica de

Schródinger, gracias a que la mecánica subyacente es clásica, la

integración se reduce a simples cuadraturas sobre la trayectoria

en los camposde equilibrio (no perturbados).

Asimismose presenta un esquema electrodinámico en que los elec­

trones, supuestos cálidos o frios, son tratados en aproximación



MHD.Este modelo hibrido, llamado de Vkasov-fluido, será utili­

zado en los capítulos finales.

El capitulo III intenta dar una formulación unificada de los

"principios de energia" usados en la fisica del plasma para los

estudios de estabilidad. Para ello, el enfoque elegido es el de

la termodinámica de procesos apartados del equilibrio (también
llamadanirreversible"), que hasta el presente trabajo no había

sido utilizada en fisica del plasma, salvo una referencia le­

jana, hecha por Chandrasekhar, al principio de minima disipa­

ción. Se presentan en este capitulo las herramientas fundamen­

tales, y se reseña el trabajo de las distintas escuelas. Un

concepto Central es el de función de Lyapunov, cuya existencia

y construcción son encaradae desde el punto de vista macroscó­

pico y el microscópico. Se muestra en ambos casos que si la

disipación es semidefinida positiva, la función de Lyapunov

existe y está relacionada a un exceso de entropía, que se cal­

cula a partir de las ecuaciones de regresión de Onsager del

problema.

Comoaplicación inmediata de la teoría general se redemuestran

dos principios de energia de la magnetohidrodinámica, ideal(5)

y disipativa(6’. Asimismo,se investigan dos inestabilidades ter

moeléctricas a la luz del formaliemo generalizado de la función

de Lyapunovpara plasmas fuera de equilibrio. Los resultados ob­
(7)tenidos concuerdan con los análisis de modosnormales (8' 9).

El capitulo IV está dedicado a la estabilidad de los plasmas de

Vlasov, usando para ello las técnicas de los capítulos anterio­
res. Con toda generalidad, y de manera unificada, se reobtienen



los teoremas de estabilidad debidos a Newcomby Rosenbluth(lo),

h(12). Los resultados deSeyler y Lewis(11’ y Sudan y Hosenblut

este capitulo permiten extender la aplicación de principios de

probada amplia validez al caso del HIGHA,un experimento que

consiste en un espejo axisimátrico simple, con iones de alta

energia inyectados con muybajo momentoangular. Este es un ti­

pico ejemplo de plasma con radio de Larmor grande, ya que el

diámetro de la columna es sólo unas dos veces el diámetro de

las órbitas iónicas. El cálculo de estabilidad para un modo

"flute", bien conocido por su inestabilidad, se realiza en el

capitulo V. Primero, se analizan las dificultades del cómputo

de los modosnormales, debidas al tamaño y las caracteristicas

de las matrices involucradas. Unestudio menos.detallado, pero

igualmente efectivo en ciertas circunstancias, es investigar la
satisfacción del criterio de Lyapunov.Así, se logra mostrar

que un desplazamiento rigido de la columna del MIGMAes inesta­

ble en el campomagnético del espejo simple (el modo m a l).

La inestabilidad, que constituye un defecto característico de

los espejos simples, era esperada, a pesar del tamaño de las

órbitas, pues este modono es estabilizado por efectos de radio
de Larmor finito.

El capitulo V se cierra con las conclusiones del trabajo y las

perspectivas para futuras investigaciones.

Salvo en donde se indica explícitamente lo contrario, se usan

siempre, en esta Testr, unidades CGSgaussianas.
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CAPITULO II ’

TEORIA CINETICA DE LA ESTABILIDAD DE LOS PLASEAQ_QQ!_EAQ;Q_QE

LARMOR GRANDE

Las técnicas habituales en Fisica_de1 Ileana(1) para estudiar la
estabilidad de un sistema confinado nagnéticamente (por ejemplo,

un espejo) se basan en suponer un radio de Larmor iónico pequeño,
o incluso nulo. .

Sin embargo, en algunos experimentos actuales, el radio de Larmor

iónico, rLi , puede llegar a ser comparable con las dimensio­
nes del sistema, y claramente mayor que la escala tipica de inho­

mogeneidad del mismo. Por ejemplo, en el experimento MIGMA,el ra

dio del plasma es del orden de ZrLi. ‘Está claro que en siste­

mas de este tipo, a causa del gran valor de rLi, los iones de­
ben describirse por medio de la ecuación de Vlasov. En cuanto a

los electrones, aunquesiempre es posible representarlos por otra

ecuación de Vlasov, se pueden tratar aproximadamente comoun {lui

do frio sin inercia. Además,por supuesto, se deben agregar las

ecuaciones de Maxwell para tomar en cuenta al campo electromagné­

tico.

Corrientemente, la ecuación de Vlasov se resuelve por el método
(1. 2. 3. a).de las caracteristicas Esta técnica, usual en el

estudio de plasmas homogéneos y de plasmas inhomogéneos con pe­

queño radio de Larmor, presenta, en el caso de plasmas con rLi
grande, dificultades que la hacen de muydificil aplicación.

Consideremos el caso especialmente simple de un plasma formado

por una sola especie de particulas,con un fondo neutralizador.



ll

Tratemos dicho plasma con la ecuación de Vlasov sin colisiones

(para una especie) y supongamos que sólo pueden aparecer modos

electrostáticos, con lo cual la perturbación del campoelectro­

magnético puede describirse por 1a ecuación de Poisson. Si la

densidad del plasma a orden cero es no y la frecuencia de ci­

clotrón ( a orden cero) 0311 , definiendo el vector 4} que

apunta en 1a dirección del campomagnético (a orden cero) y tie

ne módulo IL , supuesto que las particulas del plasma tienen

masa ¡L y carga Q, se obtiene, linealizando las ecuaciones

de Vlasov (f = fo4-f1) ylde Poiseon (Á - ¿1)

- Df - Q
2 TÍ-+102fl+l"9:° -r. BIS-7'va,

Vzfil = ‘lflrno Q 5‘ d3Vf1 E nkmfl (11.2)

Si el fondo neutralizador tiene una función dieléctrica distinta

de la unidad, ésta debe incluirse en (11.2). Si ahora se integra

(11.1) por el métodode las caracteristicas, se tiene
t

f1(;, 1, t) = dt' 1'ó1(;‘, 1',t'). ‘Zv.f°(;', x') ,
(11.3)

dondela integral en t' es una integral "a lo largo de la tra­

yectoria" (sin perturbar), dada por

d;'/dt' 21' ; d1’/dt' - ¿yx 11(5') (11.1.)
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Si el plasma es homogéneo, o bien inhomogéneo pero con radio de

Larmordespreciable, la integral orbital (11.3) se realiza sin

problemas(l’ 2). Si el radio de Larmor rL es pequeño, aunque
no despreciable, es aún posible calcular la integral orbital

(11.3), desarrollando el integrando en serie de potencias de

rL(5’.6). Pero si rL es grande, la integral (11.3) ee muy
dificil de evaluar. Haycasos especialee(7' 8' 9'10’11’ en

que aún con un valor grande del radio de Larmor rL la inte­

gral orbital (11.3) se puede obtener analíticamente. En par­

ticular esto es cierto si el campomagnético (a orden cero) es

uniforme, o sea si 11(1) ¡Ilo , independiente de g (a).

Siempre es posible evaluar numéricamentela integral (11.3),

pero en general esta integral depende en forma complicada de

la frecuencia w de la perturbación (que aparece cuando se

hace un análisis de Fourier en el tiempo de la perturbación z

¿1, flvu e‘iwt),y'ee hace necesario realizar el cálculo numé­
rico de la integral orbital para cada valor posible de la fre­
cuencia w .

Esto muestra la dificultad que hace inaplicable,en el caso ge­

neral con rL grande, el método de las caracteristicas: Cuag
do es posible calcular analíticanente la integral orbital, com

binando (11.2) y (11.3) para un nodo de Fourier, se obbiene
la relación de dispersión del problema

D (w) = o (11.5)



que da la frecuencia de la perturbación. Pero si 1a integral 0r­

bital debe computarse, la raíz de la ecuación (lI.5) debe en­

contrarse numéricamente, lo cual demanda un tiempo de cálculo muy

largo.

Designemoscon I la integral orbital que aparece en la ecuación

(11.3).

Puesto que la dificultad esencial para resolver la ecuación de

Vlasov en el caso de un plasma con rL grande y E(z) no unifor­

me, está en el cálculo de la integral orbital I , lo ideal sería

tener un método para resolver la ecuación de Vlasov (11.1), en

que la integral .I ni siquiera se planteara.

Para entender la causa por la cual aparece I en el cálculo, con

viene adoptar el punto de vista de la Mecánica Cuántica, aún cuan

do el problema físico estudiado sea totalmente clásico. La venta­

ja de tratar cuánticamente problemas clásicos complicados, en FI­

sica del Plasma, fue ya puesta en evidencia por varios auto­

res(11’12’13’1h). Desdeun punto de vista cuántico, el tratamien

to clásico habitual de la ecuación de Vlasov por el método de.

las caracteristicas, equivale a elegir, comobase del espacio de

Hilbert,una base de estados coherentes, en vez de la base canóni­

ca formada por los autoestadoa del hamiltoniano(15’,

Ahora bien, es ésta precisamente, la causa de que en los cálculos
aparezca la integral orbital I. Está claro que,volviendo a la

base canónica de autoestados del hamiltoniano Ho sin perturbar,

y comoéstos sólo se modifican en un factor de fase, esta integral
es ahora trivial.

Este tratamiento ha sido aplicado por Harris y por Virtamo, para



1h

el caso de un plasma en un campomagnético go uniforme(ll,12).
En particular, el cálculo de Virtamo es para un plasma inhomogé­

neo, con radio de Larmor grande, pero en ¿1 se supone una forma

especialmente simple para fo(ll).
Es posible, sin embargo, modificar su cálculo para que sea válido

para cualquier fo. Supondremos, por simplicidad, que el plasma

está formado por una sóla clase de partículas. Sea Ho el hamil­
toniano de Hartree-Fock del plasma en equilibrio. No es necesario

hacer mayores hipótesis sobre la forma de Ho, salvo la importante
suposición de que se sabe resolver exactamente la correSpondiente

ecuación de Schródinger, es decir hallar les autovaloresdeHo y sus
correspondientes funciones propias

Ho T n = En Ïn , (11,6)

donde n es un indice (ocasionalmente múltiple) Que representa

los números cuánticos del Problema. En particular, si a orden ce­

ro sólo hay presente un campo magnético uniforme go (y no hay

campoeléctrico), se tiene

o ; Ao: 321°”; (11,7)

La eeuación de Shoradinger para este hamiltonieno se ha discutido

ampliamenteen la literatura‘16917n13ol9).

El análogo cuántico de la ecuación V1asov es la ecuación de Schró­
l 20 21 22 23 2L)

dinger —Von Neumann para el operador densidad Y ( 7' o p ¡ o .

1 n = “,31 , (11.3)



donde H : H°+ H1 es el hamiltoniano de Hartree-Fock del plag

ma, cuando se ha introducido la perturbación fl en la función de
distribución. Autoconsistentemente, de forma que se cumplan las

ecuaciones de Maxwell, las perturbaciones correspondientes del

campoelectromagnético vienen.expresadas por ¿1 y ¿1 . Por
simplicidad asumiremos Al = 0, lo que equivale a considerar cg

moposibles perturbaciones sólo modoselectrostáticos, dados por

¿1. Entonces resulta H1 = Q ¿l'.
Luego, debe agregarse a la versión linealizada de (11,8), que es

el equivalente cuántico de (11,1),

i {15:1: D11,yo]+[uo, 311 (gzïggll (11.9)

la ecuación de Poisson linealizada '(IILZ). Asi pues, el análogo

cuántico del sistema de ecuaciones (11.1) - (11.2) es el dado

por (II;9) y (11.2).

La ecuación (11,8) a orden cero nos permite observar que S’o

debe conmutar con Ho. Luego debe de existir una base de autoeg

tados de Ho, en que la matriz densidad a orden cero es diamo­
nal; si loS'kets de esa base se representan por { ln) }, se tie­

ne

52°: Z rn |n><n| (rn 5v<nlj>°|n>) (11,10)
n

Haciendo ahora un análisis de Fourier en el tiempo de la perturba­

ción (fl, ólcue‘i't), se puede escribir en dicha base {In>} la
ecuación (11.9), en la forma

fm <m|3>1| n> = <m | Hl|r>(rn —rm)+(Em - En)<mI?1 In) , (11.11)
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<mlf1\n>= (“Hifi (“f”) I, (11.12)

donde es

En=<"|“o|'>= "mn:EL?

La ecuación (11.12) eslh solución de la ecuación de Vlasov cuán

tica, y comose ve no contiene integral orbital, comoocurre con la

solución clásica por el métodode las características.

La base {\n;Ï3 será la base propia comúna Ho y otras constantes
de movimiento (como el momento angular canónico, etc) que forman

junto con Ho un conjunto completo de obeervables que conmutan

“1]” =lw.(1e,22)
El limite clásico de (11.12), que es lo que en realidad nos inte­

resa, se obtiene pasando al límite ‘ñ-+O en (11.12). Para ello

es necesario tener en cuenta que las diferencias (fn - fm)/fi tieg

den a valores proporcionales a las derivadas de la función de dis­

tribución f0 respecto de las constantes de movimiento

°(1(i = 1,...) que forman el conjunto completo de observables
{di}.
0 sea fn " fm __> aro

fi «¿o Z EPM“) ) (11.13)

donde los coeficientes F1(n) ae determinan en un cálculo deta­
afo/‘an o

Supuesto además que se conoce el límite clásico de los elementos

de matriz <m lHll y y de "mn

llado. Este limite (11.13) lo notaremos



7€
wmnñïgrmn ! <n\H1\ figo mn ¡

se puede, finalmente tomar el limite clásico de (II.12)

3a ‘ar 7L sr - 71”___} mn o z inn o u) : _ )
<ml 51‘ Qñqo w -an an D0“) Bn o”) w mn

(II.lL)

Por ejemplo, en el caso de campo a orden cero uniforme, con

Ho dado en (11.7), se tiene que' n es un indice triple, es
decir

l nC> El‘ba!;> ;

donde 9 , e son indices discretos y k es un Indice continuo,

En = Eisk = 39k

no dependiendo de a lo: niveles de energia. Dichos niveles
son(17,18,l9)

‘m n
Eok ' “1100+ 1/2)+'%‘;L—2 Y,” = 2110+vuq (2-3) 3) ; q 5km­

‘ylnego D°(w) = w - 355 - vuq . (11.15)

En cuanto al cálculo de los elementos de matriz ZZ mn, se puede

realizar, usando que H1 = Qfil, y expresando a ¿l como

¿l = ¿(Lmt) = ¡o 91k! - iwt

bi se asumencondicionea de borde cilindricas, conviene realizar
(8)

un análisis de Fourier - Beaeel , en que la perturbación él
es proporcional a una función de Bessel en la variable radial y

a exp (129+ikz - iv“) o

l?

kn)
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(11’19) quien ob­:El cálculo detallado ha sido hecho por Virtamo

tuvo los elementos de matriz <@|H1|n)'en términos de funciones de
Laguerre. Al tomar el límite clásico del resultado de Virtamo,

usando ciertas conocidas relaciones de las funciones especiales,

se puede mostrar que las funciones de Laguerre se transforman, en

este límite, en funciones de Bessel.

Realizando el cálculo en forma detallada es posible mostrar que

se obtiene la mismarelación de dispersión (11.5), para el caso
de fi uniforme que estamos considerando, que por el método cléo

sico de las caracteristicas‘ll)s

La única diferencia entrenuestra presentación yladeVirtamo(11)

es que nosotros factorizamos la ecuación (11.12) en-(fn - fm)/fi ,

el elemento de matriz <blulld> y la inversa de (w - wm“), y to­
mamosel límite clásico de cada factor, para lo cual no se requig

re ninguna hipótesis sobre fo comonecesita Virtamo en su cálcu­

lo, por lo cual nuestro método es más general.

Ahorabien, aunque este procedimiento permite reproducir los resul

tados obtenidos por el métodode las caracteristicas, incluso en

casos dificiles, comolos discutidos por Davidson(8), no es aplica

ble al caso de rL grande, con .2(r) no uniforme.
La causa de ello es que si bien se sabe resolver exactamente la

ecuación de Schródinger para una partícuLa cargada en un campomag

nético uniforme go, no se conoce, en cambio, la solución de esta
ecuación para el caso de un caMpomagnético no uniforme. Luego

no es posible obtener los niveles de energia ni las correspondien­
tes funciones de onda.
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Podria pensarse, entonces, en intentar buscar una solución apro­

ximada de esta ecuación de Schródinger, pero las aproximaciones

a realizar deberian ser consistentes conoue luego se tomara el

limite clásico. Esto excluye, por ejemplo, una solución pertur­

bativa de la ecuación Ro?“ = En Í“ .

Surge entonces una idea mejor: ¿No será posible realizar un cálcg

lo que sea totalmente clásico desde el comienzo, pero que se ase­

meje al cálculo cuántico antes esboaado, en el sentido de que des­

criba la evolución del sistema en términos de una base de estados

estacionarios (a orden cero) y no en términos de una base de esta­

dos coherentes, comoen el método de las caracteristicas?

Comoveremos a continuación, la respuesta a esta pregunta es afir­

mativa. La idea del métodoa seguir está en le-analogia existente

entre la ecuación de Liouville (o en nuestro caso, 1a de Vlasov)
(20.25)y la ecuación de Schnódinger Esta idea ha sido desarrolla

da recientemente en una serie de trabajos por Symon,Lewis, Seyler

y Barnes(26,27,28,29.30.31)o

Hasta ahora hemosusado dos tratamientos equivalentes: uno clásico,

en base a las ecuaciones (11.1) y (11.2); y otro cuántico, en base

a las eeuaciones (11.9) y (11.2). En ambos hicimos una serie de

hipótesis simplificadorae (una sóla especie de particulas, sólo

modos electrostáticos, etc), y se supuso que el campoa orden ce­

ro era ELE). En realidad, se particularizó luego más al suponer

g(¿) = go uniforme. En el tratamiento cuántico se tenia

H0 = ¿Fm ' 3549 ’23 H‘1= Q ¿1 (Xxlom = _B(;) ) . (11.16)
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En especial, si ¿(5) = go
Las ecuaciones (II.1) y (11.2), que son la base del tratamiento

, uniforme, de (11.16) se sigue (II.7).

clásico,se escriben en forma compacta

3 f1 A
3-; + Lofl - [Hp ro] , (11.17)

A

A 'Yli =Íd3v J r1 ’ (11.18)

donde los corchetes en estas ecuaciones, son corchetes de Poisson,

y es

>>
A

L r. — - 1 2 . - . ­
O [ v Ho] ' 102+!XQ-1v o ‘ ¡’Ïnov 1 J " anl ' ¿1 a

(11.19)

Ho y H1 coinciden con los dados en (11.16). En especial es

H1 = Ml ; [H1,fo] = fi 271-va0 (11.2o)

El limite clásico de (11.9) es (II.17) y el de (11.8) es

A

er/ +1. r = o; L -[ , H] (H = Ho+lll) , (11.21)
A

La versión a orden cero de (11.21) es que Loro a 0, o sea que
A

fo
La versión linealizada (a primer orden) de (11.21) es (11.17).

es una función propia del Operador Lo con autovalor cero.

A A

El Operador L se llama Liouvillano, y Lo ee el Liouvillano a or­
den cero.

A

Cambiandola definición del operador diferencial 1L y de J, el

sistema de ecuaciones (11.17) - (11.18), salvo alguna ligera mo­

dificación (comoque fl 1 en vez de ser igual a él, sea un vector



de [R 3 o de Ea“, o que f puede ser también un vector) representa

en realidad una situación muchomás general que la discutida hasta

ahora. También es general 1a validez de (11.21) y que 1° =[ , H0]

Y H1=J"Zl.
Asi, por ejemplo, consideremos un plasma formado por varias (n)

especies de particulas, tratadas cada una de ellas por la ecuación

de Vlasov, y supongamosque se considera una perturbación arbitra­

ria, por lo cual en vez de le ecuación de Poisson (11.2), hay que

usar las ecuaciones de Maxwell. Esta es, sin duda, la situación

más general que se puede plantear.

En este caso es posible identificar a 721 con el cuadrivector

( ¿1, Al) y a f1 con el vector (til)....fí3,...fín) ), y análo­
(1) (s) (n)

gamentea fo con el vector (fo ,.¡.,fo ,...f° ), donde 1‘53 Sn;
f‘s) es la función de distribución de la especie a. Ahora si

J ee identifica con una matriz de (r1XhJ o sea un vector

(J1,...JS,...Jn), donde Js es a su vez un cuadrivector
Qs

J =

3 ( (¿a - 23% ) ’ (11.122)H?

dande QS es la carga y M. la masa de una partícula de 1a espe­

cie e, c es la velocidad de la la , ¿o el potencial vector a

orden cero, ¿o = 50(5), y donde Es es el impulso canónico de
una partícula de la especie s

DÏ3=M31+—A; A=AO*A (11.23)1 ;O
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se tiene que(26'29) las ecuaciones, a primer orden en la pertur­

bación,que describen este sistema, supuesto que se eligió una me­

dida en que V .A :2. (A°+A1) = 0 son

3 Am ( ) _ (s) ( )
(a: + LS) 1‘13 - [H1 , foa 1 (11.21.)

A

A711 =chfigs dará” (11.25)
8

donde se ha eliminado un factor Mg renormalizando conveniente­

mente la función de distribución f"! y es
A

LH .HLS’J;uff“ laz‘ieéuo’zwanos HÍS’HJI,
(11.26)

-Vz 0

A

1X ; la. 7
W 2 2

4 3_ v2_ 3 _ (a)
013‘ tía? ¿2sz (11.27}

siendo además

(s)2 .MIQ2 3 (s)
WP (9-17.3. ¿fs r0 (3,2) . (11.28)

5

La ecuación (11.25) es una ecuación entre cuadrivectores, y se de
(s)lbe interpretar el producto Ja‘ll, que se iguala a H en

(11.26), comoun producto escalar entre cuadrivectores. Obvia­

mente, el sistema de ecuaciones (II.2h)-(II.25) asi obtenido es

muysimilar al sistema de ecuaciones (II.17)—(II.18) y, e los efeg

tos de los desarrollos que luego haremos, puede identificárselo



con él sin mayordificultad.

Otro caso interesante es el de un plasma compuesto por una especie

iónica de gran radio de Larmor(iones calientes), que debe tratarse

por una ecuación de Vlasov, y por electrones frios, que son considg

rados comoun fluido frio sin inercia. Eventualmente, podria haber

presentes también iones frios que fuesen asimilables a un fluido
iónico.

El caso de perturbaciones de baje frecuencia en un plasma de iones

calientes y electrones frios es el llamado modelode "Vlasov-flui­
d¿'(26’ 29’30). En este caso debe ser

wlme =0: e 2x3- 3.3. (11.29)
° at

(1* ¿Dig a h’WIQJU-É ) rd3v (11.30)c

3 f
3'»; 1°! f* fi (3+1"!).V_,1 = 0 (11.31)

donde Q es la carga y M la masa de los iones (la carga electró­

nica es -Q), g_es la velocidad de los electrones, y los camposg

y g pueden expresarse como

E = -1 ó B =Z! _A_. (11.32)

Las condiciones de equilibrio del plasma, con distribución f0 de
los iones, vienen dadas por las versiones a orden cero en la pertu;

bación de (11.29), (11.30) y (11.31). Ocasionalmente, en algunos

cálculos se introducen corrientes adicionales, que no se perturban,

ajenas al plasma. Esto evita que los camposeléctrico go. go(¿)
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y magnético go = Q0(;) a orden cero, deban ser autoconsistentes

con la función de distribución fo. En estos casos deben corre­
girse convenientemente las ecuaciones (11.29), (11.30) y (11.31)
a orden cero.

Asumiendoque los electrones se desplazan perpendicularmente a

las lineas de fuerza, porque los movimientos a lo largo de las

lineas son inmediatamente cortocircuitadoa

2°. =¿'21- og
es posible elegir una medida tal qug(26v29p30)

_ _° (11.31.)ul=Ï:Al=í*!o:é1=É.-E

donde fio(¿) y 20(3) son los campos a orden cero (que pueden
ser o no ser uniformes). La ecuación (11.32) asegura el cumplip

miento automático de la ley de Faraday; si además se elige la me­

dida (11.35), se cumple también automáticamente la ley de Ohm.

Luego, con la elección de medida hecha, las ecuaciones (11.29)

se verifican siempre.

La versión linealizada (es decir, a primer orden enÁla perturbación)

de (11.30) es

¿"1 (9.80“ 31+(1:31),er - o “051- 2 ¿#21 =

= Q d3vf1 (go+%1x20) (11.35)

donde

no = no (a) =Sfo d3v; .10 = nom {1 rod3v (11.36)



Expresando la perturbación de los camposa primer orden El, gl

en función de Al, el, por (11.32), y usando (II.3L) para expre­

sar a su vez ¿1, el, El en función del desplazamiento electróni­
co í, se obtiene, luego de hacer un cambio de variables de 1

a í, dado por (11.23), en donde E_ es el vector impulso canó­

nico de los iones

M s ¡1; í (zx ¿hurt (í!2°]+_[‘1"Z‘ÉxfioflXBOÏ-‘Sgoxüflíxflofl+

+Qnoíüiï-EOH fix-¿1+5? noüxsovao =c

g Qíd3f[20+áz (S.- 259x20] r1 5 ya? g r1 , (11.37)

donde se ha eliminado un rector ¡3, renormalizando 1a función de

distribución. En lo que sigue, einepre que aparece un factor M3

debido a1 cambio de variables en una integral, de (d3v) a (dáï),
se supone que se elimina por una renornalización conveniente de la

función de distribución.

E1 operador diferencial ¡i y el vector ¿_ quedan definidos en la

propia (11.37). Que en forma compacta se escribe
A

AZ = fa? ¿r1 (11.38)

El hamiltoniano para un ión del plasma es

uzz-i—(:;-%_A_)2+Q¿ =no+H1 (11.39)
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y luego es (recordando la definición de ¿_ dada en (11.37))

3HH :J._É-J:QE+.1_(-9A)xn =— 11.0
1 - i _ [.0 Mc i 6...0 .0] a o t lo)

También,defin1endo

A A A

L'5[ , H] : Lo+ L1 , (11.1.1)

se ve que

" v VLoE[ ¡"JJ-r“ ‘ “0-s ­

: ¿go_+fi(fio+%xox!°)oïvo (11.1.2)

donde

Q1° - cAo) : ¿+3254 e (IIJÜ)

A primer orden,1s ecuación (11.31) resul‘s

3 f A

fiin“, r1 =[Hl,f°] (11.1.1.)

que es idéntica s.1a ecuación (11.17).

Conla definición (II.h3) de lo, la integral en (dág) de la
expresión (11,38) se transforma en una integral en (davo), con

lo que (11.38) se puede identificar con (11,18), igualandoq?1
a EL. Ademáslas expresiones defll dadas en (II,LO) y (11.20)

coinciden. Entonces las ecuaciones básicas del modelo de "Vlasov­



fluido" son (II,LL) y (11.38), que pueden identificarse con el sig

tema de ecuaciones (11,17) - (11.18).

Vamosahora a discutir el método de resolución del sistema de ecua­

ciones

(II,2L)- (11.25) .

Vlasov, y al sistema (II,bL)- (11,38) del modelode "Vlasov-flul

(II,17)- (11,18), que se aplica igualmente al sistema
que describe un plasma de muchas eSpecies de

do". Este método es muysimilar el usado antes, al hacer el trata­

miento cuántico, y a1 que se usa en Mecánica Cuántica, para resol­
Ver en forma perturbativa la ecuación de Schródinger dependiente

del tiempo­

E1 sistema de ecuaciones a tratar ee

A . A

33:31, 1'1 = [HIJO] ¡A'ql‘ 51‘33J 1'1 ("1 = J71’an

(Illas)
A

donde el operador 1X puede incluir derivadas temporales, o sea que
en general es

A ”

A 7C].3 Aqu1+A2rrll+ A3n1 (IIJoÓ’

A A A

donde los operadores_diferenc1ales 111,1ï2,j\3 sólo implican deri­
vadas eSpacialee.

En cuanto al Operador io (quo contiene derivadas respecto a las
coordenadas y a los impulsos canónicos correspondientes) es un

operador diferencial antihermítico, cuyo problemade valores pro­

pios puede resolverse; al menos se lo ha resuelto en el importante
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caso en que Ho contenga una Bóla coordenada no - ignorableszó’27’28)

E5 decir, en el eSpacio funcional de las funciónes definidas en el

espacio de las fases de una partícula del plasma g(qi,p1) , es

posible hallar en este caso una base de funciones {1fr}, tal que

( ¡“W-rÏvrhitpi) ) í:0vr ' 1 rvr , (11'37)

donde el Indice r es un Indice múltipie (como lo era n en la

ecuación (11:6), que puede descomponerse en varios Indices, discrg

tos y continuos, de forma de determinar unívocamente a rkfr .(Entre
los Indices continuos está la energía ¿3 y otras constantes de movi

miento.) Una suma en r (:ï_r) se entenderá, en lo que Sigue, que
implica una sumaen los indicas discretos y una integral en los ind;

ces continuos (comola energía C Í, La base{:1rr} es ortogonal con

el producto escalar

(¿sz’ =Idd g: g2 a I d3r c133¿(25. fijada. S.)
(II.L8)

_ ‘1T
(dd = 1 dqldpi)

Será, luego

xr
(WH, WI.) : 51.1.0g 2-”), ((11.91)wr(qi,pi’ 2

r

= 71m1 - qi)5(p1 - pi) (11.1.9)

donde el signo (V) indica productoria. Las variables canónicas
1



qi, pi pueden elegirse de varias maneras. En particular puede hace;
se que sea

(1 = 1,2,3).qizxi o P1=Íi

Por formar los{1(;} una base del eSpacio funcional, vale el desa­
rrollo

f1 : Zr ‘¿rm Vrhimi) , (11.50)

Usando (II.L9) y (11.50), se obtiene, multiplicando escalarmente

por WK; a la primera ecuación de (II.h5)

8r+ifirïr : (K,[H1,ro] ) : - ([ r,ro],k11) (1.1..51)

donde la igualdad del segundo y el tercer mienbro de(II¿1) se de­

duce de que la integral en todo el capacio de las fases de un cor­

chete de Poisson es nula, y de las propiedades conocidas de los
corchetesde Poisson‘32’33)

Recordemos que fo es sólo función de las constantes de movimiento,

que designaremos con “1 (1 = 0' 1,...) siendo “o = Ho, etc. 'Resul

ta entonces, si fo = fo(Ho,ql...“n), que ea
N ­

[VN 1Yo]z 3%[Mndi]:':_::[ïrpHo]+Zg’%[ïr'dil .
1-0 1:1 ,

(11,52)

Ahora bien, Wfr cumple la ecuación de valores propios (II_L7), con
A

Lo = [ . HO] .
A (27)demás se tiene

[ rndj] = 1Kjwr (J = 1,...). (11.53)
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La ecuación (11.53) resulta de que le baaefïv;} debe ser una bg
A

se propla común a Lo -[ , Ho] y a los oper_adores[ , 0‘3-]

(J = 1,...) asociados a las constantes °(J, que Junto con Ho
forman un conjunto completo de-ohaervablee,(Comparar con el trata­

miento cuántico.)

Luego resulta

[vn fo] = iKrVr; K. =}J-r122+ ÏHJïÉ‘l

(II.SL)

Usando (II.5h)) y que H1 = J'Ql, se deduce de (11.51) que

i'r" iy‘rxr = W?“ “1’ . (11.55)

Sustituyendo (11.50) en la segunda de les ecuaciones (II.h5) se

tiene
A 411 = Z ¡1,595 J‘w’, (11.56)r

Así el sistema (II.h5’ se ha transformado en el sistema de ecua­

ciones (II.55’ - (11.56).

Haciendo ahora una transformada de Fonrier en el tiempoarfiïlN e-th),

o más propiamente de Laplace, el sistema (11.55) - (II.56) se re­
duce a

(¡ir - M, = KrtVr.J"?1)s ¡111 =Z 3495 WL (II-57)
1'

N A

donde el operador 1\ se obtiene del ¡x cambiando las derivadas tem­

porales por factores (-1w). Despejando x r de una de las ecuaciones



(II.57) y sustituyéndolo en la otra, se obtiene

A N KW’ J )Íd3 J'k‘ = o (11.58)
mhdnl EAnl _Z r 1:: ,71 S 1:

r
x

Multiplicando, ahora, (11.58) por "11 e integrando en (d3x), re­
sulta

xr x' A A
¿wzlnm s Id3xhábtwnl s (71.60M’Il)s

5 (71.7\”?1)- Z Kr (wn Jnln‘ml 'Tr’ ; o (11.59)-Hr Pr
*

donde A ("(1,411) es la "funcional de dispersión"(27).
¡k

Alternativamente, se tiene la siguiente expresión para ¿8011,01l),

que se deduce de (11.59), sustituyendo alli Kr por la expresión

af '
Kr=()‘r-w):H&+KIL;Kéawü+ZHjJ (11,60)

o

y usandola relación de clausura de la base , dada en (Il. L9),

e o» ar x'uqlxw’ruw ,Jízl)
A< . ):( .A )-Sdo'3_f2(d NJ - r r"11"¡1 "?1 "¡1 “o "¡1 71’ Z ¡ir _ w

r (11.61)

Si se desarrolla 'Ql(¡) en una bese de funciones {Xakñ del es­
pacio funcional de las funciones de ¿(E L) (es decir definidas en

[R 3) que satisfacen las condiciones de borde del problema, puede
«k

transformarse a A (411,71) en una "matriz de diSp'ersión" Acá“)
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2 * ,

7 1 :Z de xau) ; AMM) =3__T_____A(?l'qz1) (II-62’e de:
y a (11,59) (o sea alacondición A: 0) en una relación de dis­

persión

Z Aeea(w) dei = 0; Nu) .3.det “¿€an : 0 (11.63)
e!

Las autofunciones Fw; y los lautovalorels (1}41.) de io para el

caso que en Ho figure una única coordenada no ignorable han sido

dadas por. Lewis et. 31(26’28’29'20). En particular, para un problg

macon simetría cilíndrica, si la coordenada no ignorable es la ra

dial y "7 es la coordenada canónica conjugada de Ho, se tiene

(donde la energia es Ho = G , las constantes de movimiento (“1)

son el impulso angular canónico P9 'y el impulso canónico según z,pz)

Fr. : ¡1110+mwd+kvd (ILÓh)

N N

"Wr = dr á (e _e,) ¿(Pe _ Fé) ¿(pz _ p;)ei(me+kz)ei[nflot -mU(T)-kz('t)]
(11.65)

donde no es la frecuencia de ciclotrón de una partícula del plas­

ma, wd la frecuencia‘de deriva y Vd la velocidad de deriva, se­
gún z, y donde n,m,k son Indices que deben incluirse (Junto con

G ,Pe, pz) en el Indice múltiple r. En cuantoa dr , es un coe­
f‘iciente de normalización, y las funciones A6)('I-'),Nz‘h') son

'r a:

¿("6) = S dt' (ü) - wd't’; Nz’Vt')'S d'c" (Dia) - vd'C’
o 3Pe o Dpz

(11.66)



La variable 77(cuyo impulso canónico conjugado es Ho) es el
tiempo medido sobre la órbita sin perturbar, o sea que

d't = dR/vr (donde R es la coordenada radial y vr la ve­

locidad radial de una partícula del plasma).

La suma en r(E:Ï) no debe implicar suma en m 6 k, ya que

comoestos Indices determinan la dependencia en 6 y z dehy r,

sus valores se fijan al elegir le perturbación'71(¿) =’71(R,9,z).
Asi pues es

_.) +00

:1. {dePgdpz Z (11.67)[lg-(D

(la suma en n indica las resonancias de ciclotrónL

En lugar de deducir una relación de dispersión como (11.63), a

partir de A (’(Ïfll), es también posible construir un principio
variacional para el estudio de la estabilidad del plasma, comose

verá en otro capítulo.

Para poder construir las relaciones de dispersión (11.63) es necg

sario elegir las funciones espaciales (es decir de z)

X3 (¿9) =Xe(R,9,z) (en el caso de un problema con simetría ci­
lindrica). Para el caso de un e - pinch, usando el modelo de

"Vlasov - fluido", el cálculo fue hecho por Seyler(30) quien

usó funciones )(ede la forma

Jm (11m R) eim6+ikz (11.68)

donde los 11m son ceros de la función de Bessel Jm o de su

derivada.
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La "matriz de disnersión" ((Añi)) es en principio una matriz in­
finita, pero en la práctica esta serie se corta en algún e fini­

to. Pero la dimensión óptima de la matriz ((¿%¿)) depende del

problema considerado y de la elección de las 2%(5).
Sobre este punto volveremos más adelante.
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c PITU II

LA TERMODINAMICA IRR VERSIB TEORIA TERMODINAMICA DE LA

ESTABILIDAD 9' s

La utilización de principios vsriscionales o 'principios de ener­

gia", comose los llama comúnmente,es usual en la Fisica del Pla;

ma ( ls 2o 3o ¿o 5. ó, 7o 8e 9310011012o13) para el estudio de prg

blemas de estabilidad. Bate metodo es menos detallado pero de más

facil aplicación que el metodo de modosnormales, consistente en la

obtención de la relación de dispersión del plasma y su posterior rg
solución.

La idea de justiricar termodinámica-ente los principios de energia

no es nueva ( 1.10.13.) pero, salvo un viejo trabajo de Chandra­

sekhar(6 ) en el que se invoca el principio de minimadisipación,

los demasintentos de justificación termodinámicade los principios
variacionales de la !íaica del Plasma no se basan en la Termodinámi­

ca de los procesos irreversibles (la cual ha tenido gran desarrollo

en los últimos tiempos) sino en una analogía intuitiva con la Termo­

dinámica del equilibrio, a consecuencia de lo cual no se ha dado,

hasta ahora, en la literatura una Justificación termodinámicarigu­
rosa y general de los principios de energia, ni una presentación

unificada de los mismos. II lugar de ello se han deducido diversos

principios variacionales, vllidos sn uno u otro caso, que guardan

cierta analogía formal, en mayoro menor grado, con principios ter­
modininicos. i

Sin embargo, comomostramos en esta Tesis, se puede, en base a los

métodos de la Termodin‘micaIrreversible, dar un tratamiento termo­
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dinámico unificado y riguroso de los principios de energía de la
Fisica del Plasma.

Antes de hacer una revisión de la Termodinlmicalrreversible (o Te;

modinámicade los sistemas fuera del equilibrio), recordemos algu­

nas nociones de la teoria de procesos estocdsticos.

Unproceso estocástico‘lbil5vlóil7) es una función muestral del

tiempo q(t,w) caracterizada por una variable aleatoria v, que toma

valores al azar en un conjunto D(w), llamado 'rango‘ or'conjunto de

estados". (Tanto q comow pueden ser variables escalares o vectorig

les, etc.). El proceso estocastico puede darse, equivalentemente,

por 1a distribución de probabilidades-(dependiente del tiempo) P(q.t)
de los valores de q al tiempo t.

¡Unaecuación diferencial estoclstica es una ecuacion del tipo
a—r(q,n,w) ' a (111.1)

que define (dadas las condiciones iniciales, que también pueden ser

aleatorias) un proceso estocastico q(t,I). Luegoveremosun impor­
tante ejemplode ecuaciones diferenciales estoc‘sticas, que son las
ecuaciones de Langevin (111.6).

Un proceso estocástico q(t,v) tal que sea <5‘t,wz>= 0 ,y sea
<q(t,w)q(t;wl> proporcional a ¿(t-t’) (donde aqui 1a á es la de
Dirac y los promedios son respecto del conjunto D(w) ) se llama "ru;

do blanco"(15'18’; el ejemplo típico de.'ruido blanco" es un proceso

estacionario gaussiano, o sea tal que P(q,t)=g(q) no depende de t

y es una campana gaussiana centrada en q.

En Mecanica Estadistica, la evolución temporal de un sistema termodi­

námica se considera comoun proceso estecfistico a nivel microscópico.



Si el sistema, cuya evolución nos interesa estudiar, puede encontra;

se en diversos estados microscópicos que puedo rotular con un índice

r (que sustituye a la variable q de antes), la probabilidad de que al

tiempo t el sistema está en el estado r la representaremos por Pr(t).
Un proceso estocdstico se llena nrkoviano ‘16017'19 '20 '21 '22 '23) si ,

cualquiera que sean los tiempos t y t’ tal que t'>t, se tiene

Prhflzz: Gr8(t:t)P.(t) ( 6,, > o;X e” = 1 ) (111.2)
s r '

De aqui se deduce que, si el proceso es larkoviano, las derivadas tem­

porales de las probabilidades, ’r(t) , solamente dependende los valo­
res actuales de dichas probabilidades (es decir al tiempo t), pero no
de sus valores en instantes anteriores. Derivando (111.2) respecto a

t‘, en el valor t’=t , resulta

pr(t)=g “11qu” ( Un“) . )dtoGrs(t’t) A

(111.3)

Todo proceso, markoviano obedece una ecuación maestra del tipo de

(111.3). El Indice r puede ser múltiple e incluir indices continuos,

en cuyo caso la suma en s implica integrales.

Todos los sistemas termodintmicos corrientes pueden en general descri­

birse, en forma markovisna, a condición que su descripción sea lo sur;

cientemente detallada, o sea incluya suficiente cantidad de variables.

Comose verá luego todos los sistemas markovianos (es decir, que si­

guen una ecuación maestra (III.3))cump1en el "teorema H" de Boltzmann,

Ejemplos de ecuaciones maestras del tipo de (111.3) son la ecuación
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.cinética de Boltzmann(conocida de la teoria de los gases diluidos);

y la ecuación de Pokker-Planck

23..-”.3. ( 1423:. X un.“at - ¿”Nin 3].,...1JP 2¿J3?P?¡[ngq¿,.qu
donde el indice r, de (111.3), se sustituyó por las variables conti­

nuas qi ( i== 1,...n ) y la probabilidad Pr(t) por la función de

distribución P(ql,...qn,t); y dondela 'matris de difusión" ((Q1J))
que aparece en (III.L), es habitualmente, por hipótesis, una matriz

real, simétrica y semidefinida positiva (a veces, incluso se la toma
estrictamente definida positiva).

Asi pues, la ecuación maestra (111.3) es, en esencia, una ecuación

cinética para la cual es posible demostrar un"teorema H' de Bolta­

man, o sea asociarle una entropía.

La ecuación de Pokker-Planck fue planteada originalmente en el estudio

del movimientobrowniano, pero luego adquirió gran generalidad: bajo

ciertas circunstancias la ecuación de Boltsmann puede aproximarse por

una ecuación del tipo (III.L), y en general, la mayoria de los siste­

mas markovianos pueden tratarse, al menos en primera aproximación,

por una ecuación de Fokker-Planck (III.L). Por ello, puede decirse

que el ejemplo tipico de sistema markoviano es aquel que viene des­

cripto por una ecuación de Pokker-Planck. La conveniencia de usar la

ecuación de Fokker-Planck en lugar de las ecuaciones diferenciales

estocásticas se basa en que óstas son por le general no lineales en a;

to grado. Para poder introducir procedimientos lineales, existe una
simple transformación que consiste en plantear la ecuación de conti­

nuidad para la función de distribución P(q,t) (análoga a la ecua­
ción de Liouville de la mecánica estadística, aunque en este caso no

s.



se conserva el volumendel espacio de fases). Siendo los procesos

markovianos, la ecuación de continuidad se puede reducir a la de
Fokker-Planck (1L). .

Comoluego veremoslpara el estudio de eu estabilidad, el plasma pug

de tratarse comoobedeciendo a una ecuación del tipo (III.L), por

lo cual le sera aplicable toda la teoría que aquí vamosa desarro­
llar;

La positividad de 1a'matris de difusión '((Qij)) en la ecuación
(III.L), está asociada a la validez del 'teorema H', ya mencionada,
para (III.h).

Debido a su gran generalidad, la ecuación de Fokker-Planck puede usa;

se en diversos contextos que no deben confundirse. Asi es corriente en

Fisica del Plasma el uso de esta ecuación, para el estudio de proce­
sos de difusión en el plasma en situaciones en que las colisiones en

tre partículas deben tomarse en cuenta. En dicho caso, las variables

qi de la ecuación (III.h) son las coordenadas y las componentesde

la velocidad de una partícula del plasma, o sea que la función de

distribución P(q1,...qn,t) esta definida en el espacio de las fases
de una partícula, y se reduce a la habitual función de distribución
“¿,1).
En cambio, si se introducen fluctuaciones estocásticas en las ecuacig

nes de movimientode un plasma, a los efectos de estudiar su estabili

dad (se consideren, o no, las colisiones entre partículas del plasma)

estas fluctuaciones obedeceran, cono luego se vera, a una ecuación

de Fokker-Planck tipo (III.b), que no es la ecuación de Fokker-Planck

habitual antes mencionada. En particular, el eSpacio de las variables
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q1 no es ahora el espacio de las fases de una partícula del plasma,

sino un espacio funcional. (El indice i es en general, continuo y
múltiple).

Las variables qi seran, en este caso, variables magnetohidrodinámi­

cas; o incluso, en el caso de un plasma de Vlasov, la propia función

de distribución de una partícula f(¡¡1) (que no debe entonces confundi;

se con la función de distribución P(q1....qn,t) de la ecuación de
Fokker-Planck(III.L)L Notemosque en este caso, en que fL¿,1) es

una variable qi, es posible identificar a i con (5,11.
Para entender comoes esto posible, observamos que la ecuación de

Pokker-Planck representa siempre una 'caminsta al asar! (movimiento

brownianogeneralizado) en algún espacio. In el caso que es familiar

a los plasmistas, le'baminata al asar" es de una partícula del plas­
ma, debido a sus colisiones con las delle particulas, y ocurre en su

espacio mecanico de las fases, siendo luego los qi la posición
5 y la velocidad 1,

En cambio, en el caso en que se añaden fluctuaciones a las ecuacio­

nes de movimiento del plasma (por ejemplo, a la ecuación de Vlasov),

estas ecuaciones dejan de ser deterministss, y lo que se convierte

en una 'caminata al asar" es la trayectoria (que, en otro caso, se­

ría determinista) del punto de un espacio funcional (que, ahora,pasa
a ser el nuevo espacio de las fases), que representa, en cada instan

te, el estado del plasna(de todo el plasma, no sólo de una partícula).
En el caso de un plasma de Vlasov,por ejemplo, el estado viene exprg

sado por la función de distribución de una partícula f(¿,1) y los

camposautoconeistentes .QLL),‘!(¿) en cada instante, que constitu­

yen 108 Q1 de este ejemplo. Estos, en el caso en que hay fluctua­



ciones, evolucionan en forma no determinista. Asi, aunque se conoz­

can f, g, g al instante inicial, no se puededeterminar con certg

sa su valor al instante t, sino sólo una distribución de probabdli

dades sobre el espacio funcional de las 'funciones de distribución"

{(5,1) y de los campos.!,.! g esta es la distribución de probabi­

lidades P que cumple (III.h). Tal espacio funcional es el espa­

cio de las fases en que vale, en este caso, la ecuación de Fokker­
Planck.

La TermodinámicaIrreversible tuvo su origen en los trabajos de

Onsager y Prigogine sobre los sistemas ligeramente apartados del e­
quilibrio y sobre las fluctuaciones alrededor del estado de equili­

brio (24.25.26,27,28,29,30), destacando especialmente, entre estos

trabajos, la teoria termodinámica lagrangeana de Onsager y Machlup.

Los primeros intentos de crear una Termodinámicade los sistemas tg
talmente apartados (con un apartamiento no lineal) del equilibrio

se deben a Prigogine y su escuela (23.31.32,33)que trabajaron macros

cópicamente, y a Schlógl (34,35,36,37) quien trabajó en forma mi­

croscópica, usando teoria de la información.

Lamentablementelos resultados de Glansdorff y Prigogine no son vá­

lidos más que si se cumplela hipótesis de "equilibrio local" (31)

que sólo es realmente vdlida en las proximidades del equilibrio ter­

modin‘mico ( 33. 39. ¡0°.u) .

Segúnesta hipótesis, vale(en los estados fuera del equilibrio, que

estudiamos) la mismarelación de Gibbs que en el equilibrio, o sea

que la entropía se puede expresar en función de las demas variables
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termostáticas de la mismaforms, exactamente, que en el equilibrio.

Entendemospor variables termostaticas aquellas que se definen para

el equilibrio termodinámica.

Si bien es posible (37,42) extender, en cierto sentido, la hipótesis

de "equilibrio local' a sistemas muyalejados del equilibrio, esto

sólo es posible sustituyendo la evolución real del sistema, dada por

una ecuación del tipo (111.3), por una evolución ficticia que en ge­

neral no es markoviana; es decir que el precio que hay que pagar pa­

ra mantener el "equilibrio local'l es en general perder el caracter

markovianode la descripción del sistela. Esto complicaartificial­
menteel sistema y vuelve,en el caso general, 'no - fisica' la teo­

ría de Glansdorff-Prigogine (38.39.L3.hh.h5,hó). Aunquelos prime­

ros trabajos de Schlógl (34,35) parecían confirmar la teoría de Pri­

gogine y Glansdorfr, pronto se vió que sus resultados son de carác­

ter más general (37,h2,h3) y conservan sentido físico cuando los de

Frigogine lo pierden (debido a que falle la hipótesis de "equilibrio
local").

En base a la teoría de Onsager y Hachlup, Landau y Lifchits plantea­

ron una teoria de las fluctuaciones, en las proximidades del equili­

brio, que ha sido desarrollada por Fo: y Uhlenbeck (29,h7,L8,b9,50.51);

e incluso aplicada a la Fisica del Plasma (52.53.5L). Unaampliación

de esta teoria a sistemas lejos del equilibrio be sido realieada por

Keizer y Fox (38,39,¿°,“1.¿9). Sue resultados coinciden con los de

Schlógl (43) pero no con los de Prigogine, salvo en las proximidades

del equilibrio, dondevale 1a hipótesis de ¡equilibrio local".
En forma independiente, Eu realizó, un estudio cinética basado en su



poner la validez de la ecuación de Boltsmann (55,56) y reobtuvo los

resultados de Keizer y Fox.

Otro estudio cinótico independiente, esta ves en base a suponer que

el sistema obedece a la ecuación (III.h) de Pokker-Planck, realiza­

do por Graham y Hakena9920921g57JQ condujo a importantes resulta­

dos, en especial a una generalización lejos del equilibrio de la

teoria termodinámica lagrangeana de Onaager y Machlup. Estos resul­

tados son consistentes con los de Schlógl, Keizer, Fox y Eu.

La hipótesis de "equilibrio local' de Prigogine no vale lejos del

equilibrio y luego debe ser abandonaday sustituida por otra ( ¿Lx
La teoria termodinámica macroscópica de Glansdorff y Prigogine fue

entonces corregida por Lavenda, quien desarrolló (LL,h5.Ló) una tag

ria macroscópica de los sistemas termodinámicos, en base al princi­

pio termodinómico de balance de potencia y a postular una relación

de Gibbs generalizada fuera del equilibrio, consistente con los re­

sultados de Keiser. Esta teoria no sólo corrige y amplia la de Glang

dorff y Prigogine, de acuerdo a los resultados de estudios microscó­

picos, sino que resulta ser, al mismotiempo, una generalización de

la "Termodinámica Racional' de Cole-am y Truesdell ( “s 59) y de '1a

teoría termodinámica lagrangeana de Onsager y Hachlup (2h.25), asi

comodel principio de mínima disipación de Onsager, a sistemas ale­

Jados del equilibrio. Así, la teoría de Lavanda(L5) sintetiza, en

forme unificada y coherente, muchosresultados de otros autores apg

rentemente divergentes entre si. La fundamentación microscópica de

esta teoría macroscópica ha sido dada por el prOpio Lavenda(60.ó1),

Por otra parte, los resultados de Lavendason idénticos a los obte­
nidos por Graham(57), en base a la ecuación de Pokker-Planck.



En particular, para todo sistema que cumpla (¡11.k) 08 Válida una teg

ría generalizada de Onsager.

Los mismos resultados de Lavenda y Graham, han sido obtenidos, en fo;

ma independiente, por Levine y Procaccia (62063.6“965’ en base a la

teoria de la información y a un análisis cinética de la ecuación maeg
tra (111.3).

En lo que.sigue resumimoslos principales resultados de la Termodiná­

mica de los sistemas alejados del equilibrio, en lo referente al estu­
dio de la estabilidad de estos sistemas.'

Un concepto matemático importante en la teoria de la estabilidad de

sistemas termodinámicos es el de función de Lyapunov(20.23.31,66,ó7,óm

usado también,independientemente de cualquier consideración termodiné

mica, en Fisica del Plasma por Povler ( É).

Si un cierto sistema fisico es descripto per coordenadas generalizadas

qi (i=1,...n) que obedecen ecuaciones de movimiento conocidas, es de­
cir que su evolución viene dada por un sistema de ecuaciones diferen­

ciales conocidas, y si «¡i-:1? (i: 1,...n) es una solución estacio­
naria de este sistema (es decir, independiente del tiempo), dicha solg

ción estacionaria será estable si existe una función 9(q1,...qn) lla­
mada "función de Lyapunov', definida al menos en un entorno del punto

(qïñ...4g)) del espacio de configuraciones del sistema, tal que en un
entorno de dicho punto sea

(o _

9(7.,...;,w°¡ 9(?«»---1,)=oe1;-2a'<v°>sÏÏ 401111.5,

Evidentemente hallar un "principio de energia" es equivalente a encon­

trar una función de Lyapunov ( a), la cual es, a su vez, una "energía
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libre generalizadü'o (a menosde un signo) una "entropía generaliza­

da", ya que, en el equilibrio termodinámica, el papel de función de

Lyapunovlo Juega la entrepia para sistemas aislados y la energia l;

bre para sistemas a temperatura constante.

La existencia de una función de Lyapunoves una condición suficiente

para asegurar la estabilidad del estado estacionario (qg¿...d:b.
Sea un sistema descripto por la ecuación de Fokker-Plank (III.L). Es

entonces posible deducir de (III.L) ecuaciones de movimiento para

las variables qi,(t:l,...n) que en-general tendrán la forma (donde
P es una variable aleatoria que representa las fluctuaciones,consi­
deradas l'ruido blanco')

p

4-.= now.) + F:(t); <Ek+)>=°3.<E(“E\">=Q¡5<t't"¡mm

Las ecuaciones (111.6) con i=:l,¿..s se llaman |'ecuaciones de
Langevin" (19,20) y son equivalentes a la ecuación de Fokker-Planck

(III.L), o sea que no sólo las ecuaciones (111.6) se deducen de

(III.h) sino que, además, es también posible la deducción inversa,
o sea deducir (III.L) de (111.6). El que las ecuaciones (111.6) sean

de primer orden en el tiempo no es algo esencial, sino que sólo se

lo supuso para escribir estas ecuaciones en forma más simple, pero

es igualmente posible hallarse con ecuaciones de Langevin de segun­
(25;Lh) (20)do orden en el tiempo . Tambien es posible que las ecua­

ciones (III.6) sean ecuaciones en derivadas parciales, en cuyo caso

las funciones Ki deben cambiarse por operadores diferenciales (que

contienen derivadas espaciales). Esto ocurre si las variables qi son
variables macroscópicas o ternodindnicas y las ecuaciones (111.6)
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son en este caso ecuaciones fluidisticas que incluyen fluctuacio­
nes( L7, LB, L9, 5Q Sl).

Si ahora, Cuandoen las ecuaciones (III.6) se deSpnecian las fluctug

ciones (Fsz), existe una solución determinista estacionaria de estas

ecuaciones, (43),...Jg ), la versión linealizada de las ecuaciones
(111.6) alrededor de dicha solución estacionaria se llenan "ecuacio­

nes de regresión de Onsager", por haber sido usadas en la teoria de

Onsager-Machlup.

Comoveremos luego, es posible deducir de las ecuaciones de regre­

sión de Onsageralrededor de una solución determinista estacionaria,

(42’...ág’ ), siempre que estas ecuaciones posean 1a estructura a­
decuada, una función 6(q1,...qn) te1.que

¿M ¿03 9(q(:‘,...q,‘:))-o¿t _(III.7)

Luegose ve que, si 6(q1,...qn) es definida positiva en un entorno

reducido de (4:1...425 la función O(q1,...qn) es una función de
Lyapunov,y la solución estacionaria resulta ser estable. En cambio,

s1 1a solución estacionaria considerada es inestable, no existe nin­

gún entorno reducido de ella en que la función 6 sea definida posi

tiva.

A partir de las ecuaciones macroscópicas que describen la evolución de

un sistema termodinámica (por ejemplo, un plasma), se obtienen fácil­

mente las correspondientes ecuaciones de regresión de Onsager alrede­

dor del estado estacionario cuya estabilidad deseamos estudiar. En

efecto, ya que dichas ecuaciones nacroscópicas pueden considerarse

comoecuaciones de Langevin en que se eliminaron las fluctuaciones
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(Fi: O) ; basta linealizarlss (alrededor de la solución estaciona­
ria) para obtener las correspondientes ecuaciones de regresión de

Onsager deterministas. Si estas ecuaciones tienen la forma adecua­

da, la construcción, a partir ds ellas, de la función 9(ql,...qn),
que verifica (111.7), es sistelátice, de lo que resulta una técnica
muygeneral de construir principios variacionales.

Además,la función 0 , cuando existo, tiene un significado termo­

dinámica inmediato. Para que ls función O se pueda construir se ne­

cesita (La, que las ecuaciones ds regresión de Onsager tengan una de

terminada estructura particular. En concreto, si las ecuaciones de

regresión de Onsager sin fluctuaciones son ecuaciones de segundo or­

den en el tiempo, del tipo

,. . S °( 8 __ (a

R¿J'-(J°+ ydj)=0')ïd=. %J=%j-q,á(111.8)
donde los elementos de matris M11, Rij, 813 pueden ser ocasional­
mente operadores diferenciales, suggniendo gue la parte hermítica de

la matrjs Síflij!) sea segideginiga positiva, lo cual se desprende,
comose verá luego, del principio de mínimadisipación de la energia;

para gug exista la funcjgn O gg ggf1ciente gue las matrices ¡(M1511

1 ggsiil! sean hgrmítjgag. lsta hipótesis se cumplerespecto a

((MiJ)) en todos los casos de interés, pero hay situaciones de intg
rás físico en que ((313)) no es her-(tica. Aúnen estos casos se
puede obtener importante información termodinámica (LA) de las ecua­

ciones de regresión (111.8), pero en todos los casos discutidos en

esta Tesis La matriz ((815)) será hernítica.
En lo que sigue analizaremos la existencia y la construcción de 1a

función 6, tanto desde un punto de vista nacroscópico comomicroscó­
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pico (es decir, usando la ecuación de Fokker-Planck).

Comencemoscon un análisis macroscópico basado en el principio ter­

(Lh). Este principio ha sido Jus­modinámico de balance de potencia

tificado rigurosamente por Lavanda, pero aquí lo presentamos sólo
en forma intuitiva.

Comoantes, el sistema estará descripto por variables qi cuyos valg

res en e1_estado estacionario son 42’, y sus desviaciones respec­

to a este valor las notaremos di g qi - q?) (i = 1.....n).
Sea ‘fi la entropía del sistema por unidad de masa y ‘W 1a po­

tencia total que el sistema cede al msdio(en-Iorma de trabajo)

por unidad de masa y de temperatura. Entonces el principio termo­

dinámica de balance de potencia afirma que
. (D).

qhngzixt. “¿z-2?, , (111.9)

donde (29’) es la disipación de energia del sistema por unidad de

masay temperatura, y los coeficientes li se llamen fuerzas disi­
pativas. Estas fuerzas disipativas se anulan en el estado estacio­

nario, y en general siempre que ai I ¿<1 S 0 (i = 1,...n). E1
significado intuitivo de (111.9) es claro: el aumentode entrOpIa

del sistema se debe tanto a la disipación de energía, comoa la

potenCiaque el sistema cede :al medio; o dicho de otra forma: 1a

disipación que no es compensadapor trabajo entregado al sistema

por el medio produce un aumente de 1a<entropía del sistema.

Los 61 I Q1 (i I 1,...n) se llaman "flujos". Comocuando todos
los flujos se anulan, también lo hacen las fuerzas disipativas, en

las proximidades del estado estacionario debe ser
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aki
-áïzxgmz- ° :1 . .‘

L ZJRLJqJ’ ¿f ¿{años (111.10)

La función ? dada en (III.10)se llama “función de disipación"y

fue originalmente introducida por Rayleigh, y muyusada por Onsa5er.

(Los coeficientes R1.1son los coeficientes de Onsager si el estado
estacionario es el estado de equilibrio termodinámico.)

Es oonveniente desarrollar a qr y '1 alrededor del estado estaciong

rio hasta cantidades de segundo orden en las <ïi. En cuanto a Y ,
de acuerdo con (III.10) es ya una oantidad de segundo orden en las

0‘1. Se puede ver que las versiones a orden cero y primer orden

de (111.9) sólo aseguran que el estado (qïi...q:)) sea estacio­
(kh)nario, pero no tienen relación con la estabilidad Si las va­

z z
riaciones a segundo orden de "( y T son 5 "Í , á'ÏÏ ; 1a versión
a segundo orden de (111.9) será

. H". t.‘. ¿(L )
ha ¿31-2&°=-Z.. (SW + Mi“ +R‘á“¿3

‘J (111.11)

donde se supuso que era (lo cual se deduce de una relación de Gibbs

generalizada)

62’7= -Z ( su “i “J + Mi}“¡53) (111.12)

De la mismaforme que se introdujeron las fuertes disipativas se pug
. (B

den introducir las fuertes ternedinánicae lg) y externas X1
(i = 1,000“). Bimdo

(eo) L5,“
(T) o (T o) (7,4) (E)_ _?_7_E _ _ ’ .

X. :-3_"I=X¿'+Xg +... ¡XL "' ¿QC’ " + "
L . u

3°“ (111.13)
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donde se ha hecho un desarrollo baste primer orden de estas canti­

dades, siendo las fuerzas a primer orden las que nos interesan

(Tv-1 ami) . W-L _ -39")
XL= XTI‘Z'ïïÏZJ ( Sai/“2‘97 Xi :5}; 13““II e
De (111.11) es fácil deducir que las ecuaciones de evolución de

las O<1(i I l,...n), ee decir lee ecuaciones de regresión de 0nea­
ser, deben ser

ZJ' {Mia ¿EJ+ dj + SU del) — XE,¿ 1;11111.15)
que se reducen a (111.8) en caso que se anule ( 517) y luego

las (13.1).
Así pues, es posible interpretar a la versión linealieade de las

ecuaciones de movimiento (111.8) cono ecuaciones de regresión de

Onsager (111.15). (Las fuereee 13.1 pueden, e'su vez, relacio­
narse con las fluctuaciones de las ecuaciones de Langevin.)

Introduciendo le "función generatrie' ‘14que es la transformada de

Legendre de la función de disipación <9 y lee fuereae 11 (1-1,...n)
a? o 1 , _ .

lil-¿Y(X¿,..,x1)= 5-5.:di-‘f = ¿S i!
xD)

-1 - — — ._.3-?- : .
(¿LJ-‘))=((Rg))¡ X¿E X¿(°‘4am°‘.)-x1;¿X:,¿-' aa¿ XL ,

(111.16)

les ecuaciones (111.15) pueden derivarse de un legrangeano termodi

námico (“‘Já: 2 que ee, e su vee, el ner-inc de segundo orden (en

las 6*1) en el desarrollo del lagrangeano termodinámica exacto ¿É

z=1o+i1+fiztu ¡ Í¡=?+'Ï+ ¿if-¿52"? ,(III.17)

En el caso en que 11 I O y que el estado estacionario (qïï...q:%



corresponde al equilibrio termodinámico,he se reduce al lagran­

geano termodinámica de Onsager-Hachlup (2h'25).

Si se realizan variaciones en las cuales las fuerzas Xi se
consideran variables independientes que se las hace permanecer

constantes a los efectos de'extremar le acción correspondiente

al lagrangeano (111.17), el problema de deducir las ecuaciones

(IIl.15) equivale a extremar Ia acción.del lagrangeano ( TP es
constante)

:c’=t«r-vz+9)=:¿;+2:;+í;+uv¡ ¿kW-mm)
(111.18)

Este es un principio de extremo11bre‘k‘) pero se puede ver que es

equivalente a la minimiseción de le disipación Ï’ , sometida al

vinculo dado por el principio de balance de potencia (III.9) (o
sea (III.11)ñ‘L’. ¡si pues ee he generalizado lejos del equili­

brio el principio de minimadisipación de Onsager, por el cual el

sistema evoluciona de forma de disminuir a un minimo su disipación.

Se puede ver ahora que una condición necesaria de estabilidad es

que la disipación de energia, 21°, sea siempre una cantidad no

negativa en cualquier apartamiento del estado estacionario, ya que

si la disipación 3’ pudiese hacerse negativa con una cierta pertur­

bac16n del estado estacionario, este estado no podria corresponder

a un mínimode la disipación (ye que, en todo estado estacionario,

1a dflsipación T se anule); en sentra del principio de mínimadis;

pación. Esta mis-a conclusión puede obtenerse a partir del princi­

pio de balance de potencia (111.9), observando que si para unal
perturbación del estado estacionario es (577) una cantidad posi
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tiva, la perturbación se desarrolla espontáneamente.

Luego, una condición necesaria ds estabilidad es que para cualquier

perturbación del estado estacionario ses (¿277). una cantidad no

positiva. Comoen el estado estacionario es ’I'l constante y luego
¿L es nule,del segundo principio de la termodinámica se sigue que

(ázít) debe ser no negativa, y luego por (111.11) debe ser no negg

tiva la disipación 3°

¿ing o 4ï51410“! ¡5241).0 Y),o (111.19)

La condición de que Y sea no negativa es una condición necesaria

pero claramente no suficiente de estabilidad. Si ella no se cumple,

claramente no existe uns función 9 que cumpla (III.7) y determi

ne la estabilidad del sistema. Así pues supondremos de aqui en mas

que es o . Recordandola expresión de‘ Y dada en (111.10),

resulta inmediatamenteque la parte hermitica de la matriz ((RiJ))
debe ser semidefinids positiva para que sea Y »'o .

Hasta ahora las °‘i eran variablesreales, pero es conveniente tra
bajar formalmente con variablescomplejas, para poder descomponer las
perturbaciones en modos normales. (Así es como antes hemos hablado

de hermiticidad en vez de simplemente de simetría de las matrices,

pensando en esta generalización.) Las ecuaciones de regresión

(111.15) siguen valiendo para variables complejas, para las cuales,

siguiendo a Lavenda, se puede definir la potencia compleja(4“’
1 _ I - u=_ .

51r_'1r+mr X} “J En} (111.20)
y extender la definición dada en (111.10) de la función de disipa­

1
ción Y) , asi comola expresión de ( á1t) dada en (111.12) sin



bb

más que sustituir en ambasexpresiones los productos ( «¡00)--x° J
(d¿ü)yln (d¿fi1 ww(avg).

La extensión del principio de balance de potencia

por

(111.11) al

campo complejo constituye la base dela-¿todo de Lavanda de 1a po­
(u)

tencia compleja . La deducción de la generalización de (111.11)

al campoComplejose realisa simple-ente;multiplicando ha i-sima
ecuación de regresión (111.153'150!’ de , sumandoluego, en el
Indice i, las ecuaciones resultantes. Se tiene aei 1a ecuación

compleja de balance de potencia
o“. .. .* n 0’ ' * S” . _ I '_ . n . 0(- L °( —-"TT+L"IT

Zu (4” M‘J (xd-‘- ° 3%... L d A) (111.21)

Definiendo ahora 1 ““‘- * (A) ** M ‘i . su s. Su-S'aH .- u ( R.- I. -.. - t+ tu, .—

¿JER-“f” R°F“T""-' SHE-¿71' s‘aï‘Lï‘L
I (111.22)

I

y asumiendo que la matriz ((M11)) oa hermitica, se tiene (donde 4T
Il

es la parte real y W’ 1a parte compleja de la potencia)

4. m s‘ NET-Q + SÉ?)thank.)
qr’: _ MLJ'di,“J 4’ "' ya«i.¿(IIILJ2(J)LJuJ >

LJ O

n . ' un.2: *o "¿ER-h
.n.=¿X[5¿J («LuJ-“¿“J)+ ¡a MJ " J

2' ¿J “Mi. 4 Swan.) .
+ ZRQ oh “J + 1-¡( EJ v 4111.21.)

(III.2L)

de la teoria de la estabilidad termodinámica, basada en el método

Las ecuaciones (111.23) y son las ecuaciones básicas
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de la potencia compleja de Lavenda.

(111.23) que involucra a la parte hermitica de la ma­
(H)

La ecuación

((R1J))p
te a los efectos de determinar la estabilidad que la
triz es decir a la matriz ((RiJ )), es más importan­

(III.2L) que

sólo involucra a su parte antihermitica, ((R1J(A))); ya que mien­

tras ((RiJ(H))) está asociada a las fuerzas disipativas, ((R1J(A’))
está asociada a las fuerzas_girosc6picas, que no trabajan.(EJemplos

de fuerzas giroscópicas son las fuerzas de Lorentz debidas a campos

magnéticos, o las fuerzas de Coriolis due aparecen en los referencig
les no inercialesJ

La matriz ((Sij(H))) está asociada a fuerzas de tipo conservativo
que se pueden derivar de un potencial (en nuestro caso son las fuer­

zas termodinámicas y el potencial es la entrepia'k ), mientras que

la matriz((SiJ(A))) está asociada a fuerzas no e conservativas 113
madas por Lavenda "fuerzas circulatorias'. Unadiscusión completa

sobre todos estos tipos de fuerzas y sus efectos sobre la estabili­

dad ha sido dada por Lavenda en base a un análisis de modos norma­

les de las ecuaciones (111.23) y (III.2L). ha Nosotros nos con

centraremos en el caso en que no hay fusrsas circulatorias presentes,

(A) 1.1.
fuerzas circulatorias el estudio de la estabilidad se volveria mu­
o sea que es Sii - O para todos ¡En el caso de que hubiese

cho más complicado y, en particular.en oso caso no es posible ha­
(ha)

11ar ninguna función que culpls ¿(111.7) .
Si asumimosla ausencia de fuerzas circulatorias y observamos que en

el campo complejo ss
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1 ,al', (H) a? ' war. _ _

5'q2=:-ÉE: <: Pfiïíc¡;°íj .* ssii °(ioíí I q)::%-jï;figg «¿02 ,¿J y
(111.25)

\ “

suponiendo que no hay fluctuaciones de potencia, o sea 'n' = 7T = 0,­

la ecuación (111.23) ae reduce a (111.26)
Si ahora se recuerda que una condición necesaria de estabilidad es

que la disipación %) eee aemidefinida positiva, se ve que se pug

de elegir la función 9 I ¿27‘ , y eicnpte que sea 0, se cum
plirá (111.7), o sea

So),o 9:43“ ¿Ego(¿T-(mp)
(111.27)

Luego, si la disipación ee eenidefinida positiva, existe una función

de Lyapunov 0 y la condición de estabilidad es que 0 sea siempre po­

sitiva salvo cuando (x1 I 0 para todo i, es decir en el estado

estacionario. Esto equivale a pedir que el "exceso" de entropía (5%")

cumplala desigualdadcontraria, e eea \<0, valiendoel sig
no de igual sólo en el estado estacionario.

Asi pues 1a función de Lyapunov ee el "exceso" de entropía (Sïq) y
la condición de estabilidad ee

2.

áz"! \( 0) 52n=0 'é=?“¿:0 “Mi M W
(111.28)

2

siendo la condición sobre (á?!) equivalente a pedir q):> O. La
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condición de estabilidad (111.28) es el criterio de estabilidad de

(23.31). salvo que debido a 1a hipótesis deGlansdorff - Prigogine

"equilibrio local', Glansdorff y Prigogine calculan incorrectamente

(521l), comosi valiera para la entropía la misma expresión que en el

equilibrio, (obteniendo entonces que siempre es 52'71\< 0 ), además

de no imponer una condición de validos a su teoria (es decir, no se

asocia la validez de (111.28) con la ausencia de fuerzas circulato­

rias). En la teoria de Glansdorff y Prigogine falta una clara rela­

ción entre el cálculo del 'exceso' de entropía.(52q ) y del "exceso'

de producción de entropía (sai) (o sea de la disipación) y las ecug
ciones de movimiento (111.15). En especial, estos autores suponen

que las qi son sólo variables termostáticas extensivas, valiendo pg
ra ellas la mismarelación de Gibbs que en el equilibrio termodinámi­

co; mientras que, en la teoria de Lavenda que aqui desarrollamos, se

postula una relación de Gibbs más general, asociada a las ecuaciones

de movimiento y que incluye comoposibles qi algunas variables que
sólo existen lejos del equilibrio.
Asi pues, para que haya estabilidad es necesario que siempre sea

(¡DZO, lo que equivale a decir que la matriz (High) debe ser
semidefinida positiva. Supuesto que esta condición se cumple, una

condición suficiente de estabilidad es que sea 62% <0 , para cual

quier perturbación, lo que equivale a pedir que la matriz ((31: ))
sea definida positiva y la matriz ((M13))senidefinida positiva

(o viceversa). En efecto, siendo ((Ríg)))
o s Y Siendo 51"!(o en toda perturbación, e = -5241 es

semidefinida posid.va es

una función de Lyapunov, lo que garantiza la estabilidad. Por otra



parte, si ((Ríg))) es (estrictamente)definida positiva, la condición
¿Z'Q‘SO es necesaria para la estabilidad, pues si en alguna pertu;

bación fuera 52”.) 0, coso en ella seria también (por ser ((Rí:)))
definida positiva) Sali.) 0, esa perturbación se desarrollaria es­
pontáneamente, es decir tendriamos “na inestabilidad.

Puesto que en ausencia de disipación (93 0) es 5241: 0 falla,
en este caso, el argumento anterior para probar que en toda perturbá

ción 5211,¿p es condición necesaria para la estabilidad.

Asi, si ((Rij)) no es definida positiva, sino que sólx>essenidefinida
positiva, puede haber perturbaciones estables con SZWL>0 (sin di­

sipación); luegq aunque 324¡‘(0 garantice la estabilidad, la condi

ción. ¿24K¿o no es ya las necesaria para la estabilidad. Esto es
consecuencia de que, en ausencia de disipación, las fuerzas giroscó­

picas pueden estabilizar una perturbacián con 521,) 0 .

Sin embargo, si no hay fuersas girescópicas presentes, aún cuando no

“Mi,” y ((893))
sean semidefinidas positivas es necesaria para la estabilidad, puesto

haya disipación, la condición de que las matrices

que para las perturbaciones en que no haya ni disipación ni fuerzas

giroscópicas, las ecuaciones de regresión (111.15) (con)(E,i= O )

toman la forma o. (H)

Z” (Marti+39 “J)=°’
y (111.29)

donde se usó que ((815")) es nula; El sistema de ecuaciones (111.29)
es análogo al que se encuentra en la teoria de las pequeñas oscilacio­
nes en MecánicaClásica(69'7o'7l,. Si se hace un análisis de Fourier

en el tiempo de este sistema de ecuaciones, o sea se buscan solucio­
-¿u

nes con dependencia temporal del tiponle , resolviendo la corres­

)
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pondiente relación de dispersión se hallan las frecuencias caracte­

risticas w de los distintos modosnormales que satisfacen el sis­
tema de ecuaciones (111.29), hallándose que estas frecuencias w

son reales o imaginarias puras, viniendo dadas éstas últimas de a

pares conjugados, por lo cual una de ellas corresponde necesariameg

te a un modoinestable.

Para que haya estabilidad es entonces necesario que todas las w

sean reales, o sea que las matrices ((M1J)) y ((Sïg))) sean ambas sg
midefinidas positivas.

La condición de que ((MiJ)) y ((síg))) sean ambas semidefinidas po­
sitivas, equivale, por (111.25), a que sea siempre 5201,50.
En el caso en que hay fuerzas giroscópicas, si hay perturbaciones con

5¡L1> 0 sin disipación,para estudiar la estabilidad debe recurrir­n
se a la ecuación (III.2L), que para ql I 0 (y ((Síg))) nula) se es­
cribe

(A) >kk“).z‘r ah. z '_ :O
X (¡XLCXJ-—°(L°(d)+ “Lud)+ RbddeJ]
¿J (111.30)

Haciendo ahora un análisis de Fourier de (111.30) es posible determi­

nar la estabilidad, es decir si las fuerzas giroscópicas logran o no
estabilizar el sistema.

Aúnen los casos en que la estabilidad del sistema queda fijada por

las prOpiedades de la función 6 = -gan , puede resultar cónvenien­
te plantear (111.30) para obtener información adicional que ocasio­

nalmente puede ser útil.

En los casos en que ((Ríg))) es sólo semidefinida positiva (y puede
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haber perturbaciones con 52'ñ_8 0)si hay estabilidad, se habla de

estabilidad marginal. Tambiénse habla de estabilidad marginal cuan­
do puede haber perturbaciones estables con 5211: 0. Esto ocurre,

por ejemplo, cuando el sistema tiene simetría de traslación en una

dirección ( o de rotación según un eje) y esta simetría no la tiene

el estado estacionario, existen entonces infinitos estados estaciona

rios análogos que forman-un continuo, y se puede pasar de uno a otro

por una perturbación (de frecuencia nula) que no se considera una

inestabilidad, en la cual es 521.! 0.
(57,58)

I
2

en base a la ecuación de Potter-Planck (III.L), que comosabemosu9' q

Pasemos ahora a un análisis microscópico, siguiendo a Graham

es equivalente a un sistema de ecuaciones de Langevin (Teorema de

Kolmogorov). Sin mayor pérdida de generalidad, podemos suponer que és­

tas son de la forms (111.6), ya que si fueran de segundo orden 61 el

tiempo, igualmente puede aplicarse la mismateoría, salvo ligeras mo­

dificaciones que luego indicaremos. Es posible demostrar(21'3h'37'57)

que para la ecuación de Pokker - Planck (III.A), así comopara la

ecuación maestra (111.3). es válido el 'Teorema H" de Boltzmann, de

lo que se deduce que estes ecuaciones tienen una única solución esta­

cionaria, la cual es ademássolución asintótica para t-a oo .

Se supone que la "matriz de difusión" ((Q1J)) es real, simétrica y
semidefinida positive, lo cual es consistente con la relación estable­

cida en (111.6), por la cual ((QiJ)) es la matriz de correlación de
las fluctuaciones,

(r1(c)rj(t'í> = QiJ5(t-t') . (111.31)
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Conviene escalar las ecuaciones(III.L) y(III.Ó) con un parámetro

8 , tal que cuando 8-6'0 se anulan las fluctuaciones(58).

Obviamentepara ello simplemente hay que sustituir, tanto en (III.L)

como en (111.6), a QIJ por (e Qij.
Llamaremos"atractores' a las soluciones estacionarias ( o solucio­

nes de equilibrio) deterministas (qi?!..q;°)) de las ecuaciones de
movimiento (111.6).

Si la distribución P no depende de C (ver más adelante), el límite

determinista de la ecuación de Fokker-Planck es la siguiente ecuación

de continuidad de la probabilidad
aP 9.. . :0.
5;.4-Z_ aSWUQF‘) (111.32)L

Introduciendo la corriente Ji = (1.? vemosque P deriva con velo­
cidad

ai = Ki(q1,...qn) (111.33)
(ecuaciónde las características).

Sin embargo, es de esperar que la solución estacionaria (solución

asintótica para t-ioo) de la ecuación de Fokker-Planck dependa de 8 .

En efecto, si E-+ 0 se espera que la probabilidad se concentre alre-I

dedor de los atractores (soluciones de K1(ql,...qn) = 0) estables
de la ecuación caracteristica (111.33). Supongamosque, comosucede­

ría con la función de distribución de Boltnlann en presencia de un

campode fuerzas, la importancia de un ¡tractor venga medida por un

cierto potencial, y consecuentemente busquemossoluciones estaciona­
rias (asintóticas) del tipo

mg.) (5 P. t-oao) = c exp [- aim/e]: s (qlv--°qn).
(III.3L)

Obviamente, la distribución alrededor de unatractor será tanto más
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ancha cuanto mayores sean las fuersas fluctuantes (que een propor­
cionales a 5 ).

Los términos dominantes en el límite 8-4 0 (que sonru 0(¿ï-l)) de

la ecuación de Fokker-Planck dan la siguiente ecuación (análoga a

1a aproximación eikonal de la ecuación de ondas en el límite 1=+ 0)
e 1 39 ae _

X¿ K¿3% +ïXL-¿an 'O' (111.35)
La similitud con la ecuación sikonal sugiere que esta ecuación juega

el papel de la ecuación de Hamilton-Jscebi independiente del tiempo

en la mecánica clásica, y 0 es el análogo de la acción S (Er-9 0

correspondería al limite clásico 'i-—+0 de la mecanica cuántica, lo

cual también sugiere la utilisación de integrales de camino, a la

Feynman‘725.

Luegoes posib1e(58), e partir de (111.35), construir una teoría 1a­

grangeana termodinámica, siguiendo una analogía completa con 1a mecá­
6 0 l

nica clásica.( 9'? '7 ) Alternativamente se puede desarrollar una

teoria termodinámicalagrangeana (equivalente a la anterior) a partir

de la ecuación de Fokker-Planck, basándose en el uso de la técnica de

integrales de camino.(2°'21'57'6°'61’

Esta teoría termodinámica lagrangeana es del tipo Onsager-Machlup, pg

ro válida lejos del equilibrio, siendo en todo equivalente a la teo­

ría lagrangeana macroscópica de Leyenda, antes reseñada.

La función 6 tiene 1a propiedad de Lyapunov é K 0. Bs decir, si

apartamos a1 sistema del equilibrio, el estado g sera función del

tiempo en su evolución, y lo mismoocurrirá con 6 (g), para la cual

podemosescribir,en el límite determinists

é: ¿3Q íL=Z,a-Q'k- =--;_-ZQ 39 9-9- \(O
¿3L Las; ° y.

L' "'j . ,
J a?‘ 3?}! (111.36)
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por la positividad de la matril ((Q1J)).
Además,se muestra fácilmente que el estado de equilibrio es un pun­

(dondeto estacionario de 9 39/3 qi I O). En efecto, como Ki 3 0
en tal punto, debe ser en su entorno por lo menos de primer orden

en 5 g 5 g - 99). Pero entonces se ve que para satisfacer la ecua­

ción de Hamilton-Jacobi (111.35) esnecesaflo que ¿Q/ag1 también sea
de primer orden en¡5g, lo que prueba la atirlación. En consecuencia,

una variación de la función 9 respecto a su valor de equilibrio es

por lo menos de segundo orden.

Unestado estable de equilibrio será entonces aquel para el cual 9

sea minimo, o sea que para todo desplazamiento es

529 ;> o , (111.37)

pues é <:O implica que el sistema vuelve al punto de partida, que es

el estado de equilibrio. Lo opuesto ocurre si 529 <f0; en este caso

el sistema se aleja. Puede también ocurrir que el signo de 520 no
este definido. En tal caso el equilibrio correponde a un punto de en­

silladura y es inestable.

Asumiendola expresión (III.3h) para ¡(3) (podria considerarse,

para ganar generalidad, que 9 depende del tiempo). y trabajando

al orden más relevante en 5 , la ecuación de Fokker-Planck puede
escribirse en la forma

21! :2: ji. 1:at +- aqi (ri H) 0 . (111.33)
L

donde la deriva de la probabilidad r1 es

(111.39)r a x e l o ¡De .
1 1 a;j 1,..an

De la ecuación de Hamilton-Jacobi (111.35) resulta que
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(III.kO)
wla,q>31 a

1

que implica que (ri) es un vector tangente a las equipotaiciales de

:0,
1

Lyapunov. Además, en régimen estacionario ('bW73t a 0), la conser­

vación de probabilidad ae expresa como

Z.
L L

(r1 V) ‘ O , (III.L1)

es decir, la ausencia de divergencia de la corriente de probabilidad

ri W . La ecuación (III.h0) significa_que la probabilidad circula
en el estado estacionario a lo largo de equipotenciales (lineas de i­

gual probabilidad, comono puede ser de otra manera en un estado es­
tacionario).

Es útil reescribir la ecuación (111.39) en la forma

Ki = r1- ¡i XQ“ 3% . (111.42)J J

Luego, la fuerza generalizada K1 tiene dos componentes: ri, que
es la deriva de la probabilidad, tangente a las equipotenciales, o

fuerza “circulatorio” , y

, (III.L3)d=-l 3
1 ’ 2 EE Q13 5%]

que debido a la positividad de ((Qij)), está orientada en el semieSpg
cio opuesto a 36/3q1 . Nótese que
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Z.3—6.-¿¿<0 .
b 3 a (NLM)

Esta fuerza es reaponsable de 1a deriva del estado hacia el equili­

brio cuando ¿26) 0.
Adviértase lo siguiente: mientras el estado g deriva hacia el equ;

librio, la distribución de probabilidad permaneceestacionaria (con

deriva ri ). En otras palabras, W ¿gg_ggg!pgflgestrictamente el mg

vimiento de los estados, y por lo tanto debe existir una deriva com­
pensadora, que es precisamente

-K :- l II.
r1 1 dia .ZZQ _g (11.5)135..

a 9‘:

cuya interpretación fisica es transparentes representa a las fuerzas

aleatorias en su acción dispersora de probabilidad (ditusión). En con

secuencia, di representa a las fuerzas gguilipzante; del sistema, que
se hallan de alguna manera compendiadas en el potencial de Lyapunov

9 . Nótese que la presencia del tensor ((Q1J)) en la expresión de
di es, a efectos de estudiar el equilibrio, irrelevante, ya que sólo

interesa la orientación del vector(dí), y esta no puede ser alterada
por un tensor definido positivo.

Lo que si es de la mayor importancia para nuestro trabajo es que 1a in­

troducción de fuerzas aleatorias en las ecuaciones de movimiento , y

el tratamiento equivalente de las ecuaciones de Langevin asi obtenidas

mediante la ecuación de Pokker-Planck, gggggzg la existencia de un pg

tencial de Lyapunovque contiene toda la información sobre las fuerzas

equilibrantes del sistema físico. En principio, este potencial debe
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ser obtenido resolviendo la ecuación de Hamilton-Jacobi homogénea

(111.35).

Pasamos ahora a ver cómo el potencial de Lyapunov e entra en la

ecuación de movimiento de los estados, (111.33). En todas las si­

tuaciones de interés práctico es esta última ecuación determinista

la que se conoce, por lo menos en su forma linealizada alrededor de

un estado de equilibrio (donde K1 8 O) . Si bien la resolución

de la ecuación (111.35) para 6 no presenta problemas en una teg

ria linealizada, aproximación que siempre adOptaremos en nuestro

estudio de los plasmas, existe un procedimiento alternativo, que

evita esta tarea, y que consiste en identificar la contribución
de 6 a la ecuación (111.33). Para ello procedemos comosigue.

Si se desarrolla á 6 e 6 - 9° en potencias de los desplazamien­

tos O‘i Eáqi de las variables q1,' respecto a sus valores en el

estado estacionario (qï)), se obtiene al menororden significati­
vo del desarrollo

()59:9-90'JáZ. :qi-qio)’
iJ (111.hb)

donde la matriz ((dij)) es real y simétrica.
Desarrollando K1(g) alrededor del valor g = ¿0), y recordando

que Kí(gb)) S 0, se tiene, cortando el desarrollo a primer orden

- Z AinJ-Fooo a (“1’000dn))
J

Sustituyendo las expresiones de Ki(g) y de 6, dadas en (III.Lb) y

(III.L7)

(III.L7)respectivamente, en la ecuación (III.35)¡ se obtiene la
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siguiente generalización, lejos del equilibrio, del teorema de fiug
tuación-disipación

¿Í (AiJEjk...una“) = 41k ’ (111.48)
J

donde la matriz ((Eij)) es la inversa de la matriz ((dij)) y es
simétrica comoella, cumpliéndose entonces, por hipótesis

Z. Eijdjk = 51k . (III.Io9)
J

(Es decir, que para deducir (III.L8), se necesita suponer (111.49),

o sea que ((díj)) sea invertible).
La fuerza "circulatoria" ri(g) , resulta ser entonces (ver
(111.39), (111.43). (III.L6) y (111.47) )

13(9) :Z A1;!dj +11; Z Qikdkjdj g Z Tik “k3 dj ;
J ka Jok

'rik :Z A“ Ej“: Qik ) (111.50)
J

dondepara introducir la matriz ((Tik)) se recurrió a introducir
la identidad (111.49). Usandoahora (III.L8) y la simetría de

((EiJ)), resulta que es
( )

TiJ = -TJi ; :9er z o (111.51)
3 qk

lo que, en particular,es consistente con (III.LO).
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Las ecuaciones de Langevin, linealisadas alrededor de g y sin

fluctuaciones, son entonces

. _ - 111.52)“i‘ZAide'Zuik-á01k)ko°<J . (
J Jak

Si ahora

1. 5 -T (111.53)
1.1 11“; Qu

(y, por lo tanto, Q1J a L1J+LJi por la antieimetria de((Tij)) i
y si la matriz inversa de ((L1J)), que asuniremos que existe, es

((Rij)). se tiene
° +­

Jïnudj gana-“1,8 0 (111.51.)

Hasta aquí se supuso que las ecuaciones de Langevin eran de primer

orden en el tiempo. Si comparamoscon la teoría macroscópica de ag

tes, vemosque las ecuaciones (III.5&) coinciden con las ecuacig

nes de regresión de Onsager (111.15) , si se supone alli que

>(E’i = O ; que la matriz ((311)) es hermitica , y se la identi

fica con ((díJ)), o sea que es dad 8 3iJ ; y si además Mij = 0
para todos los valores posibles de 1,3; siendo esta última condi­

ción consecuencia de haber supuesto que las ecuaciones de Langevin

eran todas de la forma (111.6), e sea de primer orden en el tiem­

po. Si se levanta esta hipótesis, y se admite que las ecuaciones de

Langevin pueden ser de segundo orden en el tiempo, la teoría sólo

debe modificarse levemente (tratando los ¿i comonuevos qi).
Supongamos,para simplificar, que el vector de estado tiene dos

componentes 0‘: (3 , siendo v 8 u , considerando a la velocidad
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una variable de estado (como es habitual en mecánica ). La ecua­
L

ción (III.5L) se escribe metriciallente

a n
[R _ + S = o .

V V

La matriz S debe ser diagonal, porque de lo contrario en la ex­

presión (111.46)

(111.55)

+ *. % * )
:uVáe=laxs°< '(“(')

2

se mezclarían las variables u y v, que tienen prOpiedades opueg

tas de inversión temporal, en tanto que 1a solución asintótica de

la ecuación de Pokker-Planck, (III.3#) debería ser invariante an­

d 0

s40 u) .
Entonces para satisfacer el vínculo v I ñ debe ser

“S
Ea " -u o, (111.57)

te tal inversión.
(111.56)Escribamos

con R y g a determinar. Recordemos que la parte simétrica de la
inversa de [p es la matriz de ¡correlación de las fluctuaciones (ver

ecuacióna(III.53) y (111.31) )

Illi­

1

Q _ o f" (111.53)

«0|;
3P ZZFn

vo
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Pero los elementos no diagonales de Qdeben anularse si no se quie­
ren introducir fluctuaciones en la ecuación exacta (determinista)

v = ü , es decir y = M . Luego, la parte superior de la ecua­
ción (111.55) queda

Mv+-Rfi-yah = 0 (111.59)

y usando el vinculo (v = ñ)

Mü+Rü+du = o (111.60)

El mismo procedimiento se puede emplear en casos de más dimensiones,

reemplazando u y v por vectores y M,R,a’ por matrices con el

número apropiado de componentes. En el caso más general, 1a función

de Lyapunov es de la forma

e=l ( ¿«+M ' V)
5 2 Z ‘13 u 13 “1 fi (111.61)

1:5

Nótese que la positividad de q! , la matriz de difusión, implica en
el ejemplo que acabamos de ver (ecuación (111.58) ) y en el caso ge­

neral, la positividad de R, que juega el papel de una matriz de

disipación.

Con esto, una vez supuesto que ((SiJ)) es hermitica (condición para
que exista 0 en (111.27) )es evidente que la 56 dada en (111.61)

coincide con 1a 0 = -521¡ , de antes, si S:lJ = a“ .
Además,ahora, en vez de (III.5L), se obtendrá la ecuación (111.15),

con XE’i = 0.
En definitiva, la teoría microscópica en base a la ecuación de Fokker­

Planck, equivale a la teoria macroscópica de Lavenda, antes desarro­

llada.
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Por último,digamos que es posible dar una formulación de la Termo­

dinámica Irreversible a partir de un tratamiento fundado en el uso
de la Teoria de la Información, (y a partir de la ecuación maestra

(111.3), o de la ecuación de Pokker-Planck) que reproduce todos

los resultados anteriores, incluyendo la teoria lagrangeana antes

mencionada, y el principio termodinámica de balance de potencia .

Esta teoria se basa en el concepto de "ganancia de información'(3z)

y entre sus consecuencias figura la demostración del"teorema H' pg

ra la ecuación maestra (111.3).

Pasemosahora a discutir las aplicaciones concretas de la Termoding

mica Irreversible a la teoría de la estabilidad de los plasmas.

La teoria termodinámica que acabamos de desarrollar se basa en admi

tir que las ecuaciones macroscópicas de evolución de un sistema te;
modinámico(por ejemplo, un plasma) deben tener términos fluctuan­

tes (aunque puedan ser deepreciables) y luego, son ecuaciones de

Langevin.

Las fluctuaciones en las ecuaciones de movimiento que rigen la evo­

lución de un sistema macroscópico (como por ejemplo, en el caso de

un plasma), se deben a que dichas ecuaciones dan una descripción

del sistema basada en unas pocas variables macroscópicas (las varia

bles magnetohidrodinámicas, en el caso de un plasma tratado como

fluido), a pesar del enormenúmerode grados de libertad que el sig

tema posee. Luego, esta descripción implica una división de los gra

d03 de libertad del sistema en estas pocas variables macrescópicas yel

-resto de los grados de libertad del sistema, que son ignorados en

esta descripción, pero que necesariamente deben tener su influencia
en la evolución del sistema. Si la elección de las variables macros­
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dos de libertad ignorados en 1a descripción macroscópica sobre la

evolución del sistema puede representarse por términos fluctuantes

en las ecuaciones macroscópicas de movimiento del sistema.

Es decir que las ecuaciones deterministas microscópicas (o sea, las

que toman en cuenta todos los grados de libertad del sistema) de

movimiento pueden reducirse a las ecuaciones macroscópicas, a con­

dición de que se le adicionen- a estas, términos fluctuantes (que,

ocasionalmente, pueden ser despreciables).

En lo que resta de este capitulo disoutiremos casos en que el pla;

ma se trata comoun fluido, mientras que en el próximo capitulo

abordaremos el problema de la estabilidad de un plasma descripto

por la ecuación de Vlasov, y, en especial, el.caso de un plasma

con radio de Larmor grande.

Antes de nada, si describimos el plasma cOmoun fluido (o dos

fluidos, uno de iones y otro de electrones) basta añadirle a las

ecuaciones fluidisticas las fluctuaciones, de acuerdo con la teo­

ria de Landau-Lifchitz,para transformarlas en ecuaciones de

Langevín(29,h7.k8,h9.50)o

Unestudio detallado de los efectos de las fluctuaciones en las e­

cuaciones magnetohidrodinámicas, y sus implicancias sobre la esta­

bilidad del plasma,desde un punto de vista puramente matemático

(no termodinámico), fue realizado recientemente por Tsichmann‘7337h)
Sus resultados en lo referente a la estabilidad del plasma coinci­

(11.75.76)
den, en esencia, con los de Tasso , que discutiremos más

adelante, en este mismocapitulo.
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Comenzaremosdiscutiendo el caso de la nagnetohidrodinámica (MHD)

ideal, en que las ecuacionesbásicas(de un sólo'fluido)son:(l’lo’ll)

a) la ecuación de continuidad y la ecuación de estado

3-1+ECM: 0 ',(%¿+1n'2)(17;)=0 (III.62)

b) 1a eeuación de conservación del impulso y la ley de Ohm

c 4L (111.63)

c) las ecuaciones de Maxwell

. 1 1 )
YKÉ=íclré2YxÉ=Tat’-‘

V_E= 4413? (III.6¿.)

donde y es la densidad de masa, g q la densidad de carga, pi la
presión iónica,‘g el campogravitatorio (real o ficticio) y en ge­

neral 1a notación es 1a de Krall t Trivelpiece El)

Supongamosque en la situación estacionaria no hay campoeléctrico

ni movimiento (EO 3 zo I O). Definiendo el vector desplazemiento

É , tal que la velocidad (a primer‘orden) sea 1 - 11 = É , se
linealizan todas las ecuaciones dadas en (111.62), (III.63)y(IIl.6LL

asi comolas cantidades que en ellas aparecen, alrededor del estado
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estacionario; luego de algún manipuleo algebraico, se obnie­
(1.3.10)

ne

1 4 P

=Y[É-‘lfoMMM] + (HW-XEM9 +

+(ÉthBJ-Zo [gina]; 9551: Yx(53‘30)(111.65)

donde el subíndice "o" en algunas variables indica que son canti

dades a orden cero, y Q es el calpo magnético a primer orden.

La ecuación para É_ dada en (111.65) puede ahora tratarse como

una ecuación de regresión de Onsager del tipo (111.15), con

XE’i - 0 (es decir, sin fluctuaciones); siendo aquí

á 2 ' ’s
Riá = 03 Mij ‘fo 13; 5 u ¿Fé-¿‘31 “(É :

k3
x

¡Xfx5 o x 2°):ng(ZXQ)X!°]+
= - l

2 .
plasma

+ Y.[5.Zpo+ïpo(‘l.3)] - ¿OILWOEÜ } , (111.66)­

donde los índices i,J son continuos y múltiples; una suma en uno

de ellos implica integración espacial en el volumendel plasma, a­

demásde suma en las colponenteaoapacialee, ya que i g (35,E),

.Z = 1,2,3; siendo 0‘1 g ge (¿5),

Siendo nula la matriz ((Rij)) y definida positiva la matriz ((Mij)),
se podrá establecer un criterio de estabilidad termodinámico (111.28)

sólo si la matriz ((813)) es her-itica; y, en este caso, la condi­

ción de estabilidad será que ((81J)) sea definida positiva, corres­
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pondiendo el caso que sólo sea semidefinida positiva al de la es­

tabilidad marginal. En otros términos, si ((Sijl) es hermitica,
hay estabilidad si para cualquier perturbación es á 2W>0 (el cg

so 52W= 0 corresponde a la estabilidad marginal), y hay ines­

tabilidad si para alguna perturbación es 52U“<0. La cantidad

ázw, definida en (III.66),os en la.notac16n habitual de los físi

cos del plasma

i
62W¡á g; d3x (111.67)b

plasma

donde el operador Á no es otra cosa que la matriz ((813)) para es

te caso particular. Nuestro criterio vale entonces 31.3; es auto­
adjunto, y el criterio de estabilidad esta dado por el signo de

( 52W). En otras palabras,reencontranos el conocido "principio

de energia" de la MHDideal debido a Bernstein et al(?7'l'3’9’10)

Nosotros hemossupuesto un tensor isótropo de presiones, pero la

extensión de este principio al caso de un tensor anisótropo de prg

siones (y, en especial, al caso en que valga la aproximación de

Chew, Goldberger y Low) no ofrece dificultades, como se muestra

en el capitulo XII del libro de Mikhailovskii É

El problemade establecer el carácter autoadjunto del operador :g
ha sido ampliamentediscutido en la literatura(1'9'1°), así como

también la aplicación del "principio de energia"_de Bernstein a las

más diversas situaciones de h MHDideal, razón por la cual aqui

no insistiremos en estos puntos. Sólo mencionaré que, en el caso
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t d
egpgcïi (111.68)

lo cual no es otra cosa que el principio de conservación de la ener­

gía, La integral Nose extiende no sólo a la región con plasma, si­
no también a la zona de vacio (a diferencia de la integral en (flIbóL

ó (111.67), que es sólo en el plasma). Luego, observando que es

5V; -S'I'= ¿(5331.3 M3,;-S(É ¿fildh =52;.) (y :É ¡ -55)
plasma _ plasma

(111.69)

(un razonamiento análogo es posible aún si go f O, añadiendo en 140

un potencial gravitatorio del que derive go); de (111.69) Se de­
duce que 52W= 5V, es decir que representa una variación
de la energia En.

Dejemos ahora la MHD ideal, y pasemos a ver como se aplica nues­

tro criterio de estabilidad termodinámica (basado en la Termodinámi­

ca Irreversible) al caso más complejo en que el plasma debe traLar­

se con las ecuaciones de la magnetohidrodinámica disipaciva (MHD

disipaniva), lo que nos permitirá estudiar inestabilidades resisui­
vas y térmicas (éstas últimas, asociadas a la existencia de gradieg

tes de temperatura y densidad (78'79’80’),
Las inestabilidades resistivas (y algunas térmicas) han sido estu­

diadas en detalle por Tasso, quien encontró para ellas un "princi­
"(11.75.7231)pio de energia más general que el de la MHDideal, cu­
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ya identificación con nuestro principio termodinámico es muchomás

directa aún que en el caso del "principio de energia" de la

MHDideal, debido a Bernstein.

En efecto, Tasso ha logrado mostrar que en gran cantidad de situg

ciones las ecuaciones de la MHD disipativa (tanto en un modelo

a un fluido, comoen uno a dos fluidos) pueden reducirse a un sig
(75,76)tema de eeuaciones de la forma

39+ (P+!)j+31 ¿o (111.70)

donde _l es un vector multidimensional cuyas componentes son va

riables magnetohidrodinámicas (tales comola velocidad o un cam­

po) y donde ¿J , :5 ,=H , __0_‘son matrices huyos elementos de matriz

pueden contener operadores ds derivación.espacial; tal y comogr;

dientes, divergencias, etc.); siendo las matrices J! , fi_ y g
simétricas ( o sea reales y hermiticas) y la _f antisimétrica

(real y antihermitica), y además :2: y ¿L son definidas positivas.
Entonces Tasso encuentra que el criterio degestabilidad que se

cumple en todos estos casos, es que (si É!.Zf) representa el
producto escalar de los vectores multidimensionales g, 1') sea
en toda perturbación

(Y,
H4:

1 )> o (111.71)

La condición suficiente de estabilidad es que valga (111.71) pa­

ra toda perturbación del estado estacionario (cuya estabilidad se

estudie), o sea que .9 sea definida positiva. Por otro lado, bag
ta que en alguna perturbación sea el producto escalar dado en
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(111.71) negativo para que haya inestabilidad (oseaqueuna condición

necesaria de estabilidad es que g sea semidefinida positiva, co­
rrespondiendo el caso de que el producto escalar pueda ser nulo a

una estabilidad marginal).
Ahorabien este criterio de estabilidad hallado por Tasso indepen­

dientemente de cualquier consideración termodinámica(11,75’7ó) es

idéntico al que resulta identificando las ecuaciones (111.70) con

ecuaciones de regresión sin fluctuaciones (con XE'i = O) del tipo
(111.15), donde las componentesdel-vector l coinciden con los

<Xi (cada componente de iz es un conjunto infinito de (‘*1) ó

(qi), donde i E 5,), las matrices ((Mij)) y ((313)) se transfor­
H (A)

man respectivamente en :2 _y :3 , y las matrices ((Ri.j )) y ((Rij )!

en las matrices y =P n.

En efecto, con esta identificación, elcaracter hermítico de Q

(o aga ((813)) ) y el caracter definido positivo de :2 (o se;
((Rij )), que está asociada a la disipación), implican que el cri­
terio termodinámicode estabilidad (111.28) es válido, y éste se

reduce a pedir que sea, en toda perturbación estable ¿21‘50 ,

ya que la condición ¡S2ñ>0 es automática, por ser fi definida
positiva.

Luego, la condición termodinámica de estabilidad es, usando la no­

tación de Tasso,

527 = - [(33, gg) + (y, 3!) 1 <0 (111.72)

donde esta condición (en toda perturbación) es suficiente para la
1 .

estabilidad, mientrascpe' á'i>09n alguna perturbación asegura la
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inestabilidad , pues la disipación es positiva (el caso 5241- 0

es marginal). Como:g es definida positiva, (IiI.72) se reduce
a (111.71), reobtenióndose el criterio de estabilidad de Tasso.

(75.19El caso más general tratado por Tasso es el representado

por las ecuaciones a dos fluidos (k = 1.o)

(J ¡t k). "kmkH
dt

JH

2
qk

+ E-‘Q nk (ny!J - nkxk) , (111.73)

33+Y.(nk 1k) = 0: ¡7’k‘ th‘k) ,at

conjuntamente con las cuatro ecuaciones de'Mauwell (la notación
aqui es la de Caldas &Tasso). Luego de hacor ciertas suposiciones

y aproximaciones, mencionadas por Caldas k Tssso en su trabajo(?5’

y en especial despreciar cierto término proporcional a (J;ÉE;(1175’76)
se llega a ecuaciones del tipo (111.70), con (A es el potencial

vector,5_k el desplazamiento de la especie k, j la corriente a o;
den cero, k = 1.o )

id"? “2+ijd' [2! k‘Ék'Y.pkHXPHÏ°Ïk)2+(y.
HD

1)

“y ¡1:23, (Ïk.'!!—:12]-5d1(9km! pHÏ..|%-Ï—|)2+

+ zjdzédjefl 1- ¿4736+¿y .59) -Idc<_so¡}e).(}e.y¿ 14.950)

(ni = "e = “I P = P1+Pe) (111.71»)

y es esta 1a cantidad que debe sustituirse on (111.71) para estu­
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diar la estabilidad del plasma. El criterio de estabilidad es pues

el signo de (III.7h). Apartir de este criterio es posible estu­
(75)diar la estabilidad de any variadas situaciones E1"principio

de energía" de Bernstein, antes discutido, es un caso particular

de este principio de Taaao (obteniéndose Sïf’de (III.7L) , cuan­

do se supone5:56 , ¿“kalgo , a]. e 0 , etc.).
Unejemplo simple no-ideal es el de laa inestabilidades resistivas

(11, 31)
en un Tokamak, discutido por Teseo , con el modelo de un só­

lo fluido.

Las ecuaciones básicae,en un modelo a un fluidq son de la forma

(111.70), con Z “Ulao Y 4 ‘l
- -(É-Y)"(É'Y) ÁB'YLÉ

1 = ; y = ("giï‘yt .0 I 1°4 ’ o no -1, _B_
' " ' Wo

4
( .2) -—

Wo

y donde g depende del modelo físico que se haga del transporte

de 1a resistividad: si ea llevada por el fluido (f) o por las su­
perficies magnéticas (s). Se tiene‘gl) \

o O
(f) ' -1 4 1

= 4 7. ) = 0 ¡(B-V)(B¿V)-7JVL

g :r'(El!) " í; Yi Í° (111.75)

:‘(g-yxgry) -I'(_B¿'Y) ' (s)­

f
(Io Q( 1-1 ) :I[J‘9¡!.X’(5o1)0+2J’A(9¿.!)U+_J; ¡VLA!2]d'1;

_ . . . ro _ l

(y.g -z) =f[mmarltgrzm¿0193] dr
(111.70)

(81)
qdonde, de acuerdo con Teseo, se ha asumido ue (J',A,U se def;
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nen implícitamente en lo que sigue)

cv U . - u o l g J I z °É'ÉZXÉY*Bz2zr i- 1 J 9 g. 10.11.!

p. =42;“; É: -gszu (ELE:o)
(111.77)

siendo aqui Ï’ el flujo magnético poloidal, y donde los campos, a

orden cero son g, g y, a primer orden eon g, g (de la misma

forma, la corriente, a orden cero es J y, a primer orden es

1) ; y es = 0 siendo É el desplazamiento del plasma ; se

usan unidades M.K.S. y la resistividad es'flo*'71 , teniéndose
que ’

(f) - (a); 2 ' _71 "3-370: (2.2).m+(g.z)4¡o-o.
Pasemosahora a discutir otros dos ejemplos no tratados por Tasso,

en que el plasma se puede describir comofluido, pero en que hay

presente un gradiente térmico (y en uno de ellos, un gradiente de

densidad, cruzado con el térmico).

Estos ejemplos sólo han sido discutidos antes en la literatura con

un análisis de ¡nodosnormales, no con ningún principio variacional.

Son dosefiemplos concretos en que el análisis veriacional se puede
llevar a sus últimas consecuencias en forma analítica.

El primero de ellos es el de la inestabilidad termoeléctrica, descg
(78)bierta por Tidman & Shanny en los plasmas producidos por láser,

y propuesta luego comoposible mecanismo para ki filamentación de
(79) 'la lámina de corriente de un Plasma Focus

La idea básica de este mecanismo es Considerar la lámina de corrieg
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te del Plasma Focus (PP) comouna Juntura termoeléctrica. La ines

tabilidad en cuestión resulta del efecto combinadodel término de

fuente de campomagnético llamado "vector baroclínico"

- Egedne‘) x‘lTe (111.73)e

y la deriva térmica en un campomagnético e ¡

-KAebxYTeE-K'QCeXZTe (chíwceE-ÍKAEKMCJ
(111.79)

(donde Te es la temperatura y ne la densidad de electrones, g

es el vector unidad en la dirección del campomagnético, (dades

la frecuencia de ciclotrón de los electrones, etc.)
Las ecuaciones básicas para estudiar esta.inestabilidad son (79)

'1
acoge: 9-3+ “(le (111.80)

'at "ne 3’( 23X

e 11"
371 — -4 VT BKA -——¡3 (111.31)
STE-_ \- e‘o + K'L

donde‘Qnmes la viscosidad magnética, K¿_ el coeficiente de difg

sión térmica; Tl(x,y) es la perturbación en Te; no hay campo
magnético a orden cero, luego (Ocees una cantidad a primer orden

(sólo existe en la perturbación); la dinección de Q coincide con

el eje z ; la dependencia de la perturbación con y puede deg

preciarse; a orden cero los gradientes de densidad y temperatura

son paralelos, siendo (ambosestán paralelos al eje y )

s ¿Yun ne)o .1 (Te)°) o; A ¡á (111.32)
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La ecuación (111.80) es la ecuación de evolución del Campomagné­

tico y la (111.81) la ley de conducción del calor. (No se considg

ra el movimiento del plasma, o mejor dicho, las ecuaciones son

planteadas desde un referencial solidario con él.)

Aplicando el operador (a/at evmbz/axz) a (III. 81), y usando

(111.80) para eliminar a 6%., resulta 2
1 ' 3‘ 233 .. BAT K'S "t

33)}:+(HL+9W)(-ï;¡) gt + ¡(91.3% +ïït; o. )
(111.33)

que puede considerarse una ecuación de Langevin (donde qi 5 T1)

((Rij)), ((813)) son hermiticas, además ((Mij)) se reduce a la

o ecuación de regresión (111.15) en que las tres matrices

identidad y ((R1J)) al operador" (- azfibxz) multiplicado por

(Ef 9m).
vas. El criterio de estabilidad termodinámica es entonces válido

Luegotanto ((Mij)) como((Riji) son deiinidee positi­

y establece comocondición de estabilidad que ((31J)) sea definida
positiva, o sea

2

5‘13" [vm Ku. (35%)2 "

Recordamos que la matriz ((8

‘ .2.

¿5937:1120 (111.8L)

UH corresponde al operador

“Nm (zh/3*”) + ¡LE (az/3x1)
y se hicieron integrales por partes, suponiendose que las condicig
nes de borde son tales que todas las integrales de contorno se
anulan.

La condición (III.8L) conduce a los mismosresultados que un análi­

sis de modos normales(79’.

En el caso S<í0, hay estabilidad para cualquier modo. Si en cam­
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bio es S) 0, comosupusimos en (III.82', puede haber modos ines­

tables, los cuales, si los suponemosdel tipo AJ eikx , deben

cumplir la condición

2 1 IE;
min S k < k H =“e v1“ .L

K'ï( ln tb)¿(_V_Te\o

k “¿9% KL (111.85)

donde se SUponeque existe una longitud de onda máxima, que fija

el valor de kmin (esto se supone en la deducción de las ecuacio­

nes (llI.80) y (III.81), que dejan de valer si k2\<S/Te ).
Pasemosahora a analizar el último ejemplo que discutiremos en es­

te capitulo: es el de una inestabilidad que aparece en el G-pinch,
(80)

estudiada por Hainos mediante an analisis de modos normales.
Las ecuaciones básicas para estudiar la inestabilidad de Haines

(supuesto que los iones están en reposo) son

2
O

- 1.7 'a‘T . _ - T 3 ¡1 .
Iizvgï-‘z‘z’rbíïá T1- 043.1¿1+K\)113’

(111.86)

donde Tl es la temperatura electrónica a primer orden, Jl la co­

rriente a primer orden (en la dirección 0 ) , siendo Jo y To la cg

rriente ylla temperatura electrónica a orden cero;¡AT = (To-Q) es

la diferencia de temperaturas entre los electrones y el medio, o

sea, los iones; la conductividad eléctrica es d I do«F oí ;
siendo
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J x)

É‘ï‘ñ) ¡m (JJ/ATV r 2 T° (111.87)

(kB es la constante de Boltzmann, los valores de las constantes X),

X y H_son irrelevantes para este cálculo, pero l) es la viscos;

dad magnética a orden cero, H. es esencialmente un coeficiente de

difusión térmica, y'É una constante de relajación térmica).

Combinandoentre si las dos ecuaciones de Haines, dadas en (111.86),
se obtiene

1 11‘ ,
" 31 1 . #7; 3__T1_ xfa-1' +XT :20
T1_.<\)+H) 317- + 9K 31-." +dr‘ 31" X 37-2 l '

(111.88)

Interpretando ahora a (111.88) comoecuación de regresión (111.15),

se ve que la matriz ((MÍJ)) reeulta‘ser-la identidad, la matriz

((RÍJ)) ee reduce al operador hermítico y definido positivo
1

3 i— -- +312
mientras que la matriz ((S¿J)) ee reduce al Operador hermitico

q 1

“((3 /31")+ (¿h-‘49)(3/n‘)
Luegoel criterio de estabilidad termodinámicaes aplicable, y la

condición de estabilidad es que ((813)) sea definida positiva, o
sea que 1 aT'z

B'Tz z -—¡x -¿L >
Scf’x[ÚK(Sïï)*(xv r)()13]/ o)

(111.89)

que conduce a la mismacondición de estabilidad que el análisis de
Haines (80)
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o,mediante (111.87L

T (¿.3O

(III. 90)

(111.91)

H/
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CAPITULO IV

ESTUDIO VARIACIONAL DE LA ESTABILIDAD DE ¿93 PLASMAS CON RADIO

DE LARMOR ARBITRARIO

"=""Ï
En este capítulo vamosa aplicar el criterio ¿ermodinámicode está

bilidad, hallado en el capitulo anterior;Ïsl estudio de la estabi­

lidad de los plasmas descriptos por ls ecuación de Vlssov, y en

especial, de los plasmas con radio de Larmorarbitrario (cuya des­

cripción hemosdado en el capitulo II); construyendo para estos
plasmasun "principio de energis' o principio variacional, que nos

permita determinar su estabilidsde Los resultedos que se obtengan
.serán comparadoscon los de otros ¿utores‘1'2¡3'h'5}6’.

Puesto que el plasma se describe por una ecuación de Vlssov, eco­

plada a las ecuaciones de Maxwell, y comosi a estas ecuaciones

se le añaden fluctuaciones puede considerárseles comoecuaciones

de Langevin, es válido aplicar la teoria termodinámicadesarrolla­
da en el capitulo anterior.

Veamosesto con más detalle. Un metodo sistemático para obtener

los términos fluctuantes que deben incluirse en las ecuaciones de

movimientomacroscópicss, convirgióndplss ssí en ecuaciones de

Langevin, ha sido desarrollado por Landaui Lifchits (7’8'9),
siendo usado y Justificado, incluso en situsciones alejadas del

equilibrio,_por varios autores(10’11’12’13'lk’15’16’17).
Comolas ecuaciones de Maxwell son ecuaciones de campo macroscó­

1..
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picas, a las que facilmente pueden añadirse fluctuaciones, usan­
do la teoria de Landauk Lifchitz(7) , no hay problema en transfo:

marlas en ecuaciones de Langevin¿ Algo más delicado pareCe el caso

de la ecuación de Vlasov, por ser una ecuación cinética. Situacio­

nes análogas se encuentran, sin embargo, ampliamente discutidas en

la literatura. En particular, la teoria de fluctuaciones en un pla!

ma (ls’ló.l7) se basa Justamente en añadir términos fluctuuntes ti

po'Landau-Lifchitz” a la ecuación de Vlasov con colisiones ( o e­

cuación de Boltzmann-Vlasov) para un plasma, convirtiéndola asi

en una ecuación de Langevin.

El primer trabajo en que se usó la teoría de Landau-Lifchitz apli­

cada a una ecuación cinética parece ser el estudio de la disper­

sión de la luz en un liquido.de Fermi'l ). La Justificación de es­
te procedimiento de añadir términos fluctuantes a las ecuaciones

cinéticas (comola ecuación de Boltlnann o la de Vlasov), y consi­

derar dichas ecuaciones comoecuaciones de Langevin ha sido luego

detalladamente discutida por varios autores(12’lh).

En particular, Ueyama1L) ha mostrado que si un sistema caracteri­

zado por ciertos qi. que son las componentesdel vector g , ti;

ne una función de distribución de probabilidades Iïsbt) que satis­

face una ecuación maestra (o una ecuación cinética, comola de

Boltsmann o.Fokker-Planck) y, ahora, se considera formalmente a

f(g,t) comouna función de g_ y t , olvidándose eu caracter de
función de distribución, entonces la ecuación de evolución de f(g,d

(que formalmente es una ecuación maeStrw puede considerarse(ahora)

como una ecuación de Langevin.
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Mas claramente, el sistema en cuestión podrá tener distintas dig

tribuciones de probabilidad, según las condiciones iniciales. TQ

das deben evolucionar según la misma ecuación maestra. Sean f(g,t)

y p(g,t) dos de estas funciones de distribución, y supongamos

que las condiciones iniciales son tales que la distribución de

probabilidades del sistema es la dada por p(g,t). Consideremos
formalmente a f(g,t) comouna función,de g, t (olvidándonos

de que es una distribución de probabilidades). Su ecuación de avg

lución determinista,que se deduce de las ecuaciones deterministas

para los qi , será formalmente idéntica a la ecuación maestra

que cumple la función de distribución p(&,t). Si ahora se toma

en cuenta que los qi no siguen ecuaciones deterministas, sino

que su evolución es estocástica y viene‘representada por.la fun­
ción de distribución p(g,t) (que cumplela ecuación maestra),

las ecuaciones de movimiento de los qi deben transformarse en

ecuaciones de Langevin. Entonces la ecuación de evolución de

f(g,t) (considerada comofunción de g,t) es también una ecuación

de Langevin, la que, si se anula el término fluctuante, se reduce

a una ecuación formalmente igual a le ecuación maestra.
(la). El pasaje de lasEsto es justamente lo que Ueyamaha probado

ecuaciones de Langevin de los qi a las de las funciones f(g,t),

que pueden considerarse comonuevos '(qi), y a los que designare­

f(g,t), es un "cambio de variables' fundamental queA

mos qil ­

nos hace pasar del espacio de las fases de los (qi), al de los

(sin). Si los (qi) son las coordenadas y les componentes de la vg



locidad de las particulas del sistema, los si. f f(g,t), son,en
cambio, funciones arbitrarias de g y t; luego, en este caso, el

espacio de las fases de los (gi) es el espacio de las fases or­
dinario de la Mecánica, pero el de los (21.) es un espacio funcio­

nal. En dicho espacio funcional, habr‘ a su vez, una distribución

de probabilidades P(í;t), donde_el vector a tiene componentes

311 a f(g,t), es decir P(í,t) es una 'superfunción" de distri­

bución que asigna probabilidades e los distintos Si. 5 f(g,t),'
que son las funciones de distribución ordinarias, es decir en el

espacio de las fases de los .(qi). Beta 'superfunción" de distri
bución P(a,t) cumplirá, a su ves, una ecuación maestra, que ten

drá, en general, la forma de una ecuación de Pokker-Planck.

Asi pues, queda claro que es posible usar la ecuación de Vlasov
comoecuación de Langevin; añadizndoleïun término fluctuante.La

correspondiente ecuación de Fokker-Planck será una ecuación en

el espacio funcional de los qi g f(¿,1), y no será una ecuación
para la función de distribución f(;,;) de una partícula del

plasma, sino para una "superfunción' de distribución P(g), don­

de las componentes de g son los qi e f(¿m1).

Esta ecuación de Fokker-Planck representa una "caminata al azar"

en el espacio funcional de las 'funciones de distribución"

f(¿,1), y no tiene relación con la ecuación de Pokker-Planck que

los plasnistas usan para estudiar la difusión de particulas en el

plasma(l9). Estrictamente, las (qi) no se reducen sólo a las

f(¿t1), sino que deben incluirse también entre las (qi) a los
campos g yifi, que dan el campo electromagnético del plasma.
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Entonces la ecuación de Vlasov debe considerarse comouna de las

ecuaciones de Langevin, siendo las otras, las ecuaciones de Max­
well. Por lo.que la correspondiente ecuación de Fokker-Planck se­

rá algo más compleja aún, ya que los' qi son tanto las f(¿,1)

comolos campos g , 2 ; y le distribución de probabilidad P(g)

es sobre un espacio de las fases algo más complejo, ya que es el

capacio funcional de las'funCiones de distribución" f(¿,!) y ds
los campos ¿(5) , E(¿) .

Asi pues, es posible usar'alaecuación de Vlasov y a las ecuacio­

nes de Maxwell, luego de linealizadae alrededor de un estado de

equilibrio,como ecuaciones de regresión de Oneager (ver capitulo

III). Los o<i Eáqi (desviaciones de los qi respecto a sus

valores de equilibrio)_ serán ahora ¡fl‘,;É1, gi ¿es decir,la
función de distribución y los campos, a primer orden). Alternati­

Vamente, en vez de El, El pueden usarse las versiones a primer

orden del potencial escalar y vectorial, comovariables (di),
escribiendo las ecuaciones de Maxwell en función de ellos, como

ecuaciones de regresión.

Si, por el momento, olvidamos el campoelectromagnético, los qi

se reducen a las f(¿,1) donde el indice i puede identificarse

con las variables 5, 1, o sea i g (5,1), siendo C*i g f1(¿,1).

El espacio funcional de los qi se reduce entonces al espacio de
las funciones de 5, 1 .

Comoveremos, el formalismo desarrollado por Lewis, Symony Seyler

para tratar la ecuación de Vlasov‘5'20'21'22), que hemosdescrip­

'....

._. A
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to en el capitulo II de esta Tesis, es epscialmsnte adecuado para

aplicarle la teoría termodinámicairreversible de la estabilidad,

desarrollada en el capítulo III, siguiendo a Lavenda‘23) y a
Graham(2h'25).

La idea básica del método de Lewis, Symony Seyler, descripto en

el capitulo II, es expandir la perturbación f1 de la función de

distribución, en una base de autofunciones 1/: del Liouvillano a

orden cero, í; =[ ,Ho] ; con ello 1a ecuación de Vlasov a pri­
mer orden se transforma en un sistema de ecuaciones para las va­

riables B’r , que son los coeficientes de dicha expansión

rl(qi.p1.t) - Xtrmw’aqmi) ;
Y |

20W; sLV,.Ho] = ifLrW: .. (Iv.1)
A

Siendo el operador Lo antihermitico,los autowalores correspon­

dientes a las autofuncionss Wfr son imaginarios puros, i/¿r.
Las ecuaciones de evolución de los 8 r son

I X - I1131)“. r'- ilgfiílul) (Iv.¿)
donde hemOs introducido

í .

<a|b> ':' Ida! d3p(a b) ; Krafirü+í Rjíïg ¡
31%, J 3ÉE

[11:43]: "¿JWr (Iva)

'(la integral en la definición de (A|o> se extiende a todo el eg

pacio de las fases)y elconjunto{:P i} , son las constantes de mg
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vimiento (salvo la energia) cuando el hamiltoniano de una parti­

cula del plasma es Ho .

El sistema de ecuaciones (IV.2) sustituye a la ecuación de Vla­

sov. En el caso de un plasma de Vlasov con varias especies, bas­

ta con introducir más coeficientes xr, que se notaran ahora

X ip) , donde el indice p (que indica la especie de partículas)
puede, si se desea, incorporarse al Indice múltiple r . Las e­

cuaciones de Maxwell para los campos, así comolas ecuaciones

fluidisticas para las especies "frias" de partículas (o en gene­

ral, para las especies que se describen en forma flidistica) ee­

rán de la forma A
. A °' z

¿wm +Afi=glr Sir-“5)
1 (Iv.¡.)

A A

dondeA1,A2,A3
A

espaciales, J es el operador corriente, tal que la perturbación

son operadores que pueden contener derivadas

a primer orden del hamiltoniano de una partícula del plasma es

A

H1 = J? mas)

Aquí ‘Ï, que representa todas las variables de campo, ee en geng

ral un vector de dimensión n, siendo entonces 3 un vector de

igual dimensión, el producto en (IV.5) un producto escalar, y los

operadores ÍÏi(i = 1,2,3) son en general tensoriales (o matricig

les). La expresión de H1 dada en (IV.5) es la que debe susti
tuirse en (IV.2).
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Las ecuaciones básicas son entonces (IV.2) y (IV.L), usando el

hamiltoniano H1 de (IV.5), y es posible (ver capitulo II) a
partir de ellas, construir una ‘funcional de dispersión", con la

cual se puedehallar la relación de dispersión del problema.

Asimismo,se puede obtener un principio variacional de estabili­

dad, deducido matemáticamente de 1a 'funcional de dispersión"(5'ó%

pero, comoveremos a continuación,es posible también deducir un

principio variacional totalmente general, en forma simple y sistg

mática, aplicando la teoría termodinámicadel capítulo III a las

ecuaciones (IV.2) y (IV.k), que, a estos efectos, pueden conside­

rarse comoecuaciones de regresión de Onsager (sin fluctuaciones),

del tipo

Z(M1jüj+ ) = 10 , (IV.6)
1,3 ‘J

quedandodefinidas la "entropía" 41 y la función de disipación
SP para las ecuaciones (IV.6) en la forma

+81.j«10(3);
2 :-Z . .M u “11W

‘P=lZR o? 3< . (IV/z)
2 id iJ 1 J;

donde las variables 'termodinimicas" ds serán en nuestro cas) las
X r y 'Ï" (o las componentesYi de‘f ).

En generalhyeremoi que, en los casos que discutiremos aqui, los 9

paradores-j\ll\y /\3, que aparecen en (IV.L), son hermiticos,
mientras que ÍXZ, en ls mismaecuación, es antihermítico. En lu­
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gar de usar la ecuación (IV.2) comoecuación de regresión para

las Ü r, es preferible user a su derivada temporal dividida por

(rrxr)

fix“. tir: 3'13) ) (una)r r 1'. ­

usando le ecuación (IV.2) comocondición inicial. De 1a misma
forma, en vez de (IV.L) es oratorible‘usnr la siguiente ecuación,

que proviene de sustituir .3 f por su nxbreoión en función de

2.5,. y de Y , deducïda de (IV.2), en en. A 3 a wme+mm]; ¿(“r/m a; ¡m MI
. , l 1 A .=Lg (X: (IV.9)

Si ahora se consideran (IV.8) í (ÍV,9Ï ¿osa ecuacionee de regre­

sión del tipo (IV.6), ae tiene que
a: A­

—— .*. _ v A- _L ._=_ Mamá“
2 ¿J “¿dá_ Zn'IJ‘I:<

_*¿ EE: Bííxr __l E::::Éf; ('FC ISLQY)t r t (IV.10)

es una cantidad imaginaria pura (EL2ee antihermítico); y luego,

la matriz ((Rij)) es antihermítica, o nea que no hay fuerzas die;
pativaa presentes, pero sí fuerzas giroaeópicaa (ver capítulo III).

Ademáslas matrices ((Hij)) y ((SÍJÏ) non hermíticas, y la 'en­
tropía' (IV.7) es, ahora
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A .. A" . ' h " A 9.

52714 <?|A1Y>+("ruso - 2:75KMWN +
‘k: x A := 3 ft,fjíiïf

4-; ¡Lt¿r ] ¿gema (null)
Luego, de acuerdo con la teoría termodinámica desarrollada en el cg

pitulo anLerior, puesto que la matriz ((Ríj)) es antihermíbica, re­

sulta sz'ñ = O ; una condición suficiente (aunque no necesaria,
pues hay fuerzas giroscópicas presentes y no, en cambio, fuerzas

disipaLivas) de estabilidad es sznjéo (el signo de igualdad corre;
ponde a una estabilidad marginal).

También puede obtenerse directamente que sgñ = 0, derivando (1V.11)
respecto al tiempo y usando (IV.8) y (IV.9).

Si se usa el método de la Épotencia compleja" de Lavenda(23),discu­

tido en el capitulo III, igualandoïa cero la-parte real de la ponen

cia, fn', ae obtiene una vez ma's que 521}: O (Ya que qr’ es prOpor­

cional a ágñ). Por lo tanto, ( 5%“) es una función de Lyapunov para
el problema y el criterio de estabilidad es que posea signo definido.

La ecuación correspondienbea la parte imaginaria de la potencia‘nn es
. A " A “3*A o _,

f4: [Y*(A1Y+Á3Y)‘ (YxA1+Y A3)?1
plasma _. ,, . A ‘1V"> .-A' 1 3*75_X*Z)+5L(<H =

+2"r*A;f]+Z[Ñ<1(“ “ I“r .

WLÉ{

- i ‘WWïí
A ' A 1 b “—' <. < J’ïf: I> r'*«m - «wm-(wwwJ 2:.h.

A° 3x 31.
+kï .—I'K ] } (Iv,12)

o I a I ¡I
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-‘w
Usando ahora que en" = 0 y suponiendo que? ,3): e 1 c, se obtig

ne de (IV,12) 0* . I 21‘s! .. Kr W A 23 A + A qJLú;- - -—— r *f z:

Re(w{5ch (“Pt/XP,Y Asi) 4'; KE)“: ¡3’
2 w° y)“Swamimmm]:le [4.aw- a t ¡»M .

..(I%.13)

donde las integrales espaciales se extienden a toda la zona con

plasma, y se ha usado, de acuerdo con (IV.2), que

19(er 31')= (fi, - "mr (IV.ll+)

Si se deriva la ecuación (IV.13) resposto de} tiempo, notando

que, según (IV.ll), el miembroizquierdo es Re(v).621l , y que

gz'ñ = O, se obtiene (reemplazando las nuevas derivadas temporg

les por 3 iw, según correípindaz o¿(IA {7x +[(«eArt-“fMW z
plasma A 2

+ Z mwa } = o . WS,
k liar-WI

Lasecuaciones (IV.13) y (IV.15),cuya utilidad se discutirá más

adelante, son consecuencia de suponer que la perturbación (“8, Xr)

.¡.evoiuciona según las ecuaciones (IV.2) y (IV.L). Para una perLur­

{lnbación que evolucione de esta forma es 52¿l = 0, como ya vimos, y

E¿insidemás = -iIm(w) 5211= o ,

'Ïgtuego se ve que, si para cualquier perturbación es 527(<O, el plagCíl‘

o ¡ .‘o
O
aí .

I Qu¡t
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ma debe ser estable, ya que ninguna perturbación podrá desarrollar­

se espontaneamente (Im(w) = 0) , En consecuencia (527L) es nue;

tra función de Lyapunov, de la cual, como veremos luego, pueden de“

ducirse los "principios de energía” para pkismas de V1a5uvconoci­

dos en 1a literatura? (y en especial el de Sudan y Rosenbluth).

Mirando la expresión (IV.11) de (sgni se nota facilmente que los
términos due allí aparecen dependen de ff, Í? y los Ü'r; pero node

JIBX r . Esto es consecuencia de que 1a matriz ((Sij)), en el Ca­
so que estamos discutiendo, tiene un autovalor nulo, Lo cual en ne­

neral está asociado a bifurcaciones y casos de estabilidad margi­

nal‘23). En nuestro probïema, refleja que existen infinitos 05tados

estacionarios del plasma, ya que toda función de las COHSLHnLuSde

movimiento, f es solución'estacionaria de la ecdacjón de Vlasov.o,
Por supuesto, entonces los modosde frecuencia nula que correspon­

den a pasar de una solución estacionaria fo de la ecuaCLÓnde
Vlasov a otra, no se toman en cuenta para el estudio ue la estabi­

lidad, por lo cual no consideraremos nuestro caso como"marginal",

a pesar de que ((813)) tenga un autovalor nulo. Consistentemente

con ello, a pujar de que la matriz ((Sij))no es invertible, puede

definirse una "inversa generalizada" de ((SiJ)) que actúa sólo
sobre los modos que pertenecen al complemento ortogonal del "Sub­

espacio nulo" o "núcleo" de ((Sij)), ya que este "subespecio nulo"

de ((Sij)) debe excluiree del espacio de modos.
Veamosahora, cue si se usa la "condición inicial" impuesta a las

ecuaciones de regresión (IV.8) por las ecuaciones (IV.2), se eli­

minan automáticamente los modos de frecuencia nula de (5201), y

.. _.—-——-——-+.--———-——__.—._— . .
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ésta pasa a depender de los K‘r. Para ello vamos a deducir, usan­

do (IV.2), una expresión para (á 2m) alternativa a (IV.11).

De (IV.2) y su ecuación conjugada compleja, sustituyendo en

ambas H1 por su expresión dada en (IV.S), se obtiene

Z 3:4 zx; 1L ¿k3í '_<_r.(14;|3y><31rm>-Z[KE(i‘m/9+
r krrr g Kt r r _t y} * A tm Www] ­

(IV.ló)

Notemos, por otra parte; que de (IV.€) se sigue qge

Z K:<31W>=<Y|Afi>+ (Mg!) + <"fIMF), (m7)
r

De (IV.11) y (IV.ló), usando además (IV.17) y sulecuación con

jugada compleja, se deduce una nueva expresion nara¿ I ¿21 ), que
es

>l' A

¿inzïfám {dí wm) + (Iv-m
r I:

o A 0 |- *

+ Ídax (Y*A3‘Ï) - Sdax LNÏ Ñ

siendo allí . y.
A A .. jR «Y ::

SCÏ'ÏRLY)A3X=<AHA1Y> > SY (üs'xïfi' ha. )*

Z<Á3JÉ+Á14HAÏ> : <ÏIA3Y+A2Y> ) etc. 3

las integrales eSpaciales se extienden sólo a la zona en que ha

plasma.

u A . A“ A' ’k
¿muy “my/x?)1
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La expresión (IV.18) para (áï) es equivalente a (IV.11),
junto con la "condición inicial” (IV.2)¡ y constituye una exprg

sión alternativa para ( ágn) que será luego muyútil.
Unaobservación interesante es que, debido al carácter hermitico

de ((SiJ)) y ((MiJ)) y al carácter antihermibico de ((Rijl),
la relación de dispersión de las ecuaciones de regresión (IV.6)

deoe ser tal, que si una frecuencia w es raiz de dicha relación

de dispersión, también debe ser raiz su conjugada, wa? (ver pági­

na 122 del libro de Lavenda‘23)) ya que es

’* + + +¡Y 4

[detÁ-sz-iwmi-S = det,(-wZIM+1W*R+SD)=

a deu-i: 2M- ifCR'r S) j (IV.19)

donde es

IN = ((Mijn; S = ((313)); [R - (mia-n
4.

y donde ¿2\ es la matriz adjunta (traspuesta conjugada) de‘ÚA.

El que las frecuencias complejas,que son soluciones de la relación

de dispersión del problema, vengan de a pares conjugadas, es consg

cuencia de la ausencia de disipación.

En un plasma con varias especies de partículas, todas descriptas

por ecuaciones de Vlasov, se tiene (si el índice p indica las

distintas especies), a primer orden'queí22,5)
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(p) Mp) (p) ( ) ( )3 f P P
__%+ o f1 :[Hl o fo 1;

¿(p) (p) (o) (p) (p) (P) (Iv.20)
L0:Ï9.É+MP)(g°+ío-:—&) .Yv0 .’

siendo
(p)(p) (p) (p) (p)

= ._ + A : l (Z ‘ Q A ,3
lo v CM 1 c -°

(p) ' (p) (p): - ‘- '
A=A°+A13 f = f°+ f1 ; ¿3150+¿13

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )Hp:1 (gp-%_p¿)+qu=np+ nlp (1v.21)
2MÏP) °

donde fi(p, es el impulso canónico de las partículas de la es­
pecie (p) y “(p’ es el correspondiente hamiltoniano. Ade­

más deben añadirse las ecuaciones de Maxwell para el campo elec­

tromagnético, que expresadas en función de los potenciales ó,

A (en lugar de los campos g , .3) son, a primer orden
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; 32h aulunll 1 w?A =
czïïzü- l cat (EÁIH'ÉQZ P-l

'P
(p)

1::sz erxow; d3vo i (Iv.22)
r

_.l ¿Lt (241) - v2 ¿1 = thQ(P’X,I11/; d3v° ; (Iv.23)C r

.E::JLó -l¡_é1' 2=VJA°1 1 cat' 1 1'

why: 'n (PH-já r‘P’tz. ) ' (IV.2I.)p -LÁMH vo o -10 y

y donde se ha desarrollado 'f1(P) en %abasalñnfr},como se indi­
ca en (IV.1), y el Indice p se ha incluído en el Indice múlti­

ple r (de forma que la sumatoria en r , en (IV.22) y (1V.23),

implica también suma en p); con lo cual es

Z Q(p’ffíp)lod3Vo:2 ¿mhglo‘vr davo ¡
p r

ZQ‘MJI‘IW’ d3v° :2 Q(p)x,IWl d3 vo
p r

Comoluego veremos, las ecuaciones (IV.22) y (IV.23), para los

campos, son del tipo (ILL); con Y = (¿DAN .

Haciendo uso del desarrollo (IV.1) de {{P’ en la base{1{IJ,
las ecuaciones (IV.20) se transforman en ecuaciones del tipo
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(IV.2), para los coeficientes K r del desarrollo (1V.l), donde
es (a primer orden)

H1(p) = Q(p) "¿kgérml’f’pi'A1 . (Iv.25)

Estrictamente en la expresión (IV.25) habria que incluir un

término más, cuadrático en .51 , que se desprecia por ser de se
gundo orden en la perturbación.

En lo que sigue, a los efectos de simplificar la notación, su­
pondremosque hay una especie única de partículas presente (lo

que permite eliminar el Indice p ), aunque todo lo que sigue

se extiende fácilmente al caso con varias especies de partícu­
las.

Conjuntementecon despreciar el termino cuadrático en Al en la

expresión de H1 dada en (IV.25), eligiremoe, en el caso de un

plasma infinito, una "medida" tal que

ÉSAÏ41 f0 d3vod3x= %L(‘AÏ.!Ofld3Vod3x+5Ailofïd3vod3xJ
Mc2 (Iv.26)

por razones que luego analizaremaï .

Veamosahora que las ecuaciones (IV.22) y (IV.23) pueden consi

derarse comocomponentes de la ecuación (IV.&), identificando

a Y con el cuadrivector Y I (el, ¿1). En efecto, basta

identificar‘fl operador corriente 3 y,a los operadores dire
renciales JÏ 1(i = 1,2,3) con sus expresiones
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AJ: _ ° Y. Á '­m ghh (É),
2 _A _ o _ A

Al=_1(‘7 ¡Á2=_i_° 3).A3:1 0°)
w o -_VX(!_K)-l2v% wc .g o ' We 0-1c

(IV.27)

(wp, que se da en (IV.24) y depende de ¿5, es la frecuencia del

plasma). Se verifica que, haciendo el cambio de variables en la.
integral, de la velocidad a orden cero 1° al impulso canónico fi,
las ecuaciones (IV.22) y (1V.23) se reducen a la ecuación (1V.L).

Además se ve que la expresión de H1 dada en (IV.25), que es

la que hay que usar en (IV.2) (para que estas ecuaciones en

los X'r equivalgan a las ecuaciones de Vlasov (IV.20)),se re­

duce a (IV.S), si allí el producto de ‘3 y! df es un produc­
to escalar de cuadrivectores.í l

Comoprimer ejemplo concreto de aplicación del criterio termodiná

mico de estabilidad antes establecido (3271 4; 0; donde en (IV.lH)

se da la expresión de 52?¡), deduciremos ahora un conocido resul­

tado, obtenido originalmente por Newcomby Rosenbluth (para un

plasma de Vlasov homogéneo, con una sóla e3pecie de partículas):

si la función de distribución fo sólo depende de la energía E,

siendo esa dependencia tal que la función fo(E) es monótona de­

creciente, la configuración del plasma dada por fo es esta­
ble(19,26,27,3,k)_

Para ello partimos de las ecuaciones (IV.2) (que susuituyen a la

ecuación de Vlaaov (IV.20)),y de las ecuaciones para el campo

(IV.22) y (IV.23), consideradas comouna única ecuación (IV;L)
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entre cuadrivectores, donde ‘e , y y los ¡ii(i = 1,2,3) se
dan en (IV.27), y se eligió una "medida" tal due valga

(IV.26). Se ve directamente de (Iv127) que ¡il y’ji3 son
Operadores hermíticos, asi comoque J\ 2 es antihermitico, por

lo cual es aplicable el criterio ¿Zn \<0 (donde 52'71 se da

en (IV.11). 6 (IV.l8) ). Así-pues (áqu) será la función de
Lyapunovdel problema, y basta escribirle explícitamente para

obtener un "principio de energía" que nos conduzca al resulta­

do buscado. Comoveremos, ( ázqÏ) es, salvo el signo,la función
de Lyapunovhallada por Fowler (3'h), en forma independiente de
cualquier consideración termodinámica.

Partiendo de (IV.18), y usando (IV.27) para sustituir en-(IV.18)
. l

los valores de los JXi. se obtiene

2 * 2 ’K v2 fi i u "¡r .1, .
5 71 'SVl V dl+—A—1°3*(YX51)+ ¿g Al-Al+_1.2(Al.AfA_l-Al-AEAI d3x+

plasma c C bw

Á/
lL

." 3 * C o a, xr . .*.

r Plasma

(IV.28)

(20) A
Notemos que las autofunciones "kr de Lo son tambien au­r
tofunciones de kmconstantes de movimiento (comola energia, eth,

y luego si g es una función arbitraria de las constantes de mg
vimiento, es
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<Ïr"gw’> : g(Ah/v!" = gárr'

Usando ahora 1a hipótesis de que fo sólo depende de E, o sea

f0 = f°(E), de (IV.3) se deduce que

ar 4:- Ef . ­
'Kr'flrïHÏHZrtlÏ-err a; Df “dargr '

X’

- 3 3 ¿1.3.
{a x a v0 mo ¿“0) . (1v.29>

La integral anterior puede hacerse en (d3x d3p) 6 en (d3x d3v),
en vez de en (d3x davo), y se extiende a todo el espacio de las

fases. i

Como d3p = M3d3vo , si la integral anterior se hace en (d3x d3pL

en vez de en (d3x ¿3vo), aparece (al hacer el cambio de variables)

un factor H3, que puede eliminarse renormalizando la función de

distribución. En lo que sigue supondremos siempre que si en una in­

tegral en el espacio de las fases (que contiene a 1a función de dig

tribución) hacemos el cambio de variables de (d3x d3p) a (d3x d3vo)

o viceversa, conjuntamente con ello se renormaliza la función de
distribución de forma de eliminar el factor M3.

Si ahora se supone que el plasIn es homogéneo, y se extiende hasta

el infiniL , donde supondremosse anulan todas las integrales de

superficie (es decir, asumimosque la perturbación se anula en el

infinito), las integrales en (IV.28) se extienden a todo el espacio,

y pueden hacerse por partes. Usando (IV.29), la 'medidd'iIV.26) ,

integrando por partes en (IV.28) y utilizando además (1V.22),
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y las relaciones entre El, 21 y los potenciales él, ¿1 dadas
en (IV.2L); se obtiene, luego de algunas cuartas cuyos detalles

técnicos omitimos para abreviar

2 = _ = 3 3 If'tz 3 2 2 .
á '71_ ác Jd xd v alt a“ - hjd x(\gl\+|21t )

(Iv.30)

La elección de la "medida" (IV.26) se hizo para que Équl sólo

dependa de los campos .gl y .gl y no, en cambio, del potencial ¿1,

ya que una dependencia de 52'“ con il sería claramente no fini­
ca.

El criterio termodinámica de estabilidad es 52q\<0, o sea 8 C>/ 0,

donde (5 C) se defino en (1'330). y repreaenta fina "energía libre"
generalizada.

Puesto que Ho = E (energía de una partícula del plasma); resulta

ser' ( BIO/QHO)= f¿(E); donde f¿(B) es la derivada (respecto

a E ) de fo, que es una cantidad siempre negativa, si la función

fo(E) es monótonadecreciente. De aqui resulta el teorema de

Newconby Roaenbluth antes enunciado, ya que si f°(E) es monóto­

nadecreciente es 52440, o sea áC>/ 0, siempre; y el plasma
es estable.

La expresión (IV.30) se generaliza trivialmente a1 caso de muchas

especies de partículas, sin más que observar que, en este caso, la

sumatoria en r, en (IV.29), implica también suma en p (que es

el Indice que indica las especies de partículas), lo cual se extieg



de a la integral en (d3x d3vi sustituyendo en el integrando fo

y fl por fáp), rip) . Ademásconviene notar que en ambos
miembros de (IV.26) hay (en el ceso de muchas especies) una su­

ma implícita en p .

La función de Lyapunovhelleda ee pues ( áz'n) ó, si se quiere,

(á C) , dadas ambas en (IV.30).

La deducción de (IV.30) ee simplifica en el caso en que sólo ee

consideren perturbaciones electrostáticae, tratablee con la ecua­

ción de Poiason. En este caso El = 0 , y se puede elegir ¿1 = 0,

con lo que (1V.23) es la ecuación de Poieson. La ecuación (IV,L)

es ahora una ecuación escalar, que no ee otra que (IV.23); siendo
A A A A

“9:51; J=Q; A11=-(k'")'1V2:A2=A3'°- Laex­
presion (EV.18) para (san) ee einpiifiice notablemente por ser nu

los.A.2,Í\3 . La transformacion de (IV.18) en (IV.30) es ahora
inmediata (siendo, en este caso, gi = O en (IV.30)).
Otro caso, más general.que el anterior, en que la deducción de

(IV.30) ee simplifica, ee cuando El f 0, pero puede despreciaree

la corriente de desplazamiento en las ecuaciones de Maxwell, o sea

tanto el termino que contiene a XÁI, comoel que contiene a El
en la ecuación (IV.22), la cual se reduce entonces a 1a ecuación

de Ampére. En este caso, puede elegirse una 'medida" para la

cual 1,; = 0, siendo esto compatible con (IV.26), con lo cual

la ecuación (IV;23) ee reduce, de nueve,a la ecuación de Poisson.

Entonces las ecuaciones (IV.22) y (IV.23) son ahora
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(P) 37T .

¿sz], Af‘lxdxil) a}; o 3,51011;¿vo ,
p r ­

-vzól e MHZ: Q(p’XrSïrd3vo (LAI = 0)
r (Iv.31)

Igual que en el caso general, TP = (¿1. Al) y la ecuación (IV.L),
que es una ecuación entre cuadrivectores, no es mas que las ecuacig

nes (IV.31) escritas en forma compacta. Y“? yÁl son los dados
en (IV.27).

A A

Siendo nulos /\2,-A3 la expresión (IV,18) se simplifica, igual
que ocurría en el caso en que sólo se consideraban perturbaciones

electrostáticas; .luego se transforma.g «(IV.18) en (IV.30), usan­
do para ello (IV.29), (IV.26) y 1a primera de'las‘ecuacionea(IVL31).

Esta aproximación, de despreciar la corriente de desplazamiento,

ha sido muyusada para discutir casos mas generales que el de

Newcomb,en los que la función de distribución fo puede depender,
además de la energia, de otras constantes de movimiento, comoe1

momentoangular canónico. pudiendo incluso ser el plasma no-homo­

géneo‘z’S). La hipótesis fo = fo(E) sólo la names usado para ee­
tablecer (IV.29), por lo cual las modificaciones que debemosha­

cer en nuestro tratamiento para discutir este caso más general son
mínimas.

Usando (IV.1L), que no implica ninguna hipótesis sobre fo, en vez

de (IV.29), si obtiÏne de 1a_expresión (IV.18) de (62W), en el
caso que sea ¡kz 3-A3 8 0 (como ocurre si se desprecia la corrien
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te de desplazamiento)

A 2 . A

527‘=Z'Fr Ii?) -fpÏ::ma(?*A;Ï)
r (Iv.32)

La condición termodinámica ázv\ O para este (¿21), es idéntica
a la condición de estabilidad hallada por Seyler y Lewis, para un

' (5)plasma de Vlasov oon varias especie! en base al método de la

"funcional de dispersión", sin usar argumentos termodinámicos.(En

especial, la ecuación (70)de Seyler y Lewis(5) coincide con
nuestra ecuación (IV.32)).

Por otra parte, la ecuación (IV.15), que puede ser de utilidad pa­

ra el estudio de la estabilidad,:so escribe ahora (siendo
A A '

A.2 : A-3 = 0), supuesto Im (V) Í 0

¿xfïnz x,_|<w,1¿‘w>l2= o
r K,- r ‘¡ar_w|"

(IV.33)

donde, para establecer la primera igualdad, se usó (IV.1L).
La ecuación (IV.33) coincide con la ecuación (69) de Seyler y

Lewis (5).

Si suponemospor simplicidad que hay una sóla especie de particu­

las, siendo ahora f0 = fo (R, 2°) donde P9 es el momentoangg

lar canónico (y E es la energia), es posible generalizar el"prin
cipio de energía' dado en (IV.30), si despreciamos la corriente

de desplazamiento, y además suponemosuna función de distribución
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tipo "rotor rígido" fo = fo(E -JlPa). (Se supone el plasma con
simetría de revolución alrededor del eje a ; .siendo 0 el ángg

lo de giro alrededor de dicho eje.)
Será entonces

ro = fome que); 332 :__0_3_r9_

Usando (IV.3) Y (IV.3L) se tiene

(¡UP Ef-r -Kfl)

K = af ar _ r '

' o

Según (IV.3), la derivada dem”r respecto del ángulo 6 es

igual a (1\{) veces 1{;; luego, 31,1“; tiene una dependencia
angular «I eime , en ¡¿ = n.

Será ahora

r i * *
21€.an :ZJÉÏXJrH'm-Z hïrïr (1v.36)

y usando (IV.33) y (IV.35), resulta de (IV.36)
i -*

H 4" - _Ss‘3 r rÉïï“r”r'ï,minnzr*r‘-r-d
(IV.37)
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El resultado (IV.3Wque acabamos de optener esel mismo que obtuvi­

mos antes,en UNZ29); aunque las hipótesis hechas enambos casos (y

las formas correspondientesde obtenerld sean'diferentes.Puesto que

la expresión (IV.37)no es otra que (17.29),es posible ahora repetir te;

tualmente el razonamiento hecho en el caso anterior, en que era

fo=fo(E), obteniéndose una vez más(IV.30). Así pues, la relación (NJ);

es válida también si en.vez de ser fo=iB(E)es, ahora,fo= fo(E-11fiy
(siempre que se desprecio la corriente de desplazamiento); lue;

go si la función fo(E'), donde É' g E -.f)_Pe , es monótona de­
creciente en su argumento E' , hay estabilidad. Esta generali­

zación del teorema de Newcomb puede obtenerse también(2’ si­

guiendo el método planteado originalmente por Newcombpara esta­

blecer su teorema(l’27 ) basado en una analogía formal y cualita­
tiva con la Termodinámicadel,Équiiibrio (o Termostática) : Se

define formalmenteuna 'energía libre' generalizada, por analo­

gía con el caso de equilibrio termodinámica y se la minimiza, su­

jeta a cieruxsvinculos dinámicos, dados por constantes de movimieg
to.

Aunquela deducción en si del 'principio de energia" correspondieg

te a cada caso,por este método de Nevcomb,sea rigurosa, no lo es,

en cambio, su justificación termodinámica; además la aplicación

de este método a los distintos casos ee muylaboriosa y poco sis­

temática. Comoluego veremos, este método ha sido aplicado al es­

tudio de plasmas inhomogéneos con una especie iónica con radio de

Larmorgrande, ("haz") y otras especies (de electrones y eventual

mente, iones) que pueden ser tratadas en forma fluidIsL1ca_(e5pe­
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cies "frias"), por Sudan y Rosenbluth‘l’ . Luego nosotros deduci­

remos los resultados básicos de estos autores a partir de nuestro

criterio general de estabilidad (62",(0), en una forma menosla­
boriosa y más sistemática.

Existe una analogía sorprendente entre el método de Newcombde

construcción de vinculos con constantes de movimiento y la formg

lación de Levine de la TermodinámicaIrreversible, basada en el

análisis de la "sorpresa" o ganancia de informacion(usada también

por Schlógl(28’) y en el uso de vinculos dinámicos(29'3o’3l’.

Seguramente ambos métodos deben estar enparentados, y debe pode;

se justificar el método de Newcomben base a un análisis de "so;

presas" como el de Levine. Pero el método que aquí usamos es más
sistemático. i .7 i

Es interesante notar, que, en un clásico trabajo sobre estabili­

dad magnetohidrodinámica,Chandrasekhar y Woltjer (32) mostraron

la equivalencia, al menos en un caso simple, de un análisis basa

do en el principio de minima disipación (y luego, en la Termodi

námica Irreversible) y otro tratamiento, basado en una analogía

con la Termostática, totalmente similar al método de Newcomban­

tes mencionado. En trabajos posteriores, los plasmistas han opta

do siempre por este segundo método, olvidando el primero, que es

el que aquí desarrollamos.
(1.2)

Comoya lelmOS’Sudan y Rosenbluth han construido un prig

cipio variacional para la estabilidad de los plasmas con radio

de Larmor arbitrario (o dicho más exactamente, de un plasma com­

puesto por un haz energético de iones de radio de Larmur grande,



y especies frias que pueden ser panto iones comoelectrones).
(5’ 6) usando el método de la "funcionalTambién Seyler et al

de dispersión" y el modelo de "Vlasov-fluido' (que hemos discu­

tido en el capítulo II)¡ han realizado un estudio variacional de

los plasmas de radio de Larmor grande.

En lo que sigue, usando nuestro método termodinámica (basado en
la TermodinámicaIrrevereible), estableceremoa un criterio gene­

ral de estabilidad (para lo cual úsaremoe, también, el modelo de

Vlasov-fiuido); del cual deducirenoelos criterios de estabili­

dad (y principales resultados) de Sudan-Rosenbluth y de Seyler
et al.

El modelo de "Vlasov-fluidof ha sido-discutido en detalle en el

capítulo II, y ee aplica e nnfiplaemadon'iones energéticos, de ra
dioch Lermaiarbitrario, tratables por la ecuación de Vlasov, y

electrones fríos, considerados cono un fluido sin inercia (y sin

presión). El plasma tiene simetría de revolución alrededor del

eje z y se estudian perturbaciones de baja frecuencia (por lo

cual se deeprecia la corriente de desplazamiento). En general se

supone que la única coordenada no ignorable es la radial, y se

usa una "medida" tal que

IN l‘“'(5.20 = o) A; =52.; Jl ¿Eso ; 21
(IV.38)

donde g es la velocidad y‘ É_ ‘el "deaplazamiento' electróni­

co ( 5" 6' 20'21’22'33) . Las ecuacioneebásicas del modelo, cuya
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deducción ya hicimos en el capítulo II, son la de Vlasov (IV.20)

para los iones y
A

A5=jd3 Jf - J=Q[E 1 -Q-A x9]._.¿_H___—__ g-.1*—- -o+.M—c(i c_o)—o ¿E
(IV.39)

0

donde, por definición

5 L{ (zxgo)x[!=<(Éx20)]*[!ixlx(3.x203]xgo]+

+ Qno[1(í.go)+ «í.3. (5130)] - ¿H d3v 1 r°)x[yx(3_x_Bo)] +

+- 935 ¡b (Éïgo)x.go (no afro d3v) .. '(Iv.z.o)
“c e.

Aquí :_5 [_ es el impulso canónico de los iones, H es el he­
miltoniano dado, en función de .2 , en (IV.21), siendo su per­

turbación a primer orden el H1 de la expresión (IV.25), con

lo definido comoen (IV.21) . Resulta ser H1 = g, É_; luego

si se identifica a «f con É. y a 3 con ¿_, H1 adapta la fo;

ma (IV.5), entendiendo que el producto (SY’) que allí apareCe

es el producto escalar (¿.‘Z). Adonde, la ecuación (1V.39) pa­

ra Ei es do la forma (IV.L), si 1P = É_, y ee procede a dese­

rrollar f1 comoen (IV.1), con lo cual la ecuación de Vlasov
(IV.20) para los iones se transforma en las ecuaciones (IV.2).

Para identificar (IV.39) con (IV.L) es necoaario hacer la descom­
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posición de {3

A

fu: A“115+=- :2
AAEO o:1- ..=3= (L)

A A A

donde 1X1,1l2,-A-3 son los operadores presentados en (IV.L).
Comparando(IV.hl) con (IV.LO) resulta ser

A. A - .

¿3 3 0; iii : Exgo; _A_:1.É:I¿{(2 xgo)x[!X(Éx_Bo)]-i­

+ [XKZMÉxgoïh ¿0.344no[!(¿,í)+ ¡qc-2(finge)x34_cfix[gx(fixgo)]

( no 5 Ïf°d3vo ; d1° E Qílo‘fodBVO ). (ULL?)
A A

Se ve directamente que-¡iz es antihermítico y ¡xl es hermítico,
con el producto escalar g Y

<21\32> Jah «íï. 22» m-w
plasma

que es un caso especial del producto escalar definido en (IV.3)

(y empleado en (IV.11)).

Ahora podemosaplicar la teoría general antes desarrollada, que cog

ducIa a la función de Lyapunov termodinámica (52%) dada en (IV.11)

6 (IV.18), pudiendo además usarse comoecuación auxiliar a (IV.15)

ó (IV.13). Tambiénes posible expresar los coefic1entes x r en
función de É y w, por medio de (IV.1h), lo que nos permitirá

simplificar la expresión de (62W).

Asf,se obtiene fácilmente, a partir de la expresión (IV.ll) para
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A

(52W), recordando que IAB3.0 y haciendo un análisis de Fourier
en el tiempo

ïA z
52 = <E.4.;)d3x- guagua? ¡2 ¿WI-im?«l f "l HW “¿r-w'z

(IV.LAJ

plasma

Además, de (IV.15) resulta si Im (w) f 0

Zwujdmïgguo
r l}¿r - WI plasma

(IV.h5)

Las ecuaciones (IV.hh) Y (IV.h5) fueron halladas por Seyler y

Lewis(5’, en el caso particular de que aca 'fá = IOÁE), para el
(5)cual se tiene

* A

25v:=5d3xd33 ( d_fg)131.512—JdBXdHo -1plasma

=í —KïKwrMi» 2 “f9! É ) (IV.1.6)
r [ir plasma

donde la última innaldad es consecuencia de que, por ser f0 = fo(EL
BS

df
l “o (__o. 5 r' (E) y

K = f' (EQLL = ——— r dH °
r ° r ¿“0)JL ° (Ivan)

y donde”) áw es la energia magnetohidrodinámica

\



1K

áw : - ájd3x 5,56.) s
plasma

¿(5) = 7?”{ung°)x[1x(íxaofl}[1x1x6xgo)] x_BJ+Z(É_.‘_7p )O

(IV.h6)

La presión iónica po 39 calcula con la expresión(5)

: lfd3v Mvzfpo 3 o

Luego, (IV.LL) se escriue, en este caso

2

sznszz _K_,lV,l¿.ï>L _ 25., mmm
1.Í‘r “¿r‘w

Una expresión equivalente a (IV.h9), pero que es válida también

para perturbaciones que varían en el tiempo en forma arbitraria es
J".

52"! =ZÍÍÉRL - 25H . (Iv.50)
A

Usando la expresión de Í\2 dada en (IV.h2), (IV.LS) se escribe

¡(I-Rm-¡1.5. l 2 Q d3 n( )É*. (5120): o _z teLg...“w
Las ecuaciones (IV.L9) Y (IV.51) coinciden con las ecuaciones (53)

y (5L) de Seyler & Lowia‘5). 31 se cumpla la relación(IV,h7) por Ser

fo = fo(E) ; y si además vale la condición de Newcomb
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r¿(E) 5 gi \< o (17.52)

el_requerimiento adicional de que sea í W>’0(en toda perturba­

ción)es, ahora, una condición suficiente de estabilidad. En efecto,

de (IV.L7) y (IV.52) resulta que (Króur)‘SO; luego, la condición
termodinámica de estabilidad szfllSO , donde (ázn) se da en
(Iv.¿,9) ó (IV.50), se reduce a su), o.

La condición de estabilidad de un plasma frío (con radio de Larmor

despreciable), que puede tratarse en forma magnetohidrodinámica es,

Justamente, SW),0.

Así pues, si el plasma con radio de Larmor.grande tiene una fun­

ción de distribución f°(E) que cumple la condición de Newcomb

(IV.S2), la condición magnetohidrodinámica 5V) 0 ‘es suficiente pg
ra la estabilidad.

Si se supone, además, que todos los ¡“d son no nulos 9”} f 0), la

condición ¿VD/Cea también necesaria”! Para probarlo, notemos pr_1_

mero que si para una perturbación ea inicialmente ázfilz 0 , esta

igualdad sigue valiendo en todo instante(por ser = 0) y, ade­
más, de (IV.13) se deduce entonces, que se cumple, para esa pertu'­

bación, (IV.L5) 6 (IV.51), por lo cual esta perturbación satisface

la relación de dispersión (la cual se sigue de que sea 52?]: 0 ,

conjuntamente con que se cumplan (IV.A9) 7 (IV.51) 5 ).

Entonces, toda perturbación para la cual sea inicialmente 52q= 0,

puede desarrollarse espontáneamente (ya que Cumplela relación de

dispersión l.

IIII'll

A



Ahora bien, si para alguna perturbación es .6W’<b; como 5 Wsólo

depende de É pero no de los Xr (o de sus derivadas temporales),

los valores iniciales de estos É‘r puedenelegirse arbitrariamen­
te (sin que ello modifique el valor de SW); luego, eligiendo con­

venientemente los X, es posible, si los correspondientes fl, son

no nulos, fijar los Valores de los 8¡. , por las ecuaciones

(IV.2), de modotal que ss anule la expresión (IV.50) de (52W);

SW<0,'y (/13;Kr) SO .

Luego, Cuando los [Lr son no nulos, basta que haya una perturba­

esto es así por ser

ción en la que SW<0, para que sea posible elegir los xr inicia­
les(en dicha perturbación) de nodo tal que el plasma sea inesta­

b1e frente a esta perturbación; o sea que la'condición 5'w2.o es

necesaria para la estabilidad. (Se supone valida (IV.52).)

Alternativamente, si se supone que los ¡flor forman un continuo
sobre el eje real ( lo cual es una hipótesis razonable), siendo

en general |¿.Ï> # 0 , se vs que la única frecuencia real que
puede ser solución de la relación de dispersión es w = 0 ; es de

cir, que de que sea Im(w) = 0 , se deduce que también es

Rs(w) = O .. En erecto, pues cubriendo los/U.r un continuo sobre

el eje real, si wo es una frecuencia real no nula, existirá, en

general, un [Lro tal que I‘ro c wo (que corresponderá a r = ro;

se supone que entonces (V1.0 | ¿.Ï) f 0). Ahora bien,si wo¡Í 0,
la frecuencia real w = wo no es admisible, pues al incluir la su

ma que aparece en (IV.L9) al término con r 3 ro , se ve que la

expresión de (52m) es divergente para w = wo .
Luego, la única situación posible ds estabilidad marginal (es de­
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cir con Im(w) Z 0 ) es la de frecuencia nula (w = O); para este

caso, en que w = O , las fuerzas giroscópicas se anulan y luego

para perturbaciones con w = 0 , la condición necesaria y suficien

te de estabilidad es 521140. Pero si no hay [tr nulos (/¿r# 0).
y w = 0, la expresión (52%), dada en (IV.L9), es esencialmente

igua1 a (áW), cambiada de signo, y la condición 52°LÉO equivale

a SWZV'O .

Por lo tanto,si todos los /Lr son no nulos, í ¡2,0 es condición
necesaria y suficiente de estabilidad frente a perturbaciones con

lvl pequeño; y, puesto que 5V no depende de w, ¿W >/ 0, es con

dición necesaria de estabilidad para toda perturbación. Este resul­

tado habia ya sido establecido antes, por otro razonamiento. Por

otra parte, ya ce.vió que si Vale (IY.S¿); la condición 5W>'0
es suficiente para la estabilidad; Estos resultados coinciden con

(5)
los de Seyler y Lewis , quienes han realizado un detallado análi­

sis de la estabilidad, para un plasma comoel que ahora consideramos.

Si para algún ro es (l‘er ¿.ï) 3 0 basta, para poder generalizar
el razonamiento anterior a este caso (y probar que es neceSario,

para la estabilniad, que sea ÉWÏ>0), considerar sólo perturbacio­

nes con 3ra = 0 (y w f¡“}°) . En especial, si para algún ro

es lu ro = 0 , pero es simultáneamente (fufrol.g¿ï> = 0, los dos
razonamientos anteriores que prueban la necesidad de 'Sw2*0 pue

den generalizarse fácilmente .(En especial, de (IV.2) se sigue que
X ro = 0, cualquiera sean Ï_ y 'Kró).

En el caso de que haya algún ro , tal que sea ¡“.ro = 0 pero

(Nfrb| ¿,E) f 0, las deducciones anteriores fallan.

-E\----.---­



(6)Pero, si se define ahora

gw 5 ¿w - 31-11;(E)|('Íc'í°l¿.ï>l2 , (Iv.53)

se tiene (de (IV.h9) 6 (IV.50) )

5% M2X k'L‘i'Ü‘é - zá'w'=X - m. .
Ílr {jar - "¡2' KP I‘rfro rfro

(IV.5h)

Usando (IV.SL), en vez de (Ivoh9’ 6 (IV.SO), por razonamientos

análogos a los antes realizados, supuesto que vale (1V.52), se

prueba ahora que : áw‘30 es condición necesaria y suficiente

de estabilidad. (Asi pof_ssr. (Kr4u¿)4;0, comose deduce de

(IV.52), se ve que áW') O imblica'52;l<b, Q se deduce que

ÉW') O es suficiente para la estabilidad; asimismo, usando áN'

en vez de SW, puede repetirse, en forma casi textual, cualquie­

ra de los dos razonamientos antes desarrollados, para probar la

condición necesaria de estabilidad; que ahora es 6 W'Ï>O.) El

resultado coincide con el de Seylor y Barnes(6), quienes discu­

ten en detalle una situación de este tipo.

Unanálisis similar al que acabamos de hacer en budu al modelo

de "Vlasov-fluido", puedefhaccrse, usando las ecuaciones (1V.32)

y (IV.33), para un plasma con varias especies de Vlasov(5’. En

este caso, sin embargo, no es tan fácil hallar una condición ne­

cesaria de estabilidad. De (IV.32), Se ve que, una condición su­

ficiente de estabilidad, es que
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n
(vr) (/5. K1.)\<o ; Sd3xÜ'Afï )>,o‘ (Y: (51,51))plasma

(IV.55)

()
En particular, si para toda capacie p es fgp’a fáp)(Hop) , la

primera de las condiciones dadas en (IV.55) 89 reduce a la condi­

ción de Newcomb(IV,52) para dada especie. Siíal se da en (IV;27).
la segunda de las condiciones dádas en (IV.55) está asociada a la

energia electromagnética; si el plasma eá homOgéneo(e infinito),

caso ya discutido, esta segunda condición (IV.55) se cumple auto­

máticamence. Unaanálisis detallado del problema de estabilidad de

un plasma descripto por (IV,32) y (IV.33), ha sido realizado por

Seyler y Lewis, quienes han obtenido la condición Suficiente de eg

cabilidad (IV,55), ademásde una condicidfi nezeáaria y suficiente

de estabilidad de más difícil formulación, que aquí no reproduci­
mos por senci“82(5). En lugar de (IV.32) y (IV.33) puede usarse

equivalentemente la relación de dispersión del problema, o sea la

nulidad de la funcional de dispersiónA‘”, dada cono

A A

A¿(mp {dr sm ; sw síáun/¿MKAWJDF
¡“- " r

((YLÁiY)s fud‘ï’ríxfï] )'
plasma

(IV.56)

La igualdad A = O se obtiene trivialmente, anulando (527), de la
ecuación (IV.32), y restándole (IV.33) nultiplicada por la frecueg

«¡vcia conjugada w. Para verlo, basta notar que
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HKKIMI? =¡tr xr ¡(7413:sz ­
Zr I WWII¡”‘"Iz r

= KrlCh/‘rlíülï mmm
(/¿r ' w , '1'

Análogamente, en el caso de 'Vlasov - fluido", la funcional de
' ( )

dispersión ¿A , que dan Seyler y Lewis S , y que debe igualarse

a cero, se obtiene reatando (IV.k5), nultiplicada por la fre­

cuencia w , de (IV,LL), siendo entonces

AdEl/¿194%? ¿z ————*r\ï'r_‘a W
(IV.58)

'r

y donde, en vez de (IV.57). debe usarse ahora que

2 EE: 1< ‘<ÍH° I J. 5>| 2 2€: K É 2
"l .2 r - _L ‘If .i' _

_ Kr\<mu.a>l"’ , x,\<W.I¿.s_>|2
‘-Z:: ( u -)I;77 '+ 22:: ‘}Lr ’ ÑÏZÑ1‘ r

(IV.59)

(los productos escalaros se definen comoantes). Nótese que de

be usarse S =—1q5 para obtener (IV,58), en la forma descrig

ta. Si el primer miembrode (IV.h5) se designa con P , la'"fun­

cional de dispersión" A , dada en (IV.58), es
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A: ¿Zn-HP (17.60)

Comopara el caso de 'Vlasov -flu1dó", (17.13) se escribe

Re (11)3271 = |w|2 P , (¡món

de (IV.60) resulta
"2

Re(A) = [1mm] P/mu) ,. ’(1v.62)

donde se usó que r y 5211 son reales. En consecvencia

nom) = [num]? (52m /Ivl"’. (Iv.63)

Las fórmulas (IV.58) a (IV.63),1 que'ao acaban de.est.ab1ecer para

el modelo de "Vlasov - fluidoP, 89 hanïgsáupiqo sin hacer hipótg

sis sobre la función de distribucióñ (en particular no se supuso

que 1a fo sólo dependiera de E), por lo cual vaïen cualqui_e_
ra sea ésta. En cambio, si se usó,por ejeuplo,que A3 = O .
Puesto que la relación de diapersión del problema es A a 0 (dog

de A se dá en (IV.58) 6 (IV,60)); se ve que ReM) = 0 para

cualquier perturbación tipo "modonormal" que evoluciona según

las "ecuaciones de movimiento" del problema; equivalencemente,

si la perturbación es tal que 520} = 0, o lo que es lo mismo,
tal que Imhv) 52"]: 0; debo ser, por (Ivlóa), RMA) a 0, Ade­
más, si kh) :0, de (1V.,63)resulta también que Raw) coinci­

de con . Luego, para Rs“) - O, al menos, el signo de

Re(A) es el mismo que el de 521! . Si ahora considero un ti­

po de perLurbación, frente a la cual el plasma es estable, y qúe



por lo tanto no puede desarrollarse espontáneamente en el plasma,

no debe haber ningún w complejo con hnÏw)Ï> 0 que.satísfaga

la relaCión de diapersión A: 0, Luego si se fija Im(w) : X

(siendo X7 0) y se varía le“) de _.-oo a + oo, A no debe
anularse, para que el plasma sea estable. Unacondición Suficiente

para que esto suceda es que no se anule Re(A) , lo cual implica

que AR E ReM) no debe cambiar, de signo si Rehv) varia de

- oo a + oo (con Im(w) IX>'0, fijo). Pero si Re (w) = O e] sip;­

no de A.“ coincide con el de (ízn); luego, si se cumple la cog

dición termodinámica de estabilidad, 6 an<í0 (que asegura la esta­
bilidad del plasma), el signo constante de AR (para asegurar que

AR nunca ee anule) debeveer negativo... '
Á L ' l .

Por lo tanto, una condición suficiente'de estabilidad es

AR a.ReWSb , una.)

donde el signo de igual sólo puede darse en el caso marginal, con

w real.

En realidad, la condición (IV,óh) es equivalente a la condición

termodinámica de estabilidad ‘527150 , ya que (IV;63) asegura

que (321) y A¡¡ son del mismo signo (si ambas son no nulas).

Así Pues podemosusar colocandición suficiente de estabilidad, en

este caso, ya sea ¿zopéo , o bien (IV.6L),

Nótese, de paso, que toda perturbación con Re(w) í 0 y ¿Zn = 0

se desarrolla espontáneamente, pues de 5 271: 0 y (IV,63) re­

eulta Re (A) = 0 , lo que Junto con Re(w) í 0, 5 201 :"O y
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(IV 60) implica que también debe sertp = O , y luego ,

Im(A)= 0 , satisfaciéndose la relación de dispersión para la

perturbación en cuestión.

Ahora vamos a comparar nuestros-resultados con los de Sudan y

Rosenbluth(1' 2), quienes han realizado un estudio VariaCional

de 1a estabilidad de un plasma inhonogeneo; con una especie ió­
nica de radio de Larmorarbitrar10'que debe tratarse por la

ecuación de VlaSOV(se supone que estos iones energéticos for­

manun haz) y un plasma residual frío, tratable comofluido,

que está Compuestode electrones y, ocasionalmente, también de

iones fríos. Este modelo es, pues, muysimilar al de "Vlasov ­

fluido", discutido por Seyler et al, así comotanbien por nosg
tros, en las páginas anteriores defestaiïesis; Sedany Rosenbluth
han supuesto que la función de distribución de los iones del haz

es tipo "rotor rígido" fo = fo(E -jlhe), o sea que satisface
(1V,3L), teniendo el plasma simetría de revolución alrededor del

eje z, 9 es el ángulo de giro alrededor de este eje. Vale

entonces (IV.35’ donde, si la dependencia angular de los 7/; es
fl° Rsc.N e , resulta

Las ecuaciones básicas del modelo son,(1' 2 ’ la ecuación de Vla­

sov para el haz y una ecuación fluidística para el "desplazamiento"
É En el caso en que sólo hay electrones fríos, _ es el desnla­

zamiento electrónico, y la ecuación que le corresponde no es otra

que la ecuación (IV.39) del modelo de "Vlasov - fluido" (con
Íï dada en (IV.L0)). En este caso, las ecuaciones de Sudan 7

Rosenbluth son idénticas a las del modelo de "Vlasov - fluido".

En el caso que haya Lanto iones comoelectrones fríos,e1 deSplazg



miento del plasma frio í , cumple la ecuación (1' 2)

- 1 ° ' '
niMiÉ - 3 nb ob íx20+[!x!x(íxao)]xgo (¡131)+

+ %¿pox[1x(jxgo)] - i. ¿bixgo -ih (Més)

donde el índice b se refiere a los iones energéticos del haz,

el i _a los iones fríos del plasma; bi es la presión,a pri­
mer orden, del plasma frío., que se supone varía en forma adiabé

tica, ¿bi es la corriente del haz iónico a primer orden, ¿po
es la corriente del plasma frío a orden cero; además se supone

que no hay campoeléctrico a orden cero, ¿0.: 0; y se elige la

"medida" dada en (IV.38). Usando la epuación de Anpére a orden

cero, calculando explícitafente ¿bl , y recordando que se asu­
me Qo = 0; se ve que si JÏ ae define como en (IV.LO), (1V.65)

puede escribirse

.. A <

ni M15. E -59; i r1 ¿a u s 32v ha,»—o

(IV.66)

(b)
donde la velocidad a orden cero go para los iones del haz
se define, en función del impulso canónioo i de estos,como

en (IV.21). Usandola variación adiabática de pi, se puede

probar que Élpl es el resultado de aplicar un Operador lineal,

que puede contener derivadas espaciales (pero no temporales) a
É_ . Luego, si 1\:l y ¿N 2 son los dados en (1V.L2), con
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¿,5 54.541,1; 21.3: :1.í-!1>1;/;3--<M1ni)11:,
(Iv.67)

la ecuación (IV.66) toma la forma

x¿A ¿+39 3

A

donde el Ill de (IV.68) es en realidad ji'l . En lo que si­

gue, y mientras no haya lugar a confusión, notaremos J\ l a
jk'l y J\ a JK' ; cuando Slpl a 0' ambos conjuntos de open

radores son idénticos. La ecuacion f(IY.6¿) ee análoga-a
(IV.39), y es del tipo (IV.L).

Luego,sustituyendo a (IV.39) por (IV.68), es posible aplicar sin

mayores cambios la teoría antes desarrollada a este caso. El fin;

co cambionotable respecto al modelo de 'Vlasov- fluido", tal y

comolo disentimos antes,es que ahora ji3 f O, por la presen­

cia de iones fríos. Si en cambiosolo los electrones son fríos,

nero no los iones, es nuevamente 1\3 = O y se recupera el mo­
delo de "Vlasov - fluido" tratado antes.

Para hacer un tratamiento unificago de amboscasos, discutiremos
el caso en que hay iones fríos, ¡X 3 f 0. Basta poner Mi ni = U

formalmente ( y hacer pi a O) para obtener el caso de "Vlasov ­

fluido" con sólo electrones fríos, ademásde los iones del haz.
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Usando (IV.3h), resulta que

f u
Yv r0 :LQ (Mb1 - Mbnrge) (Iv.69)

3Ho .

donde r es la coordenada radial; en cilíndricas, de una partí­
U .

cula del haz y ge el versor según O.

La solución estacionaria fo de la eeuacíón de Vlasov, sacisfaé
ce en el caso general (f arbitraria E puede no ser nulo)0 i ...o

la? I'o+ ¿É (Éo+-l__xc2’o 1V fo ‘ 0 (IV.70)b

Si ahora se supone una distribución tipo "rotor rígido", vale

(IV.3L) y luego (IV.69), y resultá de {(IV.70)

E man") -‘v ,­
Q nbo _o -—c- -0 29 ' _‘Pbo‘ ,

- . 2
"bo —jfod3v , pbo = ¿[mb v )fod3v , (IV.71)

En el caso fo = f°(E) antes discutido, y que es el caso de
"Vlasov - fluido" que tratan Seyler y Lewis, valen (1V.ó9),

(IV.70) y (IV.7l), haciendo formalmente II I 0 en estas ecua­

ciones. En este caso se sigue, luego de algunas cuentas, usando

la definición de J dada en (Iv,39), que(5)

-'*

5d3sad3xHg H , ¿[2 =Id3x É .[Qno‘Lól-Z(E.Ïpo) +
dHo plasma

2

+ :2 no (Ekkoh‘fio1 , (Iván)
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donde se ha obviado el indice "b", y ¡po es la presión de los

iones del haz a orden cero (hemos vuelto, momentáneamente,a la

notación que usamos al discutir el modelo de "Vlasov - fluido"

de Seyler et al). Si ahora se usa la expresión (IV.L2) de iii,
de (IV.72) y de la definición (IV.h8) de á W resulta la prime­

ra igualdad dada en (IV.L6), obteniéndose la segunda igualdad

en (IV.h6) de que sea fo“: fo(B) (también se usó la primera de

las igualdades que se dan, más adelante,en (IV.79)’.

Si en cambio, volvemos ahora al caso de 8Sudan- ïosenbluth, en
que go = 0, fo = f0(E -.flPe) , con A1 y A3 dados en
(IV.ó7), se deduce,en vez de (IV.72)

3 f0 2 ‘ 2 x * ‘ x 1 x n

S dxakgH-o)¡MJ ja? .ÏE-[ü 20). 20] bo}.+plasma

, 2 iEf v 2

A

De aquí y de 1a expresión de j\'l dada en (IV.67) se obtiene)
en Vez de (IV.Ló)

* A

2 ¿w + 25W = d3x d3 (ü) g. H2 - d3x(2. J: É.) :
p a S g bno ‘ Splasma —1

2 ' 2

:Q S3 3 3_r° vo x IVSu,“ bznz “de ).|rge(ï son, < .74)2c °

donde S‘Np es la energía magnetohidrouinámica del plasma frío,
o sea la SW dada en (IV.h8); salvo que ahora debe sustituirse

el término ZIÉ.! po) que aparece en la expresión (1V.L8)



de E (É), por po +Xp°(_v_. , siendo po la presión de
los iones fríos del plasma que satisface

cV_ pp a Año“; ¿Io _ (IV.75)

A '. '

Comoahora A3 ¡É0, se tienef' an]Vaz de (IRM), la siguiente
exbresión para (5271), "que se ¿eduge fácilmente de (IV.11)

¿211:Í (¿23hs ¿(Ef/31.543; -' Z P‘ÉÏKWH¿El? +plasma plasma r

+ Mz Z K_r¡(VI-|13|? l (IV.76)
r fl" “¿r '- Vlzf

. ' . x

Usando R = Ü y que É = -1V_É,‘ así como la expresión (IV.67)
A _

de A3, resulta
. tA 2

5211= -¡w¡2íd31<uini¡g¡2)+jd3x¿A ¿, _ X Eldmm)! +
plasma plasma r

+ M2 ‘ïï 21-5)”a -¿c (IV.77)

_ f
(xr/h) - 3T: (1 - EH (Iv.7a)

1::1criterio termodinámico de estabilidad es, comosiempre, 527150,

o equivalentemente, SC),0. Esta es una condición suficiente de

estabilidad (como ya sabemos), que, según veremos, coincide con la
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hallada por Sudany Rosenbluth(l’ 2). En otras palabrasjel crite­
rio de estabilidad de Sudan- Rosenbluth, ae'reduce al criterio

suficiente de estabilidad ¿02:0, que es equivalente a nuestra

condición termodinámica 321150.
Usando (1V.78) y las igualdades

íd3xd3g(2.3)“,52= :Tïfi) ;

w2 Mmm»? «¿mm 2­
Il g)“ -LrPrK -—>|­r ' VIZ

:Ï rtggfitmrlqurlbplz ¡ ara B()f°/3HO)JL',I: r'- wl ' ¡I .

(IV.79)

resulta, de la definición de Sc, dada en (IV.77) y de las expre­

siones (lV.7h), que es

¿SC a lwl2 (5M- 50)+Re(w)3n5(;+2n5.1 +5“ +áwp
2

(1v.ao)

donde .
_1 3 _ 2,31 ...ar'l<wu¿>|2

SM.-.E’I‘d¡.(nlMiHí‘ 9 ‘G - Z 'lfr : w‘ :
QE 2 Df r- 3 3 ___ ­
__. Sd x d ylgl (BHZ) ,
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2 t ' * *

¿J s “322% dt, Im(w)Íd3xd3f(gldg/dt - gdg/dtHBfo/BHO) ;2c _oo
t.

g 55 dt'(5_9_!ox_fio) . (1mm-oo

En la última integral lo = láb) es la velocidad a orden cero de
los iones del haz ; resulta

dia/dt = 10",. - w)g = Elf}; = 5': LA (IV.82)

donde i, definido en (IV.66), os el operador corriente (que

aparece, por ejemplo, en |<?W;|¿flá)l )
kara deducir (IV.80), se usó además que

2 .7 2 \ ,4»

Df [ue(wL-)-‘r]'<ï ,'. l Ub 3 3 ¡(gg_ ¿ng 31‘ _
Z:- (ïlfi) lflr Á-‘fllr' 2' a 2_u?) yd Xd; (8da dtufig)’O

¿Liz (¿33,[Rem¿1km Ig . DE}
r U1? - WP

- . É 2

: 2 Im(w){: (Sá-Q)[bm ¡”rncwr l i'—>| } - (1v.33)o
1‘

V‘r - 'l‘ )

cb donde, se deduce para la ¡J dada en (IV.81) que
2

TÍ- (fi, [19“) -}‘r]|< r ¡31-EN I: 2d.” . (Iv.81.)
¿í- aHo ‘Í5" "|Z.L

1'

Esta relación es de'utilidad en la deducción de (IV.80) .

Nuestro criterio termodinámico de estabilidad (ÁZWSO)coincide

enconces con el criterio suficiente de estabilidad establecido por
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(2' 1); nuestra notación es la de Finn ¿:Sudan.Sudan y Rosenbluth

En particular, la formulación que aquí presentamos del criterio

de Sudan - Rosenbluth, ecuación (IV.80), coincide textualmente

con la ecuación (6.15) del trabajo'de Finn & Sudan.

La "funcional de dispersión", al estilo de Seyler en al, Se puede

definir, si se desea, también para'el caso de Sudan - Rosenblunh,
obteniéndose ahora

A ¿2.É>+<EÉI.E)-ZK lJ.€>l2jrm)
(IV.85’

que es una simple generalización de (IV.58) al caso en queA .1

Jï3 fi 0, no discutido por Seylet et alfl-Definiendo

a:

áL2 (-1) ijd3x nbo (Sigo) ;2o

3:5 3 af d *: - 3 ._2 ’
5V? _ i(w tn) 2c2 d x d s (Quo) 33% y (IV.86)

se ve que la relación de dispersión Ls: 0 del problema, se escri­
be

-wZíM- uíL+ Swp+“diu, a o (IV.87)

donde se usaron (IV.ZA), la primera de las ecuaciones (IV.79),A

las definiciones de A 3, 5M, SW', A2, 5L, y además que
2 xr

X M : 19.55113!([3? gQE:
BHO tur _ w) c ' ¿Ho dt (w -€n)
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así como que, de (IV.35). se deduce

= _ af _ p Df
xr (¡ir “si- (¡1,- w>guo+(.-emm—g

(1V.88)

La ecuación (IV.87) hallada coincide eon la ecuación (6.11) de

Finn & Sudan. Para frecuencias reales, (IV.87) se deduce directg

mente de (1V¡}3), de la misma feina qúe, en el caso de "VlasoV­

fluido", con ¡X3 = O, '(IVQIB) se reduce, para frecuencias rea­
les, a pedir que afianuhzelb definido en (IV.58). Esto muestra una

vez más la relación existente entre la ecuación (1V_13), que pro­

viene de anular 1a parte imaginería de la ponencia, WT", en el

formalismo de Lavenda(2n3_),Lcon lg relación de dispersión, A : 0,
Pasemosa examinar,para Íinalíiar?ía Ecuación (IV.15), que pa­

ra el caso de Sudan - Rosenbluth, ee
*' 'Ü

Sd3x "íoïHniMi)-(Qbnbo) z
plasma c

z _ iz Kr.__5,_‘<VÏ‘:-l“2 - 21mm- ¿(mkscnmñ unas»)l)»

donde (SG) y (SJ) se definen en (IV.81), y se usaron (IV.8L)

1'

y (IV,88).

La expresión (IV.89) coincide con la ecuación (39) de Sudan

& Rosenbluth(1)
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CAPITULO V

ESTUDIO NUMERICO Y CONCLUSIONES

En este capítulo discutiremos una aplicación numérica al estu­

dio de la estabilidad de un espejo magnético, en que la confi­

guración del plasma es tal que el radio de Larmor iónico es del
orden de las dimensiones del sistema.

Finalmente, analizaremos las conclusiones generales que se des­

prenden del trabajo presentado en esta Tesis.
El MIGMA(1' 2' 3' A.) es un espejo magnético, con simetría de
revolución alrededor de un eje, en el 90028€ inyecta un haz de

iones de alta energía enfocado de forma tal que el momentoangu­

lar canónico de los iones del haz (respecto del eje de simetría)

sea prácticamente nulo. El haz iónico es un haz autocolisionante

en el eje del MIGMA.Ademásde los iones del haz, hay electrones

fríos en el espejo magnético, lo que asegura la cuasineutralidad

del plasma.

El radio del plasma esdos: veces el radio de Larmor iónico, ya

que todos los iones deben pasar, en algún instante, por el eje
del sistema.

Parece razonable adoptar, entonces, para este caso el modelo de

"Vlasov - fluido"?'discutido en capítulos anteriores; con go = 0,

fo : fo(€¿,€u, Pe); siendo fo, go la función de distribución
iónica y el campoeléctrico a orden cero, y donde 6 =‘3Ï€“es la



energia total iónica, siendo en la parte de esa energía asocig

da al movimiento paralelo al eje de simetría y E:L la parte

asociada al movimiento perpendicuhar a ese eje, P6 es el mo­

mento angular canónico de los iones (Pe z 0).

El campomagnético a orden cero 2° deberia, estrictamente ha­

biando, calcularse en forma eutoconsistente con fo, siendo ade
más sus lineas de fuerza sólo aproximadamenteparalelas al eje

del plasma. Sin embargo, para el estudio de muchas inestabilida­

des es posible asumir go = Bo(r); donde É es el versor en
la dirección del eje de simetría, elegido comoeje z, y r 1a

coordenada radial, si se usan coordenadas cilindricas. Esto im­

plica asumir simetría de traslación (además de 1a de rotación)

en 1a dirección del eje z; Lueg03 las constantes de movimiento

(de los iones) son la energia E: , el momentoangular canónico

P9, y el impulso según z, pz = Mvz = Mvn ; o equivalentemen—

te, siendo €:"= % v3 = gi , se pueden considerar como constan­
tes de movimiento €_L,€ H, Pe; por lo que se Supuso

ro = ro(€¿,€“,1>ei_.

El campo fio puede calcularse autoconsistentemente con f0(h), pe­
ro también se lo puede “modelar” (asumiendo que existen corrientes

(3)externas), siendo entonces en forma aproximada

_Bo= soufi; son) =J3°u -°(r2)¡' (v.1)

io que simplifica el cálculo numérico. Asimismo, con este mismo

fin, asumiremosuna función de distribución
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ro = [e(€L-€°+A€) - me; 6° -A€)] e (AP- |Pel) me"),
(V.2)

donde 9(x) es la función "escalón" de Heaviside, que vale 1

si x>/O, y vale 0 en caso contrario.

Para el estudio de las inestabilidades en acanaladura (flute, en

inglésí, en que kz a 0 , 'la forma de- ¿(€%) es irrelevante.
Las ecuaciones básicas del modelo de "Vlasov - fluido", a primer

orden, son entonces

1;. í :5d3g i f1 =XXI. SdBY ’ (V.3)r

donde._,que es 1a ecuación para el degplazamiento'electrónico 5°

¡2-5E (XXfio)*[1* (ixgoikblx (ÉKBO)]X_BO}+
' 2

+ %n0(íx fio) - é. ¿042K (Éxgofla, 3- no(_;_x_l_3_o)x_Bo ­

1° s <2 - 34°) 3nd
la 5%(¿ox_13°) ; um)

aquí se usó que go = 0, ¿o es el potencial vector a orden cero,

Q es la carga y M la masa de un ión, no es la densidad iónica

y 10 la corriente del plasma, ambas a orden cero; y además la

ecuación de Vlasov, escrita en la forma
’ *

Xr+ irrxr : 1Kr<wrl (fl ¡errï'fr ;<a\b>Ej‘dxdÉn la),
(V.S)

donde g es la posición y Ï_ el impulso canónico de un ión, eu­
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yo hamiltonlano es

" 2- o o ‘P 2H" 'Ho*H19"l'io-ía Ho‘ V0NI3P NI:

(V.ó)

Se La elegido una "medida" en que el potencial escalar es nulo, y

el potencial vector a primer orden es

¿1 = 5x20 (í. 2° = o) (m)
U

El potencial vector a orden cero,. Ao, está orienLado según eB .
Ademáslas funciones wrr forman,en el espacio de las funciones de

¿5,g , una base propia de autofunciones del Liouvillano a orden

cero io, con autovaloresLPnr. Luego es
ALo’w’r=irrwr; r’;

* .
ZAWI.(1,UV,(;')S_') = ¿(a - y) ¿(5; - 1')r

(V.8)

Si,como hemossupuesto, se usan coordenadas cilíndricas, la depen­
dencia con z y 0 de las funciones WWr es sólo por un factor

A: e¡p(1kzz-+1me), y si se supone fo ' fo(6:.Pg.Pz’n con

pz = Mvz, lr resulta ser

KI-=Ïlrfi+ma+kzü .

En particular, si k, I O, comoocurre para los modos"flute",

y fo es la dada en (V.2), como 6M: pÏ/ZH, SL. 6 - €¡|, resul­tade
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- f ar
K ')¿ríá—9 + m ° 'se; spa

mi Mei-50+“) ¿(á-Gio -°€’]°
ae1

- 9(AP - IPGI) g(€"); (v,1o)

3% :[ e (ea-Gym?) - e(€¿-€o-A€)]'5 (Ap- ¡pen ¿(6,09

¡Laaparición de las á de Dirac en las expresiones de las deriva­

das de f0 simplifica el cálculo, ya que Kr se usa comofactor

en el integrando de una integral_mú1tiple sobre É¿. en Y Pe (0,51

se prefiere, en El , Pe, pz), implícita'en el Indice r, que es
continuo y múltiple. Este es el motivo de la elección de la fo

dada en (V.2), ya que así se reduce la parte numérica de] trabajo.

Las expresiones de los ¡Lr y las u/r son las siguientes(6)

fill. = nflo+mwd+kz Vd;

vr (E.Pe.pz. 75.6.2) = drí(E - EO)á (Pe-Po) á (pz-po) .im9*ïkzz

e1[n1101 - m5(r) - kzïvtfl ¡ (v.11)

donde el Indice múltiple r contiene los Indices continuos E0,

Po, po, kz y los Indices discretos n, m; dr es un factor de

normalización para ‘üfr(E, Pe, pz,'ü, 6, z), ‘t es la variable
canónicamente conjugada a H° ( o sea, el tiempo, medido sobne
1a órbiLa iónlca no perturbada), siendo (r es 1a coordenada ci­
llüdriud radial)



t To r2
d'C = ; T- dit? o T ¡Hg g 2 QI;.

lv l ’ ° ’
'r o - -nb o r1Iv |

To pe

1. ° 7°”

Vd:T S dr (319): 501:)=f avui?) .. "de;° 39, 0. 9 e

'17

;(v) = S dr. (252) ' Vd’” 3 (V.12)o sz

en donde vr 5 É , y :1 .y r2 {con los "puntos de retroceso"

de la órbita iónica, pana iba cueïes' v} -I0. Claramente, To es

el período correSpondiente a una órbita iónica sin perturbar,110
la frecuencia de ciclotrón, wd. la frecuencia de deriva. En nue;

tro caso, en que ¿o no tiene componentes según z, es vd - vH

(que es una constante) y :(T) a 0 siempre. Si yo es el dado
u

en (V.l), Ao se dirige según ee , y vale

(v.13)

Se tiene, obviamente

P - Qr A Vr--""""e c o - 2*2- €-M 2 €2€+€
V9=(——M;———’9 vr_ M(J_2V9’ ( _L u).

(V,1h)
,J

Observemosque 6(T) es el ángulo B, en el instante’t , descon­

tada 1a deriva (wd‘v).
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Nuestro cálculo debe entonces comenzar‘ por una determinación nu­

mérica de la órbita de un ión del plasma, en ausencia de pertur­

baciones, para obtener asi los parámetros de dicha órbita, o sea

Ilo, ud, etc. ; y además determinar numéricamente las funciones

r(1), %(V) que dan las coordenadas (r,9). en función del tiem­

po medido sobre la 6rbita,f? (0 y‘a _sólo se diferencian en la

"deriva" angular wd'u). Esta órbita se calcula sólo en el pla­

s - VHT ; .no (x, y) o (r, 9), ya que

Para la órbita,en el caso que nos interesa Pe'ï 0, en lugar de
usar coordenadas polares (r, 9) , es preferible usar coordenadas

cartesianas (x, y ) a fin de evitar la singularidad de las coo;
denadas polares en r.? 0, haciendo luego, para cada T', el pasa­
je de (x, y) a (r, El para hallar las;funciones r(TÍ, 5(T).

Así, la órbita resulta'de integrar, en coordenadascartesianas,

las ecuaciones de movimiento no perturbadas de un ión del phasma,

es decir las que corresponden al hamiltoniano H0. Esto se efec­
túa, en forma numérica, mediante una rutina de integración de

(7,8,9)ecuaciones diferenciales basada en el método de Hunge-Kutta,

lo que permite calcular 11°, ud, etc. y las fizncionea r(T),

5(T); asi comolos "puntos de retroceso" r1 y r2, para los cuales

vr = 0. Valores intermedios de r y 3' en función de T , que no

resultan directamente del 1a integración numérica, pueden interpo­
larse mediante una rutina apropiada.

De(V',5) resulta (31 Xr ¡o e-iwt)

X‘r :.EF <“her ‘13 É.:>
(rr v-w)

M15)



Por otra parte, de (VJ) se deduce

<3. k3- Eng, 5w; =o (v.1ó)

Usando (V.15) y (v,16), se tiene que la "funcional de diSpersión"
del plasma es

Mi?É.)g E) -Z ¡Pai ¿‘rwr><wrl¿.É>
_ r" (¡LP - QÏÍ

(V.l7)

Y que debe ser ( DOP (v.15) y (V;16) )

¿(Er É ) = 0 . (V.18)

La relación de diapersión del pyesme es entonces (V.18)’ Con tal
que se eSpecifique la forma de ios modos nbrmales- É _ Si se eli­

ge una base del espacio de flnnciones de g, íf¿(¡)} que satig
faga las Condiciones de borde del problema, basta desarrollar a

É en esta base para obtener la relación de dispersión en forma

algebraica
-*

2

Z Aeg'dei z o Aee'53-M í 5.0.5)ZZ de f¿(¿)>_Ü e
e Sue axy

(vL19)

Las frecuencias características del problema se obtienen como
raíces de la ecuación

det (( A330) a o , (v.2o)

La” matriz ((Agd)) es, en principio, infinita. 81 la base

{fe (5)} es tal que los modos É_¡que son soluciones de (V,18)v
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son funciones parecidas a las de la base fio que,en principio, no

se puede saber hasta resolver el problema), es posible lograr aprg

ximar ((A¿€)) por una matriz de pequeñas dimensiones, lo que per­

mite la resolución numérica de (V.20) (buscando raíces en el pla­

no complejo), que da las frecuencias de los modos que se pueden

excitar en el plasma. Estos se determinan,a continuación, median­

te la ecuación (V.l9),

Para configuraciones con simetría cilíndrica, la base de funcio­

nes { f¿(¡)} que satisface las condiciones de borde correSpon­
dientes y que se usa Corrientemente en este tipo de problemasSJO)

es la de las funciones dadas en (11.68).

Lamentablemente, en nuestro caso,al usar esta base, la matriz

((Aed)) resultó demasiado grande para les familidades de cálculo
disponibles. '

Asi pues, para poder resolver la relación de dispersión del problg

ma hubiéramos necesitado una computadora que nos permitiera tratar

con matrices cubiertas (es decir, Conelementos alejados de' la

diagonal); o bien encontrar una nueva baso í f¿(¡)};ta1 que la ma­

triz ((Ae¿)) resultara más tratable.
Ahora bien, no existe un criterio claro de comoconstruir una tal

base.Por ello, se Optó por recurrir a un cálculo variacional, que
aunque menosdetallado, es más accesible a las facilidades de com­

putación a nuestro alcance.

Comoejemplo de la potencialidad del método nos hemos concentrado

en estudiar la estabilidad de un espejo MlUMAfrente a los modas

"flute" (kz = U), con m = 1. De estos modos elegimos un despla-'



zamiento rígido de 1a columna de plasma, por lo cual es

Z:X12r-+82‘ée; 31.30316 ;' xz=+i51"(vl.21)

donde 3,0 es constante (no depends de r).

De acuerdo con lo visto en el capítulo anterior, una condición su

ficiente de estabilidad del plasma es Que sea. 521_<0 para cual­

quier perturbación, donde (52?) es el exceso de entropía defini
do en el capitulo anterior.

Ademásvimos que,en lugar de la condición de estabilidad ¿2%(O,
es equivalente usar la condición suficiente Re (A) <Ï0, siendo

A la "funcional de dispersión" dada en (V;l7).

La relación entre á‘Ú.E - Re(ó) y _(-52fl)1 la hemos discutido

en detalle en el capítuIO'anterior,lesi como1a posibilidad de
intercambiarlas comofunción a; Lyapunov. Explícitamente es

_ 2 z x A"? "war >2_<5.|Í\.‘%>
M ,. rr?‘WN“ ""3" 15:2,"

¿r í, ———z——"ïíïï31""1¿Miu ¿>12Kali.
donde es

A A A . A 0 .

¿,3 ¿kb/¿Tí (Q2.É2%no(hay) (un

no incluyendo los Operadores :1, 22 deriVadas temporales (alguno
puede incluir derivadas espaciales), a diferencia de ¿3 dado en
la expresión (V,h), que sí las incluye.

Las sumas sobre el indice múltiple r, en (V.22) y (V;23) implican

integrales en Pe, e“, ¿ELy suma en el índice n, definido en
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(V.11). En principio, también habría que sumar en m y kz, pe­

ro el valor de estos indices Se fija al elegir ii, que se da en
(V,2l),

La sumatoria en n deberia hacerse,en (V.22) 0 (V.23),deSde

-oo a +-oo, pero en la práctica esta serie se corta en algún n

finito. -Los denominadores resonantes, dependiemtes de la frecuen

cia, que aparecen en (V.22) y (V.23), inciden de distinta manera

en las funciones de Lyapunov (-521) y . Esta última tiene

un comportamientomenos divergente sobre la resonancia,debido al

numerador [L r - Re(w), y por esta razón usaremos la condición
de estabilidad ár) o.

En la práctica puede verse! evaluando la serie numéricamente, que,
a bajas frecuencias, hasta considerar sólo los términos con

hflél (n = 0,1, -l),
Nuestra condición de estabilidad es pues St) 0, con (alt) dada

en (V.23), donde
A * A

<a|b>5 Sd3xd3p:b ; É) ¡íd3x(í.fi.í)ï (V.25)plasma­

y la suma sobre r implica integrales en Pe,€i,€" y suma sobre
n.

A

Reiteramos que {} es el operador presentado en (V.L). lo mismo

que g, mientras que er,’hp son los expresados en (V.ll); Krr
se calculó en (V.10), y el E_ que corresponde a un desplazamiento

rigido se da en (V.21).

Todas las integrales necesarias para calculará‘c fueron hechas



i)“

numéricamente,usando el método de Romberg(8! 9), salvo las tri­

viales (comolas integrales en 9, en pz_o en a), que se efec­
tuaron directamente en forma analítica. Algunas integrales numé­

ricas radiales (comola necesaria para calcular (dfrl g, É?) se
realizaron integrando en la variable T', definida en (V.12),

en lugar de hacerlo en la variable radial, lo que simplifica el
calculo. Cabeseñalar'que todas las integrales radiales se extieg

den sólo al volumen del plasma.

La eXpresión \<rhrrl g, ÉJ>|2 se tabuló primero, para distintos

valores de n, Pe y €_¡_((er ¿1.É) no depende de e" ), y lue­
go, mediante interpolación numériCa,se hallaron los valores usa­
dos en el cálculo de st .

Luegode algunos pasajes algebraicos, ir. puede expresarse en la
siguiente forma

¿(c = A+9A'+))B Be(w)+z{KrIr [Fr -RBW)] };
“¿r - Re(w)]2+ hm(;Ï2

(V.2ó)

donde Q es el parámetro de Budker por unidad de longitud(11)

del plasma, definido como

9 = N Q2 / Mc2 , (V.27)

donde N es el número de iones que hay en un cilindro de plasma

de altura unidad, Q es la carga y M la masa de u1ión. HaCe«

mos notar que Kr, dado en (V.9), es proporCional a Q .

La presencia del parámetro V en los tres últimos términos_de

(V.26) indica que estas contribuciones son prOporcionales a la
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densidad del plasma. En cambio, A es esencialmente la energia

magnética de.1a perturbación, y es una cantidad positiva.

La forma (V.2) supuesta para fo, y 1a expresión (V.9) de Kr

(con kz.= O), implican no sólo que la integral en 6m(o sea, en

pz) de (V.26) es trivial, sino que la integral doble e1€¿ y

P9 (todas ellas indicadas por la suma en r) se reduce_en rea­

lidad,a la sumade cuatro integrales simples, que se efectuaron
numéricamente.

No escribimos aqui A, A’, B, Ir en forma explícita, por ser

sus expresiones bastante complejas.

Si se tomanfrecuencias estrictamente reales, la expresión (V.26)

es divergente, por lo cual calculamos parafdistintos valores
de Re(w) 5 ur y d s Lm(w) pequeña, pero no nula, a efectos de

estudiar la estabilidad marginal del MIGMArespecto al desplaza­

miento rígido (flute, kz = 0, m = l) dado en (V.2l).

Siguiendo a Sudan y Rosenbluth(12¿ podemos afirmar que si ¿(C:>O

al variar lwr en cierta zona de frecuencias, con d pequena y

positiva) el plasma es estable frente al modoen estudio en dicho
rango de frecuencias, aunque a frecuencias mayqrce podría aparecer
tal inestabilidad.

La frecuencia de ciclotrón iónica del plasma es wei AJ 2h MHzy

la de deriva resulta ser ud!” lO'zwci. Hemosanalizado numéri­

camente la zona de bajas frecuencias hasta w = 10 wd A) 2-3 MHz,

con (5 = 10'12wci, hallando que en todo e] rango es 5\C:> O,

lo que asegura la estabilidad frente al modo. El valor de 0' asu



mido garantiza que una eventual inestabilidad necesitaria un

tiempo mayor o del orden de l/a A) 105 segundos para desarro­
llarse, por lo cual no es detectable.

La causa de la estabilidad en este cálculo es la pequeñez del pa­

rámetro de Budker, que para la configuración más reciente del ex­

perimento Migmavale lO-L(N'°1012cm’h. Esto hace que la contri

bución magnetohidrodinámica A a la energia 5€ domine el cri­

terio de estabilidad. Sin embargo, tal cirCunstancla muestra más

bien qUe el cálculo realizado no es realista ya que, primero, el

plasma es un caso extremo en lo referente a su radio de Larmor,

y no se espera de ninguna manera que sea dominado por efectos

MHD.Segundo, el desplazamiento rigido que.sufre la columna de

plasma pertenece a la categoria de los intercambios de tubos de
flujo que no alteran la energia magnética, y que de acuerdo al

clásico análisis de Rosenbluth y Longmire(13) son, por esta

particularidad, potencialmente peligrosos para el desarrollo de la

inestabilidad "flute", ya que no necesitan energia para alimentar

una variación del campomagnético.

Lo que ocurre tiene su explicación en la forma (V.l) asumida para

el campomagnético. Esta expresión sencilla se eligió por tener

suficiente simetría para que las órbitas, aun derivando en el pla­

no horizontal - y por lo tanto dando la posibilidad de separar

cargas, que es intrínseco al modo"flute"* tuvieran libertad de

movimiento en la dirección vertical. Pero dicho campo, que es

una modelización muy grosera, aunque conveniente, del campo mag­
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nético de un eSpejo simple, supone la existencia de corrientes
externas distribuidas en el seno del plasma con la ley (en unida­

des mks)

exta1ziixgo. r Se

Puede entonces demostrarse sin dificultad que la estabilidad ob­

servada es la resultante de una fuerza'recuperadora de interac­
ción entre tales corrientes externas (inexistentes en el experi­

mento verdadero), y la corriente inducida por el deeplaZamiento

del pLasma

ind
.1 =ZK9 , Qaíxúxgo) ,. (v.29>

É '> ‘ z ‘Si, por ejemplo, __= g sx , reaulta'

ind _‘1_-2
Luego, si É>'U, las corrientes (V.28) y (V.30) son antipara­

lelas, y por lo tanto se repelen, en el semiplano x3> O. Lo Opueg

to ocurre para x<Ï0. Es decir, el plasma está anclado a los con­

ductores externos, efecto que enmascara completamente al mecanis­
mo del modo "flute".

Para recuperar la física de esta inestabilidad es necesario elimi­

nar las corrientes externas espúreas de la contribución A a la

eXpresión (V.26) de se . A primer orden en el parámetro de

Budker, puede verse que ésta es la única modificación necesaria

para producir un tratamiento correcto del problema. AunquegPOSerg
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mente aproximado, el campo: (V.1) describe en los términos de o;

den Ü , lo esencial del modoinvestigado, que es la deriva de

los iones. Sin embargo, si es necesario'retener en A, a1 mis­

moorden de aproximación, la corriente diamagnética de los pro­

pios iones, que obviamente es proporcional al parámetro de Budker

D . Formalmente, en A debe reemplazarse el término

por

2x9 a -(5.V_),121“° . (V.31)

De esta forma, todas las contribuciones a ¿Í? dependen exclusi­

vamente de las cantidades de plasma y.son de magnitud semejante.

El término (V.31) torna al tribdto del A al principio de
energia en una cantidad proporcional a la densidad, o sea al pa­

rámetro de Budker \) . Con ello todos los términos en (V;26) son

proporcionales a 9 , y el signo de resulta independiente

de V , o sea de la densidad del plasma.

En realidad, si se tomass en cuenta el diamagnetismo dul plasma

y se corrigiese consecuentemente el campo go, dado en (V.l),
por medio de un cálculo autoconsistente, aparecerían en 51: té:

minos que tendrian una dependencia no lineal con la densidad del

plasma,y luego la estabilidad del plasma podria depender de la
densidad. Este cálculo más exacto implicaría complejidades que

no abordaremos aqui. Nuestro cálculo será correctu,sjn embarfio,
a bajas densidades.

Luego de eliminar el término espúreo comoantes en indicó, se



encuentra que 5‘6 se hace negativo debido a los términos
desestabilizantes, en particular el asociado al gradiente de

presión,que es varias veces mayor que la contribución de los
términos resonantes o la del término lineal en la frecuencia.

En conclusión, el plasma es ¡inestable ( Se <0) debido a que
los términos asociados al carácter finito del radio de Larmor

no logran compensarla desestabilización producida por el gra­
diente expansiva de presiones, el cual es el causante de la

inestabilidad "flute" ya en los plasmas de radio de Larmor pe­

queño.

El que el radio de Larmor grande no estabilice el plasma frente
a un modovflutevcon m = l, es debido a que el campo eléctri­

co perturbado, en este modo, es uniforme, y no se produce el

desplazamiento relativo de cargas que lo estabiliza, según se
mencionó en el Capítulo I.
La Inestabilidad "flute'no es observada en el experimento MIGMAÉlL)

Noobstante, existen otros argumentospara explicar la estabilidad

del MlGMA,por ejemplo la presencia cercana de conductores metáli­

cos y de una vaina conductora de plasma que envuelve al MIGMA,y

nue pueden proveer las cargas necesarias para cortocircuitar los

camposeléctricos responsables de la inestabilidad‘15’ló’.

El cálculo aqui presentado es sólo un ejemplode las posibles apl;
caciones de los criterios de estabilidad logrados. Unainvestiga­

ción sistemática nos llevaria muchomás allá de los limites pre­

fijados para esta tesis. En particular, el tratamiento numérico

requiere mayor esfuerzo y un "hardware" más poderoso para poder

abordar el análisis de los modos. Asi se podrán investigar otras



101

inestabilidades de gran-interés{pero de mayorfrecuencia.
Lo que queda establecido firmemente con este trabajo es el mar­

co teórico, constituido por un fundamento termodinámico sólido

de los principios de estabilidad, aplicación que por primera vez

se intenta en la fisica del plasma, partiendo de la modernater­

modinámica irreversible. Esta formulación se ha ac0plado con un

bratamiento e3pectrel del operador de Liouville en la ecuación

de Vlasov, que es el método idóneo para tratar los problemas de

equilibrio en plasmas inhomogéneos(5).

El resultado es una presentación general y unificada de los múl­

tiples "principios de energia" en boga.

Las perspectivas para la continuación de esta invesbigación son

interesantes, ya que lá versatiiidad del enfoque.permite abordar

nuevos y complejos problemaá de la fisica del plasma.

/
r ¡me m

Dr. Constantino Ferro Fontán Lic. Anibal Carlos
Sicardi Schifino



162

REFERENCIAS QEL CAPITULO V

1.- F. GratLon: Atomkernenargio 13,-121 (1978)

2.- B.C. Manlich: Nuc. Instr.& Math. ;j;, 1 (1978)

3.- B.C. Maglich: Atomkernenergie 23, 100 (1978)

L.- F. GraLLon & L. Lara: ProcL First Latin American COnf. on
Plasma Phys. & Controlled Fusion, Cambuquira, Brasil (1982)

5.- H;R.Lewis & KLR. Symoñ: J_ Math. Phys. 29 (3), 413 (1979)

6,- C.E; Seyler & H.R. Lewis: J. Plasma Phys. ¿z (1), 37 (1982)

7.- E. Isaacson & H. B, Keller: "Analysis of Numerical Methods"
(Wiley) '

8.- A. Rïlsbon: "Introducción a1 Análisis Numérico" (Limusa-Wiley,1970

9.-F. Scheid: "Analisis Numérico" (Sepaum;'McGraw-H111,1972)
10;- C.E. Seyler: Phys. Fluids gg (12), 232L.(1979)

11.- Uhm& Davidson: Phys. Fluids gg (L), 718 (1979)

1?.- RLN. Sudan & M.N. Rosenbluth: Phys. Fluids gg (2), 28? (1979)

13.- M.N. ROSenbluth a cLL. Longmire: Ann. Phys. 1, 17o (1957)

lh.- S. Menasian et al: Aneutronic Energy Labs.Rep.,Sept. 1983
(AEL - 83-14)

15.- M. Wickham& G. Vandegrift: Phys. Fluids 22, 52 (1982)

16.- n. Segal: Phys. Fluids gg, 2565 (1983)


