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CAPITULO 1

-INTRODUCCION--

El 99 % del Universo se compone de materia en estado de plas-
ma. La fi{sica del plasma es8 la llave que abrird para el hombre

la fuente de energfa, prActicamente inagotable, de la fusidn
nuclear controlada. Sea para el conocimiento de las estructuras
macroscépicas en que se halla organizada la materia en el espa-
cio césmico, como para el dominio de nuevas tecnologfas, la teo-
rfa de la estabilidad de los plasmas es una disciplina fundamen-
tal.

Una caracteristica de los plasmas es la variedad de escalas repre
sentativas de los fenémenos que en ellos pueden tener lugar. Como
gases de part{culas cargadas, en movimiento, dam origen a concen-
traciones de carga y de corriente eléctrica, con sus concomitantes
campos eléctricos y magnéticos. En estos campos, a su vez, deben
moverse las propias particulas - iones y electrones-del plasma,

De entrada, se pone de manifiesto el caricter no lineal de la di-
nimica del plasma., De esta dindmica, la teorfa de la estabilidad
contempla solamente los primeros instantes, en una aproximacién
linealizada, de los procesos de transformacién y cambios de esta-
do de equilibrio en el plasmg, Pero debe tenerse presente que los
estados de equilibrio est4n, por lo general, muy apértados del 1lla
mado equilibrio termodindmico (o mejor, termoestitico), debido a la
alta densidad de energfa que caracteriza a los plasmas y a la ri-
queza de sus grados de libertad colectivos. Asf, un plasma rapida-

mente desarrolla estados turbulentos, que reflejan sus microinesta



bilidades, o bien muda violentamente de equilibrio cuando una
reorpganizacién en gran escala de sus cargas y corrientes le per
mite acceder a un estado de menor energia. Lés microinestabili-
dades,de alta frecwe ncia y pequena longitud de onda, producen
cambios en las funciones de distribucién de las particulas en

la direccién del equilibrio termodindmico. No obstante, debe
mencionarse la facultad de los plasmas de organizarse, en una
etapa posterior no lineal, en estructuras coherentes (solitones,
espicones, etc.) que constituyen su éstado de turbulencia fuerte.
En este Lrabajo no nos ocuparemos de esta fase tan avanzada de

la evolucién de un plasma, sino mas bien de la primera en el orden
fenomenolégico, es decir de su estabilidad macroscépica, o mejor
dicho, de sus macroinestabilidades de baja frecuencia. Pero con-
viene tener en cuenta que no existe una frontera claramente defi-
nida que separe los tipos de inestabilidad, sino una graduacién
continua de escalas.

Es evidente que la inhomogeneidad de un sistema constituye un dese
quilibrio, que puede alimentar una inestabilidad si se dan con-
diciones favorables. La inhomogeneidad es inevitable en dispositi-
vos realistas, como las méquinas de plasma destinadas a confinarlo
con vistas a su empleo en futuros reactores de fusién. En el con-
cepto de confinamiento magnético, son las lineas de fuerza de un
campo magnético las encargadas de restringir los grados de liber-
tad de las partfculas del plasma transvérsales al campo, evitando
asf el contacto con paredes, que provocaria un ripido enfriamiento

del sistema.,



Esto impediria la utilizacién del mismo como reactor. L, presen-
cia del campo magnético introduce dos nuevos parémetros, que ca-
racterizan el movimiento individual de las partficulas del plasma:
el radio de su érbita en el campo magnético (supuesto, por un ing
tante, homogéneo), o radio de Larmor (YL),y la frecuencia con que re

corre la érbita, llamada frecwencia de Larmor o de ciclotrén (wc)

We = eB/mc ,

?L - V-L/Vc ) (I,l)

Aqui, e y m son la carga y masa de la partfcula, v, es

su velocidad transversal al caﬁpo B,y c es la velocidad de
la luz., N6tese que para igual v, s mayor B implica mayor
frecuencia de ciclotrén y menor radio de Larmor, es decir un con-
finamiento mas eficaz de los desplazamientos transversales. Asi-
mismo, la dependencia con | m, muestra que es m4s diffcil res-
tringir el movimiento de los iones - debido a su mayor inercia -
que el de los electrones.

En el 1lImite en que el radio de Larmor es mucho menor que la es-
cala de los movimientos macroscédpicos del plasma, y al mismo tiem
po el perfodo de ciclotrén iénico es mucho menor que los tiempos
caracter{sticos, el plasma se puede tratar como un fluido neutro,
pero conductor y sensible a la acéién del campo magnético debido
a la fuerza de Lorentz, Esta aproximacién se conoce como magne-
tohidrodindmica (MHD), y ha sido muy utilizada en la teoria de

estabilidad de plasmas. Naturalmente, también se requiere que los



perfodos de plasma (de electrones e iones), y la longitud de
Debye

Ap = (kT / b nez)l/zz 7[’1'(°K)/n(cm‘3)] Mz ,  (1.2)
sean despreciables frente al tiempo y longitudes de onda carag
terf{sticos (a fin de no considerar efectos de carga espacial).
Recieﬁtemente, la aplicacién de 1la MHD ideal (sin viscosidad,
conductividad térmica ni resistivida§ eléctrica) al caso de los
espe jos magnéticos axisimétricos (que nos interesan particular-
mente como dispositivo de fusién), fue resefiada y extendida por
D' Ippolito, Hafizi y Myra(;).
La aproximacién MHD equivale , en lineas senerales, a su-
poner que las particulas del plasma carecen de inercia, pero my
chos de los fenémenos observados violan esta condicién. Por
ejemplo, es insostenible cuando algin componente del plasma po-
see alta energfa, como en muchos sistemas actualmente estudia-
dos, en los que se inyectan haces iénicos acelerados o electro-
nes calientes. kEn tales circunstancias, las especies con dicha
caracteristica requieren un tratamiento cinético completo, usan
do para ello la ecuacién de Vlasov.
En estos plasmas, una consideracién detallada muestra en todos
los casos que el parimetro s = (kg)2 , siendo k el nimero de
ondas de un modo inestable y 3 el radio de Larmor tipico de
la especie involucrada, supera un cierto valor, que depende del
problema., Por ejemplo, en un campo eléctrico inestable K, cru-
zado con un campo magnético, los electrones derivan con una ve-

lociidad mayor que los iones, debhido a la inhomoreneidad de E,



que es percibida con méds facilidad por los iones, pues éstos,
en un plasma isotérmico, tienen mayor radio de Larmor(z). k1l
efecto produce un desplazamiento relativo de cargas y puede

3)

estabilizar al plasma si
(ke )22 wiwet . (1.3)

Plasmas donde se cumplen condiciones como la (I.3) se distin
guen con el nombre de "plasmas con radio de Larmor finito",
aludiendo al hecho de que no es posible conservar los efectos
f{sicos en ellos observados al tomar el lfmite MHD, ya que
ambos miembros de (I.3) se anulan,

La teorfia de la estabilidad de los plasmas con radio de Larmor
finito debe desarrollarse, como ya dijimos, a partir de la
ecuacién de Vlasov, En consecuencia, el marco matemitico en
que se realizan los cflculos de estabilidad es muchfsimo méas
complejo que para la estabilidad MHD, Habitualmente, para
simplificar las ecuaciones, se realiza una expansién en poten-
cias de un parémetro pequefio € , y se retienen todos los éég
minos dominantes de igual orden. En el ordenamiento aproniado
para describir el efecto de la desigualdad (I.3) se toma

kg)i = Q(C) y "/'ci s O(CZ)(B). Otros ordenamientos son po-
sibles (h). En particular, el objeto de esta tesis es estudiar
un ordenamiento en que los efectos del radio de Larmor iénico
sean tomados en consideracién en forma exacta, es decir

kpj =0(1) y también ¢;/a = 0(1), donde a es la escala



t{pica de inhomogeneidad del plasma, al que llamaremos "plasma
con radio de Larmor grande". En este sistema, el tamano de la

érbita iénica es comparable a las dimensiones macroscépicas.

El plan de la tesis es el siguiente. En el capftulo II se pre-
senta la integracién de la ecuaciédn de Vlasov por el método de
las caracteristicas, sefialindose la imposibilidad prictica de
desarrollar ese tipo de célculo en un plasma inhomogéneo con
érbitas macroscépicas,ya que para ellas no es posible desarro-
llar la inhomogeneidad sobre la érbita en algin. parimetro pe-
queno,

El origen de la dificultad es el uso de la variable tiempo en

la integracién de la ecuacién de Vlasov. Un formalismo conju-
gado que emplea la variable canénica hamiltoniana es sugerido
por analogfa con la mecédnica cuidntica. Los autoestados del ope
rador de Liouville de orden cero forman una base estacionaria
que permite integrar sin dificultad la ecuacién de Vlasov, a
primer orden en la perturbacién, Estos auwestados, que son
verdaderas "funciones de onda" del problema, contienen toda la
informacién sobre las inhomogeneidades, y pueden ser computados
numéricamente en los casos que no admiten tratamiento analitico.
A diferencia de lo que ocurre en la ecuaciédn cuidntica de
Schrddinger, gracias a que la mecédnica subyacente es clisica, la
integracién se reduce a simples cuadraturas sobre 1la tréyectoria
en los campos de equilibrio (no perturbados).

Asimismo se presenta un esquema electrodindmico en que los elec-

trones, suouestos cilidos o frfos, son tratados en aproximacién



MHD, Este modelo h{brido, llamado de Vla sov-fluido, seri utili-
zado en los capftulos finales.

El capftulo III intenta dar una formulacién unificada de los
"principios de energfa" usados en la ffsica del plasma para los
estudios de estabilidad. Para ello, el enfoque elegido es el de
la termodindmica de procesos apartados del equilibrio (también
llamada"irreversible"), que hasta el presente trabajo no habia
sido utilizada en f{sica del plasma, salvo una referencia le-
jana, hecha por Chandrasekhar, al principio de mfnima disipa-
cién. Se presentan en este capftulo las herramientas fundamen-
tales, y se reseiia el trabajo de las distintas escuelas. Un
concepto central es el de funcién de Lyapunov, cuya existencia
y construccién son encaradas desde el punto de vista macroscé-
pico y el microscédpico. Se muestra en ambos casos que si la
disipacién es semidefinida positiva, la funcién de Lyapunov
existe y est4 relacionada a un exceso de entropfa, que se cal-
cula a partir de las ecuaciones de regresién de Onsager del
problema.

Como aplicacién inmediata de la teorfa general se redemuestran
dos principios de energfa de la magnetohidrodinimica, ideal(ﬁ)
Yy disipativa(b’. Asimismo, se investigan dos inestabilidades ter
moeléctricas a la luz del formalismo generalizado de la funcién
de Lyapunov para plasmas fuera de equilibrio. Los résultados ob-

(7)

tenidos concuerdan con los andlisis de modos normales (8, 9).
El capftulo IV est4d dedicado a la estabilidad de los plasmas de
Vlasov, usando para ello las técnicas de los capftulos anterio-

res. Con toda generalidad, y de manera unificada, se reobtienen
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los teoremas de estabilidad debidos a Newcomb y Rosenbluth(lo ,

h(lz). Los resultados de

Seyler y Lewis(11) y Sudan y Rosenblut
este capitulo permiten extender la aplicacién de principios de
probada amplia validez al caso del MIGMA, un experimento que
consiste en un espejo axisimétrico simple, con iones de alta
energf{a inyectados con muy bajo momento angular. Este es un ti-
pico'ejemplo de plasma con radio de Larmor grande, ya que el
didmetro de la columna es sélo unas dos veces el didmetro de
las 6rbitas iénicas. El cilculo de estabilidad para un modo
"flute", bien conocido por su inestabilidad, se realiza en el
capitulo V., Primero, se analizan las dificultades del cémputo
de los modos normales, debidas al tamafio y las caracteristicas
de las matrices involucradas. Un estudio menos detallado, pero
igualmente efectivo en ciertas circunstancias, es investigar la
satisfaccién del criterio de Lyapunov. Asf, se logra mostrar
que un desplazamiento rigido de la columna del MIGMA es inesta-
ble en el campo magnético del espejo simple (el modo m = 1),
La inestabilidad, que constituye un defecto caracteristico de
los espejos simples, era esperada, a pesar del tamafio de las
érbitas, pues este modo no es estabilizado por efectos de radio
de Larmor finito.

El capftulo V se cierra con las conclusiones del trabajo y las
perspectivas para futuras investigaciones.

Salvo en donde se indica expl{citamente lo contrario, se usan

siempre, en esta Tesis', unidades CGS gaussianas.
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CAPITULO 1I -

TEORIA CINETICA DE LA ESTABILIDAD DE LOS PLASMAS CON RADIO DE
LARMOR GRANDE

(1)

Las técnicas habituales en Ffsica del Plasma para estudiar la
estabilidad de un sistema confinado magnéticamente (por ejemplo,
un espejo) se basan en suponer un radio de Larmor idénico pequefio,
o incluso nulo, .

Sin embargo, en algunos experimentos actuales, el radio de lLarmor
iénico, rLi » puede llegar a ser comparable con las dimensio-
nes del sistema, y claramente mayor que la escala tfpica de inho-
nogeneidad del mismo, Por ejemplo, en el experimento MIGMA, el ra
dio del plasma es del orden de ZrLi. ‘Esté claro que en siste-
mas de este tipo, a causa del gran valor de rp., los iones de-
ben describirse por medio de la ecuacién de Vlasov, En cuanto a
los electrones, aunque siempre es posible representarlos por otra
ecuacién de Vlasov, se pueden tratar aproximadamente como un flui
do frio sin inercia. Ademés, por supuesto, se deben agregar las
ecuaciones de Maxweil para tomar en cuenta al campo electromagné-
tico.

Corrientemente, la ecuacién de Vlasov se resuelve por el método

de las caracteristicas(l’ 2, 3 A).

Esta técnica, usual en el
estudio de plasmas homogéneos y de plasmas inhomogéneos con pe-
quefio radio de Larmor, presenta, en el caso de plasmas con rLy
grande, dificultades que la hacen de muy diffcil aplicacién.

Consideremos el caso especialmente simple de un plasma formado

por una sola especie de particulas, con un fondo neutralizador.
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Tratemos dicho plasma con la ecuacién de Vlasov sin colisiones
(para una especie) y supongamos que sélo pueden aparecer modos
electrostiticos, con 1o cual la perturbacién del campo electro-
magnético puede describirse por la ecuacién de Poisson, 31 la
densidad del plasma a orden cero es n, Yy la frecuencia de ci-
clotrén ( a orden cero) es {l , definiendo el vector L que
apunta en la direccién del campo magnético (a orden cero) y tie
ne médulo L , supuesto que las partficulas del plasma tienen
masa J y carga Q, se obtiene, linealizando las ecuaciones

de Vlasov (f = fo+f1) y de Poisson (4 = §,)

= of =9
(-g-t.)orl z 9_1. su Y ey, Vo) = m V4, V,8,  (1L1)
v24, = ~4Tn, Q f Py 5 -ATP (11.2)

Si el fondo neutralizador tiene una funcién dieléctrica distinta
de la unidad, ésta debe incluirse en (II.2). Si ahora se integra
(IX1.1) por el método de las caracterfisticas, se tiene

t

fl(zp ¥, t) = )% f-m dt' ©'éy(x, v',t'). !v' fo(ﬁ" '),

(11,3)
donde la integral en t' es una integral "a lo largo de la tra-

yectoria®™ (sin perturbar), dada por

dr'/dt' = y' ; dv'/dt' = y'x Q(r') (I1.4)
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Si el plasma es homogéneo, o bien inhomogéneo pero con radio de
Larmor despreciable, la integral orbital (II,3) se realiza sin

problemas(l’ 2)

o 31 el radio de Larmor rj es pequefio, aunque
no despreciable, es adn posible calcular la integral orbital
(I1.3), desarrollando el integrando en serie de potencias de

rL(5’.6). Pero si ri; es grande, la integral (II,3) es muy

diffcil de evaluar., Hay casos especiales(7’ 8 9,10,11) en
que ain con un valor grande del radio de Larmor rj 1a inte-
gral orbital (II.3) se puede obtener anal{ticamente. FEn par-
ticular esto es cierto si el campo magnético (a orden cero) es
uniforme, o sea si [{l(r) 8110 » 1independiente de g_(a).
Siempre es posible evaluar numéricamente la integral (II.3),
pero en general esta integral depende en forma cbmplicada de
la frecuencia w de la perturbacién (que aparece cuando se
hace un anflisis de Fourier en el tiempo de la perturbacién :
dl, f1 e‘i"t).y'se hace necesario realigzar el cilculo numé-
rico de la integral orbital para cada valor posible de la fre-
cuencia w .
Esto muestra la dificultad que hace inaplicable, en el caso ge-
neral con ry grande, el método de las caracter{sticas: Cuan
do es posible calcular analfticamente la integral orbital, com

binando (IX.2) y (II,3) para un modo de Fourier, se obtiene

la relacién de dispersién del problema



que da la frecuencia de la perturbacién. Pero si la integral or-
bital debe computarse, la rafz de la ecuacién (1I.5) debe en-
contrarse numéricamente, lo cual demanda un tiempo de c&lculo muy
largo.

Desipgnemos con I 1la integral orbital que aparece en la ecuacién
(11,3).

Puésto que la dificultad esencial para resolver la ecuacién de
Vlasov en el caso de un plasma con r;, grande y B(r) no unifor-
me, esti en el c4lculo de la integral orbital I , lo ideal serfa
tener un método para resolver la ecuacién de Vlasov (1I1.1), en
que la integral .I ni siquiera se planteara.

Para entender la causa por la cual aparece 1 en el célculo, con
viene adoptar el punto de vista de la Mecdnica Cuédntica, adn cuan
do el problema f{sico estudiado sea totalmente clisico. La venta-
Ja de tratar cuanticamente problemas cl4sicos complicados, en F1-
sica del Plasma, fue ya puesta en evidencia por varios auto-
res(11’12’13'1h). Desde un punto de vista cuintico, el tratamien
to cl4sico habitual de la ecuacién de Vlasov por el método de -
las caracteristicas, equivale a elegir, como base del espacio de
Hilbert,una base de estados coherentes, en vez de la base canéni-
ca formada por los autoestados del hamiltoniano(l5),

Ahora bien, es ésta precisamente, la causa de que en los calculos
aparezca la integral orbital I. Estid claro que,volviendo a la
base canénica de autoestados del hamiltoniano H, sin perturbar,
y como éstos sélo se modifican en un factor de fase, esta integral

es ahora trivial.

Este tratamiento ha sido aplicado por Harris y por Virtamo, para
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el caso de un plasma en un campo magnético Qo uniforme(ll'IZ).
En particular, el c4lculo de Virtamo es para un plasma inhomogé-
neo, con radio de Larmor grande, pero en 1 se supone una forma

(11)

especialmente simple para f, .

Es posible, sin embargo, modificar su cflculo para que sea v4lido
para cuglquier f,. Supondremos , por simplicidad, que el plasma

estd formado por una séla clase de partfculas. Sea H, el hamil-
tonigno de Hartree-Fock del plasma en equilibrio. No es necesario
hacer mayores hipétesis sobre la forma de H,, salvo la importante
suposicién de que se sabe resolver exactamente la correspondiente
ecuacién de Schrddinger, es decir hallar los autovaloresdeo y sus

correspondientes funciones propias
Ho € p=en ¥, (me

donde n es un fndice (ocasionalmente miltiple) que representa
los nimeros cuédnticos del problema. En particular, si a orden ce-
ro s8lo hay presente un campo magnético uniforme B, (y no hay

campo eléctrico), se tiene

Ho = 2 (p-3a)2; 2, = Jzn_gox_x; (11,7)

2)‘, c =0 -

La ecuacién de Shor8dinger para este hamiltoniano se ha discutido
ampliamente en la literatura(16'17'18’19),

El andlogo cuidntico de la ecuacién Vlasov es la ecuacidén de Schrd-

dinger - Von Neumann para el operador densidad f

146¢= [usgl (11,8)

(17,20,21,22,23,24)
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donde H 2 Hy+ H; es el hamiltoniano de Hartree-Fock del plas
ma, cuando se ha introducido la perturbacién f, en la funcién de
distribucién, Autoconsistentemente, de forma que se cumplan las
ecuaciones de Maxwell, las perturbaciones correspondientes del
campo electromagnético vienen.expresadas por Al y él . Por
simplicidad asumiremos A; = 0, 1lo que equivale a considerar co
mo.posibles perturbaciones sélo modos electrostdticos, dados por
f1. Entonces resulta Hy = Q ‘l-'
Luego, debe agregarse a la versién linealizada de (I1I, 8), que es

el equivalente cuédntico de (II, 1),

P6i§1 5 T, pole B, 1) (§2g0r1)  (1Lo)

la ecuacién de Poisson linealizada '(11;2). Asf pues, el andlogo
cuéntico del sistema de ecuaciones (II 1) - (II,2) es el dado
por (II;9) y (II1,2),

La ecuacién (II_ _8) a orden cero nos permite observar que §o
debe conmutar con H,. Luego debe de existir una base de autoes
tados de Ho’ en que la matriz densidad a orden cero es diajo-
nal; si los kets de esa base se representan por { \n>'}, se tie-

ne

£o s Z £ > <n (fn = <nlp,ln>) (10
n
Haciendo ahora un andlisis de Fourier en el tiempo de la perturba-
cién (fl, Alcue’i't), se puede escribir en dicha base {ln)} la

ecuacién (II _9), en la forma

fw G[§1] B> = <m | By Dy - L0y - BN IR (0>, (1)
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la| Wl fn-tf
{m 1 n-1Iim
= ( ) (11.12)
<m U)l \ n> wo- W 3
donde es
-5
En=<n‘Holr> i Vmn © Eg_g__n

La ecuacién (II,12) es Ja solucién de la ecuacién de Vlasov cudn
tica, y como se ve no contiene integral orbital, aomo ocurre con la
solucién clisica por el método de las caracteristicas.
La base {\n)} seri la base i:)rOpia comin a H_ y otras constantes
de movimiento (como el momento angular canénico, etc) que forman
junto con Hgy un conjunto completo de observables que conmutan
{di} g = l’."(le,zz)

El 1fmite cl4sico de (II,1l2), que es lo que en realidad nos inte-
resa, se obtiene pasando al lfmite 4—*0 en (II,12), Para ello
es necesario tener en cuenta que las diferencias (f, - fm)/Ah tien
den a valores proporcionales a las derivadas de la funcién de dis-
tribucién f, respecto de las constantes de movimiento

X4(1 =1,...) que forman el conjunto completo de observables
[«;1.

O sea fn-fm —

n__n 9f
4 i

donde los coeficientes Fi(n) se determinan en un c4lculo deta-

llado. Este 1imite (II.13) lo notaremos Jdfo/3n .

Supuest.o ademis que se conoce el limite clisico de los elementos

de matrisz <m |H1| y y de  wop
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H
mn,ﬁ__-:;wmn ’ <“\H1\ >’E——:’0 mn

se puede, finalmente tomar el lfmite clésico de (II,1l2)

}‘mn of ?‘L _f
m —_— - [ IS ‘AN 0 w = )
&l 8l r>/ﬁ+O w-Wu 35 Dolw I dw) = v T

(II,14)

Por ejemplo, en el caso de campo a orden cero uniforme, con
Ho dado en (II,7), se tiene que- n es un fndice triple, es

decir
| > 2[Vak> 3 Eg = By, T By

donde y , 8 son indices diascretos y k es un Indice continuo,

no dependiendo de s los niveles de energfa. Dichos niveles

2 .
E), -ﬁﬂo(9+1/2)+’5_—2k .. 'V = B0+ va @YY q zk-k,)
2
y luego Dolw) = w - tng -va . (IX.15)

En cuanto al c4lculo de los elementos de matriz 3{ mn?® 3¢ puede

realizar, usando que Hj = Qﬂl, y expresendo a ‘1 como

1 = Blr,t) = gy oL - 1wt
(si se asumen condiciones de borde cilfndricas, conviene realizar

(8)

un anilisis de Fourier - Bessel , on que la perturbacién ‘1
es proporcional a una funcién de Bessel en la variable radial y

a exp (1@ +1kz - iwt) ),
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(11,19)

‘E1l c4lculo detallado ha sido hecho por Virtamo quien ob-

tuvo los elementos de matriz <@ |H)|nD> en términos de funciones de
Laguerre., Al tomar el 1lfmite cl4sico del resultado de Virtamo,
usando ciertas conocidas relaciones de las funciones especiales,
se puede mostrar que las funciones de Laguerre se transforman, en
este lfmite, en funciones de Bessel.

Realizanﬂo el c4lculo en forma detailada es posible mostrar que
se obtiene la misma relacién de disperpidn (II.5), para el caso
de B_, wuniforme que estamos considerando, que por el método cli

o
sico de las caracteristicas(ll);

La dnica diferencia entrenuestra presentacidn‘yladeV1rtamo(ll)
es que nosotros factorizamos la ecuacién (II,12) en.(fn - f)/1n,

el elemento de matriz <mlH}|n> y la inversa de (w - Won)» ¥ to-

mamos el lfmite clésico de cada facibr, para lo cual no se requie
re ninguna hipétesis sobre f, como necesita Virtamo en su c4lcu-
lo, por lo cual nuestro método es mas general.

Ahora bien, aunque este procedimiento permite reproducir los resul
tados obtenidos por el método de las caracterfsticas, incluso en

(8)

casos diff{ciles, como los discutidos por Davidson » No es aplica
ble al caso de rj grande, con B(r) no uniforme.

La causa de ello es que si bien se sabe resolver exactamente la
ecuacién de Schrddinger para una partfcula cargada en un campo mag
nético uniforme B,, no se conoce, en cambio, la solucién de esta
ecuacién para el caso de un campo magnético no uniforme. Luego

no es posible obtener los niveles de energfa ni las correspondien-

tes funciones de onda.
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Podria pensarse, entonces, en intentar buscar una solucién apro-
ximada de esta ecuacién de Schr8dinger, pero las aproximaciones

a realizar deberfan ser consistentes conéue luego se tomara el
1fmite cl&sico. Ksto excluye, por ejemplo, una solucién pertur-
bativa de la ecuacién “o?n = E, Qn .

Surge entonces una idea mejor: ¢No serd posible realizar un cilcu
lo que sea totalmente clésico desde el comienzo, pero que se ase-
meje al cdlculo cudntico antes esbozado, en el sentido de que des-
criba la evolucién del sistema en.términos de una base de estados
estacionarios (a orden cero) y no en términos de una base de esta-
dos coherentes, como en el método de las caracteristicas?

Como veremos a continuacién, la respuesta a esta pregunta es afir-
mativa. La idea del método a seguir estd en la analogfa existente
entre la ecuacién de‘Liouville (o en nuestro caso, la de Vlasov)

y la ecuacién de Schnbdinger(zo’zs). Esta idea ha sido desarrolla
da recientemente en una serie de trabajos por Symon, Lewis, Seyler
y Barnes(26'27'28’29'30’31).

Hasta ahora hemos usado dos tratamientos equivalentes: uno clisico,
en base a las ecuaciones (II,l) y (II.,2); y otro cuintico, en base
a las ecuaciones (II,9) y (II.2). En ambos hicimos una serie de
hipétesis simplificadoras (una séla especie de partfculas, sélo
modos electrostiticos, etc), y se supuso que el campo a orden ce-
ro era B(r). En realidad, se particularizé luego m4s al suponer

B(r) = B, uniforme. En el tratamiento cuédntico se tenfa

Ho = 2= (2 - 3 4,(0) )% Hy = Q 4y (Txho(r) = Bz) ) . (IL.26)

o 2).1,
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En especial, si B(r) = B, uniforme, de (II,16) se sigue (II.7).
Las ecuaciones (II,1) y (IX.2), que son la base del tratamiento

cldsico, se escriben en forma combacta

9f) A

3. T Lofi = [Hy, £,] (11,17)
A
ANy =jd3v o (II.18)

donde los corchetes en estas ecuaciones, son corchetes de Poisson,

A
: S | = Q. -
Lozl s Mol = xBewnl¥ 5 Aam 9?50y = 4,

(II.19)
Ho ¥ Hi coinciden con los dados en (II,16). En especial es

Hl = J"Il H [Hler] = ,‘% Z'?I'Y\(ro (IX1.20)

El 1imite clédsico de (II.9) es (IXI.17) y el de (II.8) es
A A
A/ +Lf=0; Le[ ,H](H=H+B) (II.21)
A
La versién a orden cero de (II,21) es que L,fo = 0, 0 sea que
A
f es una funcién propia del operador Ly con autovalor cero.

o
La versién linealizada (a primer orden) de (II.21) es (II.17).

A * A
El operador L se llama Liouvillano, y L, es el Liouvillano a or-
den cero.

A

Cambiando la definicién del operador diferencial A y de J, el
sistema de ecuaciones (II.17) - (II.18), salvo alguna ligera mo-

dificacién (como que 1 1 en vez de ser igual a Al, sea un vector



de [ 3 o de IRL, 0 que f pueda ser también un vector) representa
en realidad una situacién mucho més general que la discutida hasta
ahora. También es general la valides de (II.21) y que 10 =[ , Ho]
y Hy =Jd7, .

Asf{, por ejemplo, consideremos un plasma formado por varias (n)
especies de particulas, tratadas cada una de ellas por la ecuacién
de Vlasov, y supongamos que se considera una perturbacién arbitra-
ria, por lo cual en ves de la ecuacidén de Poisson (II.2), hay que
usar las ecuaciones de Maxwell, Esta es, sin duda, la situacién
mas general que se puede plantear.

En este caso es posible identificar a 7 1 con el cuadrivector

( #1» A;) ya f; con el vector (f{l),...f{sz...f{n) ), y andlo-

gamente a f, con el vector (félz.a.,fisz...fén)

), donde 1<s «n;
£{8) o5 1a funcién de distribucién de la especie 8. Ahora si
J 8se identifica con una matris de (nX4) o sea un vector

(J3,e0edgye.ed) ), donde Jg es a su vez un cuadrivector

Qs

Qs ($, -9, ) (I1.22)

oMy c °
dnde Qg es la carga y Mg, la masa de una partfcula de la espe-
cle s, ¢ es la velocidad de la lwm, Ao el potencial vector a
orden cero, A, = Ao(r), y donde is es el impulso canénico de
una partfcula de la especie s

o

$o=Mays=2d 5 A= AgvA) (1I.23)
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se tiene que(26’29) las ecuaciones, a primer orden en la pertur-

bacién, que describen este sistema, supuesto que se eligié una me-
dida en que V..A =Y, (Ag*A;) = 0 son

(s)

( . ﬂm) f = [4 7, IQS)] (I1.24)

A

AT, = ng 3 J f{” (1I.25)

8
donde se ha eliminado un factor Mg renormalizando conveniente-

mente la funcién de distribucién f('z y es

A'ﬂ_ (s) (8) - (3)

Ls‘[ » Ho ]5 Hy " = lzi;(ie'?g-ﬁo’*qsﬂo; Hy "2 J5T
(II.26)

siendo ademis

2 2
(s) - 4MQ 3 (s)

]

La ecuacién (II,25) es una ecuacién entre cuadrivectores, y se de
be interpretar el producto Jaﬂll. que se iguala a His) en
(II.26), como un producto escalar entre cuadrivectores., Qbvia-

mente, el sistema de ecuaciones (II.24)-(II.25) asi obtenido es

muy similar al sistema de ecuaciones (I1,17)-(II.18) y, a los efec

tos de los desarrollos que luego haremos, puede identificérselo

)



con &1 sin mayor dificultad,

Otro caso interesante es el de un plasma compuesto por una especie
iénica de gran radio de Larmor(iones calientes), que debe tratarse
por una ecuacién de Vlasov, y por electrones frfos, que son conside
rados como un fluido frio sin inercia. Eventualmente, podrfa haber
presentes también ilones frfos que fuesen asimilables a un fluido
iénico.

El caso de perturbaciones de baja frecuencia en un plasma de iones
calientes y electrones frios @8 el llamado modelo de "Vlasov-flui-

d&'(zé’ 29’30). En este caso debe ser

E+i(uxB) = 0 ¢ WE = -38 (1I,29)
¢ ot
(V% B)xB = t;ra_f(L!*-B ) £div (I1,30)
[+
of Vr, Q
st ety g e 22T =0 (I1.31)

donde Q es la carga y M la masa de los iones (la carga electré-
nica es -Q), u es la velocidad de los electrones, y los campos E

y B pueden expresarse como

E=-Y4 X3 B=Yxa . (1I.32)
c ot - =

Las condiciones de equilibrio del plasma, con distribucién f  de

los iones, vienen dadas por las versiones a orden cero en la pertur
bacién de (I1.29), (II,30) y (II.31). Ocasionalmente, en algunos
cflculos se introducen corrientes adicionales, que no se perturban,

ajenas al plasma, Esto evita que los campos eléctrico E = go(g)
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y magnético B, = B (r) a orden cero, deban ser autoconsistentes
con la funcién de distribucién f,. En estos casos deben corre-
girse convenientemente las ecuaciones (II,29), (II,30) y (II.31)
a orden cero,

Asumiendo que los electrones se desplazan perpendicularmente a
las lfneas de fuerza, porque los movimientos a lo largo de las

1fneas son inmediatamente cortocircuitados

20- Al = .B.O'.‘.l.l =0, (IX.33)

es posible elegir una medida tal quo(26’29’30’

“1=-§-‘ THERAS N ¢1=§_.§° (11.34)

donde Qo(g) y B,(z) son los campos a orden cero (que pueden

ser o no ser uniformes). La ecuacién (I1I.32) asegura el cumpli-
miento automftico de la ley de Faraday; si ademds se elige la me-
dida (II,3%), se cumple también automiticamente la ley de Ohm,
Luego, con la eleccién de medida hecha, las ecuaciones (I1I.29)

se verifican siempre.

La versién linealizada (es decir, a primer orden en. la perturbacién)

de (IX,30) es

AL @r B x oy LxB)E]) - @ nky - § goxhy =

= Q fadvf) (B+d ¥xB) , (IL35)
donde
n, = ng (£) =Sfo v 4, = dolr) =J‘.! £,d47v (11,36)



Expresando la perturbacién de los campos a primer orden E,, gl

en funcién de A,, g1, por (II,32), y usando (II.34) para expre-
sar a su vez Ay, $;, &) en funcién del desplazamiento electréni-
co i, se obtiene, luego de hacer un cambio de variables de ¥
a §, dado por (II,23), en donde E_ es el vector impulso cané-
nico de los iones

/A\_E_ = 1 { (9 x _Bo)x[_V_; 15.*20]{[‘1" Y.‘(Exﬁo)]"P.o}-‘gj_oX[V_"(E"Bo)]*

L
. ' 2
+Q n, [Y_(_g-ﬁo)-t-%s_xgo]i-gc—z no(_s_xgo)xgo =

- de35»[§°+j';; § - Ja)xp)] £ = jd’g £ (11,37)
donde se ha eliminado un factor HB. renormalizando la funcién de
distribucién., En lo que sigue, simepre que aparege un factor M3
debido al cambio de variables en una integral, de (d3v) a (d39 ),
se supone que se elimina por una renormalizacién conveniente de la
funcién de distribucién,
A

El operador diferencial A y el vector J quedan definidos en 1a

propia (II.37), que en forma compacta se escribe

A
AL = f"af Jf (II.38)

L4

El hamiltoniano para un ién del plasma es

- 2 -
B (3 -3024+ Q8 =H iy (11.39)
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Y luego es (recordando la definicién de J dada en (II,37))

Hy = 4.5 ; i:q[go»,L(g-QA)xgo]::‘;—” (11.40)

También,definiendo

A A A
Lz[ , H] Lot Ly (I1.41)

l'm
"
e |
=

a
—
"
1

“p
L=
(o]
(]
<
]
g
e
[+
®
1<
L& .
]

g 1
- v+ E B.).
- Vg - M (_.o+ o Yo x...o’ -Vo (II.42)

donde

L§ - 34y = x+dny . (a3

A primer orden,la ecuacién (II,31) resulta

A
— +Lof; =[Hy, £,] (I1X1.44)

que es idéntica a.la ecuacién (II,17).

Con la definicién (II.43) de Yo» la integral en (d?g) de la
expresién (II,38) se transforma en una integral en (d3vo), con

lo que (II,38) se puede identificar con (II 18), igualando T,

a EL. Ademds las expresiones deH) dadas en (II,40) y (II.20)

coinciden. Entonces las ecuaciones bdsicas del modelo de "Vlasov-



fluido™ son (II 44) y (II1.38), que pueden identificarse con el sis
tema de ecuaciones (II 17) - (I1I, 18),
Vamos ahora a discutir el método de resoluciédn del sistema de ecua-
ciones (II,17)- (II,18), que se aplica igualmente al sistema
(IX1,24)- (I1,25) , que describe un plasma de muchas especies de
Vlasov, y al sistema (II &4)- (IXI_38) del modelo de "™Viasov-fluj
do"; Este método es muy similar al usado antes, al hacer el trata-
miento cudntico, y al que se usa en Mecdnica Cuédntica, para resol-
ver en forma perturbativa la ecuacidn de Schrédinger dependiente
del tiempo.
E]1 sistema de ecuaciones a tratar es
A . A
2%#’0 £, 3 [ go] s A j‘”ﬁ’ J 0 (Hy = J7)
(11,45)

A
donde el operador A puede incluir derivadas temporales, o sea que

en general es
o0
A A

qul =A17L1+A'2rrll+ A3’r(1 (II1.46)

A A A
donde los operadores diferenciales 111,112,1\3 sélo implican deri-

vadas espaciales.

En cuanto al operador £° (que contiene derivadas respecto a las
coordenadas y a los impulsos canédnicos correspondientes) es un
operador diferencial antiherm{tico, cuyo problema de valores pro-

pios puede resolverse; al menos se lo ha resuelto en el importante
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caso en que H, contenga una séla coordenada no - 1gnorab19526'27'28’

Eg decir, en el espacio funcional de las funciénes definidas en el
espacio de las fases de una partfcula del plasma glqi,py) , es

posible hallar en este caso una base de funciones {1fr}’ tal que
A .
( W'r z Vr(Q1oPi) ) LO Vr = ] r’wr , (11,47)

donde el fndice r es un fndice mﬁltipie (como 1o era n en la
ecuacién (1126)) que puede descomponerse en varios fndices, discre
tos y continuos, de forma de determinar unfvocamente a fhﬂr .(Entre
los fndices continuos est4 la energia € y otras constantes de movj
miento.) Una suma en r (2 r) se entenderd, en lo que sigue, que
implica una suma en los fndices discretos y una integral en los fndi
ces continuos (como la energfa € f. La base‘(1(r} es ortogonal con
el producto escalar

¥
(gy,82) =jdd g:_ g2 = _f a3x d3g g, (x, $)8a(x, <)

(11.48)
.

(do = | dq;dpj)

Serd, luego
X
(Vr':wr) - Srx" ’ Z.‘w’r (q4sPy) Awr(qi.pi) s
r
- T \ :
Ty £(qi - a ) 5(p1 - py) (II.49)

donde el signo (V) 4ndica productoria. Las variables canénicas
i
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Qs Py pueden elerirse de varias maneras. Ep particular puede hacer

se que sea
93 =Xy » Py T§y (1 =1,2,3).

Por formar 103{1(;} una base del espacio funcional, vale el desa-

rrollo

:ZX,(t)”W’,(qi.pi) . (1I.50)
r .

Ugando (II_49) y (II,50), se obtiene, multiplicando escalarmente
por WJ; a la primera ecuacién de (II.45)

3r+i/¢,xr z (1/:., [Hl,ro] ) = - ([ ,.,fo]. Hy) (I1,51)

donde la igualdad del segundb y el terager miembro de(ll.51) se de-
duce de que la integral en todo el espacio de las fases de un cor-
chete de Poisson es nula, y de las propiedades conocidas de los
corchetes de Poiseon(32 33)

Recordemos que f, es sélo funcidn de las constantes de movimiento,

que designaremos con “1 (4 = 0 l,...) siendo do = Ho’ etc, Resul

ta entonces, si f = fo(H ’ 1"‘dn)) que es
- Bf 3f 3t [ WX ]
(We 1] = °[ au ZAo(i )
ilO

(II 52)
Ahora bien, 'W’,.
A
Lo = [ ’ HO] .
Ademis se tiene

[ POO(J] = iKJ'wr (J:]::---).(II.53)

cumple la ecuacién de valores propios (11.L7), con

(27)
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La ecuacién (11;53) resulta de que la basef1v;} debe ser una ba
se propia comdn a f =[ , H ] ¥ a los operadores[ , o ]

(3 =1,...) asociados a las constamtes O(J, que junto con H
forman un conjunto completo de observables.(Comparar con el trata-
miento cuAntico,)

Luego resulta

[Vr’ fo] s il(;w’r ; K,r : !' 3H°+ ZP\' 3_{9

J‘DdJ
(1I.54)

Usando (II.54)) y que H; = J'ﬂl, se deduce de (II,.51) que

¥ #ipe 8= (W, om) (I1.55)
Sustituyendo (II,50) en la segunda de las ecuaciones (II,45) se

t.iene

Am, o= Z}S S JV: (11.56)

Asf el sistema (II.45) se ha transformado en el sistema de ecua-
ciones (I1I.55) - (II,56).

. ~iwt
Haciendn ahora una transformada de Fourier en el Cbmpo(xr;WIN et ),
o mis propiamente de Laplace, el sistema (II,55) - (II.56) se re-

duce a

()"'r - W)Xr = Kr(vrod'ql) ’ A"ll =errjd35 Jwr (11.57)

~ A
donde el operador A se obtiene del A cambiando las derivadas tem-

porales por factores (-iw). Despejando ¥ r de una de las ecuaciones



(IT.57) y sustituyéndolo en la otra, se obtiene

A ~ J71) [ a3% s%. - o (IL.58)
c@(w)"ll EA’ll 'Z Kr(v‘;’: 1,, : = 5
-

¥
Multiplicando, ahora, (IX.58) por 7, e integrando en (d3x), re-

r

sulta

X * 2 A
A("?l’ 7{1) = J’d3x71i)(W)7l E (71.@(")”1) =

: AT - Y ke e 9107, W) o (11,59)

- W
A

donde A (’71,"‘( ) es la "funcional de dispersién"

(27)

Alternativamente, se tiene la siguiente expresién para A ("'(l 1 l)

que se deduce de (II,.59), sustituyendo allf Kr‘ por la expresién

(1I,60)

y usando la relacién de clausura de la base {Wr} , dada en (I1,49),

peo

(I1.61)

~ L3
Bt M) = (Mg 8) - [aodhe wnpn)-y
o

r

Si se desarrolla M ;(x) en una base de funciones {'Xa(x)} del es-
pacio funcional de las funciones de x(= r) (es decir definidas en
R 3) que satisfacen las condiciones de borde del problema, puede

transformarse a A ("[1,'71) en una "matriz de dispersién® Aeé(w)
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:Z a(e Xe(x) ; AQ 1 (w) -3 A(?]_»qz:;l_ (111.62)
e 3 Oy

y a (II,59) (o seaalacondicién 8= 0) en una relacién de dis-
persidn
A (w)ol1 =0; D(w) =det ((&4)) =0 (I1,63)
2 ee e 1]
el
A

Las autofunciones ﬁwr y los autovalores (i}lr) de L, para el
caso que en H, figure una dnica coordenada no ignorable han sido

(26,28,29,30)

dadas por Lewis et al . En particular, para un proble
ma con simetrfa cilfndrica, si la coordenada no ignorable es la ra
dial y T es la coordenada canénica conjugada de H,, se tiene
(donde la energfa es H, = €, las constantes de movimiento (X4)

son el impulso angular canénico Pg y el tmpulso canénico segin z,pz)

F',. = nflo+ mwg+ kvy (11.64)

Wr - dré(e —e') § (Pg - P S(pz - p;)ei(mﬂﬁ»kz)ei[nﬂo’t -mg(T)-k:(T)]
(11,65)

donde 'n'o es la frecuencia de ciclotrén de una particula del plas-

ma, Wy la frecuencia de deriva y vq la velocidad de deriva, se-

gin 2z, y donde n,m,k s8on fndices que deben incluirse (junto con

& yPgs Pg) en el fndice mdltiple r. En cuamtoa dr , es un coe-

ficiente de normalizacién, y las funciones 3(7), z(7) s§n

o

T
Blv) = 5 dee! “‘0) - wgt;  2(7) X dv? P“o» - vy T
0 P 0 op,

(I1.66)
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La variable T (cuyo impulso canénico conjugado es Hg) es el
tiempo medido sobre la érbita sin perturbar, o sea que

dT = dR/vy (donde R es la coordenada radial y v, la ve-
lociitad radial de una partfcula del plasma).
La suma en r(§:r) no debe implicar suma en m &8 k, ya que
como estos fndices determinan la dependencia en 6 y 2 deﬁy‘r,
sus valores se fijan al elegir la perturbacién Mi(x) =/721(R,8,z).

Asf pues es

— + 00
Z,. ‘(de dPgdp, }: (I1,67)

n® - 0o

(la suma en n indica las resonancias de ciclotrén).

En lugar de deducir una relacién de dispersién como (IL.63), a
partir de 4 ("{])_r,"(l), es también posible construir un principio
variacional para el estudio de la estabilidad del plasma, como se
ver4 en otro capitulo.

Para poder construir las relaciones de dispersién (I1I1.63) es nece
sario elegir las funciones espaciales (es decir de x)

Xe (x) =XE(R'9’Z) (en el caso de un problema con simetrfa ci-
1fndrica). Para el caso de un 6 - pinch, usando el modelo de
"Vlasov - fluido", el c&lculo fue hecho por Seyler(30) quien

usé funciones )<ede la forma
I (1im R) olm@ + 1k3 (II.68)

donde los 1131 son ceros de la funcién de Bessel Jm o de su

derivada.
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La "matriz de disnersién" ((f&i)) es en principio una matriz in-
finita, pero en la prictica esta serie se corta en algin e fini-
to. Pero la dimensién éptima de la matriz ((£¥i)) depende del
problema considerado y de la eleccién de las X%(;).

Sobre este punto volveremos m&s adelante.
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CAPITU II

LA _TERMODINAMICA IRREVERSIBLE Y LA TEORIA TERMODINAMICA DE LA
ESTABILIDAD EN 1OS PLASMAS

La utilizacién de principios variacionales o "principios de ener-
gfa", como se los llama comunmente, es usual en la Ffsica del Plag
ma (1, 2,3,4,5, 6: 7y 80 9D1°011012313' para el estudio de prg
blemas de estabilidad. Este método es menos detallado pero de més
fécil aplicacién que el método de modos mormales, consistente en la
obtencién de la relacién de dispersién del plasma y su posterior re
solucién,

La idea de justificar termodindmicamente los principios de energfa
no es nueva ( 1,10,13 ) pero, salvo un viejo trabajo de Chandra-
sekhar( 6 ) en el que se invoca el princfpio d; minima disipacién,
los demds intentos de justificacién termodindmica de los principios
variacionales de la F{sica del Plasma no se basan en la Termodindmi-
ca de los procesos irreversibles (la cual ha tenido gran desarrollo
en los dltimos tiempos) sino en una analogfa intuitiva con la Termo-
dinfmica del equilibrio, a consecuencia de lo cual no se ha dado,
hasta ahora, en la literatura una justificacién termodindmica rigu-
rosa y general de los principios de energfa, ni una presentacién
unificada de los mismos. Em lugar de ello se han deducido diversos
principios variacionales, vélidos en uno u otro caso, que guardan
cierta analogfa formal, en mayor o menor grado, con principios ter-
modindmicos. .

Sin embargo, como mostramos en esta Tesis, se puede, en base a los

métodos de la Termodinémica Irreversible, dar un tratamiento termo-
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dindmico unificado y ri guroso de los principios de energf{a de la
F{sica del Plasma,
Antes de hacer una revisién de la Termodinémica Irreversible (o Ter
modindmica de los sistemas fuera del equilibrio), recordemos algu-
nas nociones de la teorfa de procesos estocdsticos.
Un proceso estocdstico(1“'15'16'17) es una funcién muestral del
tiempo q(t,w) caracterisada por una variable aleatoria w, que toma
valores al azar en un conjunto-B(w), llamado "rango®™ o -"conjunto de
estados®, (Tanto q como w pueden ser variables escalares o vectoria
les, etc.). El proceso estocdstico puede darse, equivalentemente,
por la distribucién de probabilidades-(dependiente del tiempo) P(q,t)
de los valores de q al tiempo t,
Una ecuacién diferencial estocéstica es una ecuadién del tipo
qe=Plq,t,w) o (III.1)
que define (dadas las condiciones iniciales, que también pueden ser
aleatorias) un proceso estocdstico q(t.l). Luego veremos un impor-
tante ejemplo de ecuaciones diferenciales estocdsticas, que son las
ecuaciones de Langevin (III.6),
Un proceso estocdstico q(t,w) tal que sea <§(t,wi>= 0 ,y sea
<q(t,w)q(t;w[> proporcional a §(t-t’) (donde aquf la § es la de
Dirac y los promedios som respecto del conjunto D(w) ) se llama "rui
do blanco”'(15'18’; el ejemplo tfpico de "ruido blanco™ es un proceso
estacionario gaussiamno, o sea tal que P(q,t)=g(q) no depende de t
y es una campana gaussiana centrada ea q.
En Mecdnica Estadf{stica, la evolucién temporal de un sistema termodi-

ndémico se considera como un proceso estecéstico a nivel microscépico.



S1 el sistema, cuya evolucién nos interesa estudiar, puede encontrar
se en diversos estados microse¢épicos que puedo rotular con un fndice
r (que sustituye a la variable q de antea),'la probabilidad de que al
tiempo t el sistema est§ en el estado r la representaremos por Pr(t).
Un proceso estocdstico se llama markoviano ‘16 17,19 ,20 21 22,23 ) si,

cualquiera que sean 1los tiempos t y t° tal que t°)t, se tiene

Pr(t®)=3" Gpg(tit)Pg(t) ( Gpg» 0;2 Grg=1 )  (II1,2)
s r

De aquf se deduce que, si el proceso es markoviano, las derivadas tem-
porales de las probabilidades, ?r(t) o Solamente dependen de los valo-
res actuales de dichas probabilidades (es decir al tiempo t), pero no
de sus valores en instantes anteriorgs. Derivando (III.2) respecto a

t’, en el valor t°=t , resulta

P (v)= ; Wra(t)P (t) ( Wpglt) 5%_ ).

(1II1.3)

Todo proceso, markoviano obedece una ecuacidén maestra del tipo de
(II1.3). El fndice r puede ser mfltiple e incluir fndices continuos,
en cuyo caso la suma en s implica integrales.

Todos los sistemas termodinémicos corrientes pueden en general descri-
birse, en forma markoviana, a condicién que su descripcién sea lo sufi
cientemente detallada, o sea incluya suficiente cantidad de variables,
Como se verd luego todos los sistemas markovianos (es decir, que si-
guen una ecuacién maestra (III,.3))cumplen el "teorema H® de Boltzmann,

Ejemplos de ecuaciones maestras del tipo de (III,3) son la ecuacién
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.cinética de Boltzmann (conocida de la teorfa de los gases dilufdos);

y la ecuacién de Fokker-Planck

P Ll 5 3

>t = L3 [ K (44,... ?,JP] * 2%5;?—?‘,[%(;1,.@ P \ (I11.4)
donde el fndice r, de (III.3), se sustituy$§ por las variables conti-
nuas gy ( 1= 1,...n ) y la probabilidad P.(t) por la funcién de
distribucién P(Q)y.++q,,t); ¥y donde la "matris de difusién” ((Qij))
que aparece en (III,4), es habitualmente, por hipétesis, una matriz
real, simétrica y semidefinida positiva (a veces, incluso se la toma
estrictamente definida positiva),

As{ pues, la ecuacién maestra (III,3) es, en esencia, una ecuacién
cinética para la cual es posible demostrar un"teorema H"™ de Boltez-
man, o sea asociarle una entrop{a.
La ecuacién de Pokker-Planck fue planteada originalmente en el estudio
del movimiento browniano, pero luego adquirié gran generalidad: bajo
ciertas circunstancias la ecuacién de Boltsmann puede aproximarse por
una ecuacién del tipo (III.4), y en general, la mayorfa de los siste-
mas markovianos pueden tratarse, al menos en primera aproximacién,
por una ecuacién de Fokker-Planck (III.4), Por ello, puede decirse
que el ejemplo t{pico de sistema markoviano es aquel que viene des-
cripto por una ecuacién de Fokker-Planck. La conveniencia de usar la
ecuacién de Fokker-Planck en lugar de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas se basa en que éstas som por lo general no lineales en al
to grado. Para poder introducir procedimientos lineales, existe una
simple transformacién que consiste en plantear la ecuacién de conti-
nuidad para la funcién de distribucién P(q,t) (andloga a la ecua-

cién de Liouville de la mecdnica estadfstica, aunque en este caso no

. .
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se conserva el volumen del espacio de fases). Siendo los procesos
markovianos, la ecuacién de continuidad se puede reducir a la de
Fokker-Planck (14), .

Como luego veremos, para el estudio de su estabilidad, el plasma pug
de tratarse como obedeciendo a una ecuacién del tipo (III.4), por

lo cual le serd aplicahle toda la teorfa que aquf vamos a desarro-
1lar.

La positividad de la"matris de difusién "((Qy4)) en la ecuacién
(III.4), estd asociada a la valides del "teorema H®, ya mencionada,
para (III.4).

Debido a su gran generalidad, la ecuacién de Fokker-Planck puede usar
se en diversos contextos que no deben confundirse, Asf es corriente en
P{sica del Plasma el uso de esta ecuacién, para el estudio de proce-
sos de difusién en el plasma en situaéioﬂes en que las colisiones en
tre partfculas deben tomarse en cuenta., Bn dicho caso, las variables
qi de la ecuacién (IIX.4) son las coordenadas y las componentes de
la velocidad de una partfcula del plasma, o sea que la funcién de
distribucién P(ql,...qn,t) estd definida en el espacio de las fases
de una partfcula, y se reduce a la habitual funcién de distribucién
rix,v).

En cambio, si se introducen fluctuaciones estocdsticas en las ecuacip
nes de movimiento de un plasma, a los efectos de estudiar su estabili
dad (se consideren, o no, las colisiones entre partfculas del plasma)
estas fluctuaciones obedecerdn, como luego se ver4, a una ecuacién

de Fokker-Planck tipo (III.4), que no es la ecuacién de Fokker-Planck

habitual antes mencionada. En particular, el espacio de las variables
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qj no es ahora el espacio de las fases de una partfcula del plasma,
sino un espacio funcional, (El fndice 41 es en ggneral, continuo y
miltiple).

Las variables q4 serédn, en este caso, variables magnetohidrodindmi-

cas; o incluso, en el caso de un plasma de Vlasov, la propia funcién

de distribucién de una partfcula f(x,¥) (que no debe entonces confundir

se con la funcién de distribucién P(ql....qn,t) de la ecuacién de
Fokker-Planck(III.4)). Notemos que en este caso, en que f(x,v) es
una variable q;, es posidble idemtifiear a 1 con (x,v).

Para entender como es esto posible, observemos que la ecuaciédn de
Fokker-Planck representa siempre una ®"caminata al asar® (movimiento
browniano generalisado) en algdn espacio. En el caso que es familiar
a los plasmistas, la "caminata al asar" os de una partfcula del plas-
ma, debido a sus colisiones con las demés partfculas, y ocurre en su
espacio mecdnico de las fases, siendo luego los qQ 1la posicién
X y la velocidad y.

En cambio, en el caso en que se afiaden fluctuaciones a las ecuacio-
nes de movimiento del plasma (por ejemplo, a la ecuacién de Vlasov),
estas ecuaciones dejan de ser deterministas, y 1o que se convierte
en una "caminata al aszar" es la trayectoria (que, en otro caso, se-
ria determinista) del punto de un espacio funcional (que, ahora, pasa
a ser el nuevo espacio de las fases), que representa, en cada instan
te, el estado del plasma (de todo el plasma, no sélo de una partfcula),
En el caso de un plasma de Vlasov,por ejemplo, el estado viene exprg
sado por la funcién de distribucién de una partfcula f(x,v) y los

campos autoconsistentes E(x), B(x) en cada instante, que constitu-

yen los Q3 de este ejemplo. Estos, en el caso en que hay fluctua-




ciones, evolucionan en forma no determinista, As{, aunque se conoz-
can f, E, B al instante inicial, no se puede determinar con certg
sa su valor al instante t, sino sélo una distribucién de probabili
dades sobre el espacio funcional de las ®funciones de distribucién®
f(x,¥) y de los campos B, B § &sta es la distribucién de probabi-
lidades P que cumple (IXI.4). Tal espacio funcional es el espa-
cio de las fases en que vale, en &ste caso, la ecuacién de Fokker-
Planck.

La Termodindmica Irreversible tuvo su origen en los trabajos de
Onsager y Prigogine sobre los sistemas ligeramente apartados del e-
quilibrio y sobre las fluctuaciones alrededor del estado de equili-
brio (2“,25.26,27,28,29,30), destacando especialmente, entre estos
trabajos, la teorfa termodindmica lagrangeana de Onsager y Machlup.
Los primeros intentos de ¢rear una Tdrmédindmica de los sistemas tgo
talmente apartados (con un apartamiento no lineal) del equilibrio
se deben a Prigogine y su escuela (23,31,32,33)que traba jaron macros
cépicamente, y a Schldgl (34,35,636,37) quien trabajé en forma mi-
croscépica, usando teorfa de la informacién,

Lamentablemente los resultados de Glansdorff y Prigogine no son vd-
lidos m&s que si se cumple la hipétesis de "equilibrio local"™ (31)
que sélo es realmente vélida en las proximidades del equilibrio ter-
modindmico (38,39,40,41),

Segdn esta hipétesis, vale (en los estados fuera del equilibrio, que
estudiamos) la misma relacién de Gibbs que en el equilibrio, o sea

que la entropfa se puede expresar en funcién de las demds variables
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termostiticas de la misma forma, exactamente, que en el equilibrio,
Entendemos por variables termostéticas aquellas que se definen para
el equilidbrio termodindmico.

Si bien es posible (37,42) extender, en cierto sentido, la hipétesis
de "equilibrio local®™ a sistemas muy alejados del equilibrio, esto
s8lo es posible sustituyendo la evolucién real del sistema, dada por
una ecuacién del tipo (III.,3), por una evolucién ficticia que en ge-
neral no es markoviana; es decir que el precio que hay que pagar pa-
ra mantener el "equilibrio local™ es en general perder el caracter
markoviano de la descripcién del sistema, Esto complica artificial-
mente el sistema y vuelve,en el caso general, "no - f{sica®™ la teo-
rfa de Glansdorff-Prigogine (38.39.L3.LL.“5.“6). Aunque los prime-
ros trabajos de Schl8gl (34,35) parecfan confirmar la teorfa de Pri-
gogine y Glansdorff, pronto se vié que sus resultados son de caric-
ter mds general (37,42,43) y conservan sentido ffsico cuando los de
Prigogine lo pierden (debido a que falla la hipdtesis de "equilibrio
local”).

En base a la teorfa de Onsager y Machlup, Landau y Lifchits plantea-

ron una teorfa de las fluctuaciones, en las proximidades del equili-

brio, que ha sido desarrollada por Fox y Uhlenbeck (29,“7.L8.“9.50,51);

e incluso aplicada a la Pfsica del Plasma (52,53 ,54), Una ampliacién
de esta teorfa a sistemas lejos del equilibrio ha sido realisada por
Keizer y Fox (38,39,40 41 49), Sus resultados coinciden con los de
Schl3gl (43) pero no con los de Prigogine, salvo en las proximidades
del equilibrio, donde vale la hipétesis de Yequilibrio local®.

En forma independiente, Eu realizé, un estudio cinético basado en sy



poner la valides de la ecuacién de Boltsmann (55,56) y reobtuvo los
resultados de Keizer y Fex,

Otro estudio cinético independiente, esta ves en base a suponer que
el sistema obedece a la ecuacién (III.4) de Pokker-Planck, realiza-
19,20,21,57,54

do por Graham y Haken condujo a importantes resulta-
dos, en especial a una generalisacién lejos del equilibrio de 1la
teorfa termodindmica lagrangeana de Onsager y Machlup. Estos resul-
tados son consistentes con los de Schldgl, Keizer, Fox y Eu,

La hip6tesis de "equilibrio local™ de Prigogine no vale lejos del
equilibrio y luego debe ser abandonada y sustitufda por otra ( 4“{
La teorfa termodindmica macroscépica de Glansdorff y Prigogine fue
entonces corregida por Lavenda, quien desarrollé (LL,‘S.Lb) una teo
rfa macroscépica de los sistemas termodindmicos, en base al princi-
plo termodindmico de balance de potencia‘'y & postular una relacién
de Gibbs generalizada fuera del equilibrio, consistente con los re-
sultados de Keiser. Esta teorfa no sélo corrige y amplfa 1la de Glans
dorff y Prigogine, de acuerdo a los resultados de estudios microscé-
picos, sino que resulta ser, al mismo tiempo, una generalizacién de
la "Termodindmica Racional®™ de Colemam y Truesdell ( 4iy 59) y de la
teorfa termodindmica lagrangeana de Omsager y Machlup (24 ,25), asf
como del principio de mfnima disipacién de Onsager, a sistemas ale-
jados del equilibrie. 4sf, la teorfia de Lavenda (4b) sintetisa, en
forme unificada y coherente, muches resultados de otros autores apa
rentemente divergentes entre s{. La fundamentacién microscédpica de
esta teorfa macroscédpica ha sido dada por el propio Lavenda(éopl ).
Por otra parte, los resultados de Lavenda son idénticos a los obte-

nidos por Grahan=(57), en base a la ecuacién de Fokker-Planck.
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En particular, para todo sistema que cumpla (III.4) es vdlida una teo
r{a generalizada de Onsager,

Los mismos resultados de Lavenda y Graham, han sido obtenidos, en for
ma independiente, por Levine y Procaccia {62 63,6k,65) en vase a 1la
teorfa de la informacién y a un anélisis cinético de la ecuacién maes
tra (III,3),

En lo que .sigue resumimos los principales resultados de la Termodin4-
mica de los sistemas alejados del equilibrio, en lo referente al estu-
dio de la estabilidad de estos sistemas, -

Un concepto matemitico importante en la teorfa de la estabilidad de
sistemas termodindmicos es el de funcién de Lynpunov(20,23.31,66,67,bm
usado también,independientemente de cualquier consideracidén termodinid
mica, en Pisica del Plasma por Powler ( 8).

Si un cierto sistema fisico es descripto por coordenadas generalizadas
Q4 (i=1,...n) que obedecen ecuaciones de movimiento conocidas, es de-
cir que su evolucién viene dada por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales conocidas, y si qi._—_qﬁi’) (1= 1,...n) es una solucién estacio-
naria de este sistema (es decir, independiente del tiempo), dicha solu
cién estacionaria serd estable si existe una funcién O(ql,...qn) lla-
mada "funcién de Lyapunov¥, definida al menos en un entorno del punto
(q?{...ég)) del espacio de configuraciones del sistema, tal que en un

entorno de dicho punto sea

A.G

9(14,-..5} 9(;4, 7.)-0(%1.‘-? (v:.),

"(I111.5)

Evidentemente hallar un "principio de energf{a™ es equivalente a encon-

trar una funcién de Lyapunov (8), la cual es, a su vez, una "energfa



libre generaliszada"” o (a menos de un signo) una "entropfa generaliza-
da"™, ya que, en el equilibrio termodindmico, el papel de funcién de
Lyapunov lo juega la entropfa para sistemas aislados y la energfa 1i
bre para sistemas a temperatura constante,
La existencia de una funcién de Lyapunov es una condicién suficiente
para asegurar la estabilidad del estade estacionario (qﬁ%...dﬁ&.
Sea un sistema descripto por la ecuacién de Fokker-Plank (III.4). Es
entonces posible deducir de (IIX,4) ecuaciones de movimiento para
las variables qi,(t=1:°-°“) que en.general tendrén la forma (donde
F es una variable aleatoria que representa las fluctuaciones, consi-
deradas "ruido blanceo")

)

% = KL(%"'?‘A) + R0 <EH:)>=O ;'<F°(ﬂ§\t)>= Q'J'S(tvtl) .(111.6)
Las ecuaciones (III.6) cen 1==1,f..£ se llaman "ecuaciones de
Langevin"” (19,20) y son equivalentes a la ecuacién de Pokker-Planck
(II1I.4), o sea que no s8lo las ecuaciones (III.6) se deducen de
(II1.4) sino que, ademds, es también posible la deduccibn inversa,

o sea deducir (III.4) de (III.6), El que las ecuaciones (III.6) sean
de primer orden en el tiempo no es algo esencial, sino que sélo se
lo supuso para escribir estas ecuaciones en forma m4s simple, pero
es igualmente posible hallarse con ecuaciones de Langevin de segun-

(25.Lh). También es posible (20) que las ecua-

do orden en el tiempe
ciones (III1,6) sean ecuaciones en derivadas parciales, en cuyo caso
las funciones K; deben cambiarse por operadores diferenciales (que
contienen derivadas espaciales). Esto ocurre si las variables q, son

variables macroscépicas o termodinémicas y las ecuaciones (III.6)
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son en este caso ecuaciones fluidfsticas que incluyen fluctuacio-
e3( L7, 48 49, 5Q SD'
3i ahora, cuando en las ecuaciones (III.,6) se desprecian las fluctua

ciones (Ff=0), existe una solucién determinista estacionaria de estas

ecuaciones, (é ,...qn ), la versién linealizada de las ecuaciones
(III.6) alrededor de dicha solucién estacionaria se 1llaman "ecuacio-

nes de regresién de Onsager", por‘habor sido usadas en la teoria de

Onsager-Machlup.

Como veremos luego, es posible deducir de las ecwa ciones de regre-

8i6n de Onsager alrededor de una solucién determinista estacionaria,
(q?;...éﬁ) ) , siempre que estas ecuacionss posean la estructura a-

decuada, una funcién 6(qy,...q,) tal.que

(a4,...9, . (> (.)

Luego se ve que, Si O(ql....qn) es definida positiva en un entorno
reducido de (ég{...éﬁ5 la funcién O(ql,...qn) es una funcién de
Lyapunov, y la solucién estacionaria resulta ser estable. En cambio,
8i la solucién estacionaria considerada es inestable, no existe nin-
gén entorno reducido de ella en que la funcién © sea definida posi
tiva,

A partir de las ecuaciones macroscédpicas que describen la evolucién de
un sistema termodindmico (por ejemplo, un plasma), se obtienen fécil-
mente las correspondientes ecuaciones de regresién de Onéager alrede-
dor del estado estacionario cuya estabilidad deseamos estudiar., En
efocto, ya que dichas ecuaciones macrosedpicas pueden considerarse

como ecuaciones de Langevin en que se eliminaron las fluctuaciones
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(Fiz 0) ; basta linealizarlas (alrededor de la solucién estaciona-
ria) para obtener las correspondientes ecuaciones de regresién de
Onsager deterministas. Si estas ecuaciones tienen la forma adecua-
da, la construccién, a partir de ellas, de la funcién O(ql,...qn),
que verifica (III,7), es sistemdtica, de lo que resulta una técnica
muy general de construir principios variacionales.

Adem4s, la funcién @ , cuando existe, tiene un significado termo-
dindmico inmedjato. Para que la funciém @ se pueda construir se ne-
cesita (b4) que las ecuaciones de regresién de Onsager tengan una de
terminada estructura particular. En concreto, si las ecuaciones de
regresién de Onsager sin fluctuaciones son ecuaciones de sepgundo or-

den en el tiempo, del tipo
(o)

Z (M‘J Ry %+ 5y J)" ) % =84i=40Y e
donde los elementos de matris M, 4, nij’ Sij pueden ser ocasional-

mente operadores diferenciales, suponiendo que la parte hermftica de

la matris ((Rijll, sea_semidefinida positiva, lo cual se desprende,

como se verd luego, del principio de mfnima disipacién de la energfa;

para_que exista la funcién © es suficjente gque las matrices ((Mjj))

y ((Sj4)) sean hermfticap. Esta hipétesis se cumple respecto a

((Mij)) en todos los casos de interés, pero hay situaciones de inte
rés ffsico en que ((854)) no es hermftica. Afin en estos casos se
puede obtener importante informacién termodinédmica (bd) de las ecua-
ciones de regresién (I1I.8), pero en todos los casos discutidos en
esta Tesis la matris ((Sij)) serd hermftica.

En lo que sjgue analizaremos la existencia y la construccién de la

funcién O, tanto desde un punto de vista macroscédpico como microscé-
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pico (es decir, usando la ecuacién de Fokker-Planck).

Comencemos con un an4lisis macroscépico basado en el principio ter-
modindmico de balance de potencia (Lh). Este principio ha sido jus-
tificado rigurosamente por Lavenda, pero aquf lo presentamos sélo
en forma intuitiva.

Como antes, el sistema estard descripto por variables Q4 cuyos valg
res en el estado estacionario son ég’, y sus desviaciones respec-
to a este valor las notaremos oti z2q - q?) (1 = l,'...n).

Sea N 1la entropfa del sistema por unidad de masa y qr 1la po-
tencia total que el sistema cede al medio (en forma de trabajo)

por unidad de masa y de temperatura. Entonces el principio termo-

dindmico de balance de potencia afirma que

. ),
- =Z£xi d‘.:-—z‘f , ( III.9 )

donde (2%®) es 1a disipacion de energfa del sistema por unidad de
masa y temperatura, y los coefieientes !1 se llaman fuergas disi-
pativas, Estas fuerszas disipativas se anulan en el estado estacio-
nario, y en general siempre que 51 = ;<1 =0 ({=1,...n), El
significado intuitivo de (III,9) es claro: el aumento de entropfa
de)l sistema se debe tanto a la disipacién de energfa, como a la
potenciaque el sistema cede :al medio; o dicho de otra forma: la
disipacién que no es compensada por trabajo entregado al sistema

por el medio produce un aumento de la: emtropfa del sistema.

Los q; = di (i= l,...n) se 1laman "flujos®, Como cuando todos
los flujos se anulan, también 1o hacen las fuersas disipativas, en

las proximidades del estado estacionario debe ser
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Q
e

) ..
(b X R;J o Qz%ziny ,{_de, (I1I,10)

La funcién ¥ dada en (II1.10)se 1llama 'fﬂncién de disipacién"y

fue originalmente introducida por Rayleigh, y muy usada por Onsager.
(Los coeficientes Rij son los coeficientes de Onsager si el estado
estacionario es el estado de equilibrio termodindmico.)

Es conveniente desarrollar a ‘W y "l alrededor del estado estaciona
rio hasta cantidades de segundo orden en las ¢*1. En cuanto a b4 ’
de acuerdo con (III1,10) es ya una Eantidad de segundo orden en las

°‘i' Se puede ver que las versiones a orden cero y primer orden

de (III,9) sblo aseguran que el estado (q?{...qb)) sea estacio-
nario, pero no tienen relacién con la estabilidad (LL). S1 las va-

2 2
riaciones a segundo orden de M y i\ son 5 '7 » é'T[ : la versién
a segundo orden de (III,9) sers | .

. .. o O( + R \ ‘O( dl.
YT RSN GO R AL A AR J)

d (II1.11)

donde se supuso que era (lo cual se deduce de una relacién de Gibbs

generalisada)

( Sij o % + M"J ;‘L‘;‘j) (I111.12)

De la misma forma que se intredujeron las fuersas disipativas se pue

T)

den introducir las fuersas termedindmicas X, y externas X,

(1 =1,...n), siendo

(v) - (e (v G LANRVALA Xeﬂ
XL :~3J‘=x; +XL +... ; L —-3';‘(- L
9% (I11.13)
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donde se ha hecho un desarrollo hasta primer orden de estas canti-

dades, siendo las fuersas a primer orden las que nos interesan
(T,‘l) a(s ) (€, {_) \5!)
X-L = XT'L: Z (S"J +MLJ J) XL XE-; éd
(111 12)
De (IIX.11) es fécil deducir que las ecuaciones de evolucién de

las 0(1(1 = 1,...n), es decir las ecuaciones de regresién de Onsa-

ger, deben ser
}: (M & + R., o + Sij )= XE,.’. » (111.15)

que se reducen a (III,8) er caso que se anule 61'-'7) y luego
las (13’1).

As{ pues, es posible interpretar a la versién linealisada de las
ecuaciones de movimiento (IXI.8) como ecuaciones de regresién de
Onsager (III.15). (Las fuersas 13.1 pueden, a su ves, relacio-
narse con las fluctuaciones de las ecuaciones de Langevin,)
Introduciendo la "funcidn generatris® 3} que es la transformada de

Legendre de la funcién de disipacién ¢ y las fuersas 11 (i=1,...n)

Y=t (X, %a)=) $3.%-¢ = ?-'Z ; J :
(L V2URD); Yoz X () = XnXe-- =X

(III.16)
las ecuaciones (III,15) pueden derivarse de un lagrangeano termodj
némico (“)z , Que es, a su ves, el término de segundo orden (en

las 0(1) en el desarrollo del lagrangeano termodindmico exacto Z
| 4 .2
st drdyt. 5 L,=PeX+ S -3 8 ama)

En el caso en que 7 a 0 y que ol estado estacionario (q?’,...qbi
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corresponde al equilibrio termodindmico, L se reduce al lagran-
geano termodindmico de Onsager-Machlup (24,25) .

Si se realizan variaciones en las cuales las fuerzas X; se
consideran variables independientes que se las hace permanecer
constantes a 1los efectos de extremar la accién correspondiente
al lagrangeano (III,17), el problema de deducir las ecuaciones

(II'I.15) equivale a extremar la aceidn del lagrangeano (VY es

constante)

retm -

VU IR B A% AR% AONIN I S (S SER
(I11,18)
Este es un principio de sxtremo libro(“‘) pero s8e puede ver que esS
equivalente a la minimisaeién de la disipacién P , Sometida al
vinculo dado por el principio de balance de potencia (IIL.9) (o
sea (III.ll))“'“. 481 pues se ha generaliszado lejos del equili-
brio el principio de mfnima disipacién de Onsager, por el cual el
sistema evoluciona de forma de disminuir a un mfnimo su disipacién.
Se puede ver ahora que una condicién necesaria de estabilidad es
que la disipacién de energfa, 2%, sea siempre una cantidad no
negativa en cualquier apartamiento del estado estacionario, ya que
si la disipacién b 2 pudiese hacerse negativa con una cierta pertur-
bacién del estado estacionario, este estado no podrfa corresponder
a un mfnimo de la disipacidn (ya que, en todo estado estacionario,
la disipacién P se anula); en gontra del principio de mfnima disi
pacién, Esta misma conclusién puede obtenerse a part.:lf del princi-
pio de balance de potencia (III,9), observando que si para una

2
perturbaciédn del estado estacionario es (577) una cantidad posi
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tiva, la perturbacién se desarrolla espontdneamente,

Luego, una condicién necesaria de estabilidad es que para cualquier
perturbacién del estado estacionario sea (‘2"”' una cantidad no
positiva, Como en el estado estacionario es ’l’l constante y luego
'.(\. es nula,del segundo principio de la termodindmica se sigue que

(51'7\.) debe ser no negativa, y luego por (III.11) debe ser no nega

tiva la disipacién e

(0. 4?5141\(2‘{ ')5’2;‘),.0 s f)yo  arag)

La condicién de que ? sea no negativa es una condicién necesaria
pero claramente no suficiente de estabilidad. Si ella no se cumple,
claramente no existe una funcién 9 que cumpla (III,7) y determj
ne la estabilidad del sistema. As{ pues supondremos de aquf en mas
que es ©% 0. Recordando la expreasién de ¢ dada en (I11.10),
resulta inmediatamente que la parte hermftica de la matris ((Rij))
debe ser semidefinida positiva para que sea t %0 .

Hasta ahora las & eran variablesreales, pero es conveniente tra

i
ba jar formalmente con variables cor_nplejas, para poder descomponer las
perturbaciones en modos normales. (Asf es como antes hemos hablado
de hermiticidad en vez de simplemente de simetrfa de las matrices,
pensando en esta generalizacién,) Las ecuaciones de regresidn
(IIX1,15) siguen valiendo para variables complejas, para las cuales,

siguiendo a Lavenda, se puede definir la potencia compleja“‘.‘“

R B o(* ]
ST =T Z} i TE (111.20)

y extender la definicién dada en (IXI,10) de la funcién de disipa-
2
cién (P , asf como la expresién de (51(,) dada en (III,12) sin
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m4&s que sustituir en ambas expresiones lzs productos 0(10(4)
[ * .

por (& °§')Ylos (“;“J) por (‘ﬂ,"d')

La extensién del principio de balance de potencia (III,1l1l) al

campo complejo constituye la base del método de Lavenda de la po-

( ;
tencia compleja “). La deduccién de la generalirzracién de (III.11)

al campo complejo se realisa simplolont;multiplicando l]a 1-8ima

ecuacién de regresién {(II1I,15) ‘PO!’ Ol-k' » sumando luego, en el
fndice 1, las ecuaciones resultantes. 8e tiene asf la ecuacién
compleja de balance de potencia
(.*M o .QR “ S _'_n,l+.,”l0
-y .|« TR LT \.°(+ = v
Ly (KM s o Rysje 245

(IIT,21)

Definiendo a};ora A ¥ e
W oriart o™ Ru-Ri . en o SutSi o Siy-Si
E)_RL,*‘RJ"; RL('\:"J_‘&-I S = ...J_z_-b, SLJ___—J——A—

| (I11,22)

y asumiendo que la matris “uij” es hermftica, se tiene (donde "IT
]
es la parte real y N 1a parto conpleja de la pot.encia)

. X
W':—%Z%‘;(MLJ «’fvg + Sq o « )+ ZRu J, e§+ SJM* d“)]

(I11.23)

"=

Z[ 3“(«;« --tc J)+ M"J &:;‘,5_ :‘f‘;‘j)*

L
2
CA\*
Vox, .ol
4 + ZR;,J' o & ¥ %(S‘g *i% ] (I1I.2h)

Las ecuaciones (IIX.,23) y (I1I.24) son las ecuaciones b4sicas

de la teorfa de la estabilidad termodindmica, basada en el método
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de la potencia compleja de Lavenda,

La ecuacién (III.23) que involucra a la parte hermftica de la ma-

trig ((Rij))’ es decir a la matris ((Rij(H))), es m4s importan-

te a los efectos de determinar la estabilidad que la (III.24) que

s6lo involucra a su parte antihermitica, ((RiJ(A))); ya que mien~
(A)))
J

estd asociada a las fuerszas giroscépicas, que no trabajan.(Ejemplos

tras ((RiJ(H))) estd asociada a las fuerszas disipativas, ((Ri

de fuerzas giroscépicas son las fuersas de Lorentz debidas a campos
magnéticos, o las fuerzas de Coriolis que aparecen en los referencia
les no inerciales)

La matriz ((Sij(H))) estd asociada a fuersas de tipo conservativo

que se pueden derivar de un potencial (en nuestro caso son las fuer-
gas termodindmicas y el potencial es 1la ontropfa‘% ), mientras que

la matriz((Sij(A))) estd asociada a fuersas no ; conservativas lla
madas por Lavenda "fuersas circulatorias®™, Una discusién completa
sobre todos estos tipos de fuerzas y sus efectos sobre la estabili-
dad ha sido dada por Lavenda en base a un andlisis de modos norma-
les de las ecuaciones (III,23) vy (III.2L).(AL) Nosotros nos con
centraremos en el caso en que no hay fuersas circulatorias presentés,
0 sea que es Sij(A) = 0 para todos 1i,j. En el caso de que hubiese
fuergzas circulatorias el estudio de la estabilidad se volveria mu-
cho mds complicado y, en particular,en ese caso no es posible ha-
1llar ninguna funcién Ea que cumpla %(111.7)(‘k).

Si asumimos la ausencia de fuerras circulatorias y observamos que en

el campo complejo es
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5 (H)* CP Emd ;
n= Z(M o<°<J+SJ % EJ

(111.25)
\ W
suponiendo que no hay fluctuacienes de potencia, o sea ™ =T

la ecuacién (III.23) se reduce a

d-_t.(s??,l)z—:(se’i)=z’so (III.26)

Si ahora se recuerda que una condici6n necesaria de estabilidad es
que la disipacién ‘f’ sea semidefinida positiva, se ve que se puge
de elegir la funcién O = -5211 » ¥ siempre que sea ‘(’>, 0, se cum
plird (III,7), o sea

6y 0 . B=-§n 5 42(0 (5 8)) o)

(III.27)

Luego, si la disipaci6n es semidefinida positiva, existe una funcién
de Lyapunov @ y la condicién de estabilidad es que © sea siempre po-
sitiva salvo cuando 0‘1 = 0 para todo i, es decir en el estado
estacionarie., Esto equivale a pedir que el "exceso™ de entropia (6 ql)
cumpla la desigualdad contraria, o sea <$210 \<0, valiendo el sig
no de igual 8s8lo en el estado estacionario,

As{ pues la funcién de Lyapunov es el "exceso” de entropfa (é?() y
la condicién de estabilidad es

$tn (0 5’&0@"‘ -0 (V1); $ )0

(I11,28)

siendo la condicién sobre (6"[) equivalente a pedir (P >/ 0. La
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condicién de estabilidad (III1,28) es el criterio de estabilidad de

(23.31). salvo que debido a la hipétesis de

Glansdorff - Prigogine
"equilibrio local™, Glansdorff y Prigogine calculan incorrectamente
(521[), como s8i valiera para la entropia la misma expresién que en el
equilibrio, (obteniendo entonces que siempre es 527[ £ 0 ), ademss
de no imponer una condicién de valides a su teoria (es decir, no se
asocia la validezs de (II1.28) con la ausencia de fuerzas circulato-
rias). Bn la teorfia de Glansdorff y Prigogine falta una clara rela-
cién entre el c4lculo del "exceso™ de entropfa.(szq ) y del "exceso®
de produccién de entropfa (gzi) (o sea de la disipacién) y las ecua
ciones de movimiento (III.15). En especial, estos autores suponen
que las q; son sblo variables termostdticas extensivas, valiendo pa
ra ellas la misma relacién de Gibbs que en el equilibrio termodinémi-
co; mientras que, en la teorfa de Lavenda que aquf desarrollamos, se
postula una relacién de Gibbs mds general, asociada a las ecuaciones
de movimiento y que incluye como posibles q; algunas variables que
sélo existen lejos del equilibrio.

Asi pues, para que haya estabilidad es necesario que siempre sea

SD)/ O, 1o que equivale a decir que la matriz ((Rig))) debe ser
semidefinida positiva. Supuesto que esta condicién se cumple, una
condicién suficiente de estabilidad es que sea 52’1 <0 s para cual
quier perturbacién, lo que equivale a pedir que la matris ((Si?)))
sea definida positiva y la matrisz ((Mid)) semidefinida positiva

(o viceversa), En efecto, siendo ((R;g))) semidefinida positi va es
52"L>/ O, y siendo 52"? 0 en toda perturbacién, 6 = -52'1( es

una funcién de Lyapunov, 1o que garantisa la estabilidad. Por otra
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parte, si ((R(H))) es (estrictamente)definida positiva, la condicién
5 41\\0 es necesaria mara la estabilidad, pues si en alguna pertur
bacién fuera § ﬂ_) 0, como en ella serfa también (por ser ((Rij)))
definida positiva) qut> o, esa perturbacién se desarrollarfa es-
pontdneamente, es decir tendr{amos una inestabilidad.

Puesto que en ausencia de disipacién (P=0) es 52’;2= 0 falla,

en este caso, el argumento anterior para probar que en toda perturba
cién qul\ép es condicién necosaria para la estabilidad,

Asf, si ((Rgj)) no es definida pesitiva, sino que s8lo es semidefinida
positiva, puede haber ﬁerturhaciones estables con Szﬂ\> 0 (sin di-
sipacién); luegaq aunque 3241'(0 garantice la estabilidad, la condi
cién 524\ 0 no es ya més necesaria para la estabilidad. Esto es
consecuencia de que, en ausencia de disipacién, las fuerzas giroscé-
picas pueden estabiliszar una penturbdci&n con 321,> 0 (Lh).

Sin embargo, si no hay fuersas giroscépicas presentes, adn cuando no
haya disipacién, la condicién de que las matrices ((M;;)) vy ((Sig)
sean semidefinidas positivas es necesaria para la estabilidad, puesto
que para las perturbaciones en que no haya ni disipacién ni fuerzas

giroscépicas, las ecuaciones de regresién (III,15) (con)(E ;= 0 )
’

toman la forma
. (H\ )
Z.J.(M‘J“‘J* § 4=

donde se usé que ((813‘))) es nula. El sistema de ecuaciones (III.29)

(I11.29)

es anflogo al que se encuentra en la teorfa de las pequefias oscilacio-
nes en Mecdnica Cldsica(69’7o'7l). Si se hace un an4lisis de Fourier
en el tiempo de este sistema de ecuaciones, o sea se buscan solucio-

- gﬂt
nes con dependencia temporal del tipon € , resolviendo la corres-
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pondiente relaciédn de dispersidn se hallan las frecuencias caracte-
risticas w de los distintos modos normales que satisfacen el sis-
tema de ecuaciones (III1.29), halldndose que estas frecuencias w
son reales o imaginarias puras, viniendo dadas éstas idltimas de a
pares conjugados, por 1o cual una de ellas corresponde necesariamen
te a un modo inestable,

Para que.haya estabilidad es entonces necesario que todas las w

(H)

sean reales, o sea que las matrices ((Mj4)) y ((S/ 1j )) sean ambas sg

midefinidas positivas,

(W)

sitivas, equivale, por (III,25), a que sea siempre 5241,{0.

l.a condicién de que ((Mij)) y ((8 sean ambas semidefinidas po-
En el caso en que hay fuerzas giroscépicaa, si hay perturbaciones con
5 2qF> O sin disipacién, para eatudiar la establlidad debe recurrir-
se a la ecuacién (III,24), que para q' =0 (y ((Sij))) nula) se es-

cribe (A) *

T el (R R T
Y (III.30)

Haciendo ahora un an4lisis de Fourier de (III.30) es posible determi-
nar la estabilidad, es decir si las fuersas giroscédpicas logran o no
estabilizar el sistema.

Adn en los casos en que la estabilidad del sistema queda fijada por
las propiedades de la funcién © = -S%n s puede resultar convenien-
te plantear (III,30) para obtener informacién adicional que ocasio-
nalmente puede ser dtil,

En los casos en que ((Rij))) es s6lo semidefinida positiva (y puede
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haber perturbaciones con éz’h_l 0) si hay estabilidad, se habla de
estabilidad marginal. También se habla de e;tabilidad marginal cuan-
do puede haber perturbaciones estables con $:Lq= 0. Esto ocurre,
por ejemplo, cuando el sistema tiene simetrfa de traslacién en una
direccién ( o de rotacién segdn un eje) y esta simetrfa no la tiene
el estado estacionario, existen entonces infinitos estados estaciona
rios anf{logos que forman un continuo, y se puede pasar de uno a otro
por una perturbacién (de frecuencia nula) que no se considera una

inestabilidad, en la cual es 521.3 0.
(57,58)

Pasemos ahora a un andlisis microscépico, siguiendo a Graham ,
19,20

en base a la ecuacién de Fokker-Planck (III.4), que como sabemos

es equivalente a un sistema de ecuaciones de Langevin (Teorema de
Kolmogorov). Sin mayor pérdida de goneralidad, podemos suponer que és-
tas son de la forma (III,6), ya que si fueran de segundo orden en el
tiempo, igualmente puede aplicarse la misma teorfa, salvo ligeras mo-
di ficaciones que luego indicaremos., Es posible demostrar(21'3“'37'57)
que para la ecuacién de Fokker - Planck (III.4), asf como para la
ecuacién maestra (III1.3), es vdlido el "Teorema H" de Boltzmann, de
lo que se deduce que estas ecuaciones tienen una idnica solucién esta-
cionaria, la cual es ademés solucién asintética para t 5 o .

Se supone que la "matris de difusién® ((Qij)) es real, simétrica y
semidefinida positiva, lo cual es consistente con la relacién estable-
cida en (III,6), por la cual ((qij)) es la matriz de correlacién de

las fluctuaciones,

(P (0)F(62)) = Qpy Sl-t?) . (I11.31)
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Conviene escalar las ecuaciones (I1X.4) y (III,6) con un pardmetro
& , tal que cuando £ = 0 se anulan las fluctuaciones(ss).
Obviamente para ello simplemente hay que sustitﬁir, tanto en (I1II.4)
como en (IIl.6), a Qyy por . € Qij'

Llamaremos "atractores™ a las soluciones estacionarias ( o solucio-

(o) (o))
n

nes de equilibrio) deterministas (ql,;..q de las ecuaciones de
movimiento (III.6),

Si la distribucién P no depende de £ (ver mds adelante), el limite
determinista de la ecuacién de Fokker—?lénck e8 la siguiente ecuacién

de continuidad de la probabilidad

oF 4 Z 2 _ (k;P)=0 : (111.32)

ot K
Introduciendo la corriente Ji s Ki.P vemos que P deriva con velo-
cidad

(ecuacién de las caracteristicas).

Sin embargo, es de esperar que la solucién estacionaria (solucién
asintética para t->00) de la ecuacién de Fokker-Planck dependa de ¢,
En efecto, si €= 0 se espera que la probabilidad se concentre alre-
dedor de los atractores (soluciones de K;(q),...q,) = 0) estables

de la ecuacién caracter{stica (III.33). Supongamos que, como sucede-
rfa con la funcién de distribucién de. Boltezmann en presencia de un
campo de fuerzas, la importancia de un atractor venga medida por un

cierto potencial, y consecuentemente busquemos soluciones estaciona-

rias (asintéticas) del tipo

W) (2P, ts@) =Cexp |- 0(3)/6] ;= (a,...qp) .
(III.34)

Obviamente, la distribucién alrededor de unatracLor seri tanto mis
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ancha cuanto mayores sean las fuersas fluctuantes (que sen propor-
cionales a & ),

Los términos dominantes en el 1fmite £— O (que son ~ 0(52-1)) de
la ecuacién de Fokker-Planck dan la siguiente ecuacién (anfloga a

la aproximacién eikonal de la ecuacidn de ondas en el 1fmite A-} O)

QE) 1 36) 3(9 =0.
Zi K; 3o T 2 QLJ YHEYY (III.35)

La: similytud con la ecuaci&n eikonal sugiere que esta ecuacién juega
el papel de la ecuacién de Hamilton-Jacobi independiente del tiempo
en la mecdnica clésica, y © es el andlogo de la aceién S (E€-— O
corresponderfa al lfmite cldsico & —> O de la mecdnica cudntica, lo
cual también sugiere la utilisacién de integrales de camino, a la
Feynman(725.

Luego es posible(ss), a partir de (IXI.35), construir una teorfa la-
grangeana termodinédmica, siguiendo una analogfa completa con la mec4-
nica clésica.(69'70'7l) Alternativamente se puede desarrollar una
teorfa termodindmica lagrangeana (equivalente a la anterior) a partir
de la ecuacién de Fokker-Planck, basdndose en el uso de la técnica de
integrales de camino.‘20’21’57'60'61)

Esta teoria termodindémica lagrangeana es del tipo Onsager-Machlup, pe
ro vdlida lejos del equilibrio, sieando en todo equivalente a la teo-
rfa lagrangeana macroscépica de Lavenda, antes resefiada.

La funcién 6 tiene la propiedad de Lyapunov 8 & 0. Bs decir, si
apartamos al sistema del equilibrio, el estado g serd funcién del

tiempo en su evolucién, y lo mismo ocurriré con 6 (g), para la cual

podemos escribir,en el lfmite determinista

. 38 36 28
Zagb $=) 3 - ki "'"'ZQ"A 39: 39, {o

)
(I1I.36)
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por la positividad de la matris ((Qij)).

Adem4s, se muestra facilmente que el estado de equilibrio es un pun-
to estacionario de ® (donde Q6/3 q; * 0). En efecto, como Kij = O
en tal punto, debe ser en su entorno por lo menos de primer orden

o)

en 5 q a4 -9 . Pero entonces se ve que para satisfacer la ecua-

cién de Hamilton-Jacobi (III.35) esnecesario que ae/aq1 también sea
de primer orden en‘gg, lo que prueba la afirmacién. En consecuencia,
una variacién de la funcién © respecte a su valor de equilibrio es
por lo menos de segundo orden,

Un estado estable de equilibrio serd entonces aquel para el cual ©

sea minimo, o sea que para todo desplazamiento es
{%¢ > o0 R (111,37)

pues ) <o implica que el sistema vuelve al punto de partida, que es
el estado de equilibrio. Lo opuesto ocurre si 420 (0; en este caso
el sistema se aleja. Puede también ocurrir que el signo de 529 no
est8§ definido. En tal caso el equilibrio correponde a un punto de en-
silladura y es inestable.

Asumiendo la expresién (III.34) para W(g) (podrfa considerarse,

para ganar generalidad, que © depende del tiempo). y trabajando

al orden mds relevante en 5‘, la ecuacién de Fokker-Planck puede

eacribirse en la forma

2y Zi. =
3t + 243 (l‘:l W) 0 y (III,38)
2
donde la deriva de la probabilidad rjy es

rg s Ky A Q le . 111,
i 2 ZJ 133?3 ( 39,

De la ecuacién de Hamilton-Jacobi (III.35) resulta que




65

Z _9 = 0 (1I1I,40)
a ’
i

que implica que (ri) es un vector tangente a las equipotenciales de
Lyapunov. Ademés, en régimen estacionario ( 2W/3t 3 0), 1la conser-

vacién de probabilidad se expresa como

b
i 9%

(ri V) = 0 ’ (III.‘}I)

es decir, la ausencia de divergencia de la corriente de probabilidad
r; W , La ecuacién (III,AO) significa que la probabilidad circula
en el estado estacionario a lo largo de equipotenciales (lfneas de i-
gual probabilidad, como no puede ser de otra manera en un estado es-

tacionario).

Es dtil reescribir la ecuacién (III.39) en la forma

Ki = ZQ“ gqj . (III.42)

Luego, la fuerza generalizada K1 tiene dos componentes: r;, Qque
es la deriva de la probabilidad, tangente a las equipotenciales, o

fuerza "circulatoria® , ¥y

- 1 Z RTR 8- . (II1,43)

Q.
n

que debido a la positividad de ((Qij))' estd orientada en el semiespa

cio opuesto a 2 8/5q; . NStese que



66

) L d; < 0 .

L P 2 (II1.44)
Esta fuerza es responsable de la deriva del estado hacia el equili-
brio cuando 529> 0.
Adviértase lo siguiente: mientras el estado q deriva hacia el equi
librio, la distribucién de probabilidad permanece estacionaria (con
deriva ri.). En otras palabras, W no acompafia estrictamente el mo
vimiento de los estados, y por lo tanto debe existir una deriva com-

pensadora, que es precisamente

ry- K = -4 = ,};Z JT) (II1.45)
;%
cuya interpretacién fisica es transparente{ representa a las fuerzas
aleatorias en su accién dispersora de probabilidad (difusién). En con
secuencia, d; representa a las fuerzas equilibrantes del sistema, que
se hallan de alguna manera compendiadas en el potencial de Lyapunov
® . Nétese que la presencia del tensor ((Qij)) en la expresién de
dy es, a efectos de estudiar el equilibrio, irrelevante, ya que sélo
interesa la orientacién del vector(di), y ésta no puede ser alterada
por un tensor definido positivo.
Lo que 8{ es de la mayor importancia para nuestro trabajo es que la in-
troduccién de fuerzas aleatorias en las ecuaciones de movimiento , y
el tratamiento equivalente de las ecuaciones de Langevin as{ obtenidas
mediante la ecuacién de Fokker-Planck, asegura 1la existencia de un po
tencial de Lyapunov que contiene toda la informacién sobre las fuerzas

equilibrantes del sistema f{sico. En principio, este potencial debe



ser obtenido resolviendo la ecuacién de Hamilton-Jacobi homogénea
(I1I1,35).

Pasamos ahora a ver cémo el potencial de Lyapunov © entra en la
ecuacién de movimiento de los estados, (III,33). En todas las si-
tuaciones de interés prdctico es esta dltima ecuacién determinista
la que se conoce, por lo menos en su forma linealizada alrededor de
un estado de equilibrio (donde Ky = 0) . Si bien la resolucién

de la ecuacién (III,35) para © no presenta problemas en una teg
ria linealizada, aproximacién que giempre adoptaremos en nuestro
estudio de los plasmas, existe un procedimiento alternativo, que
evita esta tarea, y que consiste en identificar la contribucién

de © a la ecunacién (III,.33), Para ello procedemos como sigue.

Si se desarrolla 5 6=6 - 60 en potencias de los desplazamien-
tos & i §$qi de las variables qi,‘ respecto a sus valores en el
estado estacionario (q?)), se obtiene al menor orden significati-

vo del desarrollo

(o)
e = © - 6, :% Z dijdid;j"'--- (o‘i =5qi = qi'qio )

ij (111.46)
donde la matris ((d;;)) es real y simétrica.
Desarrollando Ki(g) alrededor del valor g = AO), y recordando

que Ki(gb)) = 0, se tiene, cortando el desarrollo a primer orden

Ki(g) = Z AinJ+°'° (53 3 (dl”"dn) ) . (I11.47)
J L J

Sustituyendo las expresiones de Ki(gq) y de 8, dadas en (III1.46) y

(II1.47) respectivamente, en la ecuacién (III.35), se obtiene la

(&¥)
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siguiente generalizacién, lejos del equilibrio, del teorema de fluc
tuacién-disipacién

E: (AiJEjk+ EijAkj) = -Q, (I1I.48)
J

donde la matriz ((Eij)) es la inversa de la mairiz ((dij)) y es

simétrica como ella, cumpliéndose entonces, por hipétesis

Z Eig%k 51;( (III.49)

(Es decir, que para deducir (III.48), se necesita suponer (III,49),
o sea que ((dgj)) sea invertible),

La fuerza "circulatoria™ ry(g) , resulta ser entonces (ver

(I11,39), (IIXI.43), (III.46) y (XIIL.47) )

rilg) =) Mgyl +3 Z Ui%ks% T Z Tik % %y
3

3,k

- i
= A E I111.50
2: ij Jk+ 2 Qik ) ( 50
J

donde para introducir la matris ((Tik)) se recurrid a introducir
la identidad (III.49)., Usando ahora (III.48) y la simetrfa de

((Eij))' resulta que es

r.(q)
Ty =Ty ond (III.51)
9 Y

lo que, en particular,es consistente con (III,40),
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Las ecuaciones de Langevin, linealigadas alrededor de g y sin

fluctuaciones, son entonces

. ) 111,52)
“i‘ZAij “J‘Z (Tik-% Qik )O’deJ . (
J Jok

S1i ahora

1] 1J+‘]2‘ Qij

(y, por lo tanto, Qij s Lij*'Lji por la antisimetria de((TiJ)) )
y 81 la matriz inversa de ((Lij)), que asumiremos que existe, es
((Ry5)), se tiene

.+
JZniJo(J gdijo(J,B 0 (I11,54)

Hasta aquf se supuso que las ecuaciones de Langevin eran de primer
orden en el tiempo., Si comparamos con la teorfa macroscépica de an
tes, vemos que las ecuaciones (III.5h) coinciden con las ecuacig
nes de regresién de Onsager (I1I,15) , si se supone allf que
)(E,i =0 ; que la matris ((sij)) es hermftica , y se la identi
fica con ((dij))' 0 sea que o8 dlj 3 31J ; y si ademds M;j = 0
para todos los valores posibles de 1i,J; siendo esta dltima condi-
cién consecuencia de haber supusste que las ecuaciones de Langevin
eran todas de la forma (IXI,6), o sea de primer orden en el tiem-
po. Si se levanta esta hipétesias, y se admite que las ecuaciones de
Langevin pueden ser de segundo orden en el tiempo, la teorfa sélo
debe modificarse levemente (tratando los 61 COmo nuevos qi)'
Supongamos, para simplificar, que el vector de estado tiene dos

componentes ¢(= (:), viendo v = u s considerando a la velocidad
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una variable de estado (como es habitual en mecdnica ). La ecua-

4

cién (II1,.54) s8e escribe matricialmente

R (u) + 3 (“) =0 (II1I,55)

v A\ 4

La matriz S debe ser dia gonal, porque de lo contrario en la ex-
presién' (II1.46)
jo = 1 o O o ( at=(5) )
2
se mezclarfan las variables u y v, que tienen propiedades opues
tas de inversién temporal, en tafto que la solucién asintética de
la ecuacién de Fokker-Planck, (III,34) deberfa ser invariante an-

te tal inversién.

o 0
Escribamos S :( ) . (111,.56)
0o M

Entonces para satisfacer el vinculo v = 0 debe ser
8
R = (I11.57)
-M O

con Ry g a determinar, Recordemos que la parte simétrica de la

inversa de LP' es la matris de'correlacién de las fluctuaciones (ver

ecuaciones (111,53) y (III,31) )

Q - O (I1I.58)
- R .

.
S Mg

o~
X~

S|~
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Pero los elementos no diagonales de Qdeben anularse si no se quie-
ren introducir fluctuaciones en la ecuacidn exacta (determinista)

v 2 u , es decir § =M. Luego, la parte superior de la ecua-

cién (III,55) queda

Mv+Ru+ou =0 (I1I.59)

y usando el vfnculo (v = 1)
Mi+Ri+ou = O (111.60)

E1l mismo procedimiento se puede emplear en casos de m4s dimensiones,
reemplazando u y v por vectores y M,R,0/ por matrices con el
nimero apropiado de componentes, En el caso mds general, la funcién

de Lyapunov es de la forma

8=1Y (e Kt+M & 2)
5 zzj 157177 13 % & (III.61)
i

Nétese que la positividad de @ , la matriz de difusidn, implica en

el ejemplo que acabamos de ver (ecuacién (III,58) ) y en el caso go-
neral, la positividad de R, que juega el papel de una matriz de
disipacién,

Con esto, una vez supuesto que ((sij)) es hermftica (condicién para
que exista @ en (III,27) )es evidente que la 46 dada en (IIL.61)
coincide con 1la © = -5211 , de antes, si Sij s o’ij .

Adem4s, ahora, en vez de (III,54), se obtendr{ la ecuacién (III.15),
con xE,i = 0,

En definitiva, la teorfa microscédpica en base a la ecuacién de Fokker-

Planck, equivale a la teorfa macroscdpica de Lavenda, antes desarro-

llada,



72

Por dltimo, digamos que es posible dar una formulacién de la 'l'ermo-
dindmica Irreversible a partir de un tratamiento fundado en el uso
de la Teorfa de la Informacién, (y a partir de la ecuacién maestra
(III.3), o de la ecuacién de Fokker-Planck) que reproduce todos
los resultados anteriores, incluyendo la teorfa lagrangeana antes

(63,64)
mencionada, y el principio termodindmico de balance de potencia .

Esta teorfa se basa en el concepto de "ganancia de informacién'(BZ)
y entre sus consecuencias figura la demostracién del"teorema H®™ pa
ra la ecuacién maestra (IIX,3).

Pasemos ahora a discutir las aplicaciones concretas de la Termodind
mica Irreversible a la teorfia de la estabilidad de los plasmas.

La teorfa termodinidmica que acabamos de desarrollar se basa en admi
tir que las ecuaciones macroscépicas de evolucién de un sistema ter
modindmico (por ejemplo, un plasma) deben tener términos fluctuan-
tes (aunque puedan ser despreciables) y luego, son ecuaciones de
Langevin,

Las fluctuaciones en las ecuaciones de movimiento que rigen la evo-
lucién de un sistema macroscépico (como por ejemplo, en el caso de
un plasma), se deben a que dichas ecuaciones dan una descripcién
del sistema basada en unas pocas -variables macroscépicas (las varia
bles magnetohidrodindmicas, en el caso de un plasma tratado como
fluido), a pesar del enorme nimero de grados de libertad que el sis
tema posee. Luego, esta descripcién implica una divisién de los gra
dos de libertad del sistema en estas pocas variables macroescépicas yel
‘resto de 1os grados de libertad del sistema, que son ignorados en
esta descripcién, pero que necesariamente deben tener su influencia

en la evoluciédn del sistema, Si la elecciédn de las variables macros-
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cépicas se realizé correctamente'*)’ esta influencia de los gra-
dos de libertad ignorados en la descripcién macroscépica sobre la
evolucién del sistema puede representarse por términos fluctuantes
en las ecuaciones macroseépicas de movimiento del sistema.

Es decir que las ecuaciones deterministas microscépicas (o sea, las
que toman en cuenta todos los grados de libertad del sistema) de
movimiento pueden reducirse a las ecuaciones macroscédpicas, a con-
dicién de que se le adicionen a éstas, términos fluctuantes (que,
ocasionalmente, pueden ser despreci‘blos).

En lo que resta de este capftulo diseutiremos casos en que el plas
ma se trata como un fluido, mientras que en el préximo capftulo
abordaremos el problema de la estabilidad de un plasma descripto
por la ecuacién de Vlasov, y, en especial, el caso de un plasma
con radio de Larmor grande,

Antes de nada, si describimos el plasma como un fluido (o dos
fluidos, uno de iones y otro de electrones) basta afiadirle a las
ecuaciones fluidfsticas las fluctuaciones, de acuerdo con la teo-
rfa de Landau-Lifchitz,para transformarlas en ecuaciones de
Langevin(”'”""""”'so).

Un estudio detallado de los efectos de las fluctuaciones en las e-
cuaciones magnetohidrodindmicas, y sus implicancias sobre la esta-
bilidad del plasma,desde un punto de vista puramente matemédtico

(no termodindmico), fue realizado recientemente por Teichmann(73:7h)
Sus resultados en lo referente a la estabilidad del plasma coinci-

den, en esencia, con los de Tass » que discutiremos més

adelante, en este mismo capftulo.
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Comenzaremos discutiendo el caso de la magnetohidrodinidmica (MHD)

ideal, en que las ecuaciones bdsicas(de un sélo'fluido)son:(l'lo'll)

a) la ecuacién de continuidad y la ecuacién de estado

o, 9(sr)=0 ) (Zpr2?) (B4)=

[\ 5]

(II1,62)

b) la ecuacién de conservacién del impulso y la ley de Ohm

JxB .

(2 Prpr|= == - IPrsE

B_ 4 .+
E + m; =Ie(yf" SQ) (I11,63)
¢) las ecuaciones de Maxwell

1 28 , =0

yxB= 4T UxE =7 3 YET

g-E= 47 ¢4 (I11.64)

donde ¢ es la densidad de masa, §q la densidad de carga, p; la
presién iénica, g el campo gravitaterio (real o ficticio) y en ge-
neral la notacién es la de Krall & Trivelpiece fl)

Supongamos que en la situacién estacionaria no hay campo eléctrico

ni movimiento (B, = v, = O). Definiendo el vector desplazamiento

E , tal que la velocidad (a primer orden) sea v = y, = § , Se

linealizan todas las ecuaciones dadas en (III1.62), (III.63)y(l1IL.&),

as{ como las cantidades que en ellas aparecen, alrededor del estado
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estacionario; 1luego de algdn manipuleo algebraico, se obtie-

(1.3’10)
ne

§° v[8- U+ 30 §) ]+ (7,17—,>[(2x§o)x9+
atz

+ (TxQ)B, | - 5 [0-66.9)]; o=8,= 7 x (5B

(III.65)

d'ﬂ"

donde el subfndice ™o" en algunas variables indica que son canti
dades a orden cero, y Q es el campo magnético a primer orden.

La ecuacién para E dada en (III.65) puede ahora tratarse como
una ecuacién de regresién de Onsager del tipo (III.15), con

xE,i = 0 (es decir, sin fluctuaciones); siendo aquf

Rij:o;uij.fcéij; %Zdj_ j_JJ—

*
j&,ﬁix } . [737([(2 x B,)xQ+ (ng)xgo] +

plasma
+ 2 Tpg no @] - gL (59)] } | (111.66)

donde los fndices i,j son continuos y milti ples; una suma en uno

de ellos implica integracién espacial en el volumen del plasma, a-
demés de suma en las compomentes espaciales, ya que i = (x, £),

8 =1,2,3; siendo X4 = ge (x).

Siendo nula la matris ((Rij)) y definida positiva la matriz ((Mij”’
se podr{ establecer un criterio de estabilidad termodindmico (III,28)
8810 si la matrisz ((Sij)) es hermftica; y, en este caso, la condi-

cién de estabilidad serd que ((Sij” sea definida positiva, corres-
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pondiendo el caso que s6lo sea semidefinida positiva al de la es-
tabilidad marginal. En otros términos, si ((SiJ)) es hermitica,
hay estabilidad si para cualquier perturbacién es é 2> 0 (el ca
so $%W =0 corresponde a la estabilidad marginal), y hay ines-
tabilidad si para alguna perturbacién es SZU'<O . La cantidad
$2W, definida en (II1,66), es en la notacién habitual de los ffsi

cos del plasma

L]

4
$28 = % ‘I‘E- é'; dx (111.67)

plasma

donde el operador K no es otra cosa que la matris ((Sij)) para es
te caso particular. Nuestro criterio vale entonces si K es auto-
adjunto, y el criterio de estabilidad estdldado por el signo de

( $ZW). En otras palabras, reencontramos el conocido ™principio
de energfa™ de la MHD ideal debido a Bernstein et al(?7.l'3'9'10)
Nosotros hemos supuesto un tensor isétropo de presiones, pero la
extensién de este principio al caso de un tensor anisétropo de pre
siones (y, en especial, al caso en que valga la aproximacién de
Chew, Goldberger y Low) no ofrece dificultades, como se muestra

en el capftulo XII del libro de Mikhailovskii(?)

El problema de establecer el cardcter autoadjunto del operador X

ha sido ampliamente discutido en la literatura(1'9’lo)

» as{ como
también la aplicacién del "principio de energfa™ de Bernstein a 1las
m4s diversas situaciones de  MHD ideal, razén por la cual aqui

no insistiremos en estos puntos. Séle mencionaré que, en el caso
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Eo = 0, resulta(3,4,9,10)

2
T+’V,= constante ; T = ngvz d3x ; v:j( Q + L) d3x
2 " plasma ¥ -1 8ar

todo el
espacio

(111,€8)
lo cual no es otra cosa que el principio de conservacién de la ener-
gia, La inbegral'wose extiende no s86lo a la regién con plasma, si-
no también a la zona de vacfo (a diferencia de la integral en (IIf6),

8 (I11.67), que es sélo en el plasma). Luego, observando que es

é“W’: o= -j(goé.i_; )d3x -J'(j .g.E).cﬂx 2 52\'4 (v =35’O_ -K.9)
plasma plasma (111.69)

(un razonamiento anilogo es posible aiin si Eo # 0, aradiendo en TMO

duce que 52W = SV, es decir que 52w representa una variacion
de la energia ﬁﬂ.

Dejemos ahora la MHD ideal, y pasemos a ver como se aplica nues-
tro criterio de estabilidad termodindmico (basado en la Termodindmi-
ca Irreversible) al caso m4s complejo en que el plasma debe tratar-
se con las ecuaciones de la magnetohidrodindmica disipativa (MHD
disipativa), lo que nos permitird estudiar inestabilidades resisti-
vas y térmicas (éstas dltimas, asociadas a la existencia de gradien
tes de temperatura y densidad (78,79,80) .

Las inestabilidades resistivas (y algunas térmicas) han sido estu-

diadas en detalle por Tasso, quien encontré para ellas un "princi-

L(11,75,76,81)

pio de energla mds general que el de la MHD ideal, cu-

' un potencial gravitatorio del que derive go); de (I11,69) se de-
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ya identificacién con nuestro principio termodindmico es mucho mas
directa ain que en el caso del "principio de energfa®™ de la
MHD ideal, debido a Bernstein.

En efecto, Tasso ha logrado mostrar que en gran cantidad de situa
ciones las ecuaciones de la MHD disipativa (tanto en un modelo
a un fluido, como en uno a dos fluidos) pueden reducirse a un sis

tema de ecuaciones de la fofﬁa (75»76)

Ng+ (P+H) y+

y =0 (I1I.70)

Ho

donde y es un vector multidimensional cuyas componentes son va
riables magnetohidrodinimicas (tales como la velocidad o un cam-
po) y donde :Pf ’ ;E ,=H ’ _3 son matrices buyos elementos de matriz
pueden contener operadores de derivacidn.espacial; tal y como gra
dientes, divergencias, etc.); siendd las matrices :g » H vy g
simétricas ( o sea reales y hermiticas) y la P antisimétrica
(real y antihermitica), y ademds :g: y !L son-;efinidas positivas,
Entonces Tasso encuentra que el criterio de- estabilidad que se
cumple en todos estos casos, es que (si Q!.!') representa el

producto escalar de los vectores multidimensionales y, y') sea

en toda perturbacién
(y, @ y)>o0 (1I1,71)

La condicién suficiente de estabilidad es que valga (III.71) pa-
ra toda perturbacién del estado estacionario (cuya estabilidad se
estudia), o sea que Q sea definida positiva. Por otro lado, bas

ta que en alguna perturbacién sea el producto escalar dado en
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(111.71) negativo para que haya inestabilidad (o seaque una condicién
necesaria de estabilidad es que 2 sea semidefinida positiva, co-
rrespondiendo 81 caso de que el producto escalar pueda ser nulo a
una estabilidad marginal),

Ahora bien este criterio de estabilidad hallado por Tasso indepen-
dientemente de cualquier consideracién termodinémica(ll'75’76) es
idéntico al que resulta identificando las ecuaciones (II1I.70) con
ecuaciones de regresién sin fluctuaciones (con xE,i = 0) del tipo

(I1I1.15), donde las componentes del vector y coinciden con los

<Xi (cada componente de y es un conjunto infinito de (‘*i) é

(qi)' donde 1 = x ), las matrices ((MiJ)) y ((Sij)) se transfor

(A)
(H ))) y ((Ry

man respectivamente en N y Q , vy las matrices ((R;
en las matrices H y P ,

En efecto, con esta identificacién, el caracter hermftico de Q

(o ?ﬁ? ((Sij)) ) y el caracter definido positivo de H (o sea
((RiJ )), que estd asociada a la disipacién), implican que el cri-
terio termodindmico de estabilidad (1II1.28) es v4lido, y éste se
reduce a pedir que sea, en toda perturbacién estable 5aq<§0 ,

ya que la condicién ézﬁ} O es automftica, por ser H definida
positiva,

Luego, la condicién termodindmica de estabilidad es, usando la no-

tacién de Tasso,

32"( = - [(_;. gj) (y, gg) :l <0 (I11,72)

donde esta condicién (en toda perturbacién) es suficiente para la

2 .
estabjilidad, mientras que- 5’)’00 en alguna perturbacién asegura la
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inestabil idad , pues la disipacién es positiva (el caso 52"1 = 0
es marginal). Como N es definida positiva, (III,72) se reduce
a (III,71), reobteniéndose el criterio de estabilidad de Tasso.

75,7%)

(
El caso mds general tratado por Tasso e8s el representadaq

por las ecuaciones a dos fluidos (k = i,e)

400 mpy 831 _ o o Bzl Tn IT, 4
dt -
2
K
+ c—’r( n ("J-!j - neyv, ) , (I11,73)

V.l y) =05 p = pylng) |

2"

It

conjuntamente con las cuatro ecuaciones &el' Maxwell .(la notacién
aquf es la de Caldas & Tasso). Luego de hacer ciertas suposiciones
y aproximaciones, mencionadas por Caldas & Tasso en su trabajo””
y en especial despreciar cierto término proporcional a _{ ,1-25‘;(1'1’75’76)
se llega a ecuaciones del tipo (IIXI.70), con (A es el potencial
vect,or,_;_ k ¢©l desplazamiento de la especie k, 3 la corriente a or

den cero, k = i,e )

jdt(V!A) +Zjdv [2\7 Ek(‘i -V pk)+ka(V ? )+

(y, 2 y)

+;(ka'¥‘._7."’(fk~'qh12] Sd't (Vh‘lt.Vp)(s l__)

+ 2Jdt5.(§°.y_-gy5 V.3 -jms 13 ).(5,.93 -395,)

(nj =ng=n, p= P1+Pe) (IT1.74)

y es esta la cantidad que debe sustituirse en (IIX.71) para estu-
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diar la estabilidad del plasma, El criterio de estabilidad es pues
el signo de (III.74). A partir de este criterio es posible estu-
diar la estabilidad de muy variadas situaeiones(?5) El"principio
de energia"™ de Bernstein, antes discutido, es un caso particular
de este principio de Tasso (obteniéndose Shrde (IIX.74) , cuan-
do se supone 5_ i“"}e ' -‘-~.§k"-ao » M, =0, etc.).

Un ejemplo simple no-ideal es el de las inestabilidades resistivas
en un Tokamak, discutide por Tasso(}f'sl) con el modelo de un sé-
lo fluido.

Las ecuaciones bdsicas, sn un modelo a un fluidg son de la forma

(III.70), con P nula, y \
B -(89+(89) (8Y)

: , (-]
) ‘ - (8.Y) L

_ (U - ~9.%Y, ©
l’(n)‘ '( ‘ "R\l
| © Mo Mo

0 -0
y donde Q depende del modelo ffsico que se haga del transporte

de la resistividad: si es llevada por el fluido (f) o por las su-

(81)

perficies magnéticas (s). Se tiene \

@)
F(8.v)(By¥) -7 (Bs9) (s) o

- ' g ooz ) R =10 :'(u-v)_(ieﬂ)— %VI
J (_83_2) - F: ZL /*
° (1II.75)

(f)

1o

Luego

g
(_Yo g( 1! ) =I[J'q“!.! ).(!l:-v-)u*ZJ'A(.Bfg)u*’l ‘YLA!Z]d'C
0

(¥, g"! y) = j [J'A(.B.!)-l(grzn-i-_%‘_O‘YLA |2] dv

(I1X.70)

donde, de acuerdo con Tasso, se ha asumido(el) que (J',A,U se defi
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nen implicitamente en lo que sigue )

- - N | ] . .
B=e,xYWBe ; J=d¥)e ; J =4y E=Tp 4
b =-\éz*Y.A; 5=-§,xzﬁ (V.§5=0)

(I111,77)

siendo aqui 1’ el flujo magnético poloidal, y donde los campos, a
orden cero son E, By, a primer orden son e, b (de la misma
forma, la corriente, a orden cero es J y, a primer orden es
d) 3 yes YE = 0 siendo 5 el desplaszamiento del plasma ; se

usan unidades M,K.,S. y la resistividad es'ﬂo+'7l , teniéndose

que !

(£) _ . (s}, L
NP =-5.9%,5 @O+ 697 =0

Pasemos ahora a discutir otros dos ejemplds no tratados por Tasso,
en que el plasma se puede describir como fluido, pero en que hay
presente un gradiente térmico (y en uno de ellos, un gradiente de
densidad, crugzado con el térmico).

Estos ejemplos s6lo han sido discutidos antes en la literatura con
un anélisis de modos normales, no con ningdn principio variacional.
Son dos ejemplos concretos en que el andlisis variacional se puede
llevar a sus dltimas consecuencias en forma analfitica,

El primero de ellos es el de la inestabilidad iermoeléctrica, descu

(78)

bierta por Tidman & Shanny en los plasmas producidos por l4ser,

y propuesta luego como posible mecaﬂismo para la filamentacién de
(79) ‘

la 14mina de corriente de un Plasma Focus

La idea bdsica de este mecanismo es considerar la 1l4mina de corrien



te del Plasma Focus (PF) como una juntura termoeléctrica. La ines

tabilidad en cuestién resulta del efecto combinado del término de

fuente de campo magnético llamado "vector baroclfnico”
- Lglaln) X VT (II1.78)
e

y la deriva térmica en un campo magnético

83

-KAeb_xYTeE-K'_@ceX‘ZTe (Bee=Wee b Kn=Ku,, )

(I11.79)

(donde T, es la temperatura y n, la densidad de electrones, b
es el vector unidad en la direcci6h del campo magnético, ﬁdcces
la frecuencia de ciclotrén de los electrones, etc.)

Las ecuaciones b4dsicas para estudiar esta inestabilidad son (79)

o Wee _ |Ye"-7’el° _B_E \) 3mce

(I11,80)
dt ™e X zix
e 2T
AT, _ KA o ! (111.81)
'S;% - “\§r173“3 X +'}(L E;;i

donde \%n es la viscosidad magnética, K*_ el coeficiente de difu
sién térmica; T,(x,y) es la perturbacién en T4; no hay campo
magnético a orden cero, luego Cdcees una cantidad a primer orden
(s6lo existe en la perturbacién); la direccién de b coincide con
el eje z ; la dependencia de la perturbacién con vy puede des
preciarse; a orden cero los gradientes de densidad y temperalura
son paralelos, siendo (ambos est4n paralelos al eje y )

SzV(nng), .Y(TJ)20; & -:-‘%‘ (I1I.82)
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La ecuacién (111.,80) es la ecuacién de evolucién del campo magné-
tico y la (I1I.81) la ley de conduccién del calor. (No se conside
ra el movimiento del plasma, o mejor dicho, las ecuaciones son
planteadas desde un referencial solidario con él.)
Aplicando el operador (9/3t -‘)')mbz/axz) a (III, &), y usando
(II1.80) para eliminar a 6%., resulta .

I

Ty +(H+ ) (- —‘—L—:))T‘ K \"2’% KS2%

ot? e o T
(I11.83)

que puede considerarse una ecuacién de Langevin (donde gq; = T,)

o ectacién de regresién (III,15) en que las tres matrices ((Mij)).
((Rij)), ((Si3)) son hermfticas, ademds ((M;,)) se reduce a la
identidad y ((Rid)) al operador (= azﬁbxz) multiplicado por
(Hif\%n). Luego tanto ((Mj3)) como ((Rij)) son definidas positi-
vas. El criterio de estabilidad termodinémico es entonces vilido

y establece como condicién de estabilidad que ((Sij)) sea definida

positiva, o sea
? T
5d3 [v K, (aT‘ - .KS 2 ‘! ]/o (III.84)
Mo

Recordamos que la matriz ((sij)) corresponde al operador
4 ' 2
KyVm (2/3x4) + KT..,'SI; (3/5¢)

y se hicieron integrales por partes, suponiéndose que las condicio

nes de borde son tales que todas las integrales de contorno se
anulan,

La condicién (III.84) conduce a los mismos resultados que un anfli-
(79)

8is de modos normales

En el caso S0, hay estabilidad para cualquier modo. S$i en cam-



bio es S> 0, como supusimos en (II1,82!, puede haber modos ines-
tables, los cuales, si los suponemos del tipo ~ eikx , deben
cumplir la condicién

2 2 kS 3 K'Y(1n xh)o'(_V_Te\o

< ""e\)mH'.L— ""e\)'m\%—‘L (III.85)

ll‘m:ln N

donde se supone que existe una long;tud de onda médxima, que fija
el valor de kmin (esto se supone en la deduccién de las ecuacio-
nes (11I,80) y (IIIL, 81), que dejan de valer si k2\<s/Te ).
Pasemos ahora a analizar el dltimo ejemplo que discutiremos en es-
te capftulo: es el de una inestabilidad que aparece en el 6-pinch,

(80)

estudiada por Haines mediante \in ahflis:la de modos normales.
Las ecuaciones bfisicas para estudiar la inestabilidad de Haines

(supuesto que los iones estén en reposo) son

2
[ ]
: T, I _ AT 3N .
31__.\)%_142_%5_2}{ ) Ty= %7y ﬂi*—}{\)zz\’

(I1I1,86)

donde Tl es la temperatura electrénica a primer orden, Jl la co-
rriente a primer orden (en la direccién @ ) , siendo Jo y T, 1la co
rriente y.la temperatura electrénica a orden cero; AT = (To-‘Al‘) es
la diferencia de temperaturas entre los electrones y el medio, o

sea, los iones; la conductividad eléctrica es d = d, + 0] ;

siendo

Y
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w2

3 I'ﬂ
270/4} )‘l_ -— To

4 _ 34y
Ty %) ’KJ - (T.Yar)! (II1.87)

(kg es la constante de Boltazmann, los valores de las constantes \),

X y H_ son irrelevantes pafa este cdlculo, pero )) es la viscosi

dad magnética a orden cero, K- es esencialmente un coeficiente de

difusién térmica, y.K una constante de relajacién térmica ).

Combinando entre si las dos ecuaciones de Haines, dadas en (III.86),

se obtiene

3T ' ‘T Eul LRSS
—(\)+H)2—I§ -\-‘JK%—_-E;‘ & %—;’5_ —X\)—g—{,_-FXTl =0
‘ T

(III.88)
Interpretando ahora a (III,88) ecomo ecuacién de regresién (III,15),
se ve que la matris ((M34)) resulta’ ser la identidad, la matriz

((RiJ)) se reduce al operador hermftico y definido positivo

—(\3+K) z“‘%

mientras que la matrisz ((§$J)) se reduce al operador hermitico
Y 2
IR /528 (< -) (¥4

Luego el criterio de estabilidad termodindmico es aplicable, y la
condicién de estabilidad es que ((Sj4)) sea definida positiva, o
sea que
Sch [u\{(g——*) + (- “?‘)( \]/ °,
(III.89)
que conduce a la misma condicién de estabilidad que el andlisis de

(80)

Haines



v 7 &p

o, mediante (III.&7),

i\ <%.§

o

(I1I, 90)

(111, 91)

sy
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CAPITULO IV

ESTUDIO VARIACIONAL DE LA ESTABILIDAD DE LO3 PLASMAS CON RADIO
DE LARMOR ARBITRARIO

v Yoae

. Shn e s
C e q' .
R D

kn este capftulo vamos a aplicar el driterio termodindmico de eata

bilidad, hallado en el capftuio anterior;fal estudio de la estabi-
lidad de los plasmas descriptos por la ecuacidn de Vlasov, y en
especial, de los plasmas con radio de Larmor arbitrario (cuya des-
cripcién hemos dado en el capftulo II); construyendo para estos
plasmas un "principio de energfa®™ o principie variacional, que nos
permita determinar su establlidad. Los resultadoa que se obtengan
.serén comparados con los de otros autores(l 2‘3 by5, 6)

Puesto que el plasma se describe por una ecuacién de Vliasov, aco-
plada a las ecuaciones de Maxwell, y como si a éstas ecuaciones

ee le afiaden fluctuaciones puede considerdrselas como ecuaciones
de Langevin, es v4lido aplicar la teorfa termodindmica desarrolla-
da en el capftulo anterior,.

Veamos esto con més detalle, Un método aisttnltico para obtener
los términos fluctuantes que deben incluirse en las ecuaciones de
movimiento macroscépicas, convirti&ndolal aaf en ecuaciones de
Langevin, ha sido desarrollado por Landau y Lifchit: (7,8, 9)
siendo usado y justificado, incluso en situaciones alejadas del
equilibrio, por varios autores(lo’ll'lz’lj'lk'l5'l6'17).

Como las ecuaciones de Maxwell son ecuaciones de campo macroscé-

, . -



93

picas, a las que facilmente pueden afiadirse fluctuaciones, usan-

do la teorfa de Landau & Lifchitz(7)

, No hay problema en transfor
marlas en ecuaciones de Langevin, Algo més delicado parece el caso
de la ecuacién de Vlasov, por ser una ecuacién cinética, Situacio-
nes andlogas se encuentran, sin embargo, ampliamente discutidas en

la literatura., En particular, la teorfia de fluctuaciones en un plas
(15,16,47)

ma se basa justamente en afiadir términos fluctuantes ti
po "Landau-Lifchits" a la ecuacién de Vlasov con colisiones ( o e-
cuacién de Boltzmann-Vlasov) para ﬁn plasma, convirtiéndola as{

en una ecuacién de Langevin,

El primer trabajo en que se usé la teorfa de Landau-Lifchitz apli-
cada a una ecuacién cinética parece ser el estudio de la disper-
sién de la lus en un lifquido de Formi‘lS). La justificacién de es-
te procedimiento de ailadir términos'fldctuances a las ecuaciones
cinéticas (como la ecuacién de Boltsmann o la de Vlasov), y consi-
derar dichas ecuaciones como ecuaciones de Langevin ha sido luego

detalladamente discutida por varios autorea(lz’lh).

En particular, Ueyama(lk) ha mostrado que si un sistema caracteri-
zado por ciertos qj s que son las componentes del vector gq , H e
ne una funcién de distribucién de probabilidades f(q,t) que saLis-
face una ecuacién maestra (o una ecuacién cinética, como la de
Boltsmann o. Fokker-Planck) y, ahora, se considera formalmente a
f(q,t) como una funcién de 9y ¢, olviddndose su caracter de
funcién de distribucién, entonces la ecuacién de evolucién de f(g,t)

(que formalmente es una ecuacién maestra puede considerarse (ahora)

como una ecuacién de Langevin.
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Mas claramente, el sistema en cuestién podrd tener distintas dis
tribuciones de probabilidad, segin las condiciones iniciales, To
das deben evolucionar segin la misma ecuacién maestra. Sean f(q,t)
y pl(gq,t) dos de estas funciones de diatribucién, y supongamos
que las condiciones inicialea son tales que la distribucién de
probabilidades del sistema es la dada por p(g,t). Consideremos
formalmeﬁte a f(g,t) como una funcién de gq, t (olvidé4ndonos
de que es una distribucién de probabilidades). Su ecuacién de evo
lucién determinista,que se deduce de las ecuaciones deterministas
para los gqy , seri formalmente idéntica a la ecuacién maestra
que cumple la funcién de distribucién b(ﬂ,t). Si ahora se toma
en cuenta que los q; no siguen ecuaciones deterministas, sino
que su evolucién es estocdstica y viene\rpprésqntada por .1la fun-
cién de distribucién p(g,t) (que cumple la ecuacién maestra),
las ecuaciones de movimiento de los qi deben transformarse en
ecuaciones de Langevin. Entonces la ecuacidn de evolucién de
f(g,t) (considerada como funcién de g,t) es también una ecuacién
de Langevin, la que, si se anula el término fluctuante, se reduce
a una ecuacién formulmente igual a la ecuacién maestra.

(14)

Esto es justamente lo que Ueyama ha probado o E1 pasaje de las
ecuaciones de Langevin de los qi a las de las funciones f(g,t),
que pueden considerarse como nuevoa..(qi). y a los que designare-

mos 31' f(q,t), es un "cambio de variables®™ fundamental que

nos hace pasar del espacio de las fases de los (qi), al de los

A
(q;1). Si los (q;) son las coordenadas y las componentes de la ve



locidad de las particulas del‘sistema, los Qi. =z f(q,t), son,en
cambio, funciones arbitrarias de g y t; luego, en este caso, el
espacio de las fases de los (qi) es el espacio de las fases or-
dinario de la Mec4nica, peroel de los (/c‘qi.) es un espacio funcio-
nal, En dicho espacio funcionai, habrd a su vez, una distribucién
de probabilidades P(;;t), donde el vector 3 tiene componentes
Gil z f(gq,t), es decir P(a,t) es una "superfuncién”™ de distri-
bucién que asigna probgbilidades 8 los distintos Qi' = f(q,t),"
que son las funciones de distribucién ordinarias, es decir en el
espacio de las fases de los ,(qi). Esta "superfuncién" de distri
bucién P(ﬁ,t) cumplird, a su ves, una scuacién maestra, que ten
dri, en general, la forma de una chacién de Fokker-Planck.,

As{ pues, queda claro que‘esfbdliﬁle“nsar la ecuacién de Vlasov
como ecuacién de Langevih; #ﬁadi@ndéie%un término fluctuante.lLa
correspondiente ecuacién de Fokkor-Planck serd una ecuacién en

el espacio funcional de los qi = f(x,¥), y no serd una ecuacién
para la funcién de distribucién f(x,¥) de una partfcula del
plasmra, sino para una "superfuncién®™ de distribucién P(q), don-
de las componentes de g son los gqy = f(x,v).

Esta ecuacién de Fokker-Planck represent a una "caminata al azar"
en el espacio funcional de las "funciones de distribucién"
f(x,¥), y no tiene relacién con la ecuacién de Fokker-Planck que
los plasmistas usan para estudiar la difusién de particulas en el
plasma(l”. Estrictamente, las (qi) no se reducen sélo a las
f(x,v), sino que deben incluirse también entre las (q;) a los

campos E y B, que dan el campo electromagnético del plasma,
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Entonces la ecuacién de Vlasov debe considerarse como una de las
ecuaciones de Langevin, siendo las otras, las ecuaciones de Max-
well. Por lo que la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck se-
rd algo m4s compleja adin, ya que los q; son tanto las f(x,v)
como los campos E , B ; y la &1stribuc16n de probabilidad P(q)
es sobre un espacio de las fases algp més complejo, ya que es el
espacio funcional de las"funciones de distribucién" f(x,v) y de
los campos E(x) , B(x) .

As{ pues, es posible usar alaecuacién de Vlasov y a las ecuacio-
nes de Maxwell, luego de linealiaadas alrededor de un estado de
equilibrio,como ecuaciones de regresién de Onsager (ver capftulo
I1I), Los & i Eéqi (desviaciones de los q; respecto a sus
valores de equilibrio) 'serdn ahora 'fl"cgl; B, (es decir, la
funcién de distribucién y los campoﬁi a primer orden). Alternati-
vamente, en vez de Ej, B; pueden usarse las versiones a primer
orden del potencial escalar y vectorial, como variables (“&),
escribiendo las ecuaciones de Maxwell en funecién de ellos, como
ecuaciones de regresién,

Si, por el momento, olvidamos el campo electromagnético, los qy
se reducen a las f(x,v) donde el fndice i puede identificarse
con las variables x, ¥, o0 sea i = (x,v), siendo °(i = £(x,v).
El espacio tuncional de los qy 8e reduce entonces al espacio de
las funciones de x, v .

Como veremos, el formalismo desarrollado por Lewis, Symon y Seyler

para tratar la ecuacién de Vlasov(stzo’zlﬁzz), que hemos descrip-

[ . .
. ) - B
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to en el capftulo II de esta Tesis, es epecialmente adecuado para
aplicarle la teorfa termodindmica irreversible de la estabilidad,
desarrollada en el capftulo III, siguiendo a Lavenda (23) y a
Graham(zh’zs).

La idea bisica del método de Lewis, Symon y Seyler, descripto en
el capftulo II, es expandir la perturbacién f, de la funcién de
digtribucién, en una base de autofunciones 1/? del Liouvillano a
orden cero, f; =[ ,Ho] : con ello la ecuacién de Vlasov a pri-

mer orden se transforma en un sistema de ecuaciones para las va-

riables B’r » que son los coeficientes de dicha expansién

fl(qinpiot” - Z‘dr(t).w:-(q‘:[opi’ ’
r

W o=[W.,h] = 1}L,.'W;; . (1V.1)

A
Siendo el operador L, antihermitico,los autevalores correspon-
dientes a las autofunciones 1(r son imaginarios puros, i/‘r.

Las ecuaciones de evolucién de los 3 r 8On

P IREYREERTCC AP (1v.2)

donde hemos introducido

lalb) = Jd3x d’p (: b) ; 'Kr z R °of .
“o 3#3

[W.., B,l: 1KJW,. (Iv.3)

(la integral en la definicién de <§ ‘ﬁ> se extiende a todo el es

pacio de las fases)y elconjunto{:e i} » Son las constantes de mo
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vimiento (salvo la energfa) cuando el hamiltoniano de una partf-
cula del plasma es H, .
El sistema de ecuaciones (IV,2) sustituye a la ecuacién de Vla-
sov. En el caso de un plasma de Vlasov con varias especies, bas-
ta con introducir més cqeficientes‘xr. que se notaran ahora
¥ ip) » donde el fndice p (que indica la especie de partfculas)
puede, si se desea, incorporéfse al fndice miltiple r . Las e-
cuaciones de Maxwell para los campos, as{ como las ecuaciones
fluid{sticas para las especiés "fr{as™ de partfculas (o en gene-
ral, para las especies que s8e describen en forma flid{stica) se-
r4n de la forma A
. N a
;\\{) .\,jA\z"V + A3Y=§;-Xr S‘Lf ‘TW;
! (IV.4)

A A A

donde Al’AZ'AB son operadores que pueden contener derivadas

A
espaciales, J es el operador corriente, tal que la perturbacién

a primer orden del hamiltoniano de una particula del plasma es

- A
Hy = J¥Y (IvV.5)

Aqui \y, que representa todas las variables de campo, es en genge
ral un vector de dimensién n, siendo entonces 3 un vector de

igual dimensién, el producto en (IV,5) um producto escalar, y los
operadores jti(i = 1,2,3) son en general tensoriales (o matricia
les). La expresién de H; dada en (IV,5) es la que debe susti

tuirse en (IV,.2).
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Las ecuaciones b4sicas son entonces (IV.2) y (IV.4), usando el
hamiltoniano H; de (Iv.5), vy os posible (ver capftulo II) a
partir de ellas, construir una "funcional de dispersién®™, con la
cual se puede hallar la relacién de dispersién del problema.
Asimismo, se puede obtener un principio variacional de estabili-

5,6

dad, deducido matemdticamente de la "funcional de dispersién"( ;
pero, como veremos a continuacién,es posible también deducir un
principio variacional tocalmente'general, en forma simple y siétg
mitica, aplicando la teorfa termodindmica del capftulo III a las
ecuaciones (IV.2) y (IV.4), que, a estos efectos, pueden conside-
rarse como ecuaciones de regresién de Onsager (ain fluctuaciones),
del tipo

Z M. o + R, +8 = .0 V.6

quedando definidas la "entropfa" "M Y la funcién de disipacién
GP para las ecuaci ones (IV,6) en la forma

§27

¢

donde las variables "termodinémicas" d% serdn en nuestro caso las
¥ Y Y (o 1as componentes ‘.[’1 de V).

En generalﬁyeremoi que, en los casos que discutiremos aquf, los o
peradores-/\ll\y /\3, que aparecen en (IV.4), son hermiticos,

mientras que 1\2, en la misma ecuacién, es antiherm{tico. En lu-
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gar de usar la ecuacién (IV,2) como ecuacién de regresidn para

las 3 rr ©8 preferible usar a su derivada ‘temporal dividida por

(P k)

[ A.
_1_3¥. %} = }%(ﬂ ity (IV.8)

usando la ecuacién (IV.2) como condicién inicial. De la misma
forma, en vez de (IV.4) es ﬁfeferiblo’usnr la siguiente ecuacién,
que proviene de sustituir 3 r por suﬂaxbreai6n en funcién de

25,. y de b ’ deducida de (IV.2),en ella

A"l’+j\ ‘fi—A Y - Z(K'/);t) <V\~TY> fd?fj-m=
=LZ(X /)"“r)fd"ff 1v.9)

Si ahora se consideran (Iv,8) y (IV 9) cono acnaciones de regre-

8ién del tipo (IV.6), se tiene que

)5 Rej ek - SRR T T B
L N - T
S iy (K

t (IV.10)
A

es una cantidad imaginaria pura (A2 es antihermftico); y luego,
la matris ((Rij)) es antihermftica, o sea que no hay fuerzas disi
pativas presentes, pero s{ fuersas giroscépicas (ver capftulo III).
Ademids las matrices ((Mij)) y ((Sijf) aon'hermiticas, y la "en-

tropfa® (IV.7) es, ahora



n=[ (YIAY)+ (“i’lAﬁ‘) }:_r_\mm\
¥, .
+¥ It Kr ] <'Y ‘ALY>'=Spd1;(s$ A (IV.11)

Luego, de acuerdo con la teorfa termodindmica desarrollada en el ca
pftulo anterior, puesto que la matriz ((Rij)) es antihermitica, re-
sulta sz’& = 0 ; una condicién suficiente (aunque no necesaria,
pués hay fuerzas giroscépicas presentes y no, en cambio, fuerzas
disipativas) de estabilidad es szﬂjgo (el signo de igualdau corres
ponde a una estabilidad marginal),

También puede obtenerse directamente que ’72"7 = 0, derivando (1V,11)
respecto al tiempo y usando (IV,8} y (IV.9).

51 se usa el método de la "potencia compleja® de Lavenda(ZB),discu-
tido en el capitulo III, igualan@oﬂq cqro la-parte real de la poten
cia, qr/, se obtiene una vez mis que 521.l= 0 (ya que q! es propor-
cional a 524'1). Por lo tanto, ( 527() es una funcién de Lyapunov para

el problema y el criterio de estabilidad es que posea signo definido.

La ecuacién correspondientea la parte imaginaria de la pot.encia a'! es
{ J4: [¥F (Ai"fu\ Y)- (Y*A +¥*A W*
plasma
e L 5% ¢ Ke ((Te1W0)
+2**A2Y]+Z,[Wt(xr r- )lr
i Z ( <;;«ftw’>zf
<W!”> (T¥11;)- (‘W’IJ‘f))J e

i (15 ) - “K” I wan

......
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-1l
Usando ahora que <“-" = 0 y suponiendo que Y ,Y"' e " t', se obtie

ne de (IV,12)

Krl (W |39

of J (A +YAL) + Z + }:: 10!
Svik [Lj_a’x (‘i’*/l\\;.f-“.f* ) +i S* NA% +Z M

(Iv 13)

donde las integrales espaciales se extienden a toda la zona con

plasma, y se ha usado, de acuerdo con (IV,2), que

Kr@(’rl 31’} = ()J;. - w¥ (IV.14)

Si se deriva la ecuacién (IV,13) r_espeébo' de;. pienpo, ‘notando
que, segin (IV,11), el miembro izquierdo es Re(v).sz'"_ , ¥ que

52®1 = 0, se obtiene (reemplazando las nuevas derivadas tempora

les por 3 iw, segin corresponda) A “K_)]
+

ol & § 4% | [(PFAE-TAY )+ (A

kLD 1 —0 .
g |pr-w|* J

Las ecuaciones (IV,13) y (IV,15), cuya utilidad se discutird m4s

(Iv,15)

adelante, son consecuencia de suponer que la perturbacién (¥, ¥ )

..evoluciona seglin las ecuaciones (IV,2) y (IV,4). Para una pertur-
Bac16n que evolucione de esta forma es $ ’T( O, como ya vimos, y
ddemés 5 '»L = -ilm (w) 5 N=0.

‘uepo se ve que, si para cualquier perturbacién es 5 ')( <O, el plas

]
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ma debe ser estable, ya que ninguna perturbacién podrd desarrollar-
se espontaneamente (Im(w) = 0) ., En consecuencia (52?L) es nues
tra funcién de Lyapunov, de la cual, como veremos luego, nueden de-
ducirse los "principios de engrgia" para pla smas de Vlasov conoci-
dos en la literatura' (y en especial el de Sudan y Rosenbluth),
Mirando la expresién (IV.,11) de (s%ni se noLa f301lmanP que los
términos oue all{ aparecen dependen de ff Tf y los X'r, pero node
115X r - Esto es consecuencia de gue la matriz ((Sij)), en el ca-
S0 que estamos discutiendo, tiene un autovalor nulo, lo cual en re-
neral estd asociado a bifurcaciones y casos de estabili.iad margi-
1(23). En nuestro problema, refleja que existen infinitos escados
estacionarios del plasma, ya que toda funcidn de las constanies de

movimiento, f es solucién estacionaria de la ecuacién de Vlasov.

0’
Por supuesto, entonces los modos de frecuencia nula que correspon-
den a pasar de una solucidén estacionaria fo de la ecuacidn de
Vlasov a otra, no se toman en cuenta mara el estudio ade la estabi-
lidad, por lo cual no consideraremos nu...Lro caso cowo "marginal™,
a pesar de que ((Sij)) tenga un autovalor nulo. Consistentemente
con ello, a peusar de que la matriz ((Sij))no es invertible, puede
definirse una "inversa generalizada" de ((Sij)) que actda s6lo
sobre los modos que pertenecen al complemento ortogonal del "sub-
espacio nulo™ o "nidcleo” de ((Sij))v ya que este "subespacio nulo”
de ((Sij)) debe excluirse del espacio de modos,

Veamos ahora, nue si se usa la "condicién inicial™ impuesta a las

ecuaciones de rerresién (IV.8) por las ecuaciones (IV,2), se eli-

minan automiticamente los modos de frecuencia nula de (5241),

e e W+ e e e e+ &
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ésta pasa a depender de los X‘r' Para ello vamos a deducir, usan-
do (IV.2), una expresién para (§ 29) alternativa a (IV,11).
De (IV,2) y su ecuacién conjugada compleja, sustituyendo en

ambas H, por su expresién dada en (IV,5), se obtiene

Al R _F_X Y { T (L ITEEIOY_[% ¥+
¢ x:}"’r X +\6* <V‘~T'Y)]

(Iv,16)

Notemos, por otra part,e, que de (IV L) se sieue que

Z <T YWY = <AflAY>+ <YM"¥)+ <“i’|/\ "i’) (1V.17)

be (Iv,11) y (IV.16), usando ademds (IV,17) y su, ecuacién con
jugada compleja, se deduce una nueva expres)ién' para. ‘( ézlr( ), que

es

_Zf"-‘zszs de("f/\'\f)* (19.18)
A (hEAY]
dsx Wt - [ DEF (AT AT

siendo all{

A
S*fM)Ax—mA*f), ¢ (AY+AY)_
_<AY+AY\“£)_($|AY+A"1’> oo, ;

las integrales espaciales se extienden 86lo a la zona en que hy

plasma.
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La expresién (IV,18) para (62.,() es equivalente a (IV,11),
junto con la "condicién inicial® (IV,2), y constituye una expre
sién alternativa para ( égn) que seri luego muy dtil.

Una observacién interesante es que, debido al caricter hermitico
de ((Sij)) y ((Mij)) y al carfcter antihermfitico de ((Rij))’

la relacién de dispersién de las ecuaciones de regresién (IV.6)
deSe ser tal, que si una frecuencia w es raiz de dicha relacién
de dispersién, también debe ser raiaz su conjugada, w’é (ver pigi-

na 122 del libro de Lavenda(23)) ya que es

¥ + + ¢+
[det(-w2 M-iwR+3)] = der,(-f"’Mﬁw*ﬂHfb) =

4
S det(-: Z2Ml - iw fR'f 5 ) , (1Iv.19)

donde es
= w5 8 = sy s R o= (R )

+
y donde 12\ es la matriz adjunta (traspuesta conjugada) de'ﬂk.
El que las frecuencias complejas, que son soluciones de la relacién
de dispersién del problema, vengan de a pares conjugadas, es conse
cuencia de la ausencia de disipacién.
En un plasma con varias especies de partfculas, todas descriptas
por ecuaciones de Vlasov, se tiene (si el fndice p indica las

distintas especies), a primer orden,qug!22'5)
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(p) A(p) (p) (p)  (p)
of p P
ET%.+ L, 1 - [Hl , fo ] :
Alp) (p)  (p) _(p} (p) (P) (1V.20)
LO = Vo e Y+ Mp) (EO*E__:__E?.) .Yvo y
siendo
(p)
(p) (p) (p) (p)
=y + A,z Lo -8 )
B cMP) F1 ;T;) c
(p) (p) (p) . '
A=At 3 £ =2 £+ ; g8 +4
(p) (p) ,(p) 2 (p) (p) (p)
! (Bp'%‘p AHQP d=nop+ Hlp , (1v,21)

donde ﬁ(p’ es el impulso canénico de las partfculas de la es-
pecie (p) vy H(p, es el correspondiente hamiltoniano. Ade-
mis deben afiadirse las ecuaciones de Maxwell para el campo elec-
tromagnético, que expresadas er funcién de los potenciales g,

A (en lugar de los campos E , B) son, a primer orden
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2 Bt‘ c 3"' 1l
(p)
= %IZQ B’,.jxo"w; ddv, (Iv,22)
r

2 = (p))2 (p) .
wo (x) 2 yrng%pP ) jd3vo £ 'Pix,y) (Iv.24)

y donde se ha desarrollado 'fl(P)}"en. la base [wr}’ como se indi-
ca en (IV,1), y el fndice p se ha inclufdo en el fndice milti-
ple r (de forma que la sumatoria en r , en (IV,22) y (1V.23),

implica también suma en p); con lo cual es

S Q(p)ffip)!°d3vo .5 Q(p)XpS!oAvr adv, ;
P r

Zq(p)ffl(p) Bvo = Q(b)urﬁ‘(; 3 v,
p r

Como luego veremos, las ecuaciones (IV,22) y (IV,.23), para los
campos, son del tipo (IV.4); con ¥ = ("l'ﬁl) .
Haciendo uso del desarrollo (IV,1) de f{p, en la base {W r},

las ecuaciones (IV.,20) se transforman en ecuacioncs del tipo
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(IV,2), para los coeficientes ¥ r del desarrello (1V,1), donde

es (a primer orden)

 (P) o= QP g glP) te) (e

— Yo &4
Estrictamente en la expresién (IV,25) habrfia que incluir un
término m4s, cuadritico en A, , que se deaprecia por ser de se
gundo orﬁen en la perturbacién,
En lo que sigue, a los efectos de simplificar la notacién, su-
pondremos que hay una especie Unica de partfculas presente (lo
que permite eliminar el f{ndice p ), aunque todo lo que sigue
se extiende fdcilmente al caso con varias especies de partfcu-
las,
Conjuntamentecon despreciar el término cuadrético en A} en la

expresién de Hj dada en (IV,25), eligiremos, en el caso de un

plasma infinito, una "medida™ tal que

jz _A_i(.Al £, d3vod31 = %[‘(.A:.!ofldBVOd3x+X.A_ilof’:d3vod3xJ
Me? (IV,26)
por razones que luego analizaremcs .
Veamos ahora que las ecuaciones (IV,22) y (IV.23) pueden consi
derarse como componentes de la ecuacidn (IV.4), identificando
a Y con el cuadrivector Y = (6y» A;). En efecto, basta
identificar‘fl operador corriente 3 Y a los operadores dife

renciales A 4(1 1,2,3) con sus expresiones



LUy
A
J = - . ’Y- “ .
2 |
A - 0 - A
Ap=a ! A, =1 (° l').1\3= 1 [° 0)
br Vo -k )- 1w hme \ v o/’ SLCA TV}
C
(Iv,27)

(wp, que se da en (IV,24) y depende de -x, es la frecuencia del
plasma). Se verifica que, haciendo el cambio de variables en la
integral, de la velocidad a orden cero y, al impulso canénico P,
las ecuaciones (IV,22) y (1V,23) se reducen a la ecuacién (1V.4).
Ademis se ve que la expresién de H, dada en (IV.25), que es

la que hay que usar en (IV,2) (para que estas ecuaciones en

los X’r equivalgan a las ecuaciones de Vlasov (IV.20)), se re-
duce a (IV.5), si allf el productb de ’3 Y, Y es un produc-
to escalar de cuadrivectores.i |

Como primer ejemplo concreto de aplicacién del criterio termoding
mico de estabilidad antes establecido (5271 <§ O0; donde en (IV,1#)
se da la expresién de 42m ), deduciremos ahora un conocido resul-
tado, obtenido originalmente por Newcomb y Rosenbluth (para un
plasma de Vlasov homogéneo, con una séla especie de partfculas):
si la funcién de distribucién f, sélo depende de la eneryfa E,
siendo esa dependencia tal que la funcién fo(E) es monétona de-
creciente, la configuracién del plasma dada por f, es esta-
blel19:26,27,3,4)

Para ello partimos de las ecuaciones (IV,2) (que sustituyen a la
ecuacién de Vlasov (IV.20)),y de las ecuaciones para el campo

(Iv.22) y (IV.23), consideradas como una dnica ecuacién (IV.4)
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entre cuadrivectores, donde k4 ’ ? y los j\i(i = 1,2,3) se
dan en (IV.27), y se eligié una "™medida" tal due valga
(IV.26). Se ve directamente de (Ivﬂi7) que jil y‘ii3 son
operadores hermfticos, as{ como que A 2 es antihermitico, por
lo cual es aplicable el criterio 624[ \<0 (donde 52'71 se da

en (IV,11) & (IV,18) ). As{ pues (62q1) serd la funcién de
Lyapunov del problema, y basta escribirla explfecitamente para
obtener un "principio de energfa® que nos'conduzca al resulta-~
do buscado. Como veremos, | squ) es, salvo el signo,1la funcién
de Lyapunov hallada por Fouwler (3'“,, en forma independiente de
cualquier consideracién termodindmica,

Partiendo de (IV,18), y usando (IV.27) para sustituir en (IV,18)

los valores de los J\ j» Se obtiene

2 LA X w? x o .
6 " 'S[ﬂ‘lv AthAy. Ix(Vx )y _:g ‘A'1°A1+%'2(Al'AfAl‘Al Ar A d3x x 4

plasma

Z xxr+

X .
Sdax [4)- VA +A) K P +£1(_ Ay g (A1)

plasma

Lac

(Iv,28)

(20)
Notemos que las autofunciones 'kfr de L, son tambien au-
tofunciones de las constantes de movimiento (como la energfa, etc),

y luego si [ 4 es una funcién arbitraria de las constantes de mo

vimiento, es
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<M‘r,\gW’,> = 3(“1" \Wr> = gSrr"

Usando ahora la hipétesis de que fo sélo depende de E, o sea

f, = fo(E), de (IV.3) se deduce que

X X
= 3 fy . E -
ke = Frim2 t;—r ¥r¥r ‘% of HO)B P8 =

r

X
Va3 a3y S22
-Sd x dvg YN, . (1v.29)

La integral anterior puede hacerseven (d3x d3p) & en (d3x d3v),
en vez de en (d3x davo), y 8e extiende a todo el espacio de las
fases. T

Como dJp = M3d3v0 , sl la 1n§eéral arterior se hace en (d’x d3ph
en vez de en (d3x d3v,), aparece (al hacer el cambio de variables)
un factor H3, que puede eliminarse renormalizando la funcién de
distribucién. En lo que sigue supondremos siempre que si en una in-
tegral en el espacio de las fases (que contiene a la funcién de dis
tribucién) ta cemos el cambio de variables de (d3x d3p) a (d3x d3v)
o viceversa, conjuntamente con ello se renormaliza la funcién de
distribucidn de forma de eliminar el factor M3,

Si ahora s: supone que el plasma es homogéneo, y se extiende hasta
el infinit , donde supondremos se anulan todas las integrales de
superficie¢ (es decir, asumimos que 18 perturbacién se anula en el
infinito), las integrales en (IV,28) se extienden a todn el espacio,
y pueden hacerse por partes, Usando (IV.29), la "medidd' (IV.26) ,

integrando nor partes en (IV,28) y utilizando ademds (1lV,22) ,
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y las relaciones entre kK, gl y los potenciales “l’ Al dadas
en (IV,24); se obtiene, luego de algunas cue'tas cuyos detalles

técnicos omitimos para abreviar

[V N
N
=
"

. 12 2 2
-sc =J‘djx adv I - Ljd3x(\8 | %1 B, 1) -
(3T /oHg b 1o
(Iv,30)

La eleccién de la "medida™ (IV,26) se hizo para que $2’7[ sélo
dependa de los campos E; y Bj; y no, en cambio, del potencial A,
ya que una dependencia de 52"( con 11 serfa claramente no fisi-

ca.

El criterio termodindmico de eatabilidad es 524\\<0, o sea  C7 0,
donde (5 C) se define en (IV,30), y réhroienta una "energfa libre"
generalizada.

Puesto que Ho = E (energfa de una partfcula del plasma); resulta
ser (3f,/3H) = £f!(B); donde f!(E) es la derivada (respecto
a E) de f,, que es una cantidad siempre negativa, si la funcidén
f,(E) es monétona decreciente., De aquf resulta el teorema de
Newcomb y Rosenbluth antes enunciado, ya que si fo(E) es monb6to-
n a decreciente es 52'q €0, osea 4C% O, siempre; y el plasma
es estable.

La expresién (IV.30) se generaliza trivialmente al caso de muchas
especies de partfculas, sin mds que observar que, en este caso, la
sumatoria en r, en (IV,29), implica también sum en p (que es

el fndice que indica las especies de partfculas), lo cual se expieg
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de a la integral en (d3x d3v) sustituyendo en el integrando £

(
y f; por fép), flp)

+ Ademis conviene notar que en ambos
miembros de (IV.26) hay (en el caso de muchas especies) una su-
ma implicita en p .
La funcién de Lyapunov héllada es pues | éz'n) 6, si se quiere,
(§c) , dadas ambas en (IV,30),
La.deduccién de (IV,30) se simplifica en el caso en que sélo se
consideren perturbaciones electrostdticas, tratables con la ecua-
cién de Poisson. En este caso By = 0 , y se puede elerir A; = O,
con lo que (1V,23) es la ecuacién de Poisson. La ecuacién (IV.})
es ahora una ecuacién escalar, que no es otra que (IV.23); siendo
N A N A

'Y-T-dl; J=Q; A1.=—(L'T')'1v2 ;AZ:AB-O' La ex-
pres%ﬁn (}V.IB) para (5%1) ae gi;piificg notablemente por ser nu
los.A.z,J\3 . La tranaformacign de (IV.lS) en (IV,30) es ahora
inmediata (siendo, en este caso, B, = 0 en (Iv.30)).
Otro caso, mAs general.que el anterior, en que la deduccidn de
(IV,30) se simplifica, es cusndo B; # O, pero puede despreciarse
la corriente de desplazamiento en las ecuaciones de Maxwell, o sea
tanto el término que contiene a 2;1, como el que contlene a 31
en la ecuacién (IV,22), la cual se reduce entonces a la ecuacién
de Ampdre. En este caso, puede elegirse una “medida™ para la
cual Y.A) = 0, siendo esto compatible con (IV.26), con lo cual

la ecuacién (IV,23) se reduce, de nueveo,a la ecuacidén de Poisson,

Entonces las ecuaciones (IV.22) y (IV,23) son ahora
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%2 A+Vx(VxA)=ﬂTZQ 3510'1(‘ clv |

)

-vzdl a L'FTZ Q‘p’erYrd%o (_V_.Al = 0)
i} (Iv.31)
Igual que en el caso general, Y = (8, Al) y la ecuacién (IV.4),
que es una ecuacién entre cuadrivectores, no es mas que las ecuacip
nes (IV,31) escritas en forma compacta, Y,3 y/A\.l son los dados
en (IV,27),
A A
Siendo nulos /\2,-A3 la expresién (IV,18) se simplifica, igual
que ocurrfa en el caso en que sélo se conaideraban perturbaciones
electrostéticas; Iluego se transforma g -(IV 18)'en (IV.30), usan-
do para ello (IV.29), (IV,26) y la prlmera de las ecuaciones (IV,31).
Esta aproximacién, de despreciar la corriente de desplazamiento,
ha sido muy usada para discutir casos més generales que el de
Newcomb, en los que la funcién de distribucién fo puede depender,
ademis de la energfa, de otras constantes de movimiento, como el
momento angular canénico, pudiendo incluso ser el plasma no-homo-

(2'5). La hipétesis f, = f,(E) 86lo la hemos usado para es-

géneo
tablecer (IV,29), por lo cual las modificaciones que debemos ha-
cer en nuestro tratamiento para discutirioste caso mfs general son

mi{nimas.
Usando (IV,14), que no implica ninguna hipétesis sobre f,, en vez
de (IV.,29), se obtiene de la expresién (IV,18) de (szn), en el

A

A
caso que sea /\2 =-A3 = 0 (como ocurre si se desprecia la corrien




te de desplazamiento)

K _|[{(w | i) |2 - ¥ 2
P TEEALT [ i
T i (IV.32)

La condicién termodindmica 527\ 0O para este (ﬁzﬂ), es idéntica
a la condicién de estabilidad hallada por Seyler y Lewis, para un
' (5)

plasma de Vlasov con varias especies en base al método de la

*funcional de dispersién", sin usar argumentos termodinidmicos.(En
especial, la ecuacién (70) de Seyler y Lewis(5) coincide con
nuestra ecuacién (IV.32)),

Por otra parte, la ecuacién (IV.15), que puede ser de utilidad pa-
ra el estudio de la estabilidad,;sé §§cribe ahora (siendo

A

A
A, s A-3 = 0), supuesto Im (w) # O

s ¥ Y o (WD
r K r \}‘r-”‘ |z
(IV,33)

donde, para establecer la primera igualdad, se usé (IV,14).
La ecuacién (IV,33) coincide con la ecuacidén (69) de Seyler y
Lewis (5).
Si suponemos por simplicidad que hay una séla especie de particu-
las, siendo ahora f, = f, (B, Pg) donde Py es el momento angu
lar canénico (y E es la energfa), es posible generalizar el'prin

cipio de energfa® dado en (IV,30), si despreciamos la corriente

de desplazamiento, y adem&s suponemos una funcién de distribucién

119
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tipo "rotor rigido" f, = f,(E ~NPg). (Se supone el plasma con
simetrfa de revolucién alrededor del eje 8 ; siendo © el 4&ngu
lo de giro alrededor de dicho eje.)

Serd entonces

fo - fO(HO -Me) ; .3_{2 = B_fg
oPe - ‘n’auo (IV.34)
Usando (IV,3) y (IV.34) se tiene
()L',. - -KQ)
K = 3
r a‘ﬁ"“(ape = fr g—-ﬁ“ ‘U\u *p'r Bf (1v.35)

S

Segdn (IV.3), la derivada de‘w’r respecto del &ngulo © es
igual a (1) veces W(}; luego, 51'1“; tiene una dependencia
angular ~ eime , es '{ = m,

Serd ahora
Z. X xr Z X Xr+R'D'Z l—\‘ \‘ (IV.36)
r

r

n"lff

y usando (IV.33) y (IV,.35), resulta de (IV,36)

¥, _ ¥ - 3 r*r
Zr)%fxr Kr -Zr -(.a—fbs“:rxrg'r -Sd"d %I—ﬁ;ﬂ

(Iv.37)
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El resultado (IV.37) que acabamos de obtener es el mismo que obtuvi-
mos antes,en (IV.29); aunque las hip6tesis hechas enambos casos (y
las formas correspondientes de obtenerlo séan'diferentes.Puesto que
la expresién (IV,37) no es otra que (IV.29), es posible ahora repetir tex
tualmente el razonamiento hecho en el easo anterior, en que era
fo=fo(E), obteniéndose una ves més (IV.30L As{ pues,la relacién (IV,0)

es vilida también si en vez de ser fo=iB(E)es, ahora, f,= fo(E-Iyﬂ)

(siempre que se desprecie la corriente de desplasamiento); lue-

go si la funcién fo(E'), donde K = E-P es monétona de-

)
creciente en su argumento E' , hay estabilidad. Esta generali-
zacién del teorema de Newcomb puede obtenerse también(2) sia
guiendo el método planteado originalmente por Newcomb para esta-
blecer su teorema(l’27 ) basado en una analogia formal y cualita-
tiva con la Termodindmica del.Equiiib;id (o Termostdtica) : Se
define formalmente una %energfa libre®™ generalizada, por analo-
gfa con el caso de equilibrio termodindmico y se la minimiza, su-
jeta a ciertos vinculos dinémicos, dados por constantes de movimien
to.

Aunque la deduccién en s{ del "principio de energfa™ correspondien
te a cada caso,por este método de Newcomb, sea rigurosa, no lo es,
en cambio, su justificacién termodindmica; ademéds la aplicacién

de este método a los distintos casos es muy laboriosa y poco sis-
temitica. Como luego veremos, este método ha sido aplicado al es-
tudio de plasmas inhomogéneos con una especie iénica con radio de
Larmor grande‘ ("haz®) y otras especies (de electrones y eventual

mente, iones) que pueden ser tratadas en forma fluidf{st:ica .(espe-
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cies "frfas"), por Sudan y Rosenbluth(1) « Luego nosotros deduci-
remos los resultados b4sicos de estos autores'a partir de nuestro
criterio general de estabilidad (62",‘0), en una forma menos la-
boriosa y mis sistemdtica.

Existe una analogf{a sorprendente entre el método de Newcomb de
construccién de vfnculos con constantes de movimiento y la formu
lacién de Levine de la Termodindmica Irreversible, basada en el
anfdlisis de la "sorpresa" o ganancia dQ informacion (usada también
por Schlégl(za)) y en el uso de vinculos dinémicos(zg'Bo'al).
Seguramente ambos métodos deben estar emparentados, y debe poder
se justificar el método de Newcomb en base a un'anélisis de "sor
presas" como el de Levine. Pero el método que aqui usamos es mis
sistemdtico. o |

Es interesante notar, que, en un cldsico trabajo sobre estabili-

(32)

dad magnetohidrodindmica,Chandrasekhar y Wolt jer mostraron

la equivalencia, al menos en un caso simple, de un andlisis basa
do en el principio de minima disipacién (y luego, en la Termodi
ndmica Irreversible) y otro tratamiente, basado en una analogia
oon la Termostitica, totalmente similar al método de Newcomb an-
tes mencionado. En trabajos posteriores, los plasmistas han opta
do siempre por este segundo método, olvidando el primero, que es
el que aquf desarrollamos,

(1, 2)

Como ya dijimos Sudan y Rosenbluth han construido un prin
cipio variacional para la estabilidad de los plasmas con radio
de Larmor arbitrario (o dicho mds exactamente, de un plasma com-

puasto por un haz energético de iones de radio de Larm.r grande,
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y especies frias que pueden ser panto iones como electrones).

(5, 6) usando el método de la "funcional

También Seyler et al
de dispersién™ y el modelo de "Vlasov-fluido®™ (que hemos discu-
tido en el capftulo II), han realizado un estudio variacional de
los plasmas de radio de Larmor grande.

En lo que sigue, usando nuestro método termodindmico (basado en
la Termodindmica Irreversible), estableceremos un criterio gene-
ral de estabilidad (para lo cual usaremos, también, el modelo de
Vlasov-fluido); del cual deduciremos los criterios de estabili-
dad (y principales resultados) de Sudan-Rosenbluth y de Seyler

et al.

El modelo de "Vlasov-fluido? ha sido-discutido en detalle en el
cap{tulo II, y se aplica‘a ﬁnﬁpiaéma éon'iers energéticos, dera
dio ds Larmar arbitrario, tratables por la ecuacién de Vlasov, y
elactrones frios, considerados como un fluido sin inercia (y sin
presién). El plasma tiene simetrfa de revolucién alrededor del
eje 2z y se estudian perturbaciones de baja frecuencia (por lo
cual se desprecia la corriente de desplazamiento). En general se

supone que la uUnica coordenada no ignorable es la radial, y se

usa una "medida™ tal que

i
e e

(5.8 =00 a =ExBy; 4 =VE ;o u

(IV.38)

donde u es la velocidad y E_ - @l "deaplazamiento™ electréni-

co (5,6,2,2122, 33) « Las ecuacionesb4sicas del modelo, cuya
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deduccién ya hicimos en el capftulo II, son la de Vlasov (IV.20)

para los iones y

A% =jd3g 25 3zQ[E+

Me 2% |
(IV.39)
donde, por definicién
A . L
/}__-E =L (EXEO)X[!X (Exg.,)]’f[ztxlx(bgoﬂxgo} T
]
eoon [Rie)e 22 (bxp)] - 8 (Jadv v oI [Tx (Bpy)] +
+ &5 BxB)xBo . (ng2foddv) . (1v.40)

Mc

Aquf § = P es el impulso canénico de los iones, H es el ha-
miltoniano dado, en funcién de P , en (IV,21), siendo su per-
turbacién a primer orden el H) de la expresién (IV.25), con

Vo definido como en (IV,21) , Resulta ser H; = J, E_; luego
sl se identifica a Y con E_ y a 3 con J , H; adopta la for
ma (IV.5), entendiendo que el producto (31’) que allf aparece
es el producto escalar (g.‘ﬁ). Ademds, la ecuacién (IV,39) pa-
ra Ei es de la forma (IV.4), si Y- 5_, y se procede a desa-
rrollar f; como en (IV,1), con lo cual la ecuacién de Vlasov

(IV.20) para los iones se transforma en las ecuaciones (IV.2).

Para identificar (IV.39) con (IV.4) es necesario hacer la descom-




A
posicién de {}

Axe A 544 5 A
=°— =1°'- - =

?i (IV.41)
donde /\1,112,-A-3 son los operadores presentados en (IV.L4),
Comparando (IV,41) con (IV,40) resulta ser

A A .
A Lo, A = Qno . 3
= 0 .‘g .:0 _E_XQO : __1._ :'];T{(Vx )x[VX(ExB )]

[T RE g pJea ng[UELE )+ Sy (z@o)w] o fox(Ex ,)]
Cc

( ng = jf°d3vo I P Q_Y!o"rodB"o ) (IV,42)

Se ve directamente que.f\z es antihermitico y /\l es hermitico,
con el producto escalar : |

515> <[ 1.3y

plasma

que es un caso especial del producto escalar definido en (IV,3)
(y empleado en (IV,11)),
Ahora podemos aplicar la teor{a general antes desarrollada, que con
ducfa a la funcién de Lyapunov termodinémica (gzn) dada en (IV.11)
6 (IV,18), pudiendo ademds usarse como ecuacién auxiliar a (IV,15)
6 (IV.13)., También es posible expresar los coeficientes X ., en
funciédn de E y w, por medio de (IV.14), lo que nos permitir4
simplificar la expresién de (Szﬂ).

Asf,se obtiene récilmente, a partir de la expresién (IV,11) para

i<
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A
(52W), recordando que /\3 3.0 y haciendo un an4lisis de Fourier

en el tiempo

g2 <[54 I LAPR z‘“———-————z‘fﬂr".‘i‘f
plasma
(IV.4L)

Ademds, de (IV,15) resulta si Im (w) #0

R LR (a, #4,5) -

- 2
l)lr vl plasma

(IV.45)

Las ecuaciones (IV.44) y (IV.45) fueron halladas por Seyler y

Lewis(5), an el caso particular de que sea f = foﬂE), para el

(5)

cual se tiene

* A
25w =Jd3xd3§ ( 4fo) 1g._§_|2 -dex ‘5_1_\ .2 0=
dH, =1
plasma
*I\
- K 2 3 A
= Z_IKWI. \g.})\ -fd x 5.0 5_ ) (IV.46)
r Mr plasma
donde la dltima ipuwaldad es consecuencia de que, por ser £, = fo(EL
es
af
. dfo (—2 =z 1! (E) )
S . s — H o
Ke = £0 () fhp = G5 Fr dit, (V.07

y donde!5) SW es la energfa magnetohidrodinimica

s



x
Sw = - %Jd:‘x 5.3

IE b—iT{(y.xgon[zxtixs.,)]{!*!x@x.a.g]x_ao’j E.Y p,
(IVeLs)

La presién iénica P, 8e calcula con la expresién(5)

Po = %‘deV Mv2r

Luego, (IV.4i4) se escrive, en este caso

% = [w] Z Ky l%l" :>||z 25w (IV.49)

Una expresién equivalente a (IV,49), pero que es vilida también

para perturbaciones que varfan en el tiempo en forma arbitraria es

X,
5 241 :jg:;iiz&:

A
Usando la expresién de /\2 dada en (IV,42), (IV.45) se escribe

. (Iv.50)

Z Kr|<l\w;‘ |-‘-’-°§>‘ 2+ 1 8 Xd’! n,(;) E*o (ﬁxﬂo) =0 . (IV.51)

VLr = 'lzﬁ ¢ ~ plasma

Las ecuaciones (IV..49) y (IV,51) coinciden con las ecuaciones (53)

(5)

y (54) de Seyler & Lewis e 31 se cumple la relacién (IV _47) por ser

£, = £ (E) s+ vy si ademds vale la condicién de Newcomb
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£1(E) = %‘f_z Lo (IV.52)
el requerimiento adicional de que sea 5 W> 0 (en toda perturba-
cién)es, ahora, una condicién suficiente de estabilidad. En efecto,
de (IV.47) y (IV,.52) resulta que (Kréur)~S0; luego, la condicién
termodindmica de estabilidad $2ﬂlSO , donde (jzn) se da en

(IV.49) 6 (IV.50), se reduce a $W ) O,

La condicién de estabilidad de un plasma frfo (con radio de Larmor
despreciable), que puede tratarse en forma maegnetohidrodindmica es,
justamente, Sw),o.

As{ pues, si el plasma con radio de Larmor. grande tiene una fun-
cién de distribucién fo(E) que cumple la condicibn de Newcomb
(IV.52), la condicién magnetohidrodinémica $V> 0 'es suficiente pa
ra la estabilidad.

Si se supone, ademids, gue todos los /“@ son no nulos bﬂ; #£0), 1a
condicién Sw),Oes también neceSaria(S! Para probarlo, notemos pri
mero que si para una perturbacién es inicialmente 52?[= 0 , esta
igualdad sigue valiendo en todo instante (por ser 52'n = 0) vy, ade-
més, de (IV,13) se deduce entonces, que se cumple, para esa pertur-
bacién, (IV,45) 6 (IV,.51), por lo cual esta perturbacién satisface
la relacién de dispersién (la cual se sigue de que sea 62?]= o,
conjuntamente con que se cumplan (IV,49) y (IV,51) (5)).
Entonces, toda perturbacién para la cual sea inicialmente 52n= o,

puede desarrollarse espontineamente (ya que cumple la relacién de

dispersién ).

.

-
a~



Ahora bien, si para alguna perturbacién es Sw <0; como Sw sélo
depende de E pero no de los 8 r (o de sus derivadas temporales),
los valores iniciales de estos 31. pueden elegirse arbitrariamen-
te (sin que ello modifique el valor de SW); luego, eligiendo con-
venientemente los Xr es posible, si los correspondientes M, son
no nulos, fijar los valores de los 31. » Ppor las ecuaciones
(IV.2), de modo tal que'se anule la expresién (IV,.50) de ($2W);
esto es asf por ser §W<O0, y (M Xp) SO

Luergo, cuando los }L, son no nulos, basta que haya una perturba-
cién en la que $w <0, para que sea posible elegir los Xr inicia-
les{(en dicha perturbacién) de modo tal que el plasma sea inesta-
ble frente a esta perturbacidén; o sea que la condicién 5 W>0 es
necesaria para la est.abil:i"dad. (Se supone v4lida (IV.52).)
Alternativamente, 8i- se supone.que los /ﬂ'r forman un continuo
sobre el eje real ( 1o cual es una hipdtesis razonabl e), siendo

en general (W;. |_J_.E>#O , 8@ Ve que la unica frecuencia real que
puede ser solucidn de la relacién de dispersidén es w = 0 ; es de
cir, que de que sea Im(w) = 0 , se deduce que también es

Re(w) = O , En efecto, pues cubriendo los/ll.r un continuo sobre
el eje real, si w, es una frecuencia real no nula, existiri, en
general , un }Lro tal que }Lro = w, (que corresponderf a r = rys
Se supone Que entonces (’Wrolg.f) # O). Ahora bien,si wo £ O,
la frecuencia real w = w, no es admisible, pues al incluir la su
ma que aparece en (IV.49) al térmimo con r = r  , se ve que la
expresién de (Szn) es divergente para w = w, .

Luego, la vinica situacién posible de estabilidad marginal (es de-
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cir con Im(w) 0 ) es la de frecuencia nula (w = 0); para este
caso, en que W = 0 , las fuerzas giroscépicas se anulan y luego
para perturbaciones con w = 0 , 1la condicién ﬁecesaria y suficiepn
te de estabilidad es §21 <0, Pero si no hay A, nulos (/. # 0),
y w =0, la expresion (5270, dada en (IV.49), es esencialmente
igual a (4W), cambiada de signo, y la condicién 52"(\(0 equivale
a W2 0.
Por lo tanto,si todos los /“'r son no nu}ll.os, 6 W2, 0 es condicién
necesaria y suficiente de estabilidad frente a perturbaciones con
|w| pequefio; y, puesto que 5\1 no depende de w, {)W 7 0, es con
dicién necesaria de estabilidad para toda perturbacién, Este resul-
tado habfa ya sido establecido antes, por otro razonamiento. Por
otra parte, ya 8e vi§ que si vale (IV 52). la condicién sw>o0
es suficiente para la estabilidad Eatoe result.ados coinciden con
los de Seyler y Lewia(”, quienes han realizado un detallado anéli-

sis de la estabilidad, para un plasma como el que ahora consideramos.

Si para algin r, es ("W’ro i.;_) = 0O basta, para poder generalizar
el razonamiento anterior a este caso (y probar que es necesario,
para la estabilidad, que sea $W>/ 0), considerar 8s6lo perturbacio-
nes con Xro =0 (y w f,“«,.o . En especial, si para algin r,
es /’L ro =V » Ppero es simultdneamente <’Wor°| Je §> = 0, 1los dos
razonamientos anteriores que prueban la necesidad de W20 pue
den generalizarse fdcilmente . (En especial, de (IV,2) se sigue que
xf‘o = 0, cualquiera sean § y Xro)

En el caso de que haya algin r, , tal que sea /Lro = 0 pero

<'-W‘ro| i.E) # 0, las deducciones anteriores fallan.

¥ T T U Gh R G SR GE GE O OB B aEe e
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Pero, si se define ghora

gwr z gw - Lo )W | 0.D))2 (1v.53)

se tiene (de (IV.L9) é (Iv.50) )

.San |w|2 Y /'f: |l<}:r \-legz‘z - 2w - Z X xr S

rpr, !‘i‘l‘o

(IV.54)

Usando (IV.54), en ver de (IV.49) & (IV,50), por razonamientos
anflogos a los antes realizadoa, supuesto que vale (1iV,652), se
prueba ahora que @ SW' es condicién necesaria y suficiente
de estabilidad. (As{ por ser (Kréur 0, como se deduce de
(Iv.52), se ve que WD 0 implica $2¢t<b y se deduce que
$W'> O es suficiente para la estabilidad; asimisma, usando 3 W'
en vesz de ﬁw, puede repetirse, en forma casi textual, cualquie-
ra de los dos razonamientos antes desarrollados, para probar la
condicién necesaria de estabilidad; que ahora es § W'20.) El

(6)

resultado coincide con el de Seyler y Barnes'“’, quienes discu-
ten en detalle una situacién de este tipo.

Un anilisis similar al que acabamos de hacer en bs.:: al modelo
de "Vliasov-fluido", puede 'hacerse, usando las ecuaciones (1V,32)
y (1IV,33), para un plasma con varias especies de Vlasov(s,. En
este caso, sin embargo, no es tan f4cil hallar una condicién ne-
cesaria de estabilidad, De (IV,632), se ve que, una condicién su-

ficiente de estabilidad, es8 que



128

X A
(Vp) (P %) KO 5 Sd3x(Y-AfB )20 (Y= (41, A))}

plasma

(IvV.55)

En particular, si para toda especie p es fgp)a fép)(Hép5 , la
primera de las condiciones dadas en (IV,55) se reduce a la condi-
cién de Newcomb (IV,52) para cada especie, Silal se da en (IV,27),
la segunda de las condiciones dadas en (IV.55) est4 asociada a la
energfa electromagnética; si el plasma es homogéneo (e infinito),
caso ya discutido, esta segunda condicién (IV,55) se cumple auto-
miticamente. Una andlisis detallado del problema de estabilidad de
un plasma descripto por (IV,632) y (IV,33), ha sido realizado por
Seyler y Lewis, quienes han obtenido la condicién §ufic1ente de es
tabilidad (IV,655), ademds de una condici6ﬂ ne;eéaria y suficiente
de estabilidad de més diffcil formulacién, que aqui no reproduci-
mos por Sencillez(5). En lugar de (IV,32) y (IV,33) puede usarse

equivalentemente la relacién de dispersién del problema, o sea la

nulidad de la funcional de dispersiénb(s), dada como

A s(‘f\f\l‘i’> -Id)x S} 5 S(p) s}:étf -/*r)x,.l('if,.lgr)lz
fo r

Xa
A
(CYIAY) = fas<l¥ Ax]) (1V.56)
plasma
La igualdad A = 0 se obtiene trivialmente, anulando (527), de la
ecuacién (IV,32), y restdndole (IV,33) multiplicada por la frecuen

¥
cia conjugada w, Para verle, basta notar que
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e kN T 12 k,.""KMI.?_Y)Iz -
L et P TR

=Z ACAFRAES (IV.57)

VTS

Anflogamente, en el caso de "Vlasov - fluido", la funcional de
' (5)

dispersién A , que dan Seyler y Lewis » Y que debe igualarse

a cero, se obtiene restando (IV.45), multiplicada por la fre-

cuencia w , de (IV,44), siendo entonces

pGIADGIAS Y 60614 DI

as

.

(IV,.58)

y donde, en vez de (IV.57), debe usarse ahora que

R (¢ AR R o NP TR N
;fr T Zhu 2. 5|

DA VAT I s (4" PR
Z O Z e =T

(IV.59)

(los productos escalares se definen como antes). Nétese que de
be usarse E =—iq§ para obtener (IV,58), en la forma descrip
ta, Si el primer miembro de (IV.45) se desipna con r , la "fun-

cional de dispersién” a) , dada en (IV,58), es
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Az §27-wl (1v.60)
Como para el caso de ™Vlasov -fluido”, (IV,13) se escribe
Re (w) §27m = |w|2 P | (1v.61)
de (IV,60) resulta
Re(d) = [Im(v)jzp/ih(ﬂ y  (Iv.62)
donde se usé que r y Sz’Yl son realoa‘. En consecuencia
Re (8) = [Im (w)]z ($%n) /Iwl2 . (Iv.63)

Las férmulas (IV.58) a (IV,63)}, que se acaban de .establecer para
el modelo de "Vliasov - fluido®™, se han"g.édupigio ;sin hacer hipéte
sis sobre la funcién de distribuciéﬁ (en Particular no se supuso
que la fo 86lo dependiera de E), por lo cual va];\en cualquie
ra sea ésta. En cambio, si se usé,por ejemplo,que A3 =0,
Puesto que la relacién de dispersién del problema es Aso (don
de & se df en (Iv,58) 6 (IV,60)), se ve que Re(d) = 0 vpara
cualquier perturbacién tipe "modo normal™ que evolucione segin
las "ecuaciones de movimiento" del problema; equivalentemente,
si la perturbacién es tal que 52'& = 0, 0 lo que es lp mismo,
tal que Im(w) 52"]= 0; debe ser, por (IV‘.63), Re(d) = 0, Ade-
m4s, si Re(w) =0, de (1V',63) resulta también que Re(4) coinci-
de con 527[. Luego, para Re(y) = O, al menos, el sirno de
Re(d) es el mismo que el de 521[ « 3i ahora considero un ti-

po de perturbacién, frente a la cual el plasma es estable, y que
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por lo tanto no puede desarrollarse espontineamente en el plasma,
no debe haber ningdn w complejo con Im(w)> O que satisfaga
la relacién de dispersién B8z 0, Lyego si se fija Im(w) = ¥
(siendo %> 0) y se varfa Re(w) de -00 a + 00, 4 no debe
anularse, para que el plasma sea estable, Upa condicidén suficiente
para que esto suceda es que no se anule HKe(A) , 1o cual implica
que AR = Re(4) no debe cambiar‘ de sipgno si Re(w) varfa de

- 00 a +0o (con Im(w) =X>'O, fijo). Pero si Re (w) = O el sig-
no de A’R coincide con el de (42n); luego, si se cumple la con
dicién termodindmica de estabilidad, § %n<§0 (que asepgura la esta-
bilidad del plasma), el signo constante de A‘R (para asepgurar que
AR nunca se anule) debef_"sa_r' negapivo.l '

) . ' L .
Por lo tanto, una condicién suf_'icieht.e‘de‘ estabilidad es

Agzred) Lo (IV._64)

donde el signo de igual &86lo puede darse en el'caso mrginal, con
w real,

En realidad, la condicién (IV;6L) es equivalente a la condicién

termodinémica de estabilidad 42M<£0 , ya que (IV:63) asegura

que (%27m) y AR son del mismo signo (si ambas son no nulas).

As{ pues podemos usar comocondicién suficiente de estabilidad, en

este caso, ya Sea 52‘7[\(0 , © bien (IV.64),

Nétese, de paso, que toda perturbacién con Re(w) Z O y 32‘7 =0

se desarrolla esponténeamente, pues de § 2M=0 'y (IV_63) re-

sulta Re (4) = 0, 1lo que junto con Relw) £ O, 52-’7 =0 vy
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(IV,60) implica que tambiéﬁ debe ser' "= 0, y luego ,

Im(8) = 0 , satisfaciéndose la relacién de dispersidén para la
perturbacién en cuestién.
Ahora vamos a comparar nuestrOS'resultadQsléon los de Sudan y
Rosenbluth(l’ 2), quienes han realizado un estudio variacional
de la estabilidad de un plasma inhﬁnog&nea; con una especie ié-
nica de radio de Larmor arbitrarIO'que;debe tratarse por la
ecuacién de Viasov (se supone que estos iones energéticos for-
man un haz) y un plasma residual frfo, tratable como fluido,
que esti compuesto de electrones y, ocasionalmente, también de
iones frios, Egte modelo es, pues, muy similar al de "Vlasov -
fluido", discutido por Seyler et al as{ . como también por nosg
tros, en las péaginas anteriorea de esta Teais. Sudan y Rosenbluth
han supuesto que la funcién de distribuci6n de los iones del haz
es tipo "rotor rigido®™ fg = f,(E -jlhe), 0 sea que satisface
(1V,34), teniendo el plasma simetrfa de revolucién alrededor del
eje z, © es el 4ngulo de giro alrededor de este eje, Vale
entonces (IV,35) donde, si la dependencia angular de los 7“; es

ife

A e , Tresulta R—s 2 .

(1,

Las ecuaciones b4sicas del modelo son, 2) la ecuacidon de Via-

sov para el hazs y una ecuacién fluidfstica para el "desplazamiento"
i . En el caso en que sélo hay electrones frios, g_ es el despla-
zamiento electrénico, y la ecuacién que le corresponde no es otra
que la ecuacién (IV,39) del modelo de "Viasov - fluido" (con

A dada en (IV.40)), Ep este caso, las ecuaciones de Sydan -

Rosenbluth son idénticas a las del modelo de "Vlasov - fluido".

En el caso que haya Lanto iones como electrones frios, el desplaza



L 0

miento del plasma frio _E » cumple la ecw cién (15 2)

-1 : ' |
nMi % = Lny, o S a B {TaTx(Exp ))xE, )+

s Lhafrxiing)] - 3 gxm -Ty (1v.65)

donde el fndice b se refiere a los iones energéticos del haz,
el i  a los iones fr{os del plasma; %y es la presidn,a pri-
mer orden, del plasma frfo , que se supone varfa en forma adiabj
tica, Jp4 es la corriente del haz iénico a primer orden, dpo
es la corriente del plasma frfo a orden cero; ademis se supone
que no hay campo eléctrico a orden cero, E, = 0; y se elige la
"medida" dada en (IV,38), Usandé‘lg.epugcidn de Ampere a orden
cero, calculando explicitafentb lblz' y recordando que se asu-
me E = 0; se ve que si /A se define como en (IV.40), (1IV,.65)
puede escribirse

ny Mi %’ &d}g J fl -V‘pi (J = Q_b (b) )
c
(1v.66)
donde la velocidad a orden cero !o(b) para los iones del haz
se define, en funcién del impulso canénico i de estos,como

en (IV,21), Usando la variacién adiabidtica de 44, se puede
probar que SLP1 es el resultado de aplicar un operador lineal,
que puede contoner dorlvadas espaciales (pero no temporales) a

E_. Luego, si./\l_ y J\ son los dados en (IV,42), con
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>
|\
]
>
UYC

la ecuacién (IV.66) toma la forma

A

i}l.g_ oA B*'{_.\;-E =5d3f.«1f1 | (1v.68)

donde el 1&1 de (IV,68) es en realidad ji'l . En 12 que si-
gue, y mieEtras no haya lugar a confusién, notaremos /\ a
jA\'l vy A a ?\' ; cuando V9P, = O ambos conjuntos de ope-
radores son idénticos. La ecuacién :(IV 68) e8 aniloga a
(IV.39), y es del tipo (IV,4),

Luero,sustituyendo a (IV,.39) por (IV,68), es posible aplicar sin
mayores cambios la teoria antes desarrollada a este caso. El dni
co cambio notable respecto al modelo de ®"Vlasov- fluido", tal y
como lo discutimos antes, es que ahora j&3 # O, por la presen-
cia de iones frios. Si en cambio aé}o los electrones son frios,
pero no los iones, es nuevamente /\3 = 0 y se recupera el mo-
delo de "Vlasov - fluido" tratado antes.

Para hacer un tratamiento unifibﬁgo de ambos casos, discutiremos
el caso en que hay iones frfos, A 3 # 0. Basta poner Mj nj =0
formalmente ( y hacer oy 3 0) para obtener el caso de "Vlasov -

fluido™ con sélo electrones frios, ademis de los iones del haz.



Usando (IV.34), resulta que

-9f "
Vo fo = ﬁf (Mp X - Mpnre g ) (IV.69)

donde r es la coordenada radial, en c¢ilindricas, de una part{-
u .

cula del haz y ey el versor segin 6,

La solucién estacionaria f, de la ecuacién de Vlasov, satisfa-

ce en el caso general (f, arbitraria, E; puede no ser nulo)

v.¥ fo 4 1%9 (§o+1_"c_§ )eV,fo =0 (Iv.70)
b

Si ahora se supone una distribucién tipo "rotor rigido", vale

(IV.34) y luego (IV.69), y resulta de l»(Iv.7_0)
B, -2 (Bxe) | =¥ oy ;
Q nbO =0 ~ "¢ ‘o 29 = 4 pbo ’
Ny jf0d3v ; Pbg = %J‘(Mb vi)f ddv | (IV.71)
En el caso f, = f,(E) antes discutido, y que ¢3s el caso de
"Vlasov - fluido"™ que tratan Seyler y Lewis, valen (1V.69),
(IV.70) y (1V.71), haciendo formalmente L = O en estas ecua-

ciones. En este caso se sigue, luego de algunas cuentas, usando

la definicién de J dada en (IV.39), quefl5)

X
Sngda ar, fo ;. 3P = [an 3. Jond¥hy - BT 00) +

plasma

2
+ tz ng (ixy_o)xﬁo] ’ (IV.72)
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donde se ha obviado el fndice "b", y p, es la presién de los
iones del haz a orden cero (hemos vuelto, moment4neamente,a la
notacién que usamos al discutir el modelo de "Vlasov - fluido"”
de Seyler et al). Si ahora se usa la expresién (IV.42) de jil,
de (IV.72) y de la definicién (IV.48) de § W resulta la prime-
ra igualdad dada en (IV,46), obteniéndose la segunda igualdad
en (IV.46) de que sea fy = £ (E) (también se usé la primera de
las igualdades que se dan, mis adelante,en (IV.79}).

Si en cambio, volvemos ahora al caso de Sudan- Rosenbluth, en
que E, =0, f_ = f,(E -NnPg) , con A’i y A3 dados en
(IV.67), se deduce,en vez de (IV,72)

S dxdaﬂ_) | d. §\2= Qb jd3i§ [(5x_ao)x_o]nb} ¥

plasma

2 .
:f v 2
+ %112 S-d3xd3y(a_H.3).lr ge.(E x_Bo)| . (IV.73)

A
De aqui y de la expresién de j\'l dada en (IV,67) se obtiene,

en vez de (IV.46)
- of 2
2 Swp+ 26w, = Sd3x d3g ‘z—»ﬁ’ | 4. 5| Sd x(k. _1' .

plasma

bW, = b2 dedf |rge(§x§°)l , (IV.74)
2¢

donde Svup es la energia magnetohidrouiinimiea del plasma frio,

o sea la $w dada en (IV,48); salvo que ahora debe sustituirse

el término 21&.! pPo) que aparece en la expresién (1V,4R)
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de F (E), por Y_[E_Y Po +Xp;(_v_ . E)] | » siendo p, la presién de

los iones frfos del plasma que satisface
A pp = fAF"O‘; B, . (IV,75)

Como ahora 4 3 £0, se t.iene," én' vez de (IV.hh), la sipuiente

exbresidn para (52"1), ‘'que se cl:'edu,c,o f4cilmente de (1V,611)

5°m = j(‘EA §)d3x +j(§/\lg)¢31- Z K"“ 252 &

plasma plaama

+ w2 Z A FRNE (IV.76)
T e P '

. b i *
Usando H = @ Y que E_ = -iw_g,‘ asf como la expresién (IV.67)

de ;\3, resulta
: X, 2
$2m = - jw|? [ @xtigny 8124 [e%x G4 5 - y )’,‘-TEKV’H'Q‘
plasma plasma r

+ MZZ; |<“lfﬁl--§>||; (1v.77)

con

_df
Kefpr) = 532 0 - )%'9 (1v.78)

El criterio termodinidmico de estabilidad es, como siempre, 52'7(\40,

o equivalentemente, $C>0, Esta es una condicién suficiente de

estabilidad (como ya sabemos), que, segin veremos, coincide con la
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hallada por Sudan y Rosenbluth(l’ 2). En otras palabras,el crite-

rio de estabilidad de Sudan - Rosenbluth, se reduce al criterio
suficiente de estabilidad 802:0, que es equivalente a nuestra
condicién termodindmica § 2‘}150.

Usando (1V.78) y las igualdades

[ axa% G132 = g Rro) KW | 2.3

wl? ‘ir.K'w’r'i-E)_\E = Xe|Wrla.E )2
o Ll Ly eias)

E— o p [zRé_) -}tr]KW |i-§>|2 s o s B Rfy/aH,) N
r |)Lr - w | : ‘

(IV.79)

resulta, de la definicién de §C, dada en (IV.77) y de las expre-

siones (1V,74), que es

15C = [w|2 (3M = $G) + Re(w)BO0G + 2050 +5W, +$wp
2

(1Iv.80)

donde

§M = %deg(ﬂiMi)\i_\z

)O Wr §
ced L GlQelany:

Qb S 3% 43 (3foy .
202 dx"g‘%' 3H°) H



L3y
§J = 1("‘b )j dt h(w)jd%mf (g dg/dt - gdg/dt)(éfo/aHo) ;
t
g sS dt'(s_.xox_f.!o) . (Iv.81)
-00
En la dltima integral ¥y, = !gb) es la velocidad a orden cero de

los iones del haz ; resulta

arfae = 1(fy - wg = §xlPh B, =gt by (v.e)

donde J, definido en (IV.66), es el operador corriente (que
aparece, por ejemplo, en |< |J L5 )
Para deducir (IV.80), se usé ademés que

[Re(w) - ‘<1f l Jde £5| 2 2 * * o
L G w0 IL)L}t]-'W' 2 2 1 Joaad - WD)

{Z (?-f-e) Retw) - P IH<H R a . '5>|‘°'}
o |Fr - wl?

- 2 Im(w){Z (gﬁ? [“""}If"{]‘qw 3. 5F } ; (1V.43)

de donde, se deduce para la §J dada en (IV.#1) que

S Ga DetefallChl Lo . v

Esta relacién es de utilidad en la deduccién de (IV.80) .
Nuestro criterio termodindmico de estabilidad ($2ﬂé0) coincide

entonces con el criterio suficiente de estabilidad establecido por
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Sudan y Rosenbluth (2, 1)

; nuestra notacién es la de Finn & Sudan.
En particular, la formulacién que aquf presentamos del criterio
de Sudan - Rosenbluth, ecuacién (IV,80), coincide textualmente
con la ecuacién (6.15) del trabajo de Finn & Sudan.

La "funcional de dispersién®, al estilo de Seyler et al, se puede

definir, si se desea, tamhién para el caso de Sudan - Rosenbluth,

obceniendose ahora

p2(s. A5G| & DA D j_‘ ‘f}” 2200

(IV.85)

que es una simple generalizacién de (IV 58) al caso en que
A

/&3 # O, no discutido por Seyler et al. Definiendo

X
5Lz ‘-1’ Qde3x Ny 2. (§XBy)
Swa = 1(w- Q) _h 5d3 a3 (3f°) g—g* ) (Iv.86)
p = 1lw- $ dv ! ’

se ve que la relacién de dispersién A= O del problema, se escri-
be
-w2iM - wil4 Swp+ $w¢,+$w' ) (IV.87)

donde se usaron (IV, 7A) la primera de las ecuaciones (IV.79),
las definiciones de 3, ‘M ‘Wp, AZ' SL y ademis que

Z (afo) K”‘:;,.I J !>| 1°§ Sd3 dde (Bf“) g <&

Sw
dt (w -¢n) .P
r

)
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asf como que, de (IV,35), se deduce

e - 0 Mo (hr - w) 2o+ (.,-em}ﬁ—g

(1v,88)

La ecuacién (IV,87) hallada coincide con la ecuacién (6.11) de
Finn & Sudan. Para frecuencias reales, (IV.87) se deduce directa
mente de (IV}}B). de la misma forma que, en el caso de "Vlasov-
fluido™, con /\3 =0, '(IVQIB) sé.reduce,'para frecuencias rea-
les, a pedir que saanuhlélA definido en (IV,58). Esto muestra una
vez mis la relacién existente entre la ecuacién (1V,13), que pro-
viene de anular la parte imaginaria de la potencia, aT", en el
formalismo de Lz-wenda(z?'),L con la relacién de dispersién, A= 0,
Pasemos a examinar, para finalizar la ecuacién (IV.15), gque pa-
ra ¢1 caso de Sudan - Rosenbluth, es

Sa3 (5% ‘) ) (ngmy) -9 “bo) g¥ (3xp )] =

plasma

- iz Ky KVr‘J S2 . 21{{£A- Re (W)I§G)+(59))  (1v.89)

- w|2

donde (SG) y (§J) se definen en (IV 81), y se usaron (IV,.84)

y (Iv,88),

La expresién (IV.89) coincide con la ecuaciédn (39) de Sudan

& Rosenbluth'l)
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CAPITULO V

ESTUDIO NUMERICO Y CONCLUSIONES

En este capftulo discutiremos una aplicacién numérica al estu-
dio de la estabilidad de un espejo magnético, en que la confi-
ruracién del plasma es tal que el radio de Larmor iénico es del
orden de las dimensiones del sistema.

Finalmente, analizaremos las conclusiones generales que se des-
prenden del trabajo presentado en esta Tesis.

E1 MIGMA (1, 2, 3, &)

es un espejo magnético, con simetrfa de
revolucién alrededor de un eje, en el que:se inyecta un haz de
iones de alta energfa enfocado de forma tal que el momento angu-
lar canénico de los iones del haz (respecto del eje de simetrfa)
sea pricticamente nulo, El haz iénico es un haz autocolisionante
en el eje del MIGMA, Ademés de los iones del haz, hay electrones
frios en el espejo magnético, lo que asegura la cuasineutralidad
del plasma,

El radio del plasma esdos: veces el radio de Larmor iénico, ya
que todos los iones deben pasar, en algdn instante, por el eje
del sistema.

Parece razonable adoptar, entonces, para este caso el modelo de
"Vlasov - fluido™, discutido en capftulos anteriores; con E, = O,
fo = fo(ex.eu, Pg); siendo f,, B, la funcién de distribucién

0’ 2o
iénica y el campo eléctrico a orden cero, y donde € =‘af€"es'la



energfa total iénica, siendo €| la parte de esa energfa asocia

da al movimiento paralelo al eje de simetria y €, 1la parte

asociada al movimiento perpendicular a ese eje, Py es el mo-

mento angular canénico de los iones (Pg = 0).

El campo magnético a orden cero B, deberfa, estrictamente ha-

blando, calcularse en forma autoconsistente con fo, siendo ade

més sus lfneas de fuerza sélo aproximadamente paralelas al eje

del plasma. Sin embargo, para el ‘estudio de muchas inestabilida-

des o3 posible asumir B, = Bo(r); donde 2z es el versor en

la direccién del eje de simetrfa, elegido como eje 2z, y r 1la

coordenada radial, si se usan coordenadas cilfndricas., Esto im-

plica asumir simetrfa de traslacién (adem4s de la de rotacién)

en la direccién del eje z; Luego, las constantes de movimiento
(de los iones) son la energia.E: » el momento anmular canénico
Pgy ¥y el impulso segin 1z, p, = Mv, = Mv, ; o equivalentemen-

te, siendo G:"= % vﬁ = gﬁ ’ se pueden considerar como constan-

tes de movimiento €_L ,€ i» Pgs por lo que se supuso

fo = f°(€l,€“,Pe)_.

El campo B, puede calcularse autoconsistentemente con fo(h), pe-

ro también se lo puede "modelar®™ (asumiendo que existen corrientes

(3)

externas), siendo entonces en forma aproximada

By =B (r)%; By(r) < B (1 -ar?); (v.1)

lo que simplifica el célculo numérico. Asimismo, con este mismo

fin, asumiremos una funcién de distribucién
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= [8(€-€,+2€) - B(€E-€, -nE)] @ (4P - |Pgl) &(€E)

(V.2)

donde ©(x) es la funcibén "escalén" de Heaviside, que vale 1

si x2 O, y vale O en caso contrario.

Para el estudio de las inestabilidades en acanaladura (flute, en
inglés)., en que k, = 0 , la forma de . g( €) es irrelevante,

Las ecuaciones b4sicas del modelo de "Vlasov - fluido™, a primer

orden, son entonces
A
‘.‘.—._' E :j‘d3g d £y = ZZ(I. jd3y _-lfw)r , (V.3)
r

que es la ecuacién para el delsblazamient.o' electrénico 5 donde

_5. {(VxB)x[Vx(g_xB)] LV_XVX(ExB)]xB‘}.y

° 2
+ % no(ixﬁo) - -é Jox[Z" (E"Eo)]“' S‘;z“o(.gx.l}.o) x B

B 20

i, >

(8- )i 428 (v, xB) (V.s)

aquf se usé que E, = 0, A, es el potencial vector a orden cero,
Q es lacargay M la masa de un ién, n, es la densidad idnica

Yy Jo 1la corriente del plasma, ambas a orden cero; y ademis la

ecuacién de Vlasov, escrita en la forma

%r‘* 1}err = 1Kr<wr| £.§> (fl -errW’r ; {albD §jd3xd§ n*b))

(v.5)

donde x es la posicién y S_ el impulso canénico de un ién, cu-



il s

yo hamiltoniano es

- 1 2 . . - 2
"o (£ -2 8)° = Hor Hy; My = Lo b “o'%"o
(V.6)

Se hLa elegido una "medida™ en que el potencial escalar es nulo, y

el potencial vector a primer orden es

A = 5 xB, (5. B, = 0) (V.7)

J
El potencial vector a orden cero, . _A_o, esti orientado segin eq -
Ademis las funciones Awor forman, en el espacio de las funciones de
X, §, una base propia de autofunciones del Liouvillano a orden
A

cero L,, con aut;ovalores.l-}lo re Luego es

A

LQW} = i}"’rVr > <Vrryr>=$i- r'

* . A

Z“Wr(z, ?.)Vr(z', §') = 5(x-x) 508 -¢r) (Lo =[ , Ho) ).

r

(v.8)

Si, como hemos supuesto, se usan coordenadas cilindricas, la depen-

dencia con 2 y © de las funciones W r es sb8lo por uu factor

~ expl(ik,z +im6), y si se supone fo = fol €,Pg,p,;), con

Pz = Mv, K. resulta ser

Kr=ﬁrﬁ+m?_.1:9+kza_{9. . (V.9)
d€ aPe Bp.

En particular, si kg = O, como ocurre para los modos "ilute",
y f, es la dada en (V.2), como €“= pﬁ/zu, € =€ . €” , Tresul-

ta de (Vog)
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- u df af
K_= _._°+rn o
fr 3€, ~ 3Py

aﬁz[ 5(€L‘60+A€) '$(€.L'€o 'Ae)] )
2€,

* 8(aP - [P 1) g(€); (V,10)

3f,

S -[6 (€ -€,+4€) e(€L-€.o-A€)]‘$ (aP - |P.|) gl€))

La aparicién de las 5 de Dirac en las expresiones de las deriva-

das de f, simplifica el cdlculo, ya que K, se usa como factor
en el integrando de una integral miltiple sobre '€J_, ST Pg (o, si
se prefiere, en € , Pgs pz), implicita ‘en ‘el fndice r, que es
continuo y miltiple. Este es el motivo de la eleccién de la f
dada en (V,2), ya que as{ se reduce la parte numérica del trabajo.

Las expresiones de los }"'r y las Vr son las sipguientes (6)

/"’r = n-n-o+ mwq + kz vq ;

imO+ik,z

Vr (E,Pg,Pzy T,6,2) = dré(E - E,) 5 (PG'PQ) 5(pz-po) °

0ot - mb(z) - K E(T)]

(v.11)

donde el Iindice miltiple r contiene los Indices continuos E,,
Py, Pos» kg ¥y los Indices discretos n, m;j dy es un factor de
normalizacién para ‘V,r(E, Pe, P,s T ®, 2), T es la variable

candnicamente conjugada a Ho ( o sea, el tiempo, medido sobre

la érbita iénica no perturbada), siendo (X es la coordenada ci-

liadrica radtal)



1hy

‘ T ro
T o
dt :"s':; T:jd’c';'rol-z—q—r:j‘_ dv =25 Q;
Vr o - Sy o rllvr|
T
o
wd:-l-—g (D_HQ.)d’t";
T, ) 9Py
L (® ¥
Vi <o dt (2‘2); e(T) =f dc'(?.l'.‘l) -wdT ;
o Pz '
T
3w = X av Moy Ly v ; (V.12)
o oP,

en donde vy = r » Y T} .Yy rp'son los ?puntos de retroceso”

de la érbita iénica, para loa cuales vf -.0. Claramente, T, es
el perfodo correspondiente a una érbita iénica sin peruurbar,llo
la frecuencia de ciclotrén, wq. la frecuencia de deriva. En nues
tro caso, en que A no tiene componentes segfin z, es vg = v,
(que es una constante) y :(f) = 0 siempre. Si §0 es el dado
en (V.1), A, se dirige seg@n ge , Y vale

(V)
A < 225(1 - % rz) e

. (V.13)
—o 2 2 e

Se tiene, obviamente

P, -Qra
v=l(ec °

8 Mr

- 2 2 .
A - t\[M (64.'%"9) (€°€.L+€l|) .

(V.14)
~
Observemos que 6(T) es el dngulo Y, en el instante T , descon-

tada la deriva (wy T},
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Nuestro c4lculo debe entonces comenzar,:por una determinacién nu-
mérica de la érbita de un ién del plasma, en ausencia de pertur-
baciones, para obtener asi los jardmetros de dicha érbita, o sea
Ny, wqg, etc. ; y ademds determinar numéricamente las funciones
r(7%), 5(*) que dan las coordenadas (r,8) en funcién del tiem-
po medido sobre la 6rbita,f? (0 y‘a .3610 sé diferencian en la
"qeriva™ angular wd'U). Esta érbita s'e calcula sélo en el pla-
no (x, y) o (r, 8), yaque 3= v, T ; .
Para la 6rbita,en el caso que nos interusa Pe‘i 0, en lugar de
usar coordenadas polares (r, @) , es preferible usar coordenadas
cartesianas (x, y ) a fin de evitar la singularidad de las coor
denadas polares en r = 0, haqiéqdo lﬁggo, éara éada T , el pasa-
je de (x, y) a (r, 8) para‘ﬁaliarzlﬁg;fugcion;s r(T), 3(1),
Asf, la 6érbita resulta'de integrar, en éoérdenadas cartesianas,
las ecuaciones de movimientp no perturbadas de un 16n del pla sma,
es decir las que corresponden al hamiltoniano Ho. Esto se efec-

tda, en forma numérica, mediante una rutina de integracién de
(7,8,9)

ecuaciones diferenciales basada en el método de Rynge-Kytta,

lo que permite calcular f1,, w,, etc. y las finciones r(T),

é(T); asf como los "puntos de retroceso" prj y r,, para los cuales
vp = 0. Valores intermedios de r y ® en funcién de T » que no
resultan directamente de’. la integracién numérica, pueden interpo-
larse mediante una rutina apropiada.

De(V',S) resulta (si ¥ .~ e~ivwt)
Kr = Kr <’wr ‘.'10 §> (V‘,].S)

(,Lr - W)
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Por otra parte, de ( V,3) se deduce

<§_.|-§_. §>-ZX,<L ElW> =0 (V.16)

Usando (V.15) ¢ (V.16), se tiene que la "funcional de dispersién"

del plasma es

ATE) 1 <EAL B -y Ko<l g|WD<W]y B>
- ~ (}Lr - W)
(V.17)
y que debe ser ( por (V,15) y (V;16) )
AG,%)=z0 (V.18)

La relacién de dispersién del pygsmg es entonces (V.18) 6 con tal
que Se especifique la forma de’ibs modos normales: E . 51 se eli-
ge una base del espacio de flunciones de X, {fe(x)} que satis
faga las condicione:» de borde del problema, basta desarrollar a

E en esta base para obtener la relacién de dispersién en forma
algebraica

*
Z AE@' 0(2' =0 Aee' EQZA(.S.. E ) : S_(-x-) :Z de fe(Z) > ‘
* x
¢ deLy¥ 3 ! e

(V.19)

Las frecuencias caracterfsticas del problema se obtienen como

rafces de la ecuacidén
det ((Bgg)) =0 . (V.20)
Ly matriz ((Agd)) es, en principio, infinita. Sy la base

{fe (5)} es tal que los modos il que son soluciones de (V_18).
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son funciones parecidas a las de la base (Lo que, en principio, no
se puede saber hasta resolver el problema), es posible lograr aprg
ximar ((8,4)) por una matriz de pequefias dimensiones, lo que per-
mite la resolucién numérica de (V.20) (buscando rafces en el pla-
no complejo), que da las frecuencias de los modos que se pueden
excitar en el plasma. Egtos se determinan,a continuacién, median-
te la ecuécién (V.19),

Para configuraciones con simetrifa cilfndrica, la base de funcio-
nes { fa(x)} que satisface las condiciones de borde correspon-
dientes y que se usa corrientemente en este tipo de problemasslo)
es 1a de las funciones dadas en (II.68),

Lamentablemente, en nuestro caso, al usar esta base, la matriz
((A¢e)) resulté demasiado grande para lés.fa@i;idades de.célculo
disponibles.

As{ pues, para poder resolver la relacién de dispersién del proble
ma hubiéramos necesitado una computadora que nos permitiera tratar
con matrices cubiertas (es decir, con element.os alejados de  la
diagonal); o bien encontrar una nueva base { fe(x)};tal que la ma-
triz ((Aef)) resultara mis tratable.

Ahora bien, no existe un criterio claro de como construir una tal
base.Por ello, se opté por recurrir a un cdlculo variacional, que
aunque menos detallado, es més accesible a las facilidades de com-
putacidén a nuestro alcance.

Como ejemplo de la potencialidad del método nos hemos concentrado
en estudiar la estabilidad de un espejo MIGMA frente a los modos

"flute" (kg = U), con m = 1. Dg estos modos elegimos un despla-’



zamiento rigido de la columna de plasma, por lo cual es

5_:\61:?-'.82;6; \61 .XO eie s Xz‘#ixl.’(vl.?l)

donde ¥ , es constante (no depende de r),

De acuerdo con lo vist,o‘en el capftulo anterior, una condicidn su

ficiente de estabilidad del plasma es que sea 527[ <o para cual-

quier perturbacién, donde (3%) es el exceso de entropfa defini

do en el capitulo anterior.

Ademas vimos que,en lugar de la condicién de estabilidad (520{ <0,

es equivalente usar la condicién suficiente Re (A) <0, siendo
A 1a "funcional de dispersién®™ dada en (V;l?).

La relacién entre §%€ z - Re(A) Y (-427) . la hemos discutido

en detalle en el capitulo ant.erior, asi como la posibilidad de

intercambiarlas como funcién de Lyapunov., Explfcitamente es

B S L Y VG L T & <§_,|?:xl.§_>)

Fr r‘——z (v,22)
fe=) K ‘{jj;_ ol Wl 5o _<5 |4, 5 (.23
donde es .
/},.‘5_ =f_§15_+ﬁ2§_ (Aﬁz. E =3 n (éxgo; ) (v.24)

A A

A

no incluyendo los operadores =1 {EZ derivadas temporales (5lpuno
puede incluir derivadas eapaciales), a diferencia de j=\, dado en

la expresidén (V,4), que s{ las incluye,

Lgs sumas sobre el fndice miltiple r 6 en (V.22) y (V_23) implican

integrales en Pg, 6“, e.L y suma en el indice n, definido en

Ey
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(V.11), En principio, también habria que sumar en m y k,, pe-
ro el valor de estos fndices se fija al elegir '5, que se da en
(v, 21),

La sumatoria en n deberfa hacerse,en (V.22) o (V,.23) desde

- a 400, pero en la pridctica esta serie se corta en algin n
finito. :-Los denominadores resonantes, dependientes de la frecuep
cia, que aparecen en (V,22) vy (V,23), inciden de distinta manera
en las funciones de Lyapunov (-Sz'q) y jf « Esta dltima tiene
un comportamiento menos divergente sobre la resonancia,debido al
numerador }" r = Re (w), y por esta razén usaremos la condicién
de estabilidad 8T o.

En la prdctica puede verse, evaluando la serie numléricament,e, que,
a bajas frecuencias, basta considerar sélo 1<;s términos con

Inj¢1 (n = 0,1, -1),

Nuestra condicién de estabilidad es pues §C> 0, con (53) dada
en (V.23), donde

A X a
Sd3xd3p ab : < 5_\ j:\ §_> =Jd3x(§.£. §_,~, (V.25)

plasma =

<a|b>

y la suma sobre r implica integrales en Pe,el, 5" y suma sobre
n,

A .
Reiteramos que /_\- es el operador presentado en (V.4), lo mismo
que J, mientras que Fr,wr son los expresados en (V.,11); Kp
se calculd en (V,10), y el %_ que corresponde a un desplazamiento

rigido se da en (V,21),

Todas las integrales necesarias para calcular §%¢ fueron hechas



numéricamente usando el método.de'Romberg(B’ 9), salvo las tri-
viales (como las integrales en ©, en pz o en &), que se efec-
tuaron directamente en forma anélitica. Alpgunas integrales numé-
ricas radiales (como la necesaria para. calcular < .| J. E>) se
realizaron integrando oﬁ la variable T, definida en (V,12),

en lugar de hacerlo en la variable radial, lo que simplifica el
célculo. Cabe sefialar que todas las integrales radiales se extien
den s8lo al volumen del plasma,

La expresidn t<1(}.|g, E>12 se tabulé primero, para distintos
valores de n, Pg y €, (<Wr| J. 5> no depende de €, ), y lue-
go, mcdiante interpolacién numérica, se hallaron los valores usa-
dos en el célculo de €

Luego de algunos pasajes algebrai‘qqs, ‘t puede expresarse en la

siguiente forma

' [k - e (w) ] -
$€ = A+ YA'+ VB Bs(w)+Z{KI U.Lr-Re(w)]z"'h“("") k

(V.26)

donde Y es el parimetro de Budker por unidad de longit,ud(ll)

del plasma, definido como
V= NQZ/ Mc?, (V.27)

donde N es el ndmero de iones que hay en un cilindro de plasma
de altura unidad, Q es la carga y M la masa de un i6n. Hace-
mos notar que K., dado en (V.,9), es proporcional a V .

La presencia del parimetro Y en los tres @ltimos términos de

(V.?6) 1indica que estas contribuciones son proporcionales a la
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densidad del plasma. En cambio, A es esencialmente la energia
magnética de la perturbacién, y es una cantidad positiva.

La forma (V.2) supuesta para f,, f la expresién (V.9) de K,
(con k, = 0), implican no sélo que la integral en €, (o sea, en
p,) de (V.,26) es trivial, sino que la integral doble €,y

Pg (todas ellas indicadas por la suma en r) se reduce,en rea-
lidad, a la suma de cuatro ihtegrales simples, que se efectuaron
numéricamente.

No escribimos aquf A, A', B, I. en forma explfcita, por ser

sus expresiones bastante complejas,

Si se toman frecuencias estrictamente reales, la expresién (V,206)
es divergente, por lo cual calculamos )ﬁ‘C para‘distintos valores
de Relw) = w. vy o = Im(w) pequefia, pero no rula, a efectos de
estudiar la estabilidad marginal dei MIGMA respecto al desplaza-
miento rigido (flute, k; = 0, m = 1) dado en (V.21).

Siguiendo a Sudan y Rosenbluth(lzl podemos afirmar que si 5(€>’0
al variar ‘wr en cierta zona de frecuencias, con o pequena y
positiva) el plasma es estable frente al modo en estudio en dicho
rango de frecuencias, aunque a frecuencias mayares podria aparecer
tal inestabilidad.

La frecuencia de ciclotrén iénica del plasma es wgj ~ 24 MHz y
la de deriva resulta ser wq ~ lO'zwci. Hemos analizado numéri-
camente la zona de bajas frecuenclas hasta w = 10 wyq~ 2-3 MHz,

-12

con 0 =10 "“w, i, hallando que en todo el rango es 5\€:> o,

lo que asegura la estabilidad frente al modo. El valor de o asu



mido garantiza que una eventual inestabilidad necesitarfa un
tiempo mayor o del orden de l/d ~ 109 segundos para desarro-
llarse, por lo cual no es detectable.

La causa de la estabilidad en este c4lculo es la pequefiez del pa-
rametro de Budker, que mra la configuracidén mis reciente del ex-
perimento Migma vale lO-L(Nﬂﬂlolzcm'h. ksto hace que la contri
Sucién magnetohidrodinémica A a la energfa 40 domine el cri-
terio de estabilidad. Sin embargo, tal circunstancia muestra mis
bien que el cdlculo realizado no es realista ya ue, primero, el
plasma es un caso extremo en lo referente a su radio de Larmor,
y no se espera de ninguna manera que sea dominado por efectlos
MHD., Segundo, el desplazamiento rigido que sufre la columna de
plasma pertenece a la categoria‘dg lqsninbercamhios de tubos de
flujo que no alteran la energia magnética, y que de acuerdo al

(13)

clisico analisis de Rosenbluth y Longmire son, por esta
particularidad, potencialmente peligrosos para el desarrollo de la
inestabilidad "flute™, ya que no necesitan energfa para alimentar
una variacién del campo magnético.

Lo que ocurre tiene su explicacién en la forma (V.1) asumida para
el campo magnético, Esta expresién sencilla se eligid por tener
suficiente simetria para que las érbitas, aun derivando en el pia-
no horizontal - y por lo tanto dando la posibilidad de separar
cargas, que es intrfnseco al modo "tlute" - tuvieran !ibertad de

movimiento en la direccién vertical. Pero dicho campo, que es

una modelizacién muy grosera, aunque conveniente, del campo mag-
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nético de un espejo simple, supone la existencia de corrientes
externas distribuidas en el seno del plasma con la ley (en unida-
des mks)

ext

d =LXxB, = 2uBsr (v.28)

g
Puede entonces demostrarse sin dificultad que la estabilidad ob-
servada es la resultante de una fuerza recuperadora de interac-
cién entre tales corrientes externas (inexistentes en el experi-

mento verdadero), y la corriente inducida por el desplazamiento

del plasma

ind

i =¥xq , Q-Y.*(EXQO) .. (V.29)

¥

S

Q
Si, por ejemplo, §_ =5 ex resulta

ind - 2uB b gy | (v.30)
Luego, si E> U, las corrientes (V.28) y (V.30) son antipara-
lelas, y por lo tanto se repelen, en el semiplano x> O. Lo opues
to ocurre para x< O. Es decir, el plasma estd anclado a los con-
ductores externos, efecto que enmascara completamente al mecanis-
mo del modo "flute",

Para recuperar la ffsica de esta inestabilidad es necesario elimi-
nar las corrientes externas espdreas de la contribucién A a la
expresién (V.26) de 5t e« A primer orden en el parémetro de
Budker, puede verse que &sta es la uUnica modificacién necesaria

para producir un tratamiento correcto del praoblema. Aunque groscra
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mente aproximado, el campo : (V.I) describe en los términos de or
den V y Lo esencial del modo investigado, que es la deriva de
los iones. 3in embargo, sf{ es necesario retener en A, al mis-
mo orden de aproximacién, la corriente diamagnética de los pro-
pios iones, que obviamente e§ proporcional al parimetro de Budker

V. Formalmente, en A debe reemplazarse el término

| g

xq = -(5.9)@xp)

por

uxg = - (5.7) ggtem | (V.31)

De esta forma, todas las contribuciones a ﬁif dependen exclusi-
vamente de las cantidades de plasma y son ¢de magnitud semejante.
El término (V.31) torna al priigtb de A4 al principio de
energfa en una cantidad propbrcional a la densidad, o sea al pa-
riametro de Bydker \) o Con ello todos los términos en (V;26) 3on
proporcionales a V¥ , y el signo de ﬁ\f resulta independiente
de V , o sea de la densidad del plasma.

En realidad, si se tomase en cuenta el diamagnetismo d.:1 plasma
y se corrigiese consecuentemente el campo B, , dado en (V.1),
por medio de un cidlculo autoconsistente, aparecerfan en $C tér
minos que tendrfan una depeﬁdencia no lineal con la densidad del
plasma,y luego la estabilidad del plasma podria depender de la
densidad. Este c4lculo m4s exacto implicarfia comple jidades que
no abordaremos aquf. Nuestro célculo sera correclLo,sin embarsc,
a bajas densidades.

liuego de eliminar el término espdreo como antes se indicé, se
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encuentra que 5‘6 se hace negativo debido a los términos
desestabilizantes, en particular el asociado al gradiente de
presifn que es varias veces mayor que la contribucién de los
términos resonantes o la del término lineal en la frecuencia.
En conclusién, el plasma es inestable ( ,“ <0) debido a que
los términos asociados al cardcter finito del radio de Larmor
no lorsran compensar la desestabilizacién producida por el gra-
diente expansivo de presiones, el cual es el causante de la
inestabilidad "flute" ya en los plasmas de radio de L.rmor pe-
queiio.

El que el radio de Larmor grande no eqtabilice el plasma frente
a un modo"flute’con m = l, es debido a que el campo eléctri-
co perturbado, en este modo, es uniforme, y no se produce el
desplazamiento relativo de cargas que lo eétabifiza, sefin se

mencioné en el Capftulo I.

La Inestabilidad "flute'no es observada en el experimento MIGMAQlL)

No obstante, existen otros argumentos para explicar la estabilidad
del MIGMA, por ejemplo la presencia cercana de conductores metali-
cos y de una vaina conductora de plasma que envuelve al mIGrA, y
aue pueden proveer las cargas necesarias para cortocircuitar los
campos eléctricos responsables de la inestabilidad(l5’16).

El cilculo aquf presentado es sélo un ejemplode las posibles apli
caciones de los criterios de estabilidad logrados. Una investiga-
cién sistemitica nos llevaria mucho mis alli de los lfmites pre-~
t'i jados para esta tesis, En pariicular, el tratamiento numérico

requiere mayor esfuerzo y un "hardware"” mids poderoso para poder

abordar el andlisis de los modos., As{ se podrin investigar otras
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inestabilidades de gran'interés,bero de mayor frecuencia.

Lo que queda establecido firmemente con este trabajo es el mar-
co tebrico, constitufdo pér uﬁ fundamento termodindmico sélido
de los principios de estabilidad, aplicacién que por primera vez
se intenta en la fisica del plasma, partiendo de la mode¢rna ter-
modinamica irreversible. Esta formulacién se ha acoplado con un
ﬁratamiento espectral del operador de Liouville en la ecuacién
de Vlasov, que es el método idéneo para tratar los problemas de
equilibrio en plasmas inhomogéneos(S).

El resultado es una presentacién general y unificada de los mil-
tiples "principios de energfa" en boga.

Las perspectivas para la contihuacién de esta investigacién son
interesantes, ya que la vérsatiixdaqidel enfoque. permite abordar

nuevos y complejos problemaé de la ffsica del plasma.

e
// erf Jer A M

Dr. Lonstantlno Ferro Fontdn Lic. Anibal Carlos
Sicardi Schif'ino
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