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1. INTRODUCCION

La dinémica de muchos cuerpos en interaccién esth presente
en numerosos dominijos de la fisica, tanto clésicos como culnticos, desde
la fisién nuclear y las colisiones de iones pesados, pasando por la fisica
molecular y la fisica del estado s81ido hasta la fisica del plasmaj hacien-
do abstraccién de sus diferencias especificas (muy importantes por cierto)
existen caracteristicas del problema gque son comunes a todos estos caapos
Y qQue encueniran & su veg respuestas comunes.

La dificultad bhsica del problema de muchoes cuerpos podria
expresarse diciendo que s1"estos son muchos para ser tratados individualmen-
te y muchas veoes demasiado pocos para hacerlo estadisticamente”. MNés alléd
de los impedimentos de orden prictico para realizar una descripcién exacta,
los cuales dia a dia son superados por el avance de los computadores, el
esfuerzo que esta tarea implica puede no verse compensado en una descripcién
proporcionalmente superior a las resoluciones aproximadas que demandan mucho
menores recursos técnicos,

El punto ocrucial de toda aproximaciém resulta, huelga decirlo,
la distincién de los grados de libertad relevantes de aquollbe que permane-
cen inactivos o que no influyen en las propiedades en estudio. Esta reduccién
del espacio de fases del problema completo, o equivalentemente del espacio
de Hilbert, a una variedad diferencial, lineal o no, que contenga lo esencial
de la descripcién y paralelamente la reduccién de la dinlmica con el fin de
que ecsta dependa sclamente de 105 elementos de la variedad, resulta el punto
de partida esencial de toda aproximacién y puede ser expresado simplemente
como la extracoién de la subdinbmica de interés.

Esta extraccién puede realizarse en forma sistemitica al menos
por dos medios, en ciertos aspectos coincidentes y complementarios en los
restantes; el primero de ellos desarrollado por la escuela de Bruselas
(Pri 72a,72b,77:Bal 75) utilizando técnicas de proyeccién, y por lo tanto
especialmente adaptado a variedades linedles en cierto espacio -no necesa_

riamente el espacio 'natural" para la descripcibém del problema- tiene como



resultado ecuaciones de evolucién irreversible de tipo cinbético, con la par-
ticipacidén de operadores de colisiones no hermiticos, que dan cuenta de la
influencia de la subdinémica complementaria en la subdinfmica en estudio.

El segundo modo de extraccién de una subdinémioca consiste en
proveer & la variedad seleccionada para la descripcién, de una dinémica por

medio de la aplicacién del principic variacional de minima accién (Dir 304

Lich 79a;Ros 80 jKer 76; Kra 81). El método resulta apropiado tanto para
ser utiligado con variedades diferenciales lineales como no-lineales. Las
ecuaciones as{ obtenidas resultan del tipo hamiltoniano y no contienen por
lo tanto términos de disipacién superiores.

La extraccién de la subdinémica en un problema concreto con-
lleva un cierto nfimero de suposiciones, basadas en argumentos heuristioos,
de dificil evaluacién a priori, surgiendo de esta suerte de descontfol de
las aproximaciones la necesidad de estudiar los limites de valides de las
mismas tanto en cuanto a su fidelidad en la descripcién del problema origi-
nal oomo a su consistencia y la relaoién consistencia-fidelidad.

En la aplicacién a procesos de naturalega cubntica el método

K
més utiligado resulta el de Hartree Pock dependiente del tiempo (Ker 76

R 80
Liok 79a;Neg 82)qne utiliga la variedad de Grassmann (Row ')o

omo el con-
junto de funciones que contienen la dinadmica oolectiva del sistema. El es-
tudio del método HFDT ha sido realizado en distintos contextos y esth le jos
ain de ser agotado el tema.

Un punto de particular importancia resulta el tratamiento
que las distintas aproximaciones dan a las simetrias, en especial el método
de Hartree Fock dependiente del tiempo (BFDT), dado que las constantes de
movimiento asociadas a tales simetrias oconstituyen un punto de comparacién
para establecer la consistencia del método de aproximacién, e incluso guiar

los desarrollos hacia la incorporacién de algunos efectos importantes en la

subdinédmica de muchos cuerpos.

La necesidad de argumentar sobre la fidelidad de las aproxi-

maciones lleva & estudiar la aplicacién de éstas a modelos sencilloe que



conservan loe aspectos esenciales del tipo de sistemas Que representan y a
la vez pueden ser resueltos exactamente. La comparacién de los resul tados
exactos con los aproximados en esta suerte de laboratorios de ensayos de teo-
rias es uno de los pasos ineludibles para una mayer comprensidn de los dis-
tintos métodos,

AGn cuando desde un punto de vista estrictamente tedrico, el
anblisis en estos modelos-laboratorios puede parecer, y de hecho ser, sufi-
ciente para determinar las caracteristicas de una foraulacién, no se agotan
allf las dificul tades para llevar los desarrollos tedricos al punto de ser
comparables con los resultados experimentales, meta final de toda teoria.

En este aspecto se ha utiligado en el presente trabajo, comeo
aplicacién de los elementos desarrollados, el estudio de las colisiones
nucleares entre iones, limitado a particulas alfa por la disponibilidad de
facilidades para el cSmputo.

De acuerdo con los lineamientos blsicos aqui introducidos,
en este trabajo de tesis se desarrolla en el capitulo 2 la formulacién de
la dinfmica en un espacio de fases simpléctico partiendo del principio de
minima accidén para obtener la subdinfimica. En el capitulo 3} se aborda el
estudio de HFDT desde las distintas perspectivas para su formulacibén, in-
troduciendose en el capitulo 4 el problema de las simetrias, y desarrollan-
dose el método que denominamos Dinfmica Variacional que Conserva la Simetria
(DVCS) como una alternativa dentro del conjunto de tratamientos variaciona-
les. El1 capitulo 5 corresponde a la aplicacién y comparacién de los métodos
HFDT y DVCS en el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) (Lip €5 )oatudiandou
en é1 la consistencia y fidelidad de ambas aproximaciones para el caso.

En el capitulo 6 se presentan los prinoipales aspectos de la
aproximacién de HFDT aplicada a las colisiones entre iones, estudiéndose en
especial la evolucién con el tiempo de los valores medios de la dispersién
del impuleo lineal y deila componente perpendicular al plano de reaccién del
impulso angular.

Finalmente se presenta en el capftulo 7 la formulacién del



método DVCS aplicado a las colisiones de iones poniendo el énfasis en la
oonservacién del impulse angular. Se disonte con argumentos analiticos y
nunméricos, el aloance del método y su viabilidad, estableciéndose recomenda-
ciones para su use. El capitulo 8 corresponde al resumen y conclusiones de

esta tesis,



2, 'PRINCIPIO VARIACIONAL Y DINAMICA SOBRE VARIEDADES,

2.1 El principio variacional,

2.1.1 Ecuaciones Canéniocas.

Las ecuaciones de evolucién de un sistema ocufintico de N par-

ticulas pueden ser obtenidas del principio de minima accién asociando con

ocada partioula un campo cl&sico(hr 16.) El lagrangiano del sietema se escri-
be comos
: ; ' \

LW = LG22 19 = HHINY ()
donde I‘P> eg8 el vector del espacio de Hilbert gue representa el

estado del sistema.

(<. 1 /~P>=‘P(’f ...-Iy) es el ocampo clésico asociado.)
y H es el hamiltonisno que rige la dinkmica.

gt representa la derivada parcial respecto del tiempo,ha-

biendose tomado %=1 (elecoién que tendri validez a lo largo de esta tesis

a menos que se seiiale 1o contrario.)

Bl principio de minima accibém resulta entonces

t
gj LVl 1)) dt = O (2.2)

0]

De su expresién se obtiene, en el caso en que se incluyen
como pogibles variaciones del veotor H’) a los elementos de un subespacio

total del espacio de Hilbert asociado ocon H ’

LV 3, ) - <SR[V = O (2. 38)
o sea A %thU) = lL(/‘P) (2. 3b)

que no es otra que la ecuacién de Sohrddinger.

Debe tenerse en cuenta, sin embargo, al utiligar el principio
variacional (2.2).con vectores de estado restringidos en su variaciém, que

é8te no tiene una interpretacién inmediata, ya que de la estacionariedad de



la accién no se extrae una condicién de minimo para el valor medio de un
operador (como en el caso eat&tioo).

En primera instancia cabe esperar que este principio varia-
cional proporcione aproximaciones de tiempos cortos, que me joran en la me-
dida en gque se amplia el conjunto de estados en consideracidén y se involu-
oran en la descripcién las principales variables del sistema ffsico. (En el
punto 2,2.3 veremos al principio variacional como aproximacién semiclhsica).

fn términos de funciones de onda, la ecuacién (2.3) puede
ponerse como $

L2 Yy = £ HEYLY) (2. 30)
ot Sy*

HLPe ) = [ (97 v

La ecuacién de Schrédinger, (2.3), puede ser expresada em
(Ker 76)

donde

- g
funcién de dos campos canfénicamente con jugados

B =12 Re¥
J] /qu.Inﬂ‘(

resultando las ecuaciones canénicas

5¢ _ SH

N

i

SE ~ §7
o7 . _SH (2.30)

ot IV

Las ecusoiones de caapo promedio, en particular las de Hartree
Pock dependiente del tiempo (en adelante HFDT) y Hartree dependiente del
tiempo (EDT) ael como otrae aproximsciones, pueden ser interpretadas y de-

dnoidas a través de distintas parametrizaciones restringidas de la funcién

de onda exacta de N-cuerpos.

2.1.2 Las constantes de movimiento.

Dependiendo de las simeiriass del hamil toniano y de la para-



metrigacién de la funcién de onda e vector de estado, existen en cada aproxi-
macién valores medioe de observables que permanecen constantes em funcién
del tiempo.

Siendo el haniltoniano hermitico e independiente .del tiempo
(pintema aisltdo) se obtienen en for-a inmediata dos integrales de movimien-
to, con independencia de la parametrizacién, ellas corresponden a la noraa-
ligacién y a la energia.

La conservacién de la norma esth relacionpda con el hecho de

(Row

80v, 82) (m&e que por vectorel) Y por oconsiguiente siempre es posible incluir

que las representaciones de la mechnica cuéintica se realigzan por rayos

en la clase de funciones coneiderada, todas las funciones que constituyen el
rayo. (Entendemos aqui por rayo al conjunto de estados pertenecientes a una
misma clase segin la relacién de equivalemoia /¥)= e /‘)b))

Al tomar en cuenta una variacién de la fase global, ¢' s 880

cbtienes

J§¢) = 868 D (2.5)

y por lo tanto, utilizando (2.3a) anotamos

LIS - (PIGEY = CEVIHIVY + CYIH [ 6F)

(donde gé‘ = A )

que iamplica para la variacién considerada

d<¥) o (2.6)
dt

La conservacién de la energia se asienta en el hecho de que
el hamiltonisno es el generador de la evolucién, supuesto que no depende del '

tiempo se tiene s

Ay = SPIHIEY + PIHIY) (2.7)
dt

Supongamos que I¥) depende de un conjunto de parémetros re-

ales 37C;' , resulta de (2.2)



(L) = <H[ ) = (L HIR +SHIHTZE D (2.8)
J ha 3 d

mul tiplicando (2.8) por ZJ y sumaando

3 (<%‘f%,/¢>-<dk/:;_>§é>)zaé=

d
ST (LY P+ YIRS 2,
K s d

que puede expresarse como s

/;(<4J/»&>-<¢/¢>)=o=jt<+m!w> (2.9)

donde se ha util igcado que

V) = § /%’%_)fd' (2.10)

Ll

!

Lae restantes constantes de movimiento dependen de la parame-
trizacién utilisada. Supongamos que es:posible escribir una dada variacién
en funcibén de un operador A hermitico (A=A+) e independiente del tiempo

explicitamente, como s

/8> =idx AlY) (2.11)

0 lo que es equivalentes si /‘P) pertenece al conjunto de estados utiligzados

eLLAHQ también pertenece a ese conjunto cualquiera sea el vector /‘/’>,

en un entorno de -, entonces
4 HIARY = [CHIALE) + 1A 1))
= (CFIZ) - <)

y en virtud de (2.8) y (2.11)

3_ SIAIY) = £ KPITAH) D (2.12)
t
donde [A)f—/]: AH_HA



Por lo tanto si existe una variacién poeible del vector de es-
tado asociada segin (2.11) con el operador A.(f’//\bp> (eu valor medio)
serd una constante de movimiento en la aproximacién utilisada si EA,F1]=C),
es decir 8i A es un operador constante (en la representacién de Heisemberg)
del sistema resuelto exactamente,

La norma, 1a energia y los observables que conmutan con el
hamiltoniano y que a la ves estfhn asociedos oon variaciones posibles de los
vectores de estado restringidos utilizados, son las finicas constantes de
movimiento que el método variacional garantiza,

No obstante esto, cabe esperar que si en la parametrigacién
de las funciones de onda del sistema se han tenido en cuenta los principales
grados de libertad, los restantes observables que conmuten con 8l hamil to-

niano presentarfn variaciones & lo largo del tiempo de poca significacifm.

2.2 Dinamica simpléctica.

2.2.,1 Dinémica hamil toniana y geometria simpléctica.

La dinémica simpléctica en un espacio de fases caracterisza a

(Arn 78;Abr 78)

las ecuaciones de Hamilton de la meolnica clésica . Las ecua-

ciones equivalentes a las leyes de Newton en la formulacién de EHamilton
(Gol 72)
son ]

g = gﬁt(@'m (2.13a)

5=-2 H(q,p)
29

éstas pueden expresarse en términos de la métrica que caraoterigza & una
forma diferencial bilineal antisimétrica, es deoir simpléctica, J,
@) I
J= (2.18)
-1 O

(expresada en término de las coordenadas locales)

las ecuaciones (2.13) resultan
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%t(a,P)T = J-V#(q,p) (2.13)

donde V:(g D 9 ... 23 )
=9, 9$~)9ﬂ 3Pm
Un ocambio de coordenadas resulta candnioco si deja invariante
la métrica J.
La dinéaica obtenida del principio variacional (2.2) puede
ser interpretada como una dinfmica hamiltoniana sobre un espacio de fases

Bow 80
(Row a). Para justificar esta afirmacién supongamos

de métrioca simpléctica
que hemos restringido el espacio de Hilbert en que se desarrolla el problema
a una varjedad, N, que contiene un conjunte de funciones de ondas parametri-
gadas por un nimero par de coordsnadas {Xg .

En este punto es conveniente recordar que si 1a variedad di-
ferencial no es lineal (no es un subespacio del espacio de Hilbert) se pier-
de en la aproximacién el principio de superposiciém, si bien puede redundar
en una me jor descripcibédn del problema.

Sea entonces V(X)) el vector de estado, a partir de la ecua-

0ién (2.8) puede expresarse s

— ) v Siii/ﬂl)
/UL Ty Xu= (2.15)
donde
G;'H.—. '(-(< S}b‘) /al}4> < /ng>) (2.16)

es la mbétrica simpléoctica.

La ecuacién (2.15) resulta resoluble sélc si (79u tiene

inverea ( o ), entonoes

v
/, Z oM FL (2.17)
Sxp
La condicién de que el niimero de parlmetros (coordenadas)
sea par puede comprenderse inmediatamente al considerar a T una matrig

antisimétrica de dimensién m x n , con n impar; entonoes Det(C ) = Det(T'):=



11

n
= (=) Det (T ) = 0, es decir que en ese caso existe al menos un autovalor
0 (cero) y T no es invertible.

(Row 80a) que el prinocipio varia-

Puede enunciarse entonoes
oional tiene caminos extremos golamente sobre variedadoo diferenciales sin-
.pléctionl. |
La mftrica < (2.16) permite definir un corchete de Poisson
de la siguiente forma l.. -
v
[7.G]=2L o7 %%u (2.18)

(notasién de sumas de Einsten)

El corchete { ) } es una forma bilineal antisimétrica que

cumple con la identidad de Jaocobi
1 [T,G_] ,K] +HG,K} 7] +f{HJ¢J’G}=

X0
= ;f/(C} K STy , 909, 9 Tax
( 8)}4 31; +axo

FHl=9F T
Er

) (2.19)

donde

En efecto, de la ecunacién (2.16) que define a T se sigue

inmediatamente que

ao—/\\) 90';‘) =) A _ .

oy 97 * Q;[A/u + a.x/: - O (2.20)
que prueba la identidad de Jacobi

[iF.6],K] +{{K7},G)+[6,K),F} = O (2.21)

Pinalmente la eouacién de movimiento de un observable F

vendrl dada por

(YO F [ Poxs) (2.22)

|
e e,
T+~
—~~
~
| S

y en el oaso partioular en que la variedad M sea el espacio de Hilbert la

ecuacién (2.22) resulta el Teorema de Erhenfest.
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2.2,2 Estados coherentes ,

Existen variae formas de asooiar coordenadas locales a un
eistema. Estas pueden ser introducidas por e jemplo, a través de un conjunto
de observables ,{ Ao} » cuyos valores medios , i(* /AQ/‘//)_I; J-irven para deter-
minar univocamente los uta;ioo de la variedad M en un entorno del punto con-
siderado (el dominio de la carta de coordenadas). | ) .

Otra forma de introﬁucir ooordenadas es por medio de la accién
de los operadores de un grupo de Lie, G (641 74a; Ham 64).

Las propiedades de la desoripcién seréin en este caso reflejo
de las correspondientes al grupo; esta virtud ha hecho de las parametriza-

ciones mediante la accién de grupos de Lie la forma abs ntilindc( Gil 72,74b

798,79b ;Kra 81 jEur 80,81s,81b,82a,82b §Row 80b,82) y fructifera de extrasr
subdinéimicas de sistemae de muchos cuerpos.

Sea G un grupo de Lie que actfia unitariamente sobre los veo-
tores del espacio de_-Hilber'é coneiderado y /V/©)) un veotor de dicho espacio,

consideremos la clase de fuhcionu que 8se obtienen por la accibén de G sobre

[P
M- % [Veqy)= 8/7’/(0)) ;35Gj (2.23)

la variedad N depende de /[7(0)) y de G, y esth constituida por los estados

ccherentes generalimdoo(cn 72,74s jFer 72'75).

Existen en X (en principio) varios estados /ﬂj)) que difieren
2 lo sumo en una fase, dado que 8i existe L, LCG, que es un subgrupo de G,

todo elemento 86 G puede expresarse como

3: hO,Q (2.24)

donde fel y REG/L. -
En particular si oonsideramos el grupo de estabil idad de Nw)),

' . . e
ec decir el conjunto de elementos de G que dejan invariante a I‘{’(O)> expto

una fase (L = igCG / 3 [¥(0)) = ey I (o)) ) obtenemos que los estados

que resultan fisicamente de interés est&n en correspondencia biunivoca con
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los elementos R +(2.24) , es decir los elementos del grupo cociente K=G/L .

Recordemos aqui que el grupo sociente (611 74s ;Hem 64)

‘tiene como elementos
a las coclases de L en G, siendo el.conjunto L la identidad.
Esta relacién introduce naturalmente las coordenadas en la va-
i . (Row 80a ;Gil 74a)
riedad N en ragén de su difeomorfismo con ¢/L de la
siguiente manera. Observemos que en términos de hlgebras de Lie podemos

escribir

9= P ok (2.25)

donde 3 es el flgebra correspondiente a @, l’ la subflgebra correspondien-
te a L y /k el complemento de Q en 3 o luego en un entorno de la identi-
dad resulta

/+(X)> = engZo X;)J) "P(O)> (2.26)

donde Xv 6”{ y proveyendo las ('ij el conjunto de coordenadas locales.
Dada la hipStesis de que G aoctfia unitariamente, resulta Xo antihermitioo.

La métrica simpléctioa que se obtiene en este caso es g

Oup = -« <‘P(O)/(X/u,>(\,) /‘P(O)> (2.27)

@c_)_f = P)/[H, X )/ V) (2.28)

El ejemplo olésico de este tipo de parametrisacién lo comsti-
tuye el conjunto de los determinantes de Slater que se identifioca con la
variedad de Grassmann y con el grupo cociente U(m)/(u(N)®U(fﬂ—N)) donde
.n.‘r es ol nfimero de estados coneiderados , N el nfimero de estados oéupa-
dos y (mn- N ) el niimero de vuan.tos.

En este caso, los términoe estado ocupado y vacante estén
referidos a las particulas individuales del sistema, con cuyos vectores de
estado de particula independiente se o;nstruyo el determinante de Slater que
reprei.aontn el estado de N cuerpos sin mAs correlaciones que las inducidas

por la simetria de intercambio. Este punto serf tratado con mayor detalle
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en el capitulo 3.

2.2, 3 Deduccién del principic variacional a partir de la integral de camino.

Como se ha seiialado en 2.1.1 el principio variacional (3.2)
tiene una interpretaoibn en términos de aproximacién semiclésica; antes de
llegar a ella debemos profundirar en las propiedades de los estados ooheren-
tes,

Estos estados fueron primeramente introducidos por Glauber

(G1a 63) (asociado con los operadores a', s, H, I

(h. 72)oatu-

en relacién con el grupo N

4

del oscilador ménioo), posteriormente Arecchi y colaboradores
diaron los estados coherentes atdmicos en relacién oon el grupo SU(Z), sien-
(Per 72,75) quien loe extendié a grupos de Lie arbitrarios. Nés

(611 74v) generalisd el tratamiento de Perelemov demostrando

do Perslomov

adelante Gilmore

la existencia de conjuntos de estados coherentes generaligzados asociados con

grupos dinémicos de transformaciones cualesquiera, no necesariamente de Lie.
Per T2

Para nuestros fines actuales, siguiendo a Perslomov ( 72)

podemos formar el siguiente operador.
A = S‘}“S’ 3/%’(0)><~P(0)/§]_’ (2.29)

donde SéG/L h 4 /b( es la medida invariante del grupo cociente (generalmente
extraida de la correspondiente para el grupo G)y I)WO»nn vector asooiado

con una representacidn irreducible de G.

Observamos que si h € G/L
hAL\" = Jd/u{a) 118 /{’(o))(‘P(O)/(ﬁﬁ)—l

y utiligando la invariancia de /u

hAW! - j dulk) Kk ()Y (P (o)) k! =A (2. 30)

donde h:lﬁ"g.

Si la representacién en la que se esté operando es irred.ncible.

(Cil 740 Ham ¢t)

se obtiene, por el lema de Schur (ver apendice A)
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Aedl (2.31)
donde I es la identidad

y s AR « [IKHE VDT dug)

Utilisando esta Giltima relacién se puede expandir cualquier
estado de la representacién en la base continua {kl‘f’(ol>=/‘1u(b)>j que tiene

como elementos a los estados coherentes generaligados,

13> = é .H““‘) [¥(R)) Clk) (2.32)
donde C(kr) = <‘|V(‘?\/¢> ) <¢ /@) :;ﬁ g(j/J(‘Q)/C(k),z

la funoién C('?) debe satisfacer
C k) = foulk’) H (k&) C (k) (2.33)

con Hik k)= 4 CHoe) [ V(K'Y (2.34)

/
//L (R ) k‘) se denomina el "nlicleo reproductor” ya gue

K(Z,Z):J[a}u(r) /((z,j)l{(g,z) (2.35)

Burge inmediatamente de (2.32) que el conjunto de estados
coherentes constituyen una base sobrecomplesta.

Con ayuda de la relacién (2-. 311) y tomando pasos de tiempo
discretos (a posteriori infinitesimales) pndde resolverse formalmente la

ce

ecuacibn de evolucién de Schrédinger

A2 ) =HIy) (2.3b)
Y-

La solucién formal de (2. 3b) puede expresarse a través de la

S 81 jRee 80
féroula del producto de Trotcr( °h‘.l~. yree )

IR
[¢ () = Lim (4—[%4({-0) 8) (2.36)

N-o

l1lamando A: (l'-t] e insertando la identidad (2. 31) K veces antes de pasar al
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1imite se obtiene

N+l
By =17 f%@(w (TROCk (4= LHBY kY Clyf

/kN><k~/(4-eBN_A) lkysi < Roun 1 G D

utiligando gno <k\\ Ik\‘):j puede transformarse em

. N4l
foteayye L8 IR TR - <Rk +

.;i-,('/\é},_ <k|/H/kz>\) - - . (<lfj/'€ju>'(kd'/k3)+
b Lo A eglilhgd) ok [B) ]
sproximando

1 -c'}f—/l- CRy JH Ry = o a <k lH kg )

y definiendo

Chy TRy, = Cry ThyD »

y -t‘_—" (N’dH)A-\
N

4 k]

86 obtiene en ol limite N0 la integral de oanino(xu’ 80 3Bed 79 $ Schu 81)

A J(tt
ﬁ D}u} e )/k(m><k(oi/ [B) = 1868)) (5 41y

fdonde szj;dc(z (RIR@D = <RIHIRY) (2. 38)
La aproximacién semicléisica resulta de considerar estaciona-
ria la fase '
4 )
SJ (¢ (kIR =<RIH IRY) = O (2.39)
i1

que no es otra condicién que el principio varisoional (2.2).

La expresidn (2.39) implica por su deduocién que las solucio-
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nes que de ella se obtienen son vAlidas para tiempos cortos.

Debemos sefialar, sim embargo que ese tiempo corto puede ser
el neocesario (y suficiente) para la descripcién del fenémeno de interés y
lo que es ain més importante, que estl ampliamente justificado cuando la
conoopcibn.fiaica del probléla establece ssparaciones entre escalas maoros-

cbpicas y miocroscépioas pudiendo hablarse de subdinfmicas ouasi-independien-
tea (Row 80a jRos 80)
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3. HARTREE FOCK DEPENDIERTE DEL TIENPO (EHFDT)

3.1 Fundanentos y aproximaciones.

3.1.1 Fundamentos y aplicacién en fisica nuclear.

La aproximecién de Hartree-Fock dependiente del tiempo oonsis-
te, bisicamente, en considerar que cada particula esté sometida al potencial
promedio que las restantes generan sobre ella y despreciar otros tipos de
interacciones (dos o.@fs particulas en colisién debido a la interaocién resi-
dual ).

S8iendo una teoria de formulacién microsodépica proporciona, en
principio, tods la dinémica colectiva, dado que cada partiocula sélo es afeo~
tada por las restantes en promedio. De 10 cusl resulta que todas sufren la
influencia de un potencial seme jante reforgzandose el comportamiento colecti-
vo (Neg 82).

En el caso de la dinfmica nuclear, HFDT contiene, ademhs de la
informacién relativa a la translacidm de partes macroscépicas del sistema,
la descripcién de los grados de libertad asociados con la forma y las defor-
maciones de la superficie de los nficleos,

La propuesta de que el ocampo promedio es el principal respon-
Bable de lea dinémica nuclear esth fundamentada en la vigencia del prinocipio

de exclusién de Plnli(NOg 82y Dav 82).

A pesar de que la interacciém nucledn-nuclebén perteneoce al
dominio de las interacciones fuertes su efecto se ve reducidc en la dinfmica

de baja energia ( E / & £ 10 KeV ) debido a l1a saturacién del siste-

cinétioca
ma, que tieme lugar por tratarse de fermiones y que bloquea las colisiones

(Boh €9).

Los caminos libres medios para nuoclecnes incidentes en materia

N
nuclear con energias , € , cercanas al nivel de Fermi pueden estimarse (Neg
82 y referencias en &1) comos

2
3 <o é

donde T = seocién eficaz por nuclebn
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g = densidad

6:' energia de Ferai

Valores calculados en materia nuclear util izando potenciales

(

de interaccién fenomenolégicos Her 83) (ver seccién 6.1) estiman estos

caminos l1ibres medios en

>\ > 60 ,"m (é <£F "}OMCV ) Temp 8&5 ~ {MCV)
A> 45 fm (€ <& +HOMeV , Temp. gas ~ 4 MeV)

Estos valores son comparables (y en muchos casos mayores) que
los dilmetros de los nficleos, por lo que corresponde esperar que las colisio-
nes de a pares sean despreciables, quedando como responsable de la dinémica

nuclear el campo medio.
3.1.2 Loe determinantes de Slater y HFDT.

Desde el punto de vista de la dinlmica variacional, introduci-
do en el capitulo 2, la aproximacién de HFDT oorfeaponde a utilisgar como
variedad diferencial al conjunto de los determinantes de Slater(Lich 793).

o dicho de otra forma lcs puntos de una variedad de Grassmann (Row 80').

Considerando ei espacio de Hilbert completo al gemerado por
el producto tensorial de N estados de una particula oonpletapcnte antisime-
trigado, siendo eeté;ul estados elegidos de un espacio de dimensidém n, pue-
de decirse que el especio de Hilbert del problema de N-fermiones estl consti-
tuido por los vectores de la N-ésima representacién fundamental del grupo
sU(n) (Lich 78).

La variedad del espacic de Hilbert utiligada como con junto
de funciones de onda en el principio variacional es la que se obtiene median-
te l1a accién del grupo unitario SU(n) sobre un vector de estado de referencia.

Recurriendo al lenguaje de segunda cuantificacién, a fin de

ser mie expliocito, el estado de referencia se expresa oomos

N
[ =7 |o) (2)

con (j; operadores de creacifn del estado i-8simo de
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partioula independiente, fermién en este caso.

La accibén de los operadcres del &lgebra 5‘”(’") sobre este es-

tado se resume en s
CX; QO" / \IJ(O)) = Sao*’ I\P(O)>
a, o, [Y)=O0. (3.3)

al a, [Y0)4+ 6.
aly a, [Y©>=+0,.

+
donde (Lg crea en un estado ocupado y

Ofv crea en un estado vacante.

Puesto que /‘#(OD es autoestado de todos los operadores a-*gag'
+ P
¥ &4 que generan el grupo U(N) x U(n-N) es eéste el grupo de estabilidad
R Oa gKur 80 ;Gi
( ow §0s gar ¥ 11,74‘). Los estados de la variedad de Grassmann ge iden-

tifioan con los elementos del grupo cociente

U(n) / (O(N) x U(n-N))

De este razonamiento surge que serén constantes de movimiento
en la aproximacién de HFDT los observables de un cuerpo que conmuten con el
hamil toniano exacto (y por lo expuesto en el capftulo 2, la energia y la
norma).

Las ecuaciones HFDT ge expresan con facilidad a partir de las
férmulas (2.27) y (2.28) que relacionan la métrica simpléctica y el gradiente

de 1a energia con los conmutadores de los operadores del Llgebra. Si se con-

gidera los operadores hermiticos

l
Xoe =(a%0s+aba) = (3.4a)
P\,e = L(Ojvag— - a-*e-a\/)-i,:_ (3.45)
re,

¥y sus conmutadores

[XOV ) XO"V’):’ S—Qj (O:; O.B'- Q,;.aa)-l»'(’ggg, (ija,v:"ct-‘;,/av) (3. 5;)

p=

< o
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[/’gv ,E'w} =‘Q{ (gccr' (ata, - a,. ay)+&,, (%0, 3a,)) (3.50)
J:Xw )E'wjz i (560' (@ 2 - @i, ) 8 (05 040 ) (5.50)

teniendo en cuenta las expresiones (2.27) y (3.3) puede obtenerse la métrica
correspondiente a los pares ocoordenada-impulso, (3&"?0'\/)’ ascciados oon 165

operadores Xa’v 7"3\/ re'epocti.vanonto, como ¢

\

Y =0 -
o - flav’?o'vl Oﬁov )'ﬂ;w'g\o'o"&/w
(3.6)
%av sg?,'vl:_gc'&:/k/' qﬁcv;?o"w: O
Es importante observar que la métrica resulta oonstante, en

partiocular que los pares de coordenadas locales (yav ' Po.,) resul ten canéni-

cos. El gradiente de la energia se expresa formalmente comos

%);ir = <4’{O)/ [Hixcrv] NJ(O )> (3.7a)
M o) (4RI IV (27

onr
quedando asi planteado el sistema de ecuaciones HFDT en la forma hamil tonia-

. Q¥

- 8
?o—v QPU\/ (3.8a)
. __ of (3. 8b)

~
QO
R
il

qu—v
3.2 Jerarquia BBGKY y HFDT.

El método de HFDT ha sido deducido desde muy distintos puntos

K L N
de partida, entre ellos varios principios variacionales (Kav 68,’ aa 723 Mol

64) adenks del estudiado en el capitulo anterior (2.2) propuesto originalmen-

te por Dirac(D" 30). existen asimismo presentaciones a partir de la funcibn

de Green del aiatena(uu 59) y otras (Neg 82). Sin embargo el enfoque més

freocuentemente utiligado en la literatura es el que se obtiene a partir de
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la jerarquia BrcRy(Pal 751 Neg 82)

En efecto, puede decirse que las ecuaciones HFDT son el resul-
tado de truncar la jerarquia de Bohr-Bogol iugov-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY)
al orden mbs bajo.

Utiligando los operadores de densidad redncidon(]h1 753 Dor

82)
_ Nl
gs = m! ~Z;Ls.-u..\r\: ?“ (3.9)
( 1JL = Trags)
Yy el operador de Liouville
L=[H, ) (3.10)

Ls Z L, ) +Z L, ( A) (211)

(vllido para sistemas con interaociones de no mfis de dos cuerpoe). ®e obtienen

las dos primeras ecuaciones de la jerarquias

Lém: Lt,(l)g'(l)+1772 (L(l.ﬂgz(hQ)) (3.12a)

L Q1,2)= (Lo LoV 41(2,2))Q1(1,2

-+TL;[(L.U..‘;)+L,(2,3§)93(4‘1m] (3.12v)

Cuando estas ecuaciones son truncadas proponiendo

Q. ()= A ong@) (3.13)

donde 4 es el operador de antisimetrizacién,

el resultedo es la ecuacidn de HFDT expresada para la matris demsidad reduci-

da de un ocuerpo

‘,ég'(l) = Lo(‘)g + (, (ALU.Q) Q“)?m) (3.14)

Desde este punto de vista la ecuacién de HFDT resulta una
aproximacién de tiempos cortes cuyo periodo de validez surge de una evaluacién

del orden de magnitud de los elementos de matrig del haniltonia.no residual,
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3. ) HFDT como aproximacién de ordem ocero.

Con el objetivo de estudiar los tiempos caracterietiocos de
valides de la aproximacién HFDT, puede ser ésta oconsiderada como la solucién

de orden cero para el propagador temporal en un esquema pertur'bntivo depen-

diente del tiempo (Lieh 79a; Sar 83; Sol 82)

El opei'ador de evolucién de HFDT cumple la siguiente eocuacibns
LU = Hyp (YU, () (3.15)

donde HHF es el hamil toniano autooconsistente de Hartree-Fock.

El hamiltoniano completo del sistema se escribe comos

H- H, + (3.16)

res

vres es el hamiltoniano residual.

El operador de evolucién en la representacién de interacoién

resulta as$

)= U (L) ULG) (3.17)

obteniendose para él la ecuacibén de evolucidn
LOw = u,,F Ve W)U = \/,“(L) U(t) (3.18)
donde Veee = u-:t \/res Une (3.19)

De (3.18) ee sigue inmediatamente que

Ut) = Uy —< j:dt’ u, (¢) \A/m (¢') f}({-) (3.20)
8i se selecoiona una base {Iéo) e }¢M>} para el

espacio de Hilbert, donde )¢ ) es el estado de HFDT inicial, se puede reali-
gar con relativa facilidad la descripcién del eistema desde la baese mévil

(so1 82)
o) , e !m)} relacionada con la anterior por

1)Y= Uyr () 16D (3.21)
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En esta base la amplitud correspondiente a la proyeccibédn del
vector de estado exacto sobre el vector /O) corresponde a la probabilidad
de hallar al sictema en el estado predicho por HFDT.

La evolucién de las amplitudes correspondientes a la base

mvil viene dada por

£
;5 (t) = Q) —/;% Sa AWV, )/ keya, @idd (3.22)

Una estimacién del tiempo de valides de TDHF resulta entonces
de desarrcllar ,O., al orden més bajo

Q)= Qolo) -¢t kZ,»o {0/ Vpes [R) A l0) -
_ % <ol 2, 10) Op(0) (3.23)

supuesto que a t-0 {lh=6;K s+ 86 obtiene como primera aproximaocién
2 2 2
a, = I-% (0] Vieg [0) = 4§ 2 14Ol Vae kD

resul tando un tiempo minimo de valides de (01 82)

I
T (<ol o))"
Este resultado es similar al hallado por Lichtner y Qriffin

G

mi

(3.24)

(Lich 79'6).

Otro punto de vista que muestra la equivalencia de los crite-
rios de valideg correspondientes a los desarrollos como tooriahdo perturba-
ciones y la deduccién por medio de la jerarquia BBEGKY es considerar la apro-
ximacién cinética e incorporar el término de colisién, 1{ X {\/Iz que impli-
os un tiempo de relajaciém E%emdauo?‘” [vi? » siendo &ste ol jion?o duran-
te el cual tiene lugar la propagacién libre regida por el liouvilliano auto-
consistente, B

Tanto esta perspectiva como la expreeada en la secoibn 2.2.3
gefialan a HFDT como una aproximacién de tiempos cortos, sin embargo la deter-
minacién de su tiempo de valides difiere al menos conceptualmente.

En efecto, para la determinacifn de @an (3.24) se incluyen
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todas las freouenoias posibles con independencis de las amplitudes con las
que serén exoitadae predominando por lo tanto l;e altas freouencias. Sin
eabargo, visto desde la perspectiva de la seccibn (2.2.3) como una extrascibén
de 1a subdin&mica colectiva, HFDT describe los modos de evoluciém lenta a

los ocuales se superpone (con promedio éoro Y en forma complementaria) los
modos intrinsecos que se caracterizan por sus altas frecuencias. De esta for-
ma el tiempo G}ﬁn aqul calculado resulta representativo de los modos
intrinsecos y no de los modos colectivos, plantedndose la necesidad de hallar

estimaciones consistentes con la aproximacién.
3.4 Aplicaciones y otros estudios.

Como se seilalara en la seccién 3.1, uno de los campos (si bien
no el fnico) en que se han realigado las aplicaciones del método de HFDT es

el de la fiesica nuclear, en especial el estudio de las colisiones entre iones
(Dav 82; Neg 82 y referencias en ellos)

tanto livianos como pesados
' (Bon 763 K&h 79)

Desde 108 primeros programas unidimensionales

gse progresé rapidamente, en paralele con el avance de los equipos de cbéaputo,

hacia los cllculos tridimensionales de colisiones de jones livianos(BOn 7834

Plo 78)

Luego de estos primeros chlculos realistas que permitieron
una me jor comparacidn de las predioociones con los resul tados experimentales,

se ha desarrollado el método en distintes aproximaciones (modelos ocon sime-

tria axial(xoé_th Dav 82), modelos bidimensionales oon una coordenada oonge-

la.da(Dev 78s,by Koo 78; Dav 82) , otc.) extendiéndose también su aplicacién

Dav 82; Neg 82 f ci
a todas las regiones de la tabla periédioa( av Dcy Teg y referencias en

elloe) y & una variedad de asimetrfas de masa en el ocanal de entrada.

Un segundo tipg de estudios se ha desarrollado recientemente

Gil 8
explotando la asociacibén de la teorfa de grupos y EFDT( 3), en particular

con relacién a hamiltonianos algebraicos, as{ como también aplicaciones a

(&OSZX

fisica molecular
Se han realisado, asimismo, varios estudios tendientes a esta-

blecer la valider y consecuencias de la sproximacién TDHF, por lo general
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utiliecando modelos resolubles exactamente con el fin de referir HFDT a la

solucién “”u(Gr; 76; Lick 79,721 Sar 83;Ros 825 Sol 82).

Estos estudios han puntualisado, entre otras cosas, el sentido

(G11 79b; Eur 80,81a; Rei 79)' estudisnde la
8

posibilidad de reocuvantificar las solnoione.(x.n 79'89b' Kur B1b, 28)

influonoi; de los efector colision:lo-(nor 82), ejempl ificando su carfoter
(Xri 77y Ros 82y Sol 82)

semiclésico de la aproximacién

.ll

en algunos modelos resolubles

Debe seiialarse que esta enumeracién dista mucho de ser comple-

ta.
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4. CONSERVACION DE LA SIMETRIA Y METODQ DVCS.
4.1 El problema de las simetrias.

Como se afirmara en el capitulo 2, existe un subconjunto li-
mitado de las constantes de movimiento de un sistema que subsisten como tales
en una aproximacién determinada. El complemento de ese suboon junto deberia |
consistir de cuasi-constantes en una buena aproximacién del sistema fisico.

De este modo la medida de los apartamientos de los valores
iniciales de las constantes de movimiento exaotas relacionadas oon las sime-
trias rotas en la aproximacién, puede resultar una prueba eficiente de la
coneistencia del método util igado. ' |

Cuando alguna simetria, o constante de movimiento que caracte-
riza a la dinfmica es de importancia relevante, se hace necesario efectuar
aproximaciones que la contemplen o.pociaimento.

Existen, en principio, varias de ellas basadas en considera-
ciones de simetria (la mayoria de las cuales no han esido implementadas en fa
prlctica, segfin la informacién-de que disponemos). Se las puede dividir en
doé subgruposg, segin se restaure la simetria a priori e a posteriori.

| El prooodimionto de restaurar la simetr;a a posteriori coneis-
te basicamente en estudiar la evolucién de una funcién de onda variacional,
Yju) y proyectandola luego en el snboapaoxo de interél (ver por e jemplo
Rei 83) Este procedimiento es aplicable sdlo -i la violacién de la silotria
es débil, ya que en é1 se desprecian las correcciones a la érbita original
debidas a dicho apartamiento de las leyes de conservacién.

Entre los métodos de proyeccién a priori, el de Hartree-Fock

proyectado dependiente kol tiempo, HFPDT, ocupa el lng#f més importante.

Esencialmente consiste en proponer como funcién de onda variacional a
S o P
Z_Q.,.,m ,‘Prn):l¢> (4.1)
m=1

donde los 72, proyectan eobre los subespacios ortogonales invariantes de in-
teréa(xanaob) y los [¥, ) son N-distintos determinantes de Slater.

Una tercera forma de introducir las constantes de movimiento
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puede buscarse en la adopocién de un esquema dependiente del tiempo similar

Sou 8
( 2). Es decir estu+

@& la Aproximacién de Fases al Azar Autoconsistente
diando la expansién a aeénndo crden alrededor del camino clfsico con el fin
de incluir los efectos de dos partio&laa ~ dos agujeros en el propagador tem-
poral. Si bien esta propuesta ain no ha sido estudiada en profundidad, pre-
senta en principio la dificultad de tener que mane jar matrices del orden de
2n x 2n , oon n igual al niimero de estados de la base de una particula.

El método HFPDT implica la necesidad de resolver una ecuacién
de comple jidad equivalente (o mayor) que la de HFDT para cada.éﬁbeapacio que
se encuentre poblado en el momeﬁto inicial.

» Para sistemas que inicialmente esthn dispersos en muchos sub-
espacios esta circunstancia puede resultar un inconveniente de orden técnioco.

Asimismo, la dinfmica de la funcién proyectsda, puede en algunos casos, dife-
rir poco de un subespacio a otro.

En el caso de gran dispersién y trayectorias seme jantes en el
espacio de fases de Hartree Fock, en lugar de considerar todos los determinan-
tes asociados con cada subespacio invariante (/ 4%1)) , resulta oconveniente
proponer la utilisacién de un solo determinante de Slater “{’)) idéntioo

para todos los subespacios. Resulta as{ el vector de estado
I;ﬁ):z anhy V) (4.2)
m

gque representa el punto de partida de la aproximacién llamada Diné&mica Varia-

83; Her €3
cional que Conserva la Simetria (DVCS) (So1 83y Her Q.

4.2 las ecuaciones DVCS.
4.2.1 Pormulacién con operadores de proyeccidn.
) !
Las ecuaciones dinémi_cas para los parfmetros EZJ y'>aj del
veotor de estado en la aproximaciém DVCS , (4.2), se obtiene mediante la

aplicacién del principio variacional de minima accién (2.2).

Teniendo en cuenta que el hamiltoniano, H, del sistema conmuta
con los operadores de proyeocibén asociados con sue subespacios invariantes,

la integral de acoién se expresa comos
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t,
S= 4 <Burfeg, - H) 18w (43)
- jt. dt' L (t) (4.4)

donde

L-2 leasa, CHIRIY) +ida, "B V) -
- a | VP H I | (4.5)

Las ecuaciones para los parémetros E(L} pueden resolverse en

forma inmediata, gracias a estar asociados con las simetrias

Sm §=0 (4.6)

implica

Lo CHIBHIV) = L anHIPIFY +id, IR (4T)

que se resuelve en

tl
Q) = Q, (o) EXP {1J Sm (t')dt’} (4.8)
%,
Sz )t (4 SHIPlP) CHEHIVY ) o (4.9)
t ~ AT
. HlimlY) HIPL VD
’j;’{im“’) dt’ (4.10)

resul tando, asimismo, de la ecuacién (4.7)

K= la, P CYIRIP) = <¢/a/¢>:c‘am (4.11)

que expresa la conservacién de la probabilidad de encontrar al sistema en um

dado subespacio.
Las ecuaciones de evoluciéan de los parémetros {x} se obtienen,

igualmente, de realizar la variacion respecto de ellos, resul tando

4 jdt’ (2x,4,) =0 (4.12)
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que puede escribirse en términos del tensor simpléctico (ver seccién 2.1)

comos
% % Fu %;5” (4.13)
d
esiendo .
bir | P ,
Ty = 4 % X ( 31_ , A (o) B, [P (x)) -
%T&a b G [ 140203 ) (4.14)

y Hz)= Z & (Cbx)[HE, Dy e, m) (4.15)

Teniendo en cuenta que

m o [ = a2
— h=d - _t‘___ {J’ [’ \
GCTK = ¢ "\t,z dx,. 3% axé )@h(P [Tz N(/) (4.16)

representa el tensor simpléctico en el subespacio n-ésimo, ya que R H’>

(Era 81; Eur 8“), las ecuaciones (4.12) a (4.15) expresan

no eetf normalizado
que la evolucidén se realira segin una dinémica promedio de la de cada subes-

pacio.
4.2.2 Formulacidén con coordenada generatris.

Una formulacién alternativa a la presentada en la secoién an-
terior, puede realizarse para el caso de simetrias representadas por grupos

B
continuos de transformaciones con el método de la coordenada generatriyg (Bra

68&,b).

Supongamos que la simetria en estudio esth asociada con los
operadores S(Q) de un grupo de Lie G, (J(Q\EG), que actia unitariamente sobre
los vectores del espacio de Hilbert que contiene a la variedad /‘7 (/[C Hil-
bert).

Sea [VYEA y formemos el estado

IYad = gcm/w (4.17)

Yy a partir de 81
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[¥§) :Joﬂum) f) ) (4.18)

donde/u ¢8 la medida invariante del grupo.

El estado (¥ f) resulta similar al utilizado en el métode
de coordenada generatriz para estudiar descripciones mediante variables colec-
tivas.

Utilisando a /¥ f) en el principio variaoional (2.2) se obe

tiene para la accibn

§ = [dt | Joue) dpson [ 4y <Pl ¥ i) +

+i flapar delbad- [fe) ol a))] (4.19)
y las ecuaciones variacionales

j,j {'(n) Y (wien)) cjum) +4 S 4(n)<+/,ll(w‘$fz)> éum):

= f{(m HIH ¥ (wlssa)) o/fu(a) (4.20)

- | . -1
(donde £e ha utilizado que [8(-‘1\,HJ=O y 8&0)3(‘2)=g(‘0 aR))
en tanto que las ecuaciones para los restantes parfmetros se mantienen en for-

ma implicita (JEIJS=O )e

La expresién por medio de los proyectores puede recobrarse a

partir de (4.18) proponiendo
> =" *
feay= %( Q. LD.«(-Q\] (4.21)
donde

Vv
Dk.( ()= ki@l k) y 1VK) es el vector
K-ésimo de la representacién unitaria irreducidble ¥ .

Teniendo en cuenta quo.
_ *® )
_{d/un) [D,i(ﬂ)] g = [ (4.22)

(expresién que se demuestra en el Apéndice A)
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se recupera a partir de (4.18) la férmula (4.2).
4.3 Caracteristicas del método.

Es posible imaginar dos situaciones limites para la aproxima-
cién. La primera de ellas ocurre cuando el vector de estado inicial se cn;
cuenira en un subespacio invariante (digamos el n-ésimo). En este caso 1la
dispersifén es nula, y‘dado gque la probabilidad de encontrar al sistema en un

subespacio se conserva, resulta
X =8 m (4.23)

y por lo tanto se reobtienen las ecuaciones de EFPDT,

Si por el contrario la distribucién ew muy ancha en los sudb-

espacios , los recubrimientos
Pvady  (HIHIPa)Y , Lviva)

estarin muy concentrados ('pioadoa') alrededor de 5)=-0, por lo que se puede

aproximar la accién en (4.19) por

(dt [ [frtwiduer @iv)+d Jlfldue) ¢¥)-

- Jlf 1 du <+/Hl+)j ~ 5 (4.24)

de cuya variacién se obtienen las ecuaciones HFDT de movimiento

2 f) = §w) (1, Y _ PIHI) ) (4.25)
NS TP

y S-z,jdt(zdf_ﬂé _ (+/H/+>‘)=o (4.26)
=) ) PP

que corresponden a un estado > sin normalisar.

Puede afirmarse, entonces, que el método DVCS coneiste en
proponer como vector de estado una combinacién lineal - de determinantes de
Slater asociada con la simetria que se pretende restaurar.

Todos loe vectores superpuestos estén degenerados en energia,

dado que
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Nl H (fw)= (+/3'z'w)I—13(mH’>=(*f/H ) (4.27)

Las aproximaciém DVCS se muestra como un método interpolador
entre la dinamica HFDT y la din&mica HFPDT, ‘

De acuerdo con lo expuesto en el capitulo 2 y en la Beccién
4.2.1 serén constantes de movimiento en la formulacién DVCS tanto la norma
como la energia, ocomoc asi{ también cual quier funcién de los operadores dia-
gonales en los subespacios propios asociados a la simetria en cuestién.

| Tanbién resultarfn constantes de movimiento los valores medios

de los observables que conmutan simul tdneamente con los proyectores y con

el hamilteniano que a su veg representen una variaciédn posible del vector

).
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5. COMPARACION DE LOS METODOS HFDT Y DVCS EN UN NODELO RESOLUBLE.

5.1 K1 modelo de Lipkin-Neshkov-Glick (Lip 65)

Desde su proposicién en la litératura, el modelo de lLipkin-
L
Neshkov y Glick (Lip 65) (LMG) ha servido como laboratorio de ensayo y com-

paracién de distintas aproximaoiones, tanto estfticas como «‘1:‘.::6!:1%.&3(1?°n 82

Gil 79a; Her &l Fol 73; Kan 80a,b; Kra 81; Kri 77; Sol 82,83)

El modelo contsiste esencialmente en un sistema de N-fermiones
que pueden ubicarse en dos niveles indefinidamente degenerados,G=*/, y que
interactian entre si produciendo un intercambio de particulae de a pares en-

tre los niveles, es decir

H: EPZV_O—Q" Q’PO’ +

Z (e a +
%?P’ ( pi Q— Q ) (Q'P'| O. QP‘) (5‘1)

donde los operadores Cl_-';)c,r crean un fermién en el nivel (P,O' )e

El hecho de existir solamente dos niveles de energia, bdsica-

mente, permite expresar el hamiltoniano en términos de los operadores de un

Sl1gevre S U(2) (Lip 65) co
J, =2 T Fpo Qpor (5.2a)
o= 2 o%,ap, (5.2b)
- (J+)+ {5.2¢c)

Es inmediato verifiocar que (5.2) son las componentes de un
operador vectorial _J que conmutan entre si como las componentes normales
del impulso angular, generando por lo tanto un &lgebra SUk),

Utilisando las componentes de \J el hamiltoniano LMNG resulta

H- €, +;{ (42 4)2) (5.3)

El modelo es estudiado, por lo general, en la representacién
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totalmente simétrica, dado que a ésta pertenece el estado fundamental no
perturbado /J, —J> (5 g”).

Resulta importante seiialar que el hamiltoniano LMNG (5.3) no
conecta los veotores caraoterizados por un nimero par de particulas en el
nivel fundamental ((T=-4), con los que poseen un niimero impar de las mismas
en ese nivel, dando lugar asi a doe subespacios invariantes caracterigados
por la paridad, ouyo operador u'ooiado se establecerh més adelante.

Los determinantes de Slater estén en oorrespondencia, en el

caso particular del modelo LNG, oon los estados coherentes aténioou“" 2

Gil 72,79b)

12>= (&) [J-4) (5.4)

donde

Jo H-d>=-J[3-3) (5.5)

R(z)= exp(ty Iz,;/ (5J+_.Z.*J_)) (5.6)

es el operador de rotacién representante de lcs elementos del grupo cociente
Su(2)/U(1), encontréndose el grupo U(1) formado por las rotaciones alrededor
del eje ¢ (611 74) (CXP("*le) ip

El parémetro complejo C= ‘(3/6 )e puede ser representado por
puntos de una variedad diferencial que censtituy-e 1a esfera de Blooh.

Los estados coherentes se caracterigzan por tener un valor

medio constante para el mSdulo del vector de cuasispin

[¢el Jlsdl= (5.7)

asignando este radio a la esfera de Bloch,8e puede afirmar que si un estado

/‘P) oumple con

RIS (5.8)

éete pertenece al interior de la esfera y no representa a un determinante

de Slater.
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5.2 Soluciones aproximadas,

5¢2.1 Las eouaciones HFDT.

) Las ecuaciones que se obtienen para los parémetircs G y 0,
Y 4

G:%% € ', por el método HFDT resultans
© =-EX ren® sen(2¢) (5.9a)
g.p = £ (Hj(cos@ cos(.Z'P)\ (5.9b)

donde /(,’/—_- {”’/)V/E e¢e el parlmetro de orden (como se verh mhs adelante).

Las ecuaciones (5.9) pueden expresarse en funcién de las

derivadas del valor medio del huiltonimo,){(_ s Y de la métrica simpléctica

oomos
(ﬂ se 5'1 O¥ (5.10a)
2 Q¢
((): (%ﬂ sen® )" 3,3;—)( (5.10b)
donde
H=delHlg)= gé (-cos @+ sen’® senfzy)) (5-118)
0 bien
o | ) oF!
¥ seno /‘P [ °f (5.12)
2 -4 O [ & afl
eY=)

No resulta difficil en este sistema particular colocar el re-

sultado (5.12) en funcién de las coordenadas canfnioas; ellas sons
N N
P:-icose (I’DISE)) (5.13a)
9= 7y (5.138)
expresando el valor medio del hamiltoniano, es decir la energia, comos

H= (s{Hle)= € (p 4%’ (;}/2. ?z)sen(zg)) (5.11b)

quedan las ecuaciones de evolucién en la forama tradicienal

I (5.14)
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s _ 9F
Q= 39 (5.15)

El anflieis de la energia en funcién de las coordenadas (O, ? )
del espacio de fapes nneitrl un cambio cualitativo en funcién de que el pa-
rémetro ;y/sct 2ayOr o MenOr gue uno.
| Para.lﬂ( [ayor que 1 se encuentra (Pig.l) que las Srbitas, li-
neas de energia constante, son de dos tipos. El primer tipo corresponde a
édrbitas en que tanto 3 come P se repiten en sus valores dando lugar a tra-

(Gol 72; Kan 80a)

Yectoriae cerradas o loocales denominadas libraciones + Batas

Orbitas locales opurren alrededor de los puntos estacionarios
- - | - 77
(3m,2 /?m,:z)-((mq\/% 7107 (5.16)

(9, 7 Prys ) se corresponde con los signoa superiores,.

Los puntos (qnl R pnl) corresponden & los miximos de la ener-
gia, en tanto que los minimos tienen lugar en (qn2 ’ pnz). |

Las trayectorias alrededor de los mbximos (mfnimos) eson dege-
neradas en energia ya que un incremento en // de la coordenada q deja inva-
riante el hamiltoniano reducido F({,p) ,(5.11),

Hlg+7,p) = € [p+ —42- (gz-f’)se”(/zg))J{(?,P) (5.17)

Esta invariancia en la superficie de energia es el ;?lejo, en
la aproximacién HFDT, de la oonservacién de la paridad seifialada en la seccién
5¢1 «

El segundo grupo de érbitas para )?ﬂ)! , corresponde a aquellas
en que q crece indefinidamente repitiéndose p en sus valores, estas trqyccto-_

Gol 72¢ Kan 80a
rias son de la clase de las rotaeionel( 12 ).

Las 6rbitas que separan libraciones de rotaciones son las tra-

yeotorias oriticas, que nacen y mueren er los puntos de ensilladura ubicados

en

(3m’2 ,Pm; = ((m:é)i; 9., + A//z) (5.18)

donde
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rn-_-i" (thj)

Cuando el parfmetro de orden, yé , e8 menor que uno, (Pig.2),
ninguno de los puntos (qn ,pn) descriptos como mbhximos, minimos y puntos de
ensilladura se encuentran en la hoja fisica.De ello resulta que el finico ti-
po de Srbitas que tiene lugar son las rotaciones, colapsando la linea de
minima energia en el pole sur, p=-K/2 .

El dristico cambio en las caracteristiocas de la superficie de
energia constante sefialado, es referidc habitualmente en la 1iteratura como

una transicién de fasc(ail 79‘).

5¢2.2 Comparacién de los resultados de HFDT ocon la resolucibén exacta.

La comparacidn entre la solucién exacta y HFDT para el modelo

LXG ha sido realizada en primer término por Kriegor(xri 77)

quien estudid el
sistema para un nfimero de puticuiu relativamente alto (N=40), enocontrando
un aceptable acuerdo entre ambas soluciones.

Los estudios para un nimero bajo de particulas (R=6, 10) que
aqui se desarrollan (ver asimismo Seol 82) desde el punto de vista de TDHP oco-
mo apreximaoién para tiempos cortos (seccién 3.3) llevan a una conclusién
distinta de la de Krieger, aunque compatible con ella segfin se verk.

Para realigzar el estudio en la base rotante con HFDT (seco.

3.3) resulta conveniente escribir las componentes rotadas del vector J

T = R J R) (5.19)
/1, -1z -z ) S
/ I, ) R L 23 1 -3 'J+ | (5.20)
\ L (1+izl?) . ]
\ I ; 25¥ 'Zy ! J-/

En funoién de ellas, el hamiltoniano LNG rotado puede expre-

sarse comos

HicY= Riz) HR @) (5.24)



O/j T 1/71 T T KQ}] aHF'

Figura 2s Orbitas de HFDT en el modelo LNG. ( 2=.5)

¢

40
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Hie)= Jell-121) T + 6% I, +3 1)+

(Y ((eem) (2 T2 -4 (T, T+ T 1))+

]+/(l
HGUUI+JLH@ CN I L+ T I 1
/
+:—Zl('f+6 )I +i(/ 18 )I Jm (5.22)
(Lip 65)

El procedimiento de linearisacién origina el hamilto-

niano de Hartree Fock (-/./H;) que aqui se expresa en la formas

#HF = _Q"J +‘-§—2Hr';— (5.23a)
= Q) +0.1, v+, 1.+ T, (5.23v)
A SN
donde X dow o (T-TTT)
Q. =0 = ¢ igtq e 7 (5.24)
24 - PHln 12 s [+ 1T(2

La energia de la trayectoria HFDT resulta

2
p RN _ 'y Ny _ .,c ! lzl + G 1‘6)‘ \
<=7 HHF/:)/_(P,‘f//O/""‘_"b" ( : 1_[.;](]1 /

= J(.-0,) (5.25)

Los valores de -Qoy "QZ resultan hasta cierto punto arbitra-
rios, dado que no afectan las ecuacionee de movimiento (5.6). Bllos son ree-
ponsables de la existencia de una fase ontre los dintintos veotores de la

base, ya que éstos resultan de aplicar .T al estado cero

/3>=xﬁ +—IO) (5.26)
con //d = oonstante de normalizacidén

Esta arbitrariedad puodo_olininnrao exigiendo

¢8 IT =0 = L= LD o

de lo cual resulta
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_ £ (21212 + z+*"’6’j
Ao = Lalzl* (558" T+iar ) (5.28)
[ L A T AR

(esta eleccién fija la fase relativa entre los vectores de la base mévil ).

Los elementos de matris del hamiltoniano residual en la base

mévil sons

2, =k Vg kY= €k 4 h, [3R*-9Jk-k - (W-1) k IgFJ (5 30a)

{
K owat = (HVrfs “(H>=2‘QL'C* ((ZJ_ k} (k'M\) k (5. 30b)
L iy = R Ve [R42 )= l\ I-k)(k+1)724-k )('\*2) (5. 30¢)
donde “\05 v Z +Z' (5. 31a)
(+1e12)?
h=V &*-¢ (5.31v)
(HILP‘)
v i’ (5 31¢)
ha= 2 U+1p1D)?

Resulta evidente de (5.30b) que el hamiltoniano residual no
conecta el estado de HFDT con su primer estado excitado

ol Vies/1Y=0 (5. 32)

dado que ’ 1> se genera de lO> por la aocibn de un operador de un cuerpo
y son precisamente estas interaociones las incluidas en HFDT.

La medida de)l tiempo minimo de valideg de la aproximacidn HFDT

en el nodelo.plc viene dado por
Loin ™ (2 VN [h, | )_’”" (2’“’)11}—1 (5.33)

Con el fin de realigar la comparaciém de la propagacidén tem-
poral segin HFDT con la propagacién exacta, se ha estudiado el valor medio

del operador de un cuerpo J, tanto en lo que respecta a su médulo como en
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cuanto al Angulo relativo entre el aproximado y el exacto, asi como también
el valor absoluto del recubrimiento entre las funcienes do.onda.

Se ha inclufdo igualmente, a modo de comparacién como solucién
de tiempos cortos,a la resultante de tru;car la base mévil guardando solamen-
te los vectores /0) ¥ /2) (en adelante ee llamaré a esta aproximacién la
"golucién de segundo orden"” ).

Los resultados mhs interesantes se obtienen al considerar
la situacién para 0')! Yy 8rbitas del tipo de las libraciones,

En la fig. ) puede verse ol recubrimiento (?Qoliﬂfol4{>i2 )
del estado de HFDT con el exacto para las condiciones K(IC‘F@J; O.d’}_’: 15 1-6,
en la figura se muestra asimismo el valor de flrlzen la aproximacién de se-
gundo 6rden.

Puede observarse en la fig.) que la aproximacibn de segundo
orden oscila con alta frecuenciaby coincide con la exacta sélo para tiempos
muy cortos. Eeto se debe a que ella estd privilegiando modos intrinséocos-
que en HFDT aparecen suavizados por no ser colectivos; de esta forma la apro-
ximacién de segundo orden produce un oomportamiento para tiempos mayores que

{rnhq cualitativamente inferior que la aproximacién de ordem cero.

En la fig.3 resalta una recurrencia de la solucidn HFDT res-
pecto de 1a exacta para perfcdos bastante mayores que el de HFDT,

En la fig.4 pueden verse los mismos elementos para idéntica
érbita pero con N=lO., De la comparacién de las figuras 3} y 4 surge que el

periodo de recurrencia crece con el nimero de particulas, enoontréndose una
tr____cc & . r_ﬁ.—_

trec1d ¢ 10

El anflisis del vector polarisacién (¥ /4 fp> ge realiza

relacién numérioa aproximada de

por medio de la figura 5. All% puede verse que el médulo se mantiene en una
banda superficial de ancho 1, sin adentrarse en demasia en la esfera. Existen
puntos en que su valor es muy préximo a J, pero para ellos el fingulo entre

el veotor exacto y el sproximado es cercanc a 90, Estos puntos coinciden con
los de mSnimo recubrimiento y sefialan que el vector de estado exacto es muy
cercano a un determinante de Slater, pero se halla en un punto de la esfera

de Bloch distante aproximadamente 90° del sedalado por AFDT.
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Estos resultados pueden interpretarse en el sentido de que el
sistema estaria realiszando transiciones entre las érbitas degeneradas en
energia de HFDT por debajo de la superficie de la esfera. Como se verk més
adelante este efecto corresponde a la ruptura de la simetria de paridad por

el generador de evolucidén autoconsistente.

52+ 3 Las ecuaciones DVCS,

Como se expresara en la seccién 5.1, el modelo de LNG presenta
dos subespacios invariantes debido a que el hamiltoniano (5.5) no mezola ]
estados con un nimero par de partfoculas excitadas oon l0e correspondientes a
un nfimero impar de particulas en el estado de energia no pertubada €.

El operador de paridad, P y BO eXpresa .en funcién de los ope-

radores de SU(2) como una rotacidm en /7
. ' k
™ { 77(~7_’~.) )
J'= € (5. 34)
"
y tiene como autovectores a los estados de Dicke [m>='—{-77 ~+I‘J) ocon autovaloree

- : -
(-}m:Ji . jj' resul ta un operador cfiolico de orden dos (_P = 11 ) y sus

proyectores asociados oon los subespacios simétrico y antisimétrico sons

R4 (17P) (5. 358)
-4 (-P) (5. 350)

La accién de :P sobre un estado coherente )Z) se determina

oon igual facilidad, resultaando
Ylzd=/(-g) (5. 36)
dando un valor medioc en estos estados de

P N N
(E/P/Z>=<5/'g>=(%z—{ffz ):cosesi (5.37)

adembs, P efectia transiciones con (1 3 /P/I G > = (]t >'—' _( .

Si se estudian las trayectorias de HFDT pars distintos valores

del parfmetro de orden _;(/. (5.12), se observa gque s 1) paruZ: () 1ae trayecto-
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rias son los paralelos de la esfera de Bloch; 2) a medida que ;(/enco a
partir de cero, las trayectorias (fig.z) se van ondulanda con uplitudes
crecientes y 3) luego de la transicién de fase aparecen las trayectorias
oerradae alrededor de los puntos estasionmarios.

Paralelamente con el incremento de /?/ aumenta la ruptura de

la simetria en el modelo de LMG. Si se evalfia esta ruptura por

(( > = mas (Cos @ i min cos0)" (5. 38)

en una dada trayectoria, se oconcluye que ella reviete mayor importancia cuan-
to m&s deformada sea la érbita (mayor valor de 2/ ) ¥y para nfimero de parti-
culas, N, bajo (como el estudiado en la seccién anterior) y en especial para
las trayectofiu que se acercan mhs a loe polos (£=0,7), es decir cerea

de lae trayeotorias criticas.

Para realisar 1a desoripciém DVCS del problema conviene basar-

Be en los estados de buena p&ridld(x“ 80v)
[+> = 2 (i) 1-8)) (5. 398)
[->= L [ 3 4 /-5}) (5. 39b)
vz T

Yy el hamiltoniano DV(CS

Z X, 7{ = X, :H + o F{_ (5. 40)

~
con A+ :é(,{ ¥ Cos 9(0)) y
Y4 - ﬁ.\
%{+ = &J (— cos @ 1 con’e cos{z,c;-,‘,’ (5.41)

que corresporde a un estado inicial de Hartiree-Fock caracterigado por C: C3(0).'
La nétrica simpléctica - (2.16), (4.14)- resulta aqui

.
U:(Q Ve ¢ (5.42)

_C(;{) O /
con o =d 'P(e‘ (5. 43)

T de
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y PE) = X, (@) +_p.(0) (5. 44)
Py BN

siendo T (8) = (.’—-COS S (J_:ﬁCMO’ — 8/ (5. 45)
H ) (1t e 5)

De las ecuaciones (5.40) y (5.43) para el hamiltoniano y la
méirica se extrae la dinfmica de S y (P en la aproximacidén DVCS

S /d I3 ¥
O - (ae?@) 5?:0 (5.46a)
¢- (é‘e?ce\)" %g (5. 46b)

Finalmente puede obtenerse la fase relativa, "/ s entre los

estados /t) y |->, siendo su derivada texporal

y=E,-H._ -9 (p - F) o (5.47)

donde cé.;. es ol lagrangiano de buera paridad,

Ly = <o sy (i< ey Hy) (5.48)

Es importante observar que la aproximacién HFDT se puede recu-

perar de DVCS en el caso en que A((P))'UOon la.8rbita.
5¢2.4 Comparacién del resultado BVCS oon la resalucién exacta.

Las ecuaciones (5{46) ¥y (5.47) fueron resueltas para varioe
estados iniciales del tipo de HFDT y varias combinaciones de numero de parti-
culas e intensidad de interacoiénm.

Para __?2 {5 ,/*’,:56.0; decir valores del parimetro de orden y el
nﬁero de partiouiu de interés a efectos de estudiar la ruptura de simetria, .
se obtuvo un retrato en fases (€, ‘{)), (£ig.6), semejante al correspondiemte
a EPDT aén ousndo debe observarse varitox&n en las érbitas en las oercanias
de E-Oy 7] como asi también un corrimiento en la trayeotoria oritica, dado
qQque la trayeotoria rotulada 10 gue se eori-eaponde a través de las mismas

condiciones iniciales con la érbita 10 de la Tig.l (HPDT) resulta una érbita

oerrada en DVCS y abierta en HFDT,



Figura 6s Retrato em fases DVCS. (,}_’ a1.9)
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Es posible calcular, en oconexién con este cambio en la ubi-
cacién de la érbita critica, la energia de la misma en ambas aproximaciones,
ésta reeulta -£J en HFDT y -E) (l"’-f-j’-) en DVCS,

Se debe hacer notar aqui que oen la aproximacién DYCS el caa-
bio oualitativo de las érbitas (9, ?) que eo. experimenta al pasar de }’(.!
a ,2?>:! no implica la existencia de una transicién de fase, ya que el retra-
to en fases (fig.6) resultante corresponde a una proyeccién particular del
eepacio de fases completo (© ,{f ,7,¥), con 7=¢P).

De igual forma que para HFDT,seocién 5.2.2, se ha calculado
el veotor polarizaoién <(g,) Y 81 recubrimiento del estado DVCS con el esta-
do exacto para determinar el cenfortaniento de la aproximacién DVCS,

En la fig.7 se muestra el recubrimiento entre los vectores
de estado exacto, HFDT y DVCS para 2’:(.5 ,N=6 y condiciones in:loialen corres-
pondientes a la érbita rotulada 2 en la fig;6, es decir 09,¢$=(1r<053.8,fﬁ.
La me jor de-cripéién resultante de DVCS respecto do'HFDT resulta aqui notoria.
El estado DVCS se mantiene correlaoionado en nﬂ 80% con ;1 exacto por un
tiempo de varios periodos de HFDT,

- En la figura 8 pueden observarse los mismos elementos que en
la fig.7 para la 6rbita rotulada 7 (en la fig.6), que tiene ocondiciones ini-
ciales (9,4"):(&“050.6,0), la trayectoria resulta una rotacién en HFDT, obeer-
vandose en este caso que la aproximacién DVCS da resultados muy préximos a
los de HFDT.

La poralizacién (J) , resulta también un buen indicador ya
que representa el valor de expectacidn de los cbservablee de un cuerpo, in-
timamente ligados con ambas aproximaciocnes (DVCS, EFDT). En la f£ig.9 se ha
graficado el cos-ono del fngulo formado por <:">€mddc°n <J>4PM-' cosP + para
ambos métodos y en las condioiones de la fig.T ( 2245, N=46 ,(6,¢) =
(¢rcos 0.8, 0)).

Resulta de la fig.9 un notable acuerde entre DVCS y la reso-
lucién exaota, manteniéndose oos/O muy cerc&no & 1 (/3“/ 0) en contraste

con las oscilacionea de HFDT.
En la fig.10 puede verse el mbdulo de la polarizacién en igua-
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les oondiciones que las figuras 7Y 9, nuevamente se obtiene un buen acuerds

entre la resolucién exacta Y Dvces,

5¢ 3 Conclusionee.

Del estudio realizado sobre el modelo LNG surge ocon oclaridad

un cierto numero de oonclusiones.

En primer lugar 10s estudios efectuados sobre el método HFDT
sedalan una correspondencia entre la ruptura de las simetrfas y el apartamie
to de la funcién de onda aproximada (HFDT) del valor exacto. Asimismo los
valores medios de los observables de un ocuerpo se ale jan de sus valores exac.
tos oon el tiempo, en mayor nodida cuanto mayor es la violeoién de simetria.,
Puede inducirse de esta observacién que la conservacién aproximada de las
simetrias deberia ser una condicién necesaria de toda resolucidn restringida
del problema de muchos cuerpos.

En segundo lugar se nota que en los casos de fuerte ruptura
de la simetria el método DVCS, propuesto en este trabajo de tesis, oo'capaz
de realizar una substancial mejora en la resolucién restringida del problema.
No obstante lo cual, en el caso de que la simetria fuera conservada en la a-
proximacion HFDT, los resul tados de ambos nétoéoa coincidirian. Es decir gue
DVCS representa una me joria respscto de HFDT s6lo si este Gltimo tratamiento
produce una ruptura importante de la simetria.

Kn tercer lugar debe sefialarse que la mayor o menor violacién
de simetri{a en HFDT depende no sdlo del modelo, el valor de sus parémetros
y el nimero de particulas, (es decir de las caraderisticas del sistema),

gino que ademhe depende de las condiciones iniciales de mansra critica, como

lo evidencia el modelo LKG.
Esta conclusién muestra que 1a validés de una aprgxilaoibn no

lineal y autoconsistente como HFDT debe ser estudiada en forma continua con

el tiempo y depende del régimen (las condiciones iniciales) en que se estudii

el problema particular.
En especial, los resultados aqui presentados recuerdan las

caracteristicas semicléeicas de HFDT que lc hacen poco apto para calcular en
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las sonas ceroanas & las trayectorias oriticas donde existen camincs de
igual energia cercanos al de HFDT que interfieren con &1, permitiendo en la
dindmica exacta el efecto tinel por debajo de la superficie de energfa consi-

derada. (El interior de la esfera de Bloch en el caso del modelo de LNG).
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6. COLISIONES DE IONES LIVIANOS - HFDT
6.1 Potenciales de Skyrume.

Como se expresara en la smeccidn 3.1, el método de HFDT ha sido
utiligado frecuentemente para el clloulo de colisiones de iones en fisioca
nuclear.

La primera dificultad que se presenta al intentar este objeti-
vo 68 la necesidad de conocer el potencial con que interactian los nucleonee,
La determinacién de las fuerzas que dominan las relaciones entre hadrones
constituye hoy dia un capf{tulo abierto Y en plena evolucién de la fisica de
particulas elementales. Para los fines propios del célculo de propiedades
colectivas de los nicleos, se han modelado interacciones fenomenolégioas,
apropiadas para su utiligacién en bajas energias, que representan los prime-

ros términos de un desarrollo analitico de la matris de interaccién, T,
(Ski 56; Vau 72)

TR,R'Y=to +E, (kK*+R'?) + £, K-k .. (6.1a)
0 bien en la representacién coordenadas

T )=l 8xx) +1, (925 4860 +1, V&V (6.1v)

en estas expresiones se ha hecho omisién de las variables de spin e isospin,

con el fin de simplificar la presentacién.
La furza de rango cero, (6.1), se conoce en la literatura como

interaccién de Skyrne(sk’ 56) Yy ha sido utilizada ocon mucha frecuencia tanto

en cAloulos esthticos cpmo dinémicos en fisica nuoclear, Una expresién mas
general de esta fuergza incluye un término dependiente de la densidad, o bien
una interaccién de tres ocuerpos, sin la cual no es posible reproducir & un

mismo tiempo los niveles de energia de los estados y la energia total de los

nﬁcleoa(sky 56; Vau 72).

Una expresién mée general de la interaccidn de Skyrme seria:
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E(viz) =L, §(z-%) (1+2,B)+
+12_/ (v’ 8-y + §2-2) §F) 4

+ Uy, VE&EY +iWo (G +6;)- (v ) iy sV @) (6:2)
donde E en ¢l operador de intercambio de spines
T 1las matrices de Pauli

(3)
b 4 V el término de tres cuerpos que se expresa comos

VO, Sew) K Gtx) (e
L, , tz , t.’. ,X/D y Wo son parémetros).

Cuando se utiliza esta fuersa en un céloulo de Hartree-Fock
o HFDT se obtiene una densidad de snergia éne depende 8010 de las densidades
de particulas y de la energia cinética. Si se desprecian los términos que
diferencian a protones de neutrones y las posibles orisentaciones del spin

D
Be obtiene( & 82)1a densidad de energia, i( , definida por

<+/H/f>:j Fliey d (6.4)

donde (%/ﬁb)'lf // (i) y /4 o8 el operador de sdisimetrizaciénm, /‘P>
es el dewmma.nte de Slater. La expresién para ﬂ en funcién de la densidad
de particulas, f y ¥ de energia cinética, Ck), ess

'f( ﬁ T(Z)+3tg + (3t+5t1)3'[+

Lot st L Se e, e
A, A 2

(con S)(z): JL_‘ \}:’(i)\ﬁ{&) y =)= J%' IV‘//J(Z)’

siendo Vcoug_ = e*< j I:E.-Z‘l ?(i') d'}z’) + término de intercambic

(2 / A = ntmero de protones / nfimero de nucleones).

La mayor ventaja de la fuersa de Skyrme desde un punto de vie-
ta computacional radica en que sélo es mecesario evaluar un operador diferen-

cial, el laplaciano, para obtener las ecuaciones de movimiento.
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Para determinar el valor de los parémetros incluidos en (6.5)
Be ajustan las predicciones de Hartree-Fock para obtener las energias correc-
tas en loe términos de volumen, superficie, simetria.y Coulomb del modelo

de gota 1iquide, y el desdoblamiento de niveles debido al término de interac-
. . ., (Que 78
cién epin-6rbita 7 ). La restante ecuacién-se obtiene del ajuste de la

no localidad Y la densidad de saturacién y més reoientemente, se ha incorpo-
rado al aJuate de parémetros magnitudes como barreras de fisién (Bar 82)
centroides de resonancias monopolares, dipolares y cuadrupolares de los

nﬁcleos(xri 80).

En la aplicacién al cdlculo de colisiones de iones suelen re-

alizarse algunas aproximaciones tanto por ragones numéricas ocomo fisioas(nav

823 Koo 77). En general el término de acoplamiento spin-érbita es ignorado

( MQ::C>) debido a que su tratamiento demanda una duplicacién de 1a memoria
de oémputo requerida, igualmente los términos que contienen gradientes y
laplacianos de la distribuci&n $(z-2) son reemplasados por una interacciém
de Yukawa de corto rango que §r0poroiona mayor estabil idad al cllculo.

La interaccibn resultante produce una densidad de energla

(despreciando los términos de intercambio) (Flo 78 Dav 82)

Hay= 5 Te) + Y 3¢+ g

2m odt
Jd exp (-1%-%'1/a.) Q) Q) (6 6)
[z-2'] fla
Los valores de los parémetros utiliszados en este traba jo de
tesis corresponden al conjunto seleccionado por Koonin Yy coloboradoroo(xoo 77'
Plo 78)
t (IeV fn3) t, (lev fn6) Y, (MeV) a (fn) ‘
—497.66 | 17288, -363.044 ! 0. 4598
— - _ i

Efectuando la variacién del lagrangiano ocon la fuerza (6. 6)

ge obtiene la ecuacidén de evolucidén para las funciones de onda de particulas
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. 2 2
zﬂy('—zﬁ,; % +§-togz+Wr*WC)‘/“g

(6.7a)
con W, = V, JOPZI exp (—If-i‘l/a} (%) (6.71)
z% 1 /a §
h g
W,=2e*Z [d% 4 _ ., (6.7¢)
=2k zzle 5

6.2 Nodelos bi y-tridimensionales.

Idealmente seria deseables resolver las ecuaciones (6.7) min
mfs aproximaciopes (| y adn con menos! ) pero las limitaciones actuales para
este tipo de célculos 1levan & la necesidad de realizarlos con algunas res-
tricciones en las funciones de onda propuestas.

Existen varias aproximaciones que explotan ca;actoriaticaa
especiales del tipo de colisién en oonesideracidn, como sers colisiones entre

(Bon 76y Dav 81,78)

nficleos idénticos, ocolisiones frontales y otras « Los chlcu-

los nls generales en tres dimensiones son realirados eon funciones de simetria

F
definida reapecto de la reflexibén por el planoc de ro;ooién( lo 78 Dav 82)

\P,\(’-:Y.Z)= /Z\ ‘/’(x,y,-z) (6.8)

La disoretizacién se realiga en general con respecto a la
poeicién en una terma cartostana(Flo 78; Dav 82) aunque esta forma de resol-
ver las ecuaciones (6.7) no constituye una regla.

Para sistemas simétricos, como loe utilisgados para e jemplifi-
car en este trabajo, se pusde restringir afin més el conjunto de funciones de

onda requiriendo que éstas sean simétricas o antisimétricas ante inversiones

por el origen de coordenadsas

Y, (xyz)z T Vez,p,-2) = B 7, Vlxey,2) (6.9)

La discretizacién en coordenadas cartesianas se efectia en
una malla de pa;o fijo,igual en todas las direcciones, debiendo ser este paso
menor o igual a 1 fermi, que es el espesor caracteristico de la superficie

nuclear. El tamafio del paso de la malla espacial depende también del orden
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de aproximacién que se utilice para expresar nuséricamente a los operadores
diferenciales,

Las técnicas para la resolucién de las ecuaciones (6,7) cons-
tituyen un capitulo aparte; baste decir que en este trabajo se ha utilieado
una aproximacién en diferencias finitas para 1o0s operadores diferenciales
(orden del error 0([):5)) construfda a través de los procedimientos usuales

(Abr 72), Y el método ds gradiente conjugado(nt 80y Flo 78) P

ara obtener
los potenciales de Yukawa y Coulomb, fijdndose el paso de malla emn 0.7 fa
para las colisiones alfa-alfa.

Para realizar la integracién temporal debe recurrirese igual-
mente a una discretizacién del tiempoj la Bclucién disoreta de la evolucién
se en&uentra con alguno de los métodos usuales para ecuaciones diferenciales
de primer orden, En el presente caso se utilizé un método predictor-correo-
tor de orden lﬂts segin las férmulas de Adans(Hil %) y un Bnngo-l(utta(ni1 =)
de igunal orden para ocomenzar la integracién.

Para o]l estudio de colisiones entre iones livianos (A <100)
se puede recurrir a la aproximacién de mantener congeladas las funciones de

‘(Dev 78a,b; Dav 82
onda en la coordenada perpendicular al plano de reaocién( ev 78a,b;

Koo 78)

\-‘l/c.)(z,xz,é)':fa(x,y,t) \Pd (z) (6.10)

Esta aproximacién permite ahorrar memoria de cdlculo y tiempo
(Dev 78a,b)

de cémputo con muy bajo costo en ouanto a pérdida de precisién
en sistemas simétriocos livianos. Se verificé, em el presente caso, que una
colisién alfa-alfa con una energis de laboratorio de E/A = 20.75 MeV y pari-
metro de impacto ,&. 2.8 ﬁ', producia en ambos casos (con y 8in la aproxima-
cién (6.10)) las mismas trayectorias dentro de la precisién del célculo,
evaluada en una malla de 35 x 25 x 15 pasce y 35 x 25 en el ocaso bidimen~

sional.

6. 3 Aspectos cualitativos de lae col isiones entre iones livianos.

Lae caracteristicas generales de las colisiones de iones des~
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criptas oon la formulaciém EFDT resul tan independientea de lae interaccibnes
utiligadas.

El tipo de trayectoria es determinado esencialmente por la
energia relativa y el momento angular inicial,

Para energiss cercanas a la barr;ra de interacciém y hasta
un cierto valor limite superior del impulso angular orbital, ?> y todas las
trayectorias resultan en la fusibén de los fragmentos., Esta es definida ope-
racionalmente para aquellas 6rbitas en las cuales los fragmentos permanscen
unidos durante un tiempo snficiont;nento largo (t{picamente la duracién de

una rotacibén de 2/ del sistema dinuclear en el plano de reaocién(P1° 7&'

Dav 82) ).

Las trayectorias de fusidén se caracterisan por la graa trans-
ferencia de energia desde los grados de libertad translacionales colectivos
& grados de libertad internos de loe nficleosf sin esta pérdida de energia
la fusién no seria posible.

Para energias de laboratorio mayores de un cierto umbral (ej-
emplos 54 MeV para oolisiones entre iones de oxigeno) aparece un momento
angular limite inferior para la fusién, [< « Todas las trayectorias carac-
teriecadas por un momento angular menor que [< son muy amortiguadas pero no
llegan a la fusién., La existencie de un limite inferior para la fusidén es
una caracteristica que depende de la aproximacién, no encontriéndoselo, por
e jemplo, en modelos de colisiones entre iones que incluyen disipacién para
dar cuenta de otros grados de libertad no presentes explicitamente en la
descripoién,

La prediccoidn de un limite inferior para la fusibém puede ser
interpretada dentro de 1los limites de la aproximacién HFDT como una consecuen-
cia de los largos caminos medios qus presentan los nucleones (sece. 3.1) a
las temperaturas de excitaciém nuocleares. Esto implioca que las oclisiones en-
tre nucleones tiemen lugar esencialmente en la superficie nuolear, por leo
que éste excita sus modos propios a expensas de la energia de aquellos.

La exietencia de un limite inferior para la fusién no ha side

aln determinada experimentslmente, ni existen evidencias del mismo; resulta



de esta manera un tema abierto en la investigacién de las colisiones entre

iones livienos.

La seccién eficas de fusién puede ser estimada utiligando una

aproximacién de corte abrnpto(Bon 78) Y la definicién operacional de fusién
e6:
o - 2 z (2e44) (6.11)

I’(Z
donde k o8 el nimero de ondas del movimiento inicial relativo} si se reali-
28 la suma sobre los impulsos angulares que dan estados finales de fueibdn,
88 obtienes
2 /7 2 2
o - 74 (([>44)—([<+{)) (6.12)
4 %JE

donde //e® la masa relativa y
£ la energia cinética inicial medida desde el centro de masa del eiste-

na.

6.4 Ruptura de simetrias en colisiones alfa-alfa.

A partir de los estudios realisados sobre el modelo de Lipkim
Neshkov y Glick, capitulo 5, surge la posibilidad de estudiar la fidelidad
Y consistencia de una aproximacién observando la evolucién temporal del valer
.-edio de aguellos operadores asociados con las simetrias que no se conservaa
expl {icitamente on el n&todoAntili:ado.

En las ocolisiones de iones deben conservarse, entre otro, el
valor medio del cuadrado del impulso lineal y el valor medio del cuadrado
del impuleo angular, pero el tratamientc que da a ellos la aproximaciébn HFDT
resulta enteramente diferente.

Si se utilisa como estado inicial para la.colieién dos nucleos
en su nivel fundamental, suficientemente ale jados a fin de que no interact@en
con sus fuergas de oorto rango y enviados uno sobre el otro con un impulso
( AL R ) (éste e8 el estado iniocial en todos los clloulos HFDT realisados
al presente (Neg 82y Dav 82)), se obtiene para los primeros tiempos de la

c6lisién, en los cuales los niicleos no han entrado ain en contacto, que éstos
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se desplasan rigidamente sgfin la solucién tipo solitén

Yiz,t) =P (x-bkt o) (6.13)

No resulta diffcil mostrar que en estas condiciones oualquier
funcidén del impulso lineal total, f? y permanece constante en valor medio,
es decir que la simetria translacional se conserva exactamente (a todo ordea
en f’) ya que el operador de evolucién HFDT en nﬁaenoia de otro nticlec re-
sulta simplemente el operador de translaciém espacial, Pars estados posterio-
res de la evolucién no es posible predecir analftioamente el respeto de la
simetria a todo crden, por lo que se ha estudiado el problema numéricamente
como se verh mfis adelante.

La situacién con el impulso angular es enteramente distinta
desde el mismo instante inicial. Si se estima la dispersidn inicial del im-

pulso angular segin la relacién de inoerteia
, 2
00t =4 (6.14)

con (2 el &ngulo s6lido subtendido por cada fragmento desde el centro de
masa y considerando un nGicleo esférico de radio d a una distancia R del cen-

tro de masa, segfin el esquema

4

—

/ ; —
, 3/21 N
L

\ ‘1‘ e
7

2
resulta 1> 9d y se puede estimar

Rl
(33'2: R ¥ (6.15)
2d

Yolviendo a la solucién tipo solitén de HFDT, (6.13), consi-

derando gue la oolieién se produce con un parémetro de impacto q, 8¢ obtienes

o =l (L rfrve) ™) (616)
d
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que muestra que ain en ausencia de interaccién nGicleo-nicleo se produce una
ruptura de la simetria rotacional. La nagnitud relativa de este efecto pue-

de sstimarse comos

- difz (1 n (zo—vt)z/gz) (6.17)

resultando la variacién a lo largo de una trayesotoria ( - d ¢ x ¢d ) ael
orden de
2 {2
A(%:):ﬁ((u(da_)) _4} (6.18)
que es de poca importancis sflo para colisiones poriféricas o de parametre
de impaoto afin mayor.
Un clculo més ouidadoso del valor de la dispersién del mo-

mento angular para un nficleo esférico alejado del origen, produces

o2 ~ rd 32 2 2
J O—x ’0 +O—xR _2G;¢P’(R'??3 (6019)
donde CE::CB’ e8 la dispersién espacial
C, - es la dispersiéa en impuleso
Po el valor medio del impulso lineal
— la correlacién
7 @Px_o)'.f’)f

Oape =g < TPxtPrX) (620)

Adembs de este sfecto debido solamente a la transelacién rigi-

da de 1la funcién de onda que efectha HPDT'debon sumarse los efectos colisio-
nales , pues este tipo de din&mica de ocampo central al desechar las interac~

ciones de dos cuerpos introduce uns nueva contribucién a la ruptura de sime-

tria.
En primera instancia el método de HFDT se encuentra més adap-

tado para la comservacién de la simetria tranelacional que la simetria rota-

cional.
Con la intencién de estudiar numéricamente el tratamiento de

las dispersiones de f? b 4 9 se ha desarrollado un programa de chlculo de
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cclisjones simétricas en tres dimensiones y uno andlogo pero bidimensional
siguiendo en general el frahajo realizado por Flocard y colaboradoroa(rlo 78),
prograséndose asimiemo el cllculo de Hartree-Fook necesario para obtener las
condiciones iniciales.

Los programas bl y tridimensionales fueron comparades & lo
largo de una colisién alfa-alfa a 20.75 NeV de energfa cinétioca de laborato-
rio por nucleén e impulso angular [f 2-8f, no habiéndose observado diferen-
cia significativa alguna entre ambos tratamieatos.

Debido a 1as restricociones en la disponibilidad de elementos
de cémputo se estudié una serie de cuatro trayectorias para colisiones alfa-
alfa a 20.75 MeV por nucleSn (energia de laboratorio) e impuleos angul ares
de 0%, 2.8K, 7f¥ y 11% utilisando el programa bidimensional. (Cabe acla-
rar que ninguno de los programas posee mis restricciones para el cfilculo de
colisiones entre particulas mée pesadas que las debidas a la disponibilidad
de menoria y tiempo de cémputo).

Los célculos fueron realisados en el computador YAX-750 del
Instituto de Chlculo (FCEN-UBA) demandando cada trayectoria alrededor de 10hs,
de unidad central de proceso (con utiliracién de aritmética de punto flota&te
por "hardware*) corridndose en una partioi&nlde 200K bytes con facilidades
de memoria virtual. (El tamailo aproximado del programa bidimensional es de
450K bytes). (El tiempo real utiligado por cada trayeotoria puede estimarse
en 30Ohs. ).

El célculo fue realisado en una grilla espacial cartesiana de
0,7 fm de pato, estando 1a caja formada por 33 x 25 x (15) puntos. El paso
de tiempo empleado fue de 7.9 x 10°25903., realisandose la integracion con

un método predictor - corrector de orden At5 con la f6rmula de Adams, ini-

(Bi1 56)

ciandose el proceso con un Runge - Entta.de igual orden « Tanto 1la

energf{a como la normaligacibén y el valor medio del impulso angular se mantu-
. -4

vieron oonstantes dentro de un error numérice relativo de 10 s 10 cual es

perfectamente compatible con los standards aceptados en este tipo de trabajos

(Neg 82; Dav 82)

En la figura 11 se muestra la posicién relativa al centro de
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nas.a., B/2, de uno de los fragmentos para las distintas trayectorias. Las fi-
guras 12 a 15 exiben, respectivamente, la energia cinética colectiva, el
momento angular colectivo, L{t)=(R A P)z y las dispersiones G:l: y O’,Pe .

La figura 16 muestra un olésico gri&fico de la densidaed de
particulas proyectada sobre sl plano de r-oaccién pars una trayectoria con
/.=28¢,

Del estudio de estos resultados resulta claro que las traysc-
torias elegidas caen dentro de lu.a tres alases posibles par.a iones livianos,
Las 6rbitas rotuladas por (,= ot Yy [,=2-8t7 corresponden a las col isiones fuer-
temente inelésticas por dedbajo del 1imite inferior de fusién, l< t la 6fbita
l=7% representa a las trayectorias que culminan oon la fusién como lo mues-
tra el comportamiento de R(t) y la gran disipacién de energia (fig.1l1 y 12)g
la 6rbita oon [3:”!{ corresponde & una colisién periférica que es evidenciada
por la poos deflexién de la trayectoria y la relativamente escasa transferen-
cia de energia y momento angular hacia grados de libertad internoe.

El anflisie de la transferencia de momento angular desde el
movimiento relativo haoia los grados de 1-1bortad de particula, fig.l3, sefia-
la que este prooeso resulta de gran importancia por sobres todo en la trayeoc-
toria de fusién, oourriendo este flujo de noneu'f;o angular en un tiempo del
orden de 7.9 x 1(10.-23 seg. en ooincidencia con la etapa disipativa de la coli-
sidn, fig.l2.

Para los objetivos de este trabajoc las figuras 14 y 15 resul-
tan las mbs trascendentes. Puede observarse en ellas que para ambas disper-
siones las trayectorias por debajo de la ventana de fusidn (/Q:Oty é:?.Bﬁ)
dan resultados ooincidentes. En segundo lugar la trayectoria cuasielhstica
( A,: /it, ) produce las menores amplitudes G}z}w -GN 4 X = d , P
En tercer lugar la trayectoria de fusibén (/a=7t§ ) se desvia significativemen-
te las restantes (fig.14) corriendo el extremo absoluto hacia tiempos mayores
y derivando hacia dispersiones menores que en los otros casos,

La dispersién del momento lineal exibe una amplitud méxima
relativa (diferencia entre el supremo (t= 190 pasos) y el infimo (t= 260 pa-
gos) ) de aproximadamente el 254 para la ourva rotulada por (,:,7L’y menos
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del 12% para (:/ﬂ{. Debe notarse gue la mixima dispersién se produce en
ooincid?noia con la mixima energia cinética para el movimiento relativo
(fig.12).

En contraste con esta situacidn, la dispersién del momento
angular sufre una variacién relativa entre el 88% (/o: Ot) y e1 80% (/;,'IHR )e

Los puntos extremos de ambas dispersiones se producen em coin-
cidencia oon el punto de mayor interpenetracién de loe nficleos.

Para estudiar qué parte de la importante ruptura de simetria
que se manifiesta en la fuerte variacién de Ca: corresponde a la translacién
rigida de la funcién de 6uda, seilalada como eolucién tipo solitém de las
ecuaciones HFDT, (6.13), se ha graficado, fig.17, la diferencia entre Cﬁi y
el valor predicho por la ecuacién (6.19) considerando tanto a R como a Ro
funciones del tiempo y manteniendo constantes los restantes elementos,

Del anélisis de la fig.17 surge que la principal causa de la

2
variacién de U;, es la manera en que HFDT conduce el movimiento libre dedbien-

2
dose a ello la violacién de la simetria en los casos /0: Of,- 28# Y "4 ¢

ocomo mseimismo en las primeras etapas de la trayectoria de fusién. Respeoto
de esta iltima debe notarse que una nueva ¢ importante contribucidén a la

variacién de CE; se hace presente al tener lugar la fusién (Gltimo sector

de l1a curva).

6.5 Conclueiones.

El tratamiento que da EFDT a las simetrias rotacional y trans-
lacional resulta completamente distinto.

La simetria translacional es aceptablemente respetada al veri-
ficarse la constancia del wvalor medio del impulso y una fluctuacién de no
mayor importancia en la dispersién, que es de esperar sea ain menor para

sistemas mhe pesados gue el aqui tratado.

Por otro lado la gran variacién que sufre la dispersién del
momento angular a lo largo de una trayectoria (no menos de un 80% del valor
inioial ) evidencia que HFDT no estf especialmente adaptado para respetar la

2
gimetris rotacional. La importante variaciénm que sufre U, se debe principal -
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mente a la tranelacién rigida (clésioa) del paquete de ondas, pero no puede
dejar de notarse la contribucién que aparece em la etapa de fusién.

En lo que respecta al momento angular podrian resumirse las
caracteri{sticas de HFDT comos a) dependencia critica de la clase de trayeo-
toria respecto del valor inicial del impulso angular. b) La fusién se carac-
terisa por una marcada transferencia de momento angular del movimiento rela-
tivo a grados de libertad intrinsecos. c) La no conservacién de la dispersién

2
de U), , la oual se debe en primer lugar a la translacién clésica del paque-
te de ondas y en segundo término a los efectos colisionales contenidos en el

campo promedio,

Esta perspectiva oon junta sefiala la necesidad de incrementar
los esfuergos para introducir una descripcibén mls acorde con la mechnica
cuntica en lo que respecta al impuleo angular ya que resulta extremadamente
dificil discernir en el precente estado si importantes predicoiones como la
existencia de un momento angular limite inferior para la fusibén se deben a
la naturaleza fisica del problema o al hecho de haber desechado en la aproxi-
macion las interacciones con caminos veocinos & la trayectoria cl&sica que se

evidencian en la rupturs de la simetria.
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7. COLISIONES DE IONKES LIVIANOS -~ DVCS.
7.1-La simetria rotasional.

De los estudios realizados sobre el método de HFDT, presenta-
dos en el capitulo 6, surge con claridad la necesidad de dar un tratamiento
de naturalecza cuantica al grado de libertad asociado con las rotaciones, ya
que por un lado éste juega un papel critico en la determinacién de las carac-
teristicas de las trayectorias, en particular de aquéllas que tienen estados
finales de fusién, y por el otro, la simetria resulta fuertemente violada
restando credibilidad a resultados de importancia fundamental como la existen-
cia y la ubicacién de un limite dnferior para los impulsos angulares de las
trayectorias de fusién(pav 82y Flo 78 Neg 82).

Desde esta perspectiva el método DVCS aplicado a la conserva-
cién de la simetria rotacional puede proveer una referencia importante para
la comparacién, pues este tratamiento, igualmente microsoSpico y semicllsioco,
permite priviiogiar la descripoién de las rotaciones con una formulacién aés
cercana a la meclnica cufintica, incorporando términos de miés de un cuerpo que
refle jan algunos aspectos de la interaccibén residual. Esto posibilita una
mayor transferencia de momento angular del grado de libertad colectivo (me-
vimiento relativo de los iones) a la dindmica interna de los nficleos.

Por razones de simplicidad y economia de esfuerzo, se ha con-
centrado el estudio sobre las rotaciones alrededor del eje perpendicular al
plano de reasccién, que son las que determinan las caracteristicas de las tra-
yectorias HFDT. La presentacién tedrioca en el caso tridimensional no presen-
ta diferencias sustancisles salvo aquellos detalles de formulacién asociados
con el carécter no abeliano del &lgebra de Lie del grupo de las rotaciones,

de modo que no se harh explicita en este trabajo.

Al igual que en los chloculos HFDT (capitulo 6) se considera
que la fuersza esth estructurada de forma de compensar los términos de inter-
cambio y que lae simetrias de spin e isospin se respetan en primera aproxima-

cién. Acimismo se coneidera que las particulas interactian binariamente con

ua pectencial
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¢ 7)) - Lo d(x-%) +Z et 4 + Yo exp(—ff,-;(,l/,.g
V. (%, %,) = A 1Z-%, | EA (7.1)

donde los valores de los parimetros son los utilizados en el chloulo HFDT

(6.6), agregandose de igual forma la interaccién de tres cuerpos

V- % §Gi-x,) §(%,-%) (1.2)

3

2 como V3 dependen s8lc del médulo de las

posiciones relativas de las particulas, el operador de impulso angulsar con-

Puesto que tanto V

muta con el hamiltoniano exacto.
Siguiendo la teoria desarrollada en el capitulo 4, se propo-

ne la funcién de onda A

/q/,“{)zjalﬂ jm) Ry 16 14y- L d'a.?. 12> (7.3a)

(A

Y para los fines del cilculo que sigue, se representa a la amplitud f s por

medio de una expansién de Pourier,

@ -imn
fer- 2,8 «, (7. 3)
Por otra parte,
Ria)= exp(id, ) (7. 30)

es el operador de rotacién alrededor del eje perpendicular al plano de 1la

reaccién.

Es conveniente resumir aquf el conjunto de ecuaciones obteni-
do en el capitulo 4 para la formulacidn DVCS, en el caso en que el operador

asociado con la simetria de interés es el .impulso angulars la accién serh
t, t
§=] 'dt @.f1(:3, -H)ld() - [ L dt (4.3)

donde ¢l lagrangiano adopta la forma

L2 2 Jhad, @RI+ o, | BI0IB) -
e VB lPHIgY] (0.5)

N1



80

¥ los proyectores, E; y 86 escriben explic{tamente comos

7

_ | J e " oid® g
R" o7 Jg (7-4)

De la variacién de la acc16n, (4.3), 86 obtienen las ecuacio-
nes de movimiento para los parémetros a,)y' ( /45)) « Las primeras se tra-
duoen en las leyes de conservacién de la probabilidad de medir cada autovalor

de J

s 68 decir

fa (B[P IBD = B AP NG §D 2 ()= X, (0) (411)

La ecuacién de evolucién de los estados de particula indepen-

z

diente se obtiene de (4.12) realizando la variacién que sinbdlicamente se

expresa Como:

&I Puld) RZIALS

En la prictica, ¢l simbolo 8}/ se concreta en diferenciaciones

Jdt 2 o, (4' Il _ B IFutl | ¢>).O (1.5)

respecto de las funciones de onda Qé de (7.3a), de modo que (7.5) en rea-
lidad da lugar a un sistema de esouaciones de movimiento scopaldas. Global-
mente, 1a ecuaciém (7.5) representa la dinkmica promedio de las din&micas

en los subespacios ortogonales rotulados por ‘los auntovalores de Jz_,
pesadas con la probabilidad de encontrar al sistema en cada subespacio.

Para la resolucién de las ecuaciones (7.5) es necesario cono-
cer la métrioca simpléotica, (2.15), (4.13), que ellas producen. Teniendo en
cuenta que se¢ han deapreciado los términos de intercambio en la formulaciéa
de este modelo de colisiones, 61 valor medio del proyoctor,‘E; » (que es @l
punto de partida para la obtencién de la métrica) se expresa en funcidm de
los veotores de estado de particulas comos

IR B> - 7 &y I, 6> (7.6)

-lA dl
ZM ~
en cuya derivacién se oxplota ¢l hecho de gue J es8 un operador de un cuer-

po, por lo que
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etJ,_.Q _ e ZJ(J)Q /§\ e(.JZ(’ﬁ)n
T

(7.7)

siendo entonces
P.2 77’P
m'(m]JlA e
Zm =M
Segiun lo seialndo en el capitulo 4, el tensor simpléctico se

obtiene comp:

Q)

e = ; (5}:3:1,; - 34, 5%/ ) fn <¢(~)/? 16> (a14)

En el ocaso en estudio los parémetros (ﬁj pueden identificarse
con la parte real e imaginaria de las funciones de onda de particula que de-
. (Pe @ T} ) (Ko 76)
finen los pares coordenada impulso (Re ok A ¢ tanto para el anfli-
sis como para el célculo explicito es conveniente considerar la parametrisa-
X
cién comple ja con las ooordenadas independientes 9% Yy J Yy 8e obtie-

ne de (4.14) el temsor métrico para este par comos

/ o =
O:Jk =4 ‘F/T d‘/n g‘¢y gqgk {m <¢/PM ’¢> (7.8)
d
resul tando
= ' — 4 1 . 77 < / I -
Bak_ LUJK—CS.\JK %/a'ml L,‘E:d /'l,;fm ¢’e ¢e>

_= la, Z ( P id P .
2 W e Zogein 15 B> iR,

. (7.9)
é:;“i<xé¢/EL/§4' J

Es conveniente notar que los nji gon los elementos de una ma-

trig de operadores ya que esté formada esencialmente por log proyectores /n, .

El operador B asociado por (7.9) a la métrica, resulta semi-

definido positivo, pues

V2 ‘\ )
IR = 2 s {L’Z(/]U/P UJ) - 1 atd 1) (1.10)
/“//' 7.

donde v = /'—__ ’-{/:r I¢k> ,\PJ>:§"%>
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Y por la desigualdad de Sohwarts G‘ﬂﬁfllizada("° 65)

71?: EL 2, Y

y teniendo en cuenta que

CHIRIEY @ID ) ) [ 17 19]* :
por lo tanto

PIBl¥) YO (7.11)

cumpliéndose solc la igualdad para el caso en que

1= Np) obidn  /p)=)J 19)

lo cual asegura la resolubilidad de las ecuaciones DVCS,

7.2 Recubrimiento gaussiano.

La resolucién numérica exacta del sistema de ecuaciones DVCS
para el problema de las colisiones entre iones no puede ser abordado con
nuestra actual disponobilidad de elementos de oémputo, afin cuando se proponga
un canal de reducido espacio de configuracién como la colisién alfa-alfa,
Resulta entonces necesario realizar aproximaciones a las mismas.

El principal problema a resolver es la proyeccién de la fun-
cién de onda en los subespacios propios del momento angular, o en forma equi-

valente, determinar la funoién de recubrimiente, ZYII),
Z (@)= @ IR(n)(P) (7.12)

y la energia de correlacién, }%31),
Hiay: <@l HRa)p> (7.13)

Este inconveniente ya ha sido encontrado por otros autores
(Lam 68y Fae 70; Bri 68"b{ Rei 83)t¢nto en problemas estatiocos como dinémi-

cos, El procedimiento habitual ha consistido en reourrir a una aproximacién

gaussiana de /() y H(2) en o1 intervalo Z-W/z) 7/'/1] ’

Fl)> (4ig) eéeﬂe-?n/"“ (7.14)
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7 Hia) = Teay (BB | ¢ a H, msz) (7.15)
<PlP) 2

donde

0= O 1g1g)
Hy = (<@l -0\ H 18)) /i 1)
= (P 1 (301 Up-0)185 - 9 GIHID ) e 16>

La hipétesis gauesiana tal como esté aqui presentada ha sido

utilieada en el caso estitico para el anfélisis de bandas de energia rotacio-

(Lam 68; Pae 70)

nales a partir de un estado de Hartree-Fock o modos vibracio-

Bri -
( ri 68a) estableciéndose una estrecha vinoulacién entre esta aproxima-

,(Bri 68a,b)

nales
cién y la denominada "aproximacién de fases al azar , habiendose
obtenido un buen acuerdo con el cflculo exacto para valores grandes de 7. .

La aproximacidn gaussiana ha sido igualmente utilizada por H. Beinhnrdt(nu

83) y colaboradores para expandir la funcibén de onda dependiente del tiempo
alrededor del camino cléesico (FFDT) para el caso en que €sta sea una aproxi-
maoién justifiocada y suponiendo que no existe modificaciém de la trayectoria
semiclasica debido & la perturbacién generada por los caminoe cercanos,

La aproximacién de recubrimiento gaussiano significa una supo-
sicién ecerca de los momentos de la densidad determinantal )¢’2, conside-

rada como distribucién de probabilidades de la variable aleatoria Jz . Bn

efecto, como

Bl e gy =2 Z— (2)" 411 19)

m

vale para todo (2 & [‘77 7]] , proponer (7.14) es equivalente a afirmar que

(BIA -0 I8) = (2"’) 7 B>
d B, )™ Iy = o

2
Estas hipétesis asignan a /¢/ el cardécter de distribucién
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gaussiana y consisten bdsicamente en afirmaciones acerca de la forma y natu-
raleza de las correlaciones de la variable estookstica JL que se espera
dominen el prﬁblena en estudio, En este espiritu , la propuesta del recubri-
miento gmssi‘mo asigna un rol relevante a la dispersién ? Y puede compren-
derse me jor luego de un anflisis de las caracteristicas mis importantes de
Zie) y H(2).

La funcién IZQ) tiene mbdulo méximo para 5120 (en virtud de
la desigualdad de Schwartz) siendo ademés 7’(0) real. Por otra parte 7(5.‘}
puede esoribirse como producto de los recudrimientos para cada particula,

j;(n) , Y& que en virtud de (7.7)

Tia) = (77f( (s2) (7.16)
fi= B:lRe) 1)

A este par de condiociones globales debe agngarse la traduccién
geométrica del hecho fisico de que las particulas se encuentran localirzadas
en cada nicleo, lo que implica que la superposicién seré minima (cercana a

oero) si se rota la funcién de onda en un fngulo reoto

BIRET) D)~ O (7.17)

Por otra parte, una aproximacién a la funcién de reoubrimien-

to, 7?12), debe cumplir ocon las condiciones de contacto en N2-0
= (BIg) (7.18a)

g’i .Q:o: < <¢/Jz /¢) (7.18v)

SE[ = - 81418 (7.180)
o2 -0

Es facil ver que este conjunto de condiciones -ec. (7.16) a

(7.18)- se cumple para una aproximacién del tipo geausesiano

)~ big) e,g,m)g e"?’w)P& (7.19)
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oon 3‘ y 32' funciones reales que deben cumplir ademés las siguientes

condicioness
8,,(:1) ; C
Lin  92) 4 lwm 92) _ Y
20 @t a0 S
Y E\;‘n d] Cfl (-n.) = O
-0 d5ic

para satisfacer las condiciones de contacto en 2= O .

La eleccién més simple y a la ver uaual,os(L“ 68; Fae 70y Bri

682,by Rei 83) la llamada hipbtesis gaussiana, eo, (7.14).

El rango de validez de la hipStesis gaussiana no puede deter-
minarse en general, pero por su génesis, su utilizacién estarid justificada
cuando 7(51) se emplee ocomo nficleo de un operador integral sobre funciones
muy concentradas em un entorno de 20 .

Siendo 1a expresién (7.14) de valides local, para extenderla
al rango -7 <N<77 (dominio de integracién para la proyeccién) debe uti-
lizdrsela tanto en <2:O ocomo em 2=/7 ; en el caso de tener /¢> una sime-
tria definida, este criterio da lugar a

- i09-n5 b)) -ptem);
/(Il):(/?ii(/.;z))mze =98ty i—X(Q-//}G @7 2

"7/2 f ”/2

donde _7,/2(";71/3. es 1a funcién caracteristica en el .intervalo [”7/2;”/2] .
Puesto que en principio resulta de interés estudiar la apari-
cién de correlaciones de muchos cuerpos inducidas por la evolucibén temporal

segliin 61 método DVCS a partir de un estado inicial de particulas independien-
tes, [¢) , las condiciones para la utilizacién de la hipdtesis gaussiana se

verifican en este caso al menos en un entormo del origen de tiempos, ya que

la funcién de onda inicial propuesta es del tipo

14.45= 1) = | §@ Reaylg) da

estando J(.Q) concentrada en -0 .
El anflisis del término de energia de correlacién, f({Q) (7.13),
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puede hacerse de manera seme jante al de QZQ). Como el término asociado con
el hamiltoniano presenta un miximo en <2=O , siendo F((0) real (dado que
el hamiltoniano es hermitico y acotado inferiormente), ajustande la funcién
Y sus derivadas primera y segunda en el origen ( 2= 0O ) se puede proponer
la expreeién (7.15) con iguales 1imites de validez que (7.19).

Bn forma consistente con la aproximacién (7.15) para F((2),

puede proponerse para todo operador A, que conmuta con el impulso angular %.

(BIR)AIDB) = (BIA R ~

~ (FIAI :
Tia) (?a%) cin A -guzz)

donde A= B/ (L-\AIDY g 1d)
hoz = (B/GDA (-2)18) - 9 BIAIB) (416>

(7.20)

que completa el cuadro de aproximaciones relacionadas con el recubrimiento

gaussiano,

7.3 Las ecuaciones DVCS en 1a aproximacién de recubrimiento gaussiano.

Con la ayuda de la aproximacién de recubrimiento gaussianc

ee pueden obtener las ecuaciones de movimiento de los parfmetros :dhj b4

{ “’ de (7.3).
La integral de acoién, S, ests dada por (7.3) y el lagrangiano

4@‘ cuya expreeién genérica es (4.5) tiene la forma, en este casoc,

L) = M,g P i (GBI R4 Bl 01T -
L0 0)IBD D ) /ehld)

2

) -
'P

('P <Sf;’j¢qu) P, - 7 MHZZ)) (7.22)
: 7 _; :
donde (’2«4 :2:’77 J _dJ'l e mi of <§5/R(SZ)/¢>

Los valores medios de estos momentos en la aproximacién gauseia-
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na para “(), luego de extender los limites de integracién hasta infinito

( 9 >>1{ ) son los aiguientenl. -(@M)z/
P :r’zTITi (ép/‘%> € K (7.23a)
P, = (P W) (7.23b)
(A {(('_i_)z_i)% (7.230)

para los n pares (impares) si I¢) es par (impar) ante rotaciones en /7 ,

anuléndose los ’Ia,d en caeo contrario.
La variacién de la integral de accibén respecto de a.;\ produce

las ecuaciones
P (id, +ia mg ) 4 b-0) <Pl-0)19)
m " m( FIE) * 9 <8/ f

(B0 9) 1914145 ) =
0 IHIB  (m. 2
e (G () o

y en forma anfloga a (4.11) se obtiene la integral de movimiento

21”9
ldpl” Pry = & (#] = £, (0)
con cuya expresién es posible reducir la integral de accién, S, para realigar

{
la variacién segtin "¢J'XJ y obtener el equivalente de (4.12) en el caso presen-

(7.26)

te, a saber
t - . . ‘

~ | Z«M(l BIg> _Q,m(¢/(Jz-£H¢) 70\

Sl e e (G AP oG 19l

_ [ (BIHIPS ]
[(CHD | o He 4 2,y )] (7.21)
donde (2, = (4] ¥ 9y ((nd) )
2 2 /
Las sumas involucradas en (7. 27) se resuelven de inmediato ya

que <, o '&o(o):(&) y por lo tanto (d«df/p,, /75,1( >=,'\Z_’QM[2(¢MM'¢> :gﬂ;:.{

si I¢: ,f«) esti normalisada inicialmente, entoncess
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Z-a(,“:/ )Za(Mm :10 )%o(mm?-:po-f/ol

con 70 b 4 /o los valores iniciales de ? b 4 Z « Por lo tanto es

t, . '
S - fhdt ;4%@ - BIHIB, o (Ble-2)id)-H, )+

BIP) <Bld>
522 [ B/ (-0)"0) Ig) 1
/ <¢/¢) - sz )} (7.28)

con _Ql = @0"())/?

2
y 2, = (_(g'_ﬂiyo -1
ot /0
De igual forma el valor medio de cualquier observable que
conmuta con Jz + Y en particular el hamitoniano, queda expresado comos

GFIAIG L) = LIAID

Big)

1 (90 ) (¢ l-0VAU-0)1d) -9 BIAIP)
+3 (513 (8 (4(5{)@(;41;6_2;%)) (1.29)

Anticipirdose un resultado que seré extraado a partir del

cflculo detallado de la variascién en el apéndice B, se ha heoho uso de que
(¢/Jz/¢)/<¢$/¢5) (o para tode tiempo. La igualdad queda justificada al

observar que existe una variaciédn asociada a I¢) del tipo _fz /¢) Yy puesto

que Jz conmuta tanto con la métrica (7.9), como con el hamiltoniano, debe

sers

0= <Bf 11,/84) = <¢(/¢j /j” (7. 30)

(en el apéndice B se demuestra que (7.30) es coneistsnte con la aproximaciéa

gaussiana).
La obtencidén de las ecuaciones para las funciones de onda de

las particules a partir de la variasoién de S (7.28) es un proceso de chlculo
largo que no entraiia la aparicién de nuevos elementos. Este cllculo estd

descripto en apéndice B, del cual se extrae la ecuacibn de evolucién
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donde l"ar es el hamiltoniano de Hartree-Feck
hyo=Hot 2| Vix 2 |
) Q“JVZJ)S)(JMJ g La g
=2 4 J@) - T *
con g' & /\/‘\ /?:1'() = cf S’é(*) ) NJ = f@{, %J)(x) olx

1

Y #e ha utilizado la notacién
. 2 ﬂ\ (x)

Deo- 2 35 (7 (4:4)9) -
D= 25 (27 10-4)-9)9 e
j(yf (4-4)) ¢)d/
v

’ i‘é“(d{ﬂ

R

?
((L-8n )} (2

+ QZ[JV(K'J)JJ;{)?(J)&J% +

r 0, 12 t J(‘D""j’"’f’ (z)\dx

VOX:SB: t cf(z:’)+ Vou &1

Se puede buscar una solucién a (7

iéi)': L‘Hréj '*\I/A'

Siendo

90

(7.32)

Z U=
-2 U

~

hHF )% )dl +
2 JWtJ)ﬂ7z)ﬂjx(])Ardj}+

frx B E
(*U{")\UJ(QC)?CZ)HX’!;

2
._c_,‘l
= J

q
) 1 \éu_.( (’(’j)

31) de la foraa
(70 33‘)

donde 14 e8 1la componete de la derivada teaporal proveniente de habder in-

oluido en la funcién de onda total correlaciones de varios cuerposj la funcién

‘f/‘] cumple con la ecuacién
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Comparando el lado isquierdo de la férmula (7.31) oon (7.9),

surge al estudiar el término diagonal que la aproximacién gaussiana implioca

fpn I- 2 la, "7 P P
() g)) = 2 TR A Bl 18T, 130
Como el operador de la derecha em (7.34) es definido positivo,

debe tener iguales caracteristicas el lado izquierdo de 1a igualdad,o sea

(44 $ [(J;(Q)Q-pi]) >0 (7.35)

2
Y dado que (Jz'g ) es un operador definido positivo y no acotado, la condicién
(7.35) implica

2,20 70 27 (7.36)

4 27%(7 ) “f; (7.37)

Las oondxc:ones (7.36) y (7.37) fijan loe limites en que el

sistema de ecuaciones (7.31) o (7.33) puede resolverse.

7.4 Cllculos numéricos.

El estudio de las ecuaciones DVCS (7.33) se realisd numerica-
mente discretigando QéUU en una malla bidimensional, proponiendo la facto-

risgacién
¢, (74): B nyt) X @) (7. 38)

en una aproximacién de coordenada congelada similar a la utiligada en los

chloculos HPDT del capitulo 6.
El anflisis se 1imito a ocolisiones alfa-alfa por las limitacio-
nes de memoria de ocflculo y tiempo de computo que existian, discretishndose

¢% en una malla de 35 x 25 puntos y un paso de 0.7 fm, asumiendo una sime-

tria de ¢5 respecto a inversiones por el origen

¢J. (%) = /7J dJ (-%) (7.39)
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ZG paridad de la funoién j-ésima

y ajustando ;G(Z) (7.38) por una gaussiana cuya dispersién en la coordena-
da ¢ es igual a la que se oﬁtiene para las coordenadas x 8§ y al realigar el
chlculo de Hartree-Fock que provee el estado fundamental de los nicleos.

Loe operadores diferenciales fueron aproximados por diferencia

(Abr 72)
a un orden (A 1)5 utilizandose para la resolucién de las

(Mit 80)

finitas

ecuaciones (7.33) el método del gradiente oonjugado que resulta

aplicable siempre y cuando el operador de la métrica sea definido positivo
como se requiere en (7.35).

La integracién temporal se efectué con el método predictor-

Hil 56
( 56) comprobéndose que tanto el valor medio de Jz como

3

la energia permanecian constantes dentro de un error relativo de 10 °.

corrector de Adams

El potencial utilizado en el calculo fue una vercsién simplifi-

cads de (7.1)
V, Geq) = to §@ ) (1. 40)

reajustindose los parfmetros des acuerdo con el trabajo de Bonche y colabo-
(Bon 78)

radores

t, t3
3

5

-1099. NeV fm 17624, NeV fm |

con los cuales se obtiene una energia de ligadura por nucleén para las partf-
culas alfa de 3.6 NeV, y una barrera coulombiana de aproximademente 1 NeV
(Dev 78b).

Como estado inicial de la colisién se considerd dos nticleor
de 430 en su estado fundamental (de Hartree-Fock) ale jados 5.6 fm del centro
de masas del sistema en la direccién x, oon distintes parémetros de impacto.
Se provee a oada nicleo de un impulso Ak con direccién (vx) al ocentro de
masas al muitiplicar por exp(-ikx) la funcién de onda resultante del célculo
de Hartree-Fock; el estado inicial utilisado es idéntico al empleado en los
chloulos de HFDT en el capitulo 6 con el fin de minimigar las diferencias

entre DVCS y HFDT en todo cuanto no sea la dinfmica.
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Como resul tado de este estudio numérico se pudo comprobar que
la aproximacién gaussiana efectuada para la funcién de recubrimiento 2?31)
(7.14) deja de ser un representacién consistente de los proyectores -(7.3%),
(7.36)- en un tiempo del orden de una centésima de la duracién estimada de
una coligién cuamsieléstica, pricticamente con independencia del impulso angu-
lar y la energia, pues la evolucién para esos tiempos se limita & la transla-
cién de los niicleos.

En los instantes iniciales del proceso de coliciémn se observa
que el valor de ? decrece a partir de ?<> tanto por ls componente HFDT de
la derivada temporal como por la correocién introducida por DVCS (7.33).

Debe notarse que la correcciodn f} introducida por las correlaciones no es
nula a8 t=0, es decir que las trayectorias HFDT y DVCS en la variedad de
Grassmann no son tangentes inicialmente. Esta tendencia inicial se ve rdpida-
mente alterada en vista del crecimientc de *t que favorece la poblacién de
los momentos angulares ceroanos a (&“?&Q\ ya que la inversa del operador

métrico

| y
GJJ— - ¢ [j_ + %1 ((\J,Q\'?&”

presenta el menor amortiguamiento para esos valores de n. Se encuentira que
al progresar la evolucidén este iltimo efecto predomina sobre el decrecimiento
de ? y gobierna las ecuaciones de movimiento, produciendo al cabo de al-
gunos pasos de tiempo, una gran dispersién del determinante ( ? );Q )o A
partir de alli, la aproximacién gaussiana pierde significado pues al adoptar
—511 valores negativos orecientes y caducar la relacién (7.36), la métrioa
(Za (de la ecuacién (7.35)) tiene autovalores cero y posteriormente negativos.
Cuando ello occurre no solo no se cumple la condicién (7.35) sino que resulta’
imposible resolver la ecuacién (7.31) con un método numérico, sl existir

un sutovalor algor{itmicamente nulo.

7.5 Conclusiones.

Del anélisis desarrollado en los puntos 7.1 a 7.4 surgen un

namero de conclueiones importantes tanto acerca de la consistencia de la
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hipbtesis gaussiana y las limitaciones para su aplicacién como en cuanto a
la importancia de la correccibén de la trayectoria HFDT debido & los términoe
de varios cuerpos de la funcién de onda presentes em DVCS.

En primer lugar, debe sefialarse que en el caso de una simetria
fuertemente violada, como el aqu$ estudiado, la trayectoria del determinante
asociado con la funcién DVCS resulta enteramente diferente del de HFDT como
lo evidencia el hecho de que en una colisién HFDT la dispersién ? permaneces
durante casi todo el proceso en valores menores gue el inioial.(ya s (salvo
en la etapa final de reseparacién), mientras que en el cago DVCS el valor 7v
es rdpidamente superado. Este comportamiento seiiala la importancia de la
correocidn de la trayectoria debido a la incorporacién de componentes de va-
rios cuerpos en la funocién de onda y preanuncia que existirén significativas
diferencias entre una proyeccién & priori como la realizada en el método
DVCS y una proyeccidn a posteriori como 1a propuesta por otros autores (véase
Rei 83) para el caso de ruptura de simetrias.

Por otra parte se ha encontrado que en el presente caso la
aplicacién de l1a hipStesis gaussiana (h. g.) en forma autoconsistente no re-
sulta posible ya que la naturalega de la aproximacién a los proyeotores con-
tenida en ella puede cambiar sustancialmente en el curso de la evolucién, al
extremo de que éstos pueden resultar, con el tiempo, operadores no definidos.
Podria pensarse, como alternativa, ea forsar la consistencia de la aproxima-

cién gaussiana; para ello basta observar que en la formulacién DVCS exacta

se tiene

<¢§/ (Jz‘po)zm/¢:i> = dl )
y en la versién que hace uso de la h. g. (7.20)

Ei) (L b~ Cml om (1, 19" (7.41)
Bi) (40" 125 eul o (1 (272)m)

debiendo ser entonces 7°n’7 i se espera que la h. g. permita una dinémica

del tipo DVCS exacto a todo tiempo.
Esta observacién lleva a establecer relaciones emtre DVCS,
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HFDT y Hartree-Fock dependiente del tiempo vinoculado (HFDTV). (Se entiende
aqui por I{FDTV(vnl 65) a la resolucién de las ecuaciones HFDT restringiendo
la variacién de los determinantes de modo de mantenerse congtante el valor
medio de unc o méis observables que actian de vinculo, en el caso particular

que se estudia el vinculo a establecer seria
B I$)=9 ).

Las relaciones entre los procedimientos mencionados pueden

visualigarse en el siguiente cuadros

. . A 4
Pﬂ'ncipw de minimq accion

,—//
e

UFPDT _ Sn=m DVCS _<rR@igo~Seay P rnT

(Me'trica autoconsis fn te) (me'trica auloconsislente ) (mc'frica constante)

h. g

i

. ! V ’ l
Veolacion }u.efTe de violacion debil de la .
la simetriy . ' simetria v

&

CneonsislenTe consistente = DVCS ~ HFDT ~
Jofymcjo lo consislercia ~ HFDTV
(mélrica conslante) [me'trica conslante . Fosibilidad

J de expanclir a PosTar:‘ori de (o

Dvcs ~ HEDTV
evo/:u:io;, usanclo 14.3. )
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Otra alternativa coneistiria en proponer otras funciones para
el recubrimiento QZQ)qne tengan en cuenta potencias superiores de J' s ©n
euyo caso el cdlculo podré eventualmente ser no-consistente., Si en estas con-
diciones se forsara la consistencia las ecuaciones DVCS asi gbtenidas no
resultarfan equivalentes a HFDTV ya que la métrica del primero dependeré del
tiempo en contraste con la del segundo.

Por Gl1timo debe notarse que & pesar de la posibilidad expre-
sada en el phrrafo anterior, la finica garant{a de consistencia se encuentra
en la proyecoién exacta de la funcién de onda en los distintos subespacios.
Es deseable poder realizar en un futuro diche célculo, ya que la importancia
que reviste la violaoifén de la simetria rotacional en el caso de las colisio-
nes de iones livianos y 1la trascendencia de este efecto sugiere la aplicacién

de un tratamiento de inspiracién culintica como el proporcionado por DVCS, sin

posteriores aproximaciones.
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8. RESUMEN.

BEn este trabajo de tesis se ha profundigado en la extracciém
de subdinfmicas de la dinf&mioca de Schrddinger de muchos cuerpos mediante
la aplicacién del principio v;riacional. analizande las caracteristicas de
las ecuaciones hamiltonianas que resultan de este procedimiento Y examinando
muy especialmente la evoluocién de los valores medios de operadores relaciona-
dos con las simetrias del sistema,

En particular, se ha analisado el método del campo medio aunto-
consistente (HFDT), que es la formulacin més popular en la literatura del
tema y la que ha merecido mayores usos y aplicaciones en el caso de la dini-
mica nuclear, Al estudiar las distintas formas de generar este método, se
encontrd que todas ellas lo sefialaban como aproximacién de tiempo ocorto,
pudiendose establecer una cota inferior para su tiempo de valides, pero no
una superior.

El estudio de la ruptura de simetria en el modelo LNG sugiere
que los valores medios de los observables relacionados con las simetrias del
sistema f{sice pueden ser utilisados como estimadores consistentes de la
valides de una aproximacién en el tramscurso del tiempo, pues se observa en
este modelo una alta correlacién entre vielacién de una simetria y aparta-
miento entre la funcién de onda exacta y la aproximada. La conservaciém
aproximada de las simetrfas representa una condicién necesaria para la credi-
bilidad de una dada formulacién subdinémica gque pretenda reproducir los
rasgos més importantes de la dinfimica de origen.

La posibilidad ‘de utilisar funciones de onda que contengan
correlaciones de varios cuerpos con el fin de restaurar laes simetrias viela-
das, sin excesive incremento de las dificultades de célculo respecto de HFDT,
se ha estudiado en el capitulo 43 proponiendose como altermativa un:método
que conserva las simetrias (DVCS).

Este método es generado desde does puntos de partida levements
diferentes, segiin que se utilice operadores de proyeocién sobre un detersinan-

te de Slater de referencia o coordenadas generatrices que permiten la super-
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posicién de varios de esos determinantes, obtenidos todos ellos a partir de
uno dado por la acoién de un grupo de Lie. La imposicién del principio va-
riascional da lugar a una din&mica sobre la variedad de Grassmann, que coin.-
cide oon la de HFDT en el 1imite "estrictamente clésice™ en el cual el gene-
rador de evolucién HFDT respeta las simetrias del sistema. En el otro extre-
mo, podria situarse el limite "ertrictamente culntico” en el cual la funciéa
de onda variacional es autofuncién del operador de simetria; este extiremo
habitualmente reproducido al proyectar el determinante de Slater (HPPDT),

se recupera tambidn a partir de DVCS, Por 1o tantc, se ha establecido que &e-
te representa una suerte de método iﬁtorpolador entre HPDT y HFPDT, con los
cuales se identifica en los respectivos limites.

La aplicacién del método DVCS al modele LNG produce un signi-
ficativo incremento en la concordancia entre la aproximacidn y los resulta-
dos exactos para aquellas trayectorias de fuerte ruptura de la simetria,
coincidiendo con HFDT en los restantes ocasos.

Agimismo se estudis, sobre el modelo LNG, la posibilidad de
introducir perturbaciones a una aproximacién de HFDT utilizada como orden
cero para la evoluoién temporal, observande que esta variante resulta de
utilidad sélo para tiempos muy cortos, del orden del limite inferior de vali-
des en el tiempo de HFDT., Esta observaciém lleve a oconcluir que las correc-
ciones a la dinimica determinantal encarnada por HFDT deben buscarse dentro
de su mismo espf{ritu, en el sentido de conoepoién global (enfrentado a local)
y extraccién de subdindmica colectiva.

Con las herramientas desarrolladas se estudiaron aspectoe de
las colisiones de iones livianos (en un modelo alfa-alfa) en la aproximaciéa
HFDT, Con este objetivo se desarroll$ un juego de programas bi y tridimensio~
nales con los cuales se examinaron coaportamientos relacionados con la ruptu-
ra de simetrias en este modelo.

Se observd un tratamiento muy disfmil por parte de HFDT de los
grados de libertad translacional y rotacional, ya que la simetria translacio-
nal se conserva aceptablemente em contraposicién con la rotacional. Se pudo

determinar que la ruptura de dicha simetria se debe en primer lugar al hecho
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que debido a las caracteristicas saturantes de la interaccién nuclear, los
participantes de la colisién se aproximan comporténdose como esferas rigidas,
traneladéndose oon la dinémica HFDT, y en segundo lugar, a l1a intensa disipa-
cibén ocurrida en los procesos del tipo de fusién y fuertemente inelhstico

que no encuentra una respuesta eatisfactoria en la descripcién de campo medio.
Asimismo se observé que las trayectorias de fusidn estén caracterisadas no
8610 por una gran transferencia de energia del movimiento translacional rela-
tivo a grados de libertad internos, sino también por una rlpida transferencia
de momento angular del movimiento relativo al intrinseco, ;n los momentos
iniciales de la fusién.

Se concluye que atributos de esta dinémica tales como la depen-
dencia oritica de las caracteristicas de las Srbitas respecto del impulso
angular inicial, la r&pida transferencia de éste desde el movimiento relative
al interno de los nicleos y la fuerte variacién de la dispersién del momento
angularcon la consiguiente violacién de simetria reclaman um tratamiento es-
pecial de este grado de libertad que supere al proporcionado por HFDT y per-
mita corroborar o rectificar predicciones tales como la existencia de unm 1§-
mite inferior del momentc angular para l;s trayectorias de fusién.

Finalmente se intenté resol ver el problema de las colisiones
de iones livianos en la aproximacién DVCS dando un tratamiento privilegiado
a las rotaciones en el plano de reacoibén. Debido a log excesivos requerimien-
tos de cémputo (pars nuestras actuales polibilidadel) se recurrié a la uti-
ligacién de una hipbtesis gaussiana para las funciomes de recubrimiento que
deben calcularse en el método DVCS, implementdndose un prograama para resolver
las ecuaciones numericamente.

El andlisis numérioco permitié mostrar e interpretar luego por
via analftica que en el caso de una ruptura importante de la simetria la
hipbtesis gaussiana pierde en breve tiempo su consistencia al producir ope-
radores no-definidos como aproximacién de operadores definidos positives., Un
anklisis posterior de consistencia muestra que la imposicién de la hipbtesis
gaussiana se justifica cuando DVCS, HFDT y HFDTV son equivelentes; en ests

caso se puede llsvar a cabo la proyeccién aproximeda desoripta con la hipbte-
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sis gauseiana con posterioridad al oélculo de 1a trayectoria HFDT, ya que
los caminos més cercanos al clésico, que podrian conmtribuir a mna Superpo-
8icibén, resultan paralelos a él. Por el contrario, en el caso de fuerte in-
teraocibén oon caminos vecinos, oomo en las colisiones de iones livianos, es
necesario recurrir a la resolucién exacta de las ecuaciones DVCS,

Este trabajo inaugura la posibilidad de cotejar el método de
HEFDT con otro de similares fundamentos (DVCS) y establece asi la primer al-
Sernativa factible de realiraciém a aquel, oon una formulacién igualmente
microscépica. Como préximea aplicacién, resultark necesaric, em un futuro cer-
cano, realisgar un cuidadoeo estudio de las llamadas ventanas de fusién para
las colisiones entre iones livianos, con el objetivo de dilucidar en qué me-
dida su existencia y ubicacién dependen de la restriccién del vector de es-

tado & un unico determinante de Slater.
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Apéndioe As PROYECTORES.

Los proyectores juegan un rol esencial en la sproximacidn
DVCS, es por ello que resulta conveniente contar con expresiones generales
de 108 mismos que faciliten el céloulo.

El método de proyecoién de Peiorln-Yooco:(P.i 5Ty Boh 69 Laa

68)

ha sido ampliamente utilisado en relaciém con las rotaciones. En este

apéndice se intenta una generalizacilén a la expresién para los proyectoress

J »*
Pk = J(Dxdx(w)) Rlw) dw (a.1a)

eon D:k(w) = <JR/ Rw) Ik (4.1b)

las matrices asociadas a las rotaciones y /J k) los estados de la J-&sima
representacién irreducible del grupo de las rotaciones (SU(2) >~ 0(3)).

Sea G un grupo de Lie compacto y 8(—‘7-)5 G los operadores del
grupo en una representacién finita y unitaria, R, y sean {‘/90(>j) los vecto-
res de la v-ésima representacién irreducible de G, autoestados de los opera-
dores diagonales del Algebra 8 asociada al grupo de Lie G, en una descompo-

sicién normal del ugebr.(ci'l T4s)

H‘: lox) = O(C f00(>
(a.2)

e (i, H)=0 , [H; E.):- e Ex
y g = {H;} ::) {Ed} , =1 ... A, £ - rango del &lgebra,

l(H-i; antihermiticos en una representacién unitaria.

Teorema ls el operador
P: = d"jd/ug) (Did(g))ig (a.3)

asociado con los elementos, 8. de un grupo de Lie compacto G, en una represen-
tacién uwnitaria, finite, no necesariamente irreducible, a través de la medi-

da mvariante/( y la funcién

VD

D, :<Ooc/2loo<> (A.4)
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D\ -1
(eoon (De-( ) = <"°</3 [ve< ) dado que se trata de representacio-

nes mnitarias),

es el operador de proyeccién sobre el estado |VX),

Este teorema propone la exteneién del operador (A.l) en forma
natural para oualquier grupo de simetrias. Los requerimientos de compacidad
y finitud aseguran que la reprenntac'ién, R, del grupo es ocompletamente
reducible. (Las representaciones reducibles son en este caso suma directa
de representaciones irreducibles(ﬂu 64)).

Para la demostracién del teorema es oonveniente estudiar en

primer lugar un operador, B, asociado con el proyecter (A.3).

Lema 15 8i el operador B::' definido por

Bl = [ducg) g1vs> e (1)

ot e

es proporcional a la identidad en el Bubespacio irreducible Y -ésimo (pro-

yecta sobre la representacién -$eima), es decir

B = Cop S d 1o (1.6)

ol !

v
entonces ?q es el proyector sobre el estado /v O<> .

vy’
En efecto, considérese la accién de B &' sobre un veotor /73’)

B:Z o ¥) =JC74(3) 3/»«)(.)&'/9-’/Px)
=M“3> 31»’9()(1):(,5)* Sy (A7)

ya que 8 no conecta representaciones irreducibles (R os» completamente

reducible por ser finita y G compaoto). Luego ei se cumple (A.6)

B::, '? Y) = g\)v' d Socw I» /? .
d Sopr S VE) = JO}L(S) (o) q 19 (1.8)

!
entonces /7"-):'0(' /\)o(> - gw, de, le)

con lo que queda probado el lema 1.
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oV’
Lema 23 El operador B,(o(' proyecta sobre el subespacio irreducible v-ésimo

de la forma

BWI = d &m' &xa' Io (4. 5)

o !

Para demostra (4.6) se multiplica B‘;:. (A.5) por REGy
-1 .
R™" (por izquierda Y derecha respectivamente), y utiligando la invariancia

de la medida Be obtiene
kB K - [duig) (kg)lvarcom gk
= [ (kg)  (Rg)Iva> (o] (kg

v/
=B

(a. 3

luego de. conmuta con todos los elementos de G,

(Gil 74a; ERam 64)

Ahora bien, como el lema de Schur establece

que =i una matriz, A, es tal que
'D(g) A=A D'(ﬁ) ,V8£G

4 !
con D y D representaciones no equivalentes, entonces A = 0, y s8i D h 4 D
son equivalentes entonces A = 4 I,

Como consscuencia del lema de Schur

! 1%
Boco(' = gO-)' Do(ol' (A.lﬂl)
y oV (A.10b)
B = C/ozoc’ 15
donde ddd, es8 un numero no necesariamente distinto de cero.

Para establecer el valor de d ... es oconveniente estudiar la
descomposicién de G em coclases. Considérese el subgrupo abeliano H, de G
(E € G) generado por los operadores ;H.J (A.2), el subgrupo H genera una

Gil
descomposicién de G en coclases de la forna( i1 74a)

g = ch ,3&9 JheH [ c € Gy (A.11a)
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Y una descomposioién de la medida mvuimtc(cu T4a)

d (g) = d/uc(c) s, (H) (L11b)

resul tando ademés oy((h) ”d“i por ser H abelaiano (8i A= eXP(Z H; w; ) )e
El operador B:i

, ®e puede escribir entonces comos

B~?\?

ol o !

"

SS o}uc(c) c}uH (h) ch [vad o' hlc™!
fc}qc(c\ clve) (oxifc”

= J G/IMC(C\ c ) ¢wx'lec ¢

j(//dfw Jexp (2 (oo }u\

& (271 )e (A.12)

Utilizando loe resul tados de (A.10G) y (4.12)

ov!
Bolol' =

Sovi & Jo'( Jo/luc @) ¢ lvay&s]c™
&\Pv' 6ddv C‘Id I,)

(L.13)
con doﬁl: 0

dd: (2/7)ejd/uccc) /<oo<lCI\)o(>!2

N

(a14)
Como oonsecuencia de (A.13) y (A.14) queda demostrado el lema
2.

De la demostracién de los lemas 1 y 2, surge como corolario
el torema 1. E1 proyector P:(

puede escribirse, utiligando la descomposicién
en coclases (A.1ja), (4.13b) y (A.14)

T j; [jq/’“c (dy @) C] r[Jd/xH (h) eé%“‘ﬁ'g(wd
jd [.(Cﬂu,',(l\) e h(w)) ;‘Ud/u‘ (c{:(c))'c] (1.15)

d; (¢) = Vo [ C YD

Ko}
que expresa & P

ocon

como producto de un proyector en la representacibn

y=-ésima, por un proyeotor sobre los autovectores de mtovalor< i

. Bquiva-
lente a proyeotar la componente g del impulso angular y luego el impulso
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angular total J.
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Apéndice Bs VALCRES NEDIOS Y ECUACIONES VARIACIONALES.

En este apéndice se desarrollan los célculos necesarios para

la obtencién de las férmulas (7.31) y (7.33).
B.1 Valores medios.

Partiendo de un estado de particula independiente de Hartree-

Pock

A
14> = f“ﬂ A 77 1) (5.1)

donde ct:G,s‘z) indica tanto la funcién de onda empacial, ¢%(i) , como el
estado de spin e isospin, se obtiene inmediatamente el wvalor medio de Jz

A
( Jzz Z J (xa.) )oonos

| =z
/- Y d ‘ Jd .|¢ Gy lx (B.2)

con J(¢ ¢ (x) d (B.3)

donde el factor 4 da cuenta de los distintos estados de spin e isospin,

La dispersibén de J. resulta

Z (7185 | LA 190) 1
" 19>~

/J’Z"‘UW AT RS LIRS

Zil1# ¢ - _z/ﬁk [ [ 2 K)I;@-
. (dz i S0 g Il
- b= i [ (2 5.%)

si se desprecian los términos de intercambio (10 oual es exacto en el camo

~J
]|

de las particulas alfa de acuerde a la simeiria impuesta a las funciones de

onda (7.39))

o> EA Ajf JW (sz @l) (3.5)
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Interesa igualmente el valor medic del hamiltoniano y de la
derivada temporal em el estado /d) (B.l), estudiando por separado los
térainos de uno, dos y tres cuerpos se obtienes a) para los operadores de un

cuerpos

I ;2 _ -
R NOE

I | X - x
- 22 (7)) 5;’gf’¢a H#) (5.6)

donde | _ _zzz
m

o -

b) Para los cperadores de dos cuerpos la expresién resulta anfloge a la de '2

(al promediar en spin e isospin)

B/Z Vix,
z¢/¢) ot TP = L

o(Z /I /,/ Jl/(kg) (95 ¢ (1) /}5 ¢ (J\d!da (B.7)

que se traduce para el término proporcional a &(x-g) en

2 " [Viyy 1.l | 6; 690 | cledly -

h/ s "Z‘./’ ex,- %) [P) _3 j ?229() ox (8.8)
. (BIB) ) 8
nae _ l .
g— E' ;\{J- }¢A (Z)l

y para los términos de Coulomb y Yukawa (considerando compensados los térmi-

nos de intercambio)

W hon 1= 4 Z € o o .

Grgy A ) z | G o 4y (5.9)

Yy <M — _1_4) JQXP (- /x'g]/q) o o ()dICl)/(B'lo)
&> R ”‘igf/O. §%Y

o) Con un procedimiento anklogo puede arribarse al valor medio de los térmi-

nos de tres cuerpos

S‘x 2,- ~ 3 x) A%
(;7%5 <¢/t32 ( ".«\8( "s\’¢> t jgmd (B.11)

Para el chlculo de los valores medios de productos del opera-
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dor (Jz-f) por otro operador, 4, ees conveniente obeervar que se obtienen
estoe al variar el valor medio de A reemplasando a /¢> por Jz /¢) « Con-
siderese el caso general
(PIAIBY 3 !
SLLL % -2 B84 41444 o
entonces
HALNIE 7 <G4 S A1 - o) 4l1- () 18,44,
<G 14} gk N N T
+ términos de intercambio,
como BIIIP)

A modo de e jemplo considerese ,A =-Z
<F )

se tiene entoces
@-0igy<2 (:-t) =0
(11152 L

igualmente i A = J
(8110 ¢ 2
“J‘/M ¢|> _/& )

Bl 08) 2 (
<3§/¢{> (9 e ‘ d
= Z i W01 18,

Aplicando el procedimiento reiteradas veces sobre las expre-
- (i
b o

Yy se obtienes

sresulta

siones respectivas del valor medio del potencial y de /[ = ﬁ —H ) , Be
) (B.12)

obtienen las correlaciones:
O%ng@ (4,-¢
(B.13)

d,: G018
EIF)D
Loz HLA DL =2 1 §(¢ 0.-2)%9,19;)

/i =/Tr “AJ (4 ;{-W’;

donde .
d
Siendo las correlaciones para los potenciales de dos cuerpos(V ) y de tres
(B.14)

cuerpos (V ) s
v <¢/(J L1 o
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Bl g
V’LZZ = <¢/¢> )

= 2J(~D(2) \/(%J),D(B)-l— l/(;(.:’) _ﬂ;(x) ?(j))dx "()/ (B.15)
sien > ¥ 2
© D29 (0099 )

Y para la parte de tres cuerpos

Vag = <L, 'Z) /8) _ 3t jﬂ(z)g 2y dx (B.16)

6

1"

@110 1 14 - 21, (2 Dl + Do )pne

322 <¢/¢>

Las ecuaciones (B.1) a (B.17) perniten construir la densidad

(B.17)

lagrangiana (7.28) comos

L=+, 4, 4:(2_21 Z,, (B.18)

con _Q,: ([c»;() Yy 7.='{ (Zo'()zf o —
g Wy (S5 1)

donde = (BlLd) + BV I4) + (BlY, /¢))(d/d) (3.198)
°{Z, = Loz + '/Z t ‘/‘.\7_ (B. 19b)
oézz = Lozz +\{)ZZ + l/ﬁzz (3 19¢)

B.2 Ecuaciones variacionales.

Antes de proceder a la variacién de la ecuacién (B.18) es
conveniente determinar consistentemente con la aproximacién gsussiana el va-

lor de :ljéf . Variando /¢> & Jz /¢) es obtiene para la parte del la-

grangiano correspondiente a la derivada temporal:
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) smgz b Q@10 I8) Q0 @) )/@
LU g B/ 2 (EIBS

+ oomplejo con jugado -0 (B.20)

Ja& que (Jl )}"]=O.
La ecuacién (B.20) se traduce en

g df é_f -0 e, Eel) g
<H/E> At Y d

4 (AT 4 25 401 -

-:l {(93— 2 4(“ GI-4) 204-0) 1 do _
U ?) i 7)_;'

- (6-0) A1) +29 0, ? o4

-+

Q, |

es decir

CR T ) qe

e -4y e z/(¢/(uf/¢) o
z(/f Y ) y “,/2;) a({- M
32 4 - p =

o @I = 0o

pero bajo la hipStesis gaussiana (&6/0 '@}3@1):C), luego

292,40 2((“°) ) & (3.21a)
que implica _
doo o (u, Fopo=; (220

Debe notarse que la ecuaciém (B.21) estd {ntimamente relacio-

nada con la constancia de

GBS -)Ig4) = 3 Ub) (9-9,) + (L)

resul ta entonces consistente considerar <i£ 4 O ' E= é; luego de efec-

dt

X
tuaree las variaciones respecto de % .

[
Las ecuaciones de movimiento para las funociones 7§ 8@
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obtienen de variar (B,18) reepecto de @jl-‘ . para simplificar em lo posible

éstas, se notara

V= L/(x-J):g to g(X-j\ + Vcow_ 4\/‘/U.r<

las scuaciones toman entonces la formas

L 2 ()9 Lody - L L7 -

#; Y ,
/} 4, (Jz-{!-\é,- -4 —1);9 s'i,_z/fg, iRy
= (05 (040 ‘=20 (b, A, L, +
+ 3 L2 L) [ [veey Dtpd +5 t, 0% -
o[ [y ﬂzﬂ?zf’m’w’-* + 2 L [ Jpgy 4o

"J((LHF-H,)& 'O‘ ( d J(Anr H
p [iy) DE’U@ (]\4143) ¥ J((/f’f'ﬁf) .D(z)ﬂdlj)dn/

P
12 B JI85g) + 2t o)
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L g
'(375—/\5- /75(),

[ HAVEAY, A
ﬂ--{)(ﬁ-mm%w

¥ l"m: =, +23 JV(%-J)S;(J)AJ 4{-32) ts ?z

De acuerdo con lo0 senalado en el capitulo 7, proponiendo como

solucién A¢ b ¢ ‘Hl’

ne ¥ se obtiene para ‘PJ la ecuaciéns

(14 2o (14 y] j(d( £) M “:ﬁ‘l%; _

4+
+§l, /é_? IJPL J(’d {(J‘ J 74)*) ((‘: (s)z 7\)?:\ B
— _(lzg (JZ()L fi/(xj)ﬂ(:})d-' +:_‘ t Qﬂ J +

+ eep epdy 22 1, (0] 42 1, B -
ST 0%y - ZJV(zj)ﬂ(x) Dioy drdy | ¢, -

2 (f

- (_?Qo_l)lz HV(Z-‘J)JJ(‘J)JJ(X) drda +I_6t3j(\r] SJ )7\{

.l

i

)74155 (®.23)
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