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Intnoduccáón

A partir del trabajo de Arens y Calderón [2] se inicia una

serie de investigaciones sobre los subconjuntos de An (A es un

álgebra de Banach compleja) que pueden ser caracterizados como

conjuntos de soluciones de un sistema de ecuaciones analíticas

Fi(al,..,an) = 0, 1<21<nn donde las Fi son funciones analíticas
definidas en un abierto de Cn que contiene al espectro simultáneo

sp(al,..,an), y tales que las soluciones escalares del sistema
Fi(zl,..,zn) = 0, 1.<i.<n1formenuna variedad analítica.

El planteo formal del problema se modifica luego del traba

jo de Craw [7 ]en el que se formula un cálculo funcional holomorfo

global
0(X) A

donde X indica el espacio de caracteres de A; esta formulación

contiene a los cálculos "parciales"

AO(sp(al,..,an))
eliminando condiciones de compatibilidad que resultan ser inne
cesarias [23].

Con esta versión es que Raeburn y Taylor obtienen los conjun

tos espectrales AMcxxmaimágenesdel cálculo funcional

An0(x,a:n)

restringido a O(X,M); ello requiere que Msea una subvariedad

analítica de Cn. El objetivo de esta construcción es el siguien

te: cuando M es además un espacio homogeneo complejo, combinando



la misma con resultados de Ramspott [18] se puede obtener la

biyección del teorema de Novodvorskii-Taylor [22]

lX,M]
1To (AM)

que es particularmente interesante cuando Mes un espacio clasi

ficante. Mencionemosque esto no es directamente viable si se

reemplaza AMpor su versión más ingenua AM= {a e An: sp(al,...,anMZM

excepto en el caso semisimple en el que AM= AM, lo que justifica
la introducción de los conjuntos espectrales a través del cálculo
funcional global.

El presente trabajo se divide de la siguiente manera.

En el capitulo I se expone una versión del cálculo funcional

holomorfo global, que es utilizada sistemáticamente a lo largo

de todo el trabajo.

En el capitulo II se prueba que el conjunto espectral AMes
una subvariedad analítica de An, cuando Mes un a subvariedad

analítica de Cn. Se construye además el fibrado tangente TAM,

cuyas fibras Ta(AM)resultan ser A-módulos proyectivos de rango
igual a la dimensión de M. Si bien hay diferencias esenciales

en los métodosutilizados, el espiritu de estas construcciones

se asemeja al de [8 ]. Se prueba, asimismo, que AM= AM+ Rad(A)n.
En el capitulo III se define A en el caso en que Mes un

M

espacio homogeneocomplejo, no necesariamente contenido en Cn,

sobre el que actúa un grupo de Lie G, contenido en Cm; ello

requiere un estudio de la relación entre O(X,G) y O(X,M). El caso

de un grupo de Lie general se reduce a éste mediante el teorema
de Ado-Cartan.



Se construye también un cálculo funcional generalizado,

válido para funciones entre espacios homogeneos,y se extiende

el teorema de NovodVoskii-Taylor al caso de espacios homogeneos

no contenidos en Cn.

Finalmente, en el capítulo IV, se muestran algunos ejemplos

de conjuntos espectrales, y aplicaciones de lo expuesto en los

capitulos anteriores.



gg cákculo ¿ancianai holomonáo

Introducción

Dada un álgebra de Banach conmutativa A, y elementos a1,..,an
pertenecientes a A, cualquier polinomio de n variables

I>€clxl,..,xn] puede ser especializado en a= (a1,..,an). Esto defi
ne un morfismo de álgebras unitario

ea: C[X1,..,Xn] * A
., . n

Tambien Sl fzc * C es una función holomorfa, tiene sentido

f(a). En efecto, existen xa E C, con a G N2, tales que

f(Z) = Z Z A zl ... z nk=0 IaI-k a n

Entonces la serie
cn a a1 n
Z X Aa al ... an

k=0 Ial=k

converge en A, puesto que la correspondiente serie con "ai" converge.
Si U es un entorno polinomialmente convexo de sp(a), espectro simultáneo

de al,...,an, toda función holomorfa sobre U se puede aproximar por
polinomios uniformemente sobre los compactos de U, y O(U) induce sobre

€[X1,..,Xn] una topología para la cual la evaluación es continua; luego
se tiene también un único morfismo de álgebras unitario y continuo

O(U) A tal que zip-oai.

Cabe preguntarse entonces hasta dónde se puede ampliar el conjun

to de funciones que se pueden especializar en n elementos de A para

producir un nuevo elemento de A.



La respuesta a esta pregunta la da el cálculo funcional holo

morfo, de Arens y Calderón [2] . Cualquier función holomorfa en

algún entorno de sp(a) se puede especializar en a=(al,...,an). Se
tiene asi, para cada n-upla a de elementos de A, un morfismo de

álgebras continuo

ea: O(sp(a)) —-*- A

donde O(sp(a)) es el álgebra de gérmenes de funciones holomorfas en

sp(a); O(sp(a)) = l_ï_m O(U).
sp(a)CU

Necesitaremos, en un sólo morfismo, todas estas flechas para

las distintas uplas de elementos de A. Esto se logrará considerando

funciones holomorfas en entornos del espectro X(A) como subconjunto

del dual topológico A' de A.

51.- En A' tendremos la topología débil, es decir la inducida por

la inclusión A' C CA, éste último conjunto con la topología produc

to. De esta forma, un elemento yo de A' tiene una base de entornos
formada por conjuntos de la forma

= I. _ '=
UYo {yeA . Iy(ai) yo(ai)l < 1, 1 l,...,n}

Además, los elementos al,...,an se pueden tomar linealmente
independientes. Una vez hecho esto, si definimos

u = al x...x an: A' + C, o sea u(y)= (y(a1),..,Y(an))

tendremos una función lineal, continua, y por la independencia lineal



de los ai, suryectiva. Luego, por el Teoremade la función abierta,

u es abierta. u(UY) es el policilindro abierto de centro u(y0) yo
radio l en Cn. Notemos que para que un elemento de A' pertenezca a

UY, sólo interesa su comportamientosobre al,...,an.o

Diremos entonces que UY eótá á¿n¿tamente detenmánado poro
a1,...,an; o simplemente por u. En general, si Wes un abierto de A',

diremos que está finitamente determinado por V = blx ... x1%<(donde

los bi son linealmente independientes), si W= v_l(v(W)). Por supues
to, la inclusión no trivial es la de derecha a izquierda, y dice

que todo elemento de A' que coincida sobre b b con algún elemento1'°” k
de W, es también un elemento de W. Por esto, conviene pensar a veces

a Wcomo un cilindro infinito "sobre" el abierto v(W) de mk. Notemos

también que para cada abierto U de Ck, v_l(U) es finitamente deter

minado por v.

Distintas uplas de elementos linealmente independientes de A

pueden determinar un mismoabierto, por ejemplo A' es finitamente

determinado por cualquier upla.

DadoW, un abierto finitamente determinado de A', el conjunto

{uz u determina a W }se puede ordenar parcialmente poniendo: uSSv

si y sólo si u = nmn o v sobre W, donde In>rh y nmnzcm * Cn es

la proyección sobre las n primeras coordenadas.

O sea, u‘ív si y sólo si conmuta el diagrama

v(W)v/
ux

Z :a

u(W)

Conviene probar acá algunas propiedades que necesitaremos sobre

los abiertos de este tipo.



Proposición Sea W' un abierto finitamente determinado, y Wun abier

to finitamente determinado por u. Entonces existe un v que determina

a W y a W' y tal que v >u.

D/ Si W' es finitamente determinado por w = El x...x bk, y
A A

u = alx.. .x an, sea F el subespaciogeneradopor al,..,an,bl,..,bk;
A A

... a una base de F = ... .n'an+1' ’ m ’ Y V a1x x am

Trivialmente, v determina a W. Veamosque determina a W', o sea

y sea a1,..,a

que v‘1<v(w')) C w'. Si vu) = vuo> con Yoe W', Y<ai>= Yo(ai)

para.1.<i.<nn Como y y YOson lineales, coinciden sobre F, en par

ticular sobre b:j para 1<j <k, es decir w.(y) = who). Luego
Y ew‘1(w(w')) = w'.

Por otra parte, u = nmnf V, entonces v2>u.

Proposición Toda unión finita de abiertos finitamente determina
dos es un abierto finitamente determinado.

D/ Obviamente basta probarlo para dos abiertos, digamos Wy W'.

Por la proposición anterior, existe un V que determina a ambos.

Luego
_1 I _1 l _ —1 ’l I _v (v(W UW )) = v (v(W) U v(W )) - v (V(W)) Uv (V(W ))

=WUW'. I

Proposición Todo compacto de A' tiene una base de entornos formada

por abiertos finitamente determinados.

D/ Sea K compacto, y V un entorno de K. Para todo y‘EK, tomemosxnï

entorno abierto finitamente determinado UYcontenido en V. Alcanza
con finitos para cubrir K, y la unión de éstos es finitamente deter

minada por la Proposición anterior.



52.- Pasamos ahora a considerar funciones holomorfas sobre abiertos

de A'. f:U + C se llamará holomonáa cuando

i) Existen todas las derivadas direccionales complejas

lïm f(x + A )- f(X) , para todo x e U, y e A'
A+0 A

Y ii) f es localmente acotada.

El conjunto O(U) de funciones definidas de esta forma sobre U

forma un álgebra. Notemos que las transformadas de Gelfand de elemen

tos de A, son elementos de O(A').Llamaremos B a la subálgebra de

O(A') generada por estos elementos.3 tendrá en O(A') un papel análo

go al de los polinomios dentro de O(Cn).

La condición de acotación local que imponemossobre las funcio

nes holomorfas, obliga a que éstas sean localmente funciones de sólo

finitas variables. En efecto, cada punto de A' tiene una base forma

da por cilindros donde un númerofinito de variables están acotadas,

y las demás se mueven libremente. Comola función f es holomorfa y

acotada sobre uno de éstos entornos, deberá ser constante de las va

riables que se muevena lo largo del cilindro, que son todas salvo
un número finito de ellas. Para decirlo más claramente, tenemos la

siguiente Proposición:

Proposición: Son equivantes:
i) f:U a C es holomorfa

ii) V y G U existen: un entorno UYde y , elementos a1,...,a n

linealmente independientes de A y F e O(u(UY)) tales que
A

= u = Af F° , donde u al x ... x an.

D/ i) 9 ii) Sea yo E U. Existe un entorno de YOcontenido en U
donde f es acotada. Comoen A' tenemos la topología débil, podemos

suponer que el entorno es de la forma



U = {YEA': Iy(ai)— yo(ai)| <1,i=l,..,n}

donde a1,..,an son linealmente independientes.

Sea u = al x ... x anzA' a Cn. u es lineal, continua y abierta.

Luego u(UY ) es un abierto de En. Queremos definir una funcióno

F G 0(u(UY )) tal que Fou= f. Sea entonceso

F(z) = f(Y) , si z=u(Y)

Debemosverificar la buena definición de F: si y,Y' E U
Y o

tales que u(y) = u(y'), para todo Aecr, u(y' - yo) = u(Ay + (l-A)Y'-YO),
o sea que

Ay(ai) + (1-A)y'(ai) - yo(ai)|= (ai)- yo(ai) <1 para todo
i=ín.

Luego Ay + (l-A)y' GUY para todo AECE. Sea, ahora
O

C * C tal que a(A) = f(Ay + (l-A)y').

Habíamos elegido UY de manera que f fuera acotada. Luego a
resulta entera y acotada? es decir, una constante. Entonces

f(Y') = a(0) = a(1) = f(y) , y F está bien definida.

Sólo falta verificar que F es holomorfa sobre u(UYo). Por el
Teoremade Hartogs bastará ver la existencia de todas las derivadas

parciales. Sea z = u(Y)e u(UY), y sean yiíí A' tales que u(yi)= ei.o

F(z + Aei>- F<z> f(y +xyi)- f(Y)—(Z)=lïm ———— = 11m__————-,
azi ¡+0 A ¡+0 A

pero este limite existe, pues existen todas las derivadas direccio
nales de f en y.

ii) = i) Sea yo G U. Existen las derivadas direccionales de f, pues
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dado Y G A', para A chicos yo + AYGEUY; luegoo

f(Yo + AY) - f(YO) 11m F(u(Yo) + Au(Y)) - F(u(Yo))lïm = =
A+0 A A+0 A

BF
au”) (u(Yo)) .

Además, sea V un entorno de u(yo) contenido en u(UY ) en eluho) o
que F es acotada f resulta acotada en u_'l(Vu(Y )). no

En la situación de la Proposición, diremos que 6 eótá ¿inátamente

detenminada por al,...,an; o por u, sobre UYO.
Más generalmente, si Wes un abierto finitamente determinado de

A', y f G O(W), diremos que f es finitamente determinada por u en W

si Wes finitamente determinado por u, y existe una función FiEO(u(W))

tal que f=Fou sobre w; Las funciones finitamente determinadas de

O(W) forman una subálgebra que denotaremos F(W). Tenemos además:

Proposición: Si Wes finitamente determinado, y f€43(W) es acotada,

entonces cualquier u que determina a W, determina a f.

D/ Sea u tal que u-1(u(W)) = W. Comoen la Proposición anterior,

bastará probar que si Y y y' pertenecen a W, y u(y) = u(y'), entonces

f(y) = f(y'). Pero u(Ay+ (1-x)y') = Au(y) + (1-A)u(y')= u(y')e u(W).

Luego Ay + (l-A)y' E u_1(u(W)) = W, y tiene sentido f(Ay+ (l-A)Y').

La demostración sigue comoen la Proposición anterior. n

Sin embargo, hay elementos de F(W) que no son acotados. Para

aclarar mejor la estructura de F(W), consideremos, para u,v que

determinan a W, y u<v,



qu:o(u(W)) -> O(v(w)) tal que fuv(g) = g o "mn

Las fuv asi definidas forman un sistema directo, o sea que

existe 13m O(u(W)). Llamaremos Cu:0(u(W))+ 13m O(u(W)) a losu u
morfismos canónicos que vienen con el limite directo. Necesitaremos

el siguiente resultado para cada abierto Wfinitamente determinado.

ProEosición: F(W) = lim O(u(W)).
ü

D/ Para todo u de los que determinan W, sea

*
0(u(W))——u> F(W) tal que u*(f) = fou.

Entonces, si uSÉV, v* fuV = u*, porque v* fuv(g) = g o nmn°v=

= g o u = u*(g). Inducen entonces el morfismo

lím O(u(W)) fl F(W) tal que wCu= u* para todo u.
u

v es un monomorfismo, porque si 9(Ï) = 0, donde Ï = Cu(f), se

tiene o = «cum = u*(f) = fou. Entonces f = o,;_zï=o.

w también es epimorfismo: Si g'G FHMsea V tal que g'= g o v;

con g G O(v(W) ) . Luego

g' = v*(g) = va(g) E Im w.
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Consideramos en O(u(W)) la topología de convergencia uniforme

sobre compactos de u(W), y en F(W) la topología inducida como lími

te directo. Esta topología es más fina que la de convegencia uniforme

sobre compactos de W. En efecto, si llamamos F'(W) al mismo conjunto

con la topología de convergencia uniforme sobre compactos de W, la

identidad F(W) -*F'(W) es continua, puesto que cada flecha

O(u(W)) -* F'(W) lo es. Sin embargo, la identidad en el otro sentido

no es, en general, continua. Para ver esto tomemosun álgebra A con

alguna subálgebra cerrada generada por numerables elementos an con

Han" = 1 para cada n, pero que no sea finitamente generada como

subálgebra cerrada (por ejemplo,21: el álgebra de sucesiones sumables).

Sean entonces fn = É? . La sucesión (fn) converge a cero uniformemen
te sobre compactos de w, y sin embargo no corresponde a ninguna suce

sión (Fn)C O(u(W)) para ningún u, porque si existiera un tal
á A

u = bl x ... x bk, con fn = F

a = eb(n.Fn)e Jmlob, pero ésta es finitamente generada, comosub

n ° u para cada n, se tendría

n

álgebra cerrada, por b1,..,bk.
Para cada subconjunto B de A', definamos

B= {YGA'z IP(y)I<sup IP(b)| , para todo PGB}
beB

Diremos que B es ¿uentemente B-convexo si B = B, y B- convexo

si para todo compacto K contenido en B, k C B. Naturalmente, para

B compacto, ambas definiciones coinciden. Notemos que el espectroN
X(A) de A es fuertemente B-convexo: en efecto, si YG X(A), sean



IP (y)! < sup IP (Ml = 0 ,
ab QEX(A) ab

de manera que 0 = Pab(y) = y(a) y(b) - y(ab) para cada a,b€E A.
Luego y G X(A) .

Los conjuntos B-convexos de A” tendrán un papel análogo al de

los polinomialmente convexos en Cn. Para abiertos finitamente determi

nados estas nociones se relacionan de la siguiente manera.

Proposición: Sea Wun abierto de A' finitamente determinado por

u = al x ... x an. Entonces son equivalentes:

i) Wes B-convexo.

ii) u(W) es polinomialmente convexo.

D/ i) = ii) Sea H un compacto contenido en u(W). Debemos mostrar que

su cápsula polinomialmente convexa, H, está contenida en u(W).
n

. n ' = =
Sea 0.C + A tal que o(z) igl zi wi, donde vi(aj) Gij y

w. son nulas sobre el resto de una base B de A que extiende a (a.).< .l l lxn
Entonces u 0 es la identidad sobre En, y o es continua. Sea K = u(H);

es un compacto de A', u(K) = H, y K<Iu-1(u(W)) = W, pues u determina

a W.
A 'b

Hay que ver, entonces, que u(K) C u(W). Como R C W, es u(K)C u(W),
A "J /\

y bastará ver que u(K) C u(K). Sea zo G u(K).
Entonces

IP(zo)|< sup IP(z)I para todo P E G [xl,..,xn].z€u(K)
'\.;

Sea Yo= 0(zo). Entonces u(YO) = z y sólo hay que ver que yoe K,OI

o sea que:
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IQ(YO)I<sup IQ(Y)I para todo QEB,
YGK

Si bien no es cierto que dado QGB exista P e C [x X ]l"°’ n

tal que Q = Pou, hay un polinomio PGECIX1,...,Xn] que hace válida
la igualdad sobre 0(Cn), que es todo lo que se necesitará.

Para mostrar la existencia de tal polinomio P, digamos que
A

bl,...,bk son las "coordenadas" que aparecen efectivamente en Q.

Entonces existen (ai)i<m dentro de B, que generan a los bj y entre
los cuales se encuentran al,...,an. Entonces hay un polinomio F G

E C[X1,..,Xm] tal que Q = 13(;11,...,21m). Se tiene:

Q(0(z)) = B<al,...,am) (o(z)) = P(o(z)(a1),..,o(z)(am))=

= P(o(z)(al),...,o(z)(an),0,...,0)

esta última igualdad, porque o(z) es nula sobre los ai E B salvo
para i <n.

Sea P(Xl,..,Xn) = ñ(xl,..,xn,0,...,0). Entonces Q = Pou sobre
Ü l Y

lQ(YO)I= IP(u(YO))I = IP(zo)I< sup lP(u(Y))I= sup |Q(Y)l.
YeK YGK

Luego yo E E, y zoe u(Ï). Entonces ñ = uTK) C u(ÏÏ)C u(W).

ii) = i) Si K<ZW,K compacto, sea H = u(K). H es compacto de u(W),

luego ñ Cu(W). Queremos ver que Ï<IW. Como u_l(ñ) C u-l(u(W)) = w,

bastará ver que Ï'C u—l(ñ), o sea,que u(k) C ñ. Sea yo E E, y sea

PECE[X1,...,Xn]. ComoPoues,
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IP(u(Yo))I = lPou(Yo)I<sup IPou(Y)l = sup lP(u(Y)| '
YeK yGK

= sup |P(z)|.
zGH

Luego u(y0) G ñ.

Vale la pena aclarar que en el curso de la demostración hemos

probado la igualdad GTKÏ = u(K) para compactos K de A' de la forma

K = o(H), con H compacto de Cn,pero de ninguna manera para un compac

to arbitrario de A'. Dicha igualdad es falsa en general. Por ejemplo,

sabemos que el espectro X(A) de A es un compacto B-convexo, pero

u(X(A)) = sp(a) no es, en general, polinomialmente convexo.

Este hecho es un escollo importante en la construcción del cálcu

lo funcional holomorfo, ya que sp(a) no tendrá en general una base

de entornos formada por abiertos polinomialmente convexos. En el

cálculo holomorfoclásico, la dificultad es salvada por el "trick"

de Arens y Calderón. En esta versión ese lugar lo ocupa la siguiente

Progosición: Si.K es un compacto B-convexo de A', entonces K tiene

una base de entornos formada por abiertos 3-convexos y finitamente
determinados.

D/ ComoK es compacto, tiene una base de entornos formada por abier

tos finitamente determinados. Sea Wun entorno abierto de K finitamen

te determinado por u = a1 x ... x an. Sea también c'>0 tal que
K C D = {YEA'zuyu SC}

Dado Pe B, sea KF: 'HÉEA': IP(Y)I < sup IPI} . K es B-convexo,
K

de manera que K = g KP. Como D ñ KP es compacto para cada P, existen
Pl,...,Pk tales que



K C D n K n ...(ïK C W
P1 Pk

Sea v = al x ... x an x ... x amEButal que v determina a Pi,

para i=1,...,k e es decir, hay polinomios Ql,...,qk E G [Xl,...,Xm]
tales que P. = Q.°v. Sea v(K) = {z E Cm: |Q.(z)[<sup IQ.I}.1 l Q. l 1i V(K)

Para cada i este conjunto es polinomialmente convexo, y
C = n ñ

v(KPi) v(K)Qi. Pongamos Ko v(D) v(K)Q1 ...n v(K)Qk, KOes

un compacto polinomialmente convexo, ya que D es compacto, y v(D)

es polinomialmente convexo. Para ver esto último, sea V el subespa

cio de A generado por a1,...,am. Su dual, V' se puede pensar canónica
mente comoun cociente de A', a través de la traspuesta de la inclu

sión de V en A. Pasando v al cociente, resulta un isomorfismo 5 de V'

en Cm. D' = {x E V': "x"55c} se identifica entonces con 5(D') = v(D).

Si ahora z E Cm- v(D), es z = 5(x), con "xfl> c. Sea L:V' * C,

lineal y de norma l tal que |L(x)| = "x", y Q = LOG-1: Cm-*C.

Q e C [x1,..,xm], y
|Q(z)| =|L 5-15(x)| =|L(x)|= "x">>c= sup |L| = sup IQI

D' v(D)
Luego para cada z E Cm- v(D) existe Q tal que IQ(z)! > sup IQI,

es decir, v(D) es polinomialmente convexo. v(D)

Se tiene, además, v(K) C KO(:V(W). La primera indusión,

porque K<ZDfi KP 0...0 KP implica que
1 k

n = v(K)C v(DnKPn ...nKP )C v(D)n v(K)Qn v(K)Q K ,l k 1 K

y para ver la segunda, sea z e Ko, y yEID tal que z=v(y). Se tiene

[Pi(v)l = IQio v(v)| = IQi(z)I < sup IQil = sup lPil, para
v(K) K

i=1,..,k; es decir, YGDñ KPñ ...ñKP C w, y z€v(W).l k
. . . mSea, entonces, U un abierto polinomialmente convexo de C

tal que
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V(K) CKOCU C V(W)

Luego K<:V-1(U)<Zv_l(v(W)) = W, y v_1(U) es un abierto

finitamente determinado de A', y es B-convexopor la proposición
anterior. '

53. Volviendo a las funciones holomorfas, si tenemos abiertos UCïV

de A', tenemos también los morfismos de restricción O(V) * O(U).

Fijemos un conjunto compacto K dentro de A'. Sus entornos

abiertos se encuentran parcialmente ordenados, y los morfismos
de restricción forman un sistema directo. Quedadefinida enton

ces, O(K) = lim O(U).
+

Sin embargo, comovimos antes, las funciones holomorfas son

localmente finitamente determinadas, de manera que algo similar

ocurre para funciones holomorfas en un entorno suficientemente

chico de un compacto. Más aún, se tiene:

Proposición: Si K es un compacto B- convexo de A', entonces

O(K) = 13m F(W), donde los W forman una base de entornos abiertos

finitamente determinados y B-convexos de K.

D/ Comolos Wen cuestión forman una base de entornos de K,

vale O(K) = lïm O(W). Además, para cada Wse tienen flechas
.y

F(W)——-oO(W)———’O(K),cuya composición, que llamare

mos r , es inyectiva, por ser composición de dos monomorfismos.Si
W

W'CIW, y f E RW), sea u que determina a f y a W. Entonces existe

un v que determina a Wy a W' tal que v2>u, o sea
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V(W)V/

W 1T

\\\\‘ mnu u(W)—F»a:

Si f = F o u, sea F' = F o nmn<EO(v(W)), y vale F' o v = F nmn v =

F o u = f sobre W, en particular sobre W'. Están definidos, entonces
los morfismosde restricción:

wa.:F(W) -> F(W')

que son, en realidad, los que ya se tenían para los O(W), de manera

que rw. CWW,=rw y queda inducido un morfismo

lím F(W) i O(K) tal que w CW=rw

donde CW:F(W) + lím F(W) son los canónicos.

Queremos ver que w es un isomorfismo. Si w(Ï)= 0, sea Ï = C (f)

para algún W. Entonces 0 = w(Cw(f)) = rw(f), luego f = 0 y f = 0.

Dado ahora Ï G O(K), como K es compacto existe un entorno W, que se

puede tomar finitamente determinado y B-convexo, en el que f está

definida y es acotada. Pero esto significa que f es finitamente deter

minada sobre W, es decir f E F(W). Ï = rw(f) = w(CW(f)) E Im w. I

A veces notaremos de la misma forma a f E HW) y a su germen

en O(K).<1pnsideremos en O(K) la topología inducida por F(W) como

límite directo,
Esta topología es, en general, más fina que la inducida por O(U),

si en O(U) se tiene la topología de convergencia uniforme sobre compac

tos de U.

54. Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema del cálculo

funcional holomorfo.
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Teorema: Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Existe un único

morfismo de álgebras unitario y continuo E:O(X(A)) + A tal que

tal que E(3)= a para todo a E A, donde 5 es el germen de g.

D/ Como X(A) es un compacto B-convexo tenemos O(X(A)) = lïm F(W)

donde Wrecorre una base de entornos abiertos finitamente deter

minados y B-convexos. Sabemos además, que F(W) = lím O(u(W)).

Si u = 31 x ... x gn, u(X(A)) = sp(a) y u(W) e; un entorno

abierto polinomialmente convexo de sp(a). Luego, para cada u y W

existe un único morfismo de álgebras unitario y continuo

l n —
E [u . O(u(W)) + A tal que Ewlu(ni) —a.,W 1

ndonde n.(z) = z..1 1

o > =
Además, Sl v./u, BW,u EW,V o fuv. En efecto, EW,v o fuv

es un morfismo de álgebras unitario y continuo, y Ew o f (n?) =,v uv 1
_ n _ m = .= . ._
—Ewlvhri o nmn) —Ew'v(ni) ai, para 1 l,..,n. Luego por un1c1

: > '
dad, EW,u EW’Vo fuv cada vez que vazu, es dec1r los EW,u son
compatibles. Luego existe

E F(W) + Aw:

único morfismo de álgebras unitario y continuo tal que para

cada u de los que determinan a W, E o u* - E Por lo tanto,W W,u°

Ew(á‘i) = Ew(u*(nÏ)) = Ew'uhrï) = ai.

Si W' C W, CWW.:F(W) v F(W') es el morfismo de restricción,va_

le EW=Ew,o C Para ver esto basta ver, por unicidad de EW

que EW. o wa, o u* = Ew u, para cada u que determina W. ComoI

o C ° u* es continuo, basta ver que para 1€ i=<n, EW, ° wa.°

WW"

°u*(nÏ) = ai: W' es finitamente determinado por un v>u, y



20

n A A= * = = =
Ew,° v* Ew,’v. Entonces EW. wa.u (ni) EW, CWW.(ai) EW.(ai)

= * m = m =Bw'v ("1) Ew',v("i) ai“

Luego existe un único morfismo de algebras unitario y continuo

E: O(X(A)) * A tal que E Cw = EWpara todo W.

Además, vale E(a)= a para todo aGEA:

Si a=0, es trivial.
Si a#0, u=á determina finitamente a A'. Entonces E(a)=

= = A : * ' = ' =
E CA.(a) EA,(a) EA,(u (1d€)) EA,'u(ldm) a.

Por supuesto que E es un epimorfismo, por la propiedad E(a)=a

para todo aGEA.Otras propiedades que usaremos del morfismo E son

las siguientes.
. A

PIOEOSlCiÓn: E(f) = f
X(A) X(A)

D/ Supongamos que f E F(W), con W B-convexo y finitamente determi

nado por u= a1 x ... x an, que determina a f. u(W) es un abierto

polinomialmente convexo de Cn,de manera que C[X1,...,Xn] es denso

en O(u(W)). Si w G X(A), las funciones wo Ew'u y eu(w) (evaluación
en u(W)) son continuas y coinciden sobre los polinomios. En efecto,

Si Peclxll"lxn]l 89°Ewlu(P) = ‘P(P(alrooran)) = P(‘p(an)I---I‘p (an))=

= P(u(w)) el(g)(P).

Luego vo EWu = e19) sobre O(u(W)). Sea F‘50(u(W)) tal quev, u //\\
f=F°u. Luego f(W) = F(U(W)) = ‘HEw u(F)) = W(E(f)) = E(f)(v). lI

Proposición: Sea N = {fE50(x(A)):flx(A)= 0L Entonces E(N)= Rad(A)
y N = E'1(Rad(A)).

I A u n ID/ Sl f‘EN, E(f) 0 por 1a Propos1c16n anterior, luegox(A)=
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E(f) pertenece al radical de A. Si a G Rad(A), se puede poner

a = E(a), pero a G N. Para 1a otra igualdad, N C E_1(Rad(A)),

dado que E(N)C Rad(A). Por último, si E(f)€ Rad(A),

=1ífï

Notemos que en el caso en que A es semisimple esta Proposi

.r: 0, es decir que fEN. 'x (A) Ix(A)=

ción dice que el núcleo de E es N. Este hecho será usado más ade

lante. Lamentablemente, no tenemos una caracterización similar

de Ker E cuando A no es semisimple.
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C0njuntob ¿Apectnafleó 1 vaniedadeó analíticaó

Introducción

Si A es un álgebra de Banach, y Mes una subvariedad analítica

cerrada de un abierto de Cn, para cualquier n-upla perteneciente

a An cabe preguntarse si el espectro simultáneo de la n-upla está

contenido en M. Podemosdefinir el conjunto

AM= {a = (al,...,an) G An: sp(a)C M}

En forma análoga a lo hecho en el capítulo I, se puede definir

O(X,Cn), gérmenes de funciones holomorfas a Cn; y O(X,M), los elemen

tos de O(X,Cn) tales que algún representante tiene imagen contenida

en M. Si observamos que O(X,Cn) = O(X,C)n, tendremos definido un

morfismo de cálculo funcional holomorfo.

o<x,c¡:n ) + An,

que es el producto cartesiano del expuesto en el Capitulo I. Notemos

con la letra E a todos estos morfismos y a sus restricciones. Sea
entonces

AM= {aGEAnz a= E(f), para algún fe O(X,M)} .

(Más adelante veremos que AMy AMcoinciden si A es semisimple)

Estos conjuntos, que llamaremos conjuHIOóe¿pectnaie¿, están

relacionados con la topología del espectro}(de A.En efecto, Taylor [22]

ha demostrado que si Mes un espacio homogéneo contenido en Cn, entonces

AMes localmente arco conexo y la aplicación de Gelfand

AM---—-*C(X,M)
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induce una biyección entre los conjuntos de componentes conexas

[AM1 » [x,M1

En este capítulo probaremos que AMes en realidad una subvariedad
analítica de An, cuyos espacios tangentes son A-módulosproyectivos

de rango igual a la dimensión de M, y algunas consecuencias de este

hecho.

Para esto necesitaremos probar primero una versión del teorema

del rango constante válida para A-módulos(comparar con [14] ).

Sl. Consideraremos siempre submódulos del A-módulo libre An, y morfis

mos de A-módulos T:An * Am. Diremos que un submódulo D de An es A-dinecto

cuando es cerrado y existe otro submódulo cerrado D' de An tal que

An = D o D'. Esto es equivalente a que exista un proyector p:An + Anl

A-lineal y continuo tal que D = Ker p (ó D = Imp).

Notemos que un submódulo A-directo es necesariamente proyectivo,

pero no siempre libre. A veces diremos que D tiene nanga h, con esto

queremos decir que para cualquier ideal maximal v G X el módulo locali

zado DWtiene rango k sobre el anillo localizado Av.
Si T: An + Am es un morfismo de A-módulos, diremos que T ¿A A-dLneg

to si Ker T e Im T lo son.

Supongamos que

donde Dj, Fi son submddulos cerrados. Si T: An+ Ames un morfismo
de A-módulos, usaremos la notación

T T D11 12 l

21 22 2
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donde Tij E HomA(Dj,F.); que significa lo siguiente:1

si x = x + x1 2 (X1613

ll
entonces T(x) = [Tll(xl) + T12(x2)] + [T21(xl) + T22(x2)]

es 1a expresión de T(x) como suma de elementos en Fl y F2.
Necesitaremos la siguiente proposición.

Proposición: Sean Pl y P2 submódulos A-directos de An del mismo rango.

Entonces Pl C P2 implica Pl: P2.

D/ Si f:An * Pl es un proyector A-lineal continuo, también

2 Pl es proyector A-lineal continuo. Entonces P1 es sumandog: fIP2:P+
directo de P2, o sea P2 = Pl e N para un A-submódulo N de P2.

Como rg(Pl) = rg(P2), debe ser rg(N) = 0. Luego N=0 y P1 = P2. I

Teorema: Sea TozAn * AmA-directo, y sean Dl y F2 submódulos cerrados
de An y Amrespectivamente tales que

n _ _ m
A - Dl e Ker T0 Im T0 e F2— A

Si
a B D Im T

T = 1 + 0

Y 6 Ker T0 F2

entonces son equivalentes:

l o Ker T y Am = Im T e F .

ii) aEIso (D1, Im T0) y a = y a-l e

i) T es A-directa, An = D

. miii) Existen automorfismos A-lineales u:An + An y v:Am+ A tales

que T = v T u uI = id , y vI = id .
0 ' D1 D1 F2 F2

iv) T es A-directo, aíEIso(Dl,Im T0) y rg(Im T0) = rg(Im T).

D/ Supongamosque vale i) y consideremos el diagrama



Dl x Ker T Im T x F

Tn m= ———p =
A Dl e Ker T0 Im T0 9 F2 A

donde w es el isomorfismo v H (v1,v2); aqui vl(resp: v2) es la proyec

ción de v sobre D1(resp: Ker T)de núcleo Ker T (resp: D1). Definimos
w de manera similar. Tenemos entonces

r1 r D1 D1
w = ' +

“0 e Ker TOJ Ker T
Y

'u 0 Im T Im To
w = á

e e
con r HomA(Ker T0,Dl), vEEHomA(ImT,F2), e IsoA(Ker T0, Ker T) ,

y uE IsoA(Im T, Im T0). Por otro lado también tenemos

X 0 Dl Im T

0 0 Ker T F

con A E IsoA(D1,Im T).

La conmutatividad del diagrama implica

v10009y6
1 11-1) uh = Yon-18,luego uA = a (de donde a es isomorfismo) y 6 =vA1= vA(A

y hemos probado ii).

Ahora supongamos ii). Si



A

To = Í 0 ] : í D1 ]-+ Im T0]0 0 kKer T0 k F 2

con A e IsoA(Dl,Im T0), definimos

1 «¡la [ Dl ] í D J
_ 1u — +

0 l Ker T0 [Ker T0

-1 í
Aa 0 Im T0 ¡Im T_ 0v — +

—l
-Ya 1 F2 F2

Entonces u y v son automorfismos, u = 1d , v =
lD1 D1 IF2

Aa_1 0 a B 1 -a-lB A ¡0-18

-Ya.'1 1 y a o 1 o _YoL_lB+6

A 0 A 0

= = indica que T0 = V Tu .
0 -Ya-1B +6 0 0

La composición

a B Dl Im TT'=ST=
-1

0 G-ya B Ker T0 F2
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también es A-directa. Notemos que Im T'= S(Im T). Luego Im T' e Im T

tienen igual rango, y vale rg(Im T')= rg(Im T0).

Pero Im T' Da(D1) = Im T0; la proposición anterior nos dice

que entonces Im T' = Im T0 y esto implica que 6 -Ya-lB= 0. Queda pro
bado ii).

Para ver iii) = i), notemos primero que T es A-directo. Además

u(Ker T0) = Ker T. En efecto, si a E Ker T0, Tu(a) = 0 si y sólo si

vTu(a) = T0(a) = 0. Si T(c)= 0, sea a tal que u(a) = c, entonces

T0(a) = vTu(a) = vT(c) = v(0)=0.
Luego

m _ -1 _ -1 -l _
A — v (Im T0 e F2) — v (Im T0) e v (F2) 

_ -l n _ n _
— V TO(A ) 9 F2 — Tu(A ) 6 F2 — Im T e F2,

y n
A = u(Ker T0 9 D1) = u(Ker T0) e Dl — Ker T e D1.

Para completar la demostración, sólo falta ver

i) = iv) : ae IsoA(Dl, Im T0)como en i) = ii). Lo demás es
obvio, y la demostración está completa. I

52. Si Q es un abierto de An, y Fzg + Am, una función; diremos

que F es hoiomonóa en Q si es diferenciable Fréchet en cada punto

de Q, es decir para todo a G Q existe una función C-lineal T:An + Am

tal que F(X) - F(a) - T(x-a)
11m = 0
x+a Hx-a"

Notaremos con DF(a) a dicha función T. Para funciones holomorfas

definidas de esta manera vale el teorema de la función inversa.

Tambiénse puede definir la noción de variedad analítica de Banach

en forma totalmente análoga a la definición clásica (Ver por ejemplo
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[13] [15] [17].

Para poder definir cartas sobre variedades contenidas en Am,

necesitaremos, dada una función F29 + Amholomorfa, hablar de

¿apneóentaQLÓn A-¿Lneai de F en a. Esto es un objeto (u,U,v,V,T)

donde:

i) U es un entorno de O e An, u es biholomorfa de U en u(U),

un entorno de a contenido en Q, y u(O) = a.

ii) V es entorno de O E Am, V es biholomorfa de V en V(V), un

entorno de F(a), y V(O) = F(a).

iii) T:U * Ames la restricción de una función A-lineal, y
v-lFu = T.

iv) Du(x) y Dv(y) son A-lineales para todo x6 U, yGV.

Por supuesto que tal representación A-lineal de F no siempre

es posible. Por ejemplo, cualquier función F que sea lineal sobre

C pero no sobre A es holomorfa y no admite una representación de

este tipo. Daremosuna condición suficiente para que esto ocurra.

Para ello, definamos que F es localmente A-dLnecta en a si existen

submódulos cerrados D C An, F1 2 C Amy un entorno U de a tal que

para cada x E U,

i) DF(x) es A-lineal

ii) An = Dl e Ker DF(x)

iii) Am = Im DF(x) e F2
Tenemos entonces
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Proposición: Sea Q un abierto de An, F holomorfa en Q, y a G Q.

Si F es localmente A-directa en a, entonces hay una representación

A-lineal de F en a, (u,U,v,V,T) en la cual T es A-directa y con

imagen cerrada.

D/ Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a=0 y

F(a)=0. Entonces existen un entorno Q C9 de 0 E Any submódu0

los cerrados DlC An, F2C Amtales que

An = D e Ker DF(x) Am: Im DF(x) o Fl 2

para todo x 690. Además, DF(x) es A-lineal para x690.

Sean D = Ker DF(O) y F1: Im DF(O). Notaremos con x1,x2 (resp:2

y1,y2) a las componentes de x e An(resp:y€ Am) en la descomposición

Dl e D2 (resp: F1 o F2).
Tenemos

a(X) 8(x) D F

Y(x) a (x) D2 F2

Recordemos que, por el teorema de la página 24 valen, para

todo x E 90,

a(x): D1 + Fl es isomorfismo, y

6(x)= Y(x) a(X)-1 B(x)

Definamoslas siguientes funciones A-lineales

S: Dl + F1 , S = a(0)

T: An + Am , T(X) = S(X1)

c: Arn+ An , c(y) = S-l(yl)

P: An + An , P(x) = x2

= Am + Am , Q(y) = y2
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Im T = a(0)(D1) = Fl es cerrado. Definamos ahora la función holo

morfa h: 90 + An poniendo
h = cF + P

Dh(x) es A-lineal si xGEQO.Es, en realidad, un A-isomorfismo, como
se ve poniendo

-1
S 0 a(x) B(x) 0 0

Dh(x)= + =

0 0) Y(x) 6(x) 0 l

s’l a(x) s'l B(x)

0 l

Luego, por el teorema de la función inversa, h:Ql + 92 es

biholomorfa para entornos convenientes 91 y 92 de OGEAn,con 91(390.

1P: P'1(92) + Ames idénticaLa diferencial de la función F h

mente nula,para ver esto,

D(Fh_1P)(x) = 0 , para x E P_l 2).

En efecto, esta diferencial se puede calcular comola composi

ción DF(h-1P(x)) Dh(h-lP(x))-1P. Escribiendo x' = h-1P(x), queda

a(x') e(x') a(x')'1s —a(x')’ls(x') o o
D(Fh-1P)(x)=

Y(X') 5(X') 0 l 0 1

-a(X')-l s(x'>a(x') B(x') 0

y(x') 6(x') 0 1



o -y(x')a(x')-l B(x') + 6(x') o o

pmxme xïEQO.

ComoF h_1P(0) = 0, F h_1P resulta idénticamente nula en un

entorno de 0.

Finalmente, definamos la función holomorfa gzc-1(92) * Am

g = F h-lc + Q

Entonces, si x = h_lc(y), Dg(y) = DF(x)Dh(x)-1c + Q es A-isomorfis
m0:

a(x> e(x) a(x)’1s -a<x)'1e(x) s"l o o 1
Dg(y)-'= +

Y(X) 6(x) 0 l 0 0 0 1

a(x) B(X) a(x)_l o- o o
= + =

Mx) 6(x) o o o 1

1 0 o o 1 o
= + =

Y(X)a(x)-1 oJ o 1 y(x)a(x)'1 1

Luego gzní * Qé es biholomorfa, donde Qí y Qá son entornos
de o e Am.

Para completar la demostración, veamos que vale

gTh = F

en algún entorno de OííAn. Usando las identidades

TP = 0

QT = 0

cQ = 0



Tc = 1-Q

cF = h-P , podemos escribir

gTh = (Fh’lc + Q) T(cF + p) = (Ph-lc + Q)(TcF + TP) =

= (Fh-lc + Q)TcF = Fh-lcTcF + QTcF =

= Fh-1c(1-Q)F = (Fh-lc - Fh_lcQ)F = Fh-lcF =

= Fh_1(h—P) = F - Fh-lP = F

esta última igualdad, porque ya hemos visto que Fh-lP = 0 cerca de
0. '

Ahora estamos en condiciones de demostrar el

Teorema: Sea Q un abierto de An, y F29 * An una retracción holomor

fa, localmente A-directa en x para todo x E Q. Entonces Im F es una

variedad analítica de Banach, y para cada x E Im F el espacio tangen

te Tx(Im F) en x es Im DF(x).

D/ Para todo F(x) e Im F, existen representaciones A-lineales

(ux,Ux,vx,Vx,Tx) de F, donde Tx es A-directa y con imagen cerrada.
I e r = I =Para los x Ux, rx DTx(x )

DV;1(Fux(X')) DF(ux(x'))Dux(x') =

= [Dvx(Tx(x')) 1‘l DF(ux(x')) Dux(x').

Pero Dvx(z) y Dux(z') son siempre isomorfismos A-lineales, de

manera que Im Tx = Im DF(ux(x')) para todo x' E Ux. F es A-directa
en x, de manera que existe un entorno de x donde Im DF(a) = Im DF(b),

para a,b pertenecientes a este entorno.
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Luego Im TZ, para z en este entorno, son todas A-isomorfas a un

A-módulo fijo, P. Llamemoshzzlm Tz 9 P a estos isomorfismos.

Para todo x E Im F, x = F(x), y Ux, Vx pueden elegirse de manera

que ux(Ux) = vx(Vx). Entonces

vxzvx n Im Tx * vx(Vx) n Im F

es una biyección. Es inyectiva sobre todo Vx, y si vx(z) G Im F,

digamos vx(z) = ux(z'), tenemos

vx(z) = F vx(z) = Fux(z') = vxTxu;1(ux(z')) = VxTx(z')

E ñde manera que vx(z) vx(Vx Im Tx).

Ahora, definamos la carta cerca de x G Im F: (Vx(Vx)(WImF,hxv;l).
Estas cartas son compatibles. Para ver esto, supongamosque

= ñ ñ
ny vx(Vx) vy(Vy) Im F # ó. Tenemos entonces

—l -1 -1 -1 -1
(hy vy )(hx vx ) . hx vx (ny) + hy vy (ny)

Pero (h v_1) (h v-l)-1 = h v-l v h.1 es holomorfa. Lo mismo
Y Y x x y y x x

vale para la otra composición.

El espacio tangente Tx(Im F) está dado por
-1 _ _ =

Im (Dvx(0) hx ) — Dvx(0) (Im Tx) — Im(Dvx(0) Tx)

= Im D(vx Tx)(0) = Im D(Fux) (0) = Im(DF(ux(0)) Dux(0)) =
= Im DF(x).

53. Aplicaremos ahora este resultado para mostrar que el conjunto

espectral AMes una variedad.
. m ‘ . .Sl a E A , notemos con a a la apllcac1ón

A' *' C
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definida por a(y) = (y(al),...,y(an)) para todo y G A'. Con
las normas de supremo tanto en An como en Cn , Ia(Y)I < "y" "a".

. . n .Escribiremos w para notar al producto carteSiano w x ... x w

ProEosición: Sea Wun abierto de Cn. Entonces AWes un abierto de
An.

D/ Sea a G AW, y f E O(X,W) tal que a = E(f). Como f(X) es una

parte compacta de W, existe un €>>0 tal que para cada 9 G X el

polidisco {z E cn:lf(w) - zl <e} está contendio en W. Tomemos

= {b E An: "a-b"<e}.g(X)C W, porque |f(w) - b(w)l = IEÏBU (w)l <

< "a-b"< e.Luego b—l(W) es un entorno de X en A', de manera que

b€o(x,w), ybGAw- 
Los conjuntos A con Wabierto, son entonces dominios apropiaWI

dos para funciones holomorfas. Necesitaremos levantar funciones
n . nholomorfas en G a func1ones holomorfas en A . Esto se hará como

sigue.

Si hzw * Cmes holomorfa, definimos Ah: Aw * Ammediante:

Ah(a) = E(hf) si a = E(f).

Progosición: Ah está bien definida y es holomorfa. Para cada

a = E(f)fiEAW, DAh(a) es un morfismo de A-módulos dado por
E(Dh(f)).

D/ Probemos primero que E(f) = E(g) implica E(hf) = E(hg). Para

esto, sean bl,..,bk elementos de A que determinan finitamente a f
y a g; es decir, existe un abierto Q de Ck y F,G E O(Q,W) que

hacen conmutativo el diagrama



E(f) = E(g) significa que 9b(F) = 0b(G) (aqui Gb es el cálculo fun

cional holomorfo clásico), de manera que sp(eb(F)) = sp(eb(G))C W.
e m . . =

Comoh O(W,C), podemos escribir eeb(F)(h) eeb(G)(h). Entonces

h(F(b)) = h(G(b)), o sea eb(hF) =eb(hG), y E(hf) = E(hg).

Para ver que Ah es holomorfa, tomemos aÉEAW,bGEAn. Será sufi
ciente(ver [16]) probar la existencia de

BAh l
(a) = lïm — [ Ah(a + Ab) —Ah(a)] (1)

ab A+0 A

puesto que Ah es continua.
Sea a = E(f), b=E(g). Entonces a + xb = E(f + Ag) y (l) es

lím l [E(h(f + Ag) - hf)]
A+0 k

Por la continuidad del cálculo funcional E, bastará ver que
el limite

lim í [h(f + xq) - hf]
A+0 A

existe en O(X,Cm). Para ver esto, tomemos un entorno V de X y

u = b1 x ... x b de manera que V,f y g están determinados por u,k

y f(V) C W. Digamos que f = Fu y g = Gu. Entonces f + Ag: (F + AG)u

para todo A, y debemos ver que existe



lïm l [mp + xa.) - hF] en O(u(V),GIm).
A+0 A

Sea Q un compacto de u(V). Debemos ver que la convergencia

es uniforme sobre Q. Pongamos e >0, y si A<EC con IAI <e y

z G Q, sea

¿[11mm +AG(z))- hF(z)3— LPM), sin! o.
A aG(z)

S(A,z) =

0 , si A: 0.

h es holomorfa, de manera que lím S(A,z) = 0 para cada z G Q.
A+0

Entonces existen óz > 0 y entornos Vz de z tal que lS(A,z')]< e Para

A E C con IA I<óz y todo z' G Vz. Siendo Q compacto, existen

21,...,zF)€ Q tales que Vzi i=1,..,p cubren Q. Sea
6: mín '{óz : i=1,..,p} . Entonces para A G C con IAI< 6 y para todo

z G Q, ls(xïz)|<e y Ah es holomorfa.

Notaremos al elemento ii? ¿Í [h(f + Ag) - hf] de O(X,Cm)+
mediante Dh(f)(g).

DAh(a) es más que una función lineal. Es A-lineal. Para probar
esto debemos mostrar que conmuta el diagrama

0(x,c:)mxn x 0(x,a:)n-—-— o(x,c:)rn

E E E

mAmxn x An _—. A

En efecto, esto dirá que aplicar DAh(a) a b es lo mismo

que efectuar el producto de matrices: DAh(a). b, que obviamente
es A-lineal.

Comolas flechas del diagrama son continuas, y Bk(k-uplas de



polinomios en las transformadas de Gelfand de elementos de A)

es denso en O(X,(E)kpara cada k, pues para cada entorno abierto

finitamente determinado y B-convexo V de x, y cada v que lo deter

mina, los polinomios son densos en O(V(V),Ck) por ser v(V)

un abierto polinomialmente convexo de €k(ver página 13 ), será

suficiente mostrar que E(p.q) = E(p).E(q), Conpij, qje B. Sean
k kze- ?j

P°- = a (k), donde a (k) = a ... a
13 (k) k1 kr

/\ zx /3 k' xx k'
q. = Z a3(k'), donde a3(k') = ai, l--- ai. sJ 1 s

n n

E(p-q) = E(jgl plj qj I . ,ng pm] qJ) =

n /ï\ /\ n /A\ /\
= E( Z a J(k) Z a3(k'), , Z am3<k) z a3(k')) =

3:1(k) k' j=l (k) (k')

n lj j . n mj j .= ( Z Z a (k) Z a (k ), ... , z Z a (k) 2 a (k )).
j=l (k) (k') j=l(k) (k')

n n

Por otro lado E(p). E(q) = (jglEm)lj E(q)j,..,j¿lE(p)mj E(q)j)(2)
/A> 2.

Pero E(p)2. = E(pl.) = E( Z a“3(k)) = Z a J(k) , y
3 3 (k) (k)

/\. .

E(q)j = E(qj) = E< z a3(k')) = z a3(k').
(k') (k')

Entonces

n . . n . .

(2) = ( z z va13(k) z a3(k'), ... , z z am3(k) X a3(k'))=E(p.q)
j=1(k) (k') j=l(k) (k')
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Luego DAh(a)(b) = E(Dh(f)(g)) = E(Dh(f))- E(g) = E(Dh(f))(b),

de manera que DAh(a) = E(Dh(f))‘E Amxn es un morfismo de A-módulos

paratodoae '
Ah podría haber sido definido mediante Ah(a) = E(ha), pero

esta definición sería insuficiente más adelante, ya que si M

es una subvariedad cerrada de un abierto de En, y a G AM, no es
cierto en general que á G O(X,M), ya que si bien sp(a) = á(x)c M,

no vale la inclusión para la imagen de un entorno de X.

Recordemosque por [11; Ch.VIII,C] , existe un entorno abierto

Wde M y una retracción holomorfa r:W * M. Luego tenemos también

ArzAw * AM, cuya imagen está contenida en AMporque rf E O(X,M)

para todo f<EO(x,W). En realidad, la imagen de Ar es exactamente

AM,y Ar es una retracción, porque si a E A Ar(a) = E(rf), dondeMI

f G O(X,M), de manera que rf = f; luego Ar(a) = E(rf)= E(f) = a E Im Ar.

Si U es un abierto de M, A resulta abierto en AM.En efecto,U

V = r-1(U) es un abierto de Cn, por lo que AVes un abierto de An;
ñ = - ' e =

pero AM AV AU. Sl a AM es a E(f) con f E O(X,V) ,

a = Ar(a) = E(rf), pero rf G O(X,U). La otra inclusión es obvia.
Probamosahora el principal resultado de este capitulo.

Teorema: Si Mes una subvariedad cerrada de un abierto de Cn, y

dim M = k, entonces AMes una variedad de Banach cuyos espacios
tangentes son A-módulos proyectivos de rango k.

D/ Por el teorema anterior, y comoAr es una retracción holomorfa

de imagen AM,será suficiente ver que Ar es localmente A-directa

en a para todo a perteneciente a algún entorno de AM.



Comor es retracción, Dr(r(z)) Dr(z) = Dr(z) para todo z‘E W.

Por lo tanto Im Dr(z)C Im Dr(r(z)), pero el rango de la matriz

Dr(z) es mayor o igual que el de Dr(r(z)) para z cercano a r(z),

de manera que en realidad Im Dr(z) = Im Dr(r(z)) para z en un entor

no abierto de M. Esto significa que dim Im Dr(z) = k y dim Ker Dr(z)=

= n-k para z cerca de M. Cn puede escribirse como la suma directa

Cn = Im Dr(r(z)) 6 Ker Dr(r(z)) =

= Im Dr(z) e .Ker Dr(r(z)).

Por la continuidad de Dr, podemosescribir también

En = Im Dr(z) e Ker Dr(z), para z cerca de M.

Notemos también que Dr(r(z)) es la identidad, de
Im Dr(r(z))

manera que Dr(z) es un automorfismo de Im Dr(z) cerca de M.
Im Dr(z)

Podemos suponer que el entorno donde todo esto ocurre es W, si no,

se toma uno más chico. Para cada zEVL

Dr(z) 0 Im Dr(z) I Im Dr(z)
Im Dr(z)

0 l Ker Dr(z) Ker Dr(z)

es un automorfismo de Cn. Definamos a: W + GLn(C) poniendo como

a(z) la matriz de az en la base canónica de Cn. Mostraremos que

a es una función holomorfa. Para esto, sea z0 E W. Existe un entorno

U de z y funciones holomorfas vi: U G En, para i=l,...,n tales0

que V1(z),...,vk(z) es base de ImDr(z), y vk+1(z),..,vn(z)
kxk

es base de Ker Dr(z) para cada z G U. Sea BZÉEG la matriz de
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Dr(z) es 1a base V (z),...,v (z), y sea c(z) la matrizl k
Im Dr(z) n

que cambia la base canónica de C por v1(z),..,vn(z). Entonces
Y

_l BZ 0a(z)=c(z) C(Z)
0 I

y será suficiente verificar que BZes función holomorfa de z en
U, pero esto sigue de las ecuaciones

k

Dr(z)(vi(z))t = g B vi(z)s , para 1<i, t<]<.s 1 zts

Tenemos, por lo tantO,Aa:AW + = GLn(A). PeroA
GLn(C)

Aa(X) = e
Im DAr(x) DAr(X)IIm DAr(x) para todo x AW.

Para ver esto, pongamos b = E(Dr(g)(h)) e Im DAr(x),

donde x = E(g). Aa(x) (b) = E(ag). E(Dr(g)(h)) = E(ag . Dr(g)(h)),
pero para todq y cercano a X,

a(g(Y)) Im Dr(g(Y)) = Dr(g(Y)) Im Dr(g(Y))

de manera que

Aa(x)(b) = E(Dr(g).Dr(g)(h)) = E(Dr(g))E(Dr(g)(h)) =

= DAr(x)(b).
Entonces

DAr(x) : Im DAr(x) * Im DAr(x)
Im DAr(x)

es un automorfismo.

Probaremos ahora que An = Im DAr(x) 9 Ker DAr(x), para xiEAW:



DAr(x)
0 = Ker( ) = Im DAr(x) n Ker DAr(x).

Im DA (x)r

Si c G An, existe b'EIm DAr(x) tal que DAr(x)(b) = DAr(x)(c).

Luego c = b + (c-b), con b GIm DAr(x) y c-bE Ker DAr(x).

Ker DAr(x) es cerrado, de manera que la suma es topológica.

Ahora sabemos que Im DAr(x) es un A-módulo proyectivo. Veamos
que tiene rango k.

Primero probaremos que para xeAw y saGX,

Num DAr(x>) = Im Draw]n(x>)

Y (2)

wn(Ker DAr(x)) = Ker Drwn (x))

Tomemos DAr(x)(b) E Im DAr(x)./A\ aa
vn(DAr(X)(b)) = E(Dr(X)(b)) (v) = (Dr(X)(b))(w) =

= Dr(\pn(X))(Num e Im Dr(vn(x)).

Sea ahora bEEKer DAr(x). Dr(wn(x))(wn(b)) = wn(DAr(x)(b)) =

= Wn(0) = 0, de manera que wn(b)€ Ker Dr(wn(x)), y hemos probado

ambas inclusiones de izquierda a derecha en (2).

Tenemos An = Im DAr(x) e Ker DAr(x), y vn es suryectiva,
luego

(In = «pn(Im DAr(x)) + wn(Ker DAr(x))

pero por las inclusiones que acabamos de probar, esta suma es
directa.

Entonces

Cn = vn(Im DAr(x)) e wn(Ker DAr(x;) =
= Im Dr(vn(x)) e Ker Dr(wn(x)),

y las inclusiones son en realidad las igualdades (2).
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Ahora sea xEEAW, P = Im DAr(x), Q = Ker DAr(x), y w E x. Enton
ces r = A E P '

gAWPp rgAw ( w A ) es, por el lema de Nakayama lo mlsmo
que dime [(A E P) E C ], donde C (y también wn(P)) tiene la

50A AW

estructura de AW-móduloinducida por w. Tenemos entonces el mor

fismo de AW-módulos

q:(Av m P) m cc——rs0n(P), dado por
A A

wa.. w(a..)q(Z(Z_11 mp..>m.)= 22x. _lJ_ n<p..).
3 l b 13 3 3 l 3 Mb) 13ij ij

Sea vl,..,vk una base de wn(P) = Im Dr(vn(x)), Y sean

bl,...,bk E P tales que vi: wn(bi)parai=l,..,k.
Entonces (l E bi) 9 1 , i=l,...,k son C-linealmente independien

1

k 1
tes Sl 0 = Z A.(— fl b.) E l, es. 1 11=1 1

k n ko=q<o>=_z <bi>=z1=1 1-1

y Ai: 0 para i=l,..,k.

Luego rgv P = dime [ (AW fl P) E CII]>k .A A

Análogamente, como vn(Q) = Ker Dr(wn(x)), se tiene rgw Q22n-k.

Pero rng + rgw Q = n, de manera que rgw P =k para todo W‘EX, es
decir rg P = k.

Para completar la demostración, sea aEEAMy pongamos :

P(x) Q(x) Im DAr(a) Im DAr(a)
DAr (x): : +

R(x) S(x)) Ker DAr(a) Ker DAr(a)

ComoDAr(a) es un idempotente, DAr(a) es la
Im DAr(a)



identidad, y P(a) = I. Pero Im DAr(a) es un espacio de Banach,
de manera que por la continuidad de P, P(x) será automorfismo

de Im DAr(a) para todo x en un entorno de a.
Hemosverificado las condiciones de iv) del primer teorema

de este capitulo, para cada x en un entorno de a; luego Ar es

localmente A-directa en b para b cerca de AM.

Observemos que el espacio tangente Ta(AM) en a es Im DAr(a).
Estos son A-módulos proyectivos de rango k, pero no tienen por qué

ser isomorfos sobre distintas componentes conexas de A AlgunosM.

de estos módulos pueden ser libres y otros no. Más adelante dare

mos una condición suficiente para que Ta(AM)sea libre, en el caso
en que A sea semisimple, pero primero mencionemos que si bien

AM= F_1(0) con FzAW* An tal que P(x) = x-Ar(x), no podriamos

recurrir a esta forma de presentar AMpara probar que es variedad,

dado que si bien Ar es localmente A-directa, F no necesariamente
lo es. El siguiente ejemplo de una retracción directa, r, en C2

tal que id-r no es directa, lo muestra claramente:

. 2 2
Ejemplo: Sea M ={z E C : zz: 0} , y sea r:C e M dado por

r(Z) = (zl + zlzz,O). r es holomorfa, y para 265M, r(z) = z.
Su diferencial está dada por la matriz

1 + 22
Dr(z)=

0 0

de rango l en un entorno de M, mientras que

'22 ‘21
D(id-r)(z) = I - Dr(z) =
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que tiene rango l en M, pero es un isomorfismo si z Q M.

Im Dr(z) e Im D(id-r)(z) cambian con suavidad al mover z, salvo

cuando hay cambios bruscos de dimensión. En general, la situación

es la siguiente: supongamos que Ta es un proyector en V, y Tx

endomorfismos de V que se acercan a Tá en End(VLa medida que x

se acerca a a. Tx no son, en general, proyectores. Valen las igual
dades

Ker Ta fl Ker(I — Tx) = {0}

nn Ta r1 Ker Tx = {o}

Ker Ta + Im Tx = V

Im Ta + Im (I - Tx) V , para x cerca de a,

pero no son ciertas en general las siguientes:

Ker Ta n Im Tx ={0}

Im Ta n Im(I -Tx)={0}

Ker Ta + Ker(I-Tx)= V

Im Ta + Ker Tx = V,

por lo que no es fácil probar que una función es localmente directa.

El siguiente ejemplo muestra que se puede tener Ta|Im T = id,a

pero Tx| ni siquiera automorfismos:I Tx
. 3 .

EJemplo: Sea, en G , el proyector T0 dado por la matriz

10 o
To= oo o

oo o
Para cada e >0, pongamos
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[100
T = 0 0 e

E

0 0 0 3 _3
Entonces Im T0 = {z e C : z = (zl,0,0)} y Ker To-{z€(r : z =

= (0,2 ,z )} . Vale G3 = Im T e Ker T , y T = id. Pero
2 3 0 0 0 I m T

0
3 3

Im TE = {z€(I : z = (zl,zz,O)} y Ker TE = {z€(I : z =(0,zz,0)}
3

.. 6.:
Es Ker T€<ZIm T€ , y TE Im TEtiene imagen {z C . z (21,0,0)}.

Finalmente, notemos que tampoco habia posibilidad de

"levantan" cartas en Ma cartas en A ya que para hacer esto, losMI

elementos a E A deberian tener sp(a) contenido en el dominio de
M

alguna carta de M, lo que en general no ocurre.

54. Consideremos para cualquier álgebra de Banach A, la catego

ría M(A)cuyos objetos son variedades analíticas cuyos espacios

tangentes son A-módulos proyectivos, con morfismos funciones

holomorfas cuyas diferenciales son morfismos de A-módulos y la

composición comúnde funciones. Sea M la categoría de subvarie

dades analíticas cerradas de abiertos de productos finitos de
G. Entonces tenemos:

Proposición: A( ) es funtor covariante de M en M(A).

D/ Para cada objeto Mde M , AMestá definida y es un objeto
de M(A)por el teorema anterior. Sean M,N objetos de M,

y h:M * N una función holomorfa. h se puede extender a un entor

no abierto w de M, por ejemplo mediante hr. Si h es una extensión

de h, podemos definir A- como al comenzar 53. Definamos entoncesh
como la restricción de A- a A donde h es una extensiónh h M'

de h. Obv1amente Im Ah = Añ(AM) C A

a A

N, y Sl hl y h2 son dos
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extensiones de h, y a e AM, a = E(f) con f G O(X,M), entonces

Ahl(a) = E(hlf) = E(hf) = E(hzf) = Ah2(a), de manera que Ah está
bien definida. DA (a) = DA-(a) es un morfismo de A-módulos,

h h T(A)
a M

así que Ah es un morfismo de la categoria M(A).

Si i:M * M es la identidad, y aEEAM,a= E(f), Ai(a) = E(if)=
h

E(f) = a. Además, si se tienen M -> N g> P, A(2h)(a) = E(lhf) =

= A2(E(hf)) = A1(Ah(E(f))) = (A2 Ah)(a), de .manera que

A(lh) = Al Ah, y A( _ )es funtor covariante. '

Hay muchas funciones holomorfas en Anchas diferenciales son

morfismos de A-módulos pero que no son de la forma Ah para ninguna
función holomorfa h. Por ejmplo, tomemos aGEA tal que existan

XEEAIWIWEX con v(x) = Ü(x) # 0, y w(a) # W(a) ; y consideremos

la función La: A + A dada por La(y) = a.y. La es A-lineal, pero

La # Ah para todo h: si La fuera Ah, ax = La(x) = Ah(x) = E(hx),
de manera que sobre X coincidirían ai y hi. Luego w(a) v(x) =

= h(w(X)) = h(w(x)) = w(.a) Mx), y se tendría Ma) = Wa), lo que

contradice nuestras hipótesis.

55. Queremosdar una condición necesaria para que el espacio

tangente a AMsea libre. Necesitamos considerar el fibrado tangen

te a AM.Este es el fibrado de base A espacio totalMI

TA = JU [{a} x T (A )] , con 1a estructura usual de variedad,
M aGEA a M

M

y la proyección a la primera coordenada.

Por otro lado al espacio total TMdel fibrado tangente a M

es una subvariedad cerrada de un abierto de 61 x En, de manera

que ya tenemos definido A Podemos identificar O(X,TM)con el subTM'

conjunto de los pares (f,g)<E O(X,M) x O(X,Tn) tales que

g(Y) e Tf(Y)(M) para todo y cercano a X. Luego, como
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E(f,g) = (E(f),E(9)), identificamos ATMcon TAM.Tenemos entonces:

Proposición: Si A es semisimple, y U un abierto paralelizable de

M, entonces AUes un abierto paralelizable de AM.

D/ Existen k secciones nunca dependientes sizU * TM, i=1,...,k.

Cada si induce AsizAU á ATM= TAM,por funtorialidad,
y como la proyección ATM * AMes inducida de la misma manera

por la proyección TM+ M, las AS resultan ser secciones holomori
fas.

Son, además, nunca dependientes sobre A. En efecto, si existie
k

ra b e AU, y cl,...,ck G A tales que igl ci Asi(b) = 0, poniendo
b = E(g) y ci = E(ffi, i = 1,...,k se tendria

k k
o = .2 E(fi) As_(E(g)) =_Z E(fi)E(sig) =1=1 l l=l

k

= E (.Z fi. sig)l=l
.k

Entonces para cada w<EX, E fi(w). si(g(v)) = 0. Pero lasi=1
si son nunca dependientes, y g(X) C U, luego fi(v) = O para
i =l,..,k y para todo v E x. Comovimos en el capitulo I, cuando

A es semisipple, Ker E está formado por las funciones nulas sobre
X, de manera que ci = E(fi) = O, para i=1,..,k.

Proposición: Sea A semisimple, y a e AM.Si sp(a) tiene algún

entorno paralelizable en M, entonces Ta(AM)es libre.

D/ Sabemosque a pertenece a una parte paralelizable de AM,porla

proposición anterior, es decir existen secciones 01,..,ok nunca
dependientes cerca de a. Para i=1,...,k, oi(a) = (a,vi), donde

vl,...,vk e Ta(AM)son A-linealmente independientes. Si L es
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tenido en Ta(AM). Necesariamente Ta(AM)= L y es libre. I

Notemos que entonces, si Mes un grupo de Lie, o cualquier

otra variedad paralelizable, A resulta una variedad con espacios
M

tangentes Ak en todo punto, cuando A es semisimple.

En el próximo capítulo nos ocuparemos más detenidamente

de los conjuntos espectrales AMcuando M es un grupo de Lie o
. . nun espac1o homogéneo, aún los no contenidos en C , como el plano

proyectivo.

56. Para terminar, comparemosahora los conjuntos espectrales

AM y AM. M, W y r son como en el 53.

Proposición: AM= AM+ Rad(A)n.

f
D/ En el capítulo I Vimos que si N= {f613(X,C): x = 0},
E(N) = Rad(A). Identificamos también Rad(A)n con E(Nn).

Notemos que AMC AW, puesto que si á(x) = sp(a) C M,

a E O(x,W). Luego, para a E AM, podemos poner

a = Ar(a) + (a - Ar(a)).

Ar(a) G AM, y a —Ar(a) = E(a) - E(ra) = E(a -ra) Pertenece

a Rad(A)n, ya que á—rá E Nn. Para la otra inclusión, sea bGEAMy
c‘ERad(A)n, digamos c = E(g) con g E Nn. Entonces

sp(b + c) ='É/:\ÉÏX) = (B + ÉÏEÏ) (x) = (B + g)(X) =

= E(x) = sp(b)<:M. 

Esto significa que cuando A es semisimple AMy AMcoinciden
(ver también D2] ). También coinciden si Mes un abierto. En efec

to, la inclusión AMC AMvale siempre, ya que si a = E(f) e AM,



sp(a) = a(x) =E/(f\)(x) = f(X)C M,

y si Mes abierto vale la otra inclusión: si aGEAM, a=E(á),

y como sp(a) C M, 3(x) C M, pero por serM abierto un entorno

de X también cae dentro de M al aplicar a; luego 5 E O(X,M),

y a G AM.

Sin embargo, la inclusión AMCAMpuede ser estricta, como
se ve tomando A no semisimple y M = {0}<ZC; en este caso

AM= {0}, mientras que AM= Rad(A). El ejemplo también muestra

que AMno es, en general una variedad al menos de las discutidas

aquí, porque Rad(A) no tiene por qué ser proyectivo como A-módulo.

Tenemos también

ProEosición: AMy AMtienen el mismo tipo de homotopía.

D/ Sea 1: AM* AMla inclusión. Ar ° 1 es la identidad

sobre AM, mientras que 1 o Ar:AM+ AMes homotópica a la identi
dad: sea

H: [0,1] xAM —> AM

dada por H(t,a) = Ar(a) + t(a-Ar(a)).

H es continua, H(0,a) = Ar(a) para todo aGEAM,y H(l,a) = a
para todo a E AM. '



Conjunto¿ gípectnaieó 1 eópac¿o¿ homogénQOÁ

Introducción

Queremosestudiar ahora los conjuntos espectrales resultantes

de tomar comovariedad analítica a un grupo de Lie, o un espacio

homogéneo.

La riqueza de la estructura de los grupos de Lie y de los

espacios homogéneosse traduce a los conjuntos espectrales, y

esto permitirá definir, dado un espacio homogeneoF, el conjunto

espectral AF, aún cuando F no sea una subvariedad de Cn. AF en ge
neral no estará contenido en An. Para esto deberemos restringirnos

a veces al caso en que A es semisimple, ya que será importante

la caracterización de Ker E dada en el capitulo I, que no tenemos

en el caso general.

Definiremos también un cálculo funcional holomorfo para funcionesa

valores en un espacio homogeneo,e incluso para funciones entre

espacios homogeneos.

Por último, relacionaremos la topología de AF con la de F
y la del espectro X de A, probando que existe una biyección entre

[AF] y [X,H aún sin estar F contenido en En.

51. Sea G un grupo de Lie complejo que es una subvariedad cerra

da de un abierto de Cn. Más tarde veremos que esta condición no

es excesivamente restrictiva para un grupo de Lie.

Las funciones holomorfas a valores en G x G se pueden pensar

como pares de funciones holomorfas con valores en G, de manera

que podemos identificar O(X,G x G) con O(X,G) x O(X,G) como antes

hemos identificado O(X,Gn) con O(X,G)n. Aplicando el cálculo



funCional, identificaremos a AGxGcon AGx AG. De esta forma
las funciones holomorfas

que dan la estructura de grupo a G, se levantan a funciones

G G AG

AG AG , y tenemos

Proposición: AGes un grupo de Lie. Si h:H + G es un morfismo

de grupos de Lie, entonces Ah: AH+ AG también.

D/ Sabemosque las funciones levantadas son holomorfas, por

la proposición de la página 45 Para ver que definen una estruc

tura de grupo en A basta usar que AG, fxg = Af x Ag, junto con la

funtorialidad de A( ) y considerar los diagramas conmutativos
siguientes, donde A denota la diagonal, y e la función que vale
constantemente el elemento neutro de G.

. x id
(G x G) x G -——————————————» G x G

1asociatividad G

id x . I
G x (G x G) ——-—-—-—————+v G x G

id x e
G x G ———* G x G

al l
existencia G id ———+ G

de Al _ Ï
neutro G x G e x 1d > G x G



GxG lá“) GxG
AT e lexistencia de inversos G -——————————+G

A

1 ( )-lx id Ï
G x G ———————————+ G x G

Ah es holomorfa. Que es un morfismo de grupos sigue de aplicar

A( ) al diagramaHxHïerG

Explïcitamente, el producto en AGestá dado de la siguiente
forma: si a = E(f) y b = E(g), ab = E(.(f,g)) = E(f.g), donde

f.g es el producto punto a punto. Vemosentonces que con la estruc

tura natural de grupo que tiene O(X,G) el cálculo holomorfo E

resulta ser un morfismo de grupos.

El elemento neutro de AGestá dado por E(f), donde f(Y) = e

para todo y , y si a = E(g)tE AG, su inverso a_l es E(( )-1o g) =
= E(g_l).

Además, A es abeliano si y sólo si G lo es.
G

En efecto, si G es abeliano basta considerar

| G
(x2,xl) G x G

y si AGes abeliano, G también, considerando que G es un subgrupo

de AGmediante la inclusión natural G * AG.

G, porque si
1 1 .

H * G es la inclusión, AH * AG es monomorfismo: pongamos

Si H es un subgrupo de Lie de G, AH lo es de A
A
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a = E(f)€ AH, y e = A1(a) = E(If) = E(f), entonces e=a. Ah es

monomorfismo sólo Sl h lo es, pues Ker h C AKer h C Ker Ah. La
primera inclusión es trivial; para la segunda, si a = E(f) con

f E O(X,Ker h), Ah(a) = E(hf) = E(e) = e. Si A es semisimple,
Ker h

vale la recíproca, pues Ker Ah C A
Mencionemos finalmente que si A es semisimple, los espacios

tangentes Ta(AG) son A-módulos libres para todo a E AG, ya que
G es paralelizable por ser grupo de Lie.

52. Pasamos ahora a definir el conjunto espectral AF, donde F
es un espacio homogeneo no necesariamente contenido en Gm, sobre

el que actúa transitivamente un grupo de Lie G, subvariedad cerra

da de un abierto de Cn. En todo el 52 el álgebra de Banach A se

supondrá semisimple. Recordemos (ver página 21) que para tales

álgebras, si f y g son funciones holomorfas en un entorno del es

pectro X de A, se tiene E(f) = E(g) si y sólo si flx = glx.
Antes de definir AF necesitamos relacionar O(X,G) con O(X,F).

Aquí O(X,F) se toma como lim lím O(u(W),F), donde como en el
+ -)
w u

capitulo I, los Wson entornos abiertos B-convexos y finitamente

determinados de X, y u son al x ... x ak que determinan a W. Pen
saremos a los elementos de O(X,F) como funciones definidas en un

entorno de X, es decir, consideraremos representantes en

lïm O(u(W),F). Pondremos en O(u(W),F) la topología compacto-abieg
_).u

ta, y en O(X,F) la inducida comolímite directo.

Asi comoG actúa sobre F, se tiene también la acción

O(X,G) x O(X,F)-—————a-O(X,F)

dada por (f,h) H fh, donde fh es la clase de la función que



54

resulta de tomar representantes de f y h y aplicar la acción

G x F * F punto a punto. Valen entonces, si f,g E O(X,G) y

h G O(X,F), e.h = h, y (f.g)h = f(gh). e denota la clase de

la función que vale constantemente la identidad de G (que también

se notará con e). No es cierto, en general, que la acción de O(X,G)

sobre O(X,F) sea transitiva, de manera que fijado hGEO(x,F) ten

dremos una función no suryectiva en general

h
O(X,G)—"—- O(X,F) dada por nh(f) = fh.

Necesitaremos el siguiente lema. Damossolamente una idea

de la demostración, dejando los detalles para el apéndice.

Lema. Para cada hGEO(X,F), y cada fh G Im nh, nh tiene una sección

local continua s definida en un entorno de fh y tal que s(fh)= f.

D/ Para cada x E F, aw—+axdefine

G F

. . x x . .Se puede ver que eXisten seCCiones r de n definidas en
x .

entornos Wxde x tales que r (x) = e. Con51deramos en F x F
el subconjunto

U = {(y,x): yewx}

y definimos r:U e G mediante r(y,x) = rx(y). En realidad, para

un mismox existen infinidad de secciones que aplican x en e,

pero se pueden elegir en forma canónica de manera que U resulte

un entorno de la diagonal de F x F y 'r resulte analítica.

Sea ahora h e O(X,F), y Uh = {h'e O(X,F):(h' x h) (X) C U}

y s:Uh + O(X,G) dado por s(h') = r(h' x h). Entonces Uh es
entorno de h y s es la sección buscada en el caso f=e.



En el caso general, sea fh = nh(f)E Du nh. Por lo recién

probado, existe un entorno de fh y una sección s' de nfh tal

que s'(fh) = e. Sea

Rf: O(X,G) O(X,G)

el automorfismo Rf(g) = gf, cuyo inverso es Rf_l. Definamos, sobre

el entorno en que está definida s', s = Rf ° s'. s es sección
hcontinua de n , y s(fh)= f.

Notemos que tanto Nh como s son continuas. En efecto, Nh es

inducida por O(u(W),G) * O(u(W),F)tal que f + f.H con

HGEO(u(W),F).La continuidad de s se prueba en el apéndice.

Podemosdefinir sobre O(X,F) la relación: h'vh' si y sólo
si h'G Du nh. Tenemos

Proposición: w es una relación de equivalencia, cuyas clases de

equivalencia son los abiertos Im nh. Vale también hñlh' si y sólo
h' = fh

Xsi existe f€O(X,G): X

D/ Que N es una relación de equivalencia cuyas clases son

Im 7h es trivial. Estas son abiertas por el lema anterior. Que

fhlhmh' implica la existencia de f con h'IX = también es fácil.X

Para ver la recíproca, notemos que h' pertenece a

Ufh = {h'E O(X,F):(h' x fh)(X) C W}
hdonde hay definida una sección s de n tal que s(fh) = f. Luego

h' = nhs(h') G Im uh, es decir h'uh'. .

Notaremos con Z un conjunto formado tomando un representante
)

de cada clase de equivalencia.Se tiene, entonces,O(X,F) = U Im nh.
hez

Por lo tanto cada Im “h es abierto y cerrado, es decir una unión de

componentes conexas de 0(X,F).



. . h fh
Para cada h E Z definimos Kh= {f‘50(X,G): Ix = IX}

Este es un subgrupo de O(X,G); luego su imagen por el cálculo funcio

nal, Hh = E(ïh) es un subgrupo de AG (recordemos que E es un
morfismo de grupos).

Además Hh es cerrado: si an » a, donde a = E(f), y an= E(fn)
A

con fn E xh, an » a uniformemente sobre X. Luego

_)
X X

h f h _ á h ¿hI-nlx- nl
fh

I

X

es decir, áh
lx fGJCÏV o sea a E Hh.IX = X,y

Definimos en AGx 2 la relación (a,h)'h(b,h') si y sólo si

h=h' y a-leEHh. m es una relación de equivalencia. Pondremos

_ (A x )G 2/,»
Notemos que lo mismo se obtiene poniendo la unión disjunta

hgz (AG/Hh). Con51deramos en AF la topología final induc1da por la

flecha AG x Z + AF.

En la definición de AF intervienen G y X . Pero F puede pre
sentarse comocociente de varios grupos, de manera que debemos

verificar que AFestá bien definido.

Proposición: AFestá bien definido.

D/ Se tiene

(AGxZ)Á—>(AG, x “A
definida de la siguiente manera: (STE)+ (ETTH'),si a= E(f), h'

es el representante de la clase de fh en Z', y si f' E O(X,G') es

tal que f'h' = fh, a' = E(f').
Debemos ver que si b = E(g) con (37H) = (57H), entonces

(a',h') = (b',h'). Tenemos a_lb = E(f_lg) = E(z), con 2 G M5. Luego
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f_1gh lx = lhl = hlx , y fhlx = gh, Entonces, por laX X '

proposición anterior, la clase de fh es la de gh. Sea h' su repre

sentante en X'. Si s' es sección de
h.

0(x,G') " o(x,F)

cerca de fh, sean f' = s'(fh), y g'= s'(gh). Entonces f'h' = fh

y g'h' = gh. Por lo tanto, restringiendo a X se tiene f'h' x =
= g'h' X, de manera que, con a' = E(f') y b'= E(g'), vale

a'_lb' = E(f'_1g') G H Luego (37757) = (BTTH').h"
La continuidad se deduce de la de s'onh. Obviamente existe

una flecha definida en forma totalmente análoga pero en sentido

contrario, que es su inversa. Luego se trata de un homeomorfismo.

Si A es semisimple y el espacio homogéneo F es una subvariedád
. m . . , . . .cerrada de un abierto de C , tenemos, en prinCipio dos def1n1c10

Son

AF=(AGx D/m

nes para AF.

A' = E(O(X,F))

rndonde E:O(X,Cm) A es el cálculo funcional holomorfo. Quere

mos ver que ambas definiciones coinciden. Pongamos

A * AÉ tal que (a,h) H E(fh), si a=E(f).F

Está bien definida: si (a,h) = (b,h'), h=h' y si b=E(g),

a-lb = E(f-lg) = E(l) con l Emi. Luego fh x = gh x, y E(fh)=
= E(gh). Tenemos además:
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Proposición: AF y AÉ son hcheomorfos.

D/ El homeomorfismoes la función definida arriba. Es inyectiva:

en efecto, si E(fh) = E(gh') , fh x = gh. luego h y h' pertenex,
cen a la mismaclase, pero ambos son representantes y por lo tanto

lg e ac, E(f)“liguales. Se sigue que f— E(g)€ En“ y

(E(f),h) = (E(g),h'). La función es suryectiva: sea E(h')<E AÉ. Si
h es el representante de la clase de h' en Z, existe un f G O(X,G)

h' th¡x - x . Luego E(h') = E(fh), que proviene detal que
(E(f),h).

Para ver la continuidad de la función y de su inversa, convie

ne enfocarla desde el siguiente punto de vista. La acción

G x F——————o F

puede ser levantada a una acción holomorfa

I v

AG X AF——>AF

Sea h E Z, y b = E(h). Entonces fijando la segunda variable

igual a b, se obtiene una función holomorfa

TT

AG AF

AG
Sobre el subconjunto de A (A x {h})// (que es /á ), laF G N h

función definida antes proviene de n , y es por lo tanto continua.
-1

Para ver que es abierta, notemos que Hh es igual a nb ({b}); bas

tará ver entonces que para cada a G AG,

(A')D nb(a) : Ta(AG)_____.T Fflb(a)

es un epimorfismo A-directo de A-módulos. No sabemos, en principio,

si D nb(a) es un morfismo de A-módulos, ya que nb no está dado como



Ag para alguna g:G + F analítica. Sin embargo, nb se puede
pensar como la composición de las funciones

A (1xb)A xA, A. A,AG“"*'AG x AG"—“’ G F F

donde A es la diagonal, y A. es la acción levantada de

G x F—————>F

Luego

Dvb(a) = D(A. ° (1xb)oA)(a) = DA.(a,b)oD(1xb)(a,a)o DA(a)=

DA.(a,b)o(IXD)°A I

es decir, para cada cETa(AG),

Dnb(a)(c) = DA.(a,b)(c,0)

con lo cual Dnb(a) es obviamente de A-módulos, y Dnb(a) = E(th(f))

si a = E(f). Para todo x€EAG,nb(x) = xb = x a-lab = nab Ra_l(x),

y Dnb(a) = Dflab(e) o DR _l(a), donde DR_1(a) es isomorfismo.a a

Luego, basta ver que para cada b,

Dnb(e): Te(AG)
I

Tb(AF)

es un epimorfismo A-directo de A-módulos.

Sea u tal que determina a.h,y por lo tanto a Dnh(e) sobre un

entorno abierto B-convexoy finitamente determinado w de x. Existe
m h _ _

entonces du,w e O(u(W), L(Te(G),C )) tal que Dn (e) —du,W o u

sobre W. Definamos ahora

u(W) x Te(G) u(W) x Gm

mediante (z,z')I-——->(z,duw(z)(z')). Este es un morfismo de fibrados

vectoriales de base u(W). LlamemosKu w al fibrado núcleo de esteI



60

morfismo, y cu w a su imagen; la fibra de cu w sobre z=u(y) esI I

Th(Y)(F). Tenemos la sucesión exacta de fibrados sobre u(W)

Comou(W) es un abierto polinomialmente convexo (ver página 13)

aplicando [11, VIII —c-7] vemos que la sucesión se parte, es

decir, el fibrado trivial u(W) x Te(G) es isomorfo a K 0 Cu,W u,W °

Tenemos entonces, para los O(u(W),C)- módulos de secciones

globales

F(u(W) x Te(G)) = FKu, e Fcu,w (l)

Identificaremos F(u(W)x'T (G))con O(u(W),T (G)), y PK ,e e u,W

Pcu w con subespacios de O(u(W),Te(G)) y O(u(W),Tm) respectivaI

mente. Notemos que si W'<Z W, está determinada por V? u, tenemos

morfismosde restricción entre estos espacios:

SSr—v _ TT

u(W.) ° n , Sl V(W')-—-*u(W).

Tomandolimite directo se obtiene

= c
O(X,Te(G)) lgm FKUIW e 13m Fcu’w

c o(u<w>,Te(G)) e o(x,a:)m.

Aplicando el cálculo funcional holomorfo, la suma sigue siendo
' ' _ I

directa, pues Sl E(s)- E(s'), con s G lgm PKulw y s E lim Pcu'w,
' I

eXisten m E lgm FKuIWy u) E 12m Fcu’w, nulas sobre X, tales
que S+m = S'+w'. Luego s+m = 0 = S'+m', y E(s) = 0 = E(s').

Tenemos entonces

Te(AG) = E(lim PKu w) e E(lím Fcu, w)
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Veamos ahora que E(l;m Fcu ) = Im Dnb(e):W

Si cercu w, por (1) existe s G O(u(W),Te(G)) tal que conmutaI

u(W) x Te(G)-———————’ Cu

xxx/
u(W)

,W

es decir c(z) = (z,du w(z)(s(z)))..Luego E(oou) se identifica
con E(Dnh(e))(E(Sou)) E Im Dnb(e). Para ver la otra inclusión, si

c = E(gov), con g€50(v(W'), Te(G)), Dnb(e)(c)= E(Dnh(e)(gov»,
pero z » (z,d .(z)(g(z))) es una sección perteneciente a Fc ,.

V,W V,W

Sabemos que por ser A semisimple y G paralelizable, Te(AG) es
un A-módulo libre. Luego Im Dnb(e) resulta proyectivo. Para cada

w E X,

.pn(Im Dnb(e)) =Im mm“ (e)= Th“) (F)

tiene dimensión = dim F. Por el Lema de Nakayama, haciendo como en
b

la página 42,vemos que rgw (Im Dnb(e))‘p > dim F. Pero Im Dn (e)

está contendio en Tb(Aé), un A-módulo proyectivo de rango dim F.

Luego el rango de Im Dnb(e) es dim F, e Im Dnb(e) = Tb(AÉ).
Para ver que Dnb(e) es A-directo, sólo falta ver que

Ker Dnb(e) es sumando directo de An, pero lo es de Te(AG), que a
nsu vez lo es de A . I

Hemosmencionado que el pedir que el grupo de Lie G sea
. . n . . .subvariedad cerrada de un abierto de G no es una cond1c1ón restric

tiva. La razón es la siguiente.



Por el Teorema de Ado (toda álgebra de Lie compleja es

subálgebra del álgebra de Lie GL(n,C) para algún n y

el Teorema de Cartan (si G es un grupo de Lie simplemente conexo,

existe una biyección entre Hom(G,H) y Hom(6,3) que respeta

monomorfismos , cualquier grupo de Lie simplemente conexo

G se puede pensar como subgrupo de Lie (localmente cerrado,

y por lo tanto, cerrado) de GLn(C), un abierto de Cnxn. Si, en
cambio, G no es simplemente conexo, se puede pensar como un

espacio homogéneocociente de su revestimiento universal, a)

que si es simplemente conexo. Por la proposición recién demos

trada, no habrá ambigüedad al definir A De la misma manera,G.

.para cualquier espacio homogéneoF, se puede considerar que el

grupo que actúa sobre él es simplemente conexo, de manera que

siempre que A sea semisimple, se puede definir AF.
Si A no es semisimple, la dificultad para la formulación

de una buena definición de AF(es decir una definición que coin

cida con Aé si F<1Cn) está en cómo definir los subgrupos Hh

de AG, si no se tiene idea de qué debe ser un elemento de AF.
Esta dificultad está ligada con el problemade caracterizar
el núcleo del cálculo funcional holomorfo cuando A no es semi

simple.

53. Sea A semisimple. Queremosdefinir un cálculo funcional

E
O(X,F)——>AF

Lo haremos de la siguiente manera. Dado hoes O(X,F), si

F = (AGx Z)/<M, y h es el representante de la clase de h0 enA

, digamos que h = fh, pondremos
O



E(ho)= (W)

Tenemos 2

ProEosición: E está bien definido. Es continuo, suryectivo, y

E(hl) = E(hz) si y sólo si h1 = h2 .
X X

D/ Veamos que no depende de f. Si f1h= ho= fzh, también

vale restringiendo a X, y se tiene f; f2 E Mh I Y E(f1)-1E(f2) e

e Hh, con lo cual (E(fl),h)=(E(f2),h). Tampocodepende de G o
de Z , porque se verifica la conmutatividad del diagrama

O(X,F)

E/ \E
(¿Exp/N (AG.x {WA

La continuidad de E resulta de lo siguiente: si hOGEIm nh,

o y una sección localpor el Lema existe un entorno Uh de h
0

continua s de nh definida sobre Uh tal que s(h0)=f. Para
0

h' G U , es
ho

E(h') = (E s(h'),h)

La suryectividad se verifica fácilmente; si (a,h)E AF
y a=E(f), es E(fh) = (a,h).

h l hz
Por último, si lx = x y, digamos, h1= flh y h2= fzh,

E(hl) = (E(Ïl),h) y E(h2) = (E(f25,h). Pero

. . —1
x implica fl f2 E M5

f h h f h
x x I

1=1=2I=2



64

-1
Luego E(fl) E(fz) E Hh, y E(hl) = E(hz). Reciprocamen
. _ —1 _

te, Sl E(hl) - E(hz), E(fl f2) - E(l) con 2 E uh. Luego

fïl f2h I ¿ lhl = hIX X X

y h1 = flhl = fzhl = hzlX X X X I

Notemos que cuando F es una subvariedad cerrada de un abier

to de Cn, el cálculo funcional definido arriba coincide con el

que ya teniamos, es decir conmuta

O(X,F)

l

AF‘——————a>AF

En lo que sigue, Mdenotará o bien una subvariedad

cerrada de un abierto de Cn, o un espacio homogeneo no nece

sariamente contenido en Cn. Lo mismo para N. Cuando sea nece

sario, se sobreentenderá que el álgebra A es semisimple.

gSupongamos que tenemos una función analítica M-——-*N.

Induce entonces

AN

definida asi: si a e AM,existe h E O(X,M) tal que a=E(h). Sea

Ag(a) = E(gh). Esto está bien definido, pues si a=E(h'), se
I I

tendrá h X = h I y gh|x= gh , con lo cual E(gh) = E(gh'),I X

si A es semisimple. Si A no es semisimple My N son subvariedades

de Cn, y la existencia de Ag ya se conoce (página 45)
Ahora queremos definir un cálculo funcional que se aplique

a funciones definidas sobre abiertos de M.
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Para esto, sea a e AM, hGEO(x,M)tal que a=E(h). Defini

mos el espectro spM(a) como h(x). spM(a) es un subconjunto de

M. Si g es una función analítica definida en un entorno de spM(aL
a valores en N, gh E O(X,N) y definimos

9a(g) = E(gh).

ea está bien definido, comoarriba. Tenemosentonces

Aea:0(spM(a),N) N
. . . naún Sl M y N son espaCios homogeneos no contenidos en E .

54. Si F es un espacio homogeneo sobre el que actúa G, y x

pertenece a F,

G -————1———+F dado por n(g) = g.x

induce una identificación entre el conjunto de clases a izquier

da G/ y F, donde H = {gfíGz gx = x} , es el grupo de isotropïa
H

de x. Se tiene

A A
G F

y también sabemos que AH es subgrupo de AG. Es natural entonces

preguntarse si AG// se identifica con AF(en cuyo caso A seA
F

podria haber definido de esta manera cuando F no está contenido

en Cn), o al menos cuál es la relación entre ambos conjuntos.

Tenemosel siguiente resultado:

Proposición: Si A es semisimple, AG/g se identifica con la
unión de componentes de A que formanH (AG x {x})/ r COn XNF

constante.
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D/ Notemos primero que si S = {a E AG: An(a)= x}, valen

las inclusiones: AH<ZS<ZAH.En efecto, para ver la primera,
tomemos a=E(f), con f e O(X,H); entonces nf es la función

constantemente igual a x, y An(a) = E(nf) = E(x)= x. Para la

segunda, si An(a) = x, es E(nf) = E(x), y se tiene "fix = XIX;
entonces sp(a) = f(X) C H.

Comoaquí A es semisimple, los tres conjuntos son igua

les, por el resultado de la página 48.
Definamos

AG// a AA F
H

mediante a(5)= An(a). a está bien definida, porque si 5:5, diga
mos con a = E(f) y b=E(g), a’lb = E(f-lg) e A Luego E(f-lg)=H.

= E(l) con 2 E O(X,H). En particular

f-lgl = 2 . Luego f-lg xl = ¿xl _ xl I Yx Ix x x x

flfi = f xl = gxl = 1Tgl . Entonces Afl(a) =X X X X

= E(flf) = E(vg) = A"(b).

a es inyectiva: si a(a)= a(B), se tiene E(nf) = E(ng), o
nf _ ng f’lg x _ x

sea X — lx , y lx — IX. De aqui resulta

sp(a_lb) = f-lg(x) C H, y a-leEAH = AH, es decir 5:5.

Para ver cuál es la imagen de a, consideremos a x como

una función constante, y por la tanto un elemento de O(X,F).
f.

x = x }
X

Está definido entonces xx ={f<EO(X,G): r Y
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Hx = E(flk). Vale entonces: Hx = AH. En efecto, Sl a = E(f),

con fxlx = XIX An(a) = E(Nof) = E(fX) = E(x) = x, es
H

decir a E S = A Si E(f) = a E AH = A , f(x) = sp(a) C H,H.
fx _ x

Y IX‘ IX, o sea, EGJCX, y a G Hx.

AG
A .

Entonces G/áHse identifica con /; que es lax

unión de componentes conexas (AGx {x} )/’ en AF.'b

Notemos que este resultado no depende de XEEF, puesto que

todas las constantes de O(X,F) son equivalentes (el grupo G

actúa transitivamente sobre F). I

El siguiente es, entonces, un corolario trivial, que no
requiere demostración.

Corolario: Sea A semisimple. Son equivalentes:
A

i) A = g// .G/H) AH

ii) A1 es suryectiva.
iii) para toda h,h'€ O(X,F), h'vh'.

iv) Toda h G O(X,F) se levanta a HGEO(X,G)tal que

conmuta el diagrama

X ---——*G/H

55. Estudiamos a continuación la relación entre A y C(X,F),F

donde F es un espacio homogeneo. Comosiempre, si F no está
. n . . . .contenido en C , nos limitamos al caso en que A es sem151mple.
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Usaremos el siguiente hecho(ver Ramspott UB] y Taylorüül):

Si F es un espacio homogeneo complejo y X es el espectro

de A, entonces:

i) Si h y h' G C(X,F) son tales que
hl

h x es homotópica a
en C(X,F), entonces existe un entorno Wde X tal

X

que h y h' son homotópicas en O(W,F).

ii) Si fGEC(X,F) , f es homotópica en C(X,F) a con[x
he C(X,F) .

Si[ AFldenota componentes anxa conexas de AF, y [X,F] compo
nentes arco conexas de C(X,F), se obtiene

Teorema: Existe una biyección entrel AF] y[X,F].

D/ Hacemos la demostración para el caso en que A es semisimple.

La demostración para A no semisimple pero F contenido en En

puede verse en[ 22]

Sea F la transformada de Gelfand generalizada

F fh

AF * C(X,F) dada por (a,h) * 'x , si a=E(f).

F está bien definida, pues si (a,h) = (b,H), con b=E(g),

es h = h', y E(f-1g) = E(2) con 263€}r Luego I = gh .X X

P es continua; pues para h fijo,

C(X,F)

está dada por a » a.h , que es continua, pues la transforma

ción de Gelfand comúnes continua. Luego induce una flecha

entre las componentes:
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[A ] * [X,FlF

fh gh'
que es biyectiva: para ver la inyectividad, si x es x ,
por i) fh es homotópica a gh' en O(X,F). Luego h y h' son equi

valentes, pero comoambosson representantes, es decir, perte

necen a Z , se tiene h=h'. Además, aplicando E, que es conti

nua al camino que une fh con gh en O(X,F) se tiene un camino

que une (E(f),h) con (E(g),h') en A Para ver la suryectiviF.

dad, si 2‘5C(X,F), por ii) existen h'E O(X,F) tal que h IX es
homotópica a l en C(X,F). Sea E(h') E AF. Entonces F(E(h'))

I

es homotópica a 2. En efecto, P(E(h')) coincide c0n h Ixzsea
h el representante de la clase de h' en Z, y sea f€10(X,G)

h' = fh fh
lx ltal que x. Entonces F(E(h'))= F((E(f),h))= X

h!
lx

Mencionemos finalmente que las componentes arco conexas

de AF son las componentes conexas de A En efecto, si F estáF.

en Cn, hemos probado que A es una variedad. En el otro caso,F

fijado G y Z, AF puede pensarse como una unión discreta de espa

cios homogeneos: UZ (AG// ), por lo tanto también es localmenhE Hh
te arco conexa.

56. Estudiaremos ahora la relación entre conjuntos espectrales

correspondientes a distintas álgebras, y morfismosentre éstas.

A y B serán álgebras de Banach; My N subvariedades analíticas
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cerradas de abiertos de Cn y mk; o bien, espacios homogéneos.

B se supondrá semisimple, y si hace falta para que AMesté
definida (es decir, si Mes un espacio homogeneo), A también.

Sea L:A + B un morfismo continuo de álgebras. Su traspues

L*: B'-———+A' , dada por L*(Y) = Y°L

es lineal, continua, y L*(x(B)) C x(A). Se puede definir enton

ces LM:AM————vBMmediante LM(a) = E(foL*) si a=E(f). Esta fun

ción está bien definida, pues si E(f) = E(g);
9°L*

f _ q
x(A) ' x(A)’

or lo tanto f°L* = E(f L*) - E( L*)p o - go o|X(B) '
l

Dados morfismos A L B L+ B0 , se prueba fácilmente que

Lú o LM = (L' o L)M, y también 1M = 1B . Se tiene además la
M

siguiente

Proposición: Sea L:A * B un morfismo de álgebras, y h:M á N

analítica. Entonces conmuta el diagrama

Ah

Am"““‘*AN

LM LN

B —>B
M N

Bh

D/ Si a=E(f) e AM,

(LN o Ah) (a) = LN(Ah(a)) = LN(E(h o f)) = E(h o f o L*)=

= Bh(E(f ° L*)) = Bh(LM(a)) = (Bh ° LM)(a).

Notemos que si M C Cn, L es simplemente Ln EntoncesM A '

poniendo en laImDposición anterior, M=W,y h = r:W + N una



retracción analítica, se tiene

Aw r AN

L LN

B -—————————» B
W B Nr

y derivando en a E AN,

DA (a)n r._____________*
A Ta(AN)

n
L DLN(a)

n
B T (B )

DBr(Ln(a)) LN(a) N

de donde se deduce que si L es suryectiva, DLN(a) es un epimor

fismo para cada a G AN. También podemos Ver que LN es abierta

cuando L es epimorfismo. En efecto, dado un abierto U de AN,

LN(U) = (Br o Ln) (A;1(U)). Pero A;1(U) es un abierto de AW,
por lo tantO' de An; Ln es abierta por ser suryectiva y continua

mientras que Br también es abierta pues es localmente B-directa.
Dado un grupo de Lie G, L :A -———,Bresulta ser un morfisG G G

mo de grupos:

—' — = * =LG(ab) —LG(E(f).E(g))- LG(E(fg)) E(fg°L )

= E(f o L* . g o L*) = E(f o L*) E(g o L*) =

= LG(a) LG(b).

Si F es un espacio homogeneo sobre el que actúa G, y

hE O(X(A),F), h o L*e O(X(B),F), Y además LG(Hh) Á: Hh°L* ,
de manera que se puede escribir, para cada parte 3/; h



de AFI

L

AG/áh F BG/; h°L*
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Ejemplaó y apiácac¿oneó

En [22], Taylor aplica el teorema de Novodvoskii-Taylor,

generalizado aqui en la página 68 , al cálculo de los primeros

grupos de cohomología del espectro de un álgebra de Banach,

obteniendo los teoremas de

Shilov [20] H°(X,Z) = grupo generado por idempotentes de A.

Arens-Royden [l '191' H1(X Z) = A_1//’ ' ’ exp(A)

y Forster [9 J: H2(X,Z) = Pic(A)

Mostramosahora otras aplicaciones de lo desarrollado en

los capitulos anteriores, y algunos ejemplos de conjuntos

espectrales.

51.- El grupo general lineal de A es un conjunto espectral. En
GL (C)

efecto, valen las igualdades AGL (e): GLn(A) = A n : como
n GLn(C|!)GL (C) es abierto, vale A = A , luego bastará ver

n GLn(C)
las inclusiones de izquierda a derecha. Para la primera, tome

mos a = E(f) con f G O(X,GLn(C)). Como GLn(C) es un grupo de Lie,

f“1 e 0(X,GLn(C)), y E(f-l) E(f) = E(f'lf) = I = E(ff‘l-l
) =

= E(f)E(f ), es decir, a EEGL(A). Para la otra inclusión,sea
a ztÉ Alíï _

w e X, y a E GLn(A). a(w) a (v) = (aa )(w) = aa (v) = I,

luego ¿(w)eí GLn(C) para cada w E X, es decir, sp(a) =
. GL (0:)=a(X)CGLn(a:),yaeA n .
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52. Si M= H_l(0) es una variedad analítica dada por los ceros

de una función analítica, y A es semisimple, entonces

A = (A )'lM (0). En efecto, si H está definida en el abierto w, yH

. k .tiene valores en C , se levanta a una func1ón holomorfa

Ak
AH: Aw

cuyos ceros coinciden con AM: si a = E(f), con f e O(X,M),

AH(a) = E(H o f) = E(O) = 0; por otro lado, si a E AWy
A H3

AH(a) = 0, se tiene E(Ha) = 0, luego x = 0, es decir

H(sp(a)) ={0} , y sp(a)C M. Por ser A semisimple, a e AM.

Además el espacio tangente Ta(AM) a AM

Ker DAH(a). Para ver esto, notemos que si r:W e M es una retrac

en a está dado por

ción analítica, A o Ar = A = 0, luego DAH(a) o DAr(a) = 0,H:

y Ta(AM) = Im DAr(a) C Ker DA

H

H(a). El primero es un A-módulo
proyectivo de rango = dim M, luego bastará ver que el segundo

también lo es. Para ver que es proyectivo, probaremos

Ker DAr(a) e Ker DAH(a) = An

Que la suma es An se ve fácilmente poniendo

b = [b - DAr(a)(b)] + DAr(a)(b). Para ver que tienen intersección

nula, sea CGEAntal que DAr(a)(c) = 0 y DAH(a)(c) = 0. Tomemos

w G X, y apliquemos wn y pk:

Drwncan (Wn(.C)) = o

DH(wn(.a)) (wn(c)) = o
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Entonces vn(c) E Ker Dr(wn(a)) ñ Ker DH(wn(a)) = 0,

es decir c E Rad(A)n = {0 L El rango de Ker DAH(a) se puede

calcular ahora comose hizo en la página 42, y tenemos

Ta(AM) = Ker DAH(a).

Comocaso particular, consideremos un polinomio

P = z Ai xl e c[x]; pensado como función analítica de Ci=0
en C. Se levanta a una función polinómica

AP: A-—>A
k .

que es en_ realidad el mismo polinomio, es decir Ap(a) = Z xial
i=0

Queremosdeterminar los ceros de este polinomio en A, es decir

(AP)‘1(0). Sabemos que esto es AP_1(0), de manera que si a es
un cero de AP, a=E(f) con f E O(X,P‘1(0)). Pero P-1(0) es

un conjunto discreto de G, y entonces f es constantemente

igual a alguna raiz de P sobre cada componente conexa de X.

En otras palabras, a = z e + ... + z e , donde z. son raicesl l n n 1

de P en C y e.l son idempotentes ortogonales que suman l. Entonces
P tiene a lo sumo krraices en A, donde k es el grado de P

y r la cantidad de componentes conexas del espectro de A. Esto

es similar a lo obtenido en [5 ]. Aquí no pedimos que el

polinomio tenga raíces simples, pero estamos trabajando siempre

con álgebras conmutativas. Lo mismovale para una función entera

(comparar con [3 ] y [12 J).

Los grupos de Lie-Banach A donde G es un subgrupo deG

GLn(C)dado por ecuaciones, son entonces fáciles de definir
al menos cuando A es semisimple: si SL es el grupo especial li

neal, T las matrices triangulares, T las triangulares conl
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unos en la diagonal, C las que conmutan con la matriz z‘EGLn(C),z

Gp las raices p-ésimas de la identidad, BÓlas que dejan
invariante una forma bilineal simétrica mcnx Cn + C, e IDn
las idempotentes, se tiene

ASL(a:)= SL(A)

ATM!) TW

AT1(C)= T1(A)

AC (C): Cz(A)z

P

ABÓ(C)= Bo(A)

AID (cr)= IDn(A)n

k _ kxn . . nxk , _ nxn
53. Sea Un(A ) - h G A : ex1ste a G A con a a — I€EA }.Vek

k Un(c k .
remos que AUn(Ck) = Un(A ) = A . Como Un(C ) es abierto,
sólo veremos las inclusiones de izquierda a derecha. Para la

primera, notemos primero que si z G Un(Ck), y

V = {2, e Cnxkz z'z = I} ,

Vz es una variedad lineal, luego el fibrado

u k Vz c Un(Ck)x chk
ze U (C )n

Pl
k

Un(C )

tiene fibras contráctiles y existe (ver [21]) una sección

analítica global, s. Si a = E(f)€ O(x,Un(Ck)),



k
a' = E(pzsf)€ Anx r Y a'a = I, es decir aGEUn(Ak). Para ver

k
la otra inclusión, si4>G X, y a e Un(Ak), sea a'E Anx tal

' A A /\
que a a= I. a'(v) a(v) = a'a(w) = I(W)= I, de manera que k

nm:. )
a(w) G Un(Ck). Luego sp(a) = 3(X)C Un(Ck), es decir a E A

En el caso particular en que k=l, se tienen unimodulares

de A (ver [6] ).

S4. Queremos aplicar lo dicho sobre espacios homogeneos no con

tenidos en En al caso F = Pl, la recta proyectiva compleja,

o plano extendido. Se puede presentar a ZPl como GL2(G)/H,

donde H = {z G GL2(C): z = 0}. En UD], Glickfeld ha definido21

la esfera de Riemann, A0°, de un álgebra de Banach conmutativa

A, de la siguiente manera: se define en U2(A) 1a relación de

equivalencia (al,a2) N (ai, ai) si para un inversible u de A,

vale ai = uai, i= 1,2. AODes entonces el cociente de U2(A) por
esta relación.

Ya hemos visto en la página 66, que se tiene la inclusión

A

GL2(C)/áH

Pero también sabemos que A

Apl.

GL2(C)= GL2(A); Y que AH=H(A)=
= {a E GL2(A): a21= 0}, de manera que la inclusión es

GL2(A)/H(A) Apl

A
Veamos que GL2( )/; coincide con Am. Tenemos(A)

Ama GL2(A)/;(A) dada por (al,a2) H c
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-b

donde c = , si albl + azb2 = 1. Esto está bien defi
a2 bl

nido, Pues Si (31,32) N (aiIaé), y u es un elemento inversible

de A tal que ai = uai, i = 1,2; y se tiene

c' = = e H(A)l

Luego E = E'. Por otro lado se tiene también

GL (A)// Ano dada por E H (a ,a ).2 H(A) ll 21

Está bien definida: si 5 = B , a b = x, con xEEH(A). Luego,

12 a11x11 a11x12 + a12x22

b + a21 b21 ka21 a22 x22 a21x11 a21x12 22x22

y (a111321) m (bll,b21). Las composiciones dan la identidad:

Aa 'GL2(A)/É(A)'-—* Acn

es trivialmente la identidad.

GL (A) ____i GL (A)
2 /;(A) A” 2 /;(A)

que es
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-1
C11 “(C >12

c .___.(c11,021)——————. ( _l)c21 c 11

es la identidad, pues

1 -1
(c )11 (c )12 cll c12 1 0

= e INA)

’C21 C11 C21 C22 ° ’°21°12+ C11‘322

Entonces AIPles, en general, más grande que Am. Tenemos la
siguiente condición suficiente para la igualdad.

Progosición: Si H2(X,Z) = 0 (o sea Pic(A)=0), entonces

ACIo= AIPl.

D/ La inclusión

GL (A)
2 /H(

1
está dada por a H A"(a) = E(na), donde nzGL2(C) *' P es

—>
A) An>l

la función que manda la matriz z en la clase de (211,221) en

«:2- {0}/.'b

Sabemos que E: O(X,IP1) + AIPl es suryectiva
Debemosver, entonces, que para cada h G O(X,ZP1) existen

un a e GL2(A) tal que E(h) = E(na).
Digamos que h es finitamente determinada por v sobre W,

es decir, h = H o v, con He; O(V(W),ZP1). Como H2(X,Z) = 0, se

puede tomar W tal que H2(W,Z)= 0, y como Wes homotópicamente

equivalente a V(W), H2(V(W),Z) = 0. Luego, por [11 ; VIII,B-l3]

existen F1,F2 e O(V(W),C) coprimos tales que H = g; . Entonces
bl = E(Flo v) y b2 = E(F2 o v) también son coprimos, digamos
b + b c = l. Sea1°1 2 2
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bl -c2

a = E GL2(A)

bz C1

Para cada wiíx, na(v) = clase de (51(9), É2(w)) = Clase
Flv(so)

de (F1V(*")' F2V(“’)) ——— = H(v(so))= h(so). Luego E(h) =
szw)

= Eng) = A (a).
TÏ

A se puede considerar contenida en A más aún, en1917

GL2(A)/H(A), mediante a¡—-e [l ÏJ . Recordemos que paraa

a G Aïpl , spIP1(a) = 3(X). Entonces a E A si y sólo si m e spIP1(a)

En efecto, si w Q spn?l(a), V =ZP1 4 h} es un entorno
de spIPl(a), y VCZC. Sea 1:V e C esa inclusión. Aplicando
el cálculo holomorfo, resulta a E A. La otra implicación es
trivial.

Hemosaplicado recién el cálculo funcional holomorfo de

la página 62. Tenemos, para cualquier función meromorfa f defini

da en un entorno de spIPl(a), un elemento f(a) E Ani . Por

ejemplo, la función á se puede aplicar a cualquier elemento de
A en particular a todo elemento a de A. Si a es inversible,Pl ’
1 . . l 0 -l
3 c01nc1de con l , o sea, con aa

55. Dada la sucesión exacta
2nize0--’Z--’C C*-->0

queremos ver qué se obtiene al levantarla mediante el firmor

A( ) . Tendremos
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A 2niz

e0 AZ Ac—> Av

Se ha perdido la suryectividad, pero la sucesión sigue

siendo exacta. La función A Zniz, levantada de una función
e .

(a) = eZnia.entera, es la misma, es decir, A Znize Además AC: A.

Tenemosentonces, poniendo a la derecha la imagen de la función

exponencial,
e2nia

0—> AZ—A——> exp(A)—- 0

ComoZ es discreto, AZ = -b = k1e1+ ... + krerzkie Z},

donde ei es el idempotente a la i-esima componente conexa de
X. Entonces

exp(A) =
IIGH

Ae.
( l/Zei)li
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Apéndice

Hemosdejado para el final la demostración del lema de la
página 54. Recordemoscuál era la situación.

F es un espacio homogeneo sobre el que actúa el grupo de Lie

G. Esta acción induce, aplicándola punto a punto,

O(X,G)x O(X,F)———>O(X,F)

y fijando h E O(X,F) tenemos

7TO(X,G) O(X,F)

que no es suryectiva en general. Querïamosprobar la existencia
de secciones locales continuas de nh

gema: Para cada h E O(X,F), y cada fh e Im nh, nh tiene una

sección local continua s definida en un entorno de fh y tal que
s(fh) = f.

D/ Probemos primero el caso f=e, la función que vale constantemen
te la identidad de G.

Sea G el álgebra de Lie de G, y D un entorno de cero en G

sobre el cual la función exponencial es un difeomorfismo analítico

con un entorno V de la identidad de G. D se puede tomar de manera

que cualquier proyección ortogonal sobre un subespacio de G de un

elemento de D, pertenezca a D.

Para cada x e F, sea nsz * F dada por a H ax, y

H = 13"l(x) el grupo de isotropia de x. xx denotará el álgebra
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de Lie de HX. Es un subespacio de G, y vale exp(D ñ Rx): V ñ Hx.
Para cada y G D, escribiremos

y = y1 + Y2’ con y1 e “k' Y2 e a: '

Definamos wx:D + G mediante wx(y) = exp yl. exp yz, y
consideremos la función

F x D ———É——+F x G dada por B(x,y)= (x,wx(y)).

En seguida veremos que B es analítica. Restringiendo a

F x {0} se tiene B(x,0) = (x,e), y en un entorno de este conjunto

la función B es un difeomorfismo analítico local, de manera que

existe un entorno de F x m} sobre el cual es un difeomorfismo ana

lítico. En otras palabras, se puede encontrar una función continua

€:F n ZR>0tal que la función e es bianalítica sobre

{(x,y) e F x G: "y" < ¿(x)} . Para cada x, sea Dx la bola de
€(x)/centro cero y radio 2.

x .
Veamos que n o waD n al : Dxfï M: * F es inyectiva.x x

si y,y' E Dx ñ fl: tales que exp y. x = exp y'.x,

exp(-y'). exp y = (exp y')_l. exp y <5 Hx.

Luego existe yo G DX!“ xx tal que

exp(-y').exp y = exp yo

wx(0 _ Y') = exp(—y') = exp yo. exp(-y) = wx(Y0‘Y)

Pero "y'" , "yo-yH<<e(x), entonces 0 = yo, y' = y. Poniendo
— x = lWx —n (wx(Dx)) y ax se tiene una carta

x -1[TÏ °W lr
xID n alx x

(ax;wx) para F cerca de x. Podemos definir, para z e Wx,

rx(z) = exp(ax(z)). rx es sección analítica de nx, y rx(x)=e.



Resumiendo, se tiene el diagrama conmutativo

xx—_. wxmx)

px Tx Fx
D r1 K4 Wx x xa x

donde px es la proyección y H yz.

Sea ahora U = {(x ,x ) E F x F: x e W } . Claramente U c0n—
1 2 l x2

tiene a la diagonal A de F x F. Veamos que es un entorno de A,

o sea que dado x E F, existe algún entorno Vx de x tal que si

z,z'€ VX, entonces z G wz.. Si no fuera asi, habría un x E F,

y sucesiones xn » x, xá * x tales que para cada n, xn í Wx..n
Aplicando, para n suficientemente grande, la sección rx, se obtiene

x x xx * e x' * e x
T ( n) l T ( n) y T ( n) g “¡xl

x .
(Dx.). r (xá) pues Sln n

x x , . x
r (xn) e wx¿(Dx¿) .T (xn), aplicando n se tendria

xlx e wx.<Dx.).x¿ = nxn<wx.<nx.)) = w
n n I'l n

n n

Luego vcx(xr'1)_1 rx(xn) e wx.(Dx.). Pero esto es absurdo, pues
_l x n nx . .

T (xá) r (xn) * e, y eXiste un entorno de e contenido en

wx.(Dx.) para todo n. En efecto, si K es el compacto {x,x¿: n ezm}n n

e = min e(K), sea De la bola de centro cero y radio 3/2 en G;

K x D€——É—»K x G es un difeomorfismo analítico con su imagen.

Sea Ve un entorno de e tal que K x Ve está contenido en esta ima

gen. Entonces Ve C wx¿(D€) C wx¿(Dx¿) para cada n.
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Supondremos que U es abierto; si no fuera asi, tomamos su

interior, sabiendo que contiene a A.

Definimos entonces, TzU + G mediante

x2
r(xl,x2) = T (x1)

Notemos que r(x,x) = e para todo x G F.r es una función

analítica. Esto es claro para la primera variable. Veamosla
segunda.

Fijemos x G F. Para cada x' E F se puede escribir x'= ax

con a G G(por ejemplo, a = rx(x'), si x'EEWx). Entonces el grupo

de isotropïa de x' es conjugado del de x: Hx, = Hax =

= {c G G:c ax= ax } = {CGCh a—lc a x = x } = {c E G: a-lc a G Hx}=

= a Hx a—l = Ia(Hx), donde IazG n G es el automorfismo de gru

pos de Lie, Ia(b) = a b a_1. Se tiene también Mg,= DIa(e)(Hk).

Sea B ={v1,...,vn} base de G tal que {vl,..,vk}es base de Mx.

Entonces DIa(e)(v1),...,DIa(e)(vk) es base de flk,. Para cada y€(3
podemosescribir,

k

caw)i DIa(e) (vi) + y - ¿1 ca(y)i DIa(e)(vi)

y entonces
k

PX. (y) = y - .2 Ca(y)i DIa(e) (vi) (1)

donde ca(y)i son los coeficientes que correspondan. Mencionemos

que si ax = x' = bx, los sumandosde esta igualdad son distintos

si se considera Ia o Ib, pero 1a suma, y por lo tanto pxl , no
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. . . xdepende de cómo se escriba x'. Sin embargo, mediante r se

pueden elegir los a G G en forma analítica de x' cuando ésta

pertenece a Wx, de manera que para ver que px,(y) es analítica
de x' basta ver que ( l ) lo es de a. Pero si y  yivi, resullII.M:!1

ta

Ca(y)i =
"Mi: H

M (DI (e)).. y.
j B a-l l] J

donde MB(DI 1(e)) es la matriz de DI _l(e) en la base B. Estaa a

es analítica de a, pues DI l(e) = Ad(af1), representación adjuntaa
en a—l, y Ad es analítica (ver, por ejemplo [4 ]). Luego también

wx.(y) = exp(y - px.(y))- exp px.(y)

es analítica de x'. Tenemosahora, para x' E wx y a = rx(x'),

rx'(x) = wx.(ax.(x)) = wx.(ax.(a_1. x')) =

= wx'o ax' o 1TX'(a-l) = wx' o px. o w;%(a_1)=

—1 . -1
= wx. ° px. o wx. (Tx(x > )

que es analítica de x'.

Sea Uh = {h' e O(x,F):(h' x h)(x)C U}. Uh es entorno de h.

Definimos s:Uh e O(X,G) poniendo s(h') = T o (h'x.h). Es una
sección de Nh en efecto, (vhs) (h') = h', pues para cada y cercano

a x, nh(s(h'))(y> = s(h')(Y).h(Y) = T(h'(Y):h(Y))h(Y) =

= Th(y)(h,(Y))h(Y) = (flh(y) Th(Y))(h.(Y)) = h'(y). Ademáss(h)(#)=

T(h(Y),h(Y)) = e, de manera que s(h) = e.

Veamosahora la continuidad de s. Supongamosque h es finita

mente determinada por 'u sobre W, h = H o u con H G O(u(W),F),

y que Hn + H0 en O(u(W),F) (la topología es la compacto-abierta).

Claramente, (an H) a (H0 x H) en O(u(W), F x F).
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Si V es un abierto cualquiera de G y Q un compacto de u(W)

tal que T O(H0 x H)(Q) C V, sea V' = 1-1(V) y n0 tal que para

cada n2>n0, (Hn x H)(Q)<ZV'. Entonces 10(Hn x H)(Q) C V I eS

decir r o(Hn x H) * To(HOXH) en O(u(W),G)

Pasamosahora al caso general, es decir f€43(X,G) arbitrario,

y fh = nh(f) E Im nh. Sabemos, por lo demostrado arriba, que exis

te un entorno de fh, y una sección continua s' de nfh definida

sobre este entorno y tal que s'(fh) = e. Sea

Rf: O(X,G) + O(X,G) dada por Rf(g) = gf

y sea s = Rf o s'. s es continua, pues Rf y s' lo son. Es sección
de uh, porque (vhs) (h') = nh(s'(h')f) = s'(h')fh = (nfh o s') (h')=

= h', y s(fh) = Rf(s'(fh)) = s'(fh)f = ef = f.
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