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W
El propósito de este trabajo es estudiar 1a aproximación numé

rica del problema de Stefan multidhnensional a dos fases planteado según

la formulación entálpica y con condiciones de contorno de tipo Dirichlet.

Siguiendo a A. Friedman (ver [F-1]) se emplea el método de re

gularización que consiste en suavizar la fúnción entalpía originándose

una familia de problemas no lineales regulares parametrizados por e .

Según E. Bhgenes (ver [M-1]) la buena conjetura para la diferencia entre

las soluciones regulares y la solución del problema de Stefan es que en

1/2 . En el Capínorma L2 del espacio-tiempo el error sea de orden e

tulo 2 se estudia el métodode regularización, se prueba esta estimación

de error en condiciones generales sobre los datos y se demuestra que si

1a solución es no degenerada el orden de convergencia es e . También se

prueba que el error en norma Lm(0,T;H-1(Q)) entre las funciones ental

e1/2pía real y regularizada es de orden o e en correspondencia con

los errores obtenidos para las funciones temperatura.

En el Capítulo 3 se propone una discretización de los problemas

regulares que consiste en un esquemade elementos finitos seccionalmente

lineales en el espacio y un esquemade diferencias finitas implícito en

el tiempo. Se estudia 1a aproximaciónde las soluciones discretas a las

soluciones continuas regulares obteniendo una estimación del error en no;

ma L2 del espacio-tiempo en función de los tamaños de las mallas espa

cial h y temporal r y del parámetro de regularización e . Esto esta

blece relaciones a priori entre los tres parámetros a fin de obtener un
1/2error global de orden e en el proceso de aproximación. Para una ade

cuada elección del dato inicial y/o de la malla de elementos finitos re
3/4sulta la relación h'he , r'be y proponiendo comodato inicial dis

creto el intorpolante de Lagrangedel dato inicial continuo se obtiene



'hrbïfvc , que es claramente menosfina que la anterior. Por otra parte

si la solución del problema de Stefan cs no degenerada entonces las re

laciones que implican un error global de orden e son h'ne ,T'bcs/Z.

Cabe citar a J. Jerome y M. Rose quienes en [J-R] han estudiado el pro

blema con condiciones de contorno de tipo Neumanny obtenido las relacig

nes h'v83/4 , I've bajo condiciones no muynaturales sobre los datos,

empleandotécnicas diferentes a las que se desarrollan en el presente

trabajo.

En el Capítulo 4 se estudia un algoritmo que permite resolver

efectivamente el problemadiscreto y comprobarlas estimaciones teóricas

de error. Se basa en la relación et'bhz y la teoría de convergencia ba

jo orden parcial (ver [O-RJ), y posee propiedades de acotación del error

en término de la diferencia entre iteraciones sucesivas. Ademáspermite

probar propiedades de monotoníade las soluciones discretas con respecto

a los datos y estimaciones de error en norma Ew(0,T;H_1(Q))entre las

funciones entalpía contínua y discreta que resultan de orden 51/2 (6 e

para soluciones no degeneradas) bajo las restricciones indicadas para

los parámetros e,h y r .

Finalmente en el Capítulo 5 se proponen varios ejemplos con sg

lución exacta elemental que han sido resueltos numéricamentecon el algg

ritmo del Capítulo 4 y se empleanpara verificar las estimaciones teóri

cas de error por un lado y probar la eficiencia del métodopara 1a reso

lución de problemas parabólicos fuertemente no lineales por otro.
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CAPITULO 1

PRESENTACI ON DEL PROBLEMA

E1 problema de Stefan es el modelo matemático de numerosos pro

blemas de la física tales comola conducción del calor con cambio de fa

se, la formación de precipitados en reacciones químicas, la difusión de

oxígeno en tejidos, etc., que se describen matemáticamente comoun problg

made frontera libre para la ecuación del calor.

En este trabajo tomaremos comoproblema modelo el derretimiento

de un trozo de hielo inmerso en agua, por lo que frecuentemente nos refe

riremos a la solución comotemperatura del sistema. La frontera libre se

rá la interfase hielo-agua que supondremosa cero grado.

El propósito de este capítulo es presentar el problema de Ste

fan mostrando inicialmente los fenómenosrelativos al agua, al hielo y

a la interfase por separado, para luego asociarlos en la llamada formu

lación entálpica con la cual será tratado teórica y numéricamenteel pro

blema. En particular la descripción local del movimientode la interfase

será de gran utilidad para comprender los ejemplos que se exponen en el

Capítulo S. Finalmente se enuncian los resultados principales del trabajo.

51.1. NOTACIONI

Sobre los Datos y variables

N
(1.1) B2 , D121 , espacio euclideo usual. Denotaremos con x a un

punto de ng
1

(1.2) Q c Ig“ , es un abierto acotado y conexo, ocupado por un

cuerpo no necesariamente homogéneoe isótrOpo,

que será sede del fenómeno termodinámico a es

tudiar.



(1.3) an

(L4) T, 0<T<en

(1.5) Q=Qx(0,T)

(1.6) IAI

(1.7) u(x,t)

(1-8) BOI)

(1-9) g(x,t)

(1.10) f(x,t)

(1.11) uOCX)

(1.12) k(u)

S

- 2 _

es el borde o frontera de Q . Supondremos, al

menos en el Capítulo 2, que Q tiene forma ang

lar resultando an==a1ouazn con 329 interior

al dominio definido por B19

es el lapso de tiempo máximo. Usualmente denota

remos con t a un punto del intervalo [0,T] .

es la medida de Lebesque en Mi“ del conjunto

A<:]R]q

es 1a temperatura (solución del problema de Ste

fan). Consideraremos descompuesto al cilindro Q

en:

Q+={(x,t) eQ : u(x,t) >0} (el agua)

Q' = {(x,t) ¿Q : u(x,t) < 0} (el hielo)

F -={(x,t) eQ : u(x,t) =0} (la interfase)

es la entalpïa, que es una función estrictamente

creciente, regular fuera del origen, y con un

salto finito (proporcional al calor latente de

fusión) en el origen (ver (2.15) y (2.48)).

es la temperatura impuesta en 39 o dato de

contorno.

es una densidad de generación interna o término

fuente.

es la temperatura prescripta en t==0 o dato
inicial.

es la conductividad térmica, en general depen

diente de 1a temperatura.



(1.13) c(u) es el calor específico también dependiente de

la temperatura

Sobre los Espacios Funcionales

(1.14) C°(Ó) es el espacio de funciones continuas en Ó .

(1.15) C°+a’°+B(Ó) es el espacio de funciones continuas en Q que

satisfacen condiciones de Holder de exponente a

y B en las variables x y t respectivamente.

(1.16) WECQ) con m=0, 16 2 , 1gpso° , es elespacio de So
bolev de funciones v tales que

DaVeme) con |a| sm (anIÏ)

En particular Wl(9) es el espacio de funciones Lipschitz con

tinuas en Ó , y WÍ(Q) son las funciones con derivadas Lips

chitz continuas en Ó . Usualmente para p==2 se indican:

H1(9) =w;(a) Hzm) =w%(s2)

(1.17) H;(Q) es el subespacio de H1(Q) de las funciones con

traza cero, i.e. cuya restricción a 89 es nula.

H-1(Q) espacio dual de H;(Q) .

(1.18) WÉ’1(Q) es el espacio de funciones V tales que

DÏDÏVGLP(Q) con Ia|+2k.<_2.

(1.19) wg’m(Q) es el espacio de funciones v tales qUe

D: D11:VeLp(Q) con lal +ksm .

51.2. EL PROBLEMADE STEFAN

1.2.1 Formulación Clásica

Supongamosque en el instante t==0 el cuerpo Q puede sub

dividirse en dos regiones: Q; y Q; que son las fases líquida y sólida

respectivamente, separadas por una superficie o interfase inicial Fo
(problema a dos fases). Supongamosque están prescriptas las temperaturas



inicial uo y en el borde g(',t) , O<t <T .

Interesa reconocer comoevoluciona en el tiempo, 0'<t <T‘, la

temperatura del cuerpo Q . Notemos que en cada fase (i.e. Q+ y Q_) se

verificará la ecuación del calor

(1.20) -Vx(k(u) qu) + c(u)ut =f

pero estos dominios serán a priori desconocidos debido al movimiento de

la interfase

(1.21) Ft={XEQI u(x,t) =0} .

El conjunto F (ver(1.7)) se denominafrontera libre y es cla

ramente una incógnita del problema, que en ciertos casos resulta 1a más

importante. En consecuencia sobre F se deben verificar condiciones adi

cionales a 1a que expresa la continuidad de la temperatura a través de

esa superficie, i.e.

(1.22) 11=0

En efecto a partir del PrincipiockeConservación de la Energía se obtiene

una relación válida en F y que expresa el balance de energía (ver [F-1],

[K] Ó [M-1])

(1.23) (k(u+)qu+ -k(u')vxu')-vxcp=x q>t

donde o(x,t) es una función regular en Q que describe a F (i.e. F

es el conjunto de ceros de o, Yxo # 0 en F , o >0 en Q+ y o <0

en Q_) y A>0 es el calor latente de fusión. Llamando v al vector
-1

vxq>| , lanormal (en el espacio) a la superficie Ft , i.e. \)=vko
igualdad (1.23) se transforma en

- _ + +
(1.24) k(u )uv -k(u )uv=)\ - =A V(t,x) ,

vaol
siendo V(t,x) la velocidad de movimiento de Ft en el punto x .

Se denomina "problema clásico” de Stefan a dos fases a1 si

guiente:



En hipótesis de suficiente regularidad de los datos Q; , no ,

Fo, uo, g, f, c y k encontrar una función u continua en Q y regular

en Q+ y Q“ que satisfaga (1.20) puntualmente en Q+ y Q- , F definida

en (1.7) sea una variedad (N-1) -dimensional regular y u verifique

(1.22) y (1.23) en F

(1.25) Bota; en general este problema no tiene solución, aún con 1a

mayorregularidad posible de los datos. En efecto la frontera libre Ft
puede degenerar en un punto, desaparecer o aparecer súbitamente o inclu

so ser una región degenerada (mushy zone) con medida de Lebesque N-dimen

sional positiva (ver Capitulo S) A’.

El problema clásico ha sido resuelto "en pequeño" para h1>1

en el sentido que existe un T‘>0 dependiente de los datos tal que F

es regular (ver [M-SJ).

1.2.2 Formulación Entálpica

Se trata de una formulación global, en el sentido que se busca

una función u solución de una ecuación diferencial parabólica definida

en Q , resultando F una incógnita implícita, calculable a posteriori

del conocimiento de u .

Naturalmente el artificio de eliminar F comoincógnita ex

plícita se logra a costa de 1a linealidad de 1a ecuación diferencial.

Siguiendo a [K] ó [F-1] se busca una función u definida en

Q tal que resuelva en el sentido de las distribuciones (ver (2.16),

(2.17) y (2.46))

(1.26) -Vx(k(u)qu)+B(u)t=f , en Q

Nota: la ecuación (1.26) se puede generalizar para tratar me

dios inhomOgéncosy anisótropos (ver (2.49)) Al.



La existencia y unicidad de solución de 1a formulación entál

pica ha sido probada en [K] y [F-1], además de otros trabajos. En el Ca

pítulo 2 seguiremos la metodología de Friedman que consiste en regulari

zar la función entalpía y obtener un problema regularizado deltipo (1.26)

que resulta particularmente apropiado para la aproximación numérica que

se desarrolla en los Capítulos 3 y 4.

De esta forma el problema de Stefan multidimensional a dos fa

ses (y en particular a una fase) se reduce a resolver la ecuación (1.26),

sin que ello implique el conocimiento a priori de la regularidad de 1a

frontera libre F . Por esto la formulación entálpica proporciona un ca

mino especialmente atractivo para la resolución numérica en varias dimen

siones espaciales y ha sido extensamente investigada en este último tiem

po (ver [J-R], [C-Z], [M-Z], [M-1]y la bibliografía allí indicada), prin

cipalmente desde un punto de vista computacional.

1.2.3 Aproximación Numérica

Cubriendo Q con una malla de elementos finitos y partiendo

[0,T] en L subintervalos (por simplicidad de igual longitud r) pode

mos asociar a.la ecuación (1.26) un problema discreto que consiste en

hallar una familia de vectores {Un}:=1, UnelRI , tales que verifiquen
1a ecuación no lineal en BRI

(1.27) AUn+-_1?BnUn=bn 1snsL

donde A es un operador lineal y Bn es uniformemente monótono pero no

contínuo. El problema discreto asociado al problema regularizado es sim;

lar a (1.27) con Bn continuo (ver Capítulo 4). Tanto A como Bn de

penden de la malla espacial, a través del tamaño de la misma que llama

mos h 5 y Bn depende del parámetro de regularización e (ver (4.34)).

Hayvarios métodospara resolver el sistema (1.27) correspon



diente al problemaregular. En particular el métodode extrapolación

(ver [D-D]y [L]) y métodos iterativos de tipo Gauss-Seidel (ver [C-Z],

[Z], [M-ZJ). En este trabajo se propone un algoritmo de tipo Gauss-Seidel

con interesantes propiedades de monotoníay control del error.

La evidencia experimental (ver [C-Z] 6 [M-ZJ) demuestra que la

solución discreta es substancialmente invariante para valores muypeque

ños de e , supuesto fijos h y T .

En general, salvo [J-R] y el presente trabajo, no existe un es

tudio de 1a más adecuada relación entre los parámetros e, h y T , y los

mismos se condicionan dependiendo del problema y de los resultados que

se esperan obtener.

1.2.4 Mayoración del Error

Llamando uE a 1a solución del problema regularizado y uE h T! ,

a 1a solución del problemadiscreto (1.27) se presentan las cuestiones

(ver [M-1]):

(1.28) demostrar 1a convergencia de uE a u obteniendo estimacio
nes del error en función de e .

(1.29) probar la convergencia de u a ue y acotar el error en€,h,T
término de e, h y T .

(1.30) relacionar los parámetros e, h y T de manera que el error

entre u y u sea del orden del error entre u y u .c c,h,T e

El problema de la elección de los espacios funcionales en los

que pueda medirse el error está estrechamente ligada a la regularidad de

1a solución. La función ue-c°(Q)r1w;’1(Q) (ver [C-E] y [F-1]), i.e.

posee una escasa regularidad global. Por ello el espacio natural para

evaluar la aproximación es L2(Q) (un orden de regularidad menor que



1,1
w2 ((2)) .

Para problemasparabólicos lineales o no lineales regulares la

estimación natural es (ver [W], pág. 753)
2

“u'uh,T“LZ(Q) SC1h + CZT

para un esquemade diferencias finitas implícito en el tiempo, donde c1

y c2 son constantes dependientes de las derivadas espaciotemporales de u.

Comono es clara la dependencia de la derivadas superiores de

ue con respecto a c , 1a estimación anterior proporciona una respuesta
parcial a (1.29). El problemaconsiste en hallar esta dependencia emple

ando la menor regularidad posible de ue .

Por otra parte para la efectiva resolución numérica, los méto

dos que requieren excesiva suavidad de la solución ue , tal comoel mé

todo de extrapolación (ver [L]), no parecen adecuados para proporcionar

una cota de error compatible con (1.29).

Los métodos de tipo Gauss-Seidel en cambio, requieren la míni

ma regularidad de uE (Capítulo 4).

(1.31) 5933; podría proponerse el problema discreto sin regularizar,

para el cual hemos dicho que Bn no es continuo. Este problema tiene sg

lución, pero no es clara la convergencia de uh,T a u y menos aún el
conocimiento de estimaciones de error, por lo que atendiendo a la eviden

cia experimental y a 1a posibilidad de responder a (1.28)-(1.30) el mé

todo de regularización parece el más eficaz Á/.

51.3. OBJETIVOS DEL TRABAJO

El propósito fundamental de este trabajo es dar una respuesta

a los interrogantes (1.28) a (1.30) y desarrollar un algoritmo eficaz

para comprobarla optimalidad de las estimaciones teóricas de error.



Según Magenes (ver [M-1J) 1a buena conjetura para (1.28) esque

(1.31) llu-—u II sc 51/2
e LZCQ)

En el Capítulo 2 probaremos esta estimación en las condiciones más gene

rales sobre el problema de Stefan (ver (2.51) y (2.63)). Sinembargo para

soluciones u no degeneradas, vale decir que tienen un crecimiento li

neal a partir de la frontera libre F la estimación es (ver (2.62))

(1.32) ||u«-u€||Z c e5

L (Q)

Luegopara dar una respuesta a (1.29) se realiza un estudio del

problema discreto basado en la teoría de aproximación de problemas elip

ticos (ver [C-1] y [W])ya queen c.t.p. t, 0 <t <T‘, u€ es solución
de (ver (1.26)).

(1.33) -Axu€(-,t)=f(-,t) - 6€(u€(°,t))t

donde se supone k(uJ =1 o que se ha efectuado un apropiado cambio de

variables (ver (2.46)). Dadoque B(u) es una función discontinua en F ,

por definición (1.8), y B€(ue) es su aproximación, la buena conjetura
para estimar la no homogeneidadde (1.33) es

(1.34) ||B€(u€)tI|2 sce'VZ.
L (Q)

Esta estimación se prueba en (2.35) y permite obtener en (3.78) 1a esti

mación
2h 1/2 T(1.35) lIu -uII sc(—+(h+e) + )

€,h,T e L2(Qth) e e172

en condiciones bastante generales sobre los datos, y en (3.82) para un

dato inicial másrestrictivo resulta
2h T

(1.36) Ilul -u II sc (—+fi-)
e,h,r e L2(Qth) e e1 2 ’

que coincide con 1a hallada en [J-R] mediante técnicas diferentes. Las

acotaciones (1.35) y (1.36) proporcionan una respuesta a (1.29) y simul

táneamente condicionan los parámetros c, h y T , de manera que
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para el primer caso, y para el segundo

(1.38) h'h83/4 , T'vc

Si 1a solución u es no degenerada entonces se verifica (1.32) y la re

lación correcta es:

(1.39) hme rms-.3”

Por otra parte, de 1a demostración de (1.31) se deduce la si

guiente estimación para las funciones entalpïa

(1.40) IIB(u)-B€(u€)|lm -1 seemL(o,T;H (m)

resultando de orden e para soluciones no degeneradas.

Paralelamente se prueba, con 1a misma técnica de demostración

con que se obtiene (1.31), una desigualdad de estabilidad para soluciones

continuas (ver (2.76)) que se extiende a las soluciones discretas (ver

(3.110).

En el Capítulo 4 se desarrolla un algoritmo de tipo Gauss

Seidel modificado para 1a resolución del problema discreto. Sc prueba

la convergencia del proceso iterativo dando estimaciones del error en

término de la diferencia entre dos iteraciones sucesivas. El algoritmo

se basa en la teoría de la convergencia bajo orden parcial (ver [O-R],

pág. 432) y permite obtener un resultado de dependencia monótona de las

soluciones discreta y contínua con respecto a los datos (ver (2.88) y

(4.52)). A partir de esta propiedad de monotonía se obtiene una estima

ción para 1a diferencia entre las funciones entalpía discreta y continua,

que constituye 1a versión discreta de (1.40), a saber

max n 1/2

(1'41) 1 sr1sl.llee(ue) 'Bc(Un)IL—1(Q)SC e ’

donde los parámetros €,h y T se relacionan de acuerdo a (1.37) o (1.38)
n - ' nz

según el caso, y u€==u€(-,nr) . Naturalmente 51 1a soluc1on es no degg
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nerada entonces la estimación es de orden e bajo la relación (1.39).

Finalmente en el Capítulo S se muestran varios ejemplos que

reunen las dificultades típicas de problemas de Stefan N-dimensionales,

tales comoaparición súbita de la frontera libre, zonas degeneradas, mo

vimiento uniforme o no de la frontera libre y problemas de una fase. Con

estos ejemplos se compruebanlas estimaciones teóricas de error y la ef;

ciencia del algoritmo para resolver problemasparabólicos.
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(¿APM
EL PROBLE)M.CDBHÏNUO

En este capítulo se estudia el problema de Stefan multidimen

sional a dos fases según la formulación entálpica. Se aproxima este pro

blema empleandoun método de regularización que consiste en suavizar la

función entalpía, obteniéndose una familia de problemas parabólicos no

lineales regulares asociada a1 problema de Stefan. Se obtiene una esti

mación en norma L2 del espacio-tiempo del error de aproximación entre

las soluciones u del problema de Stefan y ue de los problemas regula
res asociados (ver 52.3).

En 52.2 se presentan, siguiendo a [F-1] , algunos resultados

de existencia, unicidad y regularidad de las soluciones u y ue . Fi
nalmente en 52.4 se obtienen propiedades de estas funciones tales como

monotonía y dependencia continua respecto de los datos que se prueban

con técnicas diferentes a las empleadas en [F-1] .

52.1 HIPOTESIS SOBRE LOS DATOS

vamosa precisar aquí las hipótesis generales sobre regularidad

de los datos que emplearemosen el trabajo.

Sobre el Dominio:

(2.1) 39 e C2 , o sea que localmente en todo punto de 39 existe um

sistema de coordenadas (x',xn) y una función w de clase C2 tal que

xn==w(x') describe a 39 y Q está contenido (localmente) en xn:>w(x')

Sobre el Dato de Contorno:

(2.2) gczwí’1(Q) , o sea g es Lipschitz continua en Ó y con deri

vadas espaciales Lipschitz continuas en Ó .

(2.3) g2y1>0 en 3152): [0,T] y g572<0 en azox [0,T] , donde



y] , yz son constantes.

(2.4) g ewlfl (Q) , o sea g es Lipschitz continua en Ó . Además

gxt , gtt €12(Q) 

Sobre el Dato Inicial:

(2.5) u0 ¿“71(9) , o sea uo es Lipschitz continua en Ó .

(2.6) uo(x) =g(x,o) xaVnS'z , donde V es un entorno de 89 (condi

ción de compatibilidad).

(2.7) |{XeQ/Iuo(x)| <c}| 5c*c , donde c* es una constante indepen

diente de e (condición de no degeneración), para e SEO .

Sobre el Término Fuente:

(2.8) feLm(Q) , o sea f es esencialmente acotada en Q .

Sobre las Propiedades del Medio:

(2.9) c(o) erUR) , o sea c es Lipschitz continua en JR, y además

es estrictamente creciente, i.e. 0 <C1sc' (s) sCZ . c.t.p s e JR , donde

C1,C2 son constantes.

(2.10) k(-) erUR) , o sea k es Lipschitz continua en IR , y además

es acotada superior e inferiormente, i.e.

0 <K1 sk(s) sKZ , donde K K son constantes1’ 2

(2.11) K(x) = (kij (x)) es una matriz NxN simétrica y uniformemente

definida positiva en 9 , además kij ewlm)

ÚJÜ befm),bzo.
Sobre la Frontera Libre:

Nosupondremoshipótesis de regularidad de la frontera libre,

siendo esta situación una de las mayores ventajas de la aproximación nu

mérica del problema de Stefan según la formulación entálpica. No obstante
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en el Capítulo 3 serán necesarias ciertas condiciones sobre el conjunto

Fo= {x eQ/uo(x) =0} , que abusando del lenguaje podríamos considerar co
mola frontera libre inicial:

(2.13) Fo es localmente una superficie con derivadas Lípschitz conti

nuas, i.e. localmente en todo punto de F0 existe un sistema de coorde

nadas (x',xn) y una función WeWïCRInJ) tal que xn=w(x') describe

a F0 , y los conjtmtos {x :u0(x) >0} , {x :uo(x) <0} están a un lado

de FO .

(2.14) Mi: la condición de no degeneración (2.7) se verifica si Fo

es localmente una superficie Lipschitz continua y existe o >0 tal que
3

|53- uOI 20 en c.t.p. de F0 // .

52.2. EL METODO DE REGULARIZACION

Consideremos el problema modelo

(P) -Axu+%(scu)) = f en Q

u = g en 39x{0,T}

u = uo en Qx{0}

siendo B(-) 1a función entalpía definida por

(2.15) BCS)= s+x(s) , salR ,

donde x(s) es la ftmción signo de IR , i.e.

x(s) = -1 si s<0

= 1 si s > 0

Llamaremossolución débil (o solución generalizada) del proble

ma (P) a una función uewg'om) tal que:

(2.16) u=g en 39x(0,T)

(2.17) JVXu-on-BCu)d>t=[ wj B(uo) «DC-,0)
Q EZ

para toda función 436W;’1(Q) tal que d>=0 en 352x(0,T) y Qx{T} .

En (2.17) B(u(x,t)) es una función medíble b(x,t) de obvia
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definición cuando u(x,t) >0 (<0) ytal que -] sb(x,t) sl cuandou(x,t)=0.

(2.18) Nota: una solución clásica de (P) es solución débil de (P)

(ver [F-1])// .

Generalizaciones de este problema que tengan en cuenta las pro

piedades no lineales del medio serán enunciadas, cuando corresponda, al

final de cada resultado probado.

El método de regularización consiste en proponer una aproxima

ción regular de la función B , que llamamos Be , definida por

(2.19) 88(5) = s +x€(s) s e JR ,

donde e >0 es el parámetro de regularización y

x€(s) = -1 ss-e

(2.20) =% -€<s<e

=1 , 52€

es la correspondiente aproximación de la función signo x

De esta manera queda naturalmente asociada a (P) la familia (PE)

de problemas parabólicos no lineales siguiente:

3 _
-Ax ue +ï(B€(u€)) - f en Q

(PE) ue = g en 89 x (0,T)

ue = uo en Q x {0}

El propósito de este parágrafo es estudiar propiedades de exis

tencia, unicidad y regularidad de las soluciones ue y su dependencia
con el parámetro de regularización e . Ellas se relacionan con las pro

piedades de suavidad de la función Be , que resulta globalmente Lipschitz

continua y estrictamente creciente. Másprecisamente 8€ verifica:
1

(2.21) 51- s2 s 86(51) - 86(52) s5 (51-52) , 51,52 c IR
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o equivalente 158¿[s) 5% (E=1+€_1)-1) .

(2.22) Nota: se podría proponer una función BE más regular tal como

en [F-1], [J-R] 6 [bl-1], pero se hapreferido trabajar con la regularidad

mínima compatible con el problema de Stefan (P) y el método de resolución

numérica que se expone en el Capítulo 4 //.

La noción de solución débil se extiende trivialmente al proble

ma (PE).

(2.23) LEMA.En las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y (2.8)

el problema (PE) admite Lmay sólo una solución débil uE , que verifica:

(2.24) ue e c0“, °+°‘/2(Q) nWá’1(Q) , o <a <1

(2.25) u SC , C constante independiente de c .e 09
L (Q)

Demostración: Para probar el Lema aproximamos 8€ y f con fun

ciones suaves Be 6 y f‘S que convergen uniformemente y en Lp(Q)
9

(1 Sp<°°) respectivamente, cuando 6 + 0 , y proponemos el problema aux;

liar

3 _
_Axue,6 + a_t(Be,6(u€,6)) _ fe,6 en Q

(135,6) ue’ó = g en 39x(0,T)

ue’ó =uo en Qx{0}

0+0L, 0+0L/2
que admite una única solución en C (Ó) nwg’1(Q) para algún

0 <a<1 dependiente de los datos (ver [LSU] , pag. 459, y tomar

v = 8€,6(u€’6) como incognita).6,6

Además u€,¿ resulta uniformemente acotada en L°°(Q) . Para ver
esto haremos una prueba directa que muestra la independencia de 1a cota

en Lm(Q) con respecto a los parámetros 5,6 . Sea v la solución del

problema
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Ax v = F en 9

v = -y en 89

donde F,y son constantes tales que F > f IILeoCQ), -Y < yz y resulta

vsuo . Luego notemos que uE 6 -v verifica 1a inecuación
3

- _ I _ =
(2.26) AXCUS’Gv) +B€(u€,6)(u€’6 v)t f+F>O

y dadas las condiciones iniciales y de borde es claro que uE 6 -v no
Q

puede ser negativa en Q . Esto muestra una cota inferior para ue 6,

Análogamentese obtiene una cota superior.

Luego resulta que ue 6 e C0+0i,0+a/2(Ó) , con Lma estimación pa

ra la norma independiente de 6 (ver [LSU], pág.204). No obstante esta

cota depende en general de c .

Con un argumento de compacidad es claro que se puede extraer

una subsucesión que converge en L°°(Q) a una función ue , que es sol!

ción débil de (PE) y verifica (2.24) y (2.25).

Para probar la unicidad se procede como en [F-1] ó [K] . Con

esto queda probado el Lema//.

(2.27) LEMA.En las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y (2.8)

existen entornos Ui de 3i9(i=1,2) independientes de c , y una cons

tante ao >0 tales que:
i-1 * _

(2.28) (-1) u€(x,t) >a0 en {Zi- (Uinfl) x(0,T)

Demostración: Consideremos el problema auxiliar

-AuJ = F en Q
Y

m = 6 en a Q
y 1

¿o = -K en 3 9
y 2

donde F>|| f ||Lo°(Q) y y,Ke]R+ a fijar, tales que y<y1 , -K<y2
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(ver (2.3)).

Por 1a regularidad de los datos y del dominio es conocido que

(2.29) admite ima única solución en W382) para todo 1 <p <oo , y enton
ces por teoremas de inmersión de espacios de Sobolev (ver [C-1]) resulta

¿»Ye C1+a(í-z) con 0 <a<1 . Además ¿»Y depende continuamente de los da
tos . Entonces

> wo en L°°(Q)(2.30) w
Y Y _, 0

donde m0 es 1a solución de (2.29) con y =0 . Por el Principio de Má

ximo es (no<0 en Q , y luego por "(2.30) resulta stuo para y>0
suficientemente pequeñoy K suficientemente grande. Por otra parte la

elección de y y K es tal que LuYsg en an(0,T) .

Tomemos ue 6 , solución de (Pe 6), y consideremos 1a diferen
9 9

cia ue S-mY que verifica la inecuación (2.26), y es positiva en’

39x (0,T) y en Qx{0} . Entonces razonando por el absurdo es claro que

ue’ó -mY no puede ser negativa en Q , 1.e. ue’ó sz en Q (Pr1nc1pio

de Máximo). Luego es inmediata la existencia de un entorno U1 tal que
* ao

ue’ó ZmY>ao en Q1 . Como ue“s converge en L (Q) a ue queda pro

bada 1a propiedad (2.28) para i=1 , ya que y y K han sido seleccig

nados independientemente de e . Análogamente se prueba la existencia de

U2 // .

A partir de (2.27) y para e sc(ao) se deduce que uE verif_i_

ca para i=1,2

+ a - f *
-Ax ue 8-1;uE - en Qi

ue = g en aiQx(0,T)

uE = uo en (Ui nQ) x{0}

vale decir los coeficientes, datos y dominio son independientes de e .
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Esto permite obtener una estimación sobre el comportamiento de Vx uE

en 39 x (O,T) .

(2.31) LI-NA.En las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y (2.8)

existe una constante A independiente de e tal que

aus
Ñ s A en an(0,T)(2. 32)

donde v es 1a normal exterior a 39 .

Demostración: Vamosa demostrar (2.32) en a1Qx(0,T) . Consi

deremos la función auxiliar m=ue 6 - g que satisface
9

+ a - *
-Axw a—t m —v en 521

m=0 en 319x (O,T)

m=0 en (U1n9)x{0}

donde v =Axg -%%+f es una función acotada con una norma Lm(Q) inde

pendiente de e .

Dadoque por hipótesis (2.1) BQeCZ , el dominio Q verifica

la propiedad de 1a bola exterior uniforme, esto es existe R>0 tal que

para todo punto xo e 39 existe yo con R= Ixo -y y 1a bola con cenoI

tro yo y radio R es exterior a 9 . Sea

¿_ 1w(X)=k( —
° Rp lx-yollD

que para k y p adecuados (independientes de e ) verifica

3 1 *
—Ax ¿no +a—t wo 2 en Q1

(no 2 0 en a1Qx(0,T) y (U1ní2)x{0}
ic

wo 2 1 en (391\31Q)n{0 <t <T}

La idea es usar a wo comobarrera en (xo,t) con 0 <t <T .
Para ello tomemos



_ 20 _

k0=max L°°(Q)a “w L°°(Q)}

que resulta finito por (2.2), (2.8) y (2.25).

Ahora consideremos la función ko woim . Aplicando el Princi
*

pio de Máximo(comoen (2.27)) se sigue que k0 ¡»0:sz en Q1 , i.e.
tenemos la estimación

(2.33) I (u€,¿ - g) (Lt) I s kowo(x)

que también es válida para uE debido a 1a convergencia uniforme de

u . Como (no se anula en (x0,t) para 0<t<T resulta6,6

amo3 _ v _
5301€ g)(xo,t) S ko av (xo) SA

donde A es una constante independiente de e . Dada 1a arbitrariedad

de xoe 39 , y que ¿{lvges acotado en 39x(0,T) (por (2.2)) se obtiene

(2.32) // .

(2.34) Nota: es claro de la demostración de los Lemasanteriores que

sus enunciados son válidos para la función ue 6 , solución de [Pe 6),

con cotas independientes de 6 // .

Ahora estamos en condiciones de probar una estimación a priori

en WÉJCQ) para la solución uE que permite construir una solución dí

bil de (P) y juega un rol esencial en todo el estudio de aproximación ng

mérica.

(2.35) 'I'EOREMA.En las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y

(2.8) existe una y sólo una solución ue del problema (Pe) que verifica:
0+a,0+a/2 2,1

(2.36) uEEC ((2)an (Q) , 0<a<1
2 a 2

(2.37) sup IIVu (-,t)| + II--——u| sC0<t<T x e at e
8 2 C8€(UE)IS E

Q
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donde C indica una constante dependiente de los datos Q, g, no, f

pero no de e .

Demostración: Sólo es necesario probar (2.37) y (2.38). Para

ello, y como en los Lemasprevios, estudiaremos 1a función ue 6 .
9

Notemosque ue 6 satisface 1a ecuación diferencial de (PE 6)

puntualmente ya que es una función regular. Multiplicando ambos miembros

de 1a ecuación por 5381€6 , integrando en 9x (0,t) , y aplicando el teo
9

rema de Green obtenemos

t t
3

Iívxuefi (que,6)t + I J 86,6(u€,5)tífu€,6
9 o Q o

bb“

t a t a_ —U oIfatue,6+J[ave gt
o o aa

Integrando en el tiempo el primer sumandodel miembro izquierdo y emplean

do la desigualdad (2.21) para Bé 6 en el primer sumando del miembro de
9

recho, obtenemos

t
1 Z 3

ïílvxu€,6(°’t)l + I Í 86,6(u€,ó)t'Ïue,6
Q 9 0

< 2 tfz Y]í t au_ h7)I 88,6(u€,<5)tí{25,6
90 Qo

t A
1 2 a

+ïflvxuol Iïvuefiugtl
9 0 39

que en virtud de (2.32) y (2.34) y las hipótesis sobre f , uo y g re
sulta

t
2 a

{Iquenso’Ül +Í J 88,5(u€,5)t3_{1u€,55 C
Q Q o

con C una constante dependiente de los datos, pero no de e ni <5.
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Dada la arbitrariedad de t , 0 <t <T , es inmediato que esta expresión

implica:

2 a

(2.39) 0<stc1p<TIvau€(.,t)| + Í 35(u€)t57cu€ s C
9 Q

Empleandonuevamente (2.21) se obtiene trivialmente (2.37) y

(2.38) a partir de (2.39), con lo que queda probado el teorema // .

(2.40) Nota: La estimación a priori (2.37) permite probar, mediante

una técnica estándar del Análisis Funcional, 1a existencia de una solu

ción débil u del problema de Stefan (P), y que también verifica (2.37)

(ver [F-H) //.

(2.41) 5933; Las hipótesis (2.2) y (2.3) sobre el dato de contorno g

implican propiedades geométricas de 1a solución ue , que se trasladan a

u , tales como (2.28) y (2.32) que serán importantes en si mismas cuando

en el Capítulo 3 se estudie 1a aproximación numérica de (PE). No obstan

te a los efectos de obtener una prueba de existencia y una estimación a

priori como (2.37) para el problema (P) se pueden suponer otras condicig

nes sobre g , tal comose efectúa en el Lemasiguiente, y con la ventaja

de que la técnica empleada en la prueba se puede repetir en los problemas

discreto y semidiscreto (ver Capítulo 3) para obtener estimaciones a prig

ri de las soluciones de los mismos// .

(2.42) LEMA.Supongamosque se verifican las hipótesis (2.1), (2.4),

(2.5), (2.6) y (2.8). Entonces existe una y sólo una solución débil de

(PE) y se satisface la estimación a priori (2.39), i.e.
Z 3

O<51Ép<TI|VXu€(,t)| +I 8€(u€)t5ïu€ s C ,
Q

donde C indica una constante dependiente de los datos Q, g, uo y f

pero no de e .
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Demostración: Dado que uo(x) = g(x,o) para xe Vn Q existe una

función lb Lipschitz continua en Q y que coincide con g en (VnQ)x (0,T)

y con uo en 9x {0} (por ejemplo 1:)(x,t) = (1-;(x)) g(x,t) +c(x)(1--.1I:.-)u0(x),

donde c es una función regular que vale uno en s2n CCV) y se anula en

39 ). Consideremos una regularización ¡1:6 de 1p y el problema auxiliar

(P€,6) asociado con 1DG( 196dato de contorno e inicial). Entonces exis

te una solución ue 6 en WÉ’RQ) y localmente regular (ver [LSU], pág.
9

457 y 459), de modoque 1a ecuación diferencial tiene sentido puntual.

Sea 1p(x,t) =—a-(u (x,t) - w (x,t)) una fmeión de prueba,at 6,6 6

que resulta admisible por la regularidad de uE 5 y ¡pcs y porque

ue 6 =w6 en 89x (0,T) . Multiplicando la ecuación diferencial por w
9

e integrando en 9x (0,t) =Qt obtenemos

3 3

(2'43) I quc,6 ' xïfulïfi +Í Bt:,<S(uc,6)t Eli-118,5
Qt Qt

— . i É i
' Í que,6 ant “’6+I3tue,ó at "’6

Qt t

+ Í xc,6(uc,6)t % “’5“‘J fc,6 'a_at(ue,<s““’<s)
t Qt

Observando que V u - V —au = J- —3—(V u )2 para el miemx 5,6 xat 6,6 Z at x 5,6
bro izquierdo, y para el derecho aplicando la desigualdad de Cauchy

Schwartz al primer, segundo y cuarto sumando, recordando (2.21) e inte

grando por partes el tercer sumando, (2.43) se transforma en

J,

2 a 3

quc,6("t)l +“[Bsz,<5(ue,<5)tïtuc,6
Qt

Z 2

sí|V2cl‘pcS(.’0)| +I vauc,ól +I Ianit wó
Q Qt Qt

2
|
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3 3 Z

+ I B6,6(u€,6)t ïï'u€,6.*3J IÏÏ wól
Q

t Z Qt
+2]a—¡p|+"il (.t)|+|i' (. 0)l+3 f2

at2 6 “latvó ' at “’a ’ e,¿
9 t*t

que puede reescribirse como

(245) IVu (-t)I2+ s (u Jiu < IVu |2+<1(t)° x e,6 ’ 6,6 8,6 t at 5,6 ’ x 6,6
9 Qt Qt

donde aCt) es una función acotada para 0 <t <T‘ debido a las hipótesis

sobre g , uo y f , independientemente de e y 6 . Aplicando 1a desi

gualdad de Gronwall a (2.45) se obtiene (2.39) para u y dado que la6,6 ’

cota no depende de 6 la misma estimación vale para uE . La unicidad

se prueba como en [F-1] o IK] // .

(2.46) Nota: adicionando las hipótesis (2.9) y (2.10) todos los resul

tados anteriores se extienden al caso de medios no lineales, para los cua

les la ecuación diferencial es

(2.47) -Vx(k(u)qu)+a—í-B(u)=f ,

donde la función entalpïa B se define como

(2.48) B(u) = c(u)-+x(u)

Unaposible demostración consiste en transformar la variable

dependiente u (temperatura) vía la transformada de Kirchhoff (ver [2])
u(x,t)

v(x,t) = (Gu)(x,t) = Í k(s) ds
0

que permite obtener una ecuación en v con parte elíptica igual a la

tratada. Por otro lado de (2.10) se deduce que

k1(u1-u2) sv1-v2 sk2(u]-u2) , si u1 zuz

y de esta desigualdad se sigue que c(G_1(-)) es Lipschitz contínua y

estrictamente creciente. En consecuencia 1a ecuación resultante es un

caso particular de 1a ecuación diferencial parabólica
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(2.49) -Yk(k(x)zxu) + b(x)u + 5% B(u)==f

con B tal comoen (2.48) (K y c satisfacen (2.11) y (2.12)). Para (2.49)

son aplicables todos los teoremas de [LSU]empleados en el caso más sim

ple, y en particular para obtener una inecuación del tipo (2.26) y apli

car el Principio de Máximose debe considerar el operador elíptico auxi_

liar -Vx(K(x)Vx)+b(x) en lugar de -Ax . Los resultados (2.35) y (2.42)

se demuestran de manera análoga.

Debido a las propiedades de k (ver (2.10)) las mismas estima

ciones obtenidas para Gu son validad para u // .

52.3. ESTIMACIONDE || u-uell 2
L (Q)

Debido a la regularidad global de la solución del Problema de

Stefan, que según (2.30) es ueWá’kQ) , la norma natural para aproxi

mar este problema es L2(Q) , es decir se exige un orden de regularidad

menor que el esperado para la solución. Comose detalla en 52.4.1 la fun

ción u no es en general globalmente Lipschitz continua, por lo que una

aproximación uniforme no parece factible, al menos para el problema de

Stefan planteado con toda generalidad.

El objetivo de esta sección es probar una estimación para el
2 , . . .

error u-uE en norma L (Q) , para lo cual sera necesaria la Sigu1ente
observación .

(2.50) LÉIA. Para todo a, b e IR se verifica

(x(a) -x€(b)) (a-b) 2 -4 e

Demostración: Consideremos JR descompuesto en los intervalos

(-0°, -e), [-c,e] y (5,00) . Si a y b no pertenecen al mismointervalo, en

tonces a 6 b (digamos a) nopertenece a [-e,e] y por 10tanto )((a)=)(€(a).

Como x y Xe sonmonótonas se obtiene la desigualdad (con cero en lugar de

-4e) . Si a y b pertenecen al mismointervalo el único caso no trivial
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es que éste sca [-6,8], en cuyo caso la -b| 52 e , IXCa)-x€(b)| 52 ,
y de aquí se obtiene la tesis Á’.

(2.51) TEOREMA.Sean u y uE soluciones débiles de los problemas

(P) y (Pe) respectivamente. Si se satisface 1a hipótesis de no degenera

ción (2.7), entonces existe una constante C>O sólo dependiente de C*

9 y T tal que

1/2
(2.52) [lu-ue“ 2 C e

L (Q)

Demostración: Recordando las formulaciones débiles de (P) y (PE)

(ver (2.17)) es claro por sustración, que se satisface la ecuación

(2.53) [vxtu-ue) ww - (ument - (x(u)«¿cuenta
Q

=](xcuo) -x€(uo))tb(-,0) ,
Q

para toda función wewg’ïo) que se anula en 39x (0,T) y QX{T} .

La idea de la demostración es proponer una función de prueba

que elimine el primer sumandodel miembro izquierdo que es inadecuado

para una estimación L2 y simultáneamente verifique ¡pt=u€ - u para

aprovechar 1a forma particular del resto de los sumandos. Sea

T

(2.54) w(x,t) = J (u -u€) (x,s) dst
que es obviamente una función admisible, pues pertenece a1 espacio

w;’1(Q) y verifica las condiciones de borde. Llevando (2.54) a (2.53)
obtenemos

T

(2.55) [vxcu-ue) [yu-ue) +[cu-u€)2+f(xcu)-x€(ue))(u-u€)
Q t Q Q

= (xCuo) - XECUOD(u - ue)
Q
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Seguidamente analizaremos cada témino por separado. Para el pri

mer sumando del miembro izquierdo notemos que

T

(2.56) JVX(u-ue) J‘K (u-ue)
Q

T T

J ¿(I Vx(u-u€)(x,s)ds)2dtdx
t O t

ll
NI—n H

ñ

._]

<
A
C I t:

V V

N
N O

Para el tercer término de (2.55) se aplica el Lema(2.50) ob

teniéndose

(2.57) f (xcu) -x€(u€))(u- uE) 2 -4 e IQI =-4 T lol e
Q

Finalmente para el segundo miembrode (2.55) se aplica la con

dición (2.7) resultando

T

(2.58) [cxcuo)-x€(uo))(u-u€) s 2“ Iu-uel
Q o AE

s chIAEIfl/Zcfiu-uel'2fl”

12
Ce / Ilu-uEII 2

L (Q)

donde A€={xaQ/|uo(x)l <8} .

Conlas estimaciones (2.56), (2.57) y (2.58) en (2.55) resulta

1/2
llu-uell 2(2.59) IIu-uEHZZ s Ce+Cc

L (Q) L (Q)

que implica la estimación de error (2.52) que queríamos probar // .

(2.60) Nota: acotaciones del tipo (2.52) se obtienen en [J-R] por otro

método y para el caso de condiciones de contorno de tipo Newmann.También

se mencionan en [M-l] para el mismo problema que [J-R] .
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Seguidamente veremos que la técnica de demostración de (2.57)

incluye este caso. Más aún consideremos el problema de Stefan con condi

ciones de contorno mixtas

u = g en F1x(0,T)

JÍvxu-vstcumt (gocx)u+g1cx,t))w=ffw{Muga-,0)
Q P2 x (0 ,T) Q S'Z

para toda ll)el\';’1(Q) tal que w=0 en 1‘1x(0,T) y Qx{T} , donde

80(X)20 y g1 son regulares, F1ur2=ag .

Restando las formulaciones débiles para u y ue y proponien

do (2.54) comofunción de prueba, que claramente es admisible, obtenemos

una ecuación semejante a (2.55) con la novedad de que aparece el término

que corresponde a la condición de Neumanny que se acota de la siguiente

manera:
T 1 T a T 2

gocxMu-ugftcu-uchïf Moka-tc} u-ue)
I‘Zx(0,T) I'Z t

=l (x)(Tu-u)2>0 //2 go c " '

I‘2 o

(2.61) Nota: la condición de no degeneración no sería necesaria si el

problema (Pe) se formulara con tm dato inicial ño tal que

secuo) = scuo)

Sin embargoes más natural fijar la temperatura inicial uo igual para
ambosproblemas, sobre todo pensando que al realizar 1a aproximación nu

mérica la función ño no seria un dato inmediato // .

(2.62) Nota: debe observarse que 1a estimación (2.52) es muyprecisa

porque esencialmente se basa en (2.50) que es una acotación Optimal.

No obstante algo más se puede decir si la solución u es no

degenerada. En efecto siendo
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AECu)={(x,t) eQ = Iucx,t)l <6} ,

notemos que en (2.50) el único caso que proporciona un aporte negativo

es cuando ambas variables pertenecen a [-6,8], de donde en (2.57) podemos

escribir

[(x(u)-x€(u€))(u-u€) 2 f —4e 2 -4e IA€(u)I
AE(u) nAE(ue)

Luegoeligiendo el dato inicial comoen (2.61) resulta la estimación

2
IIu-uell 2 s ce ¡Aeon

L (Q)

Si la función u es no degenerada, i.e. IAE(u)| sc e , entonces

I]u - u 2 sc c
e L (Q)

Una interesante caracterización de soluciones no degeneradas la propor

ciona el siguiente resultado (comunicaciónpersonal de L. Caffarelli):

"Sean f=0 , gt2a>0 , Axu02a>0 , entonces

IAE] <ce donde

A; = {(x,t) eQ : 0<u(x,t) <E} ."

Luego la estimación de orden c se obtiene redefiniendo ¿(5) =s +x(s)

donde x es la característica de IR+ // .

(2.63) TEDREMA.En las mismas condiciones de (2.51) existe una cons

tante c >0 sólo dependiente de C*, Q y T tal que
1/2sc ) -s (u) s c .

H u e e “L°°(0,T;H"m)) e

Demostración: Observemos que definiendo

1:0

w(x,t) =I (u-u€)(x,s)ds , 0<t<t0<T ,t
en lugar de (2.54) y prolongando 1p por cero para to <t <T , de la

prueba de (2.51) se deduce que

ICItO Vx(u-u€)25cc
Q o
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Sean q>€H;(Q) y ¿o e C°[0,T] definida por (o > 0)

CUCt)=1 , si 0<t<to-o
_l_¿ _ - _-2 20 (t to) ,51 tooststo+o
=0 , si to+ostsT .

Entonces w(x,t) =q>(x)dt) es una función admisible en (2.17), con la

cual resulta
T t +0

[cacao fvx(u-uE)-vq>+%f° fisco-same)»
o Q to-o 9

= J(x(uo) -x€(u0))d>
9

Comola función (t +Í(B(u) -B€(u€))(-,t)q>) pertenece a L°°(0,T) por

ser B(u) y 8€(ue) s‘2acotadasen Q , aplicando el Teorema de Deriva

ción de Lebesgue obtenemos que

1 t0+0
E] [Cam «¿msm g; jcscu)-B€(u€))(-,t0)d>

t -o Q Qo

en c.t.p. to , O<to<T . Entonces la igualdad anterior implica
to

{cam -B€(u€))(-,to)<b= vxcue-u)-vq>+[(xcuo)«¿nom
9 Q 0 Q

t
S [Id on (ue _u))2]1/2(IIWI2)1/2+IA€l1l/2(IÓ2)1/2

a o cz sz

e1/2sc ,II oll 1
How)

i.e. (BCu)- B€(u€))(°,to) es una funcional lineal y continua en Hgm)
1/2

con norma acotada por cc uniformemente en to , 0 <to <T . Con

esto queda probado el teorema // .

Para la formulación más general del problema de Stefan basada

en la ecuación (2.49), la estimación (2.52) aún es válida comose prueba

en el siguiente teorema.
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(2.64) TEORElMJSean u v ue soluciones débiles de los problemas

(P) y (PE) respectivamente, asociadoszala.ecuaciónparabólica (2.49). En
tonces sisesatisfacenlashipótesis (2.7), (2.9), (2.11) y (2.12), exis

te una constante c >0 sólo dependiente de C*, C1, T y Q tal que
ce1/2 ._ +||B(u)-B(u) - 5

||u “¿HIJsz E 8 HL°°(0,T;H1(Q))

Demostración: Restando las formulaciones débiles de los problg

mas (P) y (PE) se obtiene

{[K(x)-2¿(u-u€)1 -vxw--(c(u)--ccu€))wt -(x(u)-x€(u€))wt
Q

+b(x)(u - new

=fim%)m¿%nwum
S2

La idea, comoen (2.51), es usar una adecuada función de prueba

w . Consideremos w tal como en (2.54). Luego el primer sumando del miem

bro izquierdo se estima de la siguiente forma
T

(2.65) J[K(x)'gx(u-u€)] -I 2k(u-u€)
Q t

T

=JK(x)1/2-vx(u-u€) íKCx)1/Z°Vx(u-u8)
Q t

-1 a T 1/2 2vïsïqxu) -¿m-%n
Q t
T 1/2 2

=J(Í K(x) 'Zx(u-u€) 2 O ,90
donde se ha usado 1a hipótesis (2.11) de que K es definida positiva y

simétrica para asegurar la existencia de 1a matriz K1/2 .

Para el segundo sumando tenemos
2

(2.66) I(c(u) -c(u€))(u-u€) 2C1 JIu-—u€I
Q

donde hemosaplicado las hipótesis (2.9) sobre c(-) .

Para analizar el tercer sumandoaplicamos comoen (2.51) el le
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ma (2.50), obteniéndose la mismaestimación que en aquel caso.

Para el cuarto sumandoprocedemos como en (2.66), es decir
T T

(2.68) [boom-ue) Í (u-uE) = Ib(x)1/Z(u-u€) [b(x)1/z(u-u€)
Q t Q t

T T

= Í I b(x)1/2(u-u€) Íb(x)1/2(u-u€)
sz t0

T T

[it (f b(x)1/2(u-u€))2
0 t

Il l
Nl-n

3%

1/2(u-u€))220II bl

r-x

Ofi

U‘ ñN
V

porque según (2.12) es b(x) 20 .

Finalmente de (2.7) obtenemos para el segundo miembro
T

(2.69) [(xmo)-x€(u0))(u-u€) = (xCuo)«¿mono-ue)
Q o AE

s 2(TIA€I)1/2(]lu-u€|2)1/2

E:1/2sc Ilu-uII
eLZ (Q)

Apartir de las estimaciones (2.65)-(2.69) resulta la desigual

dad (2.59) y de ella se sigue (2.52). Para acotar las funciones entalpïa

se procede comoen (2.63) recordando las propiedades de K // .

(2.70) Nota: por las propiedades de k (ver (2.10)) la estimación

(2.52) es válida para la ecuación (2.47) con c dependiente de c* , c1

k1,k2,TyQ//.

(2.71) Nota: comoaplicación de 1a técnica de demostración de los teg

remas (2.51) y (2.64) resulta una prueba de 1a unicidad de solución de

los problemas (P) y (Pe), que es considerablemente más elemental que la
realizada en [F-1].
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En efecto, supongamos que u1 y u2 son dos soluciones del

problema (P) para 1a ecuación parabólica (2.49). Por sustracción de las

formulaciones débiles obtenemos

[[Km vX(u1 «Zur/xl» -(c(u1) - ccuzmut - (xcuï) -x(u2))wt
Q

+b(x)fiH -u2)p=0
T

Empleando 1a función de prueba. u1=J uïi-u2 y procediendo como
en (2.64), resulta t

s0
Q)

y de aquí u1 =u2 como habíamos enunciado // .

IIu '11||
1 2L2(

52.4. PROPIEDADES DEL PROBLthA (P)

2.4.1 Regglaridad Global de 1a Solución

La solución u del problema (P) tiene una escasa regularidad

global. Hemosprobado (ver (2.40)) que lle‘Vg’1CQ) pero esta condición

no implica, en varias dimensiones espaciales, propiedades de continuidad

de la función u .

Notemos que en general u no será mejor que una función Lips

chitz, ya que la condición (1.24) de conservación de energía en 1a inter

fase implica una discontinuidad en las derivadas primeras, a1 menospara

el caso no estacionario. Sin embargola situación es aún peor en los puntos

singulares de la frontera libre, donde las derivadas primeras de u se

hacen infinito debido a la súbita desaparición de los mismos. Esta si

tuación puede presentarse hasta con datos muyregulares si éstos y el do

minio se combinan de determinada manera: muy poco hay hecho en la carac

terización de estos casos. Por lo tanto 1a regularidad global de 1a so

lución no es mayor a1 aumentar la suavidad de los datos.
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No obstante 1a función u resulta continua comoenuncia el

siguiente teorema probado en [C-E]. Se considera el problema singular (P)

con g=f=0 .

(2.72) TEOREMA.Existe una función no decreciente (módulo de conti

nuidad)

m: [0,00) + [0,00) ¡»(0) = líJn (13(5) = 0
5+0

tal que
Z

Iu(x1,t1)-u(x2,t2)| s w(|x1-x2| + |t1-tzl)

para todo (xi,ti) eÓ // .

(2.73) Nota: el módulo de continuidad w es peor que Lipschitz // .

(2.74) Nota: (2.72) se extiende a problemas con una función B continua,

creciente y que satisfaga

B' (X) existe para todo x al0

ll OB(0)
(2.75)

B'(x) 2 y > 0 para alguna constante Y , x 7‘ 0

IB'(x)| s CCE) para e<|x|<-;- e>0

Por ejemplo la ecuación de difusión de gas en medios porosos

aut=A(|w|a sg w) (o:>1) puede escribirse en esta forma, definiendo

v= lea sgw comovariable dependiente. Todos los resultados de la teo

ría de regularización de las secciones 52.2 y 52.3 se extienden a este

caso // .

2.4.2 Estabilidad de Soluciones

E1 propósito de este parágrafo es probar una estimación en no;
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ma L2(Q) para la diferencia entre dos soluciones u y fi de (P) co

rre5pondientes a condiciones de contorno g y g , condiciones inicia

les uo y Go y términos de generación interna (fuentes) f y f .

Se obtiene una estimación del mismotipo que en [F-1] pero por una téc

nica diferente, que incluso permite la generalización al caso de no li

nealidades debidas al medio, y se extiende al problema discreto (ver

53.5).

Consideremos ue y Ge las soluciones de los problemas regula

rizados (PE) para cada familia de datos.

(2.76) LEMA.Existe una constante C sólo dependiente de Q y T ,

no de e , tal que

(2.77) [Cue-Ge)(se(uE)-B€(GE))s ccflsecuo) -B€(GO)I2+JIf-ÏI2)
Q s2 Q

+ C(IIg-ÉI2+IVXCg-E)l2)1/2
Q

Demostración: Comoen las demostraciones anteriores la idea con

siste en definir una adecuada función de prueba w para 1a formulación

débil que permita eliminar el término con derivadas espaciales y aprove

char la forma del término con derivada temporal. Por simplicidad de nota

ción vamos a eliminar el subïndice e .

Para ello consideremos G(-,t) 1a proyección H; de u(-,t)
con dato de borde E(-,t) , i.e.

G(-,t) =E(- ,t) en an

(2.78) í?k(u-ü)(-,t)-qui=0
Q

para toda Ip¿112)(9), lo cual tiene sentido en casi todo t , 0 <t<T ,
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porque uc\\’;’1(Q) . De la teoría elïptica resulta que

una HwñMuoH1 squy@0mm1am) Hm)

donde C depende sólo de Q (Basta proponer 1p: [(u-ü) —(g-g)](-,t) y

luego usar la desigualdad de Poincare).

De (2.78) y (2.17) tenemos que, para toda wtswg’1(Q) y que

se anula en m2x(O,T) y Slx{T} se verifica

(2.80) ngüogkw -B(u)wt = [scuo)w(-,o)-+ffw
Q 9

Restando (2.80) y la formulación débil correspondiente a G

obtenemos

(zm) {mmruüwt={gmüyaw+fiu%ym%nwum
Q Q :2

+ [(f-Ï)w=1+11+m
Q

Consideremos la función de prueba

T A

imxfi)=Í(üuNxfi)üt

que por (2.78) es claramente una función admisible. Para el primer mien

bro de (2.81) tenemos

(La) [mmrumnüm=Immymmnwm+fiuwamnmm),
Q Q Q

y comode (2.79) resulta

[muymmxüm=jmüxew+umrumnüm
Q Q

s ([(ecu)-e(ü))(u-G))‘/2(qu-ülz)1/Z
Q Q
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+ 2 IIü-ul
Q

s % csm-ecfinm-ü)
Q

+ c (flex-Ed2+ vacg-EJIZWZ
Q

reemplazando en (2.82) nos queda

(2.83) [cacu)-e(ü))(ü-G) 2 á [(e(u)-ecü))(u-G)
Q Q

1/2A 2 A 2

- c ([Ig-gl +vacg-gn)
Q

Ahora estudiaremos el segundo miembro de (2.81). Comoen varias

demostraciones anteriores : I so .

(2.84) nsc([Is(uo)-B(GO)I2)”Z[([Iü-ulz)“2+([Iu-GIZWZ1
sz Q Q

s c (JIB(uo)-B(fio) I2 +[Ig-EI2 + vacg-E) ¡2)
n Q

%fmwymmxwü
Q

y procediendo análogamente obtenemos

+

(2.35) m s c ({¡f—%¡2+[|g—g|2+¡vxcg-gnz) +% [(scu)-scfi))(u-G)
Q Q

Finalmente vemosque con las estimaciones (2.83), (2.84) y (2.85)

sigue la acotación (2.77) que queríamos probar // .

(2.86) TEORBHA.Sean u y G dos soluciones del problema de Stefan
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(P) correspondientes a los datos u0 , g , f y Go , g , f respectiva

mente. Entonces existe una constante C sólo dependiente de Q y T

tal que

{cu-Gmtuysún s c (Ile(u°)-B(G°)I2+Jlf-Ïl2)
Q :2 Q

+ c dig-¿[2+ va (g-EJIZ)1/2 .
Q

Demostración: se basa en 1a estimación (2.77) que es uniforme
A A 2 . . .,

en e . Como ue (ue) converge a u(u) en L , la misma estimac1on

vale para el límite // .

(2.87) Nota: (2.76) y (2.86) se extienden a1 problema de Stefan asocia

do a la ecuación diferencial (2.49), suponiendoválidas las hipótesis

(2.11) y (2.12). La demostración es idéntica a la realizada.

En particular si k verifica (2.10), entonces (2.76) y (2.86)

son satisfechas por el problema de Stefan asociado a (2.47) Á/.

(2.88) Bota; los teoremas (2.76) y (2.86) han sido obtenidos bajo con

ciones más débiles de los datos que las supuestas en [F-1]. Por ejemp101u)

son necesarias las hipótesis (2.2), (2.3), (2.5) y (2.6), requiriéndose

de los datos 1a regularidad mínimaque dé sentido a las desigualdades prg

badas Á’.

2.4.3 Monotonía de 1a Solución con Respecto a los Datos

Tal comose muestra en [K] bajo hipótesis más restrictivas de

los datos, a partir del problema discreto y sus propiedades de monotonía

se pueden inferir resultados sobre el problema continuo.

(2.89) TEOREMA.Sean u y G dos soluciones del problema de Stefan

(P) correspondientes a los datos uo , g , f y Go , g , f respectiva



_ 3g 

mente tales que
A A .5.

uosuo , 85g , fsf
A

Entonces resulta IJSLI en Q

Demostración: en Capítulo 4 (ver (4.52)) se prueba que las solu

ciones discretas están en 1a mismarelación de monotonía que los datos.

Comolas soluciones discretas convergen en L2(Q) , y entonces en casi

todo punto (por la unicidad de solución), a las soluciones continuas de

(P) (ver (3.78)) la desigualdad se mantiene para el límite fl'.

(2.89) Nota: La teoría de aproximación numérica del Capítulo 3 se ex

tiende a problemas de Stefan asociados a la ecuación diferencial (2.49),

y por lo tanto también el teorema (2.88). En particular esta propiedad

de monotonía es válida para la ecuación (2.47) (recordar (2.10)) Á’.

2.4.4 Sobre las Zonas Degeneradas

Para problemas de Stefan (P) sin fuentes internas de energía

(f==0) no existe un estudio general de la regularidad de 1a frontera li

bre I?={(x,t)<:Q/u(x,t) =0} . En particular sólo para determinadas con

diciones sobre los datos se sabe que este conjunto tiene interior vacío,

por ejemplo es umasuperficie Lipschitz si:

gt>0 -, Auo>0
Pero si f#() entonces cabe esperar que F degenere en un con

junto con interior no vacío. Ejemplos con estas zonas degeneradas (mushy

zone) se proponen en el Capítulo 5, siendo éste el momentode detenerse

a analizar 1a validez de los resultados expuestos hasta ahora. Es claro

que 1a función entalpïa B ya no es una función uniforme de la tempera

tura u , resultando (ver (2.17))

|b(x,t)| s1 si u(x,t) =0

En estos casos la temperatura no es suficiente para describir
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el estado termodinámicodel sistema, siendo B la variable indicada. Si

la condición inicial es degenerada, y por lo tanto falla (2.7), debería

elegirse un dato inicial 8€(üo) para el problema regularizado (PE) tal

que (comparar con (2.61)).

8€(üb)==8(u0) , o al menos ||B€(ü0)—B(u0)||L2 s C e1/2(9)

Por otra parte el Lema (2.50) permanece válido dando un adecua

do sentido a la desigualdad, ya que x no es una función uniforme. Con

estas dos observaciones todos los resultados probados se extienden a es

te caso .

(2.90) 5933; en particular el problema de Stefan de una fase, para el

cual {(x,t)<:Q/u(x,t) <0} =o , constituye un ejemplo de problema degeng

rado. La teoría de existencia y unicidad de la sección 52.2 se aplica a

este caso, notando primero que en 829:x[0,T] será g==0 y por lo tanto

gt==0 en dicho conjunto y resultando entonces válido (2.35) a pesar de

que (2.27) y (2.32) no se verifican. Por otra parte es claro de 1a demos

tración de (2.42) que la estimación (2.39) es válida para el problema de

una fase bajo la hipótesis (2.4 ) sobre g

Los resultados de acotación del error u--ue de 52.3 también

son válidos para el problema de una fase definiendo x(0) =0 Á/.

(2.91) flota: es importante observar que el resultado de unicidad de sg

lución de los problemas (P) y (PE) (ver (2.71)) también es válido para

las funciones entalpïa. En efecto si asociadas a una mismatemperatura

suponemos dos funciones B1 y BZ , éstas verifican

para toda q;EWÉ’HQ) y que se anula en 39x (O,T) y' Qx{T} (ver

(2.17)). Entonces para o regular en Q y que se anula en 39:x(0,T)



T

consideramos w=Í d) , de dondet

Q

y de aquí 81:82 c.t.p. // .
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Mi
EL PROBLEMA DISCRETO

En este capítulo estudiaremos 1a aproximación numérica del prg

blema regularizado (PE), para lo cual se propone un esquema de elementos

finitos en el espacio y un esquemade diferencias finitas implícito en el

tiempo que constituyen el llamado problema discreto. Comopaso previo será

analizado, talcom0(ml[D])IIW], el problema semidiscreto que consiste en

mantener continua la variable tiempo, y del cual obtendremos las ideas

centrales para aplicar al problemadiscreto.

E1 objetivo básico es obtener estimaciones del error en norma

L2 del espacio-tiempo entre 1a solución continua uE y las soluciones

semidiscreta u y discreta u que vinculen los tres parámetrosc,h €,h,T
del problema: el parámetro de regularización c y los tamaños de las

mallas espacial h y temporal T . Entonces será posible relacionarlos

e1/2de modoque las cotas de error resulten de orden tal comofue pre

visto para la diferencia u--ue en el Capítulo 2.

En condiciones generales sobre los datos la relación adecuada
/3es e'bh'hr , pudiendo mejorarse a h4 ¡»c'vr para una adecuada elec

ción del dato inicial y el término fuente discretos (ver [J-R] para el

problema de Neumann).

Los elementos finitos empleados (tipo simple o paralelepípedo)

no son conformes en el sentido que no cubren exactamente el dominio. Esto

ocasiona ciertas dificultades al estudiar la aproximación en norma L2 ,

siendo necesarios algunos resultados de la teoría elíptica que se inclu

yen en el Apéndice B.



53. 1 NOTACION E HIPOTESIS

En esta sección vamosa precisar 1a notación relativa a los es

quemas de aproximación numérica siguiendo a Ciarlet (ver [C-1]) , y las

hipótesis sobre los mismosy los datos.

3.1.1 Notación II

(3.

(3.

(3.

1)

.2)

.4)

.5)

.6)

.7)

.3)

.9)

10)

11)

.12)

K elemento finito, de tipo simple o paralelepípedo,

con vértices en Ó

diámetro de K (hK=diaJn (10)K

pK sup {diam(s) : S es una bola contenida en K }

Ph familia de elementos finitos K

h =maxh normade la trian lación es acial
K F K gu p€ h

52h=( U K)°domi_nio espacial aproximado
K e Ph

33h borde de 9h

Qh=9hx(0,T)dominio espacio-tiempo aproximado

x. nodo de la triangulación espacial, para i variando1

de la siguiente forma

1 s i s I : nodos interiores de 0h .

I < i sÏ : nodos sobre aah .

P(K) espacio de polinomios interpolantes sobre K ,

Vh(g) = {v e C°(Óh) :v|K e P(K) , v(xi) = g(xi) I < i s Ï}

espacio discreto de funciones, asociado a un dato

de borde g e C°(Óh) .

localbase de funciones del espacio discreto Vh(1)

mente soportadas , i .e .
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withÜ) , mi(xj)=6ij 1si,jsÏ
(3.13) u interpolante de Lagrange de la función u , i.e.

I Ï
11 =iZI quí) mi

(3.14) T=% tamaño de la participación temporal.

(3.15) ñ abierto de lRN tal que Ó á ñ

. v exten51on a ñ e a uncion v e lnl a en Q .(316) " "' d l f " df’ 'd

Finalmente vamos a convenir en denotar con C constantes, po

siblemente distintas de un paso a otro, pero sólo dependientes de los da

tos y no de los parámetros e , h y T .

3.1.2 Hipótesis Sobre la Discretización

(3.17) los nodos de 89h pertenecen a 39 .

(3.18) K es un elemento de Lagrange del 19 tipo (según [C-1]) , es decir

sólo sus vértices son nodos de Eh , y PCK)son polinomios lineales pa

ra K de tipo simple o lineales en cada variable para K de tipo para

lelepípedo.

(3.19) Igot_a:para elementos de Lagrange del 19 tipo K, el conjunto de

vértices es PCK)-unisolvente, de modoque toda función VthCg) admi

te la representación
I

v=iz1 v(xi) mi // .

(3.20) Nota: dado que aQeCZ (hipótesis (2.1)) existe un operador de

prolongamiento 11de Q a ¿:2, i.e.

1T:WI; (Q) > “58(5) (15psa: , 05ms2)

v > 1ï(v)=v

con 1T continuo o equivalentemente
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(3.21) ¡7 «sc v I
II Ilwgm) II I WEG?)

donde C es una constante independiente de v (y de mYP) (Ver [F-Z],

pág. 10). Este resultado es válido con menosregularidad de an :basta

39 Lipschitz // .

Ahora vamos a enunciar una hipótesis sobre aproximación de fun

ciones en espacios de Sobolev.

(3.22) ¡lv-v1“ k sChZ'kII vu 2 y k=0,1
wpmh) wpca)

para toda VeWIÏCQ)nC°(Ó) , 1spsa° , siendo C una constante inde
pendiente de v , p , k y h .

(3.23) m: la acotación (3.22) se verifica si 1a triangulación po

see ciertas propiedades, que en los casos que nos interesan se resumen

así:

19 Caso: (elementos finitos estándar)

Va la familia Fh es regular en el sentido que existe o >0 tal que

thopK para todo Ke Fh .

b) todos los elementos finitos son afinmente equivalentes a un elemento

patrón.

c) los elementos finitos son de clase C°, o sea que Vh(g) cC° (52h)

Para una demostración ver [C-1], pág. 132.

2-°Caso: (elementos cuadriláteros isoparamétricos del 19 tipo, N=2 )

a) la familia Fh es regular, en el sentido que existen o , Y tales
que

hK s o hl'( y yk s y < 1

donde hl'(=menor longitud de los lados de K
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YK= max{lcos{ai+] -a.,a.1 r1-afi|,1sis4ünd4fl

con ai vértice de K convexo.

b) los elementos finitos son de clase C° (ver [C-1], pág. 247) Á’.

(3.24) flota; el orden de aproximación que proporciona el método de

elementos finitos no sólo depende del eSpacio de polinomios interpolan

tes sino también de la regularidad global de la solución. En este senti

do recordemos que la solución u del problema de Stefan es tan sólo con

tinua con un módulo de continuidad peor que Lipschitz (ver(2.72)) y

LIeW;’1(Q) , lo que justifica 1a elección de elementos de Lagrange del

19 tipo (polinomios interpolantes lineales) Ú’.

3.1.3 Hipótesis Sobre los Datos

Para el estudio del 29 esquemadiscreto será necesario disponer

de datos de borde g y de generación interna de energia f un poco más

regulares. Supondremosque

(3-25) |l8(-,t )-g(' t )H SCIt 't I
1 ’ 2 H1(Q) 1 2

(3.26) || f(-,t ) -f(. t )|| sCIt -t |
1 ’ 2 LZCQ) 1 2

para Ost1,tst .

Las hipótesis (3.25) y (3.26) se satisfacen si g , gx y f
son Lipschitz continuos en t con constante C(X)e‘L2(Q) .

53.2. ESQUI-Sims DE APROXIP-IACION NlJM'ÉRICA

Vamosa usar un esquema de elementos finitos de Lagrange del 19

tipo para aproximar la solución uE del problema regularizado (PE) en la

variable espacial. Para ello emplearemosun método de Calerkin puro, es

decir que el espacio discreto de funciones coincide con el conjunto de fun

ciones de prueba. En consecuencia 1a solución discreta (o semidiscreta) cs
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tará expresada en término de las mismas funciones que las que sirven de

test.

3.2.1 Esguema Semidiscreto

Entendemos por tal (ver [DD al problema (PE h) de hallar una’

funcion uE,h tal que
_ I

(3.27) ue’h(-,0) - uo

(3.28) ue’h(°,t) e Vh(g(-,t)) 0<t<T

(3.29) í&u€,h(-,t) -wa+3¿t BECu€,h(',t))IP=IHum;

en c.t.p. 0<t<T , para toda ¡pth(0) . Con Ï-‘(-,t) indicamos a
Ï(o,t) o a fI(°,t) .

Siendo ue h(x,t) = i Ui(t) miCX) resulta a partir de (3.29)
’ i=1

el siguiente sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias en

las incógnitas: Ui , 1sis I

ï ., Ï .

z UiCt)I V mivxw'+ig1UiCt)J B'€(u€’h('at))wiwji 1 x 3

=J Ï(-,t)mi 1sisl

(3.30) Nota: para la ecuación parabólica (2.49), resulta en lugar de

(3.29) la ecuación

(3.31) f (KCx)-qu€,h(- ,t)) ovxw+b(x)u€,h(' ,t) '41
9h

+% 8€(ue’h(- ,tD "¿J=J Ï(-,t)xp
9h

que también es un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordina

rias // .
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(3.32) Nota: el problema de valor inicial (3.27), (3.28), (3.29) ó

(3.31) posee una única solución, que además es Lipschitz continua.

Este resultado se muestra en el Apéndice A (LemaAr8) Á’.

El interés del esquemasemidiscreto, a1 menos en este trabajo,

es el de proporcionar las técnicas esenciales para obtener las estimacig
. . 2 .

nes de error. Luego 1a est1mac16n en L para el esquema discreto cons

tituye una "versión discreta" de estos métodos.

3.2.2 EsguemasDiscretos

Un esquema discreto es el problema (Pe h T) de hallar una fa

milia de funciones {Un}II;=1tales que
I

(3.33) U0 = uo

(3.34) Un e Vh(gn)

(3.35) í VUn-Vnp+71t-(BECUn)-B€(Un_1)w=Jfull) 1snsL
9h

para toda uJth(0) .

(3.36) Nota: para la ecuación parabólica (2.49) en lugar de (3.35)

tenemos 1a ecuación

(3.37) J (K(x)VL%)-Vu)+b(x)un w
9h 1 .

+;(s€(un)- e€(%_1))-w=] fn- v //.

(3.38) 5933: para cada n , 1sr151,, la ecuación (3.35) (o(3.37))

es un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas. Comohemos observado,

Be es Lipschitz continua y creciente, y entonces (3.35) o (3.37) admiten
una única solución. Esta propiedad se puede probar a partir de la teoría

de Operadores anótonos en ná“ (ver [O-R], pág. 167).

No obstante en este trabajo daremos una demostración construc

tiva de 1a existencia de solución (ver Capitulo 4) Á/.
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Sea tn=n1 , 1snsL . Definimos 1a solución discreta
u como 1a funcióne,h,r

<tst , 1snsL.(3. 39) (Lt) = Untx) si tn—1 nu€,h,T

En este trabajo vamosa estudiar dos esquemas discretos, que

difieren en 1a elección de las funciones gn y fn . Para el 19 esquema
tomamos

1 tn 1 tn 
(3.40) gn(°)=;Í g(-,t)dt fn(-)=;[ fc-,t)dtt t

n-1 n-1

y para el 29 esquema serán

(3.41) gn(-)=g(-,tn) , fn(-)=f(-,tn)
;dondenuevamente Ï(-,t) indica Ï(-,t) o fI(-,t)

Naturalmente esta última elección requerirá mayores propiedades

de suavidad de los datos f y g (ver (3.25) y (3.26)).

3.2.3 Aproximación de B,(90)44y f

En el estudio de los problemas discreto y semidiscreto será
. . I 

necesario comparar BE(ub) y f con las funCiones 88(u0) y f . Daremos

en este parágrafo algunos resultados de aproximación que serán de gran

utilidad en las secciones siguientes.

(3.42) LEMA.Si uo«:H2(Q) entonces existe una constante C:>0 de

pendiente de u pero no de e y h tal queO

2

“seco-841101)“ 2 s c h:
L (oh)

Demostración: Como u°<2H2(ñ) entonces fio 5H2(ñ) (ver (3.20)).

Luegopor (3.22) resulta
a I

Iluó'uo ll 2
L (ah)

Por otra parte

c112.



-50

2
.1 - I h

SE “uo’uo “2 5C?
Lmh)

Como 88(5) =s +X€(s) con las estimaciones anteriores se obtiene la

II XECüO)—xecuol) Ilemh)

tesis // .

(3.43) Nota: la condición u0 ¿Hz(S2) no es natural para el problema

de Stefan. En efecto es más razonable que el dato inicial tenga un gra

diente discontinuo en F0= {xEQ/uo(x) =0} , y si este conjunto es una

superficie suave no resultará uo eHZUZ)// .

Seguidamente veremos otras condiciones sobre uo que implican

estimaciones del tipo (3.42).

(3.44) LENA.Supongamosque uo satisface las hipótesis (2.5) y (2.7)

Entonces existe una constante C>0 dependiente de uo y Fo , pero

no de h y e , tal que
« I 1/2

I| 8€(u0) - semo )|lL2(gh)sC (me)

Demostración: Por (3.22) y (2.5) tenemos Il ü -u I| s Ch.
, I o o mmh)

Ademas {x : x€(u0(x)) - )(€(u0 (x)) #0} c {xz |uo(x)| s e +ch} =AE+Ch ,

pues si x ¿AE+Ch entonces

|uoI(x)| 2 |u0(x)I-ch>.e+ch-ch=e

y luego x€(uoI(x)) =x€(uo(x)) = :1 .

Ahora notemos que si e , h son suficientemente pequeños

(e +chs co) resulta por (2.7)
1/2 1/2

II x€(üo) - xECUOI)Ilemh) = (I lx€(ü0)-x€(u01) ¡2) s 2|A€+Ch|Ac+ch

Sc(¿+h)1/2

Finalmente como 88(5) =s +x€(s) la tesis sigue de inmediato // .
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Consideremos los conjuntos 52+= {x e Qzuo(x) < 0}, 9'={x e Qzuo(x) < 0}

y 1a siguiente propiedad de 1a malla Fh de elementos finitos. Sean o;

y oi tales que Qh==QfilJQÉ. Entonces

(3.45) los nodos de BQECBQÉ)pertenecen a 39+(ao')

(3.46) LEMA.Supongamosque uo satisface las hipótesis (2.5) y (2.7)

y F0 verifica (2.13). Si 1a malla Ph satisface (3.45) entonces exis

te una constante C:>0 sólo dependiente de uo y F0 , pero no de c

y h , tal que
h2

u 8€(ü0)-BE(uOI)“¿mi cÉ (“w/2
., + - .,

Demostrac1on: Como Qh==9hlJQh vamos a obtener la acotac1on
+ - . , . .

en 9h , resultando en 9h con identico razonamiento.
-+ . ., - .

Sea uo una exten51ón Wi de la func1on u; , del conjunto

9+ a 9h (recordar que F0 ¿Wi y (3.20)). Entonces

II x€(üO)-x€(u01)|L2(n;) s II x€(üo)-x€(ü;) IIL2621+)1

_+ I _

+||x€(uo)-x€(uo )|L2(Qfi)-I+-H
- + +

Para acotar I notemos que el integrando es no nulo en 9h\9 , y como

IQfi\Q+|sczh2 (por (2.14) y (3.45)), resulta
-- - 2 1 2 1 " -+ 2 1 2

I=([ lx€(uo)-x€(u;)l) / s; (j Iuo-uol) /
Q;\Q+ +\Q+

3
hZ + + 1/2 Lsc É Inhml _ e

Para acotar II observemosque ui es el interpolante de Lagrange de ü;

en Q; . Luego por (3.22) tenemos

“¿Quino° + sc'hz
L 9h)

Además

{x =x€<a;)-x€(uoï) #0} c {x2 Iü;(x)l <8 +ch2} = Amhz

lo que se verifica comoen (3.44). Entonces
‘ -+ I 2 1/2 1 -+ I 1/2

IIS (J I)(€(u0)-x€(uo )l ) S; Il Uo-uo IILOÏ+)|A€+ch2l



2

s chï—(c+h2)1/2 .

Con las estimaciones para I y II y observando que || üo-uoIII 2 C h2S

. L (9;)obtenemos la te51s // .

En los ejemplos del Capítulo 5 el término de generación inter

na f será regular en 9+ y 9' pero con una discontinuidad en Fo .

Desde el punto de vista computacional es más simple considerar fI (en

el caso en que un nodo de Fh se encuentre en la frontera libre se de

fine comocualquiera de los dos valores posibles). Vamosa denotar para

cada t , 0 <t <T

Ft frontera libre, QZ={x e Q/u(x,t) >0} y análogamente Q; .

(3.47) LENA.Supongamosque para cada t , 0<t<T , Ft es Lipschitz

continua uniformemente en t , y sea fe L°°(Q),f(-,t) EH1CQÉ)(H1(Q:)) .

Entonces existe C>0 sólo dependiente de f y F tal que

II(Ï-fI)(-,t)llz( fun/2 , 0<t<TL 9h

Demostración: Sea At,h= {Ke Ph : Knl?t 7‘o} . Como Ft es Lips

chitz resulta [At h| sCh , con C independiente de t . Luego

II(Ï-f1)(.,t)“2 + 54‘ IE(.3t)_fI(.,t)I2)1/2
L (9h) (¿Mt h

+(f IÏC',t)-fI(',t)I2)1/ZSC(h+h1/2) ,
At,h

y análoga acotación se obtiene para (21-1. De ambas sigue la tesis // .

53.3. ESTIMACIONDE || ue -uE hu 2
’ L (Qh r1Q)

Supongamos que en (3.29) la función de prueba 1p depende de

1a variable temporal t , We\\';’1(Qh) , siendo continua en t a valores

en VhCO) y tal que IPC',T) =0 . Entonces integrando (3.29) en t para
0 < t < T obtenemos
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a _ I . ' 
(3.48) [vquh-vxw setu€,h)a—tw-I 6€(u0M ,0) +f fw .

'h

y la correspondiente ecuación para (3.31).

La idea ahora es proceder comoexlelcasocontinuo (ver (2.51)),

vale decir restar (3.48) y la formulación débil (2.17) para u y luegoe

emplear uma función de prueba w adecuada. Para definir w considere

mos, tal comoen [Z], la proyección H; de u¿(-,t) en el espacio dis

creto Vh(g(-,t)) , que tiene sentido en c.t.p. t (0 <t<<T) por ser

ueelvg’1(Q) . LlamamosY(',t) a esta función auxiliar, que verifica

Y(°,t) 6Vh(g(°,t))
(3.49)

[vxnuo -wa+[ 3-156(nano) -w=[f(-,t)w
Q Q

en c.t.p. t (0 <t <1) y para toda ÜIGVh(O).

Además Y(-,t) está próxima a u€(-,t) en el sentido que en
ctm. t(0<t<Ü .

2(3-50) Y(°,t)- (ut) sC h (1+ (ut) )
II ue HLth) u ue ¡|sz

con C dependiente de g . Esta desigualdad se prueba en el Apéndice

B y en realidad (ver [C-1], pág 139) la dificultad radica en que Qha‘íz .

Recordemos que según (2.1) aaezcz y en cambio 9h es poligonal. Con

las hipótesis (2.2) y (2.3) sobre g , y (2.8) sobre f es aplicable

la teoría de dicho Apéndice.

Daremos ahora una estimación en norma L2(Qh) del error entre

Y y ue .

(3.51) LENA.Sea ue la solución débil del problema (Pe), para el

cual son válidas las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y (2.8).

Entonces existe una constante C:>0 sólo dependiente de los datos g ,
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u ny,peronode e ni h,talque
o’ N hz

(3.52) IIY-uEIIL'ZCQh)sc ET?

Demostración: Debemosestimar || u€(-,t) || 2 y aplicar (3.50).

Por (2.38) es á BSC-,t) eL2(Q) en c.t.p. t (0 <Itl<s'12‘). Luego

—¿3(u€(-,t) =f--a—at—B€(°,t) eLZCQ) en c.t.p. t y como 39€ C2

por (2.1), es válida la estimación a priori (ver [F-Z], pág.68)

(asa Hu 0,oll SCCHf(utHI +Hg(wt)H +H-38(U('J)Hl J
c Hzm) LZCQ) HZCQ) at e e Lzm)

en c.t.p. t , con c una constante sólo dependiente de Q .Integrando en t

sc 8-1/2en virtud de (2.2), (2.8) y (2.38) resulta IIuEII2 , y
L (o,T;H2)

de aquí y (3.50) obtenemos la acotacíón buscada // .

(3.54) LEMA.Existe una constante c >O dependiente de Q ,‘pero no

de e ni h,talque
Hu -YH schI|u -YH

c,h L2(Qh\Q) e,h L2(Qh)

Demostración: Por definición de Y (ver (3.49)) es claro que

uE h(-,t) -Y(-,t) th(0) para todo t (0 <t <T) . Entonces el resultado
7

sigue de aplicar el Lema(B-12) e integrar en t // .

A continuación vamosa probar el resultado más importante de la

sección, esto es la estimación de error entre la solución continua uE

y la solución scmidiscreta uE h .
9

(3.55) TEORFNA.Consideremos válidas las hipótesis (2.1) a (2.3) y

(2.5) a (2.8) sobre los datos, y sean ue , ue h las soluciones de los
9

problemas (Pe) y (PEh) respectivamente con Ï=Ï . Entonces existe una
constante c> 0 dependiente de los datos, pero no de e ni h , tal que

6 a t < h2 2(3.5 ) J (secue,h).-e€(u€))(u€,h-u€)..c[(7;J +(h+e)1



-55

Demostración: Restando las ecuaciones (3.48))! (3.49) integrada

en' t , y reordenando obtenemos

(3.57) (secue’h)mamen?“ = vxcu€,h—Y)-vxw

+j BSCUOIJ-B€(üo))IPC°,0)

= II + III + IV+V+VI

Proponemos como función de prueba
T

Mxns) =f (ue,h-Y)(x,s) dst
que por (3.49) es claramente una función admisible. Para el primer miem

bro tenemos

1= (8€(u€,h)-B€(ü€))(ue’h-Y) = f (8€(u€,h)-B€(ü€))(um-ña)

+ j (escu€,h)-e€(ü€))(ü€-Y)

= A + B

Ahora llamando ( ) ( )B u -B ü=M - y
a(x,t) “8,11416 51 uc,h 9‘“e

= 0 si ue’h=u€
resulta 0sa(x,t) SEE-1 (por (2.21)), y luego para B

13st] (8€(u€,h)-B€(ü€))-(ue,h-üE)]1/2-[Jamas-021m
Qh

2

,5 c Am h?



-56

En consecuencia para I tenemos 1a acotación
4 332

€12-5-‘A'C( )

Comoen (2.51) resulta : 1150.

Para HI usamos la estimación de (3.44), con 1a cual obtenemos
a. I

III s c B (u )-B (u ) - u -Y
H e o e o “Lzm c,h IILZCQh)

1/2
s c(h+c) -Y|| 2 )c -" + "

Huc,h uelleth) ue L (Qh)
2

1 1 2 h

s É A+C(h+e)+c(h+e) / Ñï

Para acotar IV',‘V)'VI recordemos que fic es acotado uniformemente en e

(ver (2.25) y (3.21)) y por lo tanto también lo es 8€(üe) . Lo mismoveri_

fican üoy f porhipótesis (2.5), (2.8) y (3.21). Luegoresulta

Qh\Q¡1/2IVst Iu -Y|scIIu -Y|| .e,h c,h LZCQ\Q)
Qh\Q h

2s c h ||u -Y||e,h 2
L (Qh)

2

s c hZCA1/Z+Ilü€-YII2 )s15A+c(%ï)2L 5’
donde hemos aplicado el Lema (3.54) y que IQh\Q| sch2 por ser 39 cCZ

(condición (2.1)). La mismaacotación es válida para V y VI.

Finalmente con las estimaciones para I aVI obtenemos en (3.57):
2

¿A “(És-yz +c h2(1+%)1/2 +c(h+c)

que implica la tesis // .

(3.58) Corolario: Con las mismashipótesis de (3.53) resulta
2h 1/2(3.59) u -u sc[—+(h+c) ]

H c,h elIL2(thQ) e

Demostración: basta usar (2.21) // .

(3.60) Nota: es válida la mismaestimación (3.54) si el problema semi
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discreto se propone con É==fI , para f en las hipótesis de (3.47) A/.

(3.61) Nota: 1a estimación (3.56) se extiende al problema (Pe h) aso)

cíado a (2.49)-(ver (3430)):[3 demostración es idéntica ÁÍ.

(3.62) TBIHBM“Supongamosque se satisfacen las hipótesis (2.1), (2.2),

(2.3), (2.5), (2.6) y (2.8), y además uoeH2(Q) ó uo , F0 y Fh veri

fican las condiciones del Lema(3.46). Siendo ue y uE,h las solucio

nes de los problemas (PE) y (P€,h) con Ï==Ï , existe una constante
c:>0 dependiente de los datos, pero no de e ni h , tal que

6 _ a .. h22
(3. 3) j (8€(u€,h) secu€))(u€,h-u€).sc(¡;a .

Demostración: idem (3.55) Á’.

(3.64) Corolario: Conlas mismashipótesis de (3.63) resulta

hz

(3.65) ||u€,h-u€|L2(thq) sc 7;
(3.66) Nota: la estimación (3.65) fue obtenida en [J-R] para el proble

ma de Neumann, suponiendo u042H2(9) , mediante un método diferente al

empleado en este trabajo Ú’.

(3.67) Nota: por inspección de 1a demostración de (3.55) es claro que

la elección ideal para u (-,O) =IJ es tal quee,h o

PhCBCCUo)) = Ph(e€(uo))

donde P es la proyección L2 sobre Vh(g(-,0)) . Por la teoría de Opgh

radores Monótonos (ver [O-R], pág 167) existe y es única la solución U0 .

De esta manera 1a estimación resultante sería (3.63), que es más fina que

(3.56). Sin embargoesta metodología tiene interés teórico ya que difícil

mente será calculable Uo de esta forma. En este sentido (3.46) ó (3.42)

establece condiciones geométricas más fáciles de manejar, y que conservan

el orden de convergencia.
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No obstante considerando u0 con 1a regularidad minima compa

tible con la teoría de existencia y unicidad dc (PE) del Capítulo 2, la

estimación natural resulta (3.44). Es interesante observar aquí que el

orden de convergencia (h-+e)1/2 es óptimo en estas condiciones. En efeg

to si para el problema (PE) se cambia el dato uo por u Io 1a estimación

de estabilidad (2.77) proporciona el mismoorden de error, pero a nivel

del problema continuo (en este caso (2.77) coincide exactamente con la

estimación obtenida en [F-1]). En consecuencia no parece razonable espe

rar umcomportamiento mejor para el problema semidiscreto Á’.

(3.68) 3933: la estimación (3.65) se extiende al problema (Pe’h) aso
ciado a 1a ecuación parabólica (2.49) Á/.

53.4. ESTIMACIONDE IluE-ue’h’TltZCthQ)
La idea central del estudio consiste en definir una familia de

funciones de prueba wn(:Vh(0) (1 STISIJ que haga las veces de la fun

ción w(-,t) en (3.55), y luego sumar la igualdad (3.35) en n (1 srlsIJ

lo cual representa 1a integral en la variable t , expresada en (3.48)

para el problema semidiscreto. En síntesis el método que seguidamente de

sarrollaremos es una versión discreta de lo expuesto en 53.3.

3.4.1. 1° EsguemaDiscreto

Comenzamospor definir la equivalente discreta de la función

auxiliar Y de (3.49). Sea

1 tn
(3.69) Yn(x) =-T—I Y(x,t) dt

n-1

que satisface el problema

1 tn

Ynevhcï ft g(-,t)dt) =vhcgn)
(3.70) “'1 t

7 o l n — n-1 :l n - =
[un vw+[TIBC(u€) secue m T] [rw [fnw

Q Q Q9h t n-1
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para toda LpeVfiO), 1snsL . En [3.70) hemos empleado la notación (3.40)

para Ï’=Ï’ y que u:(-) =uE(-,tn) (1 snsL) .

Seguidamente COmpararemoslas familias (Yn) y (ug) obteniendo

una versión discreta de (3.51) y (3.54).

(3.71) LENA.Sea ue la solución débil del problema (Pe), para el

cual son válidas las hipótesis (2.1), (2.2), (2.3), (2.5), (2.6) y (2.8).

Entonces existe una constante c >0 sólo dependiente de los datos g ,

1.10,
L 2a 2 1/2 h

(3.72) (nzï-rIIYn-uzllll2(flh)) “(71 2+1)

f y Q,peronode c,h ni T,ta1que

Demostración: Notemos que

enY -u
t

__1_ n _ _-vn
n 6-1 It Y( ,t)dt uEn-1

t t
=Hn (YC',t)-ü€(°,t))dt+-l-Itn (ü€(-,t)-ü€(-,tn))dtn-1 n-1

= In + IIn ,

de donde basta acotar cada sumandopor separado. Para el primero, emplean

do la estimación (3.52), resulta

L 2 L 1 tn e 2
zrn Inn 2 s {ref IIY(-,t) -u€(-,1:)II2 dt)

n=1 L (52h) n=1 tn_1 L (0h)

L tn 2
si f IIY(-,t)-ü€(-,t)llz dt

n=1 tn_1 L (gh)

Z.. 2 h 2
=IlY-ull sc(fi—)

e LZCQh) e1 2

Con respecto a1 segundo sumando tenemos

IÏ Il II2T II
1 n L2(

L t t

s 21(1] n [nue-ía (-,s)II2 dsdt)2
n= ah) n=1 T L (9h)tn-1 t
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L t
2 3 2

s c T XJ n Ifisï u€(-,t)||2 dt
n=1 tn_1 L (9)

Z

= c TZILá%u€||Z sc 12
L (Q)

donde hemosutilizado la estimación a priori (2.37) y la desigualdad

(3.21) para el operador de prolongamiento. De las estimaciones obtenidas

sigue claramente la tesis A’.

(3.73) LEMA.Existe una constante c >0 dependiente de 9 , pero no

de e, h ó T , tal que

1/2 1/2L 2

mmm-maz )
L

sem z TIIUn-Ynllzz 3
(Qh\Q) n=1 L (Qh)

Demostración: idem (3.54) Á’.

Conlos resultados auxiliares (3.72) y (3.73) estamos en condi

c'ones de co arar u con u .
1 mp €,h,T c

(3.74) TEOREMA.Supongamosque los datos satisfacen las hipótesis

(2.1) a (2.3) y (2.5) a (2.8) y sean u y u las soluciones dee e,h,r
los problemas (PE) y (P ) respectivamente con Ï==f . Entonces exis€,h,T
te una constante c >0 sólo dependiente de los datos, pero no de e,h

ó T_, tal que
L 2 2

1 " " < L 2 + + _
(3.75) ¿11 f (8€(LH)-se(u2))-(Un-u2) —c{(€) (h e) +2 1

Demostración: La prueba sigue los mismos pasos que el teorema

(3.55). Sumandoen n (1 srlle 1a ecuación (3.35) y definiendo wL+1=0

obtenemos L
X T

n=1

1

VUn.an'_Be(Un)'É'(wn+1'-wn)I
9h

I L

=J Becuom gg; I fu wn
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donde wnevhm) , lsnsL . Procediendo análogamente con (5.70) resulta
L n 1

nyc] VYn-vwn- [Beber ¿sum - wnD
sz

L

=¿Be(uo)w1+nZ1TÁ fn l'bn '

Restando estas dos ecuaciones y reordenando obtenemos
L

(3.76) 1: {1T} (secun) 46612)) -%cwn+1-wn)n:
L

=¿1 TI nun-yn) -v=pn

+f (semb- 84:10))“
9h

L ..n 1 ..

+1“; TI secus) -T—(wn+1-wn)+ f esoow1
L 9h“! \Q

+ 21TI fn ’lbn=II+-III+IV+V+VI
911W

Para acotar cada sumandodefinimos previamente 1a.fami1ia de funcig

nes de prueba
L

1p=TX(U-Y) 1snsL
n ¡Fm k k

que juega el mismorol que la función u;(-,t) de (3.55) para el proble

ma semidiscreto. Claramente wnthCO) para todo n y entonces es ad
misible.

Reemplazandoen I resulta

L ..n L en ..n

I =ng1 r J (secun) - secuenarn-Yn) = g TÍ (8€(Un)-B€(u€))(Un-u€)
9h L 9h

+; r (6€(Un)-B€(ü:))(ü:-Yn)mí
“h
B

Ahora definimos la función auxiliar an(x) como
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-.n
secun) - secue) . un

anCX) = —__n—-— , 51 UniéuE
Un p ue

. .Jl
= Sl U =o ’ n ue

Por la propiedad (2.21) de BE tenemos que 0 san(x) 58-1 y

entonces podemos acotar B haciendo
L L

BS[nz1TÍ (BECUn)-B€(ü2))(Un-ü2)]1/2-[mL-¡Ian- ü‘Q-Ynfif/Z
0h 9h

1/2scA 2
1 h +

7’612 (71 2 T3

A

2
1 _ h_ _: 2- íA*°(e 31/2)

donde hemos usado 1a estimación (3.72).

Para II notemos que

II= -1' I nun-yn); V(Uk—Yk)s on-1 k-n
9h

por aplicación de (3.77), posterior a este teorema.

Con 1a estimación (3.44) podemosacotar III, resultando

L I
111:: Tf (BECuO)-B€(üo))(Un-Yn)

n=1 9h L

semi/lc; TllUn-Ynllzzfl”
n=1 L (52h)

L

“chef/Zn TIIUn-üre‘llzzWZ
n=1 L (0h)

L

+c(h+e)1/2(Z 1||üÏ___‘-Yn||22 )1/2
n=1 L (9h)

2

5% A+ c(h+c)+c(h+c)1/2(—}1177+T)
E

donde nuevamente hemos usado 1a propiedad (2.21) de Be . Para el resto

de los sumandosrecordemos que ü€(-,t) , y por lo tanto ü: (1 snsL) ,

ño y Í , y entonces fn (1 SnSL) , son acotados. El primero por (2.25)

y los otros por (2.5) y (2.8). Entonces el análisis de estos términos se
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reduce al Lema (3.73). En efecto

1/2 )1/2
L

IVs X TÍ IU —YIscl \QIn n 9h W)
Ï Il II2( T U -Y

n=1 ghw n=1 n n LZCQh

schzclí Tun-Y ||2 )‘/2
n=1 ' n n chszh)

5%!“ c(;}1172ï+ T)2

donde hemosaplicado (2.21) y (3.72). Análogas acotaciones son válidas

para V y VI .

Llevando las estimaciones para I a VI a la ecuación (3.76) ob

tenemos
1/21 h2 T 2 hz

íASC(-É*:77) +C(h+€) (m+T)+C(h*€)
que implica 1a tesis // .

(3.77) Nota: sean ans JRN, 1 snsL . Entonces se verifica 1a desi

gualdad L Ii0L - a 2 0
n=1 n k=n k

L

En efecto, llamando an=kznak resulta onn=an-an+1 para 1 snsL su
poniendo aL+1 = 0

Luego
L L L 1 L

n21Oln.an mk1121a“. (an-an”) :721 za“ . (an-an”)

L 1 L 2

ng1Can+an+1).(an_an+1) + Ï nZ1(an_an+1)
I-l
N

2 %nï1(a121-aí+1)=%aï 2 0 // .

(3.78) Corolario: Conlas mismashipótesis de (3.74) es válida la es

timación 2

(3.79) IIum,T -u€|l 2 Selhg+(h+€)1/2 +5771L (Qth)
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reDemostración: A partir de la definición (3.39) de ue h T _9 ’

snita IIu h -u,_JI2 s c É ft“ lIu c ,t)-u (-,t )I|í dt)1/2
e’ ’T L (QnQQ n=1 t e e n L (erflh)' n-l

L

+(ZIHQ-%HÉ )”2.
n=1 L (Q n gh)

Luego empleando las desigualdades (2.37) y (3.75) se acotan el primer y

segundo sumando respectivamente Á’.

(3.80) Nota: las mismasestimaciones (3.75) y (3.79) son válidas si el

problema discreto se propone con Ï==fI , siendo f un dato en las hipó

tesis de (3.47) // .

(3.81) Nota: las mismasestimaciones (3.75) y (3.79) se extienden al

problema (P ) asociado a la ecuación parabólica (2.49) con idénticae,h,r
demostración (ver (3.36)) // .

Elígiendo el dato inicial más cuidadosamente es posible mejo

rar la estimación (3.75).

(3.82) TEOREMA.Supongamosque los datos satisfacen las hipótesis (2.1)

a (2.3) y (2.5) a (2.8) y además uOSHZm) ó uo, Fo y Fn verifican las

condiciones del Lema(3.46). Siendo uE y uE h T las soluciones de los9 ,

problemas (Pe) y (Pe h T) con Ï==Ï , existe una constante c:>0 depen’ ,

diente de los datos, pero no de c, h ó T , tal que
L 2«n «n h T Z

(3.83) n21r f (BECUn)-B€(u€))'(Un-u€)sdïïm)
9h

Demostración: idem (3.74), con (3.46) en lugar de (3.44) Á/.

(3.84) Corolario: En las mismashipótesis de (3.82) resulta

osa nu -uu <dfi44%9
€,h,r e L2(Q(1Qh) e E1 2

(3.86) Nota: caben para (3.79) y (3.84) los mismos comentarios de (3.66)



y (5.67) Á’.

(3.87) Nota: las estimaciones [3.83) y (3.85) se extienden al proble

ma (P ) asociado a la ecuación parabólica (2.49) sin variante en las€,h,T
pruebas // .

3.4.2'29 EsguemaDiscreto

El esquemaanterior tiene el inconveniente que la definición

de gn y fn no es puntual, resultando poco atractivo desde el punto

de vista numérico. Es naturalmente preferible poder expresar los datos

gn y fn a partir de valores puntuales de g y f y no mediante pro
medios. Es claro también que esto requerirá mayor regularidad de f y g

(ver (3.25) y (3.26)).

Comoocurrió en 1a sección anterior, la estrategia para la ob

tención de la estimación del error consiste en definir una adecuada fun

ción auxiliar que haga las veces de Yn

Sea WC',t) la función que verifica

w('7t)€Vh(g(°stn))
(3.88)

[VXW(°,‘C)'W+I3%8€(u€(°,t))w=íf(°,tn)w ,
Q Q

en c.t.p. t , tn_1<tstn , y para toda función wth(0) , 1snsL .
q.

Nuestro propósito es comparar W con ue . Notemos que llaman

do w€(-,t) eH1(Q) a la función que en c.t.p. t , t <t:stn ,es solgn-1
ción de

“€(',t) = g('stn) 9 en ag

[vxmeo,t3'vw+[ alt 8€(uEC',t))°W=Jf(',tn)Ib
sz 9 s2

para toda ÚJGH;(Q). Entonces W(-,t) es la proyección H; de w€(-,t)
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sobre el espacio Vh(gn) en c.p.t. t , tm] <tstn (1 snsL) .

Por otra parte, de 1a formulación débil (2.17) para u es clgE

ro que u€(-,t) satisface en c.t.p. t, t <tstnn-1

u€(-,t)=g(°,t) en 89

JVu c. t).vw+]ie (u c- t))-w=[fc- twx e ’ at E: e ’ ’
9 Q Q

para toda Ip¿HÁUD .

(3.89) LEMA.Sean uE solución del problema (PE) bajo las hipótesis

(2.1) a (2.3), (2.5) a (2.8), [3.25) y (3.26) y W solución de (3.88).

Entonces existe una constante c >O dependiente de los datos, pero no

de e,h6‘r,talque
2., h

(3-90) “W'UEH 2 5C(Tz-+T)
L (Qh) e

Demostración: La prueba está basada en el Lema (B.29). Para

ello notemosque los datos g y f , verifican las hipótesis de este lg

ma, y entonces sólo resta verificar la condición (B-21) para me Sea

. = - . ' svv€( ,t) (wEu€)( ,t) , que satisface en c.t.p. t , tn_1<t tn

v€(',t) =g(' 9tn) ' g(.9t)

[vxv€(-,t)-vw=[(fc-,tn) - f(-,t))w
9 9

para toda ¡ycHgm) , 1 sn sL , i.e. es solución del problema de contor
no elíptico

-Axv€(-,t) =f(-,tn) - f(-,t) =F en Q

V€(°,t) =g('atn) - 80,11) =G en 39

con F cLWCQ), Gewím) . Entonces recurriendo a la observación (B-23)

concluimos que vE verifica (B-21), y comotambién esta propiedad es vá

lida para ue por (2.31), resulta cierta para me . Luego aplicando (B-Z9)
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obtenemosen c.t.p. t , tn_J <tst n >

.. 2(W- )(°,t) SCh (1+ (',t)|
II ue anmh) u ue ¿{sz

+ f('9t )'f(')t) +| gC':t 'g 'vt)
ll n “¿Mu n) ( HH1m

Recordandolas estimaciones a priori (3.53) y (2.38), y las hipótesis

(3.25) y (3.26), esta expresión se transforma en
2.. h

II(W'Ue)(’,t)IL2(flh)SC(Ñï+T) 0<t<T
que integrada en t , 0 <t<T , proporciona (3.90) como queríamos demo_s_

trar // .

Ahora estamosen condiciones de definir la función auxiliar a

la que nos referimos al principio del parágrafo y que llamaremos Wn

Sea 1 tn
W(x) =—[ W(x,t) dt lsnsLn ‘l'

n-1

Entonces wn satisface el problema

wn eV'h(gn)

[vwnvwf ¿[secuD-eecu‘Ïn-w=jfnnp
52h Q Q

n
para toda wthCO) , 1s ns L , donde ue =u€(-,tn) . A continuación enu_n_

ciaremos una estimación para la distancia entre las familias (wn) y (ug)
que se corresponde con (3.71) del 19 esquema discreto.

(3.91)

las hipótesis (2.1) a (2.3), (2.5) a (2.8), (3.25) y (3.26). Entonces
LHVIA.Sea ue la solución débil del problema (IPS) que verifica

existe una constante c >0 dependiente de los datos, pero no de e, h

ó T , tal que
L 2

(3.92) (¿11” wn-ü‘:“526119)1/2“(E-2‘77”)

)
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Demostración: idem (3.71) con (3.90) en lugar de (3.52) Á/.

Comoen el parágrafo anterior, la desigualdad (3.92) permite

comparar ue con u . Omitiremos 1a prueba de los resultados por€,h,T
que se obtienen exactamente igual que (3.75), (3.79), (3.83) y (3.85).

(3.93) TEOREMA.Supongamosque los datos satisfacen las hipótesis

(2.1) a (2.3), (2.5) a (2.8), (3.25) y (3.26) y sean ue y ue h T las

soluciones de los problemas (PE) y (P ) con Ï==Ï . Entonces existe€,h,T
una constante c:>0 sólo dependiente de los datos, pero no de c, h ó T,

tal que
L 2 2en en h 2 T

ng; j (6€(Un)-B€(u€))(Un-u€)seu? +(h+e)+?1

(3.94) Corolarío: Con las mismashipótesis de (3.93) es válida 1a es

timación 2
h 1/2 T

II u 'u II S C[(—) + (h+e) + ]
€,h,T e L2(Q¡1Qh) c E172

(3.95) Nota: tanto (3.93) como (3.94) permanecen válidos si se toma

Í = fI en el problema discreto, para f en las condiciones de (3.47) Á/.

(3.96) TEOREMA.Supongamosque los datos satisfacen las hipótesis (2.1)

a (2.3), (2.5) a (2.8), (3.25) y (3.26) y además quHZm) ó uo, F0,

Fh verifican las condiciones del Lema (3.46). Siendo uE y ue h T

las soluciones de los problemas (PE) y (PE h T) con Ï==Ï , existe una

constante c:>0 dependiente de los datos, pero no de e, h ó T , tal

que L h2 2a.Il ..n T

¿1T f (8€(Un)-B€(u€))- (un-ue) s ccï+ E1/2)

(3.97) Corolarío: Conlas mismashipótesis de (3.96) resulta

llu -u u “(É-TT )
€,h,T e L2 e e1 2(Qth)
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(3.98) Nota: dado que la estimación (3.92) también es válida para el

problema de Stefan asociado a 1a ecuación parabólica (2.49), todas las

estimaciones de esta sección se extienden a este caso más general fl'.

3.4.3. Relación entre los Parámetros e,h,r

En 52.3 hemos probado 1a estimación
1/2IIu-ucllz

L (Q)

que parece Optimal (ver (2.62)), siendo u y ue las soluciones de los

problemas (P) y (PE). En consecuencia la más adecuada relación entre los

parámetros e,h,r será aquella que proporcione para ||u -u H
c €,h,r L21/2 (Qth)un orden e

Para las condiciones (2.5) y (2.7) sobre u , y eventualmenteo

(3.47) para f , tenemos la estimación
h2 1/2 T

Il u -u ll sc (—+(h+e) + )
e c,h,r L2(Qth) e EZ172

para ambosesquemasdiscretos (ver (3.79) y (3.49)). De esta desigualdad

es claro que 1a restricción a imponer es:

(3.99) h sc1 e , r sc2 c

Si el dato inicial es más regular (ver (3.42)) y/o 1a malla de elementos

finitos se elige en correspondenciacon la frontera libre inicial (ver

(3.46)), la estimación obtenida fue

Hue-ueh TH2 ¿Jr-#2)
, ’ L (Qth) €

para ambosesquemasdiscretos (ver (3.85) y (3.97)). Luegopara esta si

tuación másrestrictiva la relación correcta es

(3.100) h s c153/4 , r s cze
que es claramente más fina que (3.99) porque asintóticamente resulta h >>e.

Si además 1a solución u es no degenerada (ver (2.62)) 1a relación es
3/2

h s c1 e r s c2 e

para obtener una convergencia de orden e .
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(3.101) Nota: las relaciones (3.100) fueron también encontradas en

[J-R] para un problema de Stefan con condiciones de contorno de tipo

Neumannno lineal, suponiendo u042H2(Q) y empleando una metodologia de

análisis diferente a 1a presentada en este trabajo Á/.

(3.102) Nota: las restricciones (3.99) y (3.100) también son válidas

para el problema de Stefan más general originado por la ecuación parabó

lica (2.49) (ver (3.98)) Á’.

)53.5. PROPIEDADES DEL PROBLEMA (P E,h,T

En esta sección mostraremos que algunas propiedades del proble

ma (P) son heredadas por (P ), tales comola acotación uniforme ene,h,r
W3’1(Qh) y 1a estabilidad de soluciones. La primera nos servirá incluso

para dar unapruebaalternativa de la existencia de solución del problema (P).

3.5.1 Acotación Uniforme en }V;’1_(Qh)_

Daremosinicialmente una prueba de una desigualdad discreta de

tipo Gronwall.

(3.103) LEMA.Sean an, bn220 , 1 sr1s1,, una familia de números rea

les tales que
n

ansrg aí+bn 1snsL1-1

Entonces si indicamos con c= nmx bn resultalsnsL

(3.104) ansc(1-r)‘“ 1snsL

Demostración: Llamemos a ==1E a. , 1 sr151.. Entonces las

familias (an) y (bn) verifican _

_1_(a —a )—a sbT n n-1 n n

La idea de 1a demostración consiste en multiplicar ambos miembros por una

función que haga las veces de factor integrante. Para ello proponemosla
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familia auxiliar de númerosreales positivos definida por la relación de

recurrencia

fo=1

l (f -f )——fT n n-1 n-1

Claramente resulta fn=(1-T)n . Entonces multiplicando por fn_1 la dg

sigualdad anterior y sumandoen n para 1 sn sk obtenemos (suponer

0L =0)o k k-1 n-1[a (1-T)n-a _ (1-1)“ 5T z (H) b
n=1 n n 1 n=1 n

o equivalentemente
k

aksm-Tsz (1-10”1bn 1sksL
n=1

Luego reemplazando en la inecuación para ak resulta
k-k _

aksm-r) an-T)“ 1bn+bk
que implica

k
aksc[1(1-T)_kz (1--r)n'1+1] sc(1-r)'k

n=1

como queríamos probar // .

Ahora vamosa enunciar el resultado de acotación uniforme en

WÉ’RQ) , cuya prueba es una versión discreta de (2.42).

(3.105) TEOREMA.Supongamosque se verifican las hipótesis (2.5) sobre

uo , (3.26) sobre f y que gewí’zco) . Sea (Un);1 la solución del
problema discreto (P ) para el 29 esquemadiscreto (ver (3.41)). En€,h,‘l’

tonces existe una constante c >0 sólo dependiente de los datos, pero

no de e, h 6 r, tal que

(3106) max IVUIZ+IÍT iman-¿(u ))l(u-U )sc' 1snsL n n=1 1 en en-l T nn-1

Demostración: Recordemos de (3.38) que el problema (PE h T) ad

mite una única solución (Un) que satisface para 1 SnSL
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1 _

[vun'vw+; (schn)-e€(un_1))w—j fnw
Qh 9h

para toda Ipth(O) . Proponemos como función de prueba

w =lI(U -U )-( 1- I n 15n<Ln T n n-1 gn gn-I ‘

que resulta admisible, pues Unth(gn) . Reemplazandoen la ecuación

anterior y sumandoen n , con 1snsk tenemos:

(3107) I+II=lz<1 VU-lv(U -U )+l (e (U )-s (U )) l (U -U )
' n=1 n'r n n-1 T e n e n-1 T n n-1

k
_ .1 I_ I
—n21TJVUn 1: V(gn gn-1)

9h
1 .1 I I

T Fceemn) h88(Un-1M'ïcgn-gn-1)+
nll(N47:I1

+
"IN/l?!l 'l

+
n

fT n

9h

TJ fn (Un-Un-1)

Í
I I _

(gn-gn_1) —III + IV+V+VI
IIMK‘

-||—I

9h

1
9h

Comovu -lv(u-U )=l(|vu IZ-IVU ¡2)+¿|v(u-U )|2 resultan 1 n n-1 2T n n-1 2T n n-1

para I
k

1 2 2_1 2 1 I 2
1271121] lvun| -|vun_1| -7] ¡vuk| 7] IVuo|

9h

Por otra parte para III tenemos
k k

1 Z 1 I I 2

III SÏRLTJ IVUnI +2ng11 _-[-|V(gn-gn_1)| ,

y para IV
k k

Iv= Z THwn-Ump %(g¡I¡-g¡11_1)+nz1ïI%(x€(Un)-x€(Un_1))% (gi-¿4)
Qh _ Qh

n=1

1 k 1 U - U 1 U -U
52121 TÍÏmEC n-1) BECnn ?( n n-1)

Qh



que fue obtenida por (2.21) y una reordenación de la sumatoria del segun

do término.

Para V empleamosnuevamente (2.21) resultando

Vsllf las (u)-B(u nltu-u w415 f24_Trcncn-1rnn-1_Tn
11-1 n-1

1

Con las estimaciones obtenidas y las hipótesis sobre f , uo y g , de

(3.107) sigue 1a expresión

IVU I2-+ É l-(B (U )-e (U )) l-(U -u )k n=1TTcnen-1Tnn-1
%1

k
2

SX Tílvul +b 1sksL ,¡1:1 n k

con bk acotado independientemente de 6,11y r . Luego llamando

an=í IVUnl2 y aplicando el Lema(3.103) a esta última inecuación obte
Q

nemoshla tesis // .

(3.108) Nota: dado que Unth(gn) , la estimación (3.106) implica que
la función v definida por:c,h,r

-1 _ l 
V€,h,T(x,t) —T(tn t) Un_1(x) +T (t tn_1) UnCX) , tn_1<t stn ,

tiene una norma WÉ’RQh) acotada independientemente de c, h y r . En

tonces como ah+n es claro que para cada compacto KcQ se puede ex

traer una subsucesión de vE h T que converge a una función u fuerte
, 9

mente en LZCKx(0,T)), débilmente en ï\’;’1(Kx(0,T)) y en c.t.p. de
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Kx(0,T) cuando c,h,'r+0 . Ademásla familia u converge ene,h,1'
LZCKx(O,T)) y en c.t.p. de Kx(.0,T) a la misma función u , y

, . 2
qu€,h’T->qu deb11en L (Kx(0,T)).

Sea ll) regular con soporte contenido en 9x [0,T) . Llamamos

uahT al interpolante de Lagrange en la malla (x,t) y ¡ph, fh a las
9

funciones que en (tn_1, tn] están definidas por:
I

thx/c) =w (x,tn) fhcx,t) =f(x,tn)

Entonces de (3.35) resulta

V u - V - B (u )¿ lllx €,h,T xwh e e,h,‘r at h,‘r

= B(u1)w1(- o)+ f we o ’ h h

3 8 2 .

y como wah-Wxtp , a—twh,T-> Eu) , Lph-Hp fuerte en L (Q) es fác1l

probar que u verifica (2.17), vale decir u es solución débil de (P)

(para los detalles ver [K], pág. 504).

Esto proporciona una prueba constructiva de existencia de solu

ción de (P) pero con hipótesis más fuertes que las empleadas en 52 , pués

gewï’zm) y f satisface (3.26) (29 esquemadiscreto) //.

(3.109) Nota: 1a estimación (3.106) al igual que (3.108) también son

válidas para el problemadiscreto asociado con la ecuación parabólica

(2.49) // .

3.5.2 Estabilidad de las Soluciones Discretas

El propósito de este parágrafo es probar la dependencia conti

nua de las soluciones discretas respecto de los datos del problema (PE h T),, ,

obteniendo una versión discreta de la estimación (2.87).
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(3.110) TEORDIA.Sean (Un) y (Ün) las soluciones del problema

(PE h T) que respectivamente corresponden a los datos u°,g,f y 80,33 .
9 9

Entonces existe una constante c >0 sólo dependiente de Q y T , pero

no de e,h, 6 T , tal que

(3.111) n: r f (Un-fin)(8€(Un)-B€(6,1))

I AI 2 L *
sec] Isecuoyeemon + g r] Ifn-fn

QhL n-1

+ccng1r] ¡gi-gílzflvcgfi-¿finzfl’z
9h

Demostración: Sea Vn , 1snsL , la familia de funciones aux;
liares definidas por

vn e vh(gn)

[VO/n-Un) -vw= o

para toda wthCO) . Análogamentea (2.79) resulta
"I

IIV -U ll SC|| I- II
n n H1mh) gn gn H1mh)

que puede obtenerse, por ejemplo, proponiendo Ip= (vn-Un) - (¿-gllï) y usan

do la desigualdad de Poincare.

Para cada n , 1snsL , Vn verifica

JVVn°VID+%(BE(Un)-B€(Un_1))w=J fn w ,
9h

de donde por sustracción de esta ecuación de la (3.35) correspondiente a

Ün , suma en n y reordenación de términos (suma por partes) obtenemos
L

1= 214 (secunysewnn; (wn-wn”)n:
L

- A I A1'

_ 1.1211}VCVn-Un)-an+I (8€(u°)-B€(uo))¡p1
9h
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L _ A

+ 2] TI (fn—fn)1pn= II +111+ Ivn=_

Elegimos como función de prueba
L Aw=12(v-U).

n k=n k k

Entonces tenemos, procediendo comoen (2.76), las siguientes

estimaciones

I 2%]: Tj (¿mp-64611)) (un-fin} ccnï1 T ll gfi-éfilü (911))1/2

II SO

III 5%:21 TJ (BE(UH)-B€(Ün))(Un-fin) +CÍ Webb-845g) I2
0h

L
+ I_-AI 2

1 L " A L A 2

IV 5'4-nz.‘ TJ (85(Un)_BE(Un))(Un-Un)+an1 Ti lfn-fnl

L
I AI 2

+C Z TIl - II
n=1 gngnnlmh)

que implican la desigualdad (3.111) que deseábamos probar Á’.

(3.112) Nota: la estimación (3.111) también es válida para el problema

discreto asociado a la ecuación parabólica (2.49). La prueba es la míSmaA/.

(3.113) Nota: observemos que el 29 esquema discreto puede estudiarse a

partir de (3.111). En efecto si indicamos con (Un) y (Ün) las solucio

nes de (PE h T) con datos (3.40) y (3.41) respectivamente, resulta por
9 ’

[c-1] (pág.124).

IIH-‘H-C-‘m schu fu
wn wm ¡11%) gngnwím)

y luego por las hipótesis (3.25) y (3.26) tenemos
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L
A 2

“211-”Un-UnHLZUZh)S C(T+h) 

Según (3.99) h'vr'be , de modoque resulta el mismoorden de

convergencia que el probado en (3.94) // .
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CAPITULO 4

RESOLUCION DEL PROBLEMA DISCRETO

Hasta el momentose ha estudiado el problema discreto en relg

ción a1 problema continuo pero nada se ha dicho acerca de la obtención

efectiva de la solución discreta. El propósito de este capítulo es pre

sentar un algoritmo de resolución aplicable a ambosesquemasdiscretos y

que permite la verificación de las estimaciones teóricas del Capítulo 3.

Se trata de un métodoiterativo basado en la teoría de conver

gencia bajo orden parcial. Permite realizar los cálculos sin resolver

ningún sistema algebraico de ecuaciones, ni invertir o transformar matriz

alguna, por lo que posee una relativamente simple implementación computg

cional.

Se prueba en 54.3 la convergencia del algoritmo, resultando es

timaciones de error por componentes, y luego en norma Lw(9h) , lo que

da una idea local del orden de convergencia para cada etapa en el tiempo.

En 54.4 se estudia el error global introducido por el método, vale decir

el error en norma L2 del espacio-tiempo.

Finalmente se obtiene un resultado de monotonía de soluciones

discretas basado en las características del algoritmo y de la malla de

elementos finitos para la cual está previsto.

54.1. PRESENTACION DEL ALGORITMO

4.1.1 Notación III

(4.1) {U}I]'1'=1família de vectores solución del problema discreto,i.e.

Un=(Uni)I son las ordenadas de la función homónimai=1
definida en (3.35) en los nodos internos de la trian

gulacion Fh .



(4.2)

6

donde

(3.9)

vho)

(4.3)

(4.4)

mente superior e inferior

A = D- (L+U)

(4.5)
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{Cn};1 conjunto de vectores datos de contorno, i.e.
Ï

G = (G .) tal que
n m. i=I+1

1 t
G . =—J n g(x.,t) dt , (19 esquema discreto)

ni T t 1 1n

Gni=g(xi,tn) , (29 esquemadiscreto)
a.

{x1}I1:1 es el conjunto de nodos de 1a triangulación definido en

Recordando que {mi}Ï=1 es el conjunto de funciones base de

(ver (3.12)) definimos

{l'<‘n}II;=1conjunto de vectores fuente o de generación interna
, _ I

de energia, donde Fn- (Fni) i=1
t ..

n J f(x,t) wi(x) dxdt , (19 esquemadiscreto)
n-1 52h

Fm: Í 'f(x,tn) wiCX)dxdt ,

-1
I=ni_'r L:

(29 esquema discreto) .

A= (aij) matriz de rigidez, vale decir 1a matriz Ae L(1RI)
definida por

aíj =Í Vmi-ij
9h

Vamosa descomponer A en sus partes diagonal D , estricta

1si,jsI .

-U y -L respectivamente. Entonces

. Como A es simétrica L=Ut .

Para la ecuación parabólica (2.49) la definición es

a.. =Í (Km-wi).ij 15 1,5s 11J

Á: (aij) matriz rectangular de orden I x (Ï-I) definida por

1sisI , I<jsÏ
aíj =Á Vouiijh
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(4.6) M=(mij) matriz de masa, vale decir la matriz cuadrada I xI
definida por

mij=Imi mj 15i,jsI
Qh

Consideremos M descompuesta en su parte diagonal b11 y

MZ=MuM1 .

(4.7) Bn :DRI-+ DRI (1 srlsIJ operador no lineal definido por com

ponentes como N
I I

an U= J 38(¿1 Uíwi +i=%+1 ani wifiuj 1 sj s I

En general BE se puede suponer de la forma (2.48), aunque

por simplicidad se trabajará con Be definida por (2.19). Comopuede
comprobarse en 1a prueba de cada resultado, esto no es 'una limitación,

extendiéndose las demostraciones sin variantes a este caso.

(4.8) {bn};1 conjunto de vectores dato para el n-ésimo paso en
el tiempo, definidos por

—f l
bn_ A Gn + T Bn-1Un-1+ l:n

(4.9) p(P) radio espectral de 1a matriz P e LURI)

4.1.2 Hipótesis sobre la Triïgulación

(4.10) La triangulación Fh es de tipo estrictamente no negativo,

vale decir que los coeficientes aij satisfacen:

(4.11) ai].<0 si i94j (1sisI,1'sjsÏ) , y los nodos i,j perte
necen a1 mismoelemento finito

I

(4.12) aijzo 1s1sI .
3-1

(4.13) Nota: 1acondición (4.10) se verifica para elementos finitos n

simples de Iagrangc del 19 tipo si ademásse verifica la siguiente pro

piedad geométrica (ver [C-R] o [2]):
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"Para todo Ke Fh y para todo vértice P e K 1a proyección de

P sobre el hiperplano soporte de la cara opuesta pertenece al interior

de esa cara".

En el caso Z-dimensional (N=2) equivale a decir que los ángu

los internos de K sean menores que n/Z . Para 1a ecuación (2.49) es más

difícil establecer Lmapropiedad del tipo (4.10) porque claramente depen

derá de la matriz K(x) e L(]RN). En lo que sigue nos referiremos al caso

K(x) =I // .

(4.14) Fh satisface una hipótesis inversa, i.e. existe una constante
v >0 independiente de h tal que

h s vhk , para todo Kth .

4.1.3 El AlLoritho de Resolución

Eligiendo en 1a ecuación (3.35) comofunciones de prueba la fa

milia {mi};1 de funciones base de Vh(0) obtenemos la ecuación

1 _
(4.15) A un? Bn Un —bn

Trataremos de obtener 1a solución Un comopunto fijo de un

operador contractivo. Para ello noten'os que %A-1Bn en general no será

contractivo debido a que Bn tiene un crecimiento grande fijado por e .

Hablando imprecisamente podemosdecir que el método consiste en asociar

con A una parte importante de % n , que simultáneamente controle el
. . 1 .

crec1m1ento de 7r-Bn e incremente el de A .

Consideramos A y M descompuestas según (4.4) y (4.6). Sea

E = (1+c-1 _1 . Claramente la ecuación (4.14) es equivalente a)

1 1 _ 1 1 __1_(D'ïL+ EMl) Un-(2L+U+KPH TEn)Un+bn
I I

de donde Un es un punto fijo del operador Tn : JR +1R definido por
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(4.17) Tn U= (13-; L+-2—;?M1)'1[(%L+U+ï;-.TM1 Bn) U+bn]

B1resultado principal de este capítulo consiste en demostrar

que Th es un Operador contractivo. Mas aún que existe una matriz P

(independiente de n )

(4.18) P 20 , p(P) <1

(p indica el radio espectral) y tal que

(4.19) ITnU1-TnUzlsP-II11-IIZI , U1, U2e IRI ,

donde IUI indica el vector obtenido con los módulos de las componentes

de U (ver [O-R], pág. 433) y 1a desigualdad (4.19) se entiende por com

ponentes al igual que (4.18). Un tal operador se denomina P-contracción.

(4.20) Nota: la matriz P resulta ser

_ -l _1_ '1 l T1P‘ (D 2L+ZET VI1J (2L+U+2€T “1)

que es independiente de n , 1 Sn sL // .

El algoritmo consiste en resolver el problema
o: = I

Un Un-l (U6 no)

k _ k-1
Un — Tn Un , 1<21

. oo

para el cual es p051b1e controlar el error en norma L (9h) comoveremos

seguidamente.

54.2. CONVERGENCIA Y ESTIMACIONES DE ERROR

En este parágrafo emplearemosvarios resultados sobre operado

res definidos en espacios de dimensión finita, que serán enunciados sin

demostración como Lemas, y que pueden hallarse en [O-R] .

(4.22) Definición: Decimos que una matriz A<:L(]RI) es una M-matriz
-1

si A es inversible, A 20 (desigualdad entendida por componentes),

y aij so para i.#j (1si,j sI)
Entonces tenemos la siguiente caracterización de M-matrices

(ver [O-R], pág. 54)
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(4.23) Sea A unamatriz, AeLÜRI)con aij50 si i #j
Entonces A es una M-matriz si y sólo si

(4.24) los elementos diagonales de A son positivos

(4.25) 1a matriz B=I -D_1A con D=diag> (A) satisface p(B) <1 .

Otro resultado auxiliar que emplearemosestablece condiciones

que implican (4.25) (ver [O-R], pág. 55).

(4.26) M. Sea BeLURI) irreducible. Si Ibij| s1 , 15151 ,
y la desigualdad estricta vale al menospara alágn i , entonces o(B) <1.

Sean A,B€L(]RI) . Decimos que A=B-C es una partición regg

lar de A si B es inversible, B-120 y C20 . El próximo resultado,

que puede hallarse en [O-R]pág. 56, establece una condición equivalente

a 1a definición anterior.

(4.27) LIMA.Sea Ac LURI) y supongamos que A=B-C es una partición

regular de A . Entonces p(B_1C)<1 si y sólo si existe A-1 y A'1 20.

Ahora vamosa obtener propiedades de las matrices de rigidez

A y de masa M definidas en (4.4) y (4.6) respectivamente.

(4.28) LIMA.Si 1a triangulacíón espacial Fh satisface (4.10) enton
ces A es una M-matriz.

Demostración: Claramente es aij s 0 si i #j , puesto que por

(4.11) ai]. <0 si i,j pertenecen al mismoelemento finito, y si no

a.. = 0 por ser {mi} localmente soportadas. En consecuencia podemos13

aplicar el Lema(4.23), para lo cual sólo debemosverificar (4.25).

Notemosque A es una matriz irreducible diagonalmente dominan

te, pues por (4.11) y (4.12)

-a.. 2 0
+1 1-] ’

HMl-H

É
a..2

j=1 13 j:

y entonces

(4.29) a.. 2 X a..= Z la..|
n j=1,j#i 13 j=1,j#i 13
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Además cuando xi es un nodo próximo a 39h en el sentido que

existe Kth con xieK y chKnBQh para algún j, I<jsÏ ,

entonces aij <0 y la desigualdad (4.29) es estricta. En consecuencia
A es diagonalmente dominante. Para probar que A es irreducible basta

observar que la condición (4.11) implica que para cualquier par de índi

ces i,j existe una sucesión de elementos no nulos de A de la forma

{a ., a. .} , lo que geométricamente se interpreta diciendo que en.. ,
111 1m]

tre los nodos internos xi,xj se puede establecer un camino interno en
la malla espacial que los conecta. Esta propiedad equivale a la irreduci

bilidad (ver [O-R], pág.47).

1Luego la matriz B= I -D' A es irreducible, y su elemento

(i-j)-ésimo verifica

bij = ° , si i=j
_ -1 . _ .
_-aij.aii ,51 17€]

de donde por (4.28) se sigue que

Í I I É I '1I " Ï I Ib-- = a..'a.. =a.. a__
J'=1 13 j=1,j#i 13 11 11j=1,jaéi 13

s1

verificándose la desigualdad estricta para al menosun i . Entonces apl_i_

cando (4.26) obtenemos la tesis // .

(4.30) Eot_a: el Lema (4.27) implica el Principio de Máximodiscreto

(ver [Z] 6 [C-R]). En efecto, si x indica 1a solución de Ax=b enton

ces x1 5x2 para. b1 sb2 , que es un resultado de comparación inmediato

de (4.28). Consideremos ahora xa JRI solución de Ax=-Ï\G . Entonces se

verifica

max xi s max GE (principio de máximo)
1 s i s I I < í s I

Para probar esta desigualdad llamemos a=max Giw , y notemos que el vec
I < i s I

tor xa JRI definido por xi=a , 1 s i s I , satisface 1a ecuación
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a. o.
I I

ASC=-A3 , con C. =a (recordar que 2a.. = Vm.-V( X m.) =0) . Pero
1 .=1 1] 1 j=1 J

como C26 y ÁSO por (4.11), aplicando e resultado de comparación

se sigue que xsi comohabíamos emmciado // .

El siguiente Lemavincula a las matrices de rigidez A y de

masa M con los parámetros del problema: e,h,'r .

(4.31) LENA.Si la triangulación Fh satisface las hipótesis (4.10) (4.14)

yes regular (ver (3.23)) entonces, para todo e >0 suficientemente peque

ño, existen h y T compatibles con las estimaciones (3.99) tales que
1(4.32) “MEM2

Demostración: debemos probar que -aij 2 (ET)' mi]. con i i‘j ,
o sea por (4.4) y (4.6) que

1 . .

-IVinwjzaaíwiwj 17‘]
9h

Bs claro que resulta suficiente considerar el caso en que los soportes de

mi y mj son no .disjuntos, o_equivalentemente que los nodos xí y xj

pertenecen al mismoelemento finito. Como Fh satisface las hipótesis

inversa (4.14), (4.11) y ademáses regular, tenemos

N-Z N
J Vwiij 2C1h , Íwi mjsczh

Qh

donde c1, c2 >0 son constantes independientes de h . En consecuencia eli;
Zc

giendo T 2 C2 e y h=e , que sonrelaciones compatibles con (3.99) resulta
1

N1 h N-2 . .
Emij sc2 ESC.‘ h s-aij 1943

con lo que queda probado el Lema // .

(4.33) M: el hecho de que TE:Mhz sea 1a relación adecuada en (4.31)

y luego permita obtencrunresultado de convergencia en meh) sugiere que
e mr Nh obtenida en (3.99) es la relación de los parámetros más natural // .

Recordemos que un operador F : lRI-> JRI es isótono si FU1SFU2

para U1sU2 , U1, U2c JR (desigualdad entendida por componentes).
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Ahora vamos a enunciar algunas propiedades de Bn , 1 sn sL ,

necesarias en lo que sigue.

(4.34) LIMA.131operador Bn : JRI +1RI definido por (4.7) es Lipschitz

continuo e isótono. Entonces admite derivadas parciales en c.t.p. de JRI

y su matriz Jacobiana J(Bn) verifica
1

(4.35) 0sJ(Bn) SEM

donde M es la matriz de masa de (4.6) y E= (1+e:_1)-1 .

Demostración: que Bn es Lipschitz continuo e isótono se des

prende directamente de la definición y la propiedad (2.21) de BE . Lu_g

go 1a existencia de 1a matriz J(Bn) en c.t.p. de JRI se deduce de la
teoría de diferenciación de funciones monótonas de JR en IR . Finalmente

la desigualdad (4.35) es inmediata por simple cálculo // .

(4.36) TEORHHA.Sean A una M-matriz, AeLÜRI) , B unoperador

isótono continuo en IRI con matriz Jacobiana J (B) tal que 0 sJ (B) sN ,

con NeLURI) y que verifica L+U2 N2 (N1=diag N , N2=N-N1) . Entog

ces el operador

T:]RI-> JRI

x -»Tx = (D-%L+%N1)'1(U+%L+%N1-B)x
w _ -l l '1 l l

es una P-contraccmn, con P-(D 2L+2N1) (U+2L+2N1)

Demostración: Llamemos H al operador sobre IRI definido por

Hx=(U+%L+%N1-B) x

=(U+%L-%N2)x+(-;—N-B)x.

Comopor hipótesis L +U2N2 , tenemos que

1 1 1 1 1 1

I(U+ï L-ï N2)X1'(U+ï L'ï N2)X2IS (U+'2-L 'ï N2) X1'X2I .

Ahora vamos a estudiar 1a parte no lineal de H . Usaremos la

siguiente notación:
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xi=(xi1, xiz, ..., in) i=1, 2

yk=(x11, x12, ..., xïk, x2k+1, ..., x21) 1sksI

yo="2 ’ yI=x1

Como B es isótono e yk, yk_1 difieren en una sola componente, podemos

decir que para 1 sks I

° sBi yk ' Bi Yk-1snikcx1k ' x2k) ’ Si x1k 2x2k

o ¿Bi yk ’ Bi Yk-1 2“11(("1k ' sz) ’ Si x1k SX2k

Entonces tenemos para la i-ésima componente de la parte no lineal de H
I

1 1 1

¡(7 N'B)ix1 ' (í “4331le = l z ï “ikCX1k'X2k3' (Bi yk “Bi Yk-Wk1
l
2

I
1

5 ¿Inik IX11<'x2kI57 Nilele
Luegopara el operador H resulta la desigualdad

1 1 1

IHX1'HXZIS(U+ïL'ïN2)° X1'XZI +ïN' X1'X2I
1 1

s (U+ï L+-2-N1). x1-le

y por la definición de T claramente para todo x1 , x2 e IRI se verifica

1 1 -1 1 1 _.ITX1'TX2IS(D-ïL+ïN1)(U+ïL+ïN1)’IX1'X2|-P x1' le

Para probar que T es una P-contracción es necesario comprobar

que P 20 y p(P) <1 (ver (4.18)). La primera propiedad es trivial y la

segunda se deduce de la teoría de particiones regulares de matrices. En

efecto A = (D -—;—L +% N1)-(U+% L +% N1) es una partición regular de A

pues (D -% L +17 N1)'1 2 0 (por ser D +-;—N1 2 0 diagonal e inversible y L 2 0

estrictamente triangular inferior (ver [O-R], pág.53)) y U+% L+-12-N120.

Además de (4.28) A es una M-matriz y por ende A'1 20 . Luego aplicamos

el Lema (4.27) y concluimos que p(P) <1 como debíamos demostrar // .

La definición de P-contracción reune los conceptos de contrac

ción usual y de orden parcial. Esta propiedad se encuentra en el estudio

de 1a existencia de puntos fijos, comolo demuestra el siguiente resulta
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do probado en [O-R], pág. 433, que establece la convergencia de un esque

ma iterativo dando estimaciones locales del error.

(4.37) LEMA.Supongamos que T: IRI+ JRI es una P-contracción. Enton

ces para todo x0 e IRI la sucesión

xk = T xk_1 , k 21

converge al único punto fijo x de T y vale 1a estimación de error

ka-xl s(I-P)'1-P xk - xk_1 I , k 2 1

Ahora vamosa enunciar el resultado principal de la sección,

que establece la convergencia del esquemaiterativo (4.21) y proporciona

estimaciones locales de error.

(4.28) Corolario: El operador Tn , lsnsL , definido en (4.17) es
una P-contracción con P independiente de n y de expresión

_ _1 1 -1 1 1(4.39) P-(D 2“75141) (Uv-“757141).
Entonces Tn posee un único punto fijo que llamamos Un , calculable

con el proceso iterativo (4.21), es decir

Uo _ = In - Un-1 (U0 uo)

k _ k-1
Un - Tn Un k 21

y con la estimación de error

k'1| k21(4.40) IUn-UIÏI s(I-P)-1-P-|UIIÍ-Un

Demostración: por (4.35) y (4.32) tenemos que ¿En definido

por (4.7) verifica las hipótesis del teorema (4.36). En consecuencia Tn
es una P-contracción con P definida por (4.39). Finalmente por aplica

ción de (4.37) obtenemosla convergencia del esquema iterativo y la esti

mación de error (4.40) comoqueríamos demostrar // .

(4.41) Nota: debe observarse que el proceso iterativo (4.21) es de sen

cilla implementación computacional. Básicamente es un algoritmo de tipo

Gauss-Seidel modificado con un orden lineal de convergencia (ver [O-R],
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pág. 301). También puede pensarse como una variante del método de Newton

Gauss-Seidel (ver [O-R], Dágs. 216 y 321) que consiste en el proceso:

Se desea hallar la solución de

F x=Ax+%Bx =b

con B comoen (4.7), para lo cual siendo F'(xk) =Dk - (Lk+Uk) y

B' (xk) =B13—(BE +1316) la descomposición de los Jacobianos de F y B

(en xk e JRI) en sus partes diagonal y estrictamente inferior y superior
se propone el algoritmo iterativo.

(Dk ' Lk) x1<+1=Ukxk +F1'<"1<' ka = (Dk ' Lk)xk ' ka

que es equivalente a
_ 1 k _ _l k l k l k _1_

J'(k+1_ “13+? BD) (L T BL)]'(U+T BD+T BL r B) Xk

llenado iteración de Newton-Gauss-Seidel a un paso para la ecuación Fx=b .

El métodopropuesto en este trabajo consiste en reemplazar
1 k 1 1 k 1 k 1
ï BD por 7€? M1 y ï BL por ï L (recordar que BDSÉ M1 por (4.35)

y %B}IÏSL por (4.32)) //.

54.3. PROPAGACION DEL ERROR INTRODUCIDO POR EL ALGORIThD

En la sección anterior fue estudiado el esquemaiterativo (4.21)

comoalgoritmo de resolución del problema elïptico discreto que resulta

al fijar la etapa en el tiempo. En consecuencia el error estimado en (4.40)

presupone el conocimiento exacto de la solución discreta Un_1 correspon
diente al paso de tiempo anterior, y que influye en la definición de la

no homogeneidad bn .

Esto induce a pensar que este algoritmo empleado para la reso

lución de problemas parabólicos tiene dos fuentes de error. La primera se

debe al proceso itcrativo y ha sido estudiada en 54.2., en cambio la se

gunda es originada por el conocimiento impreciso de Um] , que distorsiona
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bn , y genera una sucesión de íteraciones convergente a un límite distri

to de Un .

E1 propósito de esta sección es estudiar la evolución del error

a1 aumentar los pasos en el tiempo, y proporcionar una cota teórica del

error en norma L°°(1'Lh)para cada problema elíptico, de modo que el error
e1/2global medido en norma L2 del espacio-tiempo tenga el orden pre

visto en los capítulos 2 y 3.

4.3.1 Control del Error

Comenzaremosobservando que en lugar de resolver (4.15) para ca

da n, 1 SnsL , el resultado que proporciona la computadora es una suc_e_

sión VlríelRI , k21 , que verifica

V: = ün-1 (Üo =uá)
(4.42)

donde

Emi: bni+ ¿J [8€(Ün_1)-BE(UH_1)]wi 151 sI

Luego para k =kn tal que el error en norma 1m entre dos itera

ciones sucesivas está por debajo de una cota prefijada, que nos interesa

predecir, se define Ün=VIÏ
I

Denotaremos con en , ene IR a los vectores

(4.43) e =|U —U| e =|v k-ÏIn n-V

El siguiente resultado muestra la evolución del error en .

(4.44) LEMA.Siendo Q=(I-P)'1P se verifica

n . .
(4.45) e s 7 21'1Q1 e 1snsL

'1 n-i+1 ’
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Demostración: La prueba se hace por inducción en n . Para 11=1

la estimación (4.45) coincide con (4.40). Supongamosválida la tesis para

r1>1 , y llamemos

_ 1 1 _ 1 1G'D'ïL+ïÉïMI S‘U*2L+ïa“1
Entonces

e _ -1 1 _ -1 _1 k-1
Un+1 ’Un+1’G (5'? Bn+1) Un+1 G (S ? Bn+1) Vn+1

-1 N

+G (bn+1-bn+1)

de donde resulta 1a acotación

" k-1 -1 w
IUn+1'Un+1l 5P IUn+1'Vn+1I +6 lbn+1'bn+1I

k-1 -1 e
+1‘V ¡+6 lbn+1'bn+1I

e k
5P |Un+1-Un+1l +P |v m1n

De aquí claramente se sigue

-1 -1 -1 *
s(I-P) P en+1+(I-P) G |bn+1-bn+1|en+1

De la expresión para Bn+1 obtenemos

|b 43 ¡<2- MIU-Ü | (E=(1+e'1)'1)n+1 n+1 "er n n

pero como de (4.32) L-+U 2 É%M2 , entonces

1

G'1Msz G‘1(U+% L+——M1)=2 G'1
1SF- .S=2P

6T ZET

Luego volviendo a 1a estimación de en+1 tenemos

< I-P '1P= +2(I-P ‘1P su? zi'1 í
en+1 ’C ) Ln+1 ) en i=1 Q en+1-i+1 ’

que es lo que queríamos demostrar A’.

Nos interesa acotar el error E entre {Un})'{Un} en norma L
del espacio-tiempo, vale decir

L
e 2 1 2

(4.46) E = (z TIIUn-Unllz ) /
n=1 L(qg

donde cometemos el abuso de notación de emplear el mismo símbolo Un(o Un)



para indicar 1a función de Vh(gn) y el vector que representa sus valo
res nodales.

(4.47) Nota: por simple cálculo resulta
L

2
E511/2(Z <en,Mcn> 2)“ //.

n=1 1

Ahora es importante observar que de (4.45) y (4.47) el estudio

de propagación del error que deseamosrealizar requerirá del conocimiento

de 1a norma de Q como operador en 12(DRI)

(4.48) Lgflá. Supongamosque 1a triangulación espacial es regular y sa

tisface las hipótesis (4.10) y (4.14). Entonces existe una constante indg

pendiente de e,h y r tal que

(4.49) “Quzsch'2
1Demostración: Con G y S como en (4.44) resulta P==G_ S

y entonces
1 1I-P=I-G- s = G'1(G-s) = G- A

Luego tenemos para Q la estimación

Q = (I-P)'1P = A'1-G-671-s = A'1s s A'1.¡A¡

donde IA] indica la matriz obtenida con los módulos de las componentes

de A . En esta desigualdad se ha asumido que S sIAI , que aplicando

(4.32) se reduce a suponer ï%ïbfi 5D . Esta condición es válida bajo 1a

hipótesis (4.10) y se prueba como en (4.31). Llamemos A1 y A2 a1 mayor

y menor autovalor de IA] y A respectivamente. Entonces

“Qu2 s A1 A2"

En lo que sigue estimaremos estos dos autovalores. Por el teorema de

Gerschgorin (ver [O-R], pág. 49) será

+ y |a.J 52a“ schN'2 ,
' iA1 sa 13 11J?

ii
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porque A es diagonalmente dominante bajo la hipótesis (4.10). Además c

es independiente de h .

Para estimar A2 notemos que basta obtener una cota o.>0

tal que
2

(stX>12 20‘”xlllz

Pero I I

<x,Ax>2 =I IV( Xx.m.)|22c Í (X x49.)21 i=11 1 i=1 1 1

donde C sólo depende de 9h . Aqui se ha usado la desigualdad de Poin
1 . . .

care para {Xi mi eH0(Qh) . Sea Ke Fh un elemento finito cualquiera.
Sea la mayor componente de x= (X-) e JRI en K . Entoncesxr 1

I

[(2 xiwi)22chN|xK|22chN Z Ixíl2
K i=1 ieK

donde nuevamente c es independiente de h . Luego como un nodo perteng

ce a un número máximode elementos independiente de h para una malla

regular, se sigue que
I

2 2 N 2 N 2

I(inwi) = z fi z xiwi) zch z z¡xi| zch IIxII2í=1 K e F ieK KeF ieK 1h K h

Luego resulta A22chN , y obtenemos 1a estimación || Qllzs ch'2 como

queríamos probar // .

De los Lemas (4.44) y (4.48) comprobamosque los errores evolu

cionan de manera exponencial, siendo muynotables al final (n=L) los

errores cometidos al principio del proceso. Esto sugiere que debemosque

ser muycuidadosos al iniciar el proceso, permitiéndose una pérdida de

precisión al transcurrir el mismo.Por lo tanto parece razonable proponer

una cota de error no uniforme en el tiempo que contemple esta situación.

Sean:
S¿LH-nee=(1, ...,1)e]RI , en con 1snsL



El problema es hallar <5.

(4.49) TEORI-NA.Supongamos que 1a triangulación Fh es regular y sa

tisface las hipótesis (4.10) y (4.14). Entonces existen constantes

c1, c2 >0 independientes de c,h y T , tales que si se elige

6 s c1112

Es cz'r“2
resulta

Demostración: de acuerdo con (4.45) tenemos

n 14 í n 14 i
os<en’ MEn>12 Si; 2 Q en-i+1 ’Mz 2 Q en—i+1>121-1 1-1

2(L-n) n . .

¿T “Mu2IIeIIÏchImaluqupz
Por el teorema de Gerschgorin (ver [O-R], pág. 49) resulta

I I

llMll s max (Z m..)= max (I m. Z m.) s max Í w.2 1sist=1 U 1sisI ' H=1 J 1sisI 1
Qh 0h

schN 

Ademáscomo 1a malla es regular el número de nodos internos y

y el númerode triángulos es equivalente, con constantes independientes

de h . Por otra parte el númerode triángulos se puede estimar como

Ighl = Z IKI 2C hN. N9E1ementos ,
k e Fh

de donde lleIIÏ2 =Isc h'N .

En consecuencia usando el Lema (4.48), sea c1 >0 tal que

c1h2 ||Q||2 5% . Tomando (Ssc1 h2 resulta

n i i
2(26) IIQII <1 1snsL

i=1 2

y de esta expresión obtenemos
L L

2 , 2L -2n
E srnz1<cn,1\;cn>12 sc-t 6 Z <5 scz-rn=1



como queríamos demostrar Á’.

(4.50) Nota: dado que cNh'vr según (3.99), el teorema (4.49) esta

blece un orden de convergencia 81/2 tal comola teoría de los capítulos

2 y 3 Á/.

4.3.2 Comentarios: El problema regular (PE) da origen a un problema dis

creto (P ) que puede ser tratado en principio con los métodos desac,h,r
rrollados para problemasparabólicos débilmente irregulares.

Unode los métodos más atractivos es el de "extrapolación" de

sarrollado por Douglas y Dupont (ver [D-Dl), y más recientemente por Lu;

kin (ver [L]). Este procedimiento requiere excesiva regularidad de la sg

lución ue no siendo clara la dependencia de las constantes que intervig
nen en las estimaciones con respecto al parámetro de regularización c ,

y ademásdebenrecalcularselasnatrices de rigidez y masa al avanzar en el

tiempo (ver [M-1], pág. 25).

Por otra parte están los métodos iterativos, de tipo Gauss

Seidel no lineal (ver [Z] ó [C-ZJ). Requieren una regularidad mínima de

la solución y parecen más precisos que los de extrapolación (ver [M-1],

pág¿ 25). Resuelven el problema elíptico que resulta para cada paso en

el tiempo y emplean una cota uniforme en el tiempo para la diferencia en

4).tre dos iteraciones espaciales sucesivas (ver [C-Z] donde 1a cota es 10'

El algoritmo presentado en este capítulo es de tipo iterativo

comoen [Z] ó [C-Z], pero 1a estimación (4.40) del error del problema

elíptico permite estudiar la evolución del error global para el problema

parabólico. Parece natural para los algoritmos iterativos de tipo Gauss

Seidel que 1a cota de error no sea uniforme en el tiempo, porque los errg

res al comienzo son los que producen mayor distorsión del resultado. No

obstante 1a estimación de (4.49) es difícil de implementar para mallas
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muyfinas y muchas etapas temporales, porque requiere para el primer paso

en el tiempo un error |Ie1||1m==h2L, que puede escapar a 1a precisión de
una computadora estándar.

Cuandoel problema estudiado tiene alguna regularidad mayor que

1a supuesta en este trabajo, tal comomonotonía de los datos f y g en

el tiempo, 1a experiencia numérica evidencia que no es necesario ser tan

cuidadoso con la elección de los errores en , pudiendo pr0ponerse un
error pequeño pero uniforme comose muestra en el Capítulo S.

54.4. MONOTONIA DE LA SOLUCION DISCRETA CDN RESPECTO A LOS DATOS

En esta sección veremos comoel algoritmo propuesto en (4.21)

permite probar, para una malla de tipo estrictamente no negativo, las pro

piedades de monotonía del problema continuo (ver [F-1], pág. 64) para el

problema discreto. Resultados de esta naturaleza se prueban en [K], pág

506, bajo hipótesis masrestrictivas.

Vamosa suponer que los parámetros c,h y T se eligen en (4.31)

de forma que se verifique

2
(4.51) L+UZÉMZ

Esta condición junto con (4.35) implican que

y entonces reemplazando ïéï-M1 por É%-M1 en la definición (2.17) de

Tn resulta J(Th) 20 , que es la propiedad de base empleada en el si

guiente teorema.

(4.52) TEOREMA.Supongamosque la triangulación Fh es regular y sa
. L A L .

tisface (4.10) y (4.14). Sean {Un}n=1 y {Un}n=1 las soluc1ones del

problema discreto correspondientes a datos iniciales u0 y uo , datos de
contorno -g')' g y términos de generación interna f )r Í . Entonces si
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(4.53) uosfio gsg fs?

las soluciones discretas conservan la relación de monotonía, es decir

(4.54) Un sUn lsnsL

Demostración: 1a prueba es por inducción en n , 1 sn sL . Por

1a relación (4.51) y razonando comoen 1a demostración de (4.36) resulta

para 1 sn sL

1 1 1 1 1 1 .

(U+ïL+ÉM]'?Bn) X]2(U+ïL+EM1'?Bn) X2 , 51X12X2

Para n=1 notemos que b1 581 donde b , es el vector dato definido en

(4.8). Ello se debe a 1a hipótesis (4.53) y a que Fh satisface (4.10)

que implica -Z\2 0 . Como (D -% L +21? 1‘41)’12 0 por ser ima M-matriz,

tenemos que las iteraciones U}; y Ü]; (k20) verifican Uï=ug sus) =Üï ,

k+1_ 1 1 -1 1 1 1 k‘ (D'ï “a “1) ¡(“7 “51‘11 'ï B1)U1*b11U1

1 1 "-1 1 1 1 Ak A _"k+1
SCD-ïL'P'é-ïM.” [(U+ïL+=é—TM1'jl_-B1) U1+b11-U1 ,

claramente por inducción en k . Por (4.38), que aún es válido con el re
k
1

1 1 ok
emplazo de ¿Elm por ÉM1 , sabemos que U y U1 convergen en

1° a U1 y Ü1 respectivamente. Entonces U <U1 _ 1 lo que prueba la in

ducción para n = 1 .

Supongamospor hipótesis indúctiva que UnsÜn para n.>.1 . Como

Bn+1es isótono (ver (4.34)) por (4.53) y (4.10) resulta bn+1s bn+1 .Entonces
. . k ak . . _ A _A

las 1terac1ones Un+1 y Un+1 (k20) verifican U‘I)H_1-UnsUn-U:+1 ,

k+1 _ 1 1 -1 1 1 _ 1_ k
Un+1’(D‘ïL+’E“1) ¡(“+ïL+ET"‘1 r Bn+1)Un+1+bn+11

1 1 -1 1 1 _1 ak A =ok+1
S(D_ÏL+ÉÏM]) [(U+Ï L+ÉTM1 r Bn+1)Un+1+bn+1] Un+1

que puede probarse por inducción en k . Entonces por 1a convergencia en

1 de Un+1 yUn+1 a Un+1 y U“+1 respectivamente se sigue que
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sÜn+1 y con esto queda demostrada la desigualdad (4.54) // .Un+ 1

54.5. OTRAS PROPIEDADES DE LA SOLUCION DISCRETA

En esta sección veremos que la solución discreta está uniform_e_

mente acotada en Lm(Q) y a partir de esta propiedad obtendremos una es

timación de error para las funciones entalpía.

4.5.1 Acotación Uniforme en L°°gg11

Vamosa probar que la solución discreta hereda la propiedad

(2.25) de la solución continua. La idea consiste en proponer una familia

de funciones auxiliares {Í\InÏiII'1'=1en las hipótesis de (4.52) con respec

to a {Un};1 y luego aplicar el resultado.

Sea o(x) = xllz2 , XeIRN . Claramente 1a función o es

subarmónica (Axe=2N>O) . E1 siguiente resultado muestra que su inter

polante de Lagrange OI conserva esta propiedad.

(4.55) LEMA.Supongamosque Fh es regular y satisface las hipótesis

(4.10) y (4.14). Entonces existen constantes positivas 60, 61 tales que

-5 Ím.sJVoI-Vm.S-6 1sisIo 1 1 1 1

Qh

Demostración: ver [B-C] // .

(4.56) TEORB'IA.En las mismas hipótesis de (4.55) existe una constante

c >0 independiente de c, h y r tal que

“Un scmax II m
1 Sn sL L (9h)

Demostración: consideremos 1a función

v(x) = c1 -c2 o(x)

con c1, c2>0 constantes a determinar. Definiendo Un=vI , OsnsL ,

como Ün es independiente de n eligiendo c1 y c2 suficientemente



grandes (en función de los datos u , f y g ) se verificao

AÜ +lB Ü =É 1snsL
n T n n n

con ÜOzuá y Énzbn . Entonces como en (4.52) resulta

UnsÜn=vI lsnsL

Análogamente se obtiene que -vI sUn , de donde resulta

lUnl va 1 Sn s L

y como VI es claramente acotada uniformemente en e, h y T se sigue

1a tesis // .

. ., max n

4.5.2 _Est1mac10nde 15nsLII 8€(ue) - BECUn)|L_1(Q)

Seguidamente obtendremos una versión discreta de la estimación

(2.63), con una demostración que sigue la idea general de aquella.

(4.57) TEORI’MA.Supongamosque se satisfacen las hipótesis (2.1) a

(2.3), (2.5) a (2.8) y que Fh es una malla regular que verifica (4.10)

y (4.14). Entonces existe una constante c >0 independiente de e, h y

'I.’ , tal que
1/2max n

(4.58) 1snsLII 8€(ue) - 8€(Un)|L_](Q)sc c ,
si h've'vr de acuerdo con (1.99) .

Demostración: Observemos que si en la prueba de (3.74) propon_e_

mos como función de prueba
n

20(U Y) 1<n<n <L11) :1: _ 9 - 
n k=n k k o

obtenemos una estimación
D

° 2
{(1 z VCUk-YkD scck=1
9h

supuesta 1a relación h'vc'vt

Sean 4)eC:(Q) y oh su proyección H; sobre el subespacio
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VhCO) , i.e.

[Vd-fig-v%=0 ,
9h

para toda ¡11hth(0) . Entonces procediendo como en (B.24) y (B.12) (no

tar que d>=0 en un entorno de 39 ) resulta

Ho-oll schHoH
h chah) Hgm)

donde c es una constante sólo dependiente de Q . Tomando 45h como fu1_1

ción de prueba en (3.35) y (3.70), restando ambas ecuaciones y sumando

luego en n , 1snsn0 , obtenemos:

J(B€(%)-B€(ü:°))-4>h (r vork- ¡(D-vol]
“h

Z
k=1

+ (semi) - 8€(ü0))<bh

=J
“h

I
9h

N Wr1

+ j (same) - 8€(u€))d>h
nhm

no

+ [(1 Z fk)q>h= I+II+III+IVk=1
szhm

Para acotar los sumandos II, III y IV razonamos como en (3.74), y para I

aplicamos 1a estimación enunciada inicialmente, resultando

j c c“° u ni) II II u
BC )-i?>ï1))<bS T V(Y-U) ‘Vcb
e Uno e e h ¡(:1 k k Lzmh) h Lzmh)

+ (¡|e€(u¿) -B€(üo)|ï2(9h)

a «n

+ u 86(u0)- secue)¡|leth

+
nO

lITZfII )H©H
k=1k 2 h 2chgn) Lcd;

II H

fiïfikma
C E1/2IA
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S C 61/2
II <b|l 1

Hem)

con c independiente de e, h, r y n0 . Luego

n0 _ eno
[(84210) «acne D4»- f (BECUnO)«¿cue no -4>h)
9 Qh

+ f (secuno) -s€(ü:°))4>h
9h

+ f (secunoyeemïm
9\Qh

s c(h+c1/2 )H<b||1
H0(9)

donde hemosusado la acotación uniforme en meh) obtenida en (4.56),

de modo que c es independiente de e, h, T y no .

Como no es arbitrario, 1 snOSL , 1a estimación anterior

implica la tesis // .

(4.59) Nota: Naturalmente (4.58) es válida bajo las hipótesis de (3.82)

si los parámetros se condicionan comoen (3.100), i.e.

h NES/4 , T me ,

y también es válida para el 29 esquemadiscreto // .

(4.60) Nota: si 1a solución u es no degenerada (ver (2.62)) entonces

1a estimación (4.58) resulta

max n

1snsL” Scale) _ 88(Un)ILI-1 S C e ’(9)
., 3/2para la relac1on hme , Tme (ver (53.4.3)) //.
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CAPITUUD S

BCPERIBHZNTOS NUMERICOS

El objetivo de este capítulo es presentar en R2 varios ejem

plos de problemas de transmisión de calor con cambio de fase que poseen

solución exacta elemental y que son empleados para comprobar las relacig

nes teóricas entre los parámetros €,h y T en función del orden de con

e1/2vergencia previsto en el Capítulo 3, y la eficiencia del algorit

mopara la resolución de problemas parabólicos.

55.1. COMENTARIOS GENERALES

5.1.2 Fórmula de Cuadratura

Dado que uno de los nntivos de la experiencia numérica es la

verificación de las estimaciones de error del Capítulo 3, y teniendo en

cuenta que no es clara 1a evolución de los errores debidos a la integra

ción numérica en problemasparabólicos, se prefirió realizar un cálculo

exacto de las integrales que definen las diversas componentes del opera

dor Tn (ver (4.17)), aún a costa de la mayor complejidad del programa

y de la necesidad de un tiempo de cómputo mayor.

Es interesante observar que para la relación cflah y para so

luciones no degeneradas, el conjunto

n
A€={x‘zah:|Un(x)|<e} 1snsL ,

debería ser una banda de ancho cl] alrededor de la frontera libre dis

creta F2 y efectivamente esto es lo que resulta en la experiencia. Más
aún el númerode elementos finitos incluidos por esta banda en el senti

do transversal es pequeño dependiendo de la pendiente de 1a solución exag

ta de la frontera libre Ftn . Por ejemplo si la pendiente de u+ es 1

es razonable pensar que el crecimiento de Un desde 0 a c se producirá
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en un solo elemento finito (ver ejemplos que siguen). Luego la función

BE(Un) tiene una variación muybrusca en un mismo triángulo por lo que

una imprecisa fórmula de cuadratura puede introducir errores que distor

sionen sustancialmente la diferencia entre las soluciones continua y di_s_

creta. Por ello se ha optado por una fórmula exacta de cuadratura.

Notemos que si T es un triángulo en JR2 con xi (i.= 1,2,3)

los puntos medios de cada lado, entonces

1

(5.1) [f = g ITI(f(x1) +fcx2) + fcxsn
T

es una fórmula de cuadratura exacta para polinomios f de grado 2 (ver

[C-l], pág. 183).

Para 86(3) =s+x€(s) definidaen (2.19), 1a función 8€(Un)

es seccionalmente lineal, puesto que UneVh(gn) es lineal en cada ele

mento finíto. Luego todo triángulo Ke Fh puede descomponerse en un nú

mero no mayor de cinco triángulos tales que la función fi= 8€(Un)wi

(1 s i s I , 1 5nsL) es un polinomio de 29 grado en cada uno de ellos,

siendo mi un miembrogenérico de la base de funciones del espacio dis

creto (ver (3.11)). Por otra parte observemos que el algoritmo UE” =TnUI}:

del Capítulo 4 requiere el cálculo de Bn U: con Bn definido por (3.12)

y U: el resultado de la iteración anterior, vale decir un dato para es
ta nueva iteración. El programa con el cual han sido probados los ejem

. , k . . ., .
plos realiza el calculo de BnUn con el criterio rec1en enunc1ado.

Las integrales que definen las matrices de rigidez A y de m_a_

sa My los vectores Fn son más simples de evaluar ya que en cada triáïl

gulo se integran polinomios de 29 grado y (5.1) es aplicable directamente.

(5.2) Nota: en los ejemplos las densidades de generación interna f son

funciones regulares excepto enla frontera libre dondetienen unadiscontinuidad
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finita. Se elige en (3.41) f= fI vale decir lineal en cada elemento

finito (si un nodo pertenece a 1a frontera libre entonces 1a elección de

la ordenada de f es arbitraria) fl .

5.1.2 Sobre las Hipótesis (2.11) (3.25) y (3.26)

La condición (2.1) que impone 39€ C2 no es estrictamente ne

cesaria para desarrollar la teoría del Capítulo 2, bastando con 39 Lips

chitz. En efecto la prueba de existencia de solución se realiza por aprg

ximación de Q (ver [LSU], pág. 457) y la estimación a priori de (2.42)

que no requiere regularidad de 89 , puede emplearse para la prueba de

las estimaciones de error.

Por otra parte 1a hipótesis (2.1) se usa en el Apéndice B y el

Capítulo 3 al realizar la aproximación de un problema elíptico (ver (B.2)

para el que resulta uc H2(Q)). Esta situación aún es válida si el domi

nio Q es convexo (ver [C-1], pág. 138) como ocurre en todos los ejem

plos que siguen con excepción del segundo y para los cuales será Q==9h.

Este último en cambio corresponde a un dominio de forma anular para el

que podemossuponer que Q es ligeramente diferente al dibujado, con

39€ C2 ,S2#Sïl y aplicar la teoría del Apéndice B.

Es importante observar aquí que la forma anular del dominio Q

supuesta en el Capítulo 2 no es esencial en el mismoni tampoco en la

prueba de las estimaciones de error del Capítulo 3. Sólo permito asegu

rar que el problema en estudio es de dos fases en todo el período (0,T).

La hipótesis (3.25) de regularidad del dato de contorno g es

satisfecha por todos los ejemplos, ya que son funciones muy suaves en x

y t al permanecerla frontera libre lejos del borde.

En cambio la condición (3.26) sobre f no es válida en ningún

caso, por ser f discontinua en la frontera libre. Noobstante las esti
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maciones de error y relaciones entre c,h y T se mantienen ya que puede

razonarse comosigue.

(5.3) LEMA.Sean feszCQ) tal que fteL2(Q+)CL2(Q-)) y F unasuperfície

regular, entonces existe una constante c> O independiente de c,h y r

tal que
1/2

(5.4) IIf(-,t )- f(',t2) II2 s clt1- tzl
L (Q)

Demostración: Comose supone que la frontera libre F es una

superficie regular, digamosdescripta por una función o (ver (1.23) y

(1.24)), resulta que el subconjunto de Q delimitado por las curvas Ft1

y Ft , que llamamos At , verifica
2 I’tz

|At1,t2|sc |t1-t2I
con c independiente de t1 y t2 , Os t t <T‘. Entonces1’ 2

IIf(-,t1)-fc-,t2)u22 = J If(-,t ) -:E(-,1:2)I2
L (9) mA

t1552

+ f I1E(-,'c1)-f(-,t2)l2
At

s c |t1-tzl,

1,112

donde hemos usado la regularidad de f en Q\At y 1a acotación an
1

t
’ 2

terior. Conesto queda probado (5.4) I .

(5.5) LEMA.Supongamosque los datos satisfacen las hipótesis (2.1)

a (2.3), (2.5) a (2.8), fewl’1(Q+) (w1»‘cq')) y F es una super

ficie regular. Entonces si (Un);1 es 1a solución del problema discre

to (P€,h’T) para fn= fI(-,tn) , 12115L , existe una constante c>v0
sólo dependiente de los datos, pero no de €,h 6 r , tal que

(56) IÍT (¿cm-emma) -ün)<cc
' n¿1 c n e e n c ‘ ’

“h

para 1a relación eñJhflaT .



-106

Demostración: Sea comoen (3.88) la función auxiliar W(-,t)t
que resuelve el mismo problema pero con fn =-.1r—I n f(-,t) dt en lugar de_I_ t_fn—f(,tn). nl

Claramente (3.90) y (3.92) permanecen ciertas. Luego para pro

bar (S.6) hacemosla diferencia de las ecuaciones que satisfacen wn y
U resultando una expresión similar a (3.76) con la novedad del término

L

I = z r[(fn - fn)°ll)n .
n-1 9

Elegimos 1a misma función de prueba que en (3.74) y acotamos

como en ese teorema todos los sumandos excepto I para el cual tenemos:
L A L

Isccz TIIfn-fnllzz fl’Z-cz rIlUn-Wnllzz fl”
n=1 L (Q) n=1 L (9h)

1/2 'hz L I 2 1/2sm + c( +r)][-( f (nt ) -f(',t) )

L t

+ (Z TIIfCth) ¿Í n f("t)dt“22 wz]
n

1/2 h2 1/2 1/2
sIA + c( +T)1(h +r )7:12

donde hemosusado (3.92), (3.47) y (5.4). La estimación obtenida conserva

el orden de convergencia e para la relación emhmr comoqueríamos

probar // .

(5.7) flota: naturalmente 1a hipótesis de regularidad de F es muy

restrictiva y no forma parte de la teoria general de aproximación de los

Capítulos 2 y 3. No obstante es una condición válida para los ejemplos

que se presentan luego, y necesaria porque permite manejar soluciones

exactas elementales y por lo tanto muysimples de programar. En efecto

las soluciones exactas u han sido construidas con funciones elementales

previendo un salto en sus derivadas primeras ubicado sobre la curva de

nivel cero (frontera libre) que respete la ecuación (1.24) de movimiento
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de la interfase, obteniéndose f de : f=-Axu+ut // .

5.1.3 Sobre la Malla de Elementos Finitos

En todos los casos los dominios Q han sido cubiertos por una

malla regular formadapor elementos triangulares casi equiláteros. Esto

asegura que la malla es estrictamente no negativa y satisface una hipótg

sis inversa (ver (4.10) y (4.11)) )renconsecuencia.esaplicable la teoría

del Capítulo 4. Además1a ubicación de los nodos es independiente de la

fbrnm.y posición de la frontera libre.

Para cada ejemplo se presentan varios cálculos correspondientes

a mallas e intervalos temporales de distinto tamaño, pero conservando la

relación h==c1e , 1'=cze ,_con c1, c2 >0 fijas en cada ejemplo. Al afi

nar la malla espacial se mantiene la forma de los elementos asegurándose

así que las variaciones de los errores son únicamente debidas a1 cambio

del tamaño.

El númerode elementos finitos así comoel de iteraciones tem

porales han sido limitados en función del tiempo de cómputo necesario y

de la evolución de errores debidos al algoritmo de resolución. Noobstan

te los ejemplos muestran un orden de convergencia algo mejor que el pre

visto teóricamente.

Se ha fijado 1a cota uniforme 10-5 comoerror entre iteraciones

espaciales sucesivas en norma 1my en el Ejemplo 1 se muestra un cálcu

lo con cota de error no uniforme según fue estudiado en 54.3.

5.1.4 Notación IV

(5.8) e Z/JÉ veces el parámetro de regularización

(5.9) h Z/JÉ veces el tamaño de la malla espacial

(5.10) r tamaño de la partición temporal
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(5.11) T lapso total de tiempo del fenómeno.

(5.12) IT númerode iteraciones temporales.

(5.13) IX númeropromedio de iteraciones espaciales.

(5.14) E error en norma L2(Q) entre las soluciones continua u

y discreta uE h T .
9 3

(5.15) NN número de nodos.

(5.16) NE número de elementos finitos.

(5.17) CPU tiempo de cálculo en segundos.

(5.18) Nota: los resultados que se exhiben han sido obtenidos en una

computadora VAX11/780 -VMS(versión 3) trabajando con simple precisión // .

55.2. EJEMPLOS

5.2.1 Ejemplo 1: Solución Radialmente Simétrica

Sean Q=(-1,1)x(-1,1) , T=0.4

u+(x,y,t) =2.5 (oc-0.15)2+y2 e'3t)

u- (x,y,t) = (X-0.15)2 +y2 -% e-St) ,

las funciones uo y g son las que resultan de evaluar en Qx{0} , 39 x (0,T)

y f se obtiene por aplicación del operador Hu=-Axu+ut . Notar que la
condición (1.24) se satisface en la interfase (A=2, k= 1).

Este ejemplo es una modificación del presentado en [C-Z]. Dada

la simetría del problemaen la variable y se trabaja en 9= (-1,1) x (0,1)

con condición de Neumannnula en {y = 0} .

Si bien la solución es radialmente simétrica el problema es

claramente bidimensional, no sólo por la forma del dominio S2 sino tam

bién por la ubicación relativa de éste y 1a solución.

En la Tabla S-1 se muestran los resultados obtenidos para una

cota de error uniforme 10-5. Luegose repitió la experiencia pero con una
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cota de error variable con la iteración temporal tal comofue estudiado

en 54.3 y los resultados se resumen en la tabla 5.2.

En la Fig. 5.1 se ha dibujado la frontera libre discreta para

las iteraciones temporales 1, 4 y 8 y en 1a Fig. 5.2 se graficó 1a solu

ción discreta sobre el conjunto {y=0}para.laSInismas interacíones(CaSC)3)

h e T IT IX NN NE CPU E

0.25 0.25 0.1 4 24 47 68 11 1.765 10'2

0.2 0.2 0.08 5 31 69 105 22 1.375 10'Z

0.125 0.125 0.05 8 51 157 264 109 1.005 10-2

0.1 0.1 0.04 10 64 236 410 233 0.685 10-2

0.08333 0.08333 0.03333 12 75 331 588 432 0.622 10-2

Tabla 5-1: Cota de Error Uniforme 10-S

h € r IT IX NN NE CPU 6 E

0.25 0.25 0.1 4 14 47 68 12 0.05 2.658 10-2

0.2 0.2 0.08 5 26 69 105 31 0.032 2.146 10'2

0.125 0.125 0.05 8 104 157 264 329 0.0125 1.449 10-2

Tabla 5-2: Cota de Error Variable (Se toma ¿IT-k en 1a ite

ración k-ésima en el tiempo).

(5.19) Nota: puede observarse que el error disminuye más rápidamente

que 61/2 , y en particular la dependencia en la Tabla 5-2 es E've , cg

mocorresponde a soluciones no degeneradas (ver (2.62)). Por otra parte

el criterio de error no uniformeno da resultados substancialmente dis

tintos del otro en el rango de aplicación empleado: ha sido utilizado

con precisión doble // .



-11o¿.

' :1 -o.5 o 0.5 1

Fig 5.1: Frontera Libre Discreta para las iteraciones temporales'1,4 y 3.

o ' I fi
-1 -0.75 -0.5 ‘\Í3T2E"".““"——-________———-'———EÏ;',,,// 0.75 1

Fig 5.2: Solución Discrcta para y=fl e itcrncioncs temporales 1,4 y 8.
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5.2.2 Ejemplo 2: Solución Radialmentc Simétrica

Sean Q==(-1.2, 1.2) x(-1.2, 1.2)\(0, 0.4) x(-0.4, 0.4), 1‘=0.36

u+(x,y,t)==Z[((x-0.1)2-+y2)1/2-+0.25't-1]

2)1/2

y las funciones uo, g y f se obtienen procediendo como en el Ejemplo 1.

Por simetría respecto de la variable y se toma SZ=(-1.2, 1.2)x(0,1,2)\

u'(x¿gt)=1.5[((x-0.1)2+>v +0.ZSt-1]

(0,0.4)x(0,0.4) y se impone condición de Neumanncero en {y’=0} .

h e r IT 1x NN NE CPU E

0.2 0.2 0.06 6 21 93 144 46 3.332 10'3

0.13333 0.13333 0.04 9 34 192 320 158 1.961 10'3

0.1 0.1 0.03 12 44 321 560 389 1.380 10'3

Tabla 5-3: Cota de Error Uniforme 10-S

En la Fig. 5.3 se ha dibujado la frontera libre discreta para

el tercer caso y la última iteración temporal, teniendo un excelente

acuerdo con la frontera libre real: las discrepancias resultan incluidas

en los errores del dibujo. Ademásse ha graficado la zona {x :IU(x)| <9}

que resulta una banda de ancho aproximadamente 211 como habíanns indi

cado en 55.1.2.

(5.20) Nota: el error disminuye ligeramente más rápido que c , orden

de convergencia probado para soluciones no degeneradas (ver (2.62)) Á’.



4.2 -O.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2

Fig 5.3: Frontera Libre Discrcta y'Chrvas Discrctas dc Nivel- c para la itcración temporal 12(ca503)

Hg 5.4: Soluciones Iliscrclns ¡nm )'-0.6 c filtraciones tmïomlcs 1 y 12 ( caso 3 1.



- 113 

5.2.3 Ejemplo 3: Problem Degenerado

Consideremos Q= (-1.2, 1.2) x(0,0.1), T=0.4 , y el problema

unidimensional siguiente:

u(x,y,t) =2 tZ-xz , si le <JÏ t
:0 , U)

. 11 f2 ts xl 5- (t+1)
l Jï

U'I H.=-3(lxl--1—(t+1))2, le >¿ (m)
¡Z Jï

Tal comohemos indicado en 52.4.4 es necesario disponer de la

entalpïa b(x,y,t) para que un problema degenerado quede completamente

descripto. Sea

b(x,y,t) =1+2t2 -x2 , si le </Ï t

(5.21) = -2/ï|x| +2t+1 , si Jïts [xl 5-1- (t+1)
. Jï

= -1-3(IxI-¿(t+m2, si le>l (un
.12 ¡2?

que es una posible función entalpía asociada a u . Pero en (2.91) hemos

probado que la entalpía es única, en consecuencia basta verificar que el

par (u,b) resuelve el problema (2.17). Definimos f comola función

que resulta de aplicar Hu=-z&u+u en {le <JÏ t} y {le >¿ (t+1)},
t ,12

y f=bt en el dominio restante. La condición (1.24) de 1a interfase
se transforma en:

+ _

(5.22) uv - uv =Ab °V(x,t) ,

donde Ab es el salto de entalpïa a1 pasar de una fase a otra. En nues

tro caso la condición (5.22) se verifica con

Ab=2t ,en |x|=/ït
=o ,en le=l (t+1) ,JÏ

que es compatible con la definición (5.21). Luegoel par (u,b) es la

única solución del problema propuesto.
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Por simetría se toma sz=(0,12) x (0,0.1) )rse impone una con

dición de Neumannnula en x==0 , y =0,0.1. El dato inicial U0 se elige

de acuerdo con 52.4.4., vale decir tal que IIB (U ) - B(ü ))|| sc e1/2.
e o o L2(9h)

h e T IT IX NN NE CPU E

0.1 0.05 0.05 8 42 27 25 10 8.663 10-3

0.05 0.025 0.025 16 100 76 98 116 4.977 10-3

0.03333 0016666 001666á 24 145 150 219 462 3.637 10-3

Tabla 5-4: Cota de Error Uniforme 10'S

En las Figs. 5-5, 5-6 y S-7 se muestran las soluciones discre

tas (línea contínua) y las soluciones continuas (líneas de trazos) para

las iteraciones temporales 8, 16 y 24 respectivamente (Caso 3).

(5.23) Nota: el error disminuye más rápidamente que c1/2 pero no

alcanza a ser de orden e . Por otra parte debe notarse que 1a determi
., . + - . .

nac1on de las curvas de nivel cero de u y u es muy 1mprec1sa a par

tir de la solución discreta, sobre todo x==4L(t+1) (notar que allí

la solución tiene gradiente nulo) Á/.



0 1

-—“ 8x u
o \\“ . .

0 0.3 1,2

-o,1 Fig 5.5: Soluciones Discreta y Continua.
Iteración temporal 8 (Caso 3).

u Fig 5.6: Soluciones Discreta y Continua.
0-2 Iteracíón temporal 16 (Caso 3).

0.3

Fig 5.7: Soluciones discreta y Continua.
Itcracíón temporal 24 Caso 3).
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5.2.4 Ejemplo 4: Problema de Una Fase

Sean Q=(-1.2, 1.2)x(-1.2, 1.2) , T=0.4

e4t ’ si x2+yz <u(x,y,t) = -(x2+y2) +%

= 0 , si x2 +y2 2 á e

Consideremosque b(x,y,t) =0 cuando u(x,y,t) =0 , lo que equi

vale asuponer que x(o) =0 (ver(2.90)) . Entonces el par (u,b) resuelve el

2 2 1 e4tproblema (2.17) para el cual f=-&u+u en x +y <3t y f=0 en el resto.

Por simetría se toma Q= (0,1.2) x (0,1.2) y se fijan condicio

nes de Neumannnulas en {x=0} y {y=0} .

h e T IT 1x NN NE CPU E

0.2 0.1 0.1 4 36 52 78 12 1.382 10'2

0.13333 0.06666 0.06666 6 60 105 171 49 0.775 10'3

0.1 0.05 0.05 8 82 175 300 131 0.555 1o“3

0.08 0.04 0.04 1o 103 264 465 290 0.456 10'3

0.06666 0.03333 0.03333 12 122 37o 666 558 0.368 10'3

Tabla S-S: Cota de Error Uniforme 10'5

Enla Fig.5-7 se han dibujado las curvas de nivel e de la solución

discreta para el último caso e iteraciones temporales 6 y 12. Se puede obser

var un excelente acuerdo conla solución exacta. Enla Fig.S-8 se han grafi

cado las soluciones discretas para y= 0 y las mismasiteraciones temporales.

(5.24) N_0E_:el error disminuye casi como c a pesar de ser un problema

degenerado. Esconveniente observar que en problemas de una fase será ue 2 0

de donde en (2.57) resulta (x€(u€) - X(u))(u€-u) 20 cuando u= 0 (XCO)= O).

Entonces cabe esperar un orden de convergencia e como en los problemas

no degenerados (ver (2.62)) // .
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Hg 5.8: Fronteras Libres Discretus para las ¡ten-¡ciones temporales 6 y 12
Cuso S L

L .

O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 x

Fig 5.9: Curvas niscretns de Nivel c para y-O e iternciones temporales 6 y 12.
( Caso S ).



5.2.5 Conclusiones

En todos los ejemplos se observa un orden de convergencia ligg

e1/2 comoprevé la teoría de los Capítulos 2 y 3. Enramente mejor que

algunos casos (ejemplos 1, 2 y 4) el orden de convergencia es casi e .

Todos los resultados han sido obtenidos con la relación: c'vh'hr .

Cuandola solución es no degenerada hay un buen acuerdo entre

las fronteras libres discreta y continua. La relación se deteriora con

la presencia de zonas degeneradas y particularmente cuando la solución

exacta tiene derivadas espaciales nulas (ver (5.23)). Esto exhibe las di

ficultades de una prueba de convergencia de la frontera libre discreta a

la continua para la formulación entálpica del problema de Stefan en con

diciones generales (ver [B-C]para el problema elïptico).

Para soluciones no degeneradas (Ejemplos 1 y 2) el conjunto

{xzenz |U(x)|4<c} es una banda de ancho ch alrededor de la frontera

libre. Esto muestra 1a importancia de una buena integración numérica de

la función BCU) que es fuertemente variable en un conjunto de ancho

pequeño.

El algoritmo propuesto en el Capítulo 4 es razonablemente efi

ciente para un númerolimitado de iteraciones temporales. Luego los erro

res introducidos por el algoritmo distorsionan sustancialmente la solu

ción en condiciones generales sobre los datos. Si los datos son monótonos

el comportamiento es muchomejor. Por otro lado tiene la ventaja de re

querir una regularidad mínimade la solución continua y de tener una re

lativamente elemental implementación computacional.
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APENDICE A

EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL PROBLEMA SEiflIHSCRETO

El propósito de este apéndice es mostrar que el problema de va

lor inicial (3.27)-(3.29) posee una única solución que resulta Lipschitz

continua.

Recordemosque el problema consiste en hallar 1a función

(t + (Ui(t))Ï=1) que en c.t.p. t , 0 <t <T‘ y para 1sí.sI satisface:

(A.1) UiCO) = UOCXi)
N u
I I , Ï

(A.2) UJ.(t) I ij'Vwi+ Uj(t) J 6g 2 Uk(t) mk)mimj
3-1 gh 3-1 k-1

=[ Ï(-,t)mi
9h

donde Uj(t) =g(xj,t) para I <j sÏ

Dado que 8€ se supone con la regularidad mínima, es decir

Lipschitz continua, entonces la matriz de coeficiente (i-j)-éshmo

¿h8¿(kz1 UkCt)wk)wiwj no es continua, y por ello la teoria c1351ca de
ecuaciones diferenciales ordinarias no proporciona información sobre (A.2)

Observemos que el problema de valor inicial (A-1)—(A-Z)es

equivalente a 1a ecuación integral
I t

j; JUJ-(S)ds ij-Vmi+J Bej 1
° 9h 9h

I t 
IBCu)w.+Jmei ,1sisI ,
9h 09h

que basándonos en la Notación III del Capítulo 4 se puede escribir en

ferma vectorial como:
t

(A.3) A -J U(s) ds +B(t,U(t)) =F(t)
0
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I Ï
_ r I _ + _

donde U(t) —(L.i(t))i=1 , BiCt,U)-—I BES;1 Uiuü j=%+1g(xj,t)u5)wi

Y F-(t) :1 B (UI)w.+JtJ Ïï'w.- {tg(x. s)ds Vw.- Vu).
1 EOloghlj=I+1á J’ QhJ J

Veremos seguidamente una caracterización del operador B que

será útil en la prueba de existencia y unicidad de (A.3).

I es un homeomorfismo de IRI

1

(A.4) LENA.El operador B(t,-):]RI+ JR

sobre sí mismopara todo t , 0<t<T . Además B(t,-) y B- (t,-) son

Lipschitz continuos uniformemente en t , 0 <t <T .

La aplicación B(°,U):[0,T] +JRI es Lipschitz continua unifor

memente en U para todo U e JRI .

Demostración: Es claro que B(t,-) es Lipschitz continuo, pues

Be es una aplicación Lipschitz de JR en IR . Además la constante es

E_1 =1 +e:—1 independiente de t .

._ Por otra parte B(t,o) es uniformemente monótonopues llamando
I

¿(t)= Z g(x.,t)m. resulta para todo U1,U2e 1P.I
j=I+1 J 3

<B(t,U1)-B(t,U2),U1-U2>12

=Í [13(ÏU1m +r(th-B Cí U2w +C(t))][ í (U1-U2)w]c j=1 j j — e .= j j ¿:1 j j j
gh J

I

2} [ z (uT-U?)m.]2 2 GIIU1‘UZIIZj=1 J J J 12

1

donde hemos usado la propiedad (2.21) sobre el crecimiento de 8€ y que

la matriz de masa es definida positiva con mínimo autovalor a >O . No

tar que a es independiente de t , pero sí depende de la triangulación

espacial Fh (ver (4.48) donde se prueba que azc hN , con c constan

te sólo dependiente dc la dimensión N ) .
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Con las propiedades enunciadas sobre B(t,-) es aplicable un

resultado para operadores monótonos (ver [O-R], pág. 167) que afirma que

B es un homeomorfismo de D21 sobre si mismo.

Como B(t,-) es uniformemente monótono resulta
2

IIBct,U1)-B(t,U)II 22 aIIU1-U2Il 2 , Uruzem‘1 l

y entonces B_1(t,-) es Lipschitz continuo con constante a-1 indepen

diente de t .

Por hipótesis (2.2) es gte:Em(Q) , entonces

9t1)wj)
+1

IA
m|n H

MH!

+
-._.—

m. ñ ><

'._¡.

fi
V

l
eq r-\

X
u.

H
N :1.

E
l-I.

8
H.

lA
mln

d
-—l

l
H

N

con lo que queda probada 1a última parte del LemaÁ/.

Dadoque B(t,') es inversible la ecuación (A.3) es equivalen

te a la ecuación no lineal
_ t

LA.S) U(t) = B 1(t,-A-I U(s)ds-+F(t)) = (R U)(t)
o

que tiene la forma apropiada para aplicar un teorema de Punto Fijo.

(A.6) LENA.El operador R definido en (A.S) transforma C0[0,T]

en si mismo y es continuo. Más aún es compacto.

Demostración: Sean IJeC°[0,T] y V tal que V(t)==B_1(t,U(t)).

Sean t1 , t2 ¿[0,T] , entonces por (A.4) resulta

Hv(t1)'v(t2) “12 UCt1)'V(t2)“12 2 <v(t1)'v(t2)yU(t1)'U(t2)>12
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2 <B(t1,V(t1))-B(t2,V(t2)), V(t1)-V(t2)>12

= <Bct1,v(t1))-B(t1,vct2)), V(t¡)-V(t2)>12

+ <B(t1yv(t2))'B(t2>V(t2))9 v(t1)'v(t2)>12

2 a“ V(t1)'v(t2) ' Cclt1_t2| V(t1)‘v(t2)“129
y de aquí se sigue que

IIv(t1)-v(t2)lllzsc (IIUct1)-U(t2)n12 + It1-t2I)

Luego como U es continua, resulta V continua y el operador R está

bién definido.

Más aún, la función Ü(t) = -A ItU(s)ds-+F(t) es Lipschitz
continua, ya que IJ€C0[O-R] y f,g satïsfacen (2.2) y (2.8). Entonces

el cálculo anterior demuestra que RU es Lipschitz continua, con una

constante independiente de U si ésta pertenece a un conjunto acotado

en C°[0,T] .

Ademásla aplicación R es continua. En efecto sean

U1,U2€CO[0,T] , entonces cono B'1(t,-) es Lipschitz con constante a_1

independiente de t , resulta
t

IIRU1(t)-RU2(t)II Zs a'1IIA f (U1(s)—U2(s))ds||2l o l

sct||U1.-U2|I m 2
| L (0,T;1)

y en consecuencia tenemos la estimación

(A.7) ||RU1-RU2||°° z s cT||U1-U2||
L (0,T;1 ) L°°(0,T;12)

que muestra 1a continuidad de R .

Comoel espacio de funciones Lipschitz en [0,T] se inmerge

compactamenteen CO[O,T], la aplicación continua R lleva acotados de
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C°[O,T] en compactos de C°[0,T] y entonces es compacta como ueriamosq

probar // .

Ahora vamosa enunciar el resultado de existencia y unicidad

de solución del problema de valor inicial (A-1) - (A-2), que consiste en

1a prueba de la existencia de tm único punto fijo de R en C°[0,T] .

(A.8) LEMA.La ecuación (A.5) tiene un único punto fijo en C°[0,T] ,

y es una función Lípschitz continua en t , 0 st sT .

Demostración: Sea T , 0 sr sT , tal que CT<1 en (A.7).

Entonces R es una contracción de Lm(0,-r;12) en sí mismo, por ende

existe una única función U(t) , Ost sr , punto fijo de R . Además

de (A.5) resulta U Lípschitz continua.

Ahora notemos que en todo el argumento lo esencial es que la

longitud del intervalo en estudio sea r , pero no que se inicie en 0 .

En efecto para t >r podemosescribir (A.S) como
_ t ..

U(t) =B 1(t,-A J U(s.)ds+F(t))
T r

donde Ñt) =F(t) -A ' U(s) ds , con U obtenida recientemente para

0 s s s T . Esto muestra que el argumento puede repetirse en cada interva

lo [kr,(k+1)r] (k20) , con T fijo independiente de las funciones U .

Luego de un número finito de pasos se ha obtenido la función buscada de

finida en [0,T] comoqueríamos probar // .

(A.9) Nota: dado que R es compacto también se puede usar en (A.9)

el teorema de punto fijo de Schauder // .
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APENDICE B

ESTIMACION DEL ERROR H ü -uh|| 2 CUANDO s2 #szh
L (ah)

El objetivo de este apéndicees estudiar el error “fr-uh“2LC)
entre la extensión ü de una función u solución en Q(Q<:]RI) de un 9h

problema elíptico de contorno y uh la solución en 9h del problema dis
creto asociado.

Se pretende probar que bajo ciertas condiciones sobre los datos

Q, g y f , el error es de orden h2 , es decir una potencia más que el

error en H1(9) . Este tipo de resultados se muestran en [C-1] pág. 136,

pero suponiendo g=0 , Q=Qh .

Supongamos que:
2

(B.1) an € c , f e L2(Q) , g e “¿(9) .

Consideremosel problema modelo que consiste en hallar uqu1(9)

tal que
u = g en 39

(B.2)

[Vu-Vw = wa
Q Q

para toda w€Hg(9) . Bajo las hipótesis (B.1) claramente resulta. ue H2(Q)

(ver [F-Z], pág. 68). Ademásexiste ÜtïHZ(Q) extensión H2 de u al

abierto Ó(Ót:ñ) tal que

(2.3) Ilüllzt scIIuII2
H (9) H (Q)

con C independiente de la función (ver [F-Z], pág. 10).

Sea Fh una familia de elementos finitos del 19 tipo y 9h

el dominio aproximado de Q tal que los vértices de 39h están sobre

39 . Con la misma Notación II del Capítulo 3 sean Vh(g) el espacio dis

creto de fünciones continuas, lineales en cada elemento finito, y que en

los nodos del borde coinciden con g , y V la extensión de 1a función
avV39.



- 125 

El problema discreto asociado a (B.2) consiste en hallar uh

tal que

uh 5vh(g)

(B.4)

I Vuh‘VLph = J f ¡11h
cz

para toda nahthCO) . Naturalmente consideramos a wh extendida por

cero a {no para dar sentido a la integral íf ¡ph .
52

En el Lema (B.24) probaremos que

(3.5) IIü-uhll s chzmnun2 )
Lzmh) HG?)

con c una constante sólo dependiente de los datos.

(B.6) Nota: el problema (B.2) se puede generalizar al de hallar

ueH1(Q) tal que

u = g en 89

(3.7)

I(K(x)Vu)-W;+b(x)u1p = I fu;
S2 Q

para toda ¡yeHgm) , que es el problema elïptico asociado a la ecuación

parabólica (2.49) (K y b se definen en (2.11) y (2.12)).

Si bien en el apéndice nos referiremos a (B.2) y (B.4) todos

los resultados e incluso las demostraciones son válidas para este caso

más general, obteniéndose también (B.5) // .

Inicialmente vamosa centrar el estudio en el conjunto th .

Tomemosuna cara E de 39h y un sistema de coordenadas (x' ,xN) tal

que Ec {xN=0} , y sea q)eCZCZ) que describa a 39 . Entonces como d;

se anula en los vértices de X resulta

(B.8) |cb(x')|sch2 x'eï

donde C es una constante sólo dependiente de 9 .
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Luegoes fácil probar el siguiente resultado.

(B.9) LENA.Existe una constante c >0 sólo dependiente de Q tal que
I * 2

(BJO) II g -g||m -< C h ll gll 2
L (E) Nam)

I 2
(B.11) Ilg -g(-,4>('))II°° S C h II gII 2

L (2) “20(9)

(B.12) LEMA.Existe una constante c >0 sólo dependiente de Q tal

que

schlla!) H
\) hL2(

para toda whth(0) .

(B-13) Ilw II
h LZCQh Q gh)

Demostración: podemosescribir
(X

wh(x',xN)=wh(x',0)fix“ á thx' ,s)ds =J N whoc',s)ds .
o ' o

Llamemos A):={(x',xN) :x' ez , 0 <xN<q>(x')} , donde hemos supuesto sin

pérdida de generalidad que 4) definida en (B.8) es no negativa. Luego
d>(X') MX')

llwhllzz wfishcx'fif vahlzsLC )A): Z o 2 o

)

donde Ke Fh es el elemento finito de cara exterior Z . Empleando la

4 2 4

s chKH WhHLZCA)s c}1K||Vu;h||L2(K ,z

desigualdad inversa (ver [C-1], pág. 142) .
-1

vw | s ch |
H hILZCK) K IwhHLZÜQ

obtenemos

Ilwllz Schllwhll Schllwll2 2
hL(A¡) K LCK) hLUO

Luego sumandoesta desigualdad para todas las caras Z de 89h obtene

mos (B.13) como queriamos probar // .

Con 1a misma técnica que en el Lema (B.12) podremos comparar

üyuhen Ohm.
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(B.15) LIMA.Existe una constante c >0 sólo dependiente de los da

tos 9, g y f tal que

(B.16) ü-u || sc
H h L2(Qh\9)

I
Demostración: como u=g en 39 y uh=g en 39h resulta

en A2 (ver (B.12))
I XN a '

uh(x',xN) =g (20,0) +1 371;qu ,s) ds
o

ücx',xN)=gcx',4>cx')) ¿Lancha ds
Mx')

Entonces restando ambas igualdades obtenemos

1/2 1 2- (°,d>(')) + h V
ll g g “me c II uhll 2

Il -ü|| sI I
uh L2(A2) AZ LcAZ)

+ch2 || Vüll 2 =I2 + 112+ IIIz
L (A2)

Sumandopara todas las caras exteriores Z queda

1/2 1/2I 2
I S( A g - (uN-D oo ) s h \Q

XI ¡Ill g IlL (z) C Iflh l II gllwím)schs,
2 2

II s c h (XIIVuhHZ )]/Zsch2||Vuh|| 2 sc hz ,
L (A2) L (9h)

SchZIIVÜIIZ schz ,
L (oh)

donde hemosusado 1a desigualdad (3.11), las estimaciones a priori

III s c hZQHVüHZZ )1/2
L (A2)

lIVullz SCCllfllz + IIgI )
L (9) L (9) L1 (s2)

IIVII sccufu +ug1u >
uh Lzmh) Lzm) H1(52h)

que se obtienen de (B.Z) y (B.4) proponiendo u -g y uh -gI como fun

ciones de prueba, y que (ver [C-1], pág. 133)

.. IIIg-gll1 SChllgllz
HCQh) H (o)



Luego

IIü-uhllz SI+II+IIIsch2,( \)
como queríamos demostrar // .

Ahora probaremos que ü - uhII 1 es de orden h , tal como
H

ocurre si Q=Qh (ver [C-1], pág 134).

(B.17) LEMA.Existe una constante c >0 sólo dependiente de los da

tos S2,fy g tal que

(B.18) IIü- Il SChllull
uh H1(nh) H2(9)

Demostración: Sea Ï=-Aü en Ó . Entonces por (B.3)

IIÏII u SHAÜIII a Sllull
cha) LZCQ) H2(9)

Tomemos tphth(0) , y notemos que

(B.19) Iva-thbí Aü-wh=IEu;
9h

Restando (B.4) de (B.19) obtenemos la ecuación

{voi-uh) th= {Nh ,
9h ohm

para toda whthCO) . Luego tomando wh=üI -uh resulta

911 Qh

S II Ïll 2 u üI-uhu 2
L (9h) L (nh\n)

..I .. «I
+ II V(u -u) II 2 'II V(u -uh) Il 2 

L (9h) L (ah)

Con la misma técnica de demostración que la empleada en (B.12) puede ob

tenerse que

IIüI- || sch2 v(üI— )
uh Lzmhm) H uh “Lthm
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puesto que üI-uhevhm) . Ademáscomo üeHzmh) resulta (ver [C-1],

pág. 133)
I

(3.20) ¡Ia-au1 sch||ü||2
H (ah) H (ah)

En consecuencia hemosobtenido la estimación

NI
v( — ) sch ,

II u uh UILZCQ)
y de ésta, 1a anterior, y la desigualdad de Poincare se sigue que

Ilü- II sllü-üIII +IlüI-Il schuuu ,
“hnïmp 1 ) uhH‘cah) 'Zm)H (0h h

como queríamos probar // .

A continuación vamosa suponer que u tiene un crecimiento li

neal a partir de 89 . En efecto:

(B.21) Existe un entorno V de 89 yuna función w(y,°) EWlCV)

para todo y e 89 , tal que w(y,y) =0

|u(x) -g(x)| swCy,x) para todo XeV ,

con m(y, -) 1 independiente de y e 352
WWW)

(B.22) Nota: la existencia de una barrera (uCy,-) fue probada para

todo t , 0 <t<T , en el problema de Stefan (ver (2.31)) //.

(B.23) M: la propiedad (B.21) es válida para el problema (B.2) si

f eLWCQ). En efecto notemos que v=u - g verifica

-Av=f+Ag=F ¿LCDCSD

v = 0 en 352

Sea m la solución del problema de contorno

-Am = 1 en Q

m = 0 en ao

Consideremos la función FIIm- wiv , que por aplicación del Principio
L

de Máximoes no negativa. Entonces resulta
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vax)| s 13]le - wCX) Xeíz

que implica (B.21) // .

Ahora probaremos la estimación en norma L2(9h) que ha motiva

do este apéndice .

(B.24) LENA.Bajo las hipótesis (B.1) y (B.20) existe una constante

c >0 sólo dependiente de los datos Q, f y g tal que

y 2
(3.25) Ilu-uhllz sch (1+IIuII2 )

L (ah) H (s2)

Demostración: Sabemos que

(3'26) lla-“hilton =IPEIÏ1211ÉQh)(“w“L_21(%).¿1Cü-uh”) '

Sea cbeH2(Q) 1a solución de

-Aq> = q; en sz

q>= 0 en 39

donde q;e Lzmh) se considera extendida por cero a ¿“zh . Como 39 ¿CZ

es válida 1a estimación (ver [F-Z], pág. 68)

II <bI| scII wII

Hzcn) Lzmh)

con c sólo dependiente de Q . Entonces

[ca-ww} (%-ü)A¿+J (ü-uh)(A¿+w)
9h “h “h

=J VCü-uh)V¿+I (uh-ü)¿v+ J (ü-thÏ’
52h aah nhm

= I + II + III

Recordando (B.19) tenemos para el primer sumando

_ .. N *I * *I
I - I VCU-Uh)-V(d>-cb)+ Jf-cbth

a. " mI w NI
S VCU- ) ' V(<b-d>) + f Ó

Il uh anmh) u Ilemh) Il “¿WII Ilemhw)
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scchzllïéllz +ch2nvaïnz mu“2
H (9h) L (Qh\9) H (9)

2schuuu2 wpnz ,
Hm) Lmh)

donde nuevamente hemos usado la técnica de demostración de (B.12) para

acotar ||q>I||2 (51==0 en 39h) y 1a estimación (B.20) para ü
“ L (Qh\9)

Y Ó

Para el segundo sumando notemos que

II s luh-üIIE l S Iluh'üllz ¡lg II2
arjzh v L (aah) “ L

sc(||gI-'éll2 +II'á-üllz nuïuz
L(M%) L(M%) HC

(39h)

9h)

Por (B.10) tenemos

Por otra parte por hipótesis (B.21) resulta

' S‘3(y,x) 9 x5V ,

ya que las extensiones ü y g conservan la propiedad (B.21) por 1a

forma comose las construye (ver [F-Z], pág.10). Dado x:eth sea
y e39 el punto más cercano. Entonces claramente Ix-yl sczhz (c depende

de Q) y se verifica

lü(x)-'á(x)lsum) =a(y,x) -acy,y) sch-yl sc h2

Comoesta desigualdad es válida para todo X4zanhresulta
- - 2

IIg-Ifllz SCh
L (oh)

y entonces

sch2 ll wll 2
L (52h)

Para el tercer sumandotenemos por (B.16)

-IIA¿IIch

II s ch2||6ll 2
H (9h)

IIIsIlü-uhllz schzllwllz
L (9h\9) 9h\9) L (9h)



Finalmente llevando a (B.26) las estimaciones para I, II y III obtenemos

la tesis // .

Ahora probaremos una generalización de (B.24) que es necesaria

en el estudio del 29 esquemadiscreto (ver (3.89)). Consideremos para

i = 1,2 los problemas

gi en 39

Vw = {fi xp
9

para toda u)eHáCQ) , y los problemas discretos asociados

ui =

(B. 27) .

IVu1
Q

“É €‘HICgí)

{Vu}1 vw=jffi ¡ph
gh o

para toda whevhm) .

(B.28)

(B.29) LENA.Supongamosque los datos Q, fi, gi (i=1,2) verifican

la hipótesis (B.1) y u1 satisface 1a condición (B.21). Entonces existe

una constante c >0 sólo dependiente de los datos tal que

(3.30) Haz-1“ sclh2(1+Hu1H )
uhchah) Hzm)

+Hf -f H +Hg -g H 1
1 2 LZCQ) 1 2 H1CQ)

Demostración: Comose verifica

N2 1 -2 ..1¡In-uh“2 sIIu-uII2
L (9h) L (52h) oh)

acotaremos cada sumando separadamente. Para el primero notemos que

v =u1 - u2 satisface

s1 1
+Hu - H

uh LZC

v= g1 - gz en 89
(B.31)

IVV-Vlb= í(f1-f2)w
S? Q

para toda ll)€H;(Q) . Entonces resulta 1a estimación a priori



)
IH1 (sz)(B.32) IIVIL1(Qísc(IIf1-fZIL2(Qí*IIg¡-g¿|

.con c sólo dependiente de Q (se prueba proponiendo u1=V'-(g14g2)

en (B.31)). Luegopor la continuidad del operador de extensión Cver(3.20))

tenemos
c1 NZ

uu «1an )scuvuz
(ah L (s2)

sc(|lf-fI| +IIg-gl ).
12L2m) 12 I

H1(a)

Para el segundo sumando, y dado que u satisface (B.21) por

hipótesis, resulta por (B.24)

)

Con las estimaciones obtenidas es inmediata 1a tesis Á/.

IIü1-1II sch2(1+llu1| 3.
uhLth) Lzm

Lic. Ricardo H. Nochetto
¿Mg ¿(IZQ

Dr. Néstor E. Aguilera
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