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CAPITULO I

INTRODUCCION



| INTRODUCCION

Introducción histórica

Desde su invención en 1819 (Fraunhofer) hasta nuestros dias las re

des de difracción se han convertido en una herramienta imprescindible en di

versas ramas de la fisica. Entre otras aplicaciones podemoscitar desde su uso

tradicional comoelemento diSpersivo en espectrómetros y eSpectrógrafos, hasta

aquellas originadas en el campode las comunicaciones mediante fibras ópticas

Cuando un haz luminoso incide sobre una red, la naturaleza periódica

de la mismahace que la intensidad de la luz difractada esté distribuida según

[2]_ [3lciertas direcciones discretas llamadas órdenes espectrales Wood observó

rápidas variaciones de la intensidad difractada en un dado orden cuando varía

ba relativamente poco la longitud de onda de la luz incidente. Dado que la

fuente de luz empleada poseia una distribución espectral de intensidad conti

nua y lentamente variable, Woodesperaba encontrar un espectro también conti

nuo y denominó anomalías a estos cambios pronunciados de intensidad observados

solamente en plarización 5 (campomagnético paralelo a los surcos de la red).sedebea e]El primer tratamiento teórico

campodifractado se desarrolla en ondas planas que viajan o que se atenüan

exponencialmente hacía afuera de la red. Su teoria relaciona las anomalias de

Woodcon singularidades que se producen en las amplitudes de un orden dado

cuando aparece o desaparece otro orden. Dichas singularidades ocurren solamen

te cuando el campomagnético es paralelo a los surcos, lo que está de acuerdo

con las experiencias de Wood. Sin embargo este tratamiento no permitia encon

trar la forma de las anomalías. Trabajos experimentales posteriores sugirie

ron [61,[7] [8],[9],[10]o mostraron claramente la aparición de anomalías en

polarización f) (campoeléctrico paralelo a los surcos) cuando se usaban redes

con surcos profundos; esto llevó a reconsiderar aquellas teorias que no permi

[l
1.



llll
ten anomalías P . Tal tarea fue llevada a cabo por Lippmann quien de

mostró que los desarrollos empleados por Rayleigh incluyendo solamente ondas

que se alejan de la red, son válidos únicamente para redes con surcos poco

profundos. Si la ecuación de la superficie de la red es ázzafl) con I %(x3‘ é b

no hay duda que la suposición de Rayleigh es válida en la zona 3) b ya que

en dicha zona los camposdifractados deben satisfacer la condición de radia

ción. En cambio para un punto en la zona 3C1)Lï4ít> existen corrientes elemen

tales ubicadas tanto por encima comopor debajo de él; por esta razón un desa

rrollo completo de los campos válido para puntos muycercanos a la superficie

de la red deberia en principio contener ondas que se propaguen (o que se ate

nuen exponencialmente) tanto hacia el exterior comohacia el interior de la

red.

Fano [12] es el primero que trata de explicar los comportamientos

“anómalos” como producto de la interacción de la luz incidente con ondas elec

tromagnéticas superficiales (ondas de Sommerfeld). Aunquesu tratamiento no

es estrictamente correcto, representa una importante contribución para la com

prensión de los procesos fisicos que nos ocupan.
[13]La teoria de Hessel y Olíner también utiliza un tratamiento

con ondas superficiales (a las que ellos denominanondas guiadas) e introduce

en el estudio de las redes de difracción el concepto de impedancia superficial.

Si afuera de una superficie cerrada ZZ: el campo puede ser desarrollado en una

base de funciones conocidas, los coeficientes de este desarrollo quedan unïvo

camente determinados cuando se conoce el valor del cociente EE entre las com

ponentes tangencíales de los campossobre toda la superficie 2: [1h]. Este

cociente recibe el nombrede impedancia superficial y su determinación requie

re la resolución completa del problema. Sin embargo, suponiendo algunas pro

piedades “razonables” para Ei sobre un plano fuera de la red, Hessel y Olíner



resolvieron el problema clasificando las anomalías de Wooden dos grupos,

las llamadas de Rayleigh relacionadas con la redistribución de energía cuando

aparece o desaparece un nuevo orden y las anomalías resonantes relacionadas

con la excitación de ondas superficiales u ondas guiadas que satisfacen por

sí mismas las condiciones de contorno. Amboscomportamientos anómalos quedan

evidenciados claramente cuando se mide no solo la intensidad de las ondas di

fractadas sino también la diferencia de fase ¿3? entre las dos componentes

fundamentales de polarización. El primer trabajo experimental en esta línea

se debe a Simon y Simon [15] quienes midieron el valor absoluto de ¿3L? . Pos

teriormente, la diferencia de fase con su signo fue medida por Depine, Simon
[16] obteniendo resultados que muestran claramente el carácter resonan

[17]
y Simon

te de ciertas anomalías. Hutley y Bird estudiaron experimentalmente la re

lación entre las anomalías resonantes y las ondas de Sommerfeld, que ellos de

nominan oscilaciones superficiales de plasma o plasmones siguiendo una termi

nología usual en física del sólido. iluminando la red con un laser excitaron

las ondas superficiales y observaron que la luz emitida era especialmente ín

tensa cuando el añgulo de incidencia del haz laser correspondía al de una ano

malía resonante.

Tanto las teorías que emplean desarrollos de Rayleigh como la de

Hessel y Oliner no podían reproducir cuantitativamente las curvas experimenta

les disponibles, ya sea debido a la suposición de surcos poco profundos invo

lucrada en aquellas o al desconocimiento a priori de la impedancia superficial

en la ültima. Esto provocó que a partir de mediados de la década del 60, muchos

investigadores dedicaran su interés a resolver el problema mediante una teoría

rigurosa, trabajando directamente con las ecuaciones de Maxwelly resolviendo

el correspondiente problema de condiciones de contorno. Comoresultado de es

tos trabajos, las investigaciones teóricas se desarrollan actualmente utili

zando tres tipos de métodos: integrales, modales y diferenciales.



|.2 Teorias electromagnéticas de redes de difracción

Los métodos integrales han proporcionado la primera solución elec

tromagnética rigurosa al problema de la difracción por una red y fueron pro
[13] [19] [20]puestos casi simultáneamente por Petit y Cadillac Wirgin y Uretsky

[2]]’[22] para el modoSi . Dichos formalismospara el modo 1) y por Pavageau

suponen que la red posee conductividad infinita y son conocidos comométodos

integrales pues en ellas el problema se reduce a resolver una ecuación o un

sistema de ecuaciones integrales lineales. Diversos formalismos integrales han

sido desarrollados posteriormente para el caso de redes dieléctricas o metáli

cas con conductividad finita; entre ellos podemoscitar el método propuesto
[23] que conduce a la resolución de dos ecuaciones

[24]
por Van den Berg y Borburgh

integrales acopladas y el propuesto por Maystre que requiere la resolución

de una sola ecuación integral de primera especie con nücleo singular. Este mé

todo ha sido implementado computacionalmente por su autor empleando elaboradas
[25]técnicas numéricas para sumar e integrar los núcleos singulares Si bien

[261,[27]diversas comparaciones han demostrado que el programa numérico elabo

rado por Maystre es capaz de predecir las eficiencias de las redes de difrac

ción usadas en las distintas zonas del espectro electromagnético, este método

integral tiene las desventajas de requerir grandes tiempos de cálculo y debido

a las complejas técnicas matemáticas involucradas, de ser de dificil implemen

tación.

En otra linea teórica podemos ubicar los llamados métodos modales o

de ajuste de modos que conducen a empalmar un desarrollo de Rayleigh válido

fuera de los surcos, con un desarrollo modal de los campos en el interior de

los surcos. El tratamiento resulta muysimple para ciertas geometrïas que per

miten obtener analiticamente la base modal y fue usado en el caso de conducti
[28] [291,[30]vidad infinita para perfiles rectangulares , triangulares y semi
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[31].circulares El método modal se complica cuando se considera conductividad

finita o forma de surco arbitraria comose demuestra en la teoria general de
[32]sarrollada por Fox en 1980 aplicada hasta ahora solo a la red de perfil

rectangularl33]_[35].

Desde el punto de vista matemático el cálculo riguroso de los cam

pos electromagnéticos difractados por una red se reduce a la resolución de un

sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (las ecuaciones de

Maxwell) sujetas a ciertas condiciones de contorno adecuadas. Los métodos que

resuelven estas ecuaciones empleandodiferencias finitas, ya sea directamente

o bien transformándolas en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,

reciben el nombre de métodos diferenciales. Han dado buenas soluciones para
[361-[39]

conductividad baja y combinados con transformaciones conformes han

[ho]-[h3l_re5uelto el caso de conductor perfecto Los métodos diferenciales no

permítïan tratar el caso de conductividad alta pero finita, situaciñn de gran

interés pues corresponde a los metales usados como reflectores en el rango óp

tico e infrarrojo (plata, aluminio y oro). En el caso de polarización 53 los

resultados obtenidos coincidían con los predichos mediante otros métodos, só

lo para redes con surcos poco profundos.

|.3 Objetivos y desarrollo del presente trabajo

Dado que los métodos diferenciales parecen representar un compromi

so entre simplicidad de formulación, versatilidad, facilidad de implementación

y rapidez, se encaró el estudio de estos métodos con el objeto de superar las

dificultades mencionadas. En el Capitulo Il de este trabajo se describen algu

nas propiedades fisicas y matemáticas de los campos y en el Capitulo lll los

métodos diferenciales propuestos por Ceruttí-Maori, Petit y Cadillac[36] para
[37]polarización P y por Neviére, Vincent y Petit para polarización S . Se



demuestra que este ültímo formalismo, considerado hasta ahora riguroso, es
. ., ,. [Mi]

solo una aprox:mac¡on valida para redes con surcos muy poco profundos .

En el Capitulo IV se presenta un nuevo formalismo diferencial rigu
,. , .. [hs]

roso que resulta valido aun en las zonas de alta conductuvndad y se compa

ran los resultados obtenidos mediante programas computacionales basados en el

nuevo método y en el método diferencial usual, para ambos modos y en las zonas

donde el método usual no posee dificultades numéricas.

Con el fin de disminuir los tiempos de cómputo se pensó en combinar
, . . .., . [461,[147]los metodos diferenCIales con la conducnon de contorno de Leontov¡ch

El uso de esta condición de contorno también llamada de impedancia superficial

constante, evita el cálculo de los camposen el interior de la red.

En el capitulo V se discute la validez de la condición de contorno

aproximada (nunca usada anteriormente en el rango espectral que nos ocupa) y

se presenta un nuevo formalísmo diferencial aproximado que combina la mencio

nada condición de contorno con transformaciones conformes. Mediante compara

ciones con las soluciones rigurosas se demuestra que el formalísmo aproximado

resulta particularmente adecuado para estudiar los camposdifractados por una

red metálica de conductividad grande pero finita comoes el caso de interés

[#8],th1.en óptica Por último en el Capitulo VI se resumen y discuten los re

5ultados presentados analizándose las conclusiones que pueden extraerse de

este trabajo.



CAPITULO II

PROPIEDADES FISICAS Y MATEMATICAS DE LOS CAMPOS
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ll. PROPIEDADES FISICAS Y MATEMATICAS DE LOS CAMPOS

|l.l Presentación del problema de la red

A lo largo del presente trabajo usaremos un sistema de coordenadas

cartesianas ox‘á'á ;Q133% son los versores en las direcciones 01‘03)0¿ . Su

pondremosque la superficie de la red puede representarse por la superficie

cilïndrica %::a(xlcon generatríces paralelas al eje 3 ; 861) es una función

periódica de periodo d. igual a la distancia entre dos surcos consecutivos,

en los tratamientos teóricos elegiremos por comodidad una unidad de longitud

tal que (i sca igual a ZTÏ . Liamaremos E : €1¡+i€¡ a la constante dícléc

trica del medio lineal, ísótropo y homogéneocontenido en la región 34%(1);

É. será real para redes dieléctricas o complejo para redes metálicas o die

léctricas con pérdidas. Si el material con el que está construida la red es

un metal perfectamente conductor diremos que las propiedades del medio están

caracterizadas por un valor infinito de su conductividad abandonándose la des

cripción del medio mediante EL cuyo módulo se haria también infinito. En la

región iá>'%(x) supondremos que hay aire y aproximaremos la constante dieléc

trica en esta zona y la permeabilidad en todo el espacio por las correspondien

tes al vacio. La red es iluminada desde la regiónlá)t%(x)por una onda plana de
amplitud unidad y frecuencia (.0 , cuyo vector de onda E está contenido en el

plano 71% y forma un ángulo Q con el eje % ; de esta forma si la superficie

de la red es infinita (suposición válida si no nos interesa el poder resolven

te) los campos electromagnéticos no dependerán de la coordenada %

El principio de superposición nos permite estudiar una polarización

arbitraria; conocida la forma de los campos en los dos modos o casos funda

mentales de polarización llamados P y 5 . En la polarización p el vector

campoeléctrico es paralelo a los surcos de la red (Ei: Es É ) y suele

llamarse “caso E/[”. En la polarización S el vector que es paralelo a los
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surcos es el campomagnético (H : H3 i ) y suele hablarse de] “Gasoil”.n

La dependencia temporal armónica elegida permite representar cualquier función
-‘P —l. A A

a-(n'ft) del vector posición JL z: 9C’X + + ¿es
ÁÜÏ) tal que

a y del tiempo Í,
mediante una función compleja asociada

-‘
QIC’L) t) = ’Rl [AUN C_LWt] (2.1)

donde TÜL significa "parte real“.

.2 Ecuaciones de Maxwell y condiciones de contorno

En el sistema cgs de unidades, las ecuaciones de Maxwell que rigen

el comportamiento de los campos en un medio lineal isótropo y homogéneo con

constante dieléctrica e: y no magnético (permeabilidad P. = i) en ausencia de

cargas y corrientes libres, y suponiendo una dependencia temporal armónica dada

por (2.1) son:

Hoz)6x E02) z _w (2-2)
C.

5x gti) = -¿U_>g 5073) (2.3)
C

6' : O (2.14)

€;‘ ii (ji) : C) (2.5)

donde C es una constante igual a la velocidad de la luz en el vacio.

Tomando rotor en ambos miembros de (2.2) y utilizando (2.3) y (2.4)

se demuestra que E satisface la ecuación de ondas de Helmholtz:
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2 a-B

[V2 + —U‘-)—E. :1 E : O (2,6)

'I’

Partiendo de (2.3) y utilizando (2.2) y (2.5) se demuestra que H verifica

la misma ecuación:

wz ‘7v2 + — e _
C2 i H “ O (2.7)

Si la superficie S iinfita dos medios continuos las componentes de

ios campos a cada lado de S están relacionadas por las siguientes condicio

nes de contorno (Fíg. 2.2):

ñx(Éz—E,)=O (2.8)

3> x
f“\

I:p
l

3:! V
n C) :3 8

3) m 57‘s
l

ULtv H s’ï
«ko (2.10)

(34’32) 1 o (2.11)3)
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) , ) representanloslimitesde “(9‘03
cuando PÁ tiende a M :: 1,2). Jos y ISS son las

densidades superficiales de cargas y corrientes libres en la superficie 55 ;

gg es distinta de cero sólo si uno de los medios (por ej. el 2) es perfec
tamente conductor: en este caso ECÍÉÜ y ü CP; ) son cero y entonces

(2.9) resulta:

A F, -9 2.12
mXH4 :2 '85 ( )

Il.3 Tratamiento de cada caso de-polarízacíón

Denotaremos con 5 (‘x)% ) a la componente según el eje 3 del

campo eléctrico en el modo P ó a la componente según 3 del campo magné

tico total en el modo si . De acuerdo con (2.6) y (2.7) 5' (fic,\á ) debe

ser solución de una ecuación de Helmholtz en cada zonac

V25 + KIS : O l¿>%(°<) (2.13.a)

2 2_ («.1Vg + :0 (2_-¡3.b)

donde Ezufic.

Para expresar matemáticamente un hecho experimental bien conocido,
u l A \agregaremos la sugunente conducnon de radiacion: cuando nos alejamos mucho de

la superficie de la red, el campodifractado debe estar acotado y debe repre

sentar ondas salientes. Es decir pediremos que:
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i áClHÁ) —Sihcídenie] í) ondas salientes (2.114.a)

¿(K130 —‘ ondas salientes (2.1%.b)
lá—>-w

(la condición de radiación no puede imponerse al campo total cuando % tiende

a mas infinito pues el campo incidente es una onda entrante).

Expresaremos ahora las condiciones de contorno para cada modo en

términos de la función incógnita 5: . Utilizando (2.8) para el modo P o

(2.9) para el S obtenemos la continuidad de 5 en la superficie de la red:

li/m 5,61%) mn 5‘61“)
3-400 Iáñafi) (2.15)
gc 3€!) \á > (¿(1)

lo que implica la continuidad de la derivada de 5 según la dirección tan

gencial a la superficie. Para analizar el comportamiento de la derivada de

a} según la dirección normal a la superficie usamos la condición (2.9)

junto con la ecuación (2.2) para el modo F> o la condición (2.8) junto

con la ecuación (2.3) para el modo ES obteniendo:

r2 llin a; (Mi) i "Im 35m!) (2.16)

(¿v-“¿m "091. l _ «1-,304) 331

LM 3m J i¿> gm

donde



1 modo P

(Z : (2.17)

e modo S

Podemosescribir las condiciones de contorno (2.15), (2.16) con la

notación más compacta de la sección anterior:

Si Z Él (2.18)

351

col?»

a_5.

'89»

(2-19)

sin olvidar el proceso de limite explícitado en (2.15), (2.16).

El problema fisico queda asi reducido a hallar una función 5:61:1‘)

que satisfaga las ecuaciones (2.13), las condiciones de radiación (2.1h) y

las condiciones de contorno (2.18) y (2.19). Supondremosque este problema,

llamado problema de la red, es un problema matemáticamente bien planteado

que tiene una única solución. Según Petit [solia existencia de una solución

(obvia para un fisico) nunca ha sido matemáticamente establecida. En cambio

suponiendo la existencia puede probarse la unicidad de la solución, por lo

_[51]menosen el caso

ll.h Pseudoperíodicidad y desarrollo de Rayleigh de los camposdifrac

tados

Admitiendo la existencia y la unicidad probaremos dos útiles propie

dades de la solución al problema de la red.



Si 5' (fl-yá ) es el campo dífractado primero mostraremos que la

función .d —t&xsax9
¿(13%) ; :9 («430€ (2.20)

es una función periódica de periodo igual al de la red ( ZTÏ) es decir (ver

Figura 2.1):

-‘Étz‘fl' sen e 0L

¿icmzrmp e i = i (wn (2.21)

Para ello notemos que el primer miembro de la igualdad (2.21) satisface la

ecuación de ondas y las condiciones de radiación (pues .&d las satisface);

si este primer miembrosatisfaciera las condiciones de contorno en la superfi

cie entonces la igualdad (2.21) quedaria probada invocando la unícidad de la
d

solución. Esto último puede ser demostrado usando las propiedades de 5‘ y la
L i ..

propiedad obvia del campo incidente S ('L, lá ) ; eLBz'C'xsen e iácose)

&L(%+2fl3%3Z SLCxflá) ei&2n sale (2.22)

La condición de contorno (2.18) asegura que:

K i, AN rd, * sLÉZWüwO d "¿ZWSUaS
Lg kr,¿+¿_;;.l'\:;\¡\ Ü] l : (f/_¿2ÏZ‘:I:\;e'-L

)

y usando (2.22) esta igualdad se reescribe en la forma:

L Cd _L2¿21fsgn9 (i ’_L212Ïil 32.0 9
SCM) + a. (wwe - 52,(“f-“ml C

-¿inrsána.. d
lo que Indica que el producto & Cm+2fl3i¿) e satisface la condi



ción de contorno (2.18). La condición de c0ntorno (2.l9) asegura que:

, ,_.AL d . a: (Mi . 43*-
J) > ;_ . l ___,_. (¡MJ/ma:l V i.»2-” _ ini-t} I'I,>_._'_.": a.“—¡_ » « “'. ' . “ ‘

Bm y ., L i

o usando (2.22):

f í . _,.. ,7.' . , , _ _ 22,115,011 J

2- % +3 5d €142,31: a“ ) _ flv 9 ¡Sá ’v_..:':1'. 1) e L
-: 1 ¿i (mnó‘) "' i (“ZW‘LÜ - K XX “2, W ' ó
31-1. 0’“

es decir que el primer miembrode (2.21) también satisface la condición (2.19)

en la superficie %::%(13, por lo cual debe ser solución del problema de la

red. Aceptando la unicidad de ¡a solución queda demostrada la igualdad (2.21)

que expresa la periodicidad de LL( Yq‘í ) también conocida como pseudoperío

dicidad de los camposdifractados.

La periodicidad de la función 11(13‘1) definida en (2.20) permite

representarla mediante una serie de Fourier:

w |
A.”\7L

¿temp :Ï ¿(‘06 (2.23)
m:-c0

y el campodifractado resulta:

00
OO

0L ¿92.1 sen e Lm'x, L'o’mvt
3C («,33 = e ¿2,10339 ; umwe (2.21.)

mT-‘w m=-oo

donde hemos definido:

rm : ¡í sen e 4- m, (2.25)



Notemos que (2.2ü) vale cualquiera sea %
d. .

Si %>Inva %(M)) g verifica la ecuacion de ondas (2.13a) para
todo x. ; introduciendo en esta ecuación la expresión (2.2h) se obtiene una

ecuación diferencial para cada í“_(%)

1

¿“ji + (if —Tm2) um : O (2.26)
diáz

Definíendo:

(23- 2g:W 23m;

m ¿(73143) 2 Kï'arnf

ia solución general de (2.26) será una combinación lineal de las funciones
_- ('3 ‘ (a)
E}"“ % y e‘qï‘ % pero la condición de radiación (2.14a) prohibe ia

. .. . ¿2 rielInclu510n de las primeras pues representan ondas entrantes cuando >‘ "x
, 1 2 .

y no estan acotadas para % -ü>OO cuando B. 4 78“ . Finalmente obtenemos

ei siguiente desarrollo de ios camposdifractados válido cuando 3') ”“Á4¿‘ñóxi 1

DO ‘ (.)
0L ¿.(me + (Pm

{Y C'X‘LÁ) : Rm e (2.28)
=‘00

donde TKnxson amplitudes complejas incógnitas.

Este desarrollo fue usado por Rayleigh en 1907lh] y las exponencia

ies que aparecen cn (2.28) reciben el nombre de órdenes o funciones de Rayleigh.
, . ...\,2.

Cada termino de (2.28) representa ondas planas propagantes cuando ñ_ }' Q“
9 ,_.2. , t

y ondas evanescentes si ¿_¿’ ¿m . Si e] orden n-esimo es propagante, Í%flL/z_l

es menor que ¡a unidad y podemos definir 6%1tai que:



B — sen 9m : Sens +11}. “11'59 ¿11' (2.29)
gl OL 2 m z

asï:

(I) 2 2 V2
¿Fm __. (EL -Tm) z ¿Cos 9m (2.30)

y el orden propagante n-ésímo se escribe como

¿(www ¿(«ernww‘seml
Rm e : Rme (2.31)

lo que prueba que Ez“ es el ángulo dedifracción del orden n-ésimo (ver F¡9U*

ra 1.1). La eCuación (2.29) es la conocida ecuación de la red, deducible con

la teoria escalar de ladifracción (Huygens-Fresnel).

Procediendo de la misma forma que para la zonalá >IWKL!%(1l podemos

demostrar que en la zona %¿.mum.%(i)vale el siguiente desarrollo de Rayleigh:

°° '[T x WHL m - m
¿FON-¿l : Tm e (2.32)

nu=eoo

TL“ son las amplitudes de los órdenes transmitidos y:

2 ¡2 2)
crm _ (¡te “'62)/ _ IrmLF( >O (2.33)m. '- m' ) m

Los campos difractados quedan determinados cuando se conocen las

amplítudes complejas 72m, y 72\ . A partir de Ïfiü podemos calcular los flu

jos de los vectores de Poyntíng (en valor medio temporal) asociados con la

onda incidente ( í)t) y con el n-ésimo orden dfiractado (¿gi ), a través de

un rectángulo de lados BC., BÏL' (paralelos al eje y.) y ÏBB', CC? (parale
. . _ ,1, L

los al eJe É?) (ver Figura 2.1). El cocnente entre (bn y 4) recibe el nom



bre de eficiencia del orden dífractado n-ésimo y representa la fracción en

valor medio temporal de la potencia incidente que transporta el orden refle

jado n-ésímo:

2 (0
, _”‘._. (2.314)em! - Eh, iRnni

('3
O

= 1'. , .52. (43de donde se ve que aquellos órdenes para los cuales Á ¡n , ( f; es un

número imaginario) no transportan energia en dirección normal a la red.

|l.5 Criterios de reciprocidad y conservación de la energia

Antes de describir los métodos diferenciales empleados para calcu

lar las eficiencins (2.3ü) mencionaremosdos relaciones generales que éstas

deben satisfacer cualquiera sea el tipo de red o polarización empleada.

La primera, conocida comocriterio de reciprocidad establece la

igualdad de las efíciencias en las situaciones esquematizadas en la Figura

2.3. En la situación de la Figura 2.3.a lared es iluminada bajo el ángulo de

incidencia Ei y el P-ésimo orden difractado forma un ángulo Éfi) con la nor

mal a la red y tiene una amplitud Tip . En la Figura 2.3.b, el ángulo de inci

dencia es Ey:-ÜP, y el p-ésimo orden difractado se propaga en la dirección

9h:;-s8 (segün se demuestra a partir de la ecuación (2.29)) con una amplitud

R'P

El criterio de reciprocidad establece que:

tos 9€ {RFIZ z cos 9 IR' (2.35)
2.

pl
cos 9 cos 6p
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es decir que la eficiencia del orden l -ésimo tiene el mismovalor en la

situación a) y en la situación b). En particular para F:(), Opzélcon lo cual

concluimos que la eficiencia del orden cero no cambia cuando la red se rota

en 180° alrededor de un eje perpendicualr a su superficie medía. Debe notar

se que este resultado vale aün para perfiles no simétricos.

La segunda propiedad que mencionaremos es conocida como criterio de

conservación de la energia y establece que:

llez 4' T = 1 (2.36)
‘11,“

meUí

U4 es el conjunto de números enteros para los cuales Bé>lïáï y 7- es la frac

cíón de la potencia incidente en valor medio temporal que penetra hacia el

interior de la red en la superficie correspondiente a un periodo. La igualdad

(2.36) establece el hecho fisico de que la energia incidente debe ser igual a

la energia dífractada. Para un dieléctrico sin pérdidas, E, es un número real

y (2.36) toma la forma:

, (z)

llezfi) + leiz í“- : 1 (2.37)
Wgn WJÜ

meU4 mEUZ

donde liz es el conjunto de números enteros para los cuales E:KZI> 12%

Las propiedades (2.35) y (2.36) pueden ser útiles para constatar

la exactitud de los resultados numéricos obtenidos con una teoria determinada

o para detectar errores de programación en los casos en que la teoria en cues

tión satisfaga automáticamente ambas relaciones.

||.6 Ondassuperficiales guiadas y redes de difracción

Ya se ha mencionado en la introducción que los comportamientos
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“anómalos” de las redes de difracción pueden ser explicados como producto de

la interacción de la luz incidente con ondas electromagnéticas superficia
9 ‘ aeslïzl’IIJI’ll7]. Estas ondas que se propagan en superficies planas atenuanl

dose durante su propagación, son soluciones de las ecuaciones de Maxwell más

condiciones de contorno por si mismas es decir en ausencia de onda incidente

y pueden ser consideradas como un modo guiado o modo propio. En estructuras

periódicas puede haber un acoplamiento con el campo externo y el estudio de

estos modos propios está íntimamente relacionado con el estudio del problema

de la difracción en la red. Su conocimiento permite interpretar fisicamente

la respuesta de la estructura periódica frente a una dada excitación. Podria

mos considerar que la situación es análoga a la que exite en un circuito re

sonante serie RLCcuando en los extremos del mismo se aplica una tensión VCt)

; \Q cos UJÍ . Cuando (U varia desde cero hasta infinito, la intensidad de la

corriente eléctrica que recorre el circuito presenta un valor máximo(más impor

tante cuanto menor es R ) para un valor particular u):LUr, fenómenoconocido

como resonancia. La respuesta a la excitación \/Ltl puede entenderse cuando se

estudian las oscilaciones naturales del circuito (es decir las oscilaciones sin

excitación_exterior). CuandoR I O , el circuito oscilará indefinidamente a la

Frecuencia UJo ; si Fifi O habrá pérdidas de energia y toda oscilación se amor

tiguará en el trempo por lo cual la frecuencia propia será un número complejo

cuya parte real tendrá valores muy próximos a ¿UC . Este valor a): UDPcorres

ponde a un cero de impedancia del circuito. Sí fuera posible excitarlo con u>=cvp

entonces la respuesta (corriente) seria infinita, pero como (L) es real esto nun

ca ocurre. Para pequeños valores de R , UJp es un número complejo con parte

imaginaria muy chica, y cuando LU toma valores próximos a la parte real de U)p

la impedancia toma valores muy chicos dando lugar a grandes intensidades de co

rriente.

Para la red de difracción el análisis matemático será muchomás
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complicado que en el caso del circuito LRCpero la idea básica es aún la mis

ma: estudiando los modos propios u ondas guiadas que pueden ser soportados

por la estructura periódica es posible predecir la respuesta de la red cuando

sobre ella incide una onda plana. Esto se pone en evidencia cuando se calculan

las constantes de propagación de dichos modos propios que como fue demostrado
[71]por Neviere coinciden con las singularidades de las amplitudes difractadas,

en el plano complejo in . La onda superficial puede hallarse fácilmente para

[72]_una interfase plana Debido a que la velocidad de fase de dicha onda su

perficial es menor que C, , no pueden ser excitadas por la luz incidente en

una superficie plana. Sin embargo la introducción de una pequeña modulación,

por pequeña que sea, permite el acoplamiento de la onda superficial con los

campos que se establecen cuando incide luz sobre la superficie modulada (red).

La resonancia de estas ondas superficiales con la luz incidente tendrá lugar

cuando la diferencia de fase entre ambas oscilaciones sea igual a un número
’ I t centero de veces A4! , a lo largo de un periodo; es deCIr:

¿580 e 1 i : m (2_38)
7k 7\s

donde d. es el periodo de la red, É) es el ángulo de incidencia, 7L y 7k5

SOn las longitudes de onda de la radiación incidente y de la oscilación super

ficial respectivamente, ÑYLes un nümero entero y el doble signo corresponde

a ondas superficiales que se propagan en sentido positivo y negativo. La con

dicíón de resonancia (2.38) puede escribirse

:mLsen e : C— (2.39)
U 0L

donde (L y 17 son las velocidades de fase de la luz incidente y de la onda

superficial. En el caso C=nf , (2.39) da la condición de Rayleigh, es decir



el ángulo 59 para el cual algün orden se propaga rasante a la superficie

media de la red. Usando la relación de dispersión para una onda superficial
[72]en una interfase plana la velocidad de dicha oscilación resulta:

N” z C ¿É (2.1.0)
E,

válida para interfase vacio-medio de constante ÉL . Para aquellos metales que

satisfagan la relacióni€i>>lla diferencia relativa entre U' y C será muy

chica y es de esperar anomalías resonantes muycercanas a aquellos ángulos

donde se produce la aparición o desaparición de un orden de difracción. La

expresión (2.h0) vale para interfases planas, pero los experimentos de Teng
[73]y Stern han mostrado que la velocidad de fase de la onda superficial en

una superficie ligeramente corrugada difiere muypoco del valor dado por (2.h0).



CAPITULO III

METODOS DIFERENCIALES
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III. METODOS DIFERENCIALES

En este Capitulo se describen los métodos diferenciales usualmente

empleados para calcular las eficiencias de una red de difracción. La idea del
[52]

método fue sugerida por Petit y el primer desarrollo teórico se debe a
[36] quienes trataron sólo el modoÉqfi. (sec

l37],l38],l39l
Cerutti-Maori, Petit y Cadillac

ción lll.i). Trabajos posteriores realizados principalmente

por Cadillac, Naviere, Petit y Vincent del Laboratorio de Óptica Electromag

nética de Marsella (Francia) emplearon este método con técnicas numéricas más

poderosas y propusieron un tratamiento para el caso H”! (sección III.2). En

las secciones siguientes se señalan las dificultades que aparecen en ambos

formalismos, se discute el rango de aplicación de cada uno de ellos y se de

muestra que el tratamiento empleado para el caso lby no cs rigurosamente vá

www“.

|l|.1 Métododiferencial para Ez”

Elegímos el sistema de coordenadas de la Figura 2.1 en forma tal

¡món %(%)=O )m\Á/x. C¿(13:h
OS'XSZTT osxszw (3.1)

De acuerdo con lo discutido en el Capitulo ll, sección h, los cam

pos dífractados pueden representarse mediante desarrollos de Rayleigh fuera

de la zona OÏ'É É il . Para %Z'h- , el campoeléctrico total Stïnï)(segün g)

es la suma de los campos incidente y difractado:

('l
‘ ('Ïo'x" ‘Pom oo {mx + m )

Ship: e," Li) +2 Rme (P g (3.2)
m:—°0
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'y en la zona fl í O :
DO

_ _ (7.)

¿(19‘85 = Z Tm.eLC-Úmx (fm
(3-3)

m:-°0

En la zona Oé‘áézh , en vez de tratar con las dos ecuaciones de
. P r -“ . . .,

onda (2.13.a) y (2.13.b), podemosconSIderar que 3 ufi'ílverlflca la ecuacnon

V25“ + OLCLHÉ); : O
(3.1|)

donde hemos definido:

’l
E). < (K)
al e 3 a

Cá (mati) Z:
UJZ

(3.5)

__ L¿>%(K>
C2

Ya que 0Á(‘Li% ) es una función periódica en X-, de periodo ¡ZTf

puede desarrollarse en serie de Fourier:
00

me
okaHi] = o<m(>¿\e (3.6)

m:-00

donde Zn,

_Lm'x
Oimoáï : L odïflpe OLX (3.7)

Z'n'

O

Debido a la pseudoperíodicidad (2.2%) del campo dífractado y dei

campo incidente, el campo total es pseudoperiódíco por lo cual admite un de

sarroilo del tipo:
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¿(Mp zz fm(LpeLÏmx (3.8)

lntroduciendo los desarrollos (3.6) y (3.8) en la ecuación de propagación (3.h)

obtenemos luego de hacer un cambio de subindíce y reagrupar términos:

oo

Lnxx.

¿luv-TUN“ MAMA? e =o (3.9)
flL:-OO ="d3

e u
l \‘ n - ¡ñ l a

donde ‘5n¡K%)indica la derivada segunda de la funcnon í;(%) . El miembro IZ'

quierdo de (3.9) puede considerarse comoel desarrollo en serie de Fourier

(con respecto a 1') de la función idénticamente nula; en consecuencia para

cualquier nt debe cumplirse que:

oo

3'21“) ‘ "C: ía“) + dm_m('10im (“D o (3.10)

rH\:-00

de donde vemos que las funciones Jhlbll son solución de un sistema de infini

tas ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de segundoorden.

El campo eléctrico y su derivada normal deben ser continuos en las

superficies Lá:o e %=¡* . La continuidad de f y de su derivada según % en

%= O se expresa usando (3.3) y (3.8) mediante las ígualdades:

L'zrm'x LI)“ 9L

Z Tme z meole m (3.11)
m m
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- (z) L78“X. l L7&(X
_ — e

L ‘fm 1:“ e __ É ¿“(0) (3.12)
¡m m

-jxnnx
Multiplicando (3.11) y (3.12) miembro a miembro por er e integrando

las igualdades obtenidas en el intervalo OÉ;Y<á¿Tr (procedimiento que

equivale a proyectar (3.11) y (3.12) en In base de funciones de Raylcígh), se

obtiene:

Tan : 5m (03 (3.13)

-¿LfrínTm z ¿[11(0) (3.114)

’ (. .I

y combinando (3.13) y (3.1h) se llega a una relacion entre tx“ y jn1 en (¿:C):

¿(0) + ¿cf? ¿“(0) = o (3.15)

La continuidad de 5 y su derivada normal en la superficie %::h

permite obtener mediante un tratamiento similar al hecho en %: O , las si

guientes igualdades:

. (i) L (43h
4% his“ «LP e m

¿"Lupi : e mo m (3.16)

- (uh ‘ (0h
' i “L o . 1 m.

¿(Mz ¿Life t? JM+up:wa (3.17)

¿Flnn es el simbolo de KrUnecker.

Combinando(3.16) y (3.17) se llega a la siguiente relación entre

las funciones incógnitas y sus derivadas en H;;h
u
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. (“h—L

(¡l e (loayaoi) - Lars?5mm = 4qu ¿No (3.18)

Los campos para el modo P quedan entonces perfectamente determi

nados cuando se conocen las funciones J;\(% ) en el intervalo [o ¡yl1 pues

conocido 5¡\(0 ), (3.13) permite obtener las amplitudes Tmt y (3.16) da Rnx

conocido á;\(h ). De esta manera el problema de la red en el modo P se ha

reducido a la resolución del sistema diferencial (3.10) en el intervalo Fini

to [0,h ] con las condiciones de contorno (3.15) y (3.18). El problema mate

mático se puede resumir empleando la notación matricial mas compacta:

gli/(L3)= (3_]9)
—+, w

f (o) 'i' lLo = o (3_20)

3220i) + th ¿301) = 9' (3.21)
a al "‘n

donde hemos definido los vectores columna 37'(% ), jr (% ) y SF, (g ) cuyos
- n I 1

elementos son las funCIones dn\(% ), 1m, (u) y fiLJ (x); el vector columna
--‘r
r - ._. ’)(')h

‘á de elementos (gm = —2L(fome “1° ¿mo , las matrices diagonales [Lo y
- (z)* . N _-.(H ‘

U_h de elementos ( U-Ó )mnn = Lq%_¿nimz , (th Lhnn* Lg; ¿nunx y la

matriz ÑV/ (ï ) cuyos elementos son:

V up = 12,38 —o< Up (3.22)mm m"flïfln "m

En las aplicaciones numéricas, las series involucradas debentruncarsepor ejem

plo en iflïl=ni con lo cual se convierten en sumas finitas con 1%:ZN+1 tér

minos y en consecuencia todas las matrices son matrices finitas con P filas

y F columnas. La resolución del sistema (3.19)truncadocon condiciones en

ambos extremos del intervalo (y no dos condiciones en uno, como necesitan los
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métodos numéricos estandard),'requiere la integración de (3.19) P veces con

el fín de obtener una base para el espacio de soluciones de dicho sistema de

ecuaciones diferenciales. La implementación numérica de los métodos presenta

dos en este trabajo puede verse en el Apéndice.

l||.2 Métododiferencial para ll”

[37]El método diferencial presentado por Neviere para el caso en

que el campo magnético de la onda incidente es paralelo a los surcos de la

red difiere del presentado en la sección anterior en el tratamiento de la

ecuación de propagación en la zona 012%É h . El campo magnético total es:

-iwt A-—’

H = JCÓLHÁ) e 3 (3.23)

a partir de las ecuaciones de Maxwell (2.2) y (2.3) se obtiene:

GXE : ¿2 (3.214)
C.

<Jl¡ix 3 Z i, EE (3.25)
DIE

donde E : e CX)%)es una función de la posición que vale 1 cuando % > 3C“)

y E, cuando lá/.2“Q. Combinando (3.2h) y (3.25):

_ z 1ü A a ' A
VX C zx VS-f + :O (3.26)

mié“ J

y usando la identidad vectorial:

en la forma:



r7 ¿í + il: : O (3.27)
¿(11%)

con dláwjl dado por la ecuación (3.5).

Proyectando (3.27) en las coordenadas cartesianas u..%

6 ¿É +3_ ¿Lai +510 (3.28)
ax (i 3% 3% eL 'btá

Neviere propone el siguiente tratamiento para la ecuación diferen
N

cial (3.28): define una función auxiliar f

Éowp ; ._1_ ai (3.29)
¿(mw ag

á y f deben ser pseudoperíódicas por lo cual vale el desarrollo (3.8)

para á' y uno similar para f

e N arman
50h10 = 38.10“ e (3.30)

m.

\ _ 1

como “(V43 l es periódica, F(ïz¿!ïï l _ también lo es y entonces:
c<\'.- 1.,

t;

Ln'OL

(¿(11%) : Z Emu) e (3.31)

Introducíendo los desarrollos (3.6), (3.8), (3.30) y (3.1|) en la ecuación

diferencial (3.28) y luego de reordenar términos y proyectar en la base de

funciones de Rayleigh se logra obtener un conjunto de ecuaciones diferencia
NI

les acopladas que relacionan la derivada 5”\ con las funciones in :
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(3mm Tm Ïm im ’ 3m = m (3-32)

ES
Despejando Ïï— de (3.29), reemplazando en la expresión obtenida

los desarrollos (3.6) paraCÁ , (3.8) para S y (3.30) para 5 , reordenando

términos y proyectando en la base de funciones de Rayleigh hallamos la siguien

te relación entre las derivadas de Á y las funciones j,”ru

"” l

Z dni-rm ¿Fm : á:m. (3.33)
m =-oo

Q?
3%, . ur ,. ,A

campo electrico y la funcuon 3*(’li% ) que es el campo magnetico segun 3 ,

4 A

5- , proporcional a la componente X. delLa función 577dil =

deben ser continuas en %::0 y en ïzzh (condiciones de contorno (2.8) y

(2.9)). Empalmandoestas funciones convenientemente con los desarrollos de

RaYleigh (3-2) y (3.3) en %::O y en lá: h y procediendo de la misma mane

ra que para el empalmeen el modo l) se obtienen las siguientes relaciones,

en u;;0 :
d

"En : ¿{71(0) (3.310

N , (1)
¿y (0‘) z -Ulm 3C(o) (3.35)

m 8.2 rn

y en \á:l'1

_‘ (Üh '
¿“(lil : C’UB' ¿(no + Rm, EL?“ (3.36)



33

r" i lf ‘;( y“

—ZL(1)0 e ¿‘mo:gÏ(hy 5-m(h):. (3.37)
m hi

De acuerdo con este formalismo los campos en el modo 5 quedan

completamente determinados cuando se resuelve el sistema de ecuaciones dife

renciales de primer orden formado por las ecuaciones (3.32) y (3.33) con las

condiciones dc contorno (3.35) y (3.37). Al lruncar las series en iflll: “i ,

éstas se convierten en sumas finitas con F’: ZNr1 términos, con lo cual el

sistema diferencial truncado tiene ahora Zi) ecuaciones con li) funciones
N N

incógnitas: EN \‘-- ¡{Mi ÏN)‘°') SN . El tratamiento numérico de las condi

ciones de contorno en ambosextremos del intervalo de integración se realiza

según lo bosquejado para el modo [Ï// y puede consultarse en el Apéndice de

este trabajo.

Ill.3 Dificultades encontradas al emplear los métodos presentados en

|l|.i lll.2

Una condición necesaria para poder implementar computacionalmente

los métodos diferenciales es que las magnitudes fisicas involucradas estén

suficientemente bien descriptas por relativamente pocos términos de sus desa

rrollos en serie ya que los requerimientos de memoria, tiempo de cálculo y de

precisión aumentan cuando dichos desarrollos convergen lentamente.

Cuando el campoeléctrico de la onda incidente es paralelo a los

surcos de la red, el método descrito en Ill.l da resultados coincidentes con

la experiencia y con el método integral cuando la red estudiada es dieléctri

ca o metálica con un valor no muy alto de i e-i . Para las redes metálicas

usadas en la zona del espectro correspondiente a radiación visible e ínfra-‘

rroja aparecen serias dificultades numéricas relacionadas con el alto valor



OROi =-5.28+í1.158ALUMINIO =-36.+í.96

P99Ii99H¡.315

OrdenJ#0100100üO100100100IQO
‘2.1707ü83i.171739“.1713106.3982.1505378.3310895.1316832.3568892 -1.2h03566.2h00777.2h110052.0876.4267598.1157152.7019939.108567h

0.1302610.129h5ü9.12982h51.0989.13h7370.ZZOShOI.2h31896.2h37130 1.289h427.2903711.29095921.0h0h.33h8553.37h2919.h179131.h0622h

energíareflejada.8308086.8316h31.83319h7h.625h1.0h68901.0h16371.h9h781.1115393
tiempodeejecución371h37¡u2358 aprox.enminutos

.._>

Tabla3.1:EficíenciasobtenidasconelmétododiferencialE//paraoroyalumíníoenÁ =550nm.

(Estudiodeconvergenciaparadistintosí).



de la conductividad en esta zona. Estas dificultades se ejemplifican en la

Tabla lll.l donde se muestran resultados obtenidos empleando un código FORTRAN

llamado DECArealizado para este trabajo y basado en el formalismo ll|.l. En

dicha Tabla se han transcripto las eficiencias de una red de perfil cícloídal

con una relación profundidad-periodo h/cl:.2- calculadas para distintos valores

del númerode términos P:2lJ+1 utilizado paraevaluarlas series y en los

casos en que la red es de oro y de aluminio. Para estan metales tUde()Á =550nmh

las constantes dieléctricas calculadas usando las tablas de indices de refrac

ción compiladas por Hass[53] son EAU;“5.1% + i 1.[3 y !2¿¿ï ’ÏÏ.Ïl4vlÜ.3Z

El ángulo de incidencia es 9 ï Znfi , la relación longitud de onda-periodo es

'ÁÁ{:J.& y .i indica en cuántas partes se dividió el intervalo Ü)JV: para

integrar el sistema diferencial. El tiempo de eiocución aproximado en un sis

tema IBM #331 bajo DfiS se da en minutos.

La convergencia de los resultados mostrados, muy buena en el caso

del oro. no Se observa para la red de aluminio para la cual tampoco se satis

face el principio de conservación de la energia. Esto se debe a que a medida

que se consideran valores mayores de lÉíl es necesario retener más y más tér

minos de la serie usada para describir a la función discontinua C( (74‘33

cuyas discontinuidades crecen con le I.

La no convergencia del método en altas conductividades ha sido men
l39l.lü8|,l50lcionada por varios autores y es comúna ambas polarizaciones.

Sin embargo aún en la zona de conductividades bajas pueden aparecer dificul

tades asociadas con grandes valores de hÁi [su].

En Referencia [39], P. Vincent asegura que aunque el método diferen

cial para li” parece menos atractivo que el para EÏA’ , se han obtenido bue

nos resultados para una red usada en el visible con entre 3 y S órdenes difrac

tados y una relación h/d : .0}. Mediante dos programas FORTRANuno llamado

DHCAbasado en el método de la sección lll.2 y otro llamado TNCRCbasado en
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el método riguroso presentado en el Capitulo IV, se han obtenido las eficien

cias en función del ángulo de incidencia para una red con perfil cicloidal

(Figura 3.1) con h/d :.07, fin/á : .5 (cuatro órdenes difractados) y constan

te dieléctrica 6.: -8.37 + L 1.16 (oro en 7X = 600 nm segun Ref. [53]). Los

resultados obtenidos usando ambos códigos se muestran en las Figuras 3.2 y 3.3

Puede verse que para esta relación profundidad-periodo la concordancia es ex

celente, ambas teorias dan curvas muy similares aún en la zona cercana a 9 =30°

donde se produce un pronunciado pico de absorción en el orden cero debido a la

resonancia de ondas_superficiales.

La concordancia mencionada no se observa cuando se estudian redes

con surcos más profundos. En las Figuras 3.H, 3.5, 3.6 y 3.7 se repite la com

paración cambiando solamente la relación h/d que ahora vale .2. Puede verse

que aunque las dos teorias comparadas conservan cualitativamente un cierto pa

recido, las eficiencias calculadas difieren bastante en todos los ángulos de

incidencia considerados.

Esto se debe a que el formalismo de Neviere presentado en la sección

Ill.2 y considerado hasta ahora riguroso, es solo una aproximación válida para

redes con surcos muy poco profundos como se demostrará en la siguiente sección.

lll.h Aproximación involucrada en el método diferencial para “¡7

Para que Ia'integración numérica sea posible, los métodos diferen

ciales requieren una ecuación de propagación en la que todas las derivaciones

con respecto a % sean hechas sobre cantidades continuas en el intervalo de

integración [0, h] . Asi sucede en el caso de polarización P pues debido a
n n A

las condncuones de contorno (2.18) y (2.19) tanto la componente % del campo

eléctrico como su derivada en la dirección normal son magnitudes continuas en

la superficie de la red (y por ende en todo el intervalo de integración). En
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cambio en la ecuación de propagación (3.28) para el modo 5 , aparece la de

rivada con respecto a lá, de la función definida en (3.29) 5'C%)\¿3:4__ 15.-.d. 3

AunquetKCïx%)es discontinua en la superficie de la red las condiciones de

contorno para este modoexigen la continuidad de Í___. jgígïï). y de ÉCQ.33
«(191) 'bm

a través de esta superficie, es decir:

3109300) = 52(79%“) (3.38)

Y

65. (wm) l 'oiz (x)gw)
—_;Ï--—-"“- II ---"'A'""' """“" (3-39)
ani e 3ra

A A A

donde "13-"1xï-*‘“% i es el versor normal a la superficie de la red que

apunta hacia la región 1.

La condición (3.38) implica que la derivada de 5: Ü!¡% ) en la di

rección tangencíal a la curva %::% (x ), también debe ser continua a través de

Ia‘superficie de la red. Dejando de lado ia dependencia en ‘X de las funcio

nes y recordando que se evalúan en la superficie de la red podemosescribir

las siguientes igualdades, consecuencias de (3.38) y (3.39):

miiLa - mx351 : "ha __mx
'Ó'X 73% 'B'X 3%

lnxgfi + M3 Éá. ; l. Mx-üí + m ïh- ( m)
ax 3% e Ex 31 3'

Resolviendo el sistema (3.h0) (3.hl) para Ééí obtenemos:

¡”á
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2

ü-ül-Lmïmj-l-fimíwLïï (3.1.2)
Ï)% 'B'X e 313 E.

La igualdad (3.h2) nos muestra que la continuidad de la función g , que

se traduciria usando la misma notación de (3.h2) en:

13% E 3%

QÏL — J. 952 (3.143)

resulta estrictamente válida solo en el caso en que mx==0 para todo Í , lo

que es imposible si existe modulación de la superficie. Sin embargo podria

c0nsiderarse (3.43) comouna aproximación válida para superficies poco modula
l

vfll'; . Este he. n a ' ’

das, es decnr aquellas para las que vale la relacnon hnxl k< L

cho explica las discrepancias señaladas en la sección anterior entre la teoria
-\ o n Ide Nevnere y el formalismo riguroso empleados, cuando se consnderan surcos ca

da vez más profundos pues aunque las ecuaciones de Maxwell tomadas en el con

50],[55]texto de la teoria de distribuciones deSchwartJ tienen en cuenta las

condiciones de contorno en una discontinuidad del medio, los algoritmos de di

ferencias finitas implementados en una computadora no pueden tener en cuenta

los saltos de las cantidades a integrar, a menosque dichos saltos fueran ín

troducidos de manera explicita en el algoritmo.

Ill.5 Validez de los métodosdiferenciales presentados en Ill.i y lll.2

Los resultados mostrados en la Tabla Ill.l, ponen en evidencia la

imposibilidad de estudiar mediante el método diferencial el comportamiento de

los campos difractados por una red metálica de alta conductividad como los

usados comúnmente en óptica. Fuera de esta zona para el caso E¡V el método no
[56] [37]parece tener limitaciones teóricas; Petit y otros autores lo han com
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parado con el método integral y han observado que los resultados que arroja

en la zona de segura convergencia son adecuados, recomendando la aplicación

de este método en el ultravioleta.

El formalismo diferencial para ii/j en cambio, involucra una aproxi

mación válida para surcos poco profundos como fue demostrado en la sección

Ill.h, lo que sumadoa las dificultades numéricas asociadas con grandes vaio

res de leal hace que este método sea adecuado solo en ciertas situaciones de

interés particular y muestra el interés que tiene el desarrollo de un nuevo

formalísmo diferencial riguroso en ambas polarizacioncs que sea capaz de tra

tar todo el rango de conductividades, en especial el que corresponde a oro ,

plata y aluminio en el visible y en el infrarrojo.
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lV PRESENTACION DE UN NUEVO FORMALISMO DIFERENCIAL RIGUROSO EN AMBAS

POLARIZACIONES Y VALIDO AUN PARA ALTAS CONDUCTIVIDADES

En este Capïtulo se presenta un nuevo formalismo diferencial rigu

roso para el problema de la red. Dicho formalismo emplea una transformación

conforme para el semíespacío ocupado por el aire y una transformación no-con

forme que coincide con la anterior en la superficie de la red para el semies

pacío interior de la red. Comoejemplificación de la teoria se estudian dis

tintas redes metálicas de perfil cicloidal en ambosmodosde polarización y

se compara con los resultados obtenidos empleando los métodos diferenciales

del Capitulo anterior en aquellas situaciones en que éstos dan resultados

confiables.

lV.l Formulación del problema (resumen)

La notación es la de la Figura 2.1, la incógnita de nuestro proble

ma es S (Y.)% ) tal que 5 (1)% )éd10t representa el campo eléctrico o el

magnético total según se trate del caso E3” o H¡V . Llamaremos &*( &-) a

la función 5 (X)La ) cuando (á) % (k ) (lá <<1(31)). Desde el punto de vista

matemático y según lo visto en el Capitulo ll, S (ïqlá) debe satisfacer las
condiciones (2.13), (2.1h), (2.18) y (2.19) que para mayor comodidad transcri

bimos a continuación:

2 2 J'

[V + gt JSCMLÉ‘) : O (2.13.a)

[v2 + 38€] {(9%) = 0 (2.13.b)

(g+(')¿i%) “ 'Einciclenie> w) oudas SÓHÜHQS (2.111.a)
ti“ °°
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5-011%) ——----—-'---> ondas saliente-3 (2 11+.b)
‘i—’ “0°

iïüfim) = 5‘ (acaba) (2.18)

___??_ÏÏM3 : r2Eillïtïlfïl? (2.19)
31%. 38x

lV.2 Tratamiento para la zona del aire usando transformaciones conformes

Las condiciones de contorno (2.18) (2.19) dificultan un tratamiento

matemático directo del problema. Por esta razón parece útil hacer transforma

ciones de las coordenadas en forma tal que la superficie de la red quede trans

formada en un plano lo que posiblemente facilitaria el manejo de las condicio

nes de contorno. Estas transformaciones deberian ser tales que no compliquen

demasiado las condiciones restantes (2.13) y (2.1h). Dado el carácter bidimen

síonal del problema considerado parece natural estudiar un tipo de transforma

ción empleada en diversas ramas de la fisica-matemática y acerca de las cuales

se conocen muchas propiedades: las transformaciones conformes. Las transforma

ciones conformes fueron aplicadas al problema de la red por Neviére y Cadi

llacÍhOI-lh3l quienes resolvieron el caso de conductividad infinita en Forma

rigurosa. Para la zona del aire %> %(CK) propondremos un tratamiento similar

al efectuado por estos autores. Consideremos las variables complejas:

41.: ')L+aLLá (tu)

U X+LY (14.2)

y supongamos que existe una transformación conforme que lleva el perfíl de la
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red (en el plano AA.) a una linea recta (en el plano LJ ). Sea ¿L (1] ) la

transformación buscada tal que si Y>O entonces Lá>%(x) y si Y: O

entonces ká: (¿(1).
La família de transformaciones conformes definida por:

oo

Z: LmU¿L : L] +' ban e (“.3)
mzi

(donde le son constantes complejas a determinar en cada perfil particular)

tiene las propiedades de:

i. conservar la pseudoperiodicidad de los campos pues si 5 (1‘%]

es pseudoperiódíca entonces:

F (Maid): 5(m(X+2W,Y)3t3(X+21T,YÚ=

¿í‘azïr sen e HX=5(xcxor)+2ir,n¿(xm); e ,Y) )

ii. conservar la condición de radiación debido a que en el limite

\Ï'** 0° las transformaciones (h.3) tienden a la identidad:

,LL:U ,

iii. transformar la ecuación de ondas (2.13.a) en la siguiente ecua

ción para los campos transformados:

2 la+a_ 2 cm 2 1

axl mi + ELlol-U F (“ho (M)

donde F+(X¡Y) E {Nx (X,Y ), g (X‘Y )). Para [demostrarlo debemos
aplicar la regla de la cadena a las derivadas primeras:
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33€ _ LF a- + ¿F (,I5)
3% 0X 3x aY 6%

Ei _ EE .Ïí + Ef Él (mw
até — ax 6% DY 6%

y luego de volver a aplicarla a las derivadas segundas. reemplazar las expre

siones obtenidas en la ecuación (2.13.a), obteniendo la siguiente ecuación:

¿25[1233 W] Jr +21] +4.

"ox 6x?- a'f aY “0%7' 3%2.

1 2

[is-:2)“(¿iii + ¿ik-2%)+<%ïi]+

2,11€ ¿Mi +321}- BsFzoaxaï ax Ex 3% 3%

donde todavia no se ha usado la conformidad del cambio de coordenadas. Si la

transformación es conforme, II es una función analítica de AL y por lo tanto

satisface las condiciones de Cauchy-Riemman:

El : (ll.8.a)
bx 6%

¿Y ='ï35 (ABm)
76-oc- 3%



Empleando (k.8) es fácil demostrar que:

P25. + ÉÜL z o (u.9.a.)

by} 6%.2

2

LY + EZY : O (¡4.9.b)

3x1 Diaz

gif. EZ! + ÉLZÉ ELX, — O (h.9.c)

3X ax 6% 3%

e32+er:- eï +(¿gli 2

y reemplazando las expresiones (h.9) en (ü.7) obtenemos (ü.h).

bservando que ¿L tiende exponencialmente a I; cuando Y-**OO,

podemos introducir en el formalísmo un parámetro lg > O a determinar numéri

camente según la precisión deseada, tal que si‘f ¿‘fo entonces LLzlJ . De

esta forma, los campos en la zona YC»YQ pueden representarse mediante un

desarrollo de Rayleigh del tipo (3.2) pues en esta zona el espacio transfor

madoes idénticamente igual al espacio real. Este desarrollo de Rayleígh de

berá empalmarse convenientemente en ‘Í: Yo con aquellas soluciones obtení

das resolviendo numéricamente la ecuación diferencial (h.h) en el intervalo

oéYÍ: Yo



IV.3 Tratamiento para el interior de la red usando transformaciones no

conformes

En la zona %¿.%(«J podria efectuarse un tratamiento similar al

de la sección |V.2, pero en general esto implica la búsqueda de una nueva

transformación conforme para 1 543437} desaprovechándose la información

contenida en los coeficientes tw“ de (h.3). Sólo en algunos casos de perfi

les que pueden representarse por una función impar % (Gi) Z -‘% C"ï73 , es

posible usar la misma transformación conforme que la empleada en la zona

% > %(%J, , pero dos puntos que en el espacio real son vecinos, uno a cada

lado de la superficie, en el espacio transformado pasan a ocupar posiciones

completamente distantes lo que dificulta el empalmede las soluciones en el

espacio transformado.

A partir de la transformación (4.3) puede encontrarse otra que tien

da la identidad cuando Y-'>—CI‘ ; que transforme (‘.<. ) en Yzüy la

zona ï <_%(yf) en \f<(3 ; y tal que a puntos próximos a ambos lados de la

superficie de la red les corresponden puntos próximos en el plano transformado.

Esta transformación, definida por:

w _

u. U + bmemU (tuo)
«1:1

válida para \IÉ C) , no es conforme pues en (h.10) aparece el conjugado

de la variable compleja [J y sí

"2*/ “"LL: DL_U)U)
define una transformación entre los planos complejos AL. y (J para que

[71.]:sea conforme debe cumplirse que
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Este hecho hace que la ecuación de propagación (2.13 b) no mantenga el aspec

O .

to de una ecuación de Helmholtz. Comoveremos mas adelante, esto no complica

demasiado el tratamiento numérico y tiene la ventaja de aprovechar la infor

mación contenida en los coeficientes Ehl ya determinados numérica o analí

tícamente al tratar la zona del aire y de facilitar el empalmede las solucio

nes en la superficie de la red.

Además,resulta sencillo verificar que la transformación propuesta

conserva la pseudoperíodicidad y la condición de Ondas salientes de los campos

transformados y si suponemos como en la sección anterior, que JL :1] cuando

‘lé"Yb , podemos representar los campos en Ia zona Y í “‘(o nmdiante un

desarrollo de Rayleigh del tipo (3.3), el que deberemos empalmar en \/="YO

con aquellas soluciones obtenidas resolviendo numéricamente la ecuación de

propagación en el plano transformado para la zona "d; É‘Y í C) . Dicha
. . 2 ..

ecuacion, que se obtiene reemplazando en (h.7) & por é fi? y Fl por F es:

vzxz + vw L + 16le y: t [SleaZ
ax DY ax? a‘fz

+z(€xy(€Y).EÉ_ +e&? F :0
bXbY

donde el operador 3' involucra derivadas con respecto a las variables sin

transformar X. e 3 . Comola transformación (“.10) da M e j en función

de >< e \{ , es conveniente considerar (h.lO) como un sistema de Funciones

implícitas. Sean :54 y 25; las dos relaciones Funcionales deducibles de

(h.10) separando parte real e imaginaria y que relacionan las cuatro varia



bles x .L¿ ,>< , \( en la forma:

É;l (¡99 \ É x >('> \( ï
H C)

(h.12)

%É;2 ('y-w La \ >< N \/ > " o

Las variables transformadas podrán despejarse de (h.12) en la forma:

X

Y

ll X.(%»%3 (MIN

YCWM

siempre que el jacobíano de Ia transformación cumpla:

J; M ¿o_ (Luli)EN“)
Los teoremas acerca de sistemas de funciones implícitasI57] permiten calcular

explícitamente las derivadas parciales que aparecen en (h.11) siempre que se

de la condición (h.1h).

Comohemos visto, la ecuación de propagación en el plano transfor

madoes la (“.11). Para algunas aplicaciones numéricas es conveniente tener
7.

una ecuación con el coeficiente de igual a la unidad por lo que en

estos casos usaremos la ecuación de propagación en la forma:

A1- +32- +Cïl_. +'al +ZEÉZ__._+K
6X aY

___ “a L (hJS
6X2 ñYZ aan F o )



donde A , B , C , E y K son las siguientes funciones de X e Y

Afxd) ; VZX/ÏÜYIZ ('4.16.a)

BCxxY) : VZY/lGYlZ (mas)

CCxtY) ¡EXP/¡{NV (14.164)

E cx» Í) H (5X)‘(€Y)/lafil (h.16.d)

KCMY‘) : (¿W/IGN?" (¿6.1.6.e)

IV.“ Empalmede las soluciones en la superficie de la red

Veamoscomo se transforman las condiciones de contorno (2.18) y

(2.19) ante la transformación del plano 9L ,‘á según (¿0.3) cuando LÁ),%(K)

y según (¡4.10) cuando n é gún)

La continuidad de los campos (2.18) se traduce en la continuidad de

los campos transformados a lo largo de XI: o

F+CX»O) : FORO) (1.47)

Para transformar la condición de contorno (2.19) debemosestudiar

cómo se transforma la derivada normal bajo las dos transformaciones. Teniendo

en cuenta la definición de derÍVada normal:

(1|.18)
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A
que el versor normal nl se puede escribir como:

313-31€
r?“: n) (LL19)

‘l ax bx =

y transformando las componentes del gradiente que aparece en (h.18) según lo

obtenido al aplicar la regla de la cadena (ecuaciones (h.5) y (ü.6)) se obtie

ne que bajo la transformación conforme,(h.18) se transforma en:

+ 2112.22
MÏÏLÉÏÏJ - bY (LI.20)

M V(¿3):er (El);

y que para la transformación no conforme:

bFÏx‘o) 3F_(x,o)
{(3CX) i57;"_-"- -+ FiC üb\% un _ E

(¿KY + (auf'OX Y:o ax Y:o

donde se han definido las funciones CS (X ) y H (X ) como:

Efïxigüñ _
"¿Fa

(h.21)

ax 6X a ax
(7 CX) : —— —— e ¿á —— (4.22)

ax Dj ax ’bx Yzo



HCx): EEE} _ El li. (14.23)
"ox ag ax “ox ¿o

Con estos resultados podemosexpresar la condición de contorno,

(2.19) como una condición de empalme para las derivadas de las funciones trans

formadas en Y = O

:_(? +(X) (1.11,)
DY 3X ÜY

Nuestro problema original se reduce ahora a resolver la ecuación

diferencial (ü.h) en el intervalo [:03 Ynhí y la ecuación diferencial (h.15)

en el intervalo le;\ 0.} . La solución de (h.ü) debe empalmarse en Ï/z Y}

con un desarrollo de Rayleigh que represente la onda plana incidente más los

campos difractados; la solución de (h.15) debe empalmarse en \{: rx?) con

otro desarrollo de Rayleígh que represente los órdenes transmitidos, y ambas

soluciones deben empalmarse en Y: O según las condiciones de contorno (h.17)

y (4.214).

IV.5 Resolución usando un método diferencial

Segün lo discutido en las secciones anteriores el campototal fuera
. L L

del Intervalo o v Yo“ YÓ (al que llamaremos zona modulada) puede represen

tarse mediante desarrollos de Rayleigh:



00 x (DY). ,6" _

F'Cxñ) z? 77,1€L( i (Pm (ms)
ml‘CO

(n CD - Ü)

'nx- o Y) ¿"MMM Y3d q) J, Rme (11.26)

m:*00

Veremos ahora como resolver mediante un método diferencial, los

campos en la zona modulada.

IV.5.1 Reducción a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

En la zona 0 É Y í Yo la pseudoperiodicidad de los campos permi

te escribir:

.Ïm
F+CX)Y) = El“) eL x (u.27)

m:—co

La periodicidad en X de la transformación (h.3) nos permite es

críbir el siguiente desarrollo de Fourier para el móduloal cuadrado de su

jacobiano:

‘ XLI“.

— : am(Y)6 (me)



-' X
av (Y) ;¿ f“: eun ¿x (4.29)

Introduciendo los desarrollos (h.27) y (h.28) en la ecuación de pro
.,Ï x

pagación (h.h) y usando la ortogonalídad de las funciones de Rayleígh ¿ik m

en el intervalo [:O) ZTÏ] obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales
'T

acopladas cuyas soluciones son las funciones FLL(x'):

Co

: V (Y) (Y) (M30)
Y 2 n1mm mn¿Y

nn:-00

*
Los elementos de matriz \¿nnn son:

+ 26 a2_. —- a. Y h. 1VM“) _ Kmmm MMC) (3)

¿iflan es la delta de Kaneker.

Para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a

partir de la ecuación (h.lS) usaremos primero el hecho de que la transforma

ción no conforme conserva la pseudoperiodicídad de los campos transformados,

lo que permite escribir el siguiente desarrollo en la zona —‘YÉ‘Yfi 0 :

00

" - .-6-IILX
F (xd) = li (>4in 6L (14.32)
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Los coeficientes de la ecuación (“.15) A, B, C, E y K definidos en

(h.16) son funciones periódicas en X de periodo igual al de la red (217 );

sean Am(Y ), ), Cm(Y ), Em (Y) y Km (Y) los coeficientes

de los desarrollos de Fourier de A, B, C, E y K usando la base exponencial
'nIXEL lntroducíendo estos desarrollos y (h.32) en la ecuación de propa

gación (h.15) obtenemos:

_¿____ ; Wmm(Y) + (Y)El“ (A.33)
d Y 7- d Y

m1:-CD

Los elementos de matriz \Á“nn_ y \J "inn están dados por:

V“ (Y TZC, 4:6 A -Kman ) = I"\ m-nu n“ "V"“ m'”n (“-3“)

WWm (Y): -ZLÏm Em-rrú — Bin-nm. (14.35)

IV.S.2 Empalme de las soluciones en Y==O

o + ‘
Para empalmar las funCIones En y En proyectemos las condiciones

de contorno (k.l7) y (h.2ü) en la base %CL C“ y; l con lo cual obte

nemos:

¡fm z Eje) (h.36)
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55.59) z r7 wm a; Cow+ HW ¿Paga (1.37)
¿Y k ¿YL__..J

nn:-U>

donde Gm- y Hm son los coeficientes de;l desarrollo de Fourier de las funcíoe

nes C: (X ) y H (X) definidas en (14.22) y (14.23);

ZTi'

‘ X

6m :__'_ (“700 e“m ¿X (me)

211” o

‘L‘IT

-' x
Hm = l. HCx) (3Lm OLX (4.39)

ZT‘I’

O

IV.5.3 Empalmede las soluciones en Y: ÏYo

La continuidad de los campos electromagnéticos en Y; Yo e Y:*\Í°

implica la continuidad de F y de su derivada con respecto a Y a través de

estas superficies. Proyectando las condiciones en Y: Yo sobre la base de

funciones de Rayleigh obtenemos:

+ —L%MY° R ¿”YO[7100); e 5M + me (14.140)

+ EL (“Yo ‘ “PNY
fiin) rupcne (Po ¿moHñane m o (UH)

¿Y °

Proyectando las condiciones en Yz’Yo sobre la misma bas_eresulta:



0'},

F- (-Yo} = m e (M2)

“¿Y

_ . {(23

E“ (-10) : *.LLP(2)T CLYM Yo UL”)

Eliminando l? de (h.h0)-(h.hl) y lzx de (ü.h2)-(h.h3) quedan las siguienm.

tes condici0nes para las funciones Fix en ambos extremos del intervalo de

integración ["Ïo ,ï; 1
. (n

1’ . + ' l " o YO

¿Fm (Yo) ._ upnf” En(Yo) : duro“ e L ¿me (un)
dY

¿56%) ‘ (2) ' _ — O (us)
__ ...... -.+ “Pm FmCYo)

¿Y

Una vez integradas las ecuaciones diferenciales (ü.30) y (“.33) con

las condiciOnes de contorno (ü.hh) y (h.h5) y con los empalmes (h.36) y (h.37)

podemos calcular los campos en todo cl espacio ya que las amplitudes incógni

tas RHLy 111 se obtienen despejando de (h.h0) y (h.h2):

Wai“ Yo_ ¿zwj‘woRm = mm e m0 (me)

. (2}
-—b"P Y

Tm = EnC-Yo) e "‘ ° (14.147)

|V.5.h Resolución numérica truncando las series

Sí admitimos que son suficientes ZPJl i términos dc los desarro

llos (ü.25) y (ü.26) para describir a F; (‘X 3\{ ) cl problema inicial se
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reduce a calcular Ziflll funciones FE (Y ),-hlén1í N , definidas en el

intervalo [‘ÏYO xlfo ] , las cuales son solución del siguiente sistema

truncado, Que reescribiremos empleando notación matricial:

Ï'ZY) :wmÏ'm +VZY)Ï(Y)
si -Y éYí-O

(h.h8)

(h.h9)
wm :V’ïv)fm

si o é Y é Yo

V+) V— yW son las matrices-de elementoserrm ,\4\;fl y WMm
dados por (ü.3i), (h.3h) y (h.35) y :;rfi es un vector columna cuyos elementos

son las funciones incógnitas Fíhj ,...,Fo ,..., F¡J. El comportamientode

5rd) solución de (4.148), (M9) con las condiciones de contorno (14.141.)y

(h.h5) en cada extremo del intervalo y con los empalmes (h.36) y (h.37), que
-v N

da completamente determinado si se conoce una base [.SÉ;_CÏ) formam:—N
da por Zidl'i soluciones independientes del sistema (h.h5), (h.36), (h.37)

(h.h8) y (h.h9). La independencia de las soluciones 5€;_(Y ) queda asegurada

eligiendo 2-“ + 1 vectores independientes ¿íít( "(o ) (por ejemplo los vec

tores de la base canónica). Para cada uno de estos vectores. (h.h5) da el vec

tor derivado ¿21%‘WZ ) con lo cual se puede iniciar la integración del sis

tema (h.h8) (de segundo orden). Dicha integración permite obtener los vectores
_o

¿2; (0- ) y ¿ax ( O" ) y (h.36) y (h.37) dan a partir de estos valores

5%; (0+) Y j;í(( 0+), los cuales permiten iniciar la integración numérica

del sistema (h.h9) obteniéndose Ii: (Yo ) y 55:1 (WB) y conociendo asi el

comportamientode cada vector de la base en todo el intervalo ["Ï;,'Y° ]



bil

|V.6 Conservación de la energia

Se demostrará en esta sección una curiosa propiedad de los campos

obtenidos resolviendo el sistema diferencial truncado (h.h8, h.fi9); veremos

que dichos campos satisfacen automáticamente el principio de conservación de

la energía cualquiera sea el número 2l4+ 1 de términos empleado para aproxi

mar las series y aún cuando este número sea menor que el número total de órde

nes reales dífractados.

Consideremos el wronskiano del sistema de funciones En (Y ),

Lni É N
N

WC” :hIm Z El” M (inso)
dY

n1:—N

que también podemosescribir de la siguiente manera:

N

i _ F' _F El2.-." Enm m.m (“'51)
2L

n1:—hJ

WHrCY)tiene las siguientes propiedades:

í. \Af es constante para Y'Z'C) ; en efecto, calculando su derivada:
N

/ —- .' _
‘ *Ï ,“ï —— " - ' /' _ "

.4;Ïyf : -;— E;n/'F}t l' En Fix En/Fín En me¿Y 2L /
m:

y usando la ecuación diferencial que satisfacen los eq (Y ) en es

ta zona:
N

ra: :2 vgman WN)
“nz-N



obtenemos:
A}

¿W 4 _ + _ _—+ —
:: __T_ F;‘\¿hnn Emu EL-\4xnn ELL

dY ¿L

m‘rmz-N

lntercambiando los indices mudos nm y¡nx en el segundo término de

la sumatoria, la expresión anterior queda:

N N

Alfii ENVNÏMEm-4. EMV; E
¿Y 2L 2L "mm

mmmz-N m,rm:-N

Los coeficientes 0V“definidos en (h.29) satisfacen que (En = cïqn

pues son los coeficientes del desarrollo de Fourier de una función

real; entonces a partir de (h.3l) es fácil ver que:

vai; = v*¡Yu/TL

lo que implica que:

Eïïíi ; O . (h.52)
dY ’

es decir que:

WCY); cie. , Y>/O (M53)

(il r
WWW : “ ¿Po T > (luli)

donde T. es la fracción de la potencia incidente en valor medio tem

poral que penetra hacia el interior de la red en la superficie corres

pondiente a un periodo (ver ec. (2.36)). Para demostrar esta igualdad

calculemos el valor medio temporal de la potencia absorbida en la su
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perficíe de la red por unidad de área que viene dada por la parte
r

real del flujo del vector de Poyntíng complejo lJS]:

A -. "‘

d_P>_-_ ’C R2 m-(ExH) (tuss)
da- 8'”, 3:3(1)

I I od .. ¡A I
Suponiendo polarnzacnon P , E : S i , usando la expreSIon matema

tica de la ley de Faraday y una conocida identidad vectorial obtenc
._.,

lTlOS H

"’ _. ce a A . "* + A
Hz-kc VxE = w: fofl‘gl = 14:0. Vatx5 (1:56)

(.L) (A) CU

reemplazando (h.56) en (h.55) y desarrrollando el triple producto

vectorial:

Mm
A

Comoel gradiente de & no tiene componente según a , la potencia
absorbida es:

o“) > : LC: R1 L&E*‘%L1‘)D____S+Cx‘%m) (1.57)(ia. gïrw Br?»

La potencia absorbida en un periodo se obtiene integrando (h.57) so

bre un elemento de arco ole de la curva U = flíï)-o lo que es lo mismo,



0/

dada la conformidad de la transformación empleada en la zona consi

dorada:

2” 2 2” "ÏT""

<Afi>=ggü>d€::i;1&eíFbwyfiiïadx
(1% de. Smo DY

o o

N Zir
2 "En_ m1 X

:4; ’“Z EÏ¿°3_0LF«Ï»Coied M X 28m» ¿Y
Innnz-NJ o

(h.58)

N -—————

RL¿Z moqmwsm
8"“) m¡m\:—M

N ___¿__ _____

¿[Exz 1:2 {Wifi} - ati-oufire} .¿% / 8K ¿Y ¿Y
Ihr-N

El mismo reSUItado se obtiene para (39%-> cuando se considera ei
otro modode polarización. Para una onda plana linealmente polariza

da según uno de los modos fundamentales la potencia media incidente

por cada periodo vale:

<_ÉÍQ> = ffigï (msm¿i Mc 4k

1- se obtiene dividiendo miembro a miembro las igualdades (h.58) y

(h.59):



T;:J FRnÉÉÉÏ
(n. ¡n

zufi’m ¿Y ¿Y
m=-N

__ — -—T

FÏo) 4713113)} (u.so)

y comparando (h.60) con la expresión que se obtiene cuando se evalúa

(ü.51) en Y=10 queda demostrada la igualdad (h.5h).

Z (4) (n

l ‘“l (fin — q; ¿"No (h.61)MIU->00) :2:
meu.

donde

r ' \ ¡n
LL: «[ch /¡”*¡5N A (fm ÉR}

+
Para demostrar (h.61) observemos que las funciones En (Y) deben

ajustarse al desarrollo de Rayleígh (h.25) cuando Y'—‘0° por lo

cual:

F; (Y-eoo) = e_LHO°(W<5mo+ Rm.GWSW (uz)

Reemplazando en (h.50):

wm; Im Í [éw‘wamo+Rmemw] .
me-N (14.6;

i _. “MY ' ‘ LquY

["i‘P: ‘ CW" ¿mo +LLPÁL)

Aquellos términos de la sumatoria para los cuales LP(Ü es un nümenl
ro imaginario puro (órdenes evanescentes), dan una contribución nula

en (h.63) pues:
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ln

zm ¿[tu e'lí"“ll_-Il:‘l amé‘i'Wl Z
mqálL

2

qm Z: lle = o,
¡nélk

por esta razón:

wow) = 49:” + 13m L2: «¿55‘“mi 3
(115,11.

.q

Mía-wo): 49:“ + Z mi” lRmi‘“
mclL

con lo que se demuestra (h.61).

Debido a (h.63) podemos igualar las expresiones de th (O ) y de

WN’(Y-vcn) obteniendo luego de pocos pasos algebraícos que:

{i
K?

Z ]le2L +T;1 (l¡.6li)(Ü

nieli. o

La igualdad (h.6h) indica que los campos electromagnéticos obtenidos

con el nuevo formalismo propuesto en este Capitulo, verifican el criterio de

conservación de la energia cualquiera sea el númerode coeficientes de Fourier

utilizados para describirlos y aún cuando este número sea inferior al número

de órdenes reales difractados. Esta curiosa propiedad matemática nos lleva a

descartar la utilización del principio de conservación de la energia comocri

terio independiente para determinar el carácter fisico de los resultados numé

ricos obtenidos. Sin embargo (h.6h) resulta útil en la etapa de puesta a punto
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de los códigos computacionales, para detectar errores de programación.

|V.7 Ejemplifícación de la teoria para red cicloídal

Para ejemplificar el nuevo métododiferencial propuesto se tratará

en esta sección el caso en que el perfil de la red está dado por las siguien

tes ecuaciones paramétricas:

9L X-—ousenXll
(¡I-65)

% z CL, COS >í

cuando el parámetro >< recorre el intervalo [Ouzn] , X toma valores compren

didos entre 0 y ¿Tr e la entre -CL y CL . La función la:C¿('>L) es entonces

periódica con periodo 21T y bt:2fik es la profundidad de los surcos de la

red; la curva (h.65) recibe el nombre de cícloíde reducida cuando h¿.2 , cuan

do h=-Z es una cícloíde y cuando k > 2' (h.65) deja de describir un posible

perfíl para todo valor de X, pues a distintos valores del parámetro le co

rresponde el mismopar (X) x ) (ver Figura 3.1).

Dada la ecuación paramétríca de una curva, la transformación confor

me que la lleva al plano WI: O se halla reemplazando el parámetro >< por

la variable compleja U: X+LY

. ‘ I ' X n
.LL:.'7L+&L&: X + L0» (COSX+LS€4;X) : l 4.0.6,

entonces la transformación conforme es:

. 'U
M: U + ,co. eL Y>,O (me)

y la transformación no conforme es:

11.:. U + La eLU Yé O (14.67)



FIGURA¡4.1:CurvasdenivelY =cteparalastransformaciones(¡4.68)y (11.69).Nóteseladisminucióndela¡modulaciónamedidaqueaumentala distanciaalaSuoerfíciedelared.



Separando parte real e imaginaria en (h.66) y (4.67):

_Y I x

K: XJL e se" l V ,o (¡4.68)
“Y x

J ¡ Y 4- a e Cc-r. X Jl

fiï'c'. a, lPY-Ï. Ó.-’:.‘[I‘-
H i

¡,1 :'. Y l" Cl. GY CC-Ï.

En la Figura ü.1 se muestran las curvas de nivel Y: ClC para las

transformaciones (h.68) y (h.69), pudiéndose ver como disminuye la modulación

del espacio a medida que aumenta la distancia a la superficie de la red.

El perfil cicloidal resulta muyadecuadopara ejemplificar la teo

ria de transformación conforme más no conforme pues en este caso los desarro

llos en serie (h.3) y (h.10) tienen solo el primer término de la serie distin
llnl

ato de cero. Dicho perfil fue estudiado por primera vez por Neviére l

resolver en forma rigurosa el problema de una red con conductividad infinita y

puede considerarse como una muy buena aproximación del perfil de ciertas redes

holográficas I59]:

Para nuestro ejemplo conviene tratar la ecuación de propagación vá

lida en la zona %4 íSCï) bajo la forma (h.ll); esto hace que en la ecuación

(h.15) la derivada parcial segunda con respecto a ‘Y esté multiplicada por
a l

un coeficiente Ï)(X\ÏI)== lv\il y tiene la ventaja de que permite hallar

las transformadas de Fourier Am (Y) , Bm (Y) ) Cm(‘f\,, Dm (Y 3 ) Em(Y)

Kn‘(Y) analiticamente:

. 3 w y

Am¿a : -2L0u C Cr \\ (Li.70.a)
K Q3



' 3 3“

Bm(Y): u (8mmr ¿"1,43 (Ll.70.b)
Q3

(“Je”) am i. ¿"a (any,+ 5%-.)
CMCÜ : (h.7o.c)

(Q2

1 ZY 8 — CLCY (8m) + Sim-l)
Dm : (4+0! e ) m)o .....__,..- ([¡_70_d)

QZ.

Em (Y) _-, “¡Aaa (Ll.70.e)
(al

2
z ea ¿mp (14.70.17)

Q = 4- 0.1632Y (ll.70.g)

Las transformadas de Fourier de las funciones (3 (X) y H (X )

también se hallan analïticamente:

Gm = _ La (¿mi —¿nn-L) (li.71.a)4-0}

Hm Z (Haullómio - al (¿mi + ¿mii (¿UI-b
V

4-0}

El hecho de incluir el coeficiente I) (X)‘{) hace que el vector

columna de derivadas segundas que aparece a la izquierda en la ecuación de

propagación proyectada (h.h8) quede multiplicado por una matriz tridiagonal

M (Y ) de elementos Mmm :Pn_m(Y ); M debe invertirse en cada paso

de la integración numérica de (h.h8) pero esto no aumenta apreciablemente el



tiempo de cómputo debido a que "4 además de ser trídiagonal es simétrica y

tiene iguales entre si los elementos de cada diagonal (ec. (h.70.d)). Para

resolver (h.h8) se ha utilizado el método predictor-corrector de Adam-Moulton

(ver Apéndice).

El sistema (h.h9) no involucra derivadas primeras por lo cual con

viene hacer la integración numérica utilizando el poderoso algoritmo de Nou

. . ., Qh/+ ..merov. Los elementos CLFICY) que aparecen en la definICIon de tambien

pueden hallarse analiticamente para la transformación (h.66):
-Y

am (Y) :; (l+0.28'2Y)8m,o "ae (¿mil l' ¿"viv (M72)

. + . .por lo cual la matriz Ñ/ adopta una forma particularmente senCIlla.

IV.8 Resultados obtenidos

En esta sección se presentan los resultados obtenidos empleando tres

programas Fortran que realizan el cáICulo numérico de los campos difractados

por una red de difracción según: la teoria de transformación conforme más no

conforme (TNCRC),el método diferencial usual caso E;//(DECA) y el método

diferencial usual, caso Fi” (DHCA).

En todos los ejemplos presentados, las constantes dieléctricas de

las redes cicloidales consideradas, han sido calculadas a partir de las tablas

de indices de refracción en función de la longitud de onda, compiladas por

[531_Hass La relación entre la longitud de onda de la luz incidente y el pe

riodo de la red es .5 en todos los cálculos. El número de órdenes difractados

Zhl+i , el ancho de la zona modulada (‘Yo ) y el paso de integración se han

elegido estudiando la convergencia de los resultados. Para el programa TNCRC

las experiencias numéricas han mostrado que tomando “izq ( P: 9 ) ,iïb = ZTÏ

y dividiendo el intervalo de integración en ¡60 partes iguales, se obtiene



la convergencia de las eficiencias con un error menor al 1%y que en todos

los casos se satisfacen los criterios de reciprocidad y conservación de la

energia.

IV.8.1 Comparación con el método diferencial para El”

Se han comparado las curvas de eficiencia y de energia total refle

jada en función del ángulo de incidencia 69 , obtenidas con TNCRCy con DECA

para una relación profundidad-periodo igual a .2 y para los siguientes valores

de permitividad 6.:

i. 6.: - 5.28 + L l.h8 que correspOnde a oro en 7\_ = 550 nm

(Figuras k.2 y h.3)

ií. e = - 8.37 + ¿r 1.16 que corresponde a oro en 7\ = 600 nm

(Figuras h.h y h.5)

Podemosobservar que la coincidencia entre ambas teorías resulta

excelente para este modode polarización. Para valores más grandes

de Éí no se puede realizar la comparación debido a las dificulta

des mencíonadas en el Capitulo III.

IV 8.2 Comparación con el método diferencial para l4//

De acuerdo con lo discutido en el Capitulo Ill, el método diferen

cial para este modo, resulta válido solo para redes con surcos poco profundos.

Comovimos en dicho Capitulo, la coincidencia de ambas teorías en esta zona

es muybuena, dejando de serlo cuando la profundidad dela red considerada

aumenta (ver curvas 3.2-3.7).
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|V.8.3 Aplicación del método para metales de muyalta c0nductívidad

En la zona del espectro electromagnético correspondiente a radia

ción visible e infrarroja, el indice de refracción de los metales comúnmente

usados como reflectores aumenta con 7k , siendo la distancia de penetración

de los campos dentro del metal menor que .01 veces la longitud de onda en el

vacio de la radiación incidente. De esta forma los campos crecen muy rápida

mente desde YES-Yo hasta‘i: Yo , lo que impone un limite de aplicabilidad de

la teoria en altas conductividades debido al rango limitado de los números re

presentables en una computadora. Sin embargo, se han obtenido buenos resulta

dos con la teoria aqui desarrollada para EJ: - 109.7h + i. 3.09, valor co

rrespondiente a plata en l.h7 PA“ y muy lejos del alcance del método diferen

cial usual. En las Figuras h.6, h.7, h.8, ü.9, h.10 y h.ll se muestran las

curvas obtenidas para este valor de E , siendo h/H = .2.

Con una programación Fortran más cuidadosa podria llegarse a valo

res aün más altos dei E.i. Otro recurso para correr este limite es modificar

la transformación correspondiente al espacio inferior en la forma:

ry :1 X —a_e°‘Y senX

Y

(á: Y +0ch cosX

donde d. es una constante real que permite variar el ancho de la zona modula

da para YÉO .

lV.9 Validez y aplicabilidad del nuevo método diferencial

En la forma presentada, el método de transformación conforme más no

conforme da resultados rigurosos en ambos modos fundamentales de polarización

y para redes dieléctricas o metálicas usadas desde el ultravioleta hasta el

infrarrojo cercano, cubriendo la importante zona de los metales de interés en



óptica (aluminio, plata y oro).

Esta teoria permite tratar cualquier tipo de perfil conociendo la

transformación conforme de la forma (h.3) que lleva dicho perfil a una recta.

Para los perfiles echelette, o cualquier otro que sea composición de lineas

rectas este es un problema muyconocido que se resuelve utilizando la trans
H3],l60|

formación de Schwarz-Chrístoffel que permite hallar 3%? analíti

camente. Si no se conoce la transformación conforme, es posible calcularla

numéricamente; este interesante problema de matemática aplicada ha atraido

recientemente la atención de investigadores provenientes de distintos campos

(ver por ejemplo Referencia [61]).

Desde el punto de vista computacional, la teoria resulta ventajosa

pues el tratamiento simultáneo de los dos casos de polarización permite ahorrar

un gran volumen de cálculo y en consecuencia disminuir tiempos de cómputo.

La dificultad relacionada con la pequeña penetración de los campos

en los metales considerados más allá de Zlim1 se puede solucionar mediante

una transformación del tipo (ü.73). Sin embargo esto no es necesario pues co

mo veremos en el próximo Capitulo, el uso de una condición de contorno aproxi

mada permite obtener excelentes resultados simplificando enormementeel pro

blema aqui tratado.
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CAPITULO V

LA INPEDANCIA CONSTANTE USADA EN EL RANGO OPTICO

PRESENTACION DE UN FORMALISMO DIFERENCIAL APROXIMADO
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V. LA IMPEDANCIA USADA EN EL RANGO OPTICO: PRESENTACION DE UN

FORMALISMO DIFERENCIAL APROXIMADO

HemOSvisto en el Capitulo lll que los métodos diferenciales usa

dos hasta el presente poseen serios problemas numéricos-relacionados con va

lores grandes de led , siendo incapaces de predecir el comportamiento de los

camposdifractados por las redes metálicas-usadas en el rango óptico e infra

rrojo. El nuevo método propuesto en el Capítulo IV permite tratar dichas re

des hasta aproximadamente una longitud de onda de Zan ; más allá de este va

lor aparecen problemas numérícos que se solucionan modificando la transforma

ción empleada para el semiespacio inferior. En este Capítulo veremos que es

posible emplear una condición de contorno aproximada que hace innecesaria es

ta modificación y que evita el cálculo de los campos dentro del metal. La

aplicación de esta condición de c0ntorno al problema de las redes da origen

a un nuevo formalísmo diferencial aproximado cuya validez se estudia mediante

comparacionesconla teoría rigurosa.

V.l Impedancía Superficial usada como condición de contorno

Consideremos la superficie de separación entre un medio de constan

te dieléctríca compleja 6.: &;1+l-€I. y el vacio. Sí los camposelectromag
—o dv

néticos en el exterior del medio son E. y ll , se suele definir como impe

[62],[63l, [614]dancia superficial del metal al númerocomplejo Z =Zg tii];

tal que:

EN : Z Ax H//, (5.1)

ZR>/O
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donde al es un versor en la dirección de la normal exterior al medio y La”
a. a 

y Ei” son las componentes paralelas a la superficie de los vectores H y E

evaluadas sobre dicha superficie.

La impedancia asi definida depende de las propiedades del medio y de

la configuración de los campos. Para que resulte una condición de contorno

ütil es necesario que sea válido aproximar la impedancia superficial a un va

lor constante independiente de los campos. Con el fin de determinar las pro

piedades del medio que hacen válida dicha aproximación analicemos el bien co

nocido problema de la reflexión de una onda plana en una superficie metálica

cuando el campo magnético de la onda incidente vibra en la dirección perpen

dicular al plano de incidencia con amplitud Ho . La amplitud Hr de la onda

reflejada viene dada por la siguiente ecuacion de Fresnel:

Hr m?“ Cos 9 -—(mz' 59029 l l/Z
l

Ho rn"Lc059 + (m2 —Scale) /Z

h
donde (fl.= Él =fnxtiflïl es el indice de refracción complejo y 9 es el ángu

lo de incidencia (ver Figura 5.1).

Los campos paralelos a la superficie obtenidos de las ecuaciones de

Maxwell son:

-v ‘ltxs 9 ¿out A
H” ; (l-lol‘llr) e)“ en e L a (5,3,3)

' e _' t A
Ej] : (Ho‘l'lr)Cose ekhsen eLw x (5.3.13)

La impedancia superficial calculada usando la definición (5.1) y las expre

siones de los campos dadas por (5.2) y (5.3) es:
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1ÍZ 1¡z

(m2- senza) (má-mí-SCHZB +2Lmamñ
Z — ———————- - — y. (5.1.)

2 1 1‘ ‘m mg-m; + ZLmRmI

Para aquellos medios materiales cuyas constantes ópticas satisfa

cen la relación:

leal = lmífiní iz >> 1 (5.5)

es posible despreciar scnfiG en (S.h) por lo cual la impedancia superficial

adopta la expresión aproximada:

ZZ AJ i _ ¡ng - L‘Tll
M -— _ ——-————z1 — (5.6)rm mR+mt

que no depende de la configuración de campos electromagnéticos y coincide con

la expresión dada por Landaul63]. Considerando la polarización É; perpendicu

lar al plano de incidencia se obtiene la misma aproximación (5.6) para 2€ .

Resulta interesante comprobar que esto también es asi para las ondas superfi

ciales guiadas que se pueden propagar a lo largo de la interfase entre dos

medios en ausencia de onda incidente. La impedancia superficial obtenida ri

gurosamente usando las ecuaciones de Maxwell y las condiciones de contorno

para una sueperficie plana es:

4 l

fi ( €+ilvz (mhilvz

por lo cual si el medio es tal que lflll >> 1. , es válido suponer que dicha

impedancia superficial viene dada por la expresión aproximada (5.6).
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La ecuación (5.1) con Z. constante puede usarse como condición de

contorno; de esta forma es posible hallar los camposexternos sin necesidad

de considerar los campos en el interior del medio de constante é. . El uso de

la condición de contorno con impedancia superficial constante fue Sugerído por

primera vez por M.A. Leontovich y ha sido aplicado exitosamente en problemas
[#6].lh7l

de radiopropagacíón donde se satisface muybien la desigualdad (5.5).

V.2 Aplicación en el rango óptico e infrarrojo

Los metales comúnmenteusados en la zona del eSpectro correspondien

te a radiación visible e infrarroja satisfacen con mayor o menor aproximación,

la relación (5.5) como se muestra en la Figura 5.2 donde se ha grafícado lÉLRl

calculado a partir de las constantes ópticas dadas en las tablas compiladas

por Hassl53] para oro, aluminio y plata.

L.D. Landau afirma en Ref. [65] que el uso de (5.1) como condición

de contorno deja de valer para frecuencias ópticas. Sin embargo de la Fígura

5.2 se ve que en el rango óptico la condición de contorno Zchde.sigue sien

do válida para algunos metales, justamente aquellos que resultan de interés

para lograr buena reflectividad.

En la Figura 5.3 se muestra a titulo de ejemplo, la amplitud y fase

de la onda reflejada en función del ángulo de incidencia para la plata. cal

culadas mediante la aproximación EE: cie. y la fórmula de Fresnel (5.2) en

3.: #00 nm ( nt: . 075 + 1.1.93). A pesar que este valor de nu es el más

desfavorable en todo el rango visible podemosobservar un buen acuerdo en am

plitud y fase.

Estos hechos sugieren que la condición de impedancia superficial

constante es una buena aproximación para resolver ciertos problemas de con

torno en la zona del espectro visible infrarrojo, razón por la cual veremos
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a continuación cómo aplicarla al problema de la red dc difracción metalica.

V.3 Formulación del problema de la red usando ZZ = Chi

La propiedad más interesante de (5.1) usada como condición de con

torno es que permite obviar el cálculo de los campos dentro del metal y asi

el problema de la red se reduce notablemente. Los campos deben satisfacer:

a) la ecuación de ondas (2.13.a), b) la condición de ondas salientes (2.1h.a),

c) la condición de pseudoperíodicidad. El par de condiciones de contorno

(2.18) (2.19) será reemplazado por una condición del tipo (5.1) que determi

naremos para cada modo.

V.3.1 Caso EJ/

"' A
En este modo E = f ('xilj ) % y el campo magnético se obtiene de

la ley de Faraday:

_’ —o _-o -o A

H _ VX E_ _ V5 x 3,
¿lt L

Definiendo un versor 'l’.:_r'nxg paralelo a la curva L&:%(0C) podemos proyec

tar el gradiente en las direccioneSIR . f y‘ï y obtener:

lil: .4 — a; r?» (5.8)A
LB. "añ 'bt

q -'
Con estas expresiones de E. y H la condición de contorno (5.1) queda:

¿(www: ¿E (5.9)
B. ’an'i
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V.3.2 Caso HáL_

ñ A
Para este caso de polarización H :: 8'(1)‘á )3 , el campoeléc

trico se obtiene de la ley de Ampere-Maxwell:

-' —5xfi ‘ " AE: ; i X%.
¿ik 99.

y proyectando en la base Éï . t , z

É _ i.
PL

A A'L-——m (5.10)
3%dle)3)Lh

con lo cual ia condición de contorno correspondiente es:

aflxwum) _ Z gt ECMCMM) (5.11)
'aA i

Debe notarse que cuando zzo tanto (5.9) como (5.11) se reducen

a las condiciones de contorno en una superficie perfectamente conductora.

Presentación de un nuevo formalismo diferencial aproximado

Hemosvísto que la transformación conforme (h.3) que lieva el per

fil de la red a una recta conserva las condiciones de pseudoperiodicidad y de

radiación, y que transforma la ecuación de Ondas en la ecuación (ü.h). Por

estas razones el uso de dicha transformación para tratar el problema de la

red con la condición de contorno aproximada conducirá a un tratamiento muy

similar a] presentado en el Capitulo Ill para la zona lá)% (7.) debiendo
sólo estudiar cómose transforman bajo (h.3) las condiciones de contorno en

(¿za Deacuerdocon (14.20):



amm - laLUL 95(*»°W‘3 (512)¡____ —— .ÜY Yzo
por lo cual las condiciones de contorno en Y; 0 son:

BF (x10) _—_-_L2 FCX)O) (modo 5) (5.13.a)
'oY L dU Yzo

FCXM : Á E "L M (modoP) (5.13.b)
LR. ,¿U “:0 BY

Estas condiciones pueden proyectarse sobre la base formada por las
'ÏX ,

funciones de Rayleigh -[€" m } obteniendose:

Fm(0) MP ¿732 (modoP) (5.1“)¿K . mm ¿Y
MTL-w

CD

dcho) z EZ msm Fmío) (modo5) (5.1“)¿Y ¡
rm:—00

donde se han definido los siguientes elementos de matriz que solo dependen de

la geometria de la red:

zfi‘

p -4_ a
Mm m dv

“4 Lam-mWX

Ei CL)( (5.15.a)
‘Ízo



TW

' —n\)(
s i ¿(ml l

r/Ln : —-— 'ÏÏ? °L>< (5-15.b)m' zw
0

Y:O

Resumiendo: el problema de la red con la condición de contorno

aproximada se reduce a calcular las funciones F%\(Y') definidas ahora en el

intervalo [Ï)\Yu] y que son solución del sistema (h.30) de ecuaciones diferen

ciales de segundo orden con condiciones en ambos extremos del intervalo de in

tegración; en \f:.0 deben satisfacer las condiciones de contorno aproximadas

(5.1h) y en ‘(z Yo deben satisfacer la condición (h.hh) de empalme con los

desarrollos de Rayleigh. Unavez obtenidos los valores deFïn (Y; ) las ampli

tudes de los órdenes difractados se calculan mediante (h.h6). Cuandoel metal

es ideal, la impedancia superficial es nula y las condiciones de contorno

(5.1h) hacen que este nuevo formalismo diferencial aproximado se reduzca al
[Mlformalísmo riguroso desarrollado por Neviere para conductividad infinita.

V.5 Conservación de la energia

Alterando levemente algunos detalles de la demostración realizada

en la sección 6 del Capitulo IV es posible demostrar que los campos obtenidos

mediante el nuevo formalísmo aproximado satisfacen las siguientes ígualdades:

para el modo P:

N
a (n _7W* e.

É (Pm Rm2 .- Fm‘.(o) aim : i .16-a)
_a <2, ' JAmg”
meU. "mm=-N
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y para el modo S

N

U) _—‘-'

Ei ÍR ‘Z + La“. ELoymnïmmel : 1 (5.1“)
(Pg) (PUX

me'U... o m‘mz-N

El primer término de (5.16) es la suma de las efíciencias de los

órdenes difractados. Empleando el vector de Poynting como en IV.6 podemos

identificar el segundo término de (5.16) comoel cociente entre la potencia

media absorbida en el metal y la potencia media incidente, por periodo. Vemos

entonces que el método propuesto en este Capitulo verifica el principio de

conservación de la energía cualquiera sea el número de términos empleados pa

ra describir los campos; aün cuando este número sea inferior al número de 6r

denes propagantes y a pesar de que la condición de contorno con impedancia

es una condición aproximada.

V.6 Re5ultados obtenidos: comparación con el formalismo riguroso

Trataremos conel método de impedancia superficial constante el caso

de redes cicloidales cuyo perfíl está dado por (h.65); la transformación con

forme es:

ÉL“: = 4-o.eLU (5.17)
dU

entonces:

¿u 7- 2-2Y -Y Lx -Lx_ :4+q,e -0te (e +6 ) (5.18)
¿U

Para implementar este método se han desarrollado dos programas For

tran: ZECA(para Ehl) y ZHCA(para H”). Los resultados numéricos obtenidos
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mediante estos programas se comparan con aquellos obtenidos mediante la teo

rïa rigurosa. En todos los casos hil= .2, fl/d = .5, N = h, 12/3 = l y el nü

mero de pasos de integración es J = 120. Los valores de los parámetros N , Y;

y J se determinaron estudiando la convergencia de los resultados ya que el

formalismo satisface siempre los criterios de reciprocidad y conservación de

la energia.

En las Figuras S.h-5.9 se muestra la comparación para el modo 5/7

y para distintos valores de la constante compleja 6. . Para el oro en %.= 550 nm

E R. = - 5.28, (Figuras S.ü y 5.5) las curvas obtenidas usando las teorias

aproximadas y exacta reproducen el mismocomportamiento cualitativo observán

dose una discrepancia relativa del 10%en el peor de los casos. Esta discrepan

cia disminuye cuando consideramos redes con mayor valor de ié4ai ; por ejemplo,

para oro en 7\ = 700rvn < €.R = - 1h.73) como se muestra en las Figuras 5.6

y 5.7. En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestra una situación intermedia: oro en

600 nm con E4; = - 8.37. Ambas teorias concuerdan mejor aün en el caso

7X = l.h7 Pan , ¿ZR = - 109.7h (plata) como se muestra en las Figuras 5.10 y

5.11.

En las Figuras 5.12-5.23 se muestran las comparaciones hechas para

el modo fi” volviéndose a observar que las diferencias entre las teorias

comparadas disminuye cuando más nos aproximamos a la zona de alta conductivi

dad. En el caso 6+; = - 109.7% las diferencias relativas son siempre del

orden del 1%. por esta razón en las Figuras 5.20-5.23 se han graficado solamen

te las curvas obtenidas con EE = cte, para dicho metal y para conductor per

fecto (Z:()) . Resulta interesante comprobarque a pesar de que la reflecti

vidad de la plata en esta zona es muyalta (99.1%). la teoria de conductor

perfecto no es adecuada para predecir el comportamiento de los campos difrac

tados.



¿3/j

e:-5.28+¡1.48

.1—.

0°15°3'0°45°60°e FIGURA5.14:Comparaciónentrelasteoríasaproximada(Z.=cte,círculos)yrigurosa (transformaciónconformeynoconforme,curvacontínua)paraEI/ ,redcícloídal,

h/CL=.2,7x/cL=.5,eg=“5.28,órdenes+1,0y-3.

101



€=—5.26+i1.48

0°15°30°¿5°60°9

FIGURA5.5:ïdemfiguraS.ü,órdenes-1y-2.



€:_1Á..73+¡9.98

0°15°30°45°60°9

103

FIGURA5.6:Comparaciónentrelasteoríasaproximada(Z =cte,cïrCUIos)yrigu rosa(transformaciónconformeynoconforme,curvacontínua)paraEl/ ,redcícloí dal,h/cL=.2,í'x/‘¿L=.S,¿R=-ILI.73,órdenes+1,oy-3.
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FIGURA5.7:ïdemFigura5.6,órdenes-1y-2.
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FIGURA5.8:ComparaciónZ.==cte(círculos)v5.transformaciónconformemásno conforme(curvacontínua),modoE//para¿.R=-8.37;órdenes+1,0 y—3, parámetrosrestantessonlosmismosqueenFíg.5.6.
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FIGURA5.9:ïdemfigura5.8,órdenes-1y-2.
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FIGURA5.10:ComparaciónZ =cte(0231:0775) vs.transformaciónconformemásno conforme,(curvacontínua)modoEl/paraER=409.71“h/¿L=.2,

fi/d.=.S,órdenes+1,0y-3.
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FIGURA5.11:Idemfigura5.10,órdenes-1y-2.
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FIGURA5.12:ComparaciónZ =cte(círculos)vs.transformaciónconformemásno conforme(curvacontínua)modoH/l ,GER=-5.28,h/d=.2,2/d_=.S,orden -2.



'82-528+HA8“ 0°15°30°¿5°60°9

FIGURA5.13:IdemFigura5.12,orden-l.
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Ae=—5.28+¡1.z.a

0°15°30°45°60°

FIGURA5.111:IdemFigura5.12,ordencero.
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,1.E=-5.28+i1.46

0°15°30°¿5°

FIGURA5.15:IdemFigura5.12,órdenes+1y-3.
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e2-8.37+i1.16

0°15°30°45°9

FIGURA5.16:ComparaciónZ =cte(círculos)vs.transformaciónconformemásnoconforme (curvacontinua)modoHIi ,GR=-8.37,h/d.=.2,7\/d.=.5,orden-2.

113



0°15°30°¿5°e

FIGURA5.17:IdemFigura5.16,orden-1.
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€=-837+H16
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FIGURA5.18:IdemFigura5.16,ordencero.
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d
82-6.37+l.16

FIGURA5.19:IdemFigura5.16,órdenes+ly-3.
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E:409.71.+¡3.05

FIGURA5.20:CruvasdeeficienciaparaelmodoHÍ/ ,obtenidasconlaaproximación

2_=cte(circulos)paralaredcícloidalconh/d=.2,'l/d_=.S,¿JK=-109.7h.

Enestazonalasdiferenciasentrelascurvasexactayaproximadanoesapreciableen laescalaelegida.Comocomparaciónsemuestralacurvacorrespondienteaconductivi dadinfiníta.(Curvacontinua)Orden-2.

45°60°9
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.6-«¿z-109.71.+¡3.05*

4-" 0°15°30°45°60°9

FIGURA5.2]:ldcmFigura5.20,orden-l.
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E=-109.71.+i3.05

00°{5°30°45°60°

FIGURA5.22:Idem.Fígura5.20,ordencero.
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J15°36°45°60°e

FIGURA5.23:IdemFigura5.20,órdenes+1y-3.
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V.7 Validez y aplicabilidad del formalismo aproximado

La comparación entre los resultados obtenidos usando los formalis

mos diferenciales aproximado y exacto muestran que el método con EE = cte

da muy buenos resultados para metales con grandes valores de Iéïl . De esta

forma el método aproximado resulta especialmente ütíl ya que: evita los pro

blemas numérícos que aparecen cuando se programa directamente la teoria del

Capitulo IV, simplifica el tratamiento teórico y reduce notablemente los tiem

pos de cómputo.
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VI. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las teorias de eficiencia de redes de difracción que emplean méto

dos diferenciales representan un compromisoentre simplicidad de formulación,

versatilidad, facilidad de implementacióny rapidez. Sin embargo, presentaban

serios problemas numéricos que no permitían emplearlas para tratar los casos

de mayor interés en óptica y en el modo S de polarización solo arrojaban

resultados coincidentes con otras teorïas cuando el cociente profundidad de

surco-periodo h/d era muychico.

En el presente trabajo se encaró el estudio de los métodos diferen

ciales con el fín de extender su aplicación, prestando especial atención al

caso de las redes metálicas empleadas en el visible e infrarrojo.

Primeramente se analizaron los métodos diferenciales usuales, demos

trándose que las discrepancias observadas en el modo 5 , atribuidas en la li

teratura a problemas de programación se deben a un tratamiento inadecuado de

las ecuaciones que rigen el comportamiento de los campos, mostrándose que di

cho método involucra una aproximación que ¡o hace válido solamente para redes

con surcos poco profundos (Capitulo III). Esta aproximación, sumada a las di

ficultades numéricas en la zona de alta conductividad hace que el método di

ferencial para ll” presentado por Nevíére, sea útil sólo en ciertas situacio

nes de interés particular. En cambio el métododiferencial para El/presentado

por Cerutti-Maori no involucra aproximaciones por lo que puede en principio

aplicarse a cualquier tipo de red fuera de la zona de alta conductividad.

En el Capitulo IV se presenta el primer formalísmo diferencial ri

guroso en ambas polarizaciones y válido aün en la zona de altas conductivida

des. El empleo de transformaciones de c00rdenadas posibilita un fácil manejo

de las condiciones de contorno en la superficie de la red y hace que el méto

do tenga explícitamente en cuenta los saltos de los campos en dicha superfi
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cie. Las comparaciones de los resultados obtenidos con esta teoria y aquellos

obtenidos usando los métodos diferenciales del Capitulo III en las situacio

nes confiables, evidencian una excelente coincidencia y muestran que el méto

do de transformación conforme más no conforme da resultados rigurosos en am

bos modos de polarización cubriendo la importante zona de los metales de inte

rés en óptica. Desde el punto de vista computacional la teoria en la forma

presentada resulta ventajosa pues el tratamiento simultáneo de los dos casos

de polarización permite aprovechar un gran volumen de cálculo en comúndismi

nuyendo tiempos de cómputo a costa de un no muy grande incremento de memoria.

La programación directa del nuevo formalismcadiferencial permite llegar a tra

tar valores de |€-|= llO pero una programación más cuidadosa o una modifica

ción de la escala en la zona del metal permitiría llegar a valores aún más

altos de ¡El . Sin embargo es posible simplificar el tratamiento del problema

de la red metálica en el rango de altas conductividades mediante el empleo de

una condición de contorno aproximada que evita el cálculo de los campos dentro

del metal.

En el Capitulo V se estudia la aplicabilidad de la condición de con

torno de Leontovich a problemas en el rango óptico e infrarrojo y se muestra

cómose modifica el tratamiento del problema de la red cuando se utiliza dicha

condición aproximada. La comparación con el método exacto muestra que el for

malísmo diferencial aproximado da muybuenos resultados para metales con gran

des valores de i&.| , simplificando el tratamiento teórico, reduciendo los

tiempos de cómputo y resultando especialmente adecuado para estudiar los cam

pos difractados por redes metálicas de alta conductividad, permitiendo asi

resolver el problema de la red en cualquier zona del espectro electromagnético

mediante métodos diferencialesl

axe/“W”
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APENDICE

TRATAMIENTO NUMERICO

A.l Implementación del método diferencial de la sección lll l

(igual a la implementación de los métodos aproximados del

Capitulo V)

El método diferencial propuesto por Cerutti-Maori para Ei” requie

re la resolución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.19) con condicio

nes de contorno (3.20) y (3.21) en ambos extremos del intervalo de integración

[oih] :
"u "

ól- (Lp = Van 9’00 (3.19)

(3.20)u Of’to) + LLo977o)

o (3.21)
_, -o

Igr (m + LLh7m
ü I a,” '

¿7‘ , Sr y Sr son los vectores cuyos elementos son las funciones 55 , Sax
ll , . .

y 5m_; lflliÉ.N (Sistema truncado);Ñ/ , lo , U_h, son matrices conOCIdas

y g es un vector también conocido.
Debido a que (3.19) no contiene derivadas primeras, se ha empleado

el algoritmo de Noumerov. Sea ¿3 el paso de integración, constante en todo

el intervalo Eo)h] . Definiendoel vector g

—> ‘v Z d’Mi: fui) "A FM) (AJ)
42.

el algoritmo de Noumerovse basa en la siguiente relación o fórmula de Noume

FOVI] I
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a. r "0

ECM) r. ‘LZII+ ¿Wu + V200 ] Em —
(A.2)

Sui-A3 + O (A6)

donde I es la matriz identidad y O (A6) representa términos que contienen
m "5

factores A con m2 G . Esta fórmula resulta útil para calcular g cono
-_5

ciendo este vector en dos puntos anteriores. Supongamosconocidos 5: (O) y
’9 ' -’

¿F (O), postergando el problema de tratar (3.20) y (3.21). El vector ECC)

se calcula según ( A.1):

É(o) _—_ IL - {g V053] 35(0) (A.3)

Todavïa no se puede ¡terar en (A.2); para hacerlo se necesita g (A ). El-)

cálculo de E (A) se ha hecho de la siguiente manera: mediante un algoritmo
u.‘

de Runge-Kutta de cuarto orden [6/ l , se calcula primero Sr (A):

q 'Z. 2. L1 ""

ffiw: 11 +12- V(o) +—%—V033 + 2% V(%)V(ol GÏCO)

Z _’ (A.li)

+ ¿{JI + % van 55km + MAS);
-v

y luego la fórmula (A.l) permite obtener E (A):

Em - I - 13; VM) 9-102.) (A.5)
" —>

Con los vectores g (O) y g (A) se puede ¡terar ahora en la fór
-9 dv db

mula (A.2) obteniéndose asi los vectores g (ZA), E (3A),..., 75' (h-A)



l7.()

dv - al
y E (h). Como(3.21) requiere el conocimiento de CF, (h) y de 3: (h),

aparece un problema en el extremo superior del intervalo donde solo se conoce
a “0

g . Sr (l\ ) ha sido calculado invirtiendo la ecuación:

ÉÜW= 3L1<Máéfrfïw<hl = [E-ÉVaú] 3?“) (A.6)
12 ll

ÏÜW = [ÏÏ " 7€: Voüyi EO») (A.7)
y desarrollando en serie (A.7):

.. q ..

37h): I +7A;V06) +4?“ vzmkm +O(A") (A.8)

Las derivadas 5E4(P\) han sido calculadas empleando la fórmula citada en [68]:

“z 4 " " "
fut) ;-ï lo ’g'(lx-hs) + 28 ECh-éA} —495 S(h-5A) +0

4aqgg(h_453 - 3225 ¿(h-3A) + 33‘40 E (ln-2A) - (A.9)

G3150SÚNQ -3eo ¿(m + ÏÜN) + O(A )
6C>Á> '

Con estos elementos se dispone de un algoritmo numérico que permite conocer

f (h) y ,7 (k), soluciónde (3.19), conocidos5r(0) y 17(0). Peroen

el problema de la red las condiciones de contorno están dadas por las relacio

nes (3.20) y (3.21) por lo cual se debe proceder de la siguiente manera: dada

la línealidad del sistema (3.19), todas sus soluciones forman un espacio vec

torial y en consecuencia, el comportamiento de cualquier solución queda deter

minado si se conoce una base de este espacio vectorial. Eligiendo arbitraria-'

mente P ==2N + 1 vectores linealmente independientes :7; (O), el uso de
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(3.20) permite obtener p vectores Sri, (0) .1: N ):
"9

I ‘-9

: —“.0 x33(o) (A_]o)

Para cada (Ol, el algoritmo numéricodescrito da los vectores (h)- —9

y ‘72, (h) que puedenusarse para construir un vector definido por:l

: ¿21:00+ [LhJi“) (A.11)
.4

Los x73 (lá) asi hallados forman parte de un subespacío vectorial de dimensión
P , pues el espacio de soluciones de (3.19) tiene dimensión 2P y el hecho

de imponer (A.10) reduce este número a la mitad. Por esta razón, la solución
dv

jr ha) de (3.19), (3.20) y (3.21) se podrá escribir comouna combinación

lineal de las P funciones (La) ¿ÉN l:

x700 :2: 5‘; ¿{UU (A.12)
¿zz-N

Los coeficientes se determinan imponiendola condición de contorno (3.21):

¿[(hl+u—h}:(hl:q

¿z-N
y usando (A.ll):

N ->

Z z. a (A.13)
':-—N

queda un sistema de P ecuaciones lineales con P incógnitas (los coeficien

tes ). El elemento situado en la fí-la m y en la columna a dela matriz
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a
de este sistema de ecuaciones es la componente n-ésima del vector C35 3

invirtiendo esta matriz se hallan los coeficientes .58 lo que permite calcu_. .

lar ¿7 en todo punto del intervalo de integración. Las amplitudes de los

campos difractados se calculan mediante (3.13) y (3.16).

A.2 Implementación del método diferencial de la sección Ill.2

El método diferencial propuesto por Neviere para HA, requiere la

resolución del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.32) y (3.33)

con las condiciones (3.35) y (3.37) en los extremos del intervalo de integra

ción [:Oyl1] . Truncando las series, estas ecuaciones son:

N

ÏÁ1(‘ll= 2: (¿msm(lt) Ïm [FmSan“) ’ ¿(il (A.1¿i)
"nz-N

'ï' N

33,200 = 03M“ ("p 5m (“5)

¡nu-N

... ' (¡.3

¿(el = 1%; 5mm (A.16)
a2

N . . l ‘ (H

5mm —“al,” 9mm z —24.<Pá‘¿4% “¿mo (“7)
k7. k2.

En notación matricial el sistema a resolver tiene la forma:

—o' "I
ÏC‘ál z:V600f“) (A.18)4
lp (o) = U-o 43(0) _. (A.l9)

íP. Ü"3 + u-h 4M“ = a (A.20)
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donde lp (la) y l? (1) son vectores columna de dimensión P=ZN+1 y de
rv —’

elementos 5}\ (% ) y Sn¡(% ), C3 es un vector columna de elementos
. | (n

_ u) _ . _

CJm; Él; o C “Po hámo : u-o Y [Lh son matrices de PX P con elementosu ' (¡l '9 -h

(¿Jam = 22533)(SmrmY (ll-h lmm 2 “Lg; 5mm ,ï('-¿) y sí’Uá)
son vectores columna de dimensión 2i3

ctm 5;, Mm
WW CPH)

Y V (lá) es una matriz de ZPK ZP

57‘71):

. T

O : ¿mm35"“ -“1”—
NH I

Tmïm (¿m-rm_ 8mm : o

El sistema (A.18) es un sistema lineal de primer orden con funa
ciones incógnitas representadas por el vector incógnita 3r'(ï ). Suponiendo
conocido 5: (0) el sistema (A.18) puede integrarse p0r el método de Runge

Kutta[67] pero las experiencias numéricas indican que la utilización del méto

do de Adams-'Moulton[69] con paso fijo permite disminuir el tiempo de cómputo.

El esquema de integración de Adams-Moultonpuede resumir5e en las siguientes

expresiones:

¿a (‘iml = 5:00 + AífioVCalfap +

(54VC‘l-A) 3':C%'bl + {BA/(w213)forza) + (A.21)

(¿NH-3a) ¿(Li-m }
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Sama} = 31(1) + ¿>{d1VHl 53'03)+ dz N(x¿-a)Ï¿L¿-A3

ol3V (lá-1MÏCT2M} + AokoV0614) ¿ed-(Lá-fA) (A.22)

+ 003")

donde «o = 9/21}, o<.= 19/24, al; = -5/2Ll, a3 = 1/21., (¿o = 55/21.,

Bi = - 59/2“, (32 = 37/24, (33 = -9/2h. Para avanzar un paso de integra

ción es necesario conocer el vector de incógnitas 5P en cuatro puntos ante

riores; por esta razón el método de Runge-Kutta se utiliza en el extremo infe

ríor del intervalo de integración. Se dispone asi de un algoritmo que provee
-. -9 —.

Irr- (h) dado 5: (O). ComoGr (O) no se conoce,el procedimiento seguido

es el siguiente: 1°) se eligen arbitrariamente P vectores independientes
a.

(o), é N , 2°) mediante(A.19)se calcula (0) para cada

(O) con lo cual quedadeterminadoel vector (o), 3°) se integra
(A.18) en el intervalo Eoyh] con el esquema (A.21), (A.22), lI° ) se define

un vector : (h) l- LLh53(h) y 5°) observandoque el subespacio
de soluciones de (A.18) que satisface (A.19) tiene dimensión P , resulta

que los vectores ('á) son una base de dicho subespacio, por lo cual la
solución buscada puede escribirse como:

=l (A.23)

Qí " a"
Debidoaque ig-ï'i'a‘á es continua en tasl'k , LPá(h) = (PÁUW)y' la
condición (A.20) es:
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Í: si Ï'ijñh‘l + LLh53m} :í
¿su (A.2u)

Z W134
á?“

(A.24) es un sistema de P ecuaciones lineales con P incógnitas (ÉSÁ).

lnvirtíendo este sistema se hallan los coeficiente; Sá, lo que permite cal

cular las funciones incógnitas y a partir de ellas los camposen todo el es

pacío.

A.3 Implementación del método diferencial del Capitulo IV

El sistema truncado correspondiente a la ejemplificación de este

métododiferencial es:

¡mm 51"th z WMÏZY) +V'm ¿(o (A.25)
si —-‘f° ¿YA O

fino!) _-_VÏCYX ÏCY) Si os‘l L-Yo (A.26)

¿"(en = ¿{Yo-i (un

i’m") = n? ([5ÏCO‘) + ¡H ¿[(5) (A.28)
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fm +mas)
El (A.29)

O (A.30)ll
-o _ "

I
¿”(40) + [L 32 (No)

d. a) ñ}: g
donde ? , g: y 5'- son vectores de dimension P:2N+1 cuyos elementos

son las funciones Fm (Y) y sus derivadas primeras y segundas con respecto

¿IY :6 . ¡H ) UI)“- y M son matrices de PXP

(7mm: Gnvnn 2.".Hm_m 3

*’ I ('\ -— | ‘
lem Z L- m 5mm ‘) u-mm = ¿(Pm 5mm 3 mmm -- Dm_m

m
- (n -1. Yo

y % es un vector de dimensión P: Qm: ‘2‘vcfo e (a, 5mm ,

3

.g
El procedimiento para encontrar el vector x9. (Y) con Y en el intervalo

L -Yo 1 Yo] se puede resumir en los siguientes pasos:

1.- Elegir arbitrariamente P vectores linealmente independientes_.

kíri (‘ïb.)
2.- Usando la condición (A.30) determinar los vectores derivados

al
("Yo‘l

3.- Considerando el sistema (A.25) de P ecuaciones diferenciales de

segundo orden y P incógnitas como un sistema de ZP ecuaciones

de primer orden con 2P funciones incógnitas (las P funciones

y sus P derivadas), realizar la integración numérica de (A.25)

mediante el método de Adams-Moultoncon paso fijo descrito en lafl
sección anterior. Dicha integración provee los valores de (O )

"'I __ _.

y (0 ) dondeel simbolo O se utiliza para indicar que
estos valores fueron obtenidos avanzando hacia 1:0 desde la zo

na YLO . En cada paso de la integración numérica en esta zona
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se debe invertir la matriz tridíagonal H‘W CY) lo que se ha he

cho utilizando un método basado en el algoritmo de resolución de

sistemas de ecuaciones lineales descrito en [70].

Empalmar los vectores de funciones en Y::O , mediante las expre

siones (A.27) y (A.28) que tienen en cuenta las discontinuidades

en la superficie Y:0 Seobtienen (0+) y si?" (0+)
donde el simbolo O+ indica que las funciones están evaluadas en

un valor de ‘Ï que tiende a cero manteniéndose positivo.

Realizar la integración numérica de (A.26) mediante el algoritmo de
q

—o. ., ., /
Noumerovdescrito en la seccuon A.l obteniendose x76 (Yo) y .7 (Yo).l

—.

Con estos valores se calculan los vectores (ás ;

Éíi :. xÉEEICÏb) '+ “1- ¿í? CTE) (A'3U

El subespacio de soluciones del sistema (A.25), (A.26), (A.27),

(A.28) y (A.30) tiene dimensión P y como los ¿ii (ïr) son vecto

res linealmenteindependientes forman una base de este subespacio.

Entonces la solución más general puede escribirse en términos de esta

base:
Al

__7 -v

fpm ___ Si (A.32)
(¡z-N

Imponíendo la condición (A.29) resulta:

É; S¿'¿lá/(Yo)+ S¿ HÏÍÉCYO) ::.
82’“ :-N
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m
o. ,Í‘Ít Ao-< J + Fi

aim
ñ cT<

H
09v!

es decir:

Z

z q: (A.33)

I . . . . a .que es un Sistema de P ecuacnones lineales con P Incognitas

¿=-N

(los E33). Invíertíendo este sistema, se obtienen los coeficientes

558 , conocíéndose asi las funciones incógnitas en todo punto

del intervalo [-Ïbfïo] (según A.32)), lo que permite determinar los

campos en todo punto del espacio.

/%”
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