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CAPITULO 1

INTRODUCCION



| INTRODUCCION

1.1 Introduccién histdrica

Desde su invencidn en 1819 (Fraunhofer) hasta nuestros dias las re-
des de difraccidn se han convertido en una herramienta imprescindible en di-
versas ramas de la fisica. Entre otras aplicaciones podemos citar desde su uso
tradicional como elemento dispersivo en espectrometros y espectrografos, hasta
aquellas originadas en el campo de las comunicaciones mediante fibras 6pticas[11

Cuando un haz luminoso incide sobre una red, la naturaleza periddica
de la misma hace que la intensidad de la luz difractada esté distribuida segin

[2]. (3]

ciertas direcciones discretas llamadas 6rdenes espectrales Wood observd
rapidas variaciones de la intensidad difractada en un dado orden cuando varia-
ba relativamente poco la longitud de onda de la luz incidente. Dado que la
fuente de luz empleada poseia una distribucidn espectral de intensidad conti-
nua y lentamente variable, Wood esperaba encontrar un espectro también conti-
nuo y denomind anomalias a estos cambios pronunciados de intensidad observados
solamente en plarizacién S (campo magnético paralelo a los surcos de la red).

[L’]’[Sl se debe a Ray'eigh (]907): el

El primer tratamiento tedrico
campo difractado se desarrolla en ondas planas que viajan o que se atenlan
exponencialmente hacia afuera de la red. Su teoria relaciona las anomalias de
Wood con singularidades que se producen en las amplitudes de un orden dado
cuando aparece o desaparece otro orden. Dichas singularidades ocurren solamen-
te cuando el campo magnético es paralelo a los surcos, lo que estd de acuerdo
con las experiencias de Wood. Sin embargo este tratamiento no permitia encon-
trar la forma de las anomalias. Trabajos experimentales posteriores sugirie-

ron 161:17] (81,091, (10]

o mostraron claramente la aparicidon de anomalias en
polarizacion P (campo eléctrico paralelo a los surcos) cuando se usaban redes

con surcos profundos; esto llevé a reconsiderar aquellas teorias que no permi-



(11}

ten anomalfas P . Tal tarea fue llevada a cabo por Lippmann quien de-
mostrd que los desarrollos empleados por Rayleigh incluyendo solamente ondas
que se alejan de la red, son validos Gnicamente para redes con surcos poco
profundos. Si la ecuacidn de la superficie de la red es j::g(!) con I %(z), L b
no hay duda que la suposicion de Rayleigh es valida en la zona %) b ya que

en dicha zona los campos difractados deben satisfacer la condicién de radia-
cién. En cambio para un punto en la zona 3(1)Lj4it> existen corrientes elemen-
tales ubicadas tanto por encima como por debajo de él; por esta razén un desa-
rrollo completo de los campos valido para puntos muy cercanos a la superficie
de la red deberTa en principio contener ondas que se propaguen (o que se ate-
nuen exponencialmente) tanto hacia el exterior como hacia el interior de la
red.

(12]

Fano es el primero que trata de explicar los comportamientos
"andmalos'' como producto de la interaccidon de la luz incidente con ondas elec-
tromagnéticas superficiales (ondas de Sommerfeld). Aunque su tratamiento no

es estrictamente correcto, representa una importante contribucién para la com-
prensidn de los procesos fisicos que nos ocupan.

(131

La teoria de Hessel y Oliner también utiliza un tratamiento

con ondas superficiales (a las que ellos denominan ondas guiadas) e introduce
en el estudio de las redes de difraccidon el concepto de impedancia superficial.
Si afuera de una superficie cerrada :E: el campo puede ser desarrollado en una
base de funciones conocidas, los coeficientes de este desarrollo quedan univo-
camente determinados cuando se conoce el valor del cociente EE entre las com-
ponentes tangenciales de los campos sobre toda la superficie 2: []h]. Este
cociente recibe el nombre de impedancia superficial y su determinacidn requie-

re la resolucién completa del problema. Sin embargo, suponiendo algunas pro-

piedades ''razonables'' para EE sobre un plano fuera de la red, Hessel y Oliner



resolvieron el problema clasificando las anomalias de Wood en dos grupos,

las 1lamadas de Rayleigh relacionadas con la redistribucion de energia cuando
aparece o desaparece un nuevo orden y las anomalfas resonantes relacionadas
con la excitacidén de ondas superficiales u ondas guiadas que satisfacen por
s7 mismas las condiciones de contorno. Ambos comportamientos andmalos quedan
evidenciados claramente cuando se mide no solo la intensidad de las ondas di-
fractadas sino también la diferencia de fase Ai? entre las dos componentes
fundamentales de polarizacién. El primer trabajo experimental en esta linea

(15]

se debe a Simon y Simon quienes midieron el valor absoluto de zhLP . Pos-

teriormente, la diferencia de fase con su signo fue medida por Depine, Simon

[16]

obteniendo resultados que muestran claramente el caracter resonan-

[17]

y Simon
te de ciertas anomalfas. Hutley y Bird estudiaron experimentalmente la re-
lacion entre las anomalias resonantes y las ondas de Sommerfeld, que ellos de-
nominan oscilaciones superficiales de plasma o plasmones siguiendo una termi-
nologfa usual en fisica del sélido. lluminando la red con un laser excitaron
las ondas superficiales y observaron que la luz emitida era especialmente in-
tensa cuando el afgulo de incidencia del haz laser correspondia al de una ano-
malia resonante.

Tanto las teorias que emplean desarrollos de Rayleigh como la de
Hessel y Oliner no podian reproducir cuantitativamente las curvas experimenta-
les disponibles, ya sea debido a la suposicidn de surcos poco profundos invo-
lucrada en aquellas o al desconocimiento a priori de la impedancia superficial
en la Gitima. Esto provocd que a partir de mediados de la década del 60, muchos
investigadores dedicaran su interés a resolver el problema mediante una teorfa
rigurosa, trabajando directamente con las ecuaciones de Maxwell y resolviendo
el correspondiente problema de condiciones de contorno. Como resultado de es-

tos trabajos, las investigaciones tedricas se desarrollan actualmente utili-

zando tres tipos de métodos: integrales, modales y diferenciales,



1.2 Teorias electromagnéticas de redes de difraccidn

Los métodos integrales han proporcionado la primera solucidn elec-

tromagnética rigurosa al problema de la difraccidn por una red y fueron pro-

(18] [19] [20]

puestos casi simultaneamente por Petit y Cadillac , Wirgin y Uretsky

[21],122] para el modo S . Dichos formalismos

para el modo P y por Pavageau
suponen que la red posee conductividad infinita y son conocidos como métodos
integrales pues en ellas el problema se reduce a resolver una ecuacidén o un
sistema de ecuaciones integrales lineales. Diversos formalismos integrales han
sido desarrollados posteriormente para el caso de redes dieléctricas o metali-
cas con conductividad finita; entre ellos podemos citar el método propuesto

(23]

que conduce a la resolucidn de dos ecuaciones

(24]

por Van den Berg y Borburgh
integrales acopladas y el propuesto por Maystre que requiere la resolucion
de una sola ecuacidn integral de primera especie con nicleo singular. Este mé-
todo ha sido implementado computacionalmente por su autor empleando elaboradas
[25]

técnicas numéricas para sumar e integrar los nlicleos singulares Si bien

(26],(27]

diversas comparaciones han demostrado que el programa numérico elabo-
rado por Maystre es capaz de predecir las eficiencias de las redes de difrac-
cioén usadas en las distintas zonas del espectro electromagnético, este método
integral tiene las desventajas de requerir grandes tiempos de cdlculo y debido
a las complejas técnicas matemdticas involucradas, de ser de dificil implemen-

tacion.

En otra linea tedrica podemos ubicar los 1lamados métodos modales o

de ajuste de modos que conducen a empalmar un desarrollo de Rayleigh valido
fuera de los surcos, con un desarrollo modal de los campos en el interior de
los surcos. El tratamiento resulta muy simple para ciertas geometrias que per-
miten obtener analiticamente la base modal y fue usado en el caso de conducti-

(28] (291,301

vidad infinita para perfiles rectangulares , triangulares y semi-
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circulares El método modal se complica cuando se considera conductividad

finita o forma de surco arbitraria como se demuestra en la teorTa general de-

(32])

sarrollada por Fox en 1980 aplicada hasta ahora solo a la red de perfil

rectangular[33]—[35].

Desde el punto de vista matemdtico el calculo riguroso de los cam-
pos electromagnéticos difractados por una red se reduce a la resolucidn de un
sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (las ecuaciones de
Maxwell) sujetas a ciertas condiciones de contorno adecuadas. Los métodos que
resuelven estas ecuaciones empleando diferencias finitas, ya sea directamente

o bien transformandolas en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,

reciben el nombre de métodos diferenciales. Han dado buenas soluciones para

(36]-139])

conductividad baja y combinadas con transformaciones conformes han

[40]-[43] .

resuelto el caso de conductor perfecto Los métodos diferenciales no
permitian tratar el caso de conductividad alta pero finita, situacin de gran
interés pues corresponde a los metales usados como reflectores en el rango op-
tico e infrarrojo (plata, aluminio y oro). En el caso de polarizacién S los

resultados obtenidos coincidian con los predichos mediante otros métodos, sé6-

lo para redes con surcos poco profundos.

1.3 Objetivos y desarrollo del presente trabajo

Dado que los métodos diferenciales parecen representar un compromi-
so entre simplicidad de formulacidn, versatilidad, facilidad de implementacidn

y rapidez, se encard el estudio de estos métodos con el objeto de superar las

dificultades mencionadas. En el Capitulo Il de este trabajo se describen algu-
nas propiedades fisicas y matem3ticas de los campos y en el Capfitulo I[Il los
ctodos diferencial . . o [36])
métodos diferenciales propuestos por Cerutti-Maori, Petit y Cadillac para
[37]

polarizacién P y por Neviére, Vincent y Petit para polarizacidn S . se



demuestra que este Gltimo formalismo, considerado hasta ahora riguroso, es
PR [44]

solo una aproximacidén valida para redes con surcos muy poco profundos .

En el Capitulo IV se presenta un nuevo formalismo diferencial rigu-

a1 . .o [45]

roso que resulta vilido alin en las zonas de alta conductividad y se compa-
ran los resultados obtenidos mediante programas computacionales basados en el
nuevo método y en el método diferencial usual, para ambos modos y en las zonas
donde el método usual no posee dificultades numéricas.

Con el fin de disminuir los tiempos de cémputo se pensé en combinar
- . . . . [u6],[47]
los métodos diferenciales con la condicidon de contorno de Leontovich
El uso de esta condicidon de contorno tanbién llamada de impedancia superficial
constante, evita el cilculo de los campcs en el interior de la red.

En el capitulo V se discute la validez de la condicién de contorno
aproximada (nunca usada anteriormente en el rango espectral que nos ocupa) y
se presenta un nuevo formalismo diferencial aproximado que combina la mencio-
nada condicidn de contorno con transformaciones conformes. Mediante compara-
ciones con las soluciones rigurosas se demuestra que el formalismo aproximado
resulta particularmente adecuado para estudiar los campos difractados por una
red metalica de conductividad grande pero finita como es el caso de interés

en 6ptica[h8]’[49]

. Por Gltimo en el Capitulo VI se resumen y discuten los re-
sultados presentados analizandose las conclusiones que pueden extraerse de

este trabajo.



CAPITULO 11

PROPIEDADES FISICAS Y MATEMATICAS DE LOS CAMPOS
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bt PROPIEDADES FISICAS Y MATEMATICAS DE LOS CAMPOS

.1 Presentacion del problema de la red

A lo largo del presente trabajo usaremos un sistema de coordenadas
cartesianas O"-‘é% ;Q-\%,% son los versores en las direcciones 01‘0'3 )03 . Su-
pondremos que la superficie de la red puede representarse por la superficie
cilindrica g::a(x)con generatrices paralelas al eje 3 %Cx) es una funcidn
periddica de periodo d igual a la distancia entre dos surcos consecutivos,
en los tratamientos tedricos elegiremos por comodidad una unidad de longitud
tal que d sca igual a 2T . Llamaremos € = 611*161 a la constante dicléc-
trica del medio lineal, isGtropo y homogéneo contenido en la regidn 34%("4)5

€ serd real para redes dieléctricas o complejo para redes metdlicas o die-
léctricas con pérdidas. Si el material con el que estd construfda la red es
un metal perfectamente conductor diremos que las propiedades del medio estan
caracterizadas por un valor infinito de su conductividad abandondndose la des-
cripcidén del medio mediante € cuyo médulo se harfa también infinito. En la
region ‘j)’%(x) supondremos que hay aire y aproximaremos la constante dieléc-
trica en esta zcna y la permeabilidad en todo el espacio por las correspondien-
tes al vacio. La red es iluminada desde la regiénlj)(%(x)por una onda plana de
amplitud unidad y frecuencia W , cuyo vector de onda E estd contenido en el
plano ?ij y forma un angulo @ con el eje % ; de esta forma si la superficie
de la red es infinita (suposicién vadlida si no nos interesa el poder resolven-
te) los campos electromagnéticos no dependeran de la coordenada %

El principio de superposicidn nos permite estudiar una polarizaciédn
arbitraria; conocida la forma de los campos en los dos modos o casos funda-
mentales de polarizacién llamados P y S . En la polarizacién P el vector
campo eléctrico es paralelo a los surcos de la red (g-: 55 % ) vy suele

llamarse ‘''caso E/[”. En la polarizacidén S el vector que es paralelo a los
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-~ - T A
surcos es el campo magnético (H = H3 % ) y suele hablarse del '‘caso H/ ",

lLa dependencia temporal armdnica elegida permite representar cualquier funcidn
ad — A A A .
Q_CTL)t) del vector posicién /LU = X %X 4 Y Lz + 373 y del tiempo t,

> >
mediante una funcidn compleja asociada A () tal que

0 (R, 8) = R [ ACGD) e'Lth

donde Re significa '"'parte real''.

1.2 Ecuaciones de Maxwell y condiciones de contorno

En el sistema cgs de unidades, las ecuaciones de Maxwell que rigen
el comportamiento de los campos en un medio lineal isdtropo y homogéneo con
constante dieléctrica € y no magnético (permeabilidad P. = 1) en ausencia de

cargas y corrientes libres, vy suponiendo una dependencia temporal arménica dada

por (2.1) son:

Ux E(R) = iw H (%) (2.2)
C
TxH(D) = -iw ¢ E(®) (2.3)
C
v. E(i) = 0 (2.4)
-V" H (f':) = O (2_5)

donde C es una constante igual a la velocidad de la luz en el vacfio.

Tomando rotor en ambos miembros de (2.2) y utilizando (2.3) y (2.4)

se demuestra que £ satisface la ecuacidn de ondas de Helmholtz:
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Partiendo de (2.3) y utilizando (2.2) y (2.5) se demuestra que H verifica

la misma ecuaciodn:

2 -
w
‘72 t — € }4 = O
c? (2.7)
Si la superficie S limita dos medios continuos las componentes de

los campos a cada lado de S estdn relacionadas por las siguientes condicio-

nes de contorno (Fig. 2.2):

3>

x
N\
I
*

{

ja may’
N’
1
O
~
©

3>
~
o
|
=
(G
1§

‘lﬂ'fs (2.10)

3>
N
&
!
=
W
~—"
I
O

(2.11)
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Ea ) ﬁk , 3& , EA representan los limites de E(Q), HCPA)\ :-D.(F&)

E(P\\) cuando P‘i tiende a ™M (A = 1,2). _)DS y :gs son las
densidades superficiales de cargas y corrientes libres en la superficie 5 ;
Ié es distinta de cero slo si uno de los medios (por ej. el 2) es perfec-

- -
tamente conductor: en este caso E(PZ) Y H (_PZ) son cero y entonces

(2.9) resulta:

A N g
2.12
m = Hy = /&5 ( )
11.3 Tratamiento de cada caso de-polarizacion
Denotaremos con (‘M,% ) a la componente segin el eje 3 del
campo eléctrico en el modo P 6 a la componente segin 3 del campo magné-
tico total en el modo O . De acuerdo con (2.6) y (2.7) & (ﬂc)\a ) debe

ser solucidon de una ecuacidn de Helmholtz en cada zona:

Vzg + B_zg = O 13>%C%) (2.13.a)

2 2~ { o
Vi o+ Ref o yamm (2.13.6)

donde E:ch.
Para expresar matemiticamente un hecho experimental bien conocido,

N
agregaremos la siguiente condicion de radiacidn: cuando nos alejamos mucho de

la superficie de la red, el campo difractado debe c¢star acotado y debe repre-

sentar ondas salientes. Es decir pediremos que:
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[ 5:(%’%) - Sl'nciden*e ] ‘é__’;) ondas  salientes (2.14.a)
F(y) -~ ondas salientes (2.14.b)

%—>—-w
(1a condicién de radiacidn no puede imponerse al campo total cuando % tiende
a mas infinito pues el campo incidente es una onda entrante).
Expresaremos ahora las condiciones de contorno para cada modo en
términos de la funcidn incégnita 5: . Utilizando (2.8) para el modo P o

(2.9) para el S obtenemos la continuidad de 5 en la superficie de la red:

ll,m. :g' (%,%) = lI;n, 5‘ (’L)LA)
\3_,304) |3-—,%(x) (2.15)
Yy < ¢ 4> %(x)
lo que implica la continuidad de la derivada de 5 segdn la direccidén tan-
gencial a la superficie. Para analizar el comportamiento de la derivada de
5} segin la direccién normal a la superficie usamos la condicién (2.9)
junto con la ecuacién (2.2) para el modo P o la condicién (2.8) junto

con la ecuacion (2.3) para el modo S obteniendo:

—

-—q00 D 4= dm
§< g0 y> g

rE lim of ) _ lim ag("'ﬁ) (2.16)

donde
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1 mode P

3
I

(2.17)

S modo S

Podemos escribir las condiciones de contorno (2.15), (2.16) con la

notacidén mas compacta de la seccidn anterior:

§ = 5 (2.18)

24

IN

35,

dm

(2.19)

sin olvidar el proceso de limite explicitado en (2.15), (2.16).
El problema fisico queda asi reducido a hallar una funcidn SZCL>%‘)
que satisfaga las ecuaciones (2.13), las condiciones de radiacién (2.14) y
las condiciones de contorno (2.18) Y (2.19). Supondremos que este problema,
llamado problema de la red, es un problema matem3dticamente bien planteado
que tiene una Gnica solucidn. Segin Petit [Solla existencia de una solucidn
(obvia para un fisico) nunca ha sido matemiticamente establecida. En cambio
suponiendo la existencia puede probarse la unicidad de la solucién, por lo

(51]

menos en el caso E//

1.4 Pseudoperiodicidad y desarrollo de Rayleigh de los campos difrac-

tados

Admitiendo la existencia y launicidad probaremos dos Gtiles propie-

dades de la solucidn al problema de la red.



d

Si 5’ (ﬂ-,% ) es el campo difractado primero mostraremos que la

funcidn .
d ~Lkx sen ©

My ) = 5 (xy) € (2.20)

es una funcidn periédica de periodo igual al de la red (21 ) es decir (ver

Figura 2.1):

_Lkatm sen © d
$H ity yy € - 5 Gy 2.21)

Para ello notemos que el primer miembro de la igualdad (2.21) satisface la
ecuacién de ondas y las condiciones de radiacién (pues 5‘ las satisface);

si este primer miembro satisfaciera las condiciones de contorno en la superfi-
cie entonces la igualdad (2.21) quedaria probada invocando la unicidad de la
solucion. Esto Gltimo puede ser demostrfdo usando las propiedades de 5‘ y la

L 1 -
propiedad obvia del campo incidente S (v, \3 ) = e"&'('x sen © 3 s e )

L L Lk 3T sen 6
§ (x+2m 4y = § (i y) € . (2.22)
La condicidén de contorno (2.18) asegura que:
[' Lo cd To_ibamoec 4 _LR2T ser ©
i_g L‘\[_+‘.“"L:;\" '*‘ 3-4 L'X+2ﬂJ)l‘8>J e -~ £2 (’/_",‘jr":\,e
)
y usando (2.22) esta igualdad se reescribe en la forma:
L cd ~ihzirseno d. o182 en ®
§ Ceayg) + 3 (ranryyye = ch (razmyu) &

_i k2o

.. d.
lo que indica que el producto 5 C%+2ﬁ§‘é) e satisface la condi-



cién de contorno (2.18). La condicién de contorno (2.19) asegura que:

s

N e J‘
s N

~ . ' ’wl'- v . ' R AR B A ( r(J . . —.LB I '-’:'-:‘;(:E:
: j
!

o usando (2.22):

{ .' d _nbow cv..'}! B i(d o e—ig'.?'“ sen 9
) 1 ;S ‘(m‘,\;é\) + 5-1 C%+21T)L$‘)e : J _‘-"—"‘.'\)

o |

2

]
(\‘:’

es decir que el primer miembro de (2.21) también satisface la condicidn (2.19)
en la superficie %::%(13, por lo cual debe ser solucidn del problema de la
red. Aceptando la unicidad de la solucién queda demostrada la igualdad (2.21)
que expresa la periodicidad de n( Mq‘i ) también conocida como pseudoperio-
dicidad de los campos difractados.

La periodicidad de la funcién 11(1,‘1) definida en (2.20) permite

representarla mediante una serie de Fourier:

(> ‘mrx_
e (xay) :Z 5. (P e (2.23)

m =-o0

y el campo difractado resulta:

o0

. kxsen® L L %
fd(’lﬁé) =€ Z m e -/ w (e (2.24)

mz =~ ©0 =-00

donde hemos definido:

’b’m_ = & sen © + m (2.25)
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Notemos que (2.24) vale cualquiera sea %

Si % >/nuLx %(M)) § verifica la ecuacién de ondas (2.13a) para
todo % ; introduciendo en esta ecuacién la expresidon (2.24) se obtiene una

ecuacién diferencial para cada 5“‘(%)

2
dum (ﬁz—Tﬂf)um =0 (2.26)
d%’-

Definiendo:

(B2 )R W)
SR (2.27)
T i (% - &2)”2 B wk

la solucion general de (2.26) serd una combinacién lineal de las funciones
o <o (V)
8}"“ % y e‘q;‘ 4 pero la condicién de radiacién (2.1k4a) prohibe la

. .2 . &2 '1~1

inclusion de las primeras pues representan ondas entrantes cuando 7 m
. 2 er .

y no estan acotadas para KA — Q0 cuando & £ m - Finalmente obtencmos

Ve
el siguiente desarrollo de los campos difractados vélido cuando g') ”“044‘3613 .

< (T 4 CP,,(:) )
:gdC%»%B = Z Rm ﬁk( d (2.28)
=~ 00

donde T%nx son amplitudes complejas incégnitas.

(4]

Este desarrollo fue usado por Rayleigh en 1907 y las exponencia-
g

les que aparecen cn (2.28) reciben el nombre de érdenes o funciones de Rayleigh.

P 22«
Cada término de (2.28) representa ondas planas propagantes cuando ﬁ_ / @n

> 2 o .
y ondas evanescentes si %_4’ tyy - Si el orden n-ésimo es propagante, [%”‘/z-l

es menor que la unidad y podemos definir G%Q tal que:
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B — sen6n = Sen6 +mA W o 4N (549
B d 2 ™2
as’:
(0 R~ )’/2 & cos © (2.30)
q%m = < T m = > ®m )
y el orden propagante n-ésimo se escribe como
gy ik (esen oy On)
m € = Rme (2.31)

lo que prueba que Ezn es el angulodedifraccién del orden n-ésimo (ver Figu-
ra 1.1). La ecuacidn (2.29) es la conocida ecuacidén de la red, deducible con
la teorfa escalar de ladifraccidon (Huygens-Fresnel).

Procediendo de la misma forma que para la zona‘3 >IWKLM %(1) podemos

’
demostrar que en la zona %(.mum.%(x) vale el siguiente desarrollo de Rayleigh:

T. ei ['lfnr\')L h %(\23% ]

o0

§(ay) = (2.32)
m=~-00
T;x son las amplitudes de los Ordenes transmitidos y:

2) 2 2\ {2 (2)
Lfmz - (&e -fzfm) : Dmy™" >0 (2.33)

m

Los campos difractados quedan determinados cuando se conocen las
amplitudes complejas Ree. y Im . A partir de R, podemos calcular los flu-

jos de los vectores de Poynting (en valor medio temporal) asociados con la

t "l
onda incidente ( q) ) y con el n-ésimo orden dfiractado (D.), a través de

un rectdngulo de lados BC , B'C' (paralelos al eje ) y BB', CC' (parale-

. . , 4 i
los al eje %) (ver Figura 2.1). El cociente entre (ﬁn y 4) recibe el nom-



bre de eficiencia del orden difractado n-ésimo y representa la fraccién en

valor medio temporal de la potencia incidente que transporta el orden refle-

jado n-ésimo:

5 €
e = Ry IRM\ . (2.34)
fs
(o]

) L, . 2 (l‘;
de donde se ve que aquellos Ordenes para los cuales & Qn , ( %; es un

nimero imaginario) no transportan energfa en direccién normal a la red.

1.5 Criterios de reciprocidad y conservacion de la energia

Antes de describir los métodos diferenciales empleados para calcu-
lar las eficiencias (2.34) mencionaremos dos relaciones generales que éstas

deben satisfacer cualquiera sea el tipo de red o polarizacidon empleada.

La primera, conocida como criterio de reciprocidad establece la
igualdad de las eficiencias en las situaciones esquematizadas en la Figura
2.3. En la situacidon de la Figura 2.3.a lared es iluminada bajo el angulo de
incidencia 6 vy el p-ésimo orden difractado forma un angulo 6%: con la nor-
mal a la red y tiene una amplitud T*P . En la Figura 2.3.b, el angulo de inci-
dencia es EV:-OP, y el p-&simo orden difractado se propaga en la direccién
9%::-6 (seglin se demuestra a partir de la ecuacién (2.29)) con una amplitud
R'p

El criterio de reciprocidad establece que:

Cos Op lRFlZ ~ Cos 6 IR'P‘Z’ (2.35)

cos © cos Bp
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es decir que la eficiencia del orden l,-ésimo tiecne ¢l mismo valor en la
situacion a) y en la situacién b). En particular para p=0, Op=9 con lo cual
concluimos que la eficiencia del orden cero no cambia cuando la red se rota
en 180° alrededor de un eje perpendicualr a su superficie media. Debe notar-
se que este resultado vale ain para perfiles no simétricos.

La segunda propiedad que mencionarcmos es conocida como criterio de

conservacidn de la energia y establece que:

2 4
‘Rm‘ —— T =1 (2.36)
meY,

U{ es el conjunto de nimeros enteros para los cuales K?>/Zif y T es la frac-
cion de la potencia incidente en valor medio temporal que penetra hacia el
interior de la red en la superficie correspondiente a un periodo. La igualdad
(2.36) establece el hecho fisico de que la energia incidente debe ser igual a

la energia difractada. Para un dieléctrico sin pérdidas, € es un nimero real

y (2.36) toma la forma:

, 2)
IRm‘Z o t le!z B =1 (2.37)

o ("
qz| qo

melU, meU,
donde lJZ es ¢l conjunto de ndmeros enteros para los cuales €;Kz'> 1;%
Las propiedades (2.35) y (2.36) pueden ser Gtiles para constatar
la exactitud de los resultados numéricos obtenidos con una teorfia determinada

o para detectar errores de programacion en los casos en que la teoria en cues-

tion satisfaga automaticamente ambas relaciories.

11.6 Ondas superficiales guiadas y redes de difraccion

Ya se ha mencionado en la introduccidon que los comportamtientos
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Handmalos' de las redes de difraccion pueden ser explicados como producto de
la interaccidon de la luz incidente con ondas electromagnéticas superficia-

1ogl 120, 1131117

. Estas ondas que se propagan en superficies planas alcndan-
dose durante su propagacidon, son soluciones de las ecuaciones de Maxwell mas
condiciones de contorno por si mismas es decir en ausencia de onda incidente
y pueden ser consideradas como un modo guiaco o modo propio. En estructuras
periddicas puede haber un acoplamiento con el campo externo y el estudio de
estos modos propios estd intimamente relacionado con el estudio del problema
de la dilraccion en la red. Su conocimiento permite interpretar fisicamente
la respuesta de la estructura periddica frente a una dada excitacion. Podria-

mos considerar que la situacidn es analoga a la que exite en un circuito re-

sonante serie RLC cuando en los extremos del mismo se aplica una tensidn V(%)

Il
-

= V, cos WU . Cuando W varia desde cero hasta infinito, la intensidad de la
corriente eléctrica que recorre el circuito presenta un valor maximo (mads impor-
tante cuanto menor es R ) para un valor particular w =, , fenémeno conocido
como resonancia. La respuesta a la excitacidn ARRY puede entenderse cuando se
estudian las oscilaciones naturales del circuito (es decir las oscilaciones sin
excitacién exterior). Cuando K = O , el circuito oscilard indefinidamente a la
frecuencia Wy ; si R#£0 habra pérdidas de energia y toda oscilacion se amor-
tiguard en el tiempo por lo cual la frecuencia propia serd un nimero complejo
cuya parte real tendrd valores muy préximos a W, . Este valor W= U)P corres-
ponde a un cero de impedancia del circuito. Si fuera posible excitarlo con w=Wwp
entonces la respuesta (corriente) serfa infinita, pero como W es real esto nun-
ca ocurre. Para pequefios valores de R , Wp  es un nimero complejo con parte
imaginaria muy chica, y cuando W  toma valores proximos a la parte real de Wp
la impedancia toma valores muy chicos dando lugar a grandes intensidades de co-
rriente.

Para la red de difraccion el analisis matematico serd mucho mas
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complicado que en el caso del circuito LRC pero la idea basica es adn la mis-
ma: estudiando los modos propios u ondas guiadas que pueden ser soportados

por la estructura periddica es posible predecir la respuesta de la red cuando
sobre ella incide una onda plana. Esto se pone en evidencia cuando se calculan
las constantes de propagacidon de dichos modos propios que como fue demostrado

[71]

por Neviere coinciden con las singularidades de las amplitudes difractadas,

en el plano complejo > . La onda superficial puede hallarse facilmente para

(721

una interfase plana Debido a que la velocidad de fase de dicha onda su-

perficial es menor que . , no pueden ser excitadas por la luz incidente en
una superficie plana. Sin embargo la introduccion de una pequeia modulacidn,
por pequeiia que sea, permite el acoplamiento de la onda superficial con los
campos que se establecen cuando incide luz sobre la superficie modulada (red).
La resonancia de estas ondas superficiales con la luz incidente tendra lugar
cuando la diferencia de fase entre ambas oscilaciones sea igual a un ndmero
entero de veces 2% , a lo largo de un periodo; es decir:

dsen® T d - m (2.38)

A As
donde d es el perfodo de la red, 9 es el angulo de incidencia, A y Ag
son las longitudes de onda de la radiacién incidente y de la oscilacion super-
ficial respectivamente, /M. es un nimero entero y el doble signo corresponde
a ondas superficiales que se propagan en sentido positivo y negativo. La con-

dicién de resonancia (2.38) puede escribirse

* o A (2.39)

Sene.:c‘_
T d

donde C y VY son las velocidades de fase de la luz incidente y de la onda

superficial. En el caso C=r , (2.39) da la condicién de Rayleigh, es decir



el angulo O para el cual algdn orden se propaga rasante a la superficie
media de la red. Usando la relacidén de dispersidon para una onda superficial

[72]

en una interfase plana , la velocidad de dicha oscilacidn resulta:

n - C i1te (2.40)
€
vilida para interfase vacio-medio de constante € . Para aquellos metales que
satisfagan la relacidn |€|»{ 1a diferencia relativa entre V' y C serd muy
chica y es de esperar anomalias resonantes muy cercanas a aquellos angulos
donde se produce la aparicién o desaparicidén de un orden de difraccidn. La
expresién (2.40) vale para interfases planas, pero los experimentos de Teng
(73]

y Stern han mostrado que la velocidad de fase de la onda superficial en

una superficie ligeramente corrugada difiere muy poco del valor dado por (2.40).



CAPITULO II1

METODOS DIFERENCIALES
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P, METODOS DIFERENCIALES

En este Capitulo se describen los métodos diferenciales usualmente

empleados para calcular las eficiencias de una red de difraccion. La idea del

[52]

método fue sugerida por Petit y el primer desarrollo tedrico se debe a

[36]

quienes trataron sdlo el modo &77. (sec-

(371,1381,[39]

cién 111.1). Trabajos posteriores , realizados principalmente

Cerutti-Maori, Petit y Cadillac

por Cadillac, Naviere, Petit y Vincent del Laboratorio de dptica Electromag-
nética de Marsella (Francia) emplearon este método con técnicas numéricas mis
poderosas y propusieron un tratamiento para el caso Hh’ (seccién 111.2). En
las secciones siguientes se seifalan las dificultades que aparecen en ambos
formalismos, se discute el rango de aplicacion de cada uno de ellos y se de-

muestra que el tratamiento empleado para el caso 7 no es rigurosamente va-
LR
lido .

111 Método diferencial para €/

Elegimos el sistema de coordenadas de la Figura 2.1 en forma tal
que:

v %(x):o )/mé/x. C&(‘M:h

0& X £2T 0¢x s 2M (3.1)

De acuerdo con lo discutido en el Capitulo |1, seccién 4, los cam-
pos difractados pueden representarse mediante desarrollos de Rayleigh fuera
de la zona Of'% ¢ | Para % who el campo eléctrico total S(i|i)(segﬁn‘%)

es la suma de los campos incidente y difractado:

NG A (R ai L 'ﬂmx + Q) )
gy o 6T » IR o

msz=-9o0
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'y en la zona % 4£0 :

o0

. _ (2)
5(1\“8) _ Z Tm el.(’lfm% Lf)m \Z{)

m =~

(3.3)

En la zona O&‘jfzh , en vez de tratar con las dos ecuaciones de

Cfey ™ s .2
onda (2.13.a) y (2.13.b), podemos considerar que 3‘("j/ver|f|ca la ecuacidn:

VA d(m,lé):g = 0 (3.4)

donde hemos definido:

ge  4a®

o((x,‘i) = (3.5)
w? > q (%)
w 479

Ya que 0((’Lx% ) es una funcién periédica en X , de perfodo 21T

puede desarrollarse en serie de Fourier:

(ve]
LM%
xCoyy =/ (4)e (3.6)
m=-0d
donde o
_LmMmX
o (4) = 1| L(xy)e dx (3.7)
m (Y 4
2
0]

Debido a la pseudoperiodicidad (2.24) del campo difractado y del

campo incidente, el campo total es pseudoperiddico por lo cual admite un de-

sarrollo del tipo:
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Hen :Z 5 () S (3.8)

Introduciendo los desarrollos (3.6) y (3.8) en la ecuacién de propagacién (3.4)

obtenemos luego de hacer un cambio de subindice y reagrupar términos:

S - @+ ) d @ WY 0

mz=-00 = -0

"

/ \‘ - . . - - - .
donde \&nﬁk%) indica la derivada segunda de la funcidn &;(%) . El miembro iz-
quierdo de (3.9) puede considerarse como el desarrollo en serie de Fourier
(con respecto a X ) de la funcidén idénticamente nula; en consecuencia para

cualquier m. debe cumplirse que:

5’1(“@‘“(,:, Sm(‘@ + O(M_m(‘@jm(‘@ = 0 (3.10)
m - o0

de donde vemos que las funciones 5;1025 son solucidén de un sistema de infini-
tas ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de segundo orden.

El campo eléctrico y su derivada normal deben ser continuos en las
superficies %::0 e %z}\ . La continuidad de § y de su derivada segin 3 en

Y = O se expresa usando (3.3) y (3.8) mediante las igualdades:

Z{r (0)6 L om (3.11)

(-a
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. (2) LT X . LT, %
-t (fm T;n et _—_Z §m(°)€ (3.12)
m

mn . .

LG4
Multiplicando (3.11) y (3.12) miembro a miembro por € e integrando
las igualdades obtenidas en el intervalo 04 & 2T (procedimiento que

equivale a proyectar (3.11) y (3.12) en la base de funciones de Rayleigh), se

obtiene:

Tw = 3.0 (3.13)

—itﬁfj')Tm = 5-,:\(0) (3.14)

(. (- 1]
y combinando (3.13) y (3.14) se llega a una relacién entre Jm Yy Jm en L&:C):

§.0) + Ltﬁf\ §.0) =0 (3.15)

La continuidad de 5 y su derivada normal en la superficie %::}1
permite obtener mediante un tratamiento similar al hecho en %: O , las si-
guientes iqualdades:

R in(:)h
twy -t oR,et 516

mo

IS N (4)h
! . { ~L o . q m
3[,“ (h) = -up(f e tP § o+ L?:L’RMGL

mo

(3.17)

SF\NQ es el simbolo de Krdnecker.

Combinando (3.16) y (3.17) se llega a la siguiente relacidn entre

las funciones incdgnitas vy sus derivadas en Y:h

v
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N CD
..;,(Po "\

S,ln(h) ~ L(Fn(:) SM (h) = —ZL(.I?:') e gmo (3.18)

Los campos para el modo P quedan entonces perfectamente determi-
nados cuando se conocen las funciones J;‘(% ) en el intervalo [0 1*‘] pues
conocido 5k\(0 ), (3.13) permite obtener las amplitudes Tm y (3.16) da‘Rnx
conocido 5;\(h ). De esta manera el problema de la red en el modo P se ha
reducido a la resolucidn del sistema diferencial (3.10) en el intervalo fini-
to [0, h ] con las condiciones de contorno (3.15) y (3.18). El problema mate-

matico se puede resumir empleando la notacidon matricial mas compacta:

Fly = Vip F (3.19)

\7,(0) + u._o f(O) = 0 (3.20)
\?/‘(h) + u-h ?(h) = g (3.21)

4 .y =~
donde hemos definido los vectores columna 37’(% ), 37‘(% )y F (g ) cuyos

~
-

. ~ ! I
elementos son las funciones un\(% ), Im (u )y f;: (X ); el vector columna
i ANOY
LR . )
B dmo » las matrices diagonales U_o y

o
o) ¢ . = LM §
U_h de elementos ( Lo )mnn S éﬁ\m: , (th D ng éniﬂn y la

C(} de elementos a :‘ZL(f)ome

matriz V (% ) cuyos elementos son:

Y (4 = IR — o (¢ (3.22)

mmn m-
o m m,

En las aplicaciones numéricas, las series involucradas deben truncarse por ejem-
plo en m =N con 1o cual se convierten en sumas finitas con P=2N+1 tér-
minos y en consecuencia todas las matrices son matrices finitas con P filas

Yy P columnas. La resolucién del sistema (3.19) truncado con condiciones en

ambos extremos del intervalo (y no dos condiciones en uno, como necesitan los
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métodos numéricos estandard), requiere la integracidn de (3.19) P veces con
el fin de obtener una base para el espacio de soluciones de dicho sistema de
ecuaciones diferenciales. La implementacidén numérica de los métodos presenta-

dos en este trabajo puede verse en el Apéndice.

1.2 Método diferencial para H

(371

El método diferencial presentado por Neviere para el caso en
que el campo magnético de la onda incidente es paralelo a los surcos de la

red difiere del presentado en la seccidn anterior en el tratamiento de la

ecuacion de propagacidn en la zona Of:% th Rl campo magnético total es:

awt o

-—’
H - 5(‘1)‘3) e 3 (3.23)
a partir de las ecuaciones de Maxwell (2.2) y (2.3) se obtiene:

IxE = iﬁf% (3.24)
c

4}

%x § - Lw ¢ E (3.25)
c

donde € = € CX)%) es una funcidén de la posicidn que vale 1 cuando % > 3(“)

y % cuando 'é/.z“ﬁ. Combinando (3.24) y (3.25):
r R

v x 3x55; +:9% =0 (3.26)
W€ J

y usando la identidad vectorial:

Ix (AxB).AGEB)-B(FA)+(RV)E-(B9)A

- 2 2
é yB:’—C Vf

se puede reescribir (3.26) identificando;&z en la forma:
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L

0((1\%)

(7 =0 (3.27)

con & (%4  dado por la ecuacién (3.5).

Proyectando (3.27) en las coordenadas cartesianas u..ﬁ

I IR U W N ) A

9 0 (3.28)
% | K 0% 'b(é ! ’b%

-—

Neviere propone el siguiente tratamiento para la ecuacién diferen-

o~

cial (3.28): define una funcién auxiliar .§

;(wp -4 of (3.29)
i(*ﬂ%\ laﬂ

} y } deben ser pseudoperiddicas por lo cual vale el desarrollo (3.8)

para 5’ y uno similar para f

" ~ LT
§ ooy = S.e (3.30)
m
N . i
como d(vqu ) es periddica, F(Yzafit(/ ~ también lo es y entonces :
A4,

[

LmX
B (Y)Y = Z B.(4) € (3.31)

Introduciendo los desarrollos (3.6), (3.8), (3.30) y (3.11) en la ecuacién
diferencial (3.28) y luego de reordenar términos y proyectar en la base de
funciones de Rayleigh se logra obtener un conjunto de ecuaciones diferencia-

~)

les acopladas que relacionan la derivada.}N\ con las funciones in :
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B T T gfm -5, = Jcm (3.32)

Despejando ?;— de (3.29), reemplazando en la expresidn obtenida

~

los desarrollos (3.6) para & , (3.8) para 5 y (3.30) para § , reordenando

términos y proyectando en la base de funciones de Rayleigh hallamos la siguien-

te relacion entre las derivadas de 5m y las funciones 3,

b r~
)
Z dm-rm §m = frn, (3.33)

. == 00
§
4

- . 2 C PR PUEA
campo eléctrico y la funcidn 3-(4L;% ) que es el campo magnético segin 3 ,

QJIQ/

7~
, proporcional a la componente % del

R
La funcion -5(“5)—-d

deben ser continuas en %::0 y en %::h (condiciones de contorno (2.8) vy

(2.9)). Empalmando estas funciones convenienteménte con los desarrollos de
Rayleigh (3.2) y (3.3) en %::O y en !é: n y procediendo de la misma mane-

ra que para el empalme en el modo I se obtienen las siguientes relaciones,

en %;;0 :
T, = § () (3.34)
~ Co(2)
F 0@z 4% § (3.35)
m “—E?f—— m
y en la:h.

N (‘)h . (‘)h
—-A
et Mg 4+ R, et (3.36)
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F oy -iml 5oy = 2R
m ?_L?- m kz’

De acuerdo con este formalismo los campos en el modo S  quedan

(3.37)

i

|

|
gy
37
e}

completamente determinados cuando se resuelve el sistema de ecuaciones dife-
renciales de primer orden formado por las ecuaciones (3.32) y (3.32) con las
condiciones de contorno (3.35) y (3.37). Al truncar las serics en jmi=N ,
éstas se convierten en sumas finitas con P=2N+1  t&rminos, con lo cual el
sistema diferencial truncado tiene ahora 2P ecuaciones con 2P funciones
—~ ~

incégnitas: fN Yoo »st £N>"'> §N . El tratamiento numérico de las condi-
ciones de contorno en ambos extremos del intervalo de integracidon se realiza

seqin lo bosquejado para el modo EE// y puede consultarse en el Apéndice de

este trabajo.

111.3 Dificultades encontradas al emplear los métodos presentados en

Una condicidn necesaria para poder implementar computacionalmente
los métodos diferenciales es que las magnitudes fisicas involucradas estén
suficientemente bien descriptas por relativamente pocos términos de sus desa-
rrollos en serie ya que los requerimientos de memoria, tiempo de calculo y de
precisién aumentan cuando dichos desarrollos convergen lentamente.

Cuando el campo eléctrico de la onda incidente es paralelo a los
surcos de la red, el método descrito en I11.1 da resultados coincidentes con
la experiencia y con el método integral cuando la red estudiada es dieléctri-
ca o metdlica con un valor no muy alto de le»l . Para las redes metdlicas
usadas en la zona del espectro correspondiente a radiacién visible e infra--

rroja aparecen serias dificultades numéricas relacionadas con el alto valor
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de la conductividad en esta zona. Estas dificultades se ejemplifican en la

Tabla I11.1 donde se muestran resultados obtenidos empleando un cédigo FORTRAN
llamado DECA realizado para este trabajo y basado en el formalismo 11l.1. En
dicha Tabla se han transcripto las eficiencias de una red de perfil cicloidal
con una relacién profundidad-periodo h/d =.Z calculadas para distintos valores
del ndmero de términos P=2Nt1 utilizado paraevaluar las series y en los

casos en que la red es de oro y de aluminio. Para estos metales cuando A = 550mm,
las constantes dieléctricas calculadas usando las tablas de indices de refrac-

cién compiladas por Hass[53] son €, = ~L.rA 40005

s h ‘L y 7m0 00 103
El angulo de incidencia es O 20" | la relacién longitud de onda-periodo es
'XA{::.& y «J indica en cudntas partes se dividié el intervalo [0,¢" para
integrar cl sistema difercencial. El tiempo de ejecucion aproximado en un sis-
tema 1BM 4331 bajo DPS se da en minutos.

La convergencia de los resultados mostrados, muy buena en el caso
del oro, no se observa para la red de aluminio para la cual tampoco se satis-
face el principio de conservacion de la energia. Esto se debe a que a medida
que se consideran valores mayores de |€l\ es necesario retener m3s y mas tér-
minos de la serie usada para describir a la funcién dissconlinua C( (74‘33
cuyas discontinuidades crecen con lel .

La no convergencia del método en altas conductividades ha sido men-

[391,[48],[50]

cionada por varios autores y es comin a ambas polarizaciones.

Sin embargo adn en la zona de conductividades bajas pucden aparecer dificul-
tades asociadas con grandes valores de hAi lShl.

En Referencia [39]), P. Vincent asegura que aunque el método diferen-
cial para }4ﬂ parece menos atractivo que el para EEA’ , se han obtenido bue-
nos resultados para una red usada en el visible con entre 3 y 5 6rdenes difrac-

tados y una relacidn h/d = .0%. Mediante dos programas FORTRAN uno 1lamado

DHCA basado en el método de la seccidon I11.2 y otro llamado TNCRC basado en
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el método riguroso presentado en el Capitulo IV, se han obtenido las eficien-
cias en funcidén del angulo de incidencia para una red con perfil cicloidal
(Figura 3.1) con h/ﬂ =.07, ﬂn/d = .5 (cuatro 6rdenes difractados) y constan-
te dieléctrica €=-8.37 + L 1.16 (oro en A = 600 nm segin Ref. [53]). Los
resultados obtenidos usando ambos cédigos se muestran en las Figuras 3.2 y 3.3
Puede verse que para esta relacion profundidad-periodo la concordancia es ex-
celente, ambas teorias dan curvas muy similares adn en la zona cercana a O =30"
donde se produce un pronunciado pico de absorcidén en el orden cero dcbido a la
resonancia de ondas superficiales.

La concordancia mencionada no se observa cuando se estudian redes
con surcos mds profundos. En las Figuras 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 se repite la com-
paracidn cambiando solamente la relacidn h/H que ahora vale .2. Puede verse
que aunque las dos teorfas comparadas conservan cualitativamente un cierto pa-
recido, las eficiencias calculadas difieren bastante en todos los angulos de
incidencia considerados.

Esto se debe a que el formalismo de Neviere presentado en la seccidn
111.2 y considerado hasta ahora riguroso, es solo una aproximacidn valida para

redes con surcos muy poco profundos como se demostrard en la siguiente seccidn.

111.4 Aproximacién involucrada en el método diferencial para H

Para que la‘integracidn numérica sea posible, los métodos diferen-
ciales requieren una ecuacién de propagacidén en la que todas las derivaciones
con respecto a % sean hechas sobre cantidades continuas en el intervalo de
integracién [0, h] . Asi sucede en el caso de polarizacion P pues debido a

- 3 A
las condiciones de contorno (2.18) y (2.19) tanto la componente 3 del campo
eléctrico como su derivada en la direccién normal son magnitudes continuas en

la superficie de la red (y por ende en todo el intervalo de integracién). En



I

cambio en la ecuacidn de propagacién (3.28) para el modo S , aparece la de-

rivada con respecto a '3, de la funcidn definida en (3.29) 5(%)%):4__ ?;f’.'_

& 'b\é
Aunque X (%:Y) es discontinua en la superficie de la red las condiciones de
contorno para este modo exigen la continuidad de 1 jgigﬂil. y de §(i.3\
o((x,‘z) M

a través de esta superficie, es decir:

& (x,q00) = 5, (%%(ﬂ) (3.38)

Y
of (g 1 2, (% q00) 3. 39)
om € 24
~n A A
donde ﬂlz-"1x¥-+’“% % es el versor normal a la superficie de la red que

apunta hacia la regién 1.

La condicién (3.38) implica que la derivada de 5: U!,% ) en la di-
reccion tangencial a la curva %::3 (x), también debe ser continua a través de
la superficie de la red. Dejando de lado la dependencia en %X de las funcio-
nes y recordando que se evaldGan en la superficie de la red podemos escribir

las siguientes igualdades, consecuencias de (3.38) y (3.39):

m ’a_ﬁ - My 3& = fn-la 2& - My _a_‘fZ_ (3.40)
DX ’b% 0% 'aLé)

fnxgﬁ + M3 Qﬁ. = i. My é& + m l&_ (3.41)
d% oY € 2% 2y '

Resolviendo el sistema (3.40) (3.41) para @éi obtenemos :

%4



i,

2
?ﬁ!-—i’i&i—imxm%i—_aizmi\\ﬂ‘i (3.42)
T)% % € Dl& e

Ly

La iqualdad (3.42) nos muestra que la continuidad de la funcidn § , que

se traducirfa usando la misma notacidén de (3.42) en:

of 4 2% (3.43)

3y € 2y
resulta estrictamente valida solo en el caso en que Mxy=0 para todo X , lo
que es imposible si existe modulacidn de la superficie. Sin embargo podrfia
considerarse (3.43) como una aproximacién valida para superficies poco modula-
das, es decir aquellas para las que vale la relacién Jmy | <<Err{: . Este he-
cho explica las discrepancias sefaladas en la seccidn anterior entre la teoria
de Neviere y el formalismo riguroso empleados, cuando se consideran surcos ca-
da vez mids profundos pues aungue las ecuaciones de Maxwell tomadas en el con-

1501, [55]

texto de la teoria de distribuciones de Schwart tienen en cuenta las
condiciones de contorno en una discontinuidad del medio, los algoritmos de di-
ferencias finitas implementados en una computadora no pueden tener en cuenta

los saltos de las cantidades a integrar, a menos que dichos saltos fueran in-

troducidos de manera explicita en el algoritmo.

.5 Validez de los métodos diferenciales presentados en [11.1 y [(1.2

Los resultados mostrados en la Tabla lI!.1, ponen en evidencia la
imposibilidad de estudiar mediante el método diferencial el comportamiento de
los campos difractados por una red metdlica de alta conductividad como los
usados cominmente en Sptica. Fuera de esta zona para el caso E,V el método no

[56] [(37]

parece tener limitaciones tedricas; Petit y otros autores lo han com-
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parado con el método integral y han observado que los resultados que arroja
en la zona de segura convergencia son adecuados, recomendando la aplicacidn
de este método en el ultravioleta.

El formalismo diferencial para }4// en cambio, involucra una aproxi-
macién valida para surcos poco profundos como fue demostrado en la seccidn
I11.4, 1o que sumado a las dificultades numéricas asociadas con grandes vaio-
res de léil hace que este método sea adecuado solo en ciertas situaciones de
interés particular y muestra el interés que tiene el desarrollo de un nuevo
formalismo diferencial riguroso en ambas polarizacioncs que sea capaz de tra-
tar todo el rango de conductividades, en especial el que corresponde a oro ,

plata y aluminio en el visible y en el infrarrojo.



CAPITULO IV

PRESENTACION DE UN NUEVO METODO DIFERENCIAL RIGUROSO
EN AMBAS POLARIZACICNES Y VALIDO
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v PRESENTACION DE UN NUEVO FORMALISMO DIFERENCIAL RIGUROSO EN AMBAS

POLARIZACIONES Y VALIDO AUM PARA ALTAS CONDUCTIVIDADES

En este Capitulo se presenta un nuevo formalismo diferencial rigu-
roso para el problema de la red. Dicho formalismo emplea una transformacidn
conforme para el semiespacio ocupado por el aire y una transformacidén no-con-
forme que coincide con la anterior en la superficie de la red para el semies-
pacio interior de la red. Como ejemplificacion de la teoria se estudian dis-
tintas redes metdlicas de perfil cicloidal en ambos modos de polarizacidn y
se compara con los resultados obtenidos empleando los métodos diferenciales
del Capitulo anterior en aquellas situaciones en que éstos dan resultados

confiables.

V.1 Formulacién del problema (resumen)

La notacion es la de la Figura 2.1, la incognita de nuestro proble-
ma es § (1.)% ) tal que § (%]% )éﬁJUt representa el campo eléctrico o el
magnético total segin se trate del caso Ejf o H// . Llamaremos &f( §) a
la funcisén § (X,U& ) cuando lj) % (%) (Lé <%(7¢ )). Desde el punto de vista
matemdtico y segin lo visto en el Capitulo |1, ; (¥qlé) debe satisfacer las

condiciones (2.13), (2.14), (2.18) y (2.19) que para mayor comodidad transcri-

bimos a continuacidn:

{ vt o, R? J §+CX>%) - 0O (2.13.a)
[vz " ELIEJ S—('x,l&) = 0 (2.13.b)

(S:f(')i\%) - 'El'nciden*e ‘) ———— ondas salienies (2.14.3)
i
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$(xy) ——— > ondss satizntes (2 14.b)
4 -

Frloqoo) = 5 g0 (2.18)

05T (g ) o 35T (%9 (x) (2.19)

D Im

V.2 Tratamiento para la zona del aire usando transformaciones conformes

Las condiciones de contorno (2.18) (2.19) dificultan un tratamiento
matemdtico directo del problema. Por esta razdn parece Gtil hacer transforma-
ciones de las coordenadas en forma tal que la superficie de la red quede trans-
formada en un plano lo que posiblemente facilitaria el manejo de las condicio-
nes de contorno. Estas transformaciones deberian ser tales que no compliquen
demasiado las condiciones restantes (2.13) y (2.14). Dado el caricter bidimen-
sional del problema considerado parece natural estudiar un tipo de transforma-
cion empleada en diversas ramas de la fisica-matemdtica y acerca de las cuales
se conocen muchas propiedades: las transformaciones conformes. Las transforma-
ciones conformes fueron aplicadas al problema de la red por Neviére y Cadi-
Ilac[ho]_|h3j quienes resolvieron el caso de conductividad infinita en forma

rigurosa. Para la zona del aire % )‘ﬁ()f) prcpondremos un tratamiento similar

al efectuado por estos autores. Consideremos las variables complejas:

AL = ')L+4LL4 (4.1)

U- X+Y (4.2)

y supongamos que existe una transformacion conforme que lleva el perfil de la
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red (en el plano AL ) a una linea recta (en el plano L} ). sea L (U) 1a

transformacién buscada tal que si Y > O entonces 'ﬁ)% (x)ysi Y=0
entonces \(i: (3 (x).

La familia de transformaciones conformes definida por:

U = U +Z bm ELMU
m=1

(4.3)

(donde khx

son constantes complejas a determinar en cada perfil particular)
ticne las propiedades de:

i. conservar la pseudoperiodicidad de los campos pues si § (1\%]

es pseudoperiddica entonces:

F(x+2m,Y) = S(x(xurrd)\%(xum‘m) =
ik
- Froany s, y ) = € N E )

ii. conservar la condicidn de radiacidn debido a que en el
Y — oo

limite
las transformaciones (4.3) tienden a la identidad
LL:U ,

transformar la ecuacidén de ondas (2.13.a) en la siguiente ecua-

cidon para los campos transformados:
aZ 'al 2 GlJ.L 2 +

7 T F R F (xv)=0
0X Y2 dU |

donde FY(X,Y) =

(4.4)

+
5: (v (X,Y), g (X5yY )). Para demostrarlo debemos
aplicar la regla de la cadena a las derivadas primeras:
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95 _ 2F ax  2F oY (h.5)
D% 0X ox oY 2%
o8 _ BF X 4 oF oY (4.6)
bLA T X b% dY BLA

y luego de volver a aplicarla a las derivadas segundas, reemplazar las expre-

siones obtenidas en la ecuacién (2.13.a), obteniendo la siguiente ecuacién:

3F [a?x + ?ﬂ(] . :a___E.[.aiI SO
ox? oy? Y [ ox* oy

2 2
S [G G]  RlEET) e

22" F [ax 2Y | ox aY]*_ BF -
XY | X oX oY oY

donde todavia no se ha usado la conformidad del cambio de coordenadas. Si la
transformacién es conforme, U es una funcién analitica de AL y por lo tanto
satisface las condiciones de Cauchy-Riemman:

o X oY

> - b% (4.8.a)

or - 2K (4.8.b)

ox oy



Empleando (4.8) es facil demostrar que:

o'X L X _ o (4.9.a.)
'D'X-Z 'a\a?.

oY Y _ o (4.9.b)
% 3%2

OX oY, XY _ (4.9.c)
oX X 6% b%

e R CORICI BT

y reemplazando las expresiones (4.9) en (4.7) obtenemos (4.4).

bservando que AL tiende exponencialmente a U cuando Y-—*OO,
podemos introducir en el formalismo un pardmetro \; » O a determinar numéri-
camente segin la precisidén deseada, tal que si Y z‘{o entonces L= U . De
esta forma, los campos en la zona Yﬂb YB pueden representarse mediante un
desarrollo de Rayleigh del tipo (3.2) pues en esta zona el espacio transfor-
mado es idénticamente igual al espacio real. Este desarrollo de Rayleigh de-
bera empalmarse convenientemente en \f:'Yo con aquellas soluciones obteni-

das resolviendo numéricamente la ecuacidn diferencial (4.4) en el intervalo

oY £ Y,



V.3 Tratamiento para el interior de la red usando transformaciones no
conformes
En la zona %c.%(an podria efectuarse un tratamiento similar al

de la seccidn 1V.2, pero en general esto implica la bisqueda de una nueva

transformacidon conforme para ‘1543(¥} desaprovechandose la informacidn
contenida en los coeficientes {wn de (4.3). S6lo en algunos casos de perfi-
les que pueden representarse por una funcidn impar % (%) = —‘% (D , €S

posible usar la misma transformacién conforme que la empleada en la zona

% > %(wﬁ. , pero dos puntos que en el espacio real son vecinos, uno a cada
lado de la superficie, en el espacio transformado pasan a ocupar posiciones
completamente distantes lo que dificulta el empalme de las soluciones en el
espacio transformado.

A partir de la transformacién (4.3) puede encontrarse otra que tien-
da la identidad cuando Y —» -0 ; que transforme L&-:fl (¢ )Yen Y=dy la
zona % 4_%(vf) en YO ; y tal que a puntos proximos a ambos lados de la
superficie de la red les corresponden puntos préximos en el plano transformado.

Esta transformacidon, definida por:

. _
woe U+ Z b e““U (4.10)
mz14

valida para Y< O , noes conforme pues en (4.10) aparece el conjugado

de la variable compleja U y si
Vs e
u=- LU, U)

define una transformacion entre los planos complejos AL vy U para que

(741

sea conforme debe cumplirse que




0% _
2U

Este hecho hace que la ecuacidn de propagacién (2.13.b) no mantenga el aspec-

O .

to de una ecuacidon de Helmholtz. Como veremos mas adelante, esto no complica
demasiado el tratamiento numérico y tiene la ventaja de aprovechar la infor-
macion contenida en los coeficientes t%I ya determinados numérica o anali-
ticamente al tratar la zona del aire y de facilitar el empalme de las solucio-
nes en la superficie de la red.

Adem3s, resulta sencillo verificar que la transformacién propuesta
conserva la pseudoperiodicidad y la condicion de ondas salientes de los campos
transformados y si suponemos como en la seccidn anterior, que M =U cuando

\{é“YB , podemos representar los campos en la zona Y ¢ “\{o mediante un
desarrollo de Rayleigh del tipo (3.3), el que deberemos empalmar en \/=“Yo
con aquellas soluciones obtenidas resolviendo numéricamente la ecuacidn de
propagacidn en el plano transformado para la zona “\% &Y £ O . picha

- . 2 -
ecuacidén, que se obtiene reemplazando en (4.7) Y pcr & &F y Ffpor F™ es:

VIX 2. 9N 2 4 JUX|12E L |FY |2
X Y X2 Y2
(4.11)

+2(9x)-(9Y) o L ek | F =0
X DY

—
donde el operador V involucra derivadas con respecto a las variables sin

transformar X e % . Como la transformacién (4.10) da % e 1 en funcidn
de X e Y , es conveniente considerar (4.10) como un sistema de funciones
implicitas. Sean ?54 y %51 las dos relaciones funcionales deducibles de

(4.10) separando parte real e imaginaria y que relacionan las cuatro varia-



bles % ’LA , X, Y

en la forma:
g( ('X 3 ‘-& \ X y \( )

(4.12)
%E;z <‘¥-1 L& ’ >< ) \{ )

Las variables transformadas podran despejarse de (4.12) en la forma:

X
Y

n

X (eay) (4.13)
X (%y)

[

siempre que el jacobiano de la transformacion cumpla:

J = B(%“%J + 0. (4.14)
2 (XY

(571

Los teoremas acerca de sistemas de funciones implicitas

permiten calcular
explicitamente las derivadas parciales que aparecen en (L.11) siempre que se

de la condicidén (4.14).

Como hemos visto, la ecuacidon de propagacidn en el plano transfor-
mado es la (4.11).

Para algunas aplicaciones numéricas es conveniente tener
. . d%F
una ecuacion con el coeficiente de

igual a la unidad por lo que en
estos casos usaremos la ecuacidn de propagacidn en la forma:

A9 +:B2_+C31_.+'3z +ZE_?_2_V_._+K ~
BX 2Y ()&

° . F-0 (u.15)
2Y? X Y



donde A, B ,C , E y K son las siguientes funciones de X e Y

A (XYY = U2X/]6Y|2 (4.16.a)
B(x.Y) = VY/[TY|? (4.16.b)
C (rX\‘{) = |€3><l2// Iii\(\z' (4.16.c)

E(xY) = (ex)‘(ﬁ‘Y)/lg\(\l (4.16.d)

K (x,Y) = EW/IGYiZ (k.16.e)

V.4 Empalme de las soluciones en la superficie de la red

Veamos como se transforman las condiciones de contorno (2.18) y
(2.19) ante la transformacién del plano X ,‘é segin (4.3) cuando L&),%(’L)
y segin (4.10) cuando \A £ %('x)

La continuidad de los campos (2.18) se traduce en la continuidad de

los campos transformados a lo largo de Y=0

F+meo) = F(x,0) (4.17)

Para transformar la condicién de contorno (2.19) debemos estudiar
como se transforma la derivada normal bajo las dos transformaciones. Teniendo

en cuenta la definicidon de derivada normal:

agi - 7SS 651‘(”‘)"&)
om Y=900 Y— g

(4.18)
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~

que el versor normal

M se puede escribir como:
% q _ 23y 5
éi - X X ~ ; (4.19)
\/(ax) * (bQ 7=0

y transformando las componentes del gradiente que aparece en (4.18) segin lo

obtenido al aplicar la regla de la cadena (ecuaciones (4.5

.5) vy (4.6)) se obtie-
ne que bajo la transformacién conforme, (4.18) se transforma en:

BF T (x0
a&*‘cﬁ(\ %('\'.\) - Y - ) (4.20)
2 i \/ (22, - (2):
oX /Y=o X /Y=o

y que para la transformacidén no conforme:

N
= ° - X (4.21)
om

@ (2
oX /v-0 oX JY=0

donde se han definido las funciones G (X) y H (X) como:
ox oX 2 X

G(x) = ox o~ _ o4 9~ (4.22)

oX bL& oX DX

Y=0



H(xy = Jox 2Y _ 24 oY (4.23)
2% dy X % Jy_g

Con estos resultados podemos expresar la condicién de contorno .
(2.19) como una condicidén de empalme para las derivadas de las funciones trans-

formadas en Y =0

’a_F*(x\o\ - (? G(x) ?_F'_Cl(_\gl + HO B_F_—&)_ (4 .24)
DY X oY

Nuestro problema original se reduce ahora a resolver la ecuacién
diferencial (4.4) en el intervalo [jonianE y la ecuacién diferencial (4.15)
en el intervalo {“Y;\ O.j . La solucién de (4.4) debe empalmarse en Y- Yo
con un desarrollo de Rayleigh que represente la onda plana incidente mds los
campos difractados; la solucidén de (4.15) debe empalmarse en Y= “\2> con
otro desarrollo de Rayleigh que represente los 4rdenes transmitidos, y ambas

soluciones deben empalmarse en Y= O segin las condiciones de contorno (4.17)

y (b.24).

V.5 Resolucidn usando un método diferencial

Segin lo discutido en las secciones anteriores el campo total fuera
i DEYELY 5
del intervalo 0 (al que 1lamaremos zona modulada) puede represen-

tarse mediante desarrollos de Rayleigh:



N (T k- RYD)
F(xY) :? et " (h.25)

m:z=-~-Qo
(0 < . '}
. L(Tak=% Y) NEILEL N
F(xY) =€ } R,.& (4.26)
m=z=~00
Veremos ahora como resolver mediante un método diferencial, los

campos en la zona modulada.

1V.5.1 Reduccidn a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

En la zona 0LY <Y, la pseudoperiodicidad de los campos permi-

te escribir:
+ LT X
F+(X,Y) = F. (Y)e (4.27)

m = ~Co

La periodicidad en X de la transformacién (4.3) nos permite es-
cribir el siguiente desarrollo de Fourier para el médulo al cuadrado de su

jacobiano:

rm X
Lm
— | = a, (Y)€ (4.28)



con
2
2 _unX
a, (N =4 | |[&] e dx (4.29)
21 aU
o)

Introduciendo los desarrollos (4.27) y (4.28) en la ecuacidn de pro-
X
pagacién (4.4) y usando la ortogonalidad de las funciones de Rayleigh S
en el intervalo [jo) ZTf] obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales
.'T
acopladas cuyas soluciones son las funciones F;L C\’):
o
i_’“._(_ = V (Y> F (Y) (4.30)
T, Mo m
d Y

mz=-~00

f
Los elementos de matriz \Lnnn son:

\/+ (Y) = L) - k% () (4.31)

mm. m mm m-mm

6~nxmn es la delta de KrbBneker.
Para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a
partir de la ecuacidén (4.15) usaremos primero el hecho de que la transforma-
cién no conforme conserva la pseudoperiodicidad de los campos transformados,

lo que permite escribir el siguiente desarrollo en la zona -Y,2Y4£0 :

(o 9]

- - '-mex
F (xY) = F (oY) e (4.32)
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Los coeficientes de la ecuacidn (4.15) A, B, C, E y K definidos en
(4.16) son funciones periddicas en X de periodo igual al de la red (21 );
sean A_(Y ), B (Y), C (Y), E.(Y)y K, (Y) los coeficientes
de los desarrollos de Fourier de A, B, C, E y K usando la base exponencial
eanX Introduciendo estos desarrollos vy (4.32) en la ecuacidn de propa-

gacién (4.15) obtenemos:

_g_i__F_ (\( ) _ \’\/mm () &_F_—_(Y) + \/nm( Y) F ) (4.33)
dYZ dY

Los .elementos de matriz \4nm1 y W estan dados por:

manr

- 2 .
Vinan () = Bm C’m—rm = ABm Am-m'\ = K- (4.34)
W, (N= =207 Enme = B (4.35)
1Iv.5.2 Empalme de las soluciones en \{=()

1.
Para empalmar las funciones F%\ y E“ proyectemos las condiciones
de contorno (4.17) y (4.24) en la base % ok T /A 4 con lo cual obte-

nemos:

E: () = F (o) (4.36)
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Y
@ _
dFn ) _ g 5.6 Flr v 0 dfm 37)
- dY
dY A
amz=-oe

donde Gm- Y Hm son los coeficientes del desarrollo de Fourier de las funcio-

nes (5 (X ) y H (X) definidas en (4.22) y (4.23):

2T
im X
Cm = 1 | GeOe " dX (4.38)
2% o
21
—im¥
Ho= 2\ Ho) ™™ dx (4.39)
2
(o)
1IV.5.3 Empalme de las soluciones en YZ iYc.»

La continuidad de los campos electromagnéticos en Y- Yo e Y:’*\{o
implica la continuidad de F y de su derivada con respecto a Y a través de
estas superficies. Proyectando las condiciones en Y= Yo sobre la base de

funciones de Rayleigh obtenémos:

: o (1) (M
- Y, L@ Y
Er:-(\(o) = € L(PD °5mo + Rme’ ’ (4.40)

+ —,.L ('I)Yo . i_(‘F(')Y
dFr (Vo) _-ig”e foTog ‘f“ﬁiﬂ R e )

dY °

Proyectando las condiciones en Y:'Yo sobre la misma base resulta:
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. (23
_ L9
Fyy)y=T¢€e ™ (4.42)

m m

()
dEni(‘\fo) _ ~Lq>mT c“')m To (4.43)

— m m

4y

Eliminando R de (4.40)-(4.41) vy T;x de (4.42)-(4.43) quedan las siguien-

m

tes condiciones para las funciones F en ambos extremos del intervalo de

m
integracion [-'To ,YB ]

i . t . { —L U]Y
) e 2 e,
dY

n Lo® ET = .4
dFn %) L ET (1) = O (4.45)

Una vez integradas las ecuaciones diferenciales (4.30) y (4.33) con
las condiciones de contorno (4.44) y (4.45) y con los empalmes (4.36) y (4.37)
podemos calcular los campos en todo cl espacio ya que las amplitudes incogni-

tas R, y Tm se obtienen despejando de (4.40) y (4.42):

< (D <o (1)
L@ Y, 209 Y,
Rn\ = El (Yo\ e q)m ° _ € ? ° Smo (4.46)
o)y
T = FL () g~ o (4.47)
Iv.5.4 Resolucidn numérica truncando las series

Si admitimos que son suficientes 2N t1 (érminos de los desarro-

llos (4.25) y (4.26) para describir a F (XyY ) ¢l problema inicial sc
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reduce a calcular 2Nt1 funciones Fm(\{ ). - N&emEN | definidas en el
intervalo [‘5Yo y Yo ] , las cuales son solucién del siguiente sistema

truncado, que reescribiremos empleando notacidén matricial:

f”(\{) :\4\/(\(}5?'@(\) +\/_(Y)\(77'~:(Y) (4.48)

si =Y, Y4&0

Fy N Ty F oo

51 oY £ Y,

(4.49)

V+) \/— % W son las matrices de elementos \/ J w \/— Y \/\/

ot

dados por (4.31), (4.34) y (h.35) :;E' es un vector columna cuyos elementos
son las funciones incégnitas Fih! ,...,FO v de. El comportamiento de
:?T(Y ) solucidon de (4.48), (4.49) con las condiciones de contorno (b4.L4) vy

(4.45) en cada extremo del intervalo y con los empalmes (4.36) y (4.37), que-

da completamente determinado si se conoce una base [ :;‘ (ﬂ‘) } forma-
m=-N
da por 2Nt1 soluciones independientes del sistema (4.45), (4.36), (4.37)

(4.48) y (4.49). La independencia de las soluciones 55;,(Y ) queda asegurada
eligiendo 2N+ 1 vectores independientes é:;k( -Yo) (por ejemplo los vec-
tores de la base candnica). Para cada uno de estos vectores, (L.45) da el vec-

—

tor derivado 5%;% ~Yo ) con lo cual se puede iniciar la integracidn del sis-
tema (4.48) (de segundo orden). Dicha integracién permite obtener los vectores
-
:Z; (07) v 57 y (4.36) y (4.37) dan a partir de estos valores
55; (o%) vy j?;\( Of) los cuales permiter iniciar la integracién numérica

del sistema (4.49) obteniéndose :7— (Yo ) vy SF' (Yo) y conociendo asi el

comportamiento de cada vector de la base en todo el intervalo ["Y;,‘Yo ]
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V.6 Conservacidén de la energia

Se demostrard en esta seccidn una curiosa propiedad de los campos
obtenidos resolviendo el sistema diferencial truncado (4.48, 4.49): veremos
que dichos campos satisfacen automdticamente el principio de conservacion de
la energia cuaiquiera sea el nimero 2N+t 1 de términos empleado para aproxi-
mar las series y adn cuando este ndmero sea menor que el nﬁmerb total de orde-

nes reales difractados.

Consideremos el wronskiano del sistema de funciones E“ (Y ),

|m | &N

N
W) = Im Z F () 4R 00 (4.50)
dyY

mz=-N

que también podemos escribir de la siguientc manera:
N
! c o C!
N\JACY’) = E; En' ~'E; Fim (4.51)
2L
m=-~N

an(Y) tiene las siguientes propiedades:

i. W es constante para Y>0 ; en efecto, calculando su derivada:

N
. M i _1_ FT' F’:\. + _F-m F“ - E;/E:\_ F F“
dy 2k ¥l g m

m==N
y usando la ecuacién diferencial que satisfacen los qu (Y) en es-

ta zona:

[\
Fao=) Vi E. o mleN

m=z-N



obtenemos:

N
dw _ VAN S A VA
Yy 2t |

mym =-N

Intercambiando los indices mudos m ym en el segundo término de

la sumatoria, la expresidn anterior queda:

N N
dW_ 1) EVLE -1) EVEE
dy 2t 21 mm
mym=~N mym = -N

Los coeficientes &4 definidos en (4.29) satisfacen que A, = ainx

pues son los coeficientes del desarrollo de Fourier de una funcidn
real; entonces a partir de (4.31) es facil ver que:

VARV

mm m o m

lo que implica que:

aw _ 5 (b.52)
4y

es decir que:

W (¥)=cte. , Y»0 (4.53)

(1 c
W (o) = — ¢, T (.50

donde T es la fraccidon de la potencia incidente en valor medio tem-
poral que penetra hacia el interior de la red en la superficie corres-
pondiente a un periodo (ver ec. (2.36)). Para demostrar esta igualdad

calculemos el valor medio temporal de la potencia absorbida en la su-
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perficie de la red por unidad de area que viene dada por la parte

58
real del flujo del vectcr de Poynting complejo 15 ]:

d_P> = ~C Re{ m-(ExH) (4.55)
da g j:ﬂ(l)

3 - . - = *A L -
Suponiendo polarizacidn P ,E= 5 3 usando la expresidon matema-

tica de la ley de Faraday y una conocida identidad vectorial obtene-
-
mos H

0. -

- - : - A . = rt+ A
ie OxE = e Ox (§) = -ie VEXY (4.56)
w w

w

reemplazando (4.56) en (4.55) y desarrrollando el triple producto

vectorial:

smw

42900

N
Como el gradiente de 5’ no tiene componente segln 3 , la potencia

absorbida es:

2 .t t
6PN 2 TC R LG 93 Crg00) (1.57)
do. STw In

La potencia absorbida en 1'n periodo se obtiene integrando (4.57) so-

bre un elemento de arco clﬁ,de la curva ! = %(ﬁ)-o lo que es lo mismo,

<




b/

dada la conformidad de la transformacion empleada en la zona consi-

derada:
i ——
<gﬂ>:£ >de ) e Lg Fixy0) 20 d X
d3 g oY
o 0
N 24r
2 (%) X
= pa LZ F:(o) (iEl(o) el(r’“ Bm) ax | =
gmw 4iY
man=-N (0]
(4.58)
M e s,
¢ g i) R AR |
grw ay
mym =-N
N .
dPN - _C_tz {Eﬁfo)iﬁ;@ E oy 4% <o>} .
dy /' sk dy A
m=—N
El mismo resultado se obtiene para (39%_> cuando se considera el

otro modo de polarizacidon. Para una onda plana linealmente polariza-
da segun uno de los modos fundamentales la potencia media incidente
por cada periodo vale:

(n

< >mc— - (4.59)

T se obtiene dividiendo miembro a miembro las igualdades (4.58) y

(4.59):
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ot ~F
- -4 P (o) dim (o Flo .(J_".ff.‘ﬁ‘l’} (4.60)
200" dY ALY

o
mz=-N

y comparando (4.60) con la expresién que se obtiene cuando sc evalda

(4.51) en Y= O queda demostrada la igualdad (4.54).

2 N (4
R T

me U

donde
, PN {(n
W - {mez [l eN A @ EJR.}
. +
Para demostrar (4.61) observemos que las funciones I, (Y) deben

ajustarse al desarrollo de Rayleigh (4.25) cuando Y—=0° por lo

cual:

ey ey
F,: (Y-—-OO) = € o ‘Smo + Rm.e (h.62)
Reemplazando en (4.50):

N . v (1)

s Y]

W)z Tm | > [e s +R.e

me-N

N - NORY - L;&:”Y
[——:L"P: ) eUfo Jmo +L(‘P,(n_) Rme

Aquellos términos de la sumatoria para los cuales LP(” es un ndme-
m

ro imaginario puro (érdenes evanescentes), dan una contribucién nula

en (4.63) pues:

(4.6
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i 7[R i )

méW

2
. ) IRal® =0,
mgW

por esta razon:

W =) = “¢" T LZ ¢ |Rw|? :

('ne,'Uv

9
W (r=oye 9"+ ) g0 IR
mell
con lo que se demuestra (4.61).
Debido a (4.63) podemos igualar las expresiones de W (O ) y de
\N/(Y—vco) obteniendo lueqgo de pocos pasos algebraicos que:

PPEEA!

VA
Z ]Rm)Z LS | (h.64)

(N
[¢)
mell

La igualdad (4.64) indica que los campos electromagnéticos obtenidos
con el nuevo formalismo propuesto en este Capitulo, verifican el criterio de
conservacidon de la energia cualquiera sea el nimero de coeficientes de Fourier
utilizados para describirlos y aln cuando este nimero $ea inferior al nidmero
de 6rdenes reales difractados. Esta curiosa propiedad matematica nos lleva a
descartar la utilizacidon del principio de conservacién de la energia como cri-
terio independiente para determinar el caracter fisico de los resultados numé-

ricos obtenidos. Sin embargo (4.64) resulta Gtil en la etapa de puesta a punto
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de los codigos computacionales, para detectar errores de programaciodn.

1v.7 Ejemplificacion de la teorfa para red cicloidal

Para ejemplificar el nuevo método diferencial propuesto se tratara
en esta seccidn el caso en que el perfil de la red estd dado por las siguien-

tes ecuaciones paramétricas:

=X -0 sen X

{

cuando el parametro X' recorre el intervalo [O)Z"} , % toma valores compren-

W

(h.65)
a. cos X

didos entre O y 2T e ‘3 entre -0 y & . La funcidn \a:c‘é('x) es entonces
periddica con periodo 2T vy h=2a. es 1a profundidad de los surcos de la
red; la curva (4.65) recibe el nombre de cicloide reducida cuando h&2 |, cuan-
do h=2 es una cicloide y cuando h>2 (4.65) deja de describir un posible
perfil para todo valor de X pues a distintos valores del parametro le co-
rresponde el mismo par (%, % ) (ver Figura 3.1).

Dada la ecuacidén paramétrica de una curva, la transformacidn confor-
me que la lleva al plano \,: O se halla reemplazando el parametro X por

la variable compleja U= X+1Y

AL = 'x+‘u& = X+ ro (cosx v Lsen X) = Xt o e

)
entonces la transformacidn conforme es:
. L‘,U
w= U 4 Lae Y 0 (4.66)

y la transformacidén no conforme es:

wa= U+ oo e"U Y40 (4.67)
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Separando parte real e imaginaria en (4.66) y (4.67):

=Y N

o == X- -0-& S o L N < O (’4.68)
RV .

Jos \r +yQa e ces / ,l’
N o)

,\),: x,..a o N3 ! N l‘ \(/\/\ (l*.69)

<
-+
=
D
(@)
oy

En la Figura 4.1 se muestran las curvas de nivel Y= cle para las
transformaciones (4.68) y (4.69), pudiéndose ver como disminuye la modulacién
del espacio a medida que aumenta la distancia a la superficie de la red.

El perfil cicloidal resulta muy adecuado para ejemplificar la Leo-
ria de transformacién conforme mds no conforme pues en este caso los desarro-
1los en serie (4.3) y (4.10) tienen solo el primer término de la serie distin-
to de cero. Dicho perfil fue estudiado por primera vez por Neviere L4t al

resolver en forma rigurosa el problema de una red con conductividad infinita y

puede considerarse como una muy buena aproximacidon del perfil de ciertas redes

591,

holograficas
Para nuestro ejemplo conviene tratar la ecuacidn de propagacidn va-
lida en la zona Y < fS(K> bajo la forma (4.11); esto hace que en la ecuacién
(k.15) la derivada parcial segunda con respecto a Y esté multiplicada por
~ -».\(}l
un coeficiente J)(X\W'>== IV'\\ y tiene la ventaja de que permite hallar
las transformadas de Fourier A, (H , B U0 CL(v)Y, D (Y, E,n(\()

K., (YY) analiticamente:

.33y ‘
Am '/\f\} = -2ta € C"gm}g — G ) (4.70.2)

{ )
&3
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Bm(Y) = ——ZL,Q_, e (&m - 8m,-[) (4.70.

N TS T R AR
m = et

5 (4.70.
&}
2 o2Y 8m - Q,e\{ (Szm t 5r'n,- )
Dm (Y) = (“-0' < ) >0 _{ ‘- (h.70
QZ.
E, () = _iae! (4.70.
Q?.
2
Ka (1) = eR 8, (4. 70.
Q:. {1~ O.ZeZY (4.70.

Las transformadas de Fourier de las funciones (G (X) Y H (X)

también se hallan analiticamente:

Gm <5my‘l - 80\,-1 > (L.71.

Hm - (“’Q}}(Sm\o - & "(Aigfh + 611*)1) (4.71.

1-o%

El hecho de incluir el coeficiente D (X)Y) hace que ¢l vector
columna de derivadas segundas que aparece a la izquierda en la ecuacién de
propagacién proyectada (4.48) quede multiplicado por una matriz tridiagonal
M (Y ) de elementos Mmrm :]?n'm\(\{ ); M debe invertirse en cada pas

de la integracidon numérica de (4.48) pero esto no aumenta apreciablemente el

g)

o
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tiempo de cbmputo debido a que M  ademas de ser tridiagonal es simétrica y
tiene iguales entre si los elementos de cada diagonal (ec. (4.70.d)). Para
resolver (4.48) se ha utilizado el método predictor-corrector de Adam-Moulton
(ver Apéndice).

El sistema (4.49) no involucra derivadas primeras por lo cual con-
viene hacer la integracidon numérica utilizando el poderoso algoritmo de Nou-

L. Q§/f . -

merov. Los elementos CL“l(Y) que aparecen en la definicion de también

pueden hallarse analiticamente para la transformacion (4.66):

-Y
am (Y) = (HO.ZE_ZY)&MO —o0e (Smat 5,.1,-1) (4.72)

. t . .
por lo cual la matriz \Y adopta una forma particularmente sencilla.

V.8 Resul tados obtenidos

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos empleando tres
programas Fortran que realizan el cilculo numérico de los campos difractados
por una red de difraccion segin: la teoria de transformacién conforme mias no
conforme (TNCRC), el método diferencial usual caso EE//(DECA) y el método
diferencial usual, caso H// (DHCA).

En todos los ejemplos presentados, las constantes dieléctricas de
las redes cicloidales consideradas, han sido calculadas a partir de las tablas
de indices de refraccién en funcidn de la longitud de onda, compiladas por

(53]

Hass La relacion entre la loncitud de onda de la luz incidente y el pe-
riodo de la red es .5 en todos los cdlculos. El nimero de &rdenes difractados
2N+1 | el ancho de la zona modulada (Yo ) y el paso de integracién se han
elegido estudiando la convergencia de los resultados. Para el programa TNCRC

las experiencias numéricas han mostrado que tomando N=4 ( P=9 ) Y, =21

y dividiendo el intervalo de integracidn en 160 partes iguales, se obtiene



la convergencia de las eficiencias con un error menor al 1% y que cn todos
los casos se satisfacen los criterios de reciprocidad y conservacion de la

energia.

1v.8.1 Comparacidén con el método diferencial para E )

Se han comparado las curvas de eficiencia y de energia total refle-
jada en funcién del angulo de incidencia © , obtenidas con TNCRC y con DECA
para una relacion profundidad-periodo iqual a .2 y para los siguientes valores

de permitividad € :

i.€E=-5.28 +L 1.48 que corresponde a oro en A = 550 nm
(Figuras 4.2 y 4.3)
ii. €E= - 8.37 + X 1.16 que corresponde a oro en A = 600 nm

(Figuras 4.4 y 4.5)

Podemos observar que la coincidencia entre ambas teorias resulta
excelente para este modo de polarizacidn. Para valores mads grandes
de € no se puede realizar la comparacidn debido a las dificulta-

des mencionadas en el Capttulo 111,

v.8.2 Comparacidn con el método diferencial para H//

De acuerdo con lo discutido en el Capitulo 11!, el método diferen-
cial para este modo, resulta vilido solo para redes con surcos poco profundos.
Como vimos en dicho Capitulo, la coincidencia de ambas teorias en esta zona
es muy buena, dejando de serlo cuando la profundidad de la red considerada

aumenta (ver curvas 3.2-3.7).
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1v.8.3 Aplicacion del método para metales de muy alta conductividad

En la zona del espectro electromagnético correspondiente a radia-
cién visible e infrarroja, el indice de refraccidon de los metales cominmente
usados como reflectores aumenta con A , siendo la distancia de penetracion
de los campos dentro del metal menor que .01 veces la longitud de onda en el
vacio de la radiacidon incidente. De esta forma los campos crecen muy rapida-
mente desde Y=-Yp hasta Y=Yo , lo que impone un limite de aplicabilidad de
la teoria en altas conductividades debido al rango limitado de los nimeros re-
presentables en una computadora. Sin embargo, se han obtenido buenos resulta-
dos con la teoria aqui desarrollada para €= - 109.74 + i 3.09, valor co-
rrespondiente a plata en 1.47 Pﬂn y muy lejos del alcance de! método diferen-
cial usual. En las Figuras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 se muestran las
curvas obtenidas para este valor de € , siendo h/ﬁ = .2.

Con una programacidn Fortran mas cuidadosa podria llegarse a valo-
res ain mas altos del E.‘. Otro recurso para correr este limite es modificar
la transformacidn correspondiente al espacio inferior en la forma:

v = X —a e“j' sen X

4

Y (4.73)
Y vra. e’ cos X

i

donde A es una constante real que permite variar el ancho de la zona modula-

da para Y40 .

Iv.9 Validez y aplicabilidad del nuevo método diferencial

En la forma presentada, el método de transformacién conforme mas no
conforme da resultados rigurosos en ambos modos fundamentales de polarizacidn
y para redes dieléctricas o metalicas usadas desde el ultravioleta hasta el

infrarrojo cercano, cubriendo la importante zona de los metales de interés en



ptica (aluminio, plata y oro).

Esta teoria permite tratar cualquier tipo de perfil conociendo la
transformacién conforme de la forma (4.3) que lleva dicho perfil a una recta.
Para los perfiles echelette, o cualquier otro que sea composicibn de lineas
rectas este es un problema muy conocido que se resuelve utilizando la trans-

[43],[60]

formacion de Schwarz-Christoffel que permite hallar JG' analiti-
camente. Si no se conoce la transformacidon conforme, es posible calcularla
numéricamente; este interesante problema de matematica aplicada ha atraido
recientemente la atencidn de investigadores provenientes de distintos campos
(ver por ejemplo Referencia [61]).

Desde el punto de vista computacional, la teoria resulta ventajosa
pues el tratamiento simultaneo de los dos casos de polarizacidén permite ahorrar
un gran volumen de cilculo y en consecuencia disminuir tiempos de cémputo.

La dificultad relacionada con la pequefia penetracidon de los campos
en los metales considerados mas alli de Z’Lnn se puede solucionar mediante
una transformacidn del tipo (4.73). Sin embargo esto no es necesario pues co-
mo veremos en el proximo Capitulo, el uso de una condicidén de contorno aproxi-

mada permite obtener excelentes resultados simplificando enormemente el pro-

blema aqui tratado.
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CAPITULO V

LA IMPEDANCIA CONSTANTE USADA EN EL RANGO OPTICO
PRESENTACION DE UN FORMALISMO DIFERENCIAL APROXIMADO
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V. LA IMPEDANCIA USADA EN EL RANGO OPTICO: PRESENTACION DE UN

FORMALISMO DIFERENCIAL APROXIMADO

Hemos visto en el Capitulo Iil que los métodos diferenciales usa-
dos hasta el presente poseen serios problemas numéricos relacionados con va-
lores grandes de le| , siendo incapaces de predecir el comportamiento de los
campos difractados por las redes metdlicas usadas en el rango 6ptico e infra-
rrojo. El nuevo método propuesto en el Capitulo IV permite tratar dichas re-
des hasta aproximadamente una longitud de onda de 2pm mas alla de este va-
lor aparecen problemas numéricos que se solucionan modificando la transforma-
cion empleada para el semiespacio inferior. En este Capitulo veremos que es
posible emplear una condicién de contorno aproximada que hace innecesaria es-
ta modificacion y que evita el cdlculo de los campos dentro del metal. La
aplicacidon de esta condicidn de contorno al problema de las redes da origen
a un nuevo formalismo diferencial aproximado cuya validez se estudia mediante

comparaciones con la teoria rigurosa.

V.1 Impedancia superficial usada como condicién de contorno

Consideremos la superficie de separacion entre un medio de constan-
te dieléctrica compleja € = Ep+LET y el vacio. Si los campos electromag-

— —y
néticos en el exterior del medio son E y H , se suele definir como impe-

(62],(63], [64]

dancia superficial del metal al ndmero complejo z =Zg +LZ.1

tal que:

En =2 &x Hir, (5.1)

Zr » O
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donde M es un versor en la direccién de la normal exterior al medio y Hy

- - -
% EJ son las componentes paralelas a la superficie de los vectores H y E
evaluadas sobre dicha superficie.

La impedancia asi definida depende de las propiedades del medio y de
la configuracién de los campos. Para que resulte una condicidn de contorno
Gtil es necesario que sea valido aproximar la impedancia superficial a un va-
lor constante independiente de los campos. Con el fin de determinar las pro-
piedades del medio que hacen valida dicha aproximacidn analicemos el bien co-
nocido problema de la reflexién de una onda plana en una superficie metalica
cuandc el campo magnético de la onda incidente vibra en la direccion perpen-
dicular al plano de incidencia con amplitud Ho . La amplitud Hr de la onda
reflejada viene dada por la siguiente ecuacion de Fresnel:

H. m? cos O - (mz-—-Sen26)|/2

-
-—

Ho m* cos® + (m?- sen’sd

yh

donde M = G}hzf“&*ifnl es el indice de refraccidén complejoy © es el angu-
lo de incidencia (ver Figura 5.1).

Los campos paralelos a la superficie obtenidos de las ecuaciones de
Maxwell son:

- hxsens —iwt N
H// = (Ho tHr) e* “ e 3 (5.3.a)

, & -t
E// = (Ho‘”r)COSe e;,&'xsen eLw % (5.3.b)

La impedancia superficial calculada usando la definicidon (5.1) y las expre-

siones de los campos dadas por (5.2) y (5.3) es:
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2 2
( m?*- 56029) (mé—mﬂf_—Sen’ze ¥ 2Lmpmy

£ = SELTUIIIRTET (s

2 2 2 :
m mg-mr + LrLmpmg

Para aquellos medios materiales cuyas constantes Opticas satisfa-

cen la relacidn:

l€n] = | mh-m1 >> 1 (5.5)

es posible despreciar sen?8  en (5.4) por lo cual la impedancia superficial

adopta la expresion aproximada:

ZZ ~ { _ Mg - L‘T\I
v — = (5.6)
me mga + My

que no depende de la configuracidon de campos electromagnéticos y coincide con
la expresion dada por Landau[63]. Considerando la polarizacidn Eg perpendicu-
lar al plano de incidencia se obtiene la misma aproximacién (5.6) para Z .
Resulta interesante comprobar que esto también es asi para las ondas superfi-
ciales guiadas que se pueden propagar a lo largo de la interfase entre dos
medios en ausencia de onda incidente. La impedancia superficial obtenida ri-

gurosamente usando las ecuaciones de Maxwell y las condiciones de contorno

para una sueperficie plana es:

4 1
- = (5.7)

- ( crt )2 (m?4+ 1)

por lo cual si el medio es tal que ‘ﬂll >> 4 , €s valido suponer que dicha

impedancia superficial viene dada por la expresidén aproximada (5.6).



La ecuacidn (5.1) con Z constante puede usarse como condicidn de
contorno; de esta forma es posible hallar los campos externos sin necesidad
de considerar los campos en el interior del medio de constante € . El uso de
la condicién de contorno con impedancia superficial constante fue sugerido por
primera vez por M.A. Leontovich y ha sido aplicado exitosamente en problemas

[46],[47]

de radiopropagacion donde se satisface muy bien la desigualdad (5.5).

V.2 Aplicacidon en el rango 6ptico e infrarrojo

Los metales cominmente usados en la zona del espectro correspondien-
te a radiacion visible e infrarroja satisfacen con mayor o menor aproximacién,
la relacién (5.5) como se muestra en la Figura 5.2 donde se ha graficado IGLR\
calculado a partir de las constantes Opticas dadas en las tablas compiladas
por Hass[53] para oro, aluminio y plata.

L.D. Landau afirma en Ref. [65] que el uso de (5.1) como condicidn
de contorno deja de valer para frecuencias Opticas. Sin embargo de la Figura
5.2 se ve que en el rango 6ptico la condicién de contorno ZJ:CAe.sigue sien-
do valida para algunos metales, justamente aquellos que resultan de interés
para lograr buena reflectividad.

En la Figura 5.3 se muestra a titulo de ejemplo, la amplitud y fase
de la onda reflejada en funcidon del angulo de incidencia para la plata, cal-
culadas mediante la aproximacidn Z::cie. y la férmula de Fresnel (5.2) en
A= 400 nm (m= . 075 + A 1.93). A pesar que este valor de M. es el mas
desfavorable en todo el rango visible podemos observar un buen acuerdo en am-
plitud y fase.

Estos hechos sugieren que la condicién de impedancia superficial

constante es una buena aproximacidn para resolver ciertos problemas de con-

torno en la zona del espectro visible infrarrojo, razén por la cual veremos
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FIGURA 5.3 : Modulo y fase de la amplitud de la onda reflejada en funcidn del angulo
de incidencia para una superficie plana y E en. el plano de incidencia, calculadas
usando la aproximacidén de impedancia superficial constante y la féormula de Fresnel.
La interfase es aire-plata en A= 400nm ( € = .075 + 1 1.93).
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a continuacion como aplicarla al problema de la red de difraccion metalica.

V.3 Formulacidon de!l problema de la red usando Z = cte

La propiedad m3s interesante de (5.1) usada como condicién de con-
torno es que permite obviar el c3dlculo de los campos dentro del metal y asfi
el problema de la red se reduce notablemente. Los campos deben satisfacer:
a) la ecuacién de ondas (2.13.a), b) la condicidén de ondas salientes (2.14.a),
c) la condicién de pseudoperiodicidad. El par de condiciones de contorno
(2.18) (2.19) serd reemplazado por una condicién del tipo (5.1) que determi-

naremos para cada modo.

V.3.1 Caso E//

- N\
En este modo E = § (’X\‘j ) 3y el campo magnético se obtiene de

la ley de Faraday:
—_— e — — A
H_ VxE Vgx’d

1k xR

A
Definiendo un versor ‘{Z; l‘?\xg ‘paralelo a la curva L&:% (%) podemos proyec-

[ad ~

tar el gradiente en las direcciones#a , t y 3 y obtener:

ﬁ:i_a_ff/{—_a_g_/rl (5.8)
kL om ot

- -
Con estas expresiones de E Yy H la condicién de contorno (5.1) queda:

§lxyqm) = £% 3% (o) (5.9)
Iy oM
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V.3.2 Caso }{QL_

'y A
Para este caso de polarizacidn H = 5’(1)% )’5 , el campo eléc-

trico se obtiene de la ley de Ampére-Maxwell:

E.-IxH _ 4 35«3 .

— )

iv R

A T ~
y proyectando en la base m , t , %

R S G LAY (5.10)
B om 2%

con lo cual la condicidn de contorno correspondiente es:

a{(x,%(xu) Z i’i gcx %(x)) (5.11)

Debe notarse que cuando Z=0 tanto (5.9) como (5.11) se reducen

a las condiciones de contorno en una superficie perfectamente conductora.

V.4 Presentacion de un nuevo formalismo diferencial aproximado

Hemos visto que la transformacién conforme (4.3) que lleva el per-
fil de la red a una recta conserva las condiciones de pseudoperiodicidad y de
radiacién, y que transforma la ecuacién de ondas en la ecuacién (4.4). Por
estas razones el uso de dicha transformacidn para tratar el problema de la
red con la condicidén de contorno aproximada conducird a un tratamiento muy
similar al presentado en el Capitulo Ill para la zona ld)% (%) debiendo
sGlo estudiar como se transforman bajo (4.3) las condiciones de contorno en

L&:% (% ). De acuerdo con (4.20):



D/

PECx,0) - |du 0% () q00) 5.12)
R - .
oY }d'U Y=0 a{?\.
por lo cual las condiciones de contorno en Y- 0 son:
oF (x,0) - _2«__2- 11_': FCX,O) (medo S) (5.13.a)
DY x  1dU 20
F(xo) = _Z ||t 3RO (moto P) (5.13.b)

ik U o Y

Estas condiciones pueden proyectarse sobre la base formada por las

LT X .
funciones de Rayleigh -[8" « } obteniéndose:

F Y- Z Z M i Afm () (sdo P (5.14.a)
dY

(e 9]
dfn (o) _ @Z M. Fm()  (nodo $) (5. 14.b)

donde se han definido los siguientes elementos de matriz que solo dependen de
la geometria de la red:
27
p

VIR Y™
Mo 2% Y

-1 L{m-myX
e d X (5.15.a)

Y=0
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21
L(m- oy X
€ X (5.15.b)
Y=0

217 dU
o}

M

mam

Resumiendo: el problema de la red con la condicidon de contorno
aproximada se reduce a calcular las funciones F}\(Y') definidas ahora en el
intervalo [f)\Yu] y que son solucidn del sistema (4.30) de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden con condiciones en ambos extremos del intervalo de in-
tegracidn; en Y=0 deben satisfacer las condiciones de contorno aproximadas
(5.14) y en Y= Yo deben satisfacer la condicién (4.44) de empalme con los
desarrollos de Rayleigh. Una vez obtenidos los valores de Fan (ﬁ; ) las ampli-
tudes de los 6rdenes difractados se calculan mediante (4.46). Cuando el metal
es ideal, la impedancia superficial es nula y las condiciones de contorno
(5.14) hacen que este nuevo formalismo diferencial aproximado se reduzca al

[41]

formalismo riguroso desarrollado por Neviere para conductividad infinita.

V.5 Conservacion de la energia

Alterando levemente algunos detalles de la demostracidn realizada
en la seccidén 6 del Capitulo IV es posible demostrar que los campos obtenidos
mediante el nuevo formalismo aproximado satisfacen las siguientes igualdades:

para el modo P .

' i N e,
— (PO ,& (_p(' S

mell mym = =N

— " T S
} (‘Pm l Rm12 — _g_’_)‘_ an(o)l\/]? rm(O) = i (5.16.a)



99

y para el modo S

N
) —
i’i‘l' IR"‘ ‘Z + .g‘_é_ E(o)M:mFm(o) =1 (5.16.b)
(P(l) (P((\
me'U... ° ° l'm.\/n:—N

El primer término de (5.16) es la suma de las eficiencias de los
6rdenes difractados. Empleando el vector de Poynting como en IV.6 podemos
identificar el segundo término de (5.16) como el cociente entre la potencia
media absorbida en el metal y la potencia media incidente, por periodo. Vemos
entonces que el método propuesto en este Capitulo verifica el principio de
conservacion de la energia cualquiera sea el ndimero de términos empleados pa-
ra describir los campos; ain cuando este nimero sea inferior al nimero de &r-
denes propagantes y a pesar de que la condicién de contorno con impedancia

es una condicidn aproximada.

V.6 Resultados obtenidos: comparacién con el formalismo riguroso

Trataremos con el método de impedancia superficial constante el caso

de redes cicloidales cuyo perfil estd dado por (4.65); la transformacidn con-

forme es:
du 4—o,eLU (5.17)
dU
entonces:
2 e v ix
du :4+ofez-aeY e et ) (5.18)
dU

Para implementar este método se han desarrollado dos programas For-

tran: ZECA (para Eh’) y ZHCA (para HJ}). Los resultados numéricos obtenidos
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mediante estos programas se comparan con aquellos obtenidos mediante la teo-
L /. -
ria rigurosa. En todos los casos F/{= .2, Nig=.5 N =4, \g/d =1y el nG-
mero de pasos de integracidn es J = 120. Los valores de los parametros N , Y,
y J se determinaron estudiando la convergencia de los resultados ya que el
formalismo satisface siempre los criterios de reciprocidad y conservacidn de
la energia.
En las Figuras 5.4-5.9 se muestra la comparacién para el modo Eu
y para distintos valores de la constante compleja € . Para el oro en A = 550 nm
€ g =-5.28, (Figuras 5.4 y 5.5) las curvas obtenidas usando las teorias
aproximadas y exacta reproducen el mismo comportamiento cualitativo observan-
dose una discrepancia relativa del 10% en el peor de los casos. Esta discrepan-
cia disminuye cuando consideramos redes con mayor valor de l€4ai ; por ejemplo,

para oro en N = 700 nm ( Er = - 1&.73) como se muestra en las Figuras 5.6

y 5.7. En las Figuras 5.8 y 5.9 se muestra una situacién intermedia: oro en

600 nm con Epr = - 8.37. Ambas teorias concuerdan mejor adn en el caso
N o= 1.47 pen €p =-109.74 (plata) como se muestra en las Figuras 5.10 y
5.11.

En las Figuras 5.12-5.23 se muestran las comparaciones hechas para
el modo H// volviéndose a observar que las diferencias entre las teorias
comparadas disminuye cuando mas nos aproximamos a la zona de alta conductivi-
dad. En el caso 64{ = - 109.74 las diferencias relativas son siempre del
orden del 1%, por esta razdn en las Figuras 5.20-5.23 se han graficado solamen-
te las curvas obtenidas con EE = cte, para dicho metal y para conductor per-
fecto (Z=0) . Resulta interesante comprobar que a pesar de que la reflecti-
vidad de la plata en esta zona es muy alta (99.1%), la teoria de conductor
perfecto no es adecuada para predecir el comportamiento de los campos difrac-

tados.
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V.7 Validez y aplicabilidad del formalismo aproximado

La comparacidn entre los resultados obtenidos usando los formalis-
mos diferenciales aproximado y exacto muestran que el método con Z = cte
da muy buenos resultados para metales con grandes valores de '€=| . De esta
forma el método aproximado resulta especialmente Gtil ya que: evita los pro-
blemas numéricos que aparecen cuando se programa directamente la teorta del
Capitulo 1V, simplifica el tratamiénto tedrico y reduce notablemente los tiem-

pos de computo.
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Vi. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las teorias de eficiencia de redes de difraccion que emplean méto-
dos diferenciales representan un compromiso entre simplicidad de formulacion,
versatilidad, facilidad de implementacidn y rapidez. Sin embargo, presentaban
serios problemas numéricos que no permitian emplearlas para tratar los casos
de mayor interés en dptica y en el modo S de polarizacién solo arrojaban
resultados coincidentes con otras teorfias cuando el cociente profundidad de
surco-perfodo h/d era muy chico.

En el presente trabajo se encard el estudio de los métodos diferen-
ciales con el fin de extender su aplicacidn, prestando especial atencidn at
caso de las redes metdlicas empleadas en el visible e infrarrojo.

Primeramente se analizaron los métodos diferenciales usuales, demos-
trandose que las discrepancias observadas en el modo S , atribuidas en la li-
teratura a problemas de programacidn se deben a un tratamiento inadecuado de
las ecuaciones que rigen el comportamiento de los campos, mostrandose que di-
cho método involucra una aproximacidn que lo hace vdlido solamente para redes
con surcos poco profundos (Capitulo 111). Esta aproximacidn, sumada a las di-
ficultades numéricas en la zona de alta conductividad hace que el método di-
ferencial para lﬂﬂ presentado por Neviére, sea Gtil sélo en ciertas situacio-
nes de interés particular. En cambio el método diferencial para E ) presentado
por Cerutti-Maori no involucra aproximaciones por lo que puede en principio
aplicarse a cualquier tipode red fuera de la zona de alta conductividad.

En el Capitulo IV se presenta el primer formalismo diferencial ri-
guroso en ambas polarizaciones y valido ain en la zona de altas conductivida-
des. E]l empleo de transformaciones de coordenadas posibilita un facil manejo
de las condiciones de contorno en la superficie de la red y hace que el méto-

do tenga explicitamente en cuenta los saltos de los campos en dicha superfi-



123

cie. Las comparaciones de los resultados obtenidos con esta teorfa y aquellos
obtenidos usando los métodos diferenciales del Capitulo (1l en las situacio-
nes confiables, evidencian una excelente coincidencia y muestran que el méto-
do de transformacidon conforme mas no conforme da resultados rigurosos en am-
bos modos de polarizacidén cubriendo la importante zona de los metales de inte-
rés en optica. Desde el punto de vista computacional la teoria en la forma
presentada resulta ventajosa pues el tratamiento simultaneo de los dos casos
de polarizacién permite aprovechar un gran volumen de cdlculo en comin dismi-
nuyendo tiempos de computo a costa de un no muy grande incremento de memoria.
La programacion directa del nuevo formalismodiferencial permite llegar a tra-
tar valores de |€l= 110 pero una programacion mas cuidadosa o una modifica-
cién de la escala en la zona del metal permitiria llegar a valores atn mas
altos de €] . Sin embargo es posible simplificar el tratamiento del problema
de la red metdlica en el rango de altas conductividades mediante el empleo de
una condicidn de contorno aproximada que evita el calculo de los campos dentro
del metal.

En el Capitulo V se estudia la aplicabilidad de la condicidn de con-
torno de Leontovich a problemas en el rango 6ptico e infrarrojo y se muestra
como se modifica el tratamiento del problema de la red cuando se utiliza dicha
condicid6n aproximada. La comparacidén con el método exacto muestra que el for-
malismo diferencial aproximado da muy buenos resultados para metales con gran-
des valores de [€| , simplificando el tratamiento tedrico, reduciendo los
tiempos de computo y resultando especialmente adecuado para estudiar los cam-
pos difractados por redes metdlicas de alta conductividad, permitiendo asfi
resolver el problema de la red en cualquier zona del espectro electromagnético

mediante métodos diferenciales.

¥ el
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APENDICE

TRATAMIENTO NUMERICO

A1l Implementacién del método diferencial de la seccién 111.1

(igual a la implementacién de los métodos aproximados del

CapTtulo V)

El método diferencial propuesto por Cerutti-Maori para Ei” requie-
re la resolucidn del sistema de ecuaciones diferenciales (3.19) con condicio-
nes de contorno (3.20) y (3.21) en ambos extremos del intervalo de integracién
Lo,h] .

> jnd
F () = V@) FH) (3.19)

—

F o) + U_o 5-(0) =0 (3.20)

g._:'(h) + [_Lh ?(h) =0 (3.21)

:7‘ , j;’ y é;"son los vectores cuyos elementos son las funciones fﬁ , S;x
y 5,:1 ; Jm1 £ N (sistema truncado); ¥V R lLo , U-h son matrices conocidas
y éi es un vector también conocido.

Debido a que (3.19) no contiene derivadas primeras, se ha empleado
el algoritmo de Noumerov. Sea A el paso de integracidén, constante en todo

-~

el intervalo [ O, h ] . Definiendo el vector g

g(‘d\: ?(‘t) "Az \?—z”(‘-t) (A.1)

{2

el algoritmo de Noumerov se basa en la siguiente relacién o férmula de Noume-

[66]
ov :

r



r g
E(uﬁmy - i_zn Y SAVICIIE: ﬁi W 2 ] E(@

(A.2)

E(%—M + 0(2%)

donde I es la matriz identidad y O (Aé) representa términos que contienen
m —~y
factores & con m2 & . Esta férmula resulta dtil para calcular g cono-

~—y
ciendo este vector en dos puntos anteriores. Supongamos conocidos JF (0) vy
-5

' -—p
F  (0), postergando el problema de tratar (3.20) y (3.21). El vector g(o)

se calcula segin ( A.1):

- 2 g
E(ov - | I -4 \/(L@} F (o) (A.3)
(2
Todavia no se puede iterar en (A.2); para hacerlo se necesita .'g’ (o). EI

->

calculo de E (A) se ha hecho de la siguiente manera: mediante un algoritmo

de Runge-Kutta de cuarto orden (671 , se calcula primero F (An)

F(=|T +—\\/(ov FEVE) 2 & VeV | Fe

(A.4)
2 —
a1 E v | Foo o6,
)
y luego la formula (A.1) permite obtener-g' (a):
- Az —_
E(a) = [ I - 'E V(&) F(A) (A.5)

- —
Con los vectores g (0) vy g (a) se puede iterar ahora en la fér-

bad N b
mula (A.2) obteniéndose asi los vectores g (2a), g 3a),..., g (h-a)
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- — —
I
Y E (h). Como (3.21) requiere el conocimiento de F (h) yde F (h),
aparece un problema en el extremo superior del intervalo donde solo se conoce

- -ty
g . F (h ) ha sido calculado invirtiendo la ecuacidn:

g(h\ = 3;(*0 -4 f"(h) = [II‘.—_A_z V(M] f(h) (A.6)
12 12

}-’:('ﬂ = [I[ - —f—: V("\}—i E(M (A.7)

y desarrollando en serie (A.7):

- y -
Flr=|I+ 7‘3;- Y(h) +fq_ vz(h)]gm +0(2%) (A.8)

Las derivadas 5EJ(PL) han sido calculadas empleando la férmula citada en [68]:
=, A z z Yy
F (n) =2 10 € (h-32) + 28 € (h-6o) - 4g5 S(h-SA) +
0

4:;:,350\-45} - 3125 g(h-?JA) + 3340 § (h"ZA) - (A.9)

3150 & (h-a) =360 §(h) +6—f(h) + 0(2%)
oA -

Con estos elementos se dispone de un algoritmo numérico que permite conocer
F (h)y F' (), solucién de (3.19), conocidos F (o) y F(0). Pero en
el problema de la red las condiciones de contorno estan dadas por las relacio-
nes (3.20) y (3.21) por lo cual se debe proceder de la siguiente manera: dada
la linealidad del sistema (3.19), todas sus soluciones forman un espacio vec-
torial y en consecuencia, el comportamiento de cualquier solucidn queda deter-
minado si se conoce una base de este espacio vectorial. Eligiendo arbitraria-

-

mente P = 2N+ 4 vectores linealmente independientes :71 (O), el uso de
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-

(3.20) permite obtener P vectores 5:'1’ (o) ()il £ N ):

—y

jf’{ (0} = - “..o 3;(03 (A.10)

—

Para cada :72 (0), el algoritmo numérico descrito da los vectores f?& (h)
g -

Yy \7:-1 (h') que pueden usarse para construir un vector %1 definido por:

{
(3% = ﬁ(h) + U—h \ji-(h‘) #a (A.11)

-y
Los \7{1 (‘1) asi hallados forman parte de un subespacio vectorial de dimensidn
P , pues el espacio de soluciones de (3.19) tiene dimensidn 2P y el hecho
de imponer (A.10) reduce este nimero a la mitad. Por esta razén, la solycidn
el

JZ'(% ) de (3.19), (3.20) y (3.21) se podrd escribir como una combinacién

lineal de las P funciones \7'-:_8 (La) ('/&l £ N ):

\?-C‘@ =Z 5‘; j;(“ﬂ (A.12)

}=-N

Los coeficientes f;i se determinan imponiendo la condicidn de contorno (3.21):

\J’;’(h)*‘u-h}:(mz q

Z Sj 1 Fj )+ Ly 7 -:Ci
j=-N
y usando (A.11):
N -»>
Z CX% 61 = a (A.13)

§=-N
queda un sistema de P ecuaciones linecales con P incégnitas (los coeficien-

tes E;S ). El elemento situado en la fila M y en la columna é de la matriz
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de este sistema de ecuaciones es la componente n-ésima del vector Cgi
invirtiendo esta matriz se hallan los coeficientes '58 lo que permite calcu-
- .

lar F en todo punto del intervalo de integracion. Las amplitudes de los

campos difractados se calculan mediante (3.13) y (3.16).

A.2 Implementacidn del método diferencial de la seccidn |11.2

El método diferencial propuesto por Neviere para HA’ requiere la
resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.32) y (3.33)
con las condiciones (3.35) y (3.37) en los extremos del intervalo de integra-

ciodn [:03’1] . Truncando las series, estas ecuaciones son:

N
JC/:m (4) = 2_‘ (3,,,_,,,1 YN ’Fm fg,m(‘ﬁ - S,.,(‘@ (A.14)
m=~N

5. (y) = L S,m (A.15)

o~ , (2‘

\'fm(o) = —_"“‘('h :gm(,03 (A.16)
g2
§m (R - ivL(’m § (n) = —24.‘?(“ LRk Smo (A.17)
&} ﬁ}

En notacidén matricial el sistema a resolver tiene la forma:

\7’:'(‘3) = WV (y) f('ﬂ (A.18)

-

Y (oy = WL, _49(0) (A.19)

-

(P' (h) + u—h 5(“3 = C& (A.20)
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donde ‘«P (‘3) y q) (‘a) son vectores columna de dimensién P=2N+1 y de

~ —
elementos Im (Lé) y Sm (‘3 ), (3 es un vector columna de elementos

. o
CJ - =21 O(')e-b o( hémo , Lo v [.Lh son matrices de Px P con clementos
m

—n.

&Z

) ) v oealt) - -
(u—o\)mnm =" L:i% 5’“”“ Y ("_h \)mlm = -L&(.p;_h 5mmr1 ’ f(% )y ?,(% )
son vectores columna de dimensién 2P _

- &)

~ $'(4)
Fy= C F(Q=

P (4 0 ()

y V¥V (‘-&) es una matriz de 2P x 2P

O
S

NV T

T Sy (Brn-em = Smmr\

! |

El sistema (A.18) es un sistema lineal de primer orden con fun-

-y

ciones incognitas representadas por el vector incOgnita Sr'(% ). Suponiendo

—

conocido F (0) el sistema (A.18) puede integrarse por el método de Runge-

[67]

Kutta pero las experiencias numéricas indican que la utilizacion del méto-

(69]

do de Adams-Moul ton con paso fijo permite disminuir el tiempo de computo.
El esquema de integracidon de Adams-Moulton puede resumirse en las siguientes

expresiones:

i‘Cd ((‘VA) = ﬁ(u‘) + A{ﬁo N(‘d)ﬁ(%_) +

B\ (4-2) 3":(‘3'53 + BV (4-28) \7-3'(1-2‘3) + (A.21)
B VG430 F(ysad |
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f(tws) = &%(@ + A{d\\\/(‘ﬂ 5?'(@ + oy N(%-A)f(ti—a’)
o \Y (*3-2 a) j-"(ta-ZA) } + Ad, V(Léuﬂ (L$+A) (A.22)

+ 0 (s%)

donde oo = 9/2b, di= 19/24, dy = -5/24, o3 = 1/24, (3¢ = 55/24,

By = - 59/24, (32 = 37/24, (33 = -9/24, Para avanzar un paso de integra-
cidn es necesario conocer el vector de incdgnitas 5F en cuatro puntos ante-
riores; por esta razén el método de Runge-Kutta se utiliza en el extremo infe-
rior del intervalo de integracidn. Se dispone asi de un algoritmo que provee

- - -

F (h) dado F (0). como F (0O) no se conoce,el procedimiento seguido
es el siguiente: 1°) se eligen arbitrariamente P vectores independientes

¢1 (o), 141 ¢ N , 2°) mediante (A.19) se calcula L-|»'.1 (0) para cada

CP* (0) con lo cual queda determinado el vector JF% (o), 3°) se integra
(A.18) en el intervalo [0y h7 con el esquema (A.21), (A.22), 4° ) se define
un vector ga = q-"a (h) + “—h $3(h) y 5°) observando que el subespacio
de soluciones de (A.18) que satisface (A.19) tiene dimensién P , resulta

-

que los vectores ¢1 (% ) son una base de dicho subespacio, por lo cual la

solucidn buscada puede escribirse como:

$(°ﬂ _ Sj 4)1 (4) (A.23)
=
o§

Debido a que &= i‘—g es continua en la::"\ , L—P;'(h)= ¢'j(h)y'la

condicién (A.20) es:
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i: Si 1&8(!\‘) + Ly 53(*\3} = q

i:—m (A.24)
L si9i=9
$=-N

(A.24) es un sistema de P ecuaciones lineales con P  incégnitas (453).
Invirtiendo este sistema se hallan los coeficientes SX, lo que permite cal-
cular las funciones incognitas y a partir de ellas los campos en todo el es-

pacio.

A.3 Implementacién del método diferencial del Capitulo IV

El sistema truncado correspondiente a la ejemplificacidn de este

método diferencial es:

™ (1) j:"Cﬂ = WA/ (D fl(‘ﬂ 3/ (1) j:(‘f) (A.25)

st =Y, £Y<£ O

FUN oV FY s oy eYs (n.26)

-

F(o*) = F (o) (n.27)

\Zi:'(o'fj =M G \9?(0‘) + H 5;'(0') (A.28)
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—

F'() + I F(¥) = EX (A.29)

f’(-\{o) v IO 5_;'(-%3 =0 (A.30)

- - -
donde F , F' y F" son vectores de dimensién Pz 2N#1 cuyos elementos

son

las funciones Fm (Y) y sus derivadas primeras y segundas con respecto

aY ;G. IH,lL*,lL-YM son matrices de PXP

('hn/rn = LTﬂn GM‘"TI I“mq.n = Hm-m'\ ;

+ ’ ('\ - ' (7.\) -
H—an‘\ = LA m gmrm ‘) u—mm = Lq’m gmm .) mmm - DM-/W\.
-

y % es un vector de dimensién P : Qm‘-‘-

. (()
2iget® Yo s

o)

—p

El procedimiento para encontrar el vector \F (Y ) con Y en el intervalo

[ -Yo N Yo] se puede resumir en los siguientes pasos:

Elegir arbitrariamente P vectores linealmente independientes
—
\?-% (‘Yo)
Usando la condicién (A.30) determinar los vectores derivados
-—
!
\'7& (—Yo\)
Considerando el sistema (A.25) de P ecuaciones diferenciales de
scgundo orden y P incégnitas como un sistema de 2P ecuaciones
de primer orden con 2P funciones incdgnitas (las P funciones
y sus P derivadas), realizar la integracién numérica de (A.25)
mediante el método de Adams-Moulton con paso fijo descrito en la
ﬂ
seccion anterior. Dicha integracidn provee los valores de \}_d (0 )
=1 - -
y f& ( 0 ) donde el simbolo O se utiliza para indicar que

estos valores fueron obtenidos avanzando hacia Y=O0 desde la zo-

na Y40 | En cada paso de la integracion numérica en esta zona
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se debe invertir la matriz tridiagonal ™ (Y) 1o que se ha he-
cho utilizando un método basado en el algoritmo de resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales descrito en [70].

Empalmar los vectores de funciones en Y=0O , mediante las expre-

siones (A.27) y (A.28) que tienen en cuenta las discontinuidades

-t

en la superficie Y=0 . Se obtienen \?g (ot) y .Si:d'l (O+)
donde el simbolo 0% indica que las funciones estan evaluadas en
un valor de Y que tiende a cero manteniéndose positivo.

Realizar la integracidén numérica de (A.26) mediante el algoritmo de
Noumerov descrito en la seccion A.1 obteniéndose (ji; (Ys) y 53 (o).

—-—
Con estos valores se calculan los vectores C}i ;

G- Fwer Foay e

E1 subespacio de soluciones del sistema (A.25), (A.26), (A.27),
(A.28) y (A.30) tiene dimensién P y como los é;% (Y') son vecto-
res linealmente independientes forman una base de este subespacio.
Entonces la solucidon mas general puede escribirse en términos de esta

base:
N
e d —>
FY = 5§ 3’-{(\’) (h.32)
és—N
Imponiendo la condicién (A.29) resulta:

}i S ﬁ'(YD) ¢ ZN: 5 llfi;':(\(o) =

=
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ES& J;ig(ﬁ331+ U—-gj'CY;) = Ci

i:-N

es decir:
N - -
S Og = % (A.33)
3="N
due es un sistema de P ecuaciones lineales con P incognitas

(los ‘5% ). Inviertiendo este sistema, se obtienen los coeficientes
553 , conociéndose asi las funciones incdgnitas en todo punto
del intervalo [-Y;ffo] (segin A.32)), lo que permite determinar los

campos en todo punto del espacio.

v
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