
Di r ecci ó n:Di r ecci ó n:  Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :Co nta cto :  digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Operadores integrales singulares yOperadores integrales singulares y
aproximaciones de la identidad enaproximaciones de la identidad en

espacios de tipo homogéneoespacios de tipo homogéneo

Aimar, Hugo Alejandro

1983

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Aimar, Hugo Alejandro. (1983). Operadores integrales singulares y aproximaciones de la
identidad en espacios de tipo homogéneo. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.
Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1763_Aimar.pdf

Cita tipo Chicago:
Aimar, Hugo Alejandro. "Operadores integrales singulares y aproximaciones de la identidad en
espacios de tipo homogéneo". Tesis de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.
Universidad de Buenos Aires. 1983.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1763_Aimar.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1763_Aimar.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1763_Aimar.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


OPERAIDRESINTEGRALBSINGULARESY

APROXMCIONESDELAlDBfl'IDADEN

ESPACIOSDETIPOMDGENE)

'I'RABAJOPRESEN'I'AIDPARAOPTARALTITULODE

[DCIURB4CIB‘JCIASMATEMATICAS

HugoA.Aimar

Director:Dra.EleonorHarbouredeAguilera

DepartamentodeMatemática.FacultaddeCiencias ExactasvNaturales.UniversidaddeBuenosAires.

1

Febrero1983

TrabajorealizadocomobecariodelCDNICEI‘enelProgramEspecialdeMa temáticaAplicada,SantaFe.

Estetrabajonohubierasidoposiblesin

1aguíayelesfuerzobrindadospormidireg tora,1aDra.Eleonor'Harboure.Agradezcoa demás,1agenerosayampliacolaooracióndel Dr.RobertoMacías,yelconstanteestímulo infundidoporanbos.

Quieroagradecerespecialmente1abuena

disposicióndelDr.CarlosSegoviaFernández a1dispensarmeeltiemponecesarioparadis cutirvariosdelospuntosaquíexpuestos.

Estetrabajofuerealizadoen¡.50deBe

casInternasdelCDNICEI'enelProgramaEspe cialdeMteuáticaAplicadaen1asededel INTEC(SantaFe),acuyoBancodeDactilógrg 'fasagradezcoelmecanografiadodeestaspá ginas.



W

Enestatesisseestudianproblemsrelativosaoperadoresinte

gralessingularesyaproximacionesdelaidentidadenespaciosdetipoho mogéneo.LastécnicasdeCalderón-Zygrmmdparaeltratamientodeintegrales singulares,handemstradoserútilesaúnenestecontexto,verporejemplo [CW]y[M53].ParalaacotaciónenL2,lastécnicasquerequiereneluso de1atransformadadeFouriernopuedenseradaptadas,puestoquemsecuen taconestructuraalgebraica.Sinembargo,enelCapítuloIIsedemuestra queelmétododeCotlar(ver(Col)puedesergeneralizado,siseimponea1 eSpaciounacondiciónadicionalquellamamospropiedad(P),queconsiste enlamayoracióndelamedidadecualquiercoronaporsuamplitud.Enel mismocapítulosedemuestraeltipodéoil(1,1)ylaacotaciónenLpdel operadormaximaldelastnmcaciones.

EnelCapítuloIIIseextiendeelteoremadeZÓ(ver[2])sobre

eltipodébil(1,1)deaproximacionesdelaidentidad,comoconsecuencia
deunresultadomásgeneral(teorema(3.8))encuyadanostraciónseusaun 'lemadecubrimientotipoBesicovitchparaespaciosnonecesariamenteacotg

dos,incluidoenelCapítuloI .Tambiénsepruebaquesilapropiedad(P) essatisfecha,esteteoremapuedeseraplicadoparageneralizaraespacios detipohomogéneo,yaúnaespaciosconmenorsimetríaenlacasi-distan cia,losresultadosconocidosparanúcleosradialesenR".Asimismose presentanejemplosdeespaciosdetipohonogéneoquecarecendelapropie dad(P)enloscualesestasconclusionesnosonválidas.

ElCapítuloIV'estádedicadoalestudiodelproblemdeMucken

houptdeacotacíónenespaciosLp conpesosdelosoperadoresconsidera dosenloscapítulosanteriores.Enestesentidosedenuestraque,silos núcleostienenlasuavidadadecuada,lacondiciónApsobreelpesow

essuficienteparaobtenerdesigualdadesenLp(X,wdu).Finalmentese pruebaque,sielnúcleointegralsingularsatisfaceunapropiedaddesua vidadanálogaalacondiciónde.DinienLrsobrelaesferaunitariade R",laacotaciónennormapvaleparapesosde1aclaseA

p/r'
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CAPITULOI

ALGUNASPFOPIEDADESBASICASDEESPACIOS

DETIPOmama)

Enestecapítuloseintroducenlasdefinicionesylosresultados

básicossobreespaciosdetipohomogéneo.Seobtieneunlanadecubrimientoquenorequierelapropiedaddeacotacióndelconjuntocubierto.Esto permitedemstrarunlematipoCalderón-Zygnundsobreladescomposiciónde

1

funcionesdeLenespaciosnonecesariamenteacotados.

Finalmenteseintroduceunapropiedaddelosespaciosdetipobg

mogéneonorma],queserádenominada"propiedadP",ysedanejemplosque nuestranquemuchosdelosespaciosclásicossatisfacenestacondición.

Unafunciónd:XxX+R+'u{0}serállamadacasi-distanciasi

existeunaconstantektalque (1.1)d(x,y)=0siysólosix=y (1.2)d(X.Y)=d(y.x) (1.3)d(x,y)sk[d(x,z)+d(z,y)] paratodaternax,y,zdeelementosdeX.

UnconjuntoXenelqueestádefinidaunacasi-métricapuede

serdotadodelatopologíainducidapor1amétricaasociadaalauniformi dadcuyabasesonlosd-entornosde1adiagonaldeXxx:{(x,y):d(x,y)<1/n}.Paraestatopologíalasbolasconcentroenxyradior,B(x,r)={yeX: d(x,y)<r},formanunsistemadeentornosdelpuntox.

Diremosque(X,d,u)esunespaciodetipohomogéneosid es

unacasi-distanciadefinidasobreelconjuntoX,uesunamedidapositi

_vadefinidasobreunao-álgebradepartesdeXquecontienelasbolasy



secumple (1.4)0<u(13(x,2r))SAu(B(X.r))<°° dondeAesunaconstanteindependientedex:Xyr>O.Nosreferirenos akyAcomolasconstantesdelespacio.

Sedicequeunespaciodetipohomgéneo(X,d,u)esacotadosi

existenxo:XyR>0talesqueX=B(x0,R).Enestecasotodabola B(x,r)puedeescribirsecomoB(x,r'),conr'=min{r,2kR}.Enefecto,si yeXsetieneque

d(y.x)sk[d(y.x0)+d(x0.x)1<ZkR,

entonces,sir>ZkRresultaB(x,r)=X=B(x,r').Porlotantoenunespa ciodetipohomgéneoacotado,convendremosalconsiderarsólobolasde'ra diosacotadosuniformemente.

Esunhechoconocidoelqueparaespaciosdetipohomogéneo,la

propiedadde'acotacióndeXesequivalenteaqueu(X)<a .Lademstra ciónessimpleylaincluimospuesseráusadaenellema(1.1).Veamos1a implicaciónnotrivial.Supongamosque1amedidadeXesfinita.Tomemos unpuntoxo:XyparacadaneNelijamosun_númeroRnsuficientementegrandecomoparaqueu(X)-uB(xo,Rïl)<1/n.Sielespacio.noesacotg do,paracadaneN,existeunpuntoxn¿B(x0,2kRn)porconsiguienteB(xn,d(xn,x0)/2k)nB(x0,Rn)=o,puesdehaberunpuntouenestaintel; secciónocurriríaque

dun,x0)sktm“,u)+dcu.xon<kRn+dcxn.xom

queesimposibleporeleccióndexn.EsigualmenteclaroqueB(x0,R“)c B(xn,2kdan,x0)).Entonces,por(1.4)y1aeleccióndeRnyxn,obtg ncnns

u(B(x0,Rn))su(B(xn.2kd(xn.xo)))sc.uuu“,dcxn,xo)/2k))<c/n

qu'eesabsurdo,pueselmianbroizquierdocreceauCX)ye1derechotien; deacerocuandontiendeam.

UnaestructuradeespaciodetipohomogéneosobreXessuficien

teparaobtenerloslemasdecubrimientonecesariosparaladescomposicióndeCalderón-ZdedefuncionesenL1(X,u).

En[CW]sedemestraelsiguientelemadecubrimientodeconjug

tosacotados.

LIMA:SiEEXesunsubconjuntoacotadodeXy{B(x,r(x)):x¿E}

uncubrimientodeEporbolas,entoncesexisteunasucesióndebolasdig juntasB(xi,r(xi))talque1afamilia{B(xi,Cr(xi))}cubreE.Ces unaconstantequesólodependedek.

Paraobtenerelteorenageneraldeaproximacionesdelaidentidad,

necesitamsunlemaanálogo,perosin1ahipótesisdeacotación. (1.5)fi:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomogéneo.SeaB={Bazaer‘} unafamiliadebolasenXtalqueE=uBaesmedibleydemedidafinita. Entoncesexisteunasucesión{Bi}={B(:i€,rri)}c8,posiblementefinita,tal quelasBisondisjtmtasyparaalgunaconstanteC(que'sólodependede k)setienequeEcuB(xi,Cri).Másaún,todaBeBquedaincluidaenal gunadelasB(xi,Cri).

Denostracíón:Observenos,enprimerlugar,quesiAesunasub

familiadeI‘yBAesunabolafijaconAcA,entomes1afamilia

F={Bm:aeAyB(xa,Zkra)nBA+q>l

esdistintadelvacío,yelconjuntoR={ra:BasF}esacotado.Enefecto: sielespacioXesacotadonohaynadaqueprobar.Sielespacionoesacg tado,necesariamenteseráu(X)=a=.Siocurriera-quesupR=°°existiría unasucesión{r5}CRcrecienteainfinitoyrj>rxparatodoj.Sea



zeBAnB(xj,2krj),paracualquierpuntoyeB(xA,rj)esválidaladg sigualdad'

d(y.xj)sk[d(y.x¡)+k(d(x¿.z)+d(2.xj))1<4k3 rJ-.

yestoesdecirqueB(xA,rJ.)cB(xj,4k3rj)dedonde,por(1.4)y1ahi pótesisenEseobtiene

u(B(x¡.rJ-))sCu(B(x1-.rJ-))sCu(E)<°°.

queesimposible,pueselmiembroizquierdocreceau(X)=encuando

.H

tiendeainfinito.

Pasemosahoraa1aconstruccióninductivade1asucesión{Bi}

SeaB1=ByBO’1=B(x0'1,r0’¡)e81talque

2u(B01)>supmas);Be31'}.

Definamos

Bl={Ba=B(xa,ra)e81:B(xa,2kra)n30,1ao},

por1aobservaciónanterior,elconjuntoR1={razBele31}esacotadoy porconsiguientepodemoselegirunabolaBI=B(x¡,r¡)eEltalque2r1> supR1.AdemássiB=B(x,r)e8yBn3124;entoncesBcB(x¡,Cr1) paraunaconstanteCquesólodependedek .Enefecto,supongamosque rsk(1+2k)r1.SiZeByueBnB1setieneque

d(z,x1)sk[d(z,x)+k(d(x,u)+d(u,x¡))]<k[r+k(r+r1)]sC1'1,

enconsecuenciaBcB(x1,Cr1).Esteessiempreelcasopuestoque1ade_ sigualdadr>k(1+2k)r1-noesposible.Siasíocurriera,parayeB(x1,2kr1) nByueBnBsetendríaque

0,11

d(x,y)sk[d(x,u)+k(d(u,x¡)+d(x1,y))]<k[r+k(r1+2kr1)]<2kr .

PorlotantoB-B(x,r)eElyreR1,pero

2r1>supR1zr>k(1+2k)r123r1

loqueesabsurdo.

Hipótesisinductiva:?araiz]hansidoconstruidasBj=B(xj,rj)

yBo’j=B(x0'j,r0,j),j=1,2, ...,italesque (1.6)Bo’jij={BeB:Bn[B¡u...qu_¡]=o},
(1.7)zuaao'j)>sup{u(B):Bij}, (1.8)BJ.eBJ.={Ba=B(xa,ra)eBJ.:B(xa,2kra)nBo.jso},

'(1.9)2rj>supRJ..dondeR.={razB(x¿,ra)e_ñj},

J

(1.10)si13ijyBnszo,setienequeBcB(J¿j,Crj),conC

1amismaconstantequeseobtuvoenelcasoj=1. Tesisinductiva:SiparaalgúnaeI‘labolaBa.noestácont_e_

nidaenningunadelasB(xj,Crj) ,j=1,2, ...,i ,entoncesexisten dosbolasBi+1=B(xi+1,ri+1)yBo’i+1talesquesatisfacen(1.6)a(1.10) conJreemplazaaopori+1.

Demostracióndelainducción:Lafamilia'Bi +1noesvacía,de

locontrarioparacualquierbolaBenBsetieneque

Bn

8:0
...u-¡Dll

J"

'H

sih=min{j:BnBJ-zo},1abolaBpertenecea1aclase8hy,por (1.10)de1ahipótesisinductiva,BcB(xh,Crh) ,encontradicciónconlo supuesto.PorlotantoexisteBoi+1€Btalque

l

1+1

Mami”)>súp{u(B)=Beam).



Por1aobservaciónpreliminarelconjuntoRig1esacotadoysepuedeelegiruna bolaB.e

1+11+1conradiori+1talque2ri+1>supR.SeaB=B(x,r)e

1+1

Bi+1talqueexisteueBnBi+1.Supongamosquersk(1+2k)ri+1,siZeB setieneque

d(2.xi+1)sk[d(2.x)+k(d(x,u)+d(U.xi,1))]

<k[r+k(r+ri+1)]sC1'i+1

loqueimplicaqueBcB(xi+1,Cri”).Perosóloestecasoesposible, puessifuerar>k(1+2k)r

1+1.parayeB(xi+1,Zl<ri+¡)nl30’i+1seten

dríaque

d(x,y)sktd(x.u)+¡«dom-1+1)+d(xi,1,y))1

<k[r+k(r.

1+1+2kri+‘)]<2kr ,

loqueimplicaríaqueBe31+]yenconsecuenciareRi+1,porlotanto

2ri+1>supR1+1zr>k(1+2k)ri+1z3ri+1

loqueesimposible.

Sielprocesoseinterrumpeesporque,paraalgúni ,todabola

Be8quedaincluidaenalgunadelasB(xj,Crj);j=1,2,...,iyla sucesiónfinita[B],...,Bi}satisfacelatesisdellema.Siestenoes elcasoseobtieneunasucesióninfinita{Bi}debolasdisjuntas.Resta demostrarqueparatodabolaBenBexistejtalqueBcB(xj,Crj). Supongamosque

B.n.QB.=cp,

1=11

entoncesparatodo121,BeBi.ComoB0ieÉi ,(1.9)implicaque 2ri>r0,i.SeayeB(xi,2kri)nB0,iy“¡30,1

d(z,xi)sk[d(z,xo'i)+lt(d(x0’í,y)+d(y,xi))]<6k3 ri

estosignificaqueEmi:B(xi,6k3ri) .Deestasobservacionesy(1.7)se concluyeque"

0<p(B)<2p(Bo’i)sC.u(Bi),

perolasBisondisjuntasyestáncontenidasenE ,demodoqueu(E)=a , contrariamentealosupuesto.Porlotanto

0

Bnu

Enzo.

1]1.

Sij=min{i:BinB:o},esclaroqueBijyqueBnBjxo;loque, juntocon(1.10)implicaque13c13(xj,Crj) .C.Q.D.

En[CW]sepruebaeltipodébil(1.1)deloperadormaximalde

Hardy-Littlewood

Mf(x)=supuna)"IIfldu.

B

dondeelsupremosetomasobretodalasbolasquecontienenalpuntox . Haciendousodeesteresultadoydellemadecubrimiento(1.5),seobtie nenlossiguienteslemastipoCalderón-Zygmundparaespaciosnonecesaria menteacotados.DenotemospormB(f)elpromediode1afunciónfsobre B ,mB(f)=u(B)"ffdu.

B

(1.11)LEMA:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomogéneotalquelasbo lassonconjuntosabiertosen1atopologíageneradapord .Seaf una funciónnonegativaeintegrablesobrex .EntoncesparatodoAzmx(f) (mx(f)=0siu()()=ao),existeunasucesión{Bi}debolasdisjuntastí lesque,siBidenota1adilatacióndeBípor1aconstanteCdelle ma(1.5),setieneque



(1.12)mñ_(f)sA<mB_(f),
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(1.13)paratodoxenelcomplementodeuñiytodabolaBconcen

troenx ,vale1adesigualdad mBCf)sA. Demostración:Sea9={xcX:mBOCr)(f)>Aparaalgúnr>0} .Si

I.

n=o,entodoxeXvale(1.13).Seaentoncesxen,-e1conijto (r>0:mmx1_)(f)>A}esdistintodelvacíoyacotado,puesobienXes acotado,obientienemedidainfinitaycanofeL1 ,mu(f)tiende

x,r)

acerocuandortiendeaen.Puestoquemx(f)sAyC>1,esposi bleelegirr(x)demodoque (1.14)mB(x’r(x))(f)>A2"¡BCX'Cr(x))(f). ConsideremoslafamiliadebolasB={B(x,r(x)):xen} .Elconjunto E=uB(x,r(x))esabiertoporlahipótesissobreelespacio.Además

XEQ

u(E)=ufyeX:yeBparaalgunabolaBtalquemB(f)>A}

=u{yeX:Mf(y)>A}5%Ifdu<m.

X

Podemosaplicarellemadecubrimientoparaobtenerunasucesión{Bi} ={B(xi,ri)}debolasdisjmtasdeBtalqueQCECÏB(xi,Cri).Por definicióndeny(1.14)esclaroquevalen(1.12)y(1.13)paraestasu cesión.C.Q.D.

Elhechodetenereltipodébil(1.1),deloperadormaximalde

Hardy-Littlewood,permiteobtenerladiferenciacióndelaintegraldefun cioneslocalmenteintegrables,silasfuncionescontinuassondensasen
L‘

..15)L_B_1\¿:Sea(X,d,u).unespaciodetipolumgéneotalquelasbo s sonconjuntosabiertosylasfuncionescontinuassondensasenL1 . :af20 ,feL1 yAzmx(f).Entonces,si{En}es1asucesiónasg Ladaafy‘ Adeacuerdoallema(1.11),existenfuncioneshntales JelosconjuntosSn={x:hn(x)3‘0}sindisjuntosy

1ov

I.16=f-):LLSCA

)g“hnenYllglL.,

¡.17)j'hndu=0, 1.13)sncnn 1.19)find“)scA"IIf-II¡
dependesólodelasconstantesdelespacio.

Demostración:Podemosconstruirinductivamentemiasucesióndecon

.mtosmediblesdisjuntos{Vn}talque

Hngn

nefecto,sea

v=ñ-uB 11n=zn

k-1

v="-[Vu‘83].
kBknmknn

U
n=1

._-1' .

efinamoshn(x)-[f(x)-u(Vn)[andulxvn(x),xEdenotalafimc1ón aracterísticadelconjuntoE ,esclaroquelaspropiedades(1.17)y 1.18)sonsatisfechas.Porotraparte,usandolapropiedaddeduplicación



(1.4),(1.12)yelhechodequelasbolasEnsondisjuntas,sesigueque

1

ru(ñn)sczu(nn)<c{12]fdusCx'IIfII1. nnn

Bn

loqueprueba(1.19).Deladefinicióndelashnsededuceque

u(vn)"¡fdu,sixev'

Vn

g(X)=n

{(x),sixt:nIl:n

Usandodiferenciacióny(1.13)seobtieneque

g(x)=f(x)sAsixtgñn.

Porotraparte,sixaVn

(ñ)
"msnm,

IJ MV“)

gm=mvntf)s

dedonde,porlapropiedaddeduplicacióny(1.12)seconcluyeque

g(x)sCAsixeuB,

loquejuntocon(1.19)prueba(1.16).C.Q.D.

bosproblemasalosqueseaplicaránestoslemassoninvariantes

porcambiodecasi-distanciasequivalentes,entonces,usandolosresulta dosde[M81]seadvierteque1ahipótesisdequelasbolasseanconjuntos abiertosnoesrestrictiva.¡Msprecisamente,enesetrabajosepruebaelsi_ guienteteorema.

TEORBM:Sead unacasi-distanciasobreX .Entoncesexiste

unacasi-distanciad'equivalentead ,unnúmeroae(0,1)yumcomi tantefinitaCtalque

(1.20)paratodaternax,y,zdeelementosdeXyparatodor>0

quesatisfacend'(x,z)<ryd'(y,z)<r ,valeladesigualdad
Id:(m)-d'(y,z)Isc9'“d'(x.y)°‘.

Porconsiguientelasbolasenlacasi-distanciad'sonconjuntosabier tos.

Cuandounespaciodetipohomogéneoestádotadodeunacasi-dig

tanciacon1apropiedad(1.20),sedicequeelespacioesdeordena .Ig cluiremosenestadefiniciónelcasoa=1queocurrecuandod'esuna métrica.

Enunespaciométrico,esclara1asiguientepropiedad:sizeB(y,r)

entoncesB(z,r-d(z,y))cB(y,r)cB(z,r+d(z,y)).Enlosespaciosdeor denaesválidounresultadoanálogoqueprobaremosenelpróximolemay usaremosenloscapítulossiguientes.
(1.21)LEM:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomogéneodeordena . SeankyClasconstantesde(1.3)y(1.20)respectivamente.Entonces, dadosdospuntoszeyenXyunnúmeror>0relacionadosporlade sigualdad

(1.22)d(z,y)<[c.(2k)"°‘1"’°r , setieneque

o=B(2.r-6r1'°‘d(2.y)°‘)cB(y.r)cB(z.r+61""Jld(2.y)°).

paratodo6talqueC(2k)"°‘s6<[r/d(z_,y)]°.

Demostración:Como
r-«s_r"°‘d(z.y)°‘>r-tr/d(z.y)1"-r"°‘d(z,y)°'-o .
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esclarodueB(z,r-ór1'ad(z,y)°):0.Tomandoz=xyr=d(y,z)+.c, paracualquierc>0,en(1.20),vemosqueC21.Por10_tantode(1.22) sededucequed(z,y)<r.SeaueB(z,r-6r1'°d(z,y)a),entoncesd(u,z) <ryd(u,y)sk[d(u,z)+d(z,y)]<2kr ,usandolapropiedaddeordena delespacioobtenemos

d(u,y)sd(U.z_)+c(2k)"°‘r"°‘d(y.z)°

<r+[C(2k)1_a-6]r1-ad(y,z)°‘sr ,

loqueimplica1aprimerainclusiónenlatesis.Paraverificar1asegunda, tomemosunpuntouenB(y,r).Esclaroqued(u,y)<ryd(u,z)<2kr, aplicandonuevamentelapropiedaddeordenadelespacio,setieneque

d(u,z)sd(u,y)+C(2k)"°‘r1":d(y,z)°‘<r+ar"°d(y,z)°’,

'estosignificaqueB(y,r)cB(z,r+6r1'ad(y,z)°)_.C.Q.D.

Ellema(1.5)puedeserusadotambién,paraobtenercubrimientos

detipoWhitneydeconjuntosnonecesariamenteacotados,comoelsiguiente lemaqueserádeutilidadenelCapítuloIV. (1.23)LBÍA:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomogéneoyseaUun abiertodemedidafinitaestrictamenteincluidoenX .Entoncesexisteuna sucesióndebolas(13(xí,ri)}={Bi}contenidasenUconlassiguientes propiedades:
(1.24)=uB(xí.ri)y (1.25)existeMcNtalqueningúnpuntode'UestáenmásdeMbo

lasde1asucesión{Bi},

(1.26)existeh>1talque,paracadai ,1abolaB(xi,hri)corta

a1complementodeU ,

(1.27)riescomparableconladistanciadeB(xi,ri)alcomplemento

deU ,enelsentidodequesucocienteestáentredosconstan tespositivasyfinita,

(1.28)existeunaconstantefinita»Dtalqueparacadai setienela

inclusiónB(xi,2kri)cMyi,Dri),dondeyiesunpunto enB(xi,hri)yfuerade"U.

losnúnerosM,hy‘Dsólodependendelasconstantesdelespacio.

Lademostraciónesanálogaa1adelteorema(1.3)de[GV]excepto

quealaplicarel1ema.(1.5)podemosprescindirde1ahipótesisdeacota ción.

Interesaespeciahnenteunaclasedeespaciosdetipohomogéneo

paraloscualeslamedidadeunaboladeradior ,esproporcionalar . Másprecisamente,en[MSZ]seda1a.siguientedefinición.

Unespaciodetipohomogéneo(X,d,u)esnormal,siexistencua

troconstantespositivasyfinitasA1,A2,K1,K2,¡(251SK]talesque (1.29)A1rsu(B(x,r))sirsK1u(X) (1:30)B(x,r)=Xsir>l(1u(X) (1.31)A2r2u(B(x,r))sir2K2u({x}) (1.32)B(x,r)={x}sir<K2u({x}).

En[NSI]sedemuestraquedadounespaciodetipohomogéneotal

quelasbolassonconijtosabiertos,sisetomacomodistanciaentredos puntosdiferenteselínfimodelasmedidasdebolasquecontienenaambos yseconserva1apropiedadd(x,x)=0 ,seobtieneunespaciodetipoho? mogéneonormalcon1amismamedidaytopología.

Elpróximolemareúnealgunaspropiedades,queseránmadascon

frecuencia,sobre1aintegrabilidaddepotenciasde1acasi-distanciaen



espaciosnormales.EstosresultadosextiendenloscorrespondientesaJR" dotadode1acasi-distancianormald(x,y)=lx-yln .

UNA:Sea(X,d,u)unespaciodetipohanogéneonormal.Sean

r>0yxunpuntoenX .Entonces (1.33)I

d(x,y)<r

d(x,y)"1du()’)_=°°

(1.34)Id(x,y)-1dm)“,siu(X)="’

d(x,y)21

Si1amedidadelconijtoquetienecanoúnicoelementoelpuntoxescg ro,ysia>0 ,sonválidaslasdesigualdades: (1.35)I

d(x,y)zr

«nyf*“dmwsc.f°

(1.36)Id(x,y)a'1du(y)sc.rGL

d(x,y)<r

conCquesólodependedelasconstantesdelespacio.

Demostración:Paraprobar(1.33)consideremosdoscasossegún

seau({x})>0ou({x})=0 .Siu({x})>0lapropiedad(1.33)esclara, pues1afmeiónintegrandoasumevalorinfinitosobreunconjuntodemedi dapositiva.Supongamosqueu({x})=0 ,entonces1adesigualdad(1.31)es válidapara.todor>0 .ElnúmeroC=2Az/A¡esmayorque1,porcon siguienteexisteunnaturalhtalqueC'hrsK1u(X),porlotantode (1.29)obtenemosque

A1rC'jsu(B(X.rC'j)),

paratodojzh .Deestasobservacionessededuceque

Id(x,y)'1du(y).=XI __d(x,y)'1du(y)d(XpY)<1’j=0rC'J'lsd(x,y)<rC'J

22cjfkumuucün-Mnuncü'bn

jm
zZGir-IEA1rC'j-AZrC'j'1J

j=h
=Z(M-5/0=m.

j=h

loqueprueba(1.33).Deunmodoanálogopuedeprobarse(1.34).

Comoyahemosobservado,siu({x})=0setienequeu(B(x,r))

sA2rparatodor>0 .Estehechoessuficienteparaobtener(1.35), enefecto:

fdum4úwm=ÏI

,_d(x,y)"'°du(y)

d(X.y).21'j=0ZJrsd(x,y)<23+1r

SX(ÜÜ4muÜÜJPHD

j:O

sZAZr'az2""j-Cr'°‘.

j=0

ladesigualdad(1.36)sepruebadelamismamanera.C.Q.D.

E1espacioeuclídeoR"dotadode1acasi-distanciad(x,y)

=Ix-ylnydelamedidadeLebesguem,esunespaciodetipohomogéneonomalydeordena=1/n.Enefecto:1abolaconcentroenxyradio
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renestacasi-métrica,coincideconlabolausualcentradaenelmismo

1/" .Porconsiguientesumedidaesunaconstante

puntoperoconradior vecesr .Six,y,zsonpuntosdeIRntalesqued(z,x)<ryd(y,z) <r,entonces,porelteoremadelvalormedio

(n-1)/n

Id(x,z)-d(y,z)|=IIx-zln-Iy-zlnlsnrIx-yl

=nI_1-1/nd(x’y)1/n'

quees(1.20)paraa=1/n.

Lapropiedaddenormalidaddeunespaciodetipohomogéneoes’in

varianteporcambiodecasi-distanciasequivalentes.Noocurrelomismo conlapropiedaddeordena ,portratarsedeunacondiciónde"suavidad" delafuncióndistancia.Puedendarseejemplossimplesdeestehecho:Si .x=IR,

'lx-yl.s1lx-yl<1

d(X.)')=

le-yl,silx-ylz]

ymes1amedidadebebesgue,laterna(X,d,m)esunespaciodetipo homogéneo.AdemásdesequivalentealadistanciausualenRqueesde orden1.Porotraparte,tomandox=1eyn=1-1/nsetieneque ld(x,0)-d(yn,0)l=¡2-(1-1/n)|tiendea1cuandontiendeainfinito, peroparan>1,d(x,yn)=1/n,loquehaceimposiblelavalidezde (1.20).

EnelcasodeIRncond(x,y)=Ix-ylneslválidalasiguiente

propiedadgeométricamásprecisaque1anormalidad:lamedidadeunacoro naescomparableasuamplitud.Estapropiedadpuedeinterpretarsetambién comounacondicióndesuavidaddem(B(x,r))comofunciónder'.Elsi guienteejemplomuestraqueesindependientedelapropiedaddeordena .

(1.37)Ejemlo:Seaple—>'m’u{0}lafuncióndefinidapor

osix=0

p()¿)-lel-2Jsi255Ix|<3.zj"

23+1,si3 .Zj'1s|x|<Zj+1

es,claramente,una'fmeiónLipschitz.SeaX=1R,mlamedidadebebes gueyd:XxX-—>]R*u{0}definidapord(x,y)=p(x-y).Esclaroque

Ix-ylsd(x.y)'sZIx-yl.

porlotanto(R,d,m)es1mespaciodetipohomogéneonormal.Además,co. mooesLipschitz,desdeorden1.Seae>0 ,entonces

B(0,Z+e)-B(0,2)=(x:Zsp(x)<2+6}

:>(x:3/2sle<2},

porconsiguientem[B(0,2+e) -B(0,2)]>1/2independientementedee .De modoque,enesteespaciolamedidadeunacoronanotiende_aceroalten deracerosuamplitud.

Esprecisoobservarquesibienlasfuncionescontinuasyloses

paciosLpsonlosmismossobre(R,d,m)quesobre(R,I°I,m)laspro piedadesde(IR,d,m)soninsuficientesparalaacotacióndeoperadoresig tegralesquequedandefinidosdeunmodonaturalentérminosdelacasi-dig tanciadelespacio.EnelCapítuloIIIsedaránejemplosdeestoshechos.

Sinembargo,comoveremosenloscapítulossiguientes,lasitua

ciónesdiferentesisecuentaconlasiguientepropiedadqueenespacios detipohomogéneoreemplazaalarelaciónqueexisteenIRnentrelamedi dadeunacoronaysuamplitud:

(P)existeunaconstantefinitaCtalque



u(B(x.r+5))-u(B(x.r))sCs

paratodoxeX,rySelR+.

Lomismoque1adeordena,1apropiedad(P)tampocosubsiste

porcambiodecasi-métricasequivalentes,peroadiferenciadeaquella,in volucralasdosestructurasdelespacio.

Veremsahoraalgunosejemplosenlosqueestapropiedadesváli

da. (1.38)YahenosvistoqueelespacioeuclideoRndotadodelacasi-dig tanciaI-In

yde1amedidadeLebesgue,satisface(P).

(1.39)Enlasección7de[R],seasociaunamétricapinvariantepor traslacionesacadafamiliacontinuadetransformacionesdeRnJTA:A>0} . talque

[ITAIISAsi0<AS1.

Ladistanciadexaceroeselnúmerop(x)definidoimplícitamentepor

ITp'_1(x)|=1.

LamedidadeLebesguedeunaboladeradioren1amétricapesCrtrp, dondetrPdenota1atrazade1amatrizPquegenera{TA}enelsi guientesentido

TA=exp(PlogA) .

1afunciónd(x,y)=p(x-y)"P esunacasi-distanciadeordena=[trP]-1

sobi'eRnyadenás

1/trP

m(Bd(X.r))=m(Bp(X.r))=Cr.

deloquesededuceque(Rn,d,m)esnormalycunple1apropiedad(P). (1.40)SeaX=R2ym1amedidadeLebesgue.Sea«Ralfunafun cióncontinuaycrecientetalque

0(Zt)SCÓ(t)
-1-1

o(Zt)504)(t).

paraalgunaconstantefinitaCytodot>0 .Six=(¡(1.12)eRz,1a función

D(x)=Mx{lx1I;o'1(|x2I)}

defineunacasi-distanciainvarianteportraslaciones.Labolaconcentro enceroyradiotenestacasi-métricaeselrectángulo

I

Rt=(-t.t)x(-o(t).°(t))

Por1apropiedaddeduplicacióndeosetieneque

m(Bp(0,2t))=m(RZt)=81:cp(Zt)sCt4:(t)=Cm(Bp(0,t)).

Porconsiguiente(R2,p,m)esunespaciodetipohomogéneo.Unanormaliza cióndeestaestructurapuedeconseguirsedefiniendo

d(x,0)=inf{m(Rt):xaRt)i.

Esclaroque

4|x1IóClel)si|lesMm“)

d(X.0)=

4|x2|o"(IxZI)si¡le>o(lx1l).



20

porlotanto

Bd(0.r)=(leles0(Ix¡l)y4Ix1lo(lx1l)<r}

u{x:lle>0(Ix1l)y4lleo'1clle)<r}.

Sito>0estalque4t°o(to)=r,labolaBd(0,r)esRioy m(Rto)=4too(to)=r.Enconsecuencia(R2,d,m)satisfacelapropiedad (P). (1.41)Sea{Ut:t>0}unafamiliadeVitaliregularenR"oencual quiergrupolocalmentecompactoGdotadodelamedidadeHaar(ver(RJ), talquelosconjuntosUtsonentornossimétricosdelaidentidadym(Ut)

...+

esunafunc16ncontinuaycrec1entesobreR .Entonces

d(x,y)=inf{m(Ut):x-yeUt),

esunacasi-distanciasobreGym(Bd(0,r))=r.(bservemsqueloseje! plosanterioressoncasosparticularesde(1.41).

Enloscasosprecedentes,lasestructuraslumgéneasdifierensó_

_loenlascasi-distancias.Lasfuncionesdensidad(pesos)quesatisfacen
propiedadesdeduplicación,proveenejemplosconmedidasnoinvariantes portraslaciones.

(1.42)SeaX=R,I-IladistanciausualenRywunafunciónlo calmenteintegrablesobreRtalquesiEesunconjuntomedibley

w(E)=Iw(x)dx,

E

setieneque

w(B(x,2r))st(B(x,r))'

paraalgunaconstantefinitaC.Estacondiciónessatisfechasiwestá enlaclaseA“DdeMuckenhoupt.Latema(IR,|-I,wdx)esunespaciode

21

tipohemog’eneocuyanormalizaciónporelmétododehacias-Segoviaconduce a1acasi-distancia

d(x.)')=ínf{w(B):xeB,yeB}

“MNK-ZX.

Y

=|Jw(z)dz|.

x

SiXelRyr>0,Bd(x,r)={y:IL),w(z)dz|<r}porlotanto,haciendoel cambiodevariablesy->u=_¿(yw(z)dzesclaroque

w(Bd(X.r))=J

{y:Ifyw(z)dz|<r}

X

w(y)dy=m(-r,r)=2r .

Loquesignificaque(1R,d,wdx)esunespacionormalconlapropiedad(P). (1.43)Enalgunosproblemas,porejemplolosestudiadosenelcapítulo III(ver1aobservación(3.31)),lapropiedaddesimetría(1.2)delaca si-distanciadpuededebilitarseexigiencbensulugarqueparaalgún pardeconstantesfinitasC1yC2severifiqueladesigualdad (1.2')c1d(x.y)sd(wc)sczd(m). SiBd(x,r)={y:d(x,y)<r}y(1.4)essatisfecha,setieneque

DOW)=d(X.Y)+d(>’.X)

esunacasi-distanciaequivalenteadconplacualelespacioresultade tipohomgéneo.Enciertoscasos,laventajadeconsiderarlafunciónd enlugardelacasi-métricapresideenqueu(Bd(x,r))puedetenerla suavidadnecesariacomofunciónder,mientrasu(Bp(x,r))carecede ella.
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Seawunafunciónnonegativaylocalmmteintegrabledefini

dasobreR"conunapropiedaddeduplicaciónquehacede-(X,l-I,wd.x) unespaciodetipohomgéneo.SixeysonpuntosdeRndefinimos quepara esclaro paraun

d(X.>')=w(B(X.Ix-yl)).

unpesogeneralnoessimétrica.Porlapropiedaddeduplicación quedsatisface(1.2')y(1.3).Adenás
Bd(X.r)={y=d(X.y)<r}=B(x,t)

t>0talquew(B(x,t))=r.EnlelcapítuloIIIserequerirá

tambiénquedcumplaunapropiedaddesuavidaddeltipo(1.20)enlasg gundavariable.Estoes: (1.20')existenas1yC<=ntalesque sid(z,y)sryd(z,x)sr.

Id(2.y)-dcz.x)lsCr“dcy.x)°‘.

En[GGW]seobtienelasiguientedesigualdad

parapesoswcomelqueestamosconsiderando

w(B(x.¡nc-xo“s) -B(><.Ix-xol))st(B(xo.s))1'Bwmcx.Ix-XOIDB.

paraalgúnBe[0,1)ytodoslospuntosx,xoelknys>0talesque Ix-xolzs.Sear>0,d(z,y)sryd(z,x)sr.Supongamosqued(z,y)z d(z,x),silx-ylsIx-zldeladesigualdaddeGatto,GutiérrezyWheeden sigueque:

Id(z,u)-d(z.x)|=w(B(2.ly-zl))-"(13(2.Ix-zl))

sw(B(z,Ix-zl+Ix-yl))-w(B(z,Ix-zl)) sCw(B(x,Ix-y|))1'3w(B(z,Ix-leB ‘sCrBd(x,y)1'8.

23

SiIx-zl<lx-yl,esclaroque'B(z,lx-zl)cB(x,2lx-yl)yB(z.lz-yl)C B(x,3lx-yl),porlotanto

Id(2.)’)'¿(LimSCd(x,y)sCrad(x,y)1'8.

Loqueimplica(1.20')conaa1-as1.



CAPI'IULO'II

INTEGRALESSINGULARES

Enestecapítulo(X,d,u)esunespaciodetipohomogéneonormal

ykes1aconstantede1adesigualdadtriangular(1.3).

UnnúcleodeCalderón-ZdeenRn

acotadosobre1aesferauni_

taria,escritoentérminosdeladistancianormalizadadeeseespacio,es_ elmodeloparalosnúcleossingularesqueseconsideraránaquí.Supondremos engeneralqueK:XxX—>Resunafunciónmediblequesatisfacelasi guientemayoración
(2.1)existeC>0talqueIK(x,y)|st(x,y)'1paraxxy.

Menosuniformesseránlascondicionesdesuavidadenelnúcleo,

enalgunoscasos(tipo(2,2)yacotaciónenLpconpesos)serequeriráima estimaciónpuntualdeltipoconsideradoen[MSS]enlaprimeraoen1ase gundavariabledeK (2.2)existeae(0,1)yC>0talesquesid(x,y)>2d(y,z)

setieneque

a-1-a.

a)lK(y.x)-K(2.x)lsCd(y.z)d(x,>')

,a-1-a

b)|¡\(X,)’)'K(xoz)lSCd(YIz)¿(LWI

obien,másgeneralmente (2.2')existeC>0yunafuncióncrecienteu;:]R+—>IR+

talque¡1w)t"dt<mysid(x,y)>2d(y,z)
-0

setieneque
'a)IK(y,x)-K(2.x)lsCd(X.y)'1Md(y.2)d(X.>')'1J

b)IK(x.y)-K(X.Z)Isccum)"w[d(y,z)d(x.y)"1.

enotroscasosserásuficientelamásdébil

(212")
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existeC>0ta1_que a)IIK(y.x)-K(=.X)Idu(X)sC

‘d(X.y)>2d(y.z)

b)JIK(x.y)-K(X.z)ldu(x)sC.

d(X.>')>2d(y.z)

Enloquerespectaalaspropiedadesdecancelacióndelnúcleo,

secomiderarándostipos (2.3)

paratodopardenúmerosR>r>0 ,setieneque a)JK(x,y)du(y)=0,paratodoxcX

rsd(x,y)<R

b)JK(x,y)du(x)=0,paratodoyeX,

rsd(x,y)<R

olasmásdébilesanálogasalasde[BCP]y[RJ (2.3')

paratodopardenúmerosR>r>0,setieneque a)IIK(x,y)du(y)|esacotadauniformementeenx,r

rsd(x,y)<R

yR ,ademásIK(x,y)du(y)convergemiformemen

,rsd(x,y)<1

teenxcuandortiendeacero,

b)K(x,y).du(x)|esacotadauniformementeeny,r

rsd(x,y)<R

yR ,ademásÍK(x,y)du(x)convergemifomemen

'rsd(x,y)<1

teenycuandortiendeacero.

EnestecapítuloseestudiaránlosproblemasdeacotaciónenLp
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ytipodébil(1,1)paraeloperadorconnúcleoKtruncadoencoronas (2.4)¡(RJf(x)=J K(X.y)f(y)du(>').

rsd(x,y)(R

eloperadorlimitepuntualyenLp ,Kfyeloperadormaximalasociado K*f. 5.1ACOTACIONENL2

En[CW]seobtieneeltipofuerte(p,p)ydébil(1,1)deunope

2

radorintegralqueesacotadoenLyquesatisfacelacondición(2.2".b), parademostraresteresultadosehaceusodeunlematipoCalderón-Zygmund.

2 seobtienerecurriendoalatrans

EnelcasoclásicolaacotaciónenL formadadeFourieren1aqueestáinvolucradalaestructuraalgebraicadel espacio.Existeotratécnicaparaobtenereltipo(2,2)conunnúcleode Calderón-Zygnund,esdebidaaCotlar(ver[Co])ysebasaenelsiguiente lemageneralsobreoperadoresenespaciosdeHilbert.

LEMADECOPIAR:SeaHunespaciodeHilbertyT1,T2,...,TN

unasucesiónfinitadeoperadoreslinealesycontinuosdeHenH .Sea

1/2

.mx
c:Z—>[0,m)talqueLac(l)sA<en.SiTieseladjuntode’I'i

ia

y51IlTilelscü-j)yIITiTjIIscü-j),entonces

N
IIZTilIsA.

i=1
Estaversióndellemayunademostraciónpuedenhallarseen[G]. Paraelcasodeunoperadorintegralsingularenunespaciode

tipohomogéneopuedeaplicarseestelemaprescindiendodelaestructuraal gebraica,peroexigiendounapropiedadgeométricaadicionalalespacio:la propiedad(P)presentadaenelcapítuloI.Estapropiedadserequierepara obtenerelpróximolema.

Paracadanúmeroentero-i ,xidenotará1afuncióncaracte

rísticadelconjunto

{(x,y)ex><x:(2k)isd(x,y)<(2k)í*‘}

yKilatruncaciónKxidelnúcleoK (2.5)LBWA:Supongamosque(X,d,u)tienelaspropiedades(P)ydeo; dena .SeaKunnúcleosingularquesatisface(2.1)y(2.2.3),enton cesexisteunaconstantefinitaCtalque (2.6)Í IKi(y,x)-Ki(z,x)ldu(x)sC(2k)'aid(y,z)°

X
Demostración:Observemosenprimerlugarque,salvouncasotri

vial,lapropiedad(P)aseguraquenopuedeh'aberpuntoscuyamedidaseapg sitiva,entoncespor1anormalidad,lamedidadeunaboladeradiores táacotadaporunaconstantevecesr .

Seany,zeXe1unenteroyseaClacomtantedeladesi

gualdad(1.20)queporhipótesisessatisfechaporlacasi-distanciad . Consideremosdoscaossegúnelordenentre(Zk)‘llí d(y,z)'a y4C(2k)1'a (2.7).Supongamosque(2k)°1d(y,z)'as4C(2k)1'°.Enestecasolaes timación(2.6)esconsecuenciade(2.1),enefecto

IIKi(y.x)-Ki(2._XJIdimos}IKí(y.x)Idu(x)+í IKi(z,x)Idu(x)
xxx

SCd(wO'1du(x)

(misdtx,y)<(2k)i“

+cd(z,x)“du(x)

(misd(x,z)<(zk)i"1
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sc(2k)'iuta(y.(2k)i*‘)1_ +c(zlo'íutn(z.(2k)i”)1.

elúltimotérminoestáacotadouniformementeeny,zei conunacotaque sólodependedelasconstantesdelespacio,ydelaconstantede(2.1),en toncesde(2.7)sededuce(2.6). (2.a)Supongamosque(2k)elid(y,z)'°‘>4C(2k)"°‘.Elmiembroizquie; dode(2.6)estámayoradoporunasumadedosintegrales,unadelascuales contienelainformaciónsobrelasuavidaddelnúcleo,laotrainvolucrala geometriadelespacio,

IKi(y.x)-Ki(2.X)ldu(x)=l[K()'.x)-K(2.x)Jxi(y.x) xx'

+K(zox) 'Xi(zlx)

S|K(y.X)-K(2.x)ldu(X)

(2k)isd(X.y)<(2k)i+1

+IK(2.x)Ilxi(Y.X)-Xi(z,x)ldu(x)

X
=(I)+(II).

Paraacotar(I),observemosquesixesunpuntodeldominiodeintegra ción,entonces

d(x,y)2(2k)i>d(y,z)c4cczk)"°‘1"°‘>2d(y.z).

porconsiguientepuedeaplicarse1ahipótesis(2.2.a)sobreelnúcleopara obtener

29

(I)sCd(y.z)°d(x.y)"'°du(X)

(2k)ísd(x,y)<(2mm

scd(y.z)°‘(2104“)(21<)i*‘-c(2k)'°'id(>'.z)°.

queeseltipodeestimaciónnecesaria.Porotraparte,esclaroque

(II)=f IK(2.x)Idu(x).

Ai(Ynz)

dondeAi(y.z)=tamara“)-B(y,(2k)i)3Mamani”)-B(2.(2k)í)1y Adenotaladiferenciasimétrica.Usaremosellema(1.21)paraincluir Ai(y,z)enunaunióndedoscoronascentradasenz .Seanr1=(2k)íy r2=(2k)1+1entonces,porlahipótesispresentesobrelarelaciónentre y,z,ei ,setieneque

d(z,y)s[4C(2k)1'a]'1/°(2k)í<[C(2k)1-m]'1/u¡-1

’

<[C(2k)"°‘1“/°‘r2

estosignificaque,tantor1comor2estánenlahipótesis(1.22)del lema(1.21)respectodelparz,yeX .Sielegimos6=2C(2k)1'a,tene mosque

c(2k)"°‘<5<r?d(z,y)'°‘<r;d(z,y)"Jl,

por10tanto,si

ai=(mi-¿(2k)i("°‘)d(z.y)°‘ bi=(2k)í+6(2k)i(1'a)d(z.>')°l

sonválidaslasinclusiones
-(2.9)B(2.aí)cch,(2101)cB(2.bi)
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(2.10)B(z,ai+1)cB(y,(2k)1+1)cB(z,bí+1). Porotraparte,esclaroque (2.11)B(z,ai)c13(2,(mi)cB(z,bi) (2.12)B(z,ai+1)cB(z,(2k)i*‘)cB(z,bi+¡). Observemosademásque (2.13)B(z,(2k)i)cn(y,(2k)i*‘) (2.14)B(y,(2k)í)ce(z,(2k)i”), enefecto,siueB(z,(2k)i),usandonuevamente(2.8)setienequed(u,y) sk[d(u,z)+d(z,y)]<k[(2k)i+(2k)i]=(2101”,loqueprueba(2.13).De' lasinclusiones(2.13)y(2.14)sigueque

Ai(y,z)=[B(y,(2k)i+1)AB(z,(2k)li+1)]u[B(y.(2k)i)AB(z,(2k)i)J .

que,por(2.9)a(2.12)resultacontenidoen

[B(z,bí+¡)-B(z,ai+¡)]u[B(z,bi)-B(z,ai)].

Entonces,por(2.1)laintegral(II)estáacotadapor

cd(x,z)'du(x)+cdcx.z)"du(X)

ai+1sd(x,z)<bi+1.aisd(x,z)<bí

SC 'H(B(z)ai+1))]"' o

elmiembro-derechodeestadesigualdadpuedemayorarseusandolapropiedad
(P),lasdefinicionesdeaiybi ,laelección6y(2.8),conloque seobtiene

-11

(IDSCEai+1(bi+1'am)"a1(bi'ai”

J26(21<)ü”)("°‘)c1(z,y)"l26(zk)í("°‘)d(z,y)°1

A

moi“-¿(2k)(i+1)(1"1)amy)“(2101-cami“"Üdcz.y)°‘

sc(maid(z.y)°‘[1-«5(21<)'°‘id(2.y)"1‘1 sc(2k)"'id(z,y)°‘.

C.Q.D.

Observemosquesienlugarde1acondición(2.2.a),elnúcleosa

tisface(2.2.b)seobtieneunadesigualdadanálogaa(2.6)salvoquelaig tegralseefectúarespectodelaprimeravariabledeK .

EnelsiguienteteoremasedemuestralaacotaciónLmiformeenL2

deloperadorKdefinidopor(2.4).

R,r

(2.15)'I'EORFMA:Sea(X,d,u)comoenellana(2.5)yKunnúcleosin gularquesatisface(2.1),(2.2)y(2.3).EntoncesKR resacotadocomo

D

2

operadorenLconnormaindependientedeRyr .

Demostración:Notemosenprimertérmino,quetodoespaciodeti

pohomogéneoesa-finitoenelsentidodelamedidayporconsiguientepg

2

demosaplicarlosteoremasdeFubiniyTonelli.ParafeLyxeX ,la funciónKj(x,y)f(y)esabsolutamenteintegrableenlavariabley .En toncesIK].(x,y)f(y)du(y)defineunafuncióndexquedenotamos’l':jf(x) EloperadorTJ.eslinealycontinuocomooperadorenL2 ladesigualdaddeSchwartzy(2.1)sonválidaslassiguientesmayoraciones

,enefecto,por

Iij(x)Izs{IXIKj(x,y)|1/2If()')lIKJ-(X.y)|1/2dum}2

sulK-(x.y)llf()')|2du(>')}'{fIk.(x.y)lemm}

xJx3
5chIKj(x,y)I|f(y)|2du()’).
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integrandoenlavariablex ,invirtiendoelordendeintegraciónyusan donuevamente(2.1),obtenemos

222

IIT-fIISCIlf()')|{fIK-(x,y)|du(x)}du(>')sCIIflI..

J2xXJ2

E1adjuntodeTJ.eseloperadorintegralconnúcleoRJ.(x,y)'igKj(y,x), esdecir

T;g(x)=IKjtm)g(y)du()').

X

congeL2 .ParaaplicarellemadeCotlar,esnecesarioacotarlasnor

iic

masdelosoperadores'I‘iTJ.y’l‘iTJ.

t

cribírTiTJ.comooperadorintegralconnúcleo

.ElteoremadeFubinipermitees

I K¿(y.x)Kj(y,z)du(y). x.

2

enefecto,sifesunafuncióndeLsetieneque

TÉTJ.f(x)=Í Ki(y.X)TjfCY)dub')

X
=f Kimx){fKj(y.z)fmdu(2)}du(>')

XX

=I{IKi(y.x)¡(J-(m)du(y)}f(2)du(z).

XX

R

Enconsecuencia,esclaroporladesigualdaddeSchwartzqueI'I‘iTjf(x)I2 estámayoradapor (2.16){fxnfxxi(y,x),l<j(y.z)du(y)lmm?du(Z)}

.{I
XIIXKi(y.x)¡(J-(mz)du(y)ldu(z)}
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necesitamosestimar1aintegraldeestafuncióndelavariablex ,cones tefinconsideraremosdoscasossegúnseaizjoj>1 . a)izj .E1segundofactorde(2.16)estáacotadodemanerauniformeen

i,jyxenvirtudde1apropiedad(2.1)delnúcleo.Porlotanto,usa:_l_ do1ahipótesisdecancelación(2.3),ellema(2.5)ynuevamente(2.1), tenemosque

IITÏijuÉ{IIJKi(y,x)Kj(y,2)du(y)|lf(z)lzdu(z)}du(x)

sCI
=CM¡[[Ki(y,x)-Ki(z,xnKj(y.z)du(y)|¡fun2du(z)}du(x) scjlflznzfIKJ-(y.z)I[IKicy.x)-Ki(z.x)lducx)du(>')du(Z) scílf(z)lzd(y.z')°‘"(21<)"“idu(y)dutz)

(2k)jsd(y.z)<(2k)j“

scczm‘“L(2k)(°‘")5moi”uf";

-aIi-j|

=cmoufu; .

Comoladesigualdadobtenidaesválidaparatodaf enL2 concluimos

*_2

QueIlTilelsCÜk)“'13” .

b)i<j .Enestecasoestimemosmejorelsegundofactorde(2.16).Para

elloprocedamosconélcomosehizoconelprimeroenelcasoa).Esto es,aplicando(2.3),(2.5)y(2.1)setieneque

JIIKiO'fiC)Kj(y,z)du(y)ldu(z)=IIIKi(y,x)[Kj(y,z)-Kj(x,z)]du(y)|du(z)

sJIKi(y,x)I[¡Kj(y.z)-Kj(mndu(l)du(y)



sc} _.d(X.y)a'1(2k)'ajdu(Y)

(2k)1sd(x,y)<(2k)1*‘'

sC(2k)'°"í'5'.

Entonces,porlaestimación(2.16),esclaroque

ur;TJ.fuÉ sc(2k)'°"i'jIJlf(z)|2J|Kj(y,Z)IJIKi(Y,X)ldu(x)du(y)du(z).

sc(2k)'°"i'j'uf"; .

demodoquetambiénenestacasoobtenemos

ur;rjusC(2k)'°"i'j"2.

Porlasimetríaenlashipótesissobreelnúcleoesválidalamismaacota

t

c16nparaIlTi'I‘jll.

Si1esunnúmeroenteroyc(1)=C(2k)'°‘”‘|/2 1/2

,severifica

queZc(1)=A<=,porconsiguienteparai<jellemadeOotlarpemi_ teconcluirque

J’
IIZ.T1IISA.

11

SeanryRtalesque0<r<R<m,existenenteros1yJdemodoque (2k)isr<(2k)1+1y(2k)st<(2k)j+1,entonces

'-1

-J

KR’Tf(x)=K(X.y)f(y)dub")+X

_T1f(x)

(2k)Jsd(x,y)<R1=i+1

+K097)fly)duCY)o

-sd(x,y)<(2k)“"

Porlotanto,paraobtenerlatesisserásuficienteque.losoperadoresdefi_ nidosporelprimeroytercertérminosenlaigualdadanterior,seanacota
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dosenL2

uniformementeenRyr .Estoocurre,puesanbosestándomi_

nadossuperionnentepor1afunciónmaximaldeHardy-Littlewooddef .Ve_a_ nosporejemploelprimerodeellos

lK(X.y)fly)du(y)I
(2103"sd(X.y)<R

sCd(X.y)'1¡romdu(y)

(2k)jsd(x,y)<moi”

scczkfjIf(Y)|du()')

B(x.(2k)5*‘)

sC.Mf(x)

Csólodependedelasconstantesdeiespacioyde1aconstantede(2.1) C.Q.D.

E1hechodequeelordendelespacioyelexponenteen1acondi

ción(2.2)coincidannoesrestrictivo.Enelcasodeserdiferentes,ambas propiedadesseverificanparaelmínimodeestosdosnúmeros.

Esclaroqueelmismoresultadodelteoremaesválidoparaelope

radoradjunto

a.

(2.17)Klr{(x)=

R,K(>'.x)f(y)du(y)

rsd(x,y)<R

5.2ACIÏTACIQVYCDNVERGENCIAENLp .TIPODEBIL(1,1)

00msemencionóen5.1,paraobtenerlostiposfuerte(p,p)

2

ydébil(1,1)deunoperadorintegralqueesacotadoenL .essufi cientequeelnúcleosatisfagaunapropiedaddeltipo(2.2".b).Además

1

lasnormasenLp yenLdébildeloperadordependensólode1anorma
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enL2 ydelaconstantede(2.2").Comocorolariodeesteteoremade CoifrnanyWeissseobtieneelsiguienteresultadorelativoaloperador truncadoKR,r. (2.18)TEORBlA:Sea(X,d,u)talqueparacadaxeXlamedidadel conjunto{x}escero.SeaKtmnúcleosingularquesatisface(2.1)y (2.2".b)talqueKRresacotadoenL2uniformementeenRyr .En

I

tonces,si1<ps2yfeLPsetieneque

flsCIf .

IIKR’rIppl||p

SifeL1

.-1

u{XeX.IKR'rf(x)I>A}sC1Anfu.1

conCpyC1independientesdeR,ryf .

Demostración:Porlaobservaciónprecedente,elteoremaestará

probadosisedemuestraqueelnúcleoKRl_(x,y)=K(x,y).XRr(x,y)sati_s_

DI

face(2.2".b)conconstanteindependientedeRyr ,XRI_(x,y)denota

i

1afuncióncaracterísticadelconjunto

{(x.y)eXxX:rsd(x,y)<R}

Procediendodeun¡TDdOanálogoa1dellem(2.5),obtenemos

IKRJCXJ)-KR’r(X.y)lducc)

d(X.y)>2d(y.z)

.SXR,r(xnz)IK(X,Z)-ch’y)Idu(x)

d(X.y)>2d(y.z)

+¡K(x.y)lIxR,r(X.z)-xR,,(x.y)Iducx)"

d(X.y)>2d(y.z)
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laprimeraintegralestáuniformementeacotada,puesKsatisface(2.2".b). Paraestimar1asegundaintegral,observennsquesudominiodeintegración está'contenidoen[B(y,R)AB(z,R)]u[B(y,r)AB(z,r)],entoncespor(2.1) quedamayoradapor

cdom"'dum+cd(X.z)'1du(x)

mamon) ¿(x.y)>2d(y.z)

B(y.r)AB(2.r) d(X.y)>2d(y.z)

Paraacotarunadeestasintegrales,porejemplo1aprimera,supondrems doscasossegúnelordenentreRy2kd(y,z): a)Rs2kd(y,z).Esclaroque (2.19)amy)"dutx)sd(y.z)"urncmuaczm):.

B(y,R)AB(z,R) d(X.Y)>2d(Y.z)

six:B(z,R)setieneque

d(x,y)sk[d(x,z)+d(z,y)]<31(2d(y,z).

' loquesignificaqueB(y,R)AB(2,12)estácontenidoenB(y,3k2d(y,z)).

Estehechojuntocon1anormalidaddelespacioy1ahipótesissobrela medidadelosconjuntosunitariospermiteacotaruniformementeelmiem broderechode(2.19).

H
¡D

R>2kd(y,z).Enestecasosonválidaslasinclusiones

B(y,R/2k)cB(z,R)cB(y,2kR)

porconsiguienteB(y,R)AB(z,R)estácontenidaenB(y,2kR)-B(y,R/2k) y1aintegralaestimarestámayoradapor

dany)"du(X)



queresultaacotadamifomemente.C.Q.D.

ObservemosquesielnúcleoKsatisfacelahipótesis(2.2".a)

enlugarde(2.2".b),elteorema(2.18)puedeaplicarsea1núcleoadjunto l.((x,y)=K(y,x)ypordualidadseobtieneeltipofuerte(p,p)para Z<p<°°deloperador¡(RJ.

Paraobtenerresultadosdeconvergenciadelosoperadorestrunca

dosKR’rcuandortiendeaceroyRainfinitoesnecesario,comoenel casoc1ásico,queunespaciodefuncionessuavesseadensoenLp .Estopue dehacersesielespacioesregularenelsentidodelamedida.Enelcon textodeespaciosdetipohomogéneoestánbiendefinidaslasclasesdefurl cionesLipschitz,estetipodesuavidadessuficienteparanuestrospropó sitos. (2.20)fi:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomogéneoqueesregular enelsentidodelamedida.EntoncesexisteBe(0,1)talquelasfuncio nesdeclaseLipschitzBconsoporteacotadosondensasenLp ,lsp<m.

Derrostración:Sif eLpyfzo,entonces,com‘Xesunión

'numerabledebolasconcéntricas,existeunasucesión{fm}defunciones

simplesconsoporteacotado,Osf1s ...sfms...sftalquelímfm(x)=f(x). Estoreduceelproblemaaaproximarfuncionescaracterísticasdeconjuntos mediblesacotadosporfuncionesdeclaseLipschitzconsoporteacotado.C2 mosemencionóenelCapítuloI,paraalgúnBe(0,1)existeunacasi-dis tanciaodeordenBequivalentead .SeaEunconjuntomedibley acotadoenXye>0 .Por1ahipótesisderegularidadde1amedidares pectode1atopologíadelespacio,existenKyGuncompactoyun abiertorespectivamentetalesqueKcEcGyu(G-K)<e.Esclaroque Gpuedeelegirseacotado.SiG'denotaelcomplementodeGyp(x,A) =inf{p(x,y):yeA},1afunción
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300-ocx.c')to(x.c')+o(_x.K)J"

valeunosobreK ,cerofueradeG. ,tomavaloresentreceroyunoyes declaseLipschitzB .Entonces

-P =Ppp

||xEgIIPIxE(x)-g(x)|du(x)s2du(x)<2e.

G-K

C.Q.D. (2.21)TEOREMA:Sea(X,d,u)regularenmedidaytalqueparacada xaXlamedidadelconjunto{x}escero.SeaKunnúcleosingularque satisface(2.1),(2.2".b)y(Z.3'.a)talqueKR'resacotadoenL2uni formementeenRyr .Entoncessi1<ps2yfeLp ,existeellimite ennonnaLpdeKR’rfcuandor+0yR-Nn.SisedenotaporKf estelimite,setienteque

KfSCf o
llllppIlIIP

Demostración:SiR2>R1>1>r1>r2>0,feLPygesuna

funcióndeclaseLipschitzBconsoporteacotado,aplicandoelteorema (2.18)obtenemos

IIKf-Kf=Kf-Kf

R235R1'r1"PH l'1'1'2R2'R1"1’

sIIKr

1’,2(f-g)up+uKRZ’R1(f-g)up

+IlK|I+IIK

r1.r2g pR231gIIP

s2€lef-glb‘rIIKrPr2gllp +IIKRZ’R1gllp.

Porellema(2,20).puedeelegirsegdeclaseLipschitzBconsoporte acotadodemodoqueHf-gllpSeaarbitrariamentepequeño.Porotraparte
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1adesigualdadintegraldeMinkowskiyellema(1.35)permitenobtenerla siguientemayoración

IIKRZ'R1gIIP={III

XR1Sd(x,y)<R2

p1/p

K(X.y)g(y)duo)!du(x)}

1/p

'P

scfIgmufdcx.y)du(x)}duO’)

XR1sd(x,y)<R2

sCR.¡(1'p)/pIlgíl1,

camp>1esclaroque||KRZ’R1gIlptiendeacerocuandoR1crecea infinito.Finalmente,haciendousodelapropiedaddecancelación(2.3'.a) deKydelasuavidaddegesposibleestimarllK

1.1,ngIlp,enefes

to

Kr,r3(¡FIl<(m')[gm-g(X)Jdu(y)

12 rzsd(x,y)<r1

+g(x)f K(X.y)du(y).

rzsd(x,y)<r1

porconsiguiente,envirtudde(2.1)ydellema(1.36),esválidaladesi gualdad

8-1

IKg(x)IsCJd(X.y)du(y)
lr1'1'2

rzsd(x,y)<r1

+c¡f K(x,y)du()')|

r25d(x,y)<r1

K(x,y)du(y)l

sCr18+CIJ

rzsd(x,y)<r1

PorlotantoIKr rg(x)lesacotadoyconvergenteacerouniformemente

1’2
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cuandor1tiendeacero.SeanxoeXyR>0talesquesopch(xo,R), comor1<1setieneque

PP

uKsII ¡Kurngdutx).

B(x0,2kR)12

K

EntoncesIlI.1_¡.2gllp gualdadde1atesis.esconsecuenciadelteorema(2.18).C.Q.D.

tiendeacerocuandor1tiendeacero.Ladesi

Observemosquesiademásdelashipótesisdelteorema(2.21),K

satisface(2.2".a),seobtieneelresultadopara2<p<m.SiKtambién verifica(2.3'.b),existeKlimiteenLpdelosoperadoresKRryv3

I

lelade51gualdadIIKfIlpsCpIlfIlp. 5.3ELOPERAIDRMAXIMALDELASTRUNCACIONESYLACONVERGENCIAPUNTUAL

SielnúcleosingularKsatisface1acondición(2.1)yfes

unafuncióndeLpparaalgúnpfinitoymayoroigualqueuno,1aintg gral

f ch,y)fmduo)d(x,y)21

esabsolutamenteconvergente.Paraestetipodenúcleoses,entonces,suf_i_ cienteestudiarlaconvergenciapuntualdelosoperadores

Kef(x)=j K(x.y)fcy)duCY).

esd(x,y)

esteproblemaestáestrechamentevinculadoa1dedeterminacióndeltipo deloperadormaximalasociado

K*f(x)=sup|K€f(x)l.

e>0

EnestasecciónseobtendránlosresultadosdeacotaciónenLp ytipodá

t

bil(1,1)paraeloperadorK .
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ObservemosenprimerlugarqueparafeLp13p<en,y

xeX ,Kef(x)escontinuaporlaizquierdacomofuncióndee>0 .Por lotanto

supIKef(x)I=sup{¡K€f(x)l:eeQ+}, c>0‘

ú

yporconsiguienteKf(x)esunafunciónmedible.

Paraobtenerel tipodébil(1,1)deloperadorK” pormediode

unlemadetipoCalderón-Zygmtmd,esnecesarioprobarqueKg esacotado enalgúnLp .Esteresultadoesconsecuenciadeunamayoraciónpuntual porunasumadeoperadoresconocidos.Unaestimacióndeestetiposecons_i_ gueconelmétodoqueen[R]seaplicaaintegralessingularesenRny en[D]aintegralesdeCauchysobrecurvasLipschitz.Sixesunpm

o

_todeXye>0,Kef(xo)esiguala
(2.22)fmx.y)-¡((x,y)]f(y)duo')+Kf(x)-chBf)(x).

O(Kate)

d(xo,y)z+:

conX6B(xo,e/2k)yfeLp(1<p<°°).SielnúcleoKsatisfaceuna condicióndesuavidaddeltipo(2.2'.a),elvalorabsolutodelprimerté; minode(2.22)seacotaporunaconstanteveceslamaximaldeHardy-Little wooddefenxo.Porconsiguiente (2.23)lKef(xo)lsCMf(xo)+ll(f(x)|+IK(xB(xe)f)(x)!.

o!

paratodoxeB(xo,e/2k).TomandopromediossobreB(x°,e/2k)enambos miembrosde.(2.23),aplicandoluegoladesigualdaddeH61deryelteorema (2.21)setieneque

IKEf(xo)lsCMf(x0)+b!(l(f)(xo)

+u(B(xo.e/2k))"f

|K(xB(xo’c)f)(x)!du(x)

B(Kms/2k)

sCMf(xo)+M(Kf)(xo) +u(s(xo.e/2k))'”r[I Im“xe)f)(x)l'rdu(x)1”’

x°'

sCMf(xo)+M(l(f)(xo)+[M(|fIr)(xo)]1/r.

Si1<r<ptodoslosoperadoresmayorantessonacotadosenLpyporlo

'a

tantotambiénloesK .

Paraeltipodenúcleosqueestamosconsiderandosepuedeobtener

fl

unaestimaciónmejordeK ,análogaalaquesepruebaen[S]enelcg soeuclídeo,usandoelteoremadeCalderón-Zygrmmdsobreaproximacionesde laidentidad.Elresultadoeselsiguiente. (2.24)TEOREMA:Sea(X,d,u)regularenmedidaytalqueparacada xaXlamedidadelconjunto{x}'escero.SeaKunnúcleosingularque satisface(2.1),(2.2'.a)y(2.3')talqueKR’resacotadoenLZuni formementeenRyr .EntoncesexisteunaconstantefinitaCtalque paratodafeLpcon1<p<m,esválidaladesigualdad

K'f(x)sCMEKf](x)+emm.

MeseloperadormaximaldeHardy-LittlewoodyKeloperadorlímiteen Lpdelteorema(2.21).

Demostración:Seanae(0,1)ypunacasi-métricadeordena

equivalentead ,a1ya2constantestalesquealpsdsazo.SiA1, A2yl(1sonlasconstantesdenormalidaddep((1.29)a(1.32))y sielespacioXtienemedidafinita,esválidalasiguientedesigualdad

fi

(2.25)Kf(x)ssup{lKef(x)l:0<e<2A2K1A11u(X)}

+sup{ll(€f(x)|:ZAZKIAï1u(X)se}

IElsegundosumandoenelmiembroderechode(2.25)estámayoradoporuna
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constantevecesMf(x).Enefecto,por(2.1)yporserXunabolade

Porconsiguienteoe(x,-)esLipschitza .ComelnúcleoKsatisface

medidaacotadaporesetieneque

1apropiedaddecancelación(2.3'.b)esválidoelargunentoquehemsusa

“(ef(¡H5CJ¿(x,y)'1|f(y)|¿”(y)doen1ademostracióndelteorerm(2.21),paraprobar1abuenadefinición

d(X.y)zcpuntualde.H€(x,y).

SC¿“1J “o.”¿”(y)SCMf(x)_Parae>0yxaXdefinimosge(x)=&o€(x,z)du(z).Dennstrg

X remosahoraque,para0<e<2A2K1A;1u(X)existenconstantesfinitas

Porlotantoserásuficienteobtener1aestimaciónde1atesisparaelop_e_C1YC2talesque radordefinidoporelprimersunandodelmiembroderechode(2.25).Sea

a(2.28)C1sge(x)sczparae>0yxeX

4510,“)->[0,60)unafuncióndeclaseC ,decreciente,consoporteen

-1

mSe=2 ..'''

[0,”ytalqueLMt)dt=1.Sie>0denotsconÓeu'z)alaaaAZA1>1,por(129),(131)y1ahipóte51ssobre1amedidade

__1A....

funcióne14)(p(x,z)e) ydefinimosunnúcleosobreXxXde1asiguienoscommtosmltanosseneneque temanerau(Bp(X.ar))-“(BOÜCJDZZAZr-A2r=A2r. .

_paratodortalquearsK1u()().Porlaspropiedadesdeoy1adesi

(2.26)H€(X.y)=[x46(x.-)J(y)=1ímí K(z.y)o€(x,z)du(z),_,_,

6+0¿(zn26gualdadanteriorobservandoque1arestr1cc16nenepuedeescribirse

ca'1<l(1u(x),obtenemos(2.28)delsiguientenodo°

SabemosqueestelímiteexisteenelsentidodeLp ,puesparaxfijo k,_. oe(x,z)estáenLpcomofuncióndez .Laspropiedadesdéoyde1a1a
'casi-distanciapaseguranquetambiénexistelimitepuntual,enefecto:1=Mt)dt:¿oMt)dt

fijadosc>0yxeX,1afunciónoe(x,-)tienesoporteacotado,es9a'k-1 acotadaypor1apropiedaddeordena.de.psetieneque

_2sCe'1XNik-HAZea'k'-2

(2.27)loe(x,z)-oe(x,u)lsCelp(x,z)-p(x,u)|k=0

-21-aa

sCe[(.z)+p(.)J.z) -°° -----

0xx""m sce‘¿«ok‘nm%umak5»m%umakïn

sC5-1":p(u,z)°l'k-O

51p(x,z)<2kcyo(x,u)<2ke.Sip(x,z)<cyp(x,u)22kcentor_1_SCge(x) ces0€(x,u)=0yp(u,z)>e ,porlotanto

=-1° -1.

¡08092)-oe(X.u)ISC¿isCesanz)"l.'Ce¿o“pa'l”)du“)

-kk
e2‘1Sp(x,z)<e2



¡1
stMt)dt=c_.

o

ConsideremoselsiguientenúcleosobreXxX

(2.29)OEOW)=H¿(X.y)-K¿(X.y)gsm. parae<2A2K1A;u(X),KE(x,y)eslafunciónquevaleK(x,y)si d(x,y)zeyceroencasocontrario.Probaremosenloquesigueque{o} es unaaproximacióndelaidentidad,másprecisamente

-1-1

(2.30)Ioe(x,y)|sec(o(X.y)e) , paraalgunafuncióncdecrecienteeintegrablesobreR+ . i)Supongamosquep(x,y)<2a2a? c .QJCI'GITIOSdefinirCenelintervalo

[0,2a2a;) .Elvalorabsolutodelsustraendode(2.29)seacotapor C9-1

envirtudde(2.1)y(2.28).Paraestimarelminuendode(2.29),

notemosqueenlasintegralesquedefinenHe(x,y)en(2.26),sólocon tribuyenaquellospuntoszparaloscualesp(x,z)<e .Porlahipótg sispresentesobrelarelaciónentrec ,xey ,1aequivalenciade lascasi-distanciasdypmuestraquecadaintegralen(2.26)puede tomarsesobreunacorona{zz65d(z,y)<Ce} .Esposible,porconsi guiente,aplicarlapropiedad(2.3')de-Ky1adesigualdad(2.27)pa raobtener

IHE(X.>')IslímIK(2.>')II4>¿(x.z)-ésa”)!du(z)

¿»o

55d(Z.Y)<C€

+límIK(2.y)du(2)Iloe(x.y)I

6+0

6sd(z,y)<Ce
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SGC-1'“p(z,y)°'1du(z)'+Cc'1

p(Z.y)<Ce

\SCE-1

Resumiendol0€(x.y)|sCE.1sip(x,y)<2a221;] ,estopermitetomarc

-1

constanteenelintervalo[0,2a2a1) .

11

ii)Supongamosquep(x,y)zZaZa; e .SepretendedefinirLen[2a2a1,m).

(bservemsque060:”)esiguala

11m“((100'¡((XJNÓED‘IZ)(il-¡(2)I 6+0

d(z,y)26

yqueaestasintegralescontribuyensólolo_sztalesquep(x,z)<e , parataleszsetieneque

d(x,y)2211p(x,y)22aze>2a2p(x,z)22d(x,z).

B1consecuenciapodemsaplicar(2.2'.a)paramayorar=|O€(x,y)lde lasiguientemanera

I0¿(x,)')lsCdcx.y)"‘I'Ed(2.x)d(x.y)'1lo¿(X.2)duCZ)

X

sCd(x,y)"wtazeamy)":05092)ducz)

X

—1--

sCa1muy)1wta2a1‘eo(x.y)1] .

notemosquesi((t)=Ct-1‘i'(aza;t') ,elúltimomienbroenlade

1 ¿[00cm6'11 o

sigualdadanterioresc

Laspropiedadesde‘l'implicanquecesdecrecienteeintegra

ble.Porconsiguiente(2.30)estáprobadayentonces
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(2.31)II mw)fly)du(y)IsCMr(x-).

X

queseobtiene,comoenelCasoeuclídeo,descomponiendolaintegralencorg nasdiádicascentradasenxyaplicandolaspropiedadesdec .

Sea1<p<myqelconjugadodeH61derdepzp'+q'1=1.Sif

estáenLP ,comoH€(x,y)estáenLqdelavariableyparaxfijo, laintegralfH€(x,y)f(y)du(y)esabsolutamenteconvergente.Además,

x.

lle(x,y)eslimiteenLqdelavariableydeI

K(2.Y)04m)du(z)

d(z,y)26

para6quetiendeacero.Porotraparte,porelteorema(2.21‘),Kóf convergeaKfenLp .Conestasobservacionessonclaraslassiguien tesigualdades (2-32)H€(x,y)f(y)du(y)=ïl¿1f(>')K(2.y)<be(x,z)du(z)du()‘)

xXd(z,y)zó

=Éïrgíoe(x,z)f(y)K(2.y)du(y)du(2)

Xd(z,y)26

=06092)Kf(z)du(z).

X

De(2.29)y(2.32)sigueque

\

2€(x)K¿(x,y)f(y)du(y)=HE(X.y)f(y)du(y)-0€(xJ)f(y)du(y)

xx

><

=Jocow)Kf(y)dun-Jonny)fty)du()’)

xx

Finalmentede(2.28)y(2.31)obtenems
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II Keüw)fcy)du.()')|scIg¿(x)f Keegy)f(>')du(Y)l
XX

SCMEKf](x)+CMf(x),

para0<e<2A1K1A;1u(X).C.Q.D.

Elresultadosobretipodébil(1,1)eselsiguiente.

(2.33)TEOREMA:Sea(X,d,u)regularenmedidaytalqueparacada xeXlamedidadelconjunto{x}escero.SeaKunnúcleosingularque

t

satisface(2.1),(2.2".b)ytalqueeloperadormaximalKesacotadoen

k

L2 .EntoncesKesdetipodébil(1,1).

Demostración:Podemossuponerquelasbolassonconjuntosabier

tosenlatopologíadelespacio,puéssipesunacasi-distanciaequiva lenteady

K(X.y)f(y)du()')I

p(X.y)ze

K*f(x)=sup| pe>0

por1apropiedad(2.1)delnúcleo,setieneque

at
Kf(x)sKpf(x)+CMf(x) K:f(x)sK”f(x)+CMf(x).

Enconsecuencia,porlaspropiedadesdeM ,tantolashipótesiscorrola tesisdelteoremasubsistenporcambiodecasi-métricasequivalentesypo demostomarcomopladeordenaasociadaad .Seafzo,feL1,cg moKt espositivamentehomogéneoessuficientedemostrarque
(2.34)u{XeX:¡(“roo>1}scIIfII1. Observemosquesimx(f)>1entoncesHÜOSIlfll1conloque (2.34)esválida.Simx«(f')s1 ,1afimciónfyelnúneroAs]están



5°s1

en1arelacióndelahipótesisdellema.(1.15),por10quefpuededes-m1.{ne¡N¡Sn:una}’ componersecomosimadeunafunciónacotadamásunaseriedefuncionescon

=:-B

soportesdisjuntosypromediosnulos.Enloquesigueseusarálanotaciónm2{neNSn:x(x’en'

...a1

deaquellema.Porlasubad1t1v1daddeK ,esclaroquem3={ne¡N¡existeny]eyzensnTalesque“¡0,12€y¿(x'y2)<e}_

káú

(2'35)u{x‘x:K“xpHS"{xaX:K¿(XP“zh”{xexzKh(x)>1/2}'Esclaro,entonces,quea1aintegralKeh(x)=XKahnbc)contribuyensólo E1primersumandoenelmienbroderechode(2.35)puedemayorarseusando1alosneJNZuIN3.Sine¡NZ,por(1.17)setieneque

2

t

hipótesisdeacotaciónenLdeK ,(1.16),(1.18)y(1.19):

(2.37)Kennoc)=[K(x.y)-K(x.xn)1hn(y)du()')

u{xax:K*g(x)>1/2}s4[K*g(x)]zdu(x)d(x.y)ze

X ParaneN3,lacondición(2.1)enelnúcleoimplicaque

scIg(x)|2du(x)IKehnOOIsce'1IIhn(y)|duo').

x

X

.Notennsque,enestecaso,Crnse ,puésdeocurrirladesigualdadcontra_

5CJ ¡SÜÚIzdl-IÜ‘)"‘CISÜ‘)IZdIJÜÜriatendríms

uEnX-ufin

d(x,xn)sk[dl(x,y2)+d(yz,xn)]<2kCrn,

I

sCu(uBn)+c|f(x)|du(x)queestáencontradiccióncon1aeleccióndex .Esahoraclaroque

X2

B(xn,Crn)cB(x,3ke) ,

sCIIfIl1

enefecto:.

Paraestimarelsegundosumandoenelmienbroderechode(2.35)notemos,2

d ,Sk[kd,+d,x+dx,J<3k

aplicandonuevamente(1.19),queessuficienteobtenerunaacotaciónpor(xu)((xyz)(yz11))( nu)e uf"1deparatodouenB(xn.Crn).Porconsiguiente

*

.6-B.,22K.
(23)u{xaXUÜ"kcrn)11m)1/2}(2.33)IKehn(x)|sCe1 Ihn()')ldu(y). ConestefintomemosunpuntoxfueradeuB()S_‘,ZkCrn)yunnúmero13(¡’3¡(25) c>0quedefineunatnmcaciónarbitrariadelaintegralsingularalrede_

‘De(2.37)y(2.38)Sigueque

dordex .Consideremos1asiguienteparticióndelconjuntodenúmeros

t

naturalesKMX)S[XILlhn(y)IIK(x,y)-K(xng1)|du(y)+CMh(x).



comoeloperadormaximaldeHardy-Littewoodesdetipodébil(1,1),para estimar(2.36),hastaacotar1amedidadelconjunto

{xaX-uB(xn,2kCrn):thj(y)IIK(x,y)-l<(x,)g¡)ldu(y)>1/4}.

Estoessimple,puesporlapropiedad(2.2".b)setieneque

Z 'K(x9xj)lduCX)

X-uB(xn,21:Crn)J X

si"50)!IMxJ)-mxwfllmmflduU)

JxLBW2kC.

(xJrJ)

SCIIhII1sCIIfII1.

C.Q.D.

Deesteteoremadetipodébilyde1adensidadenL1de¡ma

clasedefuncionesLipschitzconsoporteacotado,elresultadodecomer genciapuntualdelastruncacionessededucecomoenelcasoeuclídeo.
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CAPITULOIII

APROXIMACIONESIELAIEN'I'IMD

Vimosenelteorema(2.24)delcapítuloII,queenespaciosde

tipohomogéneonormal,esválidounresultadoanálogoa1deCalderón-Zyg mundsobreaproximacionesde1aidentidadconnúcleosradialesdecrecien tes.EnIR"existeunteoremadebidoaZó(ver[2]),queextiendeelde Calderón-ZygmundelcasoenqueelnúcleodeconvoluciónKestádomime porunafunciónnonegativa,integrableypertenecienteaC1(1Rn-{0})cg yogradienteesmenoro-igualqueClxl'n-1.Lademostraciónsebasaen unresultadogeneralsobretipodébil(1,1)deunoperadorsublineal,aco-_ tadoenalgúnLp yqueactúadeunmodoadecuadosobrefmcionesconprg medionuloysoporteacotado.Laprimerapartedeestecapítulotienepor objetoextendera1contextodeespaciosdetipohonogéneogeneraleseste teorema.Enlasengdaseobtieneunaaplicacióna1casodeespaciosnomg les.Estaaplicaciónpartede1asiguienteobservación. (3.1)Observación:Si1esunafuncióndefinidasobrean convalo res.reales,sonequivalenteslossiguienteshechos: a)1esradial,nonegativa,integrable,pertenecealaclaseC101!"

{0))y

(3.2)lVl(x)Isc¡xl'n'1

paraalgunaconstantefinitaC .

b)Existeunafunciónoz0definidasobreDftalque (3.3)1m-wm")le'“. (3.4)oe6012*). (3.5)oesacotada,.
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(3.6)I<b'(t)|sCt:'1. (3.7)ro(t)t'1dt<m.

o
Demostración:SeaR++R+U{0}lafuncióndeC1(R+)quere

presentaalsobrecadarayo,estoesdecirque1(x)=Ï(lxl).Definamos

1m),_esclaroqueoec1(R+).Paraprg

1/n

o:R++R+u{0}por45(0)=0Ï(p barqueoesacotada,tomemosp>0yelijamsR(p)>ptalque Ï(R(p))<p'1Ptalelecciónesposibleporquel eL1(Rn).laderivadade 1enelpuntosesladerivadadireccionaldel enladirección

-1 __

xolxolenelpuntoxo,paracualquierxotalqueIXOI-S,enconse cuenciaÏ'(s)=Ix0|-1xo-V1(xo)ypor(3.2)setieneque

--R(o)-' 1(o”")s1(R(o))+[I1'(S)Ids

pl/n

_r‘” __

Sp1+CJsn1ds

1/np

sC.p'1,

loqueprueba(3.5).Porotraparte

¡«(on=In"ïvchn)p1/n+Ï(p1/n)l

Scp(-n-1)/npI/n+C0-1 =Cp-1y

queesladesigualdad(3.6).Paraprobar(3.7)observemosquef1(x)dx¡en coordenadaspolaresesCmepn)0-1dp,yestaúltimaeslaintegrala

0

55

estimarcorropuedeversehaciendoelcambiodevariablespnzt.

Reciprocamente,sio:R++R+u{0}satisface(3.4)a(3.7),la

función1.definidapor(3.3)e'sintegrable,perteneceaC1(Rn-{0}).Y adanás,si1sisnsetieneque

337100=to'(¡xI“)nIxI“'2inxI“-o(¡x1“)nIxI“'2xiJle'2"

i
=nQ'Clen)xile2 -no(lxln)|x|'n'2xi.

Deestaexpresiónparaunaderivadaparcial,(3.5)y(3..6),ladesigualdad (3.2)resultaclara.C.Q.D.

Delaobservación(3.1)sededuce"queel_estudiode1aaproxima

cióndelaidentidaddefinidaporunnúcleoradialen.Rn,quecumplelas condicionesdelteoremadeZó,esequivalentea1estudiodelaaproximación correspondienteaunnúcleodetipo(3.3),conoquesatisface(3.4)a (3.7).Laventajadelsegundoenfoqueradicaenque1(x-y),definidopor (3.3),solodependedelx-ylnqueeslacasi-distancianormalizadadeRn entrexey.Adenáslaspropiedades(3.4)a(3.7)sonindependientesdelespacioysólo serefierena1comportamientodecbcomofunciónreal. Sipara¿>o,16(x)=6'n1(6'1x)y1estádefinidapor(3.3),tenemos que

16(x)=<p(6'"lxl“)IxI'“ .

Estoshechossugierenestudiarelproblanadeltipodébil(1,1)delopera dormaximalcuandolosnúcleossondelafoma

¡(5097)=Mi?dcx.y))dom".



(X,d,u)esunespaciodetipohonogéneonormal,y-cbesunafunciónque cumplelaspropiedades(3.4)a(3.7). 5.1ELTEORI-NADEZO (3.8)TmRfllA:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomgéneo'conlapropig daddequelasfuncionescontinuassondensasenL1.SeaTunoperador definidosobreL1+L‘oconvaloresenelespaciodelasfuncionesu-medi blessobreX,numerablementesubaditivoypositivamentehomgéneo,talque paraalgúnpardeconstantespositivasMyCoocurreque (3.9)lngIIQSCoIlglla. (3.10)SiheL‘,{x:h(x)#0}cB(xor)y[hdu=o,setieneque

J ITh(x)|du(x)sJ Ih(x)|du(x). X-B(xo,Mr)X

EntoncesTesunoperadordetipodébil(1,1)yacotadoenLppara 1<psno.

Denostración:Seapunacasi-distanciaequivalenteadtalque

lasbolassonconjuntosabiertosallatopologíadelespacio.SeanC1y Cconstantestalesque

Z

C1p(x,y)Sd(X,)')SC2D(X,>’)

paratodopardepuntosx,yenx.SeafzoLmafuncióndeL1,pode mossuponerquemx(f)s1.Envirtuddellem(1.15)aplicadoaf como funciónenelespacio(X,p,u)conA=1,obtenemsunadescomposiciónde f conosumadeunagconnormainfinitomenoroigualqueunaconstante D,másunaseriedefuncionesdeltipode(3.10).ComoeloperadorTes

S7

subaditivoypositivamentehomogéneo,essuficientedanostrarque (3.11)u{XeX:ITf(x)|>2(C°D+1)}SC||f|I1. paratodafunciónf nonegativadeL1.En10queSiguemaremoslanata cióndellana(1.15).Observemosque,porlasublinealidaddeTy(3.9), essuficienteestimar1amedidadelconjunto{xaX:IT(2hn)(x)|>COD+1}. SiCes1aconstantedellema(1.5),elmiembm'izquierdode(3.11)se acotapor (3.12)“xt?!Bd(xn,MCC2rn):IT(Zhi)(x)I>C°D*1}+H[HBd(xn,MCC2rn)JParamayorarelsegtmdosumandode(3.12),notemosqueBd(xn.MCC2rn)c Bp(JCn,MCC2C1'1rn).Lamedidadeestaúltimabolaesmenoroigualque unaconstantevecesu(Bp(xn,Crn)),entoncespor(1.19),setieneque ulZqu(xn.MCCZrn)]sC||f||¡.Porotraparte,por(1.18)Sn={xzhn(x)+0}: Bp(xn,Crn)cBd(xn,CC2rn)yenconsecuenciacadahnestáenlascondicíg nesde(3.10),estopermiteestimarelprimersumandode(3.12)por

CI ITC}:hi)(x)|du(x)
X-uBan,MCC2rn)

sczJ ¡Thim:duoc)
1 X-B(xi,MCC2ri)

sczJ Ihi(X)|duCXJ

1
X

=CIIhIl1sCIIfII1.

boqueprueba(3.11).laacotaciónenLp esconsecuenciadelteoranade
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interpolacióndeMarcinkiavicz.C.Q.D.

Esteteoremapuedeaplicarsealcasodeoperadoresmaximalesde

integralesparaobtenerelsiguienteresultado. (3.13)COROLARIO:Sea(X,d,u)unespaciodetipohomgéneotalquelas

1

funcionescontinuassondensasenL .Sea{KazaaI‘}unafamiliadefun cionesmediblesenX-xXtalque,parafcL1+Lao

Tf(x)=supIIK0;(XJ)f()’)du(VN

GEFx

defineunafunciónu-mediblesobreX.Además:
(3.14)existeCindependientedexya.talque

f mat“):du(y)sc, X

(3.15)existendosconstantespositivasMyCtalesque

J supIKa(z,y)-Kafz,x1Idu(z)sC.

aer

d(z,y)2Md(X.y)

EntonceseloperadorTesdetipodébil(1,1)yacotadoenLp,1<psm.

Demstración:Delapropiedad(3114)delafamilia{Ka}sigue

inmediatamentequeTesacotadoenL0,queeslahipótesis(3.9)del teorema.Paraverificar(3.10)tomemosunafunciónhenL1 talque {x:h(x)+0}cB(xo,r)yfhdu=0,entoncespor(3;1S)elmiembroizquier dode(3.10)estámayoradopor

J2:1:1X-B(xo,Mr)foo.r1

[Ka(z.)')-Ka(2.xo)1h(y)du(y)ldu(z)

sIh(y)lsuplKa(z.y)-Ka(l.xo)ldu(z)dv(Y)

aeI‘

B(xo,r)X-B(xo,Mr)

sC||h||1.

Enconsecuencia,delteorema(3.8)obtenemselresultado.C.Q.D. 5.2APLICACIONAUNACLASEDEAPROXMCIONESDELAIDENTIDADENESPACIOS

MMALES.

Enestasección(X,d,u)denotaráunespaciodetipohonngéneo

normaltalquelasfuncionescontinuassondensasenL1 .

SeaounafuncióndefinidasobreR+convaloresen11+ú{0}

quesatisfacelaspropiedades(3.4)a(3.7).Lacondición(3.4)puedede bilitarse,essuficientequeoseaLipschitz1encadaintervalo(tan), conconstantedeLipschitzmenoroigualqueCt'1 .

Sea0<c<1ydefinamosKe(x,y):XxX+R+u[0}por

(3.16)KCCXJ)=Me'1d(x,y))d(x.y)'1.. Enelpróxinnlemsepruebaque,sielespaciotienelapropiedad(P),la familia{KE(x,y):O<c<1}verifica(3.14).Veremsluegoejenplosdees paciossinlapropiedad(P)paraloscuales(3.14)noesválida. (3.17)LEHA:Sea(X,d,u)unespacioconlapropiedad(P).Entonces existeunaconstanteCtalque

a/e_1

(3.18)JK¿(X.y)du(y)5CJototdt.

d(x,y)<a0

-paratodoee(0,1),anya>0.Porconsiguiente



(3.19)JKe(x,y)du(y)scro(t)t'1dt.

X0
Dennstración:SeaxunpuntofijoenX.Ke(x,y)conofunción

de(e,y)definidasobre(0,1)xxesmedible.00mXa-finitosetie neque

11

(3.20)f{f KE(X.Y)'du(Y)}de=f d(x.y)HIoce'1dcx.y))de}du(y).

0XX.0

Luegodelcambiodevariablese+t=e'1d(x,y),elsegundomiembrode (3.20)seescribe

I{Ioct)t‘zdt}du(y). Xd(X.y)

Invirtiendonuevamenteelordendeintegración,aplicando1apropiedadde normalidaddelespacioytenimdoencuentaque,porlapmpiedad(P), losconjuntosunitariostienenmedidanu1a,obtenems

1
[fiK¿(X.y)du()')}de=r<b(t)15%}du(>')}dt

0X0d(x,y)<t

=rMt)t'zu(B(X.t))dt

0
scrflt)t"dt.

0

Porconsiguientede(3.7)sigueque&Ke(x,y)du(y)estáenL1(0,1), entoncesesfinitaparacasitodoec(0,1).Pero,enprincipio,elcon juntodeloseparaloscualesdichaintegraldivergepodriadepender dex,lapropiedad(P)essuficienteparaqueestonoocurra.Aplican
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doelteoremadederivacióndelaintegralalafunciónfK€(x,y)du

B(X.a)

(y),enlavariableeparaxfijo,setieneque

e+h

\0

(3.21)J Keo(m)du(y)11:3h"f{I

B(x,a)eoB(X.a)

KabulduCY)lde

paracasitodoeos(0,1).Estimelmsahora,unpromediocualquieradel miembroderechode(3.21).Paraelloprocedan'oscomoantes,invirtiendoel ordendeintegración,efectuandoelcanbiodevariables1L:->t=e'1d(x,y). cambiandonuevamenteelordendeintegracióny,finalmente,aplicando1a propiedad(P):

c+h

(3.22)¡1"[0{ÍKefx.v)du(y)}dc

eod(x.y)<a

e+h
o

-h"jd(x.y)"{[Me"d(X.)’))de}dum

d(X.y)<aeo

_d(X.y)/e°

-h"J{ÍMt)t'zdt}duo).

d(X.>')<ad(X.y)/(e°+h) a/I:o

-h"foct)(¡{fdu(y)}dt

a/(eo+h)tEOSd(x,y)<a a/(co+h)

MN]Mt)t'z{jdu(y)}dt

0tEOSd(x,y)<_t(eo+h)
a/c

°-1

SCI Mt)tdt

0
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Porconsiguiente(3.18)esválidaparacasitodoeentre0y1.Sea eoe(0,1),NeNye>etalquelaacotación(3.18)esválidaparae ,

o

por(3.4)y(3.6)setieneque

Ke(Xñ')du(y)
0

N'15d(x,y)<a

sd(X.y)'1Io(eo'1d(X.y))-Me"d(x.y))ldu(y)

‘N'1sd(x,y)<a

+amy)"o(e'1d(x,y))du(y)

N'1sd(x,y)<a

e-coo

sCaNe+C

eco

Mt)t'1dt.

comounnúmerocenestascondicionespuedeelegirsearbitrariamente próximoaeesclaroque

o)

a/e

0

Ke(m)du()’)sco(t)t'1dt.

0

N-Isd(x,y)<a0

uniformementeenN,demodoque(3.18)esválidaentodoelintervalo (0,1).C.Q.D. (3.23)Observación:Sielespacio(X,d,u)tienelapropiedaddeque lamedidadecualquiercoronaestáacotadainferiormentepor1aamplitud, com)ocurreenlosejemplospresentadosenelcapítuloI,entoncesporlas igualdadesen(3.22)esclaroque

I KE(X.)')duCY)zcró(t)t'1dt.
X0
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paratodoeen(0,1)yxex. (3.24)TEJRI-MA:Sea(X,d,u)unespaciodeordenaquesatisfacela propiedad.‘(P).SeaKEdefinidopor(3.16)para0<e<1_Entoncesel operador

mmsupII K€(X.Y)f(y)du(y)l

0<e<1X

esdetipodébil(1,1)yacotadoenLP(1<pso).

Dennstración:Enellema(3.17)hemosdemostradoquelafamilia

denúcleos{KE}satisfacelahipótesis(3.14)delcorolario(3.13).Vea mosquetanbien(3.15)essatisfecha.EsclaroquesuplKe(z,y)-Ke(z,x)|

0<e<1

esmediblecomofuncióndezparacualquierpardepuntosx,yenX. Porlaspropiedades(3.4)y(3.5)deotenamsque (3-25)ll<e(2.)')-l<e(2.x)I=I4J(t:'1d(2.>'))d(1.>')'1-45(e'd(2.x))d(2.x)'1l

sd(z.y)"w(e"d(z.y))-o(e"d(;.x))| +¡«(e"d(z.x))¡muy)"-d(z.x)"¡ s¡walId(z.y)-dcz.x_)le"dad)" +Cld(z,y)-d(z,x)|d(z.y)'1d(z,x)'1,

5‘esunnfmeroentred(z,y)c'1yd(z,x)c'1.Sitomamos2kcano constanteMen(3.15).sólonosinteresaráestimarelmienbroizquierdo de(3.25)parad(z,í<)z2kd(x,y).B1estecaso

d(z,x)sk[d(z,y)+d(y,x)]skd(z,y)+d(z,x)/2

porlotantod(z,x)sde(z,y),porconsiguienteEsz(x,z)e'1.



Entonces,de(3.6)y(3.25)sigueque

|K€(z,y)-Ke(z,x)|sC|d(z,y)-d(z,x)|d(z,y)'1d(z,x)'1

sCId(z,y)-d(z,x)Id(z,x)'z.

Notenosademásque,con!)

d(z,y)sk[d(z,x)+d(x,y)]sCd(z,x),

1apropiedaddeordenadedaplicadaalúltimomiembrodeladesigual dadanteriorpermiteobtener (3.26)IKc(z,y)-Ke(z,x)|st(z,x)1'md(:t(,y)°ld(z,x)'2

=Cd(x.y)¿d(z.x)"'°,

parad(z,x)22kd(x,y)ycualquierc>0.Laaootación(3.15)seconsi gueporintegracióndelmiembroderechode(3.26),aplicando(1.35).

Paraqueelcorolario(3.13)seaaplicable,restaaunprobarque

'eloperadorTestábiendefinido,enelsentidodequeTf(x)esuna
funciónmedible.Demostraranosquesif esacotadaeintegrable,Tf(x) esunafunciónsuní-continuainferiormente,estehecho'serádeutilidaden elcapítuloIV.hfisprecisamente,paracadaA>0 (3.27)UA={KeX:Tf(x)>A}esabierto. Enefecto:seaxocU)‘entoncesexistece(0,1)talqueIfKe(x°,z)f(z) du(z)l>A.Seaxunpuntotalquede(x,xo)<1,aplicandoellana(3.17) y(3.26),lassiguientesdesigualdadessonválidas

If [Ke(xo.z)-K€(x.z)1f(z)du(z)l

X
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SJ ‘IKe(xo,z)-K€(x,z)|If(z)|du(z)

d(z,xo)2[2kd(x,xo)]1/2

+I Ke(xo,z)¡{undu(z)

d(z,xo)<[2kd(x,xo)1”2

+JKe(x,z)lf(2)|du(2)

d(z,xo)<[2kd(x,xo)J”z

st(x,x°)a||f||mJd(z,x0)-1-adp(z)

d(z,xo)z[zkd(x,xo)1”2

+Cllfllmíont)t"dt

0<t<k[(2kd(x,xo))1/2+d(x,xc.)]c'1

sCllfllmd(x.xo)a/2 +cuf¡L_J m)t"dt.

'o<t<Ce"d(x,xo)“2

ElúltimmimbrotiendeacerocuandoxtiendeaxoyporconsiguienteIIKE(x,z)f(z)du(z)I>Aentodounentornodexo.C.Q.D. (3.28)Observación:Si(X,d,u)esunespaciodeordenaquesatisf_a_ celapropiedad(P) ,lentonceselresultadodeCalderón-Zygnmndparanúcleos radialesydecrecientespuedeobtenerseaplicandoelteorema(3.24).Enefeg to:seaw:1R+->11+u{0}unafuncióndecrecienteeintegrabley

Keegy)=e'1w(e'1d(x.y)).
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't

Si45(t)sI 19(5)ds,porlamonotoníadeIpesclaroque

t/Z -1-1t
tMt)=tI w(s)ds2w(t)/2,

t/z

porconsiguiente

K_-1-12-1d-1 e(md-eMed(X.>’))sMed(x.y))(my).

Estomuestraqueessuficienteprobarquelafunciónotienelaspropie dadesrequeridasporelteorema(3.24).Seat>0ytlztzzt.Supongamosprimeroquetzzt1/2,enestecasotenemosque

t"1t2

tlÓ(t1)'4’(t2)l=t¡Jmods-Iw(s)dsl

t1/2tz/Z t1t1/2

stIw(s)<t+tIuu(s)ds

tztz/Z

stzw(t2)(tI-tz)4-tZW(t2/2)(t1-t2)/2
sur ¡11(5)ds)ItI-tzl.

0

Sit2<t1/2,obtenemos

t]tz
w(s)ds+tf wcsm

/2t2(2

tIo(t1)-o(t2)lStI

t1 ttttt111Z1
SÏW(7)T”2“’(_2')7 sC(rpv¿I(s)ds)It1-t2l.

J0
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Btasacotacionesprueban.quelafunciónoesdeclaseLípschitz1enel intervalo(t,=°)connormamenoroigualqueCt'1 .Esclaroqueoes

1

acotadaporlanormaLde1p.Finalmente,porunaaplicacióndelteorg madeTonelli,setieneque

rt-1o(t)dt=rt_1{rw(s)ds}dt

00t/Z

=r“gunt'1dt}ds
Os

=log2(rMs)ds).

0

Construiremnsacontinuación,ejemplosdeespaciosnormalesdeo;

denaquecarecendelapropiedad(P)‘yfmeionesotalesquesatis facentodaslascondicionesde(3.24),perolaacotación(3.14)mesvál_i_ da.

Ejemplo1:.Sea(IRfi,m)elespaciodetipohomgéneodelejem

plo(1.37).Hemosvistoqueesteespacioesnormalydeordena ,perono tienelapropiedad(P).Losintervalos

(21(1-1/1),zion/1))

sondisjuntosdosadossi124.Seao:R"+R+u{0}definidade1asi guientemanera:

0'sits12 2'it+i"-1site(2i(1-1/i),2í),124 -2'1t+1+1site(2i ,21(1}1/1')) osi“(zion/1),2i*‘(1-1/(i+1))).
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EsclaroqueoesacotadayqueIÓ'(t)IsCt'1.-Adenás,

rt'1Mt)dt=i;{Jzí °21(1-1/1)

[2'i+(i"-1)t'Jdt

2i(1+1/i)_-.

+I [-21+(i"+1)t‘11dt}

zi
{i'1log[(1+1/i)/(1-1/i)]+log[1-(1/i)21}

Sinembargo,si{ej}es1asucesión{Z'j}y

Ke(o,y)=d(0.y)"oteï‘d(0.y)3.,

jJ

setieneque

[KE(0.y)dv(y)=I Ke(o.y)dy

jj
X

zEnJ

Iy:d(0.y)-21}

"n’

2'i¿[25‘11dy

-H
iz4-j

Enelejenploprecedentetantolacasi-distanciacom1amedida

soninvariantesportraslacionesdeJR ,porlotantoelconjuntodelos valoresde'e paraloscualeslaintegralfKe(x,y)dyesconvergente, esindependientedex .E1siguienteejemplonuestraqueestonoocurre engeneral,másaún,quepuedeservacíoelconjuntodelosee(0,1)tal quedichasintegralessontodasfinitas.Necesitarenns1asiguienteobser vación.
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(3129)LEM:Seanf y .gfuncionesdefinidasenIRnconvaloresen 1'Rtalesquef esLipschitz1,gesLipschitz1,acotadaeidénticamegte1fueradeuncompacto.EntoncesfgesLipschitz1.

Dennstración:SeaBunabolaquecontienea1soportedeg-1

yMunacotasuperiordeIflsobreB .Six1yx2sonpuntosde IRn ,supondremostrescasossegúnsuposiciónrespectodeB . i)Six1,x2eB,setieneque

If(x1)g(x1)-f(x2)g(x2)Islf(x¡)-f(x2)I!g(x¡)l+lf(x2)IIg(x2)-g(x1)|

S(Ilf||Lip(1)Ilgllm+MIlgllLiPCU)Ix1-x2I.

ii)Sitantox1comx2estánenelcomplementodeB1aacotación

necesariaseconsigueconconstanteIIfIILipU)

iii)Supongamsquex153yx213.Six3esunpuntoenelbordede

Bqueadanásestáenelsegnentoderectaqueunex1conx2,o_b_ tenenos

If(x1)g(x1)-f(x2)30(2)!-If(x¡)gtxp-f(x2)l

sIf(x1)-f(x3)lIg(X¡)l +lf(x3)lls(x1)-¿(x3)l +If(x3)-f(x2)| SCIIfIILipU)IIgII°+MllglILip(1))Ix1-X3I+"mmm1x3-x2|d sC(f.g)Ix1-le.

C.Q.D.
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Ejenplo2:SeaX=R,mlamedidadeLebesguelyplafunciónonotenosquesiiz3,losintervalos

consideradaenelejenplo(1.37).Conelfindedefinirlacasi-distancia_._i

2(2(1-1/i),2(1+1/i))

dsobreX,comenzaremosconstruyendounafunciónauxiliarwsobrelR SeanRi(i=1,2,3,4)lasregionesplanasesquanatízadasenelsiguientegrísondisjuntos.Definamoscpdelasiguientemuera fico'

0stal/6

n...

fui“-1en(2’i(1-1/i),2"),123

1+1 en(2'i.2'i(1+1/i)).

oen(NM)(1+1/(i+1)),2'i(1-1/i)).

Comoenelejemplo1sepruebaqueotienetodaslaspropiedadesdelteg rema(3.24).Cualquiereenelintervalo(0,1)puedeescribirsecompro_

m----'

ductodeunnúmeroxen[1/2,1)por2-] conjeNu{0}.Conestars

ux
va

- -—__
N

Nx

ux

.

laciónentreeyx,[Ke(x,y)dy'puedeacotarseinferiormenteasí:

-l/l

A

"l

I____________________JJ Kecx.y)dyz_zf KE(X.y)dy

.|-1=-ao_

/ 'R{y=d(x,y)=ez'1}

.-1i-1-i-j

212em{:x-x=x2}

Seasz2+[1/2,1]unafunciónsimétricadeclaseLipschitz1quevaleEyp(Y)“'Y) idénticamente1/2sobreR1,1sobreRZysi(x,y)eR3,4r(x,y)=x.'

2.2i"21‘5m{y=2>y>xyp(y-x)=2'i'j}

Lacasi-distancia12

"1i+'.-i-'

d(x.y)=p(x-y)w(x.y)22312Jmiy.1>y-x>oypcy-x)=23}

-H

sobreR ,esequivalentealamétricausualyporlotantoesnormal. Porotrapartedellema(3.29)ylaspropiedadesdepy‘Presultaclg123 roquedesdeclaseLipschitz1con!)funciónsobreJRZ,porconsiguialEstopruebaquesi teEx={€e(0,1):JKe(x,y)dy<a},_

Id(X.y)-d(2.>')lsCI(X.y)-(2.y)l=Clx-z|sC_d(x,z),R

loquesignificaqueelespacioesdeorden1.Paraconstruirlafunciónentonces2Ex=Ü 
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(3.30)Observación:SiIKE(x,y)du(y)esacotadainferiormentedemans rauniforme,comoocurreenloscasosconsideradosen(3.23)ocuandoo esmayorqueunnúmeropositivoenunintervalosuficientenentegrandede pendientedelasconstantesdenormalidaddelespacio,ysi

Remy)=Keegy)(IK€(x.z)dutzn".

a.

elOperadormxinaldelasaproximacionesconnúcleoKEestáacotadopor unaconstanteveceselcorrespondienteaKE.Usandolaspropiedadesde opuedeobtenerselaconvergenciametualdefic(x,y)f(y)du(y)hacia f(x),cuandof esunafuncióndeclaseLipsehitzaconsoporteacota do.ParafeL1 seprocededelmodousualaplicandoeltipodébil(1,1) deloperadormaximalasociadoalosnúcleosRE . (3.31)Observación:Sid esunafunciónnonegativadefinidasobre Xxxquesatisface(1.1),(1.3)yunapropiedaddesimetríaconoaquella quehemsnumerado(1.2')enelejemplo(1.43),lasdanostracionesde (3.17)y(3.24)subsistensiadenásdcumpleunapropiedaddeordena conrespectoalasegundavariable(ver(1.20')),ysiparaB(x,r)={yzd (x,y)<r}severifica(P).
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CAPIIUIDIV

ACIÏI‘ACICNENESPACIOSLp CDNPESOS

DEOPERAmRESMAXIMALES

Enestecapítuloseestudiaelproblemadelaaootaciónenespa

ciosLp conpesosdelosoperadoresmaximalesconsideradosenloscapítg losIIyIII.Másprecisamente,setratalacuestióndelasuficienciade lacondiciónfi)deMickenhouptsobreunpesow ,paraobteneracotacíón enLP(X,wdu)deaquellosoperadores.

Esteproblema,planteadoparaeloperadormaximldeHardy-Little

woodenespaciosdetipohomogéneotalesqueparacadaxfijoenX , u(B(x,r))esunafuncióncontinuader ,fueresueltoporA.P.Calderón en[C].ElcasogeneralfueobtenidoporhaciasySegovia(ver[54]),re cuperando1atécnicade[CF],luegodelaconstruccióndeunacasi-distan ciaadecuadaequivalentealaoriginaldelespacio.

ElmétododeCoifmanyl'effermanparaintegralessingularesen

IR"puedeadaptarsealcasodeespaciosdetipohomgéneo,nosólopara losoperadoresdelCapituloII,sinotambiénparaeloperadormximalde aproximacionesdelaidentidadconsideradoenelcapítuloIlI.Estemétodo conduceaunaacotacióndelanormapdeloperadorqueseestudiaporla normapdelmaximaldeHardy-Littlewood.

Lavalidezdeestosresultadosrequierecondicionesdeltipo

(2.1)y(2.2')sobreelnúcleo,essabido(ver[101])queaúnenIRnypg ranúcleosdeCalderón-ZygmundlaspropiedadesdesuavidaddeKnopue dendebilitarsehasta(2.2")sinquelasclasesfl)deMuckenhouptdejen deseradecuadasparalaacotaciónenLp(X,wdu).Seobtienen,eneste sentido,condicionesintermediassobreKtalesqueunaclasedeMacken ‘houpt,Aq,essuficienteparalaacotaciónenLp conpesosdelopera
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dormaximaldelasintegralessingulares,qdependedepydelapm piedaddesuavidadenK .'

EnesteCapitulo(X,d,u)seráunespaciodetipohomogéneotal

quelasfuncionescontinuasdesoporteacotadosondensasenL1 .

DEFINICIOJ:

a)Sea1<p<an,unafunciónwnonegativaylocalmenteintegrableso

'breXpertenecealaclaseApsiysólosiexistemaconstantefi

nitaCtalqueparatodabolaBesválidalaacotación

(4.1)(umr‘fwdu)(u(n)"[w"’(P'”du)""sc.

BB

b)SedicequeWeA”siysólosiexistenconstantesCy6>0tales

queparatodabolaBytodosubconjuntomedibleEdeBsetiene ladesinualdad

-16-6

(4.2)w(E)w(B)sCu(E)u(B), donde

w(E)=I wdu

E

Si1<p<q<°°,porladesigualdaddeHó'lderseobtieneque

Igch.Lainclusión¡»CADpara1<p<°tambiénesválidayse basaenunadesigualdaddesentidoopuestoaladeHó'lderque,enespacios detipohomgéneoeselsiguienteteoremade[INSS].

TEOREMA:Si“¡516%3,entoncesexisten6>0yC<cIDtalesque

us)(mm*[w“5@f‘””scumf1fwmi

BB

naratodabolaB .
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Deesteresultadoseobtiene,comoenelcaso'enclídeoque,si

“¡5%existee>0talqueWEfire.Estehechoessuficienteparade mstrarlaacotaciónenespacios.Lp conpesosde1%deloperadormaxi_ maldeHardy-Littlewood,estoes:
(4.4)f (Mfcxnï’wcxmcx)sc]If(x)lpw(x)du(x),

XX

paratodafeLp(X,wdu) (4.5)LBÍA:Si(X,d,u)esnormal,1<p<wywaü)entonces,para cualquierpuntoX06X ,laintegral

[wm[1+dtxo.y)J‘Pduo) X

esfinita.

Demostración:SielespacioXtienemedidafinitaelresulta

doesclaro,puesweslocalmenteintegrableyX=B(x°,13)paraRsu ficientementegrande.Supongamosqueu(X)==°,seanA1,A2yK2las constantesdenormalidaddelespacioconlanotaciónde(1.29)a(1.32). SiK2u({xo})>2 ,denotemosporko.elnúmeronaturaltalque2ko <

k'+1

K2u({xo})s2° ,enelcaecontrariotomemosk°=0 .laintegrala estimrpuededescomponersedelasiguientemanera (4.6)w(y)u+d(xo.y)1’Pdu(y)=Z

k=k°

std(xo,y)<2

wcy)t1+d(xo.yn"’du(y)

xk+1

+w(y)t1+q(xo.y)J‘Pdu(y).

k

B(x0.2°)

elsegundosumandodelmienbroderechode(4.6)esfinito.Por(1.31)yla



_' ..+.

e1ecc16ndeko ,1aserieenelprimersumandoestáacotadapor(P).o:IR->IR+u.{0}esunafunciónquesatisface(3.4)a(3.7)y.

a
Teseloperadormaximalasociadoa1afamiliadenúcleosK€(x,y)

a.+-1

(4.7)ckzkZÜ'PM‘u[B(xo,2k1)]w(y)duo').definidospor(3.16).

o

2k+1a

l-B(x)‘ .

o’(4.8)LEMA:SJ.Testáenlashipótesisde(A)ode(B)yfesunafugl

Comowe1%.existeunr<ptalqueweAr ,aplicando1acondiciónArcióndeclaseLipschitzaconsoporteacotado,entonceselconjunto y(1.29)juntoconelsupuestoqueu(X)=°°,(4:7)quedamayoradoporfl

1rUA={xeX:Tf(x)>A}

m-1'

(1-p)k[k+11-1/(r-1)2B,2d

C2ku(x°)WW)"(flesabierto.

k
°B(x.21‘”)

Demostración:Paraelcae(B)esteresultadohasidoprobadoen

ú

1-1'(3.27).Supongamosentonces,queTestáenelcaso(A).SeaxerAy

‘ (I-pnc(r-Dk-1/(r-1)

sc¿k22w(y)du(y)e)otalesque

oMxo’zkfl)

.1_r o|K(xo.y)f(y)du(Y)I>A.

scwCyY”("1)du()')2k2M”ku.d(xo.y)2e

k:(o

ko1

Bx2+) -( o’SeaxeXunpuntotalqued(x,xo)<e[2C(2k)1c‘J“adendteCes1a

constantede1apropiedaddeordenadelespacio,porconsiguiente,de

C.Q.D.

(2.2'.a)sigueque

k

EnloquesigueTfdenotaráeloperadormaximalasociadoa

(4-9)lK(X.Y)f()')du(y)

d(x,y)ze

lastruncacionesdeintegralessingularesdeltipoestudiadoenelcapítg loII,obienelcorrespondienteaunaaproximacióndelaidentidadcomo lasdelcapítuloIII.Másprecisamenteconsideraremos,por1aanalogíaen

-l<(xo.Y)f0)du(y)Is -IK(X.>')-K(xo.y)llf(y)ldu(y)

¿(X0002€d(x,y)ze

sutratamiento,losdoscasossiguientessimultáneamente:
(A)(X,d,u)esunespacionormaldeordenatalqueparacadaxoeX ,

u(B(xo,r))esunafuncióncontinuader .Kesunnúcleosingular

+|K(xo.y)IIf(Y)Idu(y)

*

quesatisface(2.1),(2.2'.a),(2.3'.a)yeloperadormaximalTes

B(x,e)AB(xo,e)

deltipodébil(1,1).

(B)(X,d,u)esunespacionormaldeordenaquecumple1apropiedad
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sc510w)"vtd(x.xo)/d(x.y)1IfmIdu(y)

d(x,y)ze

+cd(xo.y)'1 ¡rmIduo')

B(x,e)AB(xo.€)

see'1wrdcx,xo)e'11ufu1 +cd(xo.y)'1If(>')ldu()')

B(x,e)AB(xop€)I

PorlaspropiedadesdeW ,esclaroqueelprimertéminoenelúltimo miembrode1adesigualdad(4.9)tiendeacerocuandoxtiendeaxo. Observemosque1arelaciónentred(x,xo)yepermiteaplicarellema (1.21),enconsecuencia

a(xo,e—C(2ke)"°‘d(x,xo)a)cB(x,c)ccho.e+crzke)"°‘d(x,xo)°),i

norlotanto,1adiferenciasimétricaaueesdominioen1aintegraldel'se_ gundosumandode(4.9)estácontenidaen

B(x°,e+C(2ke)"°d(x,xo)°‘)-B(xo,e-C(2ke)"°‘d(x,xo)°‘).

Oonesto,esclaroqueaquellaintegralseacotapor

Ce"Ifo')Idub’)

B(xo,c+C(2ke)1'ad(x,xo)a)-B(xo,e-C(2ke)1'°d(x,x0)a)

quetiendeacerocuandox+x

o,envirtudde1acontinuidadde1amedi

dadelasbolascomofuncióndelradio.Porconsiguiente,todounentorno delpuntoxoestácontenidoenUA.C.Q.D.
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*.

(4.10)LEMA:SiTsatisface.lashipótesisde(A)ode(B)yfes
unafunciónnonuladela'claseLipschitza.consoporteacotado,enton

á

cesTfesunafunciónacotaday,sielespaciotienemedidainfinita existenxo‘eXyC1<mquedependedeftalque

*-1

(4.11)Tf(x)sC1d(x,xo). AdenfisexisteC2quedependedeftalque (4.12)Mf(x)zczd(x,xo)", paraxenelcomplementodeunabolaconcentroenxo.

Demostración:SeanxoexyR>0talquesopfcB(xo,R).

Observemosquesix¿B(xo,2kR)setieneque (4.13)B(xo,R)cB(x,2kd(x,x°))-B(x,d(x,x°)/2k) (A)SixcB(xo,2kR)ye>o ,delasuavidaddefy1apropiedadde

cancelación(2.3'.a)sigueque

Ich,y)fmdu(y)lsmom)I¡fm-fmIduty)
d(x,y)ze3k2R>d(x,y)ze

+If(x)IIK(X.y)du(y)l

3k2R>d(x,y)ze

scdonna"duo')

d(x,y)<3sz

+cufun

g.

loquepruebaque'T-fesacotadaenB(x0,2kR).SixlB(x°,2kR), entoncespor(4.13)y(2.1)
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IK(X.y)f(y)du(y)|s
d(X.y)ze

IK(x,y)Ilf(y)IIdu(y)

-1d

(2K)area?)ng

sCIIf[|1d(x,xo)'1-'

(B)Six<B(xo,ZkR)yc>0,por(3.5)y(3:19)tenemosque

¡[Kecxmf(y)du(Y)Isf

B(xo,R)

KGCXJ)|f(>')-f(X)|du(y)

+If(x)I[KECXMdu(y) sCId(><.y)°"1du(y)

d(x,y)<3k2R

+CIIfIImIMt)t'1dt.

0

SixeB(xo,2kR)seprocedecomoenelcaso(A)aplicando(3.5). SixlB(xo,2kR),1adesigualdad(4.12)sededucede(4.13)ylanor malidaddelespacio

Max)zu(B(X.2kd(X.xo)))'1J{If(y)|du(>')

B(x,2kd(x,x°))

2Cd(x,xo)-1nf"1.

C.Q.D.

Observenosquesif esdeclaseLipschitzaconsoporteamtg

doywe%,1<p<°°,deloslems(4.10)y(4.5)siguequeI)([‘I""f(x)]p w(x)du(x)esconvergente.
(4.14)TEORI-MA:SiT*satisfacelashipótesisde(A)ode(B)ywes
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unpesodelaclaseA“,entoncesexisteunaconstante'finitaCtalque

J [1*f(x)]pw(x)du(x)scJ [Mfm]?w(x)du(x)
x'x

paratodafdeclaseLipschitzaconsoporteacotado.

Demstración:Probarenosenprimerlugar,queparatodoA>0y

paray>Osuficientementepequeñoesválidaladesigualdad (4.15)w(x:T*f(x)>2AyMf(x)syA)sCy6w{x:T*f(x)>A}. donde6eselexponenteen(4.2)yf esunafunciónnonegativadecla seLipschitzaconsoporteacotado.(bnoT*esdetipodébil(1,1)el conjunto

UA={xaX:Tikf(x)>A}

tienemedidafinita.SielespacioXtienemedidafinitayexisteunpun toxtalqueMf(x)sYA,corroxesunabolaquecontieneax,escla roque¡100-1fxIfIdusyA.Porconsiguiente

u{x:T*f(x)>2AyMf(x)smsu{x:r*f(x)>2A}

«NJIfldusCyMX).

X

DeestadesigualdadyAcnseobtiene

w{x:T*f(x)>ZAyMf(x)syA}sCyów(X),

loquepruebaquesi'UA=Xladesigualdad(4.15)esválida.Podanossupo ner,enconsecuencia,queUX=|=x.Porellema(4.8)elconjuntoUAes abierto,ellema(1.23)proveeuncubrimientoporbolasdeUAquesatisfg‘ celaspropiedades(1.24)a(1.28),enloquesigueseusará1anotaciónde
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aquellema.Paraprobar(4.15),comenzaremospordemostrarqueparacada iENsetieneladesigualdad (4.16)meB(xi,ri):T*f(x)>2AyMf(x)syA}sCyu(B(xi,ri)). SeaEiunpuntodeB(xi,ri)talqueMf(€i)syx,sif1=fX

3

B(yi)Ari)

yf2=fxx_B(yi’Arí)conA=D6kh,comoCieB(yi,Ari)setienequ_e

u(B(yi,Ari)Ï1If1du=u(B(yi.Ari))'1ÍB()

Xyi,!\ri

fdpst(Ei)syA,

dedondesededuceque

A"[f1 dusYu(B(y1.Ari))stCBCxíJiD.

X

finalmente,poreltipodébil(1,1)deloperadorT"tenemos (4.17)mx;X:T*f1(x)>x/2}su"!f1dusCyu(B(xi,ri)).

x

EstimcmosT*f2(x)parapuntosxenB(xi,ri).Sir>0,Kr(x,y)denota rálatruncacíóndelnúcleosingularpor1abolaB(x,r)enelcaso(A)y elnúcleodefinidopor(3.16)enelcaso(B).I‘mcualquieradelasdossitua cionesvale1adesigualdad
(4.18)If Krcw)fzmdu()’)|sl[Krcyimfzmdu(Y)|

+jimmy)-¡Wimfzmdu(>') sT*f(yi) lKr(X.y)-K,(yi.y)lfcy)du()').

X-B(yi.Ari)
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uü

'PordefinicióndeUAyleeleccióndeyien(1.28),Tf(yi)sA.Enel caso(A),elsegundosumandoenelúltinnmieïbrode(4.18)puedeacotarse usando(2.2'.a)yteniendopresentequesiyesunpuntoeneldominiodeesaintegral,

2dex,yi)szk2[d(x,xi)+d(xi,yi)]

<21<2(h+1)risAriSd(y,yi)-.

Enelcaso(B)seaplica(3.26)y1amismobservaciónconrespectoa1or denentre2kd(x,yi)yd(y,yi).Entonces,paraambosproblemsexiste unafunciónWconlaspropiedadesde(2.2')talque

1di

d(y.yi)Mülflyfium

(4.19)¡IIS-(Xd)f2(y)du(y)|SVCId(>'Yi)

d(>'.>'i)zMi

+c] _dcx.y)"f(y)du(y)

[BCX.r)AB(yi.r)J-B(yi.Ari)

=x+(1)+(n).

Canoq;esmnótonanodecrecienteyf1w(t)t-1dt<0,laintegral(I)está

0

acotadaporunaconstantevecesMf(¿i),enefecto:

(n=c_‘ïod(y.yi)'1w[d(X.yi)/d(y.yi)Jf(y)du(y)

J:.

..+1

AriZJsd(y,yi)<A1'in

ao. _.+-1

5C_20w_(2'3)u(B(yi.AriZJ1)) funny)

J‘

5*1

BO'ioArizJ

2-1

sC(Itp(t)tdt)Mf(¿i)sCyA.

o



Paraestimar(II),notemosquesir<4k2 hrieldominiodeesaintegral esvacío,puesporunaparte

2

chirr)CBO'i!4khri)CB(yirAri)7

yporotra,siz:B(x,r)

.)sk[d(z,x)+k(d(X.xi)+d(xi.yi))l

d(2.>r1

3

<k[r+k(ri+hri)]<6khri<Ari,

loqueimplicaqueB(x,r)cB(yi,Ari).Porconsiguientesolodebeconsidg rarseelcasor24k2 hri,deestarelaciónsigueinmediatamenteque

B(X.r/2k)cB(yi.r)cB(X.Ar) .

porlotanto

(msc'd(2c.y)'1f(y)du(y)

B(x,Ar)-B(x,r/2k)

sCMfkgi)sCYA .

Deestasestimacionesy(4.19)sededucequeparatodoxen.B(xi,rí), T*f2(x)5A+CyA.Siy‘escualquiernúmeropositivomenorque(2C)-1 setienequeT*f2(x)<SA/ZsobrelabolaB(xi,ri).Enconsecuencia,porlasubaditividaddeT* y(4.17),paracadaíndiceitalqueel conjunto{xaB(xi,ri):T*f(x)>2AyMf(x)syA}esdistintodelvacío ocurreque

.u{XeB(xi,ri):T*f(x)>2xyMf(x)syA}su{x¿B(xi,ri):T*f(x)>2A}

su{xeB(x.1,1'i):'l‘*f1(x)>A/2} +u{xeB(xi,ri):r*f2(x)>3A/2} 5CYU(B(xi¡ri))I
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si'0<y<yoyyodependedelasconstantesdelespacioydelnúcleo. Estoprueba(4.16).Deestadesigualdady1apropiedadA”delpesowse obtieneque

t

w{xeB(xi,ri):Tf(x)>2AyMf(x)sYA}sCyów(B(xi,ri)).

Entonces,de(1.25)y(1.24)sededuce(4.15)delasiguientemanera

w{x:T*f(x)>2AyMf(x)syA}sZw{x¿B(xi,ri)':T*f(x)>2AyMf(x)syx}

1

6

SCYZWCB(Xi.Ti))

1 6

=CY{x}d

I ¿(xi'ri)(y)w(y)uCy) 6k

sMCyw{x:Tf(x)>A}_.

t

.LanormapconpesowdeTfpuedeestimarsemlculandolaintegral entéminosdesufuncióndistribuciónyaplicandoluego(4.15): (4.20)jm"fcxnpng)¿“(no=cj:AP"w{x:T*f(x)>2x}dx

-fi

seg"AP1 w{x:Tf(x)>2AyMf(x)syUdA +chAP"w{x:Mf(x)>yA}dx sCyó¡[1*f(x)]Pw(x)dm) +CY'PíthchJchx)du(x).

paratodoy<Yo.Si¡[1’fcxnpwoódu(x)=w,por(4.11)y(4.12)tam biénesinfinitalaintegraljmfocnpwoc)du(x)yporconsiguientela desigualdaden(4.14)severificatrivialmente.SiIÍT*f(x)]pw(x)du(x) esfinita(porlaobservaciónquesiguea1lema(4.10),esteessiempreel casosíelpesowpertenecea1aclaseAp).tomandoys(2C)'1/6en
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(4.20)obtenemoslatesis.C.Q.D.

ú

(4.21)TEOREM:Sea1<p<m,weApyTunoperadormaximalenlas condiciones(A)o(B),entoncesexisteunaconstantefinitaCtalque (4.22)f[T*f(x)Jpw(x)du(x)SC]lf(x)|pw(x)du(x)..

Xx
Demostración:Sif esunafuncióndeclaseLipschitzacon

soporteacotado,1ainclusiónAcAm,elteorema(4.14)yladesigualdad

P

(4.4)pruebanlaacotacióndelatesisparaestetipodefunciones.Si feLP(X,wdu),E20vT"r eseloperadordelproblem(B),debidoaque losnúcleosKEsonpositivos,essuficienteaproximarf porunasuce-s sióncrecientedefuncionesLipschitzdesoporteacotadoparaobtener(4.22). SeaT* unoperadormaximaldetruncacionesdeunaintegralsingularen lascondicionesde(A)yfeLP(X,wdu).Porladefinicióndelasclases. deMuckenhoupt,(4.1),elpesoV=W-1/(p-1)perteneceaAqsi'qes elconjugadodeHülderdep .Envirtuddeestaobservaciónydellema (4.5),laintegralquedefineKef(x)esabsolutamenteconvergente,en efecto:

f-1/p

(4.23)IK(x.y)IIf(y)ldu(y)sCJf(y)w(y)1/pdu(y)

d

d(x,y)ze‘ (x.y)ze

sc{Jd(x,yïqwcyïq’Pdman

d(x,y)ze
«íIfly)Ipw(y)du(y)}1/p

x

d(x,yrqvcy)du(>‘)}1/q.

sC{J
d(x,y)ze

<

LP(X.wdu)
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Sea{fn}unasucesióndefuncionesLipschitzaconsoporteacotadoque convergeaf en1anormdeLP(x,wdu).PorlasublinealidaddeT“ setieneque

¡T*fn(x)-T*fm(x)|sT*(fn-fm)(x),

enconsecuencia,como(4.22)esválidaparafuncionessuaves,1asucesión {T*En}esdeCauchyenLp(x,wdu).Continuamsdenotandocon{fn}a unaswsucesióntalque{T*fn}convergeptmtualmenteyennormapcon pesowhaciaunafunciónG.Porotraparte,acotandocomoen(4.23),se deducequeparacadac>Olasucesión{Kefn}convergepuntualmentea ch.Porconsiguiente,paracadac>0

|K€f(x)|=lrjím¡KEfn(x)|.s1'11”.T*fnCX)=G(x),

loquepruebaqueT*f(x)sG(x).Entonces

I[T*f(x)]pw(x)du(x)sJG(x)pw(x)du(x)

=limfu"fn(x)Jpw(x)du(x)

n

slim[Ifnmlpw(x)du(x)

n

=[Ifcxnpwmdu(x).

C.Q.D.

Enelrestodelcapítuloconsideraramssólooperadoresmaximales

deintegralessingulares.

EssabidoqueenR",elrangodelosexponentesatalesque

w(x)=leapertenecea1aclaseAesaquélparaelcualwy¡“(p-1)

p,



sonlocalmenteintegralessimultáneamente,osea-n<a<n-(p-1).Kurtzy ¿(X’XCQ(¿[2C(2k)1-a]-1/a’dondeCeslaconstantedeordenadeles_

n

WheedenC°“5tm>'er°"!e"[Kw],un“fideodecalderón'zyg’mnae“Rquepacioyklade1adesigualdadtriangular.Seaj ounnúmeronaturaltal

....-T.. l''+1

satisfaceunacond1c1óndeDimenLsobrelaesferaunitaria,talquela que2Jo¿(x’xoke<230¿(X,xo)yobservamsquejotiendeainfinitoacotaciónenLp noesválidaconelpesow(x)=letJlsia>p-1+(n-1)p/r'cuandox‘tiendeax .Entonces

o

oa<-1-(n-1)p/r'.Sinembargo,paraalgunosvaloresdea.enestascon

a

diciones,xlpertenecealaclaseAp.Gonsideraremoslasiguientesi-IS.I

J=Jo _

2.]

IK(X.y)-K(xo.>')l|f(y)Idu(>')

tuación:d(x,xo)sd(x,y)<2j+1d(x,xo) (A')(X,du)esunespacionormaldeordenatalqueparacadaeX°°

’x°' sC"futz.[d(x,x0)2311/"

u(B(x0,r))esunafuncióncontinuaderzO.Kesunnúcleosingu-J’=Jo larquesatisface(2.1),(2.3'.a),eloperadormaximalT*esdetipo

._r1/r

débil(1.1)yademásexistere(1,0)talquelaserie[ __IMX'Y)K(x°'y”duo,“

ZJSM<2J+1

_mn|x,x

(4.24)2[d(x.z)ZJ]1/r(J 1IK(X.y)-K(Z.Y)Irdu(>')}1/r°

":1’‘+ .
JZJd(X.Z)Sd(Y.Z)<ZJ¿(1,1)elúltimomianbroesunacoladelaserie(4.24),quepuedehacerseunifor

'teñado'''

esuniformementeacotadayconvergeuniformementeenx,z.ElnúmeromamenepequtomanJ°grande’paraloqueessufiuentequexeSté

róximox .C..D.

r'eselconjugadodeHb'lderder.pa oQ

Qbservelmsqueenellema(4.10)sólosehaceusodelaspropieda

(4.25)LBIA:SiT*verificalashipótesisde(A')yf esunafunción

desdeacotación(2.1)ydecancelación(2.3‘.a)delnúcleosingular,por

declaseLipschitzaconsoporteacotado,entonceselmnjunto

lotantosusresultadossiguensiendoválidosenelcontexto(A').Para

UA={x¿x¡1-*f(x)>A}1ss<c=,MSFdenotaeloperador[M(|f|s)]1/S

esabierto.(4.26)TIÜRHiA:SiT*satisfacelashipótesisde(A')ywesunpeso

de1aclaseAm,entoncesexisteunaconstanteCtalque

Demostración:Laúnicadiferenciacon1ademstracióndellana

(4.8)resideenlaestimacióndelprimertérminoenelsegundomienbrodeÍ [T*fix)JPwÜO¿“(,05CI [Mr'fix)JPWOÜ¿”(x)’ ladesigualdad(4.9):XX

ratodafdeclaseLischitzaconsorteacotado.

I=IIK(X.)')-K(xo.y)lIf()’)|du()')-pappo

d(x,y)zeDemostración:lapruebasigue1amismalíneaque1adelteorema

ElpuntoxoperteneceaUAye>0 .Elpuntoxseeligedemodoque'(4.14).Setrata,enprimerlugar,deestablecerunadesigualdaddeltipo
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(4.27)wíx:T*f(x)>2AyMr.f(x)S'YA}SCy6w{x:T*f(x)>X}, paraA>0yYsuficientementepequeño.ComoMf(x)sMr,f(x),esválido elmismargumentoqueen(4.14)paradescartarelcasoUA=Xyaplicar loslemas(4.25)y(1.23).Deestadesigualdadresultaclarotambiénque (4.23)u(Xex:T*f1(x)>A/Z}sCyu(B(xi,ri)), paracadaindiceitalqueelconjunto{xaB(xi,ri):T*f(x)>2AyMr,f(x) syA}esdistintodelvacío,f1esfxBUi’Ari).Sif2=f-f1,enla estimacióndeT*f2(x)parapuntosxenB(xi,ri)sólodebeacotarsede unnododiferentelaintegral

I=j Ixtx,y)-K(yi.y)lEmmy).

d(>'.yi)2Ari

yaquelaexpresión(II)en(4.19)esmenoroigualqueMf(gí)sMr,fui) yEiesun'puntodeB(xi,ri)talqueMr.f(Ei)57A.IpuedemayorarseaplicandoladesigualdaddeHólderylaacotaciónuniformede(4.24):

Is;1j IK(X.y)-Kcyiwfly)duO’)

J:..

2’d(x.yi)sdcy,yi)<23”ami)

S2 IKO‘Ú’)‘K(Yi»)')Irr
:1__+1.

ZJd(X.yi)sd(y.yi)<2Jdown)

,1/r'

f[fmfdu(y)}
801.23”d(x,yi))

o.1/r'

scMr,f(€i)j;1[d(x,yi)231

1/r

'EI dIKCXJ)-K(Yi.>')|rdu(>')1

st(YJi)j,“

<2

(10(on)

sCyl.

Porconsiguiente (4.29)u{xeB(xi,ri):T*f(x)>2AyMr,f(x)syA}S_CYu(B(Xí,ri)) paraysuficientementepequeño.LacondiciónA“sobrew,(4.29)ylas propiedadesdelcubrimientodeUAprueban(4.27).Calculandolasintegra lesentérminosdelasfuncionesdistribuciónsetieneque
(4.30){tT‘f(x)1Pw(x)du(x)sCyóJE1*f(x)JPw(x)dm)

+cv'P[t Mr.fcx)JPw(x)du(x).

paratodoy<yo.Si][T*f(x)]pw(x)du(x)=m,tanbiénesinfinitalaig tegral[[Mf(x)]pw(x)'du(x)queesmenoroigualque[[Mr,f(x)]pw(x)du(x), porlotanto.ladesigualdaden(4.26)esinmediata.Si[[T*f(x)]pw(x)du(x) esfinita,tomandoysuficientenentechicoen(4.30)seobtienelatesis. C.Q.D.

Si1550»,s<p<mywaAp/s,porladesigualdad(4.4)

aplicadaconexponentep/s,esclaroque

JEMsflpwdu=JtMCIHSJJP’SwduscImpwdu.

paratodafenLp(x,wdu).ComoAp/scApelarguhentodelteorena (4.21)puederepetirseparaobtenerelsiguienteresultadócomocorolario de(4.26).
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(4.31)mmm:SeaT*unoperadormaximalenlascondiciones'de(A'). Sir'<p<°°ywaAp/r,,entoncesexisteunaconstantefinitaCtalque

I[T*f(x)]pw(x)dp(x)SCIIf(x)¡Pwoodu(x) XX

paratodaf eLp()(,wdu)

AplicaremosesteresultadoanúcleosdeCalderón-Zygmmdenan

talesquelarestricciónalaesferaunitaria,fl,esacotada,tienepromg dioceroysatisfaceunacondicióndeDiniennormaLr(1<r<m)deltipo

1-1

(4.32)[armódem.

0

donde

r1/r

m(a)=sup In(x'+h)-n(x')ldx'} .
r

Ihlsó.z

ynhasidoextendidaaerl comofmción'homogéneadegradocero.Para flconestaspropiedades,eloperadormaximaldelaintegralsingularcon núcleoK(x)=Q(x)lxl-nesdetipodébil(1,1)yaque,porladesigualdad deHb'lder,u1(6)str(6)yporlotantosonaplicableslosresultadosde [CWZ].Veamosque,siR"tienelaestructuradeespacionormaldadapor lacasi-distanciad(x,y)=Ix-yln,(4.32)implicalaacotaciónyconver genciauniformesde(4.24).Untérminogenéricodelasumaen(4.24)esde laforma

[lzlnsz1/r'

ZJIzIn5|yln<Zj+1lzln

1/r

IK(y)-K(y-z)Irdy} ,

porladesigualdaddeMinkowskiestáacotadoporlasumdelassiguientes funciones
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1/r

I=[IzInZJJ1/rI9(y-z)lrllyl“- ly-zlnlrdy

.n.
st-V'—n<2J+1

lzl

\ .lÍ1/1'
mua"thJIyI'"‘In(y)-n(y-z)lrdy

2-].lzlns|'y|n<zjnlzln

LaintegraldeIpuedemayorarsedelamuerahabitual,queeslomisnnque aplicarlapropiedaddeordena=1/nde1acasi-distancial-In .Elre sultadoesqueIsCZ'j/nuniformementeenz.LaintegraldeIIescri taencoordenadaspolarespuedeacotarseporelmódulodecontinuidadde 9delasiguientemanera.

p"(1-r)Ihüoy')-n(o(y'-o'2))I‘dy'o'do

zj/"Izlz
l20““‘11211/r

on(1'r)m:(IZI/o)p'1dp.

2j/nlzl

Efectuandoelcambiodevariablesp+t=IzI/pyusandoluegoelhechode quemesmonótonanodecreciente,sigueque

2'jm1/r

., __

IIs[|zIn2311/1r(t/Izl)n(r1‘)w;(t)t1 dt

2-(j+1)/n

Z-j/n1/r

s03:02)t"dt

2'(j+1)/n



sc“tai/n),

uniformementeenz.Laserie2;]«3112-3,n) essunable,puesestádomi nadaporunaconstanteveceslaintegralde(4.32).Porconsiguiente(4.31) puedeaplicarseparaobtenerlaacotaciónenespaciosLp oonpesosde1a claseAdeloperadormaximalasociadoaK.UnnúcleodeCalderón-Zyg

p/r'

nmndquesatisface1acondicióndeDiniusualenLa,estoes

1-1
Í wm(6)6dó<°,

o

donde

(¿(6)=sup{m(x)-(¡(y)I:Ix-yls6} ,

cumple1apropiedad(4.32)paratodore(1,0).Esclaroquelainclusión recíprocano.ocurre.Estaobservaciónsugierelasiguienteextensióndel teorema(4.21)enelcasodelasintegralessingulares. (4.33)COROLARIO:SeaT"elOperadormaximalcorrespondienteaunnúcleo quesatisface(A')paracadarmenorqueinfinito.Sil<p<mywaAp, entoncesT*esacotadoenLp(X,wdu).

Demostración:ComoWEAp,ex1stec<p-1talqueWelt}?e.

Sir=p/c>1,setienequep/r'=p-cyp>r'.Porlotanto,elresul tadosiguede(4.31)y1ahipótesissobreK .C.Q.D.

HugoA.AimarEleonorHarbouredeAguilera

Director
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